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Uvodni slovo

Milé kolegyné, mili kolegové,

kdyz se podivame na letosni sbornik, najdeme v ném celou radu témat, od
téch tradic¢nich (slovni tlohy, funkce, geometrie, pravdépodobnost, matematické
nadani, hodnoceni, prace s daty, umélou inteligenci) az po ty, feknéme, moderni
(rozsitend realita, 3D tisk). Praveé pestrost je jednim z duvodu, pro¢ se na Dva dny
mnozi vraci. Nékdo prijede s tim, ze chce néco predstavit, nékdo se chce hlavné
néco dozvédét. Mnohdy ucastnici odjizdi s nééim, co viibec necekali — s novou
otazkou, napadem do vyuky, inspiraci pro vyzkum nebo tfeba jen s pocitem, ze
nekteré véci je dobré délat jinak.

A pak je tu jesté jedna dulezitda véc: setkavani. Potrebujeme spolu mluvit,
diskutovat o tom, co vlastné zak tekl a proc¢ to rekl, premyslet, jestli byla tloha
opravdu tak dobra, jak jsme si mysleli, a obcas také zjistit, ze kolega vedle nas
ma na stejny problém uplné jiny pohled. A pravé tyto rozhovory byvaji nékdy
tim nejcennéjsim, co si z konference odvazime.

Letosni sbornik proto nevnimam jen jako zaznam toho, co béhem dvou dnt
zaznélo. Je spis malou pripominkou toho, kolika rtiznymi cestami se dnes miizeme
na matematické vzdélavani divat. A také dikazem, ze didaktika matematiky
rozhodné neni obor, ve kterém uz bylo vsechno fe¢eno — coz je vlastné docela
dobra zprava.

Dékuji vSsem autoriim a autorkam, kteri se o své myslenky, zkusenosti a vy-
sledky podélili, stejné jako vSem, ktefi pomahali konferenci pripravit. A prede-
vsim dékuji vam, kteri jste prisli, prijeli, diskutovali, ptali se a byli ochotni na
chvili opustit vlastni zabéhnuté cesty.

Preji vam, af se vam pri ¢teni sborniku obcas stane to nejlepsi, co se muze
s dobrym textem stat: néco vas zaujme, néco vas zarazi a néco vas priméje rict
si ,tohle bych chtél/a zkusit*.

A tfeba se u toho zase za rok potkame.

Za programovy a organizacni vybor konference
Nada Vondrova



JEDNANI V SEKCICH

Tvorba slovnich tloh nadanymi zaky na
2. stupni ZS

PETRA ANTOSOVA!, JANA VESELAKOVA?

U nadanich Zdku lze pozorovat vysokou miru kreativity a rozvinuté matematické
predstavy pri reseni matematickych uloh; lze tedy ocekdvat, Ze kreativitu projevi
1 pri jejich tvoreni. V ramci matematické intervence pro nadané Zaky 7. rocniku
Z8 v projektu Rozvoj matematického mysleni v nadanych Zdkid v matematice pro-
strednictvim rozvojoviych a obohacujicich aktivit jsme zkoumaly, jak si Zdci poradi
s ukolem vytvorit slovni ulohu k zadanému prikladu. Data ziskand z pracovnich
listd Zdku byla ndsledné analyzovdna. Cilem prispeévku je predstavit identifikovand
klicovd uskali Zaku pri tvorbe slovnich iloh na zadany pocetni priklad a ukdzat
néktera vybrand Zdakovskd resent.

Tvorba slovnich uloh

Z hlediska didaktiky matematiky je metoda problem-posing (tvorba vlastnich
slovnich loh) uznavanym piistupem. Pii jejim vyuziti dochézi k transformaci
role zéka, ktery prechazi od pasivniho teseni predlozenych problému k roli ak-
tivniho tviirce matematickych situaci. Odborna literatura (napr. Cai & Hwang,
2020; Ticha & Hospesova, 2009) poukazuje na to, ze takovy proces podporuje
hlubsi porozuméni matematickym konceptiim, zvysuje angazovanost zaka ve vy-
uce a zaroven vyznamneé rozviji kreativitu, schopnost abstrakce a matematické
mysleni. Vyzkumy ukazuji, ze tvorba tloh aktivné rozviji kognitivni schopnosti,
stimuluje divergentni mysleni a podporuje metakognici (Ayvaz & Durmus, 2021).

! Masarykova univerzita, Pedagogicka fakulta; antosova@ped.muni.cz
2 Masarykova univerzita, Pedagogicks fakulta; veselakova@ped.muni.cz
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U nadanych zaki je tento efekt vyraznéjsi: jejich tlohy byvaji komplexnéjsi, ob-
sahuji vice krokii a rozmanitéjsi matematické vztahy nez ulohy ostatnich zaki
(Espinoza et al., 2022). Celkové u nadanych zéakua tvorba slovnich tloh podpo-
ruje nejen jejich hlubsi matematické porozumeéni, ale také schopnost samostatné
tvorit, reflektovat a prezentovat vlastni myslenkové pochody — coz jsou klicové
kompetence pro rozvoj nadanych zak v oblasti matematiky.

Realizace matematické intervence

Vyzkumna intervence byla realizovana ve tridé s rozsitenou vyukou matematiky
s 20 zéky 6. a nasledné 7. ro¢niku. Celkova casova dotace ¢inila 48 vyucovacich
hodin organizovanych do 24 dvouhodinovych blokt. Kazdé setkani zac¢inalo praci
s pracovnimi listy obsahujicimi ¢tyTi az pét uloh rtizného charakteru. Klicovou
casti vyuky vztahujici se k prezentovanym vysledkiim v tomto prispévku byla
druha polovina intervenci, béhem niz zaci obdrzeli jako jednu z iloh zadani ma-
tematického prikladu a jejich tikolem bylo vytvorit k nému vlastni slovni ulohu
s realnym kontextem a nasledné ji vytesit. Postupné byly voleny priklady z riz-
nych ¢iselnych obort, pricemz zaci pracovali nejprve s prirozenymi ¢isly, poté
s desetinnymi ¢isly a nasledné se zlomky. Shirka vsech vytvorenych pracovnich
listi spolu s autorskymi resenimi je dostupna na strankach Katedry matematiky
Pedagogické fakulty MU (Budinova et al., 2024).

Analyza zakovskych reseni pri tvorbé slovnich dloh

Kvalitativni analyza zakovskych praci odhalila nékolik opakujicich se kognitiv-
nich vyzev, klicovych problému a didaktickych tiskali, se kterymi se zaci potykali.
Prvni z nich byl deficit divergentniho mysleni. U zakt se projevila omezena krea-
tivita, coz vedlo k repetitivnimu vyuzivani stereotypnich témat (nejcastéji nakup
potravin, déleni pizzy a dorti, sbirdni boruvek). Prikladem volby tématu néa-
kupu je tloha znazornéna na obrazku 1. Pri zadani uvedeného vypoctu se ovsem
takové slovni tlohy daji v zakovskych resenich predpokladat z divodu blizkosti
kontextu k zaktm.

5. Vylii;gﬁfadén! pro slovni ulohu, jeji fedeni vede na nasledujici wpodéet. Zadani slovni
uloahy napis a ulohu vyfes:
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Obrézek 1: Uloha se stereotypnim tématem



Dale se u uloh projevovala absence realného kontextu. Ve snaze o originalitu
zaci formulovali situace, které z logického hlediska nedéavaji smysl. Objevovaly
se ulohy s nedostatecéné logickym nebo nerealnym kontextem, napriklad déleni
automobilu Tesla na tfetiny (viz obr. 2).

5. Vyrysli zadani pro slowni dlohu, jejiz fefeni vede na nasledujicl wpodet, dlohu

wyiad,

Obréazek 2: Uloha s neredlnym kontextem

V mensinovych pripadech zaci zvolili socidlné ¢i eticky nevhodny obsah. V né-
kterych pripadech zaci volili zcela neadekvatni témata (napf. slovni tloha, ve
které krokodyli pojidaji déti na skolnim vyleté, viz obr. 3).

5. Vymysli zadani pro slovni Glohu, jejiZ fefeni vede na nasledujici vypodet, a dlohu
vyfes:

600 (6-25+4-80+3-30)

Obrazek 3: Uloha s eticky nevhodnym kontextem

Dalsi prekazkou bylo nepochopeni podstaty matematickych konceptl. Zvlasté
u operaci se zlomky se ukazala absence porozumeéni konceptu ,celku®; zaci se

neziidka pokouseli s¢itat nebo odéitat zlomky vztahujici se k odlisnym celktim
(obr. 4).

5. Vymysli zadani pro slovni dlohu, jejii feseni vede na nas.edujici vypodet, Glohu

vyies.

Obrazek 4: Nepochopeny koncept zlomku



Projevily se i jazykové a formalni nedostatky. Produkovana zadani vykazo-
vala nizkou troven srozumitelnosti a presnosti, casto byla zatizena stylistickymi
a gramatickymi chybami. V nékterych ptipadech zédk zadani neformuloval viibec
a pouzil pouze metajazykovy pokyn typu ,vypocitej tento priklad*.

I pfes vyse uvedené chyby jsme se ovsem v zakovskych fesenich setkavaly
casto i s velmi origindlnimi a promyslenymi slovnimi tlohami, které prokazuji
nejen zakovskou kreativitu, ale také schopnost hlubsiho matematického uvazo-
vani. Nekteri zaci si dokonce pridavali na naroc¢nosti ilohy zavadénim doplnujici
otazky nebo zahrnovanim prevodi jednotek. Ukazku zdarilé a originalni tlohy
lze nalézt na obrazku 5.

5. Vymysli zadéni pro slovni tlohu, jejiZz fedeni vede na nasledujici vypocet, a tGlohu vyies:
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Obrazek 5: Zdarila slovni tloha

Vystupy a implikace do praxe

Vysledky ukazuji, ze metoda problem-posing je efektivni pro rozvoj kreativity,
metakognice a hlubsitho matematického porozuméni u nadanych zakd. Zaroven
identifikované prekazky, zejména v oblasti porozuméni konceptu celku u zlomki
a tvorby realistického kontextu, poskytuji ucitelim cenné informace pro plano-
vani podpory a diferenciace vyuky matematiky. Vysledky tohoto projektu jsou
v soucasné dobé transformovany do podoby recenzované metodiky. Vznikne tak
publikace obohacena o autentické ukazky zakovskych feseni a doprovodné meto-
dické poznamky pro ucitele matematiky. Autorky rovnéz zminuji potencial pro
dalsi vyzkum, naptiklad komparativni analyzu pristupu k metodé problem-posing
mezi riaznymi skupinami zaki, nejen mezi zaky matematicky nadanymi.
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Co nam schodovita funkcia prezradi
o porozumeni ziakov

DANIELA BUKSAROVA!, INGRID SEMANISINOVA?

Prispevok sa zameriava na skumanie porozumenia pojmu funkcia u Ziakov 4. roc-
nika gymndzia prostrednictvom ulohy so schodovitou funkciou. 24 Ziakom sme
zadali ulohu, ktorej cielom bolo nacrtnut graf zdvislosti ceny parkovania od casu
statia na parkovisku. Ziskané riesenia umoznili identifikovat rézne urovne po-
rozumenia pojmu funkcia, ako aj odhalit mozné tazkosti Ziakov pri tvorbe grafu
funkcie u Ziakov 4. rocnika gymndzia, ktori plinuji maturovat z matematiky.

S funkciami sa stretavame v kazdodennom zivote, ¢i uz vo forme grafov, roz-
nych tabuliek alebo zavislosti. Preto je dolezité rozumief im a vedief rozliso-
vat, ¢o reprezentuju a ¢i to reprezentuju spravne. Na hodinach matematiky sa
ziaci stretdavaju s roznymi typmi funkcii a zavislosti, uc¢ia sa o ich roznych re-
prezentaciach a prechodoch medzi nimi. Pritom sa casto kladie velky déraz na
symbolické reprezentdcie a lahko graficky zndzornitelné funkcie. Casto to vedie
k nadmernému zdoraznovaniu spojitych, linearnych, kvadratickych, pripadne os-
tatnych elementdrnych funkeii. Ziaci majt preto tendenciu v roznych situdcidch
kreslif ,,rozumné*, ,hladké®, ,symetrické” a ,spojité grafy ,bez zlomov®, ktoré
suvisia s prototypickou predstavou o funkcii (Ostermann et al., 2018) vytvore-
nou na zaklade Studia zakladnych typov funkcii. Viaceri autori spominaja dalsie
miskoncepcie vyskytujuce sa u ziakov pri funkciach. Napriklad ide o problém
s rozliSovanim, ¢o je a ¢o nie je funkcia, o automatické spajanie dvoch bodov
useckou, spajanie diskrétnych bodov, aj ked to nie je vhodné alebo o problém
s konstruovanim osi stiradnicového systému (Leinhardt et al., 1990). Ziaci ¢asto
zamienaju zavisli a nezavisla premennt, graf vnimaju ako staticky objekt a nie
ako dynamick zavislost alebo nerozumeji zmene medzi hodnotami alebo bodmi
a rychlosti tejto zmeny (Hadjidemetriou & Williams, 2002). V prispevku sa za-
oberame analyzou ziackych rieSeni ilohy na obrazku 1. Tuto tilohu sme vybrali so
zamerom zistit, ¢i u ziakov gymnazia pretrvavaju miskoncepcie stuvisiace s grafom
funkcie a s prechodom od redlneho kontextu ku grafu. Uloha bola stcastou Sir-
sieho vyskumu, ktory bol zamerany na prepajanie reprezentacii funkcii a ziakom
bola zadana v ramci pre-testu.

Metodolégia: Vyskum sa konal v 4. roéniku gymnéazia pocas viacerych ho-
din semindra z matematiky. Prebiehal v troch fazach: 1. Pre-test; 2. Vyucba;
3. Post-test. Pre-test sluzil na zistenie aktualneho stavu porozumenia prepajaniu

! Univerzita Pavla Jozefa Safarika, Prirodovedecks fakulta; daniela.sabakova@student.upjs.sk
2 Univerzita Pavla Jozefa Safirika, Prirodovedecké fakulta; ingrid.semanisinova@upjs.sk
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Uloha 1

Na platenom parkovisku je prvych 20 minut parkovania zadarmo. Ak auto parkuje na parkovisku dlhsie
ako 20 mindt, plati sa 0,90€ za kazdd zadatd hodinu poéitand od prichodu na parkovisko. Naértnite

graf, ktory znazorfiuje vztah medzi cenou parkovania (v €) a dobou parkovania (v minutach).

Obrazok 1: Zadanie tlohy (Pre-test)

reprezentacii funkcii u ziakov. 24 ziakov samostatne riesilo 9 iloh zameranych na

linearnu, kvadratickt a exponencialnu zavislost. Po priblizne 2 tyzdnoch prebehla

vyucba na 6 vyucovacich hodindch (z toho 2 boli venované kazdej zo zavislosti)

a b tyzdnov po vyucbe ziaci riesili post-test. Ten pozostaval z 8 mierne uprave-

nych tloh vybranych z pre-testu. Uloha 1, ktorej sa budeme venovat (obr. 1), je

zamerana na prepojenie realneho kontextu s grafom funkcie — Ziaci maju nacrtniut
graf, ktory reprezentuje danu situaciu.

Vysledky: V ziackych rieseniach pre-testu sme objavili niekolko najvyraznej-
sich prvkov:

a) Zavisla vs. nezavisla premennd — v 4 ziackych rieSeniach sa objavilo ,preho-
denie“ zavislej a nezavislej premennej na osiach v grafe (obr. 2c).

b) Interval (0,20) — 17 ziakov ho nenacrtlo vobec (obr. 2b), 5 ziakov nacrtlo
spravne cast grafu pre dany interval (obr. 2d), 1 ziak sa pokusil znazornit
bod [0,0] (obr. 2e) a dalsi nacrtol interval, ale ako rasticu linedrnu funkciu
(obr. 2a). Objavilo sa aj riesenie, kde ziak oznadil ako pociatok grafu bod
[20,0], alebo kde ziak vyslovene napisal: , Neviem ako nacrtnit do grafu prugch
20 minut.”.
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Obrazok 2: Ziacke riesenia tlohy 1
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¢) Rozne trovne kovariancného myslenia — tieto irovne stvisia s tym, nakolko
ziaci vnimaju graf ako dynamicku zavislost a nie ako staticky objekt. V riese-
niach sa objavili diskrétne, spojité, aj po castiach spojité grafy. Riesenia sme
kategorizovali podla drovne kovarianéného myslenia nasledovne:

1. Nesledujem zmenu hodnét po malych c¢astiach, ale vnimam celkovii zmenu
hodn6t dvoch velicin — jedna rastie, aj druhd rastie (X = 10 — obr. 2e).

2. Hodnoty nezavislej premennej sa menia spojito, zmena hodnoét zavislej pre-
mennej je koordinovana len v diskrétnych hodnotach — ¢as sa meni plynulo,
ale cena je koordinovand len v ¢asoch 20, 60, 120,... mintit (3> = 4 — obr. 2a).

3. Obe premenné sa menia plynulo v intervaloch pevnej velkosti. Hodnoty vo
vnutri intervalu ,,prichadzaju spolu®, ale medzi nimi je skok — napr. inter-
valy (0,20); (21,60); (61,120) — ziak nema predstavu, ze aj v case medzi
20 a 21 minit sa nieco deje (X = 4 — obr. 2b).

4. Premenné sa menia plynulo a kontinudlne (¥ = 4 — obr. 2d). V krajnych
bodoch intervalov st nepresnosti.

Pri nacrte grafu si traja ziaci pomohli aj tabulkou hodnot a jeden ziak expli-
citne nacrtol schody. Uplné rieSenie so spravnymi koncovymi bodmi sa neobjavilo,
no najviac sa mu priblizuje riesenie na obrazku 2d, v ktorom chybaji len plné
kruzky u koncovych bodov tuseciek.

Zaver

Po analyze Ziackych rieseni mozeme povedat, ze u ziakov pred maturitou pretr-
vavaju niektoré miskoncepcie tykajuce sa funkcii, ktoré si v stulade so zisteniami
viacerych vyskumov (Leinhardt et al., 1990; Hadjidemetriou & Williams, 2002;
Ostermann et al., 2018): ziaci zamenili zavisli a nezavisld premennui (obr. 1c),
mali problém s rozliSovanim, ¢i je nieco funkciou, resp. mali tendenciu spajat
body, aby graf funkcie bol spojity aj ked to nemusi byt vhodné (schody v grafe,
takto graf zakresli aj MS Excel), s prototypickou predstavou o funkcii, ktora vedie
aj ku spajaniu dvoch bodov rovnou ¢iarou (graf linedrnej funkcie), pripadne ne-
rozumeju, ako sa hodnoty navzdjom menia (,,skok“ v intervale), alebo nevnimaji
graf funkcie ako nie¢o dynamické, ale skor ako staticky objekt (graf diskrétnych
bodov). Tieto vysledky naznacuji, ze ani ziaci 4. rocnika, ktori chctit maturovat
z matematiky nemaju uplne vyvinuti predstavu o grafe funkcie v spojeni s real-
nym kontextom. Nasim cielom nie je vsak poukazovat na nedostatky, ale zlepsit
ich. V ramci 2. a 3. ¢asti vyskumu sme pre ziakov pripravili aktivity a tulohy, aby
sme podporili spolo¢na diskusiu a aby identifikované miskoncepcie boli expli-
citne diskutované a nie ignorované (Hadjidemetriou & Williams, 2002). Uloha sa
zaroven ukazala ako vhodny diagnosticky nastroj na identifikdciu miskoncepcii.
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Sutaz iBobor ako zdroj tiloh pre rozvoj
algebrického myslenia

DUSAN DANIEL!

V' prispevku analyzujeme tri ulohy zo siutaZe tBobor z hladiska ich potencidlu
aktivovat kognitivne procesy spojené s algebrickym myslenim. Vyskum opierame
o teoriu odpovede na polozZku a kvalitativnu analyzu Ziackych rieseni. Viysledky
naznacuji, ze uloha sa sice na prvy pohlad moze javit ako vhodnd pre rozvoj algeb-
rického myslenia, jeho aktivdcia vsak moze byt podmienend drobnymi nuansami
vo formuldcii zadania a tieZ mierou rozvinutosti algebrického myslenia u riesitela.

Uvod

Statny vzdelavaci program pre gymnézid so $tvorroénym a péatroénym vzdeld-
vacim programom v predmete matematika uvadza, ze jednym zo vseobecnych
cielov predmetu je, aby Ziaci vedeli , c¢itat s porozumenim suvislé texty obsahujice
cisla, zavislosti a vztahy a nesuvislé texty obsahujice tabulky, grafy a diagramy*
(SPU, 2015, s. 3), pricom tento a dalsie ciele maji byt okrem iného napliiané
tak, aby sa

ziak oboznamil so zakladnymi matematickymi nastrojmi a sposobmi
reprezentacie (vzorce, premenné a funkcie, modely, diagramy, grafy,
tabulky), a to predovsetkym prostrednictvom riesenia tloh s roz-
norodym kontextom, mé ziskat sktisenosti s matematizaciou realnej
situacie a tvorbou matematickych modelov. (SP(J, 2015, s. 4)

Dolezitost prace s réznorodymi reprezentaciami v poznavacom procese pod-
poruju aj vysledky vyskumov v kognitivnej psychologii a v didaktike matema-
tiky. Duval (2017) ukazuje, zZe budovanie predstav o abstraktnych matematickych
objektoch si vyzaduje pracovat v roznorodych systémoch reprezentacii a rozvi-
jat schopnost medzi nimi flexibilne prepajat, pretoze kazdy systém reprezenticii
zvyraznuje len urcité aspekty objektov a iné potlaca.

Tieto procesy tvoria vyznamnu sucast sicasného konceptualneho ramca al-
gebrického myslenia (AM) (Godino et al., 2015). Reprezentacie v tomto poni-
mani nie si len pomocnym prostriedkom, ale aktivnym nastrojom myslenia. Pri
neschopnosti koordinovat systémy reprezentacii, v ramci ktorych ziaci realizuju

! Univerzita Komenského, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky; dusan.daniel@fmph.uniba.sk
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procesy myslenia, tak méze dochadzat k vzniku miskoncepcii a redukcii mate-
matickej ¢innosti na syntaktickii manipulaciu bez moznosti kontroly vyznamu.
Medzi ¢asté miskoncepcie, ktoré u ziakov mozu pretrvavat aj vo vyssich stupnoch
vzdelavania patria napriklad:

o Zmnak rovnosti je prikaz na vypocet — Ziaci nevnimaju znak rovnosti cisel
ako relaciu porovnania kvantit, ale ako ,signal pre vysledok®. Napriklad
rovnost 5 +4 = 6 + 3 nebudi pokladat za spravnu, pretoze 5 +4 = 9
a nie 6. Ziaci mozu mat tendenciu rozdelit rovnost na ,dva vypocty“: 5+ 4
a 6 + 3. Tato predstava vyrazne komplikuje proces budovania konceptu
rovnice, rovnosti algebrickych vyrazov, neskér rovnosti funkcii, a pod.
(Dougherty & Foegen, 2016).

o Linearna funkcia je proporciondlna — ziaci maju predstavu, ze pri linearnej
zavislosti su zavisle a nezavisle premenné v konStantnom pomere, tj. kol-
kokrat sa zmeni nezavisle premennad, tolkokrat sa zmeni zavisle premenna
(Booth et al., 2017).

o Premennd reprezentuje objekt, nie pocet — ziaci sa domnievaju, ze pismend
v rovniciach predstavuju konkrétne objekty. Napriklad pri otéazke, ¢o in-
terpretuje vyraz 4k + 3s, ak k je cena kolaca a s je cena susienky, mozu
ziaci odpovedat, Ze ide o Styri kolace a tri susienky (Bush & Karp, 2013).

o Neznama rovnice a premennd vyrazu predstavuju prazdne policka — ziaci
interpretuju premenné ako miesto na vlozenie lubovolnych hodnot. Napri-
klad v rovnici z + = 4+ x = 12 mozu za spravne riesenie pokladat trojicu
10, 1, 1 (Steinle et al., 2009).

Sutaz iBobor

Potencialne vhodné prostredie pre rozvoj AM moze predstavovat sufaz Bebras,
v slovenskom prostredi znama ako informaticky Bobor (iBobor). Hoci je tato st-
taz primarne zamerana na rozvoj informatického myslenia (Dagiené & Futschek,
2008), samotni autori sitaznych tdloh Brating a Kilhamn (2020) upozornuju, ze
medzi AM a informatickym myslenim existuji konceptualne paralely a ma preto
zmysel nazerat na sutazné tlohy aj optikou AM.

Ulohy z tejto sttaze st Siroko koncipované a formulované v prirodzenom ja-
zyku, doplnené schémami alebo ikonickymi prvkami. Riesitel tak musi pracovat
s roznymi formami reprezentacii a prepajat medzi nimi. Zaroven vsak nemozno
predpokladat, ze vsetky tieto tulohy aktivuju AM automaticky; do ich riesenia

vstupuje viacero faktorov, ktoré casto nevedia tplne predvidat ani autori tloh
(Budinska & Mikova, 2017; Datzko & Datzko, 2021; Dobias, 2023).
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Pilotny vyskum

V pilotnom vyskume dizertac¢nej prace sme analyzovali tri llohy zo sutaze iBobor
z kategérie Seniori (3. a 4. roénik strednych §kél). Ulohy boli vybrané na zéklade
uspesnosti v celoslovenskej stutazi v intervale 45-55 %, pri¢om sme sa zamerali na
neinteraktivne tlohy, ktoré podla zadania mohli stuvisiet s AM prostrednictvom
prace s roznymi formami reprezentacii, prechodmi medzi nimi a ocakavanou roz-
norodostou zapisu riesenia. Ulohy mali format vyberu jednej spravnej odpovede
zo Styroch moznosti.

Cielom vyskumu bolo zistit, ktoré z tychto tloh maju potencial aktivovat kog-
nitivne procesy spojené s AM, a preskumat faktory, ktoré tito aktivaciu obme-
dzuju. Pracovali sme s dvoma vzajomne prepojenymi databazami. Kvantitativnu
cast tvorili vysledky ziakov v teste AM (Daniel, 2025) a ich odpovede v tilohéch zo
sufaze iBobor; islo o parovo priradené dichotomické tidaje na tirovni jednotlivca.
Kvantitativna analyza vychadzala z tedrie odpovede na polozku, ktora mode-
luje pravdepodobnost spravnej odpovede ako funkciu latentnej schopnosti ziaka
a parametrov polozky (de Ayala, 2009). Jednotlivé tlohy zo sitaze iBobor boli
nasledne samostatne kalibrované vo vztahu k testu AM. Kvalitativnu cast tvo-
rili audiozaznamy polostruktirovanych rozhovorov zameranych na rekonstrukciu
rieseni, ich verbatim transkript a pisomné rieSenia tloh. Transkripty boli analy-
zované otvorenym, axidlnym a selektivnym kédovanim (Creswell, 2012).

Vyskum prebehol na vzorke 30 ziakov bratislavského gymnazia (2. a 3. roc-
nik). Vsetci ziaci riesili ilohy zo sttaze iBobor pocas 45-mintitovej suplovanej
hodiny matematiky. V ten isty den bol s 11 ziakmi realizovany skupinovy polo-
struktirovany rozhovor zamerany na rekonstrukciu rieseni. Ich vyber bol dany
organizacnymi moznostami. Protokol rozhovoru obsahoval otazky zamerané na
spOsob zapisu a znazornovania, pouzitu stratégiu a kritické miesta rieSenia a na
zameranie ulohy z pohladu ziakov. Nasledujuici den absolvovali vSetci ziaci test
AM za rovnakych podmienok. Test AM pozostaval z 30 tloh s vyberom jednej
spravnej odpovede z piatich moznosti. Ulohy v fiom boli zamerané na identifi-
kaciu casto vyskytujucich sa miskoncepcii, ktoré vznikaju pri budovani skolskej
algebry. Test obsahoval matematické koncepty, s ktorymi sa zZiaci stretavaju uz
na zakladnej skole, pricom na strednej skole by malo dochadzat k ich dalSiemu
rozvijaniu a prehlbovaniu (Daniel, 2025). Dalej uvddzame zadania a vysledky
testovania uloh zo sutaze iBobor.

Uloha 1

Na obrazku je sachovnica s 4 figirkami. Vpravo od nej je diagram, ktory vytvo-
rime takto:
o pre kazdu figarku na sachovnici nakresli kruh,
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e cdiaru medzi dvomi kruhmi nakresli prave vtedy, ked su prislusné figiurky
v rovnakom riadku alebo v rovnakom stipci Sachovnice.
Aby sme Iahsie skontrolovali spravnost tohto diagramu, zapisali sme do kruhov
aj jednotlivé pismena.

Ako bude vyzerat diagram pre takto umiestené figurky?

e e
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Kvalitativna analyza ukazala, Zze cast ziakov pri rieseni aktivovala procesy
suvisiace s prechodom medzi tabulkovou a grafickou reprezentaciou. Niektori ziaci
si sami vytvarali znazornenia a porovnavali ich s poniknutymi moznostami; ini
postupovali opacne a prevadzali grafické moznosti do tabulkovej podoby. Tito
ziaci vedeli opisat svoj postup, reflektovat chyby a spravidla dospeli k spravnemu
rieSeniu.

4)l
Obrazok 1: Ziaci, ktor{ pri rieSeni tlohy 1 znézorntiovali grafy a tabulky,
dospeli prevazne k spravnemu rieseniu
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Druha skupina ziakov riesila tulohu intuitivne, bez pomocnych znazorneni
a bez schopnosti vysvetlit vlastny postup. Ziaci uviedli, Ze zadanie bolo jasné
a zrozumitelné. V tejto skupine prevazovali nespravne odpovede. Kvantitativna
aj kvalitativna analyza ukazala, ze u tychto ziakov doslo k okamzitému zameraniu
na silny distraktor, ¢o zrejme zabréanilo aktivacii procesov AM uz v pociatocnej
faze riesenia.

Uloha 2

Pirati maju velki mapu, ktord rozdelili na 8 x 8 Stvorcekov, pozri obr. 1. Aby
nemuseli brat celi mapu na svoju lod, rozhodli sa, ze ju zakéduji do schémy
nasledujicim sposobom:

1. ak su vsetky sStvorceky v oblasti rovnakej farby, tak nakresli do schémy
stvorcek tejto farby, inak nakresli do schémy kruh a oblast rozdel na 4
podoblasti, pozri obr. 2

2. opakuj krok 1 pokial nie st v schéme zakreslené vsetky casti mapy, pozri
obr. 4 a schému 4.

=J:-BE-AE -

ol 1 obr. 2 obe. 3 ol 4

) i !

schdma 1 schéma 2 schéma 3 schéma 4

Schéma ktorej mapy je na tomto obrazku?
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Kvalitativna analyza ukazala dva hlavné typy procesov: prechod medzi tabul-
kovou a stromovou reprezentaciou a krokovanie algoritmu uvedeného v zadani.
Kritickym miestom bolo porozumenie stromovej reprezentécii; po jeho zvlad-
nuti bolo riesenie pre ziakov zvacsa priamociare. Nespravne odpovede prevazo-
vali u ziakov, ktori riesili ilohu vylucovacou metédou bez pomocnych znazorneni
alebo len s ciastkovymi zaznamami. Spravne rieSenie sa najcastejsie objavovalo
u ziakov, ktori si systematicky znazornovali tabulku aj strom a jednotlivé moz-
nosti overovali transformaciou jednej reprezentacie na druh.

) 4 =

06}?
NN

BN - (L
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Obrazok 2: Ziaci, ktori pri rieseni tlohy 2 pouzivali zndzornovanie odpovedali
zvacsa spravne

V tomto pripade sa kvantitativna aj kvalitativna analyza opét zhodli a dopl-
nili: riesenie ulohy vyzadovalo priradenie vyznamu dvom réznym reprezentaciam
a ich vzajomnu konverziu. Prave tento aspekt sa ukéazal ako rozhodujtci pri roz-
liSovani medzi ziakmi, ktori boli ispesni, a tymi, ktori zlyhali.

Uloha 3

Systém podla skore slova vyhodnocuje, z ktorého jazyka slovo pochadza. Skore
slova vypocita podla tabulky 1

Tabulka 1
zaCina pismenom p ‘ -2
kondéi pismenom b ‘ -2
ma viac ako 6 znakov ‘ +3
je v nom (, za ktorym nasleduje r alebo y ‘ —4
mé vedla seba tri samohlasky (a, e, i, o, u ‘ +5
obsahuje apostrof ‘ +1

Ak vyjde skére mensie ako 0, systém vyhodnoti, Ze slovo je z jazyka vy-
drovéina. Inak systém vyhodnoti, Ze slovo je z jazyka bobrovéina. Napriklad pre
slovo palliob systém vypocita skore —2 — 243 = —1 a vyhodnoti, Ze je z jazyka
vydrovéina. Systém dostane slova pagrooob puue t’seqrub meoub lai’laiqy.
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Kolko z nich vyhodnoti, Ze st z jazyka vydrovéina?
a) 3
b) 1
c) 2
d) 4

Kvalitativna analyza ukézala dva dominantné typy procesov: systematické
overovanie podmienok uvedenych v tabulke a realizaciu aritmetickych vypoc-
tov. Ziaci si pri rieSeni vytvarali rozne typy zapisu: priebeh vypoctov, priebezné
vysledky pri jednotlivych slovach alebo skratky oznacujice jazykovu klasifiké-
ciu. Rozhovory zaroven ukazali, ze kritickym aspektom riesenia bolo udrzanie
pozornosti pri sucasnej kontrole viacerych podmienok a pri realizacii aritmetic-
kych operacii. Chyby vznikali najma prehliadnutim niektorej podmienky alebo
formalnou chybou vo vypocte. Z hladiska subjektivneho vnimania ziaci zdoraz-
novali skor naroky na presnost a pozornost k detailom nez na hladanie vzfahov ¢i
pravidelnost{. Uloha teda v skutocnosti overovala najmé schopnost udrzat pozor-
nost pri kontrole viacerych podmienok a pri realizacii aritmetickych vypoctov,
nie procesy typické pre AM, ¢o podporila aj kvantitativna analyza.

Zaver

Vysledky pilotného vyskumu naznacuju, ze tlohy zo stutaze iBobor mozu predsta-
vovat zmysluplny zdroj tloh pre rozvoj AM. Zaroven sa vsak ukazalo, ze samotna
podoba zadania ani zdanliva suvislost s AM nezarucuju jeho skutoénu aktivaciu
V procese riesenia.

K neaktivovaniu AM méze viest viacero faktorov. Uloha si moze vyzado-
vat prehladavanie velkého mnozstva pripadov, realizovat aritmetické vypocty né-
chylné na chyby alebo méze byt v pontiknutych odpovediach pritomny silny dis-
traktor. Tieto aspekty mozu presmerovat kognitivnu ¢innost riesitela ku kontrole
detailov, udrziavaniu pozornosti alebo mechanickému pocitaniu a tym obmedzit
priestor pre procesy typické pre AM. Zaroven sa ukazuje, ze miera aktivacie AM
nie je vylucne vlastnostou ulohy, ale zavisi aj od kognitivnej vykonnosti ziaka,
ktory ju riesi. Ziak s vysSou troviiou uréitych schopnosti moze prekazky spojené
s dizajnom ulohy prekonat a vytvorit si priestor na zapojenie procesov AM, zatial
¢o u iného ziaka sa tie isté procesy nemusia aktivovat vobec. V tomto kontexte je
potrebné zdoraznit, ze hoci existuje siroké spektrum tuloh a aktivit vyuzitelnych
vo vyucovani matematiky, nie vSetky st pilotne overené, a ich realny tic¢inok sa tak
moze lisit od povodného zameru. Jednou z platforiem, ktora poskytuje recenzo-
vané metodické materialy pre ucitelov matematiky, je webova stranka wilma. sk.
Materidly, ktoré tato platforma pontka, maju jasne stanoveny didakticky zamer
a presli pilotnym overovanim.
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Stejna data, rtzné zavéry: Manipulace s grafy
ToMAS FABIAN!

Prispévek ukazuje, jak lze z jedné tabulky dat vytvorit nékolik grafu, které vedou
k odlisnym, nekdy © protikladnym interpretacim. Na jednoduchém modelovém
prikladu jsou postupmé provedeny upravy grafu, které meéni jeho vyznéni, aniz
by se zmeénila samotnd data. Jednotlivé kroky jsou samy o sobé do urcité miry
obhagjitelné, jejich kombinace vsak vede k vysledku, ktery pusobi manipulativneé.
Prispevek ukazuje, jak lze podobné priklady vyuzit ve vyuce matematiky k rozvoji
kritické prdace s grafy a daty.

Grafy jsou dnes béznou soucasti medialni komunikace. Objevuji se v novinach,
na socialnich sitich, v reklamé i v politické debaté. Ve vyuce matematiky proto
nestaci, aby se zaci naucili grafy vytvaret. Je stejné dilezité, aby se naucili grafy
¢ist kriticky a dokazali rozpoznat situace, kdy miize byt graf pouzit vii¢i nim ma-
nipulativné. Ctenaf pritom ¢asto predpoklada, ze graf jednoduse ,,ukazuje data“.
Ve skutecnosti je vsak graf vzdy vysledkem fady rozhodnuti — napriklad volby
casového intervalu, méritka os, zpusobu vybéru dat a dalsSich. Tato rozhodnuti
vyrazné ovliviuji, jaky zaveér si z grafu odneseme. V nazvu prispévku proto po-
uzivam spojeni manipulace s grafy ve dvojim vyznamu. Na jedné strané s grafy
manipulujeme v bézném smyslu slova — vytvarime je, upravujeme jejich podobu
a pracujeme s nimi pri interpretaci dat. Tento typ prace je prirozenou soucasti
vyuky matematiky. Na druhé strané vsak grafy mohou slouzit také k manipu-
laci s jejich prijemci. Dale si ukazeme, jak zptsob zobrazeni dat mutze vyrazné
ovlivnit interpretaci vysledku, prestoze samotna data zistavaji stejna.

Tabulka 1
rok Trzba [K¢]
2019 18 000 000
2020 14 000 000
2021 16 000 000
2022 16 000 000
2023 17 000 000
2024 14 000 000
2025 21 000 000"

” predpokladana trzba

! Gymnézium Dviir Kralové nad Labem; Univerzita Karlova, Pedagogicka fakulta; fabian@gym-dk.cz
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Abychom tuto situaci dobfe vidéli, pouzijeme jednoduchou tabulku trzeb fik-
tivni spolecnosti v nékolika po sobé jdoucich letech (tab. 1). Z téchto dat nejprve
vytvorime bézny sloupcovy graf, ktery ukazuje vyvoj trzeb v ¢ase. Graf neptsobi
nijak dramaticky. Nékteré roky prinaseji riist, jiné stagnaci nebo mirny pokles
(obr. 1).

Vivoj trieb [KE]
nnnnnnnn
Vigvoj trzeb [Ke]

33333333

JJJJJJJJ
JJJJJJJJ
JJJJJJJJ

13000000
2019 2020 2021 222 2023 2024 2025

Obrazek 2

Obrazek 1

Nyni si predstavme, ze chceme vytvorit graf, ktery ukaze nasi firmu jako dyna-
micky rostouci a perspektivni. Vezméme tedy tento graf a zacnéme jej postupné
upravovat. V prvnim kroku si vytvorime graf, ktery bude ptisobit mnohem dyna-
mictéji. Graf zvysime a ztzime. Za zacatek osy y zvolime hodnotu 13 miliond. To
lehce zdivodnime, pod touto hodnotou stejné graf neobsahuje zadné informace
(obr. 2). V dalsim kroku misto sloupcového grafu pouzijeme graf spojnicovy,
ktery lépe zduraznuje dynamiku (obr. 3). V nasledujicim grafu odstranime rok
2019, ktery nam narusuje pozadovany trend. Neni prece nikde feceno, ze graf
musi zacinat pravé timto rokem. Graf tedy zacind rokem 2020 (obr. 4).

Wyvoj trieb [KE] Vvoj trzeb [Ke]

21000000 21000000
19500000 19500000
18000000 18000000
16500000 16500000
15000000 15000000

13500000 13500000
2019 2020 2021 2022 2023 2024 2025 2020 2021 2022 2023 204 2025

Obrazek 3 Obrazek 4

Nyni je jiz ristova tendence dobie patrna. Narusuje nam ji vsak trzba z roku
2024, kdy doslo k poklesu. V dalsim kroku ji proto odstranime. Aby tato zména
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nebyla na prvni pohled patrné, odstranime zaroven popisky vodorovné osy. Do
nazvu grafu uvedeme, ze graf zobrazuje trzby v letech 2020-2025. Pritom vsak
jemné zamlc¢ime, ze graf neobsahuje vsechny roky z tohoto obdobi (obr. 5). Kdyz
uz jsme se do toho dali, odstranime jesté rok 2022, ve kterém doslo ke stagnaci.
Zéaroven zmizely popisky osy y, zamér nikdo nedokaze. Graf nyni ukazuje, co
jsme chtéli: prudky a stabilni rust (obr. 6).

Vyvoj trieb 2020-2025 [K] Vivoj trieb 20202025
[ke]
aaaaaaaa

19500000
aaaaaaaa
16500000
15000000

13500000

Obrazek 5 Obrazek 6

Je dobré si uvédomit, ze jednotlivé kroky nejsou samy o sobé jednoznacné
nelegitimni. Nékteré z nich sice nejsou uplné v poradku a fér, ale zadna z téchto
uprav nam neumozni autora z fad marketingovych nebo politickych kouzelnikii
jednoznacné chytit za ruku a usvédéit ho ze 1zi. VSechny grafy stale zobrazuji
data z tabulky trzeb a zadna hodnota nebyla zménéna.

Zkusme nyni postup obratit. Stdle se budeme drzet dat ze stejné tabulky
a vytvorime graf, ktery bude naopak vyvolavat dojem vyrazného poklesu trzeb.
Budeme postupovat jiz rychleji. Pouzijeme spojnicovy graf s aplikaci triku oriz-
nuté osy y. Tentokrat pozadovanému trendu neodpovida posledni rok 2025, tak
ho zaml¢ime (obr. 7). V dalsim grafu jiz prezentujeme pouze tudaje z let 2019,
2022 a 2024 (obr. 8).

Vyvoj trzeb [Ke]

aaaaaaaaa

15000000

Obrazek 7
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Kolik konzumentti novin nebo reklamy zaznamena, ze rozpéti mezi prvni dvo-
jici idaju jsou t1i roky, mezi druhou roky dva? Treti graf je trochu faul od Excelu,
ktery je ochoten pouzit jeden sloupec tabulky jako popisek osy z a zaroven si
nechat uréit, ktera odpovidajici data z vedlejsiho sloupce ma pouzit a kterd ig-
norovat (obr. 9). Nyni mtzeme tento graf srovnat s tim, ktery vznikl predchozim
postupem. Ktery z nich 1ze?

Vijwoj trzeb [K&] Vivoj trzeb [K&]

Obrazek 8 Obrazek 9

7 didaktického hlediska je dtlezité, ze manipulace zde nevznika jednim vy-
raznym zasahem, ale postupnou sérii drobnych krokt. Kazdy jednotlivy krok lze
vice ¢i méné obhajit. Teprve jejich kombinace vede k vysledku, ktery je zjevné za-
vadéjici. Pravé tento proces je pro zaky velmi pouc¢ny. Uvédomi si, ze manipulace
s obsahem c¢asto nevznikaji zjevnym falSovanim dat, ale postupnym posouvanim
jejich interpretace. Podobné tilohy lze proto ve vyuce vyuzit nejen k nacviku prace
s grafy, ale také k rozvoji kritického &tenf dat. Zaci se uéi ptat, jakd data graf
skutecné obsahuje, jaky casovy interval zobrazuje a jak by graf vypadal pii jiném
nastaveni os nebo pri pouziti jiného vybéru dat. Teprve pri takovém c¢teni grafu
se ukazuje, ze graf neni neutralni obraz reality, ale vzdy vysledek konkrétnich
rozhodnuti autora.
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Kvantita v kontextu pohadek pro déti a jeji
vyuziti v materské skole

7ZDENKA FOUKNEROVA!

Prispevek se zaméruje na propojeni dvou klicovijch oblasti predskolniho vzdélavani:
predmatematické gramotnosti a ctendarské pregramotnosti. Cilem bylo ukdzat, ja-
kym zpisobem lze vyuZit détské pohddky z kniZnich predloh k efektivnimu rozvoji
kvantitativnich predstav u déeti v materskych skoldch. Na zakladé toho byly prezen-
tovdny vytvorené a ovéerené scéndre zameérené na propojeni pohddek s vnimadnim
kvantity a ndslednou pripravou ditéte na reseni slovnich uloh. Scéndre obsahuji
aktivity rizného typu a nabizeji individualizaci v procesu rozvijeni ditéte.

Uvod

Predskolni vék je vrcholnou dobou détské fantazie, ke které bezpochyby patii
pohadky. V predskolni pedagogice se ukazuje jako klicové prirozené propojovat
dvé zasadni oblasti: predmatematickou gramotnost a ¢tenarskou pregramotnost.
Obé tyto oblasti se opiraji o spoleény kognitivni zaklad — rozvijeji fe¢, slovni
zasobu, sluchové a zrakové vnimani, predstavivost a pamét. Idedlnim mostem pro
toto propojeni jsou pravé détské pohadky, at uz klasické, které prinaseji tradic¢ni
etické hodnoty a rad, nebo autorské, jez sazeji na hravost, humor a didakticky
podtext.

Vniméani kvantity v pohadkach slouzi jako prirozeny zaklad pro budouci mate-
matické mysleni déti. V prostredi materské skoly se nepracuje se slovnimi tilohami
jako takovymi, ale dochazi k zamérné pripravé déti na jejich budouci zvladnuti.
Praci s pohddkovym textem, spravnou formulaci otazek a hleddnim odpoveédi
tak déti uéime nejen logicky uvazovat, ale také analyzovat informace a vyuzivat
zakladni matematické metody reseni, jako je porovnavani, t¥idéni a prirazovani.

Pohadka jako predloha

Konkrétni vybér tituli pro naslednou analyzu a tvorbu scénarii se oprel o realizo-
vané dotaznikové Setfeni. V ném 50 pedagozek z Prahy a Stredoceského kraje in-
dikovalo celkové 525 nejcastéji predcitanych titulti. Na zakladé této reflexe praxe
byly zvoleny dvé nejc¢tene¢jsi autorské pohadky: Jak si pejsek s kocickou délali
k svdtku dort od J. Capka a Ctvrtkova pohadka Jak zmizeli drakovi z knihy Po-
hadky z parezové chaloupky Kremilka a Vochomuirky. Tyto tituly byly vyvazeny

1 Zakladni $kola a mateiskd skola Hostka; zdenka.fouknerova@gmail.com
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dvéma klasickymi pohadkami, konkrétné textem Dlouhy, Siroky a Bystrozraky
od K. J. Erbena a pohddkou Boudo, budko v adaptaci E. Staré a A. Janickové.
Analyza potvrdila vysoky didakticky potencial vybranych pohédek pro rozvoj
predstav o kvantité urcité i neurcité, pricemz cisla v textu vystupuji bud v béz-
nych rolich poctu a veliciny, nebo s magickym vyznamem. Ukézalo se, Ze zatimco
v nékterych pohadkach se ¢islo objevuje ve velmi pestré skale vyznamu, v jinych
zaujima pouze jednu c¢i dvé role. Klasicka pohadka Boudo, budko je diky linear-
nimu déji a postupnému zvysovani poctu postav po jedné idealni pro nacvik rady
¢isel, porovnavani mnozstvi a vyjadieni principu +1. Autorské texty (J. Capek,
V. Ctvrtek) pracuji s konkrétnim niz$im poc¢tem a rozsahlejsi ptibéh Dilouhsj, Si-

vvvvv

coz z téchto titult ¢ini uceleny nastroj pro prirozenou didaktickou gradaci.

Metodika a ovérovani scénara v praxi materské skoly

Na zékladé provedené textové analyzy byly navrzeny konkrétni didaktické scé-
nare. Hlavnim cilem bylo ovérit tyto scénare v realném prostredi bézného provozu
tridy a sledovat, jakym zpiisobem obohacuji vzajemné uceni déti a spolecnou
praci s literarnim textem o zameérny rozvoj predmatematické gramotnosti. Do-
minantni strategii se stalo modelovani uplatnované prostrednictvim dramatizace
a manipulace. To zahrnuje jak tvorbu modeli, tak komunikaci nad nimi. Pravé
v této fazi probiha nejintenzivnéjsi priprava a rozvoj dil¢ich dovednosti, pricemz
je cely proces doprovazen kritickym zhodnocovanim spravnosti (,,je to pravda /
neni to pravda®) a porovnavanim ruznych pristupt k reseni.

Ke kazdému ze ¢tyr literarnich tituld byl navrzen didakticky scénar tvorici
uceleny blok tii az péti praktickych aktivit. Pro zajisténi metodické prehlednosti
a snadné prenositelnosti do praxe ma kazdy scénar presné definovanou strukturu
a jednotny popis. Scénare jsou razeny na zakladé didaktické gradace a kognitivni
naroc¢nosti: od pohadky Boudo, budko, kterda je diky linedrnimu sekvencnimu
déji vhodna jiz od tii let a pracuje s kvantitou v roviné redlného prostoru, pres
autorské pribéhy o Pejskovi a kocicce a Kremilkovi s Vochomirkou, kde déti sice
jiz aktivné pracuji s knihou, ale pro pochopeni kvantity stale nezbytné vyuzivaji
praktickou manipulaci, az po text Dlouhy, Siroky a Bystrozraky, jenz stoji na
vrcholu gradace a vyzaduje od starsich déti plnou koncentraci a logické mysleni
pri komplexni praci s textem.
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Obrazek 1: Priklad scénare — Boudo, budko: Aktivita 1

Zavér

Ovérovani vytvorenych scénait probihalo ve vékové smisené tridé materské skoly,
coz s sebou prineslo specifické pedagogické situace vyzadujici diferenciaci ¢in-
nosti. Vyzkumny vzorek tvorila skupina celkem 15 déti. Vékové smisené slo-
zeni skupiny ukazalo v oblasti intelektové i emocné-socialni zralosti déti vyrazné
rozdily. Pri plnéni stanovenych kol dosdhly plné tspésnosti déti s povinnou
predskolni dochazkou a chlapci nad ¢tyti roky, ktefi vykazovali nejvétsi jistotu
s cislem v roli poc¢tu. Naopak mladsi déti do péti let vykazovaly prirozenou
nevyzralost projevujici se obtizemi s koncentraci na mluvené slovo, zapojenim
slovné-akustické pameéti a pri porovnavani poctu. Smisend trida vsak zaroven
potvrdila vysoky benefit v oblasti socialniho uceni, kdy se mladsi déti na zakladeé
napodoby starsich vice zapojovaly do vSech aktivit, dokazaly kooperovat ve dvo-
jici a spolecné s ucitelkou tspésné hledaly alternativni cesty k reSeni zadanych
predmatematickych problém.
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Ako vytvorit model telesa a jeho siete
v rozsirenej realite — pohlad cez kompetencie
budiceho ucitela pre primarne vzdelavanie

JANA HNATOVA!

Prispevok sa zameriava na mapovanie kompetencii, ktoré musi ucitel, resp. Stu-
dent ucitelstva obstahnut pri tvorbe appletu s vyuzitim technoldgie rozsirenej rea-
lity pre potrebu vyucby matematiky na primarnom stupni vzdeldvania. Poukazuje
na nevyhnutnost integrdacie spektra kompetencii suvisiacich s matematickymsi a di-
daktickymsi poznatkamsi, procedurdalnymsi postupmi ako aj s emocnym nastavenim
samotného ucitela. Ciastkové zistenia su konkretizované na ukdzke modelovania
kvadra a jeho siete v rozsirenej realite s vyuZitim volne dostupného softvéru Geo-

Gebra.

Uvod

Tvorba modelov telies v prostredi rozsirenej reality (augmented reality, skr. AR)
predstavuje Specifickii oblast profesionalneho vykonu ucitela, v ktorej sa expli-
citne prejavuje jeho schopnost prepajat matematické vedomosti, digitalne zruc-
nosti a pedagogicky tsudok.

7 pohladu tvorby modelu nejde len o prvoplanovy zamer vizualizovat kon-
krétny pojem alebo vztah tak, aby sa ziakom ulahcéilo ich pochopenie a zapamé-
tanie. Tvorbu digitalneho modelu mozno chépat aj ako proces, v ktorom ucitel,
resp. Student — budici pedagdg, musi identifikovat podstatné vlastnosti daného
objektu, zvolit vhodni mieru abstrakcie, rozhodovat o type reprezentécie a o spo-
sobe, akym bude model podporovat osvojenie si pozadovanych pojmov, vlastnosti
alebo vztahov.

Cielom tohto prispevku je preto zmapovat prejavy matematickych kompeten-
cii v kontexte profesijnej pripravy budtcich ucitelov pre primarne vzdelavanie,
ktoré su vyzadované pri tvorbe digitalnych modelov elementarnych telies v kon-
kretizacii na tvorbu modelu kvadra a jeho siete.

Vymedzenie kompetencii ucitela v tomto prispevku vychadza z behavioralno-
vykonového chépania kompetencii (Fenstermacher & Richardson, 2005) a z ich
¢lenenia do styroch dimenzii (Pinero Charlo et al., 2021, 2022).

! Presovskd univerzita, Pedagogickd fakulta; jana.hnatova@unipo.sk
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Matematické kompetencie ucitela

Verschaffel et al. (2015) charakterizuji kompetenciu ako vSeobecnt znalost, zruc-
nost alebo postoj osoby, ktory suvisi s efektivnym spravanim prejavujicim sa pro-
strednictvom vykonu. Podla Fenstermachera a Richardsonovej (2005) formuji
konanie ¢loveka a umoznuji mu prijimat rozumné, opodstatnené a didakticky
uc¢inné rozhodnutia v konkrétnom kontexte vyucby.

Piiero Charlo et al. (2021, 2022) Specifikuji matematické kompetencie po-
mocou Styroch domén: (1) doména matematickych znalosti, (2) doména didak-
tickych znalosti, (3) procedurdlna doména a (4) emocionalna doména (obr. 1).
Pridavkova (2025) upresnuje komponenty jednotlivych domén a konstatuje, ze
tieto by mali byt rozvijané uz v rdmci pregraduélnej pripravy budtcich ucitelov.

Doména
matematickych
znalosti
Doména
didaktickych
Matematickeé . znalosti
kompetencie \ €
< @) Procedurélna
i;-J doména
C\ Emocionalna
~®,/ doména

Obrazok 1: Doménova schéma matematickych kompetencii

Tvorba appletu v 3D/AR

Popisovany applet tvoreny s vyuzitim volne dostupného softvéru GeoGebra
(Geogebra Classic 5, resp. 6 a GeoGebra 3D Calculator) modeluje koncept
kvadra a jeho siete v AR (obr. 2). Vyber problematiky vyznamne ovplyvnilo za-
stupenie zvolenej témy v matematickej edukacii od predprimarneho vzdelavania
(Mokris, 2025; Vasutova, 2025) cez primarne (Hnatova et al., 2024) az po vyssie
sekundarne vzdelavanie, véitane formalneho i neformélneho vzdelavania (Lipték,
2025).
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Obrazok 2: Virtualny model kvadra a jeho siete v rozsirenej realite —
studentské rieSenia
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Samotnu tvorbu appletu mozno popisat v piatich krokov, v ktorych sa po-
stupne realizuje:

1. tvodné nastavenie prostredia, nastavenie zobrazenia jednotlivych okien;

2. konstrukcia 3D objektov pozadovanych zadanim pomocou nastrojov a pri-
kazov prostredia;

3. finalizacia konstrukcie;

4. ulozenie/archivicia konstrukcie v podobe appletu na pamétové médium
alebo do online datového tloziska prihlaseného pouzivatela;

5. publikovanie appletu.

V tvodnom nastaveni aplikdcie GeoGebra Classic 5 (resp. 6) je potrebné zvazit
potrebu paralelného zobrazenia okien:

o Algebraické okno,

e Nakresna,

o Geometricky vzhlad 3D,

nakolko s nositelmi potrebnych informécii o polohe a vlastnostiach jednot-
livych konstrukénych elementov, umoznuja ich prehladné zoskupovanie a edita-
ciu. Odporucat mozno nastavenie ¢o najvacsieho rozmeru pracovného 3D boxu
a vypnutie automatického oznacovania vSetkych novych objektov pre zachovanie
prehladnosti konstrukcie.

Pri realizacii konstrukcie kvadra a jeho siete v 3D je mozné vyuzit postup ur-
¢eny pre zacinajucich pouzivatelov, ktori pri praci v prostredi softvéru vyuzivaju
nastroje dostupné cez ikony v nastrojovej liSte jednotlivych okien. Potrebné je
zvazit:

e parametrizaciu rozmerov kvadra a sposob, ktorym budu jednotlivé para-
metre ovladané, napr. cez vstupné textové polia alebo posuvniky dostupné
v algebraickom okne, editovanim polohy priamo v 3D/AR mdde;

« vyber nastroja pre konstrukciu telesa je urc¢ujtci pre vstupné objekty, nut-
nostou je vsak korektna pomocna konstrukcia spodnej podstavy kvadra
reagujuica na pripadné zmeny zadavanych rozmerov;

o konstrukcia siete pomocou nastroja Sief ponuka ukazku len jednej, de-
faultne nastavenej siete telesa. Tato je vsak spracovand dynamicky s ovla-
dac¢om vo forme posuvnika Standardne zobrazovanom v okne Ndkresna.

Finalizacia appletu je spojend s funkénou dpravou vlastnosti a interaktivity
konkrétnych konstrukénych prvkov, ako je nastavenie spésobu oznacovania, po-
menovania, ich viditeInosti a dalsich atribitov, ako si farba, hribka, priesvitnost,
dostupnost, animacia a pod. Délezitym aspektom je uvedomenie si tych mate-
matickych pojmov a vlastnosti, ktoré maju byt prioritne modelom prezentované.

Ulozenie konstrukcie v podobe appletu do online datového tloziska (http
s://geogebra.org) vyzaduje prihldsenie sa pouzivatela do svojho uctu. Pri
prvotnej registracii je potrebné zadat e-mailovi kontaktnu adresu, pouzivatelské
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meno a prihlasovacie heslo. Pri publikovani appletu je dolezité v pokrocilych
nastaveniach:

o upravit rozmery appletu tak, aby bol vhodny aj pre zobrazenie aj na in-
teligentnych mobilnych zariadeniach;

o zmenit vyber aplikdcie v ponuke GeoGebra App na volbu 8D Calculator,
pomocou ktorej bude mozné applet v zariadeni otvorit aj v AR mdde.

Po ulozeni je appletu priradené ID kéd zhodujuci sa s 8-miestnym textovym
retazcom uvedenym v jeho URL za poslednou lomkou.
Spusteniu appletu v AR méde predchadza:

« instalacia a spustenie aplikiacie GeoGebra 3D Calculator na inteligentnom
mobilnom zariadeni. Tato je dostupnd na strankach Google Play (pre zaria-
denia s OS Android) i na App Store (zariadenia s OS Mac, iPad a iPhone);

« vyhladanie a otvorenie appletu (pomocou jeho nazvu alebo ID kdédu);

 spustenie AR médu a praca s appletom v rozsirenej realite (obr. 3).

Obrazok 3: Spustenie appletu v AR mdde aplikacie GeoGebra 3D Calculator

Z pohladu rozvoja matematickych kompetencii mozno najst odozvu analy-
zovanych komponentov tvorby appletu v doménovej struktire matematickych
kompetencii. Pre zvysSenie prehladnosti st tieto pre jednotlivé domény spraco-
vané v tabulkach (tab. 1 az 4).

Doména matematickych poznatkov

Poznatky tvorcu appletu sivisiace s potrebnymi matematickymi pojmami, defi-
niciami a vztahmi st rozhodujice pre volbu atributov vytvaraného digitalneho
modelu, napr. ¢i bude pouzity dréteny model telesa alebo model prezentujuci
hrany ako idedlne tsecky bez hrubky, pripadne farebne upraveny model zvyraz-
nujuci metrické udaje.
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Tabulka 1: Komponenty domény matematickych poznatkov

Komponenty Prejav v praci s AR | Indikdtor rozvoja kompetencie
appletom
Konceptudlne Analyza invariantov | Schopnost identifikovat invarianty:
porozumenie telesa e pocet vrcholov, hran, stien kvadra;
kvadra e vzajomné polohy elementarnych
prvkov kvadra.
Schopnost vysvetlit vztah medzi:
e rozmermi a siefou kvadra.

Reprezentacna | Prechod medzi 3D | Plynulé prepajanie rovinnych a priestoro-
flexibilita modelom a sietou vych reprezentacii
Priestorova Dynamické skladanie | Argumentované postdenie platnosti siete
predstavivost a rozkladanie siete

Doména didaktickych poznatkov

Kompetencie spadajice do domény didaktickych poznatkov si fokusované na pe-
dagogicklil opodstatnenost technicky funkéného digitdlneho modelu, jeho cielové
zameranie, jeho schopnost podporovat budovanie pojmov, vztahov a reprezentacii
u ziakov. Tvorba AR appletu predpokladéd porozumenie didaktickej transformacii
obsahu, schopnost identifikovat klicové pojmy, analyzovat typické miskoncepty,
zvolif primeranti mieru abstrakcie a navrhnut tlohy ¢i otazky, ktoré vedu k ak-
tivnemu konstruovaniu poznatkov. Zmapovanie tejto domény preto umoznuje
posudit didakticki funkcénost appletu, jeho inkorporaciu do edukacnej aktivity

a reflexiu zvoleného postupu.

Tabulka 2: Komponenty domény didaktickych poznatkov

Komponenty Prejav v praci s AR apple- | Indikdtor rozvoja kompetencie
tom
Anticipacia Identifikacia problémov Schopnost predvidat a vysvetlit typické
miskonceptov chyby ziakov:
» systematizacia kocky ako Special-
neho pripadu kvadra.
Didakticka Vyuzitie dynamiky na ob- | Schopnost:
transformacia | jasnenie vzfahu teleso — o vysvetlit vzfah medzi telesom
obsahu siet a jeho sietou;
o navrhnuf aktivity vedice k jeho
konceptudlnemu porozumeniu.
Didakticka im- | Zaclenenie appletu do edu- | Koherentné prepojenie modelu s cielmi
plementéacia kacnej aktivity vyucovania
Reflexia Hodnotenie matematickej | Kriticka analyza efektivnosti vytvore-
a didaktickej funkcénosti | ného modelu
nastroja
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Proceduralna doména

V proceduralnej doméne sa rozvoj kompetencii viaze na samotny proces konstru-
ovania digitalneho modelu. Proces tvorby appletu vyzaduje analytické rozlozenie
geometrickej struktiry kvadra na formalne vztahy medzi jeho prvkami, ¢im do-
chédza k prehibeniu $trukturdlneho porozumenia. Procedurdlna doména teda za-
hina kompetencie spojené s digitalnym dizajnom: planovanie struktiry appletu,
volbu reprezentacii, implementaciu dynamickych prvkov, iterativne overovanie
spravnosti modelu a optimalizaciu jeho didaktickej funkénosti. Stcasne sa roz-
vija schopnost anticipovat pouzivatelsku interakciu a navrhovat také nastavenia
parametrov, ktoré podporuji skiimanie matematickych invariantov.

Tabulka 3: Komponenty proceduralnej domény

Komponenty Prejav v praci s AR | Indikdtor rozvoja kompetencie
appletom
Dizajn digitalneho | Navrh struktary app- | Schopnost:
modelu letu o previest geometrické vzfahy
do funkéného dynamického
modelu;

o navrhnit funkény, logicky kon-
zistentny a didakticky vyuzi-
telny applet.

Algoritmické Urcenie poradia kon- | Systematické a transparentné kon-
a sekvencéné mys- | Strukénych krokov | strukéné postupy
lenie a podmienok

Iterativne testova- | Overovanie spravnosti | Identifikdcia a odstranenie konstrukc-
nie a optimalizacia | modelu pri zmene para- | nych nedostatkov
metrov

Emocéna doména

Pri tvorbe a naslednom navrhu inkorporacie applety do edukacnej aktivity je
emocionalna doména podporovana prostrednictvom zvySenej miery angazova-
nosti a motivacie, ktortu rozsirena realita prinasa. Vizualna opora moze redukovat
neistotu spojenu s rieSenim geometrickych tloh a posilnovat sebadéveru budicich
ucitelov pri vyucbe stereometrie. Sticasne moze podporit formovanie profesijne;
identity ucitela ako facilitatora matematického vzdelavania zalozeného na badani
a objavovani pre ziakov novych poznatkov. Technologicky podporené modelova-
nie tak moze prispiet k zmene presvedcenia o povahe matematiky smerom k jej
dynamickému a konstruktivnemu chapaniu.

Vychadzajic z osobnych sktusenosti autentického vyuzitia AR appletov vo
vyucbe povazujeme v tejto doméne za klucové:
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o akceptovat nefunkcéné alebo netuplné konstrukcie ako stucast ucenia, resp. uce-

nia sa;
o doverovat vlastnym matematickym poznatkom pri praci s digitalnym néa-
strojom;
e nevnimat softvér ako autoritu, ale ako prostredie realizacie matematického
myslenia.
Tabulka 4: Komponenty emoc¢nej domény
Komponent Prejav v praci s AR app- | Indikdtor rozvoja kompetencie
kompetencie | letom
Sebadovera Korektné  spracovanie | Znizenie neistoty Studenta pri vyucbe

vizualiza¢nej podpory stereometrie
Postoj k tech- | Inkorporacia AR do vy- | Pozitivne presvedcenie o prinose digi-

nolégiam ucby matematiky talnych nastrojov
Profesijnéa Facilitovanie pri aktiv- | Vnimanie seba ako tvorcu inovativneho
identita nom uceni sa ziakov prostredia

Zaver

Praca s digitalnymi technolégiami v podobe tvorby AR appletov zameranych
na modelovanie elementarnych telies predstavuje didakticky i odborne hodnotnu
stucast pregradualnej pripravy budtcich ucitelov pre priméarne vzdelavanie. Umoz-
nuje totiz nielen rozvoj matematickych kompetencii v ich komplexnej doménovej
struktire, ale aj ich autentické pozorovanie a analyzu prostrednictvom konkrét-
neho vykonu studenta. Vysledky naznacuji moznost systematického zaclenenia
podobne koncipovanych aktivit do pripravy budicich ucitelov a zaroven otvaraju
priestor pre mapovanie matematickych kompetencii spadajucich do jednotlivych
domén.
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Tvoreni slovnich tloh studenty ucitelstvi
1. stupné ZS

MARIKA HRUBESOVA!

Clanek se zabjjvd problematikou tvorby jednoduchijch a sloZengjch slovnich wloh
v kontextu pripravy budoucich uciteli. Vyzkumnd studie se zaméruje na jednot-
livé typy jednoduchych slovnich iloh a sleduje, do jaké miry studenti Pedagogické
fakulty dokdZou respektovat zadand kritéria a napsat srozumitelné, jasné a jed-
noznacné zaddni. V prispévku jsou prezentovany konkrétni priklady studentskich
uloh, jejich analyza a diskuse o castych problémech.

Uvod

Polozime-li si otazku, zda pro reseni slovnich tloh postaci zakovi byt velmi zdatny
poctar, odpovédi je rozhodné NE. Studenti si musi vybudovat velmi dobré ¢tenar-
ské dovednosti a porozuméni, a to i v matematice. Slovni tilohy, potazmo obecné
studentti nejen hluboké koncepcéni porozuméni, ale i schopnost rychle a presné
si vybavit a aplikovat své dosavadni ziskané znalosti. Podivame-li se na pribéh
matematického vzdélani, cilem je (nejen) naucit studenty aplikovat své mate-
matické znalosti na stale slozitéjsi problémy, umét matematicky argumentovat,
matematicky uvazovat a dokazovat problémy pomoci matematického jazyka.

S fesenim problémii a slovnich tloh je tfeba zacit co nejdiive, tj. jiz na prvnim
stupni ZS. Uéitelé by méli byt schopni zanalyzovat, co zaktim pii Feseni slovnich
uloh déla problémy, jaké typy tloh jsou pro zaky obtiznéjsi a umét na tyto nedo-
statky zareagovat, nékdy okamzité béhem jedné vyucovaci hodiny. Jsou schopni
budouci ucitelé prvniho stupné vytvaret slovni ilohy na zakladé zadanych krité-
rii? Dokazi spravné, srozumitelné a jednoznacné vytvorit zadani? O pripravenosti
budoucich ucitelii v této oblasti pojednava tento prispévek.

Slovni ulohy

Existuje mnoho definici slovni tlohy, uvedme si dvé. Tu, kterou uvadi ve své pub-
likaci Divisek (1989, s. 123): , Slovni ilohou rozumime obvykle tilohu z praxe, ve
které je popsana urcitd realnd situace, ktera vyustuje v problém. Predlozeny
problém je mozné resit bud v realité, nebo matematicky.“ Ze zahrani¢nich zdroju
uvedme napr. Verschaffela et al. (2010), ktery definuje slovni tdlohy jako slovni

1 JihoGesk4 univerzita, Pedagogicks fakulta; mhrubesova@jcu.cz
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popisy problémovych situaci, v nichz je polozena jedna nebo vice otazek a na
které lze odpovédét pomoci matematickych operaci s ¢iselnymi idaji uvedenymi
v zadani tlohy. Boonen et al. (2016) uvadi, ze i¢inné feseni matematického slov-
niho problému zavisi nejen na schopnosti zakt provadét pozadované matematické
operace, ale také na mite, do jaké jsou schopni presné porozumét textu slovniho
problému. Oba tyto aspekty spolu souviseji tak, ze hlubsi porozumeéni textu slov-
niho problému je klicovym krokem pred provedenim spravnych matematickych
vypoctl. Klicovou vyzvou pro fesitele slovnich problémt je tedy adekvatni poro-
zumeéni zadani problému.

Za jednoduché strategie pro reseni problémi, které lze pred fesenim aplikovat,
povazuji dvé dulezité otazky: Co jiz vime? a Jak st muzeme dany problém nakreslit
¢i zndzornit obrdzkem, schématem? Diulezité tedy je, abychom zaky seznamovali
a ukazovali nejriznéjsi moznosti znazornéni situace, coz mize pomoct porozumeét
danému problému. At uz se zaci uci séitat, odc¢itat, nasobit, zlomky, algebru nebo
geometrii, slovni tlohy vzdy hraji dilezitou roli. Reseni slovnich tloh udrzujf nasi
mysl pruznou a bystrou, nuti nas zlepsovat nase porozumeéni, kritické mysleni,
pamét a kreativitu.

Dalsi moznou strategii je zcela jisté nacvik urcitych typt slovnich tloh, tzn. od
nejjednodussich rutinnich po slozitéjsich, nebo nechat zaky samotné psat, vytvo-
it si vlastni slovni tlohy, coz také rozviji porozuméni. Pokud si zaci mohou vy-
tvorit vlastni slovni ilohu, budou mnohem lépe pripraveni resit daleko vice tloh,
na které narazi. To samé plati vsak i pro ucitele matematiky, nebot budou-li
ucitelé schopni na zakladé dané situace ve tridé vymyslet vhodné dalsi zadani
podobného typu, mohou zaci danému typu tloh 1épe porozumeét. Podle Olkun et
al. (2002) peclivé vybrané (autorkou doplnéno: vytvorené) slovni tlohy mohou
poskytnout bohaty kontext pravé pro uceni pojmu sc¢itani, odéitani, nasobeni
a déleni.

Metodologie

Vyzkum byl zaméren na matematicko-didaktické znalosti a schopnosti studentit
uditelstvi prvnfho stupné ZS tvorit zadani slovni tlohy na zékladé predlozenych
parametrii. Cilem bylo zjistit, jak jsou budouci ucitelé pripraveni tvorit slovni
ulohy a spravné formulovat zadani. Do analyzy bylo celkem zahrnuto 144 stu-
dentt. Studenti méli za kol ve dvojicich ¢i trojicich (celkem 68 skupin) vymyslet
jasné a jednoznacné zadani slovnich tloh pro vybrany roc¢nik. Zapojeni respon-
denti jiz absolvovali vSechny dtilezité matematické kurzy a didaktiku 1, tzn. méli
viechny znalosti pro splnén{ tkolu. Casové dotace byla 40 minut a studenti znali
nasledujici druhy jednoduchych slovnich tloh.
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Tabulka 1: Déleni jednoduchych slovnich tloh (Divisek, 1989)

Scéitani, odcitani (Aditivni) | Nasobeni a déleni
(Multiplikativni)
Spojovani, od- | Hledani souctu a rozdilu (sta- | Hleddni soucinu a po-

délovani (1) ticky, dynamicky model) dilu (déleni podle ob-
sahu, na ¢asti)
Porovnavani (2) | ,o kolik vice/méne” ,kolikrat vice/méné“

Pro tspésné splnéni tikolu bylo tfeba, aby si studenti uvédomili dulezité poj-
my, napr. jednoducha tloha, slozena tloha, tloha aditivni, multiplikativni, anti-
signal, hlavni tloha?, vedlejsi tloha.

Zadani ukolu: Vytvorte srozumitelné a jednoznacné zadani slovni ulohy dle
zadanych parametri:

1. Jednoducha slovni tuloha aditivni 2, vysledek 17

2. Téma: Na trzisti

3. Jednoducha multiplikativni loha 1 s feSenim 6 - 8

4. Jednoduchd multiplikativni tloha 1 (déleni podle obsahu) s fesenim 28 : 4

5. Jednoduch4 slovni tloha, vysledek 4 + zb. 2

6. Jednoduchd slovni tiloha multiplikativni 2 s antisignalem

7. Uloha kombinatorické povahy s fesenim 4 - 3

8. Slozena tloha (hlavni tloha aditivni 2, vedlejsi tloha aditivni 1 — dyna-
micky model s antisignalem

9. Slozen& slovni tloha (hlavni tloha aditivni 1, vedlejsi ulohy aditivni 2

a multiplikativni 2)

7, vyse uvedeného je vidét, ze studenti méli za kol vymyslet sedm jedno-
duchych a dvé slozené slovni tlohy. Slozené tulohy predstavovaly ,tresnicku na
dortu® v tomto ukolu. Predpokladala jsem, Ze zadani jednoduchych tloh zvlad-
nou vsechny skupiny bez problémii, se zadanim slozenych slovnich tloh uz budou
jisté potize. Pfedem jsem si stanovila ispéch vyfeseni sloZenych tloh na 40 %.

Vyhodnoceni

Aktivita pro studenty nebyla vibec jednoduchéd, coz naznacuji i slova studenti
po splnéni ukolu: ,Nepredpokladali jsme, Ze to bude tak tézké a zabere to tolik
casu. Tézké bylo i vytvorit spravnou formulaci, aby to mélo hlavu a patu.“ Né-
které skupiny v daném limitu dokonce nevyf¥esily vSechny tlohy. Uspésnost tloh
ukazuje Graf 1.

2Slozen4 slovni tiloha se déli na hlavni tlohu a vedlejsi tlohy. Hlavni tlohou je takova tloha, na kterou se pté
otazka obsazenda v textu tlohy, vedlejsi tlohou je tloha vnorend do sloZené slovni tlohy.
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Graf 1: Pocet netispésnych skupin pfi feseni jednotlivych tloh

Z grafu je patrné, Ze nejobtiznéjsi byly pro skupiny slozené slovni tlohy, coz se
i ocekavalo, pricemz nejobtiznéjsi lohu predstavovala tiloha ¢islo 8 s tispésnosti
pouze 25 %, coz nesplnilo moje o¢ekavani. Ulohu &slo 9 vyfesilo spravné pouze
44 % skupin. Nejjednodussi tloha byla pro studenty tloha 2. Podivame-li se
na jednoduché slovni tlohy, nejvice chyb délali studenti u tlohy cislo 4, kde
hlavni pri¢inou bylo neporozuméni situaci déleni podle obsahu a déleni na casti,
resp. rozdélovani. U tlohy ¢islo 6 byl nejvétsi orisek prave antisignal.
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Obrazek 2: Ukazka chybné vytvorené tlohy ¢. 6

Nejcastéji se objevovaly nasledujici chyby:

Uloha 1: nedodrzeni vysledku 17, nedodrzeni typu tdlohy (obr. 3), chybna
formulace zadani, vytvorena slozena tloha

Uloha 3: zéména &initeli ve vipoétu (obr. 4), formulace ,koupit za 5 K&
a ,koupit po 5 K¢“, nedodrzeni typu ulohy

Uloha 4: vytvofena tiloha na déleni na ¢sti (napf. viz obr. 1), tloha na vy-
pocet 28 : 7

Uloha 5: formulace ,koupit za 5 K& a koupit po 5 K&, jiny vysledek, ne-
presna formulace
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Uloha 6: tloha bez antisignalu (viz obr. 2), vytvofens slozens slovni tloha,
chybna formulace

Uloha 8: — nejednoznaéné zadan{ tlohy, zdména typu tloh, nedodrzen{ typu
uloh, vice vedlejsich 1loh, mnoho otazek, chybél dynamicky model, tloha bez
antisignalu, neresitelna tloha

Uloha 9: vice vedlejsich tiloh, pouze 1 vedlejsi tloha, nedodrzeni typu vedlej-
sich uloh

Obrazek 3: Ukazka chybné vytvorené tulohy ¢. 1
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Obrazek 4: Ukazka chybné vytvorené tlohy ¢. 3

Zavér

Tvoreni slovnich tloh, neboli problem posing, je velice efektivni metoda, pfi niz
zaci (studenti) sami vytvareji matematické tlohy, ¢imz si 1épe osvojuji ucivo. Tato
metoda byla pouzita u budoucich uéiteld matematiky na prvnim stupni ZS jako
diagnosticky nastroj pro zkvalitnéni prace ucitele v hodinach matematiky, cha-
pani matematickych pojmii a slovnich tloh jako takovych. Vysledky naznacuji,
ze tvoreni slovnich tloh na zakladé zadanych parametrii neni trivialni. Nejobtiz-
néjsi, i podle ocekavani, byly slozené slovni tlohy, nicméné i tvorba nékterych
typt jednoduchych slovnich tloh ¢inila zna¢né problémy. Studenti si uvédomili,
jak je dulezita presnost ve formulaci, srozumitelné a smysluplné zadani. Budouci
pak nejjednodussi pro né bylo zadani 1 a 2, o ¢emz casteéné vypovidaji i vysledky
uspésnosti.
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NotebookLM a jeho vyuziti pri vyuce
matematiky na zakladni Skole

MIROSLAVA HUCLOVA!

Cldnek se zaméruje na moznosti zapojeni ndstroje Google NotebookLM ve vijuce
matematiky na zdkladni skole v kontextu rozvoje digitalnich kompetenci dle RV P
ZV. Predstavuje umélou inteligenci jako podpurny didakticky prostredek, ktery
umoznuje bezpecnou prdci s vlastnimi zdroji a podporuje aktivni uceni Zdakiu. Na
konkrétnich prikladech z riuzniych rocniku jsou popsany praktické aktivity, jako je
tvorba vyukovych karticek, studijnich materiali, videi, myslenkovych map, prezen-
taci a kvizi. Text zaroven upozornuje na didaktickd, etickd a pravni rizika spojend
s vyuzivanim Al a zduraznuje klicovou roli ucitele pri smysluplném a kritickém
zapojent techto technologii do vyuky matematiky.

Uvod

Digitalni kompetence jsou dnes na zakladnich skolach zasadni pro to, aby byli
zaci dobre pripraveni na zivot v digitalni spolec¢nosti. Od tzv. malé revize v roce
2021 se staly povinnou soucasti Skolnich vzdélavacich programi. Podle RVP ZV
(2023) se maji systematicky rozvijet napfi¢ vsemi vzdélavacimi oblastmi.

Vzdélavani tim reaguje na rychly rozvoj digitalnich technologii, véetné umeélé
inteligence, kterd ma vyznamny potencial zejména ve vyuce matematiky. V ob-
lasti Matematika a jeji aplikace muze Al podporit rozvoj logického a kritického
mysleni, usnadnit tvorbu vyukovych materiali a prispét k individualizaci uceni
(MSMT, 2025).

Zavadéni Al do vyuky vsak vyzaduje vysokou uroven digitalnich kompetenci
ucitell a zodpovédny pristup skoly, ktera ma klicovou roli v rozvoji smysluplného,
kritického a etického vyuzivani téchto technologii (Baidoo-Anu & Ansah, 2023;
MSMT, 2025).

Role umélé inteligence ve vyuce matematiky

Vzdélavaci oblast Matematika a jeji aplikace nabizi zna¢ny potencial pro uplat-
néni umélé inteligence pti pripravé vyukovych materialt i jejich zapojeni do vy-
uky. Tvorba téchto materidlui je vSak pro ucitele ¢asové i odborné narocna (Ja-
hangiri et al., 2021).

1 Zapadoceskd univerzita, Pedagogické fakulta; huclovam@fpe.zcu.cz
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Vyuzivani nastroju Al klade na ucitele nové naroky — vyzaduje porozuméni
jejich moznostem i limitim a schopnost kriticky hodnotit jejich vystupy (Druga
et al., 2019). Kim (2024) popisuje vyvoj spoluprace uciteli s Al od pasivniho
vyuzivani pres aktivni praci az po partnersky model.

Generativni Al ma zaroven sva omezeni, zejména v nékterych matematickych
oblastech, a muze produkovat nepresné vysledky (Rane, 2023; Wardat et al.,
2023). Pro zvyseni spolehlivosti je nutné poskytovat jasny kontext, presné zadani
a oveérovat vystupy z vice zdrojii. Nezbytnou soucasti prace s Al je také zohlednéni
etickych otazek, zejména ochrany osobnich tidaji a duSevniho vlastnictvi.

Praktické aktivity Google NotebookLLM pro vyucovaci pro-
ces

Prakticka ¢ast se vénuje zapojeni Google NotebookLM — inovativniho asistenta,
ktery na rozdil od béznych chatbotil pracuje vyhradné se zdroji vlozenymi uziva-
telem. Diky tomu umoznuje uc¢itelim i zakim analyzovat, strukturovat a didak-
ticky zpracovavat konkrétni texty, metodiky ¢i pracovni listy s vysokou mirou
presnosti a bezpecnosti. Nastroj je zde prezentovan jako inteligentni partner,
ktery nenahrazuje roli pedagoga, ale rozsiruje jeho moznosti v souladu s principy
zodpovédného vyuzivani umélé inteligence.

Na konkrétnich prikladech z oblasti Matematika a jeji aplikace text ilustruje
zapojeni NotebookLM do vyuky — od pripravy podkladid az po samostatnou
¢innost zakl a rozsitujici aktivity. Material reflektuje tematické okruhy RVP ZV
a je doplnén o autentickou zpétnou vazbu zaki, kterd potvrzuje prinos digitalnich
technologii pro zvyseni efektivity uceni.

Tvorba vyukovych karticek

Cilova skupina: zaci 6. roc¢niku zakladni skoly
Ucivo: trojuhelnik

Ucitel vytvori v NotebookLLM novy sesit a ulozi do néj dostupné vzdélavaci
plakaty ve formatu PDF. Plakaty se zaméruji na klasifikaci trojuhelnikt podle
velikosti vnitinich thld a délky stran a odpovidaji souhrnnému uc¢ivu daného
rocniku. Vizualizaci plakatt maji zaci k dispozici také fyzicky v uc¢ebné na sténé.

Ucitel zaroven respektuje autorsky zakon: do nastroji Al, tedy i NotebookLM,
nelze vkladat fotografie u¢ebnic ani rozsahlejsi c¢asti text chranénych autorskymi
pravy. Autorska dila lze zpracovavat pouze se souhlasem ptivodniho autora nebo
na zaklade licence pro digitalni vyuku (Zékon ¢. 121/2000 Sb., § 31).

Pro tvorbu kartic¢ek ucitel v nabidce Studio aktivuje nastroj Vyukové karticky,
kde lze nastavit pocet karet i jejich obtiznost. Pomoci zobrazovaciho zafizeni
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nasledné spusti aktivitu a pribézné spolupracuje se zaky na reseni, které promita.
Zsky vede k diskusi o postupu a vysledku, pfipadné vyuzije nastroj Vysvétlit.
Rozsifujici a motivacéni aktivity: Zaci se aktivné zapojuji do piipravy vyu-
kovych karticek. S pouzitim digitalniho zarizeni pripravuji podklady pro jejich
tvorbu — zvoli vhodnou aplikaci a smysluplné zaznamenaji své znalosti. Ucitel
nasledné materidly zkontroluje a vlozi je do Google NotebookLM. Zéci se tak
zaroven uci pracovat se zdroji.

Didakticka rizika:
o Zjednoduseni uciva na pouhé zapamatovani pojmt bez hlubsiho porozu-
meéni vztahtim mezi prvky trojuhelniku.
« Riziko poruseni autorskych prav pti nevhodném pouziti chranénych mate-
riali.

Video prehled, studijni prirucka

Cilova skupina: zaci 7. rocniku zakladni skoly
Ucivo: procenta, zlomky

Ucitel vlozi do sesSitu NotebookLM obrazovy vystrizek slovni tilohy ve formatu
PNG. Zadani slovni ilohy zni: Lyze stoji 2 800 K¢. Kolik budou stat po zlevnéni
o 15 %7 (Odvarko & Kadlecek, 2024).

Pro tvorbu vyukového videa ucitel v nabidce Studio aktivuje nastroj Video
prehled. Vyuzije moznosti nastaveni budouci podoby videa, a to nejen po vi-
zualni strance, ale také z hlediska zptsobu vysvétleni a struktury obsahu. Po
aktivaci funkce Generovat se video automaticky vytvori. Hotové video lze stah-
nout a zpristupnit zakiim obvyklym zpiisobem.

Pro ucivo zlomku v 7. ro¢niku lze vyuzit studijni prirucku. Zdrojem pro jeji
tvorbu mohou byt napriklad pisemné prace ve formatu DOCX obsahujici shr-
nuti probraného uciva. Ucitel ve Studiu vyuzije nastroj Zpravy a ze zdrojovych
materialtl vytvori studijni prirucku ur¢enou k prohloubeni a ovéreni znalosti ma-
tematickych operaci se zlomky. Prirucka miize obsahovat kvizy, klice spravnych
odpovédi, témata k zamysleni i slovnic¢ek klicovych pojmi.

Rozsifujici a motivaéni aktivity: Zaci se aktivné zapojuji do tvorby vyuko-
vého videa. Shromazduji zakladni typy prikladi na procenta (vypocet zakladu,
procentové ¢asti a poctu procent). Ucitel pripravené materidly zkontroluje, vlozi
je do sesitu NotebookLM a vygeneruje vyukové video. Zaci nésledné porovna-
vaji riizné zpusoby Teseni, posuzuji jejich spravnost a kriticky hodnoti pouzité
postupy.

Didakticka rizika:

o Povrchni pochopeni vypocti procent pri pasivnim sledovani videa bez na-

sledné aktivni prace.
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o Ptebirdni hotovych postupti bez porozumeéni jejich smyslu.
o Chybné nebo neptesné vysvétleni postupu generované Al.

Chat, myslenkova mapa

Cilova skupina: zaci 8. ro¢niku zakladni skoly
Uéivo: napfi¢ ud¢ivem 8. ro¢niku ZS

Ucitel vlozi do sesitu NotebookLM matematicky pracovni sesit ve formatu
PDF a zakiim poskytne odkaz ke sdileni. Zaci vyuzivaji digitalni zafizeni a moz-
nosti chatu. Pracuji s dostupnym materidlem — fesi priklady, ovéruji postupy
reseni, konzultuji spravnost vysledk a kladou otazky k jednotlivym témattim.
Ucitel zde vyuziva Al jako podptirného mentora uceni.

Pokud skola pouziva Google Workspace, prebira pravni odpovédnost za sou-
hlas s vyuzivanim sluzeb skola, napriklad prostifednictvim skolniho fadu nebo
souhlasu se zpracovanim osobnich tdaju, ktery rodice podepisuji pfi nastupu
zaka do skoly. Pokud skola Google Workspace nevyuziva, pracuje s nastrojem
NotebookLM ucitel samostatné. Zakm pripravuje prompty a vystupy ve vlast-
nim rezimu.

Rozsirujici a motivacéni aktivity: Zaci mohou generovat myslenkovou mapa
zobrazujici obsah uciva v daném roc¢niku. Vizualizace jim pomahda k lepSimu
prehledu a systematickému usporadani uciva.

Tip pro ucitele: Lze vyuzit néastroj Infografika, ktery umoznuje vizualizovat
vyukové materialy a zptrehlednit je pro zaky.

Didakticka rizika:
o Pretizeni informacemi pti nejasné vymezeném rozsahu uciva.
e Omezeni rozvoje samostatného mysleni pii nadmérném vyuzivani Al jako
Lradce,
e Rozptylovani pozornosti pfi praci v online prostiedi.

Prezentace, kviz

Cilova skupina: zaci 9. roc¢niku zakladni skoly
Uéivo: ucivo 9. roéniku ZS

Ucitel vlozi do NotebookLLM odkaz na vybrané video z platformy YouTube
a prostTednictvim chatu zaktm predstavi jeho obsah. Nasledné ve Studiu vygene-
ruje prezentaci, ktera strukturuje hlavni informace a podporuje jejich prehledné
zpracovani. Ze stejnych vstupnich dat vytvori také kviz, u néhoz lze nastavit
pocet otazek i jejich obtiznost.

Kviz slouzi k ovéreni porozumeéni obsahu videa, upevnéni klicovych pojmi
a aktivnimu zapojeni zakt do vyuky.
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Rozsirujici a motivacni aktivity: Zaci na zakladé ziskanych informaci sami
vytvareji kviz, diskutuji o resenich a hledaji souvislosti s obsahem videa.

Didakticka rizika:
o Neaktualni, reklamni nebo zjednodusujici obsah videi z platformy You-
Tube.
e Vnimani kvizu pouze jako nastroje kontroly, nikoli sebereflexe.

Zaveér

Uméla inteligence muze byt ve vyuce matematiky na zakladni skole pfinosnym
nastrojem, pokud je vyuzivana cilené, zodpovédné a v souladu s kurikularnimi
i etickymi principy. Piiklad prace s Google NotebookLM ukazuje, ze Al muze
fungovat jako bezpecny partner pri pripravé vyuky i pri uceni zakid, aniz by
nahrazovala roli ucitele.Klicovym predpokladem smysluplného vyuziti Al zista-
vaji digitalni kompetence ucitele, jeho pedagogické vedeni a schopnost reflekto-
vat didakticka rizika, zejména povrchni osvojovani uciva ¢i nekritické prebirani
postupt. Pri vhodném zapojeni muze Al podporit porozuméni matematickym
vztahiim, rozvoj kritického mysleni i digitalnich kompetenci zakii a prispét ke
kvalitnejsi vyuce matematiky.
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Art in Mathematics: Divine Signature in
Numbers

KAREL JANECEK!

This paper challenges the axiom of Universe of Randommness in the context of
the foundational structure of the Universe. We present numerical phenomena
and an astonishing structure — primarily but not exclusively, in the dectimal sys-
tem — whose statistical occurrence, as predicted by standard probabilistic models,
is astronomically unlikely with estimated probabilities less than 1.636 x 107142
We analyse the aesthetic and relational qualities of numbers, stepping from the
ex-ante anchored pair (12, 21), through their associated primes, with uniquely
consistent logical continuation in the singularly exceptional number 271. These
multifaceted and rare numerical features provide strong arguments against purely
random (spontaneous) creation.

Introduction

Prevailing materialistic and probabilistic models of the universe, such as Hawk-
ing’s notion of ‘spontaneous creation’, posit that random initial conditions and
mathematical laws suffice to account for observable regularities. This assumption
motivates the axiom of Universe of Randomness (UR), and, by extension, the
principle of Narrow Rationality (NR), which asserts that consistent mathematical
models yield valid predictions for sufficiently sampled real-world process.

Through a probabilistic analysis, we identify striking synchronistic events and
numerical patterns that directly contradict the predictions of UR, suggesting
that the prevailing paradigm might be insufficient to describe observed numeric
coincidences.

Theoretical Foundations: UR and NR

In this section we suggest a definition of “reality of randomness”. It is not es-
sential for the following exposition, and the reader may wish to skip it on first
reading. It is enough to understand or imagine what “observing randomness”
means intuitively.

! katka.havlikova@kareljanecek.com
2 The resulting probability is evaluated after making conservative corrections for possible state-space enlargement.
Furthermore, we do the probabilistic analysis for only a part of the astonishing structure.
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Definition 1 (Universe of Randomness, UR). Suppose (2, F,P) to be a prob-
ability space with each w € () representing a possible complete history of the
universe, i.e., a path w = (w;)>0 describing the evolution of observable events in
time, with the “creation event” at ¢t = 0 (e.g., the Big Bang).

We say that the Universe of Randomness axiom holds if, for any consistent
mathematical model (CMM) of a realisable process, the model’s probabilistic
predictions are satisfied by empirical data — that is, observed outcomes obey the
prescribed laws of probability for our realised path w = (wy)>o.

Remark. UR is defined as the requirement that all consistent mathematical mod-
els (CMMs) must yield valid predictions for all realisable scenarios and observed
events (w;). For example, if Newtonian physics holds, then the results of repeat-
edly rolling an unbiased dodecahedron will satisfy the law of large numbers with
uniform distribution (and other statistical properties as prescribed by probability
theory). If the law of large numbers does not hold, either the die is biased, or
Newtonian physics is grossly invalid, in which case UR is invalidated.

Remark. While UR is easier to define under the assumption of epistemic accessi-
bility of objective reality and our ability to find perfect physical laws, it suffices
to assume a sequence of physical laws that can approximate objective reality
arbitrarily closely by our measurements. In other words, UR is invalidated if
there is a real-world scenario for which no sequence of physical laws guarantees
the validity of a CMM (e.g., the law of large numbers).

Remark. Randomness refers to the unpredictability relative to the observer’s o-
field, i.e., his information filtration (F;);>o. Deterministic models with incom-
plete information for the observer can still satisfy the UR axiom; the trajectory
w € ) may be fixed ab initio. Conversely, determinism is not required for UR.
There may be external, non-deterministic influences on our evolution without
invalidating Narrow Rationality, as defined below.

Definition 2 (Narrow Rationality (NR)). Narrow Rationality means that,
once we accept UR, then all observable empirical phenomena will conform to the
precise consequences of mathematical logic and probability theory, as applied
within any consistent mathematical model describing the process.

Remark. Philosophy of reductionism is not a necessary condition for UR; a soul
could exist as long as it does not interfere with mathematical logic. Atheistic
materialism together with spontaneous creation (which was the philosophy of
Stephen Hawking) is a sufficient condition for UR.
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Sheldon numbers

The Unique Pair (12,21)

Drawing upon a broad survey of mathematics and philosophy and more, we
ex-ante anchor aesthetic and ontological significance to the pair (12,21), prior
to examining further properties. Their selection is fixed ex-ante on theoreti-
cal, symbolic, and cultural grounds: prevalence not only in mathematics and
natural sciences, but also in psychology, sociology and philosophy — well before
any numerical analysis. Only small part of arguments for the (ex-ante defined)
uniqueness of (12,21) is base-10 dependent; we argue choice of (12,21) indepen-
dently of base.? To our kowledge, there is no other mathematically and culturally
rich pair not even partially close, so (12,21) is indeed unique before any analysis.

Conditioned on the NR logic, base-10 system would of course be arbitrary, and
any results specific in base-10 would be meaningless from the pure mathematics
point of view. However, a consequence of the results of this paper is that base-10
is not arbitrary but rather has deep meaning in our reality. Accepting that
narrow rationality is incomplete and may not always be valid we call extended
rationality.

Detfinition of Aesthetic Numbers

Given the exceptional significance of (12,21), it makes sense to consider numbers
resulting from performing elementary operations on or otherwise being related
to the pair. Following this logic we define—for future use three-digit—“aesthetic
numbers”#, see Table 1.

The definition of aesthetic numbers is logically consistent, and as such it is
in principle algorithmically given. We will see that any remaining subjectivity
in the definition is insignificant for the conclusions of this paper. We correct for
possible subjectivity by defining natural numbers c;5 and c9,4 for differences in
counts in first- and second-order aesthetic numbers.

Concerning first-order, 444 and 777 indisputably belong there. One might
consider putting 122, 12 x 21 and 212 (all or nothing), and/or 121 into second-
order. At the same time, 212 could be argued to belong into first-order, for
some mathematicians 496, and for some 108 might be highly preferred. We cover
possible subjectivity by putting ¢15 € {—4,—-3,—1,0,1,2,3}.

For second-order, the sequences with relevant sums of digits (for example
876) are indisputable. We certainly include numbers representing dodecahedron,

3 A comprehensive list of features in available upon request.

4The concept of aesthetic numbers is not just a theoretical concept. Aesthetic numbers have been extensively
used by the author in practical application since 2013. For example, a prize donated by his foundation would
be 214 rather than 200,000 Czech crowns.
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Table 1: First-order and second-order aesthetic numbers derived from (12,21)
using elementary operations.

| Order | Aesthetic Number | Origin/Comment |
First-order | 121 112, encodes both 12 and 21
144 122
252 12 x 21
441 212
444 sum of digits = 12
T sum of digits = 21
Second-order | 108 12 x 32, cultural significance
212 encodes both 12 and 21
345 sequence, sum of digits 12
543 reverse sequence, sum of digits 12
678 sequence, sum of digits 21
876 reverse sequence, sum of digits 21
363 3 x 121, sum of digits 12
125 53, connection to dodecahedron
012 29 connection to dodecahedron
496 perfect number

independently of (12,21) we also suggest culturally significant 108, and by math-
ematicians recognised perfect number 496. As for cy,4 (adding new aesthetic
numbers for second-order), we safely put cs,q < 12, probably close to zero.

The definitions of aesthetic numbers are base-10 phenomena, not absolute in
number theory. Our arguments stay still even though our disapproval of the UR
hypothesis and following Narrow rationality is conditional on base-10, not purely
mathematical, as base-10 is naturally fixed in advance. While base-10 phenomena
adds philosophical depth to this analysis, we will return back to what we consider
a fabulous base independent Conjecture 1.

The Sheldon Theorem and Sheldon Products

Sheldon primes

Definition 3. Let p, denote the n-th prime; we introduce two properties for
a general base-b:

mirror property: the digit-reversal (mirror) of p, is the m-th prime, where m
is the mirror of n;

product property: the product of digits of p, equals n.

Definition 4. We call prime p a base-b
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e mirror prime if it satisfies the mirror property,

e mirror palindrome if it is a mirror prime and a three or more digits palin-
drome,’

e mirror quadruple if it is a mirror prime and not a palindrome,

o product prime if it satisfies the product property,

o Sheldon prime if it satisfies both the mirror and product properties,

o Sheldon palindrome if it is both Sheldon prime and a palindrome,

e Sheldon quadruple if it is both Sheldon prime and not a palindrome.

Remark. The n-th prime p, = (1.n),,_, is base-(p, —n) product prime.

After ex-ante fixation of mirror numbers (12, 21) we consider their correspond-
ing primes pjp = 37 and py; = 73 (mirror property), with 7 x 3 = 21 (product
property). The Sheldon quadruple 73 is remarkable, as captured and formalised
by the Sheldon theorem [1]:

Theorem 1 (Sheldon theorem). The 21st prime py; = 73 is the only base-10
Sheldon prime.

See [1] for the proof of the uniqueness of 73.
Conjecture 1. 73 is the only Sheldon quadruple across all bases.

Definition 5. We call the quadruple (12,21, 37, 73) Sheldon numbers.

Remark. Both the mirror and product properties are very rare. In base-10:
o The first mirror prime greater than 73 is ps 114,118 = 143,787,341,
« The only product primes other than 73 and lower than 10'° are p; = 17
and P181,440 = 2,475,989, a8 2 x4 X 7 x5 x9x8x9=181,440.

Remark. For base-8
e there is no product prime up to 10%;
o the only mirror prime lower than 10 is 12 x 21 — 1 = (3.7.3)g of order
(6.6)s. Also, 2x21%2+1 = (3.7.3)14 is a base-16 mirror palindrome of order

(9.9)16.

Remark. Tt is straightforward that a mirror quadruple is much more rare than
a mirror palindrome. We have verified that, up to 10°, there exist only 197
mirror quadruples, one case per base except two cases in base 89, including bases

2,4,9,10,11,13,15,17, 31,78, 89, 135, 153, 170, 323, 454, 477, . ..

5Single digit prime is trivially a mirror prime. The only possible prime of even length that is also a palindrome
is (1.1); since any even length palindrome is divisible by (1.1)s.

6With same arguments as in [1] we conclude that a base-8 product prime must be lower than 832 ~ 7.9 x 1028.
We do not kow if any base-8 product prime exists.
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Remark (Mirror quadruples). Heuristic probabilistic models suggest that, in
base-b, the number of mirror quadruples up to p is approximately

log log p.
g logloep

Remark (Mirror palindromes). Heuristic probabilistic models suggest that, in
base-b, the number of mirror palindromes up to p is approximately

1 1 b
— 1
2Xlogbx¢(b) x w(b) x y/logp,

where

o I reflects the fact that each palindrome with even number of digits is

élways divisible by b+ 1,

o ¢(b), the Euler totient function, is the number of integers lower than b
for which the greatest common divisor with b equals 1. The totient factor
b/d(b) reflects the fact that a prime palindrome must not end (and thus
not finish) with a common divisor of base-b. A common divisor increases
the probability of a mirror palindrome as any prime is more likely to be
a base-b palindrome,

e w(b) is an additional interference of residue classes for divisors of b,
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Theorem 2. Fxcept 73 in base-10, the only other base-b Sheldon prime lower
than 10 is 103,353,707 = (134.331.134)g77 of order 5,943,436 = (7.638.7)g77.

Remark. If we could assume the UR axiom then we could argue that the prob-
ability of existence of another Sheldon quadruple is astronomically small since
a mirror quadruple is extremely rare by itself, and we have done numerical veri-
fication in Theorem 2. The probability is higher without the UR axiom.”

Conjecture 2. 103,353,707 = (134.331.134)g77 of order 5,943,436 = (7.638.7)s77
is the only Sheldon palindrome across all bases.

Remark. The uniqueness of Sheldon palindrome is also highly probable, even
though Sheldon palindrome is much more likely than Sheldon quadruple.

Sheldon products

Experiment (Probability Calculation). Consider the experiment of randomly
and independently selecting three distinct three-digit numbers (from the set
100, ...,999, 900 numbers in total). What is the probability that at least two
are first-order aesthetic numbers (from six available) and one is a second-order
aesthetic number, or better (all three are first-order)?
« Total possible outcomes: 900°
o Favorable cases:
— All three first-order: (6 + c14)3
— Two first-order and one second-order, order matters: 3 x (6 + c4)? X
(10 — C1st + CQnd)
« Total favorables: (6 + c14)® + 3 X (6 + c15¢)* X (10 — c15¢ + Cona)
o The probability of this event is then:

(6 + Clst)g + 3 X (6 + Clst)2 X (10 — Clst + CQnd)
9003

Px

For ¢14 = canq = 0 (as expected) we obtain py ~ 1.777 x 1075, The maximum
of 7 x 107° is obtained for c¢i5 = 3, , copg = 11.

Definition 6 (Sheldon products). Based on the Sheldon theorem, using the
same algorithmic logic as before, and thus with zero extension of the sample

space, we define the “second-generation” aesthetic numbers as cross-products of
(12,21,37,73).

"Sheldon theorem and Theorem 2 are yet other anchors for the choice of (12,21). The very low probabilities of
these features are not used nor estimated in this paper.
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We observe that all three second-generation three-digit aesthetic numbers
match the first-generation:

12 x 37 = 444
12 x 73 = 876
21 x 37 = 777
21 x 73 = 1533
37? = 1369
37 x 73 = 2701
732 = 5329

If we could consider these products to be independent pseudo-random num-
bers then we would realise the expected rare event from prior calculation. The
chance for three matches under UR would equal p, calculated above.

The assumption of independence is arguable specifically for the multiples of
37; let ky« be the coefficient correcting for actual probability relative to p, under
UR. The size of this coefficient is subject to discussion. We conjecture that it is
less than 21.

The Singular Role of 271

By systematic reasoning involving the digits 1, 2, 3,7, and using the same logic as
for the first-generation aesthetic numbers, the number 271 is uniquely identified
as the primary three-digit second-generation aesthetic number. ‘Missing’ digit 3
is represented by several combinatorial encodings and arithmetic properties: 3
digits, 2+ 1, 21/7, 2 +7 = 3%, 27 = 33, (7 — 1)/2. 271 will be identified as the
most powerful (zero-order) aesthetic number of second generation.

Uniqueness of 271

We observe remarkable properties of 271, without resorting to extensive search:

1. 2,7,1 are the first three digits of Euler’s number e.

2. 2712 = 73,441 = 73, [217].

3. 271 x 369 = 99,999, so 1/271 = 0.00369.

4. 271 =4 x 73 —-21 =7 x 37+ 12.

We estimate the probability of these properties under UR, carefully shading
away any statistical biases:

1. eis arguably the “most significant” irrational number.® Thus, the event is

unique. For the sake of the argument, let k. be the coefficient of possible

8If two mathematicians were to select the single “most significant” irrational number with the objective of matching
their choices, both would likely choose e.
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enlargement of the sample space. Probability: k./900, we conjecture k. =
1.

2. Verification of the square of 271 is zero extension of the sample space as
it is the primary aesthetics-generating elementary operation. The result
73,441 is a five-digit first-order aesthetic number, of which there is fewer
than 73 in both generations. Probability: less than 73/90, 000.

3. 271 is the largest prime whose reciprocal has period of length < 5. Esti-
mated probability: less than 1/100.

Inverse, if not the only secondary aesthetics-generating elementary oper-
ation, belongs to the narrow group of meaningful secondary operations,
size of which we denote k_;.

We do not see any possible candidates other than square root, cube, two
to the power of.

369 = 123 x 3 is also partially aesthetic; probability < 1/10.

4. The probability of 271 being equal to +12 or £21 both mod 37 and 73
is lower than 6.173 x 1073. We define k,,,q as a coefficient to account for
possible selection bias among operations; we estimate k,,,q = 5 accounting
for multiplication by 12, 21, 37, 73.

Remark. We observe an additional connection of 369 to Sheldon numbers: 36 =
73 —37,,9 =21 — 12. We do not estimate the probability for this.

Remark. Number “369” holds a mythic status due to its association (albeit pos-
sibly by superstition) with Tesla’s triad.”

369 is also argued to be the “Key to the Universe” by some contemporary
philosophers.

We do not estimate the probability of these spiritual and cultural effects.

Cumulative probability for uniqueness of 271

Note that number 271 emerged directly and uniquely as the most interesting
second-generation aesthetic number. It is indeed beyond belief to subsequently
find both many and special properties for it; just one special property would
already be very satisfactory.

All these properties are essentially different from each other. It follows that
they can be considered independent for the purpose of estimating the cumulative
probability po71 as a product of probabilities of each. We obtain:

9 Although widely claimed omnline, there is no evidence in Nikola Tesla’s authentic writings, correspondence, or
patents linking him to a “3-6-9 theory”. While it is a fact that he was obsessed with multiples of three, the
quote “If you only kew the magnificence of the 3, 6, and 9, you would have the key to the universe.” cannot be
substantiated from primary sources. For a critical overview, see e.g. [2].
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ke 73 k_q 1 6.173 kpoa
X X X — X ———————
900 90000 100 10 1000

where we expect k., =1, k.1 < 4, and k;,,q = 5.

Pory < ~ 5.563 ke k_1kmoa X 10712

Cumulative Probability Calculation

From construction we have a principal independence of properties of Sheldon
products and of 271. The resulting cumulative probability of obtaining such an
impressive structure, without restoring to a search from a large sample space
other than as reflected in constants k., , k_1,, knoq, with any subjectivity in defi-
nitions of aesthetic numbers reflected in constants ¢, , copg, 1S

Peum = ExpxD2r1
(6 + Clst)3 + 3 X (6 + Clst)2 X (10 — Cist + C2nd)
03

ky kok_1kmog X 10718
(1)

where 15 € {—4,—-3,—1,0,1,2,3}, conqg < 11, the coefficient correcting for
using Sheldon products as independent pseudo-random numbers ky is subject to
discussion (we conjecture k., < 21), with caveat of discretion k., = 1, k1 < 4,
kmod A 9D.

~ 5.563

Remark. While the definitions of aestheticity and its orders are partially subjec-
tive, the computed probabilities are robust with respect to any logically consistent
change in definitions. Even with a great deal of effort, including enlarging the
set of accepted operations, the cumulative probability p... stays astronomically
small. We get upper bound pe,, < 1.636x 10~ for the most pessimistic (largest)
coefficients.

Remark. Note that we omit estimates for probabilities regarding the appearance
of the Sheldon theorem and of Tesla connection, for which the sample spaces
are unkown — although both are exceptionally rare. Thus, the actual probability
under UR is further significantly decreased. The Tesla connection and alleged
spiritual meaning of 369 are, in addition, culturally fascinating.

Additional Noteworthy Features

We have found additional noteworthy features and connections for Sheldon num-
bers and 271, which further deepen the beautiful structure stepping out from
(12,21). We do not use the following in our probability calculations.
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Additional features of Sheldon numbers

¢« 21 -12=23237—-21 =42 37—12=5% 73 — 37 = 6>

e 2xX 37 =173+ 1 = 74-th prime is 373, a second-generation first order
aesthetic number;

o Equality 73 = 2 x 37 — 1 nicely connects 73 with the first-order aesthetic
number 2371;

e (12421) x 37 =1,221;

e 12421 = 33-rd prime is 137, a partially aesthetic number with product of
digits 21. 137 is an integral part and already good approximation of the
inverse of the famous Fine-structure constant;

e 137-th prime is 773;

« We have found 37 aesthetic mirror palindromes up to 10° (including
(3.7.3)s and (3.7.3)16 mentioned in section Sheldon primes). Out of these,
the only one of aesthetic base is (12.121.12)137, the first mirror prime in
base 137. On top of that, (12.121.12)137 is of order 21,373, a first-order
aesthetic five digit number!;

e When asked to pick a random number between one and 100, people often
choose 37 or 73. When people guessed which numbers others would pick
the least, then after obvious choices like 1, 2, 99, 100 and 50, the next
most common guesses were 37 and 73. See [3].

Additional features of 271

e 271 is a prime of order 21 + 37 = 58;

e 271 has the product property for the only non-trivial; first-order aesthetic
base 121, with 271 = (2.29)191;

e In Section The Singular Role of 271, we defined k,,,q as a coefficient to
account for possible selection bias among operations, implicitly assuming
that multiplications of 271 by 12, 21, 37, 73 are not noteworthy. In fact,
this is not the case:

271 x 37 = 10,027: encoded 271, and 73 = 100 — 27,37 = 10 + 27,
271 x 12 = 3,252: sum of digits 12,

271 x 21 = 5,691: sum of digits 21,

271 x 73 =19,783: 19+ 7+ 8+ 3 = 37.

e 271 x (24 7+1)=37x73+4+21—12;

o 271 x 137 = 37,127, a second-order aesthetic five digit number;

e 271 is a centered hexagonal number of order 2 + 7 + 1;

« 271 equals the sum of all edges of Platonic solids (6+12+12+30430 = 90),
the number of their rotations (12 + 24 4 24 + 60+ 60 = 180), and common
centre (1).
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Remark. Dodecahedron with 12 faces and 20 vertexes plus centre point was the
initial spark that inspired the author to give special attention to the pair of
numbers (12,21). It is interesting to note that algorithmically obtained and
uniquely exceptional 271 unites, in a certain sense, all five Platonic solids.

Remark. We observe how 271 is beautifully anchored in the centre of an “opera-
tional space” around Sheldon numbers 12,,21,,37,,73 and itself.

Philosophical and Scientific Implications

We find an astonishing mathematical structure that is astronomically unlikely
under the assumption of Universe of Randomness. If materialistic, model-based
spontaneous creation were true, even with conservative estimates our reality
would manifest cumulative coincidences at probability less than 1.636 x 10714,
No “naturalness” argument via the anthropic principle or multiverse reasonably
explains these specific combinatorial convergences.

The non-random harmony found in mathematics can be perceived as a beau-
tiful, even artistic object, which is projected into our existence.

Conclusion

We have shown, with explicit probabilistic calculations and theoretical anchoring,
that:

1. Fixing the unique pair (12,21) leads uniquely, through its associated
primes, to remarkable aesthetic products.

2. The uniquely determined aesthetic number 271, square of which and mod-
ulo provide exceptional links to aesthetic numbers, and special mathemat-
ical properties for its inverse, exhibits an additional set of extremely rare
coincidences. On top of that, a connection to alleged Tesla’s 369, as well
as alleged spiritual meaning of 369 and its prevalence in natural and ge-
ometric structures, is culturally amazing. Note also the other fabulous
features of 271 listed in Section Additional features of 271.

These findings challenge the plausibility of spontaneous or Universe of Ran-
domness as a comprehensive explanation for the observed mathematical harmony
in the fabric of reality. The observed combinatorial coincidences are extremely
unlikely, even if we employ conservative corrections for sample space ambiguity.
Although anthropic or multiverse-type models may be invoked as explanations
for observed coincidences, these lack the specificity required to account for the
particular numerical structures observed in this analysis, i.e., no explanation of
such a “luck in luck” is achievable.
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Od obdélniku k Fibonacciho posloupnosti na
1. stupni zakladni skoly

MIROSLAVA JANECKOVA!', MICHAELA PETRICKOVA?

Prispevek predstavuje ovéreny ctyrhodinovy vyukovy modul badatelsky oriento-
vané vyuky inspirovany aktivitou ,, Miluji obdélniky“, urceny pro Zaky 1. stupné
7S. Modul je vystavény na manipulacni prici se ctverci, cileném navozeni ko-
gnitivniho konfliktu a ndsledné formulaci a overovani pravidelnosti, kterd vede
k rekurentnimu pravidlu pro tvorbu ciselné rady (soucet dvou predchozich cleni).
Modul ddle pracuje s prevodem aritmetického vztahu do geometrické reprezen-
tace prostrednictvim konstrukce spiraly a uzavird jej mezipredméetovy presah do
vytvarné vychovy zaloZeny na kompozicnich omezenich.

Uvod

Fibonacciho posloupnost se mize na primarnim stupni jevit jako téma obtizné
uchopitelné. Pti promysleném didaktickém uchopeni ji vSak lze do vyucovacich
hodin matematiky implementovat nejen jako rekurentné definovanou ¢iselnou
posloupnost, ale také jako vychodisko pro badatelsky orientovanou vyuku s vyu-
zitim mezipredmétovych vztahti. Badatelsky orientované vyucovani matematiky
(BOVM) nabizi zakam prilezitost vyzkousSet si, jak se matematické znalosti utva-
reji prostiednictvim osobnich ¢i kolektivnich pokustu (Samkova, 2015), a soucasné
klade duraz na samostatné mysleni a feSeni problému (Manak, 2003, cit. dle Ko-
trba & Lacina, 2015). Tato vychodiska jsme vyuzili pfi konstrukei jednotlivych
aktivit navrzeného vyukového modulu. Zéci nejprve fesi situaci, kterd zamérné
vede ke kognitivnimu konfliktu (1. vyucovaci hodina), nasledné pracuji na formu-
laci pravidla a priubézné jej ovéruji (2. vyucovaci hodina). Treti vyucovaci hodina
je zamérena na konstrukci spirdly. Ve ¢tvrté vyucovaci hodiné Zaci spiralu vy-
tvarné dotvareji podle predem danych pravidel (kompozi¢ni omezeni) v ramci
propojeni s vytvarnou vychovou. Fibonacciho posloupnost pritom neni zakim
predstavena jako hotovy koncept, ale naopak si na jeji existenci postupné pri-
chazeji skrze nékolik zamérné a predem definovanych tkoli. Nové poznatky si
tedy zaci nejen aktivné konstruuji, ale zaroven rozvijeji samostatnost a kritické
mysleni, coz je pro konstruktivisticky orientované pojeti vyuky zasadni (Hejny
& Kurina, 2009, Krémarova, 2025). Cilem prispévku je predstavit konkrétni vy-
ukové aktivity zalozené na principech BOVM, jejichz prostrednictvim lze zakiim
primarniho stupné zprostredkovat principy Fibonacciho posloupnosti.

! Univerzita J. E. Purkyné, Pedagogické fakulta; miroslava.janeckova@ujep.cz
2Univerzita J. E. Purkyné, Pedagogicka fakulta; michaela.petrickova@ujep.cz
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Vyuziti kognitivniho konfliktu

V ramci navrzenych aktivit jsme zamérné pracovali s didaktickou situaci, jez je
charakteristickd navozenim nesouladu mezi zakovym ocekavanim a vysledkem
situace. Tento mechanismus podporujici zménu v pojmovém uvazovani zaku je
oznacovan jako kognitivni konflikt (Larsen & Misfeldt, 2021). Kognitivni konflikt
vychazi z Piagetovy teorie kognitivniho vyvoje, kdy si zak vytvari nové znalosti,
kdyz se setkd s podnéty z prosttedi a nové asimilované informace koliduji s existu-
jicimi mentalnimi strukturami. Dana situace poté motivuje zaka k hledani zmén
a vytvareji se nové mentalni struktury (Piaget, 1977, cit. dle Larsen & Misfeldst,
2021). Vyuzita vyukova situace ma navic kofeny i v tradiénim modelu koncep¢ni
zmény (CCM, angl. Conceptual Change Model) (Posner et al., 1982, cit. dle Pa-
caci et al., 2023), podle néhoz je pro zahdjeni koncepcni zmény klicové, aby si zak
uvédomil nesrovnalost mezi svymi dosavadnimi znalostmi a védeckymi, v nasem
piipadé spise aktudlné podanymi, poznatky (Pagaci et al., 2023). V matematic-
kém vzdélavani se porozuméni casto rozviji skokové a kognitivni konflikt je zde
pouzit pro restrukturalizaci matematického schématu, tedy pomahda zaktm ce-
lit jejich mylnym predstavam a vyvracet nespravnd tvrzeni (Tall, 1977, cit. dle
Larsen & Misfeldt, 2021).

Smyslem navozené didaktické situace tedy neni frustrace zaka, ale aktivace po-
treby vysvétlovat, argumentovat, hledat nové strategie a ovérovat hypotézy. Kdyz
se zaci pokouseji vyresit matematicky problém, s nimz se dosud nesetkali, jejich
pokusy o vyteSeni problému aktivizuji dosavadni znalosti, zviditelnuji mezery
v porozumeéni a predevsim vedou k vytvoreni nové znalosti potrebné k vyTeseni
daného problému (Kapur et al., 2023).

Vyukovy modul

Predkladany vyukovy modul byl inspirovan predevsim hrou ,,Miluju obdélniky*
(angl. I love Rectangles Game in Cheigh et al., 2015). V zdkladni iloze je tikolem
zakt sestavit obdélnik ze sady postupné se zvétsujicich ¢tvercti o rozmérech 1 x1,
2 x 2, 3 x 3 atd., pricemz pro kazdou délku strany je v sadé k dispozici pravé
jeden ctverec, jednotlivé ¢tverce se nesmi prekryvat a maji zaroven pokryt plochu
celého obdélniku.

Aktivity, které v ramci vytvoreného vyukového modulu popiseme, jsou rozvr-
zeny do ¢tyT vyucovacich hodin. Vyzkumny vzorek béhem ovérovani tvorili vy-
brani zaci 3.-5. roénikt zakladni Skoly, u nichz byl patrny zvyseny zajem o mate-
matiku. Predkladany vyukovy modul je vSak vyuzitelny i pro aplikaci v béznych
podminkéach tridy. Struktura modulu je nasledujici:

1. vyucovaci hodina — Navozeni kognitivniho konfliktu a vznik rady.
2. vyucovaci hodina — Formulace pravidla a jeho pribézné ovérovani.
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3. vyucovaci hodina — Geometrickd reprezentace.
4. vyucovaci hodina — Propojeni s uménim.

Navozeni kognitivniho konfliktu a vznik rady

V prvni vyucovaci hodiné jsme vychazeli z ptivodni aktivity, kterou jsme se pri
sestavovani modulu inspirovali, avSak sadu manipulativ jsme cilené omezili na 21
Stvercll. Zaci tedy méli k dispozici étverce o rozmérech 1 x 1 az 21 x 21, pficemz
kazdy rozmér byl v sadé zastoupen pravé jednim kusem. V zadani A méli zaci
z téchto c¢tverci sestavit co nejvétsi obdélnik tak, aby se c¢tverce neprekryvaly
a zaroven beze zbytku pokryly celou plochu vzniklého obdélniku. Po opakovanych
pokusech zaci dospivali k zavéru, ze za danych podminek je tiloha neresitelna, coz
dokladaji i jejich vypovédi, napt.: ,Jde to ze vsech?“, | Je to chytak, nevychézi mi
to, ten mrnousek je prosté hroznej.”, ,Kdybych téch jedni¢ek mél vic, tak bych
to udélal”, |Kdyby tady byla ta jedna jednicka, tak by to Slo mam podezieni,
,Musi to byt logicky od nejmensiho po nejvétsi. Postupy zak ilustruji obrazky
¢. lac. 2.

Obrazek 1 Obrazek 2

Uvedend situace plnila funkei kognitivntho konfliktu. Zaci zprvu vychézeli
z implicitniho predpokladu, Ze z predlozené sady c¢tverci lze sestavit obdélnik,
avsak opakované preskupovani c¢tverci vedlo k neustale se objevujicim mezeram,
které nebylo mozné zbyvajicimi ¢tverci doplnit. Kognitivni konflikt se zde pro-
jevil jak v Tesitelském chovani (pfeskupovani, hledani logického fazeni, pokusy
o zménu strategie), tak v hypotézach formulovanych v zékovskych vypovédich
(,Je to chytdk..“, [ Kdybych téch jedni¢ek mél vic..“, | Kdyby tady byla ta jedna
jednicka...“). Didaktickym cilem této faze bylo oteviit problém a vytvorit potiebu
vysvétleni, jaka zména podminky mtze rozhodnout o resitelnosti tlohy.
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V zadani B jsme proto provedli jedinou upravu: do sady manipulativ jsme
doplnili druhy ¢tverec 1 x 1. Zaky jsme vyzvali, aby se pokusili tikol znovu fesit
a overili, zda uprava podminek vedla k odlisnému vysledku. V této fazi se jiz
po pomérné kratké dobé objevovaly spontanni reakce typu: ,,Uz to funguje!*.
Nésledné zaci sestavili nejvétsi obdélnik, ktery lze z upravené sady vytvorit (viz
obrazky ¢. 3 a ¢. 4).
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: Obrazek 4
Obrazek 3

V zavéru prvni vyucovaci hodiny jsme zaky pozadali, aby si zaznamenali délky
stran c¢tverci, které pri sestaveni vysledného obdélniku pouzili, a tyto hodnoty
nasledné seradili vzestupné. Vznikly zdznam slouzil jako vychozi material pro
praci ve druhé vyucovaci hodiné.

Formulace pravidla

Dalsi vyucovaci hodina zahrnovala tii navazujici lohy (zaddni D-F). V zadani
D zaci pracovali se zaznamem z predchozi hodiny: serazené délky stran pouzitych
¢tvercii porovnali a sjednotili zapis. Tim vznikla ¢iselna rada 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,
21, ktera se v nasledujicich ulohach stala vychozim materialem pro hledani pra-
videlnosti a formulaci rekurentniho pravidla. U ¢asti zaki se zpocatku objevoval
zépis obsahtu Ctvercu (ve tvaru 1 x 1,1 x 1,2 x 2,3 x 3,5 x 5 atd.), avSak po
upresnéni zadani presli rovnéz k zapisu délek stran (viz obrazek ¢. 5).

Zadani E jiz sméfovalo k identifikaci pravidelnosti v ziskané ¢iselné fadé. Zaci
meéli urcit nasledujici ¢len a formulovat pravidlo, podle néhoz rada pokracuje. Pri
feSeni volili rfizné strategie. Cast zaka vychdzela piimo z analjzy vztahti mezi
sousednimi ¢leny rady a navrhovala hypotézy na zdkladé pozorovanych souvis-
losti. Jini se vraceli k vytvorenému obdélniku a své odhady ovérovali prostred-
nictvim manipulace se ¢tverci. Obé strategie vedly ke stejnému zavéru: dalsi ¢len
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- |
Obrazek 5

rady lze ziskat jako soucet dvou predchozich. Tento zptisob uvazovani zaci dokla-
dali napt. vyroky: ,Secetl jsem predchozi dva ¢leny., , Spocital jsem dohromady
¢tverecky strany toho nejvétsiho a toho, co je vedle néj., ,Zkusil jsem dalsi
¢tverce a zjistil, jak velky pottebuju prilozit.”.

Zadani F nabidlo zaktim volbu z nékolika tuloh. Zaklad tvorily tii varianty,
z nichz si zaci vybirali jednu podle toho, co je vice motivovalo: pro ¢ast zakl byla
atraktivni vyzva ,najit co nejvétsi clen®, jini preferovali praci v ¢asovém limitu.
Vsechny t1i varianty pritom smérovaly k témuz cili — pokracovat v tvorbé ¢lenit
rady a pracovat s jejim rtstem. Pro rychlejsi skupiny byla v ramci diferenciace
pripravena doplnkova tloha vyssi narocnosti, zamérena na ovéreni a zdivodnéni
tvrzeni o vlastnostech souc¢tu po sobé jdoucich ¢lent fady. Uloha vyzadovala
nejen mechanické pokracovani v radé, ale také praci s argumentaci (hledani vzoru,
ovérovani na vice pripadech a formulaci zobecnéni), ¢imz poskytovala adekvatni
vyzvu zaktim s rychlejSim tempem prace.

Vzhledem k ¢asové dotaci vyucovaci hodiny (45 minut) se zaci pti vypoctech
dostali nejvyse k ¢lenu 4 181; vsichni zaci dopocitali minimélné do clenu 144.
Zjistovani dalsich a dalsich ¢lenii fady je zjevné motivovalo a u c¢asti zakl vedlo
i k praci nad ramec zvolené varianty zadani F (pokracovali ve vypoctech i po
splnéni puvodniho cile). Soucasné se ukézalo, ze ambice dopocitat se co nejdél
byla vyraznéjsi u zaka 3. ro¢niku, kteri tlohu castéji pojimali jako vyzvu.

Geometricka reprezentace

Treti vyucovaci hodina byla ¢lenéna do dvou navazujicich tloh (zadani G a za-
dani H). V zadani G zaci prevadéli vysledky z predchozi hodiny do geometrické
reprezentace. Na papirech formatu A3 se ¢tvercovou siti (1 cm x 1 cm) sestrojo-
vali ¢tverce s délkami stran odpovidajicimi jednotlivym ¢lentim rady. Do kazdého

70



¢tverce nasledné zakreslili ¢tvrtkruznici o poloméru rovném délce strany (se stie-
dem v jednom vrcholu; oblouk propojoval dva jeho sousedni vrcholy) a ¢tverce
vysttihli (viz obr. ¢. 6).

Obrazek 6

Prace probihala ve skupinach; zaci si rozdélili konstrukeci ¢tverciu podle ve-
mistem bylo zvladnuti prace s kruzitkem: u ¢asti zakt 3. ro¢niku Slo o prvni sys-
tematickou zkusSenost s timto nastrojem, zatimco u zaki 4.—-5. ro¢niku se obtize
vyskytovaly jen ojedinéle.

Pred zaddanim H jsme zaradili kratky checklist jako organizacni a didakticky
nastroj kontroly pripravenosti skupin. Jeho smyslem bylo sjednotit minimalni
vystupy z predchozi ¢asti a predejit tomu, aby se pri skladani spiraly objevovaly
chyby zptisobené nekompletni nebo nekonzistentni pripravou materialu. Skupiny
si overily, ze maji pripravenou sadu alespon osmi vystrizenych ¢tverc v poza-
dovanych velikostech a ze v kazdém c¢tverci je jednotnym zptisobem sestrojen
oblouk odpovidajici dané velikosti (¢tvrtkruznice se stfedem v jednom vrcholu).
V zadani H Zaci nasledné skladali vystrizené ¢tverce tak, aby na sebe zakreslené
oblouky navazovaly a vytvarely souvislou, plynulou kfivku (viz obr. ¢. 7).

Propojeni s uménim

Ctvrté (zévéreéna) vyucovaci hodina byla vedena v rdmci mezipfedmétového pro-
pojeni matematiky a vytvarné vychovy. Zaci nalepili zkonstruovanou spiralu na
c¢tvrtku a nasledné ji vytvarné zpracovali podle predem stanovenych kompozic-
nich omezeni: kontury obtahli ¢ernou linii, pracovali pouze se tfemi primarnimi
barvami (modrd, zlutd, cervend) a zaroven dodrzeli pravidlo, ze sousedni pole
nesmi byt vybarvena stejnou barvou (viz obr. ¢. 8).
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Obrazek 7 Obrazek 8

Aktivita byla inspirovana tvorbou Pieta Mondriana a umoznila propojit ma-
tematickou strukturu s principy vytvarné kompozice zalozené na jednoduchych
geometrickych tvarech, kontrastu a praci s primarnimi barvami. V prabéhu prace
se spontanné objevovaly diskuse o rovnovaze barev, rytmu a pravidelnosti kompo-
zice; zaci tak prakticky pracovali s principem struktury a omezeni, ktery navazuje
na predchozi matematickou ¢ast modulu.

Zaveér

Predstaveny ¢tyrhodinovy modul ukazuje, ze princip Fibonacciho posloupnosti
Ize na 1. stupni ZS zprostiedkovat prostiednictvim badatelsky orientované vy-
uky, tedy bez piedlozeni hotové definice. Zaci k pravidelnosti dospivaji postupneé:
nejprve Tesi manipulaéni tlohu zamérné navrzenou tak, aby vyvolala kognitivni
konflikt, poté porovnavaji dvé blizké situace lisici se jedinou podminkou (dopl-
néni druhého ¢tverce 1 x 1) a nasledné formuluji hypotézu o pokracovani Ciselné
rady. V navazujicich tlohéch zaci pravidlo explicitné pojmenuji (dalsi ¢len vznikéa
jako soucet dvou predchozich) a ovéruji je dalsi tvorbou clenii i ilohami s rtz-
nou motivaci. Pro rychlejsi skupiny je zafazena diferencovana tloha vyzadujici
overeni tvrzeni a argumentaci.

Didakticky se ukéazaly jako klicové tti prvky. Prvnim je funkéni vyuziti ko-
gnitivniho konfliktu jako prostredku k otevieni problému a k aktivaci potreby
vysvétleni; zakovské vyroky a hypotézy v této fazi poskytuji oporu pro dalsi
praci. Druhym je fizeny prechod mezi reprezentacemi: od manipulace pres ¢i-
selné vyjadreni ke geometrické reprezentaci, v niz se aritmeticky vztah promita do
konstrukce spiraly. Tretim prvkem je zajisténi pribézné kontroly vysledki a pri-
pravenosti skupin (napf. kratkym checklistem pred skldadanim spiraly), které sta-
bilizuje praci ve skupinach a umoznuje soustiedit pozornost na podstatné prvky,
nikoli na organizac¢ni nedostatky.
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Zavérecna vytvarna ¢ast je metodicky ukotvena jako mezipredmétovy presah
zalozeny na préci s pravidlem a omezenim. Kompozi¢ni podminky (kontura, ome-
zend paleta barev, zakaz stejné barvy v sousednich polich) navazuji na matema-
tickou ¢ast modulu tim, ze vyzaduji prubéznou kontrolu podminek a systematické
rozhodovani.

Domnivame se proto, ze zakladni struktura vyukového modulu je prenositelna
i mimo téma Fibonacciho posloupnosti: ukazuje, ze u mladsich zakua lze cilené
budovat porozuméni prostrednictvim dobre zvoleného problému, rizené zmény
podminek, explicitace pravidelnosti a prace s vice reprezentacemi.
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Matematicky klokan: nastroj diferenciace vyuky
a rozvoj matematického nadani u mladsich zaku

DANA JAROSOVA!

Prispevek se zabyjvd moznostmi didaktického vyuZziti iloh z kategorii Curcek a Klo-
kdanek mezindrodni matematické soutéZe Matematicky klokan ve vztahu k diferen-
ciact vyuky matematiky a rozvoji matematického nadani u Zaki mladsiho skolniho
veku. Soutezni ulohy predstavuji snadno dostupny zdroj kvalitnich, netradicné
formulovanych tloh. Tyto ulohy umozZnuji pracovat s ruznou mirou obtiznosti
a podporuji rozvoj matematického mysleni napric vykonnostnim spektrem Zaki.
Soucasti prezentace jsou ukdzky Zakovskych resent, které ilustruji rozmanitost re-
sitelskych strateqii i zpisoby zaznamendvani myslenkovych procest Zdakiu. Na jejich
zakladeé jsou ulohy predstaveny jako efektivni nastroj diferenciace vyuky, rozvoje
matematického myslent © diagnostiky porozumeéni. Prispévek predstavuje moznosti
vyuziti téchto uloh ve vjuce matematiky, zejména pro vnitrni diferenciact prace
v heterogenni tride, podporu Zdku se specifickymi vzdélavacimi potrebami a cilené
obohacovani uciva u Zaku nadangch.

Uvod

Cilem prispévku je zkoumat potencial tloh soutéze Matematicky klokan jako
didaktického nastroje vyuzitelného ve vyuce matematiky na prvnim stupni za-
kladni skoly. Prispévek se zaméruje na moznosti jejich systematického zaclenovani
do bézné vyuky s diirazem na diferenciaci u¢iva, podporu matematického nadani
a rozvoj matematické gramotnosti zaki. Pravé u nadanych zak je dilezité vy-
tvaret podnétné prostredi, které umoznuje uplatnéni jejich potencialu a podpo-
ruje prirozenou zvidavost (Stehlikova, 2016). Soucasné si klade za cil poukazat
na to, ze ulohy soutéze nepredstavuji pouze jednorazovou aktivitu, ale mohou
byt efektivné vyuzivany jako prostredek rozvoje logického mysleni, matematické
predstavivosti a hlubsitho porozuméni ucivu.

Teoreticka vychodiska

Matematicky klokan predstavuje v Ceské republice soutéz podporujici matema-
tickou gramotnost a rozvoj logického mysleni zakt. Od svého vzniku v roce 1995
si soutéz udrzuje vysokou ucast i odborny zajem pedagogické verejnosti a plni
vyznamnou motivaéni i popularizacni funkci. Specifickym rysem soutéze je jeji
otevienost vici pedagogické praxi a dostupnost analytickych dat. Ucitelé a Si-
roka verejnost maji k dispozici zadani tloh, spravna feseni i statistické prehledy
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uspésnosti, coz umoznuje jejich vyuziti ve vyuce. Z didaktického hlediska je soutéz
charakteristickd zamérenim na siroké spektrum zakt vcéetné mladsich vékovych
kategorii, vyuzitim uzavrenych tloh s jednoznac¢nym zadanim, gradovanou obtiz-
nosti (3, 4 a 5 bodi), durazem na logické uvazovani a préci s problémem. Ulohy
zaroven pokryvaji siroké spektrum matematickych oblasti — aritmetiku, geome-
trii, kombinatoriku i logické tlohy — a podporuji rizné slozky matematického
mysleni. Prilozené tabulky zobrazuji ¢lenéni iloh podle témat v poslednich péti
ro¢nicich kategorie Cvréek a Klokanek.

Tabulka 1: Tridéni tloh podle témat. Matematicky klokan, kategorie Cvréek,
rocnik 2021-2025

Rok | Prostorové/geometrie | Logické obrazce | Aritmetika | Kombinatorika | Slovni/logické | Celkem
2021 4 4 4 1 5 18
2022 5 6 2 3 2 18
2023 5 5 2 2 4 18
2024 7 5 3 2 1 18
2025 6 3 3 3 3 18

Tabulka 2: Tridéni dloh podle témat. Matematicky klokan, kategorie
Klokanek, ro¢nik 2021-2025

Rok | Prostorové/geometrie | Logické obrazce | Aritmetika | Kombinatorika | Slovni/logické | Celkem
2021 3 6 6 4 5 24
2022 5 6 6 3 4 24
2023 5 8 6 2 3 24
2024 6 5 5 3 5 24
2025 8 6 5 1 4 24

Jejich propojeni s béznymi zivotnimi situacemi prispiva ke snizovani obav
z matematiky a posilovani motivace zaka. V kontextu soucasnych pozadavki
na individualizaci vzdélavani nabyva na vyznamu diferenciace vyuky. Tematicka
zprava Ceské skolni inspekce (2021-2022) doporucuje zaméiit se na diferenciaci
v ramci heterogennich tiid. Ulohy Matematického klokana svym charakterem
tento pozadavek prirozené naplnuji. Charakter tloh matematické soutéze Klo-
kan umoznuje aktivaci riznych kognitivnich tirovni podle Bloomovy taxonomie.
Zatimco nékteré tlohy pracuji s porozuménim a aplikaci znamych postupi, vy-
znamna cast uloh vyzaduje analyzu vztahti, hodnoceni vhodnosti strategii ¢i
tvorbu netradi¢nich reseni. Pravé tato kognitivni variabilita ¢ini z tloh vhodny
nastroj diferenciace i rozvoje nadanych zaki. Diferenciace znamena prizptisobo-
vani obsahu, procesu i vystupt uceni tak, aby odpovidaly rozdilnym potrebam
zaku (Tomlinson, 2001).
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Zameér
Prispévek je orientovan na zodpovézeni nasledujicich otazek. Jaké didaktické
vlastnosti iloh Matematického klokana umoznuji jejich vyuziti ve Skolni vyuce?

Jak lze tyto tlohy vyuzit pro diferenciaci vyuky v heterogenni tridé? Jak mohou
ulohy slouzit jako néastroj podpory nadanych zaka?

Zaclenovani tiloh z Matematického klokana do bézné vyuky
matematiky na prvnim stupni ZS

Empiricka ¢ast vychazi z pedagogické praxe zamérené na zaclenovani iloh Mate-
matického klokana do bézné vyuky matematiky na prvnim stupni zakladni skoly.
Ulohy byly vyuZivany jako soucést bézné vyuky, v rameci diferencovanych aktivit
a jako rozsirujici uc¢ivo pro nadané zaky. Pri praci s tilohami byly cilené rozvijeny
rizné heuristické strategie reseni, naptiklad pokus—omyl, postup pozpatku od
vysledku, rozdéleni tlohy na ¢asti, hledani pravidelnosti. Dtiraz byl kladen nejen
na vysledek, ale i na zdvodnéni postupu. Zaci byli vedeni k formulaci vlastnich
feseni, argumentaci, dotazovani a diskusi nad alternativnimi postupy. Vcasné
porozumeéni specifikim nadani je klicové pro jeho rozvoj i prevenci skolni neu-
spésnosti a frustrace (Stehlikovd, 2016). Gradace obtiznosti uloh (3, 4 a 5 bodu)
umoznuje prirozenou diferenciaci. Tribodové tlohy byly vyuzivany pro zaky s po-
trebou podpory — jejich Teseni posilovalo motivaci a jistotu, ¢ty a pétibodové
tlohy slouzily k rozvoji analytického mysleni a hlubsiho porozuméni. Zékam byla
nabizena moznost volby individualni prace, spoluprace ve dvojici nebo prace ve
skupiné s podporou ucitele. Tento pristup vedl k posileni autonomie zakt, jejich
sebedtivéry, schopnosti spoluprace. U nadanych zaka byly tlohy vyuzivany jako
obohacujici uc¢ivo, k rozvoji abstrakce a zobecnovani, jako diagnosticky nastroj
sledujici kvalitu uvazovani a originalitu reSeni. Nadané déti jsou natolik speci-
fické, ze jejich mysleni i prozivani miize byt okolim nespravné interpretovano
(Stehlikova, 2018).

Zavér

Didaktické vlastnosti tloh soutéze Matematicky klokan spocivaji predevsim v je-
jich jednozna¢né formulaci, gradované obtiZnosti a tematické variabilité. Ulohy
podporuji logické uvazovani, praci s problémem a vyuzivani rtiznych resitelskych
strategii, coz je ¢ini dobfe vyuzitelnymi ve Skolni vyuce. Diky svému kontextu
a primérené narocnosti zaroven prispivaji ke snizovani obav z matematiky a po-
siluji motivaci zak k reseni uloh. Z hlediska diferenciace vyuky se ukazuje,
ze ulohy Matematického klokana predstavuji efektivni ndstroj pro praci v he-

terogenni tridé. Jejich struktura umoznuje prirozené rozliSeni podle obtiZnosti
i hloubky porozuméni, pricemz zaci mohou pracovat riznymi formami (indivi-
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Obrazek 1: Ukazka zakovskych teseni 2. trida tiloha 5 za 4 body z roku 2008,
kategorie Cvrcek

duélné, ve dvojicich ¢i skupinové) a vyuzivat odlisné strategie feseni. Diferen-
ciace tak neni realizovana pouze na urovni obsahu, ale také v procesu uceni. Ve
Vztahu k podpofe nadanych zakl maji tyto lilohy Vyznamn}’f potenciél Umoi—

VeV

Vv

matickou flexibilitu a schopnost aphkace poznatktl v novych situacich. Soucasné
mohou slouzit jako diagnosticky nastroj pro sledovani kvality uvazovani a origi-
nality Tesitelskych postupti. Lze tedy konstatovat, ze tilohy soutéze Matematicky
klokan nepredstavuji pouze prostredek soutézniho porovnavani vykonu, ale také
hodnotny didakticky nastroj, ktery podporuje rozvoj matematické gramotnosti,
diferenciaci vyuky a praci s nadanymi zaky v bézné skolni praxi.
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Integrace umeélé inteligence do vyuky
matematiky na strednich skolach

DENISA JAROSOVA!, VLADIMIR VANEK?, PETR EMANOVSKY?, PAVLA
ANDRYSOVA*

Cldnek se vénuje aktudlnimu tématu zapojeni ndstrojii umélé inteligence (Al) do
vyuky matematiky na strednich skoldach. Jeho cilem je predstavit vysledky Setreni
mezi pedagogy. V pribéhu vyzkumu jsme zjistovali, zda a jakym zpusobem ucitelé
vyuzivaji Al ve své praxi, jaké konkrétni ndstroje znaji a pouzivaji (napr. Chat-
GPT, Copilot, Canva Al aj.) a k jakym dcelim jsou tyto technologie vyuzZiviny.

Uvod

V poslednich letech dochazi k dynamickému rozvoji nastroji umélé inteligence
(AI), které postupné pronikaji i do oblasti vzdélavani. Moderni Al nastroje pfti-
naseji nové moznosti inovace vyuky a mohou vyznamné podporit jak ucitele, tak
zaky, zejména v oblasti pripravy vyuky a individualizace vzdélavani.

Ve vyuce matematiky mohou Al nastroje sehrat dilezitou roli predevsim pti
tvorbé vyukovych materialii, generovani tloh ¢i vizualizaci abstraktnich pojmii.
Prispivaji tak k vétsi srozumitelnosti uc¢iva i motivaci zakt. Zaroven vsak jejich
vyuzivani prinasi uréité vyzvy, napriklad v oblasti kvality generovaného obsahu
a etickych aspektil vyuzivani Al ve vzdélavani. Dulezitym faktorem se tak stava
nejen dostupnost téchto nastroji, ale predevsim jejich efektivni a smysluplné
vyuziti v pedagogické praxi.

Cile vyzkumu

Na zékladé vyse uvedenych skutecnosti je vhodné blize reflektovat, jakym zpu-
sobem jsou nastroje umeélé inteligence ve vyuce matematiky skutecné vyuzivany
a jaké faktory toto vyuzivani ovlivnuji. Zvlastni pozornost je pritom vénovana
rozdilim mezi typy Skol, délkou pedagogické praxe uciteli a jejich znalosti Al
nastroju. Z téchto divodu byly stanoveny nasledujici cile vyzkumu:

o Popsat vyuzivani Al nastroji ve vyuce matematiky.

o Ovérit souvislost mezi vyuzivanim Al a typem skoly.
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e Posoudit vztah mezi vyuzivanim Al a délkou pedagogické praxe.

o Prozkoumat souvislost mezi vyuzivanim Al a znalosti Al.

Na zakladé stanovenych cili vyzkumu byly formulovany nasledujici vyzkumné

hypotézy:

o H1: Vyuzivani Al néstrojii ve vyuce matematiky je castéjsi na gymnaziich
nez na strednich odbornych skoléach.

o H2: Ucitelé s vyssi mirou znalosti Al vyuzivaji Al nastroje ve vyuce castéji
nez ucitelé s nizsi znalosti Al.

o H3: Ucitelé s kratsi pedagogickou praxi vyuzivaji Al nastroje ve vyuce
castéji nez ucitelé s delsi praxi.

K témto vyzkumnym hypotézam byly néasledné formulovany nulové a alter-

nativni hypotézy, které byly ovérovany pomoci statistickych metod:

o Hy: Vyuzivani Al nastroju ve vyuce nezavisi na typu skoly.
H,;: Cetnost vyuzivani Al néstroji ve vyuce je vyssi u uditeltt gymnazif
nez u uciteli sttednich odbornych skol.

o Hyy: Vyuzivani Al nastroji ve vyuce nezavisi na znalosti Al
H,,:Cetnost vyuzivani Al nastrojtt ve vyuce je vy$si u u¢iteld s vyssi mirou
znalosti Al nez u ucitel s nizsi mirou znalosti Al

o Hjy: Vyuzivani Al néastroji ve vyuce nezavisi na délce pedagogické praxe.
H;,: Cetnost vyuzivani Al nastroji ve vyuce je vysSsi u uciteltt s krats
pedagogickou praxi nez u ucitelt s delsi pedagogickou praxi.

Metodologie vyzkumu

Vyzkum byl realizovan pomoci dotaznikového Setfeni mezi uc¢iteli matematiky na
stfednich skolach. Vyzkumny soubor tvotilo 152 respondenti, z nichz 92 bylo Zen
(60,5 %) a 60 muzi (39,5 %). Z hlediska typu skoly prevazovali ucitelé gymnazit,
kteri tvorili 78,3 % (119 respondentti), zatimco uditelé stiednich odbornych skol
(SOS) predstavovali 21,7 % (33 respondentti).

Délka pedagogické praxe respondentil byla rozdélena do ¢tyt kategorii: méné
nez 5 let (8,6 %), 5-10 let (7,2 %), 11-20 let (21,7 %) a vice nez 20 let (62,5 %).
Pro potieby tohoto vyzkumu byli respondenti s kratsi pedagogickou praxi (méné
nez 10 let) oznaceni jako ,mladsi* ucitelé, zatimco respondenti s delsi praxi (10
a vice let) jako ,starsi“ ucitelé.

Pro ovéreni hypotéz byl pouzit Pearsontv chi-kvadrat test nezavislosti, v pri-
padech malych cetnosti byl vyuzit Fisheruv exaktni test. Analyza dat byla pro-
vedena pomoci softwaru R.

Mira znalosti Al byla urcena na zakladé polozky zamétrené na znalost jednot-
livych Al nastrojiu. Respondenti oznacovali, které nastroje znaji a které pouzi-
vaji. Na zakladé poctu oznacenych znamych nastroji byla vytvorena souhrnna
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proménnd vyjadrujici miru znalosti Al, ktera byla nésledné rozdélena do tii ka-
tegorii — nizka, stredni a vysoka mira znalosti Al. Za vyssi miru znalosti Al byla
v rdmci analyzy povazovana kategorie vysoké miry znalosti Al.

Vysledky vyzkumu
Znalost a vyuzivanost Al nastroji ve vyuce podle typu skoly

Mezi uciteli matematiky je jednoznac¢né nejznaméjsim a zaroven nejvyuzivanéjsSim
nastrojem Chat GPT. Vysoka mira znalosti tohoto nastroje se promita i do jeho
praktického vyuzivani ve vyuce. Ostatni nastroje, jako jsou Copilot, Gemini ¢i
Canva Al, jsou sice uciteli rovnéz relativné dobre znamy, avsak jejich skutecné
vyuziti je vyrazné nizsi.

Pti srovnani podle typu skoly lze pozorovat urcéité rozdily ve vyuzivani Al
nastrojii mezi uciteli gymnazii a SOS, tyto rozdily vsak nejsou vyrazné (obr. 1).
Zmnalost jednotlivych néastroji je v obou skupinidch pomérné vysoka, coz nazna-
¢uje, ze pripadné odlisnosti nespocivaji ani tak v povédomi o Al, ale spise v jejim
praktickém uplatnéni ve vyuce.

100,00
80,00
60,00
40,00

20,00

Chat GPT  Copilot Gemini Canva AI  Sciobot

mGpouZivim mGznam ®mSOS pouzivim = SOS znim
Obrazek 1: Znalost a vyuzivani Al nastroja uciteli podle typu skoly

Z porovnani vyuzivanosti Al nastroju ve vyuce podle typu skoly vyplyva, ze
mezi uciteli gymnazii a strednich odbornych skol nejsou vyrazné rozdily. V obou
skupinach prevazuje obcasné vyuzivani Al nastroju, a to u uciteli gymnazii ve
44,5 % a u uciteld SOS ve 45,5 %. Pravidelné vyuzivani Al nastroji je mirné
Gastéjsi u ucitelit SOS (12,1 %) nez u ucitelt gymnazii (9,2 %). Podobné také
podil respondentt, kteri Al néastroje jiz vyzkouseli, ale aktualné je nevyuzivaji,
je vyssi u SOS (30,3 %) oproti gymnéziim (23,5 %).

Naopak vétsi podil uciteli gymnézii uvadi, ze Al nastroje zatim nevyuzi-
vaji, ale maji o né zdjem (11,8 %), pripadné Ze o jejich vyuzivani nemaji zdjem
(10,9 %). U uéitelit SOS jsou tyto podily nizsi (shodné 6,1 %).

Byla zkoumana souvislost mezi vyuzivanim Al néastroji ve vyuce a typem
skoly. Na hladiné vyznamnosti a = 0,05 nebyla prokazana statisticky vyznamna
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souvislost mezi sledovanymi proménnymi (x? = 3,33; p = 0,649), a proto nu-
lovou hypotézu Hyy nelze zamitnout. Vysledky naznacuji, ze typ skoly nehraje
vyznamnou roli v mite vyuzivani Al nastroji ve vyuce.

Znalost a vyuzivanost AI nastroju ve vyuce podle délky pedagogické
praxe

Zajimavé vysledky vyplyvaji rovnéz z porovnani podle délky pedagogické praxe.
Ucitelé s kratsi praxi (méné nez 5 let) vykazuji nejvyssi miru znalosti i vyuzivani
Al néstrojt, pricemz jejich aktivita je patrna zejména u nastroju jako Chat GPT
¢i Canva Al. Naopak u ucitela s delsi praxi (vice nez 20 let) lze sledovat nizsi
miru vyuzivani, prestoze znalost téchto nastroju zustava relativné vysoka (obr. 2,
3). Tento rozdil muze souviset s vétsi otevienosti mladsich uéiteli (s pedagogic-
kou praxi kratsi nez 10 let) k novym technologiim nebo s jejich vyssi digitalni
gramotnosti. Za starsi ucitele jsou v tomto vyzkumu povazovani respondenti s pe-
dagogickou praxi 10 a vice let.

100,0 90.0

80,0 75,0

60,0 60,0
45,0
40,0 I 300 I
20,0 15,0 I I
s 11
00 0,0

Chat GPT Copilot Gemini Canva Al Sciobot Chat GPT Copilot Gemini Canva AI  Sciobot

mméng nez 5 let W5 — 10 let W11 —20 let = vice néz 20 let Wménd neZ 5 let @5 — 10 let @11 -20 let Mvice néZ 20 let
Obrazek 2: Znalost Al néstrojt Obrazek 3: Vyuzivanost Al néastroju
podle délky pedagogické praxe podle délky pedagogické praxe

Byla zkoumana souvislost mezi vyuzivanim Al nastroju ve vyuce a délkou
pedagogické praxe. Na hladiné vyznamnosti o = 0,05 byla zjisténa statisticky
vyznamné souvislost mezi sledovanymi proménnymi (x* = 27,21; p = 0,009).
Na zakladé téchto vysledkii zamitame nulovou hypotézu Hsy a konstatujeme, ze
délka pedagogické praxe predstavuje vyznamny faktor ovliviiujici vyuzivani Al
nastroju ve vyuce.

Vyuzivanost Al nastroji ve vyuce podle pohlavi

Z porovnani vyuzivanosti Al nastroji ve vyuce podle pohlavi vyplyva, Ze rozdily
mezi muzi a zenami nejsou zasadni, presto lze pozorovat urcité odlisnosti v jed-
notlivych kategoriich. Nejvétsi podil v obou skupinach tvori obcasné vyuzivani
AT néstroju, pficemz u Zen je tento podil vyssi (48,9 %) nez u muzu (38,3 %).
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Zeny také castéji uvadéji pravidelné vyuzivani Al (12,0 %) ve srovnani s muzi
(6,7 %), coz muze naznacovat o néco vetsi miru jejich zapojeni do prace s témito
nastroji.

Naopak muzi castéji uvadeéji, ze Al nastroje jiz vyzkouseli, ale aktualné je
nevyuzivaji (26,7 % oproti 23,9 % u zen). Vyraznéjsi rozdil je patrny také u od-
povédi ,ne a nemam zijem“, kterou zvolilo 18,3 % muzu, zatimco u Zen pouze
4,4 %. Podil respondentu, ktefi Al nastroje zatim nevyuzivaji, ale maji o né
zéjem, je v obou skupindach velmi podobny (pfiblizné 10-11 %).

Vliv znalosti AI na vyuzivani Al nastrojt ve vyuce

Dale byla zkoumana souvislost mezi vyuzivanim AI nastroji ve vyuce a mirou
znalosti Al. Na hladiné vyznamnosti a = 0,05 byla zjisténa statisticky vyznamna
souvislost mezi sledovanymi proménnymi (x? = 34,07; p < 0,001), a proto nu-
lovou hypotézu Hyy zamitame. Vysledky naznacuji, ze vyssi mira znalosti Al
souvisi s ¢astéjsim vyuzivanim Al nastroji ve vyuce.

Ucely vyuzivanosti AI nastroji ve vyuce

Na zékladé ziskanych dat lze konstatovat (obr. 4), Ze ucitelé i ucitelky nejcas-
téji vyuzivaji Al nastroje pri pripravé vyukovych materidli a generovani testi
¢i uloh. Vyznamné zastoupeni ma také jejich vyuziti pro zatraktivnéni vyuky
a zvyseni motivace zaki. Naopak nejméné jsou Al nastroje vyuzivany pro opravu
text a individudlni podporu zakti. Mezi pohlavimi nejsou patrné vyrazné rozdily,
presto lze pozorovat mirné vyssi miru vyuzivani u ucitelek ve vétsiné sledovanych
oblasti.
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material ukoli zapojeni zakli  pfedmétu pojmu obsahu digitalnich
do vyuky (prezentace, kompetenci
obrazky) zaka

mmuzského © Zenského

Obréazek 4: Uéely vyuzivanosti Al néstrojit ve vyuce podle pohlavi

Vysledky dale ukazuji (obr. 5), Ze mezi uciteli gymnazii i SOS nejsou v hlav-
nich oblastech vyuziti AI nastroji vyrazné rozdily. V obou skupinach prevazuje
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vyuziti Al zejména pri pripravé vyukovych materidli a tvorbé test ¢i tuloh.
Casto je Al vyuzivana také ke zvySeni atraktivity vyuky a motivace zakt. Naopak
nejméné se uplatnuje pti opravé textli a individualni podpore zakt. V ostatnich
sledovanych oblastech jsou rozdily mezi typy skol spiSe miniméalni.
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material ukold zapojeni zakti  pfedmétu pojmi obsahu digitalnich
do vyuky (prezentace, kompetenci
obrazky) zaki
B gymnéazium Stfedni odborné $kola

Obréazek 5: Udely vyuzivanosti Al nistroji ve vyuce podle typu Skoly

Z porovnani jednotlivych skupin podle délky pedagogické praxe vyplyva, ze
vyuzivani Al nastroju je ve vétsiné sledovanych oblasti vyssi u ucitela s kratsi pe-
dagogickou praxi, zejména pri generovani uloh a zatraktivnéni vyuky. V pripadé
pripravy vyukovych materiali je vSsak mira vyuzivani vysokd napri¢ vsemi sku-
pinami. S rostouci délkou pedagogické praxe lze obecné pozorovat mirny pokles
vyuzivani Al nastroji. V ostatnich oblastech, jako je individudlni podpora zakt
¢i vysvétlovani slozitych pojmi, nejsou rozdily mezi skupinami vyrazné (obr. 6).
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Obréazek 6: Udely vyuzivanosti Al néstroji ve vyuce podle délky pedagogické
praxe
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Zavér

Ziskané vysledky ukazuji, Ze nastroje umeélé inteligence si postupné nachazeji své
misto ve vyuce matematiky na stfednich skolach, avSak jejich vyuzivani je zatim
prevazné zaméreno na podporu pripravy vyuky. Nejcastéji jsou Al néastroje vyu-
zivany pri tvorbé vyukovych materialti, generovani tiloh a testii ¢i zatraktivnéni
vyuky a zvySeni motivace zaklt. Naopak méné casté je jejich vyuziti v oblasti
individualni podpory zak nebo hodnoceni.

Vysledky déle ukazaly, ze typ skoly nehraje vyznamnou roli v mite vyuzi-
vani Al nastroji ve vyuce, zatimco délka pedagogické praxe a mira znalosti Al
predstavuji vyznamné faktory. Ucitelé s kratsi pedagogickou praxi a vyssi drovni
znalosti Al nastroju vykazuji ¢astéjsi vyuzivani téchto technologii ve vyuce.

Tento stav Ize pravdépodobné vysvétlit nékolika faktory. Ucitelé s kratsi pe-
dagogickou praxi jsou casto vice otevieni novym technologiim a disponuji vyssi
urovni digitalni gramotnosti, coz jim umoznuje snadnéji integrovat Al nastroje do
vyuky. Naopak ucitelé s delsi praxi mohou vice spoléhat na osvédcéené postupy
a mit mensi potfebu zavadét nové technologie do své pedagogické praxe. Vy-
znamnou roli hraje také mira znalosti Al nastroju, nebot lepsi orientace v jejich
moznostech vede k jejich castéjsimu a efektivnéjsimu vyuzivani.

Z vysledku rovnéz vyplyva, ze Al nastroje jsou zatim vnimany predevsim jako
podpirny nastroj ucitele, nikoli jako plnohodnotny prostredek pro individualizaci
vyuky ¢i hodnoceni zakil. Do budoucna lze oc¢ekavat postupné rozsirovani jejich
vyuziti, zejména s rostouci dostupnosti téchto nastroji a zvysujici se digitalni
kompetenci uciteli.
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Geometrie nezacina vzorcem: metrické ulohy
v analytické geometrii

LENKA JUKLOVA!

Prispevek se zameruje na vyuziti metrickych uloh v analytické geometrii jako pro-
stredku pro rozvoj prostorové predstavivosti studentu. Ukazuje, Ze obtize studenti
casto nespocivaji v samotném viypoctu, ale v interpretaci geometrické situace. Na
konkrétnich prikladech inspirovanych prazi je demonstrovano propojeni analytic-
kého a konstrukcniho pristupu. Prispévek predstavuje postup, kdy geometrickad
predstava pomahd formulovat problém a identifikovat podminky vedouci k vyu-
Ziti znamych vypocetnich metod. Pozornost je vénovana také typickym chybam
studenti a moznostem jejich didaktického vyuziti ve vyuce analytické geometrie.

Uvod

Metrické tlohy v analytické geometrii predstavuji vhodny prostiredek pro rozvoj
prostorové predstavivosti student a soucasné umoznuji propojeni analytického
a konstrukéniho pristupu. Zkusenosti z vyuky ukazuji, ze obtize studentti ¢asto
nespocivaji v samotném vypoctu, ale predevsim v interpretaci geometrické situa-
ce. Studenti sice znaji potfebné vzorce, avSak ¢asto nedokazou urcit, co presné
maji pocitat a pro¢ dany vypocet provadéji.

Praveé metrické tlohy studenty nuti propojit algebraicky aparat s geometrickou
predstavou. Ukazuje se, ze znalost vzorci sama o sobé nestaci a ze geometricka
predstava hraje pri feSeni téchto tloh zasadni roli. Metrické tlohy navic umoz-
nuji prirozené propojeni analytické geometrie s konstrukénim pristupem a také
s modelovymi situacemi z praxe.

V néasledujicim textu jsou predstaveny vybrané typy tloh, které Ize vyuzit pri
vyuce analytické geometrie, a jsou diskutovany typické obtize studentti i moznosti
jejich didaktického vyuziti.

Vzdalenost bodu od roviny — dloha z praxe

Na tuvod je vhodné zaradit tlohu, ve které studenti mohou vyuzit znamy vzo-
rec pro vzdalenost bodu od roviny. Presto je dilezité, aby si studenti vytvorili
geometrickou predstavu a uvédomili si, jakou vzdalenost vlastné urcuji.

Ptiklad mtze byt motivovan situaci z technické praxe.

! Univerzita Palackého, P¥irodovédecks fakulta; lenka.juklova@upol.cz
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Uloha 1: Laserovy skener zméri bod v prostoru a referencni plocha je déna
rovinou. Ukolem je urcit vzdélenost bodu od roviny, coz v praxi odpovida kontrole
tolerance nebo odchylky povrchu od idedlni roviny, viz obrazek 1.

Rovina a: 2x —y + 22z — 6 =0 a bod A = [2, 1, 1] naméfeny laserem.

Obrazek 1: Vzdalenost bodu od roviny

Ndcrt reseni:
e Vzdalenost bodu A = [xg, yo, 20] od roviny « : ax + by +cz+d=0

azg + byo + czo + d|

Va2 + b2+ 2

Ackoliv studenti v tomto pripadé pouze dosazuji do znamého vzorce, je vhodné
znazornit situaci i geometricky. V prostoru vedeme bodem kolmici k roviné, ur-
¢ime prusecik, vzdalenost bodu od jeho pravoihlého primétu do roviny predsta-
vuje hledanou vzdélenost.

Zkusenosti z vyuky ukazuji, ze pokud studenti prijmou zaporny vysledek jako
spravny, jedna se o signal, Ze pouze mechanicky dosazovali do vzorce bez poro-
zumeéni geometrické situaci.

v(A, )

Vzdalenost bodu od primky v prostoru

Dalsim krokem je tloha, ve které jiz nelze pouzit znamy vzorec primo. Studenti
zde musi nejprve vytvorit geometrickou predstavu a prevést problém na situaci,
kterou jiz uméji resit.

Jako motivaci lze vyuzit modelovou situaci z praxe.
Uloha 2: V prostoru je vedeni vysokého napéti (trolej). Zndme piedpoklada-
nou polohu clovéka (na stfeSe vagénu). Potfebujeme ovérit, zda je v bezpecné
vzdalenosti od troleje, viz obrazek 2.

Trolej je dana primkou p = {[0;0;5, 5], (4;3;0)} a minimélni bezpecna vzda-
lenost je 2m. Nékdo vyleze na kraj stfechy vagonu a je v bodé A = [5;2;4,5]. Je
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v bezpecné vzdalenosti od troleje, nebo je ohrozen zasahem vyboje elektrického
proudu?

e “}b‘

Obrazek 2: Vzdalenost bodu od primky v prostoru

Nacrt reseni:
e uvazujeme rovinu « : 4z + 3y — 26 = 0 kolmou k primce p a prochazejici
bodem A;
o uréime prusecik A" = p N a;
o vzdélenost AA" je 1,72m, coz neni bezpecnd vzdalenost.

V tomto pripadé studenti casto nevédi, jak postupovat, protoze nemaji k dis-
pozici ptimy vzorec. Geometricka predstava vsak vede k feseni: bodem vedeme
rovinu kolmou k primce, urc¢ime priisecik této roviny s primkou a vzdalenost mezi
bodem a timto prisec¢ikem je hledana vzdéalenost.

Tato tloha zaroven umoznuje diskutovat typické chyby student. Studenti se
casto snazi vytvorit obecnou rovnici primky nebo provadéji algebraické upravy
bez jasné predstavy o Tesené situaci. Ukazuje se, ze klicovym krokem je vytvoreni
geometrické predstavy, ktera vede k vhodnému postupu reseni.

Obracené zadani — geometricka predstava

Dalsim krokem je tloha, ve které je zadani formulovano obracené. Je dana vzda-
lenost bodu od roviny a tukolem je urcit rovinu, kterd je v dané vzdalenosti od
daného bodu. Tento typ tloh byva pro studenty obtiznéjsi, protoze nemaji k dis-
pozici rovnici hledané roviny.

Uloha 3: Je déna osa (primka) p v prostoru. K této ose je pripevnéna rovinna
deska, ktera se muze kolem osy libovolné otacet. V prostoru je senzor v bodé A,
ktery reaguje na desku, kterd je ve vzdélenosti nejvyse v od bodu A. Najdéte
vSechny polohy desky (roviny «), které senzor zachyti v ,,mezni“ poloze (tj. ve

vzdalenosti v od bodu A).
Zadané tidaje: A = [~1; =1;0], p = {[~5: 0; =3, (1; =1, = 1)}, v(A, @) =
Geometricka predstava vede k identifikaci dilezité vlastnosti reseni — hledané

roviny jsou tecné ke kulové plose, viz obrazek 3. Samotna geometricka predstava
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vsak nepostacuje k iplnému reseni. Nasledné je nutné postupné formulovat pod-
minky vyplyvajici ze zadani, véetné podminek skrytych, a prevést problém na
znamé postupy analytické geometrie.

Obrazek 3: Rovina prochazejici primkou v dané vzdalenosti od bodu

Ndacrt reseni: Pomoci znamych vztaht vyjadiime klicové podminky, které 1ze najit
v zadani, vime-li, Ze hledame obecnou rovnici roviny « ve tvaru ax+by+cz—+d = 0.

e« p={Pd},Pea=—3a—ic+d=0

o U-1, =0, podminka skryta v podmincep Ca=a —b—c=0

s vde) = = gils =

« normalovy vektor mé libovolnou velikost = va2 + b2 + c2 = /6

Velikost norméalového vektoru volime az ve chvili, kdy vime, jaka velikost se
nam hodi. Postupné vyjadiime jednotlivé neznamé a do rovnice s odmocninou
dosazujeme az v zavéru vypoctu.

Podobny postup lze vyuzit i v dalsich tlohéach, naptiklad pii hledani roviny
ve zvolené vzdalenosti od primky v prostoru.

Uloha 4: V technické mistnosti vede pifmy kabel (primka p). M& byt navrzena
rovinnd montézni deska / rovinny montazni kryt (rovina «) prochazejici danym
mistem (bodem A) tak, aby byla dodrzena minimalni bezpecnostni vzdalenost v.

Zadané udaje: A = [—3;—-3;2], p={[3;—1;0],(—=4;0;3)}, v(p,a) = 2

Geometricka predstava v tomto pripadé vede k valcové plose, kterd predsta-
vuje mnozinu bodu stejné vzdalenych od ptrimky, viz obrazek 4.

Geometricka predstava zde slouzi predevsim k pochopeni situace a k identi-

fikaci skrytych podminek v zadani. Samotna predstava valcové plochy vsak neni
nutnd pro vypocet. Klicovym krokem je formulace podminek vyplyvajicich ze
zadani a jejich postupné vyuziti pri hledani obecné rovnice roviny.
Nacrt reseni: Priklad ukazujici nutnost propojeni s geometrickou predstavou —
pomiize nalézt skryté podminky i spravné dosadit do vzorce. Opét hleddme obec-
nou rovnici roviny « ve tvaru ax + by + cz +d = 0 a ze zadani vyjadiime klicové
podminky:

88



Obrazek 4: Rovina v dané vzdalenosti od primky

e Aca=—-3a—3b+2c+d=0
3a—b+d
e v(p,a)=v(P,a)=2,P€p= \/‘Wizrlg =
o UM, =0, podminka skrytd v podmince p || « = —4a + 3¢ =10
« normalovy vektor m4 libovolnou velikost = va? +b% 4+ 2 =1

Ulohu fesime obdobné jako tlohu pfedchozi.

Typické chyby studenta

Zkusenosti z vyuky ukazuji, Ze vétSina chyb nevznika pii samotném vypoctu,
ale pri interpretaci geometrické situace. Studenti ¢asto nevédi, jak zacit, nebo se
snazi dosazovat do vzorci, které nejsou pro danou situaci vhodné.

Dalsim castym problémem je obtiz pri identifikaci podminek skrytych v za-
dani. Studenti také ¢asto ponechavaji prilis mnoho nezndmych nebo se snazi resit
problém cisté algebraicky bez geometrické predstavy.

Ukazuje se, ze propojeni geometrické predstavy a analytického pristupu po-
maha tyto obtize prekonat. Konstrukéni pristup poskytuje predstavu, analyticka
geometrie pak nabizi nastroj pro vypocet.

Zaver

Metrické tulohy v analytické geometrii predstavuji vhodny prostfedek pro rozvoj
prostorové predstavivosti studentii a soucasné umoznuji propojeni rtznych pii-
stuptl k Teseni geometrickych problémt. Ukazuje se, ze geometricka predstava

hraje pri reseni téchto tloh zasadni roli a pomaha studentiim porozumét analy-
tickému aparatu.

Geometrie nezac¢ina vzorcem. Geometrie zac¢ina predstavou.

Literatura

[1] JukL, M. (2013). Analytickd geometrie. Univerzita Palackého. https://ka
g.upol.cz/data/upload/15/AG-Jukl . pdf
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Komparace reseni standardni a nestandardni
ucebni dlohy vybranych ucebnic matematiky
pro 2. rocnik zakladni skoly

ALENA KOLACKOVA!, MARIE PAVELKOVA?, JANA VASTKOVA?

Prispevek se vénuje tématu standardnich a nestandardnich ucebnich iloh v mate-
matice na 1. stupni zdkladni skoly. Navazuje na vysledky vyzkumu jedné z autorek
(Koldckovd, 2025) zaméreného na obsahovou analyzu ceskijch ucebnic matematiky
pro 1. stupen zakladni skoly, ktery mj. poukazuje na nizké zastoupeni nestandard-
nich uloh ve srovndani s odbornymi doporucenimi. Text otevird otdzku schopnosti
ucitelld nestandardni ulohy nejen teoreticky ukotvit, ale také prakticky identifiko-
vat v ucebnicich. Pozornost je vénovdna terminologickému vymezeni obou typu
uloh, stézZejni cast prispevku vsak tvori praktickd komparace reseni konkrétni stan-
dardni a nestandardni ulohy vybranych ucebnic matematiky pro 2. rocnik zakladni
skoly. Prispévek usiluje o ndzorné objasnént rozdili, mezi obéma typy uloh a nabizi
oporu pro pedagogickou praxi ¢ pripravu budoucich uciteli.

Uvod

Na zakladé vysledkt vyzkumu jedné z autorek (Kolackova, 2025), v ramci néhoz
doslo k obsahové analyze 108 tisténych ceskych u¢ebnic matematiky pro 1. stupen
zakladni skoly pochéazejicich z 11 rtuznych ucelenych tad uéebnic od 10 rtznych
nakladatelstvi ¢i vydavatelstvi, bylo mj. zjiSténo, ze zanalyzované ucebnice ob-
sahuji v praméru 13 % nestandardnich ucebnich tloh, pri¢emz vétsina ucelenych
fad ucebnic dosahovala 8 az 11 % podilu nestandardnich uéebnich tloh. Zelina
a Zelinova (1990) vsak tvrdi, Ze by ucebnice matematiky mély obsahovat priblizné
15 az 25 % nestandardnich tloh, tvorivého, divergentniho charakteru. Zbyly podil
uloh by mély zastupovat tlohy charakteru tradi¢niho, konvergentniho.
Vyse zminované vysledky vyzkumu se tedy staly podnétem k dalsimu zamys-
leni se o daném tématu:
1. Ucitelé matematiky na 1. stupni zakladni Skoly by méli pti vybéru ucebnic
mj. zvazit i kvantitu (a samozfejmeé i kvalitu) nestandardnich ucebnich
uloh, které dané ucebnice nabizeji.

1 Zakladn{ gkola, Brno, Muténick4 23, pifspévkova organizace; kaf.a@seznam.cz
2 Univerzita Tomése Bati, Fakulta humanitnich studif; mpavelkova@utb.cz
3 Univerzita Toméase Bati, Fakulta humanitnich studii; jvasikova@utb.cz
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2. Dale by se méli ucitelé zamyslet nad myslenkou, zda by nebylo vhodné
vzhledem ke kvantité a kvalité nestandardnich ucebnich tloh ve vybrané
ucebnici vybrat i jiné zdroje nestandardnich ucebnich tloh.

3. A tretim bodem, ackoliv by mél spise predchazet dvéma predchozim, je
nami predkladana klicova otazka tohoto prispévku, zdali soucasni ucitelé
1. stupné zakladni skoly jsou schopni nestandardni ué¢ebni tilohy definovat
a v ucebnicich a jinych didaktickych zdrojich, kterych je v dnesni dobé
paradoxné az premira, identifikovat.

Ve vztahu k tomuto tretimu bodu tedy struéné terminologicky vymezime
standardni i nestandardni matematickou ucebni tlohu a dale predstavime po-
moci praktickych ukazek reseni konkrétnich uc¢ebnich tloh z uc¢ebnic matematiky
pro 2. ro¢nik zakladni skoly, jaky je rozdil mezi standardni a nestandardni ma-
tematickou ucebni ulohou. Cilem tohoto prispévku tedy neni zjistit odpovéd na
vyse zminovanou otazku, ale primét ucitele k zamysleni se nad danym tématem
a poskytnout jim oporu pro vytvoreni si odpovédi na danou otazku ve vztahu
k sobé samému.

Rozdil mezi standardni a nestandardni matematickou
uc¢ebni tlohou

Definicemi a charakteristikami standardnich a nestandardnich ucebnich tloh
obecné i v kontextu didaktiky matematiky se zabyva rada c¢eskych i zahrani¢nich
publikaci, pricemz vzniklo nemalo rtznych terminologickych vymezeni téchto
dvou pojmu, na néz je nahlizeno z rozlicnych uhld pohledu. Je tedy mozné,
ze se prave tato nejednotnost stala v pedagogické praxi pri¢inou urcitych nejas-
nosti a nejistoty v ramci pojeti standardnich a nestandardnich matematickych
ucebnich tuloh a jejich identifikace z pohledu ucitelil. Navic nékteri autori uzivaji
pro nestandardni tlohy (napi. Bartek et al., 2018; Novakové, 2019; Vondrova et
al., 2019) i jind oznaceni ¢i synonymni vyrazy, jako naptiklad nerutinni tlohy
(napr. Bartek et al., 2018; Novdkova, 2019), v opozitu vuci rutinnim tlohdm,
déle problémy (napr. Pithonskd, 2013), nestandardni aplika¢ni problémy (napf.
Liskova & Rezek, 2015) ¢i problémové ulohy nebo také problémové orientované
tilohy (napi. Ceskovd, 2016), netradi¢ni tlohy (napf. HrubeSova, 2023; Piihon-
ské, 2013), oteviené matematické ilohy (napt. Polak, 2020; Samkova, 2020) nebo
dokonce badatelské tlohy (napt. Samkové, 2020). Ramcovy vzdélavaci program
pro zékladni vzdélavani (MSMT, 2023) pfitom explicitné zmitiuje a uzivé slovni
spojeni nestandardni aplikac¢ni tlohy a problémy.

My na nestandardni matematické ucebni tilohy nahlizime pravé zejména v na-
vaznosti na jejich definici v Ra&mcovém vzdélavacim programu pro zakladni vzde-
lavani (MSMT, 2023, s. 35), kde jsou pojimany jako tlohy, . jejichz feSeni miize
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byt do znacné miry nezavislé na znalostech a dovednostech Skolské matematiky,
ale pfi némz je nutné uplatnit logické mysleni®. Na tuto definici vsak dale ply-
nule navazujeme a doplnujeme ji tim, Ze reseni nestandardnich tuloh vyzaduje také
mj. aplikaci znalosti z realného zivota, urc¢itou tvorivost, originalitu a divtip, a to
s odkazem na Tadu zahrani¢nich i ceskych autort, zejména pak na Vondrovou
et al. (2019) a Prihonskou (2019). Naopak standardni matematické ucebni tlohy
jsou takové ulohy, které ovéruji rutinni matematické postupy a jsou zalozeny na
vyuziti pamétnych znalosti, osvojenych vzorci ¢ algoritmi (Pithonska, 2019;
Vondrova et al., 2019).

Bezesporu existuje velké mnozstvi odbornych publikaci, ¢lank a jinych rele-
vantnich, nejen zahranic¢nich, ale i ¢eskych zdroji, na které bychom se mohli pri
reSeni daného tématu obratit, ba dokonce i primo v ¢eském didaktickém prostredi
disponujeme az paradoxné premirou termint, definic a klasifikaci vztahujicich se
k nestandardnim matematickym tiloham. Taktéz vznikla fada sbirek nestandard-
nich tloh a ndAméth na tyto tlohy. Dle naseho nazoru vsak stale chybi prakticka
ukazka Teseni konkrétni standardni a nestandardni uc¢ebni tilohy v kontextu jejich
komparace, ktera by uc¢iteliim a studenttim pedagogickych oborti jasné a nazorné
vysvéetlila, jaky je mezi témito dvéma typy tloh rozdil. Z tohoto divodu tedy
nize strucéné popisujeme feseni jedné standardni a jedné nestandardni matema-
tické ucebni tulohy, jejichz zadani cerpame ze dvou vybranych ceskych ucebnic
matematiky pro 2. ro¢nik zakladni skoly od dvou rtiznych nakladatelstvi. Tyto
ucebnice byly zafazeny MSMT na seznam ucéebnic a u¢ebnich texti se schvalovaci
dolozkou pro zékladni vzdélavani k 8. prosinci 2025 (viz MSMT, 2025). Zaroven
se obé zvolené tulohy vztahuji k libovolné vybranému ucivu 2. ro¢niku zakladni
skoly, a to k déleni ¢islem 2, a taktéz se v obou pripadech jedna o slovni tlohu.

Standardni matematicka uc¢ebni uloha

Zadani standardni u¢ebni tilohy (obr. 1), konkrétné slovni tlohy, uvadi, Ze jsou ve
tridé 2 okna a zaci prinesli 6 kvétin, které rozdélili rovnomeérné tak, aby v kazdém
okné byl stejny pocet kvétin. Nejprve si zak ujasni dané tudaje: pocet kvétin je
6 a pocet oken je 2. Protoze se jedna o rovnomeérné rozdéleni, pouzije se pocetni
operace déleni, kterd je v tloze i explicitné uvedena (viz ,vypocet délenim®), tedy
6 : 2 = 3. Vysledkem pocetniho prikladu je 3. Slovni odpovéd tedy zni: ,V kazdém
okné byly 3 kvétiny“ Reseni lze podpofit ndzornym zakreslenim kvétin ke dvéma
okntim.

protoze ovéruje rutinni matematicky postup, konkrétné déleni prirozeného ¢isla
¢islem 2 v jednoduchém, zndmém kontextu. Postup reseni tlohy je zakovi pre-
dem prozrazen, zak tedy postupuje podle osvojeného algoritmu a nevyzaduje se
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Vi thidé méli 2aci 2 okna a chibli si jo vyzdobit kvdtinami. 2aci plinesli do thidy 1:\
celkem 8 kvitin a rozddili jo tak, 2o v kaZdém oknd bylo steiné kvittin, Kolik kviitin
bylo v kaddém cknd?

| [ ———
wwwwwwwww { s i i ‘ i i i i Y
Rk, sy poh bla | b, A

pb | ooon chnes

it

i \ [
\‘ _Bi_idelunul’iwudi—-ﬁdélunuhwué—.s 2=4 “M:“m‘::::

s Délenim jsme zjistili, 2o v kadém oknd jsou 4 kvitiny.

‘l Pradti, zndzomi a Glohu vyled.

Ve tFidé méli 2aci 2 okna a chidli si jo vyzdobit kvitinami, 24ci plinesli do thidy
celkem 6 kvétin a rozdélli ja tak, 2e v kaidém okné bylo stejné kvtin. Kolik kvétin
bylo v kaddém oknd?

podet kvitin: il
podet oken:

wypadat dblanim

Obrazek 1: Zadani standardni matematické ucebni tilohy z ucebnice
matematiky pro 2. ro¢nik zakladni skoly (Dolezalova et al., 2023, s. 6)

zde zadna nestandardni ¢i netradicni strategie, tvorivost ani hledani vice reseni.
Zadani je jednoznacné, ma jediné spravné reseni a je plné zavislé na znalostech
skolské matematiky odpovidajicich danému roc¢niku. Vzhledem k uvedené cha-
rakteristice je tedy predlozend tloha vhodna k vyvozeni uciva déleni cislem 2
¢i obecné k vyvozeni déleni, na coz i ucebnice u dané ucebni tlohy explicitné
odkazuje mj. ve svém obsahu, kde je uvedeno, Ze se strana 6 vénuje vyvozeni
déleni.

Vyznamnym krokem ucitele pri praci s danou ucebnici by poté byla analyza
vsech dalsich ucebnich tloh, které se k danému ucéivu v ucebnici vztahuji. Na
zakladé této, treba i kratké a jednoduché, analyzy tloh v podobé precteni zadani
uloh a vytvofeni si predstavy o jejich moznych zptisobech feseni je pak ucitel
schopen zjistit, zda se jedna, vzhledem k dané definici standardni a nestandardni
matematické ucebni ulohy, o tlohy standardni ¢i nestandardni. Jestlize pak ucitel
dojde k tomu, Ze ucebnici predkladané tlohy je nutno doplnit o ilohy nestan-
dardni, mize cerpat z jinych zdroji nebo nestandardni ucebni tlohy vytvorit,
mj. vzhledem ke konkrétni charakteristice tiidy a individudlnim potfebam zaki.
Miuzeme naprtiklad pracovat s tzv. gradovanymi tlohami, jejichz kognitivni na-
rocnost se postupné stupnuje az do podoby pravé zminovanych nestandardnich
uloh.

Konkrétné bychom na danou standardni ilohu mohli navazat napriklad témito
formulacemi nestandardnich tloh, které by u zak rozvijely divergentni mysleni:
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a) Bez aplikace uciva déleni pfirozeného ¢isla ¢islem 2

e Lze 6 kvétin umistit do dvou oken i jinak? Najdi vSechna Teseni.

o Lze 6 kvétin rozmistit rovnomérné do vice oken? Najdi vSechna feseni.

b) S aplikaci uciva déleni ptirozeného ¢isla ¢islem 2

o Déti do tridy prinesly jesté dalsi kvétiny a poté opét vsechny rovnomérné
rozdélily do dvou oken. Kolik kvétin mohly déti prinést celkem? Najdi
alespon 3 reseni.

o Kolik kvétin bychom museli mit, aby nebylo mozné je rovnomérné rozdelit
do dvou oken? Najdi alespon 3 reSeni.

Nestandardni matematicka uc¢ebni tloha

©) Détsky park.

Elmar si méfil, jak dlouho mu trva cesta mezi
rGznymi stanovisti. Zjistil, Ze okruZni cesta
(F}"{D)(]XD mu trva 10 minut.

Po Zluté cesté ICJ_ fD} gel 2 minuty.

Po modré 3el stejné dlouho jako po £ervené.
Elmar gel cestu O=(T)

a cestu (Tm()

Obrazek 2: Zadani nestandardni matematické ucebni tlohy z ucebnice
matematiky pro 2. ro¢nik zékladni skoly (Hejny et al., 2019, s. 46)

Zadani dané ulohy pracuje s mapou détského parku, kde jsou jednotliva sta-
novisté propojena cestami rtiznych barev. Elmar zjistil, ze okruzni cesta J-D-T—-J
trva celkem 10 minut. Dale je dano, ze po zluté cesté J—D sSel 2 minuty a zZe po
modré cesté Sel stejné dlouho jako po cervené. Jestlize mu tedy zluta trasa J-D
trvala 2 minuty, tak zbyvajici ¢ast okruhu, tedy cesty D-T a T—J, musi dohro-
mady trvat 10 —2 = 8 minut. Z mapy i z grafického zadznamu cest primo v zadani
ulohy je patrné, Zze cesta D-T je cervena a cesta T—J je modra. Jelikoz Elmar
Sel po modré cesté stejné dlouho jako po ¢ervené, rozdélime zbyvajicich 8 minut
rovnomeérné mezi tyto dvé cesty. Nabizi se tedy pouziti pocetni operace déleni,
a to konkrétné déleni ¢islem 2, tedy: 8 : 2 = 4 minuty. Z toho vyplyva, Ze ¢ervena
cesta DT trvala 4 minuty a modra cesta T—J také 4 minuty.

Danou slovni tlohu by zaci 2. ro¢niku vsak mohli Tesit také naptiklad me-
todou pokus-omyl s vyuzitim tabulky a pocetni operace s¢itani (napft. jako na
obrazku 3) ¢i graficky pomoci rozkladu ¢isel (napt. jako na obrazku 4) — ¢islo
10 rozlozime na 2 a 8 a nasledné ¢islo 8 rozlozime na dvé stejna cisla 4 a 4.
I na zakladé pouziti jiné metody feseni vSsak dochazime ke stejnému vysledku —
cervena cesta DT trvala 4 minuty a modra cesta T—J také 4 minuty:.
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J-D-T-J (10 minut)
J-D D-T T-J celkem
2 1 1 2+ 1+1=4 minuty
2 3 3 2+3+3 =28 minut
2 4 4 2 +4+4=10 minut

Obrazek 3: Ukézka TeSeni nestandardni tlohy metodou pokus-omyl s vyuzitim
tabulky a pocetni operace sc¢itani

M ‘

Obrazek 4: Ukazka grafického Teseni nestandardni tlohy

Tato tloha je nestandardni, protoze jeji feseni neni zalozeno na primé aplikaci
jednoho nauceného algoritmu. Zak neméd predem déno, jakou metodu Feseni, ¢
dokonce pocetni operaci ma pfti feseni pouzit, pricemz pripousti rizné cesty k cili,
tj. vysledku. Zpusob Feseni problému je tedy otevienym (divergentnim) procesem
— odkazujeme na Cirjaka (2000) a Kopku (2013) a déle na Polaka (2020), ktery
tvrdi, Ze problém mutzeme v uzsim slova smyslu definovat jako tilohu, ktera neni
standardni ¢i typova a jejiz feseni je narocné a spojené s hledanim nového postupu
reseni. V tomto pripadé reseni ulohy si zak musi nejprve zanalyzovat situaci,
propojit textové informace s grafickym znazornénim v mapce a odvodit vztahy
mezi jednotlivymi udaji. Reseni vyzaduje logické uvazovani, praci s podminkami
a dedukci. Kombinuje vice pocetnich vykont — kroku (dle Vondrové (2019) se
jedna se o tzv. slovni tlohu vicekrokovou nebo také slozenou ¢i vicetriadickou),
pracuje s neprimymi informacemi a klade diiraz na porozuméni souvislostem.
Pravé tyto charakteristiky odpovidaji pojeti nestandardni ucebni tlohy.

Museli jsme vsak mit na paméti i to, ze vliv na posouzeni, zda se jedna
o ulohu standardni ¢i nestandardni, ma i kontext dané tilohy v ucebnici — jak totiz
zminuje Vondrova et al. (2019), co je nestandardni uc¢ebni tlohou pro jednoho
zaka, miize byt pro jiného zaka tlohou standardni. Na zakladé obsahové analyzy
celé ucebnice i ucebnic, které ji predchazi v ramci ucelené rady, bylo vsak zjisténo,
ze dané uloze nepredchazi zadna prilis podobna tuloha ¢i jiné prvky ucebnice,
které by zakim prozrazovaly ¢i vysvétlovaly konkrétni zptisob reseni daného typu
ulohy. Z toho tedy vyplyva, ze pro zaky pouzivajici danou ucebnici je dana tuloha
ulohou nestandardni. V neposledni radé bychom také chtéli zminit, ze vybrana
nestandardni ucebni tloha pochazi z uc¢ebnice zalozené na tzv. Hejného metodé.
Ty jsou koncipovany tak, ze v nich prevazuji pravé ulohy nestandardni.
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Zavér
Pro vyuku matematiky jsou vyznamné jak ucebni tilohy nestandardni, tak i ilohy
standardni. Vzhledem k vysledkiim nedavno realizovaného vyzkumu (Kolackova,
2025), které mj. poukazovaly na nizké zastoupeni nestandardnich uc¢ebnich tloh
v ucebnicich matematiky pro 1. stupen zakladni skoly, byla soustfedéna pozor-
nost zejména na ulohy nestandardni, které mohou mit vyznamny pozitivni vliv
na zakovské uceni. Konkrétné se jedna napriklad o rozvoj logického mysleni a di-
vergentniho mysleni zaka, schopnost tesit problémy z kazdodenniho zivota c¢i
posileni zakova sebevédomi a zvyseni zajmu o matematiku (Hrubesova, 2023).
Cilem tohoto prispévku bylo poukéazat na dilezitost schopnosti ucitele identi-
fikovat standardni a nestandardni ucebni tlohy nejen v ucebnicich matematiky,
pricemz i Novakova (2019) povazuje schopnost kvalifikovaného pohledu na feseni
nestandardnich tloh za jeden z vyznamnych prvki profesni identity ucitele. Kli-
c¢ovym cilem pritom bylo na konkrétnich ukazkach feseni uc¢ebnich tloh z vybra-
nych ucebnic pro 2. ro¢nik zakladni skoly popsat, jaky je rozdil mezi standardni
a nestandardni matematickou ucebni tulohou a jak postupovat pri posuzovani
téchto tloh z pohledu ucitele. V neposledni radé také poukazujeme na mozné
zpusoby, jakymi lze na standardni tilohy navazat (tématem, popr. i u¢ivem) pro-
strednictvim nestandardnich tloh vytvorenych samotnym ucitelem vzhledem ke
konkrétnim vzdélavacim podminkam v dané tridé. Takovy kreativni pristup uci-
tele k u¢ebnim tloham muze mit uplatnéni mj. pti realizaci diferenciované vyuky
¢i pri vyuce v malottidni skole.
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Kritéria ispéchu a jak s nimi pracovat
v hodinach matematiky na 1. i 2. st. ZS

TEREZA KOTTOVA!

Prispevek se zabyvd teoretickym vymezenim i praktickym vyuzZitim kritérii dspe-
chu v hodindch matematiky na zakladnich skoldch. Predstavuje konkrétni nastroje,
jako je analyticka sada kritérii, holistickd sada a check-listy. Reflektuje vyuZiti
téchto ndstroju pro sumativni i formativni tucely. Text ddle shrnuje hlavni prinosy
prace s kritérii, zejména z hlediska zvySovdni vnitrni motivace a posilovani auto-
requlace Zakiu. V zaveru nabizi praktickd doporucent a tipy na aplikace usnadnujici
tvorbu téchto hodnoticich ndstroji.

P1i planovani vyuky je zasadni rozliSovat mezi cili uceni a kritérii tspéchu, pri-
¢emz obé tyto kategorie jsou tzce provazany. Zatimco cile uc¢eni definuji to, co
chceme, aby se zaci naucili, kritéria tispéchu z téchto cilii primo vychazeji a pred-
stavuji konkrétni méritka pro posouzeni, na jaké irovni se dané ucebni ¢innosti
nachdzeji a kam popt. dale sméruji (Wiliam & Leahyové, 2016). V praxi tak
mohou kritéria pro zdka fungovat jako srozumitelny privodce uc¢enim. Ve vyuce
miizeme vyuzit tfi zdkladni typy prace s kritérii.

1. Analyticka sada kritérii: Tato sada méa multidimenzionalni charakter
a zameruje se na diléi aspekty vykonu. Naptiklad u vzdélavaciho cile ,, VyreSim
slovni tlohu se zlomky* muzeme zakiim zadat tlohu a po jejim vyTeSeni s nimi
spole¢né hledat odpovéd na otazku: ,,Co mi pomohlo tlohu vyfesit? Zaci poté
na zakladé svych odpoveédi formuluji jednotliva kritéria, ktera jim pomahaji resit
slovni dlohy, a to nejen ty se zlomky. Nasledujici tabulka predstavuje ukazku
sady kritérii a deskriptorii z 5. ro¢niku jedné ceské zakladni skoly, kde je zaci
postupné formulovali v priibéhu nékolika vyucovacich hodin.

Diky této sadé zaci presné védi, jak vypada kvalitné odvedena prace na nej-
vyssi irovni. Pokud ji zatim nedosahuji, z tabulky je zfejmé, co konkrétné mohou
udélat pro uspésné naplnéni cile.

2. Holisticka sada kritérii: Holisticka sada nahlizi na vykon zaka kom-
plexné. Jako priklad muze slouzit cil zaméreny na zapis ¢isel 1, 5, 10, 50, 100,
500 a 1000 pomoci rimskych ¢islic. Holistické sady obsahuji vice jevii, které nelze
hodnotit oddélené. Z toho duvodu se lépe hodi k sumativnim tcelim — k vy-
hodnoceni dosazené trovné na konci uréitého obdobi & ucebniho celku. Zakovi
poskytuji ucelenou informaci o tom, co je pripadné potieba se jesté doucit. Nize
je uvedena ukézka holistické sady ze stejné tridy jako v predchozim pripadé.

! Univerzita Karlova, Pedagogické fakulta; tereza.kottova@pedf.cuni.cz
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Tabulka 1: Cil: Vyresim slovni tlohy se zlomky:.

Uroven 1

Uroven 2

Uroven 3

Porozuméni
slovni uloze

Zacnu Tesit slovni dlohu,
i presto, Ze nerozumim
nékterym sloviim.

Zacnu Tesit slovni dlohu,
az kdyz rozumim vsSem
slovim ze zadani. Ta,
kterym nerozumim, si
vyjasnim pomoci dal-
sich zdroju.

Zacnu Tesit slovni tlohu,
az kdyz rozumim vsem
slovim ze zadani. Ta,
kterym nerozumim, si
vyjasnim pomoci dalsich
zdroji.  Smysl  slovni
dlohy  jsem  schopny
vysvétlit i svému spolu-
zakovi.

Vybér vhod-
ného modelu

Zvolim muj neoblibe-
néjsi  model, pomoci
kterého znazornim

slovni 1dlohu (Cokoldda,
cifernik, ty¢, pocet -
napf. bonbéni).

S pomoci si vyberu
vhodny model, ktery
vyuziji ke znazornéni
slovni tlohy (Cokoldda,
cifernik, ty¢, pocet —
napr. bonbéni).

Samostatné zvolim
vhodny model, pomoci
kterého znazornim slovni
tlohu (¢okolada, cifer-
nik, ty¢, pocet — napf.
bonbénit). Popf. Fesim
tlohu bez opory modelu.

ticky zapis, co je vy-
pocet a odpovéd. Neni
jasné poradi zapisu.

(V zapisu je skrtano,
gumovano, neni jedno-
znacné,jakém poradi
bylo co zapsano, neni
zcela jasné, co je Tese-
nim ulohy).

Matema- Zatim je pro mé obtizné | S pomoci pfevedu slovni | Slovni tilohu pievedu do
ticky  zapis | prevést slovni tlohu do | ilohu do matematic- | matematického zapisu.
ulohy matematického zapisu. | kého zapisu.
Vypocet Slovni tlohu vypocitdm | Vypoc¢itam s podporou | Samostatné a bez chyb
s chybami, popripadé ji | slovni tlohu. vypocitam tlohu.
jesté zatim ani nevypo-
¢itam.
Ovéreni Reseni své tlohy nijak | Na popud nékoho dal- | Ovéfim si, ze Feseni mé
smyslupl- neoveéruji. stho ovéruji feseni své | tlohy déva smysl.
nosti ulohy.
Prehlednost | Zapis slovni tulohy je | Zapis slovni  tlohy, | Zapis slovni tlohy, feseni
velmi chaoticky — neni | feSeni i odpovéd jsou | i odpovéd jsou prehledné
jasné, co je matema- | mirné neptrehledné. | usporadany (pokud né-

kdo dalsi bude ¢ist mtj
postup, rozpozna jednot-
livé kroky).

Tabulka 2: Cil:

Zapisu pomoci rimskych ¢islic ¢isla 1, 5, 10, 50, 100, 500, 1000.

spoluzéka, aby mé vedl
krok za krokem.

znam a pouzivam rimské
Cislice, ale jesté délam
drobné chyby.

Uroverni 1 Urover 2 Uroveni 3
Zapisu pomoci | Bez vyrazné pomocine- | Zapisu  vétsinu  ¢isel | Samostatné spravneé za-
Fimskych ¢islic | dokazu vétsinu ¢isel za- | spravné, ale u  né- | piSu vSechna ¢isla (1, 5,
Cisla 1, 5, 10, | psat spravné rimskymi | kterych si nejsem | 10, 50, 100, 500, 1000)
50, 100, 500, | cislicemi. Casto si pletu | jisty/jistd mnebo potie- | pomoci Fimskych &islic.
1000. symboly nebo néktera | buji ~ napovédu/opravu | Pouzivdm spravné sym-
¢isla  nezapiSu vubec | (napf. spletu si jeden | boly (I, V, X, L, C,
a potfebuji ucitele nebo | symbol). Obecné po- | D, M) jisté a bez va-

héani nebo potfeby na-
povédy.
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Jako dobra praxe se osvédcuje doplnit tento typ kritérii slovnim komentarem,
ktery uciteli, samotnému zakovi nebo jeho spoluzakovi pomuze zdivodnit vybér
konkrétni trovné.

3. Check-listy: Check-listy predstavuji jasny, krokovany postup vedouci ke
splnéni zadaného tkolu. Napriklad pro geometrickou ulohu spocivajici v naryso-
vani obdélniku o stranach 5 a 7 cm muze check-list obsahovat nasledujicich Sest
bodu:

Cil: Narysuji obdélnik o délce stran 5 a 7 cm.

Jaké jsou jednotlivé kroky?

1. Mam pripravené pomiucky (tuzka, pravitko, trojuhelnik, guma).
Narysoval/a jsem jednu stranu dlouhou 7 cm.

Narysoval/a jsem k ni kolmé strany.

Na kolmych strandch jsem odméftil/a 5 cm.

Spojil/a jsem vsechny body tak, aby vznikl obdélnik.
Oznacil/a jsem vSechny vrcholy pismeny (napt. A, B, C, D).

Dodogd
S ok Wi

Tento format je velmi napomocny détem, které ke své samostatné praci potte-
buji jasnejsi vedeni. Je vsak zadouci tuto podporu postupné omezovat, aby se zak
osamostatnil natolik, ze tento podrobny navod prestane potiebovat. Nutit plosné
vsechny zaky k pouzivani check-listu i ve chvili, kdy tkoly spolehlivé zvladaji bez
néj, neni efektivni; mnohem uzite¢néjsi je nechat je jit vlastni cestou.

Formativni a sumativni ticely hodnoceni

Kritéria tispéchu nejsou vazana pouze na jeden styl hodnoceni, ale flexibilné rea-
guji na potreby vyuky. Pti sumativnim vyuziti funguji jako méritka porovnavajici
kvalitu riznych produkti a slouzi k posouzeni, do jaké miry zak splnil zadany
vychovné vzdélavaci cil. Ve formativnim pojeti (oznacovaném jako success cri-
teria) pomahaji cilené dovést zéka k onomu dspéchu a zvladnuti pozadovaného
ukolu.

Proc¢ pracovat s kritérii aspéchu?

Zaclenéni predem znamych kritérii ma prokazatelné pozitivni dopad na tridni
klima i vnitfni motivaci zaki, a to zdaleka nejen v matematice. Zasadnim be-
nefitem je skutecnost, ze vykon zaka neni srovnavan s vykony jeho spoluzaki,
ale s objektivnim, transparentnim méritkem. Dité se tak aktivné zapojuje do
vlastniho uceni a hodnoceni, coz prirozené posiluje jeho autonomii a pocit zod-
povédnosti za dosazené vysledky. Znalost kritérii navic zaktim umoznuje efektiv-
neji provadeét sebehodnoceni a vrstevnické hodnoceni. Ucitelim pak poskytuje
spolehlivéjsi podklad pro formativni i sumativni hodnoceni (slovni i klasifikaci),
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diky ¢emuz se vyznamneé snizuje riziko subjektivity. Jak uvadéji Stary a Novotna
(2008), ucitelé by méli kritéria stanovovat, vyuzivat a objasnovat vSude, kde to
dava smysl, aby vyukovy proces maximalné zpruhlednili.

Zavér a doporuceni

Zavérem je nutné podotknout, ze tvorba kvalitnich kritérii a deskriptorii je pro
pedagoga ¢asové i odborné naroc¢na. Z toho divodu je zadouci volit tento postup
jen u téch ucebnich c¢innosti, které jsou pro vzdélavaci proces skutecné klicové
a u nichz se takova investice vyplati. Proces lze vyrazné zefektivnit vzajemnou
spolupraci a sdilenim materiali napri¢ pedagogickym sborem. Velkym pomocni-
kem mohou byt také specializované aplikace a nastroje pro tvorbu rubrik, jako je
napriklad RubiStar, Turnitin ¢i platformy zastiténé organizaci Australian Edu-
cation Research Organisation.
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Aristoteles a Fregeho reforma logiky aneb
proc¢ se logika neda ucit?

LADISLAV Kvasz!

Pri standardnim genetickém pristupu k vyucovani, kdyz se rozhodneme Ziky na-
ucit urcitou oblast matematiky, se podivime, jak se pojmy dané oblasti historicky
vyvijely, a pak Zaky provedeme urcitou zkracenou formou této cesty. To je hlavni
myslenka Freudenthalova pristupu rizeného znovuobjevovani — re-invention (Freu-
denthal, 1973, s. 109-130) a na podobné myslence je zalozena i Hejného metoda
(Hejny € Hejny, 1977). Zdad se vsak, Ze v pripadé logiky néco takového mozné
neni. Logika se zrodila u Fregeho v axiomatické podobé (Frege, 1879). Zddnd cesta
vedouct k Fregeho teorii se nedochovala, nebot jeho dum byl behem druhé svétové
vdlky vybombardovdan a nedochovaly se Zadné Fregeho ndcrty (jaké mdame u Leibni-
zova diferencidlniho a integrdlniho poctu). Proto neexistuje cesta, po které bychom
mohli Zaky k logice privést. Clilem clanku je podrobnéji popsat tuto neradostnou
situacs.

Aristotelova logika

S Aristotelovou sylogistickou logikou, jak se dochovala v Prunich Analytikdch
(Aristoteles, 1963), se poji pozoruhodny paradox. Na jedné strané je Aristotelova
roku 350 pr. n. 1. a zhruba do roku 1890 byla povazovana za spravnou teorii
logického usuzovani. Slouzila tedy 22 stoleti, coz je o 600 let déle nez Ptolemaiova
astronomie. Na druhé strané ji vSak nikdo nepouzival. Nepouzival ji Euklides ani
Archimedes a dokonce ani Aristoteles ve svych biologickych spisech. K tomuto
zavéru dospél Ian Mueller:

U Euklida nenajdeme zadné povédomi o sylogistice nebo dokonce
o zakladni myslence logiky, Ze platnost argumentu zavisi na jeho
formé. Aristotelovy zminky o matematice se tykaji bud obecnych
bodli o deduktivnim usuzovani, nebo pokud se tykaji konkrétné sy-
logistiky, jsou chybné, protoze vychazeji pouze ze sylogistiky, a ni-
koli z nezavislé analyzy matematickych dtkazi... Aristotelova formu-
lace sylogistiky ve ¢tvrtém stoleti je v podstaté nezavisla na tecké
matematice. Neexistuji zadné doklady o tom, ze by on nebo jeho
peripatetic¢ti nasledovnici podrobné studovali matematické dikazy.
(Mueller, 1974, s. 37 a 66)

! Univerzita Karlova, Pedagogicks fakulta; ladislav.kvasz@pedf.cuni.cz
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Tedy vsichni studenti univerzit od stredovéku az po 19. stoleti absolvovali
kurzy aristotelské logiky, ale v zadném védeckém spisu se tato logika nepouzivala.
Presto ucenci jako Kant, Boole a mnoho dalsich logikti povazovali Aristotelovu
sylogistickou logiku za platnou. Nez prisel Frege.

Fregeho reforma ve svétle Fregeho texti

Frege v ¢lanku Funktion und Begriff popisuje vyvoj matematiky slovy:

Pohlédneme-li odtud zpétné na vyvoj aritmetiky, rozpozname stup-
novity vzestup. Nejprve se pocitalo s jednotlivgymi cisly, s 1,
3. Pak se postoupilo dale k obecnéjsim zakontm, které plati pro
vsechna ¢isla. V tomto vztahu tomu odpovida prechod k pocitani
s pismeny. Tim se dospélo ke zkoumani jednotlivych funkci, aniz
by se toto slovo pouzivalo v matematickém smyslu, a aniz by se
pochopil jeho vyznam. DalSim vyssim stupném bylo poznani obec-
nejsich zdkoni o funkcich, a tim i prosazeni umélého vyrazu
,funkce®. V tomto vztahu tomu odpovida zavedeni pismen jako f,
F' k neur¢itému naznaceni funkci. Tim se dospélo k jednotlivym
funkcim druhého stupné, aniz by se vsak uchopilo to, co my nazy-
vame funkcemi druhého stupné. Tim, Ze se tak ucinilo, se dosahlo
dalstho pokroku. (Frege, 1891, s. 77)

Toto je asi nejpozoruhodnéjsi text o historii matematiky, nebot na jedné
strance shrnuje podstatu déjin matematiky. Riké, Zze o co $lo v déjindch ma-
tematiky, je nartst obecnosti, a také jak se tohoto nartustu dosahovalo — pomoci
nastroji symbolické reprezentace. Pritom frazi ,,ze se tak ucinilo* Frege odkazuje
na svoji logiku. Proto jsem v knize Patterns of Change pouzil tohoto Fregova frag-
mentu a rozpracoval jsem ho do podoby teorie vyvinu jazyka matematiky (Kvasz,
2008, s. 14-84), ve které se sttidaji obdobi dominance symbolické matematiky
s obdobimi dominance geometrie (tj. zhruba feceno obdobi, kdy se toho dalo
vypocitat vice, nez bylo mozné nakreslit, a naopak obdobi, kdy se toho dalo na-
kreslit vice, nez se dalo vypocitat). Dospél jsem tak k predstavé, znidzornéné na
obrazku 1.

Fregeho logiku jsem pritom vylozil tak, jak ji v daném fragmentu interpre-
tuje i on sam, tedy jako novy kalkul, paralelni s algebrou (prechod k pocitini
s pismeny) a matematickou analyzou (poznani obecnéjsich zakoni o funkcich).
Domnival jsem se, ze pokud nékdo rozumeél tomu, co bylo obsahem Fregeho re-
formy, byl to Frege sam. Vznik logiky jsem proto chéapal jako vznik ndstroje
symbolické reprezentace. Takovy nastroj je tvoren prvky, které si ukazeme na
prikladu algebry:
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x — fixace Grovné obecnosti (to popisuje Frege v daném tryvku);

x, 2%, 23, x* — nova operace, vedouci za meze dosavadni reprezentace (x
je objem, ale co je x%);

x/a — distinkce nezndmé a parametru, vnasejici do symboliky epistemické
rozliSent;

ap,x" + - -+ + ay1x + ag — novy druh objekt (polynomy) vytvoreny pomoci
tohoto rozliseni;

P(x) — novy druh predikatt (napt. byt koren kubické rovnice; vysvétluje
nekonstruovatelnost);

Q[x] — novy systém objektti (napf. okruh polynomu).

3

Predpokladal jsem, ze Frege udélal néco podobného, tj. zavedl symboly ozna-
cujici vyroky, operace spajeni vyrokti pomoci logickych spojek, ..., podobné jako
v algebre. Od té doby se vSsak miij pohled na Fregeho reformu logiky zasadné
zménil (viz Kvasz 2024, 2026).

ELEMENTARNI
ARITMETIKA

SYNTETICKA
9 GEOMETRIE
ALGEBRA
3
ANALYTICKA
GEOMETRIE
k
DIF. A INT
POCET
5
ITERATIVN(
6 GEOMETRIE
PREDIKATOVY
POCET
k‘
TEORIE
MNOZIN

Obrazek 1: Celkové schéma vyvoje jazyka matematiky

Co oddéluje Fregeho logiku od logiky Aristotelovy?

Pti diskusi o pouzitelnosti pojmu wvédecké revoluce na vyklad déjin matematiky
Donald Gillies navrhl rozlisit dva druhy revoluci (Gillies, 1992): newtonovskou
revoluci — po ni byla aristotelovska fyzika z vyuky odstranéna, a einsteinovskou
revoluct — po ni je newtonovska fyzika nadale vyucovana a pouzivana. Prechody
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na obrazku 1 jsou revoluce Einsteinovského typu. Po vzniku diferencidlniho a in-
tegralniho poctu se algebra nadale vyucuje, pouze to jiz neni ta nejobecné;jsi
matematickd teorie. Zda se, ze prechodem od Aristotelovy k Fregeho logice byla
newtonovskd revoluce, protoze matematici se dnes Aristotelovu logiku jiz neuci.
Proto se podrobnéji podivame na jazyk newtonské fyziky.

Fenomenélni Redukce Rela¢ni Syntéza
Ontologicka Redukce Skladebni Syntéza
Kauzalni Redukce Deduktivni Syntéza

Obrazek 2: Zmény jazyka fyziky provazejici Newtonovu revoluci

FR: Newtonova redukce barev na tihel lomu (a dalsich fenomént na fyzikalni
veli¢iny );

RS: Planckiiv zakon u(v) ~ 13, tedy zdkon, podle kterého energie je timérn4
treti mocniné barvy;

OR: Descartova redukce véci na rozprostranénost a pohyb (anebo presnéji na
pohybovy stav);

SS: Newtonova fyzika je schopna dynamicky skladat pohyby, a nejen geome-
tricky skladat trajektorie;

KR: Newtonova redukce ptisobeni na akce sil;

DS: Newtontiv druhy zakon jako prvni pohybova rovnice v déjinach.

Jazyk matematickych teorii se od vyse uvedeného schématu lisi pouze
tim, ze v matematice nemame kauzalni redukci. Pfimky a kruznice na sebe si-
lové neptisobi. V matematice je deduktivni syntéza napojena primo na skladebni
syntézu. Svédci o tom i Euklides, u kterého dikaz (apodeizis) nésleduje okamzite
po konstrukci (kataskeyé). U teorii aritmetického typu, jako jsou pocty, je
jazyk jesté jednodussi. Aritmetika zna pouze jeden druh redukce, a to pomoci
jednotky. Podle Euklida: Jedno jest dle nizZ ostatnim veécem rikame jeden, tedy je
to prototyp, ktery umoznuje véci rozdélit na ty, které pocitame, a zbytek. Teorie
aritmetického typu neznaji ani ontologickou ani kauzalni redukci.

Tvrdim, ze Aristotelova logika je teorii aritmetického typu, tedy teorii bez
ontologické redukce a na ni navazujici skladebni syntézy. Proto ani Aristoteles
ve svych prirodovédnych spisech, ani Euklides a Archimedes nepouzivali sylogis-
tickou logiku. Matematika a Aristotelova logika maji odlisnou strukturu, proto
Aristotelovu logiku nelze pouzit pfi analyze matematickych dikazi. Je-li tato
interpretace spravnd, je mozné ji pouzit na porozuméni toho, co musel Frege
udélat pri reformé logiky. Predevsim musel doplnit ontologickou redukci a na ni
navazujici skladebni syntézu.
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Hlavni momenty Fregeho revoluce

Na Fregeho revoluci v logice si pripomeneme pét momentt, které jsou typické
pro idealizace:

Fenomenalni redukce

Aristoteles chapal vyrok jako spojeni subjektu a predikatu. Tedy kazdé tvrzeni
redukoval na tvar A je B. Frege nahradil Aristotelovu formu propozice jeji ana-
Iyzou na funkci a argumenty, tedy A je B nahradil formou F(A, B,C, D). Zde
Frege pouziva Leibniziiv pojem funkce.

Relacni syntéza

U Aristotela je relacni syntézou kvantifikace urcujici, v jakém rozsahu tvrdime
o subjektu A Ze spliuje predikat B. Vztah A a B muze byt univerzalni (Kazdé A
je B) nebo partikularni (Nekteré A je B). Frege diky pojmu funkce a argumentu,
a specialné diky pojmu funkce vice proménnych, rozsituje kvantifikaci z jedné
proménné (subjektu) na vice proménnych.

Ontologicka redukce

Ontologicka redukce u Aristotela chybi a jeji zavedeni tvori jadro Fregeho inovace.
Podle Frega elementarnim vyrokem neni vztah dvou pojmu jako u Aristotela,
ale vztah pojmu a predmétu, tj. A(x). Aristoteliv elementdrni vyrok A je B je
podle Frega slozenym vyrokem A(z) — B(z). Tak se do logiky dostava impli-
kace. Podobné u Aristotela negace urcovala kvalitu spony. Frege sponu nahradil
implikaci, ¢imz negaci zménil na logickou spojku.

Skladebni syntéza

Aristotelova logika neznala skladebni syntézu — Aristoteles neznal ,slozené vy-
roky“. Vsechny vyroky, které Aristoteles analyzoval, mély elementarni stavbu A
je B. Frege implikaci a negaci vysvobodil z jejich aristotelského zajeti, cimz otevrel
logiku skladebni syntéze.

Deduktivni syntéza

Tim, ze aristotelska logika neméa skladebni syntézu, jeji deduktivni syntéza neu-
moznuje analyzovat matematické dikazy, napriklad dikazy obsazené v Euklido-
vych Zakladech. Naproti tomu Fregeho logika ma skladebni syntézu srovnatelnou
se skladebni syntézou euklidovské geometrie. Proto umoznuje reprezentovat ma-
tematické diukazy.
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Proc je to zajimavé?

To, ze Fregeho revoluce je stejného druhu jako Newtonova, znamena, ze po ni
byla Aristotelova sylogisticka logika odstranéna z vyucovani. To ale ma za nasle-
dek, ze moderni formalni logika pada taktikajic z nebe. Na rozdil od ostatnich
teorii, jako je napriklad algebra, kde existuje dlouhd cesta historického vyvoje
od Al-Chwarizmiho po Descarta, ktera muze slouzit jako voditko pro didaktiku
algebry (a je pouze naSe chyba, Ze ji nevyuzivame), u forméalni logiky nic tako-
vého neexistuje. Tvrdi to i Piaget, podle kterého je kolem 14. roku zivota vyvin
logického mysleni zavrsen. Tedy ani podle Piageta neexistuji zadné stadia, ktera
by studenta dovedla od Aristotela k Fregemu.
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Motivace, vzbuzeni poznani

MILENA KvASzZOVAl!

Pripravit vyucovaci hodinu tak, aby Zaky probirané téma bavilo a aby se co nejvice
naucili, je pro ucitele kaZdodenni vyzva. Vit Hejny ve svém clanku Kinetickd
psychologie popisuje, jak funguje zdkon poznani. Zabyvd se tim, jaké podnéty
vzbudi nasi pozornost a jaké podnety nikoli. Znalost téchto zdkoni nam umozZnuje
lépe pochopit, jak u Zdku pozornost probudit a jak vznikd pozndni.

Uvod
Vychovavat zaky je proces velice naro¢ny a slozity.

Vychovou rozumime systematické a metodické ptisobeni vychova-
tele na chovance za tcelem spravného rozvinuti jeho télesnych a du-
sevnich schopnosti...Metodickym a systematickym ptisobenim méni
tedy vychovatel dusevni a télesné vlastnosti chovance. Ménit dusevni
vlastnosti vychovou znamend, ze zak méni své dusevni kvality, aby
je preménil, pripadné, aby je opustil a vytvoril nové...Vsechny tyto
ukoly jsou pro zvladnuti velmi naméhavé. Vychovatel musi veédét
jak, jakym zptsobem, jakym systémem, jakou metodou tyto kva-
lity zdka ¢i chovance uciti. Za téchto okolnosti je vSechna tiha na
vychovateli, kterému se klade za tikol, aby védél, jakymi duSevnimi
pochody mé v tom kterém pripadé pokracovat, aby navazal s cho-
vancem ucinnou spolupraci na cesté jeho vychovy. (Hejny, 1980,
s. 162)

Podobnym problémem, jako je vychova, je i vyuka.

Vyukou rozumime systematické a metodické piisobeni ucitele na
zaka za tcelem rozvinuti jeho poznatkil a dovednosti..Vyuka musi
predevsim rozmnozit predstavy zaka, musi mu je utridit v pojmy
obecné a specialni. Musi ho vést k souzeni a ovladnuti logickych za-
konti, musi ho naucit ovladat re¢, musi ho vést k systematické praci
a naucit ho pracovnimu systému. Musi ho vyzbrojit poznanim obsa-
hovym atd. Ucitel musi predevsim sam dobre ovladat latku, kterou
uci. Znalost latky vsak stejné jako u vychovy neni zdaleka vlast-
nim problémem vyuky..U¢itel ma védét, jakym zptisobem u zéka,

! Univerzita Karlova, Pedagogicks fakulta; milena.kvaszova@pedf.cuni.cz
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ktery jevi nezajem a nepochopeni, vzbudit spolupracujici usili po
vzdélani. (Hejny, 1980, s. 162)

O motivaci v matematice hovori také Rendl et al. (2013, s. 183) v publikaci
Kritickda mista matematiky na zdkladni skole ocima uciteli:

O motivaci se predpokladé, ze sehrava ve skole jednu z nejvyznam-
néjsich roli pri zvySovani efektivity vychovné-vzdélavaciho ptiso-
beni — motivace je povazovana za jednu ze zakladnich podminek
efektivniho uceni. Je ocekavano a vyzkumneé se i potvrzuje, ze moti-
vace silné ovliviiuje skolni tspésnost zaki, jejich vykony, ale i rozvoj
zakovské osobnosti. Muze ovliviiovat pozornost zaku (koncentraci),
vydrz u uceni, rychlost a hloubku uceni, tinavu pri uéeni. Motivace
miize propujcovat u¢ebnim ¢innostem zaka subjektivni smysl, ¢imz
ovlivnuje miru usili, kterou zak pri uceni vynaklada. Zaroven je mo-
tivace nutnou podminkou rozvoje zaka — na jeji trovni a kvalité
zalezi, zda bude zak vyuzivat ¢i nevyuzivat svého potencidlu, coz je
v Uzkém propojeni s dalsim rozvojem jeho schopnosti.

Kineticka psychologie

Ucitel potfebuje pri své praci znat pribéh kognitivnich pochodti, které se ode-
hravaji v mysli zakt. Soucasna psychologie se zpravidla omezuje na popis jed-
notlivych dusevnich kvalit. Vit Hejny se snazi vybudovat kinetickou psychologii,
ktera by sla za popisnost jevil a za hranici jejich statickych podob, a odhalila nam
zahady funkénich zavislosti jednotlivych dusevnich kvalit navzajem a ke stavbé
dusevniho zivota jako celku.

Kinetickou psychologit budeme definovat jako soubor zakonitych
vztahil a pochodt mysleni, citu, paméti, zvyku, sklonu, vasni, nalad
a podobné, jez spolu tvori osobnost ¢lovéka a urcuje jeho dusevni
zivot..Kineticka psychologie bude pracovat se stejnymi dusevnimi
jevy jako psychologie staticka. OdliSovat se bude pouze metodou
hodnoceni jevil..Zakladnim rozdilem kinetické psychologie proti sta-
tické psychologii bude stanoveni zakont, podle nichz se uskutecnuji
dusevni déje. (Hejny, 1980, s. 165)

Zakon poznani

Vsechny dusevni pochody zacinaji podnécovacim dénim (motivaci k ¢innosti), bez
néhoz neni dusevniho pochodu. Podnéty rozeznavame vnéjsi — smyslové (zrakové,
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sluchové, hmatové apod.) anebo vnitini (télesné podnéty nebo vyvolané pred-
stavy). Podnéty télesné jsou pocity hladu, zimy, nevolnosti, bolesti. Vyvolané
predstavy vznikaji, kdyZ na néco vzpomindme, myslime. Clovék v8ak muize byt
vystaven podnéttim, a prece podnéty nemusi vzbudit zadny poznavaci pochod. Ne
kazdy podnét mé dostatecnou intenzitu, aby vzbudil pozornost. Staticka psycho-
logie mluvi o slabych podnétech, které nedosahuji prahu védomi. Tak napriklad
uvadi, ze uder hromu bychom jisté slyseli a uvédomili si ho. Neni tomu zcela tak,
protoze nékdy si neuvédomujeme hluk, ackoliv vhimame Sepot uprostired hluku,
ktery si chceme uvédomit, nebot ndm na ném zalezi. O vniméni (percepci) hovori
Robert J. Sternberg (2002, s. 133) v publikaci Kognitivni psychologie:

Jisté jste nekdy uslyseli: ,Nevidis néco, co mas pred nosem..., pri-
padné: ,Pro stromy nevidis les!* Poslouchali jste nékdy oblibenou
pisnicku znovu a znovu, abyste rozlisili jeji slova? V obou situacich
se zabyvame slozitym konstruktem pojmenovanym percepce — vni-
mani — a dale mnozinou procesti, jejichz prostrednictvim pocitky,
jejichz zdrojem jsou podnéty z prostredi, poznavame, organizujeme
a dodavame jim smysl. Do ramce percepce spada rada psychologic-
kych jevi. ,Jak tedy vysvétlit intenzitu podnétu? Jediny logicky
vyklad je riznou citlivosti vnimajiciho. Citlivost vnimajiciho je dana
jinou dusevni kvalitou, nez je vnimani, kvalitou, kterou nazveme ci-
tem. Stav, ktery tato kvalita jako dusevni vlastnost vyvolava, na-
zveme stavem citéni. Tak dojdeme k poznani, Ze pouze ten predmét
se stane podnétem, na ktery podnécovany clovek zareaguje citovym
vzruchem. (Hejny, 1980, s. 166)

Také si uvédomujeme, ze jsme zamkli, protoze neprijemny pocit, ze by dim
zustal nezamceny, nas donutil zamknout dvete s védomim toho, co délame. Uvé-
domime si, ze mame hlad, protoze mame neptijemny pocit hladu. O vnimani
a uvedomeéni si podnétu tedy rozhodne citovd odezva, kterou podnét vyvolava.
Jestlize je tedy nase citéni obracené nékam jinam, ztistane podnét bez citové ode-
zvy a my si ho neuvédomujeme. Tak se bézné stava, ze kdyz se dozvime néjakou
neprijemnou zpravu, ktera zaméstnava nase mysleni a citéni, v tomto stavu citéni
vazaného na jiny dusevni pochod si neuvédomujeme zamknuti dveri, hlad atd.
O skutecnosti, zda podnét podniti proces poznani tim, ze jako podnét vstoupi do
védomi, bude na prvnim misté rozhodovat citovd odezva a teprve potom intenzita
podnétu. Dokonce miizeme fict, ze intenzitu samotného podnétu urcuje citova
odezva. Tak zprava o nestésti, kterou si v klidu prec¢tu v novinach, mé nevzrusi
smyslovym vnimanim, ale citovym vzrusenim.
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Chténi a citéni

Citovd odezva na podnét umoznuje vstup podnétu do védomi a jako citovy stav
zvyraznuje ve stavu védomi, ze se v nasem vnitiku vzbudilo uréité napéti. Citova
odezva a kazdy citovy stav je zaznamem urcitych nepomeéri, urc¢itych nesrovna-
losti, urcitych nezadoucich disproporci. Pocit hladu a védomi hladu nam sdéluje,
ze je v nasem téle funkéni disproporce. Citové stavy se ndm tedy jevi jako stavy
napéeti. Do védomi vstupuji k akci smérujici ¢initelé a vedou k védomi nutnosti
akce, k védomému usili ¢ili chteni. Jde tu o jednu dusevni ¢innost, kterd je for-
mulovana dvojim zptisobem, a to jednak jako citéni a jednak jako chténi.

Citéni je tim cinitelem, ktery ma prenaset podnéty na védomé stavy, ktery ma
signalizovat vyvolanim napéti vyznam a dtlezitost, bezvyznamnost a nehodnost
podnétu. Pro tuto vlastnost musi mit citéni znacnou skalu v intenzité napéti.
Citéni musi od nejslabsich vzrucht az po nejsilnéjsi stavy dusevniho napéti tlu-
mocit nasemu védomi kvalitu a intenzitu podnétu. Citéni miizeme rozdélit na
citéni nelibé a libé. Fyziologie nam potvrdi, Ze radost i bolest ukazuji stavy or-
ganického napéti. Nase nitro je vybaveno velmi dobre registrovanym aparatem
signalniho zarizeni, které je schopno nasemu védomi sdélit jakoukoliv miru libosti
i nelibosti.

Podnéty a citovy odraz

V dusevnim zivoté se podnéty kombinuji. Télesny pocit tirazu, pocit bolesti, mtze
byt provazen smyslovym podnétem: vidim ranu, ohmatavam ji; a soucasné miize
byt doprovazen i vyvolanou predstavou jako podnétem, Ze mé rana muze trvale
poskodit. Citovy odraz bude tim intenzivnéjsi, ¢im intenzivnéjsi a kombinovanéjsi
bude podnét. Pod intenzitou nerozumime ovsem tkaz fyzické sily, ale schopnost
citové vzrusit.

Podnét a citovy odraz ¢i citova odezva po uplynuti doby jejich priibéhu sply-
vaji a muzeme je nazvat citovym podnétem. Citovy podnét muze mit kvalitu
libosti a rtiznou intenzitu. Podle intenzity se budou ridit jeho tuc¢inky na védo-
mou cinnost. Nejsilnéjsi citové podnéty ani hned do védomi nevstupuji a pro
svoji intenzitu ani nemohou vyvolat ve védomi stav chténi. Nastupuje-li jednani,
nastupuje jednani reflexivni. Teprve poklesem intenzity citového podnétu se na-
vaze vazba podnétu s védomou ¢innosti. Napriklad vidim, ze se na mé riti balvan,
ktery mé v sekundé rozdrti. Vyvolanou hrizou znehybnim nebo reflexivné usko-
¢im. Teprve az zeslabi puvodni stav hrizy, za¢nu si uvédomovat, co se stalo.
Teprve tehdy, kdyz citovy podnét ma takovou intenzitu, ktera je primérend nor-
malnimu pochodu celého procesu, nabyva vazba uvédomeéni sviij obvykly chod.
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Vzbuzeni pozornosti

Urcité podnéty se z procesu poznani vyrazuji, protoze nevyvolavaji zadouci ci-
tovou odezvu. Ty pochody, které citovou odezvu vyvolaji a jako citové podnéty
navazuji vazbu s védomym stavem, maji jen tehdy zadouci ispéch, kdyz intenzita
je primérena organismu. Pochody o nejvétsi intenzité a nejmensi intenzité se do
védomi z puvodnich citovych podnétii nedostavaji.

Nasi ulohou je zjistit, jakymi pochody dochazi k poznani a jaké
pochody poznani napliuji. Za jakych okolnosti jsou tyto pochody
nemozné a neuskutecnitelné. Za jakych podminek je cesta k poznani
oteviend a pri jaké zméné podminek jiz je zatarasena. (Hejny, 1980,
s. 170)

Citové podnéty se dostanou do védomi, kde se jejich existence objevi jako
chténi. Toto chténi, které vyjadruje urcity stupen napéti a smétruje k citovému
podnétu, ktery jej zpusobil, jmenujeme pozornosti. Pozornost je tedy védomy
stav chténi smérujici k citovému podnétu, z néhoz vznikl. Pozornost bude trvat
potud, pokud bude trvat citovy podnét, ktery ji zpisobuje. Pozornost bude tak
intenzivni, jak bude intenzivni citovy podnét.

Zavér

Kazdy ucitel si ve své kazdodenni praxi poklada otazku Jak Zaky zaujmout, aby
je probirané ucivo zaujalo, aby se doptdvali a chteli se dozvédét vic? Znalost
zakonitosti poznavani uciteli pomize najit cestu, jak s zaky pracovat. Pomiize mu
najit takovy podnét, na ktery jsou zaci citlivi, a tim vytvori stav napéti , nevim,
chei védeét”. Intenzita podnéti musi byt primérena. Pokud jsou prilis intenzivni,
zéci ,zkoprni“ a v uceni jim to nepomuze (napriklad hnév ucitele, prilisny strach
ze zkouSeni). Pokud jsou podnéty mélo intenzivni, rychle odezni a zaci se vénuji
nécemu jinému (nudny, nezajimavy vyklad ucitele). Kinetickd psychologie dava
také odpoved na otazku Jak je mozné, Ze pod vedenim stejného ucitele nekteri
zaci dosahuji vijbornych vysledki a jini Zdci stejné tridy se nic nenaucili? Neni
to jenom otézka jejich ,nadani“, ale predevsim citlivosti k podnétim. Zak, ktery
rad pocita, protoze s nim od détstvi doma pocita jeho dédecek, je ,zcitlivély*
na podnéty tykajici se matematiky. Ukolem uéitele je prohlubovat u zakd tuto
citlivost na podnéty tim, Ze jim umozni zazit tspéch a pocit radosti z vyresené
ulohy. Kdyz se pak objevi dalsi dloha, vyvola vyzva k vyTeseni u zaka libé pocity
a zak se s chuti pusti do Teseni. O citovém vztahu zaka pisi Milan Hejny a Juraj
Vantuch (1990, s. 21) v publikaci Tedria vyucovania matematiky 2:
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Dobry citovy vztah je dany vnitini motivaci zaka, rozporem mezi
jeho znalostmi a touhou védét vic. Spatny citovy vztah prameni
z natlakové stimulace, tj. z rozporu mezi hrozbou ucitele ¢i rodice
a snahou vyhnout se hrozbé. Deformovana motivace vede k definova-
nému uc¢ebnimu procesu. Zak se nesnazi latku pochopit, ale vyhovét
uciteli. Proto se uchyluje k vymluvam, opisovani, uceni se nazpamét.
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Riesenie uloh zavedenim pomocného prvku

EMiLIA MITKOVA!, MICHAELA VARGOVA?

Vyuzivanie roznych pristupov a stratégii pri rieseni matematickyjch uloh podporuje
porozumenie, flexibilné myslenie a md vyznamné kognitivne aj didaktické prinosy.
Volba vhodnej stratégie rozvija kritické myslenie, tvorivost a riesitelské kompe-
tencie, hoci nie vsetky stratégie si rovnako lahko osvojitelné a ich ucinnost zavisi
od individudlnych moznosti Ziakov. Stratégia zavedenia pomocného prvku je vsak
jednou z najpristupnejsich a v Skolskej matematike aj casto vyuZivanych. Jej pod-
statou je doplnenie objektu, ktory v povodnom zadani nefiguruje, no umozni ziskat
nové informdcie, odhalit skrytu strukturu problému alebo rozloZit zlozZitu situdciu
na jednoduchsie casti. Najcastejsie ide o doplnenie geometrického tutvaru, novej
nezndmej alebo vhodne zvoleného cisla, ktoré spristupni riesenie intuitivnejsim
sposobom. V prispevku ilustrujeme pouZitie uvedenej stratégie na vybranych tlo-
hach z matematickych korespondencnijch semindrov v skolskom roku 2025/2026.

Uvod

Riesenie matematickych tloh predstavuje komplexny proces, ktory presahuje ra-
mec rutinného aplikovania znamych postupov. V skolskom prostredi zohrava vy-
znamnu ulohu rozvoj tvorivého myslenia ziakov, pricom jeho dolezitou sucastou
je vyuzivanie roznych stratégii riesenia problémov. Proces riesenia je pritom dy-
namicky, flexibilny a zvladnutie réznych stratégii umoznuje ziakom tspesnejsie
rieSit matematické aj nematematické problémy.

V didaktike matematiky sa tieto stratégie ¢asto oznacuju ako heuristiky, teda
postupy, ktoré usmernuju riesitela pri hladani riesenia, hoci nezarucuju jeho
okamzité najdenie. Medzi najvyznamnejsich autorov v tejto oblasti patri George
Pélya (1957), ktory formuloval zadkladné principy heuristického pristupu k riese-
niu problémov a zdoraznil vyznam aktivneho objavovania a transformacie tlohy
pocas rieSenia. Jednou z nich je zavedenie pomocného prvku, ktoré spociva v do-
plneni ulohy o vhodne zvoleny objekt. Tento krok ¢asto umoznuje odhalit skryté
vztahy, zjednodusif Struktdru problému alebo vytvorit podmienky na aplikaciu
znamych matematickych poznatkov. Zavedenie pomocného prvku tak nepredsta-
vuje iba technickd dpravu riesenia, ale zasadny transformacny zasah do repre-
zentacie problému. Ako ukazuji vyskumy v didaktike matematiky, systematické
rozvijanie heuristickych stratégii moze vyznamne podporit nielen uspesnost zia-
kov pri rieseni netrividlnych tloh, ale aj ich schopnost tvorivého matematického

! Univerzita Komenského, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky; emilia.mitkova@fmph.uniba.sk
2 Univerzita Komenského, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky; michaela.vargova@fmph.uniba.sk
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myslenia a pozitivny vztah k problémovym situdciam (Schoenfeld, 1985; Silver,
1997; Eisenmann et al., 2014; 2015). Cielom tohto ¢lanku je ilustrovat rieSenia
vybranych tloh z matematickych koreSpondenc¢nych seminarov so zameranim na
vyuzitie stratégie zavedenia pomocného prvku.

V tomto ¢lanku uvadzame alternativne riesenie zalozené na zavedeni pomoc-
né¢ho prvku.

Vybrané tulohy

Uloha 1 (MATIK, 39. rocnik, zimng semester, 2. séria)

Riso Siel cez les v tvare konvexného stvoruholnika ABC'D po cesticke AC,
rozpolujucej cesticku spajajicu stredy stran AB a C'D. Dokazte, ze cesticka AC
deli les na dve casti s rovnakou rozlohou.

Poznamka. Konvexny stvoruholnik je Stvoruholnik, ktorého vsetky vnitorné
uhly maju velkost mensiu ako 180°.

Uloha spolu so vzorovym rieSenim je dostupna v archive semindra MATIK
(39. ro¢nik, zimny semester, 2. séria).

Alternativne riesenie:

Podla zadania mame dokazat, ze uhlopriecka AC' rozdeluje konvexny stvoru-
holnik ABC' D na trojuholniky AC'B a ACD s rovnakym obsahom. KedZze tieto
trojuholniky maju spolo¢nu stranu AC, staci ukazat, ze ich vysky na tito stranu
st zhodné.

A E B A E -

Obrazok 1 a: Riesenie tlohy 1 Obrazok 1 b: Riesenie tlohy 1

Stred strany AB ozna¢me F a stred strany C'D ozna¢me F'. Priesec¢nik pria-
mok AC' a E'F oznatme M. Zo zadania vyplyva, ze |[EM| = |FM|. Z bodov E
a F vedme kolmice na priamku AC' a ich paty oznacme G a H. V pravouhlych
trojuholnikoch MGE a MHF (obr. la) plati, ze |EM| = |FM| a uhly ZGMEFE
a ZHMF su vrcholové. Trojuholniky MGFE a M HF' su teda zhodné podla vety
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usu, z Coho vyplyva, ze |EG| = |FH|. Usecky EG a FH, ktoré st kolmé na
uhlopriecku AC, majt teda rovnakd dlzku.

Na zaklade tejto informéacie uz jednoducho zistime, v akom vztahu sa vysky
trojuholnikov AC'B a AC'D na stranu AC. V trojuholniku AC'D oznac¢me J pétu
vysky na stranu AC (obr. 1b). Pravouhlé trojuholniky HCF, JCD st podobné
podla vety wuu, pricom |C'D| = 2|CF|. Odtial vyplyva, ze |DJ| = 2|FH|. Po-
dobne, v trojuholniku AC'B oznacme I patu vysky na stranu AC' (obr. 1 b). Pra-
vouhlé trojuholniky GAE, IAB st podobné podla vety wu, pricom |BI| = 2|EG]|.
Kedze sme zistili, ze |FH| = |EG|, tak aj |DJ| = |BI|. Vysky trojuholnikov
ACB a AC'D na spoloc¢nu stranu AC' st zhodné, takze aj ich obsahy st zhodné.

Za pomocny prvok v uvedenom rieseni povazujeme zavedenie kolmic z bodov
E a F na priamku AC'. Tento krok predstavuje klicovy heuristicky zasah, kedze
umoznuje transformovat pévodny problém porovnania obsahov trojuholnikov na
porovnanie dlzok ich vySok na spolo¢ni zdkladiiu AC. Zavedenim tychto kolmic
ziskavame pravouhlé trojuholniky MGFE a M H F'. Prave v nich je mozné efektivne
vyuzit dand podmienku |EM| = |F M| a spolu s vlastnostou vrcholovych uhlov
odvodit ich zhodnost. T4 nasledne vedie k rovnosti tseciek |EG| = |F H|, z ktorej
je mozné vyuzitim podobnosti vhodnych trojuholnikov vyvodit rovnost vysok na
stranu AC' trojuholnikov AC'B a ACD.

Pomocny prvok v tomto pripade zohrava transformacni tlohu, kedze umoz-
nuje prechod od konfiguracie, v ktorej dané vztahy nie st priamo vyuzitelné, k si-
tudcii, v ktorej mozno efektivne aplikovat znadme geometrické pojmy a vlastnosti
(najmé zhodnost a podobnost trojuholnikov ¢i vlastnosti vysok). Z didaktického
hladiska ide o reprezentativny priklad zavedenia pomocného prvku, ktory neplni
iba doplnkov ilustrativnu funkciu, ale zasadne modifikuje struktiru problému
a spristupnuje jeho riesenie.

Uloha 2 (Riesky, 28. rocnik, zimnd séria, 1. kolo)

Mape dominuje trojuholnik ABC' taky, ze |Z/BAC| = 60°. Na straniach BC,
C'A a AB lezia postupne body M, N, K tak, ze |BK| = |KM|=|MN| = |NC|.
Navyse plati, ze 2|AK| = |AN|. Zistite velkosti uhlov ZABC a ZACB.

Zadanie ulohy aj jej oficidlne vzorové riesenie su dostupné v archive seminara
Riesky (28. ro¢nik, zimnd séria, 1. kolo).

Alternativne riesenie:

Na strany BC, CA a AB trojuholnika ABC umiestnime postupne body M,
N, K tak, aby platila podmienka |BK| = |KM| = |MN| = |NC| (obr. 2). Vel-
kosti vnutornych uhlov ZABC a ZACB trojuholnika ABC' ozna¢me |ZABC| =
= [ a |LBCA| =~.

Kedze |BK| = |[KM| a |[MN| = |[NC|, trojuholniky BMK a MCN st rov-
noramenné. Zo zadania dalej vyplyva, ze |[KM| = |M N|, takze aj trojuholnik
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Obrazok 2: Riesenie ulohy 2

NKM je rovnoramenny. Oznacme velkosti jeho uhlov pri zdkladni |[ZKNM| =
= |[/NKM| = w. Zo vztahu pre sicet vnutornych uhlov trojuholnika ABC' teda

60° + 5 + v = 180°,

dostavame, ze |ZKMN| = 60°. Odtial vyplyva, ze aj zvysné uhly rovnoramen-
ného trojuholnika NKM maju velkost 60°, teda w = 60°.

Ozna¢me |AK| = a. Zo zadania potom |[AN| = 2a. Kedze strany AK a AN
zvieraju uhol s velkostou 60°, tak trojuholnik AKN mozno interpretovat ako
,polovicu z rovnostranného trojuholnika®, z ¢oho vyplyva, ze tisecka KN je kolma
na AB.

K rovnakému zaveru moézeme dospiet aj nasledujicim sposobom. Oznac¢me
X stred usecky AN. Potom |AK| = a = |AX]|, takze trojuholnik KXA je rov-
noramenny. Kedze |[Z/KAX| = 60°, vsetky jeho vnitorné uhly maju velkost 60°,
a teda trojuholnik KXA je teda rovnostranny. Z toho vyplyva, ze |[ZX K N| = 30°.
Odtial dostavame

|/BKM|=90° —w = 30°.

Nasledne 180° — 30°
p=|LABC| = — = 75°,
a napriklad z rovnosti 60° 4 8 4 v = 180° urcime v = 45°.

Za pomocny prvok v danom rieSeni povazujeme zavedenie bodu X ako stredu
usecky AN. Tento krok predstavuje klucovy heuristicky zasah, kedze umoznuje
reinterpretovat trojuholnik AK N prostrednictvom trojuholnika KX A, v kto-
rom plati |AK| = |AX|. Zavedenie bodu X tak spristupnuje nové vztahy medzi
uhlami (najmé |/ X KN| = 30°), ktoré by bez tohto pomocného prvku nemuseli
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byt priamo zrejmé. Pomocny prvok teda umoznuje prechod k takej reprezentacii
problému, v ktorej mozno efektivne vyuzit vlastnosti rovnostranného trojuhol-
nika. Tym sa spristupni dalsi postup vedtci k uréeniu uhlov trojuholnika ABC.

Uloha 3 (SEZAM, 39. rocnik, 2. zimnd séria)
Sestuholnikovd podlaha skladu pozostavala

z0 Styroch &asti — dvoch obdlznikov a dvoch pra- 12 m?2 N
vouhlych trojuholnikov. V troch ¢astiach bola 8m?

na podlahe velkymi ¢islicami napisana ich plo- =~/

cha. Stvrtd cast vSak bola zasypand zemiakmi 15 m? ?

a Cislo sa nedalo precitat. D4 sa napriek tomu B

zistit, aka velka bola plocha stvrtej casti?
Zadanie tlohy a jej vzorové riesenie si dostupné na stranke seminara Sezam
(skolsky rok 2025/26, zimna cast, 2. séria).

Alternativne riesenie: )
Dopliime si zadany Sestuholnik do obdlznika (obr. 3).

b 12 m*
>
8m~

15m?

Obrazok 3: Riesenie ulohy 3

Pravouhly trojuholnik s obsahom 8 m? predstavuje polovicu obdlZnika s ob-
sahom 16 m2. Tento novy ziskany obdlznik m4 s obdlZnikom s obsahom 12 m?
spolo¢nu stranu b. KedZze ich obsahy st v pomere 16 : 12 =4 : 3, v pomere 4 : 3
musia byt aj ich strany a, ¢. Pre obdlznik s obsahom 15m? a obdlZnik ziskany
ako dvojnasobok hladanej plochy S (maji spolocni stranu d) potom vyplyva, Ze
ich obsahy budt tiez v pomere 4 : 3. Odtial dostdvame 2S5 = 11,25m? a hladans
plocha S = 5,625 m?.

Pomocnym prvkom pri rieseni tejto tlohy bola vlastne ,na mieru Sita“ sief,
ktord ndm umoznila efektivne uvazovat o vzajomnych vztahoch obsahov obdlz-
nikov. Z didaktického hladiska tento pomocnyg prvok (siet) umoznil vyriesit tlohu
bez nutnosti formalizacie do tvaru rovnice.
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Zaver

Analyza vybranych tloh z matematickych korespondencénych seminarov pouka-
zuje na to, ze stratégia zavedenia pomocného prvku predstavuje efektivny nastro]
pri rieseni geometrickych problémov. V prezentovanych rieseniach zohraval po-
mocny prvok klic¢ova tlohu najma tym, ze umoznil transformovat pévodnu tlohu
do takej podoby, v ktorej bolo mozné aplikovat zname geometrické vlastnosti
a vztahy.

Matematické korespondencéné seminare castokrat ponukaju ziakom podnetné
ulohy presahujtce rutinné aplikovanie znamych postupov. Prave hladanie vhod-
nej stratégie je vyzvou, ktora mnohych riesitelov laka.

V prispevku sme ilustrovali stratégiu zavedenia pomocného prvku na troch
ulohach z matematickych korespondencénych seminarov na Slovensku, ktoré pri
hodnoteni zohladnuju nielen spravnost vysledku, ale aj zdévodnenie spravnosti
a uplnosti rieSenia. Doplnme, Ze okrem spominanych koreSpondencnych seminé-
rov MATIK, RIESKY a SEZAM, st pre druhy stupen ZS (a prislusné triedy OG)
takymi aj koreSpondenéné semindre MALYNAR, PIKOMAT a SEZAMKO. Pre
stredoskoldkov st zas urcené seminare KMS a STROM.
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Datova gramotnost v pripravé ucitel:

Porozumeéni aritmetickému primeéru optikou
teorie APOS

EVELYN MUSILOVA!, BARBORA LANKOVA?, MIROSLAVA JANECKOVA?

Prispévek reaguje na rostouci duraz na datovou gramotnost v revidovaném RVP
ZV. Cilem je prezentovat vysledky vijzkumné sondy zameérené na konceptudlni po-
rozuménd aritmetickému priméru u studenti ucitelstvi pro 1. stupen ZS. Teoretic-
kym rdmcem je konstruktivistickd teorie APOS (Action-Process-Object-Schema,).
Vijzkum vyuzZiva smiseny design; data byla ziskdna prostrednictvim didaktického
testu adaptujiciho ilohy ze zahranicnich studii (Jacobbe, 2011; Mathews & Clark,
2007) a naslednych polostrukturovangch rozhovori. Cilem bylo detailné analyzo-
vat myslenkové procesy studenti a identifikovat, do jaké faze mentdlni konstrukce
konceptu (dle hierarchie APOS) se jim podarilo dospét. Analjza dat indikuje dis-
krepanci mezi algoritmickou jistotou a schopnosti aplikovat primér v argumen-
tacnich ulohdach. Prispevek predstavuje typologit studentskych miskoncepci a na
zakladé kvalitativni analyzy nabizi didaktickda doporuceni pro pregradudlni pri-
Pravy.

Uvod a kurikularni kontext

S prichodem ,, velké revize“ Ramcového vzdélavaciho programu pro zakladni vzdé-
lavani (RVP ZV) dochazi k zdsadnimu posunu v pojeti matematického vzdéla-
vani. Navrh revize v souladu s globalnimi trendy vyclenuje ,, Statistiku a prav-
dépodobnost® jako samostatny tematicky celek, coz s sebou prinasi zcela nové
naroky na to, co budeme chtit po zacich (a nedej boze i po ucitelich). Klicovym
pozadavkem jiz totiz neni pouze schopnost data sbirat a mechanicky zpracovavat,
ale predevsim je interpretovat, vyhodnocovat a argumentovat na jejich zakladé

(NPI, 2025).

Teoreticky ramec: Teorie APOS

Pro analyzu myslenkovych procestu studenti jsme zvolili teorii APOS (Dubin-
sky & McDonald, 2001), kterd popisuje vyvoj matematického konceptu v mysli
jedince skrze ¢tyti stadia:

! Univerzita J. E. Purkyné, Pedagogickd fakulta; evelyn.musilova@ftvs.cuni.cz
2 Univerzita J. E. Purkyné, Pedagogicka fakulta; barbora.lankova@ujep.cz
3 Univerzita J. E. Purkyné, Pedagogickd fakulta; miroslava.janeckova@ujep.cz
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o Akce (Action): Student potifebuje externi podnét (vzorec) a provadi ope-
raci krok za krokem (napft. secte konkrétni cisla a vydéli je).
e Proces (Process): Akce je zvnitinéna (interiorizovand). Student dokaze
o operaci premyslet jako o celku, dokaze proces v mysli obratit, ale stale
prumeér vnima jako ,,déj®
« Objekt (Object): Klicova faze, kdy dochézi k tzv. enkapsulaci (zabaleni).
Student je schopen na proces nahlizet jako na statickou entitu, se kterou
miize dile manipulovat (napf. transformovat ji), aniz by musel provadét
vypocet.
e Schéma (Schema): Koherentni sit propojenych akci, procesi a objekt
(napt. vztah praméru k medidnu ¢i rozptylu).
V kontextu aritmetického priameéru je kritickym momentem prechod do faze
Objekt. Ten se projevuje schopnosti vyuzivat vlastnosti pruméru (napf. linearitu:
Tnew = Tolg + €) bez nutnosti rekonstruovat puvodni data.

Metodologie

Vyzkum byl koncipovan jako smiseny design s dominanci kvalitativni slozky.
Vyzkumny vzorek tvofilo 22 studentek uditelstvi pro 1. stupen ZS. Sbér dat
probihal ve dvou fazich:
o Didakticky test: Obsahoval tlohy adaptované z vyzkumi Mathewse
a Clarka (2007) a Jacobbeho (2011). Ulohy byly koncipovany tak, aby
diagnostikovaly ruzné faze APOS (od prostého vypoctu po konceptudlni
usudek).
o Task-based interviews: Se tfemi studentkami byly realizovany hloub-
kové rozhovory nad resenymi tlohami, které umoznily detailni analyzu
jejich argumentace.

Vysledky a diskuse

Analyza dat odhalila vyraznou diskrepanci mezi proceduralni a konceptudlni zna-
losti.

Jak ukazuje obrazek 1, v tloze vyzadujici vypocet (faze Akce/Proces) dosdhly
prumeéru. Zlom vsak nastal v tloze 4, kterd testovala vlastnost linearity (pokud se
kazda hodnota zvysi o 2, pramér se zvysi o 2). Zde uspélo pouze 18 % studentek
(4 z 22). Ostatni studentky bud chybovaly, nebo se pokousely prumeér slozité
prepocitavat, coz indikuje absenci enkapsulace do faze Objekt.

Zajimavym (a pro mé z osobniho hlediska pomérné bolestnym) zjisténim bylo,
ze absolvovani vysokoskolského kurzu statistiky nemélo na tento vysledek vliv.
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Hiavni vysledky: Algoritmicka jistota vs. Konceptualni propast

100 %
(22/22)

82%
(18/22)

Uspésnost (%)

Uloha 1 Uloha 3
(Vypocet) (vazeny pramér)

Obrazek 1: Hlavni vysledky

Malem se nabizi otazka, kdo je tu metodologii a statistiku na fakulté vlastné
uéi (k ¢emuz se prvni autorka tohoto textu v zachvatu hluboké pedagogické
sebereflexe radéji rovnou priznava). Z 15 studentek, které kurz absolvovaly, jich
12 (80 %) v konceptudlni tloze selhalo. To potvrzuje zavéry zahrani¢nich studif
(napr. Kula et al., 2024), ze tradi¢ni vyuka cCasto posiluje pouze proceduralni
dovednosti.

Paradox sebediivéry

Analyza dotaznikového Setieni ukédzala zajimavy psychologicky fenomén. Stu-
dentky vykazovaly vysokou sebeduvéru (self-efficacy) v oblasti vypocti (prameér
4,6 z 6), ale vyrazné nizsi v oblasti vysvétlovani a hledani chyb (3,6). Paradoxné
studentky, které v testu selhaly (faze Process), mély vyssi prumérnou sebedivéru
nez ty, které prokazaly hlubsi, konceptualni porozuméni. To naznacuje pritom-
nost Dunning-Krugerova efektu — povrchni znalost algoritmu dava falesny pocit
kompetence.

Kvalitativni analyza: Pripadové studie

Pro ilustraci myslenkovych procestt uvadime dva typické zastupce jednotlivych
skupin.

Pripad Algoritmicka jistota

Studentka gymnéazia s vysokou sebediivérou spravné vytesila vsechny vypocetni
tlohy. V tloze na vlastnost pruméru (zvyseni o konstantu) vSak nevyuzila kon-
ceptualni zkratku, ale provedla kompletni rekonstrukci souctu a novy vypocet.
Ackoliv dosla ke spravnému vysledku, jeji postup (180 -5 = 900; 900 + 10 = 910;
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Sebeduvéra budoucich ucitell (Self-efficacy)

Primérna sebedtivéra (Skala 1-6)

A Vypocet B: Vysvétleni C: Odhaleni chyby
(Proceduralni) (Konceptuaini) (Kriticke mysleni)

Obrazek 2: Paradox sebedtvery

910 : 5 = 182) vykazuje zavislost na procesu. V tloze zamérené na vysvétleni
pojmu (PCK) navic definovala pramér jako ,nejcastéjsi znamku*, ¢imz se dopus-
tila zdmény prameéru za modus.

Pripad Idealni porozumeéni

Tato studentka prokazala dosazeni faze Objekt az Schéma. V tloze na linearitu
nepocitala, ale uvedla: ,,Kdyz se vyska zvysi vSem stejné, zvysi se stejné i prumeér.”
Tuto algebraickou vlastnost dokazala propojit i s vizualni reprezentaci v grafu
a s pedagogickym modelem pro zaky (,spravedlivé déleni®).

Pedagogické uchopeni obsahu (PCK)

Pozitivnim zjisténim je, ze pfi vysvétlovani pojmu fiktivnimu zakovi 15 z 22
studentek intuitivné pouzilo model ,férového déleni“ (leveling out), napiiklad
formou prerozdélovani bonbont.

Tento model je didakticky velmi cenny, protoze vede primo k pochopeni pri-
meéru jako reprezentativni hodnoty, nikoliv jen jako vysledku vypoctu.

Zavér a implikace pro vzdélavani

Vyzkum ukézal, Ze budouci ucitelé na 1. stupni ZS jsou velmi zdatni v algorit-
mickych operacich, ale ¢asto postradaji hlubsi konceptudalni porozuméni aritme-
tickému pruméru (faze Objekt v teorii APOS). Aby mohli naplnit pozadavky
revidovaného RVP ZV a rozvijet u zakl skuteé¢nou datovou gramotnost, je nutné
v pregradualni pripraveé:
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Uloha 5: Vizualni odhad priméru v grafu Uloha é: Jak vysvétlujeme pramér zakim?
(Intuice vs. Presnost) (Pedagogicke uchopeni - PCK)

4
(18.2 %)

0
Sprévné: Chyba: Chyba: Stied Férové Ostatni Chybgjici Miskoncepce
Tezisté Vizualni osy (VIS- déleni modely odpoved
(VIS-BAL) nepresnost MID) (Leveling (Algoritmus,
(VIS-ERR) Out Modus...)

Obrazek 3: PCK

o Omezit dril vypocti a zaradit lohy zamérené na vlastnosti priméru bez
¢isel.

vvvvvv

o Stavét na jejich intuitivnim PCK — ukazat studentim, ze model ,,férového
déleni®, ktery sami navrhuji pro déti, je klicem k pochopeni vlastnosti,
které jim samotnym délaji potize.

Podékovani
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Vizualni reprezentace jako nastroj pro podporu
reseni matematickych ucebnich uloh
v ucebnicich 1. stupné zakladni skoly

MARIE PAVELKOVA! JANA VASIKOVAZ ALENA KOLACKOVA®

Predkladany prispévek se zabyvd vyznamem vizudlnich reprezentaci v ucebnicich
matematiky 1. stupné ZS. Zaméruje se na to, jaké postaveni maji konkrétni do-
provodné vizudlie u matematickiych ucebnich tuloh pri porozumeéni abstraktnim
pojmum a jak mohou podporit zapamatovdni a rozvoj Zakovského muysleni. Stu-
die analyzuje vizudlie ve vybranych ucebnicich pro 2. rocnik zdkladni skoly. Vy-
chdzi z klasifikace Normanové (2010), kterd ve svém vyzkumu zkoumala také Ziky
2. rocniku zakladni skoly a sledovala, jaké myslenkové procesy vyvoldvaji obrazky,
diagramy a dalsi vizudlni proky a jak tyto procesy souviseji s porozumeénim do-
provodnému textu. Cilem prispevku je analyzovat funkce vizudlnich prostredki
vyuzivanych v ucebnich ulohdach matematiky pro 2. rocnik zdkladni Skoly v kon-
krétnim ucivu scitani a odcitani do 20 s prechodem pres zdklad 10.

Teoreticky ramec

V soucasnych ucebnicich matematiky pro 1. stupen zakladni skoly zaujimaji vi-
zualni reprezentace matematického uciva vyznamné misto. Jsme toho nazoru,
stejné jako napt. Hejny a Kufina (2009) ¢i Presmegrova (2006), Ze doprovodné
vizualni reprezentace jsou pro srozumitelné vzdélavani zaki velmi dulezité. Pro-
pojuji konkrétni vzdélavaci obsah s jeho realnym vyuzitim v zivoté a oteviraji
vztahy mezi jednotlivymi oblastmi lidské ¢innosti. Nabizi se proto otazka, jak
konkrétni vizualie v ucebnicich prispivaji k poznavani zakl a jak se vizualni re-
prezentace v ucebnicich matematiky podileji na ,tvorbé matematiky“ v mysli
kazdého zaka.

Poznatky totiz vznikaji v mysli poznavajiciho jedince a jsou individualnimi
konstrukty (Hejny & Kufina, 2009, 194; Lerman, 2014; Kufina, 2016; Quintero
& Rosario, 2016). Pokud tedy ocekavame, ze poznani je u vsech lidi vytvareno
stejnym zpltisobem, mylime se. Vyzkumy ukazuji, Zze nékteré ucebnice jsou pro
méné uspésné zaky casto obtizné a nesrozumitelné (Knecht & Najvarové, 2008).
Verschaffel (2020) dokonce zduraznuje, ze méné zdatni zaci selhavaji spise v po-
rozumeéni matematickému textu nez ve vlastnim vypoctu.

! Univerzita Tomage Bati ve Zliné, Fakulta humanitnich studif; mpavelkova@utb.cz
2 Univerzita Tomése Bati ve Zling, Fakulta humanitnich studif; jvasikovaQutb.cz
3 Zakladni $kola, Brno, Muténicka 23, pfispévkova organizace; kaf.a@seznam.cz
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Prestoze vizualni reprezentace tvori nedilnou soucast u¢ebnic matematiky, je-
jich funkce a vyznamy ve vztahu k matematickému obsahu ztstavaji casto nehod-
noceny a nebyvaji podrobovany hlubsi obsahové analyze (Prucha, 1998; Spousta,
2007). Tito autori zaroven poukazuji na skutecnost, ze ani ucitelé vizudlni repre-
zentace v ucebnicich casto kriticky nehodnoti. Jinymi slovy, nabidneme-li zaktim
obraz, schéma ¢i model spolu s matematickym pojmem, nemélo by jit pouze
o zatraktivnéni vyuky. Zasadni by vzdy méla byt podpora smysluplného mate-
matického mysleni, nikoli jen mechanické pocitani podle nauc¢eného postupu.

Presmegrova (2006) v této souvislosti uvadi, ze ,kdyz clovek skrze vidény ob-
raz vytvari prostorové usporadani, existuje v jeho mysli vizualni obraz, ktery toto
vytvareni ridi“. Vizualizace v matematice tak zahrnuje procesy, na jejichz zakladeé
je mozné vytvaret a transformovat vizualni predstavy. Pro transformaci vizual-
nich a mentalnich obrazi, stejné jako pojmu prostorové povahy, které mohou byt
soucasti matematickych tloh, je nezbytné vhodné volit vzdélavaci prostredky, ji-
miz jsou v nasem pripadé vizualni reprezentace. Podle Blazkové (2013) by mély
vizualni reprezentace v matematice znazornovat modely ¢isel, poskytovat o dané
situaci vice informaci nez pouhé slovni ¢i ¢iselné vyjadreni, pricemz autorka zdui-
raznuje, ze ,vizualie jsou za tisic slov®

V nizsich rocnicich zakladni skoly se setkdvame s vizualiemi v podobé kreseb,
obrazovych rekonstrukci dynamickych slovnich tloh, plant krychlovych staveb,
ale také s fotografiemi, které prezentuji autentické situace ze zivota zaku. Jejich
cilem by mélo byt péstovani matematické kultury a schopnosti vidét koreny ma-
tematiky v realité, at uz v prirodé ¢i ve spolec¢nosti, porozumeét svétu matematic-
kych pojmi a kultivované je aplikovat pri Feseni nejruznéjsich problému (Kufina,
2011). Dostalova a Robinson (2018) rozlisuji matematické texty na kontrolni, al-
goritmické, algebraické (symbolické) a vizualni a upozornuji, ze kazdy z téchto
typt plni odlisnou funkci a vyzaduje rozdilny zptsob prace. Tato skute¢nost ote-
vira otazku, jaké funkce vizualni reprezentace v ucebnicich matematiky plni a do
jaké miry jsou jejich podoba a vyuziti icelné a vécné provazany s matematickym
obsahem.

Vzhledem k tomu, Ze se soustfedime na funkci vizualnich reprezentaci v uceb-
nicich matematiky 1. stupné zakladni skoly a mame presné vymezeny rozsah ana-
lyzovaného uciva, opirdme se o funkce vizualii definované Normanovou (2010).
Konkrétné se jedna o funkce dekorativni, reprezentacni, organizacni, interpre-
tacni a transformacni. Autorka tyto funkce popisuje ve vztahu k roli, kterou
vizualie hraji vicéi doprovodnému textu. Ve svém hloubkovém kvalitativnim vy-
zkumu se Normanova zamérila na sledovani ¢tenarskych procesi v souvislosti
s informac¢nim textem a doprovodnymi vizudliemi u zak 2. roéniku zakladni
skoly (priblizné 7-8 let). Z tohoto diavodu povazujeme jeji klasifikaci za vhodné
vychodisko pro nas vyzkum v oblasti didaktiky matematiky. Cile predvyzkumné
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sondy je tedy nahlédnout do ucebnice matematiky 2. ro¢niku zédkladni skoly a po-
ukazat na vizualie, ve kterych je podle nas mozné najit jejich konkrétni funkci
podle klasifikace od Normanové (2010).

Zkoumany soubor

Zkoumanym souborem jsou ucebnice aktualné pouzivané uciteli 1. stupné za-
kladni skoly ve vyuce matematiky v Ceské republice a schvalené dolozku MSMT.
Pro predvyzkumnou sondu jsme zvolili vybrané z nich.

Strategie zpracovani dat

V prislusném zkoumaném souboru, tedy v konkrétnich vybranych uc¢ebnicich, byl
identifikovan rozsah stran, které se vénuji vybranému ucivu. Vybrano bylo s¢i-
tani a od¢itani do dvaceti s prechodem pres zaklad deset. Cilené jsme se zamérili
na toto ucivo, protoze nazorné zobrazeni konkrétniho matematického problému
miize napomoci porozumeét matematickym operacim, pti nichz je nutné prekrocit
desitkovou hranici. Typickym znakem téchto operaci je prace s rozkladem cisel
vzhledem k desitce. Z kazdé analyzované ucebnice jsme vybrali doprovodné vi-
zualie, které reprezentuji vybranou funkci dle Normanové (2010) a spadaji do
konkrétniho matematického uciva. Takto jsme se pokusili analyzovat konkrétni
vizualie v matematice.

Vysledky predvyzkumné sondy a jejich interpretace

V této casti jsou predstaveny vybrané vizualni reprezentace identifikované v ana-
lyzovanych ucebnicich matematiky pro 2. roénik zakladni skoly, a to ve vztahu
k vysSe uvedenym funkcim vizudlnich reprezentaci dle Normanové (2010).

Dekorativni funkce vizualie

Dekorativni vizualie slouzi primarné k estetickému zprijemnéni uc¢ebnice. Spousta
(2010) uvadi, ze jejich funkci je uéinit text vizualné pritazlivéjsim, pficemz nejsou
klicové pro pochopeni uciva. Jejich hlavnim cilem je zvysit atraktivitu, motivaci
a subjektivni pf{jemnost pii praci s textem. Casto se jednd o obrazky bez piimé
vazby na matematicky obsah, pripadné pouze s velmi volnym propojenim. Typic-
kymi priklady jsou ilustrac¢ni obrazky bez didaktické funkce ¢i ,,ozdobné“ grafické
prvky.

Na druhé strané Mayer (2014) upozornuje, ze dekorativni, k uc¢ivu nerele-
vantni obrazky v ucebnicich a vyukovych materidlech mohou zhorsovat poro-
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zuméni a uceni, nebot odvadéji pozornost zakt a zvysuji jejich kognitivni za-
téz. Z tohoto pohledu mohou dekorativni vizualie ptisobit kontraproduktivné,
zejména pokud zak ocekava jejich vazbu na feSeni ucebni tlohy.

l ! ;’i'eéura vyfc§@

Na hfisti si hrélo 12 dévéat a 7 chlapci. Kolik celkem déti bylo na hfisti?

dévat:

chlaped:

vypocet:

Obrazek 1: Dolezalova, A. B., Novotny, M., & Novak, F. (2023). Matyskova
matematika: Ucebnice pro 2. ro¢nik zakladni skoly vytvorena v souladu s RVP
ZV: 4. dil

Scitani do 20 s prfechodem pres desitku.

k ——e - -
| Pomiicky: Barevna félie, procvit. sesit €. 1, str. 21,

\1 I Na farmé maji 9 r
5l velkych a 8 malych
prasétek {
Kolik prasatek chovaji ! % A
na farmé celkem? ) > ,ET

v
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< h{“vq’f g
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Jak na to? )+ 8=177
[e]e[e[e[e[e]e[e]e[e[e[e[e[e]0[e[e] |
)+ 1]+ 7=[j0l+7=17

Obrazek 2: Potickova, J. (2012). Matematika pro 2. roénik ZS, 1. dil. Studio
1+1

Dekorativni funkci vizudlie v nasem pojeti chapeme jako ,,ozdobu* vztahujici
se k ucebni uloze, avsak v nékterych pripadech jako dekoraci potencialné , ma-
touci“ (viz obr. 1 a 2). Nedostatkem téchto vizualii je skutecnost, ze nezachycuji
logicky sled myslenek vedoucich k feSeni tlohy. Domnivame se, ze pokud je vizué-
lie v uc¢ebnici uvedena jako doprovod ucebni tlohy, zak prirozené predpoklada, ze
bude obsahovat matematicky relevantni informace napomahajici k jejimu reseni.

Obrazek 3: Molnar, J., & Mikulenkova, H. (2023). Matematika a jeji aplikace
2 — 1. dil. Prodos

Také obrazek 3 plni dekorativni funkci, avsak jeho interpretace vyzaduje zo-
hlednéni zakovskych zkusenosti. Ucel vizudlnich reprezentaci by mél respektovat
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vyvojové moznosti zakl 1. stupné zakladni skoly. Pro toto obdobi je vyznamné
propojovani vidéného obrazu s charakteristickym zpiisobem zdkovského mysleni.
Konstruktivistické teorie zduraznuji potfebu zasazeni nové myslenky do vlast-
niho mentalniho schématu zaka. Jinymi slovy lze fici, ze obraz ¢ini myslenku
pro zdka viditelnou“ (Kufina, 2016; Kvasz, 2016). Obrazovy material tak muze
v tomto véku fungovat jako nadhrada chybéjici zkusenosti a napomahat zacle-
néni abstraktniho poznatku do obrazového vnimani. V analyzované ucebni tloze
(obr. 3) se vsak jedna o pojem sazenice, jehoz vyznam zéci Casto neznaji. Selhani
pri TeSeni tlohy tak neni zplisobeno samotnou matematickou naroc¢nosti, ale ne-
porozuménim pouzitému pojmu, ktery vizualni reprezentace nedokaze dostatecné
objasnit.

Reprezentacni funkce

Vizualni reprezentace zde slouzi jako presné zobrazeni objektu, jevu ¢i vztahu,
ktery je predmétem uciva. Nahrazuji pfimou zkuSenost s realitou nebo abstra-
hovany matematicky pojem tak, aby byl pro zaky lépe pochopitelny. Podporuji
tvorbu mentalnich modelti a prispivaji ke snizeni kognitivni naroc¢nosti ucebni
ulohy, coz je v souladu s vyzkumy zamérenymi na efektivitu vizualnich pro-
stfedkt ve vzdélavani. Z pohledu kognitivni psychologie Schnotz (2014) hovori
o apercepci jako o procesu porozuméni smyslu konkrétniho obrazu ve vztahu
k doprovodnému tukolu.

[l Ukazuj na &iselné ose a poGitej. [EER

o]
Obrazek 4: Landové, V. (2018). Matematika: S¢itani a od¢itani do 20
s prechodem desitky. Alter

9+4=_
9+5=

9+6=_  9+7=- 9+0-
9+2= 9+3-= 9+9-

Jﬁmi a vyfes dlohu. |
e — —

Petr koupil 8 makovych koldtii a 5 tvarchovych kolagt. Kolik koldtt koupil
dohromady?

makovych ) ‘l,.,—,
tvarohovych R @'

v¥potet

Obrazek 5: Dolezalova, A. B., Novotny, M., & Novak, F. (2023). Matyskova
matematika

Tato podoba vizualnich reprezentaci muze mit v matematice nékolik rovin.
V prvni radé se setkavame s vizualiemi, které reprezentuji informace obsazené
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v ucebni tloze a zasazuji je do smysluplnych vztahi, jak je patrné napriklad na
obréazcich 4 a 5. Strausova (2012) v této souvislosti hovoii o tzv. ,dukazech beze
slov®, tedy o vizualnich reprezentacich, které samy o sobé nesou matematicky
vyznam a umoznuji porozuméni bez nutnosti rozsahlého verbalniho doprovodu.

() Krokuji a vyFelim. - 2
Bl Ghola] E=—=1
BN (o] [0
BTl ool mEebal
ool Eeall

Obrazek 6: Bomerova, E., & Michnova, J. (2019). Matematika 2: Objevuj
matematiku dle prof. Hejného, 1. dil. Fraus

Na obrazku 6 je znadzornéna ciselné osa, ktera propojuje obrazové vidéni s abs-
traktnim matematickym védénim. Jeji vyznam pro uceni matematiky lze inter-
pretovat v nékolika rovinach. Prvni z nich ptredstavuje propojeni symbolického
a nazorného poznani konkrétnich matematickych souvislosti, v tomto pripadé
v pocetnim spoji sc¢itani 9 + 4.

Organizacni funkce

Vizualni reprezentace plnici organizacni funkci napomahaji strukturovani infor-
maci a zlepsuji orientaci zaka v ucivu. Nejcastéji se jedna o barevné nebo tva-
roveé ¢lenénd schémata, ktera znazornuji vztahy a usporadani obsahu konkrétniho
uciva ¢i pojmu. Diky nadzornému vyobrazeni umoznuji zaktim rychleji porozumeét
logice textu a sledovat strukturu reseni ucebni tlohy.

%ﬁﬁ ‘lohu, prohlédni si jejf Fedeni a napis odpoved.

Radim mél 4 koruny a utratil 2 koruny.
Ancka méla 14 korun a utratila 12 korun.

Komu zistalo vice korun?
Radim [ele]%]7]

Anctka  [00O0OG0000] 0022

Zistalo jim stejnt.

Obrazek T7: Dolezalova, A. B., Novotny, M., & Novéak, F. (2023). Matyskova
matematika: Ucebnice pro 2. s. 8

Prikladem organiza¢ni funkce je obrazek 7, na némz je znézornéno schéma
tvorené jednobarevnymi kruhy. Cilem této vizualni reprezentace je podporit po-
rozumeéni vyznamu odcitani, a to nejen jako mechanického vypoctu, ale jako
zmény mnozstvi. Vizudlie umoznuje zakim nazorné porovnat vysledky obou si-
tuaci, nikoli pouze na zakladé ¢iselného zapisu, a zaroven ovérit spravnost resent.
Preskrtnutim krouzkt zak kontroluje, zda provedeny vypocet odpovida realné
situaci znazornéné obrazem.
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Interpretacni funkce

Vizualni reprezentace zde napomahaji objasnéni vyznamu, ktery nemusi byt
z textu samotného zrejmy. Umoznuji zakim interpretovat abstraktni jevy, na-
hlizet na znamé ucivo z nové perspektivy a uvédomovat si hlubsi souvislosti,
¢imz podporuji rozvoj analytického mysleni. Zaroven zdtraznuji vztahy a souvis-
losti, které nejsou v textu explicitné popsany. Do této skupiny patii také vizualie
slouzici k vysvétleni procesu ¢i mechanismu.

Obrazek 8: Cizkova, M. (2019). Matematika pro 2. ro¢nik zédkladni gkoly:
Pracovni ucebnice, 1. dil. SPN. s. 19

Jak je patrné na obrazku 8, dochazi zde k propojeni matematického zapisu,
jeho interpretacniho znézornéni prostrednictvim barevnych symboltl a redlného
nakresu. Toto propojeni je klicové pro pochopeni matematickych vztaht a zaro-
ven umoznuje transformaci matematického problému do realného zivotniho kon-
textu (Kufina, 2016).

Vyresim pavucinu.
1
m
>

Obrazek 9: Bomerova, E., & Michnova, J. (2019). Matematika 2: Objevuj
matematiku dle prof. Hejného, 1. dil. Fraus. s. 6

Také na obrazku 9 lze sledovat, jak vizualni opora v podobé Sipek podporuje
porozumeéni hlubSim matematickym vztahiim, napriklad synchronizaci cervené
zabarvené sipky vedouci od ¢isla 7 (vlevo nahote) k ¢islu 11 (vpravo dole). Pro-
stfednictvim této vizualni reprezentace si zaci vytvareji tzv. relacni obrazové
schéma, které jim umoznuje uchopit vztahy mezi matematickymi objekty na na-
zorné urovni (Dorfler, 1991).

Transformacdni funkce

Tato funkce napoméahé zaktim pretvaret informaci z jedné podoby do druhé, ¢imz
podporuje porozumeéni ucivu a smétruje k rozvoji abstraktniho mysleni. Diky vi-
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zualni reprezentaci dokaze zak prevadét verbalni informaci do matematické po-
doby a naopak. Nejde tedy pouze o samotny vypocet, ale o podporu mysleni
a hlubsi pochopeni uc¢iva v Sirsich matematickych souvislostech. Cilem téchto
vizualnich reprezentaci je umoznit zaktim ,vidét matematiku kolem néas“ a vyu-
zivat aritmetické znalosti pti reseni realnych, véku primérenych matematickych
problémii, jak je patrné na obrazku 10.

Obrazek 10: Rosecka, Z., & Prochazkova, E. (2011). Matematika pro 2. ro¢nik
zakladni skoly, 1. dil: Uc¢ebnice

Pro tuspésné Teseni této ucebni ulohy je nezbytné obrazové vidéni, tedy po-
rozumeéni vztahu mezi vizualni reprezentaci (modely z kostek) a matematickym
zapisem, nikoli pouze mechanické ,spocitani® zadani. Klicovych je zde nékolik
didaktick{ch momentt. Zék musi nejprve rozpoznat, co obraz prezentuje: &er-
vené a modré kostky predstavuji dvé casti, tedy dva scitance, jejichz spojeni do
jednoho celku zdk zaznamena jako vysledek scitani. Nejde pritom o barvy c¢i
krychlové stavby samy o sobé, ale o strukturu mnozstvi, kterou vybrana vizualni
reprezentace pomaha zakovi rozlisit a uchopit.

ZAaveér

Jak uvadéji Carney a Levin (2002), peclivé konstruované ilustrace v textu obecné
zlepsuji vykon zaki v riznych oblastech uceni. V kontextu matematiky si vSak
lze predstavit i situace, kdy aplikace matematického algoritmu, naptiklad sc¢itani
(viz obr. €. 2), zustava pouze na povrchové trovni. Vizudlie, kterd zéka mladsiho
skolniho véku zaujme, by méla v jeho mysli podporovat vytvareni konkrétnich
mentalnich modell zalozenych na porozuméni vzajemnym souvislostem, jez se
vazou k textu ucebni tlohy. Pokud tomu tak neni, stava se vizualni reprezentace
pouhou ozdobou a neplni sviij didakticky tcel.

Na zakladé diléi vyzkumné sondy 1ze shrnout, ze doprovodné vizualie, které
maji pifimy vztah k matematické uc¢ebni tloze a graficky zndzornuji matematicky
obsah, prispivaji ke zvyseni porozumeéni uc¢ivu a zaroven podporuji motivaci zaki.
Pravé na tyto aspekty je v poslednich letech kladen vyrazny diraz, jak ukazuje
i Narodni zprava PISA (2022).
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Zkusenosti s vyuzivanim metody Bar modelling
na prvnim stupni zakladni Skoly

PAVLA POLECHOVA!

Bar modeling (Ban Har, 2011) je specidlni pristup k 1eseni slovnich tiloh, ktery
je nedilnou soucdasti Singapurské matematiky. Pracuje s cislem jako hodnotou
veliciny, v daném pripadé délky, takze at uZ jde o stav ¢i operdtor (Hejny, 2014),
ruzne velké kvantity jsou modelovdny jako hranoly rizngych délek nebo zakreslo-
vany jako rizne dlouhé obdélniky. Bar modelling zdroven umozZnuje propojeni se
sémantizaci cisla jako poctu: velikost hranolu je dana poctem jednotkouvych kostek,
ktery je vidy roven wvelikosti cisla, s nimzZ se pracuje. Singapurskd matematika
je predstavena tézZ v movém ramcovém vzdeldvacim programu, a to v sirsim kon-
textu nez je jen Bar modelling. Netykd se jen druhého stupné a rozhodné stoji za
prostudovani — zde. Kromé toho wvadim link na film nabidnuty ucitelum v ramci
SYPO, kde Antonin Jancarik zminuje Bar modelling v prunich minutdch, ddle
se pak vénuje predstaveni pracovnich listi umoznujicich spontanni volbu gradace
samotnym Zikem (!) — zde.

Reprezentace tilohy prostfednictvim fyzického ¢i zakresleného kvadru/obdélniku
je konceptualni — vidime ho ihned cely, zatimco jakykoli (i jen slovni) zépis je
vzdycky PROCESUALNI: kdyZ ¢tu, nemohu jednim soustfedénym pohledem na
cely text odstavce ¢i stranku zjistit jeho/jeji obsah tak, jako je tomu pti pohledu
na obraz. Tak jako konceptu mtuizeme pritadit obraz, mtzeme procesu priradit
hudbu; list na notovém papire je zaznamem procesu. Zaznam ulohy obrazkem,
pripadné jen jeho nacrtem nejen ukazuje prehledné zadani, ale casto primo nabizi
reSeni a miize poskytnout i jeho kontrolu, je ale potreba umeét zadani zakreslit
a také se umét divat. Autorem uvedeného pristupu, v Singapurské matematice
prejmenovaného na CPA approach (Concrete — Pictorial — Abstract), je Jerome
Bruner (1966). Ten nicméné pro moduly reprezentace C, P, A pouzival jinou
trojici ndzvi: Enactive — Teseni pfimou manipulaci s fyzickymi objekty (v CPA
je to Concrete), Iconic — zde jde o reprezentaci koncepti pomoci obrazku, grafi
a schémat (v CPA je to Pictorial) a Symbolic — feSeni pomoci abstraktnich sym-
boli, které obsahuje bézny zdznam v jazyce matematiky (v CPA je to Abstract).
Pristup umoznujici zdznam zadani, feseni i jeho kontroly je v Singapurské ma-
tematice uvadén jako jedna z péti vzajemné propojenych teorii, na nichz Sin-
gapurskd metoda stoji. Jako autofi téchto teorii jsou v Singapurské matematice
uvedeni Jean Piaget, Zoltan Dienes, Lev Vygotsky, Richard Skemp a pravé Je-
rome Bruner.

1 Skoly Hlasek — ZS a MS, pavla.polechova@skolyhlasek.cz
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V ucebnicich Singapurské matematiky jsou déti pripravovany na bar model-
ling od prvni t¥idy. Univerzalnim pocitacim materidlem, jimz byvaji Zetony ¢i na-
priklad vicka, jsou kostky. Pozdéji (v kapitole Add by Using Number Bonds, s. 35)
se objevuje trojice konkrétnich predméti, k nimz jsou vzajemné jednoznacné pri-
razeny spojené kostky a pripojen je i symbolicky zdznam rozkladu ¢isla (number
bonds), v ném? je pouZita Fe¢ matematiky?. (Ban Har, 2014, s. 35). Kostky, je-
jichz pocty porovnavame, jsou pozdéji spojovany do hranolu, v némz jednotlivé
kostky vidime a muzeme tedy vnimat jak pocet kostek, tak délku hranolu — zda
je kratsi, stejné dlouhy nebo delsi — a podporit tak vnimani rovnosti jako relace
ve dvou ruznych vyznamech ¢isla. Na obrazku hranolu jsou nejprve vyznaceny
jednotlivé kostky, pak ztstava hranol v odpovidajici velikosti, ale bez vyznace-
nych kostek, a konecné ma zobrazeni hranolu (tyce) charakter nacrtu, v némz
nedava informaci délka, kterou bychom zjistili mérenim, ale je to cislo srozumi-
telné umisténé nad obrazkem, které délku sdéluje. Samoziejmeé je vhodné vracet
se k rozpojenym kostkdm a odpocitavat je, kdykoli to dité potrebuje, coz jsme
délali vzdy u déti, kde jsme zpozorovali neporozuméni.

Zkusili jsme détem ukézat tlohu z okresniho kola Matematické olympiady
s tim, zZe ji pro né zjednodusime. Déti zajimalo, jak takova tloha vypada. Byla
to uloha Z5-1I-1 z 68. ro¢niku Matematické olympiady, II. kolo kategorie Z5:
Zavodu chrti se ztucastnilo 36 pst. Pocet pst, kteri do cile dobéhli pred Puntou,
byl ¢tyrikrat mensi nez pocet téch, kteri dobéhli za nim. Kolikaty byl Punta?

Obrazek 1: Uloha la se sedmi kostkami (vlevo) a tiloha se sedmndacti kostkami
(vpravo)

Zjednodusena uloha la vypadala takto: Zavodu se zuicastnilo sedm psii. Pocet
psu, kteri do cile dobéhli pred Puntou, byl stejny jako pocet pst, kteri dobéhli
za Punfou. Kolikaty byl Punta? Nékteré déti hned volaly, Ze tilloha nemé Teseni,
protoze vsech psi by muselo byt Sest nebo osm. Nechali jsme je to modelovat.
Domluvili jsme se pritom, ze Punta bude bila kostka. Vraceli jsme se i s celou
tridou a pripadné upravovali zadani — bud déti vymodelovaly vysledek tlohy 1a,
nebo byl model naopak jiz sestaven a ptali jsme se: Kam bézi psi? Kde je Punta?
Je psti za Puntou vic nez pred nim, nebo je jich méné? Pro riizny pocet kostek

2Yeap Ban Har ¢asto piipomind, Ze matematika je jazykem.
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pred Punfou a za nim jsme pouzili obdobné obé varianty zadani a zaroven jsme
vidéli, ze vétsina déti ve druhé tiide si plete ,,0 kolik“ s , kolikrat* (coz se snadno
tahne i do vyssich ro¢niki), takze jsme se tomu intenzivné vénovali (obr. 1).

Déti, které rozdil mezi multiplikativnim a aditivnim uvazovanim pochopily
a chtély vymyslet varianty s riznymi cisly, se pak s radosti poustély do variaci
Puntova poradi a pomahaly situaci pochopit spoluzakim. Jiné se domluvily ve
dvojicich, ze si budou vzdjemné davat tlohy (obr. 2, obr. 3).

vvvvv

52

Obrazek 3: Zikynd (diky piedchozi praci ucitelky) dodrzuje oznaceni poradi
teckou za cislem. Rovnéz neresi, ze u poc¢tu sto tii psii nebo deseti psta délky
obdélniktt neodpovidaji, pricemz feseni je v poradku. Spravnost vypoctu
u posledniho modelu nicméné zjistit nelze, protoze celkovy pocet zde neni
uveden.
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Pti feseni tulohy skolniho kola MO zik dodrzel, co je dulezité: krajni bod
usecky o délce 144 jednotek vidime pomérné presné nad krajnim bodem treti
usecky o délce 48 jednotek (obr. 4).

Z5-1-3

Danka a Janka pro sebe nasbiraly jahody. Kdyby méla Janka o
polovinu vic jahod, neZ nasbirala, méla by jich stejné jako Danka.
Kdyby méla dvakrat vic jahod, neZ nasbirala, méla by jich o 48 vic
neZ Danka. Kolik jahod nasbirala Janka a kolik Danka?

ke naz by

Obrazek 4: Reseni tieti tlohy loiiského skolniho kola Matematické olympiady
zakem 5. roc¢niku

V naésledujicim schématu je pod textem tulohy jeji ptivodni zakresleni. Ve
spodni ¢asti obrazku je ¢ervenym oramovanim ukazano splnéni prvni podminky
(Pepik s Brokem vazi stejné jako Vasek), fialovym ordamovanim je ukdzana prace
s druhou podminkou (Vasek s Brokem vazi dvakrat vice nez Pepik). Schéma
odpovida postupu zaka 4. tridy, ktery feseni druhy den po okresnim kole predvedl
ve tridé. Barevné kodovani textu a odpovidajicich pruhi je pridano pro lepsi
porozuméni spoluzakt. Zak je Gspésnym Fesitelem okresntho kola kolnfho roku
25/26, zaroven dopadl nejlépe ze vSech soutézicich v nasi skole (obr. 5).

Z5-11-2
Vasek a Pepik se vazili s jejich psem M Zjistili, Ze Brok va#i 13kg, Pepik s Brokem

v'é.’&i stejné jako Vadek a Vadek s Brokem vazi dvakrét vic nez Penik.
Uréete, kolik va#i Vasek a kolik Pepik.

I

Pepik s Brokem vazi
| stejné jako Vasek
)

Vasek s Brokem vazi
2x vic neZ Pepik

Obrazek 5: Uloha okresniho kola 75. ro¢niku Matematické olympiddy
(2025/26)
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Posledni ukézkou je feseni tlohy z ptijimacek pro osmiletd gymnazia (obr. 6).

4. Borek mél jen devitinu akvarijnich rybek v porovnani s Adélou. Kdyz dala
Adéla Bofkovi 4. rybky, méli oba stejné. Dopliite do zadani Glohy nejmensi
mozné ¢islo a uréete plvodni a koneéné poéty rybek. Odpovédi uvedte ve
formé tabulky a provedte kontrolu.

A : —
E T e SOy P — 1 A
L.
plvodné | ted Kontrola: /| A = “
Adéla q 5
Bofek /Jf g)

Obrazek 6: Reseni tlohy z piijimacek pro osmiletd gymnézia

Zavér

Experiment nds mnohému naucil. Pfipomnél nam naptiklad tak potiebny diraz
na rozliseni mezi aditivnim a multiplikativnim uvazovanim. Ukazal na propoje-
nost peti teorii, na nichz stoji Singapurskd matematika. Misto jednoho postupu
pro mnoho rtiznych tloh jsme vidéli hledani mnoha postupii pro jednu tlohu
a tedy poskytovani dostatku ¢asu pro premysleni (Jean Piaget). Rozhodné jsme
v ucebnicich vidéli a v tlohach aplikovali diiraz na chapani znaménka rovnosti
jako relace, jimz se zabyval Richard Skemp. A déti v patém i ¢tvrtém rocniku
zacaly postupem casu bar modelling verejné ocenovat jak pro reseni tuloh star-
sich okresnich kol matematické olympiady, tak i pro pripravu na prijimacky na
osmiletd gymnéazia ¢i druhy stupen.
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Vyuzitie AR ako jedna z moznosti rozvoja
matematickej kompetencie Studentov ucitelstva
pre 1. stupen ZS

ALENA PRIDAVKOVA!, ANNA VASUTOVA?

V' prispevku si prezentované parcidlne vysledky kvalitativnej analyzy viystupov
studentov Studijného programu ucitelstvo pre primdrne vzdeldvanie. Studentské
vystupy, vo forme semindrnych prdc, obsahovali ndvrhy edukacnich aktivit pre
vyucovanie matematiky s podporou technoldgie AR (Augmented Reality — AR,
rozsirend realita). Visledky analjzy indikuji potencidl technoldgie AR z pohladu
rozvoja matematickej kompetencie budicich ucitelov na primdrnom stupni vzde-
lavania. Predstavené budiu konkrétne ndvrhy na zaclenenie edukacnich cinnosti
s podporou technologie rozsirenej reality z perspektivy budicich ucitelov 1. stupmna
zakladnej skoly.

Matematicka kompetencia — charakteristika pojmu

Matematicka kompetencia je, v kontexte Odporucania Eurépskeho parlamentu
a rady (2006), charakterizovana ako schopnost rozvijat a aplikovat matematické
myslenie na riesenie problémov v kazdodennych situaciach. Zahina schopnost
a ochotu vyuzivat matematické modely myslenia a rozne reprezentacie abstrakt-
nych pojmov.

V ramci realizovanej analyzy bol aplikovany model konceptu matematickd
kompetencia autorov Pinero Charlo et al. (2022). Matematickd kompetencia je
tvorena Styrmi komponentami: matematické vedomosti, didaktické vedomosti,
proceduralna doména, emocionalna doména. Kazdy komponent v sebe zahina
Specifické elementy (obr. 1).

Komponent matematické vedomosti je orientovany na uroven odbornych ma-
tematickych vedomosti ucitelov. Je dolezité, aby ucitel rozumel matematickym
konceptom, mal osvojené zrucnosti a schopnosti pre ich vysvetlenie na roznych
stupnoch vzdelavania.

Didaktické vedomosti si prepojené na schopnost ucitela efektivne planovat
a organizovat vyucbu s ¢im tizko stuvisi vyber edukacnych metdd a foriem (s ohla-
dom na cielovi skupinu ziakov).

V' procedurdlnej doméne ide o rozvoj schopnosti ucitela viest ziakov k vyuzi-
vaniu roznych stratégii, pomocok, nastrojov a podpornych technik s cielom riesit

! Presovské univerzita, Pedagogické fakulta; alena.pridavkova@unipo.sk
2 Presovska univerzita, Pedagogicks fakulta; anna.vasutova@unipo.sk
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uspesne matematické problémy a tlohy. Nutnym predpokladom je, aby ucitel
sam poznal a mal prehlad o existujucich nastrojoch a mal sktsenost s pracou
s nimi. Medzi podporné prostriedky je mozné zaradit aj rozne nastroje vyuziva-
juce technolégiu rozsirenej reality.

Stvrty komponent matematickej kompetencie emociondlnag doména je zame-
rany na schopnost ucitela motivovat ziakov, podporovat ich sebadoveru a rozvijat
pozitivny pristup k matematike. Doména zahina schopnost ucitela primerane re-
agovat na pripadny netspech ziaka. (Pinero Charlo et al., 2022).

Matematicka kompetencia
matematické procedurdlna
vedomosti doména
Jaryk

proalivanie
rrodelovanis | o] stratégli

ndstrojovyprostriedioy

triedmy manafment
productive disposition
Identifilcicia a rvlddanio
problémeoy produktivry postofpristup k
4 ule

prigpiacbenis kontexti i

prepojenost/prepojenie

Obrazok 1: Komponenty matematickej kompetencie (spracované podla Pinero
Charlo et al., 2022)

Technolégia rozsSirenej reality v matematickej edukacii

Rozsirena realita (Augmented Reality — AR) predstavuje inovativny edukacny
nastroj, ktory ma potencial ovplyvnit sposob vyucby matematiky. Jej vyuzitie
prekracuje hranice tradiéného transmisivneho pristupu a umoznuje vytvaranie
interaktivneho, vizualne bohatého a dynamického prostredia podporujiceho lep-
sie porozumenie uciva. AR dokaze, vdaka schopnosti vizualizovat zlozité a ab-
straktné matematické javy, zvysit motivaciu ziakov, podporif ich angazovanost
a zaroven umoznit personalizovanejsie ucenie (Hnatova et al., 2024).

Technologie nadobtiidaju v matematickom vzdelavani ¢oraz vacsi vyznam, pre-
toze poskytuji nové moznosti pre modelovanie a pracu s abstraktnymi konceptmi.
Ich efektivne zaradenie a vyuzitie vo vyucbe predpoklada, ze ucitelia maja do-
stato¢ne rozvinuté digitdlne zrucnosti a odborné vedomosti, ktoré im umoznia
technoldgie zmysluplne prepajat s matematickym obsahom (Pridavkové, 2022).
V tejto suvislosti je potrebné na pracu s technolégiami pripravovat studentov
v ramci ich vysokoskolského studia.
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Jednou z moznosti podpory v danom kontexte je tvorba konkrétnych navrhov
edukacnych aktivit so zaradenim cinnosti realizovanych s vyuzitim technologie
rozsirenej reality (ide o ¢innosti realizované na Pedagogickej fakulte PU v Pre-
Sove). V ramci prezentovanej etapy vyskumu bol, v priebehu spracovania zadani,
pre studentov vytvoreny priestor na rozvoj specifickych komponentov matema-
tickej kompetencie (uvedenych vyssie). Boli pre nich vopred pripravené instruk-
cie na pracu v niekolkych etapach (priprava — instalacia GeoGebra3D Graphing
Calculator; spustenie a praca so suborom appletov, odportucany postup spolu so
Strukturou seminarnej prace). V dalSej casti si prezentované parcidlne vysledky
uskutocnenej kvalitativnej analyzy vybranych produktov studentskych vystupov.
Analyza bola realizovana z pohladu rozvoja komponentov matematickej kompe-
tencie.

Vysledky kvalitativnej analyzy prac studentov

« Matematické vedomosti
V prvej casti analyzy boli sledované tieto javy: volba matematického ob-
sahu, iroven odbornej terminolégie, miera porozumenia pojmu v prepojeni
na vyber appletu.
Vo vacsine pripadov boli spracované zadania tloh zmysluplné a primerané
z pohladu tvorby predstavy o danom pojme. Limity sa objavovali v po-
uzitej odbornej terminolégii, ako aj v neprimeranej volbe tloh z pohladu
cielovej skupiny.

o Didaktické vedomosti
Sledované javy: formulacia cielov, volba a popis metdd, foriem prace, po-
kyny pre ziakov.
Ciele boli formulované jednozna¢ne, zmysluplne, na zédklade SVP. Volba
metod bola primeranad vzhladom k cielovej skupine ziakov. Popis postupu
bol vo vacsine analyzovanych prac zmysluplny s logicky nadvéizujucimi
castami. Pokial ide o negativne zistenia, tak v niektorych navrhoch bola
praca a AR neprimerand z pohladu kognitivnej narocnosti realizovanej
¢innosti.

e Proceduralna doména
Sledované javy: efektivita pouzitia nastrojov s podporou AR, stratégia
prace s AR.
V tejto oblasti boli identifikované viaceré nedostatky: zaradenie prace s AR
nebolo prirodzené, neporozumenie podstate konkrétneho modelu pojmu
v applete, nezvladnuta praca a appletom, nezrozumitelné formulacie a in-
strukcie.
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« Emocionalna doména
Sledované javy: motivacia, rozvoj pozitivneho vztahu k matematike.
V tejto oblasti boli, oproti predchadzajicej, zaznamenané pozitivne vy-
stupy: navrhy vytvorené na podklade pribehu, hry, vyuzitie medzipredme-
tovych vztahov, prepojenie na situdcie z realneho zivota.
V nasledujicej casti je uvedend cast jedného z navrhov na vyucovanie mate-
matiky s vyuzitim appletu na pracu s AR technolégiou.

Edukacna aktivita s vyuzitim rozsirenej reality

Nazov aktivity: Porovnaj

Roc¢nik: 2.

Ciel: Porovnat dve prirodzené cisla a vysledok zapisat relacnymi znakmi.
Doplnit spravne chybajice relacné znaky (>, <, = ).

Postup: Ziakom rozddme pracovné listy so zadanim tloh. Pri ich rieSeni
pracuju s appletmi vytvorenymi pre oblast porovnavania prirodzenych ¢isel podla
velkosti.

Uloha 1: Porovnaj dve jednociferné &sla, pomdz si obrazkom a vysledok
zapis pomocou znakov >, <, =.

T
]

Obrazok 2: Model k tlohe 1

Uloha 2: Porovnaj dve dané ¢isla. Pomoz si appletom, kde ich vymodelujes.

71 95

Uloha 3: Pomocou appletu porovnavaj dvojice prirodzenych ¢isel. Vysvetli,
ako sa menia modely cisel v zavislosti od ich volby.

Zaver

Inkorporacia edukacnych prostriedkov vyuzivajucich technolégiu rozsirenej rea-
lity do vyucovania matematiky nemozno povazovat za jednorazovi zalezitost.
Cely proces si vyzaduje zvySovanie odbornosti pedagoégov vzdeldvanim mini-
mélne v oblasti prace s digitdlnymi technolégiami (Hnatova, 2023). Podporu
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Obrazok 3: Model k ulohe 2
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Obrazok 4: Model k ulohe 3

pripravy budicich pedagbégov v oblasti prace s technolégiou AR deklaruje aj
Liptak (2023). Prezentované parcidlne vysledky analyzy ukazuji na moznosti
rozvoja matematickej kompetencie budicich ucitelov na prvom stupni zédkladne;j
skoly prostrednictvom tvorby navrhov edukac¢nych aktivit s vyuzitim nastrojov
rozsirenej reality.

Poznamka

Prispevok je spracovany s podporou grantovych projektov:

VEGA 1/0468/25 Procesy myslenia v matematike: $pecifikacia indikatorov
rozvoja matematickych kompetencii ucitelov v primarnom vzdelavani

KEGA 024PU-4/2024 Technolégia rozsirenej reality a jej inkorporéacia do ma-
tematickej pripravy studentov v studijnom programe Predskolska a elementarna
pedagogika.
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Linearny vs. kvadraticky rast — Analyza
ziackeho uvazovania pri modelovani
nelinearnych zmien

ENIKO SCHNUREROVA!

V' prispevku sa zaoberame schopnostou Ziakov strednych skol modelovat kvadra-
tické zdvislosti so zameranim na kovariancné uvazZovanie. Na vzorke 20 Ziakov
druhého rocnika strednej skoly sme prostrednictvom testu skimali ich schopnost
identifikovat a interpretovat charakter zmien. Viysledky vyskumu odhaluji najcas-
tejsie Ziacke miskoncepcie a zdoraznuju doleZitost rozvijania dynamického pohladu
na funkcné vztahy.

Uvod

Porozumenie funkénym zavislostiam patri k zakladnym pilierom matematického
vzdelavania na strednych Skoldch. Funkcie nie st len izolovanymi algebraickymi
objektmi, ale sluzia ako klucovy nastroj na modelovanie dynamickych procesov
v realnom svete. Napriek ich doélezitosti sa vSak v pedagogickej praxi ¢asto stre-
tavame s tym, ze ziaci vnimaja funkcie staticky, ako subor predpisov a tabuliek,
bez hlbsieho pochopenia vniitornej dynamiky zmien, ktoré popisuju. Prave tu zo-
hréva nezastupitelnt tlohu kovarianéné uvazovanie. Podla Pittalis et al. (2020)
ide o schopnost ziaka vnimat stcasné zmeny dvoch premennych a analyzovat, ako
zmena jednej velic¢iny ovplyvnuje zmenu druhej. Zatial ¢o pri linedrnych funkciach
je tento vztah rovnomerny a pre ziakov intuitivnejsi, kvadratické zavislosti pred-
stavuji podstatne vyssiu kognitivnu zataz. Ziak musi spracovat fakt, ze miera
zmeny uz nie je stala, ¢o si vyzaduje prechod od statického dosadzovania hodno6t
k dynamickému nazeraniu na funkény vztah.

Metodolégia vyskumu

Cielom vyskumu bolo identifikovat, ako ziaci 2. ro¢nika gymnazia interpretuju
charakter nelinearnych zmien pri kvadratickych funkciach. Vyskumnu vzorku tvo-
rilo 20 ziakov. Zber dat prebehol formou didaktického testu obsahujiceho 5 tloh,
na ktoré mali ziaci k dispozicii 45 minut. Pre podporu vyuzivania prirodzenych
stratégii uvazovania nebol test klasifikovany znamkou.

V prispevku sa budeme venovat jednej z tloh (obr. 1), na ktorej odhalime
ziacke pristupy k modelovaniu. Pri analyze Ziackych myslienkovych postupov

1 Univerzita Pavla Jozefa Safarika, Pedagogicka fakulta; eniko.schnurerova@student.upjs.sk
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sme sa opreli o hierarchicky model trovni kovarianéného uvazovania podla Thom-
psona a Carlsona (2017). Tento model popisuje kognitivny posun od ziadnej koor-
dinécie, kedy ziak vnima premenné izolovane, cez pre-koordinaciu (asynchronne
zmeny) az po hrubu koordindciu, kde ziak vnima len smer zmeny bez vzajom-
ného prepojenia hodnot. Vyssie tirovne predstavuje koordinacia hodnot vo forme
diskrétnych bodov a ,,chunky* (skokovitd) spojita kovariancia, kde st zmeny vni-
mané v usekoch v ramci spojitého deja. Najvyspelejsou uroviiou je hladka spojita
kovariancia, pri ktorej si ziak predstavuje sticasné, plynulé a spojité zmeny oboch
premennych v celom ich priebehu.

Zistite vy$ku rastliny v 8. a 12. tyzdni, ak viete, Ze vy3ka rastliny v 10. tyzdni je 205
cm. Budeme predpokladat’, ze charakter pozorovanej zavislosti sa v prvom obdobi rastu
rastliny nemeni.

Vyskavem
L 3

23

13

1 2. 3. Tyiden

Obrazok 1: Zmena vysky rastliny

Analyza ziackych rieseni

Z, didaktického hladiska predstavuje tloha komplexny problém, ktory preveruje
schopnost ziaka prejst od vizualnej a datovej reprezentacie k abstraktnému neli-
nearnemu modelu. V tlohe bolo kltic¢ové uvedomenie si, ze zadané body nelezia
na priamke, teda prirastok za rovnaké obdobia nie je konstantny.

Najvacsia skupina ziakov (8) zvolila tzv. aditivny pristup — postupné vypiso-
vanie hodnot tyzden po tyzdni. Tento pristup je sice bezpecny, ale svedci o tom,
ze ziaci vnimaju funkciu skor ako aritmetickt postupnost nez ako globalny model.
Tito ziaci si vedia predstavit rastisekoch (tyzdnoch) a uvedomuju si, ze v kaz-
dom tuseku rastlina narastie o vac¢si ,kus®, preto by sme mohli ich kovarian¢nému
mysleniu priradit tiroven ,,chunky*“ (skokovitej) spojitej kovariancie. Styria ziaci
si uvedomili, ze postaci scitavat prirastky (obr. 2), no len dvaja z nich uvazo-
vali o kvadratickej funkcii. Traja ziaci dokéazali najst druhu diferenciu (prirastok
prirastkov), ¢o povazujeme za prvok hladkej kovariancie. Jeden ziak riesil alohu
(nespravne) bez uvedenia akejkolvek stratégie. Styria Ziaci si naznaéili prirastky
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Obrazok 2: RieSenie ziaka A

v prvych troch tyzdnoch a pravdepodobne narazili na hranice svojich vedomosti,
pretoze tlohu dalej nedoriesili. Zaujimavym zistenim je tplna absencia algebraic-
kého predpisu. Hoci gymnazisti vedia riesit kvadratické rovnice, v momente, ked
maju modelovat neznamu situaciu, sa vracaju k bazalnej aritmetike. To nazna-
cuje, ze algebricky aparat vnimaju ako izolovany nastroj, nie ako prostriedok na
uchopenie reality.

kil ik 045 a3 P2 sz
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Obrazok 3: Chyba modelovania

Riesenie (obr. 3) je prikladom linedrnej miskoncepcie. Ziak ignoruje kvad-
raticky charakter rastu naznacenyuvodnych tyzdnoch a aplikuje model priamej
timernosti na cely priebeh deja. Ziak pocita rozdiel vysky medzi 10. a 3. tjzd-
nom. Tento prirastok deli poctom tyzdnov, ¢im stanovuje konstantnu rychlost
rastu 26 cm/tyzden. Pomocou tejto konstanty dopocitava hladané hodnoty pre
8. a 12. tyzden. Toto riesenie potvrdzuje tendenciu stredoskolakov ,linearizovat*
svet okolo seba, ¢o je jedna z najcastejsich prekazok pri pochopeni kvadratickych
a inych nelinedrnych zavislosti.
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Zaver

Realizovany vyskum potvrdil, Ze modelovanie kvadratickych vztahov predstavuje
pre ziakov gymnazii vyraznu kognitivnu vyzvu, ktora presahuje ramec beznych
numerickych vypoctov. Hoci sa predpokladala vyssia troven matematickej gra-
motnosti, vysledky ukazali, Ze ziaci maji tendenciu uplatnovat skor intuitivne
aritmetické postupy nez komplexné algebraické nastroje. Vacsina ziakov (8 z 20)
preferovala postupné pripoc¢itavanie hodnot, ¢o zodpoveda ,,chunky® trovni ko-
varian¢ného uvazovania, kde je zmena vnimana diskrétne v tsekoch. Vyraznym
problémom zostava ,,iltzia linearity“, kedy Ziaci ignorujui zmenu miery rastu a ne-
linedrny dej umelo transformuji na priamu imernost s konstantnym prirastkom.
Zistenia zdoraznuju nevyhnutnost cielene rozvijat kovarianéné uvazovanie uz-
ranych fazach vyucby funkcii. Prechod od statického vnimania hodnoét funkcie
k dynamickému chapaniu ,,zmeny zmeny® je kritickym bodom, ktory podmie-
nuje uspesné pochopenie nadvazujucich matematickych konceptov. Pedagogicka
prax by sa preto mala viac zameriavat na tulohy vyzadujice interpretaciu trendov
a analyzu premenlivej rychlosti zmien, ¢im sa u ziakov vytvori pevnejsi zaklad
pre hlbsie funkéné myslenie.

Podakovanie

Prispevok vznikol s podporou projektu VVGS-2025-3496 , Rozvijanie funkéného
myslenia ziakov ZS a SS”.
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Vzdelavanie zalozené na vyzvach

MARIA SLAVICKOVA!

Prispevok sa zaoberd pristupom vzdeldvania zaloZeného na vijzvach (Challenge-
Based Learning) ako alternativou k transmisivnemu modelu vyucovania. Pouka-
zuje na nesulad medzi sposobom, akym sa vedomosti casto odovzdavaju v Skolskom
prostredi, a tym, ako vznikaju vo vedeckych disciplinach. Predstavuje zakladné fazy
prace s vijzvou a tlustruje ich na priklade z praxe. Zaroven poukazuje na viyznam
tohto pristupu pre rozvoj vedeckého myslenia, argumentdcie a motivdacie Ziakov.

Uvod

Otazky ziakov o zmysle ucenia, najma v oblasti matematiky, poukazuji na pretr-
vavajuci problém skolského vzdelavania: nedostatocné prepojenie obsahu s real-
nym zivotom. Tradi¢né odpovede zdoraznujice budice vyuzitie vedomosti alebo
ich zakotvenie v ucebnych osnovach c¢asto nepostacuju na vytvorenie vnuatorne;j
motivacie ziakov. Jednym z moznych rieSeni je zmena paradigmy vyucovania sme-
rom k aktivnemu zapojeniu ziakov do procesu tvorby poznania. Tradi¢né vyuco-
vanie je ¢asto zalozené na modeli prenosu vedomosti od ucitela k ziakovi. Tento
pristup predpoklada existenciu spravnych odpovedi, ktoré si ziak méa osvojit a re-
produkovat. Takyto model vsak nezodpoveda realite vedeckého poznavania. Vo
vede totiz poznanie nevznika pasivnym prijimanim informacii, ale aktivnym sku-
manim, experimentovanim a overovanim hypotéz. Navyse, vysledky nie su po-
rovnavané s vopred znamou odpovedou, ale podliehaju kritickému hodnoteniu
a diskusii. Jednou z metéd na podporu aktivneho ucenia sa je aj Vzdeldvanie za-
lozené na vyzvach (Challenge-Based Learning), ktory predstavuje pristup, ktory
reflektuje principy vedeckej prace a prenésa ich do skolského prostredia. Vychadza
z realnych problémov, ktoré su pre ziakov zmysluplné a casto presahuju hranice
jednotlivych predmetov.

Vzdelavanie zaloZené na vyzvach

Vzdelavanie zalozené na vyzvach (VZV) je vzdelavaci pristup iniciovany spolo¢-
nostou Apple, Inc. Tento rdmec vznikol v ramci projektu Apple Classrooms of
Tomorrow — Today (ACOT2) v roku 2008, s cielom identifikovat zédkladné prin-
cipy dizajnu vzdeldvacieho prostredia 21. storocia (Nichols et al., 2016). VZV je

! Univerzita Komenského, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky; slavickova@fmph.uniba.sk
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strukturované do troch hlavnych faz, ktoré reflektuju proces vedeckého poznava-
nia a podporuju aktivne zapojenie ziakov do ucenia: Zapoj sa — Skiimaj — Konaj.
Paralelne s nimi ziaci dokumentuja proces, reflektuji a zdielaju zistenia.

SKUMAJ

Utiaci sa planuji cestu, kiord vytvdra zdklad pre
riedania, opserapic sa o pofiadavky kunkula,

a prechadzagl Hou.

Obrazok 1: Fazy VZV (Slavickova et al., 2024, s. 10)

Riesitelia vyziev vyuzivaju svoje skisenosti a rozne zdroje na vytvorenie planu
a hladanie najlepsich rieseni. Experimentovanie, tspech, ¢i zlyhanie vedu k zis-
kaniu poznatkov, ktoré ovplyvnuju dalSie kroky a mézu viest k zmene stratégie.

Faza Zapoj sa!

Faza zapojenia predstavuje vychodiskovy bod celého procesu. Jej cielom je identi-
fikovat sirsi kontext problému prostrednictvom tzv. ,velkej myslienky“ (big idea),
ktora ma spolocensky, environmentalny alebo osobny vyznam pre ziakov. Tato
faza nasledne vedie k formulacii konkrétnej vyzvy. Kli¢ovym prvkom su zakladné
otazky, ktoré pomahaja ziuzit tému na konkrétny problém a stimuluji zaujem zia-
kov. Ucitel v tejto faze zohrava facilitujucu tlohu a podporuje diskusiu, brains-
torming a formulovanie problémov.

Vystupom fazy je jasne definovana vyzva, ktord je relevantna, otvorena
a umoznuje viacero rieseni. Kvalita formulacie vyzvy zasadne ovplyviuje cely
dalsi proces.
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Faza Skumaj

V druhej faze dochadza k systematickému skimaniu problému. Ziaci formuluju
usmernujuce otazky, ktoré urcuji smer ich vyskumu. Nasledne realizujui rézne
aktivity, ako napriklad:

o zber a analyza dat,

e experimentovanie a merania,

o rozhovory s odbornikmi,

e praca s odbornou literaturou a digitalnymi zdrojmi.

Tato faza rozvija schopnosti kritického myslenia, prace s informaciami a hod-
notenia zdrojov. Dolezitym aspektom je aj spolupraca v time a priebezna reflexia
ziskanych poznatkov.

Vistupom je subor relevantnych informacii, dat a predbeznych zaverov, ktoré
umoznuju navrhnit riesenie vyzvy.

Faza Konaj

Fiza konania je orientovani na aplikdciu ziskanych poznatkov v praxi. Ziaci
navrhuju konkrétne riesenia, ktoré mozu mat podobu prototypov, modelov, na-
vrhov alebo kampani. Nasleduje tmplementdcia rieSenia, ktora moze zahtnat jeho
testovanie v realnych alebo simulovanych podmienkach. Stcastou tejto fazy je aj
hodnotenie efektivnosti riesenia na zaklade stanovenych kritérii. Neoddelitelnou
sucastou je refleria, ktord umoznuje ziakom identifikovat silné a slabé stranky
rieSenia a navrhnut jeho zlepsenie. Ddélezitym prvkom je aj prezentacia a zdie-
Tanie vysledkov s réznymi cielovymi skupinami (spoluziaci, ucitelia, komunita,
odbornici).

Mala ukazka vyzvy

Ako priklad mozno uviest vyzvu zamerani na znizenie spotreby vody v skol-
skom prostredi. Ziaci skiimaji aktudlnu spotrebu, analyzuji jednotlivé zdroje
vyuzivania vody a navrhuju opatrenia na jej znizenie. Takato aktivita prirodzene
prepaja matematiku (praca s datami, percentd, modelovanie), prirodné vedy aj
environmentalnu vychovu.

Velka myslienka: Zodpovedné nakladanie s energiou a prirodnymi zdrojmi
v kazdodennom zivote méze viest k udrzatelnejsej budticnosti.

Vymedzujice otazky:

o Aka je spotreba vody v skole pocas jedného mesiaca?

» Kolko vody sa denne spotrebuje pri umyvani rik v nasej skole?

o Aky je prispevok skolskych toaliet k spotrebe vody za mesiac?

o Je mozné znizit spotrebu vody bez znizenia hygieny?
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o Ako funguju bezdotykové vodovodné batérie? Su efektivnejsie ako klasické?
o Ako moé6zeme zvysit povedomie o Setreni vody a energie medzi spoluziakmi?

Zakladna otézka:

Ako moézeme v nasej skole znizit environmentalnu zataz zmenou na toaletach
a zaroven zachovat pohodlie a hygienu?

Priklad moznej vyzvy: Navrhnime sposob, ako znizit spotrebu vody pri umy-
vani ruk!

Od tohto momentu je pokracovanie otvorené a preto uvadzame iba mozné
etapy rieSenia, oblasti hodnotenia a implementaciu do praxe. Podla toho ako sa
ziaci v timoch rozhodnu pracovat sa menia pouzité pomdcky, osloveni konzultanti
a pod.

Mozné etapy riesenia:

« meranie spotreby vody na skolskych toaletach (cca 5 dni),
« odhad spotreby vody za mesiac,

« zistenie idajov o spotrebe vody pri inom type batérie/splachovaca,

« odhad spotreby vody na skolskych toaletdch s novym zariadenim (zaria-

deniami),

o odhad nakladov na vymenu sanity,

o odhad navratnosti investicii.

Mozné oblasti hodnotenia timov:

e spOsob zberu udajov,

e spracovanie udajov,

« odhad spotreby vody,

o odhad navratnosti investicii,

o dizajn,

e zapojenie clenov timu.

Mozna implementacia do praxe: predstavenie riesenia vyzvy vedeniu skoly,
prip. zriadovatelovi skoly alebo inej zodpovednej autorite.

Zaver

VZV umoznuje vnimat matematiku ako nastroj na riesenie realnych problémov.
Podporuje pracu s empirickymi datami, tvorbu a overovanie argumentov a vedie
ziakov od konkrétnych pozorovani k zovSeobecneniam. Empiricky podlozeny ar-
gument pritom zohrava kltucova tlohu pri budovani porozumenia a prechode od
sktusenosti k abstrakcii.

V tomto kontexte ziaci nepracuju s izolovanymi odpovedami, ale so syste-
maticky zhromazdovanymi a analyzovanymi tidajmi, ktoré im umoznuju identi-
fikovat pravidelnosti. Tento proces podporuje rozvoj induktivneho usudzovania
(formulovanie hypotéz na zéklade dat) aj nasledného deduktivneho uvazovania
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(ich zdovodnovanie). Prechod od ,vidim, Ze to plati“ k ,viem, preco to plati“
predstavuje klicovy ciel matematického vzdelavania.

Takto chapana praca s empirickymi datami podporuje nielen rozvoj matema-
tickej gramotnosti, ale aj schopnost ziakov kriticky hodnotif informéacie, pracovat
s neistotou a formulovat podlozené zavery. V kontexte vzdelavania zalozeného na
vyzvach sa preto empiricky pristup nestava cielom, ale prostriedkom k hlbsiemu
pochopeniu matematickych pojmov a principov.

Implementacia VZV samozrejme prinasa aj viaceré vyzvy, najma z hladiska
¢asovej narocnosti, potreby metodickej podpory ucitelov a hodnotenia ziakov.
Napriek tomu jeho prinosy v oblasti motivacie a hlbsieho porozumenia ucivu
predstavuju vyznamny argument pre jeho SirSie uplatnenie.
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Priklad dobré praxe aktivniho uceni
a podporujiciho hodnoceni

JANA SLEZAKOVA!

Cilem predloZeného prispévku je poukdzat na dulezZitost prace s vyukovymi cili
ve vyuce matematiky na zdkladni a stredni skole. Jsou wvedeny ctyri skupiny
vyukovych cili ve vjuce matematiky. Ucitelum matematiky je ukdzan konkrétni
ndmét pro aktivni uceni a podporujici hodnoceni. Soucasné je poskytnuta inspirace,
jak lze v matematice ziskat dikazy o Zakove ucend.

Uvod

Revidovany Ramcovy vzdélavaci program pro zakladni vzdélavani (RVP ZV,
2025), jehoz implementace probiha postupné od roku 2024, prinasi zasadni pro-
ménu pojeti matematického vzdélavani. Matematika je nové chapana jako pro-
stredek k rozvoji mysleni, argumentace, modelovani a reseni problému v realnych
situacich. Vychodiskem pro formulovani vyukovych cilii jsou ocekavané vysledky
uceni, které jsou na 2. stupni zakladni skoly strukturované do péti hlavnich ob-
lasti: ¢islo a pocetni operace, méreni a vypocty, geometrie v roviné a v pro-
storu, statistika a pravdépodobnost, algebra. Kazda oblast obsahuje méritelné
a jasné definované cile smérujici k hlubSimu porozuméni matematickym struk-
turam a k vyuzivani matematiky v kazdodennim zivoté. Ramcovy vzdélavaci
program pro gymnazia se bude snazit o navazani a soucasné propojeni s o¢ekava-
nymi vystupy uceni tak, aby vytvarely jasnou vzdélavaci linii. Cilem bude zajistit
kontinualni rozvoj poznatkovych i dovednostnich slozek. Dojde tak k vytvoreni
uceleného ramce, ktery bude v souladu s aktualnimi vzdélavacimi potrebami po-
psanymi ve Strategii 2030+.

Vyukové cile a jejich dilezitost ve vyukovém procesu

Vyrukové cile predstavuji jeden z klicovych prvki vyuéovaciho procesu. Jsou ¢asto
oznacovany jako ,normativni slozka® vyuky, kterd vymezuje, jaké zmény v za-
kovi ma vyuka vyvolat (Kalhous et al., 2009). Z didaktického hlediska vsak plni
nékolik funkei: regulacni (¥idi ¢innost ucitele i zaki), motivacni (sméruji pozor-
nost zaku a nastavuji oc¢ekdvani), diagnostickou (umozinuji hodnotit dosazeny
pokrok) a komunikativni (zpresnuji sdéleni o tom, co se ma zak naucit). Bez
jasné formulovanych cilii nelze vyuku kvalitné planovat, realizovat ani hodnotit.

! Univerzita Palackého, P¥irodovédecké fakulta; jana.slezakova@upol.cz
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Hierarchicka struktura cilti byva vymezovana ve ¢tyfrech irovnich: spolec¢enské
vzdélavaci cile, oborové cile, predmétové cile a cile uéebniho procesu na drovni
hodin ¢i tematickych celkii. Tato hierarchie zajistuje propojeni mezi makrotarovni
kurikula a mikroirovni kazdodenni vyuky. Formulace cilti v jednotlivych tirovnich
se lisi mirou konkrétnosti — zatimco spolecenské cile mivaji charakter Sirokych
kompetenci, cile konkrétnich hodin maji byt operacni, tj. formulované tak, aby
bylo mozné pozorovat, zda byly naplnény.

Ve vyuce matematiky byva problémem zejména nevyvazenost mezi procedu-
ralnimi a konceptualnimi cili, pripadné nadmérné soustiedéni na reprodukei algo-
ritm na tikor hlubsiho pochopeni matematickych struktur. Nejasné formulované
nebo prilis obecné cile ztézuji evaluaci, brani diferenované praci se zaky a casto
podporuji spise pasivni a transmisivni model vyuky. Z tohoto diivodu je znalost
kvalitni formulace cili nezbytnou soucasti profesnich kompetenci kazdého ucitele
matematiky, zejména zacinajiciho.

Bloomova taxonomie a vyuka matematiky

Klasickd Bloomova taxonomie (Anderson & Krathwohl, 2001) rozliSuje Sest
urovni: zapamatovani, porozuméni, aplikace, analyza, syntéza, pripadné v re-
vidované verzi tvorba. V matematice se tato taxonomie vyuziva ke klasifikaci
uloh a ucebnich oc¢ekavani. Slouzi jako voditko pro planovani vyuky tak, aby
se zaci postupné posouvali od rutinnich dovednosti k vysSim typtim mysleni.
Taxonomie se tak stava dilezitou pomitickou zejména zacinajicitho ucitele pro
spravné stanoveni vsech slozek vyukovych cili.

7 hlediska vyuky matematiky ma taxonomie nékolik specifik. Napiiklad dro-
ven ,,porozumeéni neni trivialni — zak muze zvladat algoritmus, aniz chape prin-
cipy, na nichz je zalozen. Vyssi arovné, jako ,analyza‘“ nebo ,tvorba“, se objevuji
v tlohéach vyzadujicich objevovani vzorci, zdivodnovani, modelovani situaci ¢i
formulaci vlastnich postupi.

Vyznamnou roli hraje koncept didaktické znalosti obsahu (PCK) (Shulman,
1986), ktery zahrnuje znalost typickych zékovskych predstav, obtizi, reprezentaci,
modelt a typu tloh. Aby zakovo uceni bylo smysluplné a efektivni, stavaji se
vyukové cile prvni podstatou efektivniho vyucovani (Moss & Brookhart, 2012).
Viukové cile navic napomahaji k vybéru a efektivnimu vyuzivani zakovskych
vyukovych strategii (Stary & Stard, 2018). Kvalitné formulované cile podporuji
tvorbu pojmovych struktur, porozuméni a matematizaci, nikoli jen mechanické
procvicovani.

Didaktika matematiky je oborova disciplina, kterd propojuje matematiku,
pedagogiku, psychologii uéeni a teorii vyucovani. V ramci didaktiky matematiky
se vyukové cile chapou nejen jako planované vysledky uceni, ale také jako aktivni
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soucast didaktické transformace obsahu (Kurina, 2012). Ucitel pretvaii odborné
matematické poznatky do podoby, ktera je srozumitelna zakovi, a pravé formulace
cili je jednim z kroku této transformace.

Vyukové cile a jejich dilezitost ve vyuce matematiky

V matematice se snazime zamérit na ¢tyti skupiny vyukovych cilii: procedurdlni,
konceptualni, problémové-heuristické a metakognitivné-afektivni cile.

Proceduralni cile se zaméruji na zvladnuti algoritmt, postupt a pravidel. Ty-
picky zahrnuji schopnost vykonat vypocet, aplikovat zndmy vzorec, urcit postup
ve znamém typu ulohy nebo provést konstrukci podle zadanych krokt. Jako pri-
klad uvedme: zak spravné pouzije vzorec pro vypocet obsahu trojihelniku v ru-
tinnich situacich; zak vytesi kvadratickou rovnici pomoci metody doplnéni na
Ctverec.

Konceptudlni (pojmové) cile se zaméruji na chapani matematickych struktur,
vztaht a principii. Tyto cile podporuji rozvoj matematické gramotnosti, protoze
umoznuji zaktim prenaset znalosti do novych kontextt. Jako ptriklad uvedme: zak
vysvétli princip rovnosti dvou vyrazi a ukaze, proc lze rovnici upravit urcéitym
zpusobem; zak rozpozna vztah mezi grafem linearni funkce a jeji algebraickou
formulaci; zak objasni, proc¢ je urcita geometricka konstrukce spravna.

Cile zamérené na feseni problému a heuristiky souvisi s rozvojem matematic-
kého mysleni. Cile se zaméruji na schopnost analyzovat nové situace, volit stra-
tegie, tvorit hypotézy, testovat je a zduvodnovat sva Teseni (Zieleniecova, 2012).
V soucasném ceském prostredi je zejména kladen diraz na konstruktivisticky
pristup, ktery stavi na objevovani, praci v prostredich a vzajemném sdileni po-
stupt. Jako priklad uvedme: zak navrhne alespon dva rizné postupy reseni dané
ulohy; zak zdivodni spravnost svého reseni a porovna ho s fesenimi spoluzaki;
zak dokaze odhadnout, zda je jeho vysledek realisticky.

Metakognitivni cile sméruji k tomu, aby si zaci uvédomovali sviij u¢ebni proces
— pldnovali své kroky, kontrolovali pribéh feseni a reflektovali chyby (Straka,
2021). Afektivni cile zahrnuji péstovani pozitivniho vztahu k matematice, rozvoj
vytrvalosti, budovani emoc¢ni odolnosti pii chybovani a posileni sebediivéry. Jako
priklad uvedme: zak popise, jaky postup zvolil a proc¢ jej povazuje za ucinny;
zak identifikuje krok, kde se dopustil chyby, a pokusi se opravit sviij postup; zak
aktivné spolupracuje ve dvojici nebo skupiné a konstruktivné komentuje napady
druhych.

Revize Ramcového vzdélavaciho programu pro gymnézia je platna od 1. zari
2022 a stanovuje pouze obecny ramec vzdélavani na gymnaziu. Ve svych skolnich
vzdélavacich programech mohou skoly tento ramec obohacovat podle vlastnich
vzdélavacich zamért, podle potreb a zajmu zakt i podle regiondlnich podminek.
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V soucasné dobé probiha reforma predskolniho a zakladniho vzdélavani. Na mé-
nici se podminky a pozadavky spolecnosti a s tim spojené vzdélavani reaguji také
inovativni stfedni skoly a gymnazia. Tyto stredni skoly si uvédomuji, Ze smyslem
vzdélavani neni predat zakim co nejvétsi mnozstvi jednotlivych poznatki, fakti
a dat, ale vybavit je vyvazenou a systematickou strukturou védéni. Zaroven je
uci zarazovat informace do smysluplného kontextu zivotni praxe a motivuji je
k celozivotnimu rozvoji védomosti a dovednosti.

Gymnazium Hranice a projekt Chci se ucit

Na Gymnaziu Hranice probihd iniciativa zamérena na aktivni uceni a podporujici
(formativni) hodnoceni, ktera postupné proménuje kazdodenni vyuku. Navazuje
na dlouhodoby rozvojovy zamér skoly, vychazi ze soucasnych pedagogickych pri-
stupil a reflektuje potreby dnesnich zakt. Hlavnim cilem projektu Chci se ucit je
posilovat zvidavost, kritické uvazovani, samostatnost i prevzeti odpovédnosti za
vlastni vzdélavani. Vyuka se pritom opira o oc¢ekavané vysledky uceni definované
v RVP a pro jednotlivé tematické celky se stanovuji konkrétni diléi cile. Ty zakiim
jasné ukazuji, co maji zvladnout. O tom, jak se zaci uc¢i, se rozhoduje na zakladé
,dikazll o ucéeni v podobé konkrétnich vystupi jejich prace. Tyto vystupy jsou
shromazdovany v zakovskych portfoliich, diky nimz lze pribézné sledovat vyvoj
a zakuv pokrok v delsim ¢asovém horizontu. Podstatnou soucasti je formativni
hodnoceni, které zakiim poskytuje pribéznou zpétnou vazbu. Chyba je v tomto
pojeti vniméana jako prirozeny krok v procesu uceni, ne jako netspéch. Pretesty
a testovani se vyuzivaji zejména k diagnostice, planovani podpory a k posileni
dalsiho pokroku, nikoli primarné jako nastroj pro udélovani znamek. Cely projekt
zaroven rozviji vnitini motivaci a postupné presouva veétsi miru zodpovédnosti
na samotné zaky. Na gymnéziu se misto tradi¢nich zndmek pouziva kreditovy
systém, ktery sleduje splnéni konkrétnich cilii uceni. Dilci cile maji jasna kritéria
a dikazy o uceni, za jejichz splnéni zaci ziskavaji kredity podle naroc¢nosti. Sys-
tém dava prehled, podporuje uceni a snizuje stres. Ve spolupraci s Gymnaziem
Hranice byly rozpracovany ocekavané vysledky uceni z RVP v oboru matema-
tika. Tyto ocekavané vysledky uceni byly prifazené k jednotlivym tematickym
celkiim. Materialy vznikaly v priibéhu jednoho kalendarniho roku jako spoleéna
prace vyucujicich prirodovédnych obort. V soucasné dobé probiha jejich pilotaz.
Cilem bylo vytvorit sadu hodnoticich kritérii k vyukovym ciliim, které vychézi
z RVP G se zaméfenim na 2. ro¢nik a odpovidajici ro¢nik viceletého gymnazia.
Na obrazku 1 je uvedena hodnotici tabulka na tematicky celek Zakladni poznatky
o funkcich. Na obrazku 2 je tabulka pro tematicky celek Linearni funkce.
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Tematicky celek: 1. Zakladni poznatky o funkeich (zéFi)
E = Vystup = Max. Ziskané
Cil[co se naugim) e Sebehodnoceni Kreditd kredity

1.1 Rozumim pojmdam funkee, funkee, funkéni hod, iniéni obor, ocbor
hodnot, rozligim 23visls a nezavizla proménnou

Pracowni sedit ]
1.2 Pouzivam rizné zadani funkee, vypoiitam hodnotu funkece v daném bodé a uréim
hednoty proménné x pro dancu funkéni hodnotu
9.3 Uréim definiéni obor funkce zadané piedpisem (v&. piedpisd s= zlomky 8 Fracovni sesit, pracovni 10
‘odmacninami) list {2}, minitest {8}
1.4 im bod dany soufadnicemi v ; 5, jim graf d
predpisem y = fix) nebo éast grafu pro hodnoty proménné x z dané mnoziny

Pracowni sesit 3
1.5 Z grafu funkce vyctu definicni obor a obor hodnot, uréim, zda dany bod nalezi grafu
funkce

"l - Fi i sesit, i
1.6 Najdu pruseciky grafu funkce se souradnicovymi osami racavnl sﬁ: pracovni 5
1.7 Osvojim si daléi viastnosti funkci:
1.7.1 Rozliim konstantni, rostouci a klesajici funkei. Z grafu funkoe urGim intervaly
monotonnosti.
1.7.2 Najdu z grafu funkee bod, v némi nabyvé funkee extrému, uréim jeho typ (maximum, - ) L
X Fracovni sesit, pracovni
minimum} list {viastnosti funkci *©
1.7.37 grafu poznam, zda je funkea omezend, rozlisim omezenast zdola & shors st {wlastnosti funkei)
1.7.4 Rozlisim sudou a lichou funkci, identifikuji tuto viastnost z grafu | vwpoctem
1.7.5 Rozumim pojmu prosta funkce a z grafu poznam, zda funkee tuto vlastnost ma, ci
nema
" . o ue - Shmuti udiva
1.8 Wytvofim viastni shrnuti uciva (podle 2ablony) {max. 1A4) 5
1.9 Ovéiim si, jak rozumim udivu z této kapitoly, a piipravim se na souhrnné provaiani Pratest a test 20
1.10V hodinéch aktivé pracuji (aktivné ss zapojuji do vjuky, spolupracuii s uéitelsmi sitini préce v hodindch 5
spoluzéky, kladu dotazy, poditam priklady samostatné i ve skuping) Ut o s e
Bonusové aktivity
umim, skvélg; castedné umim;
uspokojive; =nafilia jsam sa; potfebuji vics tréninku Soucet B85 ol

Uraven zvladnuti:

Obrazek 1: Hodnotici tabulka — Zakladni poznatky o funkcich

Tematicky celek: 2. Linearni funkee (fijen)

. .. Viystup . Max. Ziskané
Cil ([co se naugim) T Sebehodnoceni Krediti kredity
2.1 Rozeznam pradpiz linedrni funkee ajejich zvastnich piipadd (konstantni funkee, =R .
L | o - Pl ‘Castetné umim
pfima umérnost), uvedu piiklady pfimo umérnych velicin
Pracovni sesit 5
2.2 Sestrojim graf lineami funkee, konstantni funkce a pfimé Umérnosti, rozumim Uit
wyznamu koeficientl ve funkénim predpisu, m
2.3. Uréim predpis lineami funkce z grafu nebo ze dvou danych bodl Pracowni seéit, pracovni list Casteéné umim 5
2.4 Sastrojim graf linearni funkee = omezenym definiénim oborem
Pracovni sesit )
2.5 Urzim vlastnosti konstantni funkce, pfime uméamaosti a obecna lineami funkos
2.6 Definuji absolutni hodnotu lealneln.: isla & vysvitlim jeji gaometricky wwznam, Plakét nebo infografika s (e
rozumim viastnostem absolutni hodnoty, u P
MEZOrnym Aenim 10
2.7 Definuji funkci absolutni hodnota a sestrojim jeji graf. absolutni hodnoty Umim
2.8 Sastrojim grafy lineémich funkei s jednou absolutni hodnotou, rozumim pojmu P
nulovy bod, uvedu viastnosti téchto funkei. Pracouni sesit s
2.9 Sastroji ;L ich funkei s vi bsolutnimi hodnotami cu viastnosts e =
-9 Sestrojim grafy linearnich funkei s vice absolutnimi hodnotami a uvedu viastnos Pracovni sesit, pracovni list Gastedng umim 10
téchto funkei.
240 Vytvoiim viastni shrnuti ugiva Shrnuti ugiva Casteéns umim 3
2.11 Ve skuping phipravims pro spoluzéky kviz, resp. pretest z uéiva této kapitoly. Kviz/pretest Umim 10
2.12 Owefim si, jak rozumim ucivu z této kapitoly, a pripravim se na souhmné provéreni Test Casteéné umim 20
2.13V hodingch aktivné pracuji {aktivné se zapojuji do wyuky, spolupracuji s uéitelam i Altivni prace 5
spoluzaky, kladu dotazy, poditam priklady samostatné i ve skuping) v hodinéch
214 F'r.swdelne doplruji portfolio jobsahuje pracovni listy, shrmuti, minitesty, pratesty, Portfolio 3ika Urnim 5
testy aj.}
Bonusove aktivity
Soudet 85 o
Uroven zvladnuti:

‘ xx %

Obrazek 2: Hodnoticl tabulka — Linearni funkce
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Zaveér

Revidované RVP ZV podporuje vyuku matematiky jako zivou disciplinu, ktera
rozviji mysleni zaka a pripravuje je na orientaci v datech, argumentech a kvan-
titativnich informacich. S témi se zaci setkavaji v kazdodennim zivoté. Vyukové
cile jsou formulovany tak, aby vedly k integraci matematiky napri¢ predméty,
k vétsi otevienosti projektovému a badatelskému uceni a k posileni kompetenci,
které zaci budou potrebovat v budoucim studiu i profesnim zivoté. Tento posun
zaroven odpovida evropskym trendtm, jez zdiraznuji matematickou gramotnost
jako klicovou soucast obcanské pripravenosti a schopnosti kriticky pracovat s in-
formacemi v digitalni dobé.

Podékovani

Podékovani patii vedeni Gymnazia Hranice za poskytnuti vybranych materiali
a jejich uverejnéni.
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PRACOVNI DILNY

Aplikace Mattecoach: online podpora uceni
matematiky

ELISKA BERANKOVA!

Prispevek predstavuje projekt Mattecoach, online platformu pro podporu uceni
matematiky, a reflektuje prubéh praktické dilny realizované v ramci konference.
Proni cast textu se vénuje historii a metodologickym vychodiskum projektu, ktery
propojuje anonymni peer-to-peer mentoring s digitdlnimi technologiemi. Druhd
cast clanku analyzuje praktickou cast dilny, béhem nizZ si ucastnici vyzkouseli roli
Zaka i kouce, a shrnuje diskusi o mozZnostech vyuziti tohoto formadtu v pregradudini
priprave ucitelu i v béiné pedagogické praxi.

Aplikace Mattecoach

Soucasné vyzvy v oblasti vzdélavani kladou diraz na hledani efektivnich cest,
jak propojit tradi¢ni Skolni vyuku s digitalnimi nastroji tak, aby byla podpora
dostupna sirokému spektru zakii. Matematika je dlouhodobé vnimana jako jeden
peni klicovou roli. Teoretickym pilitem projektu Mattecoach je znamy .2 sigma
problem® Benjamina Blooma, ktery doklada, ze zaci s individualnim vedenim
dosahuji o dvé smérodatné odchylky lepsich vysledkid nez v bézné hromadné vy-
uce (Bloom, 1984). Mattecoach se snazi tento rozdil eliminovat tim, ze nabizi
personalizovanou a bezplatnou pomoc kazdému zakovi bez ohledu na jeho socio-
ekonomické zazemi.

Historie projektu saha do roku 2009, kdy byl iniciovan jako spoluprace svéd-
skych univerzit Linkoping University, KTH Royal Institute of Technology a Chal-
mers University of Technology. Za patnact let existence pomohla platforma ve

I Univerzita Palackého, P¥frodovédecka fakulta; eliska.berankova0l@upol.cz
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Svédsku vice nez 70 000 zaktm (Lathén, 2024). Uspésna mezinarodni expanze po-
kracovala v roce 2023 pres University of Edinburgh do Skotska a nasledné v tijnu
2024 do Ceské republiky. Ceské verze, dostupnéd na adrese www.mattecoach.u
pol.cz, nabizi zakim zakladnich a stfednich skol online podporu v matematice
a vznikla diky uzké kooperaci Univerzity Palackého v Olomouci se Svédskymi
partnery.

Zakladnim principem aplikace je vytvoreni bezpec¢ného a anonymniho pro-
storu pro uceni. Na rozdil od béznych doucovacich platforem, které c¢asto vyu-
zivaji videohovory, Mattecoach sazi vyhradné na textovy chat a sdilenou inter-
aktivni tabuli. Tato volba méa hluboké didaktické i psychologické opodstatnéni.
Anonymita snizuje u zaka bariéru studu — v prostredi chatu se zaci neboji pri-
znat chybu nebo polozit otazku, kterou by v preplnéné tridé nevyslovili. Textova
forma navic nuti obé strany k presnéjsi formulaci myslenek a umoznuje zakovi
zpétné prochazet historii feSeni, coz u ustniho vysvétleni ¢asto neni mozné.

Vlastni proces koucovani neni postaven na pouhém predavani vysledki. Role
kouce, kterou zastavaji studenti ucitelstvi matematiky z Prirodovédecké a Pe-
dagogické fakulty UP, je definovana jako role pravodce. Kou¢ se nejprve snazi
diagnostikovat zakovo aktualni porozumeéni a nasledné pomoci navodnych oté-
zek vede zaka k tomu, aby na reSeni prisel sam. Tento pTistup podporuje rozvoj
matematického mysleni a samostatnosti, misto aby vytvarel zavislost na vnéjsi
autorité.

Na Univerzité Palackého v Olomouci byl projekt integrovan ptimo do studij-
nich programu ucitelstvi prostiednictvim nového predmétu Mattecoach. Studenti
za svou ucast ziskavaji kredity a prochazeji systematickou pripravou, ktera zahr-
nuje teorii online vyucovani, prakticky vycvik v prostredi aplikace a pravidelné
reflexe realizovanych konverzaci. Vyuka probiha v dedikované mistnosti na Ka-
tedre algebry a geometrie, kde je zajisténo technické zazemi.

Prvni rok fungovani v Ceské republice (akademicky rok 2024/2025) pfinesl
velmi povzbudiva data (viz obr. 1). Do projektu se aktivné zapojilo 22 kouct,
kteri v pribéhu roku odkoucovali celkem 1 831 hodin. Statistiky ukazuji na dy-
namicky nartst zajmu zaka v prabéhu skolniho roku. Zatimco v prvnich mésicich
po spusténi v ijnu se pocet konverzaci pohyboval v fadu desitek, s blizicimi se
terminy prijimacich zkousek a maturit zadjem dramaticky vzrostl. V breznu 2025
bylo zaznamenano rekordnich 414 konverzaci a v dubnu 243. Celkové aplikace za
prvni sezénu pomohla pres 1 200 zakiam.

Tento nartst potvrzuje, ze zaci vyhledavaji pomoc zejména v krizovych obdo-
bich skolniho roku. Analyza chati ukazala, Ze nejcastéjSimi tématy byla priprava
na prijimaci zkousky, procvicovani rovnic a Upravy vyrazi. Dulezité je rovnéz
zjisténi, ze aplikace neslouzi pouze jako ,zachranna brzda“ pro slabsi zaky, ale

VeV s
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Obrazek 1: Pocet konverzaci ve skolnim roce 2024 /2025

Projekt je financovan z vice zdroji. Vyznamnou podporu poskytly Prirodove-
decka fakulta Univerzity Palackého, Pedagogicka fakulta Univerzity Palackého,
Olomoucky kraj, vyuzity byly také univerzitni rozvojové prostredky. Diky tomu
bylo mozné zajistit technické vybaveni, vytvoreni ceské verze webovych stranek,
upgrade platformy, propagaci projektu i stipendia pro zapojené kouce.

Vyznamnou roli hraje také propagace projektu. Mattecoach byl predstaven na
fakultnich skolach, dnech otevienych dveri, workshopech pro ucitele matematiky
i v celostatnich médiich. Soucasti propagace byly také navstévy zakladnich skol,
béhem nichz si zaci mohli aplikaci sami vyzkouset, a spoluprace s uciteli ma-
tematiky, kteri projekt dale doporucovali svym zaktm. Tato propagace prispéla
k tomu, zZe se aplikace postupné dostala do povédomi zaku, rodicu i ucitela.

Zhodnoceni projektu ukazuje na jeho hluboky piinos pro obé zapojené cilové
skupiny. Pro zaky zakladnich a sttednich skol predstavuje Mattecoach dostupnou
a okamzitou podporu, ktera je k dispozici ve vecernich hodinach (od pondéli do
¢tvrtka vzdy od 17 do 20 hodin), kdy se zaci obvykle pripravuji na dalsi skolni
den. Pro studenty ucitelstvi jde o jedine¢nou formu pedagogické praxe. V kont-
rolovaném online prostredi si mohou vyzkouset riizné didaktické strategie, naucit
se pracovat s ¢astymi zakovskymi chybami a rozvijet svou schopnost trpélivého
a srozumitelného vysvétlovani.

Do budoucna se pocitd s dalsim rozsitovanim projektu. Jednim ze smértu je
posileni podpory pro studenty vysokych skol v jejich prvnich semestrech, kdy je
umrtnost v matematickych kurzech nejvyssi. Zaroven probihaji jednani o rozsi-
reni platformy na Slovensko. Anonymizovana data ziskana z tisicti hodin konver-
zaci navic predstavuji cenny korpus pro dalsi vyzkum v oblasti digitalni didaktiky
matematiky, ktery mtize pomoci lépe pochopit, kde zaci nejcastéji chybuji a jaké
formy intervence jsou nejucinnéjsi.

Prtibéh pracovni dilny

Pracovni dilna byla zamérena na predstaveni fungovani aplikace Mattecoach a na
praktické vyzkouseni jejiho vyuziti. V prvni ¢asti byli ic¢astnici seznameni s his-
torii projektu, jeho organizaci v Ceské republice a se zakladnimi principy prace
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s zaky v online prostredi. Dtilezitym tématem dilny byl také peer-to-peer pristup,
na kterém je Mattecoach zalozen (Alegre et al., 2019; Hidayat et al., 2023). Stu-
denti ucitelstvi matematiky zde nevystupuji jako autorita, ktera pouze predava
hotové Teseni, ale jako privodci uéenim. Jejich cilem je zjistit, co zak jiz umi,
kde nastal problém a jakymi otazkami ho lze dovést k samostatnému nalezeni
reseni. Takovy zptsob prace rozviji nejen matematické porozuméni zaki, ale také
komunikacni a pedagogické dovednosti budoucich ucitelt.

Pred zahajenim samotné komunikace zdk vyplni jednoduchy prihlasovaci for-
mular (viz obr. 2). Zadava si prezdivku, kterd nemusi byt skutecnym jménem,
dale roc¢nik, kraj a strucény popis tématu nebo problému, se kterym potrebuje
pomoci. Tento zptisob prihldseni podporuje anonymitu a bezpecéné prostredi, ve
kterém se zaci mohou ptat i na otazky, které by si ve tiidé nebo pri osobnim
kontaktu netroufli otevtit.

Zacni chatovat!

A3 se pinlisid, buded
frorty & plevesme o 1 jeden  koud,

Jsme tu pro tebe kaddy tyden od pondéli
do Etvrtku od 17 do 20 hodin,

Obrazek 2: Prihlasovaci formular do aplikace Mattecoach

Po prihlaseni je zak zatazen do fronty a nasledné propojen s konkrétnim kou-
¢em. Kazdy zak ma k dispozici vlastni soukromou virtualni mistnost (viz obr. 3),
ve které probiha komunikace pouze mezi nim a kouc¢em. Prostredi mistnosti je
rozdéleno na textovy chat a sdilenou tabuli. V chatu mohou tac¢astnici psat zpravy,
vkladat matematické symboly nebo prilohy. Sdilena tabule umoznuje zapisovani
postupti, kresleni obrazk, vytvareni nacrti ¢i zvyraznovani dilezitych casti re-
Seni. Zak i kou¢ tak mohou spoleéné pracovat na tloze podobné jako u klasické
tabule ve tridé, ale s vyhodou moznosti vracet se k jednotlivym krokiim a lépe
sledovat postup reseni a pracovat vlastnim tempem.

Prakticka cast dilny

Cilem praktické ¢asti dilny bylo umoznit icastniktim, aby si sami vyzkousSeli pro-
stredi aplikace z pohledu zéka i kouce a mohli reflektovat specifika online komuni-
kace v matematickém vzdélavani. Ucastnici postupné prosli procesem prihlaseni,
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Obrazek 3: Virtualni mistnost v aplikaci Mattecoach

vstupem do virtualni mistnosti i samotnou komunikaci prostrednictvim chatu
a sdilené tabule.

Béhem aktivit se ukéazalo, ze absence vizualniho a zvukového kontaktu ne-
musi byt nevyhodou. Naopak vede k vétsi promyslenosti komunikace, protoze
zak i kou¢ musi presnéji formulovat své myslenky. Textova forma zaroven priro-
zené zpomaluje proces reseni a poskytuje vice prostoru pro samostatné uvazovani
i navrat k predchozim kroktim reseni.

Reflexe ucastniki ukazaly, ze textova forma komunikace nemusi byt prekaz-
kou kvalitniho matematického uceni, ale naopak mtze vést k vétsi promyslenosti
otazek, presnéjsim formulacim a vétsi aktivité zaka. Prakticka zkusSenost s apli-
kaci zaroven potvrdila, ze Mattecoach dokaze efektivné propojit podporu zakt
s profesnim rozvojem budoucich ucitelii matematiky. Projekt tak predstavuje in-
spirativni priklad vyuziti digitalnich technologii ve vzdélavani a zaroven ukazuje
moznosti prenosu zahraniéni dobré praxe do ¢eského prostredi.

V pribéhu dilny se zaroven ukéazalo, ze tempo komunikace dospélych tcast-
nik1 se lisi od bézné komunikace zaki. Prestoze je kazdy kouc¢ v aplikaci schopen
vést az tfi konverzace najednou, sedm zapojenych kouct prii vice nez dvaceti
ucastnicich dilny chvilemi nestacilo reagovat dostatecné rychle. Ucitelé zaklad-
nich, strednich i vysokych skol ¢asto formulovali delsi a promyslenéjsi odpovédi,
vraceli se k jednotlivym kroktim teSeni a kladli vice doplnujicich otazek. V di-
sledku toho dochéazelo k delsim prodlevam v komunikaci nez pfi bézné praci se
zaky. Tato zkusenost ukézala, Ze organizace podobnych workshopt vyzaduje od-
lisSné nastaveni poc¢tu koucti i casového harmonogramu nez bézny provoz aplikace.

Projekt Mattecoach ukazuje, ze digitalni technologie mohou byt pti vhodném
didaktickém vyuziti smysluplnym néastrojem podpory matematického vzdélavani.
Propojeni bezplatné podpory zaki s profesnim rozvojem budoucich ucitelt vy-
tvari model, ktery je prinosny pro obé skupiny a zaroven otevira prostor pro
dalsi vyzkum online vyuky matematiky. Zkusenosti z prvniho roku fungovani
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ceské verze i z realizované pracovni dilny potvrzuji, ze Mattecoach mé potencial
stat se diilezitou soucasti podpory matematického vzdélavani v ¢eském prostredi.

Zaver

Pracovni dilna ukazala, ze aplikace Mattecoach nabizi zajimavé moznosti pod-
pory ueni matematiky v online prostfedi. U¢astnici méli moznost seznimit se
s principy fungovani aplikace, prakticky si vyzkouset komunikaci prostirednic-
tvim chatu a sdilené tabule a reflektovat moznosti vyuziti podobného pristupu
ve vlastni pedagogické praxi.

Projekt Mattecoach tispésné prekonal fazi pilotniho nasazeni a stal se pevnou
soucasti nabidky podpiirnych vzdélavacich aktivit na Univerzité Palackého v Olo-
mouci. Zkusenosti z prvniho roku fungovani ukazuji, Ze online prostiredi miize byt
nejen dostupnym nastrojem podpory pro zaky zakladnich a strednich skol, ale
také cennym prostorem pro profesni rozvoj budoucich ucitelt matematiky.

Do budoucna se pocitd s dalsim rozsifovanim projektu, a to nejen smérem
k vétsimu poctu zapojenych skol a zakt, ale také k podpore studenttt vysokych
skol v jejich prvnich semestrech studia. Vyznamny potencidl méa rovnéz vyuziti
anonymizovanych dat z konverzaci pro vyzkum online vyuky matematiky, ana-
Iyzu zakovskych obtizi a hledani efektivnich didaktickych strategii. Mattecoach
tak predstavuje perspektivni model, ktery propojuje inovativni vyuziti digital-
nich technologii, podporu zakt a rozvoj budoucich ucitelt v ¢eském vzdélavacim
prostredi.

Podékovani

Tento prispévek byl podporen z projektu IGAPrF2026009.
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Kdyz se odvaluji rtizné modely krychle

DANIELA BiMOVA!

Prispevek predstavuje pracovni dilnu zameérenou na reseni gradovanych uloh s te-
matikou odvalovdni riznigch modeld krychle po predem danych trasdch. Ucastnici
pracovali s ruznymi reprezentacemi modelu krychle (barevné stény, hract kostka,
symboly nebo prostorovd lomend ¢dra na sténdch) a zaznamenavali jak otisky
prislusnych spodnich sten v jednotlivijch krocich odvalovani do predem zndzorneé-
nych tras, tak i rozlicnd zndzornéni trajektorii vybrangch vrcholi modelu krychle
vzniklych behem procesiu odvalovdni. Aktivity byly realizovdny kombinaci vyuziti
virtudlniho prostredi online GeoGebra ucebny a manipulaci s fyzickymi 3D tis-
tenymi modely. Cilem aktivit bylo ucastnikim ndzorne ukdzat moznosti rozvijeni
prostorové predstavivosti, geometrického mysleni, schopnosti prechodu mezi re-
prezentacemsi a podporovat badatelsky orientované ucent.

Uvod

Rozvoj prostorové predstavivosti patii mezi klicové cile matematického vzdéla-
vani napri¢ vsemi stupni skol, od primarniho az po tercidrni vzdélavani. Tato
schopnost zahrnuje nejen vnimani tvari a jejich vlastnosti, ale predevsim doved-
nost mentalné manipulovat s geometrickymi objekty, predstavovat si jejich pohyb
v prostoru, zmény orientace a vzajemné vztahy mezi jejich jednotlivymi ¢astmi.
U zaka a studentii se jednd o komplexni kognitivni proces, ktery se postupné
rozviji na zakladé zkusenosti, vizualizace i abstraktniho uvazovani.

Jeji vyznam presahuje samotnou geometrii — je nezbytna pro uspésné zvlad-
nuti dalsich oblasti matematiky, jako je naptiklad analyticka geometrie ¢i lineadrni
algebra, a ma zasadni uplatnéni i v pribuznych oborech, zejména ve fyzice, tech-
nice, architekture ¢i informatice, kde je prace s prostorovymi objekty a jejich
reprezentacemi kazdodenni soucasti.

Jednim z efektivnich prostredkiti rozvoje uvedenych dovednosti jsou tlohy za-
lozené na mentalni manipulaci s konkrétnimi modely téles, které umoznuji pro-
pojit smyslovou zkusenost s abstraktnim myslenim. Pravé odvalovani modelu
krychle po roviné predstavuje didakticky velmi bohatou situaci, ktera nabizi Si-
roké spektrum tuloh riiznych obtiznosti a podporuje aktivni zapojeni resitelti. Tato
¢innost umoznuje propojit intuitivni zkusenost ziskanou manipulaci s fyzickym
3D modelem s formalnim geometrickym uvazovanim, které se opird o presné

! Technick4 univerzita, Fakulta piirodovédné-humanitni a pedagogické; daniela.bimova@tul.cz
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pojmy a vztahy. PTi feseni tloh tohoto typu dochéazi k prirozenému propojo-
vani rovinné a prostorové geometrie, napriklad pii sledovani otiski spodnich stén
krychle v roviné a soucasném uvazovani o jejim prostorovém pohybu. Soucasné se
rozviji schopnost prechodu mezi riiznymi zptisoby reprezentace téhoz problému —
od konkrétni manipulace s 3D fyzickym modelem pres jeho 2D grafické znézor-
néni az po dynamickou 3D vizualizaci v digitalnim prostiedi. Tento prechod je
klicovy pro hlubsi porozuméni matematickym pojmiim i pro rozvoj matematické
gramotnosti.

Cilem tohoto prispévku je popsat uvedenou problematiku, analyzovat jeji di-
dakticky potencial z hlediska rozvoje prostorové predstavivosti a matematického
mysleni a poukazat na moznosti vyuziti obdobné koncipovanych tloh ve vyuce
matematiky na rtznych stupnich skol. Soucasné se prispévek snazi nabidnout
inspiraci pro ucitele, jak tyto aktivity efektivné zaclenit do vyuky a jak vyuzit
kombinaci manipulativnich pomtcek a digitalnich technologii k podpore aktiv-
niho a badatelsky orientovaného uceni.

Teoreticka vychodiska

Konstruktivisticky pristup k vyuce matematiky

Teoretickym zakladem prispévku je konstruktivistické pojeti uceni, které chape
poznani jako aktivni proces konstrukce vyznamtu na zakladé predchozich zku-
senosti jedince. Podle Piageta (1970) probiha kognitivni vyvoj prostrednictvim
procesu asimilace a akomodace, pricemz jedinec neustale prizplisobuje své men-
talni struktury novym zkusenostem. V kontextu geometrie to znamena, ze poro-
zumeéni prostorovym vztahiim nevznika pouhym prenosem hotovych poznatki od
ucitele k zakovi, ale prostfednictvim aktivni ¢innosti, experimentovani a reflexe.
Radikélni konstruktivismus (von Glasersfeld, 1995) dale zduraznuje, Ze poznani
neni objektivnim odrazem reality, ale je individualné konstruovano poznavajicim
subjektem na zakladé jeho zkusenosti. V didaktice matematiky se tento pristup
promita na badatelsky orientované tlohy, které umoznuji zaktim objevovat mate-
matické vztahy samostatné. Ulohy spojené s odvalovanim modelu krychle pred-
stavuji typicky priklad takového prostiredi — zaci nejsou vedeni k jediné spravné
procedure, ale jsou motivovani k hledani vlastnich strategii a k jejich ovérovani.

Role manipulativnich ¢innosti a reprezentaci

Manipulativni ¢innosti hraji zasadni roli zejména v pocatecnich fazich uceni, kdy
pomahaji vytvaret vazby mezi konkrétni zkusenosti a abstraktnimi pojmy. Bruner
(1966) rozlisuje tii formy reprezentace poznani: enaktivni (¢innostni), ikonickou
(obrazovou) a symbolickou. Tyto formy nejsou striktné oddélené, ale vzajemné
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se doplnuji a prolinaji. V kontextu uskutecnéné pracovni dilny lze jednotlivym
diléim ¢innostem prifadit tii uvedené formy reprezentace poznani dle Brunera
napr. nasledujicim zptisobem:

o manipulace s fyzickymi 3D modely krychle odpovida enaktivni repre-

zentaci;

« zaznamenavani otiskii spodnich stén modelt krychle v trasach odvalovani

a rizné formy znazornovani trajektorii vytvorenych vybranymi vrcholy
modeli krychle béhem procesu odvalovani predstavuji ikonickou aroven;

« matematicky popis vztaht (napt. slovni ¢i symbolicky) odpovidda symbo-

lické reprezentaci.

Ptechod mezi témito drovnémi je klicovy pro hlubsi porozuméni napt. mezi
2D a 3D reprezentacemi prostorovych objektti. Jak uvadéji Sarama a Clements
(2009), efektivni vyuka matematiky by méla umoznovat koordinaci riznych re-
prezentaci, protoze pravé tato koordinace podporuje rozvoj konceptualniho po-
rozumeni.

Digitalni technologie a dynamicka geometrie

Dynamické geometrické systémy, jako je GeoGebra, predstavuji vyznamny néa-
stroj pro podporu vyuky matematiky. Umoznuji vytvaret interaktivni modely,
které reaguji na zmény parametrii v redlném case. Podle Hohenwartera a Jonese
(2007) tyto nastroje podporuji propojeni algebraického a geometrického mysleni
a umoznuji hlubsi porozuméni matematickym vztahtim. V pripadé dloh zamére-
nych na odvalovani modela krychle prinasi GeoGebra nékolik klicovych vyhod:

e umoznuje vizualizaci dynamického pohybu;

o poskytuje okamzitou zpétnou vazbu;

e podporuje experimentovani a oveérovani hypotéz;

e umoznuje presné zaznamenani trajektorii bodi.

Dtlezité je, ze digitalni prostifedi nenahrazuje manipulativni zkusenost, ale
vhodné ji dopliuje. Jak uvadéji Sarama a Clements (2009), kombinace fyzickych
a virtualnich reprezentaci vede k efektivnéjsimu uceni nez jejich izolované pouziti.

Badatelsky orientované uceni

Badatelsky orientované uceni predstavuje didakticky pristup, ktery klade diraz
na aktivni zapojeni zaki do procesu objevovani. Ucitel zde vystupuje spise jako
facilitator nez jako zdroj hotovych poznatkt. Tento pristup podporuje rozvoj
vys&sich kognitivnich dovednosti, jako jsou analyza, syntéza a evaluace. Ulohy
spocivajici v odvalovani modeltl krychle jsou pro tento pristup zvlasté vhodné,
protoze:

e umoznuji vice reSeni;
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e podporuji formulaci hypotéz;

e vedou k diskusi a argumentaci;

o umoznuji diferenciaci podle irovné zaki.

Badatelsky orientované prostiedi zaroven podporuje metakognitivni procesy,
v nichz zaci reflektuji své postupy, hodnoti jejich efektivitu a pripadné je upravuji.

Spontanni stereometrie a jeji ¢lenéni

Profesor Hejny ve své dlouholeté praci zduraznuje vyznam uceni zalozeného na
,budovani schémat® a rozvoji geometrické predstavivosti prostiednictvim izolo-
vanych a generickych modeli, které zaci sami aktivné objevuji, ovéruji a postupné
zobecnuji. Ve své publikaci (Hejny, 1989) zavadi pojem spontdnni stereometrie,
kterou chape jako oblast prostorové geometrie nevyzadujici hlubsi teoretické zna-
losti, ale vychazejici ze zakladnich predstav o télesech a z praktickych zkusenosti
s nimi. Spontanni stereometrii tedy popisuje jako soubor dovednosti a predstav
o trojrozmérnych objektech, které se utvareji prostrednictvim manipulace, mo-
delovani a vlastni ¢innosti zak.

Tuto oblast prostorové geometrie déale c¢leni do Sesti tematickych okruhi:
geometricka télesa (jejich modelovani, znazornovani a manipulace s nimi),
sité téles (jejich vytvareni a manipulovani s nimi), geometrie povrchu téles
(napr. pohyb po povrchu télesa), pohyb téles (odvalovani, otdc¢eni a zazname-
navani téchto pohybil), kombinatorickd geometrie téles (napt. obarvovani ¢i
rizné kombinatorické tlohy) a prostorova bludisté (jejich reseni i tvorba). Tyto
oblasti poskytuji siroké spektrum aktivit, které prirozenym zptsobem podporuji
rozvoj geometrického mysleni i prostorové predstavivosti zaki.

V ramci popisované pracovni dilny byla zvolena oblast pohybu téles, kon-
krétné tlohy zamérené na odvalovani riiznych model krychle po predem vy-
znacenych trasach. Tyto tulohy cilené propojuji nékolik kognitivnich procest:
vizualné-prostorové transformace (zejména mentalni rotace a translace), struk-
turdlni reprezentace (vnimani vztaht mezi hranami a/nebo sténami, vnimani
jejich vlastnosti ¢i struktur, jako jsou barvy ¢i symboly), sekvencni planovdni
(posloupnost kroku pri odvalovani) a propojeni rovinngch a prostorovich repre-
zentaci (napr. mezi siti krychle a jejim trojrozmérnym modelem, anebo mezi
rovinnym znazornénim prostorového objektu a jeho 3D fyzickym modelem).

Soucasné zapojeni vsech téchto uvedenych procesii podporuje vytvareni flexi-
bilnich mentalnich modell trojrozmérnych objektii, coz odpovida Hejného pojeti
konstrukce generickych schémat ve stereometrii. Pti odvalovani modelu krychle
je zak nucen uvazovat o tom, jak se jednotlivé stény presouvaji do novych po-
loh, jak se méni orientace symboli na sténdch modelu krychle (pokud to jejich
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tvar umoznuje) a jak z jednotlivych krokt odvalovani rekonstruovat vyslednou
konfiguraci modelu télesa v nové pozici.

Didaktické vyuziti odvalovani modelu krychle a role mani-
pulativnich modeli ve vyuce geometrie

Zéakladni princip odvalovani modelt krychle ¢i jinych téles lze zaktim nejprve na-
zorné demonstrovat pomoci 3D fyzickych modeli a predem pripravenych planki
tras. Ulohy tohoto typu je mozné zafazovat do vyuky geometrie jiz na 1. stupni
zakladni skoly, kde jsou zaci zvykli pracovat s konkrétnimi modely. Jelikoz odva-
lovani krychle spada do oblasti spontanni stereometrie, nevyzaduje Teseni téchto
uloh hlubsi teoretické znalosti geometrie — postacuje pochopeni principu pohybu
krychle a zaznamenavani barev ¢i symbolil ze stén do vyznacené trasy.

Pri reseni mohou zaci zpocatku vyuzivat jak papirové, tak 3D tisténé modely,
které si mohou sami vytvorit v ramci pracovnich ¢innosti nebo informatiky, pri-
padné je pripravi ucitel. Nevyhodou papirovych modelt je jejich nizsi odolnost,
zejména pri opakovaném pouzivani mladsimi zaky, zatimco vyhodou obou typt
je jejich variabilita — lze je prizptisobit konkrétnim tilohdm pomoci uziti riznych
barev ¢i znazornéni pozadovanych symbol na sténéch.

Samotnda vyroba modelt ma navic vyznamny didakticky piinos. Pti tvorbé
papirovych modelt si zaci procvicuji sité krychle, jejich skladani i rozkladani
a rozvijeji jemnou motoriku (napf. presnost rysovani, stithani ¢i ohybani). V pri-
padé 3D tisku se seznamuji s celym procesem od navrhu modelu v softwaru pres
jeho pripravu pro 3D tisk az po realizaci samotného 3D tisku na 3D tiskarné,
¢imz dochazi k propojeni matematiky s digitalnimi technologiemi.

Zéci viech vékovych kategorii mohou tlohy zaméfené na odvalovani krychle
resit induktivné — od konkrétnich zkusenosti k obecnym principtim. Jakmile jsou
schopni Tesit tlohy tohoto typu pouze ve své predstavé, 1ze prejit k abstraktnéj-
sim variantam, napriklad ve virtualnim prostfedi 3D softwaru nebo ¢isté men-
a stredni Skoly, pricemz je nutné zohlednit digitalni dovednosti zakt, jimz jsou
takovéto varianty uloh zadavany.

Ulohy lze také riizné obmétovat volbou rozlicnych délek tras, ziménou barev
¢i symbolid na sténach modelu krychle. Pritom trasa muze byt zakim predlo-
zena nebo ji zaci mohou sami zaznamenavat podle danych instrukei. Spravnost
reseni lze ovérovat kombinaci mentalniho postupu s manipulaci s fyzickym 3D
modelem, jeho siti nebo pomoci dynamickych aplikaci, napr. v GeoGebre. Zku-
senosti ukazuji, ze kombinace riznych strategii podporuje rozvoj geometrického
mysleni a prostorové predstavivosti, pricemz jejich variabilita zvysuje efektivitu
uceni (Hegarty, 2018).
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Soubor 1iloh predlozeny ucastniktim pracovni dilny

Rozvoj geometrického mysleni a prostorové predstavivosti lze systematicky pod-
porovat prostfednictvim cilené vyuky, manipulativnich ¢innosti i dynamickych
vizualizaci. Za timto ticelem byl vytvoren soubor tloh zamérenych na odvalovani
riuznych modeli krychle. Zadani téchto tloh, jak ve slovni, tak i grafické po-
dobé, bylo zpracovano v prostiedi softwaru GeoGebra, a to formou dynamickych
appleti. Pod pojmem rtzné modely krychle (viz obr. 1) jsou pritom rozumény
nasledujici typy modeli:
o model krychle s Sesti riizné barevnymi sténami;
o model hraci kostky s body 1-6, pricemz soucet bodi na protilehlych sté-
nach je sedm;
o model krychle se symboly na jednotlivych sténdch (napr. ¢tverec, kruh,
st X apod.);
o model krychle se znazornénou prostorovou lomenou carou na jejich sté-

néch,
>
i &

Obrazek 1: 3D virtualni modely krychle k navrzenym tloham

Byly vytvoreny ¢tyri soubory tloh, pricemz v kazdém z nich byl vyuzit jeden
typ modelu krychle a jedna konkrétni trasa odvalovani. Kazda z téchto tras za-
roven odpovidala urc¢itému typu sité krychle, po niz se model pohyboval pouze
jednim smérem, aniz by bylo nutné jej béhem procesu odvalovani vracet na pred-
chozi pole.

Ulohy zaméFené na zaznamenavani barev, bodil, symboli ¢ ¢dsti prostorové
lomené ¢ary do jednotlivych ¢tvercii sité se lisily formou zadani. V prvni poduloze
(a) bylo zadani pouze slovni. V podiloze (b) bylo slovni zadani doplnéno o sta-
ticky virtualni 3D model krychle, na némz byly znazornény odpovidajici barvy,
body ¢ symboly. V poduloze (¢) byl navic ptidan dynamicky jednobarevny mo-
del krychle, ktery se postupné odvaloval pomoci ovladacich prvka softwaru —
naprogramovanych tlacitek. V podiloze (d) byl dynamicky model krychle na-
vic doplnén o prislusné barvy, body, symboly nebo c¢asti lomené cary, které se
zobrazovaly i v jednotlivych krocich odvalovani.
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Obrazek 2: Grafickd zadani dvou vybranych tloh

Pro podilohu (e) byly k dispozici fyzické 3D vytisténé modely krychle a ro-
vinné planky se znadzornénymi trasami odvalovani ur¢ené k manualnimu odvalo-
vani fyzickych 3D vytisténych modelt krychle. Rozméry ¢tverct v téchto plancich
odpovidaly délkam hran prislusnych fyzickych 3D vytisténych modelt krychle.

Kazdy soubor tloh byl déle rozsiten o dalsi typ zadani, a to o podulohu (f).
V podiloze (f) jiz nebylo cilem zaznamenavat barvy, body, symboly ¢i ¢ésti lo-
mené ¢ary, ale zakreslit kolmy pohled shora a zpredu na trajektorii, kterou opisuje
zvoleny vrchol modelu krychle pri jeho odvalovani po vyznacené trase. Pokud zaci
ovladaji praci ve 3D prostredi softwaru GeoGebra nebo nastroj ,,Stopa objektu®,
mohou tuto trajektorii znazornit také primo ve 3D okné pomoci vhodnych na-
stroji.

Navrzeny soubor tloh tak zahrnuje aktivity, které prirozené rozvijeji geome-
trické mysleni i prostorovou predstavivost. K jejich feseni postacuje porozuméni
principu odvalovani krychle a zptsobu zaznamenavani udaji do planku trasy.
Graficka zadani jsou navic podporena dynamickymi vizualizacemi a u vybranych
podtloh i manipulaci s fyzickymi 3D tisténymi modely.

Postrehy z realizované pracovni dilny

vvvvvv

notlivé podilohy ve virtualnim prostredi GeoGebra uc¢ebny umisténé na weblinku
https://www.geogebra.org/classroom/tuszreqr. Na zaver byli pozadani
o vyplnéni kratkého dotazniku zaméreného jak na uvedeni jimi zvolenych strate-
gii Teseni, tak i na jejich metakognitivni reflexi.

Domnivam se, ze pracovni dilna tcastniktim (i kdyz jich bylo co do poctu po-
mérné malo) poskytla cennou praktickou zkusenost nejen se samotnym fesenim
tloh zamérenych na odvalovani modelt krychle, ale také s vyuzitim dynamic-
kych appletti v prosttedi GeoGebra ucebny a fyzickych 3D tisténych modelt ve
vyuce geometrie. V online prostifedi se mohli sezndmit s dynamickymi vizuali-
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zacemi postupného odvalovani modelt krychle, se zaznamenavanim otiski jejich
spodnich stén v jednotlivych krocich odvalovani, ale i s prostorovymi konstruk-
cemi a s rovinnym znazornovanim trajektorii vybranych vrcholit modelt krychle.
Nasledna préce s fyzickymi 3D modely jim pak umoznila nahlédnout na stejnou
problematiku z hmatového a konkrétniho hlediska.

Predpokladam, ze si i¢astnici z pracovni dilny odnesli inspiraci, jak obohatit
vyuku geometrie o atraktivni prvky propojujici digitalni technologie s manipu-
lativnimi ¢innostmi. V zavéreéné diskusi bylo rovnéz konstatovano, ze navrzené
ulohy jsou zajimavé, podnétné a dobie vyuzitelné ve skolni praxi.

Zavér

Prispévek se zaméruje na rozvoj geometrického mysleni a prostorové predsta-
vivosti prostirednictvim tloh zalozenych na odvalovani riznych modelt krychle.
Teoreticky vychazi z konstruktivistického pojeti uceni a konceptu spontanni ste-
reometrie, jak jej formuluje prof. Hejny, tedy z diirazu na aktivni objevovani,
manipulaci s objekty a budovani mentélnich schémat. Ulohy propojuii vice kogni-
tivnich procest, zejména vizualné-prostorové transformace, praci se strukturou
télesa, sekvenc¢ni planovani a prechod mezi 2D a 3D reprezentacemi. Vyznam-
nou roli pri jejich feseni hraje kombinace manipulativnich ¢innosti a digitalnich
nastroji, zejména dynamického prostredi softwaru GeoGebra.

Navrzeny soubor tloh zahrnuje ¢tyri varianty tloh podle typu modelu krychle
(barevna krychle, hraci kostka, krychle se symboly na sténach, krychle s lomenou
¢arou na sténach), pricemz kazdy soubor obsahuje gradované podulohy lisici se
mirou podpory — od ¢isté slovniho zadani az po dynamické vizualizace a praci
s fyzickymi 3D tiSténymi modely. Ulohy jsou dale rozsifeny o prostorové kon-
strukce a rovinna znazornéni trajektorii vybranych vrcholtt modelt krychle, ¢imz
dochéazi k hlubsimu propojeni rovinné a prostorové geometrie. Dilezitym prvkem
je také variabilita 1loh a moznost jejich adaptace podle véku zakt i irovneé jejich
digitalnich dovednosti.

Realizovana pracovni dilna umoznila ucastnikiim vyzkouset si feseni tloh
v roli zaki, a to jak ve virtualnim prostredi GeoGebra ucebny, tak i s pomoci fy-
zickych 3D tisténych modelt. Tato kombinace vedla k lepsimu pochopeni principt
odvalovani i k reflexi jejich vlastnich strategii feseni. ZkuSenosti z dilny nazna-
cuji, ze podobné koncipované tulohy jsou pro vyuku geometrie prinosné, nebot
podporuji aktivni uceni, rozvoj prostorové predstavivosti i propojeni digitalnich
technologii s konkrétni manipulativni zkusenosti.
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Investicni rozhodnuti jako komplexni iloha
z kombinatoriky, pravdépodobnosti a statistiky

PeETR CECHAK!

Cilem pracovni dilny bylo ukazat ucastnikim, jak lze rozvoj financni gramotnosti
Zaku zkombinovat s ucivem kombinatoriky, pravdépodobnosti a statistiky, a to na
prikladu jedné komplexni ulohy tykajici se rozhodovdni o investici do dluhopisi.

Zadani Glohy

Uloha: Stavame se investorem...

Dostali jste k 18. narozeninam celkem 60 000 KE a rozhodli jste se je vEechny investovat.
S investovanim prozatim nemate Zadné zkuSenosti. Investicni poradce v bance vam nabidl ti
diuhopisy, které ma pravé v nabidce stim, Ze si mate rozmyslet, do kterjch byste radi
investovali a jakou skladbu portfolia byste si predstavovali. VEechny jsou splatné po 3 letech.

K dluhopistm vam poskytl tyto struéné informace:

Diuhopis: Albiconi

Nominalni hodnota: 6000 Ké

Zhodnoceni: 9% p.a.

Podminky nakupu: Je treba koupit min. 3 diuhopisy

Ukazatel rizika: 6

Wyvoj hospodafskych vysledki Albiconi v poslednich letech:
2021 [ 2022 [ 2023 [ 2024 [ 2025
zisk [ rirdta [ zirdta [ zirdta [ zirdta

Dluhopis: Barabas

Nominalni hodnota: 10 000 Ké

Zhodnoceni: 5%p.a

Podminky nakupu: -

Ukazatel rizika: 4

Vyvoj hospodafskych vysledkl spoleénosti Barabas v poslednich letech:
2021 [ 2022 2023 2024 [ 2025
zirata [ zirdta zisk zisk [ zisk

Dluhopis: CreditUnion

Nominalni hodnota: 12 000 Ké

Zhodnoceni: 4% p.a

Podminky nakupu: nelze nabidnout samostatng, prémiova

nabidka dluhopis( banky pii investici nad 20
000 KE jednordzové

Ukazatel rizika: 2
Vyvoj hospodafskych vysledki spoletnosti CreditUnion v poslednich letech:
2021 [ 2022 [ 2023 [ 2024 [ 2025
zisk [ zisk [ zisk [ zisk [ zisk
Zadani dlohy
1) Vyplite poradcem dodany dotaznik k posouzeni toho, jaky jste typ investora z pohledu

rizika.

2) Promyslete véechny moZné kombinace dluhopisi ve vaSem porifoliu tak, abyste
investovali vEechny prostredky (60 000 KEg).

3) Spocitejte vhodnym zpisobem oéekavanou vynosnost investice v rizné sloZenych
investiénich portfoliich.

4) Spotitejte vhodnym zplisobem primémou rizikovost jednotlivich portfolii.

5) Zjistéte vysledek vami vypinéného dotazniku o vztahu k riziku a na jeho zakladé zvolte

z moZnych portfolii to, které pro vas bude nejvyhodnéjsi.
6) Pfipravte se na diskuzi s vyuéujicim a spoluZaky o fedenich této dlohy.

Obrazek 1: Pracovni list k tloze Stavame se investorem

! Univerzita Karlova, Pedagogické fakulta; cechakpe@gmail.com
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Vyuziti a resSeni ulohy

V 1loze nam pracovnik banky nabizi k investovani ¢astky 60 000 K¢ tri dluhopisy
s riznymi charakteristikami, pricemz je na nés, jak si sestavime investi¢ni port-
folio s ohledem na poskytnuté informace. Samotné zadani umozni s zaky oveérit
pochopeni nékolika zakladnich pojmii, jako je tirok, dluhopis (dluhovy cenny pa-
pir, tedy pujcka spolecnosti na stanovenou dobu za pravidelné vyplaceny trok),
zkratka p. a. (ro¢né) ¢i ruzné podminky ndkupu dluhopisu (napf. minimalni po-
¢et nakupovanych dluhopisti, podminéni ndkupu cenného papiru apod.).

Na zacatku ulohy by zaci meéli vyplnit zkraceny investi¢ni dotaznik, jehoz
smyslem je uré¢it, jaké riziko je pro zaky akceptovatelné. Zaci jej mohou vyplnit
v listinné podobé (priklad je na obrazku 2) nebo jim lze obdobny dotaznik po-
skytnout k vyplnéni online. Zatimco zaci budou resit zbytek ulohy, ucitel muze
dotaznik vyhodnotit (kli¢ k vyhodnoceni je zachycen na obrazku 3). Pokud vsak
vyuzije vhodnou digitalni podobu, miize si tuto praci usettit tim, ze se dotaznik
bude vyhodnocovat sam. Vyznam vyplnéni tohoto dotazniku spociva v tom, ze
zaci by se méli pri investovani vzdy rozhodovat také na zakladé toho, jaké riziko
jsou pripraveni v ramci investice nést, jinak jim hrozi nechténé ztraty. Ve skutec-
ném svété by jim meél dotaznik obsahujici mimo jiné otazky o pristupu investora
k riziku predlozit jejich finanéni poradce, presto se tak nemusi stat vzdy, je tedy
vhodné v zacich budovat postoj, ze je tfeba riziko dobre zvazit.

Dotaznik: Vztah k riziku

1. Jakou celkovou ztratu na konci investiéniho horizontu jste pripraveni
akceptovat?
a) Vlbec Zadnou ztratu nepfipoustim.

b) Jsem ochoten akceptovat ztratu do max. do 5 % celkové investice.

¢) Jsem ochoten akceptovat ztratu do 10 % celkové investice.

d) Jsem ochoten akceptovat ztratu do 20 % celkové investice.

e) Jsem ochoten akceptovat ztratu vy3si nez 20 % celkové investice.

2. Jaka vyse ztraty, byt doéasna, v prubéhu investice by vas presvédgila
k odprodani vaseho portfolia?
a) Jakakoliv.

Ztrata do vyse 5 %.

Ztrata do vy3e 10 %.

Ztrata do vyse 20 %.

Ztrata nad 20 %.

QQE’U

3. Jaké zhodnoceni oéekavate?

a) Nevim.

b) Ocekavam mirné zhodnoceni pfi nulovych &i jen zcela minimalnich ztratach.

c) Ocekavam zhodnoceni, které alespof vyrovna inflaci pfi akceptovani kolisani
hodnoty v fadech jednotek procent.

d) Ocekavam zhodnoceni prevySujici inflaci pfi akceptovani kolisani hodnoty v fadech
jednotek, max. nizSich desitek procent.

e) Ocekavam vyznamné zhodnoceni a jsem ochoten podstoupit stim souvisejici
riziko vyznamneé ztraty.

Obrazek 2: Dotaznik k hodnoceni vztahu k riziku

Déle maji zaci na zakladé poskytnutych informaci vymyslet jednotlivé mozné
kombinace portfolia tak, aby investovali celych 60 000 K¢. Jde tedy o kombi-
natorickou ulohu, ktera ma nékolik zajimavych charakteristik. Technicky vzato
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Dotaznik: Vztah k riziku — vyhodnoceni

1. Jakou celkovou ztratu na konci investi€niho horizontu jste pfipraveni
akceptovat?
a) Vibec Zadnou ztratu nepfipoustim.
b) Jsem ochoten akceptovat ztratu do max. do 5 % celkové investice.
c) Jsem ochoten akceptovat ztratu do 10 % celkové investice.
d) Jsem ochoten akceptovat ztratu do 20 % celkové investice
e) Jsem ochoten akceptovat ztratu vy38i nez 20 % celkové investice.

RN O

2. Jaka vyge ztraty, byt doéasna, v prabéhu investice by vas presvédéila
k odpredani vaseho portfolia?
a) Jakakoliv.
b) Ztrata do vyse 5 %.
c) Ztrata do vyse 10 %
d) Ztrata do vyse 20 %
e) Ztrata nad 20 %.

R = D

3. Jaké zhodnoceni ofekavate?

a) Nevim 0

b) Ocekavam mimé zhodnoceni pfi nulovych &i jen zcela minimalnich ztratach. 1

c) Ocekavam zhodnoceni, které alespofi vyrovna inflaci pii akceptovani kolisani
hednoty v fadech jednotek procent. 2

d) Ocekavam zhodnoceni pfevy3ujici inflaci pfi akceptovani kolisani hodnoty v Fadech
Jednotek, max. nizsich desitek procent 3

e) Ocekavam vyznamné zhodnoceni a jsem ochoten podstoupit s tim souvisejici
riziko vyznamné ztraty. 4

Kategorie investoru dle vztahu k riziku

0 - 1 bodl Pro klienta neni vhodné investovani. Ma nerealistické ofekavani ohledng
investicnich nastrojl, které s sebou vZdy nesou uréité riziko ztraty.

2 — 4 body: Velmi konzervativni investor. Lze mu doporucit investiéni nastroje v takové
kombinaci, aby odpovidali max. Grovni rizika 2.

4 — 6 bodi: Opatmy investor. Lze mu doporudit investiéni nastroje v takové kombinaci, aby
jeho portfolio odpovidali max. rovni rizika 3.

7 — 10 bodd: OdvéZny investor. Lze mu doporudit investiéni nastroje v takové kombinaci, aby
jeho portfolio odpovidali max. Grovni rizika 5.

11 — 12 bodu: Velmi odvaZny investor. Lze mu doporuéit investiéni nastroje v kombinaci, ktera
portfolio povede aZ do Urovné rizika 7. Portfolic by nemélo obsahovat nastroje s Grovni rizika
2 ve vysSi mife

Obrazek 3: Kli¢ k vyhodnoceni dotazniku

jde o kombinace, nelze je vsak spocitat jednoduchym aplikovanim vzorci. Jsou
zde rtizné omezujici podminky, mimo jiné min. vyse investice do dluhopisi Albi-
coni ¢i podminénost nakupu dluhopisti CreditUnion investici do jinych dluhopisti
v minimalni vysi 20 000 K¢.

Stejné tak je zde dulezité si uvédomit, ze nelze koupit napriklad ptlku dluho-
pisu, ne viechny kombinace dluhopist tedy budou mozné. Zaci tak museji vyuzit
jinou strategii nez aplikovani vzorce. Mtze jit napriklad o systematicky vycet.
Celkem je mozné vytvorit 7 moznych investi¢nich portfolii na zakladé zadanych
kritérii (viz tabulka 1, v niz jsou pro zjednoduseni dluhopisy zachyceny pocatec-
nimi pismeny).

V dalsi poduloze by méli Zaci spocitat ocekdvanou vynosnost jednotlivych
portfolii. To znamena jednak, ze zaci by méli spocitat, kolik by méli z dluhopisti
celkem ziskat na trocich, zaroven by vsak méli také v téchto vysledcich zohlednit
riziko, ze nemusi vynos ziskat vibec (napf. v pripadé finan¢nich tézkosti spolec-
nosti).

K tomuto riziku mame v zadani uvedeny 2 tidaje — hodnotu ukazatele rizika
(od 1 do 7, kde 1 je nejmensi riziko a 7 nejvyssi riziko) a také tdaje o tom, jak
se spolec¢nosti vedlo v poslednich letech. Ukazatel rizika se skalou od 1 do 7 se
na trhu skutecné pouziva. Byt jeho uziti neni povinnosti a ptivodné byl vyvinut
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Tabulka 1: Mozné kombinace dluhopisti v investi¢nim portfoliu

Portfolio 1 | 10 dluhopisi A

Portfolio 2 | 6 dluhopisi B

Portfolio 3 | 3 dluhopisy A, 1 dluhopis C, 3 dluhopisy B
Portfolio 4 | 8 dluhopist A, 1 dluhopis C

Portfolio 5 | 4 dluhopisy A, 3 dluhopisy C

Portfolio 6 | 6 dluhopist A, 2 dluhopisy C

Portfolio 7 | 5 dluhopist A, 3 dluhopisy B

k ohodnoceni rizika podilovych listii, nékteré spolec¢nosti ho vyuzivaji pravé i pro
ohodnoceni rizika jinych investic. Vyhodou jeho uziti je snadna pochopitelnost,
jeho nevyhodou urcita nejasnost, jak bylo riziko vlastné ohodnoceno a také jak
s nim prakticky nalozit pti vlastnich ivahach a vypoctech.

Zde proto muze nastat prostor pro diskuzi s zaky, jak vlastné riziko ve vy-
poctech zohlednit. Muzeme napriklad vytvorit hypotézu, ze pokud je ukazatel
na trovni 1, je pravdépodobnost vynosu z dluhopisu 100% (matematicky vzato
1), zatimco v pripadé rizika 7 napriklad jen 30% (tedy matematicky 0,3).

Alternativné miizeme vychéazet ze zjednodusené informace o tom, jak si spolec-
nost historicky vedla (zde je prednosti, Ze tato informace vychazi z predpokladu,
ze firma si musi na zaplaceni urokt vydélat svou aktivitou, odkazuje tedy na
vnitini hodnotu dluhopisu a vede zaky k tomu, Ze by se méli zajimat o to, jak si
spole¢nost, do jejichz dluhopist investuji, finanéné vede).

Pokud by zaci volili radéji tuto cestu, mohou napriklad predpokladat, ze vy-
nos ziskame, pouze pokud se spolec¢nosti podari dosahnout zisku, a na zakladé
tohoto predpokladu spocitat, ze pravdépodobnost vyplaty slibenych trokii u spo-
lecnosti Albiconi je pouze 0,2 (p = 1/5), u spole¢nosti Barabas 0,6 (p = 3/5)
a u spole¢nosti CreditUnion 1 (p = 5/5). Zéci zde tedy pocitaji pravdépodobnost
jevu, ze spolecnost bude realizovat zisk na zakladé historickych finan¢nich dat.

Ani tento pristup samoziejmé neni idealni, nebot realizace zisku ze strany
spolec¢nosti neni zcela nahodnym jevem a ne nutné zavisi na historickych vysled-
cich, coz je opét vhodné se zaky reflektovat. Témito vypoctenymi ¢i na zakladé
uvahy stanovenymi pravdépodobnostmi bychom poté méli nasobit jednotlivé oce-
kavané vynosy u jednotlivych dluhopisti v portfoliich. Mozné feseni na zakladeé
vypoctené pravdépodobnosti a se zohlednénim splatnosti dluhopisu za 3 roky
nabizi tabulka 2 nize.

Na téchto moznych feSenich a vypoctech miizeme také zakiim demonstrovat
hned nékolik zajimavych pravidel investovani. Zaprvé, vyssi potencialni vynos je
zpravidla spojen s vyssim rizikem. Zde vidime, ze dluhopisy s nejvyssim slibova-
nym zhodnocenim jsou také nejrizikovéjsi a pri zohlednéni rizika, které se s nimi
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Tabulka 2: Ocekavané vynosy u jednotlivych portfolii

Portfolio | Skladba Vypocet Pravdépodobnost | Vysledny
portfolia vynosu realizace vynosu | ocekavany
Vynos z
portfolia
Portfolio 1 | 10 dluhopisia A | 0,09-60 000-3 | p=1/5=0,2 0,216 200 =
= 16 200 K¢ 3 240 K¢
Portfolio 2 | 6 dluhopisi B | 0,05-60 000-3 | p=3/5=0,6 0,6-9 000 =
=9 000 K¢ 5 400 K¢
Portfolio 3 | 3 dluhopisy A, | (0,09 - 18 000+ | p=1/5=0,2 0,09 -18 000 - 3
1 dluhopis C, |0,04-12000+ |p=5/5=1 - 0,240, 04-
3 dluhopisy B | 0,05 30 000)- |p=3/5=0,6 12 000 -3 - 1+
3 =10 800 K¢ 0,05 -30 000 - 3
-0,6 =5 112 K¢
Portfolio 4 | 8 dluhopisti A, | (0,09 -48 000+ |p=1/5=0,2 0,09 - 48 000 - 3
1 dluhopis C 0,04-12000)- |p=5/5=1 - 0,24 0,04
3 =14 400 K¢ 12000-3-1 =
4 032 K¢
Portfolio 5 | 4 dluhopisy A, | (0,09 24 000+ | p=1/5=0,2 0,09 -24 000 -3
3 dluhopisy C | 0,04 - 36 000)- |p=5/5=1 - 0,24 0,04
3 =10 800 K¢ 36 000-3-1=
5616 K¢
Portfolio 6 | 6 dluhopisia A, | (0,09 36 000+ | p=1/5=0,2 0,09 -36 000 -3
2 dluhopisy C | 0,04 -24 000)- |p=5/5=1 - 0,240, 04-
3 =12 600 K¢ 24000-3-1=
4 824 K¢
Portfolio 7 | 5 dluhopisia A, | (0,09 30 000+ | p=1/5=0,2 0,09 -30 000 - 3
3 dluhopisy B | 0,05-30 000)- |[p=3/5=0,6 - 0,24 0,05
3 =12 600 K¢ 30 000-3-0,6
=4 320 K¢

.7 .

Zadruhé, je dobré diverzifikovat své investice, tedy je rozlozit mezi vic inves-
tic, abychom zmensili riziko ztrat. Zde nam napriiklad vyslo jako nejvyhodnéjsi
portfolio ¢. 5, kde se kombinuji rizikové, ale vynosné dluhopisy Albiconi s po-
mérné nerizikovymi, ale méné vynosnymi dluhopisy CreditUnion. Nékteti zaci
zde mohou namitat, Zze hned druhé nejvyhodnéjsi je portfolio ¢. 2, kde jsou jen
dluhopisy Barabas. Maji pravdu, je zde na misté je upozornit, Ze nase vypocty ¢i
predpoklady, pokud jde o stanoveni rizikovosti, jsou jen velmi zjednodusené. Po-
kud bychom investovali do portfolia ¢. 2 a spolec¢nost by nakonec nemohla dostat
svym zavazkim, nebudeme mit z investice nic, zatimco pokud bychom investovali
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do portfolia ¢. 5 a spole¢nost Albiconi nedostédla svym zavazkiim, porad bychom
pravdépodobné ziskali alespon trok od CreditUnion ve vysi 4 320 K¢.

Z4ci méli dale vypoditat primérnou rizikovost jednotlivich portfolii. Zde se
vcelku hodi vychazet z indikovanych ukazateli rizika a k vypoctu vyuzit vazeny
prameér, dostavame se tedy na piidu statistiky. Mozné reSeni zachycuje tabulka 3.

Tabulka 3: Pramérna rizikovost portfolii na zakladé vazeného priméru
ukazatele rizikovosti

Portfolio | Slozeni portfolia | Ukazatele rizika a Vysledny vazeny
jejich vaha v portfoliu prumeér rizika
podle investované castky portfolia
Portfolio 1 | 10 dluhopisi A 6 (vaha 1) 6
Portfolio 2 | 6 dluhopisi B 4 (vaha 1) 4
Portfolio 3 | 3 dluhopisy A, 6 (vaha 0,3) 4,2
1 dluhopis C, 2 (véha 0,2)
3 dluhopisy B 4 (vaha 0,5)

Portfolio 4 | 8 dluhopisu A, 6 (vaha 0,8) 5,2
1 dluhopis C 2 (véha 0,2)

Portfolio 5 | 4 dluhopisy A, 6 (vaha 0,4) 3,6
3 dluhopisy C 2 (vaha 0,6)

Portfolio 6 | 6 dluhopisu A, 6 (vaha 0,6) 4,4
2 dluhopisy C 2 (vdha 0,4)

Portfolio 7 | 5 dluhopisu A, 6 (vaha 0,5) 5
3 dluhopisy B 4 (vaha 0,5)

Nékteri zaci by mohli namitat, ze tento krok je jiz zbytecny, protoze riziko
jiz. promitli do potencialniho zhodnoceni v predchozim kroku, to vSak neni zcela
pravda. Na zacatku cviceni jsme vyplnovali dotaznik praveé proto, abychom nyni
mohli zjistit, které portfolio je pro nas idealni nejen z toho pohledu, Ze slibuje
nejvyssi ocekdvany vynos pri zohlednéni rizika, ale také z toho pohledu, zda
portfolio jako celek je pro nas z hlediska naseho pristupu k riziku akceptovatelné.

Dtvod pro tento krok je jednoduchy. Pokud jsme ochotni snést jen velmi malé
riziko a investovali bychom do portfolia ¢. 5, které obsahuje i pomérné rizikovy
cenny papir, mohlo by nas to vést k neuvazenému chovani v pripadé naznaku pro-
blémi s investici. Dejme tomu, ze bychom dostali zpravu, ze spolec¢nost v daném
roce nebude ziskova, tedy mozna nebude mit prostfedky na vyplaceni uroku.
V takovém pripadé bychom mohli zpanikarit a pokusit se investici odprodat,
pravdépodobné se ztratou. To vsSak nebylo nutné, mohlo se stat, ze spole¢nosti
se nakonec vedlo 1épe, nez se ocekavalo, ¢i zZe si napriklad na vyplatu aroku pro-
stredky zapujcila. Neslo by sice o finan¢né prilis proziravé feseni pro spole¢nost,
ale my bychom jako investofi své prostiedky ziskali. V pripadé impulzivni snahy
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o0 to se investice zbavit kviili pro nas neakceptovatelnému riziku bychom vsak tra-
tili v kazdém pripadé. Tento krok tedy slouzi jako jakasi dodatecéna preventivni
kontrola naseho vlastniho jednani pod tlakem.

Dale muze vyvstat diskuze nad tim, jak vypocitat vahové koeficienty. V ta-
bulce se pracuje s hodnotou investice do jednotlivych cennych papirt ve vztahu
k celkové hodnoté investovanych prostiredki, nékdo z zakt vsak mohl postupovat
jednoduse tak, ze vzal jako referenc¢ni udaj pocet cennych papirii v portfoliu.
Tedy naptiklad u portfolia ¢. 3 by ziskal primérnou rizikovost zhruba 4,6, nebot
by pocital (3-6+1-2+3-4)/(3+1+3), tedy 32/7 = 4,57. Tento postup je rovnéz
mozny, je vsak vhodné zaky upozornit na to, ze u investic nemusi byt idealni,
protoze nereflektuje, ze jednotlivé cenné papiry nemaji stejnou nominalni hod-
notu, tedy jinak feceno, nereflektuje, ze sice mame pouze 1 dluhopis CreditUnion
v portfoliu o 7 dluhopisech (tedy zaujima 14,3 % portfolia), ovsem tento dluhopis
predstavuje ve skutecnost 20 % nami investované celkové castky.

Poslednim krokem tlohy je, aby Zaci srovnali vysledek dotazniku ze zacatku
cviceni, tedy jaky je jejich vztah k riziku, s jimi vypoctenymi a poskladanymi
portfolii, a zjistili, zda a které portfolio je pro né vhodné z hlediska rizikovosti.
Zde muze dojit typologicky k nékolika situacim, které je vhodné s zaky reflek-
tovat. Mlze se stat, ze zaci zjisti, ze pro né vlastné zadné portfolio neni vhodné
z hlediska jejich vztahu k riziku. Je tfeba jim vysvétlit, Ze to je zcela bézna si-
tuace a méla by vést k tomu, ze se podivaji po pro né vhodnéjsi nabidce u jiné
finan¢ni instituce. Neméli by se v zadném pripadé nechat presvédcit k investici,
ktera jejich rizikovému profilu neodpovida, ani by se neméli nechat naptiklad pre-
sved¢it k tomu, aby upravili své odpovédi v dotazniku tak, aby 1épe odpovidaly
nabizenym investicnim ptilezitostem.

Dalsi moznosti je, ze zaktm vysel profil, ktery odpovida nejvyhodnéjsi moz-
nosti. To je samozirejmé idealni moznost, ne vzdy vsak v realité nastane. Treti
moznosti, ktera mize nastat, je stav, kdy pro zaky sice je néjaké portfolio vhodné,
nejde vsak nutné o to, které vyslo jako nejvyhodnéjsi (po zohlednéni rizika). Du-
lezité je si v takovém pripadé uvédomit, ze investi¢ni rozhodnuti je pomérné
komplexni a je nutno u néj vyvazovat rizné aspekty investice, jako pravé pred-
pokladany vynos a riziko investice a nas vztah k riziku.

Nejvyssi ocekavané zhodnoceni se totiz nemusi realizovat jen kvili rizikovosti
investice jako takové, ale také kvili tomu, ze my reagujeme na naznaky rizika
prehnané, coz vede témeér vzdy ke ztraté. Je dobré si toto priznat a nepoustét
se v takovém pripadé do rizikovych, byt potencialné vynosnych investic, protoze
je velmi pravdépodobné, ze z nich ocekavany zisk kvili vlastnimu jednani neu-
vidime. Nase jednani je sice teoreticky mozné zménit ¢i kontrolovat, to se vsak
rovnéz nepodari kazdému. Jistéjsi strategii je pak zvolit takové portfolio, které
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odpovida nasemu rizikovému profilu, byt z néj neocekavame takovy vynos, a které
je pokud mozno diverzifikované.

Jiz v priibéhu feseni jednotlivych podiloh miizeme reflektovat nase jednotlivé
kroky, je vSak dilezité se se zaky zamyslet i na zavér v ramci skupinové diskuze
o smyslu celého cvicéeni a hlavnich poznatcich, které bychom si z néj méli odnést.
Pomiize to upevnéni zadouciho jednani zak1, az budou jednou skutecénéa investi¢ni
rozhodnuti ¢init.

Slovo zavérem

V pracovni dilné byla predstavena komplexni tloha simulujici pritbéh realného
investicniho rozhodovani, pricemz zaky tato iloha mimo jiné vede k tomu, aby
pri investi¢nich rozhodnutich postupovali urcitym zadoucim zptisobem, zejména
zvazovali rizika spojend s investici a v zavislosti na vlastnim rizikovém profilu
vyhledavali takové riziko, které jim konvenuje.

Ulohu lze zatadit do vyuky na stfedni skole i v poslednich ro¢nicich zékladni
skoly. Matematicky vzato tato tloha neni slozitd, lze ji uplatnit i u zakd na
odbornych skolach a ucilistich, presto ma potencial zaky motivovat a ukézat jim
propojeni nékterych matematickych koncepti s praktickym zivotem. Jak jsem
jiz. ukazal drive, takovéto tlohy nejsou bohuzel v nasich ucebnicich matematiky
pilis zastoupeny (Cechék, 2023).

Literatura

[1] CecHAK, P. (2023). Financial relationships and dependencies in Czech se-
condary school mathematics textbooks. Scientia in educatione, 14(2), 2-19.
https://doi.org/10.14712/18047106.3121
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Zlaty rez jako most mezi védou, uménim
a historii: Didakticka reflexe

STANISLAVA DVORAKOVA!, ViTEZSLAV KRUZIK?

Interdisciplindrni dilna predstavuje zlaty rez jako klicovy matematicky princip
propojujici geometrii, prirodni struktury a estetické koncepty. Cilem je didaktickd
transformace tohoto abstraktniho pojmu do viyjukové uchopitelné podoby vyuZitelné
naptic stupni vzdéldvdnd. Ucastnici se prostrednictvim badatelsky orientovanich
aktivit seznami se zdkladnimsi geometrickymi konstrukcemsi souvisejicimi se zlatym
rezem a s jeho projevy v prirode, architekture a vytvarném umeni. Samostatnd
pozornost je vénovdna otazce vyskytu zlatého rezu v hudebnich strukturdch a an-
tropometrickym proporcim lidského téla. Dilna akcentuje mezipredmetové vazby
v duchu STEAM, rozvoj geometrické predstavivosti a kritického mysleni a nabizi
pedagogim metodicky strukturované vystupy pro ndzornou a smysluplnou vyuku
matematiky.

Motto: ,, Geometrie méa dva poklady: Pythagorovu vétu a zlaty fez. Prvni mé
cenu zlata, druhy pripomind spise drahocenny kamen.*
(Johannes Kepler)

Uvod

Proponovany text shrnuje metodicky pristup k vyuce fenoménu zlatého rezu pro-
stfednictvim interdisciplinarnich vazeb. Cilem je ukazat, zZe geometricka proporce
¢ =~ 1,618 neni pouze abstraktnim matematickym pojmem, ale univerzalnim
principem, ktery prostupuje biometrii ¢lovéka, déjinami architektury, hudebni
kompozici i soucasnou popkulturou (Padovan, 1999). Clanek popisuje sérii prak-
tickych didaktickych dilen zaméfenych na aktiviza¢ni metody vyuky (Vondrova,
2007).

Zlaty tez, znamy také jako ., bozska proporce (proportio divina), predstavuje
iracionalni pomeér (Livio, 2006), ktery lidské oko a ucho intuitivné vnimaji jako
symbol harmonie. Didakticky potencial tohoto tématu tkvi v jeho schopnosti
propojit exaktni matematiku s estetickym prozitkem.

V rdmci seminare jsme sledovali stopu tohoto poméru od antiky (sochar Fei-
dias) pres stiedovéké objevy Leonarda Fibonacciho az po renesancni syntézu
Leonarda da Vinci a Albrechta Diirera. Pravé renesance ukotvila zlaty tez jako

1 Vysok4 gkola polytechnické Jihlava; Stanislava.Dvorakova@vspj.cz
2 Gymnézium, Olomouc, Cajkovského 9; Vita@Kruzik.net

188



zakladni kdnon krasy lidského téla i architektury. Neméné diilezity je barokni od-
kaz v dile Jana Blazeje Santiniho, jehoz stavby vyuzivaji numerologii a geometrii
k vytvoreni unikdtniho duchovniho prostoru (Horyna, 1998). Jednim z klicovych
pilith didaktické jednotky je analyza hudebniho materialu. Hudba, casto defino-
vana jako ,,zhmotnénd matematika“ (Huntley, 1970), vyuziva zlaty tez k déleni
casu. (Beévarova, 2007; Livio, 2006)

Hlavni ¢asti workshopu byla série praktickych aktivit, které vyuzivaji metodu
learning by doing (uceni ¢innosti) se zaméreni na STEAM.

Didaktické aktivity a jejich struktura

Mtze mit roztresena ruka umeélce, precizni ucho houslare a kalkulacka matema-
tika néco spolecného? Odpovéd lezi v ¢isle, kterému se prezdiva bozské. Zlaty ez
je dikazem, Ze vesmir ma vkus — a ze my, pedagogové, mame v rukou nastroj,
jak propojit barokni katedraly s moderni rockovou hudbou driv, nez zazvoni na
prestavku.

Jara Cimrman jako privodce mezi matematikou a absurditou

K dosazeni didaktického odlehceni a rozvoji kritického mysleni vyuzivame po-
stavu Jary Cimrmana. Jeho fiktivni ,, Teorie zlatého polopoloméru® ¢i,, Konstanta
pokory® slouzi jako vynikajici nastroj pro vysvétleni rozdilu mezi absolutni ma-
tematickou presnosti a lidskym (uméleckym) pojetim dila. Cimrmanova ,, Lipté-
kovska spirdla“ (Smoljak et al., 2009), ktera se vraci k pocatku, pak muze byt
vtipnym metaforickym tvodem k diskusi o cyklicnosti déjin a uméni.

Od prvni republiky k panelové vystavbé jako pribéh promény proporci

Zatimco Cimrman se snazil o konstantu pokory, moderni architektura panelové
vystavby se k idedlu zlatého fezu otocila zaddy z ryze pragmatickych davodi.
Zajimavou sondou do déjin kazdodennosti je analyza vysky stropi. Prvorepub-
likova architektura, reflektujici vysku muze, vytvarela prostor, ktery se svymi
proporcemi 3 m blizil pocitu vznesenosti zlatého rezu. Naproti tomu normali-
zacni panelova vystavba vysku stropu minimalizovala (vychézejic z prumérné
vysky zen), coz méni psychologické puisobeni prostoru na clovéka (Beran et al.,
2019). Ukol zméFeni vysky stropu ué zéky vnimat matematiku v prostoru, ktery
je obklopuje.
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Zlaty rez v hudbé jako casova struktura

Prvnim pilitem didaktické techniky je strukturni analyza hudebnich dél, kde se
zlaty Tez uplatnuje jako princip ¢asové organizace a tektoniky. V ramci rozboru
Smetanovy symfonické basné Vltava (Holubec & Smetana, 2014) zaci sleduji
gradaci dila, kdy k hlavnimu vrcholu (prvni zaznéni celého hlavniho tématu VI-
tavy) nedochdzi v poloviné skladby, ale v bodé odpovidajicim pfiblizné 0,618
jeji celkové stopaze. Tato technika ,zlatého bodu®“ pom&aha studentiim pocho-
pit, Zze matematicka proporce v hudbé neni jen suchym vypoctem, ale nastrojem
k dosazeni maximalniho emocniho u¢inku a pocitu prirozené rovnovahy, ktery lid-
ské ucho podvédomé vyzaduje. Podobnou kompoziéni preciznost vykazuji i dila
W. A. Mozarta (Lendvai, 2000), u néhoz matematické analyzy potvrzuji rozdéleni
sonatovych forem v poméru blizkém zlatému fezu s presnosti na jednotlivé takty:.
Béla Bartok sel v této metodé jesté dale (Lendvai, 2000) a principy Fibonacciho
posloupnosti védomeé aplikoval nejen do struktury rytmu, ale i do ténovych inter-
valil své Hudby pro strunné, bici a celestu. Celistvost této techniky pak podtrhuje
tvorba Clauda Debussyho, v jehoz skladbé More (La Mer) kopiruje dynamické
vyvrcholeni geometrickou kiivku zlaté spiraly, coz posluchaci prinasi pocit orga-
nického a prirozeného ristu hudebni plochy (Howat, 1983).

Druhda uroven didaktického postupu se zamétruje na organologii a fyzikalni
konstrukei hudebnich néstrojt. Zaci zkoumaji geometrii klaviatury, kde rozlo-
zeni ténu v oktavé odpovida Fibonacciho ¢isluim (5 ¢ernych klaves rozdélenych
na 2 a 3, k tomu 8 bilych klaves, v celku 13), a predevsim konstrukéni plany
mistrovskych smyc¢covych nastroji. Napriklad u housli Antonia Stradivariho je
klicové demonstrovat, jak jsou efy (zvukové otvory) a $itka téla navrzeny v pris-
nych pomérech, coz zajistuje nejen estetickou dokonalost, ale predevsim idealni
akustické Siteni vin. Tato vizualizace matematiky v femeslném umeéni slouzi jako
hmatatelny diikaz praktického vyuziti zlatého Tezu.

Zavérecna faze techniky vyuziva motivacéni potencial soucasné popularni
hudby k prokazani trvalé validity téchto principti. Didakticky nejuc¢innéjsim pri-
kladem je analyza skladeb progresivnich kapel (napt. Tool a pisen Lateralus),
kde je Fibonacciho posloupnost aplikovana primo do rytmickych vzorcl, poctu
slabik v textu a casovani gradaci. Konfrontace historickych dél s moderni pro-
dukci zaktim dokazuje, ze zlaty fez je univerzalnim, nadcasovym jazykem. Tato
komparativni metoda zvysuje atraktivitu matematického uciva a rozviji u zaku
schopnost identifikovat abstraktni geometrické struktury v jejich kazdodennim
kulturnim prostredi.
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Proporce lidského téla jako didakticky nastroj

Zékladem této aktivity je odkaz antického architekta Vitruvia, ktery v 1. stoleti
pr. n. l. definoval, Ze idedlni stavba musi odrazet proporce lidského téla. Podle néj
je lidské télo navrzeno tak dokonale, ze se da vepsat do zakladnich geometrickych
tvari — kruhu a ¢étverce. Tuto myslenku o patnact stoleti pozdéji vizualizoval
Leonardo da Vinci ve své slavné kresbé Vitruviansky muz. (Livio, 2006; Elam,
2011) Leonardo zde matematicky dolozil, ze:

o Pupek jako stred: u idedlné rostlého ¢lovéka je sttedem téla (vzdalenost
od zemé k pupku ku celkové vysce odpovida zlatému tezu).

o Rozpazeni: vzdalenost mezi Spickami prstii rozpazenych rukou se rovné
celkové vysce ¢lovéka (télo tvori ¢tverec).

o Zlaté pomeéry koncetin: pomeér délky celé paze k délce od lokte k prstiim
nebo pomér celého prstu k jeho jednotlivym ¢lanktim, se blizi hodnoté
1,618.

V ramci praktické dilny zaci pracuji jako vyzkumnici (Hejny, 1990). Tato

aktivita rozviji hned nékolik kompetenci:

o Sbér dat a méreni: zaci pracuji v parech, méri vysku postavy, vzdalenost
pupku od zemé, délku paze, predlokti a ¢lankt prsti.

o Matematickd analyza: naméfené hodnoty dosazuji do vzorci (pomér
A: B) a zjistuji, jak blizko se jejich télesna konstituce blizi ¢islu 1,618
a idealu krasy podle da Vinciho.

o Statistické pozorovani: v pripravené tabulce sleduji rozdily mezi pohlavim
a vekem.

Je to dobry moment pro diskusi o tom, ze zlaty fez je ,,idedlem”, ke kterému
priroda sméruje, ale individualni variabilita je prirozena. Pri této aktivité je dui-
lezité zdlraznit, Ze ,, dokonalost® v tomto smyslu neni estetickym diktatem, ale
matematick§m vzorcem ristu. Zaci ¢asto byvaji nadseni, kdyz zjisti, Ze jejich
télo ,, vi“, jak pocitat, aniz by o tom premysleli. Tento ,,aha-moment” je nejsilnéj-
sim motivacnim prvkem pro dalsi zkoumani zlatého fezu v méné hmatatelnych
oblastech, jako je pravé hudba nebo abstraktni geometrie.

Heroéonova konstrukce jako cesta ke zlatému rezu

Dalsi faze didaktického bloku se presouva od biologickych pozorovani k exaktni
geometrické konstrukci. Tato ,, geometrickd meditace* slouzi jako protipol k di-
gitalnimu svétu. Zatimco software vygeneruje zlaty rez jednim kliknutim, ruc¢ni
rysovani umozni zakovi fyzicky pocitit proporci. Propojeni ruky, kruzitka a oka
fixuje matematicky koncept mnohem hloubéji nez pouhé teoretické vysvétleni.
Tato ¢ast je klicova pro rozvoj technické zdatnosti, trpélivosti a pochopeni vnitini
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logiky geometrickych tvart. Vychazime z metodickych listl, které krok za krokem
vedou zaka od jednoduché tsecky az po komplexni spiralu.

Prvnim krokem je néacvik rozdéleni tsecky zlatym fezem pomoci tzv. Hero-
novy konstrukce. Tento postup vyuziva pravouhly trojihelnik a soustavu kruznic
k nalezeni bodu E, ktery déli tsecku AB v idedlnim poméru. (Maor, 1998)

Z4aci se uéi pracovat s pomérem stran 1 : % Konstrukce je uci, ze zlaty rez
neni véci odhadu, ale vysledkem presné geometrické operace.

Obdélnik, ktery se nikdy ,,nezkazi“ jako jednoduché pra-
vidlo proporci

Nésleduje konstrukce zlatého obdélniku, jehoZ strany jsou v poméru 1,618. Zaci
zacinaji ¢tvercem, jehoz stranu nésledné ,prodlouzi“ pomoci kruzitka (polomé-
rem je vzdalenost od stfedu strany k protilehlému vrcholu). Uéitel zde muze de-
monstrovat fascinujici vlastnost: pokud od zlatého obdélniku odstrihneme ¢tve-
rec, zbyvajici obrazec je opét zlatym obdélnikem. Tento proces lze opakovat do
nekonecna (fraktalni charakter) (Livio, 2006).

Zlata spirala jako model prirodnich struktur

Vyvrcholenim rysovaci ¢asti je tvorba zlaté spiraly. Ta vzniké vpisovanim c¢tvrt-
kruznic do soustavy do sebe vnorenych ¢tvercti v ramci zlatého obdélniku. Tato
tvary ulit mékkysa (nautilus), strukturu cyklént nebo tvar galaxii (Herz-Fischler,
1998; Livio, 2006). Rysovani spiraly vyzaduje vysokou miru koncentrace pfi na-
vazovani jednotlivych obloukt tak, aby vysledna krivka byla plynula.

Kompozice jako hledani zlatého rezu ve fotografii

V didaktice fotografie se casto setkdvame se zjednodusenim zlatého fezu na
tzv. pravidlo tfetin. Zatimco pravidlo tretin déli délku strany v poméru 2 : 1,

vvvvvv

.....

po plose obrazu podobnym zptisobem, jakym c¢teme text nebo vnimame krajinu.
Vyuziva se predevsim v krajinarské fotografii nebo architekture k vedeni pohledu
od popredi k dominantnimu prvku v pozadi (Padovan, 1999).

Cilem této aktivity je naucit zaky védomé pracovat s plochou. Podle meto-
dickych listt zaci nepracuji pouze s teoretickym vykladem, ale s pfimou aplikaci.
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Z4ci dostanou soubor fotografii (slavnad uméleckd dila i reportdzni snimky) a po-
moci prihlednych f6lii s natisténou zlatou spiralou nebo rastrem hledaji kompo-
zicni shody. Pokouseji se o presny zlaty ez nebo vyuziti vodicich linii smérujicich
do zlatého bodu.

Fibonacciho posloupnost jako model rastu

Tato kapitola prechazi od geometrie k cisté aritmetice a ukazuje, jak se dy-
namicky rist v prirodé da popsat jednoduchou ¢iselnou radou. Postava Leo-
narda z Pisy, znamého jako Fibonacci, zde slouzi jako privodce svétem algoritmi
13. stoleti (Livio, 2006).
Fibonacciho posloupnost je definovana jednoduchym pravidlem: kazdé dalsi
¢islo je souctem dvou predchozich (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89 ..). Di-
dakticky vtip spociva v tom, ze ¢im dale v této radé postupujeme, tim presnéji
se podil dvou sousednich ¢isel blizi hodnoté zlatého fezu. Fibonacciho posloup-
nost je pouze specialni pripad. Kazda posloupnost vytvorena stejnym pravidlem
(tj. jako soucet dvou predchozich ¢lenil) avsak s libovolnymi dvéma pocatecnimi
hodnotami ma tu vlastnost, ze pomeér sousednich ¢lenti se postupné blizi hodnoté
zlatého Tezu (Herz-Fischler, 1998).
Stredobodem této kapitoly je historicky tikol z Fibonacciho knihy Liber Abaci
(1202). Uloha modeluje rist populace za idedlnich podminek a je skvélym pii-
kladem matematického modelovani: ,Mame jeden par mladych kralik. Predpo-
kladejme, zZe kazdy par dospéje za jeden mésic a od druhého mésice svého zivota
zplodi kazdy mésic jeden novy par. Kolik part kralikii budeme mit po uplynuti
jednoho roku, pokud zadny neuhyne?*
Zéci si v ramci dilny vytvéafeji schéma (strom rtstu), kde sleduji generace.
Navazujici aktivita v ramci dilny vede zaky k aplikaci téchto ¢isel v botanice:
« Fylotaxe: Zaci poéitaji spirdly na borovicové §isce nebo slune¢nici. Zjis-
tuji, ze pocet spiral jdoucich po sméru a proti sméru hodinovych rucicek
jsou vzdy dvé sousedni ¢isla z Fibonacciho fady (napt. 8 a 13 nebo 21
a 34) (Livio, 2006).

e Okvétni listky: Diskuse o tom, pro¢ ma vétsina kvétin pocet listkli od-
povidajici Fibonacciho ¢islim (lilie 3, pryskyinik 5, stracka 8, mésicek 13).

V odborném kontextu zdiraznujeme, ze tato ¢ast uci zaky prevadét realitu do
abstraktniho modelu. Fibonacciho tloha neni jen o kralicich, je o principu kumu-
lativniho rastu. Propojeni této ¢iselné rady s drive narysovanou zlatou spiralou
vytvari v zacich uceleny obraz o tom, ze ,¢islo“ (aritmetika) a ,tvar® (geomet-
rie) jsou dvé strany téze mince. Tento moment je zdsadni pro hluboké pochopeni
matematiky jako univerzalniho radu prirody.
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Stavba chramu jako hledani harmonie

Tato kapitola prenasi abstraktni matematické poméry do trojrozmérného pro-
storu a udi zaky uvazovat jako architekti antiky ¢i renesance. Ukol kombinuje
hru (stavbu z kostek) s ptisnou geometrickou disciplinou a antropometrii. V ar-
chitekture neni zlaty ez samoucelnou dekoraci, ale nastrojem pro dosazeni pocitu
stability a prirozenosti. Zaci vychazeji z principu, ze stavba by méla byt v harmo-
nii s ¢lovékem, ktery ji obyva (Padovan, 1999). Tento koncept, ktery v moderni
dobé rozpracoval Le Corbusier jako tzv. Modulor (Elam, 2011), ma kofeny prave
v antickém tadu, kde rozméry sloupl a jejich rozestupy vychézely z lidskych
proporci.

Cilem aktivity je postavit model chramového priceli pro konkrétni ,obyva-
tele — postavicku“ (napf. z lega). Zaci zméfi vysku postavicky (h), postavicka
slouzi jako modulor (lidské méritko). Tato vyska se stava zakladnim modulem
pro celou stavbu. Zéci musi z kostek postavit ¢tyii sloupy tak, aby:

o Ptidorys: vzdalenosti mezi vnéjsimi okraji sloupt tvorily zlaty obdélnik.

« Bokorys: celkovy pohled ze strany (vyska sloupu véetné architravu ku
Sitce mezi sloupy) opét odpovidal poméru 1,618.

o Zlaty strop: vodorovny preklad (strop) musi byt umistén v takové vysce,
aby cela kompozice viici postavé plisobila harmonicky — idealné tak, aby
postava s natazenou rukou ,dosahovala“ do bodu zlatého tezu vysky
sloupu.

P1i stavbé z kostek zaci nardzeji na diskrétnost materidlu (kostka ma pevny
rozmeér). Jsou tedy nuceni pracovat s aproximaci pomoci Fibonacciho ¢isel. Na-
priklad, pokud je sitka mezi sloupy 8 kostek, vyska by méla byt 13 kostek (pomér
13 : 8 = 1,625). Tento moment je didakticky nesmirné cenny, protoze ukazuje,
jak se iraciondlni ¢islo ¢ v redlném svété (kde nelze délit cihly na nekonecné malé
¢asti) realizuje pomoci celych ¢isel.

Tato aktivita rozviji prostorovou predstavivost a schopnost planovani v mé-
fitku. Zaci nefesi pouze to, aby stavba nespadla (statika), ale aby ,vypadala
spravné® (estetika zalozend na matematice). Propojeni s postavickou navic dava
ukolu socialni rozmér — stavba neni prazdnym objektem, ale prostorem pro clo-
véka. Tato dilna tvori logicky most k zavérecné diskusi o vysSce stropti v nasich
vlastnich bytech, ¢imz se téma zlatého Tezu definitivné propojuje s kazdodenni
realitou zaki.

Zaver
Interdisciplinarni pristup k vyuce zlatého rezu ukazuje, ze predméty jako ma-

tematika, hudebni vychova a déjepis nejsou izolované ostrovy. Zlaty fez je spo-
lecnym jmenovatelem, ktery umoznuje zakiim pochopit vnitini rad svéta. Jak

194



uvadi Leibniz, hudba (a s ni i celé uméni) je skrytym matematickym cvi¢enim
nasi duse. Pokud ucitelé dokazou tento princip zprostredkovat skrze praktickou
zkusenost, matematika prestava byt strasdkem a stava se klicem k drahocennému
sperku poznani.

Nas spolecny priuzkum zlatého fezu nas provedl od biometrie lidského téla,
pres barokni klenby Jana Blazeje Santiniho a precizni konstrukci Stradivariho
housli, az k modernim rytmtm kapely Tool. Zjistili jsme, Ze matematika neni jen
souborem pravidel v ucebnicich, ale Zivoucim principem, ktery nam umoznuje
vnimat krasu. Zlaty fez je dikazem, Ze svét ma vnitini tad, af uz ho hledame
v symfonii, ve fotografii nebo v déleni oken v nasem obyvaku.

, Hudba je skryté matematické cviceni duse, ktera si neuvédomuje, ze pocita.”
(Gottfried Wilhelm Leibniz)

Prejme si tedy, aby nasi zaci pocitali s radosti a nachazeli svou vlastni ., zlatou
cestu® — at uz bude smérovat k absolutni dokonalosti, nebo se s pokorou po
cimrmanovsku vracet zpét k lidské prirozenosti.

Autorska poznamka: Pri pripravé prispévku bylo vyuzito nastroji umélé
inteligence (model Gemini a model ChatGPT) za ucelem stylistické korektury
a prekladu abstraktu. Autori nesou plnou odpovédnost za vécnou spravnost a fi-
nalni podobu obsahu.
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Jak vytvorit tiinikovku se zaky pomoci Virtualni
skoly SPN

PAVLA HANZALOVA!

Cldanek se zaméruje na tunikové hry ve vijuce matematiky pro 2. stuperi ZS (lze
ale vyuzit i na SS). Popisuje, jak s Zdiky pracovat, aby byli schopni vytvorit
jednoduchou unikovou hru ¢t hratelny gamebook. Na prikladech ukazuje cestu, jak
od jednotlivych cviceni a samostatnych praci prejdeme pres komplexnéjsi ukoly
(napriklad v podobé vytvorenych unikovek) az k samotnému tvoreni vlastnich
her. V zdvéru je uvedeno, jak probihala tvorba gamebooku ve druhém rocniku
nizsitho gymndzia (7. rocniku ZS). Cilem je motivovat ucitele k tvircim aktivitdm
a predloZit jim ukdzkové priklady.

Uvod

Cely workshop byl protkén tématem antiky. Zacali jsme Seikilovou pisni (nejstarsi
dochovanou pisni zapsanou pismennou notaci), abychom navodili tu spravnou
atmosféru a zaroven matematiku propojili i s déjepisem ¢i hudebni vychovou.
Cilem workshopu bylo predstaveni cesty k vytvoreni vlastni inikové hry nebo
gamebooku (jednodussi varianta) zdkem nebo skupinou zéki, coz je nejvyssi
vzdélavaci cil podle Bloomovy taxonomie vyukovych cilii (navrhni, vytvor néco
nového, sestav, formuluj, zkoumej, rozpracuj). Zacit vSak musime u pripravy
(viz obr. 1), coz mohou byt jednodussi tikoly, priklady nebo ruzné logické tlohy,
které zaci nejen tesi, ale i sami tvori. Nasleduje faze, kde si zaci vyzkousi hotové
unikovky nebo pracuji na mensich projektech. Potom, co si sami zaziji prichod
takovou hrou, mohou zacit tvorit svoji vlastni.

VLASTNI TVORBA
(spojeni s jingmi pfedméty)

PROJEKTY, UNIKOVKY
(samostatné prace)

1 | ] DIiLCi SAMOSTATNA CVICENI
| | | | (logické dlohy, rychlé rozcvicky)

Obrazek 1: Struktura pripravy na tvorbu vlastni hry

! Gymnézium F. M. Pelcla v Rychnové nad Knéznou; hanzalova.pavla@grk-net.cz
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Samostatna cviceni

Na obrézku 2 muzeme vidét jednoduché ulohy, které procvicuji geometrii (kon-
krétné téma thlu), zaroven jsou spojeny se zéakladnimi Siframi, pomoci kterych
ziskdme pét klicovych slov k nasemu antickému tématu. Cilem je seznamit zaky
s riznymi moznosti Sifrovani. Pokud chceme s Siframi pracovat ¢astéji, mizeme si
vytisknout tzv. (de)sifrovaci pravitko, které mizeme zdarma stdhnout na inter-
netu, doporucuji naptiklad sifrovaci pomicky od tymu NaPALM (Matula, 2022).

VIII 1°20" + 2°3' = 48° 172°
V o ! o o o o o
il | 4°30' +1°37' = 12° 97° 24
I ||12°-52' = 89°
....... anwmmv S 1 5 _ 30 — 35 57 43

Obrazek 2: Dil¢i tematické tlohy z workshopu

U jedné tlohy vyuzijeme poradi pismen, v dalsi pouze vyménime feckou abe-
cedu za cCeskd pismena, v dalsi tloze vypocitame priklady a vyuzijeme semafor
(vysledky prevedeme do cifernikovych hodin, kde ndm rucicky ukazuji smér vla-
jek, jako by je drzel ¢lovék vysilajici zpravu), a u posledni tlohy rozdélujeme
thly podle velikosti (ostré/tupé) a vyuzijeme morseovku. Zavéreénym tikolem je
priuchod bludisté, pii kterém ziskavame dana pismena.

Podobnd cvi¢eni mizeme jednoduse vytvorit sami (nebo spolecné s zaky).
Staci ndm k tomu prazdna sifrovaci tabulka (obr. 3), do které zapisujeme vysledky
prikladi, které vedou k danému pismenu.

A B C D E F G H \ J K L M

N 0 P Q R S 1 u V W X Y z

Obrazek 3: Sifrovaci tabulka

Zakladni princip a zaroven i drobné nastrahy, na které pri tvorbé musime
dévat pozor, mizeme vidét na obrazku 4 (je zde vidét uplny postup tvorby,
zadani pro zaky je potom pouze sloupecek s priklady). Jeden vysledek nesmi
byt stejny pro dvé riizna pismena a zaroven jedno pismeno musi mit praveé jeden
¢iselny ekvivalent.

Projekty a iinikovky

Unikové hry vice popisuji piispévky z minulych ro¢niki Dvou dni didaktiky
matematiky (Hanzalova, 2024, 2025). V hodinach jde ¢asto o hru, ve které se
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B 1,2+21= 3,3/
U 47+24= 7.1
(H) 1,8+13= &.1)

) 0,2+3,1= 33 /
(H) 4-09= G 1D
= JE

E

Obrazek 4: Nastrahy pri tvorbé substituc¢nich sifer

vyskytuji rizné hadanky, logické tulohy ci Sifry, pomoci kterych tcastnici ziskaji
kli¢ nebo heslo potrebné k tispésnému ukonceni hry. Miizeme se setkat s terénnimi
hrami (v prirodé, v budoveé skoly nebo ve tfidé) i s digitdlni podobou. Jako dalsi
priprava mohou dobre poslouzit jakékoli tvorivé aktivity, at uz skupinové ¢i pro
jednotlivee. Zaci se tim nauéf planovat si vlastni praci, odhadnout obtiZnost,
kterou sami zvladnou, a mohou se zde projevit i ti, kterym samotné pocitani trva
delsi dobu. Zaroven zde miizeme rozvijet rizné klicové kompetence ¢i propojit
matematiku s dalsimi predmeéty.

Vlastni tvorba

Tvorba vlastni tnikovky nebo gamebooku je prace na vice vyucovacich hodin.
Velmi vhodné je zaradit tuto aktivitu ve vice predmeétech napriklad pomoci tan-
demové vyuky. Vhodnym predmétem je cesky jazyk (podpora pisatelské gramot-
nosti) ¢i informatika (vhodné pii vyuce algoritmizace, vyvojovych diagramt ¢i
prace s odkazovanim napriklad v MS PowerPointu). Pokud chceme pracovat v MS
PowerPointu, je nutné zaky seznamit s moznosti odkazu na misto v dokumentu
(Microsoft, 2026). Béhem této prace opét rozvijime ruzné klicové kompetence: ko-
munikativni, k u¢eni, k feSeni problémt ¢i digitdlnf kompetence. Zéci si mohou
vymyslet vlastni pribéh nebo vyuzit napriklad pohadku, kterou upravi, vymysli
k ni alternativni konce. Nabizi se i vyuziti umeélé inteligence.

Dulezité je si s zaky stanovit priority. Jak dlouhé texty budeme pouzivat, jaky
rozsah chceme vytvorit (z vlastnich zkuSenosti mohu potvrdit, Ze néktefi Zaci se
pro praci nadchnou a mohou vytvorit velkolepé dilo — pro ucitele to znamena
uspésné odvedenou praci, ale ob¢as také mnoho sil pti kontrole).
jednodussi, tedy tvorbu gamebooku. Jedna se o propojeni hry a pribéhu, ktery
¢tenar ovliviiuje na zakladé svych rozhodnuti. Ta mohou mit vliv na celkové
ukonceni pribéhu (ale neni to vzdy podminkou). Déj se ruzné vétvi, jednotlivé
vétve se mohou (ale nemusi) setkavat. Nékteré gamebooky (dnes opét velmi ob-
libené v knizni podobé) mohou mit i prvky RPG (role playing games = hry
na hrdiny), kde si ¢tenadf zaznamenava svij posun, pocet zivotu ¢i jinych cha-
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rakteristik, pripadné ziskava predmeéty, které mu mohou pomoci dal v pribéhu.
(Kohoutek, 2022)

Podobny koncept vyuzival pii svém programovém uceni i B. F. Skinner, ktery
preferoval linedrni priichod pro vsechny zaky stejny, avsak prizptisobeny jejich
vlastnimu tempu, ¢i N. A. Crowder pri adaptivnim fizeni vyuky, kde existuje
hlavni linie doplnéna soustavou vedlejsich vétvi slouzicich pro samotné uceni
(Zegklitz, 2013).

ZACATER &
Karkulka s
Vypravi na cestu.

Menadla
costu. Mi
telefon?

Zrratila se o
zhynula stralnou  |——
smrti.

1

Doragila domd a
cestu nechalana  [——
JEndy.

Maila
cestith. Ide
k babifce?

Zazwonil reonec a
1 pohddiy je

KONEC.
MI:':‘ ne Nedekne mu, kie Datla, ”_::":I""
P bydll babitia, FORICER,
T odella,

Capne ¥, rozpife
willka, vyswabodi
batsidlau,

Wik i sefere,

Obrazek 5: Schéma gamebooku

byl babidka.
Odhali viks
¥ posteli?

Plifde myslivec a
wiachno wylelil

Na obrazku 4 mtzeme vidét zjednoduseny graficky navrh gamebooku. Je zde
vyuzito zékladni znaceni z vyvojovych diagramu (zacatek a konec v ovalu nebo
kruhu; rozhodovani v kosoctverci; posun déje v obdélniku). Kazdy obrazec pred-
stavuje jeden snimek v prezentaci nebo jeden oddil pri textovém zpracovani bez
aktivnich odkaztu (déj je rozdélen do ¢islovanych oddila a pti rozhodovani nas
moznosti odkazuji na ¢islo, pod kterym najdeme dané pokracovani pribéhu).
Grafické znazornéni je vhodné jako prehledny navrh celého pribéhu gamebooku,
ktery by zaktim mél pomoct pri jeho dalsim zpracovani. Nékteri zaci preferuji
i jiné zpusoby navrhi (jedna zakyné sama od sebe navrhla tabulkovy systém,
ktery ji pripadal prehlednéjsi). Je mozné vyuzit i princip myslenkové mapy.

Pokud se jedna o praci propojenou s matematikou, je cilem v oddilech s roz-
hodnutim najit matematické ¢i logické tukoly, jejichz reseni nas povedou pribéhem
dale. Na obrazku 6 muzeme vidét ukazku zakovské prace. Ta byla zpracovana
v prezentacnim programu MS PowerPoint. Ctenaf (resp. hrac) zvoli svou odpo-
véd kliknutim na dany barevny obdélnik. Kazdy obdélnik ma nastaveny odkaz
na jiny snimek prezentace. Tim je zajisténo rozdéleni pribéhu do nékolika vétvi
(mohou to byt pouze dvé — spravna a Spatna odpovéd, ale muze jich byt i vice).

Dtilezitou soucasti je i samotné testovani hry, ovérovani funkcénosti systému
i vymyslenych kol ¢i logickd navaznost pribéhu. Pri této ¢innosti se zaci uci
hledat chyby, premyslet o dalsich moznostech ovlddani hry nebo premyslet jako
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Chudak listicka jesté by ji Budulinek
zranil kv@li tomu, Ze ji sedl na hlavu.

Zachran listicku tim, Ze odpovis na
otazku.

Kolik pFiblizné lidek Zije v Ceské
republice

1

Obréazek 6: Ukazka konkrétni zékovské prace (bez tiprav)

hrac, a ne jako tvirce. Testovani je pomérné narocné kvili rozvétveni pribéhu
a opét je potTeba si ho dobfe naplanovat. Na zavér si mohou zaci vyzkouset hry
svych spoluzdkt a spole¢né o nich diskutovat.

Zavér

Gamebooky jsme tento skolni rok tvorili s zaky druhého ro¢niku nizsiho gymnéazia
(7. ro¢nik ZS) béhem hodin informatiky (téma rozhodovacich stromiti, zakladt
algoritmizace a préce s prezentacnim programem). Puvodni cil nemél s mate-
matikou nic spoleéného, ale dva zaci do své prace zakomponovali pravé logické
ulohy, kvizové otazky ¢i jednodussi matematické priklady. Pii spolecném hodno-
ceni (kazdy si vybral nékolik gamebookt od svych spoluzaki) mély tyto prace
velky uspéch. Proto planuji jejich zarazeni i béhem dalSich let pravé do hodin
matematiky. Sami zaci hodnotili praci jako zabavnou a zaroven uzitecnou (tvorba
textu, prace na vétsim projektu, planovani ¢asu).

Celkova prace trvala ¢tyri dvouhodinové bloky, do kterych byla zahrnuta i teo-
rie a vyzkouseni jednoduchého vzorového gamebooku. Diilezitou soucésti je spo-
lecné stanoveni kritérii (zde bych rada upozornila i na pripadné omezeni rozsahu —
minima i maxima — protoze nékteri zaci se do této prace dokazi opravdu na-
dchnout). Kritéria jsou dulezitd i v ptipadé hodnoceni. Stanoveni znamky muze
byt u takovych praci pomérné slozité (prace se svou kvalitou velmi lisily), vhodné
je doplnit hodnoceni slovni.

Pti priprave jsem pouzila materidly z Virtualni skoly SPN, coz je elektronicka
varianta ucebnice Matematika pro zédkladni skoly, na které spolecné s nakladatel-
stvim pracujeme. Momentalné je dostupna Matematika pro 6. ro¢nik: geometrie
(Pilpéan et al., 2026), tento rok by méla vyjit i aritmetika, ale pracuje se i na
dalsich roc¢nicich. Jsou zde riizna cviceni, ktera vyuzivaji zakladni Sifry, navrhy
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na samostatnou praci (ty jsou ¢asto propojeny s dalsimi predméty a rozviji kli-
¢ové kompetence, gramotnosti i kreativitu zaku) i pripravené unikové hry (kazda
ma originalni zptisob feseni, ktery je popsan v metodickych materialech urcenych
pouze uditelim), které mohou byt pro zaky velkou inspiraci.

Podékovani

Prispévek vznikl diky podpore nakladatelstvi SPN — pedagogickému nakladatel-
stvi, a. s.
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Umeéni vyjadrit jednu matematickou situaci
ruznymi zpusoby: myslenka izomorfismu
v ucebnicich 1. st. HM

KLARA KOSACKA!, JANA SLEZAKOVA?

V' pracovni dilné jsme se vénovali myslence izomorfismu a vsimali si predevsim
toho, jakym zpisobem je zpracovana v ucebnicich a pracovnich seSitech mate-
matiky pro prund stuper ZS. Pracovni dilna byla vytvorena a vedena na zdkladé
poznatku ziskanych béehem vypracovdvdani diplomové prdace pravé na téma izomor-
fismu a jeho vnimdni Zdky 4. a 5. rocniki ZS. V dvodu jsme si vymezili samotny
pojem izomorfismu a zamysleli se nad tim, jakym prinosem ndm muZe byt prdace
s 1zomorfnimi ulohami. Hlavni cast byla nejprve vénovana prozkoumdvani uceb-
nic a pracovnich sesiti pro Zdky od 1. do 5. rocniku ZS. Ndsledné si ticastnici ve
skupindch vytvorili vlastni pracovni list s izomorfnimi ulohami. Poté byly pred-
staveny pracovni listy vyuZité v diplomové prdaci a na zdvér byly uwvedeny nekteré
jejgi vysledky.

Uvod

Myslence izomorfismu a zptusobtim, jak jej vnimaji zaci, se vénovala prvni z au-
torek tohoto ¢lanku ve své diplomové praci. Zjistila, jak zajimavou a dilezitou
soucast vyuky matematiky predstavuje. Toto potvrzuje také naptiklad profesor
je nachazet ve zdanlivé odlisnych situacich spolecné jadro, tedy vidét to, co je
v danych situacich stejné, vidét, ze jsou v jistém smyslu izomorfni.“ (Hejny, 2014,
s. 151) Jako izomorfni tlohy chdpeme tedy takové tlohy, které v ruznych kon-
textech popisuji stejny matematicky model.

Uvedeme dva priklady izomorfnich tiloh z riiznych kontext s matematickym
modelem 2x + 4 = 6.

Uloha 1 typu Myslim si ¢islo:

Myslim si cislo. Kdyz své cislo vynasobim dvéma a potom k nému prictu 4,
dostanu vysledek 6. Jaké cislo si myslim?

Uloha 2 typu Hadi:

-2 +4

O~

! Univerzita Karlova, Pedagogické fakulta; klarakosacka@seznam.cz

2 Univerzita Karlova, Pedagogickd fakulta; jana.slezakova@pedf.cuni.cz
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Kdyz vyucujici chee, aby si Zaci toho, ze tlohy jsou izomorfni, vsimli, je nutné,
aby se dané ulohy nachazely dostatecné blizko u sebe v pracovnim listu nebo
ucebnici. V pripadé, ze zak odhali, ze druha tloha je vlastné ,,stejnd” jako prvni,
tak na ni pouzije stejny matematicky postup jako na tlohu prvni. Nebo jiz mys-
lenku izomorfismu zna a dobre vi, ze ulohu, kterd mu byla zadana, v daném
kontextu casto Tesi chybné, tak si ji prelozi do kontextu, ve kterém tulohy resi
uspésné. Timto nahlizenim zaka na tlohu tak, Ze ji umi ,, prelozit® do rtznych
kontext11, si postupné buduje matematické abstraktni mysleni, coz vede také
k tomu, Ze neresi tlohu mechanicky, ale hloubéji rozumi vazbam mezi ¢isly. Je
zde tedy patrné, jakym prinosem muze byt prace s izomorfnimi tlohami pro zaky.
Avsak prekvapujici je skutecnost, jak mélo se o mysSlence izomorfismu mluvi.

Izomorfismus v odborné literature

Zéasadni roli izomorfismu v matematice popisuji vedle jiz zminéného profesora
Hejného také dalsi autori, jako napriklad Centella a Janda, Krpec nebo Zenkl.
Kazdy z téchto autort se na roli izomorfismu v matematice diva lehce odlisnym
zpusobem a zkouma jeho piinosy v riznych oblastech. Autofi Centella a Janda
(v tisku) na izomorfni tlohy nahlizi jako na mozny prostfedek vedouci k indivi-
dualizaci ve vyuce. Uvadi, Ze pravé moznost zvolit si, v jakém kontextu bude zak
ulohu resit, mize podporit individudlni pristup ve vyuce matematiky.

Autori Krpec (2015) a také Zenkl (2023) pracuji s izomorfnimi tilohami z ob-
lasti kombinatoriky. Zenkl (2023) zkouma4, zda a jakym zpusobem vyuzivaji Zaci
stfednich skol myslenku izomorfismu pii feseni kombinatorickych tloh. Krpec
(2015) se zaméruje na samotny proces, ktery vede k odhaleni izomorfnich tloh.
Ze zavéru uvedenych autorti vyplyva, ze jednim z faktort, ktery k tomuto odha-
leni vede, je zména v matematickém jazyce, tedy ve zpisobu, jakym si zak tlohy
znazorni.

Izomorfismus v ucebnicich matematiky

Jelikoz hlavnim zdrojem tloh jsou pro ucitele ucebnice a pracovni sesity, bylo je-
jich prozkouméani také jednim z cili diplomové prace. Vybrany byly takové rady
ucebnic, se kterymi se ve skolach casto setkavame, tedy rady Fraus, H-mat o.p.s.
(které obé vyuzivaji Hejného metodu) a Taktik. Ukézalo se, ze izomorfni dlohy
se objevuji pouze v radach Fraus a H-mat o.p.s. V téchto radach zvolili autori
dva rtizné zptiisoby prace s izomorfnimi ilohami. Prvnim zptisobem bylo zarazeni
tuloh, které prostrednictvim riznych kontexti popisovaly stejny matematicky mo-
del. Tyto tlohy se objevovaly dostatecné blizko u sebe a nékdy byli zaci autory
ucebnic na ,,stejnost” tloh pfimo upozornéni. Druhym zptisobem bylo zarazeni
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takovych tloh, které zaky navadély k prepsani tlohy z jednoho kontextu (didak-
tického matematického prostredi) do jiného. Tento typ tloh tedy zéky udil pfimo
pracovat s myslenkou izomorfismu. Diky tomu mohly byt tc¢astnikiim nabidnuty
pravé takové rady ucebnic, ve kterych je s izomorfnimi tilohami pracovano a kde
tedy méli moznost je nalézt. Ve skupinach v nich vyhledavali pravé tento typ
tloh a nasledné jsme spolec¢né sdileli, jaké vsechny izomorfni tilohy objevili.

Pracovni listy v diplomové praci

Diplomova prace se vénovala zkoumani, jak zaci vnimaji pritomnost izomorfnich
uloh a jakym zplisobem s nimi pracuji. Vyzkumu se zucastnili starsi zaci prvniho
stupné ZS (ze 4. a 5. roénikil), jelikoZ prace s izomorfnimi tlohami vyzaduje jiz
jisté matematické dovednosti a zkusenosti s tlohami. Zaktim byly prostfednic-
tvim dvou pracovnich listil zadany izomorfni tlohy, které vedly k rovnicim. Oba
tyto pracovni listy zaci vypracovavali spolecné ve dvojicich. Pti praci byla kazda
dvojice nahravana a dialog mezi zaky byl nasledné analyzovan.

Prvni pracovni list cilil na schopnost zak spontanné objevit izomorfni tlohy
jiz. v prubéhu feseni. Celkové zde bylo pét uloh (z nichz kazda méla dvé podilohy)
z ruznych kontext, z ¢ehoz byly dvé dvojice a jedna trojice tloh izomorfnich.
Tyto tdlohy vsak byly na pracovnim listé ndhodné rozmistény (nebyly hned za
sebou). Na konci zaky cekala otdzka k zamysleni: , Myslis, ze tlohy maji néco
spolec¢ného? Prekvapilo té néco v pribeéhu reseni?“ Z celkového poc¢tu dvaceti péti
dvojic odhalilo jednu dvojici izomorfnich tloh sedm dvojic (z nichz u t¥{ doslo
k odhaleni az po otézce k zamysleni).

Druhy pracovni list nasledoval hned po vypracovani prvniho pracovniho listu.
Z4ci Tesili sedm tloh v riiznych kontextech, z nichz ¢tyfi byly izomorfni. U tohoto
pracovniho listu méli zaci v ramecku uprostied zapsany spoleény matematicky
model (v podobé rovnice) uvedenych izomorfnich tiloh. Druhy pracovni list byl na
rozdil od prvniho orientovan na sirku, coz mélo evokovat jistou propojenost tloh
s rovnici v ramecku uprostred. Nad tlohami se nachézelo také jedno centralni
zadani, které zaky primo navadélo k odhaleni izomorfismu: ,, Vyber tlohy, které
odpovidaji rovnici v oranzovém ramecku (jsou vlastné stejné). Spoj tyto tlohy
s rAmeckem.”

V tomto pracovniho listu jiz izomorfni tlohy odhalilo vice dvojic, vsechny
¢tyti dlohy naslo ¢trnact dvojic z celkovych dvaceti péti (nasledné pét dvojic
odhalilo t1i izomorfni tlohy, ¢tyti dvojice dvé izomorfni tlohy a pouze dvé dvojice
odhalily pouze jednu izomorfni tlohu). Je tedy ziejmé, ze zde zakiim pomohlo
jasné zadani a také uvedeni spoleéného matematického modelu, se kterym mohli
snaze porovnavat dané tulohy.
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V hlavni ¢asti pracovni dilny si dcastnici vytvorili pracovni list s vyuzitim
myslenky izomorfismu. Nékteré skupiny se rozhodly pro tvorbu ¢isté vlastnich
uloh, nékteré si vybraly konkrétni tllohu z ucebnice a k té vymyslely dalsi ulohy.
V zavéru dilny byly predstaveny také oba pracovni listy vyuzité v diplomové
praci jako zdroj mozné inspirace pro praci s izomorfnimi tilohami v hodinach
matematiky:.

Pribeéh a vysledky pracovni dilny

Béhem pracovni dilny se ukazalo, ze pro vétsinu tcastnikti byla myslenka izomor-
fismu nova a pro nékteré bylo silné motivujici ji vyuzit. P¥i vyhledavani izomorf-
nich tloh v ucebnicich a pracovnich sesitech se vSak objevilo jisté nedorozumeéni,
kdy ¢ast ucastnik jako dikaz toho, ze jsou tulohy izomorfni, uvedla, Ze pochézeji
ze stejného matematického tématu (napf. rysovani trojihelniki, déleni dvojcifer-
nym ¢islem apod.). Doslo tedy k upfesnovani toho, co znamena pojem ,,izomorfni
ulohy“. K ukotveni a ujasnéni spravného vysvétleni pojmu prispéla také nasledna
spolecna diskuze, coz bylo patrné i pri zavérec¢ném sdileni vytvorenych pracovnich
list1.

Zaveér z pracovni dilny

I presto, ze se zpocatku jednalo o neznamé téma, na zakladé reakci v pribéhu
dilny je mozné fict, Ze si vétsina icastniki odnesla jistou inspiraci do svych hodin.
Pti zavéreéném sdileni vétsina ucastniki potvrzovala, ze ma zajem izomorfni
ulohy ve svych hodinach alespon zcasti vyuzivat a nasledné pozorovat, jakym
zpusobem s nimi pracuji jejich zaci. Toto potvrzeni tcastniki je pozitivni, nebot
jak jiz bylo zminéno, prace s myslenkou izomorfismu miize byt pro zaky skutecné
velkym prinosem pri reseni tloh v matematice.

Literatura

[1] EsPERANZA LOPEZ, C., & JANDA, D. (v tisku). Genetic Constructivism.:
Development of concepts in the textbooks. In N. Vondrova (Ed.), Implementing
a new mathematics curriculum based on genetic constructivism. Routledge.

[2] HEINY, M. (2014). Vyucovdni matematice orientované na budovani schémat:
aritmetika 1. stupné. Univerzita Karlova, Pedagogickd fakulta.

3] KrPEC, R. (2015). Konstruktivisticky pristup k vijuce kombinatoriky. Ost-
ravska univerzita, Pedagogicka fakulta.

[4] ZENKL, D., & VONDROVA, N. (2023). Combinatorial strategies based on
tsomorphism. In Thirteenth congress of the European society for research in
mathematics education (CERMFE13). Alfréd Rényi Institute of Mathematics;
ERME.
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3D tisk a hlavolamy

HaNA KoTINOVA!

./ ..

nejlépe zdarma ke stazZeni? Je tézké vymyslet a vyrobit novy hlavolam? V této dilné
bylo mozné si vyzkouset vyresit néekolik hlavolami vyrobenych na 3D tiskdrne
a tvorit © jejich nové varianty. Probéhla i ukazka zdkladi prdce pri designovani
modeli v programu TinkerCad.

Dilna v prvni ¢asti navazala na lonskou prednasku Hry a hlavolamy s kapkou
matematiky. Vzali jsme hlavolam Safari, coz jsou 4 ¢tverce o 3 x 3 polich, kde
nékterd pole jsou vyplnéna obrazkem zvitete. Ukolem hréce je na desku polozit
4 kameny a zakryt obrazky zvirat tak, aby ziistala zvirata ze zadani. Tedy na-
priklad 5 slonii. My jsme hlavolam rozsitili o nové kameny — takové, které lze
vlozit na plochu o obsahu 3 x 3 ¢tverecky a soucasné s nimi na této plose nelze
pohnout, nebyl tedy pouzit tvar tripolickového , I, ¢tyrpolickovy ,parnik® a po-
dobné. Uastnici se rozdélili do tymt, kazdy tym dostal nékolik kament a tkol:
vytvorit nové zadani. To bylo nésledné preddno jinému tymu, aby jej vytesil.
Vsichni to zvladli na jednicku. Cilem aktivity bylo ukézat, Ze existuji hlavolamy,
kde autori a vyrobci vyuzili jen velmi malou skupinu z jejich potencialniho stavo-
vého prostoru a ze lze tedy snadno tvorit zadani dalsi. Ne vzdy je na skodu, kdyz
ma uloha vice feseni, naopak, nékdy muze byt zajimavé hledani vice zptsobitl
feSeni nebo uvédomeéni si souvislosti, které nas vedou ke konstatovani, ze tloha
vic Teseni mit nemiize.

Obrazek 1 Obrazek 2

! Ceské federace mankalovych her; hana.kotinova@mankala.cz
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Kde najit hotové hlavolamy k vytisténi? 3D tiskarny jsou na svété dost dlouho
na to, aby vznikla komunita, kterd sdili své vytvory né¢kde na internetu. Mezi
nejznaméjsi servery, kde lze modely najit, patti thingiverse, printables, yeggi,
cults3d a existuje i mnoho dalsich. Hlavolamy, které byly k dispozici k vyzkouseni
béhem dilny, jsme nasli zadanim slov ,,3d print models packing puzzle“. Jiz delsi
dobu je prvnim nalezenym odkazem server yeggi, kde je odkazi na podobné
si totiz vzit ¢tvereckovany papir, ohrani¢it na ném uréitou plochu (a tato nemusi
byt ohranicend po ¢ardch!) a zkouset umistovat rizné velké tvary slozené z malych
¢tvereck.

Posledni typ hlavolamt, které jsme ukazali, byl typ ,,puzzle“ tedy obrazkové
skladacky. Takovych existuje také mnoho. Nékdy je potreba napojit spravné po-
loviny obrazkt a nékdy jsou tvary vyrezané, stejny tvar na strané jednoho dilku
prebyva a na strané jiného dilku chybi a dilky do sebe opravdu musi spravné
zapadat jako u opravdovych obrazkovych puzzli. I tady je prostor moznosti ob-
rovsky. A tento je jesté zvétseny tim, ze muzeme pouzit ruzné obrazky. Na 3D
tiskarné samozrejmeé pripada v tvahu jen typ s vyrezavanymi tvary. Lze si pritom
vystacit s TinkerCadem a jeho zakladnimi geometrickymi tvary. Hlavolam, ktery
byl na dilné k dispozici, byl vyroben jako sada 9 ¢tvercti, kterym byly na okraji
ubrany nebo pridany velky kruh, dva malé kruhy, velky c¢tverec nebo dva malé
¢tverecky. Pri jeho tvorbé jsem se snazila o pravidelnost, tj. stejny pocet vsech
tvart i stejny pocet dér a presahti. Nicméné nemusi to tak byt. Jeden z drive
komercné vyrabénych hlavolamt, ktery byl na dilné k dispozici k vyzkouseni,
byl tvoren 16 ¢tverci, obsahoval 8 obrazkl egyptskych hieroglyfi umisténych na
skladacce v riznych poctech. Hlavolam ma jedno reseni. U toho mého jsem nasla
zatim dvé.

Obrazek 3
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Hry a hlavolamy s velkou porci logiky

HaNA KoTINOVA!

Neékteré hry vznikly pro zdbavu a nekteré Vas i méco nauci. Tentokrat jsme se
zamerili na ty, kde tu vyhru prosté musite vymyslet. Pokud budete hrdt viceméne
ndhodné nebo bez dlouhodobého planu, nikdy nejspis nevyhrajete. Cilem dilny bylo
myj. ukdzat, jaké hry jsou aktudiné dostupné na trhu i jaké jsou dostupné online.
A samozrejme si spoustu her, hlavolami a logickych wuloh primo vyzkouset.

Uvod

Kdyz se tekne logickd hra, ziejmé kazdého napadnou sSachy. Nic proti sachtim,
je fajn, ze se hraji skoro na celé zemékouli. Ale svét logickych her je mnohem
bohatsi, nez si mozna myslite. Cilem dilny bylo ukazat, Ze existuji stovky her,
které jsou také krasné a nékomu mozna sednou lépe nez pravé Sachy.

Sachy

Sachy maji dlouhou historii a najdete je snad na kazdém hernim serveru a sa-
mozrejmé v kazdém hrackarstvi. Maji mnoho variant, nékteré jsou i komercné
vyrabéné, ale ne na kazdém serveru jsou k dispozici. Na dilné jsme zabrousili na
server playstrategy.org, kde noveé vznikaji i ilohy. Tady je tedy tiloha pro Vas:
Atomic, mat 2. tahem, ¢erny na tahu. Sebrani figury zptsobuje vybuch, ktery
odstrani i vsechny figury v tésném okoli (neodstrani pésce).

Obrazek 1

! Ceské federace mankalovych her; hana.kotinova@mankala.cz
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playstrategy.org

Mankala

Hry, kde kromé logického uvazovani muzete i pocitat. Ti nejlepsi hraci si totiz
usnadnuji praci s ocenénim pozice bleskovymi vypocéty, zahrnujicimi nasobeni,
s¢itani ¢i modulo déleni.

Jinak ale jde o jednoduché hry a nékteré bez problému zvladaji i predskolaci.
O hrani mankaly ve $kolce byla dilna v roce 2024. V tuto chvili uz je mozné v CR
koupit i vétsi mnozstvi hernich souprav pravé na variantu Bestemshe, ktera se
ve své domoviné intenzivné hraje uz v materskych skolach.

V mankale se rozdavaji kulicky na desce s diilky. Rozdavate kulicky z néjakého
dilku na své strané, postupujete dokola proti sméru hodinek. Pokud rozdavani
skon¢i na souperové strané a v dilku, kde skoncilo, je sudy pocet kulicek, kulicky
z toho dilku si prenesete do pokladnice. Kdo nasbira vic, ten vyhraje.

Jiz 20 let se mankala hraje na festivalu Czech Open v Pardubicich a na praz-
ském Deskohrani, n4s tym jezd{ po svété a sbird medaile. Uloha pro Vés: Na tahu
je spodni hrac. Je lepsi rozdat dilek s péti nebo se tremi kulickami?

| ®» | o | & | @ | o |

Lw | o 3y 1w |\

Obrazek 2

Dalsi informace na webu federace: www.mankala.cz.

Othello

Hra s velmi jednoduchymi pravidly, par strategickymi radami a spoustou moz-
nosti. Na desku pokladate kameny a v kazdém tahu musite obkli¢it néjaky sou-
peruv kamen ¢i kameny ze dvou protilehlych stran. Souperovy kameny, které
se polozenim vaseho kamene dostaly do obkli¢eni, potfebujte otocit na vlastni
stranu. Tedy na desce uz lezi n¢jaky vas kamen, vedle né¢j je kdmen souperte a pak
je prazdné misto. A kdyz na to misto polozite svij kdmen, souper je v obkliceni
a je otocen na opacnou barvu. Kdo ma na konci hry vice kament na desce, ten
vyhraje. Existuje nékolik strategickych pravidel, ktera pomohou k tspéchu: na
zacatku otacet co nejméné, drzet stred, nechodit pred rohové pole a nedélat na
okraji pétice.
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Hra mé4 svoji federaci (hledejte facebookovou skupinu Othello CR) a par nad-
Sencu, ktefi se v Praze pravidelné setkavaji a hraji o icast na kazdoro¢nim mis-
trovstvi svéta. Najde se jednou nékdo, kdo porazi Japonce, kteti uz se stali mistry
sveta 19x za sebou? Koncovkova tiloha pro Vas: Na tahu je bily, ktery ze dvou
tahti oznacenych teckou je lepsi?

Obrazek 3

Dama

Déama je jednou z her, kterou mnozi doma nékdy hrali. Védéli jste, ze dama exis-
tuje v mnoha variantach? Mame damu c¢eskou, ruskou, mezinarodni, brazilskou,
tureckou a jesté nékolik dalsich. J& méam nejradsi Friskou. Vyzaduje pomérné dost
pozornosti, protoze se zde da skakat i vodorovné a svisle, jak naznacuje modra
sipka a kamen v tloze nize. Je tu zkratka snadné se prehlédnout. Friska dama
ma i svou malou variantu, Frysk, s pouhymi 5 kameny postavenymi v posledni
tadé. Uloha pro Vés: Kam je potfeba postavit ¢erny kdmen, aby jednim tahem
skocil pres vsechny bilé?

Obréazek 4

Nejvice hract a akci najdete v Praze a Brné. Dalsi informace najdete na webu
www.damweb. cz.
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Go

Hra, kterou zna ve vychodni Asii snad kazdy. V. CR mé pér stovek nadsencti
a pravidelné turnaje po celé republice. Hraje se na rtizné velkych deskach, a to
netradi¢né na pruseciky, nikoliv do policek. Cilem je obkliceni co nejvétsiho
mnozstvi prazdnych prisecikii. Malé déti a zacatecnici ale mohou hrat jen na
zajatce. I o tom tu byla dilna v roce 2024. Moc hezky pocin je online aplikace
https://www.cosumi.net/play.html. Tady mizete hrat uz na desce o velikosti
5 x 5. Dalsi informace jsou na www.goweb.cz. Uloha pro Vas: Cerny na tahu.
Kéamen uprostred druhé rady shora je v ohrozeni. Souper ho miize v pristim tahu
sebrat. Jak tomu miuze cerny zabranit?

_I_I_.—I

Obrazek 5

Piskvorky

Pomérné znama hra, kterou pry kazdy hral ve skole pod lavici. J& myslim, Ze na
lavici je to lepsi a obzvlasté na néjaké hezké hraci soupraveé. Uz v devadesatych
letech byl sice objeven algoritmus, diky kterému dokaze vyhrat prvni hrac, ale
hra je i tak stale populdrni. Dokonce si mtzete zkusit skolni soutéz https://pisq
worky.cz/o-soutezi. Dalsi informace najdete na http://www.piskvorky.cz/.

Moderni abstraktni hry

Her, ve kterych musite vyhru vymyslet, existuje nepreberné mnozstvi. Tady je
par tipt z aktualniho deskoherniho trhu.

Qawale

Zajimava verze mankalové hry kombinované s piskvorkami na desce 4 x 4 pole
pro dva hrace. Kazdy méa 8 kamenii. Na desce je na zacatku 8 neutralnich ka-
mentl. V kazdém tahu pridate sviij kdmen do néjakého sloupce kament a sloupec
distribuujete na dalsi pole desky, obdobné jako v mankale, s cilem vytvorit radu
svych kament, tedy ¢tyrpolickovou piskvorku.
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Mnau

Dva hraci na desku 6 x 6 poli umistuji kotata a pokud se ocitnou 3 kotata v radé,
stane se z nich kocka. Kdo umisti do rady 3 kocky, vyhraje. Kocky se vytlacuji
z desky. Tedy kazda nové umisténd kocka ¢i koté pohne s kockami ve svém tésném
okoli, pokud posun neblokuje dalsi kocka. Kotata maji vliv jen na dalsi kotata,
kocky hybou ostatnimi kockami i kotaty.

Donuty

Deska 6 x 6 poli je slozena ze 4 blokii. Pole, na které umistime kamen, urcuje, kam
miize ve svém tahu tahnout souper. Cilem je udélat pétipolickovou piskvorku,
tedy radu svych kamenti. A pozor, pokud vlozime kdmen mezi soupere, soupere
oto¢ime.

Turing machine

Vasim tkolem je uhadnout ¢iselny koéd. Muzete si vybrat 4 otazky a v kazdém
kole se zeptat az na 3 z nich. Otazkova karta, tzv. verifikator, vAm muze napriklad
prozradit, kolik je v kodu dvojek. Ovsem déla to tak trochu zvlastné. Protoze
sestavenim kodu se ptate nasledujicim zptisobem: ,V mém kdédu se nachazi jedna
dvojka. Je i v hledaném koédu pravé jedna?“ A stroj, tedy specialni dérovani
¢iselnych karet pro koéd, ktery chcete ovérit, vam na tuto otazku odpovi ano,
nebo ne.

Patchwork

Na plochu pokladate rtizné tvary slozené ze dvou az 10 c¢tverci. Sem tam ma
tvar knoflik, ktery vam prinese body. Cilem je zaplnit svoji plochu, ale ne vzdy
mate k dispozici nejvhodnéjsi kameny.

Azul

Dlazdice péti barev pokladate do pyramidy a za vyplnénou rfadu mate body.
Odpadlé dlazdice se spojuji, nékdy prinesou body kladné, jindy uz je jich moc
a prinasi tak i body zaporné. Vyhraje ten, kdo optimalné vybird a propojuje
barevné rady dlazdic.

Matymoves.com

Série direvénych her z produkce ceského autora.
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Gipf project

Velmi zajimava série her, ktera nedavno pridala dalsi do své kolekce — Matrx.

Specializované obchody sidlici v Praze

https://www.svet-deskovych-her.cz/
https://www.hras.cz/
https://www.tlamagames.com/
https://www.fyft.cz/

Soutéze

Nebojte se soutézi, je to prilezitost objevit nové strategie, hry i kamarady.

MSO — Mind Sports Olympiad — tnor/bfezen — online GP, prezencéné
v srpnu v Londyné. K dispozici je okolo stovky her.

Czech Open Pardubice, ¢ervenec — zprvu pouze Sachovy turnaj, ktery se
rozrostl do nejvyznamneéjsi svétové akce a poslednich 25 let je to svatek
nejen Sachistl, ale hrac¢a vsech moznych abstraktnich her, bridze a nové
tfeba i hospodského kvizu.

Deskohrani, Praha, fijen — druhy z velkych ceskych festivali, kde si miizete
vyzkouset stovky her jen tak pro zabavu nebo i v turnajich.

Mochalunt — mezinarodni mistrovstvi tymi v abstraktnich hrach. Kazdy
meésic se hraji 4 vybrané hry, jde o skvélou prilezitost poznat nové hry.
Per Gioco Masters — dlouhodobda online soutéz, do které se lze zapojit
kdykoliv. Opét se jedna o skvélou prilezitost k poznani novych her.

Vyse uvedené se tykaji deskovych her. Existuji ale také soutéze v reseni logic-
kych tloh. Nékteré organizuje spolek Halas, tedy Hracska asociace logickych her
a sudoku, dalsi Svaz ¢eskych hadankari a ktizovkari. Velmi hezka je korespon-
dencni Jemelikova lustitelska akademie.

Herni servery

Mnoho péknych her existuje v online prostfedi. Urcité jich je vic, nez sezenete ve
svém nejblizsim hrackarstvi. Servery, kde nalezneme hodné zajimavych her:

https://cs.boardgamearena.com/

Velka ¢ast her je v Cesting, jsou graficky zpracovany tak jako v realité (tedy
pokud byly fyzicky vydané a v prodeji).

https://playstrategy.org/

Server pro nadsence, kterym jedna hra nestac¢i. Umoznuje totiz hrat i
tzv. Medley, tedy turnaj ve vice hrach najednou (v kazdém kole turnaje
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jind hra) nebo Arénu — tedy systém, kdy se hraje tieba hodinu jedna hra
a hned jak dohrajete jednu partii, systém Vam priradi dalstho volného
hrace. V mankale tam probihaji i pravidelné bitvy narodt — tymové tur-
naje.

https://play.abstractplay.com/

Disponuje prijemnou ¢erveno-modrou grafikou, umoznuje pouze korespon-
dencni zpiisob hry, navic je zde moznost tvorit vlastni hry.
https://www.boardspace.net/english/index.shtml

Tady byla vzdycky nejzajimavéjsi moznost hrat s nékolika drovnémi ro-
bot1, dlouho jediny server, kde se daly hrat hry Gipf projektu.

Reseni tloh

1.

Sachy: Cerny pé&Sec na d5 sebere bilého na e4. Obé figury zmizi a krél je
v Sachu. Bily se musi branit a jedind moznost je postavit pred néj strelce,
takze cl-e3. Cerny toho sttelce sebere, ¢imz ovsem vybuchne i kral.

. Mankala: Je potieba zahrat diilek s péti kulickami, jinak by nam ho

souper mohl sebrat.

. Othello: Pokud zahraje bily vlevo, bude muset ¢erny vpravo, nasledné jde

bily do rohu a vyhraje. Pokud by sel bily doprava, ¢erny ma dvé moznosti,
jedna vede k remize a druhé k ¢erného vyhre.

Dama: Pokud postavime figuru na prostredni pole tplné doll, miizeme
vsechny kameny preskakat. Prvni skok je smérem do pravého dolniho rohu.

. Go: Cerny muze kdmen zachranit sebranim bilych kament tahem do pra-

vého horniho rohu, nebo poloZzenim kamene nad néj — tim vznikne skupina
tii kamenti. Lepsi je ale soupere sebrat.
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Timova matematicka sutaz ,,Matematicky
B-den 2025%: dlohy a skiisenosti

KRISTINA OVARY BULKOVA!, JANKA MEDOVA?

Matematicky B-den je timovd sutaz Ziakov strednich skol, ktorej podstatou je
rieSenie matematickych otvorengch problémov v 3—4 clenngch timoch. Ucastnici
budiu mat prileZitost riesit vybrané ulohy zamerané na objavovanie v matematike
a ukazané budi aj niektoré autentické Ziacke riesenia. Pozornost bude venovand
aj metodike hodnotenia Ziackych riesent.

Na uvod o sutazi Matematicky B-den

Sutaz Matematicky B-den pochadza z Holandska. Prvy krat sa konala v roku
1999 ako reakcia na poziadavku vlady hodnotif nielen obsahové vedomosti z ma-
tematiky u 17-roénych ziakov. Tim z Freudenthalovho institatu na Univerzite
v Utrechte ako organizator sutaze tvori ulohy a celkové zadanie sutaze s ohla-
dom na zaclenovanie objavného vyucovania matematiky. Sutaz sa postupne sa
rozsirila aj do Nemecka, Belgicka a od roku 2011 je na Slovensku organizovana
Katedrou matematiky Fakulty prirodnych vied a informatiky UKF v Nitre v spo-
lupraci prave s Freudenthalovym instititom na Univerzite v Utrechte.

Matematicky B-den je timova sutaz pre ziakov strednych skol, ktorej podsta-
tou je rieSenie matematickych otvorenych problémov a tym zaclenovanie objav-
ného vyucovania matematiky do povedomia ziakov a ucitelov. Podstatou sutaze
je timova spolupraca ziakov v priebehu siutaze, ako aj spolupraca odbornikov
pri tvorbe zadania, organizacii samotnej sitaze a hodnoteni ziackych rieseni.
Pismeno B v nazve sutaze vychadza z rozdelenia osnov predmetu matematika
na strednych skolach v Holandsku. B-forma osnov je zamerana na prirodovedné
a technické vzdelavanie. V slovenskom nazve sttaze ponechané pismeno B sym-
bolizuje prvé pismeno slova ,Badanie”.

Zadanie sutaze tvori suvisly text v rozsahu 10 az 20 stran skomponovany
z gradovanych matematickych tloh a vysvetlujicich komentarov tykajicich sa
vybraného problému. Problém predstavuje redlnu situaciu, s ktorou su ziaci na
zaciatku textu oboznameni. Postupnym definovanim pojmov a rieSenim tivodnych
navadzajucich tloh sa ziaci dostavajua hlbsie do problému a st postupne nuteni
problémov situaciu zmatematizovat. Otvorené matematické problémy nakoniec

1 7ilinska univerzita, Fakulta prevadzky a ekonomiky dopravy a spojov; kristina.ovary bulkova@uniza.sk
2 Univerzita Konstantina Filozofa, Fakulta prirodnych vied a informatiky; jmedova@ukf.sk
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vedu k origindlnemu sktimaniu v matematike a vytvaraniu matematického mo-
delu zadanej situdcie. Hodnotenym vystupom sutaZe je pisomnd sprava. Ziaci
maju za ulohu napisaf podrobny opis svojich uvah a vysledky, ku ktorym sa do-
pracovali zdovodnuju matematickymi argumentmi. Predklada sa jedna pisomna
sprava, teda jedno rieSenie, za cely sufaziaci tim.

Matematicky B-den 2025: Skakajice kamene

Ostatny ro¢nik sitaze s nazvom Skékajice kamene (v originali Jumping bucks)
bol organizovany v decembri 2025. V ramci Slovenskej republiky sa zicastnilo
spolu 37 timov, ktoré tvorilo 148 Ziakov z 11 gymnézii z 8 miest Slovenska.

Na zaciatku textu je predstavena tivodna cast zadania stutaze. V nej je opisany
postup, na zaklade ktorého bolo mozné tstredny problém, redlnu situdciu, zmate-
matizovat. Zadanie stitaze bolo zamerané na skiimanie zaverov roznych variantov
hier, kde si hrac¢i preskakuju kamene s jasne zadanymi pravidlami preskakovania
a to na roznych hracich doskach. Okrem logického uvazovania, matematického
zdovodnovania a argumentacie, zadanie obsahovalo prvky z viacerych oblasti ma-
tematiky: kombinatorickej analyzy, potencialovych funkcii a tiez Fibonacciho po-
stupnost.

Obrazok 1: Ukéazka zaciatoénej pozicie v zakladnom variante hry

Zakladny variant hry sa hra na standardnej stvorcovej hracej doske rozdelenej
na Stvorcové policka (Stvorcova siet), ktord je rozdelend na dve casti (obr. 1).
Do bielej ¢asti mézeme umiestnit kamene do Iubovolnej zaciatocnej pozicie. Pre
pohyby kamenov na hracej doske platia nasledujice pravidla:
o Kamene v zaciatocnej pozicii su vzdy umiestnené v bielej casti hracieho
pola.
e V hre je dovoleny len jeden pohyb, takzvana ,preskocka®, kedy vybranym
kamenom mozeme preskocit kamen susedny horizontalne alebo vertikalne.
e Dovolené pohyby si len smerom doprava, dolava, nahor alebo nadol.
o Kamen musi ,,doskocit“ na volné policko.
o Preskoceny kamen z hracieho pola zmizne.
 Hra konci, ked uz nie je mozné vykonat dalsi tah (obr. 2).
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Obrazok 2: Ukazka krokov v zdkladnom variante hry vo vybranej zaciatocnej
pozicii

Cielom celého zadania bolo dosiahnut, aby sa kamen dostal do ¢o najvys-
sie umiestneného sivého riadku (oznacenych 1-5). Pri rieSeni bolo zaroven po-
trebné hladat rozmiestnenie kamenov s minimalnym moznym poc¢tom pri zacho-
vani funkcénosti rieSenia. Doraz sa tak kladol na optimalizaciu zvoleného postupu
a strategické uvazovanie pri umiestnovani kamenov.

Uloha 1. Experimentujte s roznymi zaciatoénymi poziciami fubovol-
ného poctu kamenov na hracom bielom poli. Pri akej vychodiskovej
pozicii kamenov ste dosiahli ¢o najvyssi sivy riadok? Pri akom pocte
kamenov ste dokazali preskakat co najvyssie?

K zadaniu bola vytvorena online aplikacia, v ktorej je mozné nastavovat rozne
zaciatocné pozicie a nasledne aj nastavit iné varianty hier. Aplikacie st dostupné
v archive tloh na oficidlnej stranke stitaze Matematicky B-den (www.bden.fpv
ai.ukf.sk).

Od experimentovania a pozorovania situacii v aplikacii, su dalsie tlohy orien-
tované tak, aby navadzali riesitela k uvazovaniu réznymi spésobmi a ukazali tak
viacero moznych pristupov.

Uloha 2. N4jdite zaciatocnu poziciu tak, aby ste po par skokoch do-
stali vysledok, ako je nizsie na obrazku 3A? Experimentujte v apli-
kacii a svoje riesenie zakreslite do prazdnej tabulky.

Uloha 3. Méme sedem kametiov umiestnenych na hracom poli
(obr. 3B). Je mozné pomocou preskokov dostat sa do cielového
policka oznaceného v trefom riadku? Experimentujte v aplikacii
a napiste kratke odévodnenie.

Fibonacciho postupnost bola v zadani vysvetlena a zavedena ako pomocka pri
hladani rieSeni a zdévodneni situécii, aka bola popisana v tlohe 3. Postupnost
je vlozena do siete do tzv. Fibonacciho trojuholnika (obr. 4), kde kazdy stipec
v F-trojuholniku tvori Fibonacciho postupnost a pri kazdom kroku od stredného
Stipca sa postupnost zacina o jednu poziciu vyssie.
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Obrazok 3: A. Rozmiestnenie kamenov v ulohe 2; B Pociato¢na pozicia
siedmich kamenov k ulohe 3

Obrazok 4: Fibonacciho trojuholnik ako nastroj pre riesenie tloh zameranych
na hladanie zaciatoc¢nej pozicie

Nie je striktne dané, ze Fibonacciho trojuholnik musi byt do siete vlozeny
rovnako, ako je to na obrazku 4 vyssie. Podmienkou je, aby umiestnenie Fibo-
nacciho trojuholnika pokryvalo celu zaciatocni poziciu kamenov a sucasne, aby
sa kamene pri planovanych skokoch nedostali von mimo jeho hranic. Casti Fibo-
nacciho trojuholnika tak mézu presahovat mimo Stvorcovej siete. Na obrazku 4
je modrymi kruhmi vyznacena pociatoc¢na pozicia siedmich kamenov z tlohy 3.

Sucet cisel na poliach obsadenych kamenmi predstavuje vahu pozicie kame-
nov. V tomto konkrétnom pripade je vaha pozicie kamenov rovna 20.

Uloha 4. Uvedte tiplné zddvodnenie, preco nemdzeme nikdy do-
siahnut treti riadok so siedmimi kamenmi? Ako sa pri jednotlivych
skokoch meni vaha pozicie kamenov? Ako suvisi vaha pozicie kame-
nov s vahou cielového policka? Zmeni sa nieco inymi umiestnenim
Fibonacciho trojuholnika?

Ako vyhodnotit najlepsie rieSenie?

Pri rieseni otvorenych matematickych problémov je potrebné, aby ziak otvoril
svoj pohlad na matematiku a prekrocil tak hranicu zauzivanych postupov a zna-
mych algoritmov rieseni matematickych problémov. Pri hodnoteni rieseni otvo-
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renych matematickych problémov sa pozornost hodnotitela viac sustreduje na
jednotlivé kroky rieSenia, na ivahy a na pouzité argumenty, ako iba na spravnost
matematického vysledku. Je zrejmé, Ze nie je dopredu mozné s istotou predpo-
kladat, aky postup Ziaci pri rieseni zvolia. Ziaci pristupuji k rieSeniu problému
tvorivo a, samozrejme, vychadzaju z vlastnych vedomosti a skiisenosti.

Na vybranych autentickych rieseniach ziakov tlohy 3 mozno pozorovat roz-
diely nielen v miere porozumenia zadaniu a v sposobe uchopenia riesenia, ale
predovsetkym v tirovni zdoévodnovania a kvalite matematickej argumentacie:

Riesenie 1. Najidealnejsie pozicia pre 7 roznych kamienkov je nasledovna
(obr. 5 vlavo): Pri tejto pozicii dosiahneme stcet hodndt 20, ¢ize 7 kamienkov sa
v ziadnom pripade za tento limit nedostane. Podla pociatoc¢nej pozicie kamienkov
sa moze dostat uz len do prvych dvoch riadkov, kedze cielové policko v tretom
riadku ma vahu 21, ¢o je viac ako 20. Je vSak dodlezité pripomentf, ze toto plati
iba pri idedlnom tvare pouzitom v ramci daného poc¢tu kamienkov. Pokial si
napriklad kamienky rozpolozené ako na obrazku 5 vlavo, nebude mozné dostat
sa vyssie ako na prvy riadok, resp. nedosiahneme ¢islo 21 na druhom riadku, aj
ked vaha tvaru dokopy je az 25. Toto je vsak vysvetlené tym, Ze pri preskakovani
nikdy nepohneme ,,nohou L-ka® vytréajicou zlava, a kedze hodnota tohto dieliku
je b, od celkovej hodnoty odcitame 5 a dostaneme 20, ¢o je menej ako 21.
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Obrazok 5: Vyobrazenie k rieseniu 1

Riesenie 2. Ak mame 2 za sebou iduce ¢isla vo Fibonacciho postupnosti f;
a fy a ak F(n) je n-té ¢islo vo Fibonacciho postupnosti, vieme zZe vaha pozicie je
fi-F(n—2)+ fo- F(n—1) (obr. 6).

1 2 142 14242 141424242 1414042424424 1414104042424 20424 14240 1414142424024 042 140424240 14241 142 2|1
1 2 142 14242 1+142%2+2 1#1+#14242424242 11424242 1+2+42 142 2 1
1 2 1#2 14242 141424242 14342 142 2 1
1 2 1+2 1+2+42 1+2 2 1
1 2 142 2 1
1 2 1
1

Obrazok 6: Vyobrazenie k rieseniu 2
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Ak sucet vahy pozicii dvoch kamenov je viac ako vaha pozicie cielového po-
licka, vieme to zapisat ako:

fl-F(nc—2)+f2-F(nC—1) < fl-F(nl—Q)—l—fg-F(nl—1)+f1-F(n2—2)+f2-F(n2—1).

Moézeme nahradit f1 = fya fo = f3 = fi+ fo. Ak povieme Ze predchadzajica
nerovnost vychadza aj po tomto nahradeni, tak nam vyjde zZe to vychadza aj ked
nahradime f; = fsa fo = f .. Z toho vyplyva Ze ak sticet vah pozicii kamenov je

-----

miesta bez ohladu na to, Ze na ktorej ¢asti pyramidy sa nachadza ak sa ani jeden
kamienok nedotyka najnizsej vrstvy pyramidy. Teda ak najvacsi mozny stucet vah
pozicii kamenov je menej ako cielova vaha pozicie kamenov, neda sa nam dostat
na cielové policko.

Riesenie 3. Nech v bielej ¢asti mame akikolvek velku cast F-trojuholnika.
Nech najvacsie ¢islo, ktoré tam je sa rovna Fj,.o. Vtedy ak chceme sa dostat na
4. riadok, potrebujeme, aby sti¢et tych siedmich ¢isel v bielej casti sa rovnal alebo
bol viac nez F,.5. Je logické, ze by sme mali zobraf 7 najvacsich ¢isel z tych, co
su v bielej casti. Je logické, ze su to ¢isla Fj,q, Fiio, Fui1, Fr, Foi1, Fo, F,.
Teraz potrebujeme dokazat, ze stucet vybranych nami siedmich ¢isel je mensi ako
Fn+5~

(1) Fo+E 4+ F+Fa+Foa+Ea+Foae<Fus
Foio=Fon+ F,
Fois = Foro+ Fon
=Fy+ Fy+ B
=2F 1+ Fy
Fpos = 3F,1 + 2F,
Fo5 = 5F,11 + 3F,

Z p6vodnej nerovnice (1) nam vyjde:

AF, +4F, ., < 3F, +5F, 1,
F, < Fn—l—l

To plati, lebo Iubovolné c¢islo v Fibonacciho postupnosti je véicsie nez pred-
chadzajuce. Takze s akymkolvek spravnym umiestnenim F-trojuholnika nemézme
s siedmimi kamenmi sa dostat na treti riadok.
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Obrazok 7: Vyobrazenie k rieseniu 3

Na zaver

Sutaz Matematicky B-den pontka ziakom aj uc¢itelom mnoho pozitiv: vzajomna
spolupraca a komunikacia, matematizovanie redlnych situacii, novy pohlad na
matematiku a iné. Priklad zaradeny do pracovnych dielni konferencie Dva dny
s didaktikou matematiky 2026 predstavoval avodné tlohy pre pribliZenie situacie
a celkovej povahy stutaze.

Literatara

[1] UTRECHT UNIVERSITY. (2026, 2. inora). Mathematics B-day. https://wu
w.uu.nl/en/education/mathematics-b-day

[2] MATEMATICKY B-DEN. (2026, 2. Gnora). Matematicky B-den 2025: Skdka-
juce kamene. https://www.bden.fpvai.ukf.sk/files/archive/2025/Mat
ematickyBden_2025_zadanie.pdf
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Inovativne vyucovanie stereometrie s vyuzitim
3D pera

BARBORA POKORNA!, MARTINA BATOROVA?

Prispevok prezentuje vysledky vyskumu poukazujiice na vijznamné prinosy vyuzi-
vania 3D pier vo vyucovani stereometrie. Zdroven opisuje implementdciu prace
s 3D perom do pripravy budicich ucitelov matematiky na FMFI UK s cielom
rozvijat ich zrucnosti pri tvorbe trojrozmernych modelov vyuZitelnych vo vijucbe
geometrie. Ucastnici pracovne] dielne sa obozndmili s didaktickymi prinosmi tohto
ndstroja pri vyucovani rovinnych rezov kocky a v ramci praktickej cinnosti st podla
pripravenych sablon vytvorili vlastné trojrozmerné modely.

Uvod

Vychodiskovym teoretickym ramcom pre vyuzivanie 3D pier vo vyucovani ma-
tematiky je konstrukcionizmus, formulovany Papertom, ktory zdoraznuje, ze po-
znanie vznika prostrednictvom aktivnej interakcie jednotlivca s materialnym sve-
tom (Papert & Harel, 1991). Pristup oznacovany ako ,learning-by-making* pred-
poklada, Ze ziaci si pocas tvorivej ¢innosti nielen osvojuji nové vedomosti, ale
zaroven vytvaraju hmatatelné artefakty, ktoré moézu zdielat a reflektovat. Tento
pristup tizko stvisi s konceptom vteleného poznéavania (embodied learning), podla
ktorého je ucenie efektivnejsie, ak zahfna telesni aktivitu, manipuldciu s objektmi
a senzorickt sktsenost (Hall & Nemirovsky, 2012). Napriek tymto zisteniam vsak
tradi¢né vyucovanie matematiky casto neposkytuje dostatok prilezitosti na ta-
kyto typ ucenia.

V oblasti geometrie sa tato absencia praktickej aktivity a tvorivej interak-
cie s rOznymi reprezentaciami geometrickych objektov prejavuje najmé pri praci
s trojrozmernymi objektmi, ktoré su vo vyucovani ¢asto prezentované prostred-
nictvom ich dvojrozmernych zobrazeni. Pre mnohych ziakov je vsak narocné vy-
tvorit si na zaklade takychto reprezentacii adekvatny mentalny model priestoru
(Kudlickova et al., 2025). Prave moderné technolégie, ako st 3D tla¢ a 3D pera,
prinasaju nové moznosti, ako tento problém prekonat, kedze umoznuju praktické
zapojenie viacerych zmyslov, napr. prepojenie zraku a hmatu. Komplexnejsi po-
hlad na tito problematiku prinasa viacro¢ny vyskumny program (Ng & Ye, 2022),
ktory zdoraznuje, ze 3D pera podporuju aktivne ucenie, kreativitu a schopnost
riesit problémy. Ziaci pri praci s tymto nastrojom nie st pasfvnymi prijemcami

! Univerzita Komenského, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky; barbora.pokorna@fmph.uniba.sk
2 Univerzita Komenského, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky; martina.batorova@fmph.uniba.sk
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informacii, ale aktivnymi tvorcami matematickych modelov a to priamo v po-
vodnom trojrozmernom priestore, nielen jeho Specifického obrazu (zvycajne) vo
volnom rovnobeznom premietani. Tento pristup vedie k lepsiemu prepojeniu me-
dzi abstraktnymi pojmami a ich konkrétnou reprezentaciou a nalezitému budova-
niu priestorovej predstavivosti a korektnych predstav o polohovych a metrickych
vztahoch medzi geometrickymi objektami.

Osobitna pozornost bola vo vyskume venovana tlohe gest, pohybu a kreslenia
v procese matematického myslenia. Ng a Sinclair (2018) ukazuju, ze kreslenie je
uzko prepojené s pohybom ruky, ktory ma nielen komunikacni, ale aj kognitivnu
funkciu. 3D pero tento vztah este rozsiruje, pretoze umoznuje ,kreslit v pries-
tore“ a premienat gestda priamo na trojrozmerné objekty. Vyznamny prispevok
predstavuje aj vyskum zamerany na vyuzitie 3D pier pri vyucovani stereometrie.
Ng a Ferrara (2020) navrhli vyucovacie aktivity, v ktorych ziaci skimali vlast-
nosti hranolov, ihlanov a rezov telies pomocou 3D pier v kombinacii s fyzickymi
modelmi. Takéto prostredie umoznuje ziakom priamo pozorovat a manipulovat
s geometrickymi javmi, ¢o podporuje proces matematizacie a objavovania. Porov-
nanie roznych technologicky podporovanych pristupov prinasa studia (Ng et al.,
2020), ktoré analyzuje rozdiely medzi vyuzitim 3D pier a dynamickych geometric-
kych prostredi. Zistenia ukazuju, ze zatial ¢o digitalne nastroje (napr. GeoGebra)
podporuja rychlejsie pochopenie a lepsie okamzité vysledky, praca s 3D perami
vedie k dlhodobejsiemu uchovaniu vedomosti.

Praktické vyuzivanie 3D pera vo vyucovani geometrie bolo na FMFI UK ove-
rované aj prostrednictvom zavereénych prac studentov rozsirujuceho stidia ma-
tematiky, ktoré st blizsie spracované v (Pokornd, 2025b). Jedna z prac sa veno-
vala problematike rovinnych rezov telies, dalsia uchopeniu metrickych vlastnosti
geometrickych utvarov, kde fyzické modely pomahali ziakom prepajat vypocty
s konkrétnou priestorovou reprezentaciou. Tretia z prac sa zameriavala na zobra-
zovanie telies vo volnom rovnobeznom premietani na ZS.

Celkovo mozno konstatovat, ze existujici vyskum poukazuje na vyznamny
potencial 3D pier ako didaktického néastroja. Ich vyuzitie podporuje rozvoj pries-
torovej predstavivosti, hlbsie porozumenie geometrickym konceptom a aktivne,
konstruktivisticky orientované ucenie.

3D pero

3D pero predstavuje rucny nastroj podobny vacésiemu plniacemu peru, ktory na-
miesto atramentu extruduje roztaveny plastovy filament, ktory na vzduchu rychlo
tuhne (obr. 1). Vdaka tomu umoznuje vytvarat nielen dvojrozmerné kresby, ale
aj priestorové objekty priamo na podlozke alebo vo volnom priestore.
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Obrazok 1: 3D pero spolu s farebnymi filamentmi pouzivanymi na tvorbu
modelov

7 technického hladiska st 3D pera najcastejSie napajané cez USB a ovladajua
sa pomocou tlacidiel regulujtcich extriziu materidlu. Modernejsie zariadenia st
vybavené LCD displejom, ktory umoznuje sledovat a nastavovat teplotu hrotu
aj rychlost posuvu filamentu. Maximalna teplota hrotu je pritom rozhodujicim
parametrom, kedze urcuje kompatibilitu s réznymi typmi filamentov. Pri vybere
zariadenia je vhodné zohladnif aj dalsie faktory, ako su plynulost extruzie, sta-
bilita vystupu, ergonomicky dizajn, spolahlivost zariadenia, dizka napajacieho
kabla ¢i moznost vymeny hrotov. Niektoré modely navySe umoznuji prepojenie
so smartfonom prostrednictvom technolégie Bluetooth, ¢o rozsiruje ich vyuzitie
o aplikacie ponukajuce Sablony, navody a interaktivne postupy.

Integracia 3D pier do vyucby geometrie v priprave budu-
cich ucitelov matematiky

Vzhladom na uvedené benefity pouzivania 3D pier vo vyucbe sme sa rozhodli
naucit buducich ucitelov matematiky pouzivat tento néstroj. Hlavnym cielom
bolo nielen oboznamit Studentov s technickym pouzivanim 3D pera, ale najma
posilnit ich doveru v jeho didaktické vyuzitie prostrednictvom praktickej skise-
nosti. Vychadzali sme z predpokladu, ze aktivne zapojenie studentov a moznost
samostatnej prace s pomockou vyrazne zvysuju pravdepodobnost jej budtceho
vyuzitia v pedagogickej praxi.

Uvodného testovania sa zacastnilo 20 tudentov 3. ro¢nika bakaldrskeho Stu-
dijného programu ucitelského studia v aprobédcidch matematika — dalsi (priro-
dovedny) predmet na Fakulte matematiky, fyziky a informatiky Univerzity Ko-
menského v Bratislave v zimnom semestri akademického roka 2025/26. Vécsina
z nich nemala s 3D perom ani podobnym néstrojom praktickd skiisenost. Pre
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ucely prace s 3D perom sme sa rozhodli zamerat na tému rovinnych rezov telies,
nakolko tato problematika patri medzi konceptualne narocnejsie oblasti geomet-
rie.

Vyuku sme rozdelili na dve fazy. V prvej ¢asti (90 min.) studenti riesili kon-
strukcie rovinnych rezov telies klasicky — rysovanim na papieri, pricom vyuzivali
zékladné pravidld, ktoré sa bezne udia na SS. Tento pristup viak vyzaduje dobre
rozvinuti priestorovi predstavivost, ¢o sa ukazalo ako problém, najma pri zlozi-
tejsich situaciach, ked bolo potrebné konstruovat pomocnu rovinu.

Obrazok 2: Studenti si pracu s 3D perom nacvicili vytvaranim modelov
znazornujucich rézne rovinné rezy kocky

Druh4 ¢ast vyucby (90 min.) bola zamerana na pouzitie 3D pera. Studenti naj-
skor videli ukazku prace a nasledne sami vytvarali modely rezov kocky (obr. 2).
Vécsine z nich stacila jednoducha prakticka instruktaz, po ktorej boli schopni
pracovat samostatne a vytvorit funkény a na bezni manipulaciu stabilny 3D mo-
del kocky spolu s jej rezom. Pracovali vo dvojiciach, ¢o sa ukazalo ako efektivne,
najma pri spajani jednotlivych stien telesa. Vytvaranie fyzickych modelov im
umoznilo lepsie pochopit vztahy v priestore, pretoze mohli objekty realne drzat,
otacat a skuimaf z roznych uhlov pohladu.

Délezitou stcastou bol aj individudlny semestralny projekt. Studenti si sami
vybrali referencné teleso a rovinu rezu, ktoru definovali tromi bodmi. Potom
rieSili konstrukciu rezu klasicky na papieri. Potom pomocou analytickej geometrie
presne vypocitali rozmery rezu a vytvorili Sabléonu pre tvorbu fyzického modelu
v mierke 1 : 1. Tento proces prepajal rozne oblasti geometrie a zaroven rozvijal
schopnost navrhovat vlastné tlohy, co je kltic¢ova kompetencia budtcich ucitelov.

Vysledky ukézali vysokd mieru zapojenia a motivacie Studentov. Mnohi si vy-
berali zlozitejsie telesd a venovali pozornost aj estetike modelov (obr. 3). Fyzické
modely zaroven poskytovali okamzitd spatna vazbu — nespravne vypocitany rez
jednoducho ,nesedel“ do telesa. Studenti hodnotili pracu s 3D perom velmi po-
zitivne. Na zaklade neformélnej subjektivnej spatnej vazby sme vyhodnotili, Ze
dana aktivita bola pre nich zaujimava, uzitoc¢na, zabavna a bola vnimana ako
vhodné spestrenie a ozivenie vyucby danych tém stereometrie.
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Obrazok 3: Ukéazka studentskych modelov

Pracovna dielna zamerana na vyrobu modelov

V réamci realizovanej pracovnej dielne na konferencii Dva dni s didaktikou mate-
matiky mali zicastneni ucitelia moznost aktivne si vyskusat cely proces vytvo-
renia modelu rezu kocky z pozicie uplnych novacikov, kedze absolutna vicsina
z nich sa s tymto nastrojom stretla prvykrat.

Na uvod boli ucastnici oboznameni s teoreticko-didaktickymi vychodiskami
a cielmi navrhovanej aktivity, pricom bol akcentovany vyznam manipulécie s kon-
krétnymi objektmi a rozvoja priestorovej predstavivosti v kontexte vyucby ste-
reometrie na zakladnych a strednych skolach. Napriek tomu, Ze iSlo o ucastnikov
z Ceskej republiky, pontknuty vysek u¢iva bol pre nich relevantny, kedze ide
o zdklady stereometrie, a tie (nielen) Slovensko a Cesko s velkym prekryvom
zdiela.

Tvoriva dielna v rozsahu 70 mintt sa opierala o vyuzitie pripravenych sab-
16n a predchadzajicimi skiisenostami optimalizovany proces tvorby 3D modelov,
ktory je krok za krokom uvedeny v (Pokornd, 2025a). Po struc¢nej ivodnej instruk-
taznej casti boli icastnici schopni pracovat individualne alebo v kooperujtcich
dvojiciach (obr. 4), pricom pocas realizacie mali moznost priebeznych konzulta-
cii, kladenia otazok a komparacie c¢iastkovych vysledkov bud medzi sebou, alebo
s nami autorkami.

Pocas prace vznikli aj ismevné a naladu odlahcujice situacie, kedy samotni
ucitelia matematiky robili zaciatoc¢nicke chyby pri skladani casti extrudovaného
3D modelu rezu kocky. Tymto sa nam anekdoticky potvrdila relevantnost vy-
ucby problematiky prostrednictvom priamej prace v trojrozmernom priestore bez
premietania do roviny, kedze tam sa dostatoénym cvikom da prejst do manual-
neho osvojenia konstrukcie rezu v priemete, ktoré sa uz spatne nemusi odzrkadlit
v schopnosti korektne pracovat na trojrozmernom modeli.
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Vdaka dostatocnej casovej dotacii priebezne a najma na konci prirodzene
vznikol priestor na diskusiu. Zucastneni ucitelia z praxe vyuzili tento ¢as na
reflexiu didaktického potencidlu a moznosti vyuzitia 3D pera vo vyucbe stere-
ometrie. Vdaka vlastnej skiisenosti pozitivne hodnotili efektivitu a podnetnost
takéhoto obohatenia a rozsirenia hodin stereometrie. Ocenili pouzivatelsku pri-
tulnost a ergonémiu prace s tymto nastrojom, jeho finanéni nenaroc¢nost, a nefor-
malne diskutovali o dalsich uc¢ebnych celkoch, kde by sa 3D pero dalo organicky
a zmysluplne vyuzit.

Obréazok 4: Utastnici pri praktickej tvorbe priestorovych modelov pomocou
3D pera, pri ktorej aplikuju principy stereometrie a overuju vlastnosti
rovinnych rezov telies

Zaver

Predchédzajuce sktisenosti z vysokoskolského prostredia a velmi pozitivna skuse-
nost z konferencie Dva dny s didaktikou matematiky nas nadalej motivuji zame-
rat sa na hlbsie preskimanie moznosti zapojenia 3D pera do vyucby na roznych
stupnoch vzdelavania, so Specialnym akcentom na vzdelavanie a pripravu budu-
cich ucitelov matematiky. V nasej dalSej praci by sme rady podrobnejsie venovali
tejto oblasti a uz pomocou rigoréznejsich metéd pedagogického vyskumu lepsie
rozvinuli a preskimali prezentovanu problematiku.
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Jak poznat fake aneb o nahodé, jejich
matematickych modelech
a (ne)pravdépodobnych udalostech

MICHAELA PROKESOVA!

V SS matematice se uci o pravdépodobnosti a o statistice. Ve svété kolem nds se
déje nahoda. Jak spolu ty dveé véci souvisi? V prispevku popisi aktivitu, kterd stu-
dentim umozni si vice vyjasnit své predstavy o nahodé. Nejdrive si zkusi nahodu
zfalsovat a potom tu zfalsovanou nendhodu identifikovat (odhalit). Vyzkoust si, co
se da delat, kdyz uz je nds model ndhody (to jest pravdépodobnostni model) tak
slozity, Ze nejde upocitat, ale my presto chceme ziskat odpovédi na nase otdzky
o nahodé. Nakonec nase aktivita odhali i nékteré casto se vyskytujici mylné pred-
stavy o nahodé, které mivaji i lidé, kteri stredoskolské priklady na pravdeépodobnost
bravurné pocitaji.

Uvod

Ve SS matematice jsou pravdépodobnost a statistika dvé oddélené discipliny. Coz
viibec neodpovida realité. Pravdépodobnost je matematicky model pro popis na-
hody, statistika zase Tesi, jak poznat, jestli je nas matematicky model pro nadhodu
dobrym modelem pro nase pozorovana data (zrealizovany vystup ndhody), nebo
neni a potfebujeme jiny, lepsi ¢i presnéjsi. Statistika ndm umoznuje poznat, jestli
nase pozorovana data odpovidaji nasemu matematickému modelu — jestli mtizeme
rici, Ze nas model dobre odpovida tomu, jak ndhodnd data vznikla (to je problém
testovani hypotéz). A také ndm umoznuje poznat, kterd data z naseho modelu po-
chazi a ktera byla nejspis vygenerovana pomoci jiného mechanismu a odpovidaji
jinému pravdépodobnostnimu modelu (to je problém klasifikace dat).

V aktivité (inspirované knihou Gelman & Nolan (2002)) popsané v tomto
prispévku budeme délat takovou klasifici dat — budeme poznavat, ktera posloup-
nost je ndhodna a odpovida modelu nezavislych hodt spravedlivou minci a ktera
posloupnost tomuto modelu neodpovida (a vymysleli ji studenti). Mimo pouceni
o tom, jaké vlastnosti maji opravdu nahodné vystupy, tato aktivita také ukazuje,
jak se v realité slozité modely mohou testovat. Ukazuje pouziti pocitacovych si-
mulaci tam, kde nedokazeme véci analyticky upocitat. Dale ukazuje pouziti sta-
tistik, jako vhodné (podle povahy problému) volenych éiselnych charakteristik
dat, které nam umoznuji rozlisit to, co rozlisit potfebujeme.

! Technickd univerzita, Fakulta piirodovédné-humanitni a pedagogické, michaela.prokesova@tul.cz
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Aktivita s posloupnosti (ne)ndhodnych vysledki

K aktivité potiebujeme jen dva listy papiru na zaznamenani vysledki. Mince pro
provadéni pokusii alespont nékdo ze skupiny studentit vzdycky najde po kapsach
vlastni. Pfed samotnou aktivitou je jesté potteba prodiskutovat, jak spravné
hézet minci, abychom mohli opravdu predpokladat, ze pravdépodobnost padnuti
obou stran mince je stejnd a Ze hody rtznych lidi budou srovnatelné. Vétsinou se
shodneme na tom, ze minci je potfeba vyhodit dostatecné vysoko, aby se mohla
v letu pretacet. Ze minci nakonec chytime do ruky (aby se na stole uz netocila
a také se nam nikam nezakutélela) a zaznamenavame, co vidime v dlani. A kvili
srovnatelnosti se miizeme shodnout i na tom, Ze vychozi poloha mince na dlani
je rovnobézna s podlahou stranou ,,0“ nahoru. Kterou stranu mince oznacujeme
,0“ a kterou ,, 1, také dohodneme predem.

Potom uz miuzeme tridé vysvétlit, jak bude aktivita probihat, vybrat do-
brovolniky poznéavace i zapisovatele a pustit se do aktivity podle nasledujiciho
postupu:

» zbyli studenti se rozdéli na dvé stejné velké skupiny;

o ucitel a dva dobrovolnici (,, pozndvaci) odejdou ze tridy;

e jedna skupina nahaze a zaznamena 100 vysledki hod@ minci na poskytnuty

list;

o druha skupina takovou posloupnost vysledki vymysli hlavou (bez pouziti
elektronickych zarizeni a bez pouziti jiné fyzikdlni nahody) a také zazna-
mena na druhy list;

« zapisovatel prepise vysledky ze zdznamovych listi na tabuli (v nezndmém
poradi);

e kdyz jsou posloupnosti na tabuli, tFi poznavaci se vrati do tfidy a oznaci
kazdy podle sebe, o které posloupnosti si mysli, Ze je nenahodna;

« nakonec zapisovatel odhali, jaka je skutecnost.

Priklad vystupu aktivity na tabuli je na obrazku 1. Aktivita zfejmé trénuje
i dalsi kompetence studentti (schopnost prace v tymu, samoorganizace tymu
a spoluprace). Provedeni aktivity trva néco kolem 20 minut, podle toho, jak
rozvinuté tyto kompetence studenti maji (néjaky cas zabere i ono prepisovani na
tabuli).

Cela aktivita je nahodna, takze vysledek mize dopadnout rtzné, nékdy se
trefi ucitel a zaci ne, nékdy se trefi ucitel a jeden zak (nastalo v prikladu na
obrazku 1), nékdy se netrefi nikdo. S tim je potfeba pocitat. Po odhaleni, kdo
urcil spravné, muzeme poznavace pozadat o vysvétleni, podle c¢eho poznavali.
Dale pokracujeme diskusi a spoleénym rozborem situace. V pripadé, ze se to
hodi, je mozné po odhaleni spravné odpovédi jednu hodinu kon¢it a rozbor situace
nechat az na dalsi hodinu. Premyslivi studenti se mozna nad nasim problémem
zamysli i v mezidobi.
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Obrazek 1: Nahodna a nendhodna posloupnost s oznac¢enymi tipy poznavaci

Jak poznat nenidhodnou posloupnost?

Kdyz porovname obé posloupnosti z obrazku 1, vidime, Ze ¢etnost jednic¢ek v obou
z nich je blizko hodnoty 0,5 (coz je teoretickd pravdépodobnost vysledku pii hodu
jednou spravedlivou minci), takze tato charakteristika ndm posloupnosti odlisit
nemuze. Napadné jsou sekvence (neprerusované posloupnosti stejnych vysledki),
zvlast pokud jsou dlouhé. V posloupnosti vlevo je jedna sekvence Sesti nul za
sebou a jedna sekvence Sesti jednicek za sebou, vpravo je nejdelsi sekvence jen
péti nul.

Jak dlouhé by ty sekvence asi mély byt? Mohla by nam jejich délka pomoci
rozlisit ndhodnou a nendhodnou posloupnost? Jak by to mélo byt v nendhodné
posloupnosti, nevime, ale pro tu nahodnou to mizeme zhruba odhadnout. Snadno
si rozmyslime, ze kdyz hazime spravedlivou minci, tak:

P(sekvence 5 nul v 5 hodech) = (%)5 =+

P(sekvence 6 nul v 6 hodech) = (%)6 =4

P(sekvence 7 nul v 7 hodech) = (%)7 = T

P(sekvence 8 nul v 8 hodech) = (%)8 = 5t

To vypada na docela malé pravdépodobnosti, ale musime si uvédomit, kolik po-

sloupnosti vysledkti po sobé jdoucich hodu minci délky 5 (resp. 6, 7, 8) v nasi

posloupnosti vysledkii 100 hodi vlastné pozorujeme. Vidime jich najednou do-

cela dost, protoze se ¢astecné prekryvaji. Kdyz uvazime, kolikrat to ,, posunujici

se okno“ délky 5 (resp. 6, 7, 8) v posloupnosti o délce 100 vidime, zjistime, ze 96 x
96

(resp. 95x, 94x a 93x). Takze bychom méli ocekdvat primérné 55 = 3 sekvence
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nul délky 5, 2—2 = 1, 5 sekvence nul délky 6, 19—;8 = % sekvence nul délky 7 a mame
slusnou Sanci % = % vidét i sekvenci nul délky 8. A to jsme se soustredili jen

na nuly. Stejné priblizné pravdépodobnosti vyjdou i pro sekvence jednicek, takze
sance vidét sekvenci jakychkoli stejnych vysledkid dané délky jsou jesté dvakrat
vetsi.

Zjistili jsme tedy, ze sekvence stejnych vysledkiti viibec nejsou tak neprav-
dépodobné, jak by se mohlo zdat. OvSsem nés odhad je jen priblizny, protoze
jsme zanedbali, Zze posloupnosti vysledki, které se ¢astecné prekryvaji, nemohou
byt nezavislé. Takze co délat, kdybychom to pravdépodobnostni rozdéleni délky
nejdelsi sekvence chtéli zjistit presné (abychom ho mohli pouzit ke klasifikaci
= rozliSeni nasich posloupnosti z obrazku 1)? Dalo by se napocitat presné, ale
k tomu by bylo potfeba pokrocilejsi matematiky (teorie markovskych Tetézct,
viz. napt. Andél, 2018, kap. 16 nebo Tijms, 2018, kap. 12). Nebo muzeme po-
uzit strategii, ktera se v moderni teorii pravdépodobnosti pouziva uz 50 let —
pocitacovou simulaci.

Pri pocitacové simulaci pouzijeme generdtor (pseudo)ndhodnych ¢isel do-
stupny v jakémkoli programovacim jazyku ¢i matematickém softwaru (i Excel
to umi) k tomu, abychom nas pokus mnohokrat (naptiklad 2000krat) nezavisle
zopakovali. Tedy vygenerujeme 2000 01 posloupnosti délky 100 vysledkii neza-
vislych pokust s pravdépodobnostmi obou vysledka 0,5. A pro kazdou z nich
spocitdme hodnotu vhodnych statistik (tj. néjakych charakteristik vygenero-
vanych datovych souborti = 0-1 posloupnosti délky 100), které by nam mohly
umoznit rozlisit nahodnou a vymyslenou posloupnost. Tedy charakteristik, u kte-
rych si myslime, ze by se pro ndhodnou a vymyslenou posloupnost mohly zretelné
lisit, a tim nam umoznily oba pripady rozlisit.

Jednu charakteristiku uz mame — délku nejdelsi sekvence stejnych vysledkaii.
Pridame si jesté jednu: pocet , prepnuti“ mezi znaky, neboli pocet zmén mezi 0
a 1 v pozorované posloupnosti. V levé posloupnosti na obrazku 1 je téch zmén
49 a v pravé H4. Pro kazdou vygenerovanou nahodnou posloupnost tedy urcime
hodnotu obou statistik, a tim ziskdme 2000 dvojic hodnot. VSechny miizeme
znéazornit do scatterplotu (Cesky se preklada, pokud se preklada, jako rozptylovy
diagram) na obrazku 2. ProtoZe pro vicero vygenerovanych posloupnosti vyjdou
charakteristiky stejné, musime body trochu ndhodné posunout, aby se neprekry-
valy a abychom vidéli vSechny body.

Ted tedy misto pravdépodobnostniho rozdéleni mame scatterplot z 2000 si-
mulaci. Misto presného pravdépodobnostniho rozdéleni mame jeho empirickou
aproximaci. I ta nam ale dava predstavu, jak se sledované charakteristiky na-
hodnych 0-1 posloupnosti chovaji, co je typické a co typické neni. A co je velmi
netypické (a jestli je to tak netypické, Ze to neuvidime ani béhem 2000 opakovanti,
anebo jestli je to sice netypické, ale pri 2000 opakovanich to pozorovat mizeme).
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Obrazek 2: Scatterplot statistik ze 2000 simulaci

A také muzeme scatterplot pouzit k odliseni skuteéné nahodné a hlavou vy-
myslené posloupnosti vysledkii z obrazku 1. Na obrazku 3 jsme do scatterplotu
vyznacili umisténi statistik pro levou posloupnost z obréazku 1 (zelené) a pro pra-
vou (Cervené). Jak bylo po pokusu odhaleno, zelend posloupnost byla opravdu
nahodna a cCervena byla ta fakeova, tedy vymyslena. V nasem scatterplotu se
zelena posloupnost jevi jako zcela typicka, uprostied oblaku moznych hodnot,
zatimco ¢ervena je blize jeho okraji, tedy vice netypicka. Na zakladé scatterplotu
statistik bychom tedy za fakeovou = nenahodnou posloupnost oznacili posloup-
nost ¢ervenou. A urcili bychom to spravneé.

Pouceni o nahodeé

Jaka pouceni o ndhodé by si tedy studenti z této aktivity méli odnést? Nasledujici
t1i:

e i vzory, které vypadaji velmi specidlné, mohou byt ndhodné (pozorovat
sekvenci 8 stejnych znaku ve 100 hodech je mozné);

o ,ndhodné* neznamena vzdycky ., pravidelné* (lidskd prirozenost si né-
hodné vysledky predstavuje mnohem pravidelnéjsi, nez jak se skutecné
déji);

« malé vzorky nemusi byt reprezentativni (premyslet o typicnosti 8 stejnych
vysledkil v osmi hodech nam muze dat zcela chybnou intuitivni predstavu
o typicnosti sekvence stejnych vysledku délky 8 ve 100 hodech).
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Obrazek 3: Scatterplot statistik ze simulaci z obrazku 2 s vyznacenymi hodnotami
pozorovanych statistik nahodné a vymyslené posloupnosti z obrazku 1

Protoze pokud chceme kvalifikované premyslet o nahodé, nebo mit dobrou
intuici o tom, jak mohou takové nahodné vysledky vypadat, nestaci jen teo-
retické premysleni o jednoduchych modelech (ala vysledek jednoho hodu minci).
Je potreba také mit zkusSenosti s daty, ktera jsou vystupem odpovidajicich opa-
kovanych nahodnych experimentti, jejich variabilitou a nepravidelnosti. A pokud
nemame c¢as nebo kapacitu, abychom ty experimenty provadéli osobné fyzicky,
miizeme si vypomoci vypocetni technikou a propojit matematiku treba s progra-
movanim.
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Poditacové modelovani a 3D tisk

PETRA SURYNKOVA!

Pracovni dilna se vénuje tvorbé a mozZnostem wvyuziti 3D tisténych pomiicek ve
vyuce ruzniych matematickiych témat. Zamerujeme se na stredoskolskou matema-
tiku, zejména planimetric a stereometrii. Okrajové se vénujeme moznosti vyuziti
3D tisku také ve vysokoskolské matematice, a to konkrétne pri studiu geometric-
kych ploch a zobrazovacich metod (projekci). Pripravu digitdlniho modelu pro 3D
tisk jsme st ukazali v online 3D modelovacim programu Tinkercad a v populdarnim
dynamickém programu GeoGebra. Obé prostredi jsou volne dostupnd, pedagogové
i Zaci se s nimi dokazZou velms rychle sezndmit. Rovneéz jsme si ukdzali konkrétni
priklady 3D tistenych pomicek pro vyuku planimetrie a stereometrie a jak je Zaci
a studenti mohou pri studiu vyuZivat.

Uvod

3D pocitacové modelovani a 3D tisk pronikaji do mnoha praktickych oblasti
a v poslednich letech i do vzdélavani (Ford & Minshall, 2019). 3D tiskdrny pred-
stavuji v dnesni dobé jiz bézné technické vybaveni zakladnich a strednich skol
v Ceské republice a 3D tisténé vyrobky byvaji ¢asto soucasti viuky matematiky
¢i informatiky nebo dalsich predmétii.

V pracovni dilné, ktera se uskutecnila na konferenci Dva dny s didaktikou
2026, jsme se vénovali moznostem, jak lze 3D tisk zahrnout do vyuky informa-
tiky a vypocetni techniky a jak vysledné 3D modely vyuzit ve vyuce matematiky,
obzvlasté geometrie. Proces vyroby fyzického modelu na 3D tiskarné zacind u na-
vrhu, pokracuje pres pocitacové vymodelovani a konc¢i samotnym 3D tiskem. Do
vsech téchto fazi lze v rtznych urovnich zapojit i stredoskolské studenty. Pro-
ces vyroby virtualniho modelu pro 3D tisk a ukazky 3D tisténych modeli jsou
predmeétem tohoto prispévku.

Aktivné 3D tisk a 3D tisténé modely vyuzivam ve své vyuce matematiky
a informatiky na Gymnaziu ve Vlasimi. A dale rovnéz na Matematicko-fyzikalni
fakulté UK, kde vyucuji predméty Pocitacova geometrie, Deskriptivni geomet-
rie, Zaklady zobrazovacich metod ¢i Aplikace deskriptivni geometrie. Ve svém
vyzkumu se vénuji pravé didaktice matematiky a geometrie (na stfedni i vysoké
skole) a zkoumdm napriklad to, jak muze pocitacové modelovani nebo 3D tisk
prispét k pochopeni rovinné a prostorové geometrie (Surynkovd, 2023a, 2023b,
2024).

! Univerzita Karlova, Matematicko-fyzikalni fakulta; surynkov@karlin.mff.cuni.cz
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Jak vytvorit virtualni model pro 3D tisk

Vyroba objektu na 3D tiskarné zacina vytvorenim jeho digitalnitho modelu. Exis-
tuje nékolik zpiisobi, jak takovy model ziskat — naptiklad pomoci 3D skenovani
realného objektu, stazenim z verejné dostupnych databazi nebo vlastnim modelo-
vanim v pocitacovém programu. Pro potreby skolni vyuky je nejvhodnéjsi prave
posledni moznost, protoze umoznuje zapojit samotné zaky nebo studenty do pro-
cesu navrhu a rozviji jejich prostorovou predstavivost i digitalni kompetence.

V ramci pracovni dilny jsme se zamérili na modelovani ve volné dostupném
online programu Tinkercad, ktery je vhodny i pro uplné zacatecniky. Prostredi
je zalozeno na skladani (tzv. constructive solid geometry) jednoduchych geome-
trickych téles (kvadri, valcu, kouli, kuzelu aj.) a jejich vzajemném spojovani ¢i
odecitani. Diky intuitivnimu ovladani si ti¢astnici béhem nékolika minut osvojili
zakladni principy prace a nasledné samostatné vytvorili jednoduchy vyrobek —
klicenku s vlastnim textem. Ukazku prace v programu Tinkercad mtzeme vidét
na obrazku 1.
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Obrazek 1: Postupny proces navrhu 3D modelu kliéenky pro 3D tisk
v programu Tinkercad
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Po dokonc¢eni navrhu byly vytvorené modely exportovany do formatu STL
a pripraveny pro 3D tisk. Model ve formatu STL je pred tiskem potireba pre-
vést do formétu, ktery podporuje dana 3D tiskdrna (v nasem piipadé do for-
matu GCODE), poté uz je mozné piimo tisknout. Nékolik kli¢enek jsme primo
béhem pracovni dilny vytiskli na prenosné 3D tiskarné, takze tucastnici mohli
sledovat cely proces od digitalniho navrhu az po vznik fyzického vyrobku. Tato
bezprostiredni zpétna vazba méla vyrazny motivacni efekt a soucasné ukazala, ze
navrhnout a vyrobit vlastni objekt je mozné i béhem jedné vyucovaci hodiny.

Vedle Tinkercadu jsme stru¢né predstavili také moznosti programu GeoGebra
6, ktery umoznuje vytvaret jednodussi geometrické modely a primo je exporto-
vat do formatu STL. GeoGebra je vhodna zejména tehdy, pokud chceme propo-
jit vyuku geometrie s 3D tiskem, naptiklad pri modelovani elementarnich téles.
GeoGebra oproti Tinkercadu nedokaze pracovat s mnozinovymi operacemi, tedy
napriklad prinik a omezeni téles rovinou fezu v GeoGebie namodelovat nelze.
Ukéazku exportu modelu z GeoGebry do formatu STL mizeme vidét na obrazku 2.

1% 3D Grafika - GeoGebra

RA b dBded@ LN -
—¢ [ Soubor

+ Novy

Q. Oteviit

2, UloZit online

B Ulozit do potitade

|® Exportovat obrazek
< sdilet

GeoGebra soubor (.ggb) 3 Stahnout jako.

PNG obrazek (.png)

SVG obrazek (.svg)

PDF dokument (.pdf)

PSTricks (.txt)

PGFITIKZ (.txt)

Zapis konstrukee (.html)

Dynamicky pracovni list jako webova stranka (.html)

Asymptote (.txt)

& Nahled

# Upravy

¢ Zobrazena okna (pohledy)
# Zobrazit

£x Nastaveni

% Nastroje

© Napovéda & hodnoceni
o] Prihlasit

3D tisk (.stl)
Collada (.dae)
Collada (.html)

Obrazek 2: Export modelu v GeoGebte 6 do formatu STL

Priklady vyuziti 3D tisténych modelti ve vyuce geometrie

Druhéa ¢ast pracovni dilny byla vénovana konkrétnim prikladim vyuziti 3D tis-
ténych modelil ve vyuce geometrie. Predstavené modely vychazeji z dlouhodo-
bého vyzkumu autorky zaméreného na vyuziti 3D tisku ve vyuce matematiky
na st¥edni i vysoké gkole. Utastnici si mohli jednotlivé pomiicky prohlédnout,
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manipulovat s nimi a diskutovat moznosti jejich vyuziti pfi vyuce riznych geo-
metrickych témat.

Ukazky 3D tisténych modeltt zahrnovaly napiiklad pomiicky urcéené pro vyuku
planimetrie, zejména modely podporujici odvozovani obsahti rovinnych obrazcii
(viz obr. 3), modely pro vyuku shodnych zobrazeni (viz obr. 4). Nasledovala
oblast stereometrie, kde byly prezentovany modely vyuzitelné napriklad pti vyuce
siti téles (obr. 5), vzadjemnych poloh piimek a rovin (obr. 6) i pfi feseni tloh
zamerenych na povrch a objem téles.

Obrazek 3: 3D tisténé modely pro Obrazek 4: 3D tisténé modely pro
vyuku obsahti rovinnych obrazcii vyuku shodnych zobrazeni

Obrazek 5: 3D tisténé modely pro Obrazek 6: 3D tisténé modely pro
vyuku siti téles vyuku vzajemnych poloh pfimek

Strucné byly predstaveny také priklady vyuziti 3D tisku ve vysokoskolské vy-
uce geometrie. Jednalo se predevsim o modely pouzivané pti vyuce zobrazovacich
metod (projekci) elementérnich téles (obr. 7) a o 3D tisténé modely geometric-
kych ploch.
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Obrazek 7: 3D tisténé modely pro vyuku projekci elementarnich téles

Zaveér

3D tisk predstavuje dostupnou technologii, kterou lze smysluplné zaclenit do vy-
uky matematiky na stfednich (i vysokych skolach). Vedle samotné tvorby digital-
nich modelt mohou Zaci rozvijet prostorovou predstavivost, technické dovednosti
i kreativitu a soucasné 1épe porozumeét geometrickym vztahtim. Prakticka cast
pracovni dilny ukazala, ze i zacatecnici mezi posluchaci dokazou béhem kratké
doby navrhnout vlastni jednoduchy model v prostredi Tinkercad a pripravit jej
pro 3D tisk.

Predstavené priklady 3D tisténych pomtcek zaroven ilustruji siroké moznosti
vyuziti této technologie pri vyuce planimetrie, stereometrie i dalSich geometric-
kych témat. Fyzické modely umoznuji zaktim s geometrickymi objekty aktivné
manipulovat, podporuji vizualizaci prostorovych vztaht a mohou prispét k hlub-
simu porozumeéni probiranym matematickym konceptim. 3D tisk tak predstavuje
vhodny prosttedek pro propojeni informatiky, technologii a matematiky a nabizi
ucitelim nové moznosti, jak obohatit vyuku a zvysit aktivni zapojeni zakii.
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Ro6zne pohlady na kocky

PATRIK STEIN', DANIELA KOVALGIKOVA?

Pracovna dielna sa zameriava na predstavenie aktivit na podporu geometrického
myslenia — na zlepsenie priestorovej predstavivosti Ziakov. Prvd aktivita sa ve-
nuje kockovym stavbam a kockovym telesam, druhd je zamerand na prepojenie
siete kocky a 3D zobrazenia kocky. Aktivity su spracované v dynamickom softvéry
GeoGebra — predstavime si aj vijhody prdace v prostredi GeoGebra Classroom. Po-
mocou dynamickych vizualizdcii v GeoGebre budu ucastnici skumat rozne pohlady
na stavby a telesd a zakreslovat ich z roznych perspektiv. Vyskusaju si aj skladanie
steti kocky a vyznacovanie hladanych prvkov kocky.

Uvod

Vyucovanie matematiky prebieha v neustéle sa meniacom svete a je preto vhodné
prisposobit nielen obsah, ale aj formu vyucovania matematiky a vhodne zvolit
vyucovacie styly a metodické postupy pri osvojovani a upevnovani novych ve-
domosti a zrucnosti. V prispevku sa budeme opierat o model Specializovanych
vedomosti ucitelov matematiky (MTSK) (Carillo et al., 2013), v ktorom je do-
raz kladeny rovnako na poznanie matematiky ako na didaktické poznanie mate-
matiky a popiseme, ako mézu vytvorené aktivity podporovat rozvijanie tychto
specializovanych vedomosti ucitelov vo vsetkych subdoménach daného modelu.

Geometricka predstavivost je zalozend na schopnosti ziakov pracovat s vizu-
alnymi reprezentaciami a prepajat si ich s pojmovym poznanim. Nové zistenia
ukazuju, ze ziaci aj buduci ucitelia matematiky maji problémy s tlohami vyza-
dujticimi transformécie atvarov a pracu s réznymi reprezentaciami. Je dolezité
aby vyucovanie geometrie systematicky rozvijalo priestorové myslenie prostred-
nictvom vhodnych tloha a aktivit (Fujita et al., 2020).

V ramci prispevku sa budeme zaoberaf vytvorenymi materialmi, ktoré su
zamerané na rozne pohlady na kockové stavby, kockové telesa a siete kocky. Ich
cielom je rozvijanie priestorovej predstavivosti a podporenie prechodu medzi 2D
a 3D zobrazeniami telies.

Prostredie GeoGebra

Applety sme vytvorili v prostredi softvéru GeoGebra kvoli jeho viacerym benefi-
tom. GeoGebra je dynamicky matematicky softvér pre vSetky tirovne vzdeldvania,

1 Univerzita Pavla Jozefa Safarika, Prirodovedecks fakulta; patrik.stein@student.upjs.sk
2 Univerzita Pavla Jozefa Safirika, Prirodovedecka fakulta; daniela.kovalcikova@student.upjs.sk
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ktory v sebe zahfna geometriu, algebru, tabulky, tvorbu grafov, statistiku a vy-
poc¢ty v jednom. Okrem toho pontka online platformu s viac ako miliénom bez-
platnych zdrojov pre triedy, ktoré s dostupné v mnohych jazykoch vytvorenych
komunitou, ktorda GeoGebru pouziva. Tieto zdroje mozno pomocou platformy na
spolupracu (GeoGebra Trieda) Tahko zdielat a rovnako Tahko aj sledovat pokrok
ziakov v redlnom case.

Vhodne pripravenym appletom vieme ziakov nasmerovat k objavovaniu roz-
nych vlastnosti. Ziaci si v programe mozu sktsat pohyb a otacanie objektov
roznych dimenzii, ktoré v zosite nie je mozné. Rovnako vdaka moznosti vypisa-
nia velkosti tiseciek alebo uhlov si mézu vSimnut vlastnosti, ktoré by boli v zoSite
len velmi tazko objavitelné.

Po vytvoreni alebo otvoreni uz vytvoreného appletu si ucitel méze vytvorit
triedu, ktorej chce applet zadat. Kliknutim na tlacidlo GeoGebra Trieda vytvori
lekciu, ktord si moze lubovolne premenovat a ziaci sa do nej prihlasuja len po-
mocou kodu — bez nutnosti registracie.

Nasledne vie ucitel sledovat pracu ziakov priamo vo svojom pocitaci, kde pre-
hladne vidi pracu kazdého ziaka, jeho postup prace ako aj vysledky a nedostatky,
na ktoré vie efektivne reagovat.

F Sl o oy PR r n - =
& =20rQa © Goagle ‘ 1%

Dva dny 26 - Siete kocky

1. dleha 2. uloha 3. dloha 4. uloha

Obrazok 1: Vytvorenie GeoGebra triedy — tlohy materidlu Siete kocky

Tvorba interaktivnych materialov

Vytvorili sme dva materialy, jeden zamerany na rézne pohlady na kockové stavby
a telesd — narys, podorys a bokorys, a druhy na prechod medzi sietou kocky a jej
3D zobrazenim (tlohy tak rozvijaji poznanie vo vSetkych troch subdoménach
Poznania matematiky — poznanie uciva ako poznanie pojmov narys, poédorys,
bokorys a siet kocky, poznanie roznych reprezentacii kocky, poznanie struktury
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Vytvorit novou lekci

Obrazok 2: Vytvorenie lekcie

matematiky ako schopnost prepojenia 2D a 3D zobrazeni telies a prie¢nych pre-
pojeni medzi nimi a poznanie vystavby matematiky ako rozvijanie schopnosti
odovodnovat a argumentovat, preco sa pri transforméacii urc¢ité vlastnosti neme-
nia — hrana je uréend konkrétnymi dvoma vrcholmi kocky a podobne).

Cielom bolo vytvorenie materidlov s vhodnou postupnostou tloh — aby si
ziaci samostatne vyskusali vytvorit stavbu alebo teleso a ich vhodnym otocenim
vedeli zaznamenat ich narys, pédorys aj bokorys a v druhom materiali aby in-
teraktivne manipulovali medzi sietou kocky a kockou (u ucitelov tym mozeme
rozvijat subdomény Didaktického poznania matematiky — poznanie charakteris-
tik ucenia sa pomocou sledovania prace ziakov v Geogebra Triede a ich interakcii
s danym materidlom, poznanie vyucovania formou sledovania roznej manipulé-
cie ziakov s danym materialom a poznanie Standardov formou tolerancie roznej
urovne komentovania a zdovodnovania a roznej rychlosti progresu ziakov).

Nastroje, ktoré mézu ziaci v appletoch pouzivat, si preddefinované autorom
appletu, uditel si ich ale ma moznost upravit. Ziakom st tak pristupné iba na-
stroje, ktoré bude pocas riesenia tloh potrebovat. Dopliujice vlastnosti a po-
mocky appletu boli naprogramované pomocou jednoduchych prikazov prostred-
nictvom tzv. GeoGebra Command — prikaz v uzivatelskom programovacom ja-
zyku urcenom iba pre softvér GeoGebra.

Kockové stavby a kockové telesa

Hlavnou motivaciou na vytvorenie tohto materialu je nedostatok pomocok na
skolach — aj ked kocky, z ktorych sa dajua vytvorit stavby sa zvycajne dostupné,
spajatelné kocky vhodné aj na vytvorenie telies také dostupné nie si. Applet na-
vyse ponuka moznost roznych pohladov na dané teleso a pridanim tlacidiel, ktoré
ziakom priamo zobrazia potrebny pohlad, priblizuje aktivitu aj ziakom, ktorym
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dané pojmy (narys, podorys, bokorys) este nie st tiplne jasné. Interaktivne prvky
v softvéri dynamickej geometrie poskytuju ziakom lepsiu manipulaciu s geomet-
rickymi objektmi a mézu vyrazne podporovat porozumenie ziakov ako preukazali
mnohé vyskumné studie (Robova, 2012).

Prvym vytvorenym materidlom bol stibor 6 appletov, v ktorych je tlohou rie-
sitelov vytvorit kockové stavby a kockové telesa podla predlohy. Riesitelia maju
moznost vyuzivat néastroj ,kocka® v prostredi programu GeoGebra a vytvarat
(pridavat) nové kocky ku prvej zadanej kocke iba kliknutim na stenu uz existuju-
cej kocky, ktora bude spolo¢nou stenou s novovytvorenou kockou. Po vytvoreni
stavby alebo telesa maju ziaci zaznacit do pripraveného priestoru narys, podorys
a bokorys vytvorenej stavby alebo telesa. Narys, podorys a bokorys vypliiaji
ziaci do Stvorcovej siete kliknutim na jednotlivé Stvorce, ktoré sa zafarbia. Ziaci
si mozu pomodct nastrojom ,,Rotacia 3D priestoru®, ktory umoznuje menit uhol
pohladu v 3D grafickom okne, ¢o im ulah¢i urcovanie narysu, pédorysu a boko-
rysu. V prvej a druhej tlohe je vytvorena pomocka pre ziakov, kde st pripravené
tri tlacidla, ktoré po kliknuti otocia 3D grafické okno do potrebnej polohy.

Dalsie tlohy majt zvysujiicu sa naro¢nost predloh, ktoré si aj v ramci softvéru
generované, aby mali ziaci ind predlohu. Tymto ndhodnym vytvorenim predlohy
sa zabezpeci samostatna praca ziakov a takisto to dava ziakom moznost vyskusat
si takychto tloh vyriesit viac — vedia si obnovit tlohu a vybrat si ini predlohu.
Cielom materialu je porozumenie toho, ako vplyva poloha jednotlivych kociek
v ramci kockovej stavby (telesa) na celkovy narys, podorys a bokorys. Otacanie
pohladu v 3D grafickom okne méze pomoct ziakom porozumief, ktoré kocky sa
pri ktorom nahlade schovaju za iné a pri ktorom nahlade sa viditelné a dotvaraja
celkovy obraz o stavbe (telese).

Obrazok 3: Ukéazka ulohy z materidlu Stavby a telesa

Ulohy prvého materidlu si zobrazené na obrézku 3 a st volne dostupné na
odkaze: https://www.geogebra.org/m/e28puump, kde si ich uzivatel moze po
vytvoreni kopie Tubovolne upravovat.
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Siete kocky

Druhy materidl obsahuje 4 applety zamerané na préacu so sietami kocky. Ulohy st
zamerané na skladanie roznych sieti kocky a pozorovanie, ktoré vrcholy zo siete
splynt do jedného vrcholu na kocke. V prvej tilohe maju vsetci ziaci vyznaceny
rovnaky vrchol v sieti kocky a ich tlohou je pomocou nastroja na farbenie oznacit
vsetky dalSie vrcholy, ktoré podla nich splyni do jedného vrcholu. Nasledne si
pomocou posuvnika ,skladanie” kocku zlozia, ¢im si overia, ¢i oznacili spravne
vrcholy, ktoré naozaj splyna v jeden. Druha tloha mé uz pripravené rozne za-
dania, aby sa kazdému ziakovi zobrazila ina tloha, ¢im zabezpecime samostatnu
pracu ziakov a takisto to dava ziakom moznost vyskusat si takychto tloh vyriesit
viac — vedia si obnovit tlohu a vybrat si iné zadanie. Tretia a Stvrta tloha je
zamerand na splyvanie hran vychadzajicich z jedného vrcholu kocky. Ziak po-
stupuje rovnako ako v prvej polovici tloh a po potvrdeni farbenia si svoje riesenie
overi cez posuvnik ,skladanie®.

—

Obrazok 4: Ukazka tlohy z materialu Siete kocky

Ulohy druhého materidlu s zobrazené na obrazku 4 a st volne dostupné na
odkaze: https://www.geogebra.org/m/htmbrhsc, kde si ich uzivatel moze po
vytvoreni kopie ITubovolne upravovat.

Zaver

Vytvorené materidly boli testované studentmi ucitelstva matematiky na UPJS
v Kosiciach. Vyskusali si ich aj ti¢astnici workshopu na konferencii Dva dny s di-
daktikou matematiky v Prahe. Z pozorovani a reakcii tcastnikov mézeme kon-
statovat, ze vytvorené materialy si vhodné pre podporu rovinnej a priestorovej
predstavivosti. Myslime si, ze materialy zvyrazinuju vlastnosti danych pojmov
a posilnujui pochopenie ich vyznamu.
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Zadanim materidlov budicim ucitelom matematiky sme rozvinuli nie len ich
poznanie matematiky vo vSetkych troch subdoménach podla modelu MTSK (ako
bolo opisané vyssie), ale ukdzali sme im aj didakticky potencial takto vytvore-
ného materialu a moznosti, ktoré Geogebra Trieda ponika a ako ju na vyucovani
efektivne vyuzivat. Verime, ze materidly sa pacili aj icastnikom konferencie a ze
ich motivuju k vyuzivaniu appletov na vyucovani a k pouzitiu aj nami vytvo-
renych materidlov pri vyucovani roznych znazorneni kockovych stavieb a telies
a pri prechodoch od siete kocky k jej 3D zobrazeniu.

Pre viac appletov vytvorenych autormi, si mozete pozrief kniznicu autorov
na stranke GeoGebry pod menom autora: Patrik Stein (alebo patrikstein29),
Daniela Kovaléikova (alebo dvitazkova).
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