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JAK UCGIT MATEMATICE ZAKY VE VEKU 10-16 LET

Uvop

Konference Jak ucit matematice Zdky ve véku 10-16 let patii jiz po léta k tradic-
nim a vyhleddvanym akcim Spole¢nosti u¢iteltt matematiky JCMF. Prvni ro¢niky
se konaly ve Frydku-Mistku (1994, 1997 a 1999). Pak se konference pfestéhovala
na dlouhou dobu, a to az do roku 2019 do Litomysle na ptidu tamni Stfedni
pedagogické skoly. V roce 2021 nasla nové Gtocisté, a to na pudé Univerzity
Jana Evangelisty Purkyné v Usti nad Labem, kde se organizace ujaly dvé fakulty
pripravujici budouci ucitele matematiky, a to Pfirodovédeckd a Pedagogicka.

Hlavni téma tohoto roéniku Matematika jako prostredek porozumeéni svétu re-
aguje na potreby uciteli v obdobi neustalych celospolecenskych zmén. Primarnim
cilem vzdélavani mé byt totiz podle nové koncepce MSMT vychova odpovédného
¢lovéka pripraveného k celozivotnimu uceni. To je kol nelehky a vyzaduje hledat
nové metody i nové pojeti nasi prace.

Témata hlavnich prednasek — prof. L. Kvasze: Prostor mezi geometrii a malir-
stvim, doc. Z. Kubacka: K cemu bylo a je zapotiebi presné rysovat a dr. R. High:
Jak motivovat ke studiu matematiky? — napliiovala zamér konference zcela. Stejné
tak tomu bylo i v pfipadé Sestnacti pracovnich dilen a jedenacti kratkych sdéleni.
Ty se zaméfovaly jednak na samotné zaky (napf. Jak nadané déti prospivaji ve
§kolni matematice?), na komunikaé¢ni prostiedky (Sebehodnocent Zdki v matema-
tice nebo Aktivity pro rozvijeni komunikacnich dovednosti Zdki), na metodicka
doporuéeni (Slovni dlohy trochu jinak nebo Pohyb v hodindch matematiky) a také
na obsahova témata (napt. Diofantovské rovnice v kazdodennim Zivoté) a samo-
ziejmeé na mezioborova témata (pfikladem mohou byt prispévky Na robota s ma-
tematikou, Kolik unese papir nebo Matematika a geografie v mezipredmeétovych
souvislostech).

. .

Obr. 1: Pracovalo se i o prestavkach



Obr. 2: Odchylka véze kostela Nanebevzeti Panny Marie v Usti n. L.

Neméneé vyznamnou soucasti programu byla i matematicka exkurze, na kterou
navazovala stejnojmenna pracovni dilna S matematikou v zddech po Usti nad
Labem. Jeji ucastnici pod vedenim doc. P. Eisenmanna a dr. O. Moce urcovali
odchylku $ikmé véze kostela Nanebevzeti panny Marie v Usti nad Labem — jde
totiz o étvrtou nejsikméjsi véz v Evropé, nebof se pii vysce 656 m odklani ve
Spicce priblizné o 2 m. V centru mésta nemohli minout dalsi dominantu — vyletni
zédmecek Vétruse, k némuz vede lanova draha. Ucastnici odhadovali a nasledné
s pomoci méreni z terénu pocitali rozdil nadmorskych vysek dolni a horni stanice
této lanové drahy.

Neodmyslitelnou soucasti programu pak byly prezentace znamych naklada-
telstvi, véetné nakladatelstvi Prométheus, a prodejci vyukovych pomiicek, které
probihaly v prubéhu celého hlavniho jednaciho dne. NadSené pracovni nasazeni
vSech tcastnikti dopliioval spolecensky vecer v Muzeu mésta Usti nad Labem.
K pfijemné atmosfére prispélo profesionalni vystoupeni péveckého sboru Schola
Cantorum Pedagogické fakulty UJEP a oteviené prohlidky muzejnich vystav.

Sbornik ptispévku konference je jednak vérnym svédectvim krasného profes-

N

niho setkéni a doufejme i vielym pozvanim na pristi roc¢nik.

Za programovy a organizac¢ni vybor
Magdalena Kratka
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JAK UCGIT MATEMATICE ZAKY VE VEKU 10-16 LET

NA ¢O (BOLO) TREBA RYSOVAT

Zbynék Kubacek

ABSTRAKT

Riesenie niektorych iloh bolo v minulosti zaloZené na dostatocne presnom Tysovani.
Uvedieme priklady takychto problémov a zamyslime sa mad moZnostami ich pouZitia
v dnesnom vyucovani matematiky.

KLiGOVA SLOVA: geometria, rysovanie, konstrukéné tlohy, meranie nepristupnych vzdia-
lenosti, ornament, letecka navigacia.

TRI VETY NA UVOD

Ulohu typu ,zostrojte trojuholnik, v ktorom poznate stranu a = 5 a uhly 5 = 42°
a vy = 73°“ pravdepodobne na zékladnej skole riesil kazdy z nas. Asi nie som sdm,
kto sa pri rysovani az tak netrapil, ¢i jeho uhol 8 mé velkost presne 42° — dolezité
pre mila bolo objavit postup konstrukcie, realizicia uz nebola tak zaujimava.
V tomto prispevku ukadzeme priklady tloh, kde presné rysovanie je, resp. bolo
dolezité — mohli od neho zavisiet

e peniaze (ploSné vymery pozemkov — ktoré boli podkladom pre vypocet dane —
sa pocitali z katastralnych map, ktoré museli predtym zememeraci narysovat),

e esteticky pocit (nepresne narysovand gotickd kruzba stréca vela zo svojej
kréasy),

e niekedy dokonca aj zivot (nespravne uréeny kurz lietadla mohol za 2. svetovej
vojny viest k tragickym koncom).

Katedra matematickej analyzy a numerickej matematiky, Fakulta matematiky, fyziky a infor-
matiky, Univerzita Komenského v Bratislave, kubacek@fmph.uniba.sk

11


mailto:kubacek@fmph.uniba.sk

7ZBYNEK KUBACEK

ZEMEMERACI

V dnesnej skolskej matematike sa so zememeraéskymi tlohami — zistif vysku ne-
pristupného objektu, vzdialenost dvoch nepristupnych bodov a pod. — stretavame
spravidla v trigonometrii, kde sa na rieSenie pouziva vypocet. V minulosti sa vSak
takéto ulohy casto riesili rysovanim. Nasledujici priklad takéhoto postupu (za-
sadeny do historického kontextu) je z (Kubédek, 2015, s. 17).

V roku 1803 USA kupili od Franctzska Louisianu. Ziskané tizemie bolo treba
zmapovat, jednu z vyprav, ktoré mali tito Glohu, viedli Meriwether Lewis a Wil-
liam Clark. 18. 10. 1805 si Clark zapisal do svojho dennika: Zmerana sirka rieky
Columbia, z vychodiskového bodu k bodu na druhej strane rieky je J22°Z (tento
opis smeru znamend, Ze od juZného smeru sa odchylime 22° k zapadu), z vycho-
diskového bodu k bodu proti toku Columbie je S84°Z, 148 pole (1 pole je asi
0,503 m), odtial k bodu na druhej strane rieky je J28,5°V.

V tomto pripade sta¢i — vo vhodnej mierke (o jej volbe mozno v triede disku-
tovat) — zostrojit trojuholnik uréeny stranou a dvoma uhlami (nie ndhodou sme
tuto konstrukciu spomenuli v Gvode), zmerat v lom prislusnt vysku a odmerant
velkost previest na skuto¢ni vzdialenost, pozri obrazok 1.

Obr. 1: Meranie sirky rieky, sirku predstavuje dizka zelenej tisecky (Kubécek, 2015,
s. 17)

Dalsia klasick4 zememeradska tiloha — meranie vzdialenosti dvoch nepristup-
nych objektov C' a D — je znazornena na obrazku 2:

ak vieme narysovat obidva (na to sta¢i poznat velkost |AB]
trojuholniky ABC a ABD a v obidvoch trojuholnikoch uhly pri
vrcholoch A a B),

tak vieme z narysovaného obrazka odmerat hladant dizku |C'D|.

12
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Obr. 2: Meranie vzdialenosti dvoch nepristupnych bodov (Zubler, 1607, s. 11)

Poznamenajme, Ze postup znazorneny na obrazku — znamy ako stolovd me-
tdda (alebo metoda meracského stola) — nevyzaduje pouzitie ndstroja na meranie
uhlov. V minulosti sa pouzival na mapovanie (a dnes — ak to ucitel uzna za
vhodné — moze ozvlastnit skolské vyucovanie napriklad mapovanim na $kolskom
dvore).

Hoci néas prispevok je primarne o rysovani, bola by Skoda nevyuzit dalSie
moznosti, ktoré obrazky réznych zememeracskych postupov poskytuji. Napriklad
neprezradif, meranie ktorej dlzky obrazok znazorfiuje a nechat na to prist ziaka:
¢o chceme zmerat, ¢o vieme zmeraf a ¢i zmerané tidaje stacia na zistenie hladane;j
velkosti (t. j. — kedZe vSetky takéto postupy stvisia s konstrukciou trojuholnikov —
¢i zmerané idaje stadia na uréenie trojuholnika, s ktorym stvisi hladand velkost).
Ako priklad vhodnych obrazkov uvadzame dva ilustracie z knihy o geometrickom
a vojenskom kruzidle od Galilea Galileiho (kniha je z r. 1606, Galilei néstroj
vymyslel cca 1595-1598), pozri obrazok 3. Dalsie vhodné obrazky éitatel nijde
napr. v (Kubédek, 2013, s. 91-93).

Na takéto objavovanie mozeme pouzit aj obrazky zlozitejsich zememeradskych
postupov, napr. na obrazkoch 4 a 5 je znazornené meranie vzdialenosti dvoch
nepristupnych objektov, ktoré je komplikovanejsie nez situicia znazornena na
obrazku 2 (tam obidva nepristupné objekty C' a D vidno z obidvoch pristupnych
bodov A a B):

13
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Obr. 3: Dve merania z knihy o geometrickom a vojenskom kruzidle (Galilei, 1741, s. 53
as. 56)

Obr. 5: Meranie vzdialenosti nepristupnych objektov A a B (Wilczynski, 1914, s. 122)

14
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e na obrazku 4 vidno obidva nepristupné body A a B len z bodu D,

e na obrazku 5 neexistuje bod, z ktorého by bolo vidno obidva nepristupné
body A a B naraz.

Ziakovou tlohou je opét urcit, ktoré vzdialenosti a ktoré uhly treba odmerat, aby
sa pomocou nich dala uréif nezndma vzdialenost |AB|.

Zememeracské tlohy z obrazkov 1 az 5 mozno riesit aj vypoétom — staéi na to
sinusové a kosinusova veta. Treba vak zvazit naro¢nost a dizku tjchto vipoctov:

e Ulohy z obrazkov 1 a 3 patria k tym jednoduch$im (a ich vypoétové riese-
nie najdeme aj v mnohych stfasnych ucebniciach), v tomto pripade stoji
za vahu riesit tlohu obidvoma postupmi: vypocet moze slazit ako kontrola
presnosti rysovania, naopak rysovanie moze byt testom spravnosti vypodctu,

e vo vypoctovo narocnejsich tlohach z obrazkov 2, 4 a 5 je vhodnejsie obme-
dzif sa len na opis postupu vypoctu: ziak urci, ktoré velkosti treba postupne
vypocéitat a aky matematicky aparat na ich vypocet mozno pouzit (prave
narocénost vypoctov robi z tychto tloh vhodnych adeptov na rieSenie pomo-
cou rysovania, vdaka tomu ich mozno vyuzit vo vyudovani skor, nez sa Ziaci
stretni so sinusovou a kosinusovou vetou).

ORNAMENTY

V predchédzajicej ¢asti bolo treba rysovat ¢o najpresnejsie, aby sme z narysova-
ného obrazka meranim ziskali dostatoéne presné udaje. V nasledujucich tlohach
bude treba rysovat presne, aby vznikli pekné obrazky. Rovnako ako v predché-
dzajucej Casti, aj teraz sa neobmedzime len na rysovanie a budeme sa snazit
vyuzivat vSetky prilezitosti na ,robenie matematiky*“. Niektoré z nich s rysova-
nim ornamentov — lebo o nich bude teraz re¢ — stvisia uplne prirodzene: v hre
je totiz vzdy postup. Ten moze byt dany (pri¢om — ako uvidime — aj pochopenie
a yrozklucovanie* daného postupu moze byt pomerne velkd vyzva), inokedy ho
treba objavit.

Zac¢neme dvoma tulohami z ucebnic kreslenia zo zaciatku 20. st., pozri ob-
razky 6 a 7. V obidvoch treba narysovat ornament na obrézku vlavo, v prvom
pripade st pomdckou prerusované usecky, v druhom pripade je dany polomer
vonkajsej ,ohrani¢ujicej“ kruznice (teda ziak musi na obrazku odmerat obidva
polomery a dopocitat velkost polomeru vniitornej ,ohrani¢ujticej* kruznice). Po-
stup konstrukcie ma v obidvoch pripadoch objavif Ziak, podstatné je vyuzitie
poznatku, Ze stredy dvoch dotykajicich sa kruznic a bod ich dotyku musia lezat
na jednej priamke. RieSenia st1 naznacené na obrazkoch vpravo.

15



7ZBYNEK KUBACEK

Uloha z obrézka 7 moze byt po jej vyrieseni podnetom pre dalsie otazky, napri-
klad ¢i polomery vnitornej a vonkajSej kruznice nejako suvisia, alebo ich mozno
volit Tubovolne. (Poznamenajme, Ze s ornamentmi z kruznic sa nestretneme iba
v ucebniciach — tie na obrazku 8 pochadzaju od vyznamného renesanéného ma-

Obr. 7: Uloha zo (Spanton, 1913, s. 248)

liara, grafika a teoretika umenia Albrechta Diirera.)
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Pokra¢ujeme dalsim ornamentom, opéf z u¢ebnice (Spanton, 1913, s. 248),
pozri obréazok 9. Ulohou je narysovaf ornament na obréazku 9a), pricom vieme, Ze
ten pozostava iba z oblukov kruznic s polomermi r a 3r. Postup rysovania vidno
na obrazkoch

e 9b): zvolime polomer mensej kruznice, tym je urcend Sirka, teda vodorovny
rozmer obdlZnika, do ktorého je ornament vpisany,

e 9¢): vieme, Ze kruznica s trojndsobnym polomerom m4 hladko nadviazat na
polkruZnicu z obrézka 9b),

e 9d): vyuzijeme stredové a osové stimernosti ornamentu.

Riesenie zndzornené na obrazku 9e) je stcasne prikladom obrazkového navodu
(s podobnymi sa stretneme v niektorych z nasledujtcich tloh).

a)
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~ \ \ \
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Obr

. 9: Ornament zo (Spanton, 1913, s. 248)
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7ZBYNEK KUBACEK

Ulohu 9 mozno doplnif otazkou: ¢o by sa stalo, keby polomer velkej kruz-
nice nebol 3-nasobok polomeru malej? Ako vidno z obrazka 10, konstrukcia by
fungovala rovnako, len by sa zmenili rozmery obdlznika, do ktorého je ornament
vpisany, pozri dva rozne priklady na obrazku 10.

""""""
- '~

.
o

aah
]
1

—
~~.. -

.....

.
N,

~~.
.

-

Obr. 10: Roézne verzie ornamentu z obrazka 9

Na to mozeme nadviazat dalSou otdzkou: ako postupovat, ak chceme orna-
ment z obrazkov 9a) a 10 vpisat do obdlznika s dangmi rozmermi? Existuje rie-
Senie pre fubovolny obdlznik, alebo musia rozmery obdlznika spliiat nejaké pod-
mienky, aby sa doii dal uvedeny ornament vpisat? (Inspiraciu k rieSeniu tychto
otazok citatel najde v nasledujicej tlohe).

Skusenosti s rysovanim hladko na seba nadvizujucich kruznicovych oblikov,
ktoré sme ziskali v predchadzajucich tlohdch, moézeme vyuzif pri rysovani benat-
skeho oblika. Ten je osovo simerny a kazda jeho ,polovica® sa sklada z dvoch
kruznicovych oblukov, ktoré na seba hladko nadvizuju, pozri obrazok 11. Benat-
ske obliky mo6zu byt rozne, nastdva tu podobna situicia ako v pripade ornamentu
7 obrazka 9a): rozmery obdlznika, do ktorého je benatsky oblik vpisany, zavisia
od polomerov kruznicovych oblikov, z ktorych sa benatsky obluk sklada. Navyse
zistime, Ze opisanym obdlznikom nie je benatsky oblik uréeny jednoznacéne. Po-
trebujeme este dalSiu informdciu, napriklad pomer polomerov kruznicovych ob-
lakov, alebo bod, v ktorom na seba tieto obluky nadvézuja. Riesenie pre druhu
z uvedenych moznosti je na obrdzku 11 (zeleny trojuholnik vymedzuje oblast,
v ktorej sa nachddza vrchnd éast benatskeho oblika, jeho volbou je uz v danom
obdlzniku benatsky oblik uréeny jednoznacne), pozri tiez napr. (Kubadek, 2013,
s. 35).

18
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Obr. 11: Jedna z moznosti, ako narysovat bendtsky oblik

V doteraz uvedenych prikladoch bolo tlohou ziaka objavif postup, ako or-
nament narysovat. V nasledujucich tlohdch bude nivod na rysovanie sti¢astou
zadania. Mohlo by sa zdat, Ze takéto tlohy budi pre ziaka jednoduchsie; ako
vSak uvidime, nemusi to byt iplne pravda.

Prva dvojica obrazkovych navodov je z monografie o ornamentoch Augusta
Garneriho z r. 1891, pozri obrazok 12. Ziakovou tulohou je uréif poradie, v akom
treba narysovat jednotlivé pomocné ¢iary a urcit, ktorymi bodmi (z predchadza-
jucich cGasti postupu) st jednotlivé tsecky urcené (a pripadne — kedze v tomto
prispevku hovorime o rysovani — ornament aj narysovat).

Obr. 12: Obrazkové navody z (Garneri, 1921, s. 77)

Néaro¢nejsou verziou takéhoto zadania je deSifrovat obrazkové riesenie tilohy
XXIV ,do rovnostranného trojuholnika vpiste tri dotykajice sa kruznice s rov-
nakym polomerom* z kedysi popularnej zbierky tloh Jacquesa Ozanama, pozri
obr. 13 (na obranu Ozanama treba povedat, Ze v jeho zbierke je uvedeny aj slovny
opis postupu konstrukcie, ten vSak mozno vydedukovat aj z obrézka a to je prave
ulohou ziaka v nasom zadani).
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7ZBYNEK KUBACEK

Obr. 13: (Ozanam, 1694, s. 168)

Velkym zdrojom nametov stvisiacich s rysovanim st gotické ornamenty (go-
tikou vSak nie st vSetky moznosti vycerpané, napriklad pre namety suvisiace
s ovalom pozri (Kubacek, 2013, s. 74-78)). Jednym z typickych predstavitelov
je stvorlistok. Obrazkovy navod na konstrukciu stvorlistka vpisaného do daného
kruhu (to je t& tazsia z dvoch moznosti, lahsia je skonstruovat Stvorlistok a potom
mu opisat kruznicu) je na obrazku 14, ,rozkrokovand® verzia je na obrézku 15.
Zavisi na uvéazeni uditela, ¢ ziakom zada len obrazok 14 (cielom je objavit po-
radie jednotlivych krokov) alebo obrazok 15 (jednoduchsi — ale stdle nie tplne
elementarny — ciel je obrazkovy navod sprévne interpretovat a realizovat).

&

Obr. 14: Obrazkovy navod na rysovanie gotického Stvorlistka (Kubacek, 2013, s. 74)

DD

Obr. 15: Predchadzajici névod, teraz ,rozkrokovany“ (Kubacek, 2013, s. 74)
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Dalsi typicky goticky motiv (presnejsie povedané, podklad pre gotické orna-
menty) sa tri kruznice s rovnakym polomerom vpisané do daného kruhu. Na
obrazku 16 st dva rézne navody:

e V prvom vyuzivame, Ze kazd4 z hladanych troch mensich kruznic je vpisané
aj do sivého trojuholnika na obrazku (objavenie zvysku postupu je uz tloha
pre Ziaka).

e Druhy navod je z ucebnice (Simpson, 1800, s. 348), ktorej prvé vydanie vyslo
v r. 1745. Jeho podstatou je rovnost |F'G| = 2|GK]|. Trojuholnik I K L vieme
skonstruovat, nésledne vieme zostrojif tsecku K F — dostaneme tak stred F
vpisanej kruznice (zdévodnenie uvedenej rovnosti aj formuldcia celého po-
stupu konstrukcie je tiloha pre ziaka).

Obr. 16: Dva rozne postupy konstrukcie troch kruznic vpisanych do vicésej kruznice,
(Kubédek & Zabka, 2020, s. 121) a (Kubacéek & Zabka, 2020, s. 92) podla (Simpson,
1800, s. 348)

Myslienky obidvoch tychto ndvodov mozno pouzit aj pri konstrukcii Stvor-
listka — ten je tvoreny oblikmi Styroch dotykajucich sa kruznic s rovnakym po-
lomerom vpisanych do kruhu.

N4§ posledny priklad v tejto ¢asti (zadanie je z (Kubacek & Zabka, 2020,
s. 89)) predstavuje pomerne naro¢ni verziu tlohy o objaveni postupu konstruk-
cie ornamentu — uditel preto pri jej zadavani musi zvazit, ktoré informacie ziakom
prezradit, resp. akou formou tlohu riesit (v skupinéch, spolo¢ne na hodine, roz-
krokovani na mensie ¢asti a pod.). Na obrazku 17a) je goticky motiv z domu
stojaceho na ndmesti v Norimbergu. Jeho zakladnéd kostra (do ktorej nepatria
sférické stvorlistky a drobné ozdoby) je vytvorend z kruznicovych oblikov, pri-
¢om s pouzité obliky s dvoma réznymi polomermi. Obrazky 17b), ¢) znazoriiuji
postupné objavovanie Struktiry: na obrazku 17b) st zvyraznené vsetky obliky,
ktoré maju mensi z dvoch polomerov, na obrazku 17b) jedna dvojica na seba

.....
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Obr. 17: Goticky motiv z domu stojaceho na nadmesti v Norimbergu a jeho konstrukcia
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sumerné, horny sa dotyka bocnej strany opisaného stvorca, hladko na seba nadva-
zujl) umoziiuje zistit polohu ich stredu (a teda aj ich polomer: ak modréa kruznica
na obrazku 17b) m4 polomer r = 1, tak Cervend kruznica na obrazku 17d) m4
polomer R = 1,25).

LETECKI NAVIGATORI

V tejto Casti sa od kruznic vratime ku konstrukeii trojuholnikov. Na rozdiel od
prvej — zememeracskej — Casti, kde sme vystacili s konstrukciami typu uhol-strana-
uhol, sa teraz stretneme aj s inymi pripadmi.

Zaklad pre ulohy z leteckej navigéicie je navigaény trojuholnik (niekedy tiez
trojuholnik rychlosti alebo trojuholnik vetra), pozri obrazok 18:

e Sipka s pismenom N oznacuje sever (ipky nie s umiestnené na konci vek-
tora — ako je zvykom v matematike — ale vnutri tisecky zndzortujtcej vektor).

e Vektor pravej vzdusnej rychlosti je uréeny kurzom K a velkostou pravej vzdus-
nej rychlosti PVR, vektor vetra je uréeny smerom vetra W a velkostou jeho
rychlosti V (pozor, smer vetra je smer, z ktorého vietor fuka, teda napriklad
severozapadny vietor bude znézorneny vektorom smerujicim na juhovychod).
Ich stucétom je vektor tratovej rychlosti opisany tratovym uhlom TU a velkos-
tou tratovej rychlosti TR. Uhol UZ, ktory uréuje odchylku tratového uhla od
kurzu, sa nazyva uhol znosu.

Obr. 18: Naviga¢ny trojuholnik (Kubédek & Zabka, 2020, s. 181)
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(Poznamenajme este, Ze leteckd navigécia je v mnohom blizka ndmornej navigacii:
lod undsa vodny priad, v pripade lietadla tilohu vody hrd masa vzduchu unésana
vetrom.)

Priklad najzdkladnejsej tlohy leteckej navigacie, pozri obrazok 19: Poznéate
vektor pravej vzdusnej rychlosti (PVR = 290 km/h, K = 126°) a vektor vetra
(W =70°, V =50 km/h). Zistite tratovy uhol a velkost tratovej rychlosti (teda
kam a akou rychlostou vlastne letite) a uhol znosu (teda o kolko sa kurz 1isi od
tratového uhla).

Obr. 19: Zakladna uloha leteckej navigacie

Na najdenie rieSenia stac¢i narysovat vo vhodnej mierke situdciu zndzornena
na obrazku 19 a odmerat velkost TR a uhol e (samozrejme aj tu mozno pouzit
vypocet, ten vSak teraz nie je v centre nasej pozornosti).

Nenechajte sa pomylit zdanlivym fatalizmom predchadzajicej tlohy (nasta-
vime smer a rychlost a zistujeme, kam vlastne doletime): aby sme mohli riesit
zmysluplnejSie tlohy, musime najprv porozumief rieSeniu takychto zdkladnych
(a to neplati len pre ulohy leteckej navigacie). Tou zmysluplnejSou je napriklad
takato tloha: vieme, kam chceme doletiet, vieme, ako rychlo poleti lietadlo (voéi
vzduchu) a pozndme vietor. Otdzka znie: aky kurz treba nastavit na kormidlach
a kedy doletime do ciela? S konkrétnymi hodnotami: Poznéte tratovy uhol TU =
= 109° (ten je uréeny spojnicou bodu, z ktorého Startujete, a bodu, kam chcete
doletiet), smer a rychlost vetra (W = 20°, V = 30 uzlov) a velkost pravej vzdus-
nej rychlosti (PVR = 160 uzlov). Méte uréit kurz a tratovia rychlost. Riesenie
znazornené na obrazku 12 je vlastne konstrukcia trojuholnika X BC, v ktorom
pozndme dve strany (BC a XC) a uhol proti viiéSej z nich. V narysovanom
obrazku odmeriame

e velkost X B, ktord uréuje tratovi rychlost (z nej a zo znamej vzdialenosti

Startu a ciela vieme vypocitat dobu letu),

e uhol ¢ (hladany kurz ma potom velkost 109° — ¢).
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Obr. 20: Dalsia z Gloh leteckej navigécie

Obdobn4 tiloha, len s vymenenou zndmou a neznamou rychlostou: éas letu je
uréeny (tym je urcend aj tratova rychlost), chceme zistit, akou vzdusnou rych-
lostou (a — samozrejme, ako predtym — pod akym kurzom) treba letiet.

Informécia o smere a rychlosti vetra je dolezita. Kedysi ju navigator dostal od
meteorolégov pred Startom, pocas letu ju vSak musel zisfovat sdm. Robilo sa to
pomocou znosu pri dvoch réznych kurzoch (postup opisujeme podla prirucky le-
teckej navigacie z 2. svetovej vojny): navigdtor poznal kurz a pravt vzdusnu rych-
lost lietadla a pozorovanim zistil trafovy uhol, toto meranie potom zopakoval pri
inom kurze lietadla (tieto dve merania s zndzornené na zeleno a sivo podfarbe-
nych obrazkoch v hornej ¢asti obrazka 21). Potreboval zistit smer a rychlost vet-
ra, ktort reprezentuje na obidvoch obrazkoch ta ista cervena orientovana tisecka.
Riesenie bolo zaloZené na peknej myslienke (pozri spodni ¢ast obrazka 21): ak
situacie znazornené na dvoch hornych obrazkoch nakreslime do jedného obrazka
tak, aby sa Cervené orientované useCky prekryli, tak dostaneme obrazok, ktory
vieme narysovat (lebo poznime smer a velkosti zelenych tseciek a smer ¢iernych
priamok). Z narysovaného obrazka uz vieme odmeraf smer aj velkost Cervenej
orientovanej usecky.

TRI VETY NA ZAVER

Ulohy, ktoré sme v nasom prispevku uviedli, mozno pouzif viacerymi spésobmi:
ako podnety na rysovanie, objavenie postupu konstrukcie, vypocet (alebo ich ne-
pouzit vobec). Vietky maji jednu spoloéni vlastnost: matematika sa tu pouziva
na riesenie nejakého problému z redlneho sveta. Tato skuto¢nost moze byt pre
ziakov dolezita: ,Ludia sa najlepSie ucia, ked sa zcasttiuja ¢innosti, ktoré pova-
7ujl za uzitofné v redlnom Zivote a su kultirne relevantné* (Vosniadou, 2001,
s. 11).
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Obr. 21: Zistovanie smeru a rychlosti vetra pomocou znosu pri dvoch roéznych kurzoch
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PROSTOR MEZI GEOMETRII, MALIRSTVIM
A DIDAKTIKOU MATEMATIKY

Ladislav Kvasz

ABSTRAKT

Cilem prispévku je priblizit nékteré moznosti vyuziti vytvarného umeéni ve vyucovdni
matematice. Predevsim geometrické pojmy jako prostor, promitani nebo ubéznik lze ilu-
strovat na obrazech z obdobi renesance. Na tyto ucely jsou obzvldsté vhodné obrazy rané
renesance, kdy jesté principy zobrazovani nebyly uplné zvlddnuté. Na prikladech jejich
poruseni lze dobrte ilustrovat jednotlivé principy zobrazovdni. Druhou moZnost vyuZiti
nabizi baroko se systematickym vytvdrenim iluzi, které maji geometricky zdklad. Tak na
obrazech Caravaggia lze dobre sledovat konstrukci iluze a jeji pisobeni. Treti moznost
nabizeji obrazy maliti jako mapt. El Greca, na kterych lze ilustrovat expresivni funkci
poruseni geometrickych konvenci zobrazeni.

KL{GOVA SLOVA: pojem prostoru, stfedové promitani, renesancni teorie perspektivy,
didaktika geometrie.

UVODNI{ CAST

Déjiny malifstvi nabizeji didaktice matematiky moznosti, které v soucasnosti
nejsou plné vyuzity. Existuje nékolik skutecné vynikajicich praci, které propo-
juji geometrii s uménim, jako napfiklad kniha Frantiska Kadetavka Perspektiva.
Prirucka pro architekty, maliie a prdtele uméni (Kadefavek, 1922), Ernsta Gomb-
richa Uméni a iluze. Studie o psychologii obrazového zndzorriovdni (Gombrich,
1985), nebo prace kolektivu autort vedeného Sarkou Vorac¢ovou Atlas geometrie.
Geometrie krasnd a uZiteénd (Voracova et al., 2012). Zd4 se, Ze nase ucebnice ma-
tematiky nechévaji z didaktického hlediska oblast malifstvi nevyuzitou. V tomto
¢lanku se pokusim upozornit na t¥i zptsoby, jak mozno vyuzit vytvarné umeéni
pro didaktické tucely — na propedeutiku pojmu prostoru a s nim souvisejiciho
pojmu zobrazeni; na ujasnéni vztahu geometrie a skutecnosti a na porozumeéni

geometrického vnimani. Pfi objasnovani vztahi zobrazovani prostoru v geome-
trii a malifstvi pouziji citaty ze své knihy Prostor mezi geometrii a malirstvim

Pedagogicka fakulta Univerzity Karlovy v Praze, ladislav.kvasz@pedf.cuni.cz
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(Kvasz, 2020), kde mtze Gtenadf najit podrobnéjsi vyklad probiranych otézek.
V textu nebudu uvadét reprodukce umeéleckych dél, jednak kvili autorskym pra-
vum, a pak ¢tenaf muze kvalitni reprodukce najit na internetu prostfednictvim
uvedeného odkazu.

PROPEDEUTIKA POJMU PROSTORU

Kdyz za¢neme hledat ptivod pojmu prostor v geometrii, zjistime zajimavou véc.
Matematici antiky pojem prostoru neznali. Prostor nebyl pfedmétem jejich zkou-
mani. Lze to vysvétlit tim, ze podle antickych matematikti se matematika ma za-
byvat tim co je, tedy trojuhelniky, koulemi nebo kvadry. Prostor v bézném slova
smyslu neexistuje, a proto nemize byt ani pfedmétem naseho védeckého zkou-
mani. Prostor se do matematiky dostal teprve v obdobi renesance, a to z malirstvi.
Proto je zajimavé podivat se, jak se v renesan¢nim malifstvi postupné objevuje
zobrazovani prostorového usporadani predméti, a tedy vlastné i prostoru.

Srovname-li renesan¢ni obrazy s obrazy predeslého obdobi, zjistime, Ze go-
tickym obrazim chybi hloubka. Jednotlivé postavy jsou nasklddany jedna vedle
druhé, dim vedle domu, kopec vedle kopce — beze snahy o zachyceni hloubky
prostoru. V literatufe (Bronowski, 1985, s. 171) se miZzeme doéist, Ze to bylo
v souladu s cili malovani. Ukolem malife nebylo malovat svét takovy, jakym se
mu jevil, ale malovat ho takovy, jaky skutecné je. Vzdalené predméty nam sice
pfipadaji mensi, ale ony se takovymi pouze zdaji, ve skute¢nosti mensi nejsou.
Proto neni potfeba malovat je mensi.

S renesanci je spojeno znovuzrozeni uméni, které prinasi také zménu chapani
prostoru. Obrazem ilustrujicim principy renesan¢niho malifstvi je Giottova freska
Zjevent bratru Augustinovi a biskupovi®, namalovana kolem roku 1325, nachézejici
se v bazilice Santa Croce ve Florencii. Giotto védél, ze k vyvolani iluze rovnobéz-
nych ¢ar musi namalovat ¢ary sbihajici se ke spoleénému ubézniku. AvSak pfimky
prinalezejici celku mistnosti maji jiny tbéznik nez primky pattici vstupnimu bal-
dachynu. Obraz ma dva hlavni body (ibéZniky pfimek ubihajicich do hloubky)
a dva horizonty (vodorovné ¢ary prochézejici ibéZnikem). Perspektiva obrazu je
tak lokdlni — rizné prvky jsou zakresleny v rtznych pohledech a fragmentdrni —
prechod mezi riznymi pohledy neni oSetien.

Dalsim obrazem, na némz lze sledovat postupné objevovani principt perspek-
tivy, je Zvéstovdni sienského malife Ambrogia Lorenzettiho? namalovany r. 1344,
ktery se dnes nachézi v sienské pinakotéce. Z geometrického hlediska je na ob-

Thttps: //1h3.googleusercontent.com/jsx_S8ynVg9IBmJ0zN2cT16wasO_st7QaadksOhWy
TFYLI2TXmPE11mh0TtcdyIK6dqOYdM9n8kcirS7_oK8=s0-tmp.jpg (str. 26)
2https: //commons.wikimedia.org/wiki/File: Lorenzetti_Ambrogio_annunciation-_1344. .jpg
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raze zajimava dlazba, ktera slouzi Lorenzettimu k vyvolani iluze hloubky. Bo¢ni
hrany dlazdic se sbihaji do jediného bodu, ktery je soucasné hlavnim bodem ob-
razu (obraz je namalovén z elniho pohledu). To je v souladu s geometrickymi
principy. Kdyz se vsak podivame na tuhlopricku sité dlazdic, zjistime, Ze tvori
kfivku. Z geometrického hlediska je to nespravné, jelikoz ve skutec¢nosti je diago-
nalou piimka, jez se ve stiedovém promitani musi zobrazit opét na piimku. Cara
tvofena thlopfickami dlazdic na obraze by tedy méla byt pfimkou. Otazka, jak
spravné zobrazit dlazbu, predstavovala vazny problém. Lorenzetti jiz védél, Zze
dlazdice se museji na obraze postupné zmensovat, ale jesté neznal presné pravi-
dlo, kterym se zmensovani fidi.

Obrazi, na kterych lze sledovat postupné objevovani principt perspektivy je
vice. Pozoruhodny svét sam pro sebe predstavuji byzantské a pravoslavné obrazy
S tzv. obracenou perspektivou. V ni se pfimky ubihajici do hloubky prostoru
nesbihaji, ale pravé naopak, rozbihaji, jako by se 1ibéznik nachézel pred obrazem.
Porozumét tomu, jak obracenad perspektiva vznika a proc¢ ji malif vyuziva je
poucné a umoznuje lépe porozumét renesancéni perspektivé, kterd pravé néco
takového popira.

GEOMETRIE ILUZI

V renesanc¢nim malifstvi malif vytvari na obraze svét, na ktery divak hledi. Di-
vak se tak stava svédkem scény znazornéné na obraze. Bez ohledu na to, jak
intenzivné obraz divaka zaujme, stale si od ztvarnéné scény zachovava odstup.
Renesanc¢ni perspektiva totiz zobrazuje svét z pevného hlediska nachazejiciho
se pred obrazem, a otevird tak pohled na krajinu ubihajici pfed divakem do
hloubky prostoru. Soucasné vsak od této krajiny — stejné jako od vseho, co je
v ni umisténé — vytvaii odstup. Z tohoto odstupu divak hledi na obraz, hodnoti
jeho estetické kvality a posuzuje jeho emocionalni ¢inek. V baroknim malifstvi
jde o zruseni tohoto odstupu. Diky odstupu ziskavaji renesancni obrazy vyvaze-
nost a harmonii, ale soucasné ztraceji bezprostiedni plisobivost, o kterou usiluje
baroko.

Celkovou tendenci baroka lze charakterizovat jako snahu o pfekonani rene-
san¢niho odstupu i manyristické rozstépenosti a o dosazeni jednoty imanentniho
a transcendentniho svéta. Kvili tomuto cili se baroko snazi rozbit strukturu re-
nesancniho prostoru, ktery vytvari onen odstup mezi divikem a svétem znazor-
nénym na obraze, a snazi se vtahnout divéaka do ucasti na déni zobrazeném na
platné. Prvnim obrazem, na kterém chceme ukazat geometrické metody zruseni
renesancni perspektivy, je David s hlavou Golidse, ktery roku 1607 namaloval
Michelangelo Merisi, zvany Caravaggio.”

3h‘ctp://vaw.artmuseum.CZ/repmdukceQ.pohled.php?dilo_id:188
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Dnes se Caravaggitv obraz naléza ve videnském Uméleckohistorickém muzeu.
Obraz se vyznacCuje tmavym, téméf Uplné Cernym pozadim, z kterého vystu-
puje postava Davida jakoby ven z obrazu. V renesancnich obrazech byly postavy
umistény v krajiné, ktera ubihala k horizontu, pfed bohatou architekturou, jejiz
rytmus naznacoval hloubku, anebo v mistnosti, kterd dodéavala postavam pro-
storovy ramec. Oko divaka sledovalo hloubku, do niz ustupoval prostor, a tim
v jakémsi protipohybu vymezovalo svou pozici vi¢i tomuto prostoru. Krajina
obrazu ubihé pfed nami do dalky, ¢imz se soucasné konstituuje nase poloha vuci
krajiné. Vznika odstup ode vSeho, co je v krajiné umisténé.

Caravaggio rozbiji spontanni proces tvorby odstupu, zaloZeny na automatické
identifikaci hlediska divaka vtéi krajiné zobrazené na obraze, kdyz pozadi ponofil
do tmy. Nedava nam Sanci identifikovat se vic¢i hloubce prostoru — obraz neméa
jasnou hloubku prostoru, kam bychom mohli Davida odsunout. David neni tam
nékde vpredu, v krajiné, je zde, pfimo pfed nami.

Dalsim principem, pomoci kterého barokni malifi rozbijeli hloubky obrazu,
bylo pouzivani linit diagondlnich sméri. Renesan¢ni obrazy maji vertikdlné-ho-
rizontalni strukturu, diky které linie obrazi vedou pohled dividka do hloubky
prostoru a pomahaji mu tak vytvorit si od namétu perspektivisticky odstup.
Dominantni linie barokniho obrazu vedou naproti tomu pohled divaka Sikmym
smérem a zabranuji mu tak sledovat ubihani prostoru do dalky. Dalsim prvkem,
ktery malifi baroka s oblibou pouzivali ke zruseni hloubky prostoru, byly rtzné
draperie, ¢asto s pomérné komplikovanym vzorem a vlnici se ve slozitych zahy-
bech. Jako draperie se objevovaly kromé Satti zejména zavésy, prehozy, koberce
a rozmanité latky.

Zaci se miizou pokouset na riiznych baroknich obrazech hledat prvky, pomoci
kterych se malif snazi zrusit perspektivisticky odstup od ndmétu. Zkouméanim
zpusobil jejiho porusSeni si tak mtze lépe uvédomit zptisob fungovani samotné
perspektivy a také psychologické ptisobeni obrazu.

PORUSOVANTI GEOMETRICKYCH KONVENCI

V predeslém textu jsme uvedli dva druhy porusSovani principt perspektivy. Prvni
souvisi s procesem jejich objevovani, pii kterém se obcas vyskytuji nechténa
a nesystematickd poruseni principti perspektivniho zobrazovani. Druhym bylo
védomé a zamérné porusovani principt renesanéni perspektivy v dobé baroka, ve-
dené snahou zru$it odstup a vtdhnout divaka do obrazu. Nékde uprostied téchto
dvou krajnosti se nachéazi tfeti druh, ktery je na rozdil od prvniho plné védomy,
ale je veden spiSe citem nez plné racionalné pochopenym zadmérem. Ukazeme si ho
na obrazech vynikajiciho malife obdobi manyrismu — Domenika Theotokopoula,
zvaného El Greco.
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Protazeny tvar El Grecovych postav je vyraznou deformaci, kterd ptildkala
pozornost mnoha interprett a k jejimu vysvétleni bylo predlozeno nékolik teorii.
Asi nejbizarnéjsi z téchto teorii predlozil roku 1913 spanélsky oc¢ni 1ékai Beritens,
podle néhoz byly deformace postav na El Grecovych obrazech zpusobeny o¢ni va-
dou — astigmatismem. Nedostatkem této teorie je, Ze na El Grecovych obrazech
jsou deformované pouze lidské postavy, zatimco mnozstvi dalSich prvkd, napfi-
klad jehné, lezici na skéale, je zobrazeno bez deformaci. Kromé toho Beritensova
teorie nedokaze vysvétlit nezpochybnitelné umélecké kvality takto vytvorenych
obrazu. Je mélo pravdépodobné, Ze malif s o¢ni vadou by byl schopen tuto chybu
ovladat a zamérné ji vyuzivat k estetickym tc¢elim. Obraz Jan Kititel® nama-
loval El Greco kolem roku 1600 a nachazi se v Muzeu vytvarnych uméni v San
Franciscu. Budeme sice analyzovat toto konkrétni dilo, ale stejné dobfe muze
poslouzit i libovolna jind El Grecova malba s vyrazné protaZenymi postavami
a neur¢itym pozadim. Dulezité je, aby byl v galerii pfed obrazem dostatecné
velky volny prostor. Postavme se ¢elem k obrazu do maximalni mozné vzdéle-
nosti, jakou umoznuje sal galerie, zaméfme pohled na pozadi obrazu tak, abychom
postavu Jana Kititele vidéli v perifernim vidéni bez fixovani pohledu na uréity
detail obrazu, a zacnéme se k nému pomalu priblizovat. Efekt, ktery jsme pfi
tomto zpocatku ndhodném, potom vSak zamérné opakovaném pohybu objevili,
byl ten, Ze postava Jana Kititele zdanlivé vystoupila z obrazu a vznasela se pred
rovinou platna. Tento efekt je pozoruhodny a je mozné ho empiricky testovat.

Pro tento jev nabizime nésledujici vysvétleni: ze zkuSenosti jsme zvykli od-
hadovat vzdalenost postav na zakladé velikosti jejich primeétu na sitnici oka.
Vime pfiblizné, jaka je vyska pramérné lidské postavy, kdyz tedy vidime ¢loveka
v délce, umime také priblizné urcit, jak daleko se nachéazi. Kdyz se pohybujeme
a postava neni prilis vzdalena, dochazi ke zménam jejiho primétu na sitnici. Ze
zkuSenosti jsme nauceni prevadét zmény priamétu postavy na sitnici na pocit
jejiho priblizovani ¢i vzdalovani. Namisto pocitu, Ze postava se zvétSuje, coz je
presné to, co se déje s jejim primeétem na sitnici, mame dojem, ze se priblizuje.
Préavé zde vstupuje do hry prodlouzenost El Grecovych postav. Kdyz se pomalu
priblizujeme k obrazu Jana Kftitele, popsany mechanismus v nas neustéle pfe-
vadi zvétSovani postav na pocit jejich priblizovani. AvSak El Grecovi se podarilo
tento mechanismus obelstit a dosdhnout, aby dodate¢né prodlouzeni postavy bylo
prevedeno do pocitu jeji jesté vétsi blizkosti. Postava Jana Kititele je totiz pouze
mirné protazend, a tedy pri pohybu smérem k obrazu — pokud se pohledem neza-
méfime pfimo na postavu — prestavame jeji protazenost vnimat. Mechanismus,
jenz automaticky prevadi vysku postavy do pocitu jeji vzdalenosti, je pohybem
destabilizovan a pfelozi nadbytecnou vysku postavy (jeji protazenost) do pocitu

4https: //cs.m.wikipedia.org/wiki/Soubor:San_Juan_Bautista_-El_Greco.jpg
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jeji vétsi blizkosti, a postava vystoupi z obrazu. Ctenai si miize tento efekt ové-
fit v galerii vystavujici El Grecovy obrazy. Domnivame se, ze nase vysvétleni je
proto nejenom pravdépodobné, ale i empiricky adekvatni.

Samoziejmé, El Greco nebyl jediny malif, ktery vytvoril z geometrického hle-
diska pozoruhodné, a i diky svym geometrickym kvalitdAm nesmirné ptsobivé dilo.
Podobné lze uvést i dilo francouzského malife Paula Cézanna, ktery pouziva na
zvyseni estetickych kvalit svych obrazt geometrickych prostiredki.

ZAVER

Ukéazkou analyzy nékolika vybranych obrazii jsme chtéli poukézat na bohatstvi
geometrickych myslenek, obsazenych v dilech nékterych malifi. Na dané téma
existuje bohaté literatura, uvedena v (Kvasz, 2020), kterou lze vyuzit pii vyuco-
vani geometrie.”
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MATEMATIKA KOLEM NAS
Jiri Cihlar
ABSTRAKT

Prispévek obsahuje nameéty zajimavych tuloh a problémi, které ukazuji uzitecnost mate-
matiky pro porozumeni okolnimu svétu, jsou pouZitelné pri vyuce matematiky Zaku ve
veéku 10 aZ 16 let a prispivaji k rozvoji dovednosti Zdku dileZitych v prdci s vypocetni
technikou.

KLi¢ovA sLova: Vyucdovani matematice, zaci 10 az 16 let, aplikace, mezipfedmétové
vztahy, vyuziti Excelu.

Uvop

Do vyucovani matematice na 2. stupni ZS a na niz$ich t¥idach gymnézii nesporné
patfi tlohy a problémy, které ukazuji uzitecnost matematiky v nejriznéjsich ob-
lastech naseho zivota. Je tieba, aby ucitel mél k dispozici fadu namétt, které
jsou pro zaky zajimavé, a pritom pfinaseji poznatky pro zaky nové a poucné. Do
tohoto prispévku jsou zafazeny takové naméty, kde zaci vyuzivaji program Excel.

NAMETY APLIKACNICH ULOH A PROBLEMU

Naméty jsou zamérné vybrany tak, aby ukazovaly prekvapiva uziti matematiky
v nejriiznéjsich oblastech zivota, speciadlné v dopravé, astronomii, hudbé, ekologii
a biologii.

PREDJIZDENT NA DALNICI

Zakim mtzeme predloZit tuto alohu:

Jak dlouho budete autem, jedoucim rychlosti 130 km/h pfedjizdét autobus,
ktery jede rychlosti v km/h? A jakou drahu pfitom ujedete?

Dohodnéme se s zaky, ze predjizdét autobus zacneme v okamziku, kdy se
mu priblizime na vzdalenost 30 metri, zafadime se do levého pruhu délnice, a Ze
predjizdéni ukonc¢ime navratem do pravého pruhu tehdy, kdyz jsme opét 30 metri
pred autobusem. Situace je znazornéna na obrazku 1.

Katedra matematiky, P¥irodovédecka fakulta, UJEP v Usti nad Labem, jiri.cihlar@Qujep.cz
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Obr. 1: Zacatek a konec predjizdéni

Podle obrazku snadno sestavime rovnici 130-t —v-t = 0,06, a z ni vypocitame
0,06

130 — v

Cas predjizdéni (v hodinédch) ve tvaru ¢t = . Je samoziejmé v < 130, takze

jmenovatel zlomku je nenulovy.

Drahu s ujetou béhem piedjizdéni (v kilometrech) pak jiz vypocteme snadno:
s=130-t.

Pfed numerickymi vypocty je vhodné vybidnout zaky k odhadim, které na-
sledné porovnaji s nalezenymi vysledky. Pribéh téchto zavislosti ziskdme pomoci
Excelu, vysledkem jsou tudaje z tabulky 1.

Tabulka 1: Pribéh predjizdéni

Rychlost Doba Doba Draha Draha
autobusu | pfedjizdéni | pfedjizdéni | predjizdéni | predjizdéni
v (km) t (h) t (min) s (km) s (m)
80,0 0,001 2 4,32 0,156 156
85,0 0,0013 4,80 0,173 173
90,0 0,001 5 5,40 0,195 195
95,0 0,001 7 6,17 0,223 223
100,0 0,0020 7,20 0,260 260
105,0 0,002 4 8,64 0,312 312
110,0 0,003 0 10,80 0,390 390
115,0 0,0040 14,40 0,520 520
120,0 0,006 0 21,60 0,780 780
125,0 0,0120 43,20 1,560 1560
126,0 0,0150 54,00 1,950 1950
1270 0,0200 72,00 2,600 2600
128,0 0,0300 108,00 3,900 3900
129,0 0,060 0 216,00 7,800 7800
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Pro zaky byva prekvapivé, jak prudce roste ¢as i draha predjizdéni, pokud se
rychlost autobusu v blizi k mezni hodnoté 130 km/h. Uziteéné je také zndzornit
zévislost graficky (viz obrézek 2).

Draha predjizdéni s (m)
8000

7000

6000

5000

4000
3000

2000 /
1000 /

/

80 90 100 110 120 130 140
Rychlost autobusu v (km/h)

0

Obr. 2: Zavislost drahy predjizdéni na rychlosti autobusu

7 propedeutického hlediska je pfinosné, Ze Zaci na realné situaci ziskavaji
predstavu funkce, kterd ,,ma ve vlastnim bodé jednostrannou nevlastni limitu®.

DESTRUKCNI VYSKA

Casto se setkdvame s dopravnimi pfestupky, kdy Fidi¢i nedodrzuji piedepsanou
rychlost jizdy. Mozna je to zpiisobeno i tim, ze si nedokazi dost dobfe predstavit,
jaké nasledky muze takovy pfestupek mit. Ukazuje se, ze pro zaky je pfinosné
vyfeseni nasledujici tllohy:

Auto jedouci rychlosti v km/h narazilo do pevné prekazky. Vypoditejte, z jaké
vysky by muselo spadnout, aby mél jeho pad stejné nic¢ivé acinky, jako srazka
s prekazkou.

K feseni zaci potfebuji znat souvislost okamzité rychlosti pohybu télesa a ura-
zené drahy pfi volném padu z vysky h. Tento vztah je mozné odvodit z rovnosti
potencialni a kinetické energie pfi volném péadu, ale pro zaky druhého stupné
ZS je mozné jeho disledek pouze sdélit. Pokud téleso pada z vysky h, je jeho
rychlost pfi dopadu nezavisla na hmotnosti télesa, a je rovna v = y/2gh. Potieb-

2

nou vysku, aby dopadova rychlost byla v, tedy urcuje vztah h = g—, kde g je
g

gravitacni konstanta.
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Pred provedenim numerickych vypocétia v Excelu opét zaky vybidneme, aby
pro nékteré hodnoty rychlosti vysku odhadli. Vypocty mohou vytstit v nésle-
dujici tabulku 2, kde je vyska pro nazornost uvedena jesté v ,patrech® (vyska
jednoho patra v panelovém domé je pfiblizné 3 metry).

Tabulka 2: Destrukéni vyska

Rychlost v (km/h) | Rychlost v (m/s) | Vyska h (m) | Pocet pater
30 8,33 3,54 1,2
40 11,11 6,29 2,1
50 13,89 9.83 3,3
60 16,67 14,16 4,7
70 19,44 19,27 6,4
80 92,22 25,17 8,4
90 25,00 31,86 10,6

100 2778 39,33 13,1
110 30,56 47,59 15,9
120 33,33 56,63 18,9
130 36,11 66,46 22,2
140 38,89 77,08 25,7
150 41,67 88,49 29,5
160 44,44 100,68 33,6

Zéci byvaji piekvapeni, kdyZ zjisti, Ze jiz rychlost 30 km/h odpovida vysce
padu z jednoho patra, Ze rychlost 90 km/h odpovida vysce pddu z vice nez deseti
pater, a jsou Sokovani faktem, ze naraz do pevné prekazky pii jizdé na dalnici,
kdy Fidi¢ jede jiZz nepovolenou rychlosti 160 km/h, odpovida vysce padu z vysky
vice nez 100 metri.

MODEL SLUNECNI SOUSTAVY

74ci Gasto vidi obrazky z vesmiru & naleznou &iselné tdaje o velikosti vesmirnjch
objektu a jejich vzajemnych vzdalenostech, ale presto nemaji dobrou predstavu
0 ,prazdnoté“ vesmiru. K vytvoreni lepsi pfedstavy jim mZzeme pomoci napii-
klad tim, ze spole¢né sestrojime model Slunecni soustavy. Jeho méritko stanovime
tak, aby Slunce bylo reprezentovano fotbalovym micem, umisténym ve stiedu
fotbalového hristé. Budeme uvazovat hristé, jehoz délka je 100 metr a Sitka
70 metri. Pramér Slunce je 1391000 km, fotbalovy mi¢ méa pramér 22 cm.
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Obr. 3: Fotbalové hristé

Meéfitko modelu tedy bude:

22 cm : 1391000 km

22 cm : 139100000000 cm =
= 22:139100000 000 = 0,000000 00015816

Parametry naseho modelu ted vypocitame jiz jednoduse: staci vyhledat sku-
teéné vzdalenosti planet od Slunce a jejich skuteéné priuméry, tyto udaje pak
vynasobit vypoctenym meéfitkem, a pak je vyjadrit ve vhodnych jednotkach. Vy-

sledky jsou uvedeny v nasledujici tabulce 3.

Tabulka 3: Model Sluneéni soustavy

Skuteénd | Skutecény | Vzdélenost | Rovnikovy | Vzdalenost | Rovnikovy
Téleso vzdalenost | rovnikovy | od ,slunce | primér |od ,slunce“ | pramér

od Slunce prumeér v modelu | v modelu | v modelu | v modelu

(km) (km) (km) (km) (m) (mm)

Slunce 0] 1391000 | 0,0000000 |0,0002200 0,00 220,0
Merkur 58 000 000 4879 | 0,0091733 | 0,0000008 9,17 0,8
Venuse | 108000000 12103 | 0,0170812 | 0,0000019 17,08 1,9
Zemé 150000 000 12756 | 0,0237239 | 0,0000020 23,72 2,0
Mars 228000 000 6794 | 0,0360604 |0,0000011 36,06 1,1
Jupiter | 778000000 | 142985 | 0,1230482 |0,0000226 123,05 22,6
Saturn | 1426000000 | 120534 | 0,2255356 |0,0000191 225,54 19,1
Uran 2871000000 51115 | 0,4540762 | 0,000 008 1 454,08 8,1
Neptun | 4498 000 000 49533 | 0,7114019 | 0,000 007 8 711,40 7,8
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7 predposledniho sloupce tabulky vycteme, ze drahy planet od Merkuru po
Zemi se celé vejdou na fotbalové hiisté, draha Marsu prekracuje postranni ¢aru
asi o jeden metr (jeho §ifka je 70 metrt1), ale drdhy planet od Jupiteru déle jsou jiz
zcela mimo nase hfisté. Draha Merkuru kopiruje obvod stfedového kruhu a draha
Zemé je kruznice, jejiz vzdalenost od postrannich car hiisté je vice nez 10 metri.

¢

Jupiter

N

Obr. 4: Drahy planet v modelu

Jesté zajimavéjsi jsou pruméry planet v nasem modelu: velikosti Merkuru
a Marsu odpovidaji asi velikosti makovych zrn, velikosti Venuse a Zemé odpovi-
daji $pendlikové hlaviéce, velikosti Jupitera a Saturnu asi pingpongovému micku
a konecné velikosti Uranu a Neptunu pak asi zrnu hrasku. Pokud si predstavime
pohyb takto maljch télisek po drahach s vypocitanymi prumeéry, musime uznat,
ze Slunecni soustava je opravdu ,,dosti prazdna“.

VZDALENOSTI PRAZCU NA KYTARE

Vétsina zakt ze zkuSenosti vi, ze vzdéalenost sousednich prazci na krku kytary
neni stale stejnda, ale Ze se postupné zkracuje. Je vhodné, aby si zaci predem
zmérili délku strun a vzdalenosti sousednich nékolika prvnich prazct, napiiklad
od nultého po dvanacty. Méli by si také sluchem ovérit, ze tén, ktery vydava
struna stisknutd na 12. prazci, je o oktavu vyssi, nez ton celé struny, a méfenim
oveérFit, ze 12. prazec je umistén presné v poloviné délky celé struny.
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Obr. 5: Vzdélenosti prazcu na kytare

Shriime tedy pro zaky potfebné informace k dalsim vypoctum:
e Oktava je rozdélena na 12 pultént.
e Frekvence dvou tont tvoticich oktavu jsou v poméru 2 : 1.

e Délka struny je nepiimo umérné frekvenci ténu, ktery vydava.

Poslednim dilezitym faktem je, Ze frekvence jednotlivych piltént tvori geome-
trickou posloupnost, tedy ze kazdy dalsi ¢len vznikd z predchazejiciho ¢lenu vy-
néasobenim jistym éislem ¢, kterému fikdme kvocient (viz obrézek 6).

Obr. 6: Frekvence jednotlivych pilténi tvoricich oktavu

Kdyz chceme toto ¢islo ¢ vypocitat, mizeme postupné ziskat:

fi=aq-fo,

fa :‘I'flz(f’fo,
f3=Q'f2=q3-fo, atd. az po
fi2 = ¢ fo=2fo.

Z posledni rovnosti kracenim vyplyne, ze ¢*2 = 2, a tedy ¢ = V2 ~ 1,059463.

Neni na skodu, pokud se Zaci seznami s nazvy ténovych intervali o urcitych
poctech pulténd, a uvédomi si, ze k vypoctu jim postaci jen relativni frekvence
a relativni délka struny. Vysledek vypoc¢tl pro strunu délky 65 cm jsou v ta-
bulce 4. Zéaci pak porovnaji vypoéitané hodnoty s méfenim.
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Tabulka 4: Vzdalenosti sousednich prazct na kytare

Cislo Nézev Relativni | Relativni Délka Vzdélenost
pulténu | intervalu frekvence | délka | struny (mm) | prazct (mm)

0 prima 1,000 000 | 1,000 000 650,0
1 mald sekunda | 1,059463 | 0,943 874 613,5 36,5
2 velka sekunda | 1,122462 | 0,890 899 579,1 344
3 mald tercie 1,189207 | 0,840 896 546,6 32,5
4 velka tercie 1,259921 | 0,793 701 515,9 30,7
5 kvarta 1,334840 | 0,749154 486,9 29,0
6 triton 1,414214 | 0,707 107 459,6 27,3
7 kvinta 1,498 307 | 0,667 420 433,8 25,8
8 mald sexta 1,587401 | 0,629961 409,5 24,3
9 velkd sexta 1,681793 | 0,594 604 386,5 23,0

10 mald septima | 1,781797 | 0,561 231 364,8 21,7

11 velké septima | 1,887749 | 0,529 732 3443 20,5

12 oktava 2,000000 | 0,500 000 325,0 19,3

MODEL ZNECISTENI REKY

Zajimavym problémem pro zéky je také vytvoreni jednoduchého modelu, uka-
zujictho charakteristicky pribéh déje, ktery bude nasledovat po znecisténi feky
jedovatou latkou. Postupné splavovani znecistujici latky proudem reky budeme
modelovat tak, Ze ¥i¢ni tok pod mistem znecisténi rozdélime na pfiblizné stejné
dlouhé tseky, a budeme predpokladat, Ze za kazdou ¢asovou jednotku (naptiklad
ptlden) se ur¢ité mnozstvi latky (naptiklad 60 %) splavi do dalsiho tseku, a Ze
doplitkové mnozstvi latky (naptiklad 40 %) v daném tseku setrva.

Cilem je zjistit, jaké bude rozloZzeni znecistujici latky v jednotlivych tdsecich
v pribéhu ¢asu. Vysledek je v nasledujici tabulce 5.

V Excelu ji ziskdme tak, Ze nejprve vytvorime sloupec pro ¢as 0, tam bude
vSechna znecistujici latka pouze v prvnim tseku. Déle si uvédomime, Ze shora
do tseku ¢islo 1 proudi pouze voda ,Cista"“, takze v kazdém dalsim case n + 1
tam zbyde pouze 40 % toho mnozstvi, kolik tam bylo v ¢ase n. A pak staci
pouze naprogramovat vypocet pro tsek 2 a ¢as 1 pomoci jiz znamych tdaja:
bude to soucet splaveného znecisténi (60 % mnozstvi latky v iseku 1 a v ¢ase 0)
a zustatkového zneéisténi (40 % mnozstvi latky v tiseku 2 a v ¢ase 0). Pak staci jen
buiiku roztdhnout doprava a cely blok bunék pak doli. Je vhodné jesté doplnit
kontrolni soucet.
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Tabulka 5: Vyvoj znecisténi feky

Cislo Cas

aseku| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1 [100 %| 40 %| 16 %| 6 %| 3%| 1% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
2 0 %| 60 %| 48 %| 29 %| 15 % 8% 4% 2% 1% 0% 0% 0%
3 0% 0% 36 %| 43 %| 35 %| 23 %| 14 %| 8% 4% 2% 1% 1%
4 0% 0% 0%| 22 %| 35 %| 35 %| 28 %| 19 %| 12 %| 7% 4% 2%
5 0% 0%l 0% 0% 13 %| 26 %| 31 %| 29 %| 23 %| 17 %| 11 %| 7%
6 0% 0% 0% 0% 0% 8% 19%| 26 %| 28 %| 25 %| 20 %| 15 %
7 0% 0% 0% 0% 0% 0% 5% 13%| 21 %| 25 %| 25 %| 22 %
8 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 3% 9% 16 % 21 %| 24 %
9 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 2% 6% 12%| 18 %
10 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 1% 4% 9%
11 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 1% 3%
12 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%

Soudet|100 %|100 %|100 %[100 %|100 %[100 %|100 %[100 %|100 %[100 %|100 %|100 %

Zaci pak si podle &isel v tabulce 5 a vhodného grafu na obrazku 7 dobie
uvédomi, jak se ,,vlna znecisténi“ v pribéhu ¢asu posouva po toku reky, a zaroven
se rozsifuje a zplostuje.

Vyvoj znedisténi reky
S

100%

80%

60%

40%

20%

0%

useky

Obr. 7: Vyvoj znecisténi feky
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STABILITA KREVNICH SKUPIN

Z4ci se v biologii uéi, Ze lidé maji étyfi krevni skupiny A, B, 0 a AB, které jsou
dulezité pii krevnich transfuzich. Krevni skupina ¢lovéka je urcena jeho tzv. ge-
notypem, tedy neuspofaddanou dvojici tzv. alel. Alely jsou tii, a to A, B a 0.
Genotypt je tedy Sest: AA, A0, BB, B0, 00 a AB, graficky jsou znazornény spoj-
nicemi na obrazku 8. Seskupeni genotypt do krevnich skupin a jejich procentualni
zastoupeni v populaci je uvedeno v tabulce 6 (procenta plati pro stfedni Evropu).

Obr. 8: Genotypy

Tabulka 6: Zastoupeni genotyptu a krevnich skupin v populaci

Krevni skupina | Genotyp | Zastoupeni v populaci
A AA 8 %
A0 33 %
B BB 2%
BO 16 %
0 00 33 %
AB AB 8 %

Nasim cilem bude zjistit, jak u genotypu funguje dédi¢nost, tedy jak se pro-
centualni zastoupeni genotypu v populaci bude chovat pfi prechodu od jedné
generace ke generaci nasledujici. Dulezity je tento fakt: kazdy rodi¢ ma dvé alely,
a spoleénému potomkovi predava kazdy pravé jednu z nich. Maji-li tedy napii-
klad oba rodice krevni skupinu 0, tedy genotyp 00, pak kazdy z nich nutné preda
potomkovi alelu 0 (Zddnou jinou totiz nemaji), a potomek ma tedy genotyp 00
a krevni skupinu 0. Naopak: pokud mé naptiklad matka genotyp A0 a otec ge-
notyp B0, a kazdy z nich preda ditéti jednu ze svych alel, mize mit dité dokonce
Gtyti genotypy — A0, B0, 00 i AB, a miiZe tedy mit kazdou ze étyt krevnich skupin.
Podstatné je, ze kazdou ze svych alel pfedava rodic se stejnou pravdépodobnosti,
a ze role obou rodic¢i je vzhledem k dédi¢nosti naprosto stejna.
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Méme-li tyto informace, muZeme vypocitat, kolik procent rodi¢t predava
svému potomkovi alelu 0, resp. A, resp. B. Tyto vypocty jsou stejné jak pro
matky, tak pro otce, vysledek je na obrazku 9.

Obr. 9: Pfedavani alel potomktim v dalsi generaci

Alelu 0 pfedédvaji pouze rodice s genotypem 00, resp. A0, resp. B0. Kolik jich
je? Jednak vsech 33 % rodi¢i genotypu 00, a pak polovina rodi¢t s genotypem
A0, coz je dalsich 16,5 %, a pak polovina rodiéii s genotypem B0, coz je dalsich
8 %. Celkem tedy alelu 0 pfedéva 57,5 % rodi¢ii. Podobné se ziskaji i idaje pro
alely A, resp. B.

A jak se alely obou rodi¢ti ,smichaji“? Odpovéd dava néasledujici tabulka 7.

Tabulka 7: Zastoupeni genotyptu a krevnich skupin v populaci

Alela pfedané matkou
A (0,285) | B (0,140) | 0 (0,575)
A (0,285) 0,081 0,040 0,164
Alela pfedand otcem | B (0,140) 0,040 0,020 0,080
0 (0,575) 0,164 0,080 0,331

Cisla v tabulce vypoéitame snadno: déti, jim# jejich otcové pfedali alelu A
je 28,5 %. Tyto déti se rozdéli do t¥ skupin podle alel, kterd piedédva matka.
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Z téchto 28,5 % déti bude 28,5 % mit genotyp AA, dalsich 14 % genotyp AB,
a koneéné 57,5 % genotyp A0. Jaké jsou to tedy poéty procent? Vypocitame, Ze
pro genotyp AA to je 28,5 % z 28,5 % = 0,285 - 0,285 = 0,081 225 ~ 8,1 %, pro
genotyp AB to je 14 % z 28,5 % = 0,140 - 0,285 = 0,0399 ~ 4,0 %, a pro genotyp
A0 to je 57,5 % z 28,5 % = 0,575 - 0,285 = 0,163 875 ~ 16,4 %.

Cisla v téle tabulky tedy vypocitdme vynisobenim &isel z piedznamendni
a zahlavi tabulky.

Musime si ale uvédomit, ze déti s genotypy AA, BB a 00 jsou v tabulce jen
v jednom poli, zatimco déti s ostatnimi genotypy jsou ve dvou polich. Napriklad
v genotypu AB jsou déti, které maji od otce alelu A, a od matky alelu B, ale také
déti, které maji od otce alelu B, a od matky alelu A. Téchto déti s genotypem
AB je tedy celkem 8 %.

Pokud vypoc¢itame pocty déti se vSemi genotypy, a zaokrouhlime je na cela
procenta jako v tabulce 6, zjistime, ze procentualni rozlozeni genotypt v generaci
déti je stejné, jako bylo v generaci rodicti. Rozlozeni je tedy stabilni, a bude se
replikovat i v dalsich generacich.

Vzhledem k experimenttim, které budou zZaci nasledné provadét, je vhodné,
aby vypocet rozloZeni genotypu zpracovali v Excelu. Kdyz jsou déna procenta
faa, fas, atd. pro nultou generaci rodic¢t, kterd musi pochopitelné spliovat pod-
minku faa + fao+ fap+ fBB + fBo + foo = 1, miiZeme vypoéitat procenta rodicd,
kteri predavaji alelu A, resp. B, resp. 0 podle vzorcu:
JBo + faB

FB:fBB*Ff Fo = foo +

fao+ faB
2

fao+ fBo.

Fa = faa+ 5

7 tvaru téchto vzorci je snadno patrné, Ze plati Fa + Fg + Fp = 1 . Pomoci
téchto ¢isel pak vypocitdme procenta fia, fap, atd. pro prvni generaci déti
podle vzorci:

fan = F3, fap = 2FAFB, fao = 2FaFp, atd.

Pomoci programu si zaci nejprve ovéri, ze vypocty, které provadéli pro sku-
te¢né rozdéleni genotypt, jsou spravné.

Pak mtzeme s zaky diskutovat o tom, co se asi stane, pokud se stabilni roz-
déleni genotypu tfeba vlivem migrace néjak mélo pozméni. Obvyklé odpovédi
zni, Ze se rozloZeni bude v dalsich generacich ménit dél, az se nakonec ustali na
néjakych jinych stabilnich hodnotach. Experimenty, které zaci v Excelu prove-
dou, je vsak privedou k necekanému zavéru: po prvni zméné rozloZzeni od nulté
k prvni generaci uz k zadnym dalsim zménam nedochéazi, stability se docili ,,sko-
kem*, hned na prvni pokus. Pro nadané zaky je schtidné dokazat to i obecnym
vypoctem.
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V nésledujicich tabulkach 8 a 9 jsou pfiklady stabilizace pro dvé rozdéleni
genotypu.

Tabulka 8: Stabilizace rozlozeni genotypu — ptiklad 1

Rozdéleni genotypi (v %) Piedavani alel
Generace
AA A0 | AB | BB | BO 00 A B 0
0. 12,00 | 28,00 | 8,00 | 4,00 | 14,00 | 34,00 | 30,00 | 15,00 | 55,00
. 9,00 | 33,00 | 9,00 | 2,25 | 16,50 | 30,25 | 30,00 | 15,00 | 55,00
2. 9,00 | 33,00 | 9,00 | 2,25 | 16,50 | 30,25 | 30,00 | 15,00 | 55,00
Tabulka 9: Stabilizace rozlozeni genotypu — ptiklad 2
Generace Rozdéleni genotypi (v %) Piedavani alel
AA A0 AB BB BO 00 A B 0
0. 10,00 | 10,00 | 20,00 | 20,00 | 20,00 | 20,00 | 25,00 | 40,00 | 35,00
. 6,25 | 17,50 | 20,00 | 16,00 | 28,00 | 12,25 | 25,00 | 40,00 | 35,00
2. 6,25 | 17,50 | 20,00 | 16,00 | 28,00 | 12,25 | 25,00 | 40,00 | 35,00
ZAVER

Svét, v kterém se pohybujeme, ndm poskytuje velmi mnoho tloh a problémii,
na nichz je mozné ukazat uzitecnost matematiky. Je ale bohuzel pravda, ze fada
z nich je bud trividlni, anebo naopak jsou pro zaky prilis slozité. Navic je pro-
gram matematického vzdélavani dosti obsahly a ucitelé maji problém jej v dis-
ponibilnim Case realizovat. Pfesto je zafazovani této kategorie tiloh a problému
do vyucovani nezbytné. VSechny vyse uvedené ndmeéty prosly n€kolikanasobnymi
experimenty s kladnymi zavéry — jevi se pro zdky zajimavé, schiidné i uzitecné.

Zéjemci mohou na osobni webové strance autora' nalézt pod odkazem SUMA
Aplikace soubor, kde jsou na jednotlivych listech zpracovany vyse uvedené na-
mety.

1 https: //kma.ujep.cz/profil /jiri-cihlar

49


https://kma.ujep.cz/profil/jiri-cihlar




JAK UCGIT MATEMATICE ZAKY VE VEKU 10-16 LET

MATEMATIKA PRO ZIVOT

Eduard Fuchs, Eva Zelendova

ABSTRAKT

Autori konali v letech 2013-2020 semindte pro ucitele zakladnich i strednich skol. V pri-
spévku jsou uvedeny typické ulohy, inspiracni zdroje provddénych aktivit a nékterd Za-
kovskd resent.

KLiCOVA SLOVA: matematické seminaie, zdroje aktivit, zdkovska reseni.

UvoDNI GAST

Autofi konali v letech 2013-2020 pod zaStitou Ndrodniho institutu pro dalsi vzdé-
lavdni ve vSech krajich celodenni matematické seminare pro ucitele zakladnich
i stfednich skol. Od r. 2016 se tyto seminafe konaly pod nazvem Matematika pro
Zivot v souladu s nazvem projektu NIDV. Autofi pfipravili pro realizaci téchto
seminari stovky aktivit, které se podle jejich minéni odliSuji od standardnich
ucebnicovych tloh, mohou vSak zaky zaujmout a prispét k rozvoji jejich mate-
matické gramotnosti. Diky spolupraci autort s uciteli v fadé krajt byly seminarni
aktivity ovéfovany na zakladnich i stfednich skolach.

KDE HLEDAT INSPIRACI

Idealnim zdrojem pro tvorbu zajimavych matematickych tloh je svét kolem nas
a situace, které zazivame v bézném zivoté. Tento zdroj inspirace je vsak velmi
rozsahly a ndméty na tlohy jsou v ném casto dobre ukryty.

Jednou z ¢asto opomijenych a pfesto mimofaddné vyznamnych inspirac¢nich
oblasti jsou vytvarna dila, napf. sochy, obrazy a architektura. Jako priklad si
uvedme skulpturu Four-Sided Pyramid amerického malife a sochafe Sol LeWitta
(obr. 1), ktera je umisténa v National Gallery of Art Sculpture Garden ve Wa-
shingtonu.

Ustav matematiky a statistiky, Pfirodovédecka fakulta, Masarykova univerzita v Brng,
fuchs@math.muni.cz
Katedra ekonomie a managementu, AMBIS vysoka skola, a.s., Praha, zelendova.eQgmail.com
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Obr. 1: Socha Four-Sided Pyramid (archiv autort)

LeWittova pyramida mutze byt zdrojem fady zajimavych tloh. Otazku, z ko-
lika kvadri je tato pyramida vytvofena, zaci i ucitelé fesili riznymi zpusoby.
K vysledku, 7Ze se pyramida sklada z 4624 kvadri, dospéla i fada zakid zaklad-
nich skol.

Velmi mélo vyuzivanou oblasti inspirace je reklama (v televizi, na billboardu,
v tisku apod.). Prohlédnéme si reklamu z letisté v New Yorku (obr. 2).

After studymgtpe critical elements of Dow's -
W }'twe re h 3

Obr. 2: Reklama na letisti v New Yorku (archiv autorit)

Slovo Bilions je na billboardu sestaveno ze znacek chemickych prvki, u kte-
rych jsou uvedena jejich protonovéa ¢isla. Tato reklama byla inspiraci pro tlohu
Matematicko-chemicky scrabble.

Zadéani tlohy je nasledujici: Vytvoite alespon pét slov ,,s matematickou tema-
tikou“ pomoci znac¢ek chemickych prvkt (bez ohledu na diakritiku). Pouzivejte
jednotny zapis slov, aby bylo zfejmé, ze kterych prvku se slovo ,sklada“ (napf.
Mo:C:N:I:Na, ale také Mo:C:Ni:Na). Ke kazdému vytvofenému slovu zapiste tzv.
¢islo slova, které dostanete jako soucet protonovych ¢isel prvki, ze kterych se
slovo ,sklada“, napt.:

Slovo Soucet Cislo slova
Mo:C:N:I'Na, | 42+6+ 7+ 53+ 11 =119 119

Snazte se, aby ¢islo slova bylo co nejvétsi!
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Tato tloha byla mezi zaky i uciteli velmi oblibené. Pro ilustraci uvadime jedno
zakovské FeSeni (obr. 3).

Slovo body I

Po:Ds:Ta:V:Y 84 110 (73 23 39 329
P:Y:Th:Ag:O:Ra:S 15 39 90 47 8 88 16 303
Kr:U:Zn:l:Ce 36 92 30 53 58 269
S:Ta:Ti:S:l:Ce 16 73 22 16 53 58 238
Ru:Zn:O:Be:Zn:kKY |44 30 8 4 30 53 19 39 227
Pr:V:O:Cil:SiLa 59 23 8 6 53 16 57 222
S:O:U:CEN:Y 16 8 92 6 53 7 39 221
Li:C:Ho:Be:Zn:1:K:Y 3 6 67 4 30 53 19 39 221

Obr. 3: Zakovské feseni tilohy (archiv autor)

Namét ulohy Sirkové ¢islo poskytla oblast tzv. rekrea¢ni matematiky. Zadani
této tlohy je jednoduché: Ze sirek je vytvoreno ¢islo 3568 (obr. 4). Pfemisténim
dvou sirek vytvorte co nejvétsi ¢islo!

Obr. 4: Sirkové ¢islo

Tuto zdanlivé banélni tlohu fesily na seminafich stovky uditeld a priibéh fe-
Seni byl vzdy stejny. Prakticky vSichni feSitelé se nejprve soustfedili na zvétseni
prvni cifry. Teprve po chvili si néktefi uvédomili, Ze feSenim nebude ¢tyiciferné
¢islo a na prvni misto vzniklého péticiferného ¢isla obvykle kladli ze dvou ode-
branych sirek vytvorenou ¢islici 1. Teprve pak dospéli k TeSeni, Ze je vhodnéjsi
tuto ¢islici dat na misto jednotek a z prvni cifry vytvorit ¢islici 7.

Naméty na tlohy autofi hledali i v ¢eskych ¢i zahrani¢nich ¢asopisech. Mi-
motradné kvalitnim zdrojem informaci a zajimavych namétt jsou americké ¢aso-
pisy The Mathematics Teacher a Mathematics Teaching in The Middle School.
Shodou okolnosti se pravé ndmét z druhého z téchto ¢asopist stal ukdzkovou de-
monstraci faktu, Ze i u velmi kvalitnich informacnich zdroju je nutno zachovavat
obezTetnost.
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V ¢lanku (Pelikan, DeJarnette & Phelps, 2017) byla zvefejnéna néasledujici
uloha: Na obrazku jsou zakresleny dva shodné ¢tverce (obr. 5). Spoleénd éast
obou ¢tvercu je vyznacena Sedou barvou. Urcete jeji obsah!

12 8

SR _‘“‘I /
/
\\\/

Obr. 5: Obsah spole¢né ¢asti (citovany ¢lanek, str. 19)

\\
.

Na prvni pohled jde o jednoduchou tulohu na vyuziti Pythagorovy véty. Od
obsahu ¢tverce odecteme soucet obsahti t¥i pravouhlych trojihelniki a obdrzime
vysledek 274 ¢tvereénych jednotek, ktery je v ¢asopisu uveden.

V zakovskych fesenich se ¢asto objevovala standardni chyba — Zaci si pletli
pojmy obsah a obvod. Jedno takové zakovské Feseni (viz obr. 6) néas vSak pii-
vedlo na ideu, ze zak, ktery si takto pripravi uvedeny obrazek, by mohl obsah
namalovaného obrazce pocitat jako soucet obsaht lichobézniku a pravotthlého
trojuhelniku.

s

Teow

Obr. 6: Zakovské Feseni tlohy Obsah spoleéné &dsti (archiv autort)

Po kontrolnim vypocétu vSak dostaneme necekany vysledek 269 ¢tverecnych
jednotek, coz vSak samoziejmé neni mozné. Kde je chyba? Zasadniho omylu se
dopustili autori daného ¢lanku. VSechny miry na obrazku 5, az na jednu vyjimku,
jsou spravné a vyplyvaji ze zadani tlohy. Délku 3 dolni odvésny vSak autori dopl-
nili nespravné. Jednoduchym vypoctem lze ovérit, ze spravna délka této odvésny
je 16/3. I v prestiznim renomovaném casopisu se mize, jak vidét, vyskytnout
chyba.
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,USMEVNA“ ZAKOVSKA RESENI{

Na tadé tloh jsme demonstrovali, jak je dulezité ,spravné vidét“, jakou vyhodu
maji zaci s dobrou geometrickou predstavivosti a jak by méli ucitelé poméahat
zaktim, kteri tuto predstavivost nemaji.

Jednou z takovych tloh byla tloha nazvana PreloZeny trojuhelnik.

Zluty papirovy rovnostranny trojihelnik je z druhé strany vybarven zelené.
Prelozime ho tak, jak je znazornéno na obrazku 7. Na obrazku jsou vyznaceny
vysky t¥i trojahelniki. Velikosti vysSek jsou v poméru 1 : 2 : 4. V jakém poméru
je soucet obsahti trojuhelnikt, které jsou na obrazku vybarveny zluté, k obsahu
celého papirového rovnostranného trojihelniku?

Obr. 7: PreloZeny trojuhelnik (archiv autort)

Ulohu lze fesit zdlouhavym i kdyZ v podstaté jednoduchym vipoétem. Pokud
si vsak uvédomime, Ze do rovnostranného trojuihelniku mizeme vepsat vhodnou
trojuhelnikovou sif, dostaneme vysledek prakticky okamzité. Pobavilo nas vSak
jedno zakovské ,feseni“: misto feSeni geometrické tlohy skupina zaki radéji pre-
kladala slovo trojihelnik (obr. 8).
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Obr. 8: Zakovské feseni tlohy PreloZeny trojihelnik (archiv autort)
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Geometrické vidéni vyrazné napomaha snadnému feSeni i u tlohy Obrazce
sloZené ze ctverecku: Helenka si na ¢tvereCkovany papir malovala obrazce. Prvni
jednoduchy obrazec se skladal ze tfi oranzovych ¢tvereckt. Na druhy obrazec
Helenka pouzila tfi jednoduché obrazce. Treti obrazec vznikl opét ze t¥i predcho-
zich obrazciti (obr. 9). Cervené vyznacené ,ohraniceni“ oranzové ¢asti v prvnim
obrazci ma délku 8 jednotek, ve druhém obrazci 20 jednotek a ve tfetim obrazci
mé ,ohraniceni“ oranzové ¢asti délku 56.

B

Obr. 9: Obrazce ze ctverecki (archiv autort)

Zakreslete ¢tvrty obrazec podle stejného pravidla s vyuzitim t¥etiho Helenc¢ina
obrazce. Urcete, jakou délku ma ,ohraniceni“ oranzové Casti v tomto pfipadé.
Urcete, jakou délku ma ,,ohraniceni“ oranzové ¢asti v nasledujicim patém obrazci,
aniz byste si utvar kreslili!

Je zfejmé, Ze bez ndkresu ¢tvrtého obrazce (i kdyz t¥eba jen schematického),
ze kterého vyplyne délka ,ohraniceni“ 164, se dané tloha fesi jen velmi obtizné.
Podobné je tomu pfi uréovani ,ohranideni“ patého obrazce. Zaci s dobrou ge-
ometrickou predstavivosti si vS8ak brzy uvédomi, ze ohraniceni kazdého dalsiho
obrazce ziskame jako trojnasobek hodnoty pfedchoziho ohranic¢eni, od néhoz ode-
éteme 4, nebot ¢tyfi hrany pfi tvorbé nového obrazce splynou. Ohraniéeni patého
obrazce ma tedy hodnotu 488 jednotek.

Jeden zék zapsal sviij ndzor na grafické feseni naprosto lapidarné (obr. 10).
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Obr. 10: Zakovské Feseni tilohy Obrazce sloZené ze ctvereckd (archiv autort)
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ZAVER

Nakladatelstvi Fraus vydalo v roce 2021 publikaci Experimentuj s Mdtou (Fuchs,
& Zelendova, 2021), ve které je v péti kapitolach Cisla a cislice — to mé bavi
nejvice; Misto tuzky vezmi nuzky!; Nezndmd je moje zndmd!; Najit sprdvnou
informaci, to mi nedd Zidnou prdci a Kdo se se mnou podivd, co obrdizek ukryvd?
uvedeno 25 tloh vybranych ze seminaita Matematika pro Zivot. Publikace obsahuje
fadu napoveéd, vzorova feseni a didaktické poznamky, na internetu jsou k dispozici
pracovni listy k vétsiné tloh. V roce 2022 bude vydan druhy dil této publikace.

LITERATURA

Fuchs, E., & Zelendova, E. (2021). Experimentuj s Mdtou. Plzen: Fraus.

Pelikan, S., DeJarnette, A.F., & Phelps, S. (2017). Palette of problems. Mathematics
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SLOVNI ULOHY TROCHU JINAK

Antonin Jandarik

ABSTRAKT

Slovni ulohy patri dlouhodobé ke kritickym mistum ve vyucovdani matematiky, tedy téma-
tum, které ¢ini potiZe jak Zdkum, tak ucitelum. Zdrovern ale jsou slovni ulohy ndstrojem,
pomoci kterého muzZeme propojovat sveét matematiky s redlnym svétem a rozvijet jak
matematickou, tak c¢tendrskou gramotnost. Cilem tohoto prispévku je seznamit ctendre
s vybrangmi pristupy k zaddni slovnich uloh, které jsou pouZivdny v ramci singapurské
matematiky. Jednd se o nékolik zpusobu zadavdni slovnich uloh formou, kterd vede ke
kreativnimu a kritickému mysleni. Prispévek se vztahuje k pracovni dilné, na které byly
predstaveny pracovnt listy a zkuSenosti s jejich pouzitim na ceskych skoldch.

KLiGOVA SLOVA: slovni tlohy, singapurskd matematika, kritické mysleni, kreativni mys-
leni, matematickd gramotnost.

UvoDNI CAST

Slovni tlohy patfi mezi témata, ktera jsou dlouhodobé v centru pozornosti vy-
zkumt v oblasti didaktiky matematiky. Nejinak je tomu i v Ceské republice.
Tym pracovnikt okolo profesorky Vondrové identifikoval slovni tlohy jako jedno
z kritickych mist ve vyuce matematiky (Rendl & Vondrova, 2014, Vondrova, et
al., 2015). Obvykle se pozornost zamétuje bud na formulaci zadéni slovni Glohy
(Vondrova a et al., 2019) nebo na postupy feseni a strategie, které lze pti feseni
vyuzivat (srovnej Eisenmann et al., 2015). V tomto p¥ispévku bude pfedstaveno
nékolik alternativnich pfistupt k vyuziti slovnich tloh ve vyuce matematiky.
Prezentované postupy jsou realizované prostiednictvim pracovnich listt, které
vznikly v Singapuru a byly do éeského jazyka preloZeny z anglického originalu
(Kaur & Yeap, 2009). VSechny prezentované materialy jsou dostupné na strance
http: //mdisk.pedf.cuni.cz/Math.

Katedra matematiky a didaktiky matematiky, Pedagogickd fakulta, Karlova Univerzita,
antonin.jancarik@pedf.cuni.cz
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SINGAPURSKA MATEMATIKA

Mezindrodni testovani PISA nabizi srovnani riuznych zemi a Skolskych systémi.
Tak, jako testovani v roce 2006 obratilo pozornost Siroké vefejnosti k finskému
skolstvi, odkryla nasledujici testovani fenomén, ktery je nyni znam jako Singa-
purskd matematika (Har, 2007). Jedné se o velmi podrobné propracovany systém
vyucovani matematiky, ktery nabizi zcela originalni postupy jak pfi feSeni tiloh,
tak i pfi jejich zaddvani (Lee, 2014). Diky tomuto systému, ale i celondrodni
shodé na vyznamu vzdélavani, Singapur pravidelné obsazuje predni pozice pri
hodnoceni jak matematické, tak pfirodovédné gramotnosti. Zakladem singapur-
ské matematiky je diiraz na porozuméni probiranym témattim a rozvoj kritického
a kreativniho mysleni. Pfi¢emz cCasto citovany princip ,,méné je né€kdy vice“ ne-
mluvi, jak je nékdy chybné vykladano, o redukci uciva, ale o redukci formalniho
procvi¢ovani na velkém mnozstvi rutinnich tiloh, ve prospéch tloh problémovych,
vyzadujicich aktivni zapojeni a diskusi vSech zaku.

KRITICKE A KREATIVNI MYSLENTI

Pojmy kritické a kreativni mysleni jsou zasadni pro porozumeéni principtim sin-
gapurské matematiky, protoze k nim vyuka singapurskych zaku cilené sméfuje.
Pricemz kritické mysleni v sobé zahrnuje:
e schopnost ¢ist s porozuménim,
e schopnost rozliSovat mezi podstatnymi a nepotfebnymi informacemi,
e schopnost rozpoznat, na co jsme tazani, ¢i co potfebujeme,
e schopnost rozeznat nedostatek, nebo vzajemné protifeceni si informaci,

e schopnost uréit rozumnou odpoved.

Kreativni mySleni v sobé zahrnuje syntézu a generovani novych myslenek a jeho
vystupem je novy, komplexni myslenkovy systém.

PRACOVNI LISTY

V rémci pracovni dilny byly pfedstaveny pracovni listy (Kaur & Yeap, 2009),
které vznikly v Narodnim vzdélavacim institutu, Nanyang Technological Univer-
sity, Singapore a jsou uréené pro zaky prvniho stupné (1.—6. tfida). Presto, Ze
puvodni cilovou skupinou jsou Zaci prvostupnovi, prezentované postupy lze vyu-
zivat i na druhém a tietim stupni. Celkem se v publikaci setkdvame s osmi typy
pracovnich listu:
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Nalezni k odpovédi otdzku.
Pracovni list 3 (Uroven 4-6)
Datum:

Téma: Obsah a obvod

Lichobéznik

Nasledujici lichobéznik je tvoren ¢tvercem a
trojuhelnikem.

3 cm

7cem

Co je otdzkou, kdyZ odpovéd je 18?

Co je otdzkou, kdyZ odpovéd je 9?

Co je otdzkou, kdyZ odpoveéd je 10?

Co je otdzkou, kdyZ odpovéd je 10?

Nalezni otazku.

Pracovni list 2 (Uroveri 3-6)
Datum:

Téma: Zlomky

( G N

Otdzka se ztratila, ale ¢ast feeni je na obrazku.

4cm

Cverec 8

4

Jaké maze byt otazka?
Ucitel chce, abys napsal otdzku.
Musis také sestrojit kompletni reseni.

Otdzka je:

Mé reseni je:

Obr. 1: Ukéazky pracovnich listd

Co kdyz
Pracovni list 2 (Uroveri 4-6)
Datum:

Téma: Celd cisla

Raze
RuzZenka koupila své mamince k narozeninam kytici
2 16 rizi.

10 razi bylo ¢ervenych.

Vyjadrete zlomkem podil rizi, které nebyly ervené.

Co kdyZ bude cervenych razi 12?
Co kdyZ RuzZenka koupila v kytici 20 riazi?

Vytvorte dalsi 3 otdzky ,,co kdyz?“ a odpovézte na né.

Zkuste najit v situaci néjaky vzor €i zajimavy poznatek.

Co chybi

Pracovni list 5 (Uroveri 5-6)

Datum:

Téma: Pomér

Penize pani Novékové

Pani Novékové dala penize svym tfem dceram
vpoméru2:3:5.

Jeji nejmladsi dcera dostala nejmensi podil a nejstarsi
dcera dostala nejvétsi podil.

O kolik vic nez nejmladsi dcera dostala ta nejstarsi?

Muzes urit o kolik vic nez nejmladsi dcera dostala ta
nejstarsi?

PouZij nésledujici voditka:
a)Jaké informace nalezne$ v zadani?
b)Co dal3iho potiebujes, abys vyiesil zadanou ulohu?
c) Zvol si ¢islo, které ukazuje kolik penéz dala celkem
pani Novakové dcerdm.

O kolik vic nez nejmladsi dcera dostala od pani
Novakové ta nejstarsi?

Obr. 2: Ukazky pracovnich lista
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e Které ¢islo dava smysl?

e Co je Spatné?

e Co bys udélal?

e Jakou otazku mizes zodpovedét?

e Co chybi?

e Co kdyz?

e Co je otazkou, kdyz znas odpovéd?
e Co je otazkou?

Ke kazdému typu pracovnich listi je zpracovan i metodicky vyklad, ve kterém
autori vysvétluji, pro¢ jsou dané ulohy voleny, jaké cile jejich pouzitim sledujeme
a jak maji byt v hodinach se zaky pouzity. V soucasné dobé je pripraveno pét
pracovnich listi ke kazdému typu tloh. Protoze jsou vSechny materidly dostupné

on-line, nebudeme je zde podrobné rozepisovat, pouze je priblizime ¢tenafi pro-
stfednictvim ¢tyt ukazek.

ZAVER

Zpisob, jakym se v singapurské matematice pracuje se slovnimi tilohami, neni
naro¢ny na finan¢ni ani materialni prostiedky a maze byt okamzité implemento-
van do hodin matematiky. Jeho vyhodou je, Ze pfinasi nové pohledy na vyuzivani
slovnich tloh a mnoho cennych podnétt pro diskuse jak mezi zdky navzajem, tak
mezi ucitelem a zakem.

PODEKOVAN(
Timto chci podékovat Berinderjeet Kaur — autorce pracovnich listd, za moznost

pracovni listy prelozit do ¢eského jazyka a Sifit mezi uciteli matematiky.
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EXOTICKE OVOCE: OVERENE INTERDISCIPLINARNI
AKTIVITY PRO PREDVANOCNI OBDOBI

Katerina Jancarikova, Antonin Jancarik

ABSTRAKT

Aktivita s tropickym & exotickym ovocem byla ucitelim poprvé predstavena kolem roku
2000. Koncipovali jsme ji jako aktivitu interdisciplindrnt, jejimz ukolem je pomdhat bu-
dovat mezioborové vazby. V pisemné podobé byla zverejnéna poprvé v roce 2003. Od
té doby jsme ji ruznymi zpusoby upravovali a vylepSovali. Predstavili jsme ji stovkdm
uéitelii v CR i v zahranic¢i. V poslednich nékolika letech se setkdvdme s jeji ,lidovou
podobou® v ruzngch médiich. V tomto prispévku ji proto strucné predstavime a dopl-
nime ,dobré“ otdzky, které mohou ucitelé pouzit pri jeji realizaci. Na workshopu jsme
ucitele sezndmili s vybrangmi druhy exotického ovoce, ruznymi zpusoby ziskdvdni, tri-
déni a zaznamendvani informact, zdklady statistického vyhodnocovdni. Predstavili jsme
st problematiku tridént na ,ovoce a zeleninu®, pracovali jsme s mapami, vzddlenostms
mezi staty a kontinenty, odhadovali cenu, mnoZstvi, vihu podle etiket, kladli ,dobré“
otdzky a v neposledni Tadé exotické ovoce ochutndvali.

Aktivitu doporucujeme ve Skoldch realizovat v adventu. TakZe ji ucastnici workshopu
mohli zahy vyuzit ve vlastni praxi.

KL{GOVA SLOVA: prirodovédné vzdélavani, mezioborové vazby, ,,dobré“ otazky, environ-
mentalni vychova.

UvoDNI ¢GAST

V roce 2002 upozornila Marie Kubinova na skutecnost, ze stejny tkol fesi zaci
zpusoby, které reflektuji pfedmét, ve kterém jim byl zadédn. Konkrétné, Ze v pro-
jektu ,Tece voda tece“ vyuzivali zapis do tabulek, diagramy, grafy a vypocty
pouze ti zaci, kterym bylo jeho zpracovani zadano v predmétu matematika. Ti,

Centrum podpory prirodovédného vzdélavani, Pifirodovédeckd fakulta, Univerzita Jana Evan-
gelisty Purkyné v Usti nad Labem, katerina.jancarikova@ujep.cz

Katedra matematiky a didaktiky matematiky, Pedagogicka fakulta Univerzity Karlovy,
antonin.jancarik@pedf.cuni.cz
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kterym byl tentyz tkol a projekt predstaven a zadan v jinych predmétech, vy-
uzivali k jeho feSeni popis ¢i kresbu, a to i v téch pfipadech, kdy se matema-
tické vyjadieni zdalo jednodussi a vihodnéjsi. Cili ,,Vyuziti rizngch forem repre-
zentaci (slovnich, symbolickych, grafickych, tabulkovych, obrazovych, schematic-
kych, ...) bylo v zadkovskych FeSenich silné vdzano na kontext zadani, k jejich
vzéjemné transformaci nedochazelo ani v pripadech, kdy by uskute¢néni trans-
formace vedlo k efektivnéjsimu feSeni problému“ (Kubinova, 2002, s. 137-140).
Stali jsme tedy ptred otdzkou, jak ucit zaky preklenout naznacené bariéry a za-
Cit pouzivat ty nejefektivnéjsi nastroje k feseni tkolu ¢i problému, které maji
k dispozici. Velkou prilezitost pfineslo zavedeni prifezovych témat v Ramcovych
vzdélavacich programech. Pro realizaci prifezového tématu Environmentalni vy-
chova jsme v prubéhu let pfipravili pro ucitele nékolik vzorovych aktivit, Tropické
¢i Exotické ovoce je jednou z nich.

Aktivitu s tropickym ¢i exotickym ovocem jsme ucitelim poprvé predstavili
kolem roku 2000. Koncipovali jsme ji jako aktivitu interdisciplinarni, jejimz tko-
lem je pomahat budovat mezioborové vazby. V pisemné podobé byla zverejnéna
poprvé v roce 2003. Od té doby jsme ji riznymi zptsoby upravovali a vylepsovali
a predstavili jsme ji stovkam uciteli v Ceské republice i v zahraniéi.! Vydali
jsme ji v nékolika popularizacnich textech pro uéitele (Janéaiikové, 2003, 2006;
Jancafikova & Jancaiik, 2005) a v knize Ekolistky (Jancafikova, 2004, 2015).
S radosti sledujeme, ze aktivita do jisté miry ,zlidovéla“, ze ji si ji ucitelé vza-
jemné predavaji a dokonce jsme se s jeji ,lidovou podobou“ setkali v riznych
médiich.

Na workshopu jsme po domluvé s organizatory aktivitu predstavili dalsi gene-
raci ucitel. Seznamili jsme ucitele s vybranymi druhy exotického ovoce, ruznymi
zpusoby ziskdvani, t¥idéni a zaznamenavani informaci, zaklady statistického vy-
hodnocovani. Predstavili jsme si problematiku tfidéni na ,ovoce a zeleninu®,
pracovali jsme s mapami, vzdalenostmi mezi staty a kontinenty, odhadovali cenu,
mnozstvi, vahu podle etiket, kladli ,,dobré* otazkami a v neposledni fadé exotické
ovoce ochutnavali.

Pfidanou hodnotou pfispévku do sborniku (oproti vySe zminénym textiim
prezentujicim tuto aktivitu) je vyuziti metody ,dobrych® otdzek.

,Dobrou“ otazkou je — zjednodusené — myslena takova otazka, kterd provokuje
zaky a studenty k pfemysleni, ¢innosti, kreativité a vlastnimu badani.

!Konkrétng ucitelim z Recka, Kypru, Spanélska, Kypru, Finska, Rumunska v ramci kurzu
pfipraveného v ramci projektu SMASH (Success in Math and Science at Home) — Helping
Parents to Help their Children Excel in Mathematics and Science 134262-CY-GRUNDTVIG-
GMP.
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,Dobra“ otazka

e vyzaduje vic nez jen odvolani se na znama fakta,

e umozni zakim a studenttim, aby se néco dozvédéli, kdyz na ni hledaji odpo-
véd,

e umoznuje uciteli, aby se dozvédél néco o zacich z odpovédi, které vyslovi,

e existuje na ni vice odpovédi, které 1ze prijmout jako spravné odpovédi.

Pouzivani ,, dobrych“ otazek ve vyucovani proménuje komunikaci ve t¥idé po-
zitivnim smérem a zlepsuje psychosocialni klima t¥idy. Praveé kladeni dobrych ota-
zek muze v zacich rozvijet vrozenou hravost, kreativitu a chut objevovat skryté
zékonitosti (patterns) okolniho svéta. Pokud ucitel pouzivd ,dobré“ otazky pfi
vyuce, vznikd ve t¥idé bezpeény prostor (dobré psychosocidlni klima t¥idy). Po-
kud neexistuje jediné spravna odpovéd, ale svym zpiisobem kazd4 odpovéd mtize
byt vyhodnocena jako pfinosna a zajimava, nejde o prvenstvi a vitézstvi jednoho
zéka. Zaci jsou klidnéjsi a jejich vztahy jsou méné narusené rivalitou. V navaz-
nosti na Sullivana, Clarka a Lilburnovou se cela fada matematik a postupné
i odbornikt z jinych profesi vénuje tvorbé dobrych otazek pro potieby vyuky
(napt. Jancafik, Jancaiikové, & Novotnd, 2012, 2013; Jancatikova, & Novotna,
2013; Jancaiikové, Novotna, & Rihova, 2020).

Aktivitu doporucujeme do vyuky zafadit v obdobi adventu, idedlné koSik
s exotickym ovocem tf¥idé nadélit jako ,,Mikulasskou nadilku“. Ovoce udéitel na-
koupi dle vlastniho uvazeni a aktualni nabidky. Idedlné asi 10 rtiznych druht
(na kazdy vSedni den od Mikuldse do zadatku véanocnich prazdnin jeden druh)
a v dostateéném mnozstvi (aby kazdy zdk mohl kousek ochutnat). Doporu¢ujeme
nevyhazovat i¢tenku ¢i cenovky, se kterymi lze také pracovat.

Zakladnim cilem interdisciplinarni aktivity Exotické ovoce je seznamit zaky
zakladni skoly se zaklady védecké prace. P¥i vyuziti formulace aktivnich cilt Zaci

e vSemi smysly se sezndmi s rlznymi cizokrajnymi druhy ovoce (kiwanu, ka-
rambola, litchi, rambutan aj.),

o aktivizuji pii FeSeni dilé¢ich tkolti dovednosti z rtiznych obort a oblasti (komu-
nikace, ¢teni, psani, matematika, p¥irodopis/pfirodovéda, zemépis, vytvarna
vychova, praktické ¢innosti i hudebni vychova),

o ziskavaji a t¥idi informace,

e zapisuji do tabulek,

e vytvareji grafy,

e osvojuji si zdklady statistického vyhodnocovani,

e ziskavaji pozitivni vztah k matematice a k uceni.
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POPIS AKTIVITY

Ucitel nakoupi razné druhy exotické ovoce, aby ho mohl predat zakam jako Miku-
lagskou nadilku. Kazdy den si t¥ida jeden druh vybere (s ohledem na trvanlivost
aj.), seznami se s nim a plni s nim tkoly dle zadani. Opakovéani postupu u rizngch
druhti v riznych dnech podporuje schopnost systematické prace.

Obvyklymi kroky je, Ze zaci zjisti ndzev ovoce a zapisi ho (zapis). Nejprve
ho pozoruji a zkoumaji celé. Ovoce si prohlédnou, ohmataji a o€ichaji (zapisi,
zda jim von{ pf{jemné nebo ne), nakresli nebo vyfotografuji. Zjistuji o ném za-
kladni informace z riznych zdroji (atlasy, internet). Nésledné ovoce roziiznou
a prohlédnou si, jak vypada uvnitf, pfedevsim semeno ¢i semena.

Do tabulky, kterou si kazdy dle zadani pfipravi, zapisuji zakladni iidaje o kaz-
dém ovoci (tvar, barvu, poet semen, viini, chut (ovoce je v pribéhu hodiny roz-
krédjeno a snézeno), zemi pivodu, cenu, jeho vyuziti a dali zajimavosti). Kazdé
dité si ze svych vykrest, maleb, fotografii, poznamek a tabulek vytvori malou
slozku, se kterou se bude moci pochlubit rodi¢im, resp. prarodi¢im a ke které se
bude moci pfi svém dalsim studiu kdykoli vratit nebo ji i doplnit o dalsi poznatky.

Trida hodnoti ovoce také jako celek. Kazdy tucastnik hodnoti vzhled, vini
a chut (zédklady védecké prace) udélenim bud +, — nebo 0. Na zdkladé téchto
udaju je na konci aktivity vyhodnocovéano statisticky nejchutnéjsi a nejprijem-
néjsi ovoce.

Vhodné je také vyuzit cenovku. Na cenovce by méla byt uvedena zemé pti-
vodu, cena za kus anebo za kilogram. Jednim z dalsich tkold mize byt vyhledat
zemi ptivodu v Atlasu svéta. Co u ni mohou zéci zjistovat? (Napf. v jakém lezi
klimatickém pasmu, jak daleko bylo ovoce prevazeno, uvazovat, zda byla pie-
pravovana vlakem, lodni dopravou ¢i letecky, hledat trasy, po kterych asi bylo
prepravovano.

Seminka zaci zasadi do kvétindcu (péstitelské prace). Kazdy se stavéa ,patro-
nem“ néjakého druhu. Na semendaccich se pak déti seznami s jednotlivymi ¢astmi
rostlinky a botanickymi terminy: semeno, klicek, délozni listy, prvni listy, sto-
nek, kofen (prvouka). Je vhodné zorganizovat ndvs§tévu skleniku a prohlédnout
si vzrostlé stromy plodici ovoce vyuzité v aktivité.

PRIPRAVA

Ucitel ovoce nakoupi a zamysli se nad otdzkami:

Co je mozné s zaky délat? Jak lze aktivitu optimélné vyuzit v mé t¥idé? Jak
aktivitu propojit s obsahem uciva v SVP a v planech na prosinec a piipadné
i dalsi obdobi (jaro)?
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Nasledné si rozmysli, co si dale ptipravi a k ¢emu vyzve zaky.

Promysli si také rizika, kterd mohou jeho plany ohrozit. Pta se, napfiklad ,,Co
udélam, kdyz bude ovoce shnilé?“, Co udélam, kdyz nékdo vykiikne: ,Tohle je
fakt hnusné?“ Zvazuje také alergie zaku.

Nasim zadmérem je, aby si ucitel pripravil také sadu ,,dobrych® otazek, které
pouzije pfi avodni motivaci. Naptiklad:

Co nés o ovoci zajima? Podle odpovédi zaki miize upravit pldnované diléi
aktivity. To, ze zaci maji moznost ovliviiovat vlastni vzdélavani, je silnym moti-
vac¢nim prvkem.

Kde je mozné se o tomto ovoci docist?

Kdo (jaké organismy) toto ovoce ji v ptirodé?

Kdo (jaké organismy) toto ovoce miize jist?

...a premysli o tom, jak na né budou zaci reagovat, jaké budou nabizet od-
povédi a jak je vyuzije.

REALIZACE

V adventu zaci kazdy den jeden druh ovoce vyberou (s ohledem na trvanlivost)
a pracuji s nim.

Prace s ovocem bude (zdmérné) kazdy den podobna. Zaci ovoce dle zadani
zdokumentuji (nakresli, vyfotografuji nebo vylisuji tenky prifez), zjisti jeho né-
zev a vyhledaji informace o ném z atlasi ¢i z Internetu a zodpovidaji ,,dobré*
otazky.

Vhodné je, aby informace zaznamenévali (psani) do tabulky, kterou si pfipravi
(rysovani). Zaznamenavaji zdkladni udaje o kazdém ovoci, napf¥. tvar, barvu,
pocet semen, vini, chut (ovoce v priubéhu hodiny je rozkrajeno a snézeno), zemi
puvodu, cenu, jeho vyuziti a dalsi zajimavosti.

Do spolecné tabulky kazdy Gc¢astnik hodnoti vzhled, vini a chut a popt. dalsi
kritéria (zdklady védecké prace) udélenim symbold, napf. +, — nebo 0. Na zdkladé
téchto udaju je vyhodnocovano statisticky nejchutnéjsi a nejprijemnéjsi ovoce.

Semena Zaci vypreparuji z duzniny a uchovaji. Ta mensi v botanickyjch obal-
kéch. Ta vétsi v krabickdch. Nejlepsi je, kdyz si je slozi sami (sklddani z papiru).
Kazdou obalku a krabicku oznaci. Kazdy zak se stava ,,patronem“ jednoho druhu.
(Pokud je zakt vice nez druhti, tak nékteré druhy mohou mit patrony dva.)

Na jare se k projektu zaci vrati. P¥ipomenou si, co se naucili, jaké druhy ,,pa-
tronuji“ a pokracuji v projektu sdzenim semen do kofenacu, jejich pozorovanim,
sledovanim kli¢ivosti vybranych druht, zakreslovanim déloznich listkti na mili-
metrovy papir, vypocétem jejich povrchu a dalsimi vhodnymi aktivitami. Vzrostlé
rostliny si na konci projektu zaci odnesou domi.
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PRIKLADY PROPOJENI S UCIVEM DLE SVP

ZAOKROUHLOVANI (M 5-1-03)

Pokud je v planu opakovat zaokrouhlovani, tak se ucitel mtze zeptat ,,dobrou“
otazkou napr. ,,Kolik mohlo stat ovoce, kdyz je cena za kilogram zaokrouhlena
na K¢ 357“ nebo ,7Z jaké vzdélenosti mohlo byt ovoce transportovano, kdyz je
zaokrouhlena na 150000 km?“ nebo ,Jaky mohl byt povrch déloznich listkd,
kdy# je zaokrouhlen na 2 cm??“

TVORBA ULOH (M-5-1-04) A RESEN{ PRAKTICKYCH SLOVNICH ULOH
(M-5-4-01)

Pokud jsou v planu tlohy a jejich feSeni a tvorba, tak se ucitel mize zeptat dobrou
yotazkou“ napt. ,Co lze dit do ndkupniho kosiku, pokud mame v penéZence
200 K¢?7¢ (Cenu ovoce zaci zjisti z uctenek nebo ji ucitel zada dle reality) nebo
,Odkud mohl pfijet nédkladni automobil s ovocem, pokud jel 10 h primeérnou
rychlosti 85 km/h?“ nebo ,,Jakou tlohu pro své spoluzéky bys mohl vytvofit za
pomoci ziskanych informaci?“

»Dobra“ otézka ,Podle éeho je mozné ovoce tfidit?“ (velikost, barva, cena,
pocet semen, zemé pivodu, hmotnost, délka stopky atd.) navozuje hravou atmo-
sféru, pfi které si zaci uvédomi, Ze je mozné t¥idit objekty podle riznych kritérii.

ZAVISLOSTI, VZTAHY A PRACE S DATY (M-3-3-01, M-5-2-01, M-5-2-02)

Na prvnim i druhém stupni lze zdky pomoc tohoto projektu zdokonalovat v do-
vednosti pracovat s daty. Pfepisuji data (napfiklad o cené, hmotnosti, cené za
kilogram) do tabulek a tabulky vyuzivaji pro porovnévéani atd.

ZEMEPISNA POLOHA CESKE REPUBLIKY (Z 9-6-03P)

Pokud je v planu seznamit se se zemépisnou polohou Ceské republiky a soused-
nimi staty, poskytne ucitel zakim mapové podklady a zepta se: ,,Kudy by mohlo
jet nakladni auto s ovocem, které jsem koupil v Usti nad Labem (¢i ve mésté, ve
kterém se nachazi skola)?“

P#ESTOVANT SEMEN v MiSTNOSTI (CSP-3-3-02, CSP-5-3-03)

V ramci aktivity je realizovano ucivo ,péstovani rostlin ze semen v mistnosti“.
Utcitel se miuze zeptat ,dobrou“ otazkou napi. ,Jaké naradi a pomicky potte-
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bujes, abys mohl ze semen vypéstovat rostlinu?“ nebo ,,Co je potfeba, aby ze
semene vyrostla rostlina?“

RUZNORODOST EKOSYSTEMU (P 9-6-03) A PRUREZOVE TEMA
ENVIRONMENTALNI VYCHOVA

,Dobrou“ otazkou ,,V jakych zemich je mozné toto ovoce péstovat?“ nebo ,V ja-
kych zemich neni mozné toto ovoce vypéstovat?“ navodi ucitel diskusi o riznoro-
dosti podminek k zivotu na zemi, riznorodosti ekosystému a vyznamu podnebi
a pocasi na ekosystémy.

VYHLEDAVANT ZAKLADNICH INFORMACT Z MAP (CJS 5-0-01), ZAKLADN{
ZNALOSTI O CESKE REPUBLICE A JEJI ZEMEPISNE POLOZE V EVROPE
(CJS-5-1-03P) A STATY SVETA Z (9-4-05)

Pokud je v planu prace se skolnim atlasem a sezndmeni ¢i opakovani s riznymi
typy map svéta a ¢teni z map, muze se ucitel zeptat ,dobrymi“ otazkami: ,,Odkud
k ndm ovoce mohli dovézt?“, Kudy k ndm mohli ovoce piivézt?“, Jaké k tomu
mohli pouzit dopravni prostfedky?

Je zfejmé, ze kreativni ucitel dokaze aktivitu vyuzit k pokryti vétsiny uciva
a k naplnéni vétsiny vzdélavacich cili na dané obdobi.

REFLEXE

Reflexe je dilezitd vzdy. V pfipadé vyuziti hravé aktivity k naplnéni cila je snad
jesté dilezitéjsi, nez pri klasicky vedené vyucovaci jednotce.

Reflexi provadi uéitel s zdky i sAm na ruznych trovnich. V kratké reflexi na
konci kazdé hodiny vénované aktivité pomtze zaktm, aby si uvédomili, co se
naucili. V delsi reflexi na konci obou dvou obdobich jim pomuze uvédomit si, co
se naucili celkove.

Ucitel provadi i reflexi vlastni prace, zaznamena si, co se podafilo a co je tfeba

v pristich letech zlepsit.
Ve v
ZAVER
Aktivita Exotické ovoce umoznuje hravou formou realizovat vzdélavaci cile a po-
moci upevnéni ¢i osvojeni daného uciva.

Ze zkusSenosti z realizace této aktivity vime, Ze Zaci pracovali s chuti a ze si
béhem ni zdarné pripomnéli osvojené dovednosti i se naucili néco nového.
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VYROVNAVANI NEZNALOSTI V GEOMETRII
NA DRUHEM STUPNI ZS

Marie Kupcakova

ABSTRAKT

Prispévek naznacuje jednu z moznosti, jok u Zdka odhalit neznalosti zpusobené napriklad
dlouhym obdobim distancni vyuky. Mezery ve védomostech a zdroven jejich vyplnént
muZe zprostredkovat metodicky vhodné 7izend prace s pomickou Magformers geometrie.
Zamérime se pouze na nékterd témata geometrie a nabidneme ndméty pro opakovani
a upevnovdni uciva pomoct vybranych dilkd ucebni pomicky. V prispévku se budeme
odvoldvat na stdle Zivy odkaz Jana Amose Komenského.

KLiCOVA SLOVA: geometrie, vyucovani, opakovani uc¢iva, didaktické pomticky, stavebnice
Magformers, Komensky.

UvoD

Nasge skolstvi se nyni potyka s dalsim nenadalym problémem, kterym je zasah
distanéni vyuky do plynulého chodu zakladniho vzdélavani. Ucitelé stoji pred
nelehkym tkolem, jak zjistit, co ktery zak nepochopil, co neumi, nechape, v ¢em
ma problém. Testovani a zkouseni asi nebude tou spravnou cestou. Jak mu tedy
pomoci?

V rozhovoru pro Ceskou televizi fekl prof. MUDr. Tom4$ Zima, DrSc., rektor
Univerzity Karlovy, Ze neni potfeba vymyslet nové didaktické teorie a postupy,
ze kdybychom fadné studovali Komenského, najdeme tam vse.

Sam Komensky pak napsal, ze ,,starobylé autory musime ¢isti, abychom nebyli
nevédomi o béhu stoleti a o proudéni svétla v lidské pokoleni* (Komensky, 1948,
s. 205). A také, ze ,vzdélani nelze pfivésti k pevnosti bez opakovani a cviceni co
nejcastéjsich® (Komensky, 1905, s. 195).

0OSVC, Kupcakova.Marie@seznam.cz
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PROJEKT ,MAGFORMERS GEOMETRIE®

O ucebni pomicce nazvané Geometrické karty, nebo téz Magformers geomet-
rie, bylo pojednano na konferenci Jak ucit matematice zaky ve véku 10-16 let
v roce 2019 v Litomysli. Jednd se o ¢tyfdilnou fadu publikaci uréenych pro vy-
uku geometrie na vsech stupnich vzdélavani v Ceské republice. Kazdy kompletni
dil pak obsahuje vzdy sadu prvku stavebnice Magformers spolu s metodicky vy-
pracovanymi kartami, na kterych jsou razné ukoly a vzdélavaci text. Jednot-
livé publikace s nerozstiithanymi geometrickymi kartami jsou nazvany Obrdzky
a stavby, Rovina a prostor, 2D a 3D geometrie, Planimetrie a stereometrie. Karty
jsou pak uréeny pro samostatnou ¢ parovou praci zaku a studentii. (Vice viz
https: //marie-kupcakova.webnode.cz/gk/, kde je také mozné publikace objedné-
vat.)

Vybér dilka pro jednotlivé stupné byl ucinén tak, aby s nimi bylo mozné
modelovat a ukazovat na praktickych ¢innostech ucivo geometrie podle soucas-
nych i pfipravovanych osnov matematiky. Magformers geometrii je proto mozné
pouzivat i jako demonstrac¢ni ucitelskou pomticku ve vSech etapach vyucovaciho
procesu.

Ztejmeé je dulezité si Fici, Ze se stavebnici Magformers pracujeme jako s nacrt-
kem — neni dilezitd dokonalost 2D a 3D objektt, ale nazornost. Proto mluvime
o Ctverci, sestaveném nekonvexnim Sestitthelniku, ..., hranolu, jehlanu, ...

ROVY

Obr. 1: Ctyfi publikace — étyfi irovné geometrickych karet
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Tabulka 1: Tabulka rozlozeni a tc¢elu pomicek

oznadeni . . uloZeni vSechny | barva listy
urovné ndzev publikace Magformers dilky na karté
MS + Obrazky o stavby | BOX 121 21
1. tiida ZS
ZS1 +BOX 2281 51
252 + nizsi +BOX 3381| 891
gymnazia 9. tfida
stiedni Skoly | Dlanimetrie +BOX 461 | 10121 SS

a stereometrie

Boxy s dilky je mozné objednéavat u firmy Magformers.

Obr. 2: Vyukova sada ,,Magformes Geometrie 3%

 https: //www.magformers.cz/vyukove-sady
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Aby mél ¢tenaf predstavu o vnitinim forméatu publikaci, pietiskujeme jednu
z karet pro druhy stupen zékladnich skol (obr. 3). (Kup¢dkova, 2019c)

Rotaéni vdlec, rovnostranny vélec, vypoéty povrchii a objemi

3D vdlec stoji na podstavé vdlec leZl na strané

Rotacni valec, jeho? vyska je
rovna priméru podstavy, se
Sauna nazyva rovnostranny vdlec.

Sestavuj prostorové Gtvary, pocitej jejich povrchy a objem

Vodojem v Hradci
Krdlové

€) Vypocitej objem vV

a) Modeluj ¢) Uréivelikosti  d) Ui objem V sestavy, které vypadd
rovnostranny b) Uréi pomér plasta tii valcG avnéjsi povrch jako Zelva ze dvou
vilecajehosit.  objemd v ajejichpomér.  odkryté nadoby. pinych valecka

dvou valcd. a dvou pinych pulvalcd.

Obr. 3: Karta 30 z publikace 2D a 3D geometrie

OPAKUJEME A DOUCUJEME GEOMETRICKA TEMATA

V tomto prispévku se chceme zamérit na pfimou praci ucitele pfi opakovani,
procvicovani a fixaci uéiva. Pocet zaka ve skupiné je ovlivnén m.j. tim, kolik
vyukovych sad Magformers geometrie mohlo byt zakoupeno. Podle finanéni roz-
vahy skoly je tu vsak také moznost dokoupit libovolny pocet konkrétnich dilki,
jak naznacuje obrazek 5 a ulohy niZze uvedené. Naméty prizpusobime situaci.
(Ulohy budu formulovat pro dialog se Zdkem.)

PROCVICUJEME PLANIMETRII POMOCI DILKU
MAGFORMERS

J. A. Komensky: ,, P¥imym nézorem a vlastni zkuSenosti se méa provadét dokazo-
véani vSeho druhu, az k matematické jistoté.“ (Komensky, 1948, s. 204)
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o Které typy trojuhelniki najdeme v boxu? Jak je nazyvame? Jeden z trojui-
helnik patii mezi trojuhelniky sférické. Ktery to je a pro¢ se mu asi iika
sféricky?

Obr. 4: Trojthelniky rovinné a sférické

e Pripomen si, kdy fikame, Ze jsou dva rovinné utvary shodné. Pro dalsi alohy
si nachystej dilky podle obrazku 5.

Obr. 5: Vybér dilku pro dalsi ¢innost

e Prikladej k sobé dva pravouhlé trojuhelniky. Jak z nich vytvoris trojuhelnik?
Obdélnik? Kosoctverec? Co jesté muzes dostat?

Obr. 6: Modelujeme mnohouhelniky

e 7 pravidelného Sestitthelniku postupné odebirej rovnostranné trojuhelniky
a ziskané mnohothelniky pojmenuj.

Obr. 7: Mnohothelniky sestavené z trojuhelnikt
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e Vytvafej rizné rovinné utvary a pocitej jejich obvody (obsahy). Domluvime
se, ze jednotkou j méfeni bude délka strany ctverce.

=

e
Obr. 8: Mé&fime obvody (obsahy) rovinnych utvart

e Urd¢i v jednotkach j délky stran pravoahlého trojihelniku z Magformers. Urci
velikosti jeho vnitinich thld. MuazZes z modelu vy¢ist hodnoty nékterych go-
niometrickych funkci ostrych ahlia?

Obr. 9: Nazor pro urceni hodnot goniometrickych funkci ostrych thli pravouhlého troj-
thelniku

e Porovnéavej obvody utvart, které maji stejny obsah.

Obr. 10: Promény obvodu utvaru

e Budeme procvicovat osovou soumeérnost. Sestav polovinu néjakého obrazku,
priloz $pejli a dopln utvar tak, aby byl osové soumérny podle $pejle.

Obr. 11: Osovéa soumérnost

78



JAK UCGIT MATEMATICE ZAKY VE VEKU 10-16 LET

UCGIME STEREOMETRII PODLE KOMENSKEHO?

V dile J. A. Komenského nalezneme spravné metodické postupy i pro vyuku ste-
reometrie:

,Nase metoda kraci vzdy postupné. Dfive tedy, nez se prijde k vyssimu
badani o velikostech, bude zadhodno vsunouti nauku o vécech konkrétnich,
o télesech, a ta ma byti stupném ku podrobnéjsimu pochopeni abstrakt*
(Komensky, 1905, s. 336).

HrANOLY

Prvni stupen poznani je podle Komenského nazorovy:

»Véc, kterd mé byti poznana, predlozi se bezprostiedné smyslim a vtis-
kuje rozumu svlij obraz. V této véci jsou tii slozky: véc predstavovana,
jeji predstava a mysl, ktera si pfedstavu tvofi“ (Komensky, 1948, s. 128).

Obr. 12: Nazor hranolu, ¢tyfbokého hranolu

Druhy stupen poznani je pak srovnavaci:

,Véc uz diive znaméa se srovnava s toutéz véci, znovu se naskytujici. ..
V této véci jsou obdobné slozky: dvé véci predstavované, dvé predstavy
(dfive zndmé a tato nova) a mysl, predstavu tvofici. Tento zptisob je
zédkladem usuzovani (Komensky, 1948).

Obr. 13: Dalsi ¢tyfboky hranol, jeho vytvareni, nazvoslovi
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Tteti stupen poznani nazval Komensky pojmovy:

»Z dokonale poznaného pojmu se zaroven poznava vSechno, co ma na
ném vice méné ucast. I zde jsou tii slozky: pojem, véc predstavovana
a ona mysl, kterd srovnava a poznava“ (Komensky, 1948).

Obr. 14: Pojem ¢tyiboky hranol

Pojem c¢tyiboky hranol dale upevinujeme. Zvlastni pozornost mtzeme véno-
vat krychli a vSem jejim sitim. S Zadkem vedeme spolu s modelovanim dialog,
nebot ,aby to, C¢emu se kdo u¢i rozuméti, ucil se zaroven vyjadiovati a konati®
(Komensky, 1905, s. 195).

Pravé nad absenci dialogii ve skolach se Komensky zamyslel: ,,Podivno, zZe
skoly dosud neucily uméni rozmlouvati, a¢ rozmluvy zabiraji velkou ¢ast zivota.“
(Komensky, 1948, s. 186)

A také: ,Rozplyvat se v feci je snadné, ale shrnout zhusténé své predstavy,
to je dilo moudrosti.“ (Komensky, 1948, s. 191)

e Modeluj trojboké hranoly. (Pocitej jejich povrchy a objemy.)

Obr. 15: Modelujeme trojboké hranoly

e Hledej rtizné sité trojbokych hranola. Kdy je trojboky hranol pravidelny?

Obr. 16: Hledame sité trojbokych hranola
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e Co bude platit pro Sestiboky hranol? Pro¢ se jmenuje Sestiboky? Kdy fek-
neme, ze je pravidelny?

Obr. 17: Pojem Sestiboky hranol

JEHLANY

Uvedme v naznacich nékteré ndméty:

e Sestav pravidelné ¢tyiboké jehlany. Hledej jejich sité.

Obr. 18: Sit a model pravidelného &tyibokého jehlanu

e Hledej rtizné sité a vymodeluj pravidelny trojboky jehlan.

Obr. 19: Trojboky jehlan
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MNOHOSTENY, JEJICHZ POVRCH JE POUZE Z TROJUHELNIKU

e Mnohostény, jejichz povrch tvofi rovnostranné trojuhelniky, nazyvame del-
tastény. Pokus se néjaké sestavit.

Obr. 20: Deltastény

o Dokéazes sestavit mnohostén pouze z rovnoramennych trojihelniki? (Vedeme
m. j. dialog o stfednich pfickach trojihelniku.)

‘ y [
(&
\ { &
«— N\

Obr. 21: Ctyfstén

SLOZENA TELESA

o Vytvarej télesa slozend z hranolt a jehlanti.

Obr. 22: Slozena télesa

MNOHOSTENNE PLOCHY

V geometrii se nebudeme vyhybat ani dalsim prostorovym atvartum, i kdyz jimi

nebudou télesa.
o Vymyslej a sestavuj z rovnych dilkd, co t€ napadne.

Obr. 23: Oteviené mnohosténné plochy
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(Na https: //marie-kupcakova.webnode.cz/ jsou podrobné informace k Mag-

formers geometrii.)
Také na zavér si pfipomelime moudra slova Jana Amose Komenského:

»,Je potfebi jemné a prijemné, ale prece spolehlivé metody k prenaseni
moudrosti z knih do hlavy skrze neustalé piijemné vlastni nazirani, vlastni
mluveni a vlastni konani. Vécem se m4 ucit radéji skrze véci.“ (Komensky,
1950, s. 266)

Obr. 24: Rozhovor s Komenskym (Kupéakova, 2021)

Fiktivni rozhovor s Janem Amosem Komenskym o matematice byl veden
také v Casopise Pruvodce skolnim vzdéldvanim a puvabné jej ilustroval Vladimir
Chalupa. Clanek je dostupny z https: //marie-kupcakova.webnode.cz/clanky /.

ZAVER

Bylo by zfejmé dobré, kdybychom se naucili pouzivat stavebnici Magformers
pfi geometrickém vzdélavani na vSech stupnich skol jako pfihodnou, dokonale
vymyS$lenou ucebni pomicku, stejné jako je tomu v Singapuru, v Jizni Koreji,
v Austrélii, USA, ... Pfipravené geometrické karty jsou pouze jednim zpisobem
jejiho vyuziti. Dalsi, daleko bohatsi, se opiraji o invenci ceskych pedagogi.
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PUVABY ELEMENTARNI GEOMETRIE

Frantisek Kufrina

ABSTRAKT

Reseni Sestndcti tloh z elementdrni geometrie zdkladni skoly.

KLiGOVA sLovA: tloha, elementarni geometrie, feSeni tlohy.

Uéastnikéim bylo piedlozeno nasledujicich 16 tloh.
1. Jsou rovnobézniky (obrazy desek stoli) na obr. 1 shodné? (-)

2. Je mozné sestrojit eukleidovsky tecny z bodu ke kruznici bez znalosti Thale-
tovy kruznice? (5)

3. Sestrojte geometrické utvary U a V tak, aby platilo zaroven: U je shodny
s V, V je ¢asti U, ale U neni ¢asti V. Je to mozné?

4. V roviné trojuhelniku ABC' sestrojte kruznice se stfedy v jeho vrcholech tak,
aby se kazdy dotykala dvou zbyvajicich. (14)

5. Rozdélte trojuhelnik na pét ¢asti téhoz obsahu. (4)

6. Kde je vice bodu: uvniti tsecky dlouhé 1 cm nebo na elé primce? Uvnitf
nebo vné kruhu s polomérem 1 cm? (13)

7. Rozdélte trojuhelnik na lichob&zniky. (3)
8. Nakreslete téleso, které vznikne rotaci obdélniku kolem jeho thlopficky. (6)
9. Na obr. 19 je ptidorys a narys télesa. Kterého? (11)
10. ABCD je ¢tverec. Co je mnozinou vSech bodt jeho roviny, které maji stejnou
vzdalenost
(a) od pfimky AB a polopiimky AC,
(b) asponi od dvou stran Gtverce,
(c) od ptimky AB a tsec¢ky DC. (7)

Univerzita Hradec Kralové, kurinovi@gmail.com
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11. Je moZné, aby obrazem kruZnice byly dvé kruznice? (1)

12. Kolik existuje

(a) hranoli,
(b) Ctyfstént
tak, aby kazdy mél ¢ast stény spole¢nou se vSemi zbyvajicimi (nejen usecku
nebo bod)? (2)

13. Jaké téleso je nakresleno na obr. 20?7 (9)

14. Nakreslete mnohouthelnik, ktery méa tuto vlastnost: z nékterého bodu jeho
(a) vnitiku,
(b) vnéjsku
neni vidét zadn4 jeho strana celd. Existuji takové utvary? (10)

15. Je mozné, aby stfedy vSech kruznic opsanych sténam ¢tyisténu lezely v jedné
roviné? ()

16. Piekladanim papirového rovnostranného trojuhelniku mtZzeme ziskat sit té-
lesa. Kolik takovych téles existuje? (8)

Nejdiive jsme Fesili Glohu 1: Jsou rovnobézniky na obr. 1 (desky stolt)
shodné?

Obr. 1: Desky stolu (Halliman, 2010)
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Spontanni diskusi s vysledkem: nejsou shodné, jsem usmérnil otazkou: Jak
byste v 6. tfidé Fesili tuto tlohu? (Vystfihnutim a pfiloZenim.) A nechceme-li
stithat? (Budeme méfit.) Staci zméfit délky stran rovnobéznika? (Ne, Gtverec
a kosoctverec mohou mit strany shodné.) Jeding mnohotihelnik uréeny délkami
svych stran je trojihelnik. (Musime zmé¥it dvé strany a uhlopticku.) Rovnobéz-
niky na obr. 1 jsou kupodivu shodné.

Dale jsme Fesili ilohu 15. Opét negativni odpovéd jsem usmérnil obrazkem 2,
ktery jsem nakreslil na tabuli. Maji-li stfedy opsanych kruznic lezet v roviné
jedné stény (napf. v roviné dolni podstavy ¢tyfsténu), musi lezet stfedy zbyva-
jicich kruznic na hranach ¢tyfsténu a podle Thaletovy véty musi mit zbyvajici
stény u spoleé¢ného vrcholu pravé thly. Takovyto ¢tyfstén si miizeme predstavit

odfiznutim jednoho vrcholu krychle rovinou ABC' (obr. 3).

&P 5

a A

Obr. 2: Ctyfstén na roviné «

Po vyfeseni téchto dvou tloh jsem dal hlasovat: Zakrouzkujte t¥i Glohy, které
byste chtéli prednostné fesit. Vysledky hlasovani jsou na seznamu tloh vyznaceny
¢isly v zéavorce. Ta uréovala poradi feseni tiloh v dilné. Uloha 11 (1) byla v této
formulaci obtizna. Méla by znit takto: Je ddna kruZnice k se stfedem S a priméry

Obr. 3: Cty¥stén jako ¢ast krychle

AB a CD (obr. 4). Urcete obraz kruznice k v zobrazeni, které libovolnému bodu
X € k prifazuje bod X’ polopfimky SX, jehoz vzdalenost od bodu S je rovna
vzdalenosti bodu X od pfimky AB. Snadno nahlédneme, zZe trojihelniky SX P
a CSX’ jsou shodné a podle Thaletovy véty lezi bod X’ na kruZnici s primérem
CS. Probiha-li bod X kruznici k, probihaji body X’ kruznice m,n. Obrazem

kruznice jsou tedy dvé kruznice.
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Obr. 4: Konstrukce obrazu bodu

Uloha 12 (2) Krychli mizeme rozdélit na hranoly 1, 2, 3, 4, z nich# kazdy
mé Cast stény spoleénou se tfemi zbyvajicimi (obr. 5). Dalsi konstrukci mtZzeme
sledovat pfi pohledu shora (obr. 6). P¥idanim kvadru 5 k zadni sténé krychle
mame 5 téles, kterd splnuji podminky. Nakonec miizeme ,obalit“ tuto sestavu
hranolem, ktery mé podstavu tvaru pismene L a 6 téles takto vzniklych ma tu
vlastnost, Ze kazdé z nich sousedi s 5 zbyvajicimi (obr. 7).

Obr. 5: Déleni krychle na 4 ¢asti Obr. 6: Pfidani kvadru 5 Obr. 7: Pfidani hranolu 6
Konstrukce ¢tyrstént, z nichz kazdy sousedi se zbyvajicimi se ndm patrné

nebude dafit. Zkusme tedy rovinnou analogii nasi tlohy: Sestrojit nékolik troj-
thelnikt tak, aby kazdy sousedil s kazdym. Po chvili experimentovani najdeme
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Gtyfi takové trojihelniky (obr. 8). Tyto trojihelniky miiZzeme povaZovat za pod-
stavy 4 ¢tyfsténti, z nichz kazdy sousedi s kazdym ze zbyvajicich. Tuto konstrukci
muzZeme provést i v opac¢ném poloprostoru. Vhodnym uspofadanim podstav ¢tyt-
stént ve spolecné roviné podle obr. 9 dostaneme 8 ¢tytrstént, z nichz kazdy sousedi

se 7 zbyvajicimi.
C G

Obr. 8: Déleni trojuhelniku Obr. 9: Podstavy osmi Ctyfstént

Ulohu 7 (3) vyfesil ihned jeden z ti¢astniki dilny nakreslenim obr. 10. Bodem
uvnit? trojihelniku vedl tsecky rovnobézné se stranami trojuhelniku.

/

Obr. 10: Déleni trojuhelniku na lichobézniky

Uloha 5 (4). Rada tcastnikii vidéla ihned déleni podle obr. 11. Nalézt ,,cik—
cak“ déleni (obr. 12) délalo v4zné problémy. Pfitom si sta¢i uvédomit, Ze troj-

1
thelnik ABM mé obsah v obsahu S trojuhelniku AB: staci sestrojit vysku ke
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1
strané AB, ktera je 3 vysky trojuhelniku ABC. Trojuhelnik AMC mé obsah

4 1
gS . K uréeni bodu N tedy staci konstruovat vysku ke strané AM, ktera je 1
vysky ke strané AM trojuhelniku AMC. Pak pokracujeme analogicky.

—

1/5

Obr. 11: Déleni trojuhelniku rozdélenim jedné strany

A N P C

Obr. 12: Cik—cak déleni

Uloha 2 (5). Znalost znamého postupu byla brzdou objeveni nového postupu.
Zde piipomenme konstrukci Jana Vysina (Elementarni geometrie, 1952, s. 111).
Méme sestrojit te¢nu ¢ kruznice k(.S, r), kterd prochazi bodem A (obr. 13). V sou-
mérnosti podle dosud neznamé tecky t je obrazem stiedu S bod S’, pro ktery
plati |SS’| = 2r, |AS’| = |AS|. Bod S’ mtZeme sestrojit jako prisecik kruznic
n(S,2r) a m(A, |AS|). Te¢na t je osou tsecky SS'.
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M

Obr. 13: Te¢na z bodu ke kruznici (Vysin, 1952)
Uloha 8 (6). Ulohu mtizeme zaéit fesit experimentem. Uchopme obdélnik
z tuzsiho papiru dvéma prsty v krajnich bodech jeho uhlopticky. Fouknutim ob-
délnik roztoéme a téleso mizeme vidét (obr. 14).

B vy

Obr. 14: Rotace obdélniku Obr. 15: Shodné uhly

Mimo poradi jsme fesili dalsi dvé tlohy.

Uloha 3 (12). Tato tiloha délala téastnikiim velké potiZe.

Vétsina davala najevo, Ze takové atvary neexistuji. Po nakresleni obr. 15 né-
kdo vykiikl: To je chytak. Podle mého nazoru to chyték neni. Uloha vede k roz-
$ireni predstavy geometrickych ttvart jako itvarti omezenych na ttvary neome-
zené.
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Nakonec jsme Fesili ilohu 14 (10). Po fadé netspésnych pokusii jsem nakres-
lil obr. 16, ktery tcastnici s tlevou pfijali. ObtiZzngjsi tlohu b) jedna kolegyné
vyftesila (obr. 17).

Obr. 16: Z vyznaceného bodu neni vidét  Obr. 17: Z vyznaceného bodu neni vidét
zaddné strana celd zaddna strana celd

Uloha 16 (8). Snad kazdy tcastnik dilny navrhl pravidelny étyistén. Jedna
kolegyné prisla s ndvrhem na obr. 18. V konstrukci miZzeme pokracovat (,kmi-
tanim“ maljch ¢ty¥stént). Uloha ma nekoneéné mnoho Feseni.

Obr. 18: Téleso z trojuhelnikové sité
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Obr. 19: Stejny pudorys a nérys Obr. 20: To neni krychle

Reseni tloh 4 (14), 6 (13), 9 (11), 10 (7) a 13 (9) pfenechavam vasemu snaZeni.
Podle mého nézoru splnila dilna sviij ucel. Ve spolupraci vSech tcastniki jsme
vyftesili vétsinu tloh.
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AKTIVITY PRO ROZVIJENI KOMUNIKACNICH
DOVEDNOSTI ZAKU

Jarmila Novotna

ABSTRAKT

V élanku jsou predstaveny dva typy aktivit podporujicich komunikaci Zdki s ucitelem
1 mezi sebou v hodindch matematiky, kterym byla na konferenci vénovdna pracovni dilna
se stejnym ndzvem. Dilna byla rozdélena do dvou cdsti, z nich kazdd nabizela aktivity
jiného typu. V jedné cdsti dilny byly predstaveny nékteré didaktické hry, které podporuji
rozvoj komunikacnich dovednosti Ziki. Ve druhé céasti byla pozornost zamérena na for-
mulaci tzv. ,dobrych® otdzek, které maji potencidl vzbudit zajem Zdki a vyvolat diskust
mezt nimi.

Cilem dilny bylo nabidnut ucastnikim neobvykly pohled na vijuku matematiky a in-
spiraci pro nestandardni aktivity. Ucastnici si mohli vyzkouset tvorbu ,dobrjch® otdzek
a matematické hry, které rozvijeji jazykové i odborné znalosti a dovednosti Zdiku a pri-
spivaji k aktivnimu a kooperativnimu vyucovani. Seznamili se také s tim, jak mohou
vypadat dlohy inspirované ucebnicemi ciziho jazyka a jak lze strategie urcené puvodné
pro vyuku jazyku uplatnit v hodindch matematiky. V clanku jsou nékteré z aktivit pred-
staveny a okomentovdny.

KLiCOVA SLOVA: vyudovani matematice, komunikace ve t¥idé, didakticka hra, ,dobra*
otazka.

Uvop

Komunikaci rozumime v tomto ¢lanku vymeénu informaci mezi jedinci, proces
sdileni myslenek a informaci s ostatnimi v daném case a na daném misté pomoci
spole¢ného systému symboltu. Komunikace mtze mit rizné formy, napf. psani, ho-
vor, ale také neverbalni (gesta, jazyk téla apod.), vizudlni (pouZiti obrazkid, mo-
delii, videi, filmt apod.) nebo elektronickou (telefonni hovor, elektronickd posta,
televizni vysilani, prace na pocitaci apod.) formu. (Stephens et al., 1993)

Univerzita Karlova, Pedagogicka fakulta, jarmila.novotna@pedf.cuni.cz
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Vétsinu znalosti a zkusSenosti ziskdvame i uplatiiujeme prostfednictvim ko-
munikace s ostatnimi. Komunikace je centrem zivota $koly, af uz mame na mysli
komunikaci mezi uéitelem a zaky, mezi zaky samotnymi nebo mezi jinymi tcast-
niky zivota ve skole. Komunikace zna¢né ovliviiuje proces uceni véetné motivace
zaka a vyuzivani jejich schopnosti a dovednosti.

Komunikace a jazyk pouzivany ve t¥idé pfi vyuCovani matematice je jedno
z velmi dulezitych témat matematického vzdélavani, ktera jsou casto a dlouho-
dobé diskutovéna (viz napf. Mares & Kftivohlavy, 1995). Zmény, ke kterym u nich
dochézi, tizce souvisi se spole¢enskymi zménami, zejména se zménami v piistu-
pech ke vzdélavani. Diiv byla vétsinou hlavni pozornost zamérena na jazyk, ktery
pri vykladu pouzival ucitel. Se zménami v socialni a kulturni situaci ve t¥idach
i ve spolecnosti se pozornost stale vice zaméruje na komunikaci mezi ucitelem
a zaky a také mezi zadky samotnymi. Zatimco dfive bylo hlavni otazkou, jak sdélit
néjaky pojem zaklim, zaméfuje se pozornost stale vice na objevovani a odvozo-
vani provadéné zaky, pfi némz ucitel funguje jako moderator nebo pozorovatel
a zodpovédnost je na zacich.

Komunikaci a jazyk pouzivany zaky (nejen) pii vyuce matematiky je mozno
rozvijet a podporovat mnoha zptisoby. V ¢lanku si pfedstavime dva z nich, pouziti
didaktickych her podporujicich rozvoj komunikac¢nich dovednosti zakt a pouziti
tzv. ,dobrych“ otazek. Tyto aktivity byly tématem pracovni dilny na konferenci,
ze které clanek vychazi.

DIDAKTICKE HRY PODPORUJICI ROZVOJ
KOMUNIKACNICH DOVEDNOSTI ZAKU

Hravost je pfirozenym projevem nejen déti, ale i dospélych. Hra ma fadu funkci.
Vede k rozvijeni tvofivych zpusobu mysleni, ke zdravé soutézivosti. Lze ji vyuzit
napft. pri sledovani vyvoje osobnosti pro utvareni sebepojeti jako jadra osobnosti,
pfi usmeérnovani a diferenciaci emoci, pfi uvolnovani ¢i vhodném vyrovnavani
napéti. Hra muze slouzit k navazovani kontaktt, k modelovani realnych situaci,
k pfejiméani socidlnich norem pfi podrizovani se obecnym pravidlim hry. Pti hie
roste sebedvéra, sebevédomi, davéra ve spoluhrace (Novotna, 2004).

Aktivity typu hra zaméfené na rozvoj komunikac¢nich dovednosti a na dia-
gnostikovani chybnych predstav lze snadno pfizpusobit véku, trovni a u¢ebnim
stylim jednotlivych zaka. Nasledujici priklady aktivit typu hra jsou modifikacemi
her, které se vyuzivaji pfi vyuce cizich jazykt (napt. Ur & Wright, 1996); nékteré
jsou inspirovany napr. védomostnimi soutézemi v televizi apod. Diraz je kladen
na vSechny typy komunikace a respektuji riizné ucebni styly zaka i uciteld.
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Jak uvidime na konkrétnich ukazkach her, je podpora rozvoje komunika¢nich
dovednosti zakt zaclenéna hlavné do vyhodnocovaci faze hry. Dilezitou soucasti
vyhodnocovani vysledku je odivodnovani spravnosti odpovédi zaki nebo skupin
zékt. Pri této diskusi se zaci uci nejen srozumitelné vyjadrovat své myslenky,
klast otazky a odpovidat na né, ale také kriticky pohliZzet na informace, které jsou
jim predkladany a obhajovat vlastni navrhy, pokud nesouhlasi s kritikou. V této
fazi hry mé ucitel moznost diagnostikovat pfipadné neporozuméni pojmim nebo
algoritmutim.

UKAZKY HER

V této ¢asti jsou predstaveny ukazky her pro dva nebo vice hrac¢t, které podporuji
rozvoj komunikacnich dovednosti zak.
Poznamky:

e Organizatorem, piipadné zadavatelem her nemusi byt vZdy jen ucitel, muze
jim byt i néktery z zaka. Pri zadavani her je mozno vyuzit také audiovizualni
a/nebo vypocetni techniku.

e Hrac¢ zde muze byt jednotlivec i skupina zakt.

NA KOLIK VECI SI VZPOMENES. . .

1. Hracem je zde skupina zéki. Doporuceni: Skupiny by nemély byt p¥ilis po-
Cetné, aby se do feSeni zapojili pokud mozno vSichni jeji ¢lenové; vétsinou
byvaji skupiny ¢tyt- az Sesticlenné (zélezi na poctu zaku ve t¥idé). Pokud je

vvvvvv

2. Vsechny skupiny dostanou zadanu stejnou matematickou vlastnost z oblasti,
kterou vybere uéitel (jednoduché piiklady jsou uvedeny v bodu 5). Jejich tiko-
lem je v daném ¢asovém limitu najit co nejvice objektl (matematickych i ne-
matematickych), které tuto vlastnost maji. U vSech objekti, které vyberou,
musi odivodnit, pro¢ dany objekt tuto vlastnost ma. Vyhrava ta skupina,
ktera nalezla a spravné oduvodnila nejvétsi pocet objektu.

3. Nasleduje vyhodnocovaci faze. Pfed jejim zahdjenim je doporuceno nechat
skupinam c¢as na to, aby se zaci ve skupiné navzajem domluvili na oddvod-
néni, pro¢ objekty, které zaradili do seznamu, zadanou vlastnost maji.

4. Skupiny postupné piedstavuji nalezené objekty (stfidaji se po jednom ob-
jektu) i s odiivodnénim vlastnosti. Zak, ktery za danou skupinu vlastnost
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predstavuje, je vybirdn ndhodné (Zaci ve skupiné jsou napf. o¢islovani a udi-
tel hazi kostkou; odpovida ten zak, ktery ma hozené ¢islo). Tato organizace
podporuje to, aby se vSichni hraci ve skupiné zapojili aspon do bodu 3 hry.
Ostatni skupiny sleduji, co predstavujici zak rika, a snazi se najit v jeho odu-
vodnéni né&jakou chybu nebo mezeru. Pokud se to nékomu podaii (nebo si
mysli, Ze se mu to podafilo), ma pravo svou namitku vznést. Kdyz se pred-
stavujicimu zakovi nepodaii namitku vyvratit, bod za objekt jeho skupina
neziska. Pokud se neobjevi zadna namitka nebo predstavujici zak vSechny na-
mitky vyvrati (ucitel v této ¢asti hlid4, aby nebyly pfijaty chybné objekty),
ziska jeho skupina bod. Bod ziskaji také vsechny skupiny, které dany objekt
ve svém seznamu maji. Nasleduje zak z dalsi skupiny; takto se pokracuje,
dokud nejsou vycerpany vSechny objekty od vsech skupin.

5. Priklady:
... které jsou obdélnikové?
... které je mozné rozdélit na sedm shodnych ¢asti?
... které jsou mensi nez nula?

NEOBVYKLY POHLED

Hraje se obdobné jako ptredchozi hra. Je vhodné ji zaradit napf. jako vstupni
aktivitu pfi stereometrii nebo pfi promitani prostorovych objekt do roviny.

Misto zadani vlastnosti objektu nakreslite (obr. 1) nékteré bézné objekty z ne-
obvyklého pohledu. Ukolem zaki je uréit. Co nejvic objektil, které se promitnou
do nakresleného objektu, a urcit smér promitani.

L[]

Obr. 1: Neobvyklé pruméty — piiklady

OPRAVUJEME CHYBY

Tato aktivita rozviji schopnost zakt odhalovat a opravovat vlastni chyby. Na
pracovni list nebo na tabuli napise ucitel nékolik tloh s feSenimi, ktera obsahuji
chyby. Pfedem miZe (ale nemusi, i tim je ovlivnéna obtiZnost aktivity) zdktm
Fici, kolik chyb v feSeni je. Zaky pozadé, aby pomohli chyby opravit.
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Hraje se obdobné jako predchozi hry.
Poznamky:

Aby Zéaci nad moznymi chybami skuteéné premysleli a neoznacovali bez roz-
myslu vSechna mozna mista jako chybné, je vhodné nejen ptridavat bod za
spravné urcené misto s chybou, ale také odecitat bod, pokud je za chybné
oznaceno misto, kde ve skutecnosti chyba neni. Pokud hraji hru zaci, ktefi
jesté neznaji zaporna cela ¢isla, mohou vSechny skupiny na zacatku dostat
napf. 20 bodd (pokud by na pracovnim listu bylo vic nez 20 chyb, je potfeba
zvét§it pocatedni pocet bodu).

Pracovni listy mohou byt monotématické nebo pokryvat vice oblasti.

Obtiznost hry muzete ovlivnit napt. také tim, zda pocet chyb bude ve vSech
polozkach stejny (a zaci to budou védét) nebo zda na pracovnim listu budou
nékteré polozky bez chyb a nékteré s vice chybami.

Doporuceny pocet polozek a chyb zavisi hlavné na véku zakt. Protoze vsak
ma ucitel moznost zastavit hru po urcéitém case nezavisle na tom, zda skupiny
prosly vSechny polozky, nevadi, kdyz bude na pracovnim listu polozek vic.

Priklady tloh:

67,98 — (63,7 — 9,72) - (—2) — 1 = 67,98 — (63,7 + 9,72) — 1 = 67,98 +
1+ 63,7—-972—1=131,68—9,72 — 1 = 122,96— = 121,96

Rozdélte ctverec pfimkou na dva utvary, které nejsou trojihelniky:

Vyznacte neviditelné hrany hranolu:

—42/25—5/25:1/12 — 6/12 = —47/25 : (—5)/12 = —564/300
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OBOHACENI VYHODNOCOVACI FAZE HER PODPORUJICICH ROZVOJ
KOMUNIKACNICH DOVEDNOSTI ZAKU

Predstavené tii hry jsou jen ukazkami her, které byly pouzity v pracovni dilné.
Ale neni prili§ obtizné navrhnout fadu dalsich podobnych aktivit, které budou
ve vyhodnocovaci fazi podporovat rozvoj komunika¢nich dovednosti zakia.

Zpusob vyhodnocovani, ktery byl pouzit v predstavenych hrach, ma jeden
nedostatek. Ve vétsiné pfipadi je vyhodnocovani Gstni, neztistava zaznamenano
pro piripadné dalsi pouziti. Pfedstavujeme jeden z moznych zptsob1, ktery doplni
vyhodnocovani i o zaznam vysledk hry. Tato aktivita mize byt pouzita pro
kteroukoli z predchozich her. Struéné popisujeme jeji organizaci napf. pro hru
Na kolik véci si vzpomenes. . .

Kazda skupina je vybavena fixkou jiné barvy. Vlastnost, pro kterou skupiny
hledaji objekty, je nakreslena, napt. uprostied listu na flipchartu, interaktivni
tabule apod., v kruhu nékterou jinou barvou nez ty, které maji skupiny. Skupina,
kterd navrhne objekt a objekt je odsouhlasen, zaznamené objekt do kruhu na
obvodu a spoji objekt se stfedovym kruhem tseckou fixou pridélené barvy. Dalsi
skupiny, které maji ve svém seznamu stejny objekt, doplni k prvni tsecce své
barvy. Vznikne tak jakési ,slunicko“, o némz lze diskutovat, vratit se k nému
pozdéji, pouzit ho v jiné t¥idé apod. Ucitel snadno ,uvidi“, které objekty a vlast-
nosti jsou jeho zakim blizké a muze se o né pfi vyuce ,,opfit“ a které naopak znaji
jen jednotlivci. Zdrojem informaci pro uéitele (i zZaky) je nejen diskuse o jednot-
livych navrzenych polozkach, ale i ,,bohatost* vzniklého schématu.

Tuto aktivitu lze také pouzit samostatné: Ucitel zvoli pojem, kterym se s zaky
v posledni dobé pfi vyufovani zabyvali (napf. zlomky), a pozad4 zaky, aby navr-
hovali vSechna slova a myslenky, ktera se k nému vazou. Podobné jako pfi pouziti
ve vyhodnocovaci fazi hry jsou zaznamenany vSechny spravné navrhy zaku.

,DOBRE“ OTAZKY

Béhem vyucovani klade ucitel fadu otazek rizného typu, od otazek, jejichz zod-
povézeni vyzaduje jen odvoldni na pamét, na znama fakta a/nebo zopakovani
zndmého algoritmu (obvykle jsou nazyvany uzavienymi otdzkami) po tzv. ote-
viené otazky, k jejichz zodpovézeni takové odvolani nestaci. Zodpovézeni oteviené
otazky vétsinou vyzaduje aktivity jako objevovani, formulovani hypotéz a jejich
oduvodniovani, hledani souvislosti apod.

V pracovni dilné jsme se zaméfili na jeden specificky typ otevienych oté-
zek, tzv. ,dobré“ otdzky (viz napt. Sullivan, & Clarke, 1991; Clarke, Sullivan,
& Spandel, 1992; Sullivan, & Lilburn, 2010; Jancafik, Jancéafikovd, & Novotna,
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2012; Clarke, et al., 2019)." Shodné s uvedenymi autory rozumime ,dobrou“
otazkou takovou otazku, ktera spliiuje tato kritéria:

e Vyzaduje vic nez jen odvolani se na znama fakta.
e Existuje pro ni vic nez jedna spravné odpoved.

e Nuti zédky k pfemysleni a umozni zaktm, aby se néco dozvédéli, kdyz na ni
hledaji odpovéd.

e Umoznuje uciteli, aby se dozvédél néco o zacich z jejich odpovédi.

PRIKLADY ,,DOBRYCH® OTAZEK

e Vyzaduje vic nez jen odvolani se na znama fakta.

Piiklad:

Aritmeticky prumeér péti cisel je 6. Jakd cisla to mohou biyt? Nebo: Po péti
zapasech md hokejovy tym aritmeticky prameér 6 vstrelenych goli za zdpas.
Kolik goli mohlo druzstvo v jednotlivijch zdpasech dat?

e Z4ci se mohou néco dozvédét, kdyz na ni odpovidaji, a uditel se dozvi néco
o zacich z jejich odpovédi.
Priklad:
Jan a Marie meri délku hristé na kosikovou pomoct tyce; oba pouZivaji stejné
dlouhé tyce. Jan naméril 20 tyci, Marie 19,5 tyce. Jak je to mozné?

e Existuje vic odpovédi, které lze prijmout.

Priklad:
Na éasti pole si chei oplotit obdélnikovou zahrddku. Mam k dispozici 80 metri
pletiva na plot. Jakou rozlohu mizZe zahrada mit?

Poznamka: Na tuto otdzku lze pfijmout Fadu dopovédi (14 x 1, 13 x 2,
12 x 3, ..., 8 x 7). Zaci se viak nemusi omezit jen na piirozena ¢isla (napf.
12,5 x 2,5). Mtzeme se dale ptat, kterd ze zahrad bude mit nejvétsi, kterd
nejmensi plochu, apod.

IPro¢ davame ,dobré* do uvozovek? Chceme tim zdiraznit, 7e to neni jediny typ otevienych
otazek, ktery je vhodny pro vyuziti ve skole a ma byt podporovan, ale Ze je to jeden z vhodnych
typu otevienych otazek.
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METODY PRO TVORBU , DOBRYCH“ OTAZEK
Metoda 1: Zacit od konce

Etapy: a) Definovat téma; b) Vytvofit uzavienou otdzku a najit na ni odpo-
véd; ¢) Na zédkladé toho formulovat ,,dobrou“ otézku.

Priklad:

a) Vyucovaci hodina se bude tykat aritmetického praméru

b) Uzaviend otazka: Kratinovi magji déti ve véku 3, 8, 9, 10 a 15 let. Kolik je
pramérny vék jejich déti? (Odpovéd je 9 let.)

c¢) Priklad ,dobré“ otézky: V rodiné je pét déti. Jejich primérny vek je 9 let.
Kolik let muze détem byt?

Metoda 2: Upravit bézné pouzivanou otazku

Etapy: a) Definovat téma; b) Zvolit néjakou béZnou otazku; c) Upravit ji na
,dobrou“ otazku.

Priklad:

a) Vyucovaci hodina se bude tykat séitani

b) BéZna otézka: 337 + 456 =

c¢) Piiklad ,dobré“ otdzky: Béhem jizdy vlakem pocitdm vzddlenosti. Na pa-

pir, na ktery pisu, se mi vylilo trochu piti a nékteré cislice zmizely. Muj papir
307

ted vypadd takto: + 06 Jakd mohou byt chybéjici ¢isla?
796

ETAPY PRI POUZITI ,DOBRYCH“ OTAZEK VE TRIDE

Etapa 1: PolozZeni ,,dobré“ otazky
Sem nepatfi jen polozeni otazky, ale i ovéfeni, Ze ji vSichni rozuméji. Lze
napfi. pozadat nékolik zaku, aby ji preformulovali svymi slovy.
Zaci by méli mit moZnost ptat se ucitele napi. na to, co znamena odpovédét na

polozenou otazku. Ucitel vSak nemd zakim vysvétlovat ani nijak naznacovat,
jak maji odpovéd najit. Je jejich ikkolem odhalit cestu k nalezeni odpovédi.

Etapa 2: Ponechani zaki, aby hledali odpovédi na poloZenou otazku

Doporucend forma préace zaku je ve skupinach, aby mohli své napady kon-
zultovat se spoluzaky. Tato ¢ast je vyznamnd pri procesu uceni se. Pomaha
i slabsim zaktm, ktefi nemusi ziskavat rady od ucitele, ale mohou se poradit
se spoluzaky.

102



JAK UCGIT MATEMATICE ZAKY VE VEKU 10-16 LET

Pokud ptili§ mnoho zakd nevi, jak zacit, je vhodné na chvili prerusit praci
a spolecné zacit diskusi, ktera by pomohla pifekonat pocatecni obtize zaku.
Pokud si ani nyni zaci nevédi rady, je vhodné polozit trochu zjednodusenou
otazku tak, aby nad otazkou zacali zaci premyslet.

V dobé, kdy zaci pracuji samostatné, ucitel pozoruje, co délaji, ale do je-
jich prace nezasahuje. V pripadé, ze néktera skupina uz je hotova, mize jim
polozit dalsi otazku souvisejici s predchozi.

Neni tifeba c¢ekat, az odpovéd najdou vSechny skupiny nebo vsichni Zéci.
I kdyz uditel prerusi jejich praci diive, nez najdou odpovéd, pracovali a se
situaci se postupné seznamovali; mohou se tedy plnohodnotné zapojit do
diskuse. Je tfeba mit ¢as jesté na diskusi v celé t¥idé.

Etapa 3: Diskuse v celé tridé

Skupiny, resp. zaci referuji o svych fesenich a vysvétluji, pro¢ volili svij po-
stup.

Doporuceny postup je nechat shrnout postup kazdou skupinu a zapsat na ta-
buli vSechny odpovédi vSech skupin. Velmi Casto si v této fazi zaci ve skupiné
s chybnou odpovédi nebo postupem uvédomi, kde udélali chybu.

Je vhodné zadat zakam jesté dalsi otazky podobné té ptivodni, aby vidéli, ze
jejich postup je aplikovatelny i obecnéji.

Etapa 4: Shrnuti

ProtozZe to, Ze skupina nabidne spravnou odpovéd, jesté neznamena, Ze vSemu
rozumi, je vhodné, aby ucitel na konci shrnul dtlezitd mista a vysvétlil je.
Poznamka: Pokud jsou ve tiidé zaci, ktefl zvladnou provést shrnuti misto
ucitele, mize jim ucitel dat k tomu prostor a sdm doplnit pouze pripadné
mezery, opravit nepfesnosti apod.

I v této etapé je vhodné zadat zakiam jesté dalsi otazky podobné té ptvodni,
aby vidéli, ze jejich postup je aplikovatelny i obecnéji.

4

POUZITI HER A ,,DOBRYCH®“ OTAZEK VE TRIDE

PoloZzme si otazku, co maji obé aktivity, kterym byla vénovana pracovni dilna,
spole¢ného kromé toho, ze v obou pripadech je podporovan rozvoj komunikac¢nich
dovednosti zakt. Podobnost vidime i v organizaci vyukovych jednotek. V obou
ptipadech jsou to ukazky didaktickych situaci ve smyslu Teorie didaktickych si-
tuaci (Brousseau, 1997, 2012). Uvadime zékladni charakteristiky takové situace.
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Situace je soubor okolnosti, v nichZ se jedinec nachézi, a vztahi, které ho
spojuji s okolim. Situaci muze byt okoli zdka pouzité a Fizené ucitelem. Mize
jim vSak byt také celé okoli zdka vcetné ucitele a vzdélavaciho systému. Vyvoj
situace miZe probihat bez zasahti nebo se zasahy ucitele béhem procesu.

Nedidaktické situace jsou situace, které neslouzi pro didaktickou potiebu,
nejsou planovany jako situace, pfi nichz se méa nékdo néco naucit. Didaktické
situace jsou situace, které slouzi pro didaktickou potfebu (viz schéma na ob-
razku 2).

Situace
e akce
e formulace
e ovérovani

Institucionalizace
4>

Devoluce
4>

T~

Adidakticka
situace
A;aktické

situace

Obr. 2: Schematické znazornéni didaktické situace

Soucasti didaktické situace je adidaktickad situace. To je situace, ktera dovoluje
zékovi néco zjistit, vytvorit si model a zkontrolovat ho, vytvorit novy apod.
bez pfimych vnéjsich zasahii ucitele. Vnéjsi zasahy se mohou vyskytnout, ale
pouze napf. k udrzeni pozornosti apod., tedy pedagogicky, zak/skupina zaku
jedna samostatné. RozlisSujeme tii zakladni typy adidaktickych situaci: situaci
akce, formulace a ovéfovani. Podrobné informace o téchto typech akci lze najit
napf. v (Brousseau, 2012). Zde uvadime jen jejich struéné charakteristiky.

Situaci akce mizeme charakterizovat tim, Ze v ni jazyk nehraje zadnou vidi-
telnou roli. VSechna rozhodnuti a strategie nebo taktiky ztistavaji neformulované.
V situaci formulace dochazi k formulovani strategii a (dosud ¢asto jen implicit-
nich) objevii zdkt ve skupindch (pokud nepracovali individudlné), pozdéji v celé
tridé. V matematice nestaci jen odhalovat a pfedavat pravdivé a relevantni zpravy
o matematice, ale je tfeba vzdy potvrdit, Ze pfeddvand informace je v daném sys-
tému pravdiva, a byt pripraven obh&jit tento nazor. K tomu dochazi v situaci
0VETOVANS.
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Soucasti didaktické situace je také devoluce a institucionalizace. P¥i devoluci
uclitel predava zodpovédnost zakam, ktefi pak pracuji pokud mozno bez zasahtu
uCitele. V této etapé je potfeba dat pozor, aby ucitel zaktiim neposkytl navod,
jak maji postupovat nebo jaky vysledek je spravny. Pfi institucionalizaci poméaha
ucitel vysledky ziskané v adidaktické situaci zaclenit do jejich struktury poznatk
tak, aby je byli schopni pouzit i pozdéji a pfi feseni jinych tloh.

ZAVERECNA POZNAMKA

V pracovni dilné€ méli i¢astnici moznost vyzkouset si pouziti her a ,,dobrych oté-
zek*. Pouziti obou téchto typt aktivit pomaha rozvijet komunika¢ni dovednosti
i odborné znalosti zakt a prispivaji k aktivnimu a kooperativnimu vyucovani.
V ¢lanku jsou zafazeny jen nékteré ukazky aktivit, s nimiz pracovali ucastnici
dilny. I v dilné byl pouzit jen omezeny pocet konkrétnich ukazek. Ty mély slouzit
jako inspirace pro ucitele pro jejich vlastni tvorbu vhodnych situaci.

Clanek zakonéime doplnénym pianim ze (Sullivan & Clarke, 1991): , Dobré®
otazky a hry by se mély stat jednim z nastroji uzivanych vsemi uciteli.
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ROZVIJANIE ARGUMENTACNEJ UROVNE ZIAKOV

Maria Slavickova

ABSTRAKT

Schopnost argumentovat, nielen v matematike, sa v dnesnej dobe ukazuje ako doleZitd
kompetencia. Argument odvolanim sa na autoritu moéZe v niektorych situdcidch stacit,
ale su situdcie, najmd v matematike, kedy odpoved ,lebo je to v ucebnici“ nie je po-
stacujica, resp. by postacujica byt nemala. V prispevku sa preto zameriame prdve na
aktivity podporujice hlavné argumentacné maody, ktoré mozno identifikovat vo vybrangch
slovenskych ucebniciach pre zdkladné skoly, resp. ulohdch uréenych pre Ziakov druhého
stupria ZS.

KLiCOVA SLOVA: argumentéicia, dovodenie, tlohy vedice k argumentécii, diskusia
v triede.

Uvop

Argumentdcia je v matematike vSade pritomnd, mozno ju identifikovat vo vset-
kych jej oblastiach. Uréite by sme sa jej nemali venovat len pri tematickej ¢asti
Logika, doévodenie a dokazy. Nasou tllohou by mal byt jej dostatoény rozvoj u na-
Sich ziakov.

K rozvoju argumenticie nas zavizuje aj Statny vzdelavaci program (dalej
ako iSVP), kde pricom podla iSVP (SPU, 2016, s. 3) Ziaci maji na hodinach
argumentovat, komunikovat a spolupracovat v skupine pri rieSeni problémov. Sa-
mozrejme, iISVP identifikuje viaceré oblasti, ktoré na matematike mame rozvijat,
my sa vSak zameriame prave na argumentaciu a komunikaciu v triede.

Ulohami, ktoré st ¢&isto proceduralnymi (typu vypocitajte) sa argumentacna
droven ziakov len tazko bude rozvijat. Preto sa v dalSom texte zameriame nielen
na argumentacné mody tak, ako st identifikované v odbornej literatire, ale aj na
tlohy, ktoré k argumentécii a diskusii v triede maja Sancu viest. Ukézeme si, ako
s nimi moZno jednoducho pracovat na zvySovani argumentacnej irovne Ziakov.

Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Univerzita Komenského v Bratislave,
slavickova@fmph.uniba.sk
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ARGUMENT A ARGUMENTACIA

Argument definuje Toulmin (1958,/2003) ako néstroj, vdaka ktorému z pociatoc-
nych dat vyuzitim legitimnych krokov prichddzame k tvrdeniu. Tieto legitimne
kroky mozno zabezpecit napr. opretim sa o platné tvrdenia, dalej moZno iden-
tifikovat mnozinu, pre ktord tvrdenie bude platit, resp. identifikovat tie prvky,
ktoré platnost tvrdenia popieraja.

Freeman (2005) identifikuje 4 mdédy argumentécie:

e a priori méd, kedy sa opierame o intuiciu,

e empiricky mdéd, ked o pravdivosti tvrdenia rozhodujeme na zaklade skiise-
nosti,

institucionalny mod, ako argument pouzijeme zname tvrdenia, opierame sa
o platné vztahy a pod.,

e hodnotiaci méd, ked argumenty logicky usporiadame a vytvorime dokaz tvr-
denia.

Argument, ktory poskytneme, moze mat viaceré funkcie. MoZeme pomocou neho
vyargumentovat platnost tvrdenia (ukdZzeme, Zze funguje ale nemusime vediet,
preco), mozeme vdaka nemu pochopit, pre¢o tvrdenie funguje (Hanna, 1990),
systematizciou argumentom sa mozeme dopracovat k dékazu (de Villiers, 1990),
moze podporit komunikiciu v skupine (Knuth, 2002).

Z pohladu zvoleného pristupu, ¢i od konkrétneho k vSeobecnému, alebo na-
opak, rozlisujeme dve zdkladné formy argumentu: induktivny a deduktivny. Pri
induktivnom argumente vychadzame z konkrétnych pozorovani a vyslovuje hy-
potézu. Aj ked naSe pozorovania st korektné, hypotéza este nemusi byt platna.
Typickym prikladom induktivneho myslenia a smerovaniu k nespravnemu zaveru
je uloha o pocte oblasti v kruhu, na ktoré ho delia tetivy tvoriace n-uholnik aj
s tetivami (vid obr. 1)

Obr. 1: Pocet oblasti, na ktoré mozno kruh rozdelit
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Z prvych troch obrazkov ndm vychadza, ze pdjde o mocniny dvojky. Toto
vSak plati len ak je pocet bodov na kruznici mensi ako 5. Pre vpisany patuholnik
s uhloprieckami je pocet oblasti 31, nie 32.

Na druha stranu, deduktivny argument sa opiera o vSeobecne zname tvrde-
nia (vety, definicie, vzfahy, a pod.) a ukazuje platnost (resp. neplatnost) nasho
konkrétneho tvrdenia. V tomto pripade, pokial st platné premisy, zaver musi byt
platny.

Forma argumentu moze byt tiez rozna, pre nase potreby budeme rozliSovat,
¢ argument je podlozeny obrézkom (¢i uZ $pecifickym, alebo vSeobecnym), alebo
vyuziva algebraické vyjadrenia (¢ uz konkrétne, alebo vSeobecné), alebo pouziva
analdgiu (¢i uz zo Skolského prostredia, vlastnych skisenosti a pod.)

Pre nas bude délezitd ako komunikacia, tak vnesenie pochopenia, pre¢o dané
tvrdenie plati, alebo neplati.

ULOHY ZO SLOVENSKYCH UGEBNiC

Pre nasledujuce tlohy si skuste rozmysliet:
e (i ide o zadanie, ktoré vyzaduje argumentaciu ziaka,
e ako by ste s pracovali na hodine s tymto zadanim,
e Co by ste uznali za hodnoverny argument, ak si ho riesenie vyzaduje,

e aky argument by ste neuznali a preco.

Uloha 1. Igorova hadanka (prebrané zo Sedivy a kol., 2008, s. 15)

O osem rokov bude mat’ méj stryko dvakrét tol'’ko rokov, ako mal pred dvanastimi rokmi.
Rozhodnite, ktora z nasledujtcich rovnic spravne vyjadruje pocet rokov, ktoré ma Igorov
stryko dnes.

Ax—12=2(x+8) B2(x—12)=x+8 C2x+24=x+8
D2x—12=x-8 E ani jedna z rovnic nie je spravna

Sedivy a kol. (2008, s. 15)

Uloha 2. Milanova séria (prebrané zo Zabka a Cernek, 2012, s. 6)
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.
‘ Milanovo rieSenie: J \
’;><i; 6,6,10 7,7,10 8,8, 10 9,9, 10 10, 10, 10

To je 5 moznosti. Trojuholnik so stranami 10, 10, 10 je rovnostranny, ale je vlastne aj
rovnoramenny.

10,10,10 10, 10,9 10, 10, 8 . 10,10,1

To je 10 moznosti.
\V}'Isledn}'l pocetje 10 +5=15 /

Uloha 2 pontika hned niekolko momentov, pri ktorjch treba diskutovat a argu-
mentovat. Hned prvym je ujasnenie si zadanie. Ak sa v zadani piSe ,,ma najdlhsiu
stranu dlha 10 cm® ¢i moze byt aj viac takychto stran (dve, alebo aj vSetky tri).
V odpovedi na preéiarknuttt moznost 5, 5, 10 je oéakdvand trojuholnikové nerov-
nost. Argument moze byt pomenovanim vlastnosti, alebo jej vysvetlenim, preco
sa trojuholnik s dizkami stran 5, 5, 10 neda zostrojit. Ndjdenie chyby v Milano-
vom rieseni (t.j. véimnutie si dvakrat zapocitanej trojice dlZok rovnostranného
trojuholnika) pdsobi pomerne zjavne (najmé vzhladom na prehladnost zapisu
v uéebnici), mozno tu ale poéitat aj s konfrontéciou s vlastnymi rieSeniami.

Potencial pre argumentovanie v oboch tlohach je asi zjavny. Kym v pr-
vej identifikujeme argumentaciu vypoctom a vysvetlenim platnosti pouzitého
vztahu/rovnice, v druhej vidno o nieco SirSiu paletu pristupov. Uz len samotné
zadanie vedie k diskusii a tym padom aj argumentacia mé svoje zasttupenie.

Ulohy nemusime riesif presne tak, ako ich zadéva ucebnica, niekedy pomoze
preformulovanie, alebo zaradenie aktivit tak, aby nasi ziaci boli schopni tlohu
uchopitf. Ak uz poznaji terén, na ktorom sa pohybuji, lahSie sa im zaujme sta-
novisko.

Uloha 3. Zistite, & stcet dvoch nepéarnych ¢&isel je vidy parne éislo.

000 . 0000
* 00 olelele!
3 + 5 = 8
O 10 O O _[0 @) (@)
(o * |o | o) O o)
2k+1 + 2m+1 = 2k+1+2m+1=2k+2m+2=2(k+m+1)=2p

Obr. 2: rozne médy argumentéacie
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RieSenie moze prechédzat od obrézkového konkrétneho k obrazkovému vseo-
becnému a tiez algebraickému rieSeniu. Tieto vyjadrenia sa moézu prelinat a jedno
modZze pomoct k ustaleniu druhého.

V tlohe 3 nemusime zadanie prebraf tak, ako je uvedené. Ulohu mozno pre-
formulovat na otvorent, kedy budeme zistovat, ako to je s paritou stétu dvoch
neparnych ¢isel. Mozeme k tomu prist najskor skiSanim niekolkjch stctov a az
potom sa opytat, ¢ to plati vzdy.

Uloha 4. Je pravda, ze v lubovolnom trojuholniku plati, Ze stcet vnitornych
uhlov je 180°7

Aj ked je zjavné, ze odpoved moze byt len typu 4no/nie, myslim, ze sa malok-
tory uditel s takou odpovedou uspokoji a bude nasledovat otézka typu , Preco?*
Otazka na podporu argumenticia mé zmysel najmi ak sa ziaci eSte nestretli
s tvrdenim o stcte vnutornych uhlov trojuholnika. Vie byt dobrou motivaénou
tlohou podporujicou aj skiimanie, ¢i to plati pre vSetky trojuholniky a ako by
sme to mohli oddvodnit.

Ako by ste preformulovali tloh 4?7 Pripadne, aké ivodné aktivity by ste robili
skor, ako by ste sa pokusili o vyargumentovanie platnosti tvrdenia? K akému
typu argumentu by ste sa radi s Vasou triedou dostali?

DALSIE ULOHY NA POUZITIE V TRIEDE

Uvadzame niekolko tiloh, ktoré mozno pouzit na druhom stupni ZS podporujtice
rozvoj argumentacie a pre nas poskytujice vyborna spitni vizbu o chapani
jednotlivych konceptov. Pre kazda u nich skiiste ndjst ¢o najpestrejSiu paletu
moédov argumentacie.

Uloha 5. Rozhodnite o pravdivosti nasledujicich tvrdeni:
a) Ak a, b, ¢ st dlzky stran trojuholnika, potom plati a + b = c.
b) Péfuholnik mé& menej pravych uhlov ako Stvorec.

¢) Ked ,odstrihneme“ ¢ast z rovinného ttvaru, zmensime tym jeho obsah aj
obvod.

d) Ak pripocitame rovnaké ¢islo k éitatelu a menovatelu zlomku, potom sa hod-
nota zlomku zvacsi.

e) Ak sa cena znizi o 20 % a potom sa opét zvysi o 20 %, v podstate sa cena
nezmenila.

111



MARIA SLAVICKOVA

V ¢Casti a) nés zaujima, ¢i rozumeja trojuholnikovej nerovnosti, t.j. vedia po-
vedat kontrapriklad pre aké dizky a, b, ¢ nepojde o dlzky stran trojuholnika.
V casti b) ide o vlastnosti n-uholnikov a uvedomenie si, kolko pravych uhlov
moze mat patuholnik (konvexny, alebo nekonvexny). V ¢asti ¢) ide u uvedomenie
si, Ze zmensenim obsahu sa nemusi zmenif aj obvod. Cast d) je zamerana na
pochopenie pojmu zlomok a delenia na rovnaké ¢asti a Cast e) je zamerand na
najcastejsiu chybu pri praci s percentami (problém urcenia zakladu).

Préaca s tvrdeniami ktoré nie st pravdivé ma tiez svoje opodstatnenie. Mini-
malne také, Ze si ziaci moézu uvedomit, ako nepresnost vyjadrovania moze viest
k neurcitym zaverom, napr. ze je vyrazny rozdiel medzi ostrou a neostrou nerov-
nostou.

ZAVER

Rozvoj argumentacnej urovne Ziakov nie je jednorazova ¢innost. Malo by ist
o kontinualnu pracu na hodinach matematiky uz od prvého stupna. Samozrejme,
aktivity musia byt primerané kognitivnej tirovni ziakov. Ulohy, na ktorjch mozno
rozvijat argumentéciu svojich ziakov by mali byt kontextovo pestré, obsahujuce
sktimanie, hladanie roznych ciest k najdeniu odpovede, ¢i tvrdenie je, alebo nie
je platné. To vedie k formulovaniu (spociatku trividlnych) hypotéz, k zovseobec-
neniu a overeniu. DoleZitou sticastou je komunikécia v triede, schopnost poctvat
argumenty ostatnych a vediet na ne zareagovat. Tym sa rozvija aj schopnost ko-
munikécie, prezentovania vysledkov a upevnenie vzorcov chovania sa v skupine.

Potreba argumentovat nevznikne sama o sebe, je potrebné ju podporit vhod-
nymi tlohami a dopliiujicimi otdzkami k nim. V ucebnici nie je hned na prvy
pohlad jasné, ¢i sa argument vyZzaduje, alebo nie. Je na naSom zvaZeni, kedy a ako
velmi do hibky argument vyzadovat. Dolezité je nielen sa pytat ,,Preco?“, ale aj
vediet, kedy sa prestat pytat.
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DIGITALNI VYUKOVE MATERIALY EDHANCE

Pavlina Vilimovska, Gabriela Divisova

ABSTRAKT

Strucéné predstaveni vzdélavaci aplikace, kterou vyviji nase firma — ustecky startup Ed-
hance. Ndsleduje prezentace nasich digitdlnich vyukovych programi zamérenych na vy-
uku matematiky na ZS a pripravu na prijimacky na viceletd gymndzia, popis jejich
struktury, garanti, autori, nase inspirace.

Kri¢ovA sLova: Edhance, digitdlni vyukové materidly, vzdélavaci aplikace, multiplat-
formni aplikace, piijimaci zkousky, matematika, viceletd gymnazia, 5. t¥ida ZS, moderni
technologie, interaktivni tabule, multimedialni, animace, Hejného metoda, interaktivni
cviceni, testy, domaci tkoly, samostudium.

UvoDNI ¢AST: VYUKA S EDHANCE

Startup Edhance prinasi skolam digitalni vzdélavaci obsah s vyuzitim jejich stava-
jicich technickych moznosti. Cilem spole¢nosti je modernizovat vyuku ve skolach
nejen v Ceské republice kombinaci atraktivnich technologii, spoluprace se zkuse-
nymi lektory a pripravy vyukovych programi, které ve skolnich osnovéch casto
nemaji dostatecny prostor. Edhance $kolam nabizi multiplatformni aplikaci s vir-
tudlnim vzdélavacim prostiedim, které slouzi ke spravé vyuky a obsahuje sirokou
nabidku komplexnich vyukovych materiali. Aplikace se spousti pfimo z webo-
vého prohlizece a je tak dostupné pro vSechny typy zafizeni — osobni pocitace,
tablety, mobily. Samoziejmosti je propojeni s interaktivni tabuli.

Edhance, s.t. 0.,
pavlina.vilimovska@edhance.cz, gabriela.divisova@edhance.cz
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Obr. 1: Aplikace Edhance je multiplatformni

PLATFORMA EDHANCE — APLIKACE

Vyukové kurzy v aplikaci jsou strukturovany nasledovné:
Privodce lekci:

e opora pro vyucujiciho
e pokyny pro praci s danou lekei

e funkce zobrazeni prezentace v novém okné (napf. pro interaktivni tabuli)

Studovna:
e prostor pro samostudium zaka
e interaktivni forma a poutavy multimedidlni obsah
e tréninkové prostiedi pro zakovu pfipravu podporujici informatické a kritické
mysleni
Interaktivni cviceni:
e nastroj pro procvicovani znalosti

e interaktivni forma s multimedidlnim obsahem

automatické vyhodnoceni spravnosti feseni

bezpecny prostor pro chybovani a nalézani feSeni
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Aktivity:
e nastroj pro procvicovani a testovani znalosti
e interaktivni forma s multimedidlnim obsahem
e automatické vyhodnoceni spravnosti feSeni
e sledovani tispéchi a postupu Zakova studia

e individualizace vyuky

VYUKOVE PROGRAMY V RAMCI PREZENTACE JUM

PRIPRAVA NA PRIJIMACKY Z MATEMATIKY NA VICELETA
GYMNAZIA

Digitalni vyukovy program vznikl v kooperaci se Spickovymi odborniky z oblasti
didaktiky, kreativy, grafiky a SW vyjvoje a za odborné garance PhDr. Magdaleny
Kratké, doc. PaedDr. Petra Fisenmanna, CSc., a podpory prof. RNDr. Jifiho
Cihldre, CSc., ktery pusobi jako tvurce didaktickych pomiicek a uéebnic oboru
Matematika.

Garanti programu:

doc. PaedDr. Petr Eisenmann, CSc., docent Katedry matematiky Prirodovédeckd
fakulta Univerzity J. E. Purkyné v Ust{ nad Labem

PhDr. Magdalena Kratka, Ph.D., zdstupkyné vedouciho katedry a odbornd asis-
tentka Katedry matematiky Prirodovédeckd fakulta Univerzity J.E. Purkyné
v Usti nad Labem

Autoii: Mgr. Kadek Gabriel, Mgr. Lobel Miroslav, Mgr. Sipova Daniela
Aprobovani pedagogové matematiky s dlouholetou prazi a zkuSenostmi s tvorbou
vyukovych materidli.

Prijimaci zkousky na viceletd gymndzia absolvuje zdk na konci 5. ro¢niku.
Testy provéruji zakovy znalosti v tematickych okruzich:

o Cislo a pocetni operace (zékladni pocetni operace, zlomky, ¢iselné osa, slovni
ulohy)

o Zauvislosti, vztahy a prdce s daty (schémata, tabulky a grafy)
e Geometrie (konstrukéni tlohy, obvody a obsahy, geometrie v prostoru)

e Nestandardni dlohy (logické tlohy a problémy).
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Obr. 2: Uloha z okruhu Geometrie — Osova soumérnost

Aby byl zék dspésny pii absolvovéni testit musi prokdzat vysokou uroven
znalosti a dovednosti ve vyse uvedenych oblastech. Pro zéky, ktefi maji ambice
prechodu na viceletd gymnéazia je bézna jejich vyssi motivace k sebevzdélavani
a samostatné pfipravé na tuto zkousku.

Velkou pridanou hodnotou tohoto programu je ¢ast vénovana tématdim po-
kryvajici kurikulum matematiky pro 5. ro¢nik, kterd by mél zak, pripravujici
se na pfijimaci zkousku perfektné ovladat. Zak neustale chybujici v diléich ¢és-
tech tematickych celcich ma diky této ¢asti moznost vratit se tzv. ,na zacatek*
a postupovat v ucCeni pomalejsimi kricky. Diky souboru gradovanych tloh ke
kazdému tématu je snadné urcit zadkovu troven znalosti a dovednosti a zaméfit
se tak na konkrétni problém a jeho TeSeni.

Kurz ,, Priprava na prijimacky z matematiky na viceletd gymndzia“ obsahuje
ndsledujici ¢dsti:

Ukdzkouvy priklad (obr. 3): formou animovaného videa detailné rozebrany po-
stup Teseni nejcastéji se objevujici ulohy z daného tématu.

Testové ulohy: vice jak 140 interaktivnich cviceni s funkci automatického vy-
hodnoceni, které jsou svym rozsahem i formou podobné jednotnym pfijimacim
zkouskam.

Testové sady: kompletni sady tréninkovych testd se zadanim, zaznamovym
archem a klicem k vysledktim slouzici k simulaci redlné zkousky.

, Co uz vim*:

5. ro¢nik ZS zpracované v grafické podobé s detailnim popisem Feseni tilohy.
b) Gradované tlohy: vice jak 250 interaktivnich cviceni rozdélenych do 3 tirovni

obtiznosti pro rozliSeni trovné znalosti zakt v matematickych tématech pro

5. ro¢nik.
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Obr. 3: Ukézkovy piiklad z okruhu Cislo a podetni operace — Ciselné osa

MATEMATIKA PRO 5. ROCNIK

Vyukovy material je tvoren v kooperaci se Spickovymi odborniky z oblasti di-
daktiky, kreativy, grafiky a SW vyvoje a za odborné garance PhDr. Magdaleny
Krdtké, Ph.D., doc. PaedDr. Petra Eisenmanna, CSc.

Garanti programu:

doc. PaedDr. Petr Eisenmann, CSc., docent Katedry matematiky Prirodovédeckd
fakulta Univerzity J. E. Purkyné v Usti nad Labem

PhDr. Magdalena Kratka, Ph.D., zdstupkyné vedouciho katedry a odbornd asis-
tentka Katedry matematiky Prirodovédeckd fakulta Univerzity J. E. Purkyné
v Usti nad Labem

Autoii: Mgr. Kadek Gabriel, Mgr. Lobel Miroslav, Mgr. Sipova Daniela
Aprobovani pedagogové matematiky s dlouholetou prazi a zkusenostmi s tvorbou
vyukovych materidli.

PRI TVORBE VYUKOVYCH MATERIALU SE INSPIRUJEME

Ovérenym zdrojem kvalitnich matematickych tloh je pro nas ucebnice Matema-
tika pro 5. rocnik zdkladnich skol od autori: prof. RNDr. Jifitho Cihlafe, CSc.,
a PeadDr. Milana Zelenky.
Dale vyuzivame také principy Hejného metody napt.:
e prace s chybou a predchazeni strachu z matematiky

— prostfedi studovny s interaktivnimi cvic¢enimi, kde si zak miZe problema-
tiku trénovat stale do kola
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Obr. 4: Uloha z lekce Pfirozena &isla — ¢iselnd osa

— interaktivni cviceni maji automatické vyhodnocovani — zék okamzité vidi,
jak byl tspésny a kde nejcastéji chyboval. Vysledky se nezaznamenavaji
do zakovského profilu.

e primérené vyzvy

— 3 Grovné naroc¢nosti cviceni

— moznost individualizovat vyuku

ZAVER

Zijeme v informacni dobé, kdy se technologie pro pfistup a praci s informacemi
vyvijeji velmi rychle a jejich fungovani je zalozeno na neustéale se aktualizujicich
poznatcich o fungovani lidské pozornosti a vytvareni navykid. Soucasny vzdéla-
vaci systém se pritom stale ve velké mife spoléha na zprostiedkovani urcitého
yinforma¢niho kdnonu* s minimalnim pfihlédnutim k tomu, na co jsou dnesni
déti zvyklé. Proto jsme se rozhodli vyvijet inovativni vjukové programy, které
jsou zameérené na efektivni praci s informacemi a jejich vyuziti v zivoté. Doporu-
¢ujeme vyzkouset si nase digitalni vyukové programy piimo v aplikaci Edhance,
pro tyto téely nabizime 30denni zkusebni pfistup zdarma. Staci se zaregistrovat
na nasich webovych strankach — viz Dulezité odkazy a materidly, nize.
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DULEZITE ODKAZY A MATERIALY:

Portal Edhance — https: //portal.edhance.cz/

Webové stranky Edhance — http: //www.edhance.cz/

Zkusebni pfistup do aplikace — https: //edhance.cz/vyzkouset-nyni/
Informatika — https: //edhance.cz/informatika-i/

Bali¢ek STEM — http://edhance.cz/balicek-stem/

Facebook Edhance — https: //www.facebook.com/edhance.cz/

YouTube Edhance —
https: //www.youtube.com/channel/UCYV7WUF-mKCkF8BUvIPOIEw

LinkedIn — https: //www.linkedin.com/company /edhance-s.r.o0./
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JAK NADANE DETI PROSPIVAJI
VE SKOLNI MATEMATICE?

Irena Budinova, Jitka Panacova

ABSTRAKT

Prispévek se vénuje vzdéldvdni nadanych Zdki v matematice. Strucéné teoreticky pojed-
ndvd o vzdélavani nadanych Zdki a moznych rizicich v jejich vzdéldvani. Dvé pripadové
studie ilustruji rozdilné zkusenosti nadanych Zaku s prijetim ve $kolnim prostreds.

KL{GOVA SLOVA: nadani Zaci, matematické nadéni, matematickd tloha, FeSitelské stra-
tegie.

UvoD

Vzdélavani nadanych zaka je v poslednich letech vénovana zvysend pozornost
a nadani zaci maji rizné moznosti nadstavbového vzdélavani mimo skolni bu-
dovu. Otazkou ale je, zda tyto nadstandardni aktivity zasahuji do skolniho svéta
zak1, nebo zistavaji jen mimo néj. Ve skole totiz zaci travi podstatnou ¢ast svého
dne a bylo by proto zadouci, aby pravé zde jim byla vénovana takova pozornost,
kterd umozni pozitivni rozvoj jejich nadani.

Prispévek pojednava o pripadech dvou zakt, ktefi jsou nadani v matematice,
avsak jejich prichod skolnim systémem neni z hlediska péce o nadané zaky opti-
malni. Prestoze se tyto pripady od sebe vzajemné lisi, v obou lze konstatovat, ze
na urovni skoly nebylo nadani identifikovano a tito zaci v ramci skolniho prostredi
neziskali adekvatni vzdélavani.

Na zacatek stru¢né uvedeme problematiku vzdélavani nadanych zakid do teo-
retického ramce.

Katedra matematiky, Pedagogicka fakulta, Masarykova univerzita, Brno,
budinova@ped.muni.cz, panacova@ped.muni.cz
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NADANI ZACI A JEJICH VZDELAVANT

Nadani lidé jsou nebo mohou byt vyjimeéni v oboru svého nadéani. To, zda
»jsou“ nebo ,mohou byt“, je uz prvni nejednoznacnost, se kterou se ve vy-
mezeni pojmu nadani setkdvame. Rozdil je v tom, zda nadéni chiapeme jako
projev nadprimeérného vykonu, ¢i jako potencidl podavat nadpriimérny vykon
(Hfibkova, 2009). Oba pohledy maji své opodstatnéni. Nadani jakoZto potenciél
podavat nadprimérny vykon je néco, co bylo jedinci ,dano shiry“, ale nemusi
to byt v prubéhu zivota rozvinuto v néco hodnotného. Nadani jakoZto projev
nadprimérného vykonu je potencidl rozvinuty pili, ziskdvanim potfebnych zna-
losti a zkuSenosti. Takto vymezené nadéani se snadnéji méri testy, a to na zakladé
vykonu. I potencial bychom totiz museli méfit projevenym vykonem, ktery je
v8ak ovlivnén celou fadou dalsich faktora (Hfibkova, 2009). Nadany zak navic
nemusi z riznych davoda pfi jednordzovém meéfeni potencialu podat adekvatni
vykon. Témito duvody mize byt to, Ze testovany zak potfebuje vidét smyslu-
plnost svého zatazeni do kategorie nadpriamérnych, coz nemusi vzdy platit, ne-
musi se jednat o spolupracujici typ, mize mit potize s pisemnym testovanim
aj. Nadané zaky je vhodnéjsi sledovat dlouhodobé, poznavat jejich silné a slabé
stranky.

Historicky bylo intelektové nadani tzce spojovano s vysi inteligencéniho kvo-
cientu (1Q). Vyzkum odhalil, Ze globalni inteligence sama o sobé neni jedinym,
ale ani spolehlivym ukazatelem pozdé&jsi tspésnosti ditéte mimo Skolni prostiedi
(Portesova, 2011) a zbyvalo poloZit si otdzku, které jiné schopnosti a vlastnosti
se k tspéchu v budoucim zivoté vazi vice nez IQ. Jednim z vyzkumniki, ktery se
na tuto otazku pokusil odpovédét, byl v 2. poloviné 20. stoleti Joseph Renzulli.
Vytvoril tzv. Trikruhovou koncepci, v niz je nadani prunikem tii okruhui charakte-
ristik: nadprimérngch schopnosti, tvofivosti a angaZovanosti v tkolu (Renzulli,
1978). Renzulli navic rozlisoval mezi Skolnim a tvorivé-produktivnim naddnim
a upozornoval na to, Ze kvality oceniované ve Skolnim prostfedi nemusi pred-
povidat Gispéch v redlném zivoté (Renzulli, 1978). Renzulliho princip je dodnes
platny i v ¢eském kontextu. Ackoli se jiz vi, ze Ttikruhova koncepce neni vycer-
pavajici (Budinova, 2018), nebot nezohlediiuje napt. zékovo zézemi at doma nebo
ve Skole, zkuSenosti ukazuji, ze pravé tvorivost a angazovanost v tikolu dopliuji
zakovy nadpriimeérné schopnosti, aby jich dokazal smysluplné vyuzit.

Howard Gardner v roce 1983 vytvoril teorii multiplikativnich inteligenci, v niz
rozlisil osm relativné nezavislych inteligenci, které jsou u kazdého jedince rtizné
rozvinuty (Gardner, 2006):

1. Jazykovd inteligence, pouzivana pfi ¢teni textil, psani (napf. eseje nebo bas-
né), souvislém mluveni a porozuméni prednaskdm.
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2. Logicko-matematickd inteligence, pouzivana pri feSeni matematickych pro-
blémi, at uz slovnich nebo pocetnich, proviadéni matematickych nebo logic-
kych dukazi.

3. Prostorovd inteligence, pouzivand v kazdodennim zivoté pfi orientovani se
v prostoru.

4. Muzikdlni inteligence, pouzivana ptfi hrani na hudebni néstroj ¢i zpivani, ale
také pfi porozuméni poslouchané hudbé.

Telesneé-kinestetickd inteligence, pouzivana pii sportovani, pohybu.

6. Interpersondlni inteligence, pouzivand pro porozumeéni, pro¢ se druzi lidé cho-
vaji tak, jak se chovaji, pfi rozhodovani se, jak vhodné reagovat na komentare
druhych lidi.

7. Intrapersondlni inteligence, pouzivana pii porozumeéni sama sobé — pro¢ pre-
myslime, citime a kondme urcitym zpusobem — a poznani nasich silnych stra-
nek a limita.

8. Prirodni inteligence, pouzivana pfi porozumeéni zivé a nezivé ptirodeé.

Pii diagnostice nadani je dnes tato teorie brana v potaz, zdk by se mél do-
zvédét sviyj celkovy profil schopnosti (Budinova, 2018).

George Betts a Maureen Neihart (1988) zavedli Sest profili nadangch Zaki:

Uspésnd Zdci, ktefi jsou oblibeni u uéitelt, obdivovani spoluzaky i rodic¢i; maji
excelentni vysledky ve Skole a jsou Casto vytipovani uciteli; tito zaci, jakoz i zaci
z dal§ich profild, se ve skole snadno za¢nou nudit.

Autonomni Zdci, ktefi jsou obdivovani pro své schopnosti, jsou vnimani jako
ti, ktefl uspéji; maji dobré sebevédomi, vysokou vnitini motivaci; mivaji dobré
znamky.

Skryvaci naddni (,underground gifted“), ktefi ptisobi tiSe a ostychavé, jako
malo odolni a precitlivéli, jsou vnimani jako ispésni prumeérni; nejsou si jisti sami
sebou, maji nizké sebevédomi; ve skole nebyvaji identifikovani.

Defenzivni odpadlici, ktefl jsou vnimani jako neposlusni, nepfijimaji je dospéli
ani vrstevnici; jsou stale v opozici, maji na vse vztek; objevuje se u nich nesoulad
mezi inteligenci a Skolnimi vysledky, jsou vynikajici v mimoskolnich aktivitach.

Provokatéri (kreativni rebelové), ktef! mivaji problémy s disciplinou, ptsobi
jako iritujici; ve skole se rychle za¢nou nudit, jsou netrpélivi, ¢asto v opozici, maji
nizké sebevédomi; ve Skole nebyvaji identifikovani.

Zdci s dvoji vijjimecnosti (nadané déti s fyzickym hendikepem ¢i s poruchou
uéent). Do této skupiny patfi nadani Zaci s poruchou uceni, nejcastéji dyslexii,
nadani zaci s Aspergerovym syndromem — poruchou autistického spektra, nadani
Zaci s poruchou pozornosti (ADD) ¢i hyperaktivitou (ADHD) aj., ktefi byvaji
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vnimani jako divni a hloupi, ostatni Zaci se jim vyhybaji; nedokdzou reagovat
na pozadavky ucitele, jsou frustrovani, maji nizké sebevédomi, nechapou pti¢iny
svych tézkosti; potfebuji velkou podporu.

Ve skolnim prostiedi byva nadani rozpoznano u zadkd z profilu tspésny ¢i
autonomni zak. Déti z ostatnich profila jsou rizikové a k identifikaci ¢asto nedo-
jde. Dtivodem byva rozpor mezi vnimanim nadani a jeho projevi a skute¢nymi
projevy ditéte.

PRIPADOVA STUDIE 1: MATEMATICKY NADANY ZAK
(8. ROCNIK ZS)

David (jméno je smyslené) je nyni zdkem 8. roéniku. Od jeho néstupu na zakladni
skolu rodice Tesili problémy spojené s Davidovymi projevy ve Skole. Ucitelim
vadila jeho prilisnéd zvidavost a dalsi projevy pramenici z tvofivosti. Rodice byli
Casto zvani do Skoly na tzv. ,koberecek®, aby si vyslechli, ¢im opét David narusil
vyuku. Z téchto dtivodt David do 5. roéniku dvakrat zmeénil skolu a od 6. ro¢niku
Sel na viceleté gymnazium. Velké ocekdvani Davida i rodicli, ze na gymnéziu
bude kone¢né David optiméalné vzdélavan, se nenaplnila. Ackoli vzdélavani jiz
probihalo na vyssi tirovni nez na zakladni skole, David se v matematice stéle
letech a cekal, zZe se ve Skole za¢ne dozvidat néjaké zajimavosti.

Kdyz byl David v 7. ro¢niku, zacal navstévovat mimoskolni hodiny matema-
tiky u prvni autorky tohoto ¢lanku (dale lektorka). David v matematice vykonové
predbihal sviij vék o nékolik let, mél rozsahlé aritmetické predstavy se schopnosti
pamétného feseni vypocti, a to i narocnych, byl zdatny v zobecnovani i geome-
trii. Jako slabé stranky se ukazaly bézné pristupy nadanych zaku, ktefi nejsou
adekvatné rozvijeni (Budinové, 2018): neschopnost zapsat vypocet, chaotické ex-
perimentovani, neznalost FeSitelskych strategii, absence metakognice.

Béhem nasledujicich nékolika lekci se pocateéni zjisténi potvrdila. Zpaméti
pocital i se zlomky nebo desetinnymi ¢isly. Bylo vSak také patrné, Ze Davi-
div matematicky vyvoj je nerovnomérny. Zejména mu chybél rozvoj strategii
feSeni, témér nepouzival metakognici, nebyl schopen zapsat postup feseni tak,
aby mu nékdo dalsi rozumél. Mezery mél také v konkrétnich ¢astech matematic-
kého uciva, napiiklad v konstrukénich tilohach jeho znalosti zaostavaly za trovni
7. ro¢niku.

Lektorka se rozhodla, Ze misto aby postupovala rychle dopredu ke stfedoskol-
skému ¢i dokonce vysokoskolskému ucivu, nejdiive zkulturni jeho projevy v ramci
uciva zakladni skoly. Kdyz zacali pracovat, David pro naro¢néjsi alohy volil nefi-
zeny experiment. Jedna z prvnich véci, kterou se naudil, bylo zapisovat tabulku
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a pouzivat fizeny experiment. David byl pozorny a vnimavy poslucha¢, a navic
mél obdivuhodnou pamét, diky niz si prakticky vSe zapamatoval hned napoprvé.
V prubéhu mésicu si tak velmi rychle osvojoval nejen efektivni postupy feseni,
ale také nové matematické poznatky, které nezapominal. Postupem ¢asu jiz pro
néj byly pfilis jednoduché bézné tlohy 7. ro¢niku, postupné ale také 8. ¢i 9. roc-
niku. Bylo stale naro¢néjsi objevovat tlohy, které by pro néj predstavovaly vyzvu.
Ke konci skolniho roku se musely zadavat tlohy z Matematické olympiady pro
8. ro¢nik a postupné se prechézelo k uc¢ivu stfedni skoly, aby byl tlohou alesponl
trochu zaujat.

Nyni zminime strategie, které David pouzival. David v pocatcich intervenci
nejvice inklinoval k experimentalni strategii, i kdyz vyuzival vSechny tii strate-
gie: experimentalni, aritmetickou i algebraickou. Kdyz pouzil experiment, uka-
zala jsem mu moznost sofistikovanéjsiho feSeni. Tim nartstala jeho zkuSenost
a postupné zacala prevazovat algebraicka strategie, ke které nadani Zaci inklinuji
vzhledem ke své schopnosti zobectiovat.

Nadale pouzival vsechny t7i strategie, bylo ale patrné, jak se méni jeho zpasob
vnimani zapisu feseni. U experimentu nalezl zalibeni v tabulkach a pochopil, ze
pri vyuziti fizeného experimentu je schopen ve dvou krocich naji feSeni ulohy.
Ukazme si to na konkrétnim piikladé. Jedna se o typickou tlohu ze Sbirky tloh
z matematiky pro ZS (Béloun a kol., 1992): Ve trech skladistich bylo uloZeno
celkem 70 tun obili. V druhém skladisti bylo uloZeno o 8,5 t méné a ve tretim
skladisti o 3,5 t vice nez v prunim skladisti. Kolik tun obili bylo uloZeno v jednot-
livyjch skladistich?

Obr. 1: ReSeni fizenym experimentem

David si udélal tabulku, v hornim zahlavi byla jednotliva skladisté a v levém
zéhlavi pfipocitaval kroky. Zacal pfipadem mimo realitu — kdyby v 1. skladisti
bylo 0 tun obili, ve 2. by bylo —8,5 tuny a ve 3. by bylo 3,5 tuny obili. Celkové by
ve skladistich bylo —5 tun obili. P¥idal jednu tunu do 1. skladisté a celkové narostl
pocet tun ve vSech skladistich o 3. Odtud jiz vydedukoval pravidlo a védél, ze
musi pridat dalsich 24 krokt, aby se dostal ne celkovy pocet 70 tun.
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Aritmetickou strategii nadale pouZival nejméné casto, ale stéle se u néj vy-
skytovala. Casto si svoji predstavu dopliioval grafickym znizornénim, jako na
obr. 2.

: ?&aﬁ&ﬂ vA7( 101 ke Pokud je sud napinén do poloviny, mé hmotnost
kg. Kolik vaz{ prazdny sud?

MI5FE=¢4

W13 1)
) Bl s i 51y

Obr. 2: Aritmetické FeSeni s grafickym znézornénim

Rychle si osvojil algebraicky zptusob zapisu i algoritmické feseni rovnic. Alge-
braicka strategie se pro néj postupné stavala prvni volbou a byl schopen pomoci
ni fesit i na sviij vék naroéné tlohy. Uloha na obr. 3 mé néasledujici zadani:
Lichobéznik na obrazku rozdél rovnobézkou se zdkladnami na dva mensi lichobéz-
niky se stejnym obvodem. Pro zadany lichobeznik plati: délky zdkladen jsou 25 cm
a 4 cm, délky ramen jsou 13 cm a 20 cm. V jakém poméru déli rovnobezka strany
velkého lichobézniku?

Béhem 7. ro¢niku se zasadné zlepsil ve schopnosti vyuzivani fesitelskych stra-
tegil, v symbolickém zapisovani aritmetickych ¢i algebraickcyh postupt i v kon-
trolovani spravnosti vysledku. Pro lektorku bylo stale vétsi vyzvou mu vyhledavat
vhodné tlohy. Bézné ucebnice ¢i sbirka tiloh nebyly vhodné, nebot obsahovaly
prilis typické dlohy, nad kterymi nemusel pfilis premyslet. Vhodné byly sbirky
uloh jako (Béloun a kol., 1992) nebo (Krupka, 1995) ¢i Matematika pro bystré
a nadané zaky (Blazkovd, Budinova, 2017), které obsahovaly mnoZstvi myslen-
kové naro¢néjsich tloh. Ke konci 7. ro¢niku jiz pro néj byly jednoduché i tlohy
z Matematické olympiddy pro 7. ro¢nik, byly voleny tlohy pro 8. a 9. ro¢nik.

V 8. ro¢niku jiz nebyla matematika zakladni Skoly dostatec¢nou vyzvou a pte-
slo se k ucivu stfedni $koly. Probraly se funkce (linedrni, kvadratickd, racionalni
lomen4, exponencidlni, logaritmickd, goniometrické) a rovnice a nerovnice (kva-
dratickd, exponencidlni, logaritmickd). Véci, které lektorka studenttim na gym-
naziu vysvétluje jako stredoskolska ucitelka nékolik vyucovacich hodin, stacilo
Davidovi fict jednou vétou, zbytek si domyslel a zobecnil sdm. Na obr. 4 je jeho

grafické Feseni nerovnice 272 > 5.
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Obr. 3: Algebraicky feSena tloha z pocetni geometrie

Obr. 4: Grafické FeSeni nerovnice (8. ro¢nik)
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V ucivu se David timto zptisobem dostal az na troven 2. ¢i 3. ro¢niku ¢tyftle-
tého gymnazia.

Béhem 8. ro¢niku David ziskaval matematické podnéty z doucovani, od svého
otce, ktery je vysokoskolsky matematicky vzdélan, z internetu a z vysokoskolské
ucebnice, kterou dostal od dédecka. Otec ho také uéi programovat, David maluje
v 3D softwaru elektronické soucastky pro americkou firmu.

Na konci 8. ro¢niku ziskal David posudek z Pedagogicko-psychologické po-
radny, ktery deklaruje jeho vysoké matematické nadani. Ve skole dostal moznost
navstévovat matematicky seminaf pro zaky septimy. Presto skola i nadale nena-
bizi dostacujici zptsoby vzdélavani tohoto zaka.

PRIPADOVA STUDIE 2: ZAK SIKOVNY V MATEMATICE
(5. ROCNIK ZS)

Tato ¢ast prispévku zpracovava pripadovou studii zédka 5. ro¢niku, ktery se jevi
jako velmi nadany na matematiku, ale neabsolvoval odbornou identifikaci nadani
na matematiku v PPP ani zddny standardizovany test, ktery by jeho matematické
nadéani potvrdil. Zakovi se vénuje druh4 autorka tohoto ¢lanku.

Adam (jméno je smyslené) byl jiz jako pfedskoldk velmi zvidavé, hloubavé
dité, které vykazovalo nezvyklou trpélivost pii ¢innostech, jez ho zajimaly. Uz
jako maly dbal na pofadek a svoje ¢innosti konal s preciznosti. Rodice i uci-
telky u Adama v jeho predskolnim obdobi shledaly, Ze je ,napfed“ v porovnani
s jeho vrstevniky v mnohych oblastech. Pfed nastupem do skoly umél éist a psat,
a zvlasté jeho matematické schopnosti se jevily mimoradné. V péti letech se ori-
entoval v Case, poznal, kolik je hodin, hral sachy, pocital do tisice, dokazal s¢itat
a odcitat prirozena ¢isla do 100. Odvodil si sim nasobeni jako opakované séitanti,
tj. 7-8 =8+ 8+ 8+ 8+ 8+ 8+ 8 = 56. Po rodic¢ich vyzadoval stale priklady
tohoto typu, pfi¢emz pfi jejich TfeSeni se u néj projevovaly dobie vytvorené pred-
stavy o ¢iselné fadé, usporadani v mnoziné prirozenych ¢isel, zdkonitosti operaci
s¢itani, od¢itani a nasobeni prirozenych ¢isel. Pfi feSeni riznych tloh pak funkéné
pouzival vlastnosti téchto operaci. Kromé této poctarské zaliby mél velky zajem
o vesmir a zemépisnou tématiku, ve kterych vynikal svymi encyklopedickymi
znalostmi.

Z uvedenych divodid nastoupil do 1. roéniku o rok drive. Z Pedagogicko-

vvvvvv

tvrzujicimi tdaji, Ze se jedna ve vSech oblastech o mirné nadpriimérného zéka,
v matematice o vysoce nadprimeérného.
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Dle ocekéavani rodic¢i nebyl pro Adama po jeho nastupu do 1. ro¢niku zadny
skolni pfedmét problém. Az do 5. roéniku vyborné prospival ve vSech predmétech.
Z rozhovoru, ktery lektorka vedla s Adamovymi rodici, vyplynulo, Ze s nadstupem
do skoly vSak jeho dfivéjsi velky zajem o matematiku jako mimoskolni aktivitu
najednou zcela upadl do pozadi. Tytam byly jeho aktivity spojené s po¢tarstvim,
Adam se v tomto obdobi zacal aktivné vénovat sportu a ze zdjmovych ¢innosti
u néj prevazovaly dale vesmir a zemépisnad tématika. Dostaval sice stale pouze
jednicky z matematiky, ale vnitini motivace rozvijet se dale v matematické oblasti
jako dfive v predskolnim véku se vytratila.

Adamovi rodice tuto skutec¢nost komentovali tak, Ze se u néj situace spojena
s nadSenym poctarstvim ,ustalila“ ve chvili, kdy zacal chodit do Skoly. Zapadl
pry rychle mezi ostatni zaky a nevycnival zdaleka tolik jako ve Skolce. Rodice
tedy ani neméli motivaci s nim zajit do Pedagogicko-psychologické poradny, kde
by bylo jeho matematické nadani odborniky oficidlné potvrzeno. Ani Adamova
uCitelka je k tomu nijak nenabadala, na tfidnich schizkdch se vzdy na dotaz
rodi¢i pouze vyjadrila ve smyslu, Ze s Adamem nemé problém a Ze je u néj vse
v poradku. Podle rodic¢t snad nezaregistrovala jeho matematicky talent a mozna
ani nevédéla, jakou Adam vykazoval vyjimecnost v po¢tech v pfedskolnim véku.
Adam sice byl vzdy prvni v pocitani priklad, ale protoze v klidu trpélivé sedél,
¢ekal na ostatni, a hlavné nikoho nerusil, tak nebyla nucena mu toto ¢ekani zkratit
predem pfipravenymi zajimavymi matematickymi ¢i logickymi tilohami, které by
jisté rad fesil. Ani poté, co byl Adam uGspésny v fadé kategorii Matematického
klokana, se pani ucitelce nejevil jako nadany v matematice.

7 konstatovani rodi¢t vyplynulo, Ze rozvoj Adamovych matematickych schop-
nosti se s nastupem do Skoly zastavil, ba dokonce vytratil. Nabizi se otazka: ,, Pro¢
se Adamovy matematické schopnosti béhem vzdéldvdni na 1. stupni jiZ neproje-
vovaly tak zretelné a kam se podéla jeho wvnitini motivace hloubéji se rozvijet
v matematické oblasti?“

Po testovani zdka v 5. roéniku pomoci nestandardnich a problémovych tloh,
inspirovanych publikacemi Budinové, Blazkové, Vaiiurové & Durnové (2016)
a Budinové (2018), bylo zifejmé, ze Adamovy matematické schopnosti jsou vy-
razné nadprumérné. Ilustrujme jeho vysledky na tfech problémovych tlohach.

Na obr. 5 je ukdzka aritmeticky feSitelné tlohy, kterou Adam fesil chybné
tak, Ze pocet déti 28 (bez Tomaése) délil t¥emi, tj. 28 : 3 = 9 (1). Svou chybu si
vsak uvédomil, feSeni opravil a oporou o graficky nazor nalezl spravny vysledek.

Pii feSeni tlohy rovnicového charakteru na obr. 6 zvolil Adam aritmeticky
postup od konce pomoci inverznich operaci vzhledem k néasobeni a od¢itani. Je
zde vidét implika¢ni zapis (Budinova, 2018), ve kterém Adam neuvazoval sym-
bol ,=“ jako znak pro rovnost, ale jako pokyn k pocitani. Ulohu fesil spravné.
Zajimavé je si povSimnout, Ze u vétsiny tloh nechybi odpovéd.
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Obr. 5: Reseni tilohy se opira o graficky nazor. Zadani tilohy inspirovano publikaci od

Budinové (2018)
3. Myslim si ¢islo. Kdyz jej vyndsobim $esti a odettu 15, dostanu 135. Které
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Obr. 6: Postup od konce s implika¢nim zapisem. Zadani tlohy inspirovano publikaci od

Budinové (2018)
11. Soucet tfi s€itancl je 360. Prvni dva s¢itance jsou stejné, treti s¢itanec je
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Obr. 7: Uloha rovnicového charakteru feSend fizenym experimentem. Zadani tlohy in-

S

spirovano publikaci od Budinové (2018)

Zptsob Teseni ulohy na obr. 7 poukazuje na elegantné fizeny experiment,
hluboky vhled a intuici, které se pfi feSeni tlohy projevily. Ze spole¢né debaty
k Feseni tohoto ptikladu Adam nejdiive vydélil 360 : 3 = 120. Soudil spravné,
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ze prvni dva sc¢itance budou zcela jisté mensi nez 120. Zvolil tedy nejdiive za
prvni dva scitance ¢isla 115 a tfeti séitanec 121. Soucet téchto tii séitanct vsak
neodpovidal ¢islu 360 v zadani, tedy bylo tfeba za prvni dva sCitance uvazovat
Cisla vétsi nez 115. Zamérné preskocil ve svych dalsich tvahach cislo 116. Je
zajimavé, ze soucty v prvnich dvou sloupcich zleva jsou s chybou, misto 351,
resp. 357 mu vyslo 251, resp. 257.

Pii hlubsi analyze dalSich Adamovych vysledkt Ize konstatovat jeho specifika:

e Jeho zapis byl thledny a srozumitelny.

e Casto volil k fegeni tiloh experimentalni strategii, mnohdy Fizenou.

e U fady tuloh se ¢asto opiral o vhodny graficky nézor.

e Pouze ve vyjimecnych pfipadech se dopoustél numerické chyby, ktera ne vzdy
méla vliv na spravnost vysledku.

e U nékterych uloh si poméhal pamétnymi vypocty, které jiz nezapisoval, coz
svéd¢i o jeho rozvinutych aritmetickych predstavach.

e Refeni fady tloh byla provazena dobrymi logickymi tivahami a vhledem.

e Byl schopen srozumitelné popsat zpisob feseni tloh a tuto schopnost spojil
s matematickou argumentaci a zdivodnovanim.

Z vysledku testovani je tedy zfejmé, ze matematické schopnosti Adama jsou
vysoce nadprumérné, a proto je tfeba se zamyslet nad tim, kam se podél jeho
zépal pro matematiku, ktery mu byl vlastni v predskolnim véku. U Adama se
béhem skolni dochazky projevilo nékolik nepiiznivych okolnosti (rodina se dostala
do tizivé existencni situace, Adam mél fadu mimoskolnich aktivit, které zastinily
jeho zajem o matematiku, a v neposledni fadé zfejmé také v dusledku nizké
profesionality Adamovy uditelky nebyly z jeji strany mimoiddné matematické
schopnosti u Adama viibec rozpoznany), které mély za dusledek jeho stagnovani
v matematice. To vnimame u nadaného ditéte jako problém, protoze nemohou
byt kontinualné rozvijeny jeho schopnosti a dovednosti.

ZAVER
Optimalni vzdélavani nadanych zakt v hodindch matematiky vnimame jako di-
lezité a piinosné. Zak sice mutize zanedbané znalosti dohnat ¢ dovyrovnat v poz-
déjsich letech, avSak vznikaji u néj navyky a postoje k matematice a nékteré
dovednosti jiz pozdéji dohnat nejdou.

Ve dvou pripadovych studiich jsme se setkali se dvéma zaky, jejichz matema-
tické schopnosti byly silné nadprimérné, ale pfitom ve skole nebyli vnimani jako

nadani. Prvni zak s identifikovanym matematickym nadanim mél potize v soci-
alni oblasti a ty se projevily tim, ze byl uciteli vniman jako divny, nikoli jako
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nadany. V typologii Bettse a Neihartové (1988) by jej bylo mozné zafadit do
profilu ,zak s dvoji vyjimecnosti“ z diivodu snizenych socialnich dovednosti, a to
navzdory faktu, Ze u néj nebyly tyto potize oficidlné diagnostikovany, napft. ve
formé Aspergerova syndromu.

Teprve dusledna préce rodici a jeho lektorky vedla k tomu, ze skola postupné
akceptovala svoji roli a zacala se jeho talentu pro matematiku vénovat.

Druhy zék byl naopak vniman jako bezproblémovy a jeho matematické do-
vednosti opét nebyly na trovni skoly kultivovany. V typologii Bettse a Neihartové
(1988) bychom ho mohli zafadit do profilu ,skryva¢ nadani“. Kdyz nebyl dosta-
tek podnétu ze strany Skoly ani rodiny, zak reagoval tim, Ze si nasel jiné zaliby
a matematické nadani ptestal rozvijet.

Jedinou cestou je dobré teoretickd priprava budoucich uditeld, ktefi budou
mit povédomi o tom, jak se nadany zak miize projevovat a jak jej ve vyuce
poznat. Vyzvou pro ucitele mohou byt také matematické znalosti nadaného zéaka,
které mohou znacné prevysovat ucivo prvniho stupné. Uc¢itel také musi mit hodné
trpélivosti a ochoty vénovat ¢as tomu, aby s nadanym ditétem mohl diskutovat
o vécech, kterymi se zak zabyva.
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KONSTRUKCE OMEZENYMI PROSTREDKY

Véra Ferdianova, Jakub Poruba

ABSTRAKT

Kazdy z nas ma zdka ¢i studenta, ktery prisel do vguky bez rysovacich pomicek. Cilem
prispévku je predstavit konstrukce, jeZ se daji sestrojit omezenymi prostredky, napt.
pouze za pomoci kruzitka. Tyto konstrukce predstavil v 18. stoleti Lorenzo Mascheroni.
Nebyl vsak prunim — o sto let drive je publikoval i Georg Mohr, avsak diky tomu, Ze svou
knihu vydal v Amsterdamu, nedostala se do Sirokého povédomi tehdejsi matematické
spolecnosti.

KLiCOVA SLOVA: konstrukce omezenymi prostiedky, Mascheroniho konstrukce, kon-
strukce dvojhrannym pravitkem.

UvoDNI ¢GAST

Konstrukéni geometrie je v ramci stfedoskolského uciva reprezentovana zejména
planimetrickymi a stereometrickymi tlohami. Mnoho zaku a studentt vsak tyto
rysovaci tlohy nemé v oblibé, coz miize byt ovlivnéno mnoha faktory — nedo-
stateénym rozvinutim jak rovinné, tak prostorové predstavivosti, nedostate¢nou
zruénosti, nejasnym vykladem ucitele, zahlcenim tloh a dalsimi (Taborska, 2007).
V konkrétnich hodinach vyuky geometrie se krom vyse zminénych piekazek setka-
vame také s tim, Ze zaci a studenti nemaji potfebné rysovaci pomiicky, pripadné
disponuji pouze ¢asti z nich. Tato situace je ¢astecné fesitelna uzitim libovolného
geometrického softwaru jako je napt. Cabri geometrie ¢i GeoGebra, avsak opét
ne vsichni zaci a studenti maji v rdmci hodiny matematiky k dispozici tablety,
notebooky, at uz osobni ¢i skolni. Navic, pfi uziti takového software spatiujeme
nevyhodu v tom, Ze nebude dostate¢né procviena zrucnost pfi manipulaci s real-
nymi rysovacimi prostfedky. Proto je cilem na nésledujicich strankach predstavit
vybrané jednoduché konstrukéni tlohy, k nimz staci pouze dvouhranné pravitko,

Katedra matematiky, Prirodovédecka fakulta, Ostravska univerzita,
vera.ferdianova@osu.cz, jakub.poruba@osu.cz

137


mailto:vera.ferdianova@osu.cz
mailto:jakub.poruba@osu.cz

VERA FERDIANOVA, JAKUB PORUBA

anebo kruzitko. Prispévek nepojednava o geometrickych diikazech danych kon-
strukci, ani se nezabyva konkrétni vystavbou teorii, ale cilené poukazuje na moti-
vaéni lohy vhodné pro zaky na ZS. S nékterymi tilohami, aniz by bylo explicitné
zékim a studentiim Teceno, Ze se jednd o konstrukci omezenymi prostredky, se
setkavaji bézné v hodinach — jedna se napf. o konstrukci osy tsecky ¢i sestrojeni
pravidelného Sestitthelniku, u néjz zname polomér kruznice, jiz je vepsan.

GEOMETRICKE KONSTRUKCE

S geometrickymi konstrukcemi se v ramci vyuky konstrukéni geometrie na za-
kladni a stfedni Skole nejcastéji setkavame v podobé konstrukénich tloh, které
chidpeme jako tulohy, jejimz cilem je nelézt geometricky utvar, ktery odpovida
vlastnostem zadanym v zadani a je sestrojen uzitim pravitka (libovolného), kru-
zitka ¢i tthloméru. Nebyva zvykem konkretizovat, o jakou konstrukéni tlohu,
s ohledem na uzité prostfedky, se jedné. Ve vyuce na zakladni a stfedni skole roz-
lisujeme ulohy podle zpiisobu zad4ni na polohové (vdzané) a nepolohové (volné).
Omezime-li se vSak pouze na uziti pravitka a kruzitka, ¢imz dojde k ztzeni mnoz-
stvi uloh, které mizeme sestrojit, Ize ulohy klasifikovat nasledujicim zpisobem:
e konstrukce pravitky bez rysky,

konstrukce dvojhrannym pravitkem,

konstrukce tthlovym pravitkem,

konstrukce pravitkem a skleni¢kou (jedna narysovana kruznice) — tzv. Pon-
celet-Steinerovy konstrukee,

e konstrukce pouhym kruzitkem — tzv. Mascheroniho konstrukce.

Predpokladame vsak standardni tzus, tedy Ze stejné jako v eukleidovskych
konstrukcich i zde predpokldadame, ze pravitko je hrana libovolné délky a kruz-
nice jakozto produkt kruzitka je chapana jako libovolna kruznice nenulového
poloméru.

Historie téchto konstrukci saha do 17. a 18. stoleti a poji se s osobnostmi,
jako jsou dansky matematik Georg Mohr a italsky matematik Lorenzo Masche-
roni, ktefi se nezavisle na sobé vénovali pravé konstrukcim pouhym kruzitkem.
Mohrovo dilo vsak bylo nejdfive zapomenuto, proto se tyto konstrukce nazyvaji
pouze Mascheroniho. Po znovuobjeveni Mohrova dila Fuclides Danicus se véta
o konstrukci kruzitkem ,KaZdd euklidovskd konstrukce je sestrojitelnd pouze po-
moct kruzitka® (Mascheroni, 1797) nenazyva Mascheroniho véta, ale pravé také
na pocest Georga Mohra je oznacovana jako Mohr-Mascheroniho.

Poncelet-Steinerovy konstrukce jsou pojmenovany na pocest Svédského ma-
tematika Jacoba Steinera a francouzského matematika Jeana-Victora Ponceleta.
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Ackoliv sice Poncelet formuloval vétu ,,Vsechny konstrukce proveditelné pravit-
kem a kruzitkem mohou byt provedeny pouze za pomoci pravitka a dané pevné
narysované kruznice s vyznacenym stredem,“ byl to pravé Steiner, kdo ji poté
dokazal. Proto jsou tyto konstrukce pojmenovany po obou z nich.

V Ceském prostiedi se popularizaci téchto konstrukci vénoval zejména Jan
Vojtéch, profesor na Ceském vysokém uceni technickém v Brné a Praze, a Vaclav
Hruska, také profesor na prazské technice (Hruska, 1950).

Konstrukce dvojhrannym pravitkem (DP), Mascheroniho kontstrukce (MK)
nebo Poncelet-Steinerovy konstrukce (PSK) jsou stejné silné jako euklidovské.
Témito konstrukcemi lze sestrojit vSech pét zakladnich euklidovskych konstrukci
(tedy sestrojeni pfimky prochdzejici dvéma body; sestrojeni kruznice se stie-
dem v daném bodé, kterd prochézi druhym bodem; sestrojeni priseciku dvou
primek, pokud existuje; sestrojeni prusecikt pfimky a kruznice, pokud existuji;
a sestrojeni pruseciki dvou kruznic, pokud existuji). Ukéazka takovychto dukazi
presahuje Gcel tohoto piispévku, 1ze je vSak nalézt napf. v (Hungerbiihler, 1994;
Smogorzhevskii, 1961; Martin, 1998).

Konstrukce urcené pro zakladni skoly nejsou slozité, ale zak i ucitel se musi
oprostit od zazitych konstrukénich postupt a podivat se na problematiku z jiného
thlu. To muze prispét k hlubsimu porozumeéni geometrickym pojmum a jejich
vztahtim.

KONSTRUKCE DVOJHRANNYM PRAVITKEM

V nasledujici ¢asti si predstavime konstrukce dvojhrannym pravitkem. V zaklad-
nim principu se jedna o systém rovnobézek s pevnou vzdalenosti, ktera je béhem
jedné tlohy neménnad, proto do zapisu konstrukce tuto skuteénost nezapisujeme.
Samoziejmé mohou byt ndmitky, Ze pravitkem nelze sestrojit kruznici, ale mu-
zeme sestrojit libovolny koneény pocet jejich bodt. V takovémto pripadé se zavadi
umluva, Ze za kruznici povazujeme libovolnou dvojici bodd — stfed a libovolny
bod kruznice — které tuto kruznici jednozna¢né uréuji (Smogorzhevskii, 1961).
Pro zaky zakladni skoly, vsak nebude predstavena tloha, kde je tohoto tzu vy-
uzito. Diskusi ke konstrukéni tloze nebudeme uvadét, sestrojime vsak alespon
jedno feseni.

Uloha 1. Mé&jme tsecku AB, sestrojte za pomoci dvojhranného pravitka jeji
stied.

ReSeni. Nasim cilem je sestrojit pfimku nebo tusecku, jenz prochazi stfedem
tuseCky AB a pfitom muZeme vyuzit systém rovnobéZzek s pevnou vzdalenosti.
K tomu idealné poslouzi konstrukce libovolného rovnobézniku, jehoz uhlopticka
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bude tsecka AB a jehoZ strany budou reprezentovany systémem dvou rovnobézek
o pevné vzdalenosti. Usecka AB je jeho ¢asti, a to bud jako jeho strana nebo
jako jeho thlopricka. V idedlnim piipadé sestrojime kosoc¢tverec ACBD. Ptilozime
dvojhranné pravitko tak, aby hrana prochazela body A; B.

Obr. 1: Konstrukee st¥edu tisecky uzitim dvojhranného pravitka (Uloha 1)

Popis konstrukce:

1. AB

2. a,c;A€aNBechalc
3. b,d; AcdABebAb| d
4. C;Ce€anbd

5. D: Deecnd

6.

Sap; Sap € ABNCD
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Uloha 2. Mé&jme piimku p s bodem P, P € p. Sestrojte kolmici k, ktera je kolméa
na primku p a prochazi bodem P.

Reseni. Nasim cilem bude konstrukce koso&tverce, jenz bude mit vrchol v bodé P
a jeho uhlopficka bude hledand kolmice. K tomu budeme potfebovat sestrojit
pomocny rovnoramenny trojuhelnik jehoz soucasti bude nami hledany rovinny
atvar. Opét se vyuzije systém rovnobézek s pevnou vzdalenosti, coz reprezentuje

ve skutec¢nosti horni a dolni hranu dvojhranného pravitka.

h

Obr. 2: Konstrukee kolmice k piimce vedené danym bodem (Uloha 2)
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Popis konstrukce:

1. P,p; Pep

- g his Peghgl i
.C;Cepnh
.D;Depni

.Gl DejAPelNnG|l
.E;Eecjinh

. ki k=EP

N O Ot s W N

KONSTRUKCE POMOCI KRUZITKA

Mascheroniho konstrukce neboli konstrukce pouze za pomoci kruzitka predsta-
vil italsky matematik a basnik Lorenzo Mascheroni ve své knize Geometria del
Compasso v roce 1797. Traduje se, ze své vysledky predstavil i Napoleonovi, kte-
rého prace Mascheroniho velmi zaujala. Zajimavosti je, Ze s podobnym objevem
jiz asi o sto let dfive prisel dansky matematik Georg Mohr ve své knize Fucli-
des Danicus. Velmi dlouho se tato kniha povazovala za sbirku faktti a poznamek
k Euklidové praci. Az v roce 1928 dansky profesor Hjelmslev dostal darkem od
svého studenta tuto knihu a uvédomil si, Ze se nejedna o poznamky, ale o dulezité
konstrukce sestrojené pouze za pomoci kruzitka. Na prvni pohled je ocividné, ze
kruzitkem pfimku ¢i tsecku nesestrojime. Protoze vychézime ze zakladi geome-
trie, tak nam staci dva body, které urcuji piimku. U Mascheroniho konstrukeci
jsme schopni pomoci kruzitka sestrojit libovolny dalsi bod dané pfimky. V na-
Sem pripadé budeme vychazet ze znalosti, které mizeme vyuzivat ve vyuce na
zékladni skole. U slozitéjsich konstrukei jiz mizeme vyuzivat kruhové inverze, coz
je vsak nad ramec vyuky.

Uloha 3. Mgjme tsecku AB, |AB| = a. Sestrojte isecku AF pro kterou plati
|AF| = 2|AB|.

Reseni. Vzhledem k tomu, Ze jedingym konstrukénim prvkem bude kruznice
a prusecik kruznic, tak se nabizi moznost sestrojit primeér kruznice. Tim v tomto
pfipadé méame vyfesenou prvni ¢ast problému. Druhou ¢ast vyresime postupnym
délenim kruznice. V principu vytvorime konstrukei pravidelného Sestitthelniku.
Popis konstrukce:

1. AB
2. ¢; ¢(A,r =|AB| =a)
3. d;d(B,r =a)
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C;Cecnd
e; e(Cyr =a)
E;Ecend

g; 9(E,r = a)
F; Fegnd

=

Obr. 3: Konstrukee tisecky nasobné délky (Uloha 3)

© N o o

Uloha 4. Mé&jme piimku p, p = AB. Naleznéte bod. C, C ¢ p tak, aby platilo:
AC1LAB.

Reseni. V principu se vychazi z konstrukce zdvojeni nasobné délky usecky, kde
se sestroji strana pravidelného Sestitthelniku. Nésledné nalezneme osu hledané
strany, kterd prochazi stfedem pravidelného Sestitthelniku. Taktéz se na proble-
matiku mizeme podivat z pohledu, Ze nasim cilem je zkonstruovat rovnoramenny
trojuhelnik, jehoZ zékladna ma stied v bodé A.
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Popis konstrukce:
.p,p=AB

. k; k(A;r = |AB))

. I U(B;r = |AB))
.0;0€eknl

. n; n(O;r = |AB|)

. X;Xeknn

. m; m(X;r=|AB|)
.C;Cemnn

© 00 N O Ot e W NN

.q, Ceqnqglp

Obr. 4: Konstrukce bodu na kolmici k dané ptimce (Uloha 4)
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ZAVER

Konstrukce dvojhrannym pravitkem a Mascheroniho konstrukce jsou pro ucitele
zakladnich skol vétsinou pozapomenutou kapitolu, jez by byla osvézenim do hodin
geometrie. Ackoliv nejsou fazeny v ramcovych vzdélavacich programech a expli-
citné se zminky o nich v béznych ucebnicich pro zakladni skoly neobjevuji, jejich
zarazeni do hodin konstrukéni geometrie mize byt pfinosné z nékolika duvodu.
Vzhledem k tomu, ze zaci nemohou pouzit vSechny rysovaci pomtcky, na které
jsou zvykli, vede je to k nahliZzeni na problematiku konstrukéni tlohy z jiného
pohledu, nez jak jim je standardné piedkladano. Zaci se musi oprostit od zazitjch
postupu a dat prostor jak predstavivosti, tak logickému tsudku.

Ulohy v zékladnim principu nejsou trivialni, ale z pohledu zakw zakladni Skoly
jsou sestrojitelné. V ramci pregraduélniho vzdélavani budoucich uciteld se stu-
denti setkavaji s timto typem tloh v problematice Konstrukénich tloh v hodinach
geometrie.

PODEKOVANTI

Tento ¢lanek vznikl za podpory SGS01/P¥F/2020-2021 — Podpora védecké ¢in-
nosti studentt v dil¢ich oblastech matematiky.

LITERATURA
Hruska, V. (1950). Konstrukce omezenymi prostiedky a geometrické aprozimace.
2. vydani. JCMF.

Hungerbiihler, N. (1994). A Short Elementary Proof of the Mohr-Mascheroni
Theorem. The American Mathematical Monthly, 101(8), s. 784-787.
https://doi.org/10.2307/2974536

Kufina, F. (1987). Zacarovany kruh $kolské geometrie. Pokroky matematiky, fyziky
a astronomie, 32(3), s. 290-295.

Martin, G. E. (1998). Geometric Constructions. Springer.
Mascheroni, L. (1797). Geometria del Compasso. Pavia.

Smogorzhevskii, A.S. (1961). The Ruler in Geometrical Constructions. Dostupné z:
https: //archive.org/details/smogorzhevskii-the-ruler-in-geometrical-constructions-
popular-lectures-in-mathematics-vol.-5/page/65/mode/2up

Taborsk4, R. (2007). Sedm h¥ichii pfirodovédného vzdélavani aneb pro¢ nenavidime
matematiku. Kritické listy 26. Dostupné z:
http: //www.kritickemysleni.cz/klisty.php?co=26/!sedmhrichu

145


https://doi.org/10.2307/2974536
https://archive.org/details/smogorzhevskii-the-ruler-in-geometrical-constructions-popular-lectures-in-mathematics-vol.-5/page/65/mode/2up
https://archive.org/details/smogorzhevskii-the-ruler-in-geometrical-constructions-popular-lectures-in-mathematics-vol.-5/page/65/mode/2up
http://www.kritickemysleni.cz/klisty.php?co=26/!sedmhrichu




JAK UCGIT MATEMATICE ZAKY VE VEKU 10-16 LET

MATEMATICKY PRIBEH O MAYSKOM KLUCI
s vyuzitiMm AR

Jana Hnatova, Adam Hnat

ABSTRAKT

Matematické pribehy st vdaéngm motivacnygm prostriedkom vyucby matematiky (nielen)
na zdkladngch skoldch. Vytvdraji priestor pre hravy a prirodzeny prechod medzi redlnym
a imagindrnym svetom. Podporuji predstavivost, ktord je podstatnou értou ludskej du-
Sevnej cinnosti. V prispevku prezentujeme pribeh o mayskom kliici zamerany na podporu
priestorovej predstavivosti s moznostou vyuitia technoldgie rozsirenej reality (AR).

KLiCOVA sLOVA: matematicky pribeh, priestorova predstavivost, rozsirena realita.

1 Uvob

Priestorovii predstavivost moZno chapat ako stibor schopnosti kladenych na je-
dinca pri poziadavke predstavif si geometricky Gtvar a mentalne s nim manipu-
lovat v trojrozmernom priestore (Scholtzova & Mokris, 2015; Pridavkova & Ko-
valéikova, 2020). Ide o schopnosti vnimat geometricky utvar, jeho rozmery, po-
lohu v priestore, schopnost abstrahovat smerom k idealnej podobe daného ttvaru
a modelovat ho v priestore vo vztahu k dalsim Gtvarom a ich vlastnostiam.

Podpora rozvoja priestorovej predstavivosti by mala byt systematickd, cielend
a podla viacerych autorov (Kovaléikova & Pridavkova, 2021; Shriki et al., 2017;
Tomkové, 2015) by sa mala vedome rozvijat uz od predskolského veku diefa-
ta. Podla Piageta a Inhelderovej (1997) existuji konkrétne ¢asové obdobia zvlast
priaznivé pre rozvoj geometrickych predstdv. Prvé obdobie spadd do veku
5-6 rokov dietata a druhé obdobie do veku 11-12 rokov.

Ulohy na rozvoj priestorovej predstavivosti sa nachadzaji, aj ked nie vizdy
v takej kvalite a kvantite ak(i by sme si priali, okrem ucebnic a pracovnych
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sko, jana.hnatova@unipo.sk
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zositov aj v réznych casopisoch alebo tematicky zameranych tituloch popularno-
naucnej literatiry. Viacsinou st prezentované v podobe samostatnych tloh alebo
hier. Len sporadicky ich nachadzame navzajom prepojené gradaciou alebo vza-
jomnou nadvéznostou tvoriacich pribeh (pozri Brinckova et al., 2013). Pritom aj
v ramci matematického vzdelavania je praca s pribehom vyuzitim metdd storytel-
ling (rozpravanie pribehov) a storyreading (Gitanie pribehov) vhodnym a efektiv-
nym sposobom aktivnej interakcie ziaka a ucitela alebo ziakov navzdjom. Nutnou
podmienkou vyuzitia tychto metéd vo vyucbe matematiky je ,,dobre spracovany*
matematicky pribeh. Ten moéze vychddzat z existujlcej reality, moZe v sebe niest
stopy fantasti¢na, dobrodruZstva, napéitia, zdbavy alebo humoru. Méze byt spra-
covany v podobe textu, obrazu, zvuku alebo multimedidlne. Taktiez moze byt
podporeny vhodnymi rekvizitami v podobe skutoénych alebo virtualnych mo-
delov. Rozhodne v8ak musi ziakov danej vekovej kategérie zaujat nielen svojou
formou ale aj matematickym obsahom.

MATEMATICKY PROBLEM PRIBEHU

Uz v prvom kroku vstupuje do tvorby pribehu vyber matematického problému,
ktory bude v pribehu klucovy. Zvoleny problém je vhodné fokusovat do jed-
nej konkrétnej matematickej témy. Avsak pre kreovanie budicej dejovej linie je
vhodné, aby zvoleny matematicky problém dovoloval variovat matematické situ-
acie, ktoré umoziiuja ziakom pri hladani rieSeni realizovat pre nich obohacujtce
matematické skiimanie.

Takyto koncept vystavby matematického pribehu priblizime v postupnych
krokoch na priklade tilohy, ktora bola prvotnym impulzom pri tvorbe nasho pri-
behu o mayskom kltéi (Novomesky et al., 1968, s. 115): ,KaZdy predmet sa dd
nakreslit do troch priemetni: ndrysne, podorysne a bokorysne. Je to velmi dole-
Zit€ nagmd pri zostrojovani roznych suciastok. Ako asi vyzerd teleso, ktorého obrys
v podoryse je kruh, v bokoryse trojuholnik a v ndryse Stvorec?“

Variovanie matematickych situacii v nasom pribehu vychadza z potreby iden-
tifikovat teleso ako priestorovy utvar na zdklade znalosti tvaru jeho obrysu v po-
doryse, naryse a bokoryse. Meniacim sa elementom je tvar tychto obrysov, ¢im
sa zaroven zabezpe¢i mozna gradacia tloh pribehu. Ako ukéazky z mnoZstva moz-
nych obmien opiSeme Styri situécie, ktoré smeruji k obsahovym poziadavkam
kladenym v matematickej edukécii na réznych stupnoch vzdelavania.

SiTUACIA T

Obrys telesa v pddoryse, naryse i bokoryse mé tvar Stvorca (obr. 1a).
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OCGAKAVANY VYSLEDOK ZIACKEHO SKUMANIA

Hladanym telesom, ktoré mé vSetky priemety — podorys, narys i bokorys v tvare
Stvorca, je kocka (obr. 1b). Zaroven ziak na konkrétnom modeli zistuje, Ze vSetky
steny kocky majt tvar Stvorca. Svojim skiimanim sa dostdva k zéveru, ze dlzky
stran $tvorcov v jednotlivych priemetoch zodpovedajti dizke hrany hladanej
kocky.

a) b)

Obr. 1: Situacia I a) zadanie, b) rieSenie

Spolu s gulou a valcom patri kocka do skupiny telies, s ktorymi sa Ziak stretd
uZz v materskej skole (Tomkova, 2015). Na prvom stupni ZS, vdaka uvedenej
situécii, mozeme precizovat a posiliiovat ndvyky pouzivania spravnej terminoldgie
v Skolskej geometrii pri pojmoch priestorovy geometricky ttvar (teleso), rovinny
geometricky utvar, hrana telesa, stena telesa, strana rovinného utvaru.

SiTtUuAcia 11

Obrys telesa v podoryse mé tvar trojuholnika, obrys telesa v naryse a bokoryse
ma tvar Stvorca (obr. 2a).

OCGAKAVANY VYSLEDOK ZIACKEHO SKUMANIA

Hladanym telesom je trojboky hranol (obr. 2b). Napriek tomu, Ze je toto teleso
obsahovo zaradené do uciva matematiky v tematickej oblasti Geometria a me-
ranie na nizSom sekundirnom stupni, dovoluje dan4 situdcia Ziakovi primarneho
stupnia ,objavit“ konkrétny model trojbokého hranola pomyselnym rezom kocky
rovinou prechadzajicou rovnobeznymi stenovymi uhloprieckami hornej a dolnej
podstavy kocky.

Doplitame, #e pripadné zameny trojuholnikov v podoryse hladaného telesa
vytvaraju dalsie matematické situdcie, ktoré mozu byt ndpomocné pri osvojovani
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a). I b)

Obr. 2: Situécia II a) zadanie, b) rieSenie

si charakteristickych vlastnosti réznych typov trojuholnikov lisiacich sa dizkami
stran ako aj vnutornymi uhlami.

SitUuAcia 111

Obrysom telesa v pédoryse je kruh, obrysom telesa v naryse i bokoryse je Stvorec
(obr. 3a).

OCGAKAVANY VYSLEDOK ZIACKEHO SKUMANIA

Hladanym telesom je valec (obr. 3b) a zadand situicia smeruje Ziaka k ,objavu*
tvaru osového rezu valca (t.]. tvar rezu valca rovinou, v ktorej lezi jeho rotaéna
0s). V ramci vztahov vychadzajacich zo zadangch tvarov podorysu, narysu a bo-
korysu telesa ziak zistuje, ze hladany valec nemdze mat Tubovolné rozmery. Svoje
sktimanie uzatvara konStatovanim, ze priemer podstavy valca musi mat rovnaku
dizku ako je vyska valca a tieto rozmery zodpovedaju dlzkam stran Stvorca, ktory
je zobrazeny v naryse a bokoryse.

Obr. 3: Situécia IIT a) zadanie, b) rieSenie
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Aj v tomto pripade moze badanie ziaka, podporené poziadavkou uditela ver-
balizovat svoje mySlienky, utho evokovaft potrebu zvladnut pouzivanie terminolé-
gie pri pojmoch: strana Stvorca, priemer kruhu, polomer kruhu, podstava telesa,
vyska telesa.

Doplitame, ze poziadavky naértnif valec vo volnom rovnobeznom premie-
tani a opisaf jeho zdkladné vlastnosti st obsahovou népliiou skolskej matematiky
nizsieho stredného vzdelavania. Na primarnom stupni mdzeme badanie ziakov
ukoncit ,,objavom*“ valca v rdmci neSpecifického transferu rieSenej tlohy.

SiTUAcia IV

Obrysom telesa v pédoryse je kruh, v naryse stvorec a v bokoryse trojuholnik
(obr. 4a).

OCGAKAVANY VYSLEDOK ZIACKEHO SKUMANIA

Hladanym telesom v tejto situécii je dvoma réznobeZnymi rovinami zrezany va-
lec (obr. 4b). Jeho konstrukcia vo volnom rovnobeznom premietani vyZaduje od
ziaka znalosti z deskriptivnej geometrie a konstrukcie rezov rota¢nych telies. Tie
v sucasnosti presahuju poziadavky kladené na vyssie stredné vzdeldvanie v ma-
tematike. Napriek tomu dand situécia dovoluje aj Ziakom na niZSich stuptioch
vzdelavania ,objavit“ konkrétny model telesa a vzfah medzi rozmermi telesa
a rozmermi rovinnych dtvarov zobrazenych v jeho priemetoch. Zistenim je fakt,
7e strany Stvorca v naryse, zakladna a vyska trojuholnika v bokoryse a priemer
kruhu v podoryse majt rovnaka dizku.

2) . ‘ b)

Obr. 4: Situécia IV a) zadanie, b) rieSenie

Aj napriek faktu, ze obmeny vybraného matematického problému moézu so
zvySujucou sa naroc¢nostou zasahovat do obsahovej naplne vyssieho matematic-
kého vzdeldvania, povazujeme ich (samozrejme bez poziadavky konstrukéného
rieSenia) za vybornu prileZitost pre rozvoj priestorovej predstavivosti ziakov aj
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na nizsich stuprioch. Dévodom je propedeuticky pristup, snaha o ,objavenie* da-
ného telesa, o vytvorenie jeho konkrétneho modelu na zaklade danych vlastnosti,
nie vSak snaha o jeho konstrukciu v konkrétnom premietani.

TVORBA NARATIVNEHO TEXTU MATEMATICKEHO
PRIBEHU

Kazdy pribeh, aj matematicky, by mal respektovat vnitorné kompoziéné ¢lenenie
pribehu, pre ktoré je charakteristickou ¢rtou vznik nevyvazeného stavu, prekazky
alebo konfliktu. Najcastejsie preto pribeh zacina vykreslenim prostredia, v kto-
rom sa bude dej odohravat a predstavenim hrdinov pribehu, ktori budi musiet
svoje matematické vedomosti a zrucnosti pouzit na vyrieSenie ¢rtajiceho sa pro-
blému. Ak st tymito hrdinami pribehu postavy, s ktorymi sa ziaci dokazu stotoz-
nit, dovoli im to emocionalne sa do pribehu zapojit a ponorit sa do jeho kontextu.
N4as fiktivny pribeh stavia Ziakov — hrdinov pribehu do pozicie badatelov,
ktori objavili na svojich dobrodruznych vypravich v stredoamerickych dazdovych
pralesoch zatial nepreskiimant chrdmovi pyramidu z ¢ias Mayov. Dalsi opis pro-
stredia, stavby ¢i historickych faktov tykajucich sa existencie mayskej civilizacie
odportcame prisposobit vedomostnej trovni zvolenej vekovej kategdrii ziakov.
Zapletka pribehu prichddza v poznani, ze jej pévodni stavitelia, v snahe za-
branif nezelanému vstupu do pyramidy, tento prezieravo zabezpeéili. V tomto
okamihu je potrebné podaf Ziakom zékladné informécie o tom, ako st vnitorné
priestory pyramidy proti nezelanému vstupu zabezpecené a akym sposobom je
mozné otvorit vstup tak, aby sme sa vyhli katastrofdlnym doésledkom pripad-
ného neodborného zisahu. Ziakom teda slovne alebo vizualne sprostredkujeme
nasledujiice informacie tykajice sa opisu a poziadavky resp. obmedzenia.
Otvéraci mechanizmus vstupu ma podobu troch otvorovrovnakej hibky. Podla
pozadovanej naro¢nosti mdzeme umiestnenie otvorov v stene pyramidy variovat

(obr. 5).
. .

Obr. 5: MozZnosti zndzornenia umiestnenia kamennych otvorov
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Pre otvorenie vstupu k nedozernému bohatstvu, ktoré samozrejme nemusi byt
len materidlneho charakteru, je potrebné do tychto troch otvorov postupne celym
svojim objemom vsuvat z réznych stran stale ten isty klaé, teda teleso z pevnej
latky odliate napriklad zo zlata, ktoré svojim tvarom do vSetkych otvorov presne
zapadé. Medzi klt¢om a okrajmi kazdého z otvorov v stene nesmie ostat Ziadna
Strbina.

Otézkou, na ktortt hlada bidatel odpoved, je, ako musi takyto k¢ vyze-
rat. Prvotné navrhy ziakov je ¢asto potrebné korigovat vzhladom na nedodrzanie
poziadavky zapadnutia stran kltuca do jednotlivych otvorov mechanizmu celym
svojim objemom, dodrzanie poziadavky rovnakej hibky otvorov, poziadavky pres-
nosti klica a potreby pouzitia pevného materialu pri jeho vyrobe. V pripade rozl-
GStenia tlohy vyzveme tspesnych badatelov, aby sa sami, na zaklade objavenych
vzfahov medzi tvarom telesa a tvarom jeho priemetov, pokusili navrhnif svoj
maysky k¢, ktorym by mohli takto ziskané bohatstvo ochranit. NetspeSnym
badatelom je vhodné kIté¢ vizualizovat s poziadavkou, aby jeho pravost overili.

VIZUALNA PODPORA MATEMATICKEHO PRIBEHU

Vizualizovat matematicky problém ziakom pre pochopenie jeho zadania alebo
rieSenia mozno viacerymi sposobmi. Hapticky mozZno vytvéarat redlny model do-
sky s otvaracim mechanizmom pyramidy a jeho kli¢a. Obmedzujicimi faktormi
tvorby modelu st vyber materidlu pouzitého na vyrobu modelu, pracnost vyroby
a presnost modelu (obr. 6 vlavo). Virtudlne mozno vytvarat imagindrny model
mechanizmu i kli¢a pomocou poéitaca a vhodného softvéru (obr. 6 stred a obr. 6
vpravo). Obmedzujucimi faktormi jeho tvorby st v tomto pripade technické vy-
bavenie pracoviska a troveil nadobudnutych zruénosti ucitela — tvorcu vizuélnej
podpory pri praci s konkrétnym softvérom.

Zobrazenie virtualneho trojrozmerného modelu telesa v readlnom svete umoz-
fuju aplikdcie zaloZené na technolégii AR (skratka z ang. Augmented Reality).
Pri zobrazovani virtudlnych objektov v redlnom svete vyuzivaju tieto aplika-
cie rézne systémy.

Marker-based systém pracuje s aktivnymi alebo pasivnymi znackami, ktoré
sa pocas behu aplikdcie umiestnia do realneho prostredia a po ich rozpoznani
st nahrddzané virtudlnymi objektami — hologramami (Archita D. et al., 2018).
V naSom pripade na tomto principe pracuje aplikacia Mayan_key_v.1, ktora bola
navrhnutd v nami realizovanom projekte KEGA v rdmci testovania uzivatelského
prostredia. Ako AR markery v nej slizia pasivne znacky tvorené QR kédmi,
ktoré po nasnimani zobrazia scénu kamenného otvéaracieho mechanizmu bez kltaca
(obr. 5 vpravo) alebo s klu¢om (obr. 6 vpravo).
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Markerless systém vklada do readlnej scény virtualne objekty bez znadiek,
avSak pozaduje dalsie doplnkové informaécie, ako napriklad rozhranie obrazu alebo
GPS. Tento systém je vyuzivany aplikidciou GeoGebra AR (obr. 6 stred).

Kazdy z uvedenych systémov ma samozrejme svoje vyhody i uskalia, oba
systémy vSak poskytuji pouzivatelom pridant hodnotu v podobe dopliiujicich
informacii a dynamického zazitku.

Obr. 6: Ukazky skutoéného modelu (vlavo) a virtudlnych modelov mayskych kltcov
zobrazenych AR technoldgiou (stred a vpravo)

ZAVER

Zaradenie pribehov do matematickej edukacie v podobe ich rozpravania alebo
éitania povazujeme za doleziti devizu v portféliu vyucovacich metdd ucitela ma-
tematiky. Vyzaduju od uditela nielen kultiru reci pri ich rozprévani alebo éitani,
kreativitu pri ich tvorbe alebo vytrvalost pri ich vyhlad4avani, ale aj schopnost
formulovat problém a podmienky jeho rieSenia vhodne pre konkrétnu vekovi
a vedomostna troven ziakov. Matematicky pribeh podporeny AR v sebe naviac
zjednocuje literarnu tvorbu kratkej prézy so zapletkou danou jasne vyhranenym
matematickym problémom a moznou vizualizaciou s vyuzitim dostupnych digi-
talnych technoldgii.

Zaverom v stlade s dalsimi autormi (Trakulphadetkrai et al., 2019) konsta-
tujeme, Ze tvorba matematického pribehu je komplexnym procesom, ktory vsak
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prindsa aj komplexné vysledky v podobe motiva¢ného, vedomostného, emoc¢ného
a postojového vplyvu na ziakov. Ti sa tak mozu stat nielen konzumentmi mate-
matickych pribehov, ale v kone¢nom désledku aj ich tvorcami.
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JE TO PRAVDA?

Michaela Kaslova

ABSTRAKT

Ucebnice matematiky je do jisté miry zrcadlem toho, co se typové ve vyuce déld. Uceb-
nice, tim Ze odpovida RVP ZV, by méla postihovat klicové ulohy stimulujici specifické
schopnosti, potrebné druhy myslent, strukturované rozvijejici klicové pojmy a podnécu-
jict uziti ruznych metod Teseni a modelu. Sledujme ucebnice jinak, ne z pohledu pouhé
korektnosti, ale na to, jak jsou ucebnice vystavény ve vztahu k logice? Je pro Zdka sou-
vislost s logikou zjevnd? Je teseni hledanim pravdy?

KLiC¢ovA SLovA: logické mySleni, pravdivost tvrzeni, dokazovani, argumentace, typy
uloh.

UvoDNI GAST

Matematika byva rizné charakterizovana, néktefi ji chdpou jako védu zkoumajici
kvantitativni a (¢aso)prostorové vztahy, pro jiné je matematika specidlni jazyk,
pro dalsi je obecnym nastrojem objektivniho poznavani svéta, pro dalsi jde o obor
stavici na specifickém druhu abstraktniho mysleni, dalsi ji charakterizuji kombi-
naci predchoziho. Nyni bychom mohli diskutovat, zda matematika je jedna, ¢i
zda se od sebe ,matematiky 1isi“.

Je beze sporu, Ze evropskd matematika vychazi z Aristotelovské dvouhodno-
tové logiky a Ze se v prubéhu let oddélila od filozofie proto, ze si kladla odlisny
typ otézek, které se orientovaly na poznavani oddélené od zkoumaéani existence
clovéka. Postaveni logiky podobné jako matematiky v pribéhu let variuje, jak
ve vztahu k filozofii, tak i jinym oborim, jak uvadi fada autort, tento vyvoj ne-
komplexnéji pfedstavuje publikace Les philosophes et la science (Wagner a kol.,
2002).

Jak se promita pohled na matematiku, respektive pohled na uplatnéni logiky
do skolni matematiky a do didaktickych materialti, napt. do ucebnic matematiky?
Kdyz nékdo v matematice néco tvrdi, musi to umét jednak dokazat a presvédcit

UK PEDF, M. Rettigové 4, Praha 1, michaela.kaslova@pedf.cuni.cz
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o oné pravdivosti i ostatni, aby jeho tvrzeni pfijali. Ono ,je to tak“ tedy plni
obé role, jak hodnoceni pravdivosti, tak odborné uznani ve smyslu pfijeti pre-
zentované myslenky. Je tomu tak i v ucebnicich? K hledani odpovédi se opiram
jednak o analyzy soucasnych dostupnych ucebnic matematiky pro 4.-9. ro¢nik
Z8S, jednak i o piimé pozorovani vyucovacich hodin matematiky a vlastni udci-
telskou praxi. Uvadét jednotlivé piiklady tloh zde na rozdil od pfednéasky neni
funkéni z vice dtivodi: a) tentyZ jev se nevyskytuje jen v jedné ucebnici, tudiz
by mohla vzniknout mylné predstava, ze popsany jev je pravé v ni, a tim ji do
jisté miry poskodit; b) cilem ¢lanku neni pranyfovat jednotlivosti, ale zménit thel
pohledu na ucebnice v obecnéjsi roviné. Prispévek tedy berme nejen jako podnét
k zamysleni, ale i podnét k novému typu analyzy pouzivanych materiali.

PRAVDA vV UCEBNICICH

Co spojuje v prubéhu promeén ruzné pohledy na matematiku? To je dle mého
hledani pravdy. Kazdému vyroku lze pfisoudit jen jednu ze dvou pravdivostnich
hodnot P/N (pravdu/nepravdu), respektive 1/0. Ve skolni matematice jazykové
tato sdéleni alternujeme jako ano/ne, sprdvné/chyba (oprav to, zkontroluj si to
jesté a podobné). Ve skole jde zpravidla o pfisouzeni pravdivostni hodnoty vy-
roku (objektivné posouditelného sdéleni). Vyrok mé rtzné vnéjsi podoby: mlu-
vené nebo psana odpovéd celou vétou ve slovni tiloze. Reseni rovnice, ¢teme-li ho
v kontextu zadéani, je rovnéz vyrokem: x = 2 je Tesenim dané rovnice, respektive
zadany vztah plati pro x = 2 a podobné. Vyrokem v feseni slovnich tloh matema-
tice je nejen uplné a jednoznacné sdéleni, u néhoz muzeme pravdivost vyhodnotit,
ale i néhoz nenachazime rozpor mezi tim, co u¢ebnice, zék ¢i ucitel sdéluje a tim,
jak ,to funguje v praxi“. Pokud postupujeme podle ucebnic a doplitkovych di-
daktickych materiald, zaktim ono hledani pravdy nezduraznujeme, prestoze se
v nasem dialogu s zdkem objevuje: Je to tak? Vis to jistée? Je to spravné? Jak
mne o tom presvedcis? Jak to jde dokdzat? Jak to vis? Udélej zkousku.

PRAVDA A SLOVNI ULOHY

Zaméfme se nejdiive na slovni tlohy. Zadani slovni tlohy ma nejméné dvé ¢asti.
Prvni z nich je maly slohovy atvar (popis, nebo vyprévéni), ktery uvadi informace
ze zjednodusené reality. Pouzity komunika¢ni kéd je zpravidla mixem hlaskového
pisma a matematickych grafickych znakt jako jsou napf. cislice. O pravdivosti
vét v této Casti nepochybujeme.

Druhou ¢ast tvori otazka, rozkaz nebo vyzva k feSeni problému, ktery je dan
vztahem mezi prvni a touto druhou ¢asti. Pokud jde o otazku, tak je vychodiskem
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i k vystupu reSeni slovni tlohy, tedy k sestaveni pravdivého vyroku. To je divod,
pro¢ jednoslovna ¢i dvojslovnad odpovéd (5; 5 dni; jel 5 apod.) nemize byt pii-
jata jako FeSeni, pro¢ pozadujeme tiplné a jednoznac¢né informace, odpovéd celou
vétou. Toto se zakim zamléuje. Moje zkusenost ukazala, ze se zaci snazi napsat
odpovéd celou vétou, pokud se jim vysvétli souvislost odpovédi s vyroky, respek-
tive Ze u feSeni slovni tlohy nejde o pouhé izolované slovo/souslovi jako produkt
procesu FeSeni, ale o logiku, respektive pravdivy vyrok. Abychom dostali kvalitné
formulovanou odpovéd, musi byt druh4a ¢ast slovni tlohy (vyzva, otdzka) formu-
lovana i jazykové korektné. Otazka zacinajici slovem jaky se v souladu s tim,
co se probird v ¢eském jazyce, ptd na vlastnosti. Jadrem odpovédi je pridavné
jméno (sudy, vcerejsi, cely, opacny a podobné). Otazka akcentujici slovo ktery se
pté na objekt, kterym je bud podstatné jméno, nebo napf. éislovka zakladni ¢i
osobni zajmeno (Jaroslav Novék, krychle, sedm, ja). Jak ukazuje rozbor uéebnic,
autofi ¢asto ve slovnich tlohach, véetné téch tzv. v §irsim slova smyslu, zaménuji
v otazce slova jaky a ktery, coz ve svém diisledku vede bud k jazykové nekorektni
odpovédi, avsak v souladu s o¢ekavanim autora, nebo jazykové korektni odpo-
védi v rozporu s ocekavanim autora. To mize piisobit az ismévné. Napf. ve vice
ucebnicich najdeme otézku, kterd by spravné méla zacit slovem ktery/é. Zména
za jaké vede k odlisngym odpovédim. Jaké éislo ti vyslo/si myslim? Spravné by
mélo byt: Hezké / sudé / desetinné a podobné. To jesté neznamend, ze jazykové
korektni odpovéd je pravdiva.

Nepovinnou tfeti ¢asti slovni tlohy mtize byt obrazek, graf, diagram. Tteti
¢ast plni rtzné role: ilustracni (napoméhd vytvorit predstavu kontextu tlohy),
vysvétlujici (je oporu pro pochopeni nékterych slov v zadéni, nebo pochopeni
vztahti mezi daty, struktury informaci), doplitujici (dod4vé jingym komunikaénim
kédem informace chybé&jici v prvni ¢asti) a koneéné dublujici (zejména tam, kde
prvni ¢ast a tfeti ¢ast prezentuji totéz v rtizném komunika¢nim kédu. U dublujici
role je nezbytné pro fesSeni tlohy s pochopenim, aby zak umél informace pfecist
stejné, jako Cte text v prvni ¢asti, jinak je zafazeni tfeti casti nadbytecné. Prevést
graf, diagram, obrazek do mluvené podoby je nastrojem porozuméni. Ono Cteni
je vlastné popisem v celych vétach z pozadovaného thlu pohledu.

Jsou vSak tlohy, které v prvni ¢asti prezentuji vyroky, které v porovnani s re-
alitou nejsou pravdivé. Zde je na misté se zamyslet nad tim, zda takovou tlohu
fesit, nebo FeSeni vynechat a podrobit tuto ¢ast pouze analyze z pohledu pravdi-
vosti sdéleni. Takové typy jsou bohuzel frekventovanéjsi v tak zvanych zabavnych
¢i soutéznich tlohach i mimo ucebnice, nejcastéji z oblasti prirody a finanéni gra-
motnosti (nejen u cen). Rozhodné kralik za den nesezere 30 mrkvi (Matematicky
klokan). Oveéfeni pravdivosti informaci v prvni éasti slovni tlohy je z pohledu
logiky i z vychovného pohledu vhodné, uc¢i zaky premyslet nad textem, vénovat
textu pozornost. Samotny fakt, Ze je néco vytisténo, zejména v dnesni dobé, ne-
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znamena, ze to musi byt pravda. Proto bych takové tlohy a priori nezamitla, ale
bud bych je po zdivodnéni nefesila, nebo nabidla ke korekci zadani. Mtizeme diky
takovému pohledu na slovni tllohy zahajit novy pristup k zadani, to je jeho apri-
orni zpochybnéni nasledované ovéfenim prezentovanych dat. Klademe si otazky:
Je to pravda? Je to mozné? Podobné bychom méli zkoumat i vysledek, respek-
tive odpovédi slovnich tloh. Postup feseni mutze byt vhodné zvolen i proveden
spravné, ale odpovéd mtze byt v rozporu s realitou. Jde o dalsi moment, kdy
zkoumame pravdivost nejen vzhledem k procesu feSeni, ale i k realité.

Dalsi pohled na zadani slovni tlohy jako celku se fidi kritériem smysluplnosti
(smysluplnost konani je psychickd potieba). Bereme realitu jako jedno z krité-
rii pravdivosti: Co mi to jako feSiteli pfinese, najdu-li feSeni slovni tlohy? Ne-
dostanu feSenim (byf matematicky korektnim) nesmysl? Jako piiklad uvedme
situaci, kdybychom v praxi rozhodné nic nepocitali, ale pouzili bychom napft.
Sablonu, nebo bychom s objekty manipulovali jinak, nez nabizi matematicky po-
stup. Napf. u pyramid z plechovek bychom plechovky v pyramidé neodebirali
od spodnich pater, ale Sikmo od vrcholu smérem po hiebeni dold, coZz odpovida
jinému postupu, nez nabizi uéebnice (najdeme v ucebnicich pro 4.-7. r.). U tloh
o dopravé se ukryvaji pravé takova tiskali, napt. kdy bude dany autobus znovu
na této zastavce, kde pravé jsem. Smysluplnost, pro¢ to pocitat, unika. Navic je
prvni ¢ast prili§ strucné, neinformuje ¢tenafe o tom, Ze jsme napft. v daném auto-
busu zapomnéli batoh. Pak by sice bylo smysluplné tlohu fesit, ale matematicky
by to bylo v rozporu s chovanim v realité. Rozumné by bylo zavolat na dopravni
centralu. Otazka smysluplnosti vystupuje vice do popredi zejména u nadprimeér-
nych zakl a nelze ji od logického pohledu na tlohu odtrhnout. Pro zdka nesmysl
a nepravdivost maji k sobé velmi blizko, mohou pusobit jako demotivatory.

Zvlastni kapitolu tvori tak zvané kapitanské tlohy, které maji obrovsky vliv
na zkoumaéni relevantnosti podavanych informaci. Prvni ¢ast téchto tloh podava
(nebo se tak tvari) pravdivé informace. Druhd ¢ast klade otazku k prvni ¢asti tak,
Ze pro nalezeni pravdivé odpovédi nemame (vSechny) potfebné informace. Je na
zékovi, aby toto identifikoval. Pokud takovou tllohu zaddme vyjimecné, izolovaneé,
pak jde o poruseni tak zvaného didaktického kontraktu (Brousseau, 1997). Po-
kud se takové tlohy vyskytuji v hodindch matematiky castéji, je zak citlivejsi
na zkoumadni informaci v prvni ¢asti slovni tlohy. V nasich ucebnicich se malo
vyskytuji slovni ilohy, kde by zak musel uvazovat o pravdivosti ¢i nepravdivosti
tvrzeni jednotlivych postav (zpravidla ve slovnich tlohdch dialogicky pojatych)
nebo o tplnosti zadani. Pak by se otevfel i prostor pro vymezeni pojmu lez (jako
zdmérné nepravdivé tvrzeni, které ma prinést néjaky prospéch mluvéimu), coz
souvisi s pravnim povédomim zakt, s finanéni gramotnosti a tak dale. V nasich
uCebnicich nenajdeme slovni tlohy, ke kterym by byla série nabidkovych odpo-
védi a zaci by méli hodnotit nejen pravdivost tvrzeni, ale i to, zda dva vyroky
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sdéluji jinymi slovy totéz (méla na uctu nejugs 10000 K¢; méla na ictu mazi-
mdlné 10 000 K¢; neméla na uctu vic nez 10000 K¢ a podobné), coz je potfebné
napf. pro uzavirdni smluv. Podobné lze hodnotit (nejen u slovnich tloh), zda
dany model odpovidé popisu (ktery z modeli si miZes vybrat pro Tesent slovni
dlohy a pro¢ ano/ne). Tento typ se vyskytuje spiSe v matematickych soutézich,
které v tomto smyslu obohacuji bézné pouzivané didaktické materialy.

ARITMETICKO-ALGEBRAICKE UCIVO

Sledujme, kde vSude se objevuje prace s vyroky a s hodnocenim jejich pravdi-
vosti v aritmeticko-algebraickém ucivu. Rovnosti, nerovnosti jsou tvrzeni, ktera
se vyskytuji relativné frekventované, ale zaci zpravidla netusi, Ze jde o praci s vy-
roky, zejména pokud po nich nechceme ovéfeni spravnosti. Pokud k rovnosti ¢i
nerovnosti zaci dospéli FeSenim rovnic/nerovnic, pak po zacich nékdy chceme,
aby provedli zkousku nebo danou situaci znazornili na néjakém modelu. Tento
krok nezfidka pripadéd zakam formalni, ale jsme to my, ktefi je neupozornili na
to, ze tvrdit lze leccos, ale samotné tvrzeni nezarucuje, ze to musi byt pravda.
Diikaz v matematice, byt lokalni, je tedy soudasti etiky chovani. Ulohy zaméfené
na FeSeni rovnic, nerovnic jsou de facto tlohami na hledani oboru pravdivosti.
Nerovnice, rovnice, pripadné tlohy na hledani vztahi napf. mezi délkami tse-
¢ek (ABOCD), obvodu, ploch, povrchi, objemt, nebo hledani vhodnych jed-
notek u pfevodt (100 hl = 10000 ...) pfedstavuji praci s vyrokovymi formami.
Najdeme ucebnici, kterd u téchto tloh jasné vymezuje defini¢ni obor? Snadno
zjistime, ze ve vétSiné pripadd autori ucebnic jaksi predpokladaji, Ze definiénim
oborem je mnozina, se kterou jsme v daném tematickém celku ucebnice pracovali
naposledy. Kde pracujeme napi. s nerovnici < 1 tak, ze bychom v jedné uloze
uvaZovali rizné éiselné obory (N,Z,Q a R)? Kde Zici poznavaji, Ze FeSeni (se-
staveni pravdivého vyroku) je nééim podminéno (zde volbou definiéniho oboru)?
V uéebnicich 2. stupné ZS chybi tlohy, kde by dané rovnice/nerovnice zaci fesili
postupné v ruznych oborech a porovnavali vysledky v zavislosti na volbé defi-
ni¢niho oboru. Pokud si na toto stanovovani podminek, vymezovani defini¢niho
oboru Zaci véas nezvyknou, citi se timto pozadavkem ke konci ZS zaskoceni.
Pokud nasledné pracujeme v algebfe zejména s lomenymi vyrazy, unika zakam
divod, pro¢ stanovovat podminky. Sledujme vypovédi zakd 9. roéniktt v douco-
vacich krouZcich: musime; nase ucitelka to chce; je to ve vzorové tloze; vidyt je
to v ucebnici; budou to chtit u prijimacek; proc¢ bych to délal; nent to jedno; musi
to vyjit hezky — tak podminky nepotiebuju; néco vyjit musi. Na tento krok nejsou
v ucebnicich jak intelektové, tak emociondlné systematicky pfipravovani. Chybi
zde tlohy, které by v daném definiénim oboru nemély reseni, a tkolem zaki by
bylo vhodny defini¢éni obor vymezit tfeba i tak, aby obor pravdivosti byl jeho
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podmnozinou. Zakovsks argumentace je vzdalena myslence, #e bez vymezeni de-
fini¢niho oboru nemém zajisténo, ze ve vystupu dostanu vyrok aft jiz pravdivy, ¢i
nepravdivy. Prace s algebraickymi vyrazy sméfuje v procesu zobectiovani zkuse-
nosti zaka u nékterych tloh od individualnich vyrokt k vyrokim kvantifikovanym
(napf. u s¢itadni a + b = b + a), av8ak jen vyjimecéné najdeme k takovému typu
vyrokové formy defini¢ni obor a kvantifikator. Dotazy kladené v rdmci malé ma-
turity 48 zakdam 9. roénikt (zda to plati vidy, pro jakdkoli ¢isla — prerozend,
raciondlnt, ... bez omezeni) uvedly az a na dva zéky vSechny sledované t¥idy do
stavu nejistoty. Dokonce v jedné t¥idé zaci tvrdili, Ze to plati jen pro mala cisla
a nemohli se dohodnout, zda do 20, nebo az do 100. Tato situace ukazuje, jak je
tfeba se k zobecnéni vracet pfi rozsirovani ¢iselnych obort. Pfi ovéfovani porozu-
méni miry platnosti vztahu a-b = b-a jsem sledovala 6 patych roénikt (156 zak).
Zaci méli pouze vyplnit tabulku nasobeni, kde v zahlavi byla ¢&isla 8, 17, 32, 64
(ve sloupci v jiném pofadi, nez vodorovné, kde byla fazena vzestupné) a napsat,
kolik loh méli vypoditat. Zaci 5. roéniki vice nez ve 30 % tvrdili, ze museli podi-
tat 16 uloh. V tabulce se vyskytovaly riuzné vysledky u tloh, kde bylo zaménéno
jen pofadi éinitelt (17-64 a 64 -17). Na kameru Zaci sva FeSeni zdvodiiovali tak,
7e se zaména pofadi ¢initelt tyka jen jednocifernych cisel, protoze tak to bylo
v ucebnici. Je pravda, ze se v fadé jejich ucebnic nevyskytovalo ono zobecnéni
po rozsifeni ¢iselného oboru nad 10 000; podobné to funguje i na druhém stupni.
Stoji za zminku, Ze matematickd véta o komutativnosti s¢itani ¢i nasobeni je
vzdy produktem zdkovského zkoumani, zak ji formuluje dle svého, ucitel ji muze
zpfesnit. V ucebnicich najdeme i takové formulace, které odpovidaji détskému
vyjadfovani, ale z pozice matematiky jsou nepfesné (cinitele lze zaménit neni
totéz, jako poradi ciniteld lze zaménit a vysledek se nezménd). Za  kvantifikova-
nymi vyroky* tohoto typu by mély nasledovat dotazy, vyzvy ¢i podnéty: Jde to
u nasobeni vzdycky? A co u zapornych ¢éisel? Tteba to u zlomku neplati! U které
pocetni operace (poc¢etniho vykonu) to neplati? Podobna situace je u délitelnosti,
ktera se zavadi na prechodu prvniho a druhého stupné v oborou pfirozenych cisel.
Na prvnim stupni se ¢iselny obor zpravidla neuvadi, na druhém to plyne vétSinou
z nadpisu kapitoly. Po zavedeni dalsich ¢iselnych obort se zdk nedozvi, ve kterém
z nich muze zkoumat délitelnost a ve kterém ne. Aby zak porozumél délitelnosti,
mél by navic mit jasno, ze déleni a délitelnost maji rizné vyznamy. Pouziti vazby
,byt délitelny cislem n* je tedy podminéno vymezenim ¢iselného oboru. Zaména
vyznamu pak vede k problémtm v hledani oboru pravdivosti u celych ¢isel, kdy
si zaci nevédi rady s nulou. Ze sledovanych 68 zaka devatych ro¢nika 42 zaka
v individualnim rozhovoru pfiznalo, Ze se domnivali, Ze déleni a délitelnost je to
samé; argumentace se opirala o rizna tvrzeni, ktera ilustruji splyvani rdznych
zaveért v priabéhu prvniho stupné a na pocatku druhého stupné: nula nemize byt
ndsobkem nuly, nula nemizZe bdat ndsobkem kteréhokoli celého cisla, protoZe nulu
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delit nelze, nulou délit nelze, nula nent délitelnd Zddnym cislem a podobné. Kvan-
tifikované vyroky (matematické véty) v ucebnicich predpokladaji, Ze je bude zak
propojovat jen s tizkou presné vymezenou zkusenosti. Neporozuméni pouzivanym
sloviim brani ve formulaci pravdivych odpovédi, pripadné jejich korekci.

GEOMETRICKE UCIVO A HLEDAN{ PRAVDIVYCH TVRZENI

V geometrii najdeme identifika¢ni ilohy (napf. Na které téleso myslim?), které se
opiraji o strom t¥idéni, nebo v celku vyslovenou konjunkci charakteristik, které
jednoznacéné urcuji jeden (hledany) geometricky objekt, odlisuji ho od ostatnich.
Pokud na zavér dospéjeme ke dvéma odlisnym objekttim, pak byl identifikac¢ni
proces chybny (nedokonéeny, nepfesny, ... ), nebo bylo na nékterou z uzavienych
otazek odpovézeno chybné, ¢i identifika¢ni proces nebyl dokoncen pro nejedno-
znacnost /nekompletnost charakteristiky. Tyto tlohy reprezentuji trénink logic-
kého mysleni, kde ocekavanym vystupem je opét pravdivy vyrok.

Konstrukéni dlohy v popisu konstrukce rovnéz pracuji s vyroky, které tvori
logickou strukturu. Kazdy krok v popisu konstrukce je pravdivym vyrokem, ktery
lze prevézt z feéi symboli do mluvy nebo do hlaskového pisma (Kaslova, 2005).
Napft. zapis 1) k(S; r = 3 cm) odpovida sloviim: V prvnim kroku sestrojim kruz-
nici k se stfedem v bodé€ S a polomeérem tfi centimetry. To lze alternovat: Zvolim
si bod S, kolem ného opisu kruznici k, kterd ma polomér t¥i centimetry. Roli hraje
i fazeni krokl v popisu konstrukce. Zménou jejich poradi nemusime vzdy dospét
k pozadované konstrukci. Diskuse i v takovém pfipadé se muze dotykat miry
obecnosti popisu, zda to podle daného popisu lze sestrojit vzdy. Soucésti feSeni
konstrukénich tloh je nejen diskuse, ale i diikaz, coz zakim miiZeme prezentovat
jako krok, ktery jim umoznuje piipadné najit chybu v popisu konstrukce, nebo
jako nastroj toho, jak presvédcit ostatni, Ze feSeni je spravné a uplné.

ULOHY NA UVAZOVANI A USUZOVANT

Bez ohledu na to, o ktery typ ulohy jde, lze obtizné hledat v ucéebnicich tlohy
cilené podnécujici nikoli intuitivni, ale védomé uvazovani (vaZzeni moznosti dle
zvolenych kritérii sméfujici k pfipadné redukci nabidky) ¢i dokonce usuzovani
(vychézi z pFedpokladi a hleda zavér, ktery vyplyva z logické struktury predpo-
kladu), které by navic zak verbalizoval. K nim nepat¥{ pouze tlohy typu zebra,
nebo tak zvané tlohy na neprazdny prinik, které jsou u nas zadavany pouze pro
zpestfeni hodin. V zahrani¢nich uéebnicich nachazime tlohy zaméfené na prope-
deutiku programovani v matematickém kontextu, na prezentace sérii pravdivych
vyroku nasledovanych otazkou typu: Co z toho plyne? Lze z toho vyvodit zdver?
Co potrebujeme jesté védét, aby. .. ?
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K uvazovani patii i prace s kondiciondlem ve struktute: a) co kdyby ano a co
kdyby ne; b) kdyby — tak by, ale kdyby ne — pak. Kondicionél pracuje s podmin-
kou neredlnou, ovliviiuje predstavy. Napifiklad: Kdyby byl A dvakrat tak stary
jako B, bylo by jim dohromady 24 let. To by ale muselo byt A o 2 roky vic,
nez mu je nyni. Kondicional v textu nam sdé€luje, ze A vlastné neni dvakrat tak
stary jako B. V tomto ohledu se ucebnice lisi, jsou ucebnicové fady, kde se zak
setkd s kondiciondlem az na druhém stupni, jindy jde o uziti izolované. Nikde
se o vyznamu kondiciondlu vzhledem k pravdivosti tvrzeni nedocteme. Vétsinu
uloh miZzeme Fesit v riznych komunika¢nich kédech (Kaslova, 2005), tedy jednu
a tutéz informaci prezentovat v jiném systému znakl (vazanych na jistou grama-
tiku); napf. jedna plus jedna jsou dvé a 1+ 1 = 2. Pochopeni téchto transformaci
napomaha hlubsimu pochopeni obsahu, jeho oddéleni od formy a otvird prostor
do odlisnych metod Teseni. Specialni znak je Sikmy skrt jiz zavedeného grafic-
kého znaku, ktery vzhledem k praci s vyroky predstavuje zavedeni zaporu do
mluvy (nepatii, neni, neplati, nerovnd se a podobné), aviak tento skrt lze ¢ist
i jinym zpusobem, jako napfiklad neni pravda, Ze patfi, neni pravda, Ze se rovna,
neni pravda, Ze jsou rovnobézné. Zde je na misté otazka: Co tedy plati? Jak
to doopravdy je? Na praci se zaporem ve vyroku nejsou zaci druhého stupné
pfipraveni, coz ukézala analjza uéebnic pro 1. st. ZS. Opora o zkuSenost se za-
porem z Ceského jazyka je zavadéjici; ¢esky jazyk od mateiské skoly pres prvni
stupefi zna¢né akcentuje praci s antonymii (protiklady), coz deformuje logické
mysleni a brani nalezeni pravdivého zavéru napiiklad v identifika¢nich tlohach
(myslim si ¢islo, nent vétsi nez 5; Zdci tvori chybny zdvér, Ze ¢islo musi byt tedy
mensi neZ 5 a viubec neuvazuji o tom, Ze by se myslené cislo mohlo ¢islu 5 rov-
nat). Podobné se mtizeme divit chybdm v geometrii pfi posuzovani vzajemnych
poloh ptimek (kdyZ nejsou kolmé, tak jsou rovnobéiné, kdyz trojiuhelnik ABC
neni rovnostranny, tak je riznostranny). Orientace na antinomii vede k chyb-
nému dichotomickému nahliZeni na realitu i k deformaci v procesu usuzovani.
Pro spravné uziti uvazovani ¢i usuzovani by se v tomto pripadé hodily tlohy
typu: Vypis vSechny moznosti vztahi, které mohou nastat. Zde je vhodna spo-
luprace s uciteli jazyka.

V didakticky materidlech je vhodné zafadit na konci faze procvicovani (lze
individualizovat) praci s korekénimi procesy (Kaslova, 2021). Co to z pohledu
hledani pravdy znamena? Mame vyhodnotit pravdivost tvrzeni, a pokud je shle-
dame nepravdivé, mame je preformulovat/upravit na pravdivé. Zde se nabizi celd
fada typové odlisnych aktivit. K nim fadim i aktivity, které zaci identifikuji jako
nedokonéeny vyrok, nebo netiplné sdéleni (chybné povazované za vyrok), aniz
bychom uzivali termin vyrok, a do mluveného nebo psaného sdéleni zasahuji,
upravuji je tak, abychom mohli Fict, zda je to pravda, nebo ne; tedy provadét
apravy, dokud nelze pravdivost vyhodnotit.

164



JAK UCGIT MATEMATICE ZAKY VE VEKU 10-16 LET

Hledani pravdivosti, ¢i formulace pravdivého tvrzeni se ztézuje v momenté,
kdy zak musi pracovat s podminkami, vyhodnocovat spravnost, kterd je vazana
na respektovani zadanych podminek. Jazykové se to projevuje v uziti podmin-
kového souvéti s uzitim pokud, -li, jestlize, jen kdyZ a podobné a s uzitim vazby
tak, aby. Specifickou souvislost s logikou muzeme hledat u tloh s konjunkci vice
podminek, obtiznéjsi je tloha, kde aspon jedna z podminek ma u slovesa zaporku
ne- (Tritova, citekas5). V tomto smyslu nase uéebnice praci s podminkou negra-
duji. Nedostatky zaki v feseni tloh PISA ¢i soutéznich matematickych tlohach
plynou mimo jiné i z neschopnosti disledné respektovat vSechny stanovené pod-
minky. Pokud jsem z tohoto pohledu porovnavala ucebnice matematiky Francie,
Italie a CR a netispésnost ve vybranych tlohach, je patrné, Ze nasim zakéim pod-
minky unikaji v textu zadani, ¢i se nékteré vytraceji v priubéhu feseni. Zahrani¢ni
ucCebnice pracuji o néco systematictéji s explicitnimi podminkami, tedy zaci jsou
na né zvykli. V nasich uéebnicich jsou nékdy podminky skryté, nezdtraznéné, ¢i
zcela vynechané. Malo se vyskytuje prace s vice podminkami, jako napf. tlohy
typu: a) najdi nejmensi pfirozené ¢islo, kdyz vis, Ze je dvojciferné, neni sudé, je
deélitelné tfemi a péti; b) v roviné vyznaé t¥i piimky tak, aby a byla kolma k b
a aby byla soucasné rovnobézna s c.

Nedilnou soucasti vyuky matematice jsou didaktické hry, které mohou defi-
cit prace s podminkami kompenzovat. Nase u¢ebnice zejména ve vyssich ro¢ni-
cich hry nenabizeji, i kdyz by tak mohly napomahat k rozvoji logického mysleni.
Kazda hra s pravidly predstavuje praci s logickou strukturou, nuti hrace respekto-
vat zpravidla vice podminek soucasné. Nedodrzeni podminek vede k nekorektnim
kroktim, jejich identifikace v hrdc¢ové rozhodnuti je penalizovdna (nehraje, ztréci
body, je vyloucen a podobné), ¢imz nuti hrace na vSechny myslet. Pokud nejsou
pravidla dobfe naformulovdna (informace jsou neuplné, nejednoznacéné apod.),
pak si na vlastni ktzi zaci vyzkouseji, jaky dopad maji nedostatky ve vyjadio-
vani.

PRAVDA A ETIKA V UCEBNICICH

Posuzujeme-li didaktické materialy i z pohledu cesty zdka k pravdivym tvrzenim
na ruznych drovnich obecnosti, vidime, ze hledani pravdy je soucasti rozvijeni
nejen matematického mysleni, ale i etického chovani. Sem patii i to, zda je tloha
v ucebnici puvodni, ¢i zda je pfejata od jiného autora, nebo jim inspirovana.
Autori ucebnice de facto v publikaci tvrdi, Ze jsou autory vSech uvedenych tloh,
a pokud ne, pak jsou povinni autora, od kterého tlohu prejali, citovat s vyjimkou
aloh typu 14+ 1 =. Jde tedy o podobny proces prace s pravdivosti uvadénych
informaci, jako to chceme po Zacich, kdyz napt. délaji referat. Toto vSak v naSich
koncinach jesté neni ukotveno.
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K etice, ktera je propojena s hledanim pravdy ¢i diirazem na pravdivost tvr-
zeni, pat¥i i kultura vyjadfovani a rozliSovani mezi myslim si (domnénka) a vim
(tvrzeni). Sem lze pfipojit i dalsi skupiny slov, jejichZ vyznamy je vhodné rozli-
Sovat: umim (provedu spravné, nemusim védét pro¢) a rozumim (vim jak a pro¢,
argumentuji, zdtivodiiuji, umim uvést piiklad i protipiiklad), podobné hdddm
(pouziji vyrok, co mi slina na jazyk pfinese, a vim, Ze se nemusim trefit) a experi-
mentufi (mam hypotézu a systematickymi kroky ji ovéiuji) a odhadugi (vychézim
ze znalosti, se kterou danou situaci porovnavam, zpravidla podilem). NeodliSeni
vyznamu uvedenych sloves, nejen v uc¢ebnicich, ovliviiuje hodnoceni zavéreénych
zédkovskych tvrzeni (jinak hodnotim odhad, jinak méfeni). Posuzovani odpovédi
zaka, jeho TeSeni lze povazovat za neetické, pokud v zadani bylo jedno z uvede-
nych ,,parovych sloves* a my hodnotime odpovéd (pravda, spravné, ano, ... /ne,
chyba, tak to neni, to neni pravda) tak, jako by v zadéni bylo druhé sloveso
z daného paru.

ZAVER
Je otazka, jak by se zménily recenze ucéebnic, kdybychom pohled na skolni ma-
tematiku takto obohatili.

Analyzy uéebnic z riznych pohledii mohou vyrazné ovlivnit nejen SVP, ale
i podrobnéjsi plany ucitele.

V procesu vyuky se zabyvame i otdzkami motivace, smysluplnosti, abychom
presvédcili zaky svym chovanim, vybérem tloh, navozovanim didaktickych situaci
ovyznamu a krase matematiky. Pro zaka je pod tlakem spolecnosti redukovan
proces FeSeni na to najit spravny vysledek, my vsak usilujeme o to, aby se zak
naucil myslet a produkt mysleni v matematice umél komunikovat a stat si za tim,
Ze ona tvrzeni jsou pravdiva.

Potvrdilo se mi v praxi, ze oteviena hra s zaky prinasi vysledky, nejde o to jen
néco vytesit, jde o to najit pravdivé tvrzeni. Zdaraznéni hledani pravdy v pro-
cesu Feseni u fady mych zakt zménilo postoj k matematice. V tomto smyslu
poukazujeme na souvislost matematiky s filosofii.

Analyzy ucebnic, na kterych stéle pracuji jak sama, tak ve spolupraci se stu-
denty, mi pomaha pochopit dalsi tskali, se kterymi se potyka zak opirajici se
dominantné o ucebnice ¢i pracovni seSity. Nejde jen o obdobi Zdkovy absence,
kdy je na didaktické materidly odkazan, ale jde i o typy zaku, ktefi ke svému
progresu niterné potfebuji tisténou specificky strukturovanou oporu. Ve vsech
podkapitolach jsme naznacili i rezervy v ucebnicich. Smyslem bylo m. j. elimino-
vat podnéty vedouci k tomu, ze zdk se dopousti chyby v poznavacim procesu ¢i
procesu FeSeni pod vlivem didaktickych materidla (Tortora, 2019), a hledat nové
cesty, jak presvédcéit zadka o smysluplnosti nékterych kroki ve vyuce.
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VYHODNOCOVANI PRAVDIVOSTI
V MATEMATICKE SOUTEZI PANGEA

Michaela Kaslova

ABSTRAKT

U vybranych soutéznich uloh matematické soutéZe Pangea se zamérim na rTeseni uloh,
které se zabyvaji pravdivosti, a na miru uspésnosti jejich teseni. Sleduji zamérné tri
strategie Teseni a porovndvdm je s témi, co ndm nabizeji ulohy v ucebnicich.

KLi¢oVA sLova: logické mySleni, vyhodnoceni pravdivosti, matematickd soutéz, FeSeni
uloh.

UvoDNI ¢GAST

Soutéz Pangea existuje v Ceské republice od roku 2014. Na rozdil od zahra-
ni¢nich podob soutéZe si tym autort vymezil typologickou strukturu souboru
uloh, kde sleduje mimo jiné i propor¢nost mezi tlohami dominantné aritmeticko-
-algebraickymi, geometrickymi, slovnimi tlohami (Kaslovd, 2018). Prtfezové se
pak vyskytuji llohy zamérené na stimulaci logického mysleni.

Vsechny tlohy s nabidkovymi odpovédmi, nejen v soutézich, jsou de facto
o hledéni pravdivého tvrzeni, které jednoznacné prezentuje spravnou odpovéd.
Ne vzdy vSak maji nabidky podobu samostatného vyroku: a) ma formu celé
véty; b) prezentuji jen idajny obor pravdivosti s tim, Ze posuzovatel musi dana
data dosadit do kontextu zadani tlohy.

Resen{ takto zadanych tiloh nabizi tii hlavni metody: A) fesitel /z4k fesi tlohu
od zacatku a své feSeni porovnava s nabidkou moznych vystupi fesSeni; skupina
A zahrnuje rtzné metody jako je kalkulus, praci s modelem, uvazovani, usuzo-
vani a dalsi véetné vhledu; B) fesitel /zak zbé&Zné piecte zadani a soustiedi se na
nabidku; vychazi postupné od jednotlivych nabidek vyslednych feSeni a ta po-
rovnava se zadanim, zda odpovidaji podminkdm danym formulaci zadani loh;
soucasti této strategie je vice ruznych postupd, jak ukazuji analyzy feSeni Ci

UK PedF, Praha, michaela.kaslova@pedf.cuni.cz
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rozhovory s zaky, naptiklad pouziti vylucovaci metody ¢i dokonce kvalifikovany
odhad (Kaslové a Sovi¢, 2021); C) Tesitel/zak Glohu nefesi, ale hada bez premys-
leni, nebo pouzije taktiku, kdy sleduje socialni pohled na tvorbu takovych tloh,
vcituje se do autora a voli odpovéd (a, b, ¢, ...) podle toho, jak ¢asto se (dle
ného) vyskytovala u predchozich tloh jednotlivd pismena u spravnych feSeni. Je
nutné poznamenat (Kaslova, 2018), Ze ne vSichni zaci postupuji stejné. K ana-
lyze daného typu napomaha zarazovani tak zvanych prufezovych tloh, které fesi
v8ichni bez ohledu na roc¢nik, ktery resitel ve skole navstévuje.

Typ A je Castéjsi u prvnich tloh, na zacatku série tloh. U mladsich zaki
(pod 12 let) prevazuje, coz lze sledovat i v poctu ,vyfeSenych“ uloh. Typ B
se vyskytuje u nadpriumérnych zdkt vyrazné castéji, frekvence tohoto postupu
stoupa také tehdy, pokud se Fesitel citi v mirném c¢asovém tlaku, tedy zhruba
od poloviny série tloh s nabidkovymi odpovédmi. To znamend, Ze s touto sku-
te¢nosti mohou dopredu autori kalkulovat. Typ C se vyskytuje vice u zaka od
12 let, coz je spojeno nejen s rostoucimi zkuSenostmi s danym typem tloh, ale
i s nastupem puberty, celkové vice u chlapct nez u divek; oboji mtze byt spojeno
s vyssi tendenci riskovat (Atkinsonové, 2001). Typ C maé castéjsi vyskyt ke konci
Casového limitu pro feSeni série tuloh, kdy casova tisen pusobi na emoce, coz je
spjato s rychlym myslenim (Kahneman, 2011).

ULOHY TYPU ZEBRA

Ulohy typu Zebra (tiloha 12 PTACI), jejichz cilem je sestavit pozadovany pocet
n-tic, patfi mezi oblibené. Neumoziuji ptili§ hidani (typ C) a také dle prohlaseni
fesitelt tuto metodu neuzivaji. Pfevazuje metoda komparace odpovédi se zada-
nim (typ B), postup je ndroény na koncentraci, ale zaci u téchto tloh, pokud jsou
propojeny s poznavanim reality, ocenuji, ze FfeSenim se néco dozvédi. U typu B
vychéazeji z toho, ze jedind z nabidek predstavuje pravdivé tvrzeni, a tedy musi
zvaZzovat dobfe nejen data, ale i zpusob formulace; lze uvazovat, ale je nutné se
opirat o cit pro jazyk. Specifické postupy se u Zeber vyskytuji v kombinaci A
a B, kdy dojde k ¢asteénému Feseni (a vytvofeni nékolika trojic), uvazovani a vy-
louceni nevhodnych odpovédi, pak pfechod ke komparativnimu typu B.

ULOHY ZAMERENE NA PROSTOROVE PROBLEMY

Pokud nemé zak pro feSeni k dispozici trojrozmérné modely, musi se vyhradné
opfit o svoji prostorovou predstavivost, coz je u talentti otazka feSeni vhledem
(typ A). Zaci s nizsi arovni rozvoje prostorové predstavivosti musi vice pouZit
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© Pangea

12. PTACI S bodu

Mas zjistit, kolik jakych vajicek ptacek snasi a jak dlouho o né pecuje,
dokud se mlad’ata nerozleti.

Rizné druhy ptdka snaseji: 4-6 vajicek, 5-7 vajicek, 8-10 vajicek.

Od vylihnuti se mlédd’ata jednotlivych druhi mohou rozletét piiblizné po:
2 tydnech, 3 tydnech, 4 tydnech.

Sojka sndsi 5-7 vajicek.

Miadata, kterd se vyklubala z 4-6 vajicek, se
nerozleti za 3 tydny od vyklubani.

Sykorka mod¥inka pecuje o mldadata
do jejich rozletu 2 tydny.

Strakapoud nesedi na 8-10 vajickach.

Zdroj: cs.wikipedia.org/wiki/S%C3%BDkora_mod%C5%99inka

Pozn. Neuvazujeme vajicka kukacci, ani jiné vyjimecné uddalosti.

a) Sojka: 5-7 v., 4 t.; Strakapoud: 8-10 v., 2 t.; Sykorka: 4-6, 3 t.

b) Sojka: 5-7 v., § t.; Strakapoud: 4-6 v., 3 t.; Sykorka: 8-10 v., 2 t.
¢) Sojka: 4-6 v.; 3 t.; Strakapoud: 8-10 v., 4 t.; Sykorka: 5-7v.,2 t.
d) Sojka: 5-7 v., 3 t.; Strakapoud: 4-6 v., 4 t.; Sykorka: 8-10 v., 2 t.
e) Sojka: 5-7 v., 3 t.; Strakapoud: 4-6 v., 2 t.; Sykorka: 8-10 v., 4 t.

Obr. 1: Prafezova tloha typu Zebra
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analyticko-syntetické mysleni (Atkinsonova, 2001), pomalé mysleni (Kahneman,
2011), v kombinaci s metodou vylucovaci nebo s usuzovanim. U nésledujici alohy
pro 6. r. se typ C, dle tvrzeni fesiteld, vyskytl jen ve 2 %. Prechod od disté
prostorového feseni ke kalkulu (kterd ¢isla mohou pfichazet v tvahu p¥i poéiténi
objemu krychle) ve spojeni s tisudkem opét jen u 2 % sledovanych Fesitela.

15. KOSTKY 6 bodii

Kterym kusem z nabidky doplnis zdkladni kus (sestaveny ze 4 kostek)
druhym kusem tak, ze slepenim obou vznikne plna krychle?

c)

)
d) "

Obr. 2: Uloha na prostorovou piedstavivost
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ARITMETICKA ULOHA A UVAHA

Ulohy, které zkoumaji schopnost zaka korigovat avizovanou chybu v aritmeticko-
-algebraickém zapisu, v modelu, v textu a podobné, stoji na tom, ze zak danému
typu sdéleni rozumi, nékdy dokonce jde o to, zda chape zptisob komunikace v da-
ném komunika¢nim kédu. Nejde tedy jen o to, porovnat (spravné) feseni se zad4a-
nim, musi ¢asto nejdiive pfijit na to, kde se chyba nachézi. Ulohy tohoto typu jsou
Casto kombinaci A a B. Vétsina zaki fesila postupnym dosazovanim a vypoctem;
rovnéz pocetna skupina vyuzivala znalosti o cifernosti ¢isel v zadani a tim reduko-
vala mozZnosti v typu B (nabidka a) nevyhovuje); jini uvaZovali o ndsobcich (aby
to byla pravda, musi...); dalsi avahy se opiraly o praci s jednotkami/desitkami
v zadéni, o praci s déliteli a s vysledky Gvah (mé-li...); posledni skupina usu-
zovala s tim, Ze postupovala od konce s odhadem vysledku (kdyby..., pak...),
tedy s hlavni oporou v B.

G K 4 body
8. DVE CISLICE :

Na tabuli je tiloha ,,na déleni beze zbytku*. Zdk si opsal délence z tabule
chybné, délitele spravné. V délenci prohodil dvé &islice. Které? Tak, jak
to chybné opsal, 4 680 : 81 = ... , by to beze zbytku nevyslo.

Najdi spravnou odpovéd’.

a) 0a4 b) O0a6é6 c) 0a8 d) 4a6 e) 8a4

Obr. 3: Uloha zaméfené na korekéni procesy

ULOHY SE ZAMERENIM NA SPRAVNE ZOBECNENf

Ulohy v nagich uéebnicich matematiky malo stimuluji zéky k tomu, aby své zku-
Senosti shrnuli a vymezili, za jakjch podminek tvrzeni plati. Typ A stojici na
porovnani tvrzeni s tim, co maji v paméti, bylo vyjime¢né. Reseni se opird nej-
Castéji o pochopeni tvrzeni, dominuje typ B, u nékterych se vyskytuje hledani
protipfikladi. Vyskytuje se i ivaha o cifernosti (nejvyssi mozna cifernost) v kom-
binaci s tsudkem. Slabsi zaci tvrzeni ovéfovali na oboru do 20, nebo uplatnili
typ C. Néktefi zaci v nasledné diskusi priznali, Ze si s feSenim nevédéli rady, pro-
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toze nevédi, zda muze byt desetinné ¢islo liché. Tito zaci se radili jak k typu C,
tak B, kdy si interné doplnili obor N jako vychozi podminku, o které si vSak
nebyli jisti. Zde se ukazuje, Ze se u¢ebnice ve svych cvicenich témér nezabyvaji
praci s vymezovanim oboru.

19. VZDYCKY? 6 bodit

Kdyz vyndsobim liché ¢islo lichym a sou¢in pak vyndsobim deseti,
dostanu pokazdé:

A) Dvojciferné &islo

B) Nejméné dvojciferné &islo

C) Trojciferné ¢islo

D) Nejméné trojciferné &islo

E) Nasobek péti

F) Liché ¢islo

G) Sudé ¢islo.
Vyber z moznosti ty, které plati vzdycky, at’ si vybere$ kterdkoli lichd
&isla.

a) BEG b) CEG c¢) AF d) DF e) CEF

Obr. 4: Uloha na rozsah platnosti tvrzeni

ULOHY NA PRACI S GRAFICKYMI ZNAKY

V nasledujici tloze sledujeme, jak dalece je pravdivost tvrzeni zavisla na schop-
nosti uzivat grafické matematické znaky s respektovanim prislusné gramatiky,
zde v kombinaci s kalkulem. Ulohy tohoto typu podporuji rozvoj autokorekce.
Vétsina zaka volila typ A. Mensina kombinovala nedokonceny typ A s typem B
nebo C. Vyskytlo se i porovnani korektnosti zapisu — tedy bez ohledu na ¢isla.
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8. CHYBA 3 body

Zaci méli popsat, jak postupovali pi Feseni Gloh. Cast feseni vidite.

Ktefi zaci nemaji postup dobie?

K 12: (2+2)=12:2+12:2

L (20-8):4=20:4—8:4

M 672:7=630:7+ 42:7

N 2-24+7)=220+2:4+27

180:5=200:5-20:5

140:10=14:1

o
P
Q 50:0=5
R

2
10:2=—
10
S 65-(25-5)=65-25+5
T 100 — (30 +3)=100-30+3
a) KQRT b) KLRS ¢) MPQT d) QRT e) KRT

Obr. 5: Uloha na préci s grafickymi znaky a gramatiku jejich uzivani

ULOHY S DATY PREZENTOVANYMI RUZNYMI
KOMUNIKACNIMI KODY

Jsou data prezentovana obéma zpusoby stejné? Sdéluji to samé, nebo ne? Na cem
zélezi a na ¢em ne? To jsou otazky, které si v ucebnicich v souvislosti s prezen-
taci dat neklademe, ale pfitom hodnoceni pravdivosti podavanych informaci je
vhodnym tréninkem proti manipulovatelnosti socidlnimi sitémi a podobné. V fe-
Seni prevazuje analyza a komparace, prevazuje typ B, avSak slabsi zaci druhého
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agramu, casto voli typ C. Naopak nadpriimérni zaci kladné hodnoti, ze mohou

s e

tak zvané kontrolovat dospélé a odhalit jejich zameéry.

17. TV KOCOURKOV
Frk, Nicmoc, Haji, Pacipaci jsou televizni kandly v Kocourkové. Nechaly
si udélat prizkum sledovanosti u 4 000 domacnosti. Tv Frk ziskala 1 500
hlasti, Tv Pacipaci 500 hlast, kandly Nimoc a Haji se o zbytek hlast

5 bodu

podélily stejnym dilem. K tomu vznikly grafy.

Které z grafi odpovidaji vyzkumu?

A

sTVik =Ty

haji = TV nicmoc = TV pa

cipaci

* Tvpacipacl * Tvfrk = Tvha)l * TVnicmoc
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* Tv hajl

a) A,B,C,D

= TVnikmoc * TV pacipacl

* Tvirk

b) B,C,D

D

-

» TVpacdpacl » TVfrk Tvha)l = TVnicmoc

c) A,C d B e) D

Obr. 6: Uloha na sledovani pravdivosti pievodu dat do diagramu
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ODDIL S MATEMATICKYM TEXTEM A TABULKOU

Pro fesitele muze byt stresujici, ze se objevuje v zadani nepravdivé tvrzeni, po-
névadz na takové aktivity nejsou zaci z ucebnic zvykli. Klicem je hledani rozporu
mezi tvrzenimi, ptipadné respektovani podminek (napf. kolik jich mluvi pravdu).
Takové tlohy jsou rovnéZz vhodnym prostfedim pro odliSeni 17i (zdmérné formulo-
vané nepravdivé tvrzeni, ze kterého ma mluvci nebo jeho blizky pfimo, ¢i nepfimo
néjaky prospéch) od nepravdy. V FeSeni téchto tloh pfevazuje typ A nad ostat-
nimi. Z4ci, ktefi se jiz s takovym typem setkali, kombinuji A s B. Mira obliby
tohoto typu tloh zavisi na kontextu dané slovni tlohy.

20. KDO LZE? 5 bodii
Zaci méli piinést domaci kol a v ném vyfesit bud’ étyti slozené slovni dlohy,
nebo vymyslet dvé slovni ulohy na déleni se zbytkem, ale uréité méli vyfesit tf
problémy ve &tvercové siti. Viech pét kamaradu tvrdilo uéiteli, ze domaci tkol
splnili podle jeho pokyna.

K: Vyfesil tii jednoduché slovni Glohy a jednu vymyslel, mél hotové viechny
problémy ve &tvercové siti.

L: Vymyslel dvé slovni Glohy na déleni beze zbytku a vyfesil tfi problémy ve
Etvercové siti.

M: Vymyslel pét slovnich tloh na nasobeni a tii problémy v trojahelnikové
siti.
N: Vyiesil étyfi jednoduché slovni ulohy a dvé vymyslel.

O: Vyiesil ¢tyii slozené slovni tlohy a vyfesil ti1 problémy ve étvercové siti.

Kdo 1ze?

a) Nikdo nelhal.

b) Lhali K, M, O.

¢) Lhali vSichni.

d) Lhali K, L, M, N.
e) Lhali L, M, O.

Obr. 7: Uloha na identifikaci lhéafe, rozporu
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ZAVER

Ulohy s nabidkou odpovédi z pohledu préace s pravdivosti nabizeji fadu typové
ruznych tloh jak z pohledu zadani, tak jejich feseni. Ne vSechny tyto tlohy lze pre-
vést na ulohy oteviené. Rozhodné obohacuji nabidku tloh v ucebnicich. Zvlastni
pozornost je vhodné vénovat i uziti zaporky ,mne-“ u sloves nebo pfidavnych jmen
v zadani. Jeji nepochopeni ve svém duisledku vede zaky k feseni typu C. Ulohy
z matematickych soutézi by tedy nemély slouzit jen jednorazové, ale jak jsme si
ukézali vyse, mohou vhodné obohatit rozvoj zakova mysleni i v béznych hodinach
matematiky.
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OPTIMALIZACE BEZ DERIVACE

Jakub Michal

ABSTRAKT

S terminem derivace se Zdci na stredni skole obvykle setkdvaji teprve v poslednim rocniku
gymndzit, nebo dokonce vibec. Pokud Tesi optimalizacni ulohy, je to vétsinou s vyuZitim
diferencidlnitho poctu. Vybaveni silngm ndstrojem, jaky derivace predstavuje, a nizkou
predchozi zkusenosti s fesenim podobného typu uloh jingmi prostredky, Zdci ¢asto chdpou
jejich teseni pouze formdlné, kdy ulohy Tesi algoritmicky bez porozumént jejich struk-
tute a principum optimalizace. Mnoho rizniych teorii naznacuje, Ze nejlepsi zpiusob, jak
vyucovat, je ndsledovat historicky vyjvoj dancého problému. Cldnek je vénovdn aplikaci
této metody na pripad Tesent optimalizacnich uloh s cilem ukdzat nékteré metody resent,
které lze pouzit drive, neZ je derivace zavedena. Experimentdlni vyuZiti navrienych me-
tod bylo dopinéno polostrukturovanymi rozhovory s Zdky o pouZitych tesitelskych meto-
ddch. Rozhovory pomohly odhalit mnoho mylnych predstav a miskoncepti Zdku, které by
jinak mohly zustat skryty.

KLiCOVA SLOVA: optimalizace, minimum funkce, maximum funkce, extrémy funkci, his-
torie matematiky, metody feSeni optimaliza¢nich uloh bez derivace.

Uvop

Optimalizac¢ni ilohy — tedy tlohy, kde hleddme minimum nebo maximum funkce —
se zabyvajl otazkami vzbuzujicimi zajem Fesiteli a nabizeji mnohdy prekvapivé
odpovédi. Stejné otazky si zcela pfirozené muze klast i zak zakladni ¢ stiedni
skoly. Odpovédi vSak prichazeji vétsinou az v zavéru gymnazialniho studia, pokud
viibec. Je to zpisobeno predevsim tim, ze vétsina optimalizacnich tloh se ve skole
objevi teprve po zavedeni derivaci.

Nahly pfichod nového typu tloh mize zptsobit mnoho problémi v zakov-
ském porozumeéni. Stejné tak vybaveni zédka silnym nastrojem, tedy derivaci, bez
predchozi zkuSenosti s FeSenim tohoto typu tloh, mize vést ke vzniku formélniho
poznéni. Zaci pak ¢asto nedokazi vytesit tyto tlohy spravné a s porozuménim,

Pedagogicka fakulta UK, cjakub@email.cz
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protoze jen nasleduji zavedené algoritmy a nepfemysleji o ziskanych vysledcich
¢i hlubsich principech tloh.

Clanek je vénovan moznostem zafazeni feSeni optimalizaénich tloh bez pouziti
derivaci do vyuky matematiky na zakladni a stfedni skole. Pro nalezeni vhodnych
uloh a jejich feSeni byla provedena sonda do historie optimalizace. (Michal, 2021)

TEORETICKY RAMEC

Riizné teorie zminuji rizné pouziti historie v didaktice matematiky. Historie mize
slouzit nejen jako zdroj autentickych tloh, které je mozné vyuzit ve vyuce, ale
také k nalezeni zajimavych pfibéhti a prostfedkd pro posileni motivace zaka.
Stejné tak mize ukdzat mozné vyucovaci sekvence a vhodnost navaznosti uciva.
(Toeplitz, 2007; Furinghetti, & Radford, 2002)

Toeplitz (2007) zmifiuje tzv. geneticky piistup, ktery zahrnuje historicky ra-
mec ve vyuce matematiky. Tento pristup pouzil v hodinach matematické analyzy,
aby svym studenttim ukazal nejen zptsoby, jakymi nasi predkové Fesili tilohy,
ale také dtivod, pro¢ je vibec fesit potiebovali. Podle Toeplitze (2007) a Fu-
ringhettiho a Radforda (2002) tento pi¥istup vedl k lepsimu porozuméni studentii
probirané latce a vétsi motivaci k uc¢eni. Studenti na pozadi historie vidéli, Ze se
neucili probirané véty pouze pro prani ucitele. Také se dozvédéli o mnoha chybach
nebo nespravnych predpokladech, kterych se slavni matematici dopustili. To stu-
denty ujistilo, ze se kazdy muze dopustit chyby, a byli dokonce hrdi, kdyz udélali
stejnou chybu, jakou udélal slavny matematik pfed nimi. Furinghetti a Radford
(2002) také zmitiuji, Ze ne vzdy je rozumné ¥idit se p¥i vyuce logikou. Radi misto
toho pouzivat navaznosti uciva vychazejici z historického vyvoje dané problema-
tiky. Podobny citat lze nalézt u Pélyi (1993), ktery také podporoval geneticky
pristup:

,PTijde-li v nespravny Cas nebo na nespravném misté, mize byt dobra
logika nejvétsim nepiitelem dobrého vyucovani.“ (Letters, 1993, s. 286)

Podle Furinghettiho a Radforda (2002), Pélyi (1993) i Toeplitze (2007) je
pro lepsi pochopeni a motivaci studentti/zaki nutné, aby nékteré z elementar-
néjsich metod pfedchdzely modernim metoddm (v naSem piipadé derivacim).
Mnoho takovych metod spolu s tlohami je popsano v (Michal, 2021). V tomto
¢lanku se vSak zaméfime na dva vybrané zpiisoby feSeni, které stoji na pocatku
nejen historie optimalizace, a sice na intuici a FeSeni pomoci fyzikalnich experi-
ment.
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INTUICE

Jak tvrdi Niven (1981), nalezeni nejkratsi cesty nebo nejbezpecnéjsi cesty bylo
pro lidstvo zasadni jiz pfedtim, nez byla vyvinuta samotné ¢isla. I dnes by méla
intuice mit své misto v matematickém vzdélavani. O vyznamu intuice mluvi na-

priklad Klein:

»Soudim, ze matematickd intuice je vzdy daleko napfed oproti logickému
uvazovani a pokryva Sirsi pole.“ (Letters, 1993, s. 246)

Intuice by tak méla byt podle néj ve tfidé upfednostiiovana pred prisnou
a rigordézni argumentaci. Dale dodava, ze mnoho dulezitych prulomid v historii
matematiky vzeslo pravé z dobré intuice. Prvni zndm4 optimalizaéni tloha (pro-
blém princezny Didé (Tikhomirov, 1986)) byla korektné vyfeSena také na zdkladé
dobré intuice. V historii optimalizace se vsak setkame i s pfipady, kdy pouhd in-
tuice nepostacovala — jako priklad miuzeme uvést domnénku Galilea, Ze FeSenim
problému brachistochrony? je ¢ast kruznice? (Sanderson, & Strogatz, 2016).

FYZIKALNI EXPERIMENTY

Mnoho matematickych tloh z oblasti optimalizace bylo také feSeno pomoci pa-
ralel s fyzikdlnim svétem. Naptiklad Heroniv problém byl vyfesen pozorovanim
cest, po kterych se svételné paprsky pohybuji (Rojo, & Bloch, 2018) a Snelluv
fyzikalni zdkon byl pouzit k feSeni problému brachistochrony Bernoullim (Levi,
2009). Tento pristup neni v dnesni dobé bézny, protoze postrada presnost a obec-
nost. V jinych oblastech matematiky jej vSak pouzivali i Archimédés, Newton,
Lagrange, Poincaré nebo Riemann. Poincaré o uziti fyziky dokonce tika:

»Fyzikandm (matematikim) déva nejen piilezitost k feSeni problémii, ale
také ndm pomaha objevit metody, jak je Tesit, a déla to dvéma zptsoby:
vede nas k tomu, Ze oCekdvame vysledek, a nabizi ndm vhodné cesty
argumentace.“ (Letters, 1993, s. 46])

Tim dobfe shrnuje nékterd z pozitiv tohoto pfistupu ve vyuce — nejen, ze
fyzikalni demonstrace poslouzi jako dobra ilustrace jevu, umoziuje zakovi samo-
statné badani a objevovani, ale také mu dava do dané problematiky vhled. Pro
zéka je tak snazsi porozumét naslednému abstraktnimu matematickému vyjad-
feni, jelikoz jiz bude mit predstavu, ¢eho se tloha tyka, k jakému ma smérovat
vysledku a také mu pomiize pii hledani dikazu. (Levi, 2009; Polya, 1954)

V neposledni fadé mize experiment zptistupnit zakéim tlohu, ktera by pro né
Cisté matematickymi metodami mohla byt zatim nefeSitelna nebo nezajimava.

IKftivka nejrychlejsiho sestupu.
2Ve skutecnosti se jedna o cykloidu, jak ukazal Bernoulli.
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METODOLOGIE

Vybrané tulohy nalezené pfi resersi historie optimalizace byly pfedmétem semis-
trukturovanych rozhovort vedenych se zaky zakladnich a stfednich skol. Celkem
bylo dotazovanych osm zaku ze zdkladni Skoly a devét ze stfedni skoly, z nichz
¢ty¥i jiz znali zptisoby feSeni optimaliza¢nich tiloh pomoci derivaci. Zaci ze za-
kladni skoly byli vybirani jednak na zakladé jejich kladného vztahu k matema-
tice a fyzice, jednak podle pozorovani jejich dovednosti béhem vyuky uvedenych
predméti. Zaci stfednich gkol byli dobrovolnici, ktef{ byli ochotni se rozhovort
zucastnit.

Délka rozhovort se pohybovala od tficeti minut do jedné hodiny v zavislosti
na napadech zaka, jeho soustfedéni a vili pokracovat. Také jsem mél moznost
konzultovat nékolik z dale popsanych tloh se zaky pfimo v rdmci hodin matema-
tiky a fyziky na zdkladni Skole.

Cilem rozhovoru bylo ovérit vhodnost vybranych tloh ve vyuce jak na za-
kladni, tak stfedni skole, prozkoumat predstavy zakt v oblasti optimalizace a také
identifikovat obtiZze, které Zaci s feSenim tloh nestandardnimi metodami mohou
mit.

Ulohy byly pro rozhovory vybrany na zakladé dvou kritérii. Prvnim byla p#i-
mérenost obtiznosti, kdy zadani llohy muselo byt srozumitelné pro zaka stfedni,
ale i zakladni skoly. Druhym kritériem byla moznost modelovini teseni. Toto
kritérium bylo obzvlast dilezité u tloh Fesenych fyzikalnimi experimenty. Ulohy
vybrané pro rozhovory je mozné rozdélit do nasledujicich, v teoretickém ramci
popsanych, celki:

1. Ulohy feSené intuitivné,
2. Ulohy feSené fyzikalnim experimentem.

V nasledujicich dvou podkapitolach jsou tyto zptisoby feseni strucéné pribli-
zeny. Poté jsou predstaveny ulohy diskutované se zaky a nékteré odpovédi a po-
stiehy z rozhovora.

Popris ULOH RESENYCH POMOCI INTUICE

Ulohy, kde Z4ci méli na zékladé intuice nalézt FeSeni a svou odpovéd se pokusit
podporit argumentem, byly:
1. Pomoci smy¢ky z provazku vymodelujte rovinny utvar maximéalniho obsahu.?

2. Pomoci smycky z provazku vymodelujte trojihelnik a pravothelnik maximal-
niho obsahu.?

3Problém princezny Didé.
4Dalsi isoperimetrické ulohy.
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3. Najdéte drahu (kiivku), po které se kulicka dostane z bodu A do bodu B za
nejkratsi ¢as.® Zaci méli moznost pracovat s magnetickou drahou na tabuli
a poustét po ni kulicku (viz obrazek 1), pfipadné své navrhy értat na papir.

Obr. 1: Magneticka draha na tabuli Obr. 2: Reseni pomoci mydlovych blan

Popris ULOH RESENYCH POMOCI FYZIKALNICH EXPERIMENTU

Jako piiklad tlohy, kdy Zaci fesili matematickou tlohu pomoci fyzikalnich ex-
perimentt a argumentace, zde uvedeme tzv. Steinertiv problém® a hledani tzv.
Toricelliho bodu’. Zvoleny byly dva piistupy:

1. Prvni pfistup je zaloZen na experimentovani s mydlovymi blanami a ,,snaze*
kapaliny zaujmout minimalni povrch. K nalezeni Toricelliho bodu a jeho
vlastnosti je pouzita specialni pomiicka skladajici se ze dvou prithlednych
obdélnikovych desticek spojenych tfemi sloupky (viz obrazek 2). Pomticka se
ponofi do mydlové vody a po vyjmuti se mezi destickami a sloupky (pfed-
stavujicimi vrcholy trojthelniku) utvofi mydlové blany. Pii pohledu shora
Ize spattit dvojrozmérnou reprezentaci nejkratsi cesty s Toricelliho bodem
v misté priseciku téchto tii mydlovych blan. Mazeme také pozorovat, ze
tthel mezi jednotlivymi blanami je 120°. (Courant, & Robbins, 1996)

2. Ve druhém pfistupu jsou pouzita tii zévazi stejné hmotnosti a tfi kusy pro-
véazku libovolné délky. Provazky jsou svazany dohromady a druhy konec je

5Hledani brachistochrony.

6Problém hledani nejkratsi cesty mezi tfemi nekolinearnimi body.

"Toricelliho (také zndmy jako Fermattiv) bod je bodem trojthelniku, pro ktery je soucet
vzdalenosti mezi nim a vrcholy daného trojuihelniku minimalni.
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pripevnén k zévazim (viz obrézek 3). Déle jsou potfeba t¥i kladky. Zavazi sva-
zand provazky jsou zavéSena na soustavu kladek (které pfedstavuji vrcholy
trojuhelniku). Zavazi po urc¢ité dobé zaujmou rovnovazny stav a zlstanou
v klidu. Poloha uzlu, spojujiciho vSechny tfi provazky dohromady, predsta-
vuje polohu Toricelliho bodu. Césti provézku mezi timto bodem a kladkami
zase modeluji hledanou nejkratsi cestu. Experiment je zaloZen na faktu, Ze
soustava ,se snazi“ zaujmout konfiguraci s minimalni potencialni energii.

(Levi, 2009)
, -

Obr. 3: Reseni pomoci zévazi a kladek

VYSLEDKY A JEJICH DISKUZE

V nasledujicich podkapitolach jsou shrnuty nékteré postiehy a zjisténi pii fe-
Seni jednotlivych tloh. Nasledné jsou vysledky shrnuty a porovnany s vybranou
literaturou uvedenou v teoretickém rameci.

VYSLEDKY MODELOVANT ROVINNEHO UTVARU MAXIMALNIHO
OBSAHU

Pred samotnou praci na tkolu vytvorit itvar maximéalniho obsahu z dané smycky
byli Zaci nejprve seznameni s pribéhem fénické princezny Did6. Nasledné se méli
pokusit vytesit zadanou tlohu.
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V osmi pfipadech zaci predpokladali, ze maji-li dva rovinné utvary stejny ob-
vod, maji i stejny obsah, a povazovali tikol za ,,chytak*. Dva stfedoskolaci dokonce
argumentovali, pro¢ je jejich (nespravné) tvrzeni pravdivé: ,Pokud u trojihelniku
posouvame vrcholem, obsah trojihelniku zstava nezménén. Takze tady to bude
fungovat podobné.“ Zaci véak opomnéli zminit, Ze tato vlastnost u trojahelniku
plati tehdy, pokud pohybuji vrcholem po odpovidajici rovnobézce s protilehlou
stranou (tedy nemeéni se vyska ttvaru).

Tri zaci zakladni Skoly se domnivali, Zze Gtvar s nejvétsim obsahem ziskaji
protazenim smycky do stran, jak ukazuje obrazek 4. Pouze jeden z nich tuto do-
mnénku sam pozdéji vyvratil, kdyz si uvédomil, Ze se obrazec ve druhém rozméru
(dimenzi) zmensil. Toto FeSeni se u stfedoskoldkt nevyskytlo.

Obr. 4: Natazeni smycky do stran

Vétsina 7kt (t¥indct) p¥i pfemysleni zminila jako FeSeni Gtverec. PrestoZe,
jak zaci potvrdili, ilohu neznali, vSichni alespon na okamzik uvazovali, ze FeSeni
bude kruh, coz je spravna odpovéd.

Zaci také uvadéli divody, proé¢ zvolili kruh nebo étverec. Tvrdili, Ze jsou
to ,pékné utvary“. Zduvodnovali, Ze obvykle jsou to pravé pravidelné utvary,
které jsou nositeli dulezitych vlastnosti a byvaji ve Skole spravnou odpovédi.
Objevily se také argumenty jako: ,Sipky s poc¢atkem ve stfedu kruhu tla¢i na
provazek vsude stejnou silou, ale u ¢tverce to neplati. Takze to bude kruh.“ Tato
odpovéd jiz pusobila uréitou snahou o feSeni tlohy pomoci fyzik4lni argumentace
v kombinaci s intuici.

Dva zaci stfedni Skoly pak také spravné zminili, ze utvar bude urcité kon-
vexni. Jeden z nich dokonce nacrtl hvézdu a spravné na ni ukézal, Ze nemize mit
maximalni obsah. Vyuzil pfitom shodného zobrazeni.
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VYSLEDKY MODELOVANT TROJUHELNIKU A PRAVOUHELNIKU
MAXIMALNIHO OBSAHU

U tkolu tykajiciho se pravothelniku a trojuhelniku byla situace obdobna. Zaci
nefesili tlohy ve stejném poradi. Cast jich nejprve fesila tilohu pro pravotuhelnik
(kde pouze rozhodovali mezi obdélnikem a ¢tvercem) a teprve poté pro troji-
helnik a druha ¢ast v opa¢ném potadi. V zavislosti na pofadi tloh se objevily
rozdily. Prvni skupina méla obvykle mensi problémy rozhodnout, co bude fese-
nim, protoze po vyfeseni jiz dokézala princip prenést na trojuhelnik. Osm zaka
nasledné dokonce tlohu zobecnilo, kdyz uvedlo, Ze FeSenim jsou vzdy pravidelné
mnohothelniky. V opa¢ném ptipadé zaci méli vice potizi, jelikoz jiz nerozhodovali
pouze mezi ¢tvercem a obdélnikem, ale o druhu trojthelniku.

Za zminku stoji také pozorovani tii zaku, ktefi vyuzili k argumentaci vysledku
predchozi tlohy, kdyz fikali: ,,Ctverec je blize kruhu nez trojihelnik a bude tak
mit pri stejném obvodu vétsi obsah.“ Zavér tohoto tvrzeni je pravdivy a souvisi
s tzv. izoperimetrickym kvocientem, ze kterého vyplyva, ze: ,Cim vice vrcholil
ma pravidelny mnohothelnik daného obvodu, tim vétsi je jeho obsah.*

Nejvétsi prinos prace se smyckou byl v odhaleni mylnych piedstav a forma-
lismi. Tyto problémy by mohly snadno ztstat skryty. Prace se smyckou tak
napiiklad ukazala, Ze Zaci maji potize odpovédét, zda jsou nasledujici tvrzeni
pravdiva:

e Pokud maji dva rovinné utvary stejny obvod, maji stejny obsah.

e Pokud maji dva rovinné utvary stejny obsah, maji stejny obvod.

VYSLEDKY HLEDANI DRAHY PO KTERE SE KULICKA DOSTANE
Z BODU A DO BODU B ZA NEJKRATSI CAS

I v tloze tykajici se brachistochrony bylo odhaleno nékolik miskoncepci v zakov-
ském mysleni. Pro nékteré bylo napriklad obtizné spatfit rozdil mezi pripadem,
kdy hledaji drahu, po které je pohyb vykonan za nejkratsi cas, a pripadem hledani
drahy, pro kterou plati, ze v koncovém bodé€ mé téleso nejvyssi rychlost. V deviti
pfipadech byla za feSeni povazovana tsecka. Tu vSak vétsina zaki pozdéji sama
dokazala vyloudit.

Zadny 74k nezvolil konkavni drahu. V sedmi piipadech zaci hadali, Ze feSenim
bude néktera z kuzelosecek, protoze maji ,, p€kné vlastnosti“. Pét zaki si myslelo,
7e spravné odpovéd by mohla byt parabola, dva Zaci ¢ast elipsy a jeden zak zminil
i ¢ast hyperboly. Na zaky mélo povzbudivy efekt, kdyz se dozvédéli, ze podobné
chyby se dopustil i Galileo, kdyz také za FeSeni oznadil ¢ast kuzelosecky (kruZnice).
Chyba se jim pak nezdédla byt trividlni pfesné tak, jak je uvedeno v (Toeplitz,
2007).
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VYSLEDKY ULOHY RESENE POMOCI FYZIKALNICH EXPERIMENTU

U dloh tykajicich se fyzikalnich experimentt bylo pouZito vice riznych piistupi.
V prvnim pfistupu byla nejprve ucastnikim vysvétlena tloha, a poté byli po-
zédani, aby nasli feSeni pomoci pomucek uvedenych v popisu tlohy. Ve druhém
pristupu byli Zaci ponechani, aby na tloze nejprve pracovali samostatné, bez po-
micek, a experimenty byly pouzity teprve poté, co méli zaci dostatek casu se
s ulohou seznamit a vyzkouset rizné strategie feSeni. Tteti pfistup byl opacny.
Experimenty byly pfedvedeny mnou a zaci méli za kol vysvétlit, co pokus uka-
zuje, a pokusit se zduvodnit, pro¢ to plati.

Protoze zaci nebyli zvykli s podobnymi nastroji v hodinach matematiky pra-
covat, nebyl prvni z pristupt prili§ efektivni. Nakonec byla proto zakam tloha
ilustrovana na skutecném pfibéhu, kdy ji ani telekomunika¢ni spole¢nost nevy-
fesila spravné. To zdky ujistilo, ze je v pofadku délat chyby (opét v souladu
s (Toeplitz, 2007)).

Pred praci s mydlovou vodou jsem ocekaval, ze nékteri zaci by mohli znat
vlastnosti mydlovych bublin a dtvod, pro¢ maji kulovity tvar, a rychle diky
tomu pochopit, co experiment ukazuje. Také jsem ocekaval, ze zaci budou bod,
kde se protinaji mydlové blany nebo provazky, povazovat za tézisté trojuhelniku,
stfed kruznice vepsané nebo opsané ¢i jakykoli jiny pro né znamy vyznacny bod
v trojihelniku.

Prvni oc¢ekavani se vSak nenaplnilo. Pro zaky byly terminy jako povrchové
napéti jen malo znamy. Zaci tak skuteéné pouze odhadovali a vznikly bod ozna-
podstaty experimentu do svéta matematickych objektti a méli tak potize s po-
uzitim fyzikalnich argumentt. Proto, kdyz se snazili obhdjit svoji domnénku,
nezminovali pfitomnost zavazi, kladek, ani mydlovych blan. Pokus se pro né stal
pouhym obrazkem a blany s provazky tseckami v trojuhelniku. Na pokus se divali
jako na geometricky obrazec na papite, presto vSak nepouzivali ani geometrickych
vlastnosti k odiivodnéni svych tvrzeni.

Pouzité experimenty se tak, navzdory mym ocekavanim, neukézaly jako prilis
vhodné pro badatelsky orientovanou vyuku. Co lze vsak hodnotit kladné, je fakt,
7e zaci po tom, kdy jsme si vysvétlili, co dany bod predstavuje, ¢asto sami kladli
otazku: ,Ale... pro¢ to funguje?” Zaky tak experiment motivoval k dalsimu po-
znévani, presné tak, jak je zminéno v (Toeplitz, 2007) a (Furinghetti, & Radford,
2002). Po vyjasnéni také zaci reagovali, Ze ted je to vlastné Gplné jasné, jen je to
nenapadlo, a uziti experiment hodnotili kladné.

Kdyz byli dotazovani pozadani, aby pouzili intuici nebo vysvétlili fyzikalni
demonstraci, méli tendenci vybirat zndmé prfedméty namisto premysleni o situ-
aci. Zaci byli také ¢asto ovlivnéni neddvnymi hodinami. Piikladem mtiZe byt jiz
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zminény problém pii zkouméani brachistochrony, kdy zaci méli potize s rozliSenim
mezi nejrychlejsim klesdnim a nejvyssi rychlosti v koncovém bodé. To mohlo byt
zpusobeno tim, Ze se pravé ucili o zachovani energie a fesili na prvni pohled po-
dobnou ulohu. Podobné Zaci ¢astéji zminovali kuzelosecky, kdyz se o nich pravé
udili.

SHRNUTI VYSLEDKU

Vyucovat feSeni optimalizac¢nich tloh je v podstatné mife mozné i bez znalosti
derivace. V (Michal, 2021) jsou nékteré tlohy vhodné pro zakladoskolskou ¢i
stfedoskolskou tiroven matematiky i s fesSenimi uvedeny. Vysledky naznacuji, ze
kdyz se zadk s metodami feSeni seznamuje v navaznosti na historicky vyvoj, muze
ziskat vhled do ulohy a dosdhnout hlubsiho porozuméni dané problematice tak,
jak je uvedeno v (Toeplitz, 2007).

V rozhovorech se ukazalo, ze prace zaka s nékterou z elementarnich metod
jej mtze nejen motivovat k udeni a poznavani (jak je uvedeno v (Levi, 2009)),
ale také odhalit pfipadné chybné predstavy zakt i ve zdanlivé nesouvisejicich
kapitolach matematiky.

Jako tlohy s potencidlnim vyuzitim ve vjuce se z rozhovort jevi byt alohy pra-
cujici s fyzikdlnimi reprezentacemi. Mimo jiz uvedenych pfinosi Ize dale zminit
i fakt, ze tlohy vyuzivaji mezipfedmétovych vztahii, coz mize vést k zdkovu pro-
pojeni znalosti z riznych oblasti. Vice takovych tloh, nejen z oblasti optimalizace,
lze najit naptiklad v (Levi, 2009).

ZAVER

Protoze optimalizacni tlohy byly feSeny mnoha rdznymi zpusoby dlouho pted-
tim, nez byl popsén diferencidlni pocet, je jeji historie pomérné bohaté (Niven,
1981). ZAci, kteii maji moznost sledovat tento historicky vyvoj optimalizace,
maji moZnost postupovat od nejzékladnéjsich metod (za kterou bychom mohli
oznadit napiiklad intuici) pfes pokrocilejsi (metody z oblasti elementérni geome-
trie a geometrické nerovnosti nebo fyzikalni experimenty) k modernim (derivace
funkce). Tento pfistup by mél jednak predejit vzniku formalismi v dané oblasti
matematiky, jednak také umoznit zdktim nahlédnout do principt fungovani tloh.
Popsané metody maji potencial zaky motivovat a seznamit i s méné typickym
pristupem k FeSeni matematickych tuloh.

Nejen tlohy tohoto typu, ale naptiklad i alohy vyuzivajici zadkonitosti chemie
budou pfedmétem mého dalsiho zkoumani.
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