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Uvodni slovo

Milé kolegyné, mili kolegové,

je mou milou povinnosti vam predstavit sbornik z 29. ro¢niku konference
Dva dny s didaktikou matematiky 2025. Letosni ro¢nik potvrdil, ze tato akce ma
své pevné misto v kalendari ucitelt matematiky, didaktikti a vSech, kdo sdileji
nadseni pro hledani novych cest, jak matematiku ucit i objevovat.

Do Prahy letos dorazilo vice nez dvé sté ucastnikii — z univerzit, zakladnich
i stfednich gkol, z celé Ceské republiky i ze Slovenska. VSichni jsme spoletné
vytvorili inspirativni prostor pro sdileni zkusenosti, napadi i otazek, které nas
ve vyuce provazeji.

Program byl pestry a nabity. V plendrni prednasce Michaela Sebka jsme se
zamysleli nad ,, vzdélanim pro budoucnost®, zatimco dvojice Lukas Vizek a Libuse
Samkova prinesla podnétny pohled na konceptualni porozuméni v matematice.
Velky zajem opét vzbudily pracovni dilny, kde jsme si mohli vyzkouset napti-
klad hmatové geometrické hry, inikovky v matematice, praci s GeoGebrou nebo
metodiku vyuky slovnich tloh a formativni hodnoceni v praxi.

Cennou soucasti programu byly také diskusni skupiny — vénované napriklad
revizim RVP, financ¢ni gramotnosti ¢i zkusenostem s diferenciaci vyuky na gymna-
ziich. A nechybél ani ¢as na neforméalni setkani, tymovou hru a spole¢né posezeni,
které k nasi konferenci dnes jiz tradi¢né patii a délaji z ni vic nez jen odbornou
udélost.

Dékujeme vsem, kteri prispéli svymi prispévky, napady i dobrou naladou.
Vazime si kazdého, kdo prinasi do vyuky matematiky energii, tvorivost a chut
hledat nové cesty.

Tésime se, zZe se s vami znovu setkame pfi jubilejnim 30. ro¢niku — a ze i nadale
budeme spolecné tvorit komunitu, kterd matematiku nejen uci, ale i zije.

Za programovy a organizacni vybor konference
Nada Vondrova



JEDNANI V SEKCICH

Kuzelosecky jako grafy funkci — propojeni
analytické geometrie a diferencialniho poc¢tu na

SS
ANETA AJKSNEROVA!

Cilem tohoto prispevku je predstavit moznost propojeni analytické geometrie s né-
kterymi partiems diferencidlniho poctu, a to predevsim ve vjuce na gymmndaziich,
konkrétne na tématu kuzelosecek. Ty byvaji ve vijuce zarazovdny zejmeéna v ramci
analytické geometrie. Lze je ovsem reprezentovat také jako grafy funkci, cozZ umoz-
nuje zkoumat jejich limity, derivace a dalsi, souhrnné vysetrit jejich pribéh. To-
hoto presahu je tak mozné vyuzit pro propojeni danych oblasti matematiky a také
pro komplexnéjsi pochopeni samotného tématu kuzelosecek.

Uvod

Kuzelosecky, coby jedny ze zakladnich krivek v roviné, patii v rdmci geometrie
mezi bé&zné ucivo gymndézii. Zaci se s nimi setkdvaji pfi vyuce syntetické geometrie
v souvislosti s jejich zavedenim jako Tezu rotacni kuzelové plochy. Pracuji s nimi
ale predevsim v ramci geometrie analytické, pricemz diiraz je kladen zvlasté na
praci s charakteristickymi vlastnostmi jednotlivych typi kuzelosecéek a zejména
na jejich analytické vyjadreni. V souladu s Ramcovym vzdélavacim programem
pro gymndzia (2022) je tak vyuka zamérovana na tvorbu jejich osovych a vrcho-
lovych rovnic, urcovani zakladnich tidaji o kuzelosecce a teseni tloh vénujicich
se zkoumani vzajemné polohy primky a kuzelosecky.

Poprvé ovSem zaci narazi na kuzelosecky vyrazné drive, navic ve zcela jiném
kontextu — tzn. ne v rdmci geometrie, a to konkrétné jiz na druhém stupni za-
kladnich skol v souvislosti s grafem neptimé iimérnosti, kdy je jim kuzelosecka

! Univerzita Karlova, Pedagogicks fakulta; AnetAjksnerova@seznam.cz
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predstavena jako graf funkce. Néasledné se setkavaji na strednich skolach s kvadra-
tickou funkci, jejimz grafem je parabola, a také s linearni lomenou funkci, jejimz
grafem je rovnoosa hyperbola. V neposledni fadé mohou déle v rdmci tématu in-
verznich funkci narazit na polovinu paraboly jakozto graf funkce s odmocninou.

Na misté tak je polozit si otazku, zda existuji i dalsi funkce, jejichz graf tvori
kuzelosecka, nebof zavedeni kuzelosecéek jako grafi funkci by umoznilo jejich
vyuziti také ve vyuce diferencidlniho poctu, a to napr. v ramci vypoctu jejich
limit, derivaci atd., souhrnné potom v souvislosti s vysetfenim pribéhu téchto
funkci. Zaktm by tak mohl byt zadan nezndmy funkéni piedpis, ovem jako graf
dané funkce by ziskali dobfe zndmou ktivku, coz by umoznilo propojeni tématu
funkci s analytickou geometrii. Uré¢eme proto v nasledujicich prikladech tvar grafu
zadanych funkci.

Priklad 1

Grafem funkce, jejiz funkcéni predpis tvori podil dvou linearnich funkci, je hy-
perbola, jedna se o linearni lomenou funkci. V navaznosti na tuto skutecnost
se mizeme ptat, zda plati to samé i pro podil kvadratické a linearni funkce.
Uvazujme nasledujici funkéni predpis:

202 +9x+9
floy = 29 ED,
Ten lze upravit do tvaru:
f(af):(2:c2+9a:+9)'(2x+2):x+7+ !
' 2 r+1

Z podminky spojené s nenulovym jmenovatelem plyne existence svislé
asymptoty. Soucasné pro r — Z£oo je zlomek predstavujici zbytek po déleni
témér nulovy a hodnoty funkce f se blizi hodnotam, kterych zde nabyva primka
y=ux+ %, tato primka je proto druhou asymptotou. Na zakladé existence dvou
asymptot lze odhadnout, ze grafem funkce f je hyperbola. Tento odhad lze
potvrdit detailnim vySetienim prubéhu funkce, viz Ajksnerova (2024, s. 69-74).

Zjistujeme tak, ze existuji i dalsi funkce, jejichz graf tvori kuzelosecka. Na
funkéni predpisy ve tvaru podilu kvadratické a linearni funkce mizeme pomeérné
bézné narazit. Existuji ovsem i dalsi funkce, jejichz grafy tvori kuzelosecky nebo
jejich ¢asti, na néz uz tak casto nenarazime. Podobu jejich grafu navic nelze tak
snadno odhadnout. U takovych funkci se pro urceni konkrétniho typu kuzelo-
secky, se kterou dana funkce souvisi, nabizi zminovand moznost vysetrit jejich
prubéh.



— %] (] a

Obrazek 1: Graf funkce f(z) = 29322‘;3?9

Priklad 2

Vysetfeme prubéh funkce:

f(z) = =V =222 + 4z + 16.

Pozn.: Vypocty zde uvedme velmi struéné, detailnéjsi rozbor 1ze opét dohledat
napt. v Ajksnerova (2024, s. 58-62).

1. Definicni obor, sudost, lichost
Vyraz pod odmocninou nesmi byt zaporny, tedy Dy = (—2;4). Funkce f
nenf sudd ani lichd, nebot f(—z) = —\/—2- (—2)2 +4- (—z) + 16 =
= —V—222 —4x + 16 # £ f(—x).

2. Priseciky se souradnicovimi osami, intervaly kladnd/zapornd
Pro P, plati, ze f(0) = —4. Proto dostavame P,[0; —4]. Pro P, fesime rov-
nici f(z) = 0 a dostavame dva priseciky P,,[—2;0] a P,,[4;0]. Dosazenim
libovolného prvku z Dy zjistujeme, Ze funkce f nabyvd pouze zapornych
a v krajnich bodech nulovych funkénich hodnot.

3. Limaity v krajnich bodech definicniho oboru, asymptoty
Z predchoziho vypoctu plyne, Ze krajnimi body Dy jsou primo priiseciky se
souradnicovou osou x. Funkce f je spojita, neni definovana v nevlastnich
bodech, asymptoty neexistuji.

4. Pruni derivace: lokdlni extrémy, intervaly rostouci/klesajict
Prvni derivace ma tvar f'(z) = V%’ nulovy bod z = 1 rozdéluje
jeji definiéni obor na dva intervaly. Dosazenim libovolného prvku z inter-
valu (—2;1) do prvni derivace dostavame zéapornou hodnotu, funkce f na
ném proto klesd. Analogicky pro druhy interval (1;4) dostavame, ze zde




funkce f roste. V nulovém bodé prvni derivace se tak nachdazi lokalni mi-
nimum funkce f o soufadnicich [1; —3+/2].

5. Druhd derivace: inflexni body, intervaly konvexni/konkdvni

Druhd derivace ma tvar f” = (_m2+2x+8)1/8_2x2+ —- Jejl nulovy bod ne-

existuje, navic nabyva pouze kladnych funkénich hodnot. Funkce f je proto
na celém svém definiénim oboru konvexni a inflexni bod neexistuje.

Na zékladé vypoctl vyse mizeme sestrojit graf funkce f.

Obrazek 2: Graf funkce f(r) = —v/—222 + 4z + 16

7 grafu potom plyne, ze H; = (—3/2;0) a Ze se v bodé [1; —3v/2] nachdzi
globalni minimum a v bodech [—2;0] a [4; 0] globalni maxima funkce f. Graf je
soumeérny podle osy x = 1. Z tvaru grafu lze odhadnout, Ze by se mohlo jednat
o Cast elipsy. Ovérme to nyni vypoctem.

Funkéni predpis prevedeme do tvaru analytické rovnice kuzelosecky, ¢imz ply-
nule opustime diferencidlni pocet a téma funkci a prejdeme do analytické geo-
metrie. Umocnénim funkcéniho predpisu na druhou se zbavime odmocniny, dale
upravime na c¢tverec.

y? = —22% + 4z + 16
y? = —2(x* — 21) + 16
=2 —1)*=1-(-2)+16

Dostavame stfedovou rovnici elipsy, jeji polovina tvori graf funkce f. Pomérné
snadno uréime jeji charakteristické prvky: stfed S[1;0], délky poloos a = 3+/2,
b = 3, excentricita ¢ = va% — b2 = /18 — 3 = /15, hlavni vrcholy A[l;3v/2],
B[1; —3+/2], ohniska E[1;/15], F[1; —/15].
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Obrazek 3: Kuzelosecka % + 31’723 =1

Zavér

Cilem tohoto prispévku bylo poukazat na moznost zadani kuzelosecek funkénimi
predpisy. Jiz ze zédkladni skoly vime, Ze rovnoosa hyperbola a parabola jsou grafy
funkci. Nyni jsme ukézali, Ze i obecna hyperbola nebo napi. elipsa mohou byt
popsany jako funkce. Tim ovSem zjistujeme, ze grafem funkce muze byt kazdy
z typu (regularnich) kuzelosecek, tedy ze analytickou rovnici kazdé konkrétni
kuzelosecky miuzeme prevést do tvaru funkéniho predpisu.

Kuzelosecky jsou ve skoldch velmi Sirokym a pestrym tématem, zarazovany
jsou ovsem predevsim do vyuky analytické geometrie. To muze vést k tomu,
ze je ucivo zaky vnimano izolované, bez souvislosti, a tudiz také jako obtizné
a komplikované. Propojeni kuzelosecek s tématem funkci by ovsem mohlo vést
k jejich komplexnéjsimu a snazsimu pochopeni a také ke zpestieni vyuky.

Literatura

[1] AJKSNEROVA, A. (2024). KuZelosecky jako grafy funkci — sbirka resengch
uloh [Bakalarska prace, Univerzita Karlova]. Digitalni repozitat Univerzity
Karlovy. https://dspace.cuni.cz/handle/20.500.11956/196424

[2] MINISTERSTVO SKOLSTVI, MLADEZE A TELOVYCHOVY. (2022). Rdmcovy
vzdéldvaci program pro gymndzia. https://www.edu.cz/rvp-ramcove-vzd
elavaci-programy/ramcove-vzdelavaci-programy-pro-gymnazia-rvp
_g/
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Exponencialni funkce a jejich vyuka ve Svédsku
ELISKA BERANKOVA!

Prispevek priblizuje zkusenosti z vyuky exponencidlnich funkci na strednich sko-
lach ve Svédsku. Na zdkladé poznatki ze zahranici miZeme porovnat zpisoby
zavedeni exponencidlni funkce v ceskych a svédskych ucebnicich. V praktické cdsti
clanku je vyresena uloha na exponencialni pokles poctu plejtvaki a navrieno, jak
lze téma vyuZit ve vyuce — a to nejen k overovani dat a rozvijeni mezipredmeto-
vych vztahi, ale také k naplnovani cili RVP. Poté jsou uvedeny priklady dalsich
tloh, které mohou slouzit jako inspirace pro pedagogy.

Pristup k definici exponencialni funkce se v ¢eskych a svédskych ucebnicich lisi.
V ceském prostiedi je obvykle zavadéna nasledujicim zpiisobem:

Definice 1. (Zemek, 2014) Exponencidlni funkce o zdkladu a je funkce definovand
na mnozine R vyjadrend ve tvaru

kde a je kladné cislo rizné od 1.

Tato forma se zaméruje spise na teoretické vlastnosti a grafické znazornéni
funkce. Naopak ve svédskych stredoskolskych ucebnicich je obvykle pouzita roz-
sifend definice (viz Definice 2).

Definice 2. (Alfredsson et al., 2021) Funkce typu y = C-a*, kde C' a a jsou kon-
stanty (a > 0,a # 1), se nazjvd exponencidlni funkce. C' meéni y-ovou souradnici
pruseciku s osou y a a je faktor zmeny.

U definice najdeme jesté dodatecné vysvétleni: y je soucasna hodnota, x pred-
stavuje pocatecni hodnotu, a je faktor zmeény, a® znaci faktor celkové zmény.

Tato definice je vhodnéjsi pro praktické tlohy, protoze prirozené vyjadiuje
realné déje jako rist investice, ubytek populace nebo zmény v c¢ase. Tato forma
zavedeni exponencialni funkce je pouzitelnéjsi napiiklad pfi modelovani ekono-
mickych procesti, biologického riistu a také se 1épe porovnava s linedrnim narts-
tem nebo poklesem.

Piistup k feSeni exponencidlnich tloh ve Svédsku ukazeme na tiloze modelujici
pokles populace plejtvakt obrovskych.

I Univerzita Palackého v Olomouci, Pfirodovédecks fakulta; eliska.berankova0l@upol.cz
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Priklad 1. (Skolverket, 2015) Nejvétsi zvite, které kdy na zemi existovalo, je
plejtvak obrovsky. Béhem poslednich let drasticky klesl jejich pocet z diavodu
rybolovu. V roce 1900 zilo v oceanech priblizné 239 000 plejtvaki a o sto let poz-
déji byl jejich pocet 2 300. Predpokladejme, zZe jejich pocet klesa exponencialné.
V jakém roce poprvé klesne pocet plejtvakt obrovskych pod 200, pokud jich bude
ubyvat stédle stejnym tempem?

Nejprve si popiseme veskeré zadané hodnoty:

C' = pocatecni hodnota (ptuvodni pocet plejtvakia obrovskych);
y = vysledna hodnota (pocet plejtvaki k roku 2000);

a = faktor zmény;

xr = pocet let.

Nyni dosadime hodnoty, které zname:

C = 239000;
y = 2300;
x = 2000 — 1900 = 100.

Prvné vypocitame faktor zmény a nasledné budeme hledat odpovéd na otazku
ze zadani. Do predpisu exponencialni funkce dosadime znamé hodnoty a vypoci-
tame a.

2300 = 239000 - ¢'"°

2300 100
239000
] 2300
\ 239000
a = 0,9546

Ted, kdyz zname faktor zmény, se miizeme vratit k otazce. Mame vypocitat,
v jakém roce klesne pocet plejtvakii obrovskych pod 200. Tuto hodnotu muzeme
nyni dosadit za y, tedy novou vyslednou hodnotu, a dopocitame neznamou x.

200 > 239000 - 0,9546"

200
4 X
232%%00 > (0,9546
1 1 46”
og 23290%00 > log 0,9546
1 -1 46
0g239000 >z -1log 0,95
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200
> 108 535009
log 0,9546

x > 152,5

Odpovéd: Pocet plejtvaki obrovskych klesne podle exponencialniho modelu pod
200 jedinct priblizné 153 let po roce 1900, tedy v roce 2053. Tento vysledek vy-
chazi z vypoctu zalozeného na predpokladu konstantniho tempa poklesu populace
plejtvaki.

7 prikladu vyplyva, ze k hledanému poklesu dojde kolem roku 2053. Vhodné
je ale doplnit, zZe ve skutecnosti se od 60. let 20. stoleti pocet plejtvak zacal zvy-
sovat diky mezindrodnim ochranarskym opatifenim. Odhady z roku 2018 hovori
o populaci v rozmezi 5000-15 000 jedinct (International Union for Conservation
of Nature, 2018). Tuto ulohu tak lze ve vyuce vyuzit nejen k procviceni expo-
nencialniho poklesu, ale i k rozvoji kritického mysleni a k mezipredmétovym
presahtim (napt. zéklady ekologie, geografie, angli¢tina pri hledani informaci).

Dalsi uvedené ulohy jsou cerpany ze svédskych ucebnic a studenti pfi jejich
reSeni vyuzivaji znalosti o exponencialnich funkcich.

Priklad 2. (Alfredsson et al., 2021) Ve mésté s 25500 obyvateli exponencialné
roste pocet lidi nakazenych infekéni chorobou. O stejny pocet procent vzrostl
pocet nakazenych dva tydny po sobé. Pocet se zvysil z 2365 na 2760 za dva
tydny. O kolik procent se zvysil jejich pocet za tyden?

Odpovéd: Pocet nakazenych se za tyden zvysil o 8 %.

Priklad 3. (Alfredsson et al., 2021) Umélec ma v soucasné dobé nékolik sle-
dujicich na socialnich sitich. Predpokladame, ze se jejich pocet zvysuje mési¢né
o stejné procento. Funkce f(a) = 20000-a® udava pocet sledujicich za tii mésice,
kde a je faktor zmény za mésic.

a) Kolik ma umélec sledujicich dnes?

b) Urcete f(1,25) a interpretujte svou odpoved.

c¢) Vyteste rovnici f(a) = 100000 a interpretujte odpovéd.

Odpovédi: a) f(0) = 20000; b) f(1,25) = 39063, Umélci se bude kazdy tyden
zvySovat pocet sledujicich o 25 %. ¢) Umeélec by mél 100 000 sledujicich za 3 mé-
sice, pokud by prumérny narust sledujicich byl o 71 % mésic¢né.

Zptisob zavedeni exponencidlnich funkei ve Svédsku podporuje jejich apliko-
vatelnost a rozvoj matematického mysleni. Ulohy ze $védskych uéebnic mohou
obohatit vyuku v ¢eskych skolach nejen o propojeni matematiky s realnym své-
tem a jinymi obory, ale vedou zéky také k praci s daty a ovérovani informaci,
¢imz se rozviji jejich kritické mysleni a kompetence k uceni a k reSeni problémii.
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Ulohy tohoto typu napoméhaji napliiovat cile RVP, zejména pozadavek, aby zak
,modeloval zavislosti realnych déji pomoci zndmych funkeci a resil aplikacni ilohy
s vyuzitim poznatkl o funkcich* (MSMT, 2007).
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Timova sutaz Matematicky B-den uz aj
v Ceskej republike

KRISTINA OVARY BULKOVA!, JANKA MEDOVA?

Zadanie timovej matematickej sutaZe pre stredoskolikov Matematicky B-den
je zostavované timom matematikov z Freudenthalovho instutitu na Univerzite
v Utrechte v Holandsku. Ulohy v zadani maji charakter otvorengch matematic-
kych problémov gradujicich k tvorbe matematického modelu vybranej situdcie,
mspirovanej problémamsi z roznych oblasti matematiky. V prispevku predstavime
zadanie a vybrané vysledky riesent Ziakov sutaZe Matematicky B-den 2024. Sutaz
je organizovand Katedrou matematiky Fakulty prirodnych vied a informatiky
Univerzity Konstantina Filozofa v Nitre a kond sa raz do roka, spravidla druhy
tyzden v decembri. Trojclenné alebo stvorclenné timy Ziakov strednych skol sa
rieseniam uloh a vypracovaniu zdverecného riesenia venuji v jednom dni spolu
sedem hodin. V naposledy organizovanom rocniku sa zicastnili i Ziaci z Ceskej
republiky.

Timova sutaz pre zZiakov strednych sko6l Matematicky B-
den

V sutazi Matematicky B-den stutazia 3-4 ¢lenné timy ziakov, sutaz trva sedem ho-
din. Sutaz je urcend ziakom strednych skol. Zadanie sutaze Matematicky B-den
tvori suvisly text v rozsahu 10 az 20 stran skomponovany z gradovanych mate-
matickych tloh a vysvetlujucich komentarov tykajucich sa vybraného problému.
Problém predstavuje realnu situaciu, s ktorou su ziaci na zaciatku textu obozna-
meni. Postupnym definovanim pojmov a rieSenim ivodnych navadzajucich tloh
sa ziaci dostavaju hlbsie do problému a st postupne nateni problémovi situaciu
matematizovat. Otvorené matematické problémy nakoniec vedu k origindlnemu
skimaniu v matematike a vytvaraniu matematického modelu redlnej situacie.
Hodnotenym vystupom sitaZe je pisomné sprava. Ziaci maju za tlohu napisat
podrobny opis svojich iivah a vysledky, ku ktorym sa dopracovali zdévodnuji ma-
tematickymi argumentmi. Predklada sa pisomné sprava, jedno rieSenie, za cely
sttaziaci tim. Ziacke rieSenia hodnoti tim hodnotitelov a ziaci sa vysledok dozve-
daju priblizne sest tyzdnov po uskutocneni sutaze. Hodnotitelia sa zameriavaju
na jednotlivé aspekty schopnosti tvorit, dokazovat ¢i argumentovat v matematike
(Ovary Bulkova et al., 2021).

1 7ilinska univerzita v Ziline, Fakulta prevadzky a ekonomiky dopravy a spojov; ovary bulkova@uniza.sk
2 Univerzita Konstantina Filozofa v Nitre, Fakulta prirodnych vied a informatiky; jmedova@ukf.sk
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Matematicky B-den 2024: V oblacich

V decembri roku 2024 sa sutaze Matematicky B-den zucastnilo az 51 timov,
ktoré boli z 13 strednych $kél na Slovensku a prvy krat aj z gymnézia v Ceskej
republike. V tomto roc¢niku sa po prvy krat konalo cesko-slovenské kolo sutaze.

Ustrednou témou uplynulého roénika sitaze bola tvorba konvexnych obalov
a skuimanie podmienok tvorby konvexnych obalov vzhladom na mnozinu bo-
dov, ktoré moze obsahovat. Na zaciatku zadania sa vysvetlené pojmy konvexny
a nekonvexny mnohouholnik, nasledne pojmy vztahujice sa priamo na zadanie
(pre jednotné pouzivanie terminolégie ziakmi) ako konvexny obal, mra¢no bodov,
tiene useciek, pohare a vrchnaky. Zadania boli prepojené s hrou pre dvoch hracov
s nasledujicimi pravidlami:

1. Hradi sa striedaju v pridavani bodov na harok papiera.

2. Ziadne tri body nesmt lezat na jednej priamke.

3. Ked hrac vo svojom fahu prida bod tak, ze bude mozné vytvorit konvexny

patuholnik s vrcholmi v doposial pridanych bodoch, prehral.

Hra bola vytvorena aj ako aplikéacia, v ktorej mohli ziaci realizovat svoje sku-
manie. Napriklad: ,, TWito hru moZete hrat aj ako kooperativnu hru. To znamend,
zZe sa budete snazit o umiestnenie co najvacsieho poctu bodov tak, aby nevznikol

konverny patuholnik. Preskimajte, kolko tahov maézZe hra trvat’ (Matematicky
B-den, 2024).

Autentické riesenia zZiakov

Pri rieseni otvorenych matematickych problémov je potrebné, aby Ziaci otvorili
svoj matematicky intelekt a prekrocili hranicu zauzivanych postupov a znamych
algoritmov pouzivanych pri rieseni tloh na hodinach matematiky. Je zrejmé, ze
nie je dopredu mozné s istotou predpokladat, aky postup ziaci pri rieseni zvo-
lia. Ziaci pristupujt k rieSeniu problému tvorivo, tvoria a skiimaji v matematike
a svoje zistenia opisuju so snahou, aby ich pisomny prejav bol zrozumitelny a po-
chopitelny.

Ziaci svojimi rieSeniami ukézali vysoky matematicky potencidl a prejavili vy-
nikajice schopnosti matematického myslenia. Pre ukazku uvadzame autentické
rieSenia ziakov z gymndzia v Ceskej republike na nasledujtci problém:

LAk mdte dobré mracno bodov, mozZete cez ,wonkajsie’ body nakreslit kon-
vexny mnohouholnik tak, Ze vsetky ostatné body leZia v jeho vnitri. ... V dob-
rom pdtbodovom mracne su vidy styri body, ktoré tvoria konvexny stvoruhol-
nik. ... existuji tri moznosti: 1) Konvexny obal je pdatuholnik. 2) Konvexny
obal je stvoruholnik. 3) Konvexny obal je trojuholnik. ... V pripade 3 mracno
tvori konvexny trojuholnik s dvoma bodmi, vZdy existuje konvexny stvoruholnik.
Platnost turdenia ... zdovodnite pomocou tienov. Zacnite s trojuholnikom s jed-
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nym bodom a argumentujte, Ze druhy bod nemozino umiestnit nikam bez toho,
aby vznikol konverny stvoruholnik.”.

Riesenie A. , Volime prvni libovolny bod A v trojihelniku CDE. Prvni miizeme
najit stiny DE z bodu C, CD z bodu E, CE z bodu D. Nasledné stiny udélame
DE z bodu A, CD z bodu A, CE z bodu A, a tak si odstinime vsechno mimo
trojuihelnik, ze kdyz tam umistime bod, ur¢ité nam vznikne konvexni ¢tyrtuhelnik.
Nésledné umistime druhy bod, B. Bod uvnitr trojuhelniku nejde umistit tak, aby
nam primka spojujici oba vnittni body nerozdélovala narysnu na 2 poloroviny
a jedna polorovina musi obsahovat dva ze tii bod trojihelniki, a tak nam zase
vzdy vznikne konvexni ¢tyrihelnik.”

Riesenie B. , Trojuhelnikovy obal, ktery obsahuje jiz jeden bod, jenz nelezi
s dalsimi dvéma body na stejné primce, je nasim zakladnim objektem. Aby bylo
mozno zrealizovat vznik takového bodu, ktery lezi uvnitt spolecné s jiz umisténym
bodem, musi byt v trojihelniku nestinné misto. Jenze jakékoliv tti body v roviné,
které nelezi na stejné primce, vzdy tvori trojuhelnik. Takto vzniknou uvnitt obalu
dalsi trojuhelniky, které zastini cely obsah trojuhelniku.”

Pre porovnanie prikladame riesenie uz skusenych riesitelov z dlhoro¢ne zapéa-
jajuceho sa gymnazia na Slovensku:

Riesenie C. ,, Oznacme vrcholy konvexného trojuholnika postupne proti smeru
hodinovych ruciciek A, B, C a bod vo vnutri tohto trojuholnika ako D. Aby bol
dany konvexny trojuholnik konvexnym obalom dobrého mracna bodov A, B, C,
D, E, tak zostdvajuci piaty bod must lezZat vo vnitri trojuholnika ABC a pritom
lezat mimo priamok AD, BD, CD. PredlZenim tychto troch priamok rozdelime
trojuholnik ABC na Sest oblasti, v ktorych sa bod E mozZe nachddzat. Vsetky tieto
oblasti pritom ale su tienom nejakej z useciek AD, BD, CD z nejakého iného
z vrcholov trojuholnika ABC ako na obrizku (v kaZdej oblasti je napisané, tien
akej usecky z akého bodu to je) (obr. 1):

Obrazok 1
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Z toho vyplyva, Ze ak umiestnime bod E do lubovolnej z tyjchto siestich oblasti,
tak spolu s bodom D a s mejakymi dvomi z bodov A, B, C wvytvori konvexny
stvoruholnik (konkrétne ak E bude leZat v tieni usecky XD z Y, kde X, Y siu
nejaké vrcholy trojuholnika ABC, tak body D, E, X, Y budu tvorit konvexrny
stvoruholnik).”

Na zaver

Sutaz Matematicky B-den pontka ziakom aj ucitelom strednych skol mnoho po-
zitiv. Okrem nového pohladu na matematiku a prilezitosti matematizovat realnu
situdciu, ziaci maju prilezitost byt sicastou timu, budovat vzajomnu efektivnu
a rozumnu komunikaciu v matematike a spolupracovat pri rieSeni otvoreného
problému, pri tvorbe matematického modelu. Tieto pozitiva sa odrazaja v ras-
ticom zadujme o ucast v stutazi, tentokrat aj v Ceskej republike.
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Jak vypocitat odmocninu ze dvou? Uméli to uz
Sumerové...

LENKA CIBOCHOVA!

V prispevku je predstavena uloha o uhlopricce brany, kterd zaznéla na Dvou dnech
s didaktikou matematiky 2025. Tuto ulohu miZeme nalézt na hlinéné desticce z ob-
lasti Mezopotamie. Jeji reSent vyuzivd iteracni proces, ktery je lehce aplikovatelny
na zakladni i stredni skole.

Uloha z hlinéné tabulky

Tabulky BM 96958 a VAT 6598 obsahuji soubor tiloh o obdélnicich, mezi néz patii
i tloha, kterd popisuje aproximac¢ni proces vypoctu thlopficky brany (obr. 1)
(Mansfield, 2023). Ve volném prepisu je znéni nasledujici: Jaka je délka thlo-
pricky brany, ktera je vysoka % nindan a 2 kus a sirokd 2 kus?

Obrazek 1: Brana — tloha z hlinéné tabulky

Pro zjednoduseni je vhodné si sumerské miry prevést na metry. 1 kus je vlastné
1 loket, coz zhruba odpovida 0,5 metru. 1 nindan je 12 ks, takze zhruba 6 metri.
Vyska v je tedy priblizné 4 metry a sitka s 1 metr.

Resen{ tlohy vychéazi z toho, Ze soucet obsahtl ¢tverct nad stranami brany je
stejny jako obsah ¢tverce nad jeji thloptickou d:

v+ =d?

212 1T=d=d=1T7.

Cilem je vytvorit ¢tverec o stejném obsahu jako soucet obsahii ¢tvercti nad
stranami brany (obr. 2).

! Univerzita Karlova, Pedagogické fakulta; cibochovalenka@gmail.com
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v=4 s=1 d=/17

y=d d=/17

Obrazek 2: Ctverce nad branou / ¢tverec nad tihlopiickou

Ze ¢tverct je nejprve potfeba vytvorit obdélnik o stranach ag, by (obr. 3) a dale
postupné upravovat strany vzniklého obdélniku tak, aby se co nejvice priblizil
¢tverci (obr. 4).

a,=425

Obrazek 3: Nastaveni vstupnich hodnot pro iteracni proces
Vstupni hodnoty itera¢niho procesu ag a by:
S 1
ap=v+—-—=4+-=425
v 4

b():?):4
S:a0°b0:4,25-4:17

Prvni iterace:

ao—bo 1 1 /17 33
_ - . =—|—+4)|=—=412
a; = by + 2 5 (ao—i—bo) 2<4—|—> 3 ,125
1 1 _
blzé ’ = 36:4,1

a; 4125 33
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a,;=4,125

Obrazek 4: Zobrazeni prvni iterace

Timto vznikne rekurentni predpis, kterym postupnymi iteracemi vznika ob-
délnik, u kterého se minimalizuje rozdil délek jeho stran.

1 S
Qp = 5 (anfl + bnfl) 7bn = ;n;n SV
Druhé iterace:
1 1733 136 2177
a =5 (a+h) 2<8+33> 528
S 17
a2 “5og
TTeti iterace:
1 1 /2177 8976
g — . bo) = — = 4.12310562
as as 9 (CL2+ 2) 9 ( 598 + 2177) s 3105626
S 17
by = — = 7o ey — 4,123105625
as 3 (@ ﬁ)

Vysledek ziskany vypoctem na kalkulacce: /17 = 4,123105626

Je vidét, ze uz ve tietim kroku iterace vzniknou ¢isla (délky stran obdélniku),
které maji prvnich 8 desetinnych mist shodnych s ¢islem vypocitanym na kalku-
lac¢ce jako hodnota /17, coz je cislo, které odpovida pravé uhlopricce brany d.

Vyuziti ve vyuce

V nazvu byl sliben vypocet odmocniny ze dvou, v rdmci této konkrétni ulohy je
mozné klast si urcité otazky a danou tlohu modifikovat:
o Jaka je délka strany ctverce, ktery méa stejny obsah s jako dany obdélnik?
(vypusténi uvodu tlohy o brané)
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o Jak zvolit obsah obdélniku s a v zavislosti na tom strany ag, by pro vypocet
riznych odmocnin?
o Jak ovlivni rizna volba stran ag, by pti daném obsahu s pocet iteraci?
« Kolik iteraci je potfeba pro vypocet odmocniny na urcity pocet desetin-
nych mist?
Pomoci rekurentniho predpisu z tilohy o brané je to velmi jednoduché. Staci si
zvolit obdélnik o obsahu S = 2 a k nému odpovidajici strany, napt.: ag = 2,by = 1
(obr. 5).

1 1 3
a 2(a0+ 0) 2(+) 5 ;0
S 2 _
b1—7:§:1,3
ai )

1 1 /3 4 _
= —. bi)=—-(=-+—=-| =141
a2 =5 - (a1 +b) 2(2+3> 416

2
bng:—i1,411764706
a9 a9

az = 1,414215686
by = 1,414211438

ay = 1,414213562
by = 1,414213562

Vysledek ziskany vypoctem na kalkulacce: 1,414213562

Ze treti iterace v 1loze pro vypocet odmocniny ze dvou za danych vstupnich
hodnot lze ziskat v/2 na 4 desetinna ¢isla, coz je ve Skolské matematice dostacujici
a pri stavbé brany nebo vymeérovani pole dozajista také.
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Poucenia z prvej etapy validacie testu
algebrického myslenia

DUSAN DANIEL!

V prispevku sa zameriavame na prezentdciu vybranych testovich uloh z pilotného
overovania vyvijaného ndstroja na meranie algebrického myslenia urceného pre
Ziakov strednych skol. Pilotné testovanie odhalilo tulohy s neocakdvanymi vysled-
kamzi, ktoré si vyZaduju dalsiv analyzu a upravy. V texte diskutujeme o tom, co
tieto zistenia mozu naznacovatl v suvislosti so sposobom uvazZovania Ziakov pri ich
riesent a dalsim vyvojom testu.

Uvod

Algebrické myslenie predstavuje jednu z oblasti, ktord moze zohravat vyznamni
ulohu pri prepajani matematickych a informatickych kompetencii ziakov. Jeho
kIicové prejavy, ako st praca s premennymi, identifikovanie vztahov a pravidel-
nosti ¢i schopnost zovseobecnovat, si povazované za zakladné predpoklady nielen
pri rieseni algebrickych tuloh, ale aj pri navrhovani algoritmov a praci s datovymi
strukturami (Blanton et al., 2015; Kaput & Blanton, 2008; Kieran, 2004; We-
introp et al., 2016). Preskiimat tito prepojenost medzi algebrickym myslenim
a informatikou je cielom aj nasho dizerta¢ného vyskumu.

V sucasnosti vsak nie je k dispozicii standardizovany test, ktory by umoz-
noval spolahlivo overovat troven algebrického myslenia u ziakov strednych Skol.
Véacsina existujucich nastrojov sa zameriava na mladsich ziakov v primarnom
vzdelavani, ako napriklad Assessment of Farly Algebraic Reasoning (Ralston,
2013). Blanton et al. (2015) upozornuji, ze mnohé dostupné testy s orientované
prevazne na konkrétne oblasti algebrického uc¢iva, pricom chybaju nastroje, ktoré
by zachytavali SirSie chapanie algebrického myslenia v zmysle prace so vzormi,
vztahmi a premennymi. Na tito medzeru poukazuji aj Stephens et al. (2017),
ktori zdoraznuju potrebu vyvijat diagnostické nastroje pre vyssie irovne vzdela-
vania.

Preto sme v ramci dizertacného vyskumu pristupili k vyvoju testu zamera-
ného na diagnostiku algebrického myslenia pre vyssie sekundarne vzdelavanie.
V prispevku prezentujeme vyber testovych tloh, pri ktorych pilotné overenie
prinieslo zaujimavé a neocakavané vysledky. Tieto zistenia poskytuju dolezité
podnety pre dalSie ipravy testu a smerovanie jeho validacie.

! Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky; dusan.daniel@fmph.uniba.sk
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Algebrické myslenie

Algebrické myslenie je v ostatnych desatrociach povazované za jednu z klucovych
sucasti matematického vzdelavania (Kaput, 1995; Sfard, 1991) a didaktického vy-
skumu, pricom jeho chapanie sa rozvijalo najma vdaka vyznamnym pracam za-
meranym na Zziacke chadpanie konceptu premennych (Harper, 1987), zovseobecno-
vanie aritmetickych operacii (Lee, 1996) a komplexnejsiemu pohladu na algebru
ako vyznamnej oblasti poznania (Kieran, 2004). Kieran tieto pohlady integrovala
a ponukla systematickejsi opis procesov, ktoré si pre algebrické myslenie charak-
teristické. Identifikovala tri zdkladné kognitivne procesy: (1) abstrakciu a tvorbu
vSeobecnych pravidiel na zéklade konkrétnych prikladov, (2) manipuldciu so sym-
bolmi reprezentujicimi premenné a (3) analyzu vztahov a argumentaciu o ich
platnosti (Kieran, 2004).

Na tieto zaklady nadviazali Kaput a Blanton (2008), ktor{ vytvorili viacroz-
merny model algebrického myslenia pozostavajici z troch vzajomne prepojenych
oblasti: symbolizacie, funkéného myslenia a algebrického modelovania. Symbo-
lizdcia zahina prechod od enaktivnej fazy (konkrétnych ciselnych hodnot), cez
ikonicki (pouzivanie vizudlnych reprezentacii) ku symbolickej (vSeobecnym al-
gebrickym vyrazom). Pod funkénym myslenim rozumieme schopnost analyzovat
vztahy medzi veli¢inami a vyjadrovat ich pomocou réznych reprezentacii (grafov,
tabuliek, rovnic). Modelovanie v tomto ponimani zahfna prevod redlnych alebo
slovne opisanych situacii do formalneho matematického jazyka a naslednu inter-
pretaciu vysledkov v pévodnom kontexte. Tato zlozka algebrického myslenia je
uzko spata s pojmom matematizacia, ktory oznacuje proces prechodu od realnych
situdcii k ich matematickému opisu a rieSeniu (Blum & Leif3, 2007).

Blanton et al. (2015) dalej rozpracovali Kaputovu koncepciu v ramci vysku-
mov zameranych na tzv. ,,early algebra“. Potvrdili vyznam systematického roz-
voja tychto troch dimenzii uz od nizsich roénikov, pricom zdoéraznili ich tzke
prepojenie a dolezitost pre budovanie hlbsieho algebrického porozumenia.

Z vyvojového hladiska pontika Godino et al. (2015) model postupného rozvoja
algebrického myslenia v siedmich trovniach. Podla tohto modelu zZiaci precha-
dzaju od préace s konkrétnymi objektmi k abstraktnejsim a vseobecnym pojmom.
Model zdoraznuje, ze rozvoj algebrického myslenia sivisi so zvysujicou sa kom-
plexnostou jazykovych prostriedkov, foriem zapisu a zaroven so schopnostou zia-
kov porozumiet struktiram a vzfahom, ktoré su zakladom algebrickych pojmov
a symboliky:.

Uvedené teoretické pristupy pre nas predstavuju vychodisko pri navrhu a kon-
strukcii vytvaraného vyskumného nastroja.
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MODELOVANIE SYMBOLIZACIA

FUNKCNE MYSLENIE

Obrazok 1: Model algebrického myslenia podla Kaputa a Blantona (2008)

Zapis

(prirodzeny, numericky, ikonicky) (symbolicky, znakovy)

Jazyk

11-

Extenzivne objekty Intenzivne objekty
(konkrétne) (vEeobecnd)

Obréazok 2: Urovitovy model algebrického myslenia podla Godino et al. (2015)
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Proces vyvoja testu algebrického myslenia

Pri vyvoji testu algebrického myslenia sme postupovali v stilade s odporicaniami
uvadzanymi v odbornej literattire z oblasti eduka¢ného merania a vyvoja testo-
vych nastrojov (AERA, APA & NCME, 2014; Crocker & Algina, 2006; DeVellis,
2016; Haladyna & Rodriguez, 2013). Najprv sme vytvorili navrh prvej verzie
testu, ktory obsahoval tilohy zamerané na klicové oblasti algebrického myslenia
podla teoretickych ramcov opisanych v predoslej kapitole.

Nasledne sme test pilotne overovali na vzorke 87 ziakov strednej Skoly. Cielom
pilotného testovania bolo ziskat tdaje o metrickych charakteristikach jednotli-
vych loh a celého testu. Data sme analyzovali v ramci klasickej tedrie testov
(Classical Test Theory — CTT) aj pomocou modelov tedrie odpovede na polozku
(Item Response Theory — IRT), aby sme overili spolahlivost, nédro¢nost a diskri-
minac¢nu schopnost jednotlivych tloh.

Navrh prvej Pilotné
verzie testu . overovanie

testu

Uprava Analyza

testu

‘ Validny test

vysledkov

Obrazok 3: Proces vyvoja standardizovaného testu

Ciastkova analyza vysledkov vybranych tloh z pilotného
testovania

V tejto casti prispevku predstavime vyber dvojice testovych tloh, pri ktorych sa
vysledky pilotného testovania vyrazne odchylili od nasich povodnych oc¢akavani.

Uloha 1. Dve autd (A a B) id smerom ku krizovatke. Jedno auto prichddza
zo severu po hlavnej ulici, druhé auto prichadza z vychodu po vedlajsej ulici.
Nizsie je graf, ktory ukazuje vzdialenost kazdého auta od krizovatky v zavislosti
od ¢asu. V ktorom case alebo v ktorych ¢asoch sa autd nachadzaju na rovnakom
mieste? Odpoved napiste do odpovedového harku.

Uloha je prevzaté z prace Clementa (1985) a v stlade s modelom algebrického
myslenia podla obr. 1 sme ju zaradili medzi tlohy rozvijajice prevazne funkéné
myslenie. Podla rdmca na obr. 2 sme tlohu umiestnili na druha troven rozvoja
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Avzdialenost od krizovatky

0 1 2 3 4

o
=2}
-
o

Obrazok 4: Tlustra¢ny obrazok k tlohe 1

algebrického myslenia. Zameriava sa na odhalenie miskoncepcie, ze graf funkcie
priamo zobrazuje fyzicki podobu realnej situacie.

Graf 1 zobrazuje zastupenie jednotlivych odpovedi, ktoré Ziaci uviedli pri
rieSeni tlohy.
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Graf 1: Percentualne zastupenie odpovedi v tlohe 1

Zelenou farbou je vyznacena spravna odpoved (7), ktoru zvolilo 11 % respon-
dentov. Najcastejsou volbou bola vSak nespravna odpoved (2, 5, 7), ktoru zvolilo
az 67 % ziakov. Tito ziaci identifikovali casy, kedy sa autd nachadzali na rovna-
kom mieste, ako body, v ktorych sa grafy pretinaji. Tieto vysledky naznacuju,
ze uloha dobre overovala zamyslany koncept.

To, ¢o nas na tejto ulohe prekvapilo, bola jej nizka tspesnost. Podla modelu
rozvoja algebrického myslenia od Godina et al. (2015) by koncepty stvisiace s in-
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terpretaciou udajov z grafu mali byt zvladnutelné uz na druhej drovni. Vysledky
vsak naznacuju, ze uloha bola pre vacsinu ziakov narocna, ¢o nas vedie k zaveru,
ze pri uprave testu bude vhodné zaradit ju medzi obtaznejsie polozky.

Tento zaver podporuje aj graf 2, ktory zobrazuje charakteristicku krivku po-
lozky podla 2-parametrického modelu IRT (2PL).

0.8 1

0.6 4

0.4 4

0.2

Pravdepodobnost spravne| odpoveds

— a=0.95, b=2 89, c=0.00
—— —— w289
|

0.0

-4 -2 0 2 4
Theta (Schapnost)

Graf 2: 2PL model testovej polozky 11 (dloha 1)

Na vodorovnej osi je zndzornend schopnost ziaka (theta), na zvislej osi prav-
depodobnost spravnej odpovede. Graf (modra krivka) reprezentuje pravdepodob-
nost tispechu v zavislosti od tirovne schopnosti. Cim vyssie je b-parameter (2,89),
tym vyssiu uroven schopnosti musi ziak dosahovat, aby mal vyssiu pravdepo-
dobnost spravnej odpovede. Tento parameter potvrdzuje, Ze tloha patri medzi
narocnejsie — spravne ju riesili najma ziaci s nadpriemernou schopnostou. Diskri-
mina¢ny parameter (a = 0,95) naznacuje, ze uloha dobre rozlisuje medzi ziakmi
s nizSou a vyssou urovnou schopnosti. Vysledky IRT analyzy teda ukazuju, ze
uloha si vyzaduje prehodnotenie jej zaradenia do testu z hladiska narocnosti,
napriek povodnému ocakavaniu nizsej urovne zlozitosti podla Godina et al.

Uloha 2. Rovnica 22 = 4 m4 dve rozne riefenia z1 = 2, 29 = —2, pretoze
a) kvadratickd rovnica mé vzdy dve rdozne riesenia
b) V4 mé dva vysledky
¢) druhd odmocnina nie je ekvivalentna tprava rovnice
d) 2| = £2
)

e) ani jedna z moznosti a)-d) nie je spravna
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Ulohu sme podla modelu algebrického myslenia (obr. 1) zaradili do oblasti
symbolizacie, a v rdmci modelu rozvoja algebrického myslenia (obr. 2) sme ju
umiestnili na tretiu droveii. Uloha cieli na odhalenie miskoncepcie, Ze undrna
operacia (druhd odmocnina alebo absolitna hodnota) ma dva vysledky.

35%
29%
2 30% 26% :
S 25% 25%
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»  20%
N\
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: 0
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E _
2 ow ]
(]
o a b c d e bez
odpovede

Odpoved

Graf 3: Percentualne zastupenie odpovedi v tlohe 2

Na grafe 3 vidime, Ze spravnu odpoved E oznacilo 9 % respondentov. Vy-
razné zastupenie odpovedi B a D zodpoveda oc¢akavaniam vzhladom na zame-
ranie tlohy. Prekvapivy je vSak pomerne casty vyber odpovede A (26 %), ¢o
naznacuje, ze uloha mohla okrem povodne zamyslaného konceptu overovat aj
dalsie aspekty ziackeho porozumenia, konkrétne ich predstavy o pocte rieseni
kvadratickych rovnic.

Dalsim prekvapivym zistenim je aj nizke zastipenie spravnej odpovede, na-
priek tomu, Ze sme tito tlohu podla modelu (obr. 2) zaradili do nizsich trovni
rozvoja algebrického myslenia. Predpokladali sme, Ze ide o koncept, ktory by mal
byt na tejto drovni zvladnuty vacsinou ziakov, v silade s opisom v Godino et
al. (2015). Vysledky testovania vsak naznacCuji, ze naroc¢nost tlohy bola v praxi
vysSia, nez sme povodne ocakavali.

Vysledky analyzy tejto polozky naznacuju, ze tuloha bola skutocne vyrazne
narocna, o ¢com sved¢éi hodnota b = 3,34. Zaroven nerealne vysoka hodnota dis-
kriminac¢ného parametra a = 8,53 poukazuje na to, ze uloha ostro rozlisovala
medzi velmi tzkou skupinou zZiakov, ¢o moéze signalizovat problémy v jej kon-
strukcii alebo v zneni. Takato situacia naznacuje potrebu revizie polozky, aby
testovala zamyslany koncept bez vedlajsich interferencii (De Ayala, 2009; Em-
bretson & Reise, 2000).

Z tohto dévodu bude potrebné tlohu preformulovat. Najmé odpoved A planu-
jeme upravit tak, aby nevnasala do zadania nezelané alternativne interpretacie,
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Graf 4: 2PL model testovej polozky 28 (tiloha 2)

a zaroven zvazif, ¢i iloha adekvatne zodpoveda cielovej tirovni algebrického mys-
lenia, ktoru ma testovat.

Zaver

Pilotné overovanie testu algebrického myslenia odhalilo viacero tloh, pri ktorych
vysledky nezodpovedali povodnym ocakavaniam. Uspesnost riesitelov bola nizsia,
ako naznacovalo zaradenie tloh do nizsich drovni modelu rozvoja algebrického
myslenia podla Godino et al. (2015). Vysledky analyzy IRT zaroven ukazali vy-
soké hodnoty parametrov naroc¢nosti a diskriminacnej schopnosti pri niektorych
polozkach, ¢o naznacuje potrebu ich revizie.

Reflexia vysledkov testovania ukazuje na nutnost tpravy viacerych tuloh, pre-
dovsetkym s cielom odstranit nejednoznacné formulacie a minimalizovat vyskyt
alternativnych interpretacii, ktoré neboli pri ich konstrukcii zamyslané. V dalsej
faze vyskumu planujeme opatovne overit upravenu verziu testu a zaroven zhro-
mazdit kvalitativne tudaje, ktoré prispeju k hlbSiemu pochopeniu riesitelskych
stratégii. Test bude nasledne vyuzity ako vyskumny néstroj v dizertacnej praci,
ktorej cielom je preskimat suvislost medzi mierou rozvinutosti algebrického mys-
lenia a tispesnostou ziakov pri rieSeni informatickych tloh zameranych na vybrané
informatické koncepty.
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Apollonea.cz — web jako vystup zakovského
projektu

ToMAS FABIAN!

Cldnek popisuje Zdkovsky projekt, v némsz Zdici gymndzia béhem ti7 let spolecné
vytvorili vzdeldvaci web Apollonea.cz zamereny na Apolloniovy ulohy. Projekt pro-
pojil prdaci s pokrocilymi geometrickymi metodamsi, vyuZiti dynamické geometrie
v GeoGebre a rozvoj jazykovich i digitdlnich kompetenci. Zdci se podileli na nd-
vrhu konstrukct, psani popist, prekladech do anglictiny i programovdni samotného
webu. Vysledkem je prehledné strukturovand a volné dostupnd sbirka vice nez 150
interaktivnich resent, kterd mize slouzit jako inspirace pro vyuku geometrie i pro
dalsi Zakovské projekty.

Uvod a zamér projektu

Apolloniovy tlohy tvori mimoradné bohaty soubor geometrickych problémai,
ktery by si ve vyuce matematiky zaslouzil vice pozornosti. Jejich spoleénym
jmenovatelem je hledani kruznic teénych ke tfem zadanym objektiim — bodtm,
primkam nebo kruznicim. Kombinaci téchto prvki vznika deset zéakladnich typt
uloh, z nichz kazdy ma radu podvariant podle konkrétni vzajemné polohy za-
danych objektt (Budai, 2012). Mnohé z téchto variant lze Tesit elementarnim
zpusobem, jiné vyzaduji hlubsi geometrické porozuméni i znalost pokrocilejsich
metod. Praveé tato riiznorodost déla z Apolloniovych tloh silny nastroj pro rozvoj
geometrického mysleni i pro objevovani méné obvyklych resitelskych strategii.
Projekt, jehoz vystupem je webova stranka Apollonea.cz, vznikal béhem tii
skolnich let v matematickém seminari oktavanti osmiletého gymnazia. Zapojeno
bylo celkem 29 zaki, ktefi vytvareli dynamické konstrukce feseni jednotlivych
tloh, psali k nim slovni popisy a podileli se i na organizaci a technickém zajis-
téni projektu. Apolloniovy tlohy totiz poskytuji prostor pro propojovani riznych
urovni geometrického mysleni a diky ICT nastrojim umoznuji resit i tlohy, které
by jinak byly pro zéky na stfedni skole prakticky nedosazitelné (Nocar & Dofkova,
2020). Vysledkem jejich prace je vice nez 150 interaktivnich konstrukei, doplné-
nych o ceské i anglické texty, prehledné dostupnych verejnosti. Kazda konstrukce
je opatfena posuvnikem, diky némuz je mozné prochazet jednotlivé kroky reseni.
Cilem projektu vsak nebylo jen zmapovat Apolloniovy tlohy a jejich feseni.
74ci se postupné ucili pracovat s pokrocilymi geometrickymi nastroji, spolupra-
covat v tymu, vytvaret strukturu rozsahlého projektu a komunikovat napri¢ sku-

! Univerzita Karlova, Pedagogické fakulta a Gymnizium PORG; fabian@porg.cz
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pinami. Projekt se tak stal prilezitosti k hlubokému propojeni matematiky, jazy-
kového vzdélavani a digitalnich dovednosti — a to vse v prostredi, kde zaci nebyli
jen prijemci vyuky, ale byli jejimi aktivnimi tvirci.

Metody a nastroje

Reseni Apolloniovych tiloh otevira siroké pole pro vyuziti rozmanitych geometric-
kych metod. Vedle zakladnich konstrukénich postupti, jako je osova soumérnost
nebo konstrukce os tsecek, se zaci seznamovali i s nastroji, které bézna vyuka
geometrie opomiji — naptiklad s pojmem mocnosti bodu ke kruznici, s dilataci
nebo s kruhovou inverzi. Pravé tyto pokrocilé techniky se ukazaly byt klicové pri
zadané objekty kruznice. V nékterych pripadech bylo mozné jednu a tutéz tlohu
resit vicero metodami, coz zakiim umoznilo srovnavat jejich vyhody a limity.

Dynamické konstrukce byly vytvareny pomoci softwaru GeoGebra, ktery se
stal nejen hlavnim pracovnim nastrojem projektu, ale i prostredkem k hlubsimu
porozuméni geometrickym vztahiim. Moznost snadno ménit parametry zadani,
vyuzit posuvniky nebo sledovat stopy bodi vedla zaky k experimentovani a k ob-
jevovani souvislosti, které by pri statické kreshé ztstaly skryté. Vyzkumy zaroven
ukazuji, ze prace s GeoGebrou zvysuje porozuméni matematickému obsahu, zlep-
suje dlouhodobé uchovani uciva a podporuje pozitivni vztah zaka k matematice
(Alabdulaziz et al., 2021). GeoGebra se zaroven osvédcila i pri zavadéni novych
metod. Napriklad u kruhové inverze mohli Zaci okamzité sledovat, jak se pro-
ménuji zadané objekty, jaké vztahy mezi nimi vznikaji a jak Ize tuto proménu
vyuzit k preformulovani tilohy na snazsi variantu.

Diky tomu, ze si zaci mohli pfimo ovérit funkénost kazdého feseni a pozo-
rovat jeho zavislost na zméné parametri, staly se konstrukce nejen vysledkem
jejich préace, ale i nastrojem pro dalsi zkoumani. GeoGebra tak sehrala dvoji
roli: umoznila vytvaret presné a prehledné konstrukce a soucasné otevirala cestu
k samostatnému geometrickému mysleni.

Spoluprace a vyuka v praxi

Rozsah projektu si vyzadal peclivou organizaci prace a rozdéleni iikolti mezi zaky.
Vznikla jednoducha organizacni struktura, ktera zahrnovala jak tviirce konstrukei
a autory popist, tak i kontrolory, prekladatele a technicky tym. Zaci Géastnici se
projektu nebyli jen soucasti této struktury, ale rovnéz se spolupodileli na jejim
vytvareni. Sdilena tabulka slouzila jako hlavni koordinac¢ni nastroj — zaznamenéa-
vala, kdo pracuje na které varianté tlohy, jakou metodou je tiloha fesena, zda byla
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konstrukce zkontrolovana nebo prelozena do anglictiny. Vsechny chyby i navrhy
na vylepseni byly systematicky evidovany a postupné opravovany.

Do prekladani texti byli zapojeni zaci z nizsich ro¢nikt, kteri na prekladech
spolupracovali s uciteli anglického jazyka. Prace na prekladu popisii konstrukei
predstavovala prirozenou prilezitost k rozvoji jazykovych dovednosti v oblasti od-
borné terminologie. Zaci postupné vytvareli sdileny seznam pojmil, ktery usnad-
noval preklad matematickych vyrazi. Tento mezioborovy rozmér projektového
uceni odpovida soucasnym trendiim, které podporuji propojeni jazykového a od-
borného vzdélavani a posilovani komunikacnich dovednosti v kontextu STEM
disciplin (Yahya & Hashim, 2021). Zaci se tak ucili vétsi presnosti a systema-
ti¢nosti v praci s jazykem a zaroven si uvédomili, jak miize matematicky obsah
slouzit jako autenticky prostredek pro jazykové uceni.

Technické zazemi webovych stranek bylo vytvoreno dvéma zaky pomoci ja-
zyka Python a sablonovaciho systému Jinja. Dalsi zaci vytvareli a animovali
ikony, které zobrazuji jednotlivé typy tloh a varianty zadani. Vysledkem je pre-
hledné, uzivatelsky vstricné rozhrani, které umoznuje snadné vyhledavani podle
typu zadani, metody feseni i pouzitého jazyka. Velky diraz byl kladen i na jed-
notny vzhled konstrukci: barevnost, velikosti bodi nebo styl popisek byly po-
stupné sjednocovany, aby bylo dosazeno jednotného vzhledu a bylo mozné lépe
konstrukce mezi sebou porovnavat.

Projekt tak prinesl nejen kvalitni vystup v podobé webu, ale stal se zaro-
ven skolnim prostredim, kde bylo mozné redlné zazit spolupraci, odpovédnost
a duslednost pri praci na spolecném dile.

Prinosy a zaveér

Projekt Apollonea.cz ukazuje, ze i klasické geometrické tlohy lze nové uchopit
a proménit ve smysluplnou, komplexni a tvard vzdélavaci zkusenost. Zéci se pii
praci na konstrukcich naucili nejen nové metody tesSeni, ale predevsim promysleli
vztahy mezi geometrickymi objekty, hledali alternativni pristupy a reflektovali
svou vlastni praci. Prace s GeoGebrou jim umoznila experimentovat a presné
modelovat i ty konstrukce, které by byly na papire obtizné proveditelné. Reflexe
zakl potvrzuji, ze pravé vizualizace a moznost krok za krokem sledovat postup
Vedle matematickych dovednosti rozvijel projekt i dalsi oblasti — spolupréaci
v tymu, planovani, jazykové kompetence i schopnost pracovat v digitalnim pro-
sttedi. Zéci zazili proces tvorby vétsiho celku, ktery mél redlné vystupy, smysl
a dopad. Zaroven vytvorili web, ktery mutze slouzit nejen jim samotnym, ale i dal-
sSim zdjemclim o geometrii — at uz uciteliim, zakiim nebo komukoli, kdo hleda
inspiraci, jak spojit klasickou matematiku s moznostmi soucasnych technologii.
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Projekt timto nekonc¢i. V planu je rozsitovani obsahu o dalsi varianty tloh,
doplnéni novych metod reseni a postupné vylepsovani funkci webu. Web Apollo-
nea.cz bude nadale rozvijen jako volné pristupny nastroj urceny pro vyuku i indi-
vidudlni zkoumani geometrickych tloh a véfime, ze najde své uplatnéni v praxi.
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Za hranice ucebnice: interdisciplinarne
prepojenia zapisu cisla v dvojkovej pozicnej
sustave v AR

JANA HNATOVA!

Problematika zdpisu cisel v danej pozicnej sustave a ich prevodov medzi roznymi
pozicnymi sustavamsi poskytuje ucitelom moznost ucit matematiku v suvislostiach.
Dovoluje prepdjat historické aspekty pouZivania matematickych metod s moder-
nymi technologickymsi ndstrojmi, ¢im podporuje hibsie pochopenie matematického
obsahu. V prispevku je podrobnejsie rozpracovand zakladnd metoda zapisu cisla
v ciselnej pozicnej sustave — substitucnd metoda konkretizovand pre potreby zd-
pisu ¢isla v dvojkovej pozicnej sustave s prepojenim na vzdeldvacie oblasti Clovek
a spolocnost a Matematika a informatika. Vhodnou vizualizdciou pomocou tech-
noldgie rozsirenej reality (AR) sa staticky zdpis ¢isla posiva k jeho moznému
dynamickému zobrazeniu v aplikdcii GeoGebra. Prispevok tieZ poukazuje na po-
trebu zahrnit inovativne technologické nastroje do pregradudine; pripravy ucitelov
matematiky s cielom zvysit ich schopnost motivovat Ziakov a efektivne viest vy-
ucbu.

Uvod

Skolské reforma prebiehajica na Slovensku prinaSa niekolko zmien vo forme
i obsahu realizacie vzdeldvania. Implementacia nového kurikula v ramci zaklad-
ného vzdelavania neprebieha na skolach celoplosne, ale vo vinach. V prvej vine
(sk. rok 2023/24) bolo do reformného procesu zapojenych 98 §kol, v druhej vine
(sk. rok 2024/2025) to bolo 422 §kdl a tplné pokrytie sa predpoklada od sk. roku
2026/2027. Zakladné vzdelavanie je organizované v troch na seba nadvizuji-
cich cykloch, kde ukonc¢enim druhého cyklu Ziak nadobida priméarne vzdelanie
a ukoncenim tretieho cyklu nadobuda nizsie stredné vzdelanie. Jednotlivé vyuco-
vacie predmety su zaclenené do siedmych vzdelavacich oblasti pricom v obsahu
vzdelavania sa kladie doraz na nadobudnutie vSestrannej a funkénej gramotnosti
v silade s poziadavkami spolo¢nosti. Jednotlivé vzdelavacie oblasti si koncipo-
vané tak, aby boli na trovni cielov a obsahu vzdeldvania vzajomne prepojené
a navzajom sa podporovali. (NIVAM, 2023).

Ucitelovi pre primarne alebo nizsie stredné vzdelavanie by identifikacia su-
vislosti a vzajomnych prepojeni s dalsimi oblastami mala napoméct skvalit-
nit vyucbu spristupnovaného obsahu matematického vzdelavania a prepajat ho

! Presovska univerzita v Presove, Pedagogickd fakulta; jana.hnatova@unipo.sk
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s kazdodennou praxou. Ucitelove chapanie matematického obsahu, od statického
pohladu zobrazujuiceho matematicky obsah ako algoritmizovany sibor faktov
a vzorcov zvladnutelny memorovanim az po dynamické chapanie obsahu zalo-
zené na uceni prostrednictvom skiimania procesov, ovplyvnuje ucitelov vyber
pouzitych metéd a prostriedkov (Hannula et al., 2016). Vo vzdelavacej oblasti
Matematika a informatika mozno najst mnozstvo tém umoznujtcich ich statické
i dynamické spristupnenie. V tomto prispevku bude konkretizovany mozny pri-
stup k problematike zapisu cisla v danej ¢iselnej pozic¢nej sustave a jej prepoje-
nie na vybrané elementy dejepisného komponentu vo vzdeldvacej oblasti Clovek
a spolocnost.

Zapis cCisla v ciselnej pozicnej ststave

Na zapis ¢isla v danej ¢iselnej pozicnej stustave, resp. jeho prevodu medzi dvoma
¢iselnymi pozi¢nymi sustavami s nerovnakym zakladom sa pouzivaju viaceré me-
tody. K zakladnym postupom patri substituénd metoéda. V ramci konkretizacie
budu dalsie ukazky cielene smerované na pracu v dvojkovej a desiatkovej pozicnej
sustave.

Substituéna metdda dovoluje nahradit zapis prirodzeného ¢isla N radu k v ¢i-
selnej pozicnej ststave so zakladom z, suc¢tom ¢lenov polynému (1).

k ,
N=> n; 27 (1)
i=0
V pripade binarneho ¢isla N pozostavajiceho z k + 1 ¢islic oznacenych ny
az ng patriacich do mnoziny {0; 1} pricom ny # 0, mozno zapis modifikovat do
tvaru (2).

k ,
N = Z Ng—; - Zk_l
1=0

=y 2 2 g 28 g 224 2 020 (2)

Konkrétne binarne ¢islo 10011 mozno pomocou tejto metody zapisat v tvare:
(10011)y =1-2140-23+0-22+1-21 +1-2" a dopo¢tom mocnin so zdkladom
2 v desiatkovej pozicnej sustave ziskat vysledok v dekadickom zapise t. j. 16+
+2+1=19.
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Mozné prepojenia identifikované v statnom vzdelavacom
programe

Téma ciselnej pozicénej sustavy, ¢i uz so zdkladom 10 alebo s inym c¢iselnym
zakladom, vytvara priestor umoznujuci prepajat poznatky z viacerych oblasti
vzdelavania a naprie¢ viacerymi vzdelavacimi cyklami.

V dejepisnom komponente vzdelavacej oblasti Clovek a spolo¢nost je pri cha-
rakterizovani vybranej starovekej civilizicie (2. cyklus ZS) odporti¢cané venovat
pozornost okrem iného aj dosahovanej irovni rozvoja poznania matematiky (NI-
VAM, 2023). Z pohladu snahy o prepéjanie obsahu vzdeldvania v tychto dvoch
vzdelavacich oblastiach je na $kodu veci, Ze v nadvizujicom 3. cykle ZS, ustu-
puje poznanie historického vyvoja vied, véitane matematiky, do pozadia pred
geopolitickymi, hospodarskymi a kultirno-spoloc¢enskymi charakteristikami jed-
notlivych obdobi a to na trovni svetovych i ndrodnych dejin.

V matematickej edukécii st v 1. cykle ZS zaclenené poziadavky na zapis naj-
viac Stvorciferného prirodzeného ¢isla v danom ciselnom obore a pri prevodoch
jednotiek casu sa ziak propedeuticky zoznamuje s konkrétnym modelom sSestde-
siatkovej netplnej pozi¢nej ststavy. Na 2. cykle ZS, v rdmci rozsirovania oboru
prirodzenych ¢isel najprv do a neskor nad milion, ziak zvlada precitat a zapi-
sat prirodzené ¢islo, rozlozit a zlozit prirodzené ¢islo pomocou jednotiek rézneho
radu (zapisané pomocou jednotiek, desiatok, stovak atd.) a objavuje existenciu
nepoziénej ¢selnej ststavy v podobe rimskych &sel. V 3. cykle ZS sa ziak zozna-
muje s mocninami ¢isel s celo¢iselnym exponentom, pracuje s mocninami ¢isla 10
a pokracuje s premenami jednotiek v dalSom dostupnom modeli Sestdesiatkove;j
pozicénej sustavy, ktorym je stupnova miera. Na zaklade ziskanych vedomosti,
v ramci stredoskolského studia, dokaze student nasledne vysvetlit princip zapisu
¢isla v pozicnej sustave a zvlada postupy prevodu ¢isla z pozicnej sustavy s inym
zakladom ako 10 do desiatkovej sistavy a spat (NIVAM, 2023).

S pojmom ¢islo a c¢islica ziak pracuje aj v predmete informatika uz od
1. cyklu ZS. V technologickom komponente informatického vzdeldvania prebieha
od 2. cyklu ZS, v rdmei rozvoja matematickej i digitdlnej gramotnosti, diskusia
o vyuziti konkrétnych nastrojov digitalnych technolégii pre vypocet, modelovanie
a pri uceni sa inych predmetov. Na propedeutickej tirovni pribudaji pojmy in-
formacia, typy informacii a kédovanie informécii. V ramci stredoskolskej vyucby
informatiky na irovni ISCED 3A, Ziak nadvéazuje na svoje matematické poznatky
a pri poziadavke kodovania a dekdédovania informacie do konkrétnej digitalnej
reprezentacie zvlada prevod c¢isel do postupnosti bitov s vyuzitim dvojkovej
sustavy a spat (NIVAM, 2023).

U zacinajucich Studentov bakaldrskeho stupna studia v studijnom programe
predskolska a elementarna pedagogika je vSak, bohuzial, beznou praxou absen-
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cia spominanych vedomosti ako i zrucnosti v zapisoch a prevodoch ¢isel medzi
¢iselnymi stustavami s nerovnakym zakladom.

Prepojenie na vzdelavaciu oblast Clovek a spoloé¢nost
v predmete dejepis

V historickom kontexte mozno najst pouzitie polynomického rozkladu prirodze-
ného ¢isla uz v egyptskom sposobe nasobenia zaznamenanom na Rhindovom
papyruse datovanom do roku 1550 pred n. I (Ciimér, 2017). V tomto sposobe
nasobenia, zalozenom na bindrnom zapise jedného z ¢initelov, sa v jednom stipci
realizuje postupné zdvojnasobovanie hodnét pocinajuc ¢islom 1 a konéiac najb-
liz§im ¢islom, ktoré je mensie nanajvys rovné danému ¢initelu (tab. 1). Vytvara
sa tak zapis prvych k ¢lenov postupnosti {2"}>° . Ten dovoluje najst jednotlivé
¢leny polynomického rozkladu daného ¢initela postupnym odé¢itanim najblizsich
mensich mocnin ¢isla 2 od vznikajucich rozdielov.

Tabulka 1: Zdvojnasobovanie ¢isla v egyptskom spdsobe nésobenia

| 19y | 10011,

v]1=2 1
v | 2=21 1
4 =22 0
8§ =23 0
v |16 =21 1

V uvedenej schéme (tab. 1) je 2¢ najvy$Sou mocninou so zédkladom 2, ktord je
mensia nanajvys rovna danému ¢islu 19. Tato mocninu teda mozno vyuzit v po-
lynomickom rozklade ¢isla v podobe jej jedennésobku. Riadok, ktory ju obsahuje,
sa oznaci, resp. sa mu priradi hodnota 1. Po odc¢itani 19 — 16 = 3 sa opatovne od-
haduje vzniknuty rozdiel najblizSou mensou, nanajvys rovnou mocninou, tomto
pripade mocninou 2! < 3. Riadok obsahujici uvedenti mocninu sa opéf oznaci
a hodnoty sa odc¢itaju, t. j. 3 — 2 = 1. Opatovne sa odhadne novovzniknuty
rozdiel mocninou 2° < 1, pre ktort plati, ze 1 — 1 = 0. Po dosiahnuti nulového
rozdielu sa uvedeny postup ukonéi. ZvySnym mocnindm v schéme (tab. 1) sa
priradi hodnota 0 chapana ako nulovy nidsobok mocniny v polynomickom roz-
klade hladaného ¢isla. Cislo 19 je teda mozné zapisat ako sicet ¢isel 16, 2 a 1,
tiez ako stucet mocnin 24, 21 a 2V, Podla vztahu (2) mé skriteny zdpis ¢isla 19
v dvojkovej stustave cislicu 1 na pozicii 4., 1. a 0. rddu, pricom ostatné pozicie
obsahuju cislicu 0.

Izomorfni tilohu nachiddzame v uc¢ebnici matematiky pre 3. ro¢nik ZS (Hejny
et al., 2009, s. 81) v zneni:
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,, Bilandski sumu ménime na A-grose pomoci prevodi: Bg = 2 Ag;
Cqg = 4 Ag; Dg = 8 Ag; Eg = 16 Ag; Fg = 32 Ag. Vyjadri jako
bilandskou sumu 19 Ag.”

Tu je potrebné uviest, ze jednou z bazickych poziadaviek platby v bilandskej
mene je vyber vzdy najmensieho mozného poc¢tu minci, resp. vyber najviac jednej
mince danej hodnoty, ktord bude v sucte vyslednej sumy pri plateni pouzita.

Prepojenie na vzdelavaciu oblast Matematika a informa-
tika s vyuzitim novych digitalnych technolégii

V rakuskych ucebniciach je propedeutika zapisu c¢isla v dvojkovej pozi¢nej su-
stave zaradend do vyucby uz na urovni ISCED 1 (Dagiene et al., 2021; Hromkovic,
2024). V prvych vydaniach ¢eskych uc¢ebnic matematiky, ktoré sa vo svojom pod-
nazve odvolavaji na podporu a vyuzivanie Hejného met6dy vyucby (Hejny et al.,
2011) bola taktiez propedeutika zapisu ¢isla v dvojkovej pozi¢nej ststave pomo-
cou prostredia Biland inkorporovana do vyucby matematiky na 1. stupni ZS od
2. roc¢nika. V slovenskych modifikovanych prekladoch tychto ucebnic sa uvedena
problematika nevyskytuje (Hejny et al., 2022). Néjst ju mozno az v ucebniciach
matematiky na drovni ISCED 3A. V najnovsej ucebnici Matematika pre 1. ro¢nik
gymnazii, 1. ¢ast (Kubécek, 2024) je zaclenena do samostatnej kapitoly.

V ramci vysokoskolského studia na Pedagogickej fakulte Presovskej univerzity
v Presove je problematika zapisu ¢isel a ich prevodov pritomna hned v niekolkych
predmetoch zameranych jednak na zvladnutie matematickej podstaty sledova-
nych postupov, jednak na ich nasledné propedeutické spristupnovanie ziakom,
a to aj s moznostami inkorporacie novych digitalnych technologii. K nim mozno
taktiez zaradit technoldgiu rozsirenej reality (augmented reality, skr. AR), ktord
patri do skupiny imerzivnych technolégii a dovoluje pouzivatelovi zazit pocit
¢iastoéného vnorenia do virtualneho prostredia, kde vzajomne koexistuju sku-
tocné a virtudlne objekty (Di Serio et al., 2013). AR technoldgia je v sticasnosti
podporovana aj matematickym softvérom GeoGebra a teda je vyuzitelna v nej
vytvorenych appletoch.

Pre bezproblémovi pracu s AR v skolskej triede je potrebné zabezpedit:

e hardvérové vybavenie v podobe zodpovedajiceho poctu inteligentnych mo-
bilnych zariadeni, ktoré podporuja pracu s AR technolégiou. Prehlad kon-
krétnych znaciek a typov smartféonov a tabletov pracujicich s podporou
AR je dostupny na: https://developers.google.com/ar/devices,

o softvérové vybavenie, ku ktorému patri mobilna aplikacia GeoGebra 3D
Calculator (dostupnd na: https://lnk.sk/pru9 a v nej pripraveny applet
pracujuci s technologiou rozsirenej reality.
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Jednym z takychto volne dostupnych appletov je nami pripraveny applet AR
Prevod cisel z dekadického do bindarneho zdpisu, v ktorom je dynamicky demon-
strovany postup zapisu cisla v dvojkovej pozi¢nej sustave v obore do 11111,
t. j. 6319. Obmedzenie oboru vyplyva z empirickych skisenosti z prvostupnového
pre-testu appletu odbornikmi — riesitelmi projektu KEGA Technoldgia rozsire-
nej reality a jej inkorpordcia do matematickej pripravy studentov v Studijnom
programe Predskolskda a elementdarna pedagogika, ktoré zohladnovalo technické
a zobrazovacie moznosti pouzivanych inteligentnych mobilnych zariadeni v ich
prezencnej vyucbe.

Spustenie uvedeného appletu vyzaduje:

 jeho nacitanie v mobilnej aplikacii GeoGebra 3D Calculator;

» spustene rezimu AR;

e nasnimanie a oznacenie (kliknutim na displeji mobilného zariadenia) ho-
rizontalne umiestnenej plochy so struktirovanym povrchom, na ktorej sa
maju virtualne objekty zobrazit.

Uzivatelské rozhranie appletu je postavené na intuitivnej baze, zmeny poctu
zobrazovanych objektov reprezentujicich konkrétne prirodzené c¢islo umoznuje
zmena polohy posuvného bodu na horizontdlnom ovladaci n. Dynamika zobraze-
nia zapisu roznych ¢isel v dvojkovej pozicnej stustave pomocou AR technolégie je
v ramci printovych moznosti publikovania dokumentovana nasledujicimi snim-
kami (obr. 1).

Obrazok 1: Dynamické vizualizacia zapisu vybranych ¢isel v dvojkovej
pozicnej stustave

Uvedeny applet bol pilotne testovany v edukacnej praxi, kde s nim pracovalo
20 studentov bakalarskeho studijného oboru predskolskd a elementarna peda-
gogika. Tito néasledne hodnotili na desatbodovej Likertovej skale technické as-
pekty, funkénost appletu a pouzivatelsku skiisenost. V zhrnuti konstatovali, ze
praca s appletom v rozsirenej realite bola pre nich relativne novou sktisenostou
(Ts, ,, = 2,32), s funkcnostou appletu boli spokojni (zg, ,, = 2,89) a odporucali
by ho vyuzit v dalsej vyuche (zg, ,, = 2,71). Kladne hodnotené bola dynamika
vizualizdcie, moznost jej zachytenia fotografiou, naskenovanim obrazu displeja
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zariadenia alebo kratkym videom ako aj moznost prepojenia s interaktivnou ta-
bulou. Pripomienkované boli technické problémy s nacitanim rovnej plochy pre
zobrazenie objektov v rozsirenej realite (1 pripad), dlhsia ¢asova odozva pri praci
s konkrétnym mobilnym zariadenim (1 pripad) a mozZnost zoomovat scénu s ob-
jektami znazornenymi v rozsirenej realite. Tato moznost bola v dvoch pripadoch
prezentovand ako nutnost, a teda nevyhoda prace s appletom, v jednom pripade
bola naopak povazovana za vyhodu realneho pouzitia appletu v edukacnej praxi.

Zaver

Prepojenie obsahu matematiky s dalsimi vzdelavacimi oblastami, ako je napri-
klad Clovek a spolo¢nost, ktoré je podporené vyuzitim modernych digitalnych
technolégii predstavuje komplexny vzdelavaci priestor s vysokym potencialom
pre realizaciu aktivizujicej vyucby vybranej problematiky. Tento pristup moze
zlepsit pochopenie abstraktnych konceptov u studentov, pricom poskytuje dyna-
mickl a vizualnu podporu v ich procese ucenia. Pilotné testovanie demonstrovalo
pozitivny vplyv na zapojenie Studentov do vyucby, avsak poukazalo aj na tech-
nické a pouzivatelské vyzvy, ktoré je potrebné riesit na zabezpecenie hladkého
priebehu edukacného procesu s inkorporovanou AR technoldgiou. Budtice vy-
skumy v tejto oblasti budi smerované k optimalizacii zaclenenia inovativnych
technolégii do vyucby a tvorbe metodickych postupov, ktoré umoznia miesto
memorovania viest studentov k hladaniu vztahov a pochopeniu suvislosti.
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DIOFANTOS, LIBER 11

Dac HruBY!

Diofantos byl fecky matematik zZijici ve 3. stoleti v Alexandrii. Byl patrné prvni,
kdo pouzival algebraické symboly. Jeho ucebnice Aritmetika je povazovana za
prvni ucebnici algebry. Diofantos pouzival v rovnici specialni znaky pro ozna-
¢eni mocnin a nezndmych a rovnéz symbolicky vyjadroval od¢itani a rovnost.
Napriklad rovnice

2° — 22"+ 10z — 1 =75

je Diofantem zapsana takto
K'a(t m A8 Ma ic Me

V historii algebry lze z hlediska zapisu veli¢in a jejich vztaht rozlisit tfi obdobi:

A. rétoricka algebra,

B. synkopicka algebra,

C. symbolické algebra.
Rétoricka algebra je historickou fazi vyvoje algebry, ktera se vyznacovala zapi-
sem matematickych vyrazi a rovnic pomoci slov v prirozeném jazyce namisto
modernich symboli. Synkopicka algebra je etapa ve vyvoji algebry, kterda pred-
chazela moderni symbolické algebre. V tomto typu algebry se pouzivaly rizné
symboly a zkratky pro nahrazeni slov ¢i celych frazi, ¢imz se zrychlovalo zapi-
sovani matematickych vyrazt oproti predchéazejici rétorické algebre. Symbolicka
algebra se plné rozviji az pocatkem 17. stoleti (Kvasz, 2020). Diofanta z Ale-
xandrie miizeme oznacit jako predstavitele synkopické algebry. I kdyz Diofantos
neznal nulu a nepocital se zdpornymi ¢isly, byla jeho kniha Aritmetika nékoli-
krat prelozena do latiny a pouzivana az do 17. stoleti. Mezi nejslavnéjsi vydani
patii preklad z roku 1621, jehoz autorem je Claude Gaspard Bachet (1581-1638).
Ten, ktery toto vydani proslavil, byl Pierre de Fermat (1607-1665), francouzsky
matematik. Divodem je poznamka k vété II, 8, kterou napsal na okraj stranky.

V této vété je pozadovano rozdélit ¢tverec na dva ¢tverce, konkrétné rozdélit 16
na dva c¢tverce. Fermatova poznamka zni takto:

OBSERVATIO DOMINI PETRI DE FERMAT

Cubum autem in duos cubos, aut quadrato-quadratum in duos quadrato-quadra-
tos, et generaliter nullam in infinitum ultra quadratum potestatem in duos eius-
dem nominis fas es dividere cuius rei demonstrationem mirabilem sane detexi.
Hanc marginis exigitas non caparet.
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POZOROVAN{ PANA PIERRA DE FERMATA

Je nemozné rozdélit krychli do dvou krychli, ¢i ¢tvrtou mocninu do dvou ¢tvr-
tych mocnin, nebo obecné jakoukoli mocninu vyssi nez druhou do dvou stejnych
mocnin. Objevil jsem opravdu tak podivuhodny diikaz, Zze tento okraj je prilis
maly, aby se do néj vesel.

Arithmeticorum Lib. I 85

L-ﬁ!uqm.ﬁum-ﬂ & Canonesiidem hie etiatn locam habebene , vt manife-

Lomclt,
QVASTIO VIIL
ROPOSIT Y quadratum ONM -
Pd uidere ¢ induos quadraros, TJ'I o ﬂflﬂ'"
Imperatum Gie ve 16, diidarer P m”"huﬂﬂd‘}.'m‘ -
in duos o quadratos.  Ponatse ”"*’(‘a‘ N Nar ds dom-
pri e Q. lOpor! t igitar 1 q‘u.;arm mnﬁ: :@f}m
! Q. xquales effe quadrato. m,.",
Fing n quadrunm i numeris . "wq J\N( d.@.ul’l
quaequot libuer ric , cum defe- h“ = ""\74 meu‘““wu‘m
u tor vnitatum quot conti- 4 “M"’“ quum*r‘né"u-,a
nee lacus fpfius 16 efto i a N, nv)an “ domer I mm z‘ﬂ\,A -
= 4-iple igitur quadratus eric . P A
40, ~ 16.- 16 N. bae 2qua- u:“ o u'nr,uﬂ'
?‘uuur rmunlm u =1 Q. e ‘”“ﬂ"“u“ ¥ aims
& mpa: pos femy fodpeocor
defeltus & i ﬁmdnbm :u}e- }'ﬂ ’.F 3‘” "
“ lr[)ﬂ “ 5 ]‘nw'x:z o
rantur fimilia, fient g Q:qu-
Yes 16 N. & fic s N. Editapi W‘“.")““&w%u‘w&
:: alcer quadratorum 37, lgm WW““‘{”" N“'!’“J
© . & veriufque fumma eft ap-umr
T feu e, & vt:r:‘:nc quadragus '09 m‘ A‘"‘“‘"‘C" o
@ p_;('u' Bynzn Nnﬂ,«uc
W waRwr. fsey ¢ 180 orve mr-;v-
A
":" wr, oﬁgﬁmﬁnﬂm € @ Mo rawnSemg misder o v
o xad dety fste dnglupoc mapdyar®-.

Obrazek 1

Uloha VIII (Bachet, 1621, s. 85)
Rozdélit 16 na dva ¢étverce znamend Fesit rovnici 22 4 3% = 16. Diofantos zvolil

substituci y = 22 —4 a dostal rovnici 52> — 16z = 0. Odtud jiz plyne x = 5 T 12
a tedy plati

256 144 400

2 .2
pu— pu— pu— 16.
Y T s T s T s

Pokud zvolime substituci y = kx — 4, dostaneme rovnici (k% + 1)z? — 8kz = 0.
Potom plati =z = k;?f_l, y = k2 +1 Pro k = 2 dostaneme Dioafantovo reSeni.
Snadno ovérime, ze plati

8k \2 (4K —4)\

2, .2
=|-—5— —— | =16.
vy <k2+1> K211

Na zaver si ukazeme dvé tlohy z Diofantovy Aritmetiky.

Uloha XXI (Xylander, 1575, s. 60)
Najit dvé cisla takova, ze druh& mocnina jednoho z nich pri¢tena k druhému dava

Ctverec.
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- XX1I1. Quarunturduonumeri,itautquadratusalterius altcronumero adicéto,
utring; fiant quadrari. Pono priorem1N:pofteriorem 2 N 11, ut prioris quadratus
hocnumecro adiun&o fiat quadratus. Iam pofterioris quadrarumeft4 Q4 N fL
& addito priorefit 4 Q ts N t1,2quale quadrato.Hunc fingoalatere2 N —= 2,&
erit quadratus 4 Q t 4 ——8 N.fit1 N 5, isq; eft prior quafitorum, pofterior15: &

. facimus quod poftulatur. )

Obrazek 2

Hledan4 ¢isla oznaéime a, b. Podle zadani plati a®>+b = 2% a b>+a = y>. Diofantos
ozna¢i b = 2a + 1 a dostane y? = 4a® + 5a + 1. Tento troj¢len vyjadiime ve tvaru

4a* +5a+1 = (2a — 2)* + 13a — 3.

Vyraz na pravé strané této rovnice bude ¢tverec, pokud bude 13a —3 = 0. Odtud

.o _ 3 _ 9 v v v/ e /
jiz plyne a = §5,b = 13. Snadno se presvédcime, ze plati

CL2—|—b — <3>2+19:256:<16>2
13 13 169 13

2o (19>2+3:400:(%>2,
13 13 169 13

Pokud bychom v rovnici y? = 4a? + 5a + 1 polozili y = 2a — k, dostaneme

a>+5a+1 = 4a® — dak + k*
(4k +5)a = k*—1
k2 —1
4k + 5

Po dosazeni do b = 2a + 1 dostaneme b = QkZ“,:i?S. Resenim je tedy dvojice

0.b] = k*—1 2k* + 4k +3
4k +5" 4k +5

Pro k = 2 dostaneme [a, b] = [%, %} . Z¥ejmé tedy plati

FaT (k21>2 2k2+4k+3(kz2+4k+4)2

4k +5 4k +5 4k +5
o2 + 4k +3\° k2—1 k2 4 4k + 4\
V+a = + — :
4k +5 4k +5 4k +5
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%11 Inucniantur tres numeri quadratum conficientes, quorum binijunctiit
qu m conftitnant. Staruamns quadratum, qui eft famma iftorum tri

'1Qt2 NtLAc(intprimas & fecundus iunti;t Q.crgo tertius crit2 N trlamfecun

 dus & rertius zquentur quadrato lateris i N——quicft 1Q—2 Nt L. Cumagt
' trium fumma fit1 Q 2 N 1 1,relinqtitur primus 4 N, reliquis ab ca detradlis.

primum & fecundum ftatucramis fummi conficere 1 Q. eft ergo fecundus1Q
N Reftatut fumma primiac tertij 6 N t1 2quetaliquem quadratum, fitqucis:
N eft 20. Ecnumeri quos defiderabamus, funt 80, 320, & 41, qui im

 LTAGIULL!

Obrazek 3
Uloha VII (Xylander, 1575, s. 72)

Najit tti cisla, jejichz soucet je ¢tverec a soucet libovolnych dvou je c¢tverec.
Oznacime-li hledana cisla a, b, ¢, pak plati

a+b+c = A

a+b = B?
a+c = C?
b+c = D

Polozme nyni

a+b+ec = 22 +2x+1
b+c = 22 —2x+1,

kde a+b = 2%ac=2z+1, pakjea = 4z,b = 2> —4x, tedy a+c = 6x+1. Posledni
rovnice je klicem k feSeni této ulohy. Hledame takové kladné celé ¢islo x, pro
které je vyraz 6 + 1 druhou mocninou. Jinymi slovy fe§fme rovnici 6z + 1 = g2.
Nejmensti liché y vede k hodnoté y = 5, ktera dava vysledek a = 16,6 = 0,c = 9,
ktery nelze akceptovat, protoze b = 0. Hodnota y = 7 vede k vysledku a = 32,
b = 32, ¢ = 17, kterou Diofantos neprijima, protoze je a = b. Diofantovo reseni
ziskame v pripadé, ze je y = 11. Potom je a = 80,0 = 320, ¢ = 41.
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Zkusenosti stredoskolskych zakt s online
vyukou matematiky

DENISA JAROSOVA!

Cldnek se zaméruje na zkusenosti stredoskolskych Zdki s online vijukou matema-
tiky behem pandemie COVID-19. Cilem studie bylo zjistit, jak studenti vnimali
vyhody a nevyhody tohoto zpusobu vyuky a zda by v budoucnu preferovali po-
kracovdini online vyuky, pripadné jeji kombinaci s prezencni formou. Viyzkum
probéhl prostrednictvim dotaznikového Setreni mezi 664 studenty cturtych rocniki
gymnazii a strednich odbornych skol v obdobi od unora do dubna 2024. Z toho
540 studentii navstévovalo gymndzium a 124 stvedni odborné skoly. Zdci hodno-
tily vlastni zkusenosti, srovnavali online vyuku s tradicni vjukou a vyjadrovali se
k tomu, jak online forma vyuky ovlivnila jejich pristup ke studiu.

Uvod

Pandemie onemocnéni COVID-19 zasadné ovlivnila vzdélavaci proces na vsech
urovnich skol. V dusledku vladnich opatfeni doslo k nahlému prechodu z pre-
zencni vyuky na online vyuku, coz prineslo radu vyzev, ale i prilezitosti.
Jednim z nejvyznamneéjsich dopadii pandemie bylo preruseni tradi¢niho vyu-
covani, které bylo nahrazeno distancni formou vzdélavani. Tato zména zasahla
jak zaky, tak i ucitele, ktefi museli ze dne na den upravit své pristupy k vyuce.
Online vyuka matematiky, jako jednoho z nejobavanéjsich predmétii, pritom
predstavovala specifickou vyzvu. Cilem ¢lanku je prozkoumat zkusenosti stfedo-
skolskych zaki s online vyukou matematiky béhem obdobi pandemie COVID-19.

Vyhody online vyuky matematiky

Tabulka 1 predstavuje prehled vyhod online vyuky matematiky z pohledu zaku
gymnazii a stfednich odbornych skol. Data jsou rozdélena do nékolika kategorii,
které zahrnuji technické moznosti, socialni a psychologické aspekty, pedagogické
vyzvy nebo jiné vyhody.

Mezi hlavni vyhody online vyuky matematiky zaci zaradili zejména snadnou
dostupnost elektronickych studijnich materidli, které mohli vyuzivat kdykoliv
a odkudkoliv, coz jim umoznovalo lépe si organizovat vlastni studium. Velmi

! Univerzita Palackého v Olomouci, Piirodovédeckd fakulta; denisa.jarosova0l@upol.cz
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ocenovali moznost vracet se k probirané latce prostrednictvim nahravek vyuco-
vacich hodin, které jim pomahaly 1épe pochopit u¢ivo a upevnit si znalosti podle
individualnich potteb.

Technické moznosti online prostredi, jako napriklad vyuzivani nastroja typu
GeoGebra ¢i pristup k siroké skale digitalnich zdrojt, prispivaly k vétsi nazornosti
a efektivité vyuky. Z pohledu zak méla online vyuka rovnéz pozitivni dopad na
jejich psychickou pohodu, nebot uceni v doméacim prostredi snizovalo miru stresu
a umoznovalo jim studovat v pohodlném a znamém prostredi.

Dalsi vyhodou byla vyrazna casova a finanéni tispora diky absenci dojizdéni,
kterou mnozi respondenti vnimali jako zasadni prinos. Moznost ucit se vlastnim
tempem a rozvijet vétsi miru samostatnosti pak zaci povazovali za jednu z nejvét-
sich prednosti, pricemz ocenili i individualnéjsi pristup uciteli, ktery se v online
prostredi mohl 1épe prizpiisobit jejich konkrétnim potrebam.

Tabulka 1: Vyhody online vyuky matematiky z pohledu zakt

Stredni od-
Vyhody online vyuky matematiky Gymnézium [v %] | bornd skola
v %]

Technické moznosti

Technologie, napr. Geo-
Gebra, pokrocilé kalku-
lacky ¢i virtualni tabule

Vyuziti umoznovaly  nazornéjsi
digitalnich na- | a presnéjsi zpracovani
stroju matematickych tuloh,

coz mohlo byt uzitecné
zejména u funkci nebo
geometrie.

Zéaci béhem vyuky mohli
snadno vyhledavat dopl-
nujici informace, navody
¢i postupy na internetu, 23 6
coz podporovalo jejich
samostatnost pri Teseni
uloh.

Pristup k on-
line zdrojim
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Moznost
nahravani

a  opakovani
vykladu

Zaznamy hodin umoznily
vratit se k narocnéjsim té-
matiim a znovu si pre-
hrat obtizné c¢asti vyuky,
coz bylo zvlasté uzitecéné
pred zkousenim ¢i psanim
test.

Socialni a psychologické aspekty

Nizsi stres
a anonymita

Zaci se nemuseli potykat
se stresujicimi situacemi,
jako je vyvolavani k ta-
buli, coz prispélo k vytvo-
feni bezpecnéjsiho pro-
sttedi pro pokladani ota-
zek.

Pohodli a klid
domova

Domaéci prostredi prispélo
k vétsi psychické pohodé,
diky ¢emuz se mnozi zaci
mohli lépe zamérit na te-
seni prikladi.

Flexibilita
prace

Zaci meéli béhem vyuky
moznost pracovat svym
vlastnim tempem, coz
zvlasté ocenili ti, kteri
potiebovali vice ¢asu na
pochopeni uciva.

21

19

Pedagogické vyzvy

Podpora  sa-
mostatnosti

a odpovéd-
nosti

Online vyuka se zaméto-
vala na rozvoj schopnosti
zakll nezavisle si r1idit
uceni, zpracovavat ukoly
a samostatné nachazet
odpovédi na problémy.
Soucasné poskytovala
vice prilezitosti pro praci
na individualni trovni
a snizovala rozptylovani
od spoluzakt, coz pod-
porilo hlubsi porozuméni
a lepsi zvladnuti uciva.

o3

14
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Ucitelé méli moznost vé-
novat vice pozornosti za-
kiim, kteri projevovali za-
jem o predmét, kdezto
zaci s nizsi motivaci ob-
vykle vynakladali jen mi-
nimalni usili.

Jiné vyhody 21 19
Z4dné vyhody 38 50

Individualni
pristup ucitele

Nevyhody online vyuky matematiky

Tabulka 2 ukazuje souhrn nevyhod online vyuky matematiky z pohledu zakt
gymnézif a stfednich odbornych skol. Udaje jsou rozélenény do nékolika kategorif,
mezi néz patii technické a organizacni prekazky, socialni a psychologické aspekty,
pedagogické vyzvy ¢i dalsi nevyhody.

Vyzkum odhalil zasadni nevyhody online vyuky. Technické problémy, jako
nestabilni pripojeni k internetu a omezené moznosti plynulé komunikace, zne-
snadnovaly vyuku. Klicovym nedostatkem byl rovnéz chybéjici osobni kontakt,
coz prispélo k poklesu motivace a rostoucimu pocitu socialni izolace. Mnoho zak
také uvedlo, ze se béhem vyuky citili nejisté a vahali s aktivni icasti v diskusich
¢i pokladani otazek.

Problémy se projevily také v pochopeni uciva, zejména proto, ze chybéla oka-
mzitd zpétna vazba a moznost prizptsobeni vyuky individualnim potfebam. Ma-
tematika, kterd spoléhd na nazorné vysvétleni a rychlé reseni nejasnosti, v online
prostredi casto ztracela na srozumitelnosti kviili omezenym moznostem vizual-
niho zprostredkovani.

Dalsim zjisténim byla ztrata studijniho rezimu. Mnoho zak postradalo struk-
turovany denni plan a samoorganizace pro né predstavovala vyraznou vyzvu.
Chybéjici kontrola ze strany ucitele casto vedla k prokrastinaci, nizsi mire zapo-
jeni a horsimu osvojeni uciva.

Prestoze doméaci prostiedi mohlo ptsobit pohodlné, zaroven s sebou neslo
radu rusivych vlivd, jez narusovaly schopnost soustredit se. Absence béznych
skolnich rituali a podpory spoluzaki negativné ovlivnila psychickou pohodu zakt
a oslabila celkové klima vyuky.
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Tabulka 2: Nevyhody online vyuky matematiky z pohledu zakt

Nevyhody online vyuky matematiky

Gymnéazium [v %]

Stredni od-
borna skola

v %]

Technické a organizacni prekazky

Spatna kvalita interneto-
vého pripojeni, necitelny

Nedostatecna N
CROSLABECNA | text na sdilenych obrazov-
technicka . , ,
kach, zvukové problémy
podpora o .
a neefektivni psani na on-
line tabuli.
Vyuka probihala v krat-
sim case a nebylo mozné
probrat vse, co bylo
Casové ome- | naplanovano. Vyklad 97 15
zeni latky byl velmi rychly
a strucny. Zaci neustéle
prerusovali a zdrzovali
prubéh vyuky.
Poskytovani  individual-
Slozitost nic.:h deovedl a pomoci
Zpétné vazby pri nejasnostech s latkou
p bylo naro¢né kvtli nedo-
stateéné komunikaci.
Socialni a psychologické aspekty
Postrada se bezprostredni
interakce mezi ucitelem
Absence osob- ", .., ,
. a zaky, kterd je zasadni
niho kontaktu il s
pro vysvétleni uciva nebo
reSeni problém.
Nedostateéna  kontrola
Ztrata moti- | a absence spoluprace se 923 21
vace spoluzaky vedle k men-

sSimu zapojeni zaki.

Stud a nejis-
tota

Nékteri zaci se zdrahali
klast otazky nebo sdilet
své obrazovky, protoze se
citili nepohodlné, jako by
byli vystaveni pred vSemi.
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Pedagogické vyzvy

Zhorseni poro-
zumeéni

Bez osobniho kontaktu je
pro ucitele narocéné zjis-
tit, zda zaci latku chapou,
a prizpusobit tomu rych-
lost nebo zpiisob vyuky.

Samostudium

Zaci museli zpracovavat
priklady samostatné bez
dostatecni pomoci, coz
brzdilo jejich  postup.
Pokud ucivu nerozumeéli,
byli odkazani na vlastni
studium.

Nevhodné
prostiedi

Domaci prostredi prina-
selo rozptyleni, ztézovalo
soustfedéni a Unava oci
z monitoru snizovala
ucinnost vyuky. Pritom-
nost snadno dostupnych
rusivych  prvkid,  jako
jsou mobilni telefony
nebo ruch v domaécnosti,
situaci dale komplikovala.

41

36

Dalsi nevyhody

19

ZA4dné nevyhody

12

15
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Kombinovana vyuka na strednich skolach

Béhem pandemie proslo vzdélavani zasadnimi zménami, zejména kviili rychlému
prechodu na online vyuku. I po navratu k prezenc¢ni formé zustava otazkou, zda
ma Cisté prezencéni model budoucnost, nebo by bylo vhodné zvazit kombinaci
obou forem vyuky. Vyzkum mezi zaky gymnazii a sttednich odbornych skol uka-
zal zajimavé preference. Nejvice stredoskolakii by ocenilo kombinovanou vyuku,
ktera by propojila prednosti obou zptisobti. Ostatni zaci se priklanéli bud k plné
prezencnimu modelu, nebo ¢asteéné uprednostnovali online vyuku, predevsim pro
jeji flexibilitu a pohodli (viz tab. 3).

Tabulka 3: Preference vyuky mezi sttedoskolskymi zaky vzhledem ke
studované skole

Forma vyuky Gymnézium [v %] | Stredni odborné skola [v %]
Prezenc¢ni vyuka 43 35
Online vyuka 11 17
Kombinovana vyuka 42 44
Nezodpovézeno 4 4

Mezi hlavni divody obliby prezenéni vyuky patii moznost primé interakce
s ucitelem. Osobni kontakt umoznuje rychlé objasnéni nejasnosti a napomaha
lepsimu pochopeni uciva. Dilezitd je osobni komunikace se spoluzdky, moznost
spoluprace v tymu a vyména napadi béhem hodin. Prezenéni vyuka podle zaku
zvysuje jejich motivaci, protoze skolni prostredi nabizi strukturu podporujici sou-
stredéni, pravidelny rezim a lepsi organizaci casu. Pravé tyto prvky mnohym
béhem online vyuky chybély.

Online vyuka viak piinasi nesporné vyhody. Casova flexibilita a moznost ucit
se z domova usnadnuji zaktim vyvazeni studia s mimoskolnimi aktivitami nebo
dlouhym dojizdénim. Nékteti respondenti ocenili nizsi iroven stresu, protoze do-
maci prostfedi na né piisobilo uklidnujicim dojmem a zlepsovalo jejich koncent-
raci. Velkym prinosem je rovnéz snadny pristup ke studijnim materidliim, videim
a zaznamum hodin, které si zaci mohou prehravat podle svych potreb a tempa.
Tuto moznost chvali zejména ti, kdo potrebuji ucivo opakované procvicit.

Mnozi zaci dochazeji k nazoru, ze idedlnim resenim by byla kombinace obou
forem vyuky. Tento pristup by umoznil vyuzit online prostiedi pro teoretické
predmeéty a vykladové hodiny, zatimco praktické aktivity, zkouseni nebo testy by
zustaly prezencni. Nékteri studenti kritizovali vyuku, pri niz ucitelé pouze ¢tou
prezentace bez dalsi pridané hodnoty, a pravé v téchto pripadech by podle nich
online forma byla vhodnéjsi. Zaci tietich a ¢tvrtjch ro¢nika by uvitali, kdyby
maturitni predmeéty zustaly prezencni, zatimco nematuritni predméty by mohly
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prejit do online prostoru. Studenti odbornych skol zase navrhuji, aby teoreticka
vyuka probihala distancéné a prakticka cast zustala v prezenéni podobé.

Zajimavy pohled prinesla otazka vyuky matematiky. Vétsina zakl se shoduje,
ze tento predmét neni vhodny pro online formu. Vyzaduje podrobné vysvétleni,
rychlou zpétnou vazbu a casté dotazy, coz je v online prostiedi obtizné zajistit.
Mnozi priznali, ze béhem distanc¢ni vyuky pouzivali aplikace jako Photomath,
které sice poskytnou vysledek, ale nenapomahaji pochopeni zakladnich principt.
Naopak predmeéty jako déjepis, zaklady spolecenskych véd nebo cizi jazyky zaci
v online podobé vitaji, protoze mohou studovat materialy vlastnim tempem a lépe
se soustTedit na teoretickou cast.

Zavér

Zkusenosti stredoskolskych zaki odhaluji, Ze online vyuka matematiky prinasi
jak prinosy, tak omezeni. Nékteri zaci ocenili klidnéjsi prostredi, snadny pristup
k materialiim a moznost ucit se vlastnim tempem, zatimco jini postradali okamzi-
tou podporu, osobni kontakt a primé vysvétleni. Matematika se v online formé
kvili své narocnosti, ale také pro potrebu rychlé zpétné vazby.

Nejcastéji navrhovanym fesenim byla kombinovana vyuka, kterd by vyuzila
prednosti online prostiedi tam, kde je to efektivni, a zaroven zachovala osobni
kontakt tam, kde je nezbytny. Tyto poznatky naznacuji, ze efektivni vzdélavani
nemusi spocivat ve volbé mezi jednou nebo druhou formou, ale spise v nalezeni
rovnovahy odpovidajici potfebam soucasnych zakt. Tento pristup by mohl byt
prinosny nejen v dobé krizi, ale i v bézném vzdélavacim procesu.

Podle mého nazoru online vyuka prinasi radu praktickych vyhod, ale jeji sku-
tecna hodnota zavisi hlavné na tom, jak zodpovédné a aktivné k ni zaci pristupuji.
Moznost ziistat doma a usettit c¢as, ktery by jinak zabralo cestovani do skoly, zni
na prvni pohled skvéle. Tento ¢as by teoreticky mohl byt vyuzit efektivné, treba
k uceni nebo odpocinku, ale v praxi se ¢asto proméni v prilezitost k prokrasti-
naci. Bez pevné stanoveného rozvrhu a primého dohledu je totiz snadné polevit
nebo se nechat rozptylit. K tomu online vyuka vyzaduje vétsi samostatnost, coz
nemusi kazdy student zvladnout bez pomoci.

Na druhou stranu chapu, pro¢ nékomu tento zptsob vyhovuje. Prinasi po-
hodli, flexibilitu a Sanci si praci zorganizovat podle sebe. Presto si myslim, ze
by online vyuka neméla tplné nahradit tradi¢ni skolni dochazku. Chybi ji osobni
kontakt s uciteli a spoluzaky, ktery povazuji za klicovy nejen pro vzdélani, ale
i pro rozvoj osobnosti. Z mého pohledu by proto bylo nejlepsi spojit obé varianty.
Lze vyuzit prednosti flexibility online prostiedi a zaroven si zachovat benefity
klasické vyuky.

58



Teorie grafti ve vyuce matematiky na zakladni
skole

ALZBETA KOLARIKOVA!

Teorie grafu jako soucdst diskrétni matematiky nabizi siroké spektrum mozZnosti
pro vyuziti ve vijuce matematiky na zakladni skole. Diky svym vizualizacnim moz-
nostem a propojeni s realnymi kontexty podporuje rozvoj matematického myslent,
analytickych dovednosti i motivace Zaki. Prispévek se zabyva didaktickymi pri-
nosy vyuziti grafu, jejich moznou klasifikaci v kontextu skolské vijuky a predstavuje
konkrétni tlohy, které lze vyusit pri vijuce na 1. a 2. stupni ZS.

Uvod

Teorie grafi je obor diskrétni matematiky, ktery ma uplatnéni v fadé odveétvi
od informatiky, pres genetiku az po sociologii. Graf je matematickd struktura
tvorena mnozinou vrcholil a mnozinou hran, které spojuji jednotlivé dvojice vr-
cholti (Cioaba, 2022). Zéci se s grafy setkdvaji napiiklad v podobé rodokment,
taxonomie zvirat, map a plankt nebo myslenkovych map. Mohou slouzit k mode-
lovani a analyze vztaht a procesii a diky jednoduchosti zakladnich prvki a mnoha
aplikacim jsou vhodné pro feseni teoretickych i praktickych problémi.

Integraci teorie grafii do vyuky matematiky mizeme rozsitit vzdélavani zaku
o nové prvky, které maji praktické uplatnéni. Zaroven maji potencial zvysSovat
motivaci zaki a podnitit rozvoj jejich kritického mysleni (Lessner, 2011). Grafy
umoznuji modelovat realné situace a zjednodusit tak jejich reseni. Zaroven s nimi
miizeme znazornovat abstraktni problémy, coz muize zakiim pomoci se v tako-
vém problému zorientovat a podporit jeho analytické schopnosti (Gaio, 2020).
Napriklad pri hledani nejkratsi cesty mezi dvéma mésty muze grafickd vizua-
lizace vyrazné usnadnit proces reSeni, protoze umoznuje jasné vidét dostupné
moznosti a porovnat je.

V soucasném Ramcovém vzdélavacim programu pro zakladni vzdélavani (RVP
ZV) neni teorie grafu explicitné zminéna. Jeji prvky a principy vsak nachdzeji
uplatnéni zejména v tematické oblasti Zdvislosti, vztahy a price s daty. Aktual-
ni revize kurikula byla rozsitena o logicko-matematickou gramotnost, kde grafy
miizeme uplatnit jako prostredek modelovani matematickych struktur, a tim na-
pliiovat vyukové cile nejen v matematice, ale i v mezipredmeétovych vazbach.

! Univerzita Palackého v Olomouci, Pedagogicka fakulta; alzbeta.kolarikova0l@upol.cz
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Klasifikace uloh

Ulohy z teorie graft, které se vyskytuji v ucebnicich matematiky, jsme rozdélili
do t1i skupin:

e pocetni ulohy vyjadrené v podobé grafii;

o grafy jako modely k Teseni;

 tlohy, které vyuzivaji specifické vlastnosti grafi.

Pocetni tlohy vyjadiené v podobé grafu slouzi zakim k procvic¢eni zakladnich
pocetnich operaci a zaroven mohou mit motivacni efekt. Tento typ tloh se nej-
castéji vyskytuje v ucebnicich matematiky, predevsim téch, které jsou zameérené
na vyuku orientovanou na budovani schémat. Néktera prostredi matematiky pro-
fesora Hejného jsou zalozend na praci s grafy, napriklad pavuciny, hadi, Sipkové
grafy, détsky park nebo autobusové linky (H-mat, 2025).

Grafy mohou také slouzit jako modely k teSeni riiznych typt tloh. Typickym
prikladem jsou jednoduché kombinatorické tlohy. V téch lze efektivné vyuzit bi-
partitni grafy, jejichz mnozinu vrcholt lze rozdélit na dvé disjunktni casti tak, ze
hrany vedou vzdy mezi témito ¢astmi (Gross et al., 2023). Prostrednictvim bipar-
titnich graft mizeme naptiklad parovat lidi nebo objekty a znazornit tak vSechny
mozné situace. Grafy umoznuji prehledné znazornéni vztahtt mezi objekty, a tim
usnadnuji jejich analyzu.

Ulohy, které vyuzivaji specifické vlastnosti grafu, jsou ve Skolni matematice
méné obvyklé, presto vsak predstavuji cenny nastroj pro rozvoj hlubsiho po-
rozumeéni strukturalnim aspektiim matematiky. Tyto ulohy zpravidla vyzaduji
od zaktu schopnost orientovat se v grafu a pracovat s vlastnostmi jako stupen
vrcholu, souvislost grafu ¢i existence urcitych cest.

Uloha 1: VyuZivajici skére grafu

Spojte kolecka carami tak, aby z kazdého kolecka vychézelo tolik ¢ar, kolik udava
¢islo uvnitt. Kazda ¢ara musi mit zacatek a konec v kolecku (obr. 1).

[ fr !
\2) | } }

Obrazek 1: Zadani ulohy

ResSeni:

Uloha zameérend na konstrukci grafu podle zadaného skére umoznuje Sirokou
skalu reseni, ktera odrazeji individudlni pristup zaku. Je zajimavé pozorovat
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Obrazek 3: Multigraf

Obrazek 2: Zakovské reseni

snahu zaku kreslit grafy tak, aby se hrany co nejméné prekryvaly (obr. 2). Obcas
se ve vystupech objevuji také multigrafy (obr. 3), tedy grafy, kdy mezi dvéma
vrcholy vede vice nez jedna hrana. Tento typ Teseni se vyskytuje spise u star-
sich zakl, avsak i mladsi Zaci k nému mohou dospét, zejména po vhodné vedené
diskusi a analyze moznych Teseni.

Pfi feeni tloh tohoto typu se opakované objevuji nékteré typické chyby. Casto
zaci zakresluji hrany, které nespojuji dva vrcholy, ale vedou tzv. ,, do prazdna®
(obr. 4). Dalsi chybou byva nespravné pocitani hran, zaci nékdy zapocitavaji
hranu pouze pri jejim kresleni ,,z* vrcholu nebo pouze ,,do“ vrcholu.

Obrazek 4: Chybné feseni

Pro podporu porozuméni zadani a spravné interpretace stupné vrcholu je
vhodné zaradit inverzni tulohy, kdy zaci doplnuji stupné vrcholi do daného
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Obrazek 5: Inverzni tiloha
Obrazek 6: Manipulativni ¢innost

grafu (obr. 5). Uzite¢nou pomiickou se také ukazuje manipulativni ¢innost,
napriklad prace s drivky predstavujicimi hrany a prilepenymi papirovymi ko-
lecky jako vrcholy (obr. 6). Tento postup zadkiim nazorné ukazuje, Ze hrana
musi byt jednoznacné spojena s vrcholy, a zaroven eliminuje chyby souvisejici
s nespravnym zapocitavanim hran.

Skore grafu mizeme vyuzit napiiklad pri feseni tzv. jednotazek (nalezeni eu-
lerovského tahu v grafu). Zaci mohou badatelskym zptisobem pfijit na to, jak
poznat pouze za pomoci stupnu vrcholi, zda je mozné obrazek nakreslit jednim
tahem, a dokonce, od kterych vrcholi je potifeba zacit.

Uloha 2: Jednotazky

Rozhodnéte, které z nasledujicich grafii je mozné nakreslit jednim tahem (obr. 7).
Urcete, kolik hran vychazi z jednotlivych vrcholtl ve vSech grafech a vsimejte si
souvislosti.

Obrazek 7: Jednotazky
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ResSeni:

Pocatek teorie grafii se datuje do roku 1736, kdy Leonard Euler publikoval fe-
seni rekreacni ulohy (Euler, 1741), ktera je dnes zndmé jako Sedm mostti mésta
Kralovce. Pravidla, kterd tehdy Euler dokazal a publikoval, mizeme aplikovat
na reSeni tzv. ,jednotazek”.

Pokud hleddme sled, ktery prochazi vSemi hranami konecéného souvislého
grafu, musi byt splnén jeden z nasledujicich predpokladii:

o vsechny vrcholy grafu jsou sudého stupné;

e dva vrcholy jsou lichého stupné a vsechny ostatni stupné sudého, pricemz

sled za¢ina v jednom vrcholu lichého stupné a ve druhém kondi.

Na zakladé zminénych poznatkii mizeme rtict, ze z grafii na obrazku 7 neni
mozné jednim tahem nakreslit pouze prostiredni graf nahore a graf vpravo dole.
Graf znamy jako ,domecek” (vlevo nahote) je mozné nakreslit, pouze pokud
zacneme v jednom spodnim vrcholu a skonc¢ime ve druhém spodnim vrcholu.

Kde hledat podobné ulohy?

Ackoli se tlohy z teorie grafti v béznych ucebnicich zakladni skoly objevuji jen
sporadicky, je mozné je najit predevsim v kontextech Sipkovych diagramii, sifo-
vych schémat nebo pri feseni kombinatorickych tloh. Prestoze nejsou obvykle
oznaceny jako tlohy z teorie grafii, pracuji s principy této discipliny a mohou
byt vhodnym vychodiskem pro jejich dalsi rozvoj. Ucitelé, které toto téma vice
zaujalo, mizou cerpat inspiraci z odborné literatury, ktera nabizi didakticky pro-
pracované nameéty i konkrétni priklady uloh.

Napriklad Lessner (2011) se zabyva moznosti vyuky zakladnich pojmiu teorie
grafii na strednich skolach a zminuje tlohy jako topologické tiidéni ¢i metodu
kritické cesty, které maji potencial i pro zjednodusené vyuziti na zakladni skole.
Smithers (2005) predstavuje ¢tyri tematické celky — barveni vrcholii, minimalni
kostru grafu, dominanci v grafu a Hamiltonovské cesty. Blanco (2021) nabizi
zajimavy koncept workshopové vyuky, kde zaci sami tvori matematické ulohy
a rozvijeji Tesitelské strategie — od hledani vzori az po konstrukci grafi. Gaio
(2020) naopak vyuziva principy prozivani uciva v terénnich aktivitach, coz muze
byt inspiraci i pro hravé uceni na 1. stupni.

Zvlastni pozornost si zaslouzi prace Nimana (1975), ktery obhajuje zarazeni
teorie grafti jiz na 1. stupni zakladni skoly. Nabizi Siroké spektrum tloh od eule-
rovskych a hamiltonovskych cest az po vytvareni vlastnich grafti. Uc¢itelé mohou
déle ¢erpat naméty z knih zameérenych na rekreac¢ni matematiku, napriklad z pub-
likaci Stanislava Vejmoly (napr. 1989, 1991), které obsahuji fadu netradic¢nich
tloh a hadanek vyuzivajicich principy teorie graft.
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Zavér

Teorie grafi predstavuje inspirativni a efektivni nastroj pro rozvoj matematic-
kého mysleni zakt zakladnich skol. Diky své nézornosti, propojeni s realnymi
situacemi a Siroké skale tloh podporuje nejen porozuméni matematickym struk-
turam, ale také motivaci k uceni a objevovani. I presto, ze neni v kurikulu expli-
citné zastoupena, nabizi bohaty potencidl pro rozsiteni vyuky v oblasti logicko-
matematické gramotnosti. Zarazeni tloh z teorie grafii do vyuky tak miize obo-
hatit vzdélavaci proces a prispét k formovani komplexnich matematickych kom-
petenci zaki.
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Pocitaci triky z mistrovstvi svéta v pocitani
zpameéti

HANA KOTINOVA!

Dvoudenni semindr pro ucastniky juniorského mistrovstvi svéta v pocitani zpaméti
ukazuje spoustu matematickiyjch zajimavosti a pocitacich postupi. Par vybrangch
ukazuje nasledujici clanek.

Schopnosti lidského mozku jsou mnohdy neuvéritelné. Nékdy staci par dni tré-
ninku, abyste se naucili néco, co dalsim lidem bude pripadat jako zazrak. Tako-
vouto prilezitost dostali na podzim tii vitézové Abaku ligy. Vyrazili jsme totiz na
juniorské mistrovstvi svéta v pocitani zpaméti. Soutéz samotna spociva v dvou-
hodinovém testu, ktery junioti dostavaji k vyplnéni. Test ma orientacné okolo
20 stran a juniori soutézi v nékolika vékovych kategoriich. Pti vyplnovani testu
musi dodrzet pravidlo, Ze je mozné ke kazdému prikladu napsat jen vysledek.
Od nazvu obsahujiciho mistrovstvi svéta nelze ocekavat, ze tam najdete priklady
typu 1 4+ 2 = 3, i kdyz néjaké jednodussi tam jsou samoziejmé také. Pravdeé-
podobné byste nechtéli pocitat priklad typu 123 x 456 bez kalkulacky, ale po-
kud nemame kalkulacku po ruce, vétsina lidi vypocet s pomoci tuzky a papiru
zvladne. Nicméné zvladne to diky tomu, zZe si v priabéhu pise spoustu véci. Jenze
nasi soutézici tuto moznost nemaji. Na rozdil od kouzelnika v oboru matemagie
ale nemusi vyslovit vysledek ve sméru cteni, ale mohou ho aspon zapisovat od
posledni cislice. I to je velkd pomitcka. A jak to tedy provedou? Ve dvou dnech
pred soutézi probihaji na stejném misté seminare pro vSechny soutézici. I my
jsme se na nich naucili nasledujici postup. Obecné se nazyva krizové nasobeni.

Meéjme tedy priklad 264 x 571. Napisme si ¢isla pod sebe, jako pri standardnim
pisemném nasobeni.

264

571

Nejdrive vynasobime obé cislice nejvice vpravo. Tedy 1 X 4 = 4. Vysledek si
miuzeme zapsat. Nyni budeme, jak rika nazev, postupovat kiizem — vynasobime
1x6a7x4, tyto dva vysledky secteme, dostaneme 6428 = 34, ¢tyrku si miuzeme
zapsat do vysledku, trojku si pamatujeme. Posuneme se o dalsi misto doleva
a vynasobime 1 X 2, 5 x4 a 7 x 6. Dostaneme 2+ 20+ 42 = 64. Nyni potfebujeme
pricist trojku, kterou si pamatujeme z predchoziho kroku, dostavame tedy 67.
Sedmicku si miizeme poznamenat do vysledku, Sestku si pamatujeme. Nyni jsme

L AL.21, s.r.0.; hana.kotinova@abaku.org
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na konci a budeme ubirat. Vynésobime tedy 5 x 6 a 7 X 2, dostaneme 30 + 14 =
= 44, k tomu pricteme Sestku z predchoziho kroku, mame 50. Nulu si mizeme
zapsat, pétku si opét pamatujeme a pokracujeme poslednim krokem, ve kterém
vynasobime 5 x 2. Ziskame 10, s pétkou z predchoziho kroku mame 15 a vysledek
je v tuto chvili kompletni, dopoc¢itali jsme se k ¢islu 150 744.

Tento postup funguje i pro vétsi ¢isla. Pokud bychom nasobili 12345 x 67890,

Dalsi zajimavost, kterou jsme na seminari objevili, se tyka druhych mocnin.
Zjistili jsme, Ze hodnoty z2, (50 —z)?, (504 x)* a (100 — x)? budou vSechny koncit
na stejné dvojcisli. Této vlastnosti se vyuziva i pti pocitani tretich odmocnin.
Nemalo z téch, kdo se soutéze tcastni, umi tyto vysledky nazpamét.

Vsimli jste si nékdy, Ze tfet! mocniny ¢isel 1 az 9 konéi kazda jinou ¢islici? Ze
posledni cislice vysledku je bud stejna jako ¢islo, které umocnujeme, nebo s nim
da dohromady 107

1=1
2=28
3 =127
4 =064
5 =125
6 = 216
7 =343
8 =512
9="729

A ted si predstavte, ze mate spocitat treti odmocninu z ¢isla 314 432. Asi
uz sahate po kalkulacce, ale je to velmi jednoduché, pokud zname nazpamét
vyse uvedené treti mocniny. Rozlozime si ¢islo na dvé casti po trech c¢islicich.
Protoze nase ¢islo konci ¢islici 2, bude vysledek koncit ¢islici 8, protoze 8 na tieti
kon¢i také dvojkou. Prvni polovina ¢isla, 314, se nachazi mezi 216 a 343. Z toho
vyplyva, ze prvni Cislice vysledku je 6. A treti odmocnina z 314 432 je tedy 68.

Budeme-li mit tfeti mocninu cisla alespon trojmistného, budeme u prvni a po-
sledni ¢islice pouzivat ten samy postup. Urcéeni prostredni ¢islice ¢i ¢islic uz je

Na zaveér si jeste ukazeme Hectoc. V ném je vedlejsi soutéz. Vezméme nahodné
vybrané Sestimistné ¢islo neobsahujici nulu, tteba 1 2 9 8 9 6. Nasim tkolem je
mezi ¢islice doplnit znaménka a v pripadé potteby i zavorky tak, abychom dostali
vysledek 100. Jednim z moznych teSeni je

1-24+98+9—6=100.
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I tady jsou urcité triky, jak se néjakého teSeni dobrat co nejrychleji. Dopo-
rucuje se tedy hledat ¢islo blizici se stovce (v nasem prikladu je to 98) a zbylé
c¢islice néjak poscitat ¢i poodecitat, aby to vyslo.

Dalsi moznosti je najit 10 a pokusit se o 10 x 10 nebo podobné jednoduché
nasobeni 50 x 2 ¢i 25 x4 nebo 20 x 5. U ¢islic 73 2 9 6 3 je mozné vyuzit nasobeni
50 x 2 a doplnit (7 x 3+ 29) x (6 : 3).

Také 1ze najit vysoké ¢islo a doplnit 7 x (3 —2)+96 —3 nebo 73+29 — (6 : 3).

Ti nejlepsi borci dokazali v roce 2024 béhem 15 minut spocitat 51 prikladi
z 80, které byly k dispozici. Hectoc je ale zajimavé cviceni i pro méné zdatné
poctare. Jak je vidét na druhém ukazkovém prikladu, dost ¢asto 1ze najit vicero
reseni. Maloktera kombinace Sesti ¢islic k vysledku nevede zadnym zptisobem.

Na seminafi bylo mozné se naucit spoustu dalsich véci. Spousta z nich je
popsana na webu https://worldmentalcalculation.com/.
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Vyuka matematiky na 2. st. 7S v malot¥idce —
vyzva k propojovani a hledani souvislosti

MAGDALENA KRATKA!

Viuka matematiky na druhém stupni zdkladni skoly v malotridce prinasi specifické
vyzvy © jedinecné prileZitosti. Text se opird o teoretickd vychodiska diferenciace,
vrstevnického uceni a teorie didaktickych situaci a na konkrétnich prikladech
ukazuje moznosti propojené vyuky. Autorka vychdzi z vlastni praxe v heterogenni
tride a nabizi ukdzky aktivit, které podporuji spolupraci napric rocniky, sdileni
obsahu a aktivni zapojeni vSech Zdki. Zdvér zdiraznuje potencial malotridniho
prostredi pro rozvoj didaktickych znalosti ucitele.

Uvod

Malotiidni skoly vyzaduji odlisné strategie vyuky. Ucitel musi prizptisobovat
obsah rtiznym urovnim znalosti a zaroven hledat zptsoby, jak propojit témata
napri¢ rocniky. Klicovou vyzvou je organizace hodiny — zaci musi byt schopni
samostatné prace, zatimco se ucitel vénuje jiné skupiné. Soucasné je tieba vytva-
et sdilené ¢innosti, které podporuji vrstevnické uceni (Vygotsky, 1978) a posiluji
odpovédnost zakl za vlastni uceni.

Teorie didaktickych situaci (Brousseau, 1997) poskytuje rdmec pro planovani
takovych aktivit, v nichz zaci Tesi tlohy samostatné nebo spolu, bez primého
vedeni. V malotiidce tak vznikaji prirozené adidaktické situace, které rozvijeji
samostatnost i schopnost argumentace. Diferencovana vyuka (Tomlinson, 2014)
zde spociva nejen v obtiznosti tloh, ale i v riznych zpiisobech prace — od indivi-
dualni po skupinovou.

Malottidni skoly jsou v ceském prostredi spojovany predevSim s 1. stupném.
Vyuka na 2. stupni v tomto rezimu je vyjimecna a chybi k ni dostupna data
(Zormanova, 2015). Pravé proto mize nabidnout inspiraci i nové perspektivy pro
promysleni vyuky.

Vyucuji matematiku na cirkevni malottidni skole, kde v jedné t¥idé pracuji se
zéky 6.-9. ro¢niku (celkem 10 zéku, z nichz ¢tyfi maji SVP). Vyuzivim Hejného
metodu a snazim se respektovat individudlni styly uceni i didaktické zésady (Jan-
carikova et al., 2022). Vyuka probiha ve dvouhodinovych blocich dvakrat tydné.
Takova struktura poskytuje prostor pro hlubsi praci, ale zaroven klade naroky
na pozornost zakl a kontinuitu uceni.

! Univerzita J. E. Purkyné, P¥irodovédeckd fakulta; magdalena.kratka@ujep.cz
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Propojovani obsahu a ¢innosti napri¢ ro¢niky

Aby mohlo v malotiidni tfidé dochézet ke skutecnému vrstevnickému uceni, je
treba, aby zaci vnimali sami sebe jako soucast jedné skupiny — nikoli ¢tyt oddé-
lenych roénikt. To ale vyzaduje sdileny obsah a sdilené ¢innosti, v nichz mohou
zaci spolupracovat, diskutovat, vzajemné si pomahat a reflektovat svou praci.

Ve své vyuce proto cilené hledam takova témata a ¢innosti, ktera lze prirozené
propojit napti¢ ro¢niky. Vhodné zvolené aktivity umoznuji pracovat s riznou
mirou narocnosti, ale zaroven na stejném tématu nebo se spoleénym cilem. Teprve
v takovém prostiedi se miize heterogenni tiida proménit ve fungujici ucici se
skupinu.

V nésledujici ¢asti nabizim nékolik ukézek integrovanych c¢innosti, které se
mi osvedcily. Nejde o vycerpavajici prehled, ale o vybér prikladi, na kterych lze
ilustrovat moznosti propojené vyuky matematiky v malotiidnim prostredi.

Aritmetika a algebra

Mezi témata, ktera lze dobre integrovat napri¢ druhym stupném, patii operace
s Cisly, vyrazy a rovnice. Vyuzivam k tomu tulohy, které umoznuji vice vstupnich
urovni i vice zplisobu feseni. Prikladem mitize byt tiloha na hledani ¢isel podle
danych podminek, ktera pro nékteré zaky znamena praci s prostou pocetni stra-
tegii, zatimco jini uz mohou vyuzit algebraicky zapis a reseni rovnic. Konkrétné
to muze byt prostiedi Pavuciny (viz obr. 1), kde Zaci pracuji s konkrétnimi hod-
notami (z ruznych ¢iselnych obort) i s parametrem p. V této tloze zaci hledaji
hodnoty Sipek (stejnd barva Sipky oznacuje stejnou hodnotu) i chybéjicich ¢isel
v krouzcich. Pracuji také s délitelnosti a vzajemnymi relacemi.

Jinym takovym propojenim tloh muize byt hledani druhych mocnin vice-
cifernych ¢isel, kde zaci 8. a 9. ro¢niku znaji a vyuzivaji algebraické identity
(A+ B)? (A — B)? a Zici niz8ich ro¢nikii hledaji vysledky operaci véetné druhé
mocniny a vhodné vyjadreni ¢isla jako souctu nebo rozdilu (a propedeuticky
pracuji s proménnou), konkrétné napiiklad

252 = (20 +5) = 20* +2-20- 5+ 5 nebo 18% = (20 — 2)* = 20% —2-20- 2 + 2°.

OGO 0—0 O—0—0
/O @—0 E—0—0—0
@+O

Vyfeste pavucinu Ps, jestlize jeji nejvétsi ¢islo je

a) 6 b) 7 ¢ 14 d) p Najdéte soucet viech tii isel pavuciny.

Obrazek 1: Uloha Pavudiny z ucebnice A a E (Hejny et al., 2015, 2017)
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Pojmové mapy

Pojmové mapy (Novak & Canas, 2008) vyuzivam jako néstroj pro vizualizaci
vztahll mezi matematickymi pojmy, ale také jako prostredek k propojeni zaki
riznych ro¢niki. V malotridnim prostiedi je idealni volit témata, ktera se obje-
vuji ve vice ro¢nicich s riznici se hloubkou — typickym ptikladem je délitelnost,
kde se na pojmové mapé mohou v jedné tridé objevit pojmy jako , délitel a ,,né-
sobek®, ale také , rozklad vyrazu na soucin®.

Tento typ ¢innosti ma hned nékolik prinosi: (a) Mladsi zaci vidi, kam jejich
ucivo smeéruje, a ziskavaji rdmec pro dalsi porozuméni. (b) Starsi zéci si ¢asto
znovu pripomenou pojmy, které uz pozapomnéli, a musi si je aktivné zrekon-
struovat a propojit s ,,novymi“ znalostmi. (c¢) Vznika prostor pro diskusi o vy-
znamu pojmu a vztazich mezi nimi, coz poméaha vsem lépe strukturovat vlastni
znalosti. Prace na pojmové mapé podporuje vrstevnické uceni i schopnost reflek-
tovat vlastni porozumeéni a to i presto, ze kazdy z nich je v jiném roc¢niku a jiné
fazi ucebni cesty.

Prace s daty

Tematicky celek Prace s daty je idealni pro skupinovou praci v heterogenni tridé.
74ci mohou mit velmi rozdilné zkuSenosti i droven znalosti, a presto efektivné
spolupracovat na spolecném cili. Téma je oteviené, praktické a umoznuje kaz-
dému prispét. Obvykle zadavam tulohy, které zacinaji sbérem realnych dat. Na-
sledné si skupiny samy urcuji, jak budou data zaznamenavat, jak je budou vy-
hodnocovat a vysledky interpretovat. Zaci spolu sdili napady, jak vyuzit tabulky,
schémata i nejruznéjsi grafy (viz obr. 2), véetné vyuziti ruznych néstroju.

97|
___130] 1058]| 138
118

Obrazek 2: Zpracovani dat zaky 5.—8. ro¢niku
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Projekt ,,Urcéi povrch télesa“

Projektové aktivity povazuji za idealni format vyuky v malotfidnim prostredi.
Umoznuji totiz nejen diferencovat obtiznost, ale zaroven sdilet cil, pomtcky, pro-
stor i odpovédnost za vysledek. Jednim z takovych projekti je aktivita , Uréi
povrch télesa”, kterd vznikla jako propojeni pocetni geometrie a praktického me-
feni.

Zadéani bylo pro vSechny zaky stejné: Vypocitej povrch télesa a sviij postup
zpracuj do protokolu. Protokol ma mit nésledujici polozky: (a) hlavicku; (b) se-
znam pomucek; (¢) popis a nakres télesa véetné namérenych rozméri; (d) vypocet
povrchu télesa; (e) zavér véetné diskuse nad presnosti a spravnosti méreni a vy-
poctu (viz obr. 3). Rozdilnd vsak byla télesa, se kterymi zaci pracovali — kvadr,
hranoly s rtiznymi podstavami, trojboky jehlan, vilec a kuzel (zaci pouzivali roz-
kladaci modely zn. Learning Resources). Tim byla pfirozené nastavena ruznd
obsahova obtiznost, avsak metody prace a vysledna dila zakt byla srovnatelna.
V zavérecné fazi pak zaci jednak sdileli své vysledky, nasledné pak meéli porov-
navat télesa podle velikosti povrchu. To umoznilo zakim sva reSeni diskutovat
a posuzovat jejich spravnost v SirsSim kontextu.

Obrazek 3: Protokol zédka 8. ro¢niku
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Zaveér

Vyuka matematiky na 2. stupni v malotfidce je naro¢na na pripravu, organi-
zaci i volbu strategii. Ucitel musi neustale hledat rovnovahu mezi individualni
podporou a skupinovou dynamikou, mezi strukturou a otevrenosti.

Zaroven vsak malotiidni prostredi nabizi mimotradnou prilezitost pro hluboké
promysleni vyuky, reflexi a rozvoj didaktickych znalosti obsahu (Ball et al., 2008).
Ucitel zde vystupuje ale jako tvirce situaci, v nichz zaci napri¢ vékem i trovni
objevuji souvislosti, spolupracuji a rostou. Vyuka v malotfidce tak muize byt

nejen pedagogickou vyzvou, ale i prostorem pro didaktickou tvorivost a profesni
rust.
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Nasobilka jako klicovy aspekt ve vztahu
k matematice

MILENA KVASZOVA!

Mali skolacci maji matematiku z velké véetsiny rddi. Umi pocitat na prstech bon-
bony ci penizky a tési se do skoly, Ze se nauci pocitat opravdu. Potom ale nastdvd
zlom a spoustu Zdku se v matematice ztrdci, najednou jim nejdou slovni wlohy
a nerozumi geometrickym konstrukcim, turdi o sobe, Ze nemaji prostorovou pred-
stavivost a matematikou na druhém stupni se uz jenom protrapi a jsou radi, kdyz
dostavaji trojky. Zamyslela jsem se nad tim, co je zlomové ve vztahu k matematice.
Domnivam se, Ze je to nasobilka a zpisob, jak se na skoldch uci.

Uvod

Studenti nasi fakulty (Pedagogickd fakulta UK Praha) v oboru uditelstvi
1. stupné na zacatku studia pisi esej na téma Muij vztah k matematice. V jejich
esejich se odrazi jejich kladny vztah k matematice pri nastupu do prvni tridy.
Jedna ze studentek uvedla: Na pronim stupni zakladni skoly patrila matematika
mezi mé oblibené predmeéty. Zaklady a jednoduché pocetni operace jsem uz umeéla
pri nastupu do 1. tridy, kdy jsem byla hodné zvidavd a chtéla umét vice nezZ moji
spoluZdc.

Pak ale ve svych esejich velice ¢asto popisuji problémy, které prichazeji na
druhém stupni: Na druhém stupni prisel sok.. zjistila jsem, Ze moje védomosti
jsou velka bida.. To byl zlom. V pololeti na stredni skole v druhdku uZ to byla
jasnd pétka. Asi nikdy nezapomenu na to, jak uz jsem jen v hodindch matematiky
sedéla, koukala do zdi a ant se nesnazila néco pochopit...

Zamyslela jsem se nad tim, kdy vznikaji u zakt tyto problémy. Co je zlomové
ve vztahu k matematice a jejimu porozumeéni. Shodou okolnosti nase dcera byla
ve 3. tridé a zacali se ucit nasobilku. Do té doby ji matematika bavila, spolu
jsme pocitali a neméla s ni problém. Najednou prislo obdobi, kdy se méla ucit
nasobilku nazpamét a rychle ,, na ¢as“ pocitat priklady, které jim pani ucitelka
diktovala. Rikala jsem ji, aby se to neudila nazpamét, aby to pokazdé poditala
a ze kdyz to nékolikrat vypocita, tak uz si to bude pamatovat.

Uvédomila jsem si, ze vlastné tohle miize byt ten klicovy moment, kdy se zaci
v matematice ztraci, protoze do té doby si v matematice hrali, pocitali rizné
objekty — auticka, panenky a bonbonky, a ted se po nich chce, aby se néco naucili
nazpameét.

! Univerzita Karlova, Pedagogické fakulta; milena.kvaszova@pedf.cuni.cz
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Odrazi se to také ve vypovédich student: Jd jsem velmi systematicky clovék,
ktery se rad uci véci zpaméti. Na zakladni skole mi proto matematika velmi sla,
jelikoZ napriklad malou i velkou ndsobilku se clovek naucil zpameti. Ovsem, kdyz
zacalo uceni na gymndziu pribyvat, uz jsem neméela tolik casu se na matematiku
srotit kazdy den a délat vsechny tukoly.. a z toho systému jsem strasne rychle
vypadla.. a malokdy se stalo, Ze bych redlné rozuméla tomu, co se ucime.

Jak vznika poznatek

Podle kognitivni psychologie (Sternberg, 2002) poznatek vznika automatizaci
védomeé provadéné cinnosti, jako je tomu napf. pri fizeni auta. Zpocatku délame
vsechny pohyby védomeé s velkym soustredénim a postupné dojde k automatizaci,
fidime plynule a uz ani moc nemyslime na kazdy pohyb. Kdyz ale prijde néjaka
necekand situace, mizeme se vratit k védomému rizeni a s plnym soustredénim
situaci vyTresit.

Podobné by to mélo probihat i pii u¢eni se nasobilky. Zaci by méli védomé
pocitat s predstavou mnohosti toho, co pocitaji (3 x 4 jsou tfi fady po Ctyfech
knoflicich), opakovanym pocitdnim u nich dojde k automatizaci. Kdyz se ale
objevi néjaky necekany tkol, napt. 12 x 3, védomou c¢innosti ulohu spocitaji
(10 x 342 x 3).

Proc¢ se zaci musi malou nasobilku naucit zpaméti?

Mozna, ze kdyz se zaci nenauc¢i malou nasobilku zpaméti, nebudou schopni vyresit
naroc¢néjsi ulohy. Proc¢ se ale zaci neuc¢i uz ,séitalku“? 1+1=2,1+2=3,..., 1+
+10=11az10+1=11,...,10 + 10 = 20 (viz tabulka 1)

Tabulka 1: Scitalka

+ 123|456 7]|8]|9]10
1273[4]5]6]7][8]910]11
231456789 [10[11]12
3456|789 ]10[11]12]13
4576|789 10/11]12]13]14
5061718 19f10[11]12][13][14]15
6| 71819 10[11]12]13]14]15]16
718191011 ]12]13][14[15]16]17
8l 9101112131415 ]16|17]18
9 |10/11 121314151617 18|19
10111211314 15[16][ 171819 20
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Scitani nam pripada snadné, proto netrvame na tom, ze ho musi zaci umét na-
zpamét a néco jako sc¢italku nememorujeme. Co je na malé nasobilce tak tézkého,
ze se musime opirat o berlicku paméti?

Pojdme si projit tabulku malé nasobilky.

Tabulka 2: Nasobilka

3/4|5[6]7|8]9]10
3456 ][7[8]9]10
6 [8[10[12[14[16]18] 20
9 [12]15]18[21[24[27] 30
8 |12[16[20|24[28[32]36 40
10 152025 [30[35[40[45] 50
121824303642 [ 48[54 ] 60
14[21[28[35[42[4956 |63 70
1624 [32[40 |48 |56 |64 |72 80
182736 45] 5463|7281 90
20|30 |40 |50 | 60 | 70 | 80 | 90 | 100

O = N DN

O 00| | O U | WD -

S| o] | o] ot x| wo| | = =

—_
o

Tabulka obsahuje 100 nasobki, kdyz ale zaci objevi komutativnost nasobeni
3 X 2 =2 x 3, zredukuje se na 55 nasobkii.

Tabulka 3: Redukce diky komutativnosti nasobeni

[ 1[2]3[4]5|6|7[8]9]10
1[2[3(4(5]6]7[8]9]10
4168 |10]12]14]16|18] 20
9 12|15 |18 |21 | 24| 27| 30
1620 | 24 |28 | 3236 | 40
25|30 | 35|40 | 45| 50
36 (42 48|54 60
1956 | 63| 70
64/ 72| 80
811 90
100

O 00| | | U x| WO DO =

[
[en}

Vyskrtejme ted nasobky, které se zaci nemusi ucit, protoze jsou stejné lehké
jako scitani. Jsou to nasobky 1, 2, 5 a 10.

Tabulka 4: Vyskrtani nasobkt 1, 2, 5 a 10

J1[2[3[4[5[6]7[8]9]10

16 24128132136

36 |42 |48 | 54
49 | 56 | 63
64 | 72
81

O 00| | O U | WD —

—
o
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V tabulce nam zustane 21 nasobkl. k nasobku 2 muzeme v druhém kroku
pricist jesté jednou to samé Cislo (napt. 3 x 6 = 2 X 6 + 6) a muzeme skrtnout
nasobky 3, nasobek 2 muzeme znovu seCist a mame nasobek 4 (napr. 4 x 6 =
=2 X 6+ 2 x 6), miuzeme tedy skrtnout i ndsobky 4, k ndsobku 5 pri¢teme jesté
jednou to samé ¢islo (napt. 6 x 8 = 5 x 8 + 8), a mizeme skrtnout nasobky 6.
Od nasobku 10 mizeme odecist to samé ¢islo (napt. 9 x 6 = 60 — 6) a muzeme
skrtnout i nasobky 9.

Tabulka 5: Vyskrtani nasobku 3, 4, 6 a 9

- |1]2]3]4]5]6]|7|8]9]10

1

2

3

4

5

6

7 49 | 56
8 64
9

10

Co nam tedy zbyva? 7 x 7 = 49,7 x 8 = 56,8 x 8 = 64, opravdu se kviili
témto 3 nasobktim, které nespocitame tak snadno jako tilohu na s¢itani, musime
ucit celou malou néasobilku nazpamét?

Dusledky uceni se nasobilce nazpamét

U¢it se nasobilku nazpamét je pomérné narocné, zabere to hodné ¢asu straveného
memorovanim, vzdyt to vyzaduje 100 pamétovych spoji. Z matematiky, ktera
do té doby byla zabavna, se stava néco, co se musim naucit. A tento pocit u velké
casti zakl pretrvava po zbytek studia: Matematice nerozumim, ale musim se to
naucit.

Miize se zdat, ze je jedno, jestli se zak uc¢i nasobilku zpaméti nebo si nasobky
zautomatizuje opakovanym védomym nasobenim. Ale co se stane, kdyz si zak
nasobek nevybavuje? V paméti se nema o co opfit, ale naproti tomu v automati-
zaci procesti nasobeni se muze vratit o krok zpét a védomym procesem nasobek
vypocitat. Jak zak pocita vyssi nasobky, napt. 12 x 47 Zpaméti nevi. Naproti
tomu pri védomém pocitani si 12 rozdéli na 10 + 2 (podobné jako si 6 rozdélil
na 5+ 1). PTi uceni se nasobilky zpaméti se zak stdva v matematice nejistym,
nevi, co udélat, kdyz si nevzpomene, a tento pocit nejistoty si prenasi do vyssich
ro¢nikii, nepousti se do Teseni slovnich tloh, protoze v paméti nema postup, jak
se uloha tesi. Naproti tomu zak, ktery se uc¢i nasobilkou postupnou automatizaci
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védomych procest, ma zkusenost, ze se muze vratit o krok zpét a soustredénym
uvazovanim ulohu vyftesit. Zac¢ne tim, co uz umi (¢emu rozumi). Problémy se
slovnimi tlohami a konstrukcemi v geometrii nevznikaji na druhém stupni, tam
se jenom naplno projevi problémy, které vznikly uz ve 3. tridé. Mozna nejvy-
znamneéjsi zména v pristupu k matematice je, ze zak prestava vérit tomu, ze je
schopen matematice porozumeét, a pri uc¢eni se matematice se orientuje vylucéné
na pameét.

Zaver

V publikaci Vyucovani poctim ve skole obecné, Navod pro ucitele k pocetnicim pro
obecné skoly (Mocnik, 1876, s. 4) se muzeme docist: Ucitel prohresil by se proti
povaze predmétu tohoto © proti postupu u vyvinovani mysli lidské, kdyby pravidla
poctarskd Zakum predklidati chtél jako néco daného, jako pouhy vysledek ciziho
dumyslu; naopak k tomu hledéti ma, aby Zaci, vedensi jsouce prihodnymsi otazkami,
z povahy tkolu, jejz pravé pred sebou maji, a z podstaty poméri ciselngych sami
posuzovali, jak by se ukol nejlépe vypocitati dal; Zact postup pocitaci pod Tizenim
ucitelovym tak rikaje sami vynalezti museji. Touto heuristickou metodou nauci
se Zak znati kazdy krok, jejz uciniti ma, aby ukol rozhodl, a bude sobée pokazdé
i pricin takového svého postupovdni védom. Kde se tedy vzalo presvédceni, ze
zaklim prospéje, kdyz se nauci nasobilku z paméti?
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Jak zni soucin goniometrickych funkci?

JAKUB NovAk!

Prispevek na appletech vytvorenych v programu GeoGebra demonstruje, jak lze
vyuzit goniometrické funkce k zdakladnimu popisu syntézy zvuku. Nejprve je pro-
zkoumdn vliv parametri funkce sinus na cisty ton, ktery tato funkce generuje,
a nasledné jsou prozkoumany akustické vlastnosti souctu a soucinu funkci sinus.
Uvedené demonstrace jsou pritom predstaveny tak, aby je bylo moiné prenést
primo do vyuky.

Uvod

S goniometrickymi funkcemi se miizeme setkat kromé hodin matematiky také ve
fyzice pri popisech akustickych jevi. Zvuk je ve své podstaté periodické chvéni
molekul vzduchu; jedna se tak o vlnéni, které mtzeme popsat funkcemi, jako
je sinus, kosinus nebo (Castéji) jejich soucty. Pokud je funkce popisujici zvuk
jednoduché, tj. tvori ji pouze jedind funkce sinus (nebo kosinus), vnima nase
ucho zvuk jako tzv. ¢isty tom.

Pro zkoumani zvuki a funkci vyuzijeme applety vytvorené v programu Geo-
Gebra. Vsechny applety byly nahrany na cloudové ulozisté oficialnich stranek
programu (konkrétni odkazy jsou uvedeny u popist aktivit). Ke spravnému fun-
govani je lepsi applety stahnout a otevirat v lokalné instalovaném programu.

Vliv zmény parametra funkce sinus na Cisty tén

V prvnim appletu? (viz obrdzek 1) miiZeme na vlastni usi prozkoumat, jaky maji
vliv zmény parametri a,b, ¢, d funkce f: y = a - sin (27b - x + 27wc) + d na &isty
ton ji generovany.® Proménnd x zde predstavuje ¢as (v sekundéch) a proménnd
y aktualni vychylku viny proti jeji stfedni hodnoté. Podivejme se nyni blize na
jednotlivé parametry a jak ovlivnuji vysledny ton.

Parametr a se nejcastéji oznacuje jako amplituda a jedna se o maximalni
moznou vychylku vlny proti stfedni hodnoté. Tony s vétsi amplitudou vnima
nase ucho jako hlasitéjsi. Kazdé prehravaci zarizeni ma vsak maximalni moznou
hlasitost, kterou dokaze prehrat; pri prekroceni jisté hodnoty amplitudy dochazi
k tzv. clippingu. Pfi ném je vlna témito mezemi , sefiznuta“ (viz obrazek 2), ¢imz

! Masarykova univerzita, Pedagogicka fakulta a P¥irodovédecké fakulta; j.novak@ped.muni.cz

2 Applet je dostupny na odkazu https://www.geogebra.org/m/ha3229q6.

3Konstantu 27, jiZ se ndsobi parametry b a ¢ v piedpisu funkce, miizeme v hodinich matematiky povaZzovat za
technicky detail, ktery dava témto parametrim pozadovany fyzikalni vyznam.
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Obrazek 1: Ukazka appletu

se z ¢istého tonu stava slozitéjsi, obohaceny o nové tony. Vysledny zvuk vnimame
jako zkresleny. V appletu neni z technickych diavodua pri clippingu znazornéno
sefiznuti vlny, rozsviti se vsak upozornéni.

Obrazek 2: Clipping ¢istého téonu

Parametr b je frekvence (méfime ji v Hz, hertzech, tj. v poctech cykli za jed-
notku ¢asu) a &m je vétsi, tim vniméame tén jako vys$i.? Oznacovani jednotlivych
tont zalezi na konvencich. V pribéhu 20. stoleti se ustalil mezinarodni standard,
kdy ton s frekvenci 440 Hz oznacujeme jako A4, tén s poloviéni frekvenci pak
oznaCime jako Agz, ton s frekvenci 110 Hz jako A, atd.; v opacném sméru pak
ton s frekvenci 880 Hz oznacime jako As, ton s frekvenci 1760 Hz jako Ag atd.
Frekvence dalsich tént se znAmymi oznacenimi jako C nebo F# pak dostaneme
jako vhodné dily této stupnice. Zajemce o podrobnéjsi popis odkazujeme napr. na
publikaci (Maor, 2018).

Parametr ¢ oznacujeme jako fazovy posun a posouva sinusoidu v horizontal-
nim sméru. Jeho zménou se ¢isty tén nijak neméni, coz znamena, ze cisty ton
generovany funkci sinus je stejny jako tén generovany funkci kosinus. Lze se tak
omezit pouze na jednu z téchto funkci. Fazovy posun vsak mtze mit vyznam pri
skladani vice tont, coz si ukazeme dale.

4 Obecné se uvadi, Ze lidské ucho slysi frekvence v rozsahu 20-20 000 Hz. Se staffm se tento interval zmensuje.
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Parametr d ovliviuje vertikalni posun sinusoidy a oznacuje se jako stejno-
smérna slozka. Pfi posunu miize rovnéz dojit ke clippingu. Akustické signaly
maji zpravidla stejnosmérnou slozku nulovou, viny s nenulovou slozkou se vsSak
mohou vyuzivat treba pii operacich spojenych s prenosem signalu (tzv. amplitu-
dova modulace — AM — ve vysilackach).

Soucet goniometrickych funkci

Piidat 2. tén Pridat 3. tén
4
. R = {3t e) B = ysinr-a-x+b)  fi(x) = goinrcox+d)

Ad (440 Hz)
a=554 ¢ =659
3 @ L
b=0 d=0

25 L 4
:

. g(x) =% sin(2 7 - 440 x)+% sin(2 r.'-554x)+% sin(2 - 659 x)

Obrazek 3: Ukazka appletu pro soucet goniometrickych funkeci

Hudbu netvoii jen posloupnosti jednotlivych tént (melodie), ale také jejich
souzvuky (harmonie). Souzvuk vice ténii umime matematicky vyjadrit jako sou-
et goniometrickych funkef, které diléi tény generuji. V druhém appletu® (viz
obrazek 3) muzeme generovat souzvuk az ti{ toni: jeden z nich je vzdy tén Ay
o frekvenci 440 Hz, vysku dalsich dvou tént lze ménit pomoci parametru a zna-
mého z predchozi ¢asti.

Co muzeme ocekavat, vytvorime-li souzvuk tvoreny dvéma (resp. tfemi) tény
n

se stejnou frekvenci? Protoze ziejmé plati, ze sin(ax + b) + ... + sin(ax + b) =
= nsin(ax + b), souzvuk dvou (resp. tif) tont se stejnou frekvenci a stejnym
fazovym posunem, je ton stejné frekvence, ale hlasitéjsi (ma dvakrat, resp. trikrat,
vétsi amplitudu).® V pifpadé, Ze ménime fazovy posun u jednoho z dil¢ich ténd,
hlasitost tonu generovaného souc¢tem se zmensuje. K vysvétleni jevu pro dva tony

5 Applet lze stahnout na odkazu https://www.geogebra.org/m/cbtdzutn.
6 Nemtizeme ¥ci, Ze je zvuk dvakrat (resp. tiikrat) hlasitéjsf, nebot jednotka hlasitosti — fén — je definovana pomoct
logaritmu.
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vyuzijeme vzorec pro soucet dvou sint

sina+sinﬁ:2sin&;ﬁcosa;6.

Polozime-li « = ax + b a 8 = ax + ¢, kde a,b,c € R, dostavame

2ax +b+c b—c_

sin(ax 4 b) + sin(ax + ¢) = 2sin i cos —
b—c . ( b+ c)
= 2cos sin { ax + 5 |-

Slozenim ténu generovanych funkcemi y = sin(ax+b) a y = sin(az+c) je proto
ton generovany funkci y = 2 cos % sin (a:v + %), ktery mé stejnou frekvenci jako
puvodni dva tény a jehoz hlasitost je ovlivnéna koeficientem 2 cos % Ten vsak
muze byt v absolutni hodnoté roven maximalné 2, a to v pripadé, kdy se b a ¢
lisi o sudy nasobek 7. Pokud se b a c lisi o lichy nasobek m, je hodnota kosinu
(a tedy celd vysledna funkce) rovna nule a zadny zvuk neslysime,

Nastavme nyni v appletu souzvuk dvou tént s velmi blizkymi frekvencemi
(napr. 440 a 442Hz). Zvuk ma zdanlivé stejnou vysku jako pivodni tény a je
slySet oscilace — ¢im je rozdil zadanych hodnot frekvenci vétsi, tim je oscilace
rychlejsi. Na grafu jde pri dostatecném oddaleni vidét, ze se obé dil¢i viny po-
stupné stale vice ,,rozchazi“, az je jedna témeér opacnou vinou k druhé. V tomto
misté je soucet obou funkci témeér nulovy a oba grafy se opét zac¢nou synchroni-
zovat. Toto periodické tlumeni akustické viny vnimame jako oscilaci vysledného

tonu.

Soucin goniometrickych funkci

Technicky vyznam ma také soucin dvou goniometrickych funkci, jehoz akustické
vlastnosti miizeme prozkoumat v poslednim appletu’ (viz obrazek 4). Nastave-
nim dvou ruznych slysitelnych frekvenci (napt. 440 a 680 Hz) slysime souzvuk
dvou tént, pricemz ani jeden ze znéjicich téni neni shodny s nastavenou dvojici.
Z goniometrické identity

1 1
cos o - cos 3 = icos(a—ﬁ) +§COS(&+[3)
jde okamzité vidét, ze tony, které slysime, maji frekvenci rovnu souctu a rozdilu

danych frekvenci (v nasem pifpadé 1120 a 240 Hz).® V p¥ipadé, Ze jedna z frek-
venci bude slysitelna a druha bude pod prahem slysitelnosti, napr. 1 a 441 Hz,

7 Applet je dostupny na odkazu https://www.geogebra.org/m/ezzagaet.
8 Pfipomindme, ze tény generované funkci sinus i kosinus vnimame jako shodné.
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fi(x) = sin(27 - 440 - x) fo(x) =sin(2m-a- x)
A4(440Hz) LR

Ptehrat fy(x) Ptehrat fo(x)

s [ Ptehrat fi(x) - fo(x) ]

o7

Obrazek 4: Ukazka appletu pro soucin goniometrickych funkci

vnimame souzvuk jako soucet tont o frekvencich 440 a 442 Hz, coz vede k oscilaci
zvuku jako v predchozi ¢asti. Nasobeni goniometrickych funkei se vyuziva v mo-
dulacich zvukovych signdli napt. ve vysilackach (AM) nebo tzv. ring modulation.
Posledni zminovanou techniku lze demonstrovat online pri vytvareni specifickych
barev hlasu postav ze znamého britského sci-fi seridlu Dr. Who (BBC, n.d.).

Zavér

Uvedenymi applety miize vyucujici matematiky propojit uc¢ivo o goniometrickych
funkcich s akustikou nebo zaklady hudebni teorie. Matematikou, v tomto pripadé
konkrétné vhodnymi trigonometrickymi identitami, pritom muze nékteré feno-
mény (napft. ztlumeni zvuku v appletu se souctem) zdavodnit. Aktivity mohou

slouzit jako odrazovy mistek ke studiu zvukové syntézy — zadjemce odkazujeme
napr. na ¢tenarsky pristupnou publikaci (Shepard, 2013).

Podékovani

Prispévek vznikl s podporou projektu Masarykovy univerzity MUNI/A /1569/2024 (Specificky
vyzkum v odborné, aplikované a ucitelské matematice 2025).
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Systematické experimentovani pri zakovském
hledani reseni vybranych matematickych dloh
MO pomoci programovani

LADISLAV PERK!

V predloZeném prispevku se zabyvdme problematikou uplatnéni systematického ex-
perimentovani pri resent vybranych matematickych wloh MO. V wwvodnich cdstech
je vymezeno a vysvétleno systematické experimentovani a reseni hrubou silou,
ddle pak na vzorové reseném prikladu jsou ukdzdny tri zpusoby reseni pri uziti
systematického experimentovdni, které lze v ramci reseni téchto uloh uplatnit.
StezZejni cdst clanku obsahuje Teseni celkem péti vybrangch matematickych tiloh
MO pomoci programovdni v jazyce Python s vyuZitim riznorodiych strategii re-
seni. Pozornost je vénovana zpiusobu vycisleni ridicich promeéenngych pri tvorbé
zdrojovych kodi funkcnich programai.

Uvod

V nasledujicim prispévku bude predstaveno celkem pét vybranych matematic-
kych 1loh MO, které je mozné fesit pomoci tzv. systematického experimentovani,
tj. pri pouziti pocitace tzv. hrubé sily.

V tvodnich ¢astech ¢lanku bude vymezeno a vysvétleno systematické expe-
rimentovani jako experimentalni metoda k systematickému hledani reSeni mate-
matickych tloh MO, stejné tak feseni téchto tloh pomoci hrubé sily pti vyuziti
pocitace. Dale pak budou vymezeny tii zptisoby reseni matematickych tloh MO:
bez pouziti PC, s vyuzitim tabulkovych procesorti a s vyuzitim programovani.
U kazdého z téchto zplisobtl feseni budou vysvétleny vyhody a nevyhody po-
uziti daného zpiisobu feseni. V dalsich ¢astech c¢lanku jsou ve vzorové reSeném
prikladu ukézany vsSechny tii zptsoby hledani feseni dané matematické tlohy.

Dale je pak vysvétlen zptsob vycislovani pomoci for cyklu, vzajemné vnote-
nych for cykli a pomoci pokrocilych syntaktickych konstrukei v jazyce Python.

Stézejni cast clanku se zabyva prezentaci reseni vybranych péti matematic-
kych 1iloh MO, ve kterych jsou prezentovany rozmanité strategie Teseni tloh
pomoci tvorby zdrojovych koda programi v jazyce Python. Tyto programy pak
vypisuji hledané reseni matematickych tuloh.

! Univerzita J. E. Purkyné, P¥irodovédeckd fakulta; ladislav.perk@gmail.com
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Systematické experimentovani

Systematické experimentovani lze zaradit mezi experimentalni metody vyuzivané
pri reseni matematickych tloh. Podstata této metody spociva v tom, ze se pro-
hledava cely stavovy prostor: postupné (systematicky) se provadéji pokusy, kdy
nasledujici pokus je ,,nejblizsim“ pokusem stavajiciho pokusu. Zakladni princip
tedy vychézi z postupného (systematického) priblizovani se k cilovému Teseni
od vychozi hodnoty [1, 2, 3, 4]. V piipadé, Ze se pro realizaci systematického
experimentovani vyuzije pocitac¢, pak lze hovorit o tzv. metodé hrubé sily [1,
2]. Tento zpusob Feseni lze chapat jako systematické zkoumani vSech moznych
variant v rdmci mnoziny potencidlnich vysledku [1, 4].

Pro ucely tohoto clanku budeme oznacovat proces postupného a systema-
tického zkoumani jednotlivych moznosti v ramci mnoziny vSech potencialnich
vysledki jako prohledavani stavového prostoru ¢i prichod stavovym prostorem.

Reseni vybranych matematickych tiloh MO hrubou silou
pomoci programovani

Pokud se pro ucely realizace systematického experimentovani vyuzije vypocetni
technika (napf. pocitac), pak lze hovorit o uplatnéni hrubé sily. Jedna se o zptisob
hledani feSeni pomoci testovani vSech potencialnich moznosti reseni, avsak bez
jakékoliv optimalizace Teseni — bez jakychkoli ivah na snizeni poc¢tu moznych
feseni. Vyhodou je jednoduchost zptisobu nalezeni feseni, avsak za cenu mozné
vyssi ¢i vysoké ¢asové naroc¢nosti hledani reseni.

Zpusoby reseni vybranych matematickych tuloh s vyuzitim
systematického experimentovani

Jesté drive, nez pristoupime k prezentaci a rozboru reseni vybranych matematic-
kych tloh MO, predstavime v této kapitole alternativni zptisoby systematického
prohledavani stavového prostoru.

Matematické tlohy, které jsou resitelné pomoci systematického experimento-
vani (aplikace hrubé sily pii vyuziti vypocetni techniky), lze feSit prinejmensim
tfemi zptisoby:

(1) bez pouziti vypocetni techniky;
(2) s vyuzitim vypocetni techniky: pomoci vhodnych tabulkovych procesort;
(3) s vyuzitim vypocetni techniky: pomoci programovani.

Nyni si popiseme vyse uvedené tii zpiisoby feseni tloh a uvedeme jejich vy-

hody a nevyhody.
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V pripadé teseni tlohy bez pouziti vypocetni techniky se jednd zpravidla
o ,rucni* feseni (ad 1). Vyhodou tohoto zpusobu TeSeni je, ze nejsou zapotiebi
zadné znalosti ¢i dovednosti prace s vypocetni technikou (ad 2). Nevyhodou
tohoto zplisobu feseni je relativné pracné posuzovani splnéni vSech podminek
zadani ulohy kazdé z moznych variant feseni. Pti vyssich poc¢tech posuzovanych
variant muze takovy zptsob reseni odradit od tohoto zplisobu feseni, pti vysokych
poctech posuzovanych variant je pak tiloha timto zptsobem prakticky neresitelna.

Dalsim zptsobem feseni tloh je vyuziti vhodnych tabulkovych procesori. Vy-
hodou je, ze umoznuje vyrazné vyssi pocet variant, avsak jsme limitovani poc¢tem
radkt. Nevyhodou tohoto pristupu je, ze je zapotiebi znat zakladni vzorce ta-
bulkového procesoru.

Poslednim zde prezentovanym zptisobem feseni tloh je vyuziti programovani
(ad 3). Nevyhodou tohoto zptisobu feseni je nutna znalost programovani.

Vsechny vyse uvedené zptsoby Teseni si prakticky ukazeme v nasledujici vzo-
rové resené uloze.

Vzoroveé resena tloha

KazZdou z hvézdicek v zapisech dvandctimistngch cisel A = %88 888 888 888,
B = %11 111 111 111 nahradte néjakou cislici tak, aby vyraz |14A — 13B| mel
co nejmensi hodnotu (MO CR, 2005a).

Poznamky k Teseni tlohy:

Predstavime zde TeSeni:

A. bez pouziti vypocetni techniky a bez feseni prezentovaného v MO;
B. s vyuzitim tabulkového procesoru MS Excel;
C. s vyuzitim programovani v programovacim jazyce Python.

ad resent A:
74ci mohou nalézt feseni tlohy bez pouziti vipocetni techniky, stejné tak bez po-
uziti matematického aparatu prezentovaného v reseni tlohy. Mohou vyuzit feSeni
pomoci ,, vypocti na papire, kdy si postupné zkouseji vycislit vyraz [14A — 13B|
na zakladé postupného dosazovani vSech pripustnych cifer do obou hvézdicek.
V tomto vycislovani by vSak mél byt urcity systém, aby byly postupné dosazeny
vSechny pripustné dvojice cifer do obou hvézdicek. Proto je vhodné, aby si zaci
sestavili pomocnou tabulku.

Ukézkou takového sestaveni pomocné tabulky je tabulka 1. Prvni sloupec
tvori proménnd a, ktera reprezentuje cifru dosazovanou do hvézdicky v ¢isle A,
druhy sloupec tvori proménné b, ktera reprezentuje cifru dosazovanou do hvéz-
dicky v ¢isle B. Treti a ¢tvrty sloupec tvori dekadicky zapis ¢isel A a B pomoci
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proménnych a a b a dalsich cifer. Paty a Sesty sloupec tvori ¢trnactinasobek ¢isla
A a trinactinasobek cisla B. Posledni, sedmy, sloupec tvori rozdil ¢trnactina-
sobku ¢isla A a trindctinasobku ¢isla B v absolutni hodnoté; u tohoto posledniho
sloupce sledujeme vsSechny ¢iselné hodnoty a resenim tulohy je nejmensi ciselna
hodnota v tomto sloupci, stejné tak prislusné ¢iselné hodnoty proménnych a a b
této nejmensi ¢iselné hodnoty.

Proménna a nabyva celociselnych hodnot od 1 do 9, stejné¢ tak proménna
b nabyva celo¢iselnych hodnot od 1 do 9. Celkovy pocet dvojic (a,b) je tedy
9.9 = 81; celkovy pocet posouzeni, tj. radki, je tedy 81.

Tabulka 1: Ukéazka feSeni tilohy 1 pomoci vlastni pomocné krokovaci tabulky

[a]b] A=0aB83 888888888 [ B =01l 111 111 111 | 144 \ 13B | 144 — 13B] |
T[T 188 888 888 888 | 111 111 11l 111 2 644 444 444 432 1444 444 444 443 [ 1199 999 999 989
1] 2| 188 888 888 888 | 211 111 111 111 2 644 444 444 432 2 744 444 444 443 100 000 000 011
13| 188 888 888 888 | 311 111 111 111 2 644 444 444 432 4044 444 444 443 | 1400 000 000 011
99 988 888 888 888 | 911 111 111 111 | 13 844 444 444 432 [ 11 844 444 444 443 [ 1999 999 999 989

ad reseni B:
K teseni lze vyuzit tabulkovych procesort. Tabulkové procesory je vhodné k te-
seni vyuzit v situacich, kdy zaci jednak nechtéji resit ilohy bez vyuziti vypocetni
techniky a zaroven bez vyuziti feseni pomoci programovani. Vyuziti tabulkového
procesoru k nalezeni feseni ma své limity: resitelé jsou omezeni maximalnim poc-
tem radkt. Pokud budeme uvazovat, Ze na kazdém radku je pravé jedno reseni,

pak jsou fesitelé omezeni maximalnim poc¢tem fadkt v daném listu?.

A B = D E F G
1 a b A=-288888888888 B=b11111111111 14.A 13.B |14.A-13.B|
2 1 1 188 888 388 888 111111111111 2 644 444 444 432 1444 444 444 443 1199 999 999 989
3 1 2 188 888 888 888 211111111111 2 644 444 444 432 2744 444 444 443 100 000 000 011
4 1 3 188 888 888 888 311111111111 2 644 444 444 432 4044 444 444 443 1400 000 000 011
5 1 4 188 888 888 888 411111111111 2 644 444 444 432 5344444 444 443 2700000000011
6 1 5 188 888 888 888 511111111111 2 644 444 444 432 6 644 444 444 443 4 000 000 000 011
7 1 6 188 888 388 888 611111111111 2 644 444 444 432 7944 444 444 443 5300 000000 011
8 1 7 188 888 888 888 711111111111 2 644 444 444 432 0244 444 444 443 6 600 000 000 011
9 1 8 188 888 888 888 811111111111 2 644 444 444 437 10 544 444 444 443 7900000000011
10| 1 9 188 888 888 888 911111111111 2 644 444 444 432 11 844 444 444 443 9 200 000000 011
11| 2 1 288 888 B8B 888 111111111111 4044 444 444 432 1444 444 444 443 2 599 999 599 989
12| 2 2 288 838 888 888 211111111111 4044 444 444 432 2744444 444 443 1299 999 999 989
13| 2 3 288 888 888 888 311111111111 4044 444 444 432 4044 444 444 443 11
14| 2 4 288 888 B8B 888 411111111111 4044 444 444 437 5344 444 444 443 1300 000 000 011
15| 2 5 288 888 B8B 888 511111111111 4044 444 444 432 6 644 444 444 443 2 600 000000 011

Obrazek 1: Ukazka feseni tlohy 1 v prostiedi MS Excel

vess

formatu xls v jednom listu je 65536 fadku, v pripadé souboru formatu xlsx v jednom listu je pak maximalni
pocet 1048 576 radk.
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V tabulce 2 jsou popsany hodnoty konstant a vzorcii zadavané do vyse uve-
dené tabulky. Sloupec A vyjadruje vSechna vy¢isleni proménné a, sloupec B vy-
jadruje vSechna vy¢isleni proménné b. Sloupce C'a D vyjadiuji vycisleni ¢isel A
a B. Sloupce F a F postupné predstavuji ¢trnactinasobek a trinactinasobek c¢isel
A a B. Sloupec G predstavuje absolutni hodnotu rozdilu ¢trnactinasobku ¢isla A
a trinactinasobku ¢isla B.

Tabulka 2: Vysvétleni vyznamu bunék v druhém radku z obrazku 1

| Buiika | Vzorec \ Vyznam |
A2 1 prvni ¢iselna hodnota proménné a
B2 1 prvni ¢iselnd hodnota proménné b

C2 =A2%x100000000000 + 88888888888 vycisleni A = a88 888 888 888
D2 =B2%x100000000000 + 11111111111 vycisleni B = b11 111 111 111

E2 =14%C2 ¢trnactinasobek cisla A
F2 =13%xD2 tfinactinasobek ¢isla B
G2 =ABS(E2-F2) vycisleni vyrazu |14A — 13B|

ad reseni C:

Ve vzorovée Tesené tloze jsou hledany dvé prvni cifry dvou vicecifernych priroze-
nych ¢isel, které jsou oznaceny a a b. Protoze se jedna o cifry, mohou proménné
a a b nabyvat ciselnych hodnot od 1 do 9. Obé cifry nemohou nabyvat hodnot
0, nebot by nebyla splnéna dvanécticifernost hledanych ¢isel. Pro tcely vycis-
leni obou cifer je vhodné uplatnit dva vzajemné vnorené cykly s pevnym poctem
opakovani (f. 3 a 4).

Obé dvanacticiferna ¢isla A a B je nutné zformulovat pomoci prislusnych de-
kadickych zapisu (. 5 a 6). Pro ucely vycisleni vyrazu [14A — 13B| je vhodné
zavést pomocnou proménnou, napi. vysledek (. 7). U této proménné méame
za ukol nasledné nalézt jeji nejmensi hodnotu, proto vyuzijeme algoritmickou
konstrukei hledani minima z ¢isel. Proménnou vysledek v ramci priichodu sta-
vovym prostorem c¢iselné porovnavame s proménnou registrujici nejmensi ¢islo,
napft. nejmensi (. 9). V pripadé, ze hodnota vysledek obsahuje mensi ¢iselnou
hodnotu, nez je hodnota v proménné nejmensi, pak je prepsdna tato hodnota
do proménné nejmensi (f. 10), stejné tak jsou zaznamendny prislusné hodnoty a
a b do proménnych ax a bx (¥. 11 a 12). Po prichodu celym stavovym prostorem
proménnd nejmensi obsahuje nejmensi hodnotu vyrazu |[14A — 13B|; proménné
ax a bx obsahuji nejmensi hodnoty nalezenych ¢iselnych hodnot vaab (f. 15-17).

nejmensi = 99999999999999

for a in range(1l, 10):
for b in range(1l, 10):
A = a % 100000000000 + 88888888888
B b % 100000000000 + 11111111111
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N =

vysledek = abs(14 * A — 13 * B)

if vysledek < nejmensi:

nejmensi = vysledek
ax = a
bx = b
print ("Nalezene cislice: ")
print ("prvni hvezdicka: ", ax)
print ("druba hvezdicka: ", bx)
print ("Nejmensi nalezena hodnota: ', nejmensi)

Program vypiSe nejmensi nalezenou hodnotu vyrazu, ¢islo 11, jako cifru
v prvni hvézdicce 2 a cifru ve druhé hvézdi¢ce 3. Spravnost vysledku lze ovérit
nahlédnutim do feseni tlohy v MO.

Prohledavani stavového prostoru v programovacim jazyce
Python

V této ¢asti clanku si ukazeme nékolik moznosti prohledavani stavového prostoru
a s tim souvisejici zptisoby vycislovani fidicich proménnych.

Prvni ukazkou je pripad, kdy chceme vy¢islit jednu ridici proménnou a je
nam znamo dolni i horni ¢iselné omezeni fidici proménné. Pro ukazku oznacime
ridici proménnou k a budeme ji celoc¢iselné vycislovat od 1 do 99. Nasledujici
zdrojovy kod je ukézkou takového vycisleni v jazyce Python. Proménna k bude
nabyvat celoc¢iselnych hodnot od 1 do 99. Upozornujeme vsSak na specifikum
jazyka Python?.

for k in range(1l, 100):

V praxi se casto setkdme se situaci, kdy je zapotrebi zrealizovat vy¢cisleni
dvou a vice tidicich proménnych pomoci dvou a vice vzajemné vnotrenych cykli
s pevnym poctem opakovani. V nasledujici druhé ukazce proto bude prezen-
tovano vycisleni tii Tidicich proménnych pomoci tii vzajemné vnotrenych for
cykli. Proménna a bude nabyvat celoc¢iselnych hodnot od 1 do 20 a proménna
b bude nabyvat celo¢iselnych hodnot od 1 do 30. Cyklus obsahujici promén-
nou b je vnorenym cyklem proménné a; celo¢iselné hodnoty od 1 do 30 v b
budou vy¢islovany v kazdé celoc¢iselné hodnoté proménné a. Vyslednd mnozina
posouzeni je pak ddna M = {(a,b)| a € {1,2,...,20}, b € {1,2,...,30}}
={(1,1),(1,2),...,(1,29),(2,1),(2,2),...(2,29),(3,1),...(19,29)}.

for a in range(1l, 21):
for b in range(1l, 31):

3 For cyklus provadi vyéisleni fidici proménné celoéiselné od prvni éiselné hodnoty v range do druhé ¢iselné hodnoty
v range snizené o 1: proto v zapisu for k in range(l, 100) bude proménnd k postupné vycislovana od 1 do
99.
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Zaroven se v praxi také miizeme setkat se situaci, kdy je zapottebi vycislit
relativné velky pocet ridicich proménnych a tim uplatnit shodny pocet vzajemné
vnorenych cykli s pevnym poctem opakovani. Takovy zdrojovy kéd se stava, jiz
na prvni pohled, nevzhledny a tim padem nevhodny. V této situaci je vhodné pro
ucely vycislovani velkého poctu ridicich proménnych uplatnit pokrocilé syntak-
tické konstrukce. Nasledujici treti ukazkou je zptisob vy¢isleni tii fidicich promén-
nych pomoci pokrocilych syntaktickych konstrukeci s vyuzitim metody product
(f. 3), kdy proménna x bude vycislena jako tfi fidici proménné (repeat = 3)
od 1 do 7 (range(1, 8)). Vycisleni proménnych a, b, c (f. 4-6) je pak iden-
ticky shodné jako pfi vycislovani téchto tfi proménnych pomoci tri vzajemné
vnorenych for cykli. Priichod stavovym prostorem u tohoto zplisobu je stejny
jako v predchozi ukazce, proto tento zplisob vycislovani ridicich proménnych je
analogicky stejny jako v predchozim pripadé.

from itertools import product

for x in product(range(l, 8), repeat = 3):
a = x[0]
b = x[1]
c = x[2]

Ctvrtou a zaroven posledni ukizkou je zptisob vyuziti prohledévani stavo-
vého prostoru pomoci while cyklu. Tento typ cyklu je vhodné pouzit v situacich,
kdy nelze stanovit poéet opakovani tohoto cyklu?, ale ukonceni tohoto cyklu
je realizovano v okamziku splnéni urcité podminky ¢i mnoziny podminek. Jed-
nou z moznosti realizace tohoto cyklu je zavedeni fidici dichotomické proménné
a prace s ni, napr. splneno, které pred zapocetim vykonavani cyklu priradime
vhodnou hodnotu, napt. False (¥. 1). Cyklus se bude vykonavat neustale (i. 3)
az do situace, kdy se po splnéni ur¢ité podminky ¢i mnoziny podminek (¥. 5)
zméni hodnota fidici proménné splneno na hodnotu True (F. 6).

splneno = False
while splneno = False:
if ... ¢
splneno = True

Tim jsme vycerpali zakladni ukazky zptsobt prohledéavani stavovych prostort
v jazyce Python.

Ukazky reseni vybranych matematickych tiloh MO pomoci
programovani

V této kapitole bude predstaveno celkem pét tuloh.

47 charakteru tlohy neni mozné ur¢it presny pocet vykonavani cyklu.
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V prvni uloze ukazeme prohleddvani stavového prostoru, kdy se hleda Sest
prirozenych cisel, kterd predstavuji jednotlivé cifry hledanych Sesticifernych cisel.
Uloha je ukdzkou systematického hleddn{ jednotlivych vicecifernych &sel. Jednim
z cili dlohy je ukazat, ze ridici proménné reprezentujici jednotlivé cifry mohou
nabyvat pouze takovych ¢iselnych hodnot, jakych mohou nabyvat cifry, tj. od 0
do 9.

Uloha 1

Kolik sestimistnych prirozenych cisel ma tu vlastnost, Ze soucin jejich cislic je
7507 (MO CR, 2006a)

Poznamky k Teseni tulohy:

V tloze se hledd pocet vSech Sesticifernych prirozenych c¢isel, u kterych plati,
ze soucin cifer kazdého z nich je roven ¢islu 750.

Protoze se v ramci Teseni ulohy pracuje s kazdou cifrou Sesticiferného cisla
zvlast, je zapottebi vycislit kazdou cifru samostatné. Protoze se jedné o Sest dil-
¢ich cifer, které mohou nabyvat ¢iselnych hodnot od 0 do 9, je nutné uplatnit Sest
vzajemné vnorenych cykll s pevnym poctem opakovani s vhodné pojmenovanymi
proménnymi, napi. a az £. Zaroven je zapotiebi si uvédomit, ze zadna z promén-
nych a az f nesmi nabyvat hodnoty 0, nebot soucin vsech cifer by v takovém
pripadé byl nulovy. Proto kazda z proménnych a az f bude nabyvat ciselnych
hodnot od 1 do 9 (. 3 az 8).

Pro tucely zvyseni prehlednosti zdrojového kédu je vhodné pro soucin sesti
cifer zavést pomocnou proménnou, napr. soucin (f. 9). Nasledné lze pristou-
pit k posouzeni rovnosti ¢iselné hodnoty soucin s ¢islem 750 (. 11). V pripadé
splnéni této podminky pak Ize inkrementovat vhodné pojmenovanou pomocnou
proménnou, napr. pocet, kterd registruje pocet téchto nalezenych Sesticifernych
¢isel (T. 14). Pred zapocetim prohledavani stavového prostoru je nutné této pro-
ménné nastavit ¢iselnou hodnotu 0 (¥. 1). Po prohledéani celého stavového pro-
storu je pak mozné vypsat ¢iselnou hodnotu proménné pocet, kterd vyjadruje
pocet nalezenych Sesticifernych cisel.
pocet = 0
for a in range(l, 10):

for b in range(l, 10):

for ¢ in range(1, 10):
for d in range(1, 10):
for e in range(1l, 10):

for f in range(1l, 10):
soucin = a * b x ¢ * d x e * f

if soucin — 750:
pocet = pocet + 1

print ("Nalezeny pocet: ", pocet)
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Program vypise cislo 180 jako nalezeny pocet hledanych Sesticifernych cisel.
Dalsi moznosti TeSeni je — pro ucely vycislovani tidicich proménnych — uplatnit
pokrocilé syntaktické konstrukce.

from itertools import product
pocet = 0

for x in product(range(l, 10), repeat = 6):

a = x[0]
b = x[1]
c = x[2]
d = x[3]
e = x[4]
f =x[5]

soucet = a * b x ¢ * d x e x f

if soucet = 750:
pocet = pocet + 1

print (pocet)

Program vypise jako nalezeny pocet cislo 180. Spravnost vysledku lze ovérit
nahlédnutim do feseni tlohy v MO.

Ve druhé tloze se hledaji vSechny trojice navzajem riznych trojcifernych priro-
zenych Esel, které maji spliiovat ur¢ité podminky. Uloha je ukdzkou prohledévéani
stavového prostoru pomoci systematického vycislovani ridicich proménnych jako
trojcifernych prirozenych ¢isel, tzn. zdola omezenych ¢islem 100 a shora omeze-
nych ¢islem 999. Jednim z cili dlohy je ukézka zptisobu vycisleni n-cifernych
(n > 1) prirozenych ¢isel, tj. prirozenych ¢isel omezenych zdola i shora.

Uloha 2

Urcete pocet vsech trojic navzdjem ruznych trojmistnych prirozenych cisel, jejichz
soucet je délitelny kazZdym ze tri scitangch cisel. (MO CR, 2005Db)

Poznamky k Teseni tlohy:

V 1loze se hleda pocet vsech vzajemné riiznych trojic trojcifernych prirozenych
c¢isel, u kterych je jejich soucet délitelny kazdym ze tti sé¢itanych cisel.

Kazdé ze tii s¢itanych cisel ma byt trojciferné, nabyvaji ¢iselnych hodnot od
100 do 999, proto je nutné uplatnit tfi vzajemné vnorené cykly s pevnym poctem
opakovani s vhodné pojmenovanymi proménnymi, napt. a az c (. 3 az 5). Protoze
hledana trojciferna ¢isla maji byt vzajemné riizna, pak je nutné tuto podminku
vyjadrit pomoci dilé¢ich nerovnosti v konjunktivnim tvaru (f. 6).

Pro zvyseni prehlednosti zdrojového kodu je vhodné zavést pomocnou pro-
meénnou, napr. soucet, kterou je tieba vy¢cislit (. 7). Po tomto zavedeni lze

91



=
H O © 00 N O 0k W N

Jun

0 N O Ok W N

©

11
12
13
14

pristoupit k posouzeni délitelnosti souctu s kazdym ze sc¢itanych cisel: posou-
dime délitelnost beze zbytku ¢iselné hodnoty v proménné soucet s ¢iselnymi
hodnotami v proménnych a az ¢ pomoci operace modulo v konjunktivnim tvaru
(f. 9). V pripadé kladného posouzeni je mozné inkrementovat vhodné pojmenova-
nou pomocnou promeénnou, napt. pocet, ktera registruje pocet téchto nalezenych
trojic trojcifernych ¢isel (¥. 10). Pfed zapocetim prohleddvéani stavového prostoru
je nutné této proménné nastavit ¢iselnou hodnotu 0 (i. 1). Po prohledani celého
stavového prostoru je pak mozné vypsat ¢iselnou hodnotu proménné pocet, ktera
vyjadruje pocet nalezenych trojic trojcifernych ¢isel.

pocet = 0

for a in range (100, 1000):
for b in range(100, 1000):
for ¢ in range (100, 1000):
if al=b and al=c and bl=c:
soucet = a + b + ¢

if soucet%a—=0 and soucet%b=—=0 and soucet%c==0:
pocet = pocet + 1
print (pocet)

Program vypise ¢islo 1404 jako hledany pocet. Spravnost vysledku lze ovérit
nahlédnutim do feseni tlohy v MO.

Dalsi moznosti reseni je pro ucely vycislovani ridicich proménnych uplatnit
pokrocilé syntaktické konstrukce.

from itertools import product

pocet = 0

for x in product(range (100, 1000), repeat=3):
a = x[0]
b = x[1]
c = x[2]

if al=b and al=c and b!=c:
soucet = a + b + ¢

if soucet%==0 and soucet%b==0 and soucet%c==0:
pocet = pocet + 1

5 print (pocet)

Pti uplatnéni pokrocilych syntaktickych konstrukei program vypise naprosto
stejny vysledek, tedy jako hledany pocet ¢islo 1 404. Spravnost vysledku lze ovérit
nahlédnutim do feseni tlohy v MO (MO CR, 2006a).

Néasledujici treti uloha je ukazkou typu tloh, ve kterych by se zprvu mohlo
uvazovat o uplatnéni while cyklu, ale pri hlubsim zamysleni nad strategii Te-
Seni tlohy se ukdZe, ze uplatnéni while cyklu je nevhodné & nemozné. Uloha
je ukazkou prohledavani stavového prostoru pomoci systematického vycislovani
jedné Tidici proménné, ktera je celociselné omezena pouze zdola a nikoliv shora.
V tloze je ukazano vyjadreni celo¢iselného omezeni shora experimentalné. Divo-
dem je nemoznost stanoveni horniho celociselného omezeni bez realizace hlubsiho
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matematického rozboru, stejné tak nevhodnost uplatnéni while cyklu z divodu
nemoznosti explicitntho vyjadieni podminky pro ukonceni cyklu (nelze jedno-
znacné vyjadiit okamzik nalezeni hledané nejmensi hodnoty zlomku).

Uloha 3

Najdéte nejmensi hodnotu zlomku

- n?—10n* 4 17n —4
 n?2—10n+18

Vi(n)

kde n je libovolné prirozené cislo vétsi neZ 2. (MO CR, 2012)

Poznamky k feseni ulohy:

V tloze se hleda takové prirozené cislo vétsi nez 2 v proménné n, pro které

vyraz predstavujici zlomek V(n) = “3;219’{;;;_1%71%_4 nabyva nejmensi mozné ¢iselné
hodnoty. V ramci reSeni tllohy se musi vyresit zptisob vy¢isleni proménné n, for-
mulace zlomku V' (n) a zpisob nalezeni nejmensi hodnoty zlomku V'(n).
Pro tcely vycisleni proménné n je nutné uplatnit cyklus s pevnym poctem opa-
kovani se zavedenim vhodné pojmenované proménné, napi. n (i. 3). Ridici pro-
ménna n bude ciselné nabyvat od hodnoty 3, horni hranice prohledavani stavo-
vého prostoru neni explicitné vyjadrena. Protoze bez hlubsiho matematického
zamysleni neni mozné horni hranici vycislovani proménné n stanovit, je nutné
ji vyjadrit experimentalné. Obecné plati, Ze je vhodnéjsi zvolit vysokou c¢iselnou
hodnotu, avsak by to nemélo byt na tkor neimérné vysoké doby prohledavani
stavového prostoru (T. 3).

Po vy¢isleni proménné n lze pristoupit k formulaci zlomku. Pro zvyseni pre-
hlednosti zdrojového kédu je vhodné zavést pomocné proménné pro citatel a jme-
novatel zvlast a prislusné je zformulovat (napr. 4 a 5). Vysledny zlomek je pak
mozné zformulovat jako podil téchto proménnych (¥. 7).

V 1loze se hleda nejmensi hodnota zlomku, proto je nutné uplatnit algorit-
mickou konstrukci pro nalezeni minima. Jedna se o obecné znamou konstrukei.
Pred prohledavanim stavového prostoru se zavede pomocnd proménna, ktera se
nastavi na tak vysokou ¢iselnou hodnotu, zZe vSechny hodnoty nalezenych zlomki
V(n) budou mensi (f. 1). V rdmci prohledavani stavového prostoru se porovna
velikost aktuéalné vycisleného zlomku s hodnotou minima (¥. 9) a v piipadé, ze
je Ciselnd hodnota zlomku mensi nez hodnota aktualné uchované nejmensi hod-
noty v min, pak se prepise hodnota min na tuto niz$i hodnotu (¥. 10). Zaroven
se zaznamena c¢iselnd hodnota n, pri které tato mensi ¢iselnd hodnota nastala

(f. 11).
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Po prohledéni celého stavového prostoru je pak v proménné min nejmensi
hodnota zlomku (f. 13) a v nmin pak hodnota n, pii které tato hodnota nastala
(f. 14).
min = 99999999999999999999

for n in range(3, 1000001):
Vcit =n *n *n— 10 * n *x n 4+ 17 * n — 4
Vim =n * n — 10 * n + 18
V = Vcit / Vjm
if V< min:
min =V

nmin = n

print ("Nejmensi nalezene V = ", min)
print ("Nalezeno pri n = ", nmin)

Program vypise nejmensi nalezenou hodnotu V' = 2 a hodnotu n = 8, pri
které tato nejmensi hodnota nastane. Spravnost vysledku lze ovérit nahlédnutim
do feseni tdlohy v MO (MO CR, 2012).

Ve ¢tvrté uloze se pracuje s délitelnosti prirozenych ¢isel a dekadickym zapi-
sem viceciferného ¢isla. Uloha je ukézkou prohledavani stavového prostoru uplat-
nénim cyklu s podminkou na zac¢atku while cyklu, ktery lze oproti predchozi tloze
uplatnit. Divodem je, Ze bez hlubsiho matematického rozboru neni mozné ur-
¢it ciselny 1ad hledaného prirozeného cisla a také lze jednoznacné zformulovat
podminku pro ukonceni while cyklu.

Uloha 4

v/ v

Najdeéte nejmensi prirozené cislo koncici ctyrcislim 2018, které je nasobkem cisla
2017. (MO CR, 2017)

Poznamky k reseni tlohy:

V tloze se hleda takové nejmensi prirozené ¢islo, které musi koncit ¢tyrcislim
2018 a zaroven je beze zbytku délitelné ¢islem 2017.
V tloze se bude tedy hledat prirozené ¢islo od 1, za které se zapise ¢tytcisli 2018
a bude se posuzovat, zda takto vzniklé ¢islo je beze zbytku délitelné ¢islem 2 017.
Pro ucely vy¢isleni tidici proménné reprezentujici prirozené ¢islo zapsané pred
¢tyrcislim 2 018 neni zapotiebi uplatnit cyklus s pevnym poctem opakovani (for
cyklus), ale lze uplatnit cyklus s podminkou na zacatku (while cyklus). Pred
formulaci while cyklu je nutné vynulovat fidici proménnou reprezentujici pri-
rozené ¢islo zapsané pred Ctyi¢islim 2018, vhodné pojmenovanou napr. i (f. 1),
a zaroven zformulovat pomocnou proménnou reprezentujici ukonceni while cyklu,
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pojmenovanou napr. splneno, kterou je nutno nastavit na hodnotu False (¥. 2).
While cyklus se bude vykonavat do té doby, dokud bude proménnd splneno
registrovat hodnotu False (f. 4). V kazdém cyklu se inkrementuje proménna
i (f. 5) a zaroven dekadicky zformuluje prirozené ¢islo zacinajici ¢iselnou hod-
notou proménné i a konéici ¢tyic¢islim 2018 (¥. 6). Tim vznikne pfirozené cislo,
které ma byt beze zbytku délitelné cislem 2017 a je zadouci jej vhodné oznacit
proménnou, napf. cislo. Posouzeni délitelnosti beze zbytku cisla v proménné
cislo ¢islem 2 017 lze realizovat pomoci podminéného piikazu (¥. 8). V pripadé
kladného vyhodnoceni lze vypsat ¢iselnou hodnotu proménné cislo, nebot obsa-
huje hledané nejmensi prirozené ¢islo (f. 9). Zaroven je nutné ukoncit cyklus: to
lze realizovat prepsanim hodnoty False na hodnotu True v proménné splneno
(f. 10).

i=0

splneno = False

while splneno — False:
i=1i+1
cislo = i % 10000 + 2018
if cislo % 2017 = 0:

print (cislo)
splneno = True

Program vypiSe jako TeSeni c¢islo 8 782 018. Spravnost vysledku lze ovérit
nahlédnutim do feseni tlohy v MO (MO CR, 2017).

V paté tloze se hledaji dvojice celych ¢isel, které maji ¢iselné vyhovovat rov-
nici. Uloha je ukédzkou prohledavani stavového prostoru uplatnénim dvou vzé-
jemneé vnorenych cykli s pevnym poctem opakovani — for cykli. Zaroven je tiloha
ukézkou zptisobu vy¢islovani dvou ridicich proménnych jako celych ¢isel, tj. cisel,
ktera nejsou omezena shora ani zdola.

Uloha 5

Najdéte vsechny dvojice (a,b) celych cisel, jez vyhovuji rovnici
a’ + Tab+ 6b° + 5a 4 4b + 3 = 0.

(MO CR, 2006b)

Poznamky k Teseni tlohy:

V tloze se hledaji vsechny dvojice celych ¢isel (a,b), které vyhovuji rovnici
v zadani ulohy. Protoze je zapotiebi zajistit vycisleni kazdé z proménnych a a b, je
nutné uplatnit dva vzajemné vnotrené cykly s pevnym poctem opakovani s vhodné
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pojmenovanymi proménnymi a a b (¥. 1 a 2)°. Po vy¢isleni ¥idicich proménnych
lze pristoupit k posouzeni rovnosti obou stran rovnice ze zadani tlohy (¥. 3).
V pripadé kladného vyhodnoceni podminky lze pristoupit k vypisu ciselnych
hodnot idicich proménnych a a b (. 4 az 6).
for a in range(—1000, 1001):
for b in range(—1000, 1001):
if a*xa+7%*axb+6xbx*xb+5x*xa+4x%xb+3=0:

print ("a ", a)

print ("b ", b)

print ()

Program vypise jako feseni dvé dvojice celych cisel (a,b): (—23,3) a (=3, 3).
Dalsi moznosti feseni je pro ucely vycislovani tidicich proménnych uplatnit
pokrocilé syntaktické konstrukce.

from itertools import product

for x in product(range(—1000, 1001), repeat=2):
a = x[0]
b x[1]

if a * a +6 *xb*xb+5*xa+4*b+3=0:

+ 7
print ("a
print ("b
print ()

Program vypiSe jako feSeni dvé dvojice celych ¢isel (a,b): (—23,3) a (—3,3).
Spravnost vysledku lze ovérit nahlédnutim do feseni dlohy v MO (MO CR,
2006h).

Zavér

V predlozeném prispévku jsme se zabyvali problematikou uplatnéni systematic-
kého experimentovani pti feseni vybranych matematickych tloh MO. Na jedné
vzorove TfeSené tuloze a péti dalSich jsme prezentovali rtizné zplisoby prohleda-
vani stavového prostoru za tucelem posouzeni splnéni podminek formulovanych
v zadani uloh. Zdrojové kédy byly implementovany v jazyce Python.

V praxi lze zakim fesicim matematické tlohy MO ukazat moznost vyuziti
programovani pri feseni matematickych tloh MO, které jsou fesitelné pomoci
systematického experimentovani. Zaci tak mohou ziskat prostiedek pro fegeni
matematickych tloh MO ¢ pro ovéreni spravnosti jimi jiz nalezenych teSeni.
Zaroven se v ramci posilovani mezipredmeétovych vztaht jedna o relativné péknou
ukazku propojeni matematiky a informatiky, resp. matematiky a programovani.

5 Az ’ v/ s N7 Y 2 v 7 . . ’ v v . v

° Ciselné hodnoty v tomto vy¢isleni idicich proménnych jsou voleny experimentalné od —1000 do 1000; samoziejmé
je mozné stavovy prostor vyrazné rozsirovat, avsak s ohledem na ¢asovou narocnost prohledavani tohoto stavového
prostoru.
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Vnimani sebepojeti Skolni tspésnosti u zaku
patych trid v oblasti matematiky

MICHAELA PETRICKOVA!, MIROSLAVA JANECKOVA?, BARBORA LANKOVA?

Prispevek pojedndva o vnimani sebepojeti skolni ispésnosti v matematice u Zdaki
pdtijch rocniki z vybrangch zdkladnich skol v Usteckem kraji. Cilem textu je jednak
popsat zmeny a rozdily, které jsou spojené s nami vybranymsi faktory, jez mohly
sebepojeti v dané oblasti ovlivnit, jednak zdiraznit vyznam tématu a jeho viivu na
celkovy skolni vykon Zdaku. Budou prezentovany viysledky naseho vyzkumu, pricemz
jejich analyza ukazala, Ze sebepojeti skolni uspésnosti v matematice je promenlivé
v zdvislosti na pohlavi a pritomnosti specifickych vzdéldvacich potreb Zdaki.

Uvod

Jak je patrné z mnoha soucasnych studii, samotné sebepojeti a Skolni tispésnost
jsou tzce propojené koncepty, pricemz sebepojeti v matematice se aktualné stava
predmétem zvyseného zajmu (Pajares, 2005; Usher & Pajares, 2009; Burnham,
2011; Smetéackova, 2016). Celkové vniméani a prehled zdka o svych schopnostech
a dovednostech v matematice je mnohdy klicovym faktorem ovliviiujicim vykon-
nost a vysledky. Z recentnich prizkumi (OECD, 2019; MSMT, 2020) vyplyva,
ze zaci nejen ztraci chut dochazet do skoly, ale také jejich sebepojeti v oblasti
matematiky se postupné snizuje a dochazi tak k zhorseni celkovych skolnich vy-
sledkti (Eccles & Wigfield, 2000). V Usteckém kraji je navic zaznamenana vysoké
mira neprospivani, opakovani ro¢nikti, vysoka absence a nedokoncovani zakladni
skoly, pricemz vSechny tyto faktory souviseji se sebepojetim a maji dopad na
vysledky v matematice (PAQ, 2023). I pro pedagogy predstavuje tato problema-
tika vyznamny, avsak casto prehlizeny zdroj informaci o vnitinim zivoté zaki,
jelikoz jejich sebepojeti ovliviiuje vykonnost a skolni tspéchy (Havlinova et al.,
2023). V tomto textu prezentujeme vysledky vyzkumného setfeni uskutecnéného
pomoci psychologického dotazniku sebepojeti skolni uspésnosti déti (SPAS) od
Matéjcka a Vagnerové (1992). Samotny sbér dat byl proveden u zéku patych
rocniku ve skolnim roce 2023/2024.

! Univerzita J. E. Purkyné, Pedagogicka fakulta; michalkapetrickova@seznam.cz
2 Univerzita J. E. Purkyné, Pedagogické fakulta; miroslava.janeckova@ujep.cz
3 Univerzita J. E. Purkyné, Pedagogick fakulta; Barbora.lankova@ujep.cz
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Sebepojeti skolni tspésnosti v oblasti matematiky

Termin sebepojeti je soucasti vétsiho celku, ktery je nahlizen rizné (Hartl &
Hartlova, 2000; Konec¢na, 2010; Pricha et al., 2013; Helus, 2018; Lemrova et al.,
2024). Muze byt vnimano jako ekvivalent sebereflexe (Hartl & Hartlova, 2000)
¢i je tizce spjato se sebepoznavanim ¢i sebehodnocenim (Macek et al., 2009; Ko-
necnd, 2010; Pricha et al., 2013). Takova terminologické rozriznénost nutné vede
k problémiim s konkrétnim vymezenim sebepojeti. Nejjednodussim popisem se-
bepojeti je jeho vymezeni jako pfedstavy jedince o svém ja (Pricha et al., 2013).
Sebepojeti je nicméné tzce spojeno se zminénym sebehodnocenim a stejné jako
kazdé hodnoceni je i tohle zaloZzeno na porovnavani aktudlniho vykonu s vyko-
nem idedlnim (Smetackova, 2016). Specifickou formou sebepojeti je pak skolni
sebepojeti, které lze definovat jako zpiisob, kterym zak vniméa a hodnoti sam
sebe a své vykony v porovnani s vrstevniky ve vyucovacich oblastech (Mertin
& Krejcova, 2016). Pozitivni vnimani skolntho sebepojeti v oblasti matematiky
poté slouzi k podpote zadoucich vysledki ve skole (Wigfield & Karpathian, 1991;
Stringer & Heath, 2008; Helus, 2018). Skolni vysledky totiz postupné s piibyva-
jicim vékem vice souvisi se skolnim sebepojetim a ovliviiuji celkovou vykonnost.
Studenti s vysokym vnimanim svych schopnosti pristupuji poté k novym tkoltim
s jistotou a tuspéch v téchto tkolech pravdépodobnéji posili jejich divéru ve své
schopnosti (Wigfield & Karpathian, 1991; Guay et al., 2003; Mertin & Krejcova,
2016).

Samotné sebepojeti v oblasti matematiky ovliviiuje motivaci ke vzdélavani
v daném predmeétu, ale nejzasadnéjsi vliv ma predevsim na skolni vykon. Pozitivni
sebepojeti v této oblasti podporuje vytrvalost, pfistup k problémiim a analytické
mysleni, tedy kli¢ové aspekty rozvijejici kritické mysleni (MSMT, 2020). Zaci maji
taktéz tendenci pristupovat k novym tkoltim s vétsi jistotou a jejich tspésnost je
vyssi (Wigfield & Karpathian, 1991). Dal$im z pozitivnich vlivi je i jisté omezeni
ve srovnavani svého vykonu s vykony vrstevniki, které je predevsim na konci paté
tridy jednim z nejzasadnéjsich faktoru ovliviiujicich vnimani skolni ne /tispésnosti
u zakt. V tomto véku totiz zaci zacinaji vice dbat na nézor vrstevnikt nezli na
svij vlastni, pricemz se porovnavaji stale castéji se spoluzaky, a tim prikladaji
svému vykonu hodnotu (Vagnerova, 2012; Ri¢an, 2014; Smetackova et al., 2023).
Nizka troven sebepojeti v oblasti matematiky je spojena také s tizkosti z daného
predmétu, strachem ¢i tcelnym vyhybanim (Saul McLeod, 2023).
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Vyzkumné Setreni provedené dotaznikem SPAS a prezen-
tace ziskanych dat

Metodologie

Vyzkumné setfeni bylo uskutec¢néno pomoci psychologického dotazniku sebepo-
jeti skolni uspésnosti déti (SPAS) od Matéjcka a Vagnerové (1992). Sbér dat i je-
jich vyhodnoceni byly konzultovany se zkusenou détskou psycholozkou, jez pro-
vedla i Skoleni k vyhodnocovani vysledkii a jejich prezentaci. Vyzkumny nastroj
sleduje Sest oblasti (obecné schopnosti, matematika, ¢teni, pravopis, psani, sebe-
divéra) pojednavajicich o predstavé zaki o svych schopnostech, své vykonnosti
v jednotlivych predmétech a svém postaveni v konkurenci s ostatnimi. Otazky
v testu jsou dichotomického charakteru s moznostmi odpovédi ANO ¢i NE.

Pro statistickou analyzu byly vyuzity neparametrické testy, konkrétné Wil-
coxonuv parovy test, Wilcoxoniv dvouvybérovy test a Kruskal-Wallisiiv test.
Nasim vyzkumnym vzorkem se stali zaci patych tiid, kteri ji navstévovali ve
skolnim roce 2023/2024. Zde jsme ziskali testy od 215 déti, z toho 111 chlapci
a 104 divek. Ziskana data byla prevedena pomoci standardizované desetibodové
stupnice pro prepocet hrubého skore. STEN se poté vyhodnocoval pomoci prevo-
dové tabulky, ktera byla odlisSna pro chlapce a divky v zavislosti na véku a poctu
ziskanych bodf. Cim vyssi pak byla STENova hodnota na skéle 1-10, tim vyssi
bylo i sebepojeti daného zdka v matematice. Téz bylo provedeno stejné vyzkumné
Setfeni na totoznych zacich o rok pozdéji, kdy byli v sestém roc¢niku (2024/2025),
pricemz zde jsme ziskali testy od 177 zaki, z toho bylo 92 chlapcii a 85 divek.

Vysledky

Vysledky budou prezentovany v nasledujici strukture: celkovy prehled trovneé
sebepojeti pro vsechny testované oblasti dotazniku SPAS, prehled a ¢etnost zis-
kanych STENU v sebepojeti v matematice, rozdilné vysledky pro ziskany STEN
v oblasti matematiky u zaki intaktnich a zakia se specifickymi vzdélavacimi po-
trebami a sebepojeti na zakladé rozdilného pristupu k vyuce matematiky.

Z grafu 1 je patrné, ze se divky pojimaji o néco negativnéji v oblasti sebepojeti
matematiky nezli chlapci. Celkové lze tici, ze jejich sebepojeti je i ve vétsiné
dalsich oblasti nizsi oproti sebepojeti u chlapci. Graf zaroven ukazuje rozdily
v jednotlivych skalach, ve kterych vynikaji chlapci a kde naopak divky. Chlapci
doséhli nejvyssiho STENU v oblasti matematiky, naproti tomu u dévcat byl
zaznamenan nejvyssi primérny ziskany STEN v oblasti psani. Tyto rozdily byly
overeny i pomoci Wilcoxonova dvouvybérového testu, kdy pro zvyraznénou oblast
matematiky se vyskytl statisticky vyznamny rozdil (p = 0,001).
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Porovnani celkového primeéru chlapci a divky (5. tiida)
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Graf 1: Porovnani primért v pojimani sebepojeti u divek a chlapcti ve vSech
oblastech testu SPAS u zaku 5. tridy, zvyraznéna oblast matematiky

Co se tyce Cetnosti ziskanych STENU v oblasti matematiky, na zékladé pred-
lozeného grafu 1 neni prekvapenim, ze nejpocetnéjsim vysledkem u chlapcii byl
STEN 8 a 10 (N = 35, N = 29). Oba tyto vysledky naznacuji, ze chlapci vni-
maji své schopnosti v matematice nadprimérné. Divky naproti tomu v oblasti
matematiky mély vice rozlozené ziskané hodnoty po celé desetibodové STENové
skéle, pricemz nejvice divek se pohybovalo ve STENU 10, 5, 4, 3 (N = 16, N =
= 17, N = 15, N = 15). Zde jsou patrné dva diametralné odlisné vysledky, kdy se
nékteré divky pojimaly vysoce pozitivné a nékteré se podhodnocovaly, a naopak
byly v podprimeérnych hodnotach.

Rozdil v ziskanych STENech v oblasti matematiky u zaki intaktnich a zakt
se specifickymi vzdélavacimi potfebami (SVP) byl téz signifikantni (p = 0,02).
Primeérny ziskany STEN u vSech zakl intaktnich byl 6,89, naproti tomu u vsech
zakl se SVP dosahl hodnoty 5,98. Viz také grafy 2 a 3, ze kterych je patrny roz-
dil a celkové rozlozeni ziskanych STENU po desetibodové skale. Z grafii je déle
patrné, ze se chlapci v obou variantach pojimaji nadprimérné, ackoliv u chlapcti
se SVP jsou pomérné etné hodnoty i u STENU odpovidajicim spise podpri-
meéru. Zjisténé STENové vysledky u divek jsou naproti tomu opét vice rozlozené
s jasnéjsimi rozdily. Divky se specifickymi vzdélavacimi potfebami se pohybo-
valy predevsim v primeéru az podprimeéru. Naproti domu divky intaktni mély
rovnomeérné rozlozené ziskané hodnoty po celé desetibodové skale.
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Graf 2: Cetnost odpovédi a jejich porovnani v sebepojeti v matematice mezi
chlapci (N = 27) a divkami (N = 20) se specifickymi vzdélavacimi potfebami
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Graf 3: Cetnost odpovédi a jejich porovnani v sebepojeti v matematice mezi
chlapci (N = 84) a divkami (N = 84) intaktnimi
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Posledni casti naseho vyzkumu bylo posouzeni rozdilnosti v sebepojeti na
zakladé vyuzivané metody vyuky v matematice. Zde byli porovnavani zaci vy-
ucovani Hejného metodou proti zaktm, kteri se vyucovali tradi¢nim zptsobem.
Nebyl nalezen signifikantni rozdil a primeér pro vyuku Hejného metodou byl 6,96,
pro tradi¢ni zptisob vyucovani pak 6,65. Oba zminéné prameéry se pohybuji blizko
spodni hranice pro nadprimérné sebepojeti v oblasti matematiky, ta je udavana
STENEM 7 a vice.

Radi bychom upozornili na dilezitost této problematiky i v situaci, kdy déti
prechézeji z nizsiho stupné na vyssi. Jednd se totiz o velmi emoéné narocné
obdobi, kdy je sebepojeti zakil nejvice ohrozeno, a tim je ovlivnén i jejich celkovy
vztah ke vzdélani. Ackoliv nas prizkum v oblasti matematiky u zaka patych
trid ukazuje, ze se pojimaji viceméné prumérné az témer nadpriumeérné, tak je
patrné, ze sebepojeti s vékem a naslednym prestupem na druhy stupen klesa. Pro
potvrzeni této informace pridavame i graf 4.

Srovnani vysledki STEN pro 5. a 6. tfidu
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Graf 4: Srovnani primeéra véetné intervalu spolehlivosti u celkového sebepojeti
ve vSech oblastech mezi zaky patého a Sestého ro¢niku
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Zavér

Sebepojeti skolni tspésnosti v matematice se v nasem vyzkumu ukazalo jako
proménlivé zejména v zavislosti na pohlavi a pritomnosti specifickych vzdéla-
vacich potteb zakt. Tato zjisténi je vSak treba zasadit do Sirsitho vyvojového
a socialniho kontextu, ktery utvari zptisob, jakym zaci své schopnosti a vykony
vnimaji. V tomto véku je totiz tvorba sebepojeti stale vice ovliviiovana hodno-
cenim vrstevnikll a osob, které jsou pro zaky jistym zosobnénim jejich cili ¢i
jsou jim samym podobni (Macek et al., 2009; Konecna, 2010; Vagnerova, 2012).
Jednotlivi zaci pak své vykony posuzuji na zakladé vykont svych spoluzaki a po-
vazuji je dostatecnymi jen ve chvili, kdy jsou srovnatelné s vétsinou. Pokud se
takovy zak pojima jako slabsi ve svych schopnostech, mize tomu casto odpovi-
dat i jeho snazivost ve Skole a jeho celkova tispésnost (Mertin & Krejéova, 2016).
Ukolem ucitele je poté déti v tomto momenté motivovat a pokusit se jejich sebe-
pojeti o své uspésnosti ve skole podporit pozitivnim smérem, nikoli dopustit jeho
pokles. Pouzivani formativniho hodnoceni kuprikladu efektivné prispiva ke zlep-
Seni schopnosti sebehodnoceni a celkové pozitivnéjsimu sebepojeti zakt (MSMT,
2020).

Sebepojeti skolni tspésnosti je tak klicovym aspektem celého vzdélavaciho
procesu, jez ovliviiuje nejen vykon zakd v matematice, ale i jejich dlouhodoby
vztah k celému vzdélavani. V kontextu soucasnych zmén ve vzdélavaci politice,
jakymi jsou revize RVP ZV a Strategie MSMT 2030+, ziskdvd problematika
sebepojeti zakil na jesté vetsi dilezitosti. Zavadéni formativniho hodnoceni, diiraz
na psychohygienu a rozvoj socialnich a emoc¢nich dovednosti ukazuji, ze skolni

prosttedi ma byt nejen mistem pro akademicky rist, ale i pro rozvoj osobnosti
(MSMT, 2020, 2022).
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Krokovanie a krokovaci pas ako nastroj na
rozvijanie nielen matematickych zrucnosti

ZUZANA SEMRICOVA!

Hejného metoda predstavuje konstruktivisticky pristup k vyucovaniu matematiky,
v ktorom si Ziact osvojuju poznatky na zaklade vlastnej skisenosti a objavovania.
Metoda podporuje kritické myslenie, riesenie problémov a socidlnu interakciu.
Khicovym prvkom su didaktické prostredia, ktoré umozZnuju efektivne budovanie
matematickych schém. Jednym z nich je Krokovanie, ktoré rozvija numerické
schopnosti prostrednictvom prdce s ciselnou osou. Tdto metoda podporuje multi-
senzorické ucenie a umoznuje diferencované vyucovanie. Krokovanie je vyuzitelné
nielen v matematike, ale aj v prepajani uciva s inymi predmetms, ako su prvouka
¢t slovensky jazyk. Praktické aktivity v ramci Krokovania motivuju Ziakov k obja-
vovaniu matematickych vztahov a zlepsuji ich porozumenie ciselnym operdcidm.

Uvod

Hejného metdda predstavuje progresivny pedagogicky pristup k vyucovaniu ma-
tematiky, ktory kladie déraz na rozvoj kritického myslenia, rieSenie problémovych
situdcii a kooperaciu v ramci skupinovej prace (Hejny, 2018). Zakladnou filozo-
fiou tejto metédy je konstruktivisticky pristup k uceniu, v ramci ktorého si ziak
osvojuje matematické poznatky na zaklade vlastnej sktisenosti a objavovania.
Tento model vyucby vychadza z pedagogického konstruktivizmu a predstavuje
jednu z najdiskutovanejSich metéd vyucby matematiky v sucasnosti. Hoci nie
je jedinou metodou vychadzajucou z tohto pedagogického smeru, jej komplexné
spracovanie a jasna metodoldgia ju odlisuju od inych, menej systematicky defino-
vanych pristupov (Hejny, 2014). Primarnym cielom Hejného metédy je umoznit
ziakom konstruovat si matematické poznatky na zaklade vlastnych skiisenosti,
¢im sa podporuje nielen kognitivny rozvoj, ale aj socialne a emocné aspekty uce-
nia. Metéda je postavena na styroch zakladnych indikatoroch efektivity vyucby:
radost z objavovania, rozvoj socialnych zruc¢nosti, narast intelektualnych schop-
nosti a rozsirovanie a prehlbovanie matematickych znalosti (Hejny, 2018).

Didaktické prostredia v Hejného metdde

Na dosiahnutie tychto cielov Hejného metoda pracuje s konceptom didaktickych
prostredi, ktoré su starostlivo koncipované tak, aby podporovali hlboké matema-
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tické porozumenie. Didaktické prostredia st navrhnuté tak, aby boli pre ziakov
atraktivne a motivujice. Pri ich pouzivani sa najprv pracuje s jednoduchymi
ulohami, pricom ziakovi nie st poskytnuté ziadne vopred dané postupy. Tymto
sposobom sa podporuje jeho aktivne zapojenie do objavovania vztahov a princi-
pov, ¢o postupne vedie k rieseniu zlozitejsich tloh (Hejny, 2014). V ramci Hejného
metody zohravaju didaktické prostredia kltic¢ovi tlohu v procese osvojovania si
matematickych poznatkov. Wittmann (2021) definuje didaktické prostredia ako
struktirované vztahy, pojmy a procesy, ktoré umoznuju ziakom objavovat za-
kladné matematické principy. Pri vyu¢be matematiky mézu byt vyuzivané rézne
didaktické prostredia, pricom ich spolo¢nym cielom je umoznit ziakom hlbsie
pochopif matematické koncepty prostrednictvom riesenia tloh v znamych kon-
textoch.

Hejného metdéda v sucasnosti vyuziva priblizne 46 roznych didaktickych pro-
stredi, ktoré sa delia do niekolkych kategorii. Aritmetické prostredia moézeme
rozdelit na sémantické (napr. ,, Krokovanie“, , Rodina“, ,, Autobus“) a struktu-
ralne (napr. ,,Nésobilkové stvorce”, , Pavuciny”, , Vystavisko*) (Slezakova et al.,
2015). Geometrické prostredia sa ¢lenia na 2D prostredia (napr. ,, Papiernictvo®,
, Podlahari“) a 3D prostredia (napr. ,, Stavbari“, , Hranoly“) (Hlavackova, 2021).
Okrem toho existuje aj skupina tzv. prierezovych prostredi, pricom sem patri na-
priklad prostredie ,, Smetiari“, ktoré sa zameriava na pracu s idajmi a evidenciou
informécif (Slezédkova & Subrtova, 2015).

Didaktické prostredie Krokovanie

Didaktické prostredie ,, Krokovanie“ predstavuje jedno zo zakladnych prostredi
vyuzivanych v Hejného metdde na rozvoj aritmetickych schopnosti a porozumenia
¢iselnym operaciam. Toto prostredie patri do skupiny sémantickych aritmetickych
prostredi, v ktorych je ¢islo viazané na konkrétny objekt a na zivotné skiisenosti
ziaka (Hejny, 2014). Prostrednictvom prace so symbolickymi krokmi na ¢iselnej
osi si ziaci osvojuju zakladné matematické koncepty, ako su s¢itanie, odcitanie,
nasobenie, delenie a zakladné predstavy o ¢iselnych intervaloch.

Podla Hejného a Kufinu (2009) prostredie Krokovanie vytvara predpoklady
na rozvoj numerickych schopnosti a umoznuje postupné budovanie schém, ktoré
st nevyhnutné pre pochopenie aritmetiky. Prostredie vyuziva vizualnu a kineste-
tickd manipulaciu s krokmi, ¢im podporuje multisenzorické ucenie a napomaha
hlbsiemu uchopeniu ¢iselnych operacii (Hlavackova, 2021).

Jednym z doblezitych aspektov Krokovania je variabilita tiloh a moznost ich
diferenciacie podla individualnych potrieb ziakov. Gradované ulohy umoznuju
pracovat so ziakmi réznych trovni a poskytuju priestor pre individualny rozvoj
numerickych schopnosti (Slezdkova & Subrtova, 2015).
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Obrazok 2: Rozpravkovy krokovaci
Obrazok 1: Jesenny krokovaci pas pas

Praktické vyuzitie Krokovania vo vyucbe

V ramci didaktického prostredia Krokovanie sa vyuziva schéma pohybu po ¢isel-
nej osi. Ziaci si na zédklade roznych zadani predstavuji, ako by sa mohli pohybovat
po pomyselnej ¢iselnej osi, pricom sa ucia zakladnym aritmetickym operaciam.
Princip spoc¢iva v tom, ze pohyb po ¢iselnej osi je chapany ako prechod medzi
¢islami v roznych krokoch — napriklad kroky po jednotkéach pri séitani a odcitani
alebo skoky po viacerych jednotkach pri ndsobeni a deleni (Hejny, 2018).

Krokovanie moze sluzit aj na prepajanie poznatkov z roznych predmetov.
Nakolko sa krokovanie zavadza uz v prvom ro¢niku, vyuzili sme ho na prepajanie
poznatkov z prvouky, ale aj zo slovenského jazyka a literattury. V ramci prepajania
poznatky z prvouky sme vyuzili krokovaci pas, ktory tvorili rozne druhy listov
(dubovy, lipovy, gastanovy, javorovy) a kazdy z nich v réznych farbach (oranzovy,
71ty, Gerveny, zeleny). Za Startovacie policko sme zvolili obrazok stromu. Ziaci sa
pri tomto krokovacom péase zoznamovali s réznymi druhmi listov a opakovali
farby. Tento krokovaci pas sme spojili s jesennym pocasim a prvym jesennym
dnom.

Na prepojenie poznatkov zo slovenského jazyka sme zvolili rozpravku o Ko-
carovi v ¢izmdach. Ziaci poétvali pribeh, odpovedali na otazky spojené s pribe-
hom, potom dostali omalovanky spojené s priebehom pribehu. Ziaci vymalovali
obrazky a usporiadali ich podla pribehu ako si ho pamatali. Pribehy vytvarali
v dvoch skupinach a nakoniec si ich porovnali. Pre spravnost usporiadania sa
pribeh znova precital, aby si ziaci boli isti spravnostou usporiadania. Nakoniec
ziaci ratali pocet krokov od zaciatku pribehu po urcity bod pribehu, ktory bol
stanoveny ucitelkou, alebo po koniec pribehu.
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Zaver

Prostredie Krokovanie napomaha rozvoju ciselnych predstav a podporuje schop-
nost pracovat s ¢islami flexibilne (Hlavackova, 2021). Prostredie tiez podporuje
rozvoj strategického myslenia, kedze Ziaci musia planovat svoje kroky a odhado-
vat vysledky operacii (Slezakova & Subrtova, 2015). Kritici viak upozoriuju, Ze
niektori ziaci mozu mat tazkosti s prechodom od konkrétnych krokov k abstrakt-
nym matematickym operacidam (Motl, 2014). Preto je nevyhnutné, aby ucitelia
postupovali systematicky a umoznili ziakom dostatok prilezitosti na praktické
skisenosti s ¢iselnou osou a pohybom po nej.

Prostredie Krokovanie je dolezitou sucastou Hejného metody, ktora podporuje
matematické myslenie prostrednictvom experimentovania a objavovania. Jeho
vyuzitie vo vyuc¢be moze prispiet k hlbsiemu porozumeniu aritmetiky a rozvoju
logického myslenia ziakov nielen na hodinach matematiky, ale aj v prepajani
s ostatnymi vyucovacimi predmetmi.
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Badatelsky orientovany ucebny material
k aplikacii kvadratickej funkcie

ENIKO SCHNUREROVA!

V prispevku je opisany badatelsky orientovany ucebny a metodicky materidl zame-
rany na aplikdciu kvadratickej funkcie. Siucastou prispevku je aj popis a analyza
vyuzitého ndstroja formativneho hodnotenia sliZiaceho pre zistovanie postojov
Ziakov, zdrojov meporozumenia a poskytovanie spatnej vazby.

Uvod

Badatelsky orientované vyucovanie podporuje aktivne ucenie sa ziakov, experi-
mentovanie a skimanie. V prispevku sa venujeme badatelsky orientovanej vyucbe
(BOV) témy aplikacie kvadratickej funkcie prostrednictvom skiimania maximél-
nych obsahov obdlZnikov s danymi obvodmi v dynamickom softvéri GeoGebra
umoznujicom experimentovanie s parametrami a sledovanie okamzitych zmien.
V ramci BOV je dolezité zistovanie pokroku ziakov. Formativne hodnotenie po-
maha ucitelom identifikovat silné a slabé stranky ziakov a ziakom pomaha roz-
vijat ich lepsie porozumenie uciva.

Ucebny material

V nasledujticom texte predstavime metodicky a ucebny material a uvedieme jeho
rozne Specifika. Metodicky a ucéebny material zaradujeme do tematického celku
Vztahy, funkcie, tabulky, diagramy a venujeme sa téme Aplikdcie kvadratickej fun-
kcie. Navrhnuty material je uréeny pre ziakov druhého roc¢nika strednych skol.
Ziaci ¢asto nedostatoéne chapu vyznam vrcholu paraboly, z ¢oho vyplyva prob-
lém s minimalizaciou a maximalizaciou hodnot kvadratickej funkcie. Vyuzitim
tohto materidlu vo vyucbe sa snazime (i) zlepsit porozumenie vyznamu vrcholu
grafu a korenov kvadratickej funkcie a ich interpretacii v redlnom svete a (ii)
rozvijat schopnost aplikovat kvadratické funkcie na modelovanie realnych situa-
cii. V ramci badatelskych zrucénosti sa u ziakov rozvijaji schopnosti (i) urcovat
vztahy medzi premennymi a vyjadrit ich pomocou predpisu funkcie, (ii) formu-
lovat hypotézy, (iii) navrhovat postupy riesenia tlohy a (iv) formulovat zévery.
Ziaci pracuji samostatne (resp. v dvojiciach), k dispozicii maji pracovné listy
s tulohami a vopred pripravené applety v GeoGebre na skiimanie obsahov obdlz-
nikov.

1 Univerzita Pavla Jozefa Safarika v Kosiciach, Pedagogicka fakulta; eniko.schnurerova@student.upjs.sk
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Dobu vyucby odhadujeme na dve vyucovacie hodiny. Prva vyucovaciu hodinu,
ktord sa sklada z nasledujtcich casti: (i) opakovanie pojmu kvadraticka funkcia,
(ii) motivacia, (iii) skimanie zavislosti, formulovanie hypotéz, (iv) rozhodova-
nie o spravnosti hypotéz, formulovanie zaverov, (v) upeviiovanie a prehlbovanie
vedomosti, (vi) aktivita na formativne hodnotenie, blizsie priblizime v tomto
prispevku. Druhd vyucovacia hodina sa skladd z (i) pripomenutia predchddza-
jucej vyucovacej hodiny, (ii) spétnej véazby z formativneho hodnotenia a (iii)
prehlbovania vedomosti.

Podnety na sktimanie st v u¢ebnom materiali vznikaju v nasledujticej tilohe.
Ziaci riedia tlohu v pracovnom liste najskor samostatne, resp. v dvojiciach. Uloha
sa skladd z ¢iastkovych tiloh — nacrtnat tvar ohradeného pozemku; zapisat vztah
medzi rozmermi a obvodom ohradeného pozemku; zapisat vztah charakterizujuici
zavislost obsahu ohradeného pozemku od jeho rozmerov; zobrazit najdena zavis-
lost medzi veli¢inami graficky; zapisat, aké rozmery ma pozemok, ak je jeho plo-
cha maximalna. Predpokladame, Ze ziaci vyuzivaju metédu pokus-omyl, skisaju
konkrétne rozmery obdlZnikov. Ndsledne st ziakom pontknuté applety (podla
toho, aky typ rozdelenia pozemku si vybrali) na skiimanie danych situdcii.

Uloha 1. (PL) Farmar stavia ohradu, aby rozdelil ovecky a prasiatka. Ohradeny pozemok bude
mat’ tvar obdiznika, ktory bude rozdeleny na polovicu tak, Ze deliaci plot bude rovnobezny so
stranou obdiZnika. Farmar mé k dispozicii 50 m pletiva. Aké rozmery by mal mat’ ohradeny

pozemok, aby bola plocha pre ovecky a prasiatka maximalna.

a) Nacrtnite tvar ohradeného pozemku a zapiste vzt'ah medzi rozmermi aobvodom
ohradeného pozemku.

b) ZapiSte vztah charakterizujuci zévislost' obsahu ohradeného pozemku od jeho
IOZINEerov.

c) Zobrazte najdenu zavislost’ medzi velic¢inami graficky.

d) Aké rozmery ma mat pozemok, aby jeho plocha bola

maximalna?

Obrazok 1: Uloha na skimanie obsahu obdlZnika

GeoGebra je skvelym nastrojom na vizualizaciu matematickych situacii. Na-
sledujice obrazky zobrazuju snimky z appletov umoznujicich skiimat, ako sa
men{ obsah obdlZnika pri zmene dizok jeho stran pri zachovani daného obvodu.
Ziaci maji moznost pomocou postivaca (pomocného ovladacieho prvku) menit
dizku strany (stran) obdlznika a sledovat okamzitti zmenu v grafe kvadratickej
funkcie predstavujicej zavislost obsahu obdlZnika s danym obvodom od dlzky
jeho strany. V tlohe nie je jednoznacéne urcené, s ktorou stranou obdlznika bude
deliaci plot pozemku rovnobezny, je na ziakoch, aki moznost zvolia. Ku kazdému
typu rozdelenia prislicha jeden z dostupnych appletov.
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Obrazok 2: Kolmé rozdelenie Obrazok 3: Vodorovné rozdelenie

pozemku pozemku

Dalej ziaci riesia ulohu (obr. 4) zamerani na ohradenie pozemku, no bez

jeho delenia. Faza skiimania kond¢i tlohou (obr. 5) na zovseobecnenie doterajsich
zisteni.

Uloha 2. (PL) Zapiste, aké rozmery by mala ohrada obdiznikového tvaru (bez rozdel'ovania na

polovicu) s maximélnym obsahom, ak by farmdr vyuZival rovnaké mmoZstvo pletiva ako
v ulohe 1.

Obréazok 4: Ohradenie pozemku v tvare obdlZnika

Uloha 3. (PL) Uréte, kedy ma obdiznik s danym obvodom o maximéalny obsah. Zdévodnite
svoju odpoved’.

Obrazok 5: Uloha na zovSeobecnenie zisteni

Spravnost zovseobecnovania zisteni a formulovania zaverov podporujeme de-
monstraciou posledneho appletu (obr. 6) , v ktorom je mozné menit pomocou
posuvaca okrem dlzky strany (stran) obdlZnika aj obvod obdlZnika. Zéverom je,
7e obdlznik s danym obvodom o mé maximalny obsah, ak méd tvar $tvorca so
stranou dlzky 1

Vo faze upeviiovania vedomosti je zaradend tloha (obr. 7) na zistovanie mi-
nimalnej hodnoty.
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Obrazok 6: Formulovanie zaverov

Uloha Nijdite také dve ¢isla, ktorych rozdiel bude 100 a sué¢in minimalny.

Obrazok 7: Uloha na upeviiovanie vedomosti

Formativne hodnotenie

Formativne hodnotenie mé podla Andrade (2010) dva hlavné ciele: (i) poskytnit
informacie o uceni ziakov uc¢itelom s cielom usmernif ich pri navrhovani a vedeni
vyucby a (ii) poskytovat spatni vizbu ziakom o ich pokroku s cielom pomoct
odstranit pripadné rozdiely medzi vykonom a stanovenymi vzdelavacimi cielmi.
Formativne hodnotenie je zvycajne neformalne a je zakotvené v ramci vyucova-
cej ¢innosti. Zahfna pozorovanie ziakov, rozhovory so ziakmi alebo neformaélne
aktivity zamerané na otazky a odpovede, listky pri odchode, denniky, diskusie
v triede a kratke pisomné tlohy (Bahr & de Garcia, 2010).

Sucastou ucebného a metodického materialu je aktivita na formativne hod-
notenie Listok na sebareflexiu Ziaka. V nasledujicej tabulke (tab. 1) uvddzame
niekolko odpovedi ziakov gymnéazia, na ktorom bola vyucba podla prezentova-
ného ucebného a metodického materidlu realizovana. Vyucba bola realizovana
v matematickej triede (22 pritomnych ziakov) a v standardnej triede (24 pritom-
nych Ziakov). Ziakov zaujalo vyuzivanie GeoGebry vo vyucovani aj téma a zdmery
vyucovacej hodiny. Ziakov dalej zaujima, kde je mozné este kvadratické funkcie
vyuzit. Povazujeme za dolezité dalej sa venovat otazke ,, Ako vypocitat MAX®.
Obe triedy zaujali voci iloham v pracovnom liste neutralny postoj.

Zaver

Badatelsky orientovana vyucba stimuluje ziakov k rieseniu realnych problémov,
pozorovaniu, experimentovaniu, ¢im sa ziaci stavaju aktivnymi ticastnikmi svojho
ucenia. Takyto pristup umoznuje lepsie pochopenie nielen matematickych kon-
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Tabulka 1: Listok na sebareflexiu ziaka

Zameranie odpovedi Odpovede
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Do akej miery vas zaujali tlohy v pracovnom liste?

mepesti af

Otazka, ktoru stale mam:

velmima zaujali vobec ma nezaujali

ceptov. Proces ucenia je potrebné monitorovat, prispdosobovat metody vyucby
potrebam ziakov a poskytovat ziakom spatnu vazbu o ich silnych a slabych stran-
kach v ich uéeni. Formativne hodnotenie je uzitocné pre vcasné identifikovanie
problémov v porozumeni, spatni vazbu a podporu ucenia.

Podakovanie

Prispevok vznikol s podporou projektu KEGA 001UPJS-4/2023 Implementdcia formativneho
hodnotenia do vijucby na zdkladnej skole so zameranim na digitdlnu formu.
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Ro6zne typy dévodenia v pripravach studentstva
ucitelstva matematiky

MARIA SLAVICKOVA!, JARMILA NOVOTNA?

V' prispevku uvddzame vysledky studie, ktord analyzuje pliny vyucovacich hodin
navrhnuté slovenskymi a ceskymi studentmi ucitelstva matematiky so zameranim
na ulohy zdovodnovania a dokazovania. Napriek pomerne silnej matematickej
priprave a kurzom vseobecnej didaktiky mali studenti problémy s transformdciou
teoretickych vedomosti na praktické vyucovacie ulohy, pricom sa casto spoliehali
skor na konkrétne pripady neZ na vieobecné vahy. Stidia zdoraznuje potrebu
zlepsit pripravu ucitelov zdoraznenim dovodenia a dokazovania v ramci kurzov
matematiky a didaktiky matematiky.

Uvod

Doévodenie a dokazovanie patri medzi zakladnymi sucasti matematiky a jej vy-
ucovania. Ako zdéraznil Stylianides (2008), dovodenie a dokazovanie by mal byt
integrované na vsetkych trovniach ako jednotny konstrukt, a nie izolovany na
pokrocilych trovniach. Dokument formulovany Eurydice (2011) podnietil zmeny
vo viacerych eurdpskych ucebnych osnovach. Tieto reformy st v stlade s dsilim
zaclenit dovodenie a dokazovanie do ucebnych osnov, poc¢niic primarnym vzde-
lavanim. Na Slovensku nové kurikulum (Ministerstvo skolstva, vedy, vyskumu
a sportu SR, 2023) zdoraznuje dolezitost matematického jazyka, komunikécie
a argumentacie spolu s reprezentaciami a matematickym modelovanim. Podobna
situdcia je aj v Ceskej republike a dalsich eurépskych krajinach (Eurydice, 2011).
Ako zdoraznili Herbert a Williams (2023), vyucovanie dévodenia a dokazovania
moze byt obzvlast naroéné na primarnom ale aj nizSom sekundarnom stupni, ¢o
je ovplyvnené aj matematickymi znalostami ucitelov s faziskom na dévodenie
a dokazovanie (Buchbinder & McCrone, 2020). Dalsim faktorom je aj vybero
roznych typov zdrojov (Cakiroglu et al., 2023). Tie, najmé ucebnice, si klico-
vymi zdrojmi pre ucitelov matematiky, kedze st klticovymi zdrojmi ¢innosti na
hodinach matematiky. (Novotna & Slavickovd, 2023).

Metodolégia

Za ucelom zistenia aké typy dovodenia studentstvo ucitelstva matematiky prefe-
ruje, resp. implementuje do svojich priprav vyucovacich hodin, analyzovali sme

! Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky; slavickova@fmph.uniba.sk
2 Univerzita Karlova, Pedagogicka fakulta; jarmila.novotna@pedf.cuni.cz
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tieto pisomné pripravy 16 slovenskych (SK) a 19 ¢eskych (CZ) studentov ucitel-
stva matematiky. Ucastnici oboch skupin absolvovali vyssiu matematickd prip-
ravu, vseobecnu pedagogiku, psycholégiu a ivodny kurz didaktiky matematiky
so zameranim na planovanie vyucovacich hodin na zlepsenie dévodenia a doka-
zovania Studentov.

Studentstvo zo Slovenska malo za tlohu vybrat si tému z u¢iva matematiky
pre 6. az 9. ro¢nik a pripravit plan vyucovacej hodiny. Ti z Ceskej republiky mali
za ulohu navrhnut kompletny plan hodiny so zameranim na zloZené tirocenie pre
ziactvo 8. az 9. roc¢nika. Hoci nebola poskytnuta ziadna konkrétna sablona, od
oboch skupin, ktoré navstevovali didaktické kurzy a poznali Akkerovu pavucinu
(Van den Akker, 2010) ucebnych osnov, sa ocakavalo, ze budu reflektovat jej
kategorie.

Primarne zameranie analyzy planov vyucovacich hodin bolo na vzdelavacie
aktivity. Ostatné kategorie z Akkerovej pavuciny (napr. obsah, tloha ucitela,
materidly, zdroje, hodnotenie, ciele a oddvodnenie) sluzili ako dopliujice in-
formécie, najmé ak smerovanie aktivity nebolo jasné (Van den Akker, 2010).
Pripravit kompletny plan vyucovacej hodiny mozno chépat ako formu analyzy
a priori v zmysle Brousseauovej Teérie didaktickych situdcii (2002), kedze tvor-
covia tohto planu musia mysliet na rozne situdcie pocas hodiny, aktivity, reakcie
atd.

Aby sme odlisili typy vyuzitého dévodenia, pouzili sme zjednodusenui verziu
ramca Sevinc at al. (2022), v ktorom sme dévodenie kategorizovali ako: ,,odvolanie
sa na autoritu® (bez oddvodnenia), ,matematizdicia“ (ak bol zavedené matema-
ticky model a poskytnuté jeho odévodnenie), ,dovodenie konkrétnym pripadom*
(obmedzené na konkrétne hodnoty) a ,vseobecné odévodnenie” (nie nevyhnutne
deduktivne dévodenie). Okrem toho analyza skiimala rézne typy pouzitych repre-
zentacii vratane verbalnych, numerickych, grafickych, manipulativnych, tabuliek
a kombinacie viacerych foriem.

Vysledky

V oboch skupinach dominovalo dovodenie konkrétnym pripadom, pricom len tri
pripady (2 CZ a 1 SK) uviedli vseobecné odévodnenie. V jednej z priprav sme
identifikovali najskor odovodnenie konkrétnym pripadom a nasledne wvseobecné
odovodnenie, co sme chapali ako dobri pedagogicki prax (obr. 1). V skupine CZ
studentstva prevazovali tabulky (¢o sme vzhladom na Specifickost témy povazo-
vali za ziadtce), v SK skupine prevazovali grafické reprezentacie.

Sumar spolo¢nych znakov v skiimaych skupinach je v tabulke 1:

Matematizacia bola identifikovana v 4 pripadoch (2 SK a 2 CZ), ale v oboch
pripadoch bez odévodnenia. Vo vsetkych pripadoch studentstvo priamo apliko-
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Obrazok 1: Graficka reprezentacia, od konkrétneho ku vseobecnému
(tzv. genericky obrazok)

AN

Tabulka 1: Sumar spolo¢nych znakov priprav studentstva SK a CZ

Pocetnosti Typ dovodenia Pouzita reprezen- | Pouzité zdroje
tacia
Vo vsetkych prip- | Dévodenie kon- | Tabulka, obrazok | Online, ucebnice
ravach krétnym pripadom
2 CZ,18SK Vseobecné odévod- | Genericky obrazok | Online
nenie
2 CZ, 2 SK Matematizacia bez | Symboly (priamo | Online
oddvodnenia pouzitie vzorcov)

valo vzorec na riesenie daného problému. Preco zvoleny vzorec vedie k rieseniu
a ¢o symboly v nom znamenaji, nebolo vysvetlené.

Rozdiely boli identifikované aj v ramci expozicnej casti pripravy na vyuco-
vaciu hodinu, kde boli v zasade uvedené odvodenia algoritmov pre pocitanie
(Specidlne aritmetika zlomkov a desatinnych ¢isel), alebo vztahov pre vypocet
obsahov rovinnych dtvarov (trojuholnik, lichobeznik, rovnobeznik), pripadne pre
odvodenie vztahov pre vypocty v rdmci témy z finanénej matematiky (vid aj
tabulku 2).

Tabulka 2: Odlisnosti medzi SK a CZ skupinou

Expozi¢na cast Reprezentacie Téma/oblast

SK | Odvodenie algoritmov | Graficka, symbolicka | Aritmetika
Odvodenie vzorcov Graficka, symbolickd | Geometria

CZ | Odvodenie vztahov Symbolickd, tabulkou | Finan¢na matematika

Uvedené odovodnenie bolo vo vSetkych pripadoch dévodenie konkrétnym pri-
padom a v 3 pripadoch sme identifikovali pouzitie kombinacie viacerych foriem
a reprezentacii (napr. v téme desatinné ¢islo studentka zacala grafickym znézor-
nenim desatinného ¢isla, pokracovala numerickym znazornenim, pouzitim mani-
pulacie s objektmi smerovala ako mozno dospiet k zaveru, ako suvisi so zlom-
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kami). Vacsina vyuzivala grafické reprezentacie (9 pripadov) a manipuldciu s ob-
jektmi (4 pripady). Niekolko ndpadov bolo nedokoncenych (pozri obrazok 2).

14 cm b A ; N r
o 7 - .
19cm

Obrazok 2: Nedokonc¢ena ivaha o rieseni alebo vzorci

Co sa tyka ¢asti pripravy na hodinu, ktora bola zamerand na precvicenie
a upevnenie uciva, medzi SK a CZ skupinou boli idenfikované silnejsie rozdiely,
¢o mohlo byt sposobené aj vyssou variabilitou tém v SK skupine.

Prekvapivé bolo, ze v SK skupine len traja zo Sestnastich pouzili tlohy na do-
vodenie v takom zmysle, ako to chapeme my. Tieto tlohy boli inspirované alebo
priamo prevzaté z online cvicebnice zameranej na argumentdciu (Kohanové et
al., 2023, 2024). Vo vSetkych (Sestnastich) SK planoch vyucovacich hodin boli
identifikované grafické reprezentacie, len v 3 z nich bolo pozorované prepojenie
viacerych reprezentacii istého javu. Pri odvodzovani postupov studentstvo vyuzi-
valo najmé vizualizdciu. Takmer vSetko Studentstvo (okrem jedného) pracovalo
iba so Specifickymi pripadmi (¢i uz ako dévodenie v konkrétnom pripade, alebo
ukazka v konkrétnom texte, situdacii).

Tiez nebola identifikovana gradacia naroc¢nosti iiloh na dévodenie naprie¢ roc-
nikmi. Vacsina ucitelstva identifikovala mozné miskoncepcie a problémy, ktoré
by mohli vzniknut, a poskytla navrh, ako ich riesit. Poskytnuté navrhy boli kon-
krétne len v 4 pripadoch, vSetky ostatné boli vidgne (napr. pokisim sa im po-
moct).

V ceskej skupine ucitelstva, v dvanastich pripadoch sme identifikovali na-
znaky riesenia tulohy a odvodenie vzorca pomocou tabulky. Mozeme to chapat
ako odovodnenie v konkrétnom pripade a tcel odovodnenia ako vysvetlif, resp.
objasnit, ako a preco odvodeny vzorec funguje. V dvoch pripadoch sme nasli vzo-
rec bez akéhokolvek zdovodnenia a len jeho uvedenie a priame pouzitie pri rieseni.
Takéto zistenia boli zakédované ako odvolanie sa na autoritu, pretoze prevzali
vzorec z ucebnice alebo inych uc¢ebnych zdrojov a pouzili ho v konkrétnej situa-
cii. V piatich pripadoch sme identifikovali oddévodnenie konkrétnym pripadom,
v dvoch pripadoch vseobecné odovodnenie. V tejto skupine bola najpouzivanejsia
tabulka, v niekolkych pripadoch aj s vysvetlenim (pozri obrazok 3). Studentstvo
v CZ skupine nenavrhlo, ako pomoéct slabsim ziakom pri problémoch. Podobne
ako v slovenskej skupine sa sporadicky nasiel naznak vseobecnej inferencie.
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Obrazok 3: Priklad pouzitej tabulky s komentarmi

Identifikovali sme tiez variabilitu pristupov: niektori zo studentstva boli krea-
tivnejsi a zaujimali sa o aktivity a poskytovali niekolko roznych dloh a pouzivali
rozne sposoby uvazovania.

Zaver

Nase zistenia naznacuju, ze aj ked studentstvo pozna koncepty dévodenia a do-
kazovania, ich plany vyucovacich hodin sa vo velkej miere zameriavaju na pro-
ceduralne pristupy. Maju tendenciu sa vo velkej miere spoliehat na pracu s kon-
krétnymi pripadmi, alebo vyuzivaju proceduralne pristupy. Napriek absolvovaniu
kurzov vyssej matematiky celi Studentstvo v oboch skupinach vyzvam, ktoré su-
visia s efektivnym zaclenovanim dévodenia a dokazovania do vlastnych planov
vyucovacich hodin. Déraz na Specifické pripady, skér nez podpora vseobecného
dovodenia, zvyraznuje priepast medzi teoretickymi vedomostami a aplikaciou
v triede. Tato medzera naznacuje nesilad medzi tedériou a praxou. RieSenie tohto
problému si bude vyzadovat vacsie zameranie na to, ako mozno dévodenie a do-
kazovanie zmysluplne integrovat do kazdodennej vyucovacej praxe, pricom sa
zabezpedi, ze studentstvo bude vybavené nielen technickymi matematickymi zna-
lostami a zrucnostami, ale aj pedagogickymi zruc¢nostami potrebnymi na ulahce-
nie ucenia prostrednictvom dovodenia a dokazovania.

Vyskum naznacuje, ze je potrebné dalsie vzdelavanie, ktoré pomdze Student-
stvu navrhnut plany vyucovacich hodin podporujtucich dévodenie a dokazovanie,
najmé prostrednictvom (re)dizajnu tiloh a pouzivania viacerych reprezentacii.
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Matematika, povinny predmeét na Agronomické
fakulté Mendelu Brno. Jsou na ni studenti
pripraveni?

RADKA SMYKALOVA!

Matematika se na vysokych skoldach vyucuje bézne, prestozZe na proni pohled s né-
kterymi studijnimi programy nemusi souviset. Nejinak je tomu i na Agronomické
fakulte Mendelu u vetsiny studijnich programi. Co si o tom mysli studenti? Jak
se k tomu stavi sami vyucujici? Cldnek cdstecné na otdzky odpovi diky zpétné
anonymni evaluaci studenti a ndzorum a zkuSenostem kolegi v akademickém
roce 2023/24.

Pred nastupem do studia

Nékteri studenti se pro vybér studijniho programu rozhoduji pouze podle nazvu,
jedna pétina dotazanych studenti prvniho ro¢niku akademického roku 2023/24
nevédéla o pritomnosti matematiky pred samotnym nastupem na univerzitu.
Informovani z velké ¢asti priznavaji, ze je to odrazovalo, nicméné to nevzdali
s védomim, Ze matematice se na jinych studijnich programech stejné nevyhnou.
Obavy zazivali pred zacdtkem semestru témér vsichni. 65 % respondenti navic
uvadi, ze zna pripadné zajemce o studium, které matematika odradila, polovina
z nich jich zna nékolik.

PotFebné znalosti ze SS

Zakladni deskou pro vystavbu samotné vysokoskolské matematiky (elementérni
funkce, diferencialni pocet, integralni pocet, linearni algebra a zaklady numeric-
kych metod) jsou témata jako prace s Ciselnymi zlomky, poc¢itani s mocninami
a odmocninami, Upravy vyrazi, linearni a kvadratické rovnice a nerovnice, za-
kladni elementarni funkce a vektory. Gymnazistim znalosti stacily. Z ostatnich
skol prevazuji nazory, ze snad danou latku nikdy nevidéli. Nejvétsim kamenem
urazu pro vsechny byly funkce. Mnozi studenti si téz stézovali, ze vyucujici na
stredni skole se zajimali pouze o maturanty.

! Mendelova univerzita v Brné, Lesnickd a dfevaiskd fakulta; smyky@seznam.cz
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Pohled ze strany prednasejici a cvicicich

S kolegynémi jsme otevrely jesté jednu dilezitou otazku, ktera probirané prevy-
suje, a to: ,,Jsou studenti obecné pripraveni na vzdélavani na univerzite?

Nékteri studenti méli relativné dobré znalosti, jini na tom byli htite. Védomosti
ze 7S, SS ovsem nepovazujeme za néjaky zasadni problém vzhledem k tomu, Ze
vyuzivame znacné omezeny rozsah nékolika témat, ktera by se pomérné snadno
mohla doplnit. Navic vSe potfebné jim alespon castecné zopakujeme.

Jedna kolegyné je presvédcena o tom, ze mnohym studenttim chybi zakladni
vlastnosti, které jsou predpokladem uspésného zvladnuti studia, jmenovité: sou-
stredénost, vydrz, peclivost, trpélivost, pile, schopnost sebezapreni. Druha kole-
gyné dava za vinu tempo vyuky. Studentiim totiz nedochézi, Ze na vysoké skole
vyuka probiha jinak.

Jelikoz je matematika vypisovana v prvnim semestru vyuky, vnucuje se jesté
jedna domnénka. Student jiz zodpovida sam za sebe, ovsem casto tuhle skutec-
nost nezvladne a jistou svobodu si plete s podporovanym nicnedélanim. A za
jeden ze zasadnich divodi, proc¢ je to s tou matematikou praveé takové, povazuji
jisty vnitini blok, ktery u vétsiny studentii citime. Pomyslna hradba mezi nami,
neustala nedivéra v dobry konec.

Vyuka

Nesmirné dulezité je ujistit posluchace o tom, ze nedéldme z matematiky ten
jejich dosavadnich znalosti.

Veskeré dostupné materialy na webovych strankach https://user mende
lu.cz/smykalov/ jsou dostacujici. V prvnich dvou tydnech se vénujeme tzv.
opakovani ze stredni skoly, déle se k nému vracime béhem semestru pokazdé, kdyz
to predpoklad nové latky vyzaduje. Témér poloviné studenti dané opakovani
béhem vyuky stacilo. Béhem studia dale nabizime podptirny volitelny predmét
Seminar z matematiky, ktery cilené slouzi k opakovani stfedoskolské latky. Pred
samotnymi zapoctovymi testy i zkouskou organizujeme hromadné konzultace.
Ke zkousce méa student téz moznost ziskat bonusové body dochazkou na cviceni,
dobrym vysledkem zapoctovych testti nebo vyresenim dobrovolnych domacich
ukoli.

Chovani a pristup vyucujicich jsou téz nesmirné dalezité. Zadnou otézku ne-
povazujeme za hloupou. S dovolenim oslovuji studenty krestnim jménem, oni se
pak neciti byt pouhym ¢islem v seznamu a atmosféra je zase o néco lepsi.
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Uspésnost
Ze 182 studenti, kteri postoupili do druhého semestru, bylo 125 tispésnych v obou
predmétech MATM, MATM I (rozdéleno podle studijnich programi).

Predmét MATM povazovalo za prinosny 51 %, 94 % z nich povazovalo predmét
za dostateéné zajistény studijnimi materidly a na Skale od 1 do 6 bylo 55 %
maximalné spokojeno s globalni organizaci a zabezpecenim predmétu.

MATM I povazovalo za prinosny 61 %, 97 % z nich povazovalo predmét za
dostatecné zajistény studijnimi materidly a na Skale od 1 do 6 bylo celkem 51 %
maximalné spokojeno s globalni organizaci a zabezpecenim predmeétu.

Bez ohledu na tspésnost témeér vsichni studenti odlisili predmét samotny od
nas vyucujicich. Matematika je a bude pro mnohé stale no¢ni mirou, nicméné
nemalo studentt priznalo, Ze je to s nami bavilo (a néktef se ptiznali, ze je bavila
i samotnd matematika), staly jsme se s kolegynémi motivaci pro dalsi studium.

Zaver

Prostoru k aplikacim moc neni. I to bylo jednim z témat v evaluacich po skonceni
predmeétu. Slovné ve vyuce komentujeme, kde se dand témata vyuzivaji a typické
priklady jsou ve vyukovych materidlech celého Ustavu matematiky. Aktualnim

cilem je najit pro vsechny studijni programy s povinnou matematikou aspon
jednu aplikaci k danym témattim. To je pro né velkou motivaci.
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Dikaz v 21. stoleti ve svété vyucovani
matematice, ale i kolem nas

ALENA SoLcovAl

Uvodem

Myglenka matematického dikazu mé své poéatky ve starém Recku. MuZeme
se zminit o Thaletovi z Milétu (6. st. pt. n. 1.), ktery je spojovan s nejstarsim
matematickym dukazem. Eukleidovy Zdklady geometrie (3. st. pr. n. 1.) po-
vazujeme za vrchol tohoto obdobi. Najdeme v nich i neprimé diikazy. Teprve
v 17. a 18. stoleti se matematika navraci k ovérovani platnosti svych tvrzeni.
V 19. a 20. stoleti matematici prispivaji k zpresnovani zakladi a navratu k axio-
matickym metodam.

Pohled zpét

Jak vime, staii Rekové prevzali znalosti a dovednosti od Egyptantl a Babylonant.
Pro né byla matematika uzitecnym nastrojem, jak resit praktické aplikace. Pro
Reky se ale matematika stala jistéjsi cestou k nalezeni platnych tvrzeni — zpiso-
bem mysleni. Rekové transformovali matematiku do logické metody pohledu na
rozhodnout, co mize nastat, nebo co nastat nemtze. Transformovali tak mate-
matiku od experimentalni védy k intelektudlni. Povazovali matematické vyroky
za logicka tvrzeni.

Navrat k myslenkam starého Recka

Deduktivni metody byly opét uzivany v 17. a 18. stoleti zaroven s pocatky infi-
nitesimalniho poctu a studiem spojitych funkci. V 18. a 19. stoleti se matematici
soustfedili na zkouméni vlastnosti v diferencidlnim a integralnim poctu, véno-
vali se objevu neeukleidovské geometrie. Od poloviny 18. stoleti se matematika
postupné stavala propracovanéjsi a abstraktnéjsi. Presnéjsi formalni strukturu
nasla v metodach dikaz.

I Ceské vysoké uceni technické v Praze, Fakulta informa¢nich technologif; alena.solcova@fit.cvut.cz
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Rekové a vznik dukazu

I kdyz vice starovékych civilizaci uzivalo matematiku, byli to Rekové, kteff zmé-
nili pohled na védu, a zvlasté na matematiku. Poc¢atek mutzeme spojit s dobou,
kdy se i6nsti Rekové zacali zabyvat hleddnim 0dpoved1 na otdzky vesmiru. Re-
kové, znami jako I6nové, emigrovali z pevninského Recka okolo roku 1000 pf. n. 1.
na vychod od ptivodni Iénie a usadili se napt. na ostrovech Lesbos nebo Samos
a na pobrezi Malé Asii (napt. mésta Milétos, Smyrna).

Thalés z Milétu a nejstarsi znamy dukaz

Thalés z Milétu (634-548 pr. n. 1.) se jako jeden z prvnich, pokud vime, vénoval
matematice a je respektovan za své objevy. Jeho rané prispévky byly v ion-
ské spolecnosti uzivané predevsim v astronomii a namorni navigaci. Zalozil také
v feckém Milétu skolu. Milétos bylo obchodni mésto na zapadnim pobrezi Malé
Asie, které obchodovalo se starsimi civilizacemi Egypta a Babylénie. Thalés byl
povazovan posledni generaci taméjsich Rekii za jednoho ze ,,sedmi mudrci“. Jeho
nejvétsim prispévkem k matematice bylo uziti deduktivniho uvazovani k nalézani
novych matematickych pravdivych tvrzeni. Za nejstarsi diikaz v historii mate-
matiky je povazovan Thaletiiv dtikaz, ze primér kruhu rozdéluje kruh na dveé
stejné Gasti.

Pythagorejci a odmocnina ze dvou

Jednim z nejznaméjsich dikazi, ktery pochazi z antiky, je slavna Pythagorova
véta (PV). Setkavaji se s ni vSechny skolni déti dodnes. Nebyla pravdépodobné
dokazana primo Pythagorem. Dnes je znamo vice nez 300 dikazi PV. Dalsi
anticky dukaz je pripisovan pythagorejci Hippasovi z Metapontu (cca 5. stoleti
pi. n. 1.). Dokazuje, Ze v/2 je iracionalni ¢islo. Nepifmy dikaz!

Eukleidovy Zaklady — Stoicheia

Eukleidovo dilo ukazuje nékteré z nejstarsich znamych uziti matematickych di-
kaz, které se uzivaji vice nez 2000 let, napi. dikaz, ze: ,,Prvocisel je nekonecné
mnoho.” Eukleidés také vytvoril zaklad pro budouci matematiku usporadanim
tehdy znamych matematickych poznatkl na definice, predpoklady — vyroky a po-
stulaty — tvrzeni, tzv. véty. Své Zaklady zahajil s 23 definicemi, zalozenymi na
vlastnostech car, primek bodi a kruznic ... s 10 vyroky a 5 postulaty. Postulaty
jsou znamé axiomy eukleidovské geometrie a deduktivnimi postupy — uvazovanim
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z nich mizeme odvodit dalsi tvrzeni — véty. Eukleidovy metody diikazu se staly
znamymi jako ,,axiomatickd metoda®.

Pokles irovné recké matematiky

Apollonios z Pergy (cca 3. stol. pf. n. l.) je povazovan za posledniho feckého
matematika. Jeho prace o kuzeloseckach inspirovala René Descarta v 17. sto-
leti. V historii matematiky je mnoho tivah, proc¢ doslo k poklesu trovné recké
matematiky — jsou politické i socidlni. K dpadku dochazelo také proto, ze Re-
kové nevytvareli symboliku potiebnou v algebfe. Rekové popisovali myslenkovy
postup diikazti verbalné a geometrickymi konstrukcemi.

Renesance recké matematiky a intuice v 17. a 18. stoleti

Dalsi dilezity vivojovy krok po antickém Recku piichazi v 17. stolet{ a je spojo-
van s matematiky, jako jsou Marin Mersenne, René Descartes, Pierre de Fermat
a téz Isaac Newton. Stoleti, ktera nasledovala po reckém obdobi, znamenala pro
teorii diikazu malo, i kdyz aritmetika a algebra rozkvétala mezi indickymi a arab-
skymi matematiky, rigorézni diikaz nebyl toho dusledkem.

Oziveni dikazt

Obdobi renesance znamenalo konec tzv. ,,doby temna“ a pocatek novych objevii
ve védé. Bylo treba zkoumat jejich platnost a hledat nové metody dikazi plat-
nosti tvrzeni. Poprvé od starych Rekt lidé hledali znalosti kviili samotnym zna-

lostem. V Evropé ozil tento zajem predevsim diky vysledkiim Johanna Keplera
(1571-1630) a jeho metodam a zpusobu vykladu.

Potrebny vyvoj symboliky

S velkym pranim ziskat nové vysledky vznikla i potifeba vytvorit symboly a cely
symbolicky systém, ktery by ucinil vypocty jednodussi a prijemnéjsi. Pouziti
nové symboliky vedlo k mnoha tspésnym vysledkiim v algebfe a infinitezimal-
nfm poc¢tu. Rada tspésnych symboli byla zavedena francouzskym matematikem
Frangoisem Viétou (1540-1603). Symboly se staly podstatnou a uzite¢nou ¢asti
matematickych dikazi. Je to dilezity nastroj nejen pro diikaz, ale také pro vy-
klad a objevy v matematice.
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Priklad 1

(z —a)(x —b)(x —c) =2° — (a+ b+ c)ax* + (ab + ac + bc)x — abe

S podporou symbolického zapisu mohli matematici 17. a 18. stoleti objevit
vztah mezi koteny a koeficienty polynomické rovnice libovolného stupné. 7 této
rovnosti mizeme napr. odvodit, Ze rovnice tfetiho stupné ma tii koreny. Tento
vysledek odvodil Albert Girard v roce 1629 a vyslovil, Ze rovnice n-tého stupné
ma prave n korenti. Stalo se to pak zakladem k uvazovani Carla Friedricha Gausse
na prelomu 18. a 19. stoleti.

Priklad 2

Vychodisko: Potirebujeme si uvédomit predpoklady a znat cil: Co chceme doka-
zat? Jaké mame nastroje na ZS nebo SS?

Co vime a co chceme proveérit a co k dikazu pouzit? ,, Vime,“ tedy zname
druhé mocniny piirozenych &sel: 1,4, 9, 16, 25, ..., (n—1)%, n?,... . Zajim4 nds
vztah mezi druhymi mocninami prirozenych ¢isel. Jaky je nas cil: Prozkoumat,
jaké jsou mezi nimi rozdily.

Nezname je, ale miizeme jich nékolik zjistit: Poc¢itejme konkrétné rozdily mezi
po sobé ndsledujicimi mocninami: 3, 5, 7, 9, ..., a obecnd, n? — (n — 1)%. Ted si
uvédomime, Ze zname nastroj, jak pokracovat, tj. vzorec a®> —b=(a +b) - (a — b).

Ajsmeucile (n+n—1)-(n—n+1) =2n—1, coz jsou vzdy licha ¢isla vétsi
nebo rovna trem.

Zavér: Zjistili jsme, ze rozdily mezi druhymi mocninami po sobé néasledujicich
prirozenych ¢isel jsou vzdy liché.

Matematika 19. stoleti — Navrat ke snaham o presnost v sa-
motnych zakladech matematiky

Nejvétsi zmény od doby Eukleida prineslo 19. stoleti. Napr. v iivahach Bernarda
Bolzana: Prispévky ke zdivodnénéjsimu vykladu matematiky (1810).
V 19. stoleti matematici zkoumali moznosti jinych nez eukleidovskych geometrii,
napr. Bernard Riemann , rozvijeli se abstraktni algebry a teorie ¢isel, vznikla teo-
rie mnozin — Georg Cantor (inspirace Bernardem Bolzanem). Na konci 19. stol.
se matematici zabyvali abstraktnimi strukturami bez vztahu ke kazdodennim
potiebam.
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Metoda matematické indukce

Netplna indukce slouzi k odvozovani hypotéz, nikoliv dikaztm. (I mistr tesar
se nékdy utne, napr. Leonhard Euler predpokladal prvociselnost mnohoclenu
2 +x+41). Uplnd matematicks indukee slouzi k diikaztim na dobfe uspofadanych
mnozindch (napt. prirozend ¢isla). Ma tyto kroky: 1. Dokézeme vlastnost pro
nejmensi prvek. 2. Predpokladame, ze vlastnost plati pro k, a dokazeme pro
(k+1).

Zavér: Pokud jsou splnény oba kroky, vlastnost plati pro vsSechny prvky
mnoziny. Viz Maurolico (1494-1575), August de Morgan (1806—1871), Giuseppe
Peano (1858-1932).

Dukazy ve 20. stoleti

Na pocatku 20. stoleti byla axiomaticka metoda pouzivana v mnoha oblastech
matematiky. Napr. v algebre mezi lety 1904 a 1914 byly vydany zakladni prace od
teorie grup k teorii okruhii. V analyze lze najit axiomatické formulace ve funkcio-
nalnich prostorech (1906), obecné analyze, Banachovych prostorech (1922), Hil-
bertovych prostorech (1929) a Hausdoffovych topologickych prostorech (1914).
Geometrie byla ovlivnéna predevsim Hilbertovymi Zdklady geometrie (1899).
Teorie mnozin byla axiomatizovana Zermelem (1908) a systém byl zdokonalen
Fraenkelem (1921), von Neumannem (1925), ale predevsim v Russelové a Whi-
teheadové dile Principia Mathematica (1910-1913). Bourbakisté se pak veé-
novali peclivé jednotlivym oblastem.

Cas po¢itact a podpora diukazi vypocetni technikou — na
cesté do 21. stoleti

Problém ctyr barev

Je velmi znamy dikaz spojovany s vyuzitim pocitace z roku 1976. Problém byl
vsak formulovan v roce 1850 jako hypotéza, ze k obarveni rovinné mapy nebo
koule stac¢i 4 barvy s tim, Ze se stejné barvy na zadné hranici nesetkaji. Au-

tory dikazu jsou Kenneth Appel (1932-2013) a Wolfgang Haken (1928-2022)
z University of Illinois, kteri analyzovali problém s podporou pocitace.

Velka Fermatova véta

Andrew Wiles (*1953) ji dokazal v roce 1996. V roce 2017 ziskal za své vysledky
Abelovu cenu.
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Keplerova hypotéza z roku 1611

Jde o 18. Hilberttiiv problém pro 20. stoleti, ktery byl dokézan. Diikaz byl prijat
v roce 2017. Thomas Hales (*1958) se dikazem zabyval od r. 1998 do roku 2017
a vytvoril projekt Flyspeck — Formal proof of Kepler (FPK).

Formulace hypotézy: Zadné usporadani stejné velkych kouli vypliiujicich pro-
stor nema vétsi primeérnou hustotu nez kubické tésné usporadani a hexagonalni
tésné usporadani. Hustota téchto usporadani se pohybuje kolem 74,05.

Zavér — Cim je pro nas dikaz dnes? Brousek rozumu?

Je zakladni metodou hledéni pravdivosti tvrzeni. Je zdrojem pouceni — jen nékteré
dikazy jsou edukativni, protoze neukazuji metodu. Provadéni dikazt kultivuje
presnost mysleni. Konkrétni dikazy vét mohou byt poucné, mohou inspirovat
k dalsim poznatkim. Rostouci komunita matematikii, spolupracujici s pocitaco-
vymi védci, navrhuje systémy, které umoznuji strojové ovérovani ditkazi.

Piiklady: Pythagorova véta, algebraické identity, 2> + = + 41, mocniny po
sobé jdouci — jejich rozdil je posloupnost lichych ¢isel.

Vybrana literatura

[1] KLiNe, M. (1980). Mathematics: The loss of certainty. Oxford University
Press.
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Rozvoj matematického mysleni a dovednosti
u nadanych zakt zakladni skoly

JANA VESELAKOVA!, PETRA ANTOSOVA?Z

Prispévek prezentuje prubeh projektu Rozvoj matematického mysSleni a doved-
nosti u nadanych zakt v matematice prostfednictvim rozvojovych a obohacuji-
cich aktivit realizovaného v pribéhu roku 2024, ktery byl podporen Ministerstvem
skolstvi, mlddeze a télovijchovy Ceské republiky. Soucdsti prispévku je rovné? pred-
staveni metodiky Rozvoj matematickych schopnosti a mysleni u nadanych zaki
6. a 7. rocniku zakladni skoly, konkrétne sbirky nestandardnich wloh pro nadané
zaky, kterda v rdmci projektu vznikla. Sbirka byla navrZena tak, aby podporovala
rozvoj matematickych schopnosti Zaku 6. a 7. rocniku zdkladnich skol, a to jak
v teoretické, tak i praktické roviné. Do projektu byly zapojeny ctyri akademicky —
Petra Antosovd, Irena Budinovd, Jitka Pandcovd a Jana Veseldkovd, vsechny
pusobici na Katedre matematiky Pedagogické fakulty Masarykovy univerzity.

Cile metodického materialu

Hlavnim cilem pripravovaného metodického materidlu bylo vytvorit komplexni
soubor riznych nestandardnich tloh, které jsou vhodné pro nadané zaky a zaky
se zajmem o matematiku. Tento soubor ma umoznit uciteliim snadny vybér tiloh
odpovidajicich potrebam jejich zakt. I kdyz je dnes k dispozici pomérné velké
mnozstvi kvalitnich navrhi dloh pro nadané zaky, uvédomujeme si, ze ucitelé,
kteri pracuji s témito zaky, casto potrebuji mit vSechny tlohy prehledné soustte-
déné na jednom misté, aniz by museli prochazet rizné zdroje a vyhodnocovat
vhodnost ¢i spravnost tloh. Nasim zamérem je tedy ucitelim usnadnit praci
a umoznit jim efektivnéji vyuzit cas, ktery by jinak stravili hledanim tloh v Si-
roké nabidce riznych materiali. I kdyz si uvédomujeme, ze kazdy nadany zak je
jedinecny a vyzaduje individualni pristup a vybér tloh, vérime, ze tato metodika
muze ucitelim vyrazné usnadnit jejich praci.

Pro kazdé z nasich setkani se zaky ze tridy s rozsitenou vyukou matematiky
z brnénské zdkladni skoly, kterych probéhlo celkem 24 (12 setkani v druhém
pololeti se zaky Sestého ro¢niku a 12 setkani v prvnim pololeti se stejnymi zaky
sedmého ro¢niku), jsme pripravily jeden pracovni list, ktery obsahuje 4 az 5 tloh.
V tvodni fazi realizace bylo nezbytné zjistit, jaké tlohy jsou pro nasi skupinu zaki
nejvhodnéjsi, které typy uloh jiz zaci znaji z rozsitrené vyuky matematiky a které
jsou pro né nové a motivacni. Na zdkladé téchto zjisténi jsme nasledné vybraly

I Masarykova univerzita, Pedagogicka fakulta; veselakova@ped.muni.cz
2 Masarykova univerzita, Pedagogicks fakulta; antosova@ped.muni.cz
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nékolik matematickych okruht (respektive konkrétnich typt tloh), u nichz jsme
chtély sledovat rozvoj dovednosti a schopnosti zaki pti jejich feseni. Zaroven jsme
se vsak snazily neodhalit zaktim naSe konkrétni cile, abychom tim neovlivnily
jejich pristup k tloham. Proto jsme v pracovnich listech opakované pouzivaly
urcité typy uloh v gradované posloupnosti, zatimco jiné tulohy jsme volily tak,
aby vhodné doplnily pracovni list a nabidly zaktim nové vyzvy.

Abychom ucitelim poskytly alespon orientacni predstavu o narocnosti jed-
notlivych tloh, uvadime u kazdé tlohy procentualni tspéSnost zakil pri jejim
reseni. Jsme si védomy, ze nas vzorek zaku byl omezeny (zaka bylo 20), a proto
nemame v umyslu tuto tspésnost zobecnovat. Presto vsak povazujeme za uzi-
teéné, kdyz ucitelé mohou vidét, jak si zaci konkrétni skupiny poradili s danymi
ulohami. Nékdy nas samotné ptrekvapilo, ze uloha, kterou jsme povazovaly za
naroc¢nou, zakim necinila vétsi problémy, zatimco u zdanlivé jednodussich tloh
casto selhavali, a to bud kvili neznalosti, jak tlohu vytesit, nesystematickému
pristupu nebo netrpélivosti pri hledani vsech teseni. U kazdé tlohy jsme také
analyzovaly dvé nejbéznéjsi resitelské strategie. Nékdy se nam toto vyhodnoceni
nedarilo, protoze zaci Casto odmitali popsat sviij postup nebo nevédéli, jak své
myslenky spravné zaznamenat. V jinych ptripadech jsme ale narazily na velmi
zajimavé zpusoby TeSeni, at uz strategii aritmetickou, nebo metodou ftizeného
experimentu.

Pribéh projektu

Jak jiz bylo zminéno, cely projekt probihal v pribéhu roku 2024. V rdmci tohoto
projektu jsme po cely rok pracovaly s jednou skupinou zaki, konkrétné s zaky
6. ro¢niku, kteri se od zari stali zaky 7. roéniku zakladni skoly. Abychom zajistily
dostatecné pocetnou skupinu nadanych zaki, obratily jsme se na brnénskou za-
kladni skolu, kterd nabizi zakiim moznost navstévovat tridu s rozsitenou vyukou
matematiky. V priibéhu roku probéhlo s zaky celkem 24 setkani. Kazdé setkani
meélo stanovenou délku dvou vyucovacich hodin a jasné definovanou strukturu.
V prvni casti setkani byly zaktim rozdany pracovni listy, které nasledné samo-
statné vypracovavali. Po prvni ¢asti nasledovala kratka prestavka, béhem niz méli
zaci moznost si odpocinout. Presto jsme se snazily prestavku co nejdrive ukon-
¢it, aby zaci neztratili koncentraci a zajem o reSeni matematickych problém.
Po prestavce jsme spolecné s zaky postupné vyresili vSechny tulohy z pracovnich
list1, pricemz jsme kladly diraz na zaznamenavani riznych resitelskych strategii
na tabuli, zaci ndm je ochotné sdélovali. V druhé casti setkani jiz zaci neméli
moznost zapisovat své poznatky primo do pracovnich listii, které jsme na zaveér
setkani shiraly a nasledné analyzovaly jejich Teseni a tspéSnost pri feseni tloh.
Dalsi tyden jsme zakim jejich pracovni listy vratily, a ti si je pod vedenim pani
ucitelky pravidelné zakladali do svého portfolia. Abychom byly schopny efektivné
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pracovat s dvaceti¢lennou skupinou nadanych zaki a dostatecné se jim vénovat,
vzdy se setkani ucastnily dvé akademicky.

Struktura metodiky

V metodice je na zacatku predstaven teoreticky zaklad tykajici se vzdélavani na-
danych zakt, ktery poskytuje ramec pro pochopeni specifik a potieb této skupiny
zaki. Uvodni teoreticky zdklad se zam&Fuje na kli¢ové pifstupy ve vzdélavani na-
danych zaki, nasledovany je podrobnym popisem realizace projektu. Dale jsou
v metodice predstaveny jednotlivé strategie, jako je Tizeny a nerizeny experi-
ment, strategie aritmetickd a algebraicka. Soucasti metodiky jsou také pracovni
listy s ukazkami tloh, které mohou ucitelé vyuzit pri praci s zaky. Dale jsou
uvedena autorska reseni, kterd ilustruji aritmetické reseni, nebot jsou ulohy za-
méreny prevazné pro zaky 6. a 7. tfid zakladni skoly, kteri dlohy povétsinou
algebraicky nefesi. V metodice je také uvedena procentualni tispésnost jednotli-
vych tloh a dvé nejcastéji volené strategie zaktl, coz poskytuje cenné tdaje pro
dalsi analyzu.

Zavér

V priubéhu projektu jsme se setkaly také s nékterymi problémy, nejvyraznéjsi
z nich se tykal nacasovani — krouzek probihal po vyucovani, coz vedlo k tomu, ze
mnozi zaci byli jiz unaveni z celodenniho skolniho programu. Tento faktor mél
vliv na jejich koncentraci a energii pri feseni tloh a naslednou prezentaci riznych
strategii reseni dloh.

Projekt prinesl spoustu cennych zkusSenosti. Silnou strankou projektu bylo
zapojeni nadanych zaki do reseni matematickych tloh, sledovani jejich pristupt
k Tfeseni uloh a posilovani jejich metakognitivnich dovednosti. Vysledky zakt byly
systematicky zaznamenavany a zpracovany do metodiky, kterd muze poslouzit
dalsim uéitelim pracujicim s nadanymi zaky v obdobnych roénicich.

Dotaznikové Settreni, které bylo provedeno na konci projektu, prineslo pre-
vazné pozitivni zpétnou vazbu. Zaci ocenili vybér tloh, ktery jim umoznil hledat
nestandardni feseni a nasledné je prezentovat spoluzakiim, ¢imz se rozvijely je-
jich matematické dovednosti i schopnost spoluprace. Nékteri zaci dokonce diky
tomuto projektu ziskali vétsi sebevédomi v matematice a rozhodli se uchazet
o studium na viceletych gymnaziich.

Metodiku obsahujici veskeré vytvorené pracovni listy, autorska reseni tloh,
uspésnost zaklt a dvé nejcastéji volené zakovské strategie naleznete na strankach
Katedry matematiky Pedagogické fakulty Masarykovy univerzity: https://ka
tedry.ped.muni.cz/matematika/o-katedre/prace-s-nadanymi-zaky.
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Lizatkové tlohy z Planimetrie

MICHAL ZAMBOJ!

V tomto prispévku naleznete zaddni tzv. lizdatkoviych uloh z Planimetrie. Jedna se
o ulohy, které mohli studenti dobrovolné resit v ramci predmétu Planimetrie na
PedF' UK v zimnim semestru 2024/2025. Jednd se o ilohy ndrocné, proto za né
mohli students ziskat lizatko.

Uvod

Definice 1. Matematickou tulohu nazveme lizatkovou, pokud je za jeji vyreSeni
mozné ziskat lizatko.

Definice 2. Lizatkovou tulohu nazveme lizatkovou tulohou z planimetrie, pokud
ji Tesime v predmétu Planimetrie.

Zadavani a Teseni lizatkovych tloh s sebou nese nékolik dilezitych pravidel:

1. Lizatkové tilohy jsou naroc¢né, protoze kdyby byly jednoduché, studenti by
si pokazili zuby.

2. Na lizatkové tlohy by meélo byt dost ¢asu — idealné tolik, aby byla alespon
mala Sance je vyresit.

3. Pri zadavani lizatkové tlohy je nutné ukézat studentim lizatko a béhem
reseni musi byt lizatko na viditelném misté. Slintajici studenty ze zasady
netrestame.

4. Lizatkové ulohy se maji zadavat tak, aby je nebylo mozné vyresit aktualni
verzi umélé inteligence.

5. Resitel lizatkové tlohy je tGspésny pouze tehdy, kdyz dokaze své Fesent
vysvetlit ostatnim studentiim.

6. Pokud néktery ze studentii souhlasi s nespravnym resenim nebo argumen-
tem, musi pristé prinést vlastni lizatko.

7. Pokud néktery ze studentti spravné vytesi ilohu a obhaji své feseni pred
ostatnimi, dostava lizatko za potlesku zavidéjicich spoluzaki.

Ulohy

V tomto clanku uvedu textova zadani lizatkovych tloh z Planimetrie, zadanych
v zimnim semestru 2024/2025. Ulohy byly zadavany na cvicenich, kterd méla
rozsah 135 minut, ¢imz byla zpravidla splnéna podminka pro alespon malou

! Univerzita Karlova, Pedagogické fakulta; michal.zamboj@pedf.cuni.cz
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sanci ulohu vytesit. Cviceni pro rtizné skupiny probihala ve dvou riznych dnech,
proto jsou nékteré dvojice iloh podobné, ale ne shodné.

Je nutné si uvédomit, ze tyto tlohy byly béhem hodin zadavany slovné a témer
vzdy s vyuzitim nespecifikovanych symbold a obtizné srozumitelnych obrazki.
Zadani bylo mozné v pribéhu hodiny upresnovat na zakladé dotazii. Kazda z tloh
v sobé nese néjaky hlubsi princip — nékdy az prilis hluboky, proto jej nebudu
uvadét.

Resen{ k tlohdm neuvadim, protoze bych cténého &tenéafe piipravil o neko-
necné hodiny zabavy. Pro ty méné odolné uvadim zdroje, kde mohou nalézt reseni
nebo alespon naznaky reseni.

Uloha 1 (Cokokazi¢, (Bogomolny, 2025)).
Miuzeme jist jen ¢tverecky z tabulkové cokolady. Kolik ctvereckt znicime (zlo-
mime), kdyz obdélnikovou ¢okoladu prelomime po jeji diagonéle?

~

N

N\

AN

N

AN

Obrazek 1

Komentar: Myslenka Teseni této tlohy stoji na vyuziti nejvétsiho spoleéného
délitele. V tomto pripadé se vsak vyucujici o lizatko s nikym nepodélil.

Uloha 2 (Cokolada v batohu, (Weisstein, 2025)).

Dal jsem si zabalenou ¢okolddu do batohu (mezi pendl, ¢estinu a boty) a cestou
do skoly se mi nékolikrat zlomila (v autobuse, metru, pii skdkani ze schodu).
Kolik nejvice dilkt ¢okolady jsem mohl ziskat po n zlomenich?

\/

9\
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Obrazek 2

Komentar: Jde o klasickou tlohu na déleni itvaru a pouziti matematické in-
dukce. Po n krocich ubylo jedno lizatko.
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Uloha 3 (Suseni pradla — Italové, (Wikipedia, 2025a)).
Atmosféra: Italie, 18. stoleti. Italové stavéli domy a vyslo to tak, Zze mezi nimi
vzniklo atrium ve tvaru trojuhelnika. To nevadi. Zcela jisté jim to nebrani v jejich

vvvvvv

snuru, a tak hledaji co nejkratsi propojeni vsech tii zdi (na stranédch trojtihelnika).

Obrazek 3

Komentar: Jde o Fagnanovu ulohu. Pro feseni je vhodné si uvédomit princip
hledani nejkratsi spojnice, naptiklad pomoci Fejérova feseni. Lizatko bohuzel
neubylo.

Uloha 4 (Suseni pradla — Francouzi netspésné uci Italy, jak susit pradlo, (Wi-
kipedia, 2025b)).

Atmosféra: Italie, 17. stoleti. Italové stavéli domy a vyslo to tak, Ze mezi nimi
vzniklo atrium ve tvaru trojuhelnika. To nevadi. Zcela jisté jim to nebrani v je-
kou sniru. Francouzi jim poradili, at si daji doprostted kil a Sntirou s nim spoji
vsechny vrcholy trojuhelnika. Akorat uz jim nerekli, jak najit misto pro ten kul.

Obrazek 4

Komentar: Hleda se Fermattv—Torricelliho bod. Oblibené feseni vyuziva Napo-
leonovy trojihelniky. Ani ve francouzské verzi se vSak lizatko nepodarilo nikomu
ziskat.

Uloha 5 (Japonské restaurace — Velky bentobox, (Andreescu & Gelca, 2009)).
V japonské restauraci potiebuji ¢tvercové bentoboxy s alespon Sesti ¢tvercovymi
prihradkami. Zjistéte, zda jich muze byt libovolny pocet (> 6), aby mohli pfi-
pravit menu.
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Obrazek 5

Komentar: Uloha je zamérena na pouziti indukce s netrivialnimi pocateénimi
podminkami. To vSak studenty neodradilo a vyucujici prisel o lizatko.

Uloha 6 (Japonska restaurace — Maly bentobox, (Andreescu & Gelca, 2009)).
V japonské restauraci potirebuji ¢tvercové bentoboxy s ¢tvercovymi prihradkami.
Mohou rozdélit box na pét prihradek?

Komentar: Uloha mifi na opac¢nou stranu nez ta predchozi. Jde o diikazovou
ulohu a vyuziti geometrického usporadani ve ¢tverci. Stav lizatek se nezménil.

Uloha 7 (Vypliiovani — Ctvercové vafle, (Kahle et al., 2020)).
Mame vafli 4 x 4. Kolika nejvice druhy marmelad lze vyplnit ¢tverecky vafle tak,
aby kazda marmelada sousedila s kazdou jinou?

o ©
°

Y
Obrazek 6

Komentar: Jde o konecnou ulohu, kterou lze vytesit vyc¢tem moznosti, avSak je
nutné stanovit minimalni i maximalni podminky. Snédly se vafle i jedno lizatko.

Uloha 8 (Vypliiovani — Trojihelnikovy hotel).
Méame trojuhelnikovy hotel:

Obrazek 7
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Kolik nejvice riznych narodnosti Ize ubytovat do pokoji hotelu tak, aby kazda
narodnost sousedila s kazdou jinou, a zaroven aby ze socializacnich a protihlu-
kovych diavodil nesousedily stejné narodnosti?

Komentar: Jde o podobnou tlohu jako vyse. Avsak tentokrat lizatko neubylo.

Uloha 9 (Postak Karel — Hled4ni posty, (Setzer, 1950)).
Postédk Karel Zije v ¢lenitém terénu a presto rozvazi zasilky do tii okolnich vesnic
na kole. Do Pythagorova jede lesem primou trasou rychlosti 6 km/h. Do Héréno-
vych Lazni jede ptimo rychlosti 10 km/h. Do Apolléniova Héje jede po cyklostezce
piimou trasou rychlosti 15 km /h. Do vsSech tii vesnic mu cesta trva stejné dlouho.
Pythagorovo je od Héronovych Lazni vzdaleno 10km, od Apolléoniova Héje
12 km a Héréonovy Lazné jsou od Apolloniova Héje vzdaleny 10 km. Kdyz se dnes
zastavil na svac¢inu, upadl mu do mapy saldm pravé na misto, kde lezi posta.
Pomozte mu v mapé v méritku 1:100 000 sestrojit misto, kde se posta nachézi.

Komentai: Uloha na mnoziny bodi, konkrétné Apolloniovy kruznice. Je to sice
neuveritelné, ale lizatko bylo dosazeno.

Uloha 10 (Postak Karel — Tii salamy, (Boyd, 2013)).

Postak Karel ma rad salam. Kdyz se vcera zastavil na svacinu, upadl mu do mapy
salam pravé na misto, kde lezi posta. Od dneska proto pracuje na jiné posté
a rozvazi zasilky do tii okolnich vesnic, které jsou od sebe vzdaleny vzajemné 3,
4 a 5km.

Kdyz se dnes zastavil na svacinu, upadly mu do mapy ne jeden, ale rovnou
vSechny t1i krouzky salamu (riznych velikosti), a to tak, Ze se navzajem dotykaly
a zaroven se kazdy z nich dotykal dvou primych spojnic mezi vesnicemi. Dokazete
je najit?

Komentai: Jednd se o takzvany Malfattiho problém. Ulohu je vhodn&jsi Fesit
analyticky, i proto snad lizatko nikdo neziskal.

Uloha 11 (Vyuziti kruzitka, (Hatschbachové, 2019)).

1. Jsou dany razné body A, B, C, D. Pravitkem a kruzitkem sestrojte pru-
secik primek AB a C'D. Akorat skoda, ze jste si zrovna dnes zapomnéli
pravitko.

2. Jsou dany rizné body A, B, C. Pravitkem a kruzitkem sestrojte prisecik
kruznice se sttedem A a polomérem |AB| a primky AC. Akorat skoda, zZe
jste si i dnes zapomnéli to pravitko.

Komentai: Jednd se o tlohy na Mascheroniovy konstrukce. Ulohy jsou narocné,
jedinou obhajobou je, ze dochézela lizatka. Studenti si proto zacali nosit vlastni.

Uloha 12 (Isoperimetrie — Krokovan{ a robot, (Polya, 1954)).
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1. Z mista udélam 1 krok libovolnym smérem, poté 2 kroky libovolnym smeé-
rem, pak 3 kroky libovolnym smérem a nakonec se vratim zpatky. Jak to
mam udeélat, abych ohranicil co nejvétsi plochu?

2. Robot chce svym rovnym télem a rukou rozdélenou klouby na tii dily
dlouhé postupné 3, 2 a 1 obejmout co nejvétsi diru. Jak ji ma nastavit?

Obrazek 8

Komentar: Tyto ulohy souviseji s tlohou kralovny Dido, kde se k danému ob-
vodu hleda maximalni obsah. Lizatko si vsak nového majitele nenaslo.

Uloha 13 (Pavouci — Hostina s indukei, (Wikipedia, 2025¢)).

Sedm pavoukt v potrubi si domlouva strategii, jak chytit mouchy do sité. V kazdé
oblasti sité bude pravé jedna moucha. Na kolik oblasti rozdéli kruhovy priitez
potrubi sif vytvorend ze vsech spojnic mezi nimi, kdyz kazdy pavouk zac¢ina
odjinud?

Obrazek 9

Komentar: Moserova tiloha — matematicky folklér, kde zradna indukce selze az
v Sestém kroku. Studenta to vsSak nezastavilo a lizatko dostal.
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Uloha 14 (Pavouci — Pavouk umélec, (Jaud, 2023)).

Jeden z pavoukil byl umélec a rozhodl se tvorit sité v potrubi rovnomérné tak,
aby vytvarely hvézdice. Pouzival k tomu pravidlo, Ze pro n-cipou hvézdu spojuje
kazdy p-ty vrchol, pricemz plati 2p + 1 = n. Na kolik oblasti rozdéli sit kruhovy
prurez potrubi?

Obrazek 10

Komentar: Specialni pripad predchozi ulohy — lze ho interpretovat také jako
biliardovy problém. Dosla mi lizatka, musel jsem koupit dalsi.

Uloha 15 (Kruhovy kuleénik, (Math Explorer’s Club, 2025)).
Na kuleénikovém stole je koule. Najdéte pravidlo, aby se po n odrazech vratila
na své puvodni misto.

Obrazek 11
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Komentar: Jde o hledani pravidel pro vepsani hvézdicovych pravidelnych mno-
hothelniki. Bylo ziskano nula lizatek.

Uloha 16 (Zimnf sporty — Lyza¥, (Wikipedia, 2025d)).

Jakou trajektorii opise hlavicka ditéte, které prokluzuje na zastaveném vleku?
(Méla by nasledovat ukazka.)

Alternativné: jakou trajektorii opisuje vase hlava, kdyz se vzprimeni opirate
rukama o sténu a nohama na zemi zacnete klouzat?

hlavicka

Obrazek 12

Komentar: Kinematicka tloha, ktera popisuje takzvanou souctovou konstrukci
elipsy. Lizatko si z tohoto cvi¢eni na svah nikdo nevzal.

Uloha 17 (Zimnf sporty — Snéhuldk, (Wikipedia, 2025d)).

Sne¢huldk je na kruhovém kluzisti a nacvicuje choreografii. Neumi vsak dobte
bruslit a porad se odvaluje po mantinelu. Jakou trajektorii opiSe konec jeho
mrkve (viz obréazek)?

Obrazek 13

Komentar: Opacnd kinematickd tloha — jedné se o specialni pripad takzvané
hypocykloidy. Ani z této hezké tlohy lizatko nikdo nedostal.
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Zavér

Jak je ze zadani patrné, jedna se o tulohy, kde je casto potireba nejen kreativni
mysleni, ale i diisledna argumentace. Lze Tici, Ze cilem vétsiny tloh bylo vypustit
studenty na objevné cesty pokusii, omylii, obhajovani i vyvraceni hypotéz. Vérim,
ze tento soubor tloh mohou ucitelé vhodné vyuzit na seminarich nebo pii pripravé
na matematickou olympiadu.
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PRACOVNI DILNY

Financ¢ni gramotnost ve funkcich a grafech

PETR CECHAK!

Clilem pracovni dilny bylo ukdzat ucastnikum, jak lze rozvoj financni gramotnosti
zZaki zkombinovat s ucivem o funkcich a zavislostech a grafech, a to na nékolika
konkrétnich wilohdch, z nichZ jedna se tykala hypotecniho uvéru a druhd zdkladnich
principu investovani. Predstaveni a resSeni uloh bylo doprovdzeno Sirsi diskuzi
o podobé ucebnich materidli a pomicek pro financni gramotnost.

Uvod

Jako uvod k aktivitam v pracovni dilné poslouzila diskuze o podobé ucebnich
pomiticek a ucebnich materiall, které se finanéni gramotnosti a finanéni matema-
tikou zabyvaji, a o diivodech, proc¢ je zadouci propojit uc¢ivo o finanénim vzdéla-
vani s u¢ivem o grafech, funkcich a zavislostech. Zde bylo zejména zdtraznéno,
ze ochrana spottebitele na finanénim trhu dnes casto spociva zejména v tom, ze
slozité informace, jejichz vysvétleni bézné zabira mnoho stran odborného a jen
obtizné srozumitelného textu, jsou prezentovany zaroven zjednodusené v podobé
grafi a tabulek, a je tedy dtlezité, aby se v nich zaci dokazali snadno zorientovat
a spravneé je interpretovat. Financéni kontext navic miize byt pro zadky atraktivni,
a muze nam tedy pomoci zaky vhodné motivovat, kdyz jim ukazeme praktické
vyuziti probirané latky na problematice, ktera je pro né zajimava (Eisenmann &
Kopéackova, 2006).

Uloha 1: Interpretace dat k pujcce

P1i této tloze jsme pouzivali pracovni list (obr. 1), na némz byla shrnuta tvodni
situace (Samuel si chee vzit hypoteéni ivér od banky za urc¢itych podminek, které

! Univerzita Karlova, Pedagogicks fakulta; cechakpe@gmail.com
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mu sdélil finanéni poradce), byla na ném data ve formé grafu a tabulek (které
Samuel vytvoril s vyuzitim MS Excel a informaci od finan¢niho poradce) a déle
nekolik vyrokt, o jejichz pravdivosti ¢i nepravdivosti mame v tikolu rozhodnout.

K tomuto pracovnimu listu lze uvést nékolik didaktickych poznamek. Predné
je v ném hodné informaci. Jde o zamér, s ohledem na to, ze podobné rozsahlé
dokumenty zaci dostanou i pri skuteéném sjednavani financénich produkti, jako
je uvér. V zadani se dale rika, ze si tento graf a tabulky Samuel vytvoril sam diky
prednastavené sabloné v MS Excel. To ndm muze umoznit upozornit zaky, ze pri
vypoctech si mohou vypomoci prostredky, které maji volné k dispozici, jako je
tabulkovy procesor MS Excel nebo napt. rizné internetové kalkulacky. Dale je na
pracovnim listu graf, ktery zachycuje splaceni jistiny a také urokd kumulativné,
coz muze byt zaky chybné interpretovano, a proto na tento jev miri také jeden
z vyroki, u nichz mame rozhodnout, zda jsou pravdivé, ¢i nikoliv. Zavérem mize
byt tloha vhodna k ujasnéni zakladnich pojmi, které se tykaji ivérovani, jako je
urok, jistina apod.

Pokud jde o samotné vyroky, umoznuji nam proveérit, nakolik zaci rozumi pro-
blematice anuitniho splaceni, které je dnes nejbéznéjsi u spottebitelskych avéra,
umoznuji nam s nimi vést diskuzi a také prip. rozsifovat znalosti zakl, pokud
jde o hypotecni uvér. Prvni vyrok shrnuje podstatu anuitniho splaceni, ma tedy
ovérit, zda zaci chapou, ze Samuel bude pri splaceni platit kazdy meésic vzdy
stejnou ¢astku. Prvni vyrok ,, KaZdy meésic budu platit stejnou splatku necelych
13 000 K¢ tedy je pravdivy. Druhy vyrok navazuje na vyrok prvni, jeho cilem
je upozornit na fakt, ze byt je mésicni splatka uveéru stale stejna, jeji dve ¢asti —
splatka jistiny a splatka uroku — jsou v kazdé splatce v trochu jiném poméru,
coz lze zjistit z tabulky v pracovnim listu. Vyrok ., Z kaZdé meésicni platby jde
vZdy stejnd castka na splaceni piujcené castky a na splaceni odmeny bance.” je
proto nepravdivy. Toto miize byt diilezité z mnoha dtvodu, napr. pri skonceni
fixace a navrzeni nové urokové sazby pro dalsi obdobi je dulezité védeét, kolik
procent jistiny vlastné bance jesté dluzime, protoze trokova sazba se samozrejmé
miize podle toho lisit. Zaci by chybovali, pokud by predpokladali, ze kazdy mésic
splaceji stejnou castku jistiny, kdyz ve skutecnosti na poc¢atku doby splaceni jde
vétsina z mésicni splatky na troky, nikoli na umoreni jistiny. Tteti vyrok nava-
zuje na predchozi a jeho cilem je upozornit zaky pravé na fakt, ze na zacatku doby
splaceni splaceji spise troky, pozdéji spise jistinu. Zaroven muze slouzit k ovéreni
toho, zda zaci pochopili spravné graf, ktery zachycuje kumulativni soucet iroku
a ne pomeér mezi splatkou uroki a splatkou jistiny v jednotlivych splatkach. Vy-
rok ., Z grafu vyplyva, Ze cim déle budu spldcet, tim vice budu mésicné platit na
urocich.” je tudiz nepravdivy. S druhym a tretim vyrokem souvisi také informace,
kterou muzeme poskytnout zakiim, a sice Ze troky z hypotéky lze odecist ze za-
kladu dané, coz je tedy logicky nejvyhodnéjsi zejména v prvnich letech splaceni,
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kdy jsou zaplacené tiroky nejvétsi. Ctvrty vyrok ,, Polovinu pijcené cdstky splatim
za 10 let.” je opét nepravdivy, jeho cilem je zaky upozornit na fakt, zZe polovinu
jistiny nesplati za polovinu doby splaceni (Samuel si ptujcoval na 20 let). Tuto
informaci lze vycist z grafu, spravna odpovéd tak predpoklada spravnou inter-
pretaci grafu. Posledni vyrok ., Z tdrokové sazby a doby splaceni vyplyva, Ze na
drocich zaplatim 90 % pijcené cdstky.” mifi na moznou chybu nékterych zaku,
kteri mohou pocitat celkové iroky z uvéru tak, ze vynasobi ro¢ni irokovou sazbu
poctem let splaceni (zde tedy 4,5 % p. a. krat 20 let splaceni rovna se 90 % na
urocich). Posledni vyrok je tudiz nepravdivy, zaci mohou z tabulky na pracov-
nim listu ovérit, ze celkova Castka zaplacend na trocich predstavuje zhruba 52 %
pujcené castky.

Mimo tyto informace muzeme se zaky v ramci diskuze nad tlohou zminit
na vhodnych mistech dalsi faktory, které s hypoteénim tvérem souvisi, napr.
ze banka jim zpravidla nepiijéi celou potrebnou castku, ale pouze jeji vétsinu,
ze banka bude posuzovat tvéruschopnost zadatele o uvér apod., prip. miizeme
takto ulohu rozsirit a po zacich pozadovat dohledani nékterych dalsich informaci
samostatné ¢i ve skupiné na internetu.

Samuel 5i chee vzit pljéku na rekonstrukci svého bytu. Podle bankovniho poradee si mife vzit hypotéku
we wyEi 2 000 000 KE, ktercu bude pfi nabizené drokové sazbé 4,5 % p. a. splacet 20 let. Samuel si zadal
sdélené Odaje do pfednastaveng kalkulafky v M3 Excel a zobrazil s2 mu nasledujici graf 2 wypocty.
Samuel z ddajl vyvodil nife uvedené zivéry. Rozhodnéte, zda jsou pravdivé (wyplyvaji z poskytnutjch
dat}, nebo nepravdivé [nevyplyvaji z poskytnutych dat), a vysvétlete, prod.

Jednoducha kalkulacka pujcky

SAMUELOVY ZAVERY Z POSKYTNUTYCH DAT

Kazdy mésic budu platit stejnou splatku necelych 13 000 KE. PRAVDA MEPRAVDA
g'kazde mésicni pla'thyjdve widy stejna castka na splaceni pujieng PRAVDA NEPRAVDA
Eastky a na splaceni odmény bance.
z i Iy, fe &im déle bud l3cet, ti ice budu platit

grafu. wyplfva, Je fim dele budu splicer; tin vice budu phati PRADR NEERAVGA
mésitné na drocich.
Polovinu pljéené Eisthy splatim za 10 let.

olovinu pljéené Eistky splatim za 10 e R HeR
Z Grokové by a d lceni wpljvd, f= na drocich Iztil

rokive saehj 2 oby spléceni wyphjva, fe na drocich zaplatim PRAVDR NEFRAVDA
90 % pljEend Ssthy.

Obrazek 1: Pracovni list k tloze 1 (Samueluv hypotecéni tvér)
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Uloha 2: Principy investovani

V této uloze se zabyvame vice do hloubky standardnim vyrokem, ktery je dnes
uvadén na propagacnich materidlech k rtiznym investicnim néastrojim a jenz zni
takto: ,, Vijnos s sebou nese riziko*. Zaci se maji zamyslet nad vztahem, ktery
existuje mezi vynosem a rizikem a zkusit ho zachytit ve formé grafu pri dodrzeni
konvence, ze proménna nezavisla se zachycuje na ose horizontalni, zatimco pro-
meénna zavisla na ose vertikalni. Vysledkem by mél byt graf, na némz bude riziko
zachyceno na ose horizontalni jako nezavisla proménna, vynos na ose vertikalni
jako zavisla proménna, vztah mezi témito proménnymi bude rostouci, riziko ne-
bude nikdy nulové a vynos zpravidla rovnéz ne. Zaci mohou tuto situaci kromé
grafu zachytit také s vyuzitim urceni definicniho oboru a oboru hodnot. Dale
je zakim polozena doplnujici otazka, pro¢ vztah vypada tak, jak jej zachytili.
Zde je mozné se zaky diskutovat, vysledkem by mélo byt zjisténi, Ze spolecnosti,
které napriklad emituji dluhopisy ¢i akcie, nemohou nikdy riziko zcela eliminovat
(napr. nemohou ovlivnit, jak se bude dafit celé ekonomice, jaka budou politicka
rozhodnuti v jejich zemi, jak si povede jejich konkurence . .. ), mohou vsak tomuto
riziku prizpusobovat slibovany vynos z cennych papiri (napf. stanovenim vyse
kuponu u dluhopisu ¢i vyplatou dividend u akeif), aby potencidlnim investorim
kompenzovaly riziko, které koupi cenného papiru prebiraji.

V dalsi navazujici tloze se pak zaci maji zamyslet nad tim, zZe celkové riziko
spojené s néjakym investiénim nastrojem je samo o sobé funkci vice proménnych.
Musime tedy nabidnout zaktm dalsi rizné proménné, které riziko spojené s cen-
nym papirem zvysuji, ¢i snizuji. Takovouto tlohu lze pojmout rtzné. V ramci
pracovni dilny jsme si ukazali v zasadé nejjednodussi verzi, kdy jsou zakiim po-
skytnuty grafy a fraze, do nichz maji pouze vhodné doplnit slova (ty se v tomto
pripadé pouze zaobiraly tim, zda je vztah mezi proménnymi rostouci, ¢i klesajici,
kterd proménna je zavisla a ktera nezavisld). Muzeme vsak tlohu rizné uzpusobit
zaktim na raznych typech skol, napt. miuzeme dat zakiim pouze grafy s tim, ze
maji sami vztah, ktery zachycuji, popsat slovy, zamyslet se nad tim, pro¢ vztahy
vypadaji pravé takto apod.

Zkoumanymi proménnymi byly ziskovost spolec¢nosti, zadluzenost spole¢nosti
a likvidita spolec¢nosti. Samoziejmé pak plati, ze ¢im vice je spolecnost ziskovéjsi,
tim méné je ji emitovany cenny papir potencialné rizikovy. Stejné tak ¢im je spo-
le¢nost zadluzenéjsi, tim bude jeji cenny papir rizikovejsi. Pokud jde o likviditu,
tedy kapacitu spolecnosti pokryt dostupnymi obéznymi aktivy (zejména penézi
¢i majetkem, ktery lze snadno konvertovat v penize) své kratkodobé zavazky,
plati, Zze ¢im lepsi je likvidita spolecnosti, tim méné je ji emitovany cenny pa-
pir potencialné rizikovy. Tyto tfi proménné byly zvoleny proto, ze jsou vcelku
snadno dohledatelné, pokud se zaci jako budouci potencialni investofi podivaji
do ucetnich zavérek spolec¢nosti, do nichz by chtéli investovat nakupem cennych
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papirt, a také proto, Ze jsou to zakladni ukazatele pro bézného investora, jejichz
posouzeni mu miize pomoci se racionalné rozhodnout o konkrétni investici. Toto
cviceni je ostatné velmi vhodné doplnit praveé tak, ze se zaci do néjaké tucetni
zaverky ucitelem vybrané spolecnosti podivaji, aby konkrétné vidéli, kde maji
potiebné informace hledat.

Pavel zvaiue investovat voiné prostfedky do nZjakich cennych papiril. KdvE si ite propagaéni ©) Podivejte se na nasleduiici grafy zachycujici, jak riziko zavis na riiznych faktorech. Na zakladé
materidly banky, narazf zde na tuto frézi: ,Vjnos s sebou nese riziko”. Dovedil si tedy, e mezi grafii doplfite véty. Pokuste se nalézt odivodngni pro tyto zdvislosti.
potencidinim vinosem a rizikem spojenym s investiznim nastrojem existuje néjaky vztah, zévislost

a) Uréete, kterd z téchto dvou proménnych (vwinos, riziko) je zavisld a kterd nezdvisla a pokuste

P
se nairtnout graf tento vztah postihujici. im vySsi je

r
i S
e . peurs

] tim nizsi je "
k PROE?

o

&im, je zadluteni,

r
i

z

; tim jerizika]
k PROE?

o

b} Prot podle vas vztah mezi wnosem a rizikem funguje pravé takto?

likvidita

Obrazek 2: Pracovni list k tloze 2 (principy investovani)

Zavér

Pracovni dilna, soudé dle zivé diskuze a aktivni participace vsech pritomnych,
ucastniky inspirovala, jak lze napriklad propojit finanéni gramotnost s ucivem
o grafech a funkénich vztazich a zavislostech. To je dilezité jednak proto, ze zaci
se budou ve svém budoucim zivoté bezpochyby setkavat s grafy, daty a tabulkami

plnymi finan¢nich informaci, jednak proto, ze takovéto tilohy jsou, jak se zda, jen
malo zastoupeny v béznych uc¢ebnicich matematiky (Cechak, 2023).

Literatura

[1] CecHAK, P. (2023). Financial relationships and dependencies in Czech se-
condary school mathematics textbooks. Scientia in educatione, 14(2), 2-19.
https://doi.org/10.14712/18047106.3121

[2] E1SENMANN, P., & KOPACKOVA, A. (2006). Rozvoj funkcéniho mysleni ve
vyuce matematiky na zakladni skole. Studijni materialy k projektu Podil ucitele
matematiky ZS na tvorbé SVP ¢&. projektu:CZ.04.3.07/3.1.01.1/0187. JCMF.
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Fraktaly v GeoGebre a PowerPointu
ToMAS FABIAN!

Prispevek predstavuje dve metody konstrukce fraktali vhodné pro zarazeni do viy-
uky matematiky na ZS i 8S. Prun{ z nich vyuZivd princip opakovaného odstrario-
vani casti geometrického utvaru, jaky zndme napriklad z konstrukce Sierpinského
koberce, a je realizovana pomoci GeoGebry. Druhd metoda vyuzivd mdlo zndmou
funkci nahledu snimku v PowerPointu, kterd umozZnuje snadno vytvaret sobépo-
dobné obrazce bez nutnosti programovdni. Obé metody ukazuji, Ze fraktaly lze do
vyuky zaradit tvorivgm zpusobem i bez ndrocné technické pripravy.

Uvod

Fraktaly jsou vytvarné atraktivni geometrické objekty. Predstavuji rovnéz pri-
lezitost k objevovani, kladeni otazek a propojeni riiznych oblasti matematiky.
Jejich konstrukce vychazi ¢asto z jednoduchého pravidla, a presto vedou ke slo-
zitym strukturam. Diky tomu jsou fraktaly vhodné nejen pro stredoskolské zaky,
ale i pro praci na druhém stupni zakladni skoly. Pti vhodné volbé tématu je
souvislosti — vypocty obsahti a délek, geometrické fady, logaritmy, pravdépodob-
nost nebo mohutnosti mnozin. Fraktaly lze konstruovat klasickymi prostredky,
ale velmi pristupné jsou i digitalni nastroje — zejména GeoGebra a prekvapivé
i PowerPoint. Tento ¢lanek shrnuje dvé vybrané metody konstrukce fraktali.
Jedna se o fraktaly generované odstranovanim casti obrazce a fraktaly vytvarené
pomoci ndhled snimki v PowerPointu. Obé metody jsou snadno zvladnutelné
ve Skolnim prostiedi a zaroven nabizeji prostor pro experimentovani a tvorivost.

Fraktaly generované odstranovanim

Jednoduchym, ale pfitom prekvapivé bohatym zplisobem, jak ve vyuce konstruo-
vat fraktaly, je metoda zalozend na odstranovani casti vychoziho geometrického
utvaru. Ten rozdélime na nékolik mensich, které jsou mu podobné. Nékteré z nich
odstranime a se zbylymi opakujeme stejny postup. Timto zptisobem vznikaji frak-
jednodussi ilustraci této metody je Cantorova mnozina, vznikajici opakovanym
odstranovanim prostfedni tretiny z tsecky. Analogickym zptsobem lze postu-
povat i ve dvou rozmeérech. Vychozi ¢tverec rozdélime na devet stejnych casti

! Univerzita Karlova, Pedagogické fakulta a Gymnazium PORG; fabian@porg.cz
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a nékteré z nich odstranime. Tato konstrukéni metoda je podrobné popsana na-
ptiklad v knize Fractals for the Classroom (Peitgen et al., 1993) a dalsich zdrojich
(Peitgen et al., 1992, Choate et al., 1999), kde je vSsak vzhledem k dobé vzniku
realizovana vyhradné pomoci papiru a tuzky. Nejznameéjsim zastupcem fraktalt,
které je mozné takto zkonstruovat, je Sierpiniského koberec (obr. 1), pfi jehoz
konstrukci odstranujeme v kazdé iteraci vzdy prostiedni ¢tverec z deviti. Stejna
operace se nasledné opakuje se vSemi ponechanymi ¢tverci.

Obrazek 1: Sierpinského koberec

Pojdme se nyni podivat na to, jak mizeme konstrukci provést v GeoGebre.
Zaciname konstrukci vychoziho ¢tverce, ktery rozdélime na devét mensich. Pro-
gram nema nastroj na déleni usecky na tretiny, a tak musime pouzit kruznice
s polomérem odpovidajicim tretiné délky strany. Po nalezeni vrcholi vSech deviti
dil¢ich ¢tverch zakryjeme ty, které maji byt odstranény — v pripadé Sierpinského
koberce prostredni. To udélame tak, Ze pres cast ¢erného ¢tverce, kterou chceme
zakryt, narysujeme dalsi bilé neprithledné ¢tverce. Tento postup muzeme v dal-
sich krocich opakovat rucné, efektivnéjsi je vsak vyuziti vlastnich nastroji, které
GeoGebra umoznuje vytvaret. Nastroj pro jednu iteraci miizeme pouzit jako sta-
najednou. Takto lze snadno dosahnout Sesté nebo sedmé iterace fraktalu, i kdyz
pocet objektli nartista geometricky a pfi vysSim poctu iteraci je potieba pocitat
s moznym zpomalenim aplikace. Pi vhodné konstrukei vSak neni tfeba vyuzivat
zadné programatorské funkce ani rozsitené moznosti GeoGebry — vse je pristupné
béznému uzivateli.

Kromé Sierpinského koberce 1ze timto zpusobem vytvaret i jiné fraktaly —
napiiklad H-fraktal, box fraktal, T-fraktal (obr. 2) a mnoho dal$ich. Vybér ode-
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branych casti urcuje vysledny obraz a experimentovanim lze zjistit, zda a kdy
opravdu vznikd fraktal. Zaci si mohou klast otdzky typu: kolik étverct zbyva po
kazdé iteraci? Jak se méni plosny obsah? Které casti fraktalu jsou si vzajemné
podobné a kolikrat jsou mensi nez celek? D4 se stejny fraktal vytvorit jinym vybeé-
rem c¢tvercii? Pro¢ v nékterych pripadech vznikne spojity obraz a jindy fraktalni

prach?
‘ii‘i“t”ﬁ"f't":f:"t"t”:iz"t”i';;'t"t‘i'i”i”:f:"t"t';;'i“i":f:"i'

T

i it EHE 4 EF
TET 3 TEF

Obrazek 2: T-fraktal

Fraktaly generované odstranovanim nabizeji silnou kombinaci strukturova-
nosti a tvofivosti. Zaci mohou pracovat s presné danymi pravidly i sami objevo-
vat, co se stane, kdyz je zméni. P1i tom dochazi nejen ke zviditelnéni sobépodob-
nosti, ale i k rozvoji dovednosti v praci s nastroji a konstrukcemi. GeoGebra zde
neni jen prosttedkem pro vykresleni vysledku, ale skute¢nym pracovnim prostie-
dim pro matematické zkoumani.

Fraktaly v PowerPointu

PowerPoint je bézné vnimany jako nastroj pro tvorbu prezentaci, presto nabizi za-
jimavé moznosti i pro konstrukei fraktalnich struktur. Ty nevyuzivaji animace ani
makra, ale jednoduchou funkci ,,ndhled snimku“, kterou lze vlozit do samotného
snimku a nastavit tak, aby zobrazoval jeho vlastni obsah. Vznikne tak zpétna
smycka, ve které PowerPoint opakované vykresluje tentyz snimek uvniti sebe
samého, pricemz kazdy novy vyskyt muze byt zmenseny, natoc¢eny nebo jinak
upraveny. Vysledny efekt mtze ptisobit jako vizudlni smycka — snimek obsahuje
sam sebe, a tim vytvari iluzi nekonecného vnorovani. Tato vlastnost PowerPointu,
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ptvodné urcend pro navigaci v prezentaci, tak umoznuje velmi snadno vytvorit
vizualné bohaté fraktalni obrazy.

7. didaktického hlediska je prace s témito konstrukcemi pristupna i tém zaktm,
kteri nemaji zkusenost s geometrickymi programy. Vétsina tiprav se provadi pres
znama dialogova okna. Napriklad pri tvorbé Sierpinského trojihelniku vlozime
na snimek trojuhelnik s obrysem, do jeho plochy umistime nahled téhoz snimku,
zmensime jej a posuneme do jednoho z rohii. Stejnym zptisobem pridame dalsi
dva nahledy do zbylych dvou rohti. Tim se cely obrazec uzavie a PowerPoint na-
sledné automaticky vytvori nekonec¢ny fraktalni efekt, aniz bychom museli cokoliv
rekurzivné programovat (obr. 3). Vhodnym nastavenim priihlednosti a odstrané-
nim vyplni i okraji lze dosdhnout velmi ¢istého vysledku.

Obrazek 3: Sierpinského trojuhelnik

Stejny princip lze vyuzit i u méné pravidelnych struktur. Vlozenim tii rtizné
natocenych a posunutych nahledt lze snadno vytvorit fraktalni kapradi nebo
strom (obr. 4). U téchto ttvari nejsou pravidla konstrukce pevné dand — dule-
7itéjsi nez presné rozmeéry je celkovy vizualni dojem. Pravé tato otevienost dava
prostor tvorivosti a umoznuje zapojit i mladsi zaky nebo spojit vyuku matematiky
s vytvarnou vychovou. Vzniklé objekty jsou vizualné pritazlivé a vedou k pfiro-
zenému zajmu o to, proc¢ a jak takové obrazy vznikaji. Nevyhodou PowerPointu
je nizsi geometrickd presnost. Neni snadné nastavit presné poméry velikosti nebo
zarovnat objekty tak, aby zcela licovaly. To ovSsem v mnoha pripadech viibec
Pokud ale uprednostnime vizualni efekt a ptiblizné proporce, konstrukce je velmi
rychla a pristupnéa. PowerPoint tak predstavuje zajimavy doplnék ke GeoGebte —
misto presné konstrukce nabizi prostor pro hru, zkoumani a kompozici.
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Obrazek 4: Strom

Zavér

Fraktaly nabizeji ve vyuce matematiky vyjimecéné spojeni presnosti, estetiky
a tvorivosti. Konstrukce zalozené na jednoduchych pravidlech umoznuji zaktm
zkoumat sobépodobnost, rekurzi, geometrické rady i paradoxni chovani nekonec-
nych procesi. Pritom neni nutné zacinat u slozitych teorii — mnohé fraktaly lze
konstruovat pomoci elementarni geometrie nebo opakovaného déleni itvaru, aniz
by bylo potreba zavadét nové pojmy. Téma tak dobre zapada do ramce bézné
vyuky na zakladni i stfedni skole a je mozné je zaradit jako motivaci, rozsirujici
aktivitu nebo soucast projektového vyucovani.

Vyuziti digitalnich néastroji tuto praci dale zpristupnuje. GeoGebra podpo-
ruje systematické budovani konstrukei a presnou praci s geometrickymi objekty:.
Umoznuje analyzovat vznikajici struktury krok za krokem a sledovat jejich vyvoj.
PowerPoint naopak nabizi otevienéjsi prostiedi, kde Ize snadno zkouset riizné vi-
zualni varianty a rozvijet prostorovou predstavivost. Oba nastroje se vzajemné
doplnuji a podnécuji odlisné pristupy k matematickému mysleni. Téma fraktali
tak miize slouzit nejen k ilustraci konkrétnich pojmi, ale i k rozvoji predstavi-
vosti, vytrvalosti a schopnosti prenaset matematické mysleni do novych kontextii.

Literatura
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Unikni nudé (aneb jak okofenit ,, inikovku*
nejen v matematice)

PAVLA HANZALOVA!

Prijde Vdm, Ze jsou vsechny unikové hry zaloZené na stdle stejném principu? Ce-
kate od této aktivity néco vic nez jen dalsi pocitani prikladu? Chcete ,unikovku®
pouzivat v kolektivu rizné nadanych Zdku? Nebo jen hleddte dalsi inspiraci? Pri-
spevek popisuje, jak lze postupovat pri tvorbe viastni ,unikovky”. Uvddi nejen
jednotlivé kroky, ale snazi se upozornit i na problémy, se kterymi se autor/ucitel
muze setkat — a to v pruni radé jiz behem tvorby samotné, ale ndsledné i béhem
implementace do vyuky. Najdete tu ndvrhy, jak kaZdou hru udeélat jedinecnou,
coZ jako autorka téchto her povazuji za velmi dileZité. Clinek mize slouZit i jako
zdroj informact, jak pracovat s jiZ pripravenou hrou.

Uvod

Unikova hra je rekreaén{ aktivita, ve které se hraéi setkdvaji s riiznymi tkoly,
které musi vyresit, aby dokonéili misi (ptuvodné to byl , iték* z mistnosti) v co
nejkratsim case. V dnesni dobé se setkavame s mnoha formami — od specialné
konstruovanych tnikovych mistnosti, pres knizni podobu, az po deskové hry —
i s mnoha variantami — cilem neni vzdy uniknout, ale napriklad vyresit zahadnou
vrazdu ¢i vyloupit trezor. (Veldkamp et al., 2020) Velmi oblibené jsou mistnosti,
terénni Sifrovaci hry, knihy, deskové hry nebo pocitacové zpracovani.

Tento trend se stal inspiraci pro lidi pracujici s détmi a ti pfizpiisobili tuto
aktivitu vzdélavacim cilim. Casto se v dnesni dobé setkdvame s materidly, které
sice vyuzivaji zakladni principy ,, inikovych her, ale postradaji pomérné dilezity
prvek — néco nezndmého, na co si musi ptijit resitel (v nasem ptipadé zak) sam.
Pokud vyjmeme tento prvek, miize se nam velmi rychle stat, ze se aktivita, ktera
ma vyuku udélat zajimavou a ma zaka rozvijet i v kompetenci reSeni problémi,
stane pouze dalsim opakovacim cvic¢enim.

Pti tvorbé vlastni tinikové hry muizeme postupovat nésledujicim zptisobem
(jednotlivé kroky se velmi ¢asto prolinaji, proto neni nutné dodrzet uvedené po-
radi):

1. Vymyslete pribéh, privodce hrou, zaméreni, cil.

2. Urcete si zptisob a pribéh hry (oblast/misto, strukturu a potrebné véci).

3. Vymyslete principy dil¢ich tukol.

4. Urcete si zpusoby napovedy.

! Gymnézium F. M. Pelcla v Rychnové nad Knéznou; hanzalova.pavla@grk-net.cz
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5. Vytvorte tajenky (idedlné dost rafinované a idealné tematické).
6. Promyslete/vytvoite odmény.
7. Udélejte to zajimavé.

Kapitola prvni: Pribéh

Spravna unikova hra by méla mit avodni text, ktery hrace seznami v prvni radé
s pravidly, ale také s pfibéhem (nastinuje situace a okolnosti, za kterych se tni-
kovka odehréva), celkové hrace naladi do spravné atmosféry, motivuje jej a pred-
lozi dtivod, pro¢ chtit uspét. At uz pouzijeme dlouhy nebo kratsi text, rozvijime
tim ¢tenarskou gramotnost zakt. U delSich text tim postavime zaky do pozice,
kdy se musi rozhodnout, které informace jsou pro né dale dilezité a které jsou
pouze ,, pro efekt. Mohou zde byt piimo i napovédy k feseni (viz kapitola ¢tvrtd).

Pribéh mtzeme vymyslet vlastni, ale je zde i moznost prevzit jej z povésti,
knih nebo prizpiisobit jej okolnostem. Tou mohou byt nejen riizna ro¢ni obdobi
a svatky (Velikonoce, Vanoce, Halloween, Den Zemé apod.), ale také udélosti
(adaptac¢ni program pro prvni ro¢niky, lyzaiské vycviky, exkurze nebo i akce pro
verejnost). Je velmi pékné, kdyz pribéh hry i tfeba zaméreni kol koresponduje
s udalosti — ucastnici vidi, ze hra nebyla vybrana nahodné a oceni jeji zpracovani.

Pokud tunikové hry planujeme pouzivat ¢astéji, mizeme vymyslet jeden ram-
covy pribéh (nebo pro vétsi nadsence i fiktivni svét s postavami), do kterého pak
zasadime pribéhy dil¢i. Z vlastni zkusenosti vim, ze potom jsou zaci zvédavi, jak
to bude pokracovat, a tési se na dalsi. Pravé tohoto konceptu vyuzivaji i plano-
vané elektronické materialy k ucebnici Matematika pro zakladni skoly: aritmetika
pro 6. roénik (Pilpan & Cihdk, 2019) od nakladatelstvi SPN, kde bude k dispo-
zici unikova hra jako opakovani za kazdou kapitolou. Uvidime, jestli to dokonce
nebude i s pfesahem do dalSich roc¢nik.

Pravé i diky textu miizeme kazdou hru udélat trochu odlisnou. Pokud jste
dostatecné kreativni, muizete vyuzit i verse, hudbu, zvukové nahravky nebo vi-
deo (zde je dulezité myslet na to, aby se nahravky daly prehrat znovu, protoze
prekvapeny hra¢ nemusi vse pochopit hned napoprvé). Text nemusi byt nutné
psany na pocitaci, ale lze koupit nebo vyrobit pergamen, pouzit cerveny inkoust
a podobné. Kazda malickost a kazdy detail mtize prispét k tspéchu, odlisit hru
od ostatnich a motivovat hrace.

Pokud je cela hra protkana velmi propracovanym pribéhem, ktery se objevuje
prubézné, a ktery se dokonce miize ménit i na zakladé naseho rozhodnuti, jedna
se o tzv. gamebook. Gamebooky jsou zpracovany ve formé knihy a jejich tvorba je
velmi specificka (Lassler, 2022). Podobny princip, ale v mensim méritku, mizeme
vsak vyuzit i u kratsich her — zajimava mize byt naptiklad existence nékolika
riznych konct na zakladé tispésnosti feseni ¢i rozhodnuti. Nebo Ize tento systém
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vyuzit pri nespravném teseni tlohy — v takovém pripadé se hrac¢ vyda k cili
mohou byt gradované, aby se zdk v daném tématu zdokonalil). Pokud jste ale
zacinajici tvirce, urcité bych tuto cestu nevolila.

Kapitola druha: Struktura

Soucasné s pribéhem je dobré rovnou promyslet i strukturu. V prvni radé je
vhodné si stanovit, v jaké podobé hra bude. Bude se ti¢astnit pouze jednotlivec,
nebo viceclenna skupina (kolik lidi bude maximalni pocet)? Jak budou nasi hraci
stafi? Mame k dispozici pouze lavice, pocitace pro kazdou skupinu (¢i jednot-
livce), bude se odehravat v celé mistnosti (tu mizeme naptiklad proménit na
misto ¢inu a pouzit rekvizity a kulisy), nebo mame k dispozici celou budovu, ¢i
se bude odehravat v terénu? Podle toho je nutné prizpiisobit i vybaveni — mapy,
oznaceni mistnosti, stanovist. Dilezita je i denni doba. Nam se velmi osvédcila
noc¢ni unikova hra v budové skoly v ramci adaptacniho kurzu, kdy zaci méli
moznost se pohybovat pouze s baterkami, a tim lépe poznali nejen své nové spo-
luzaky, ale i usporadani uc¢eben. Tohle vSechno je nutné promyslet jiz na zacatku,
abychom tomu prizpiisobili podobu tkoli.

Dalsim krokem je promysleni samotné struktury hry. Velmi casté je linearni
usporadani (tikoly na sebe navazuji, po vyfeseni jednoho prejdeme na dalsi, az
se dostaneme na konec hry, cely tym fesi jeden tkol), nebo hvézdicovité uspo-
radani (mnoho dil¢ich kol mizeme fesit v libovolném poradi, nebo najednou,
a po jejich vyreSeni se dostaneme dal, nebo rovnou na konec, umoznuje délbu
prace). Pokud chceme hru udélat zajimavou, lze obé usporadani libovolné kom-
binovat a vétvit (napt. sekvenéni hvézdy — velkd stanovisté linearné za sebou,
ktera se skladaji z rady dil¢ich nezavislych tkoli; hvézda nasledovana linearni
sekvenci, paralelni vétve — vyzaduji, aby se tym rozdélil; nebo alternativni trasa —
ta umoznuje vice ruznych cest k jednomu cili). (Pelanek, 2014, s. 23)

Kapitola tieti: Ukoly

Velmi dulezitou ¢asti jsou jednotlivé tikoly. Po promysleni struktury je potieba
vybrat ¢i vymyslet tukoly, které odpovidaji tématu, délce i obtiznosti. Pokud
s tnikovkami zac¢iname, volime tkoly jednodusSsi — neni Spatné zarazovat netra-
di¢ni dlohy i do vyuky jako drobna cviceni, aby si zaci zvykli na rtzné druhy
sifer a kodi, které lze pouzit v rliznych variacich. Kdyz s tinikovkami pracujeme
opakované, je vhodné volit podobné typy cviceni pouze ojedinéle, aby se tato
aktivita, ktera ma vyuku ozvlastnit a ma rozvijet kompetenci k feseni problémfi,
nestala pouze automatickou ¢innosti.
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V matematice miizeme vyuzivat velké mnozstvi riznych druht Sifer. Prvni
varianta je préace s ¢isly (pifklady). Ciselné vysledky miizeme vyuzit jako vysle-
dek primo, nebo je mizeme prevadét na text — pomoci poradi ¢isla v abecedé,
Morseovy abecedy (dvé kategorie ¢isel prevést na tecky a c¢arky — sudé/lichd,
kladna/zaporna apod.), vyuziti zbytku po déleni celym ¢islem podle predlozené
sifrovaci tabulky. Druhd varianta je prace s obrazkem — vyuzit mizeme sou-
radnicovy systém (body vhodné spojit do obrézku, tvart pismen), ¢asti graft
funkei, tabulku s ¢isly, kterd vybarvujeme podle daného klice (viz obrazek 1).
Pracovat muzeme ale i s ruznymi sklddackami (po sloZeni tangramu se objevi
klicové slovo), logickymi tlohami nebo jednoduse zadat tkol, ktery je potieba
splnit (napf. zasifrovat pomoci dané Sifry své jméno) a jeho Teseni prinést na
dalsi stanovisteé.

1 [09| 03 |-04| 01|-05|-11| 06 F; .
07\ 0211|0906/ 07| 1|05 “903-077= AT =
—-0,75+ 1,25 = 0,1—(-0,8) =
0,7 —09 =
03| 08| 04|-12/-02(-01|-08| 0 ot =
t ’ ’ 4 ’ ’ ’ h _0’1 + 0,5 —
—0,25 — 0,25 = ~02-04=
0,002 + 1,098 =
41-39= ~0,13 - 1,07 =
0,42 — 0,52 = ~1,24+1,94 =
n i
~0,13 — (~0,13) = 0,4—08=
0,51 — (~0,09) = ~12+2=
~0,75 + 0,45 =

Obrazek 1: Zasifrovany obrazek

Vymysleni tikoltt miize vypadat jako slozité zalezitost. Pokud chceme vytvorit
néco uplné nového, bude to vyzadovat patrné dost casu a kreativity. Je vsak
mozné pouzit jiz vytvorené Sifry nebo se jimi nechat inspirovat. Cerpat miizeme
z online archivi terénnich Sifrovacich her, jako je napriklad Hradecka sova, Tmou,
PoTrati a mnoho dalsich — jejich seznam miizeme najit v tzv. Sifrovacim kalendéri
na webu www.sifrovacky.cz (2025).

P1i tvorbé a feSeni tikolt lze vyuzit rizné mechanické prvky, mapy (turistické,
ale i historické), pocitacové animace ¢i aplikace (zalezi na typu hry). Musime také
pocitat s tim, zZe to, co je zfejmé pro ucitele, nemusi zaky napadnout, nebo jim
to muze trvat déle a naopak. V praxi nas mize mnohdy necekané prekvapit
mnoho véci — napriklad peclivym zaktm trvaji nékteré véci mnohem déle (délaji
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si systematické zapisy, ve kterych musi mit poradek; obrazky a grafy chtéji mit
co nejpresnéjsi).

Kapitola ¢ctvrta: Napovedy

Béhem pouzivani unikovych her v praxi jsem zjistila, jak jsou napovédy diile-
zité. Je to hlavni role ucitele, naplanovat vse tak, aby hra nebyla prilis slozita
a dlouha a aby se do cile dostala idealné vétsina zakia. Zde predkladam nékolik
moznosti, jak napovédy pouzivat. Vzdy je ale nutné, aby byl ucitel seznameny
s prubéhem hry a jejim feSenim. Napovédy pak muze zatadit tak, jak budou
okolnosti vyzadovat.

Jako prvni zptisob napovéd bych rada uvedla ty, které se vyskytuji v samotné
hte jiz od zac¢atku. Jsou to napovédy ukryté v textu nebo v predmétech, které Ize
najit. Ty nds mohou navadét k tomu, jak Sifru fesit, co vyuzit (viz obrazek 2 —
podle mroze Sifru najdeme v igli; tuénaci nas potom navadi, ze s vypocitanymi
uhly mame zachazet jako s hodinami a vyuzit rucickové hodiny; podle polohy
rucicek pak stanovime pismeno v semaforové abecedé; zaroven treti slovo patrné
nebude dévat v Cestiné smysl).

Teda ¢lovéku, co tady délas? Jsi blazen? Do
zimy v pyZamu? Koukej zmizet! Cesta ven je T ’
v igld. V&dél si, Ze je to phvodni slovo pro -

,dim” od kanadskych Eskymakd? To Ti tady ale
asi k ni¢emu nebude. Tak hodné 3tésti pfi Eintiia fisironato chee brééko\

zpdtetni cesté! A7 dopotitas, zkus se na to podivat
jinak. Tfeba pomoci ruci¢kovych

hodin, vidyt dva Gdaje tam jsou! Ale

to Ti asi pofad nestadi, co? Chacha!

B
1"

I vy filutové! No, abych taky pfidal trofkou do

Pocitat s thly umis, ne? Tak se do
toho pust. Co potom ale s vysledky?

<

To bude chtit néjakou fintul Vid, : mlyna... Potfebujes kli¢. Ale ne kli¢ jako klig, ale :
bracho! - jako postup, prosté jinou abecedu. Napovim Ti ~
‘\ u? jen — ervend, Zlutd, zelend... miZes jit!
=————i Jo, a nediv se tfetimu slovu, je to gronsky!

Obrazek 2: Ukazka skryté textové napovedy
Dobrym zpiisobem, jak zajistit, aby se zaci dostali v postupu dal v urcitém

case, aby méli sanci hru dokoncit, je podavat hromadné napovédy po dopredu
hlasené pevné dané dobé. Zaci se snazi ukol splnit diive, aby méli vyhodu do dalsi
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faze, ale pokud na feseni nemohou prijit, nemusi zoufat, ze ztistanou ,,na mrtvém
bodé*. Ucitel tim miize korigovat priibéh hry, mit sam ¢as pod kontrolou.

Dalsi jsou napovédy, za které je nutné néjakym zptsobem zaplatit. Jako pla-
tidlo je mozné pouzit kol navic (vypocitani priklada — alespon si latku procvici),
delsi trasa (ndpovédu najdete na jiném stanovisti — cesta k ni vSak néjaky cas
zabere, otazka je, jestli se to vyplati), predem rozdané zetony (které jsou jinak
k ni¢emu a jsou ne/prenositelné do dalsi hry). Timto zptisobem se zaci uéi pre-
myslet o strategii, zda se vyplati nad tkolem premyslet, jak dlouho, a kdy zvolit
cestu napovédy.

Klasické napovédy, které se pouzivaji pri organizovanych sifrovych hrach, jsou
penalizované. Znamena to odecteni ziskanych bodt nebo pric¢teni ¢asu po dora-
zeni do cile. Tento zptisob doporu¢uji pouze u jednodussich her. Zaci totiz velmi
casto nechtéji tento typ napovédy vyuzit, aby neukazovali spoluzaktim svou sla-
bost ¢i nevédomost, protoze by se jim ostatni mohli smat.

Kapitola pata: Tajenky

Nedilnou soucésti tikoli jsou tajenky. Ty mohou byt na hie nezavislé (pouze
sekvence ¢islic nebo ndhodna slova), které se akorat predlozi organizatorovi, ktery
na jejich zakladé vyhodnoti, zda byli hraci tspésni. Mnohem zajimavéjsi jsou
vSak tajenky, které nas posunuji ve hie dal. Cislo miize byt kli¢ k trezoru, kod
k zamku, ¢islo skrinky, ve které je zadani dalsiho tkolu, souradnice mista, kam
mame jit. Slovo nebo celd véta mize odkazovat také na dalsi misto, nebo miuze
byt alespon inspirované tématem celé hry. Nékdy je potreba vice slov, ze kterych
nam vyplyne to findlni. Pti vyuzivani slov dejte pozor na vzkazy, které se daji
rychle odhadnout. Ve vyuce je nasim cilem, aby zaci téma tadné zopakovali,
proto je vhodné pouzivat presmycky, slova z cizich jazykt nebo praveé cisla, ¢imz
odhadnuti vysledku znesnadnime.

Tajenky vSak nemusi byt pouze diléi (jednotlivé tkoly), které urcuji dalsi
smér. Mizeme vyuzit vSechny ziskané napovédy, které nas dovedou k tajence
findlni (velmi ¢asto pouzivané u sifrovacich her v terénu — tato sifra vétsinou byva
jednodussi). Nékdy se setkdme i s bonusovymi tajenkami, které nis navedou na
reSeni Sifry (Casto u vicestupniovych Sifer, diky nim hraci poznaji, ze maji prvni
krok spravné ¢i nikoli). Ve vyuce mizeme vyuzit i bonusové tkoly s tajenkami,
diky kterym muizeme ziskat ndpovédu (témér) zdarma.

Kapitola sesta: Odmeény

Odmeénou je zcela jisté uz samotny pocit z dokoncéeni hry nebo ocenéni snahy
od ucitele (radost z objeveni nového principu Sifry je mnohdy k nezaplaceni).
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Ale tento typ odmény nam prilis dlouho nevydrzi. Pokud jde o odménu v ramci
jedné sifrovaci hry za delsi obdobi, je mozné vyrobit/koupit néjakou vétsi cenu
primérené k véku hracu.

Z praxe vim, ze velmi dobfe jsou prijimany diplomy. Vhodné je, kdyz ob-
razkem pripomene zameéreni hry. Nékteri zaci si je zakladaji a vylozené tvori
sbirky (sbératelské ¢innost je velmi oblibend v jakémkoli véku). Diplomy nemusi
byt nutné na velkém papiru. Casto vyuzivim drobné karticky (8 ks na formét
A4), které si zaci zakladaji nebo lepi do sesitu — jednotlivé umisténi na diplomy
nepisi, ale prvni skupiny jsou odménény bonusovou samolepkou (pfimo na di-
plomu). Velmi oblibené jsou také medaile nebo drobné predméty tisknuté na 3D
tiskarné. Pokud skola tiskarnu vlastni, jde o velmi zajimavou odmeénu, ktera neni
finan¢éné nakladna. Z vlastni zkuSenosti vim, ze tento typ odmény zaka muize mo-
tivovat k tomu, aby chtél hru splnit treba i ve svém volném case — zde bych rada
citovala jednoho z mych zakt: ,, Pani ucitelko, kdyz to nestihnu a dofesim doma,
dostanu taky diplom? A kdyz budu chybét, budu si to moct néjak doplnit? Mné
by totiz potom chybél, a to by byla skoda.®

Zavér

Dtlezité je uvédomit si, Zze nic nemusi jit hned — a to jak tvorba, tak samotné
reseni inikovych her. Vyhodou je zacit na drobnéjsich cvi¢enich. Zatim nejvétSimi
problémy, se kterymi se setkavam béhem tvorby, a vlastné i s zaky pfi reseni, je
¢as a inspirace. Sam ucitel musi zhodnotit, zda je ochoten tomu cas vénovat
(u vymysleni jde velmi Casto o nas volny cas a je potfeba mit to spravné nadseni
nebo ochotné kolegy, kteri umi podporit; u vyuzivani inikovek si ucitel musi sam
odpovédét na to, zda to zaky rozviji a motivuje vice nez bézné vyuka a zda tento
typ aktivity je pro konkrétni zaky vhodny).

Vyhodou tnikovych her je, ze rozvijeji mnoho klicovych kompetenci (feseni
problému — zaci se setkavaji s riiznymi novymi tkoly nad kterymi musi pre-
myslet; komunikac¢ni a socidlni — kdyz se pracuje v tymech; digitalni — pokud
jsou soucasti i Sifry na pocitaci nebo v aplikaci; k uceni a pracovni kompetence)
a zakladni gramotnosti. Gramotnost logicko-matematicka je rozvijena diky jed-
notlivym tkoltim, ¢tenarskou gramotnost podporuje text, ktery je nutné pochopit
pro uspésné teseni ¢i pribéh, ktery tinikovku doprovazi. Mizeme rozvijet i pisa-
telskou gramotnost. Pro tyto i¢ely mtizeme vytvorit napriklad Denik dobrodruha
(viz obréazek 3), ve kterém zak miize zaznamenat sviij prubéh hry, poznamenat si
strucény déj, zachytit své napady a z nich pozdéji cerpat, nebo jej mizeme vyuzit
i jako hodnoceni zakovské prace a zpétnou vazbu pro ucitele.

Pokud se pustite do vytvareni vlastnich her, urcité je dobré vést si poznamky,
jak tkoly trvaly dlouho, co sklidilo nejvétsi tispéch, kde nastalo nejvice problémi.
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M l S Et Jaké byly principy hry (Zifer)? Jak se postupavala?
.

DATUM: TAJENKA:

JAK TO DNESKA 5LO7

Skvele Fajn Jaks taks Nie moc Viibec

Ca ge mi povedlo?

e |i

Comi pnmhlq? Edo mi pomohl?

Celkovd nirofnost hry
Co mobu priftd zlepsit?
Marofnost cvitend
Ml prines v tymu

Celkovd obtiznost hry

Zajimavost. zibava

@ Casovi niroénost

Obrazek 3: Denik dobrodruha — ukazka

To Vam velmi pomiize nejen danou hru prizpiisobit pri opakovaném pouziti, ale
i pri tvorbé nové hry. Je bézné, ze tvirce mize udélat chybu — abychom se toho
vyvarovali, je nejlepsi mit tzv. testera (¢lovéka, ktery hru vyzkousi diive, nez ji
predlozime zéktm), ale pokud takového clovéka neméate, muzete zdky doptfedu
upozornit, ze jde o néco nového, ze se zde mohou vyskytovat chyby a ze budete
radi, pokud Vas na né upozorni (jesté se mi nestalo, ze bych se setkala s negativni
reakci, spiSe naopak). Pocitejte s tim, ze zdci mnohdy najdou takova feseni, ktera
by Vés v zivoté nenapadla (a maji k tomu i logické zduvodnéni) — potom je vhodné
je pochvalit, ale zaroven upozornit, ze je tu i jina cesta, a pripadné je na ni navést.

Rada bych touto cestou podporila kazdého ucitele, ktery tnikovky vyuziva,
nebo dokonce sam tvori. Nezapomente vsSak, ze by zaky mélo vzdy cekat néco
nového, prekvapivého, aby se ze zajimavé aktivity nestalo jenom dalsi stereotypni
cviceni, a to by byla skoda. A pokud mate zaky starsi nebo velmi Sikovné, muzete
vyzkouset vytvorit takovou hru primo s nimi. Mize se z toho tfeba stat i zajimava
soutéz pro nizsi ro¢niky — jako byla napriklad soutéz Mathief, kterou pro zaky
zékladnich skol organizovali stfedoskolaci (Locker et al., 2022).
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Praktické ukazky s Geo(Gebra Classroom:
metodika vyuky a vyuziti appleti
v dynamickém matematickém softwaru

GeoGebra

MIROSLAVA HUCLOVA!

Pracovni dilny jsou zorganizovdany s cilem poskytnout pedagogum praktické zku-
Senosti s vyuZitim interaktivnich appleti ve vjuce geometrie. Ucastnici se v prak-
tickych ukazkdch na platformeé GeoGebra Classroom stanou Zaky a podrobné pro-
zkoumayji témata jako tuhel a jeho velikost, stredovd soumeérnost a trojuhelnik.
Dale budou intenzivné vyuzivat webovou platformu Geogebra.org k tvorbé, archi-
vact a sdileni matematickych projekti a vzdéldvacich materidli v cloudu. Seznami
se také s metodikou a technikami tvorby appleti v dynamickém matematickém
software GeoGebra, aby mohli tyto materidly efektivné zaclenit do své vyuky ma-
tematiky.

Uvod

Pracovni dilny se zamétruji na tematicky obor Geometrie v roviné a prostoru
v ramci vzdélavaci oblasti Matematika a jeji aplikace. V téchto dilnach jsou sta-
noveny specifické pozadavky na tvorbu a tupravu interaktivnich appletii, které
tvori zakladni prvek moderniho pristupu k vyuce geometrie. Kapitola déle po-
drobné vysvétluje metodiku zapojeni zakt a zefektivnéni jejich u¢ebniho procesu.
Zvlastni pozornost je pritom vénovana praktické realizaci vyuky a primé praci
zakl, coz facilituje lepsi porozumeéni transformaci teoretickych principt do prak-
tickych dovednosti.

Nastaveni aktivity, tvorba a metodika appleti

Pred zahajenim vyuky na platformé GeoGebra Classroom je klicové peclivé pri-
pravit a nastavit jednotlivé aktivity tak, aby tvorily soudrzny celek v souladu
s u¢ebnim planem. Ucitelé by meli aktivné vyuzivat webovou platformu Geo-
Gebra.org k tvorbé, uklddani a sdileni matematickych projektti a vzdélavacich
materialti v cloudu. Pro prehled jsou pripraveny tii ukazkové aktivity, které zahr-
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1 Zapadoceskd univerzita v Plzni, Pedagogicks fakulta; huclovam@kmt.zcu.cz
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stfedova soumeérnost a trojuhelnik. T'yto tlohy jsou navrzeny tak, aby byly pri-
stupné vsem zakim a zaroven nabizely rozsitené priklady pro nadanéjsi, které
poskytuji dalsi vyzvy po dokonceni zdkladnich 1ikol. Metoda nastaveni téchto
aktivit klade diraz na vyuziti funkci dynamického softwaru k podpore rozvoje
dovednosti a znalosti zakti. Podrobny popis ukolt a aktivit umoznuje uciteliim
maximalné vyuzit moznosti platformy GeoGebra Classroom a zajistuje, ze zaci
si osvoji klicové koncepty a dovednosti potiebné pro tspésné zvladnuti uciva.

Aktivita 1: Uhel a jeho velikost

Pro aktivaci je mozno vyzkouset popisovanou roli zaka a plnit uvedené ukoly
https://www.geogebra.org/classroom/kundkprm.

Nastaveni aktivity, tvorba a metodika appleti

Sada tloh 1.1: Uhel a jeho velikost

Uvodn{ tloha zobrazuje thel v roviné. Zdk muize s ramenem thlu manipulovat
a ménit velikost thlu. Pozoruje zménu jeho velikosti a vztah k bodm, které jsou
v roviné umistény. Jedna se o zakladni tlohu, ve které se zak seznami s thlem,
ramenem a vrcholem thlu. Dalsi tiloha zahrnuje manipulaci s ihlem tak, aby véta,
kterou zék pfitadi, byla pravdiva. Uloha jiz vyzaduje spojeni znalost{ a dovednosti
o velikosti thlu. Navazujici tloha graduje. Barvé thlu je prirazena véta, ktera
zahrnuje nejen text o velikosti thlu, ale i vztah bodu k thlu. Zak opét manipuluje
uhlem a body tak, aby véta byla pravdiva. Posledni applet této sady uklada
zaktim doplnit text dle znalosti o ramenech tihlu a jeho vrcholu. K ovéreni znalosti
této sady jsou stanoveny otazky na velikost uhli. Otézky primo souviseji se
zjisténymi skutecnostmi z predchozich tloh.
Digitalni kompetence ucitele pro nastaveni appletu:
Ucitel pro tvorbu applett prvni sady sestrojuje thly, znazornuje jejich velikost,
vklada text s editaci thld a propojuje pole pro interaktivni nastaveni vztahu
se zobrazovanym uhlem. Didakticky zadava tlohy podle barev textu, spravné
edituje body. Ulohy zadava podle naro¢nosti, kterou stupiiuje. V posledni geo-
metrické tloze sady vyuziva moznosti proménné a vstupniho pole, propojuje ob-
jekty a vklada zaskrtavaci tlacitka pro zobrazeni spravné odpovédi. Sada tloh je
ukoncena souborem otazek, jejichz odpovedi jsou v kontextu ziskanych znalosti
uvedenych tloh. V pokrocilém nastaveni appletu je vhodné zohlednit rozliSeni
obrazovky (1920 x 1080) a zobrazit ikony pro reset konstrukce.

Poznamka: rozliseni obrazovky je stejné u vsech dalSich tloh. Je zavislé na
technickém vybaveni pocitacové ucebny, ve které bude vyuka probihat.
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Sada tloh 1.2: Osa thlu

Dalsi tloha zahrnuje sadu pifkladi na osu thlu a konstrukei osy thlu. Ulohy
graduji v obtiznosti reseni. V prvnim tukolu maji zaci zadan thel a sestrojenou
jeho osu. S vyuzitim néstroje uhel maji zmérit uhly, které vzniknou sestrojenim
osy uhlu. Pti spravném feseni zjistuji, ze thly jsou shodné. Osa tihlu rozdéli tihel
na dva shodné thly. Manipulaci rameny tuto skute¢nost ovéruji. Druhy kol této
sady Tesi zaci s vyuzitim vsech nastroji. Nastroj osa whlu jim umozni sestrojit osu
daného uhlu. V nastaveni edituji druh a tloustku cary dle ziskanych pravidel pri
rysovani. Tret{ applet graduje. Zaci sestrojuji osu dhlu. Maji k dispozici vSechny
nastroje vyjma nastroje osa uhlu. Zaci tedy musi rysovat osu thlu tak, jak jsou
zvykli s vyuzitim tradi¢nich rysovacich pomiicek z hodin. Vyuzivaji kruzitko,
prusecik, poloptimku. Vzniklé druhy car edituji. Tim dochézi v této sadé k posunu
dovednosti od manipulace s objekty po ziskavani idaji o objektech.

Digitalni kompetence ucitele pro nastaveni appletu:

Uc¢itel pro tvorbu téchto appleti vytvori sadu kol na osu ihlu. V nastaveni voli
vhodné barvy, texty, edituje druhy car figury. Vyuziva spravnou typografii sazby
uhlt a propojuje pole. Zpristupni zakim jen nastroje, které jsou nutné pro reseni
dané dlohy. V pokrocilém nastaveni zobrazuje v prvni tloze nastroj ukazovdtko
a thel, v druhé tloze kompletni menu (zde zak vyuziva nastroj osa whlu). Treti
tloha mé omezené nastroje (chybi nastroj osa whiu). V konstrukci tedy vyuziva
nastroje a postupy, které odpovidaji tradicnimu rysovani z hodin matematiky
a zndmym rysovacim pomuckam (trojuhelnik s ryskou, pravitko, kruzitko).

Sada 1loh 1.3: Vedlejsi a vrcholové tihly, souhlasné a stridavé thly

Posledni sada zahrnuje tlohy pro ovéreni znalosti vedlejsich a vrcholovych thli
a souhlasnych a stiidavych uhla [4]. V téchto tlohdch vzdy zék manipuluje
s objekty a ziskava informace o vlastnostech dané figury. Prvni tkoly jsou na
vlastnosti vedlejsich a vrcholovych 1hld, druhé tkoly na vlastnosti souhlasnych
a stfidavych thld. Kli¢ové je pozorovani pii manipulaci s thly. Zak vyuzivd mani-
pulace k ovéreni ziskanych znalosti. Pritazuje spravné véty a vztahy jednotlivym
figurdm. Sady jsou zakonceny souborem otazek, jejichz odpovédi vychézeji ze
znalosti ziskanych pri reseni predchozich sad tloh.

Digitalni kompetence ucitele pro nastaveni appletu:

Ucitel pro tvorbu prvniho appletu této sady sestroji vedlejsi a vrcholové tuhly,
oznadi jejich velikost. Vlozené textové véty propojuje s polem. Edituje vhodné
druhy car, vyuziva barev. Vhodné edituje jejich vlastnosti, oznaceni a druhy
car tak, aby odpovidaly zadavanému oznaceni ve vyuce. Vyuziva své didaktické
predpoklady k vyuce tak, aby figura byla pro zédka zretelnd, oznacena v kontextu
jeho znalosti.
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V pokrocilém nastaveni obou tloh zobrazuje jen reset konstrukce.

Aktivita 2: Osova soumérnost

Po aktivaci odkazu muze uzivatel prejit na uvedenou platformu a vyzkouset si
popisovanou roli zaka. Na https://www.geogebra.org/classroom/derx8b9x
bude moci plnit ikoly podle dostupného zadani.

Nastaveni aktivity, tvorba a metodika appleti

Sada dloh 2.1: Shodné utvary

Uvodni tloha zahrnuje obli¢ej divky. Druhy obrdzek je demonstrovan polovinou
ptvodniho obli¢eje a osou soumérnosti. Zak mé zobrazeny panel nastroji. Nastroj
osova soumeérnost mu umoznuje vytvorit obraz poloviny obliceje a porovnat jej
s ptvodnim obli¢ejem divky. Uloha je doplnéna sekei Otdzka. Oteviend otdzka
je pro zaka zaznamenanim zjisténého stavu. V textu musi zak odpovédét, zda je
oblicej divky osoveé soumérny.

Digitalni kompetence ucitele pro nastaveni appletu:

Pedagog pro tvorbu tohoto appletu vybere vhodny obrazek portrétu. Vybira ob-
razek v licenci Creative Commons (CC — BY). Objekt upevni a v textu oznaci
puvodni obrazek. Vytvori polovinu obrazku a osu soumérnosti. V pokrocilém na-
staveni je vhodné zohlednit rozliSeni obrazovky (1920 x 1080), zobrazit ikonu pro
reset konstrukce a zobrazit panel nastroji. Pridat sekci otazka, editovat otazku
a volit otevrenou otazku.

Poznamka: rozliseni obrazovky je stejné u vsech dalSich tloh. Je zavislé na
technickém vybaveni pocitacové ucebny, ve které bude vyuka probihat.

Sada dloh 2.2: Osové soumérné utvary, vlastnosti, samodruzny bod

Dalsi uloha zahrnuje dva osové soumérné trojihelniky a jejich osu soumérnosti.
Ukolem 7éka je manipulace figurou. Zéak si pfi praci uvédomuje vlastnosti vzoru,
obrazu a jeho vztah k ose soumérnosti. V pripadé, Ze vzor protind osu soumeér-
nosti, vznika spole¢ny bod F. Zak aktivuje v kontextové nabidce zobrazit stopu.
Manipulaci zjistuje, ze stopa je pouze na ose soumeérnosti. Ovéruje si tak nabyté
znalosti o samodruzném bodu osové soumérnosti. Ukol je doplnén otevienou
otazkou k vlastnosti bodu F.

Digitalni kompetence ucitele pro nastaveni appletu:

Pedagog pro tvorbu tohoto appletu vytvori vzor a obraz trojihelniku v osové
soumeérnosti s osou o. Pro nazornost barevné odlisi vzor a obraz. Nastavi prusecik
F' jako prusecik trojuhelniki. V pokrocilém nastaveni umozni zobrazit ikonu pro
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reset konstrukce a povoli pravé kliknuti, zoom a apravy pomoci klavesnice. Povoli
pridat sekci otazka, editovat otazku a volit otevienou otazku.

Sada tloh 2.3: Tvorba osové soumérného trojihelniku s vyuzitim na-
stroje osova soumeérnost a bez jeho vyuziti

Dalsi ukol zahrnuje sadu uloh. V téchto tilohéch tvori zdk obraz utvaru v osové
soumeérnosti s vyuzitim nastroje osova soumérnost a bez vyuziti tohoto nastroje.
Prvnf tloha mé zadanou jen osu soumérnosti. Zak ma narysovat libovolny troj-
thelnik. S vyuzitim nastroje osova soumérnost sestroji obraz trojihelnika. Druhy
ukol navazuje a graduje. K trojuhelniku ma sestrojit obraz v osové soumérnosti
s osou o. Nemda moznost vyuzivat nastroje osové soumeérnosti. Muze vyuzivat
stejné prostiedky, jako vyuziva pri rysovani s tradiénimi pomtckami (trojihel-
nik s ryskou, pravitko, kruzitko).

Digitalni kompetence ucitele pro nastaveni appletu:

Pedagog pro tvorbu prvniho appletu této tlohy vytvori pouze osu soumeérnosti.
V pokrocilém nastaveni umozni zobrazit menu a panel nastroji a povoli pravé
kliknuti, zoom a tupravy pomoci klavesnice. V druhém appletu ma zak pripra-
ven trojuhelnik véetné vnitinich thla. Aktivaci nastaveni panelu nastroji z néj
odstrani funkci osova soumérnost.

Sada tloh 2.4: Tvorba osové soumérného utvaru s vyuzitim nastroje
osova soumeérnost

Sada zahrnuje jednoduché procvi¢ovaci tlohy. V téchto tlohach zak tvori vzor
s vyuzitim nastroji matematického software. Nastroj osova soumeérnost vyuziva
k sestrojeni obrazu utvaru v osové soumérnosti. V prvni tiloze sestroji ¢tyruhelnik,
v druhé kruznici. Ulohy jsou voleny k procvicovani vlastnosti rovinnych dtvari
tak, jak se s nimi setkali pri rysovani s tradi¢nimi eukleidovskymi prostredky.

Digitalni kompetence ucitele pro nastaveni appletu:

V pokrocilém nastaveni da zobrazit menu a panel nastroji a povoli pravé kliknuti,
zoom a upravy pomoci kldvesnice.

Sada dloh 2.5: Vlastnosti osové soumérnych utvart

Posledni sada zahrnuje dvé gradované tulohy. Prvni tloha ma zobrazenou hlavni
mrizku. Jsou zde upevnény tri objekty — ¢tverec, obdélnik a rovnoramenny troj-
uhelnik. Objekty jsou rozmistény v plose tak, aby se osy soumeérnosti jednotlivych
objektf nepiekryvaly. Osy soumérnosti se piichytévaji k mifzce. Zak vyuziva této
vlastnosti pro snadnou tvorbu. Ukolem Zdka je sestrojit osy soumérnosti danych
utvari. Osy ma editovat. Gradovany tkol je poslednim tkolem. Pro ¢tyri ro-
vinné utvary zak sestroji osy soumérnosti. Nema k dispozici mrizku — musi tedy
sestrojit stredy stran. Vzniklé osy edituje.
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Digitalni kompetence ucitele pro nastaveni appletu:

Pedagog pro tvorbu prvniho appletu vytvoif miizku a tfi rovinné utvary. Utvary
v nastaveni upevni, aby zak nemél moznost manipulovat s objekty. V zdkladnim
nastaveni mrizky voli prichyceni bodt k mftizce. Druhy applet zobrazuje ctyti
objekty. V pokrocilém nastaveni umozni zobrazit menu a panel nastroji a povoli
pravé kliknuti, zoom a tpravy pomoci klavesnice.

Aktivita 3: Trojuihelnik

Po aktivaci odkazu muze uzivatel prejit na uvedenou platformu a vyzkouset si
popisovanou roli zéka. Na https://www.geogebra.org/classroom/bzv8p3vf
bude moci plnit tkoly podle dostupného zadani.

Nastaveni aktivity, tvorba a metodika appleti

Sada tuloh 3.1: Tridéni trojuihelniku

75k s vyuzitim néstroje mnohothelnik sestroji zakladni prvek obrazku, pojme-
nuje tvar a edituje barvy. Zjistény rovinny tutvar spravné identifikuje a pojmenuje.
Manipulaci s nastroji a objekty v dynamickém matematickém software GeoGebra
ziskava zak zakladni dovednosti pro praci s timto programem.

Uvodni tloha zahrnuje ¢tyfi obrdazky ze svéta kolem nas. Zak ma v zobra-
zeném panelu nastroji jen jeden nastroj mnohothelnik. S vyuzitim uvedeného
nastroje vyznadi zékladni prvek obrézku — trojahelnik. Edituje jeho barvu. Uloha
je doplnéna sekci otazka. Nabidka otevrend otazka je pro zaka zaznamenanim
zjisténého stavu z ulohy. V textu musi zak odpovédét, jaky geometricky tvar
sestrojoval.

Digitalni kompetence ucitele pro nastaveni appletu:

Pedagog pro tvorbu tohoto appletu vybere vhodné obrazky ze svéta kolem nas.
Vybira obrazek v licenci Creative Commons (CC — BY). Objekty vlozi do sou-
boru, ukotvi, upevni. V pokrocilém nastaveni je vhodné zohlednit rozliSeni obra-
zovky (1920x 1080), zobrazit ikonu pro reset konstrukce a zobrazit panel nastroju,
ve kterém je nastaven pracovni prostor a vybrany pouze pozadované funkce. Je
treba pridat sekci otazka, editovat otazku a volit otevienou otazku.

Sada iloh 3.2: Trojahelnik — tridéni podle stran a podle thla

75k s vyuzitim ndstroje ukazovatko modeluje pozadované trojihelniky. Na za-
kladé zjisténych skutecnosti odpovida na stanovené otazky. Manipulaci s nastroji
a objekty v dynamickém matematickém software GeoGebra ziskava zak zakladni
dovednosti pro praci s timto programem.
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Obrazek 1: Vyuziti nastroje mnohotuhelnik

Dals{ tikol zahrnuje sadu tloh na t¥idéni trojihelniki. Ulohy graduji v obtiz-
nosti rfeseni. V prvni tloze maji zaci zadany tii trojuhelniky a v nich zobrazeny
délky stran trojthelniktl. Zék ve své tiloze modeluje podle zadani danou figuru.
K dispozici ma pouze nastroj ukazovatko. V druhém tikolu modeluje trojuhelnik
podle thla. U dvou trojihelnik pomoci dostupné funkce tthel méri velikosti thla,
respektuje doporuceni v zadani. Tim dochazi v této sadé k posunu dovednosti
od manipulace s objekty po ziskavani idaji o objektech. Sada konci souborem

otazek, na které zak odpovida v kontextu ziskanych znalosti uvedenych tloh.
(Tlusty, 2019)
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Obrazek 2: Trojuhelnik — tridéni podle stran — zakovské reseni
Digitalni kompetence ucitele pro nastaveni appletu:

Pedagog pro tvorbu téchto appleti vytvori sadu trojuhelnikti s pozadovanymi
vlastnostmi, kde jsou zobrazeny délky stran, velikosti 1hl jsou zobrazeny jen
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u prvniho trojuhelniku. V nastaveni voli barvy, které vyuziva jako oznaceni textu
v zadani. Zpristupni zaktim jen nastroje, které jsou nutné pro reseni dané tlohy.
V pokrocilém nastaveni zobrazuje v prvni tloze jen ikonu pro reset konstrukce,
v druhé tloze menu (omezeni nastroju nastaveno v appletu). Prid4 sekci otézka,
editovat otazku a volit otevienou otazku.

Sada iloh 3.3: Vysky a téznice trojuhelniku

74k s vyuzitim néstroje ukazovatko zjistuje vlastnosti vysek a téznic trojihelniku.
Déle s vyuzitim ndastroju sestrojuje vysky a téznice zadanych trojihelnik. Na
zakladeé zjisténych skutecnosti odpovidéa na stanovené otéazky. Pomoci dostupnych
nastrojii v dynamickém matematickém software GeoGebra ziskava zak pokrocilé
dovednosti pro praci s timto programem. Nauci se tvorit objekty, upravovat jejich
vlastnosti a manipulovat s vyslednou figurou, aby odhalil jeji charakteristiky.
Tyto ziskané informace je nasledné schopen spravné interpretovat.

Dalsi tloha zahrnuje sadu tloh na vysky a téznice trojuhelniku. V téchto
ulohach vzdy zak manipuluje s objekty a ziskava informace o vlastnostech dané
figury. Prvni tkoly jsou na vlastnosti vysek trojihelniku, druhé ikoly na vlast-
nosti jeho téznic. Klicové je pozorovani zmény pri modelovani trojuhelniku ost-
rouhlého, pravoihlého a tupoihlého. Nasledné zak sam tvori s vyuzitim nastroji
svoji figuru. V téchto tkolech ma k dispozici vSechny néastroje. V konstrukci
tedy vyuziva nastroje a postupy, které odpovidaji tradi¢cnimu rysovani z hodin
matematiky a zndmym rysovacim pomtckdm (trojuhelnik s ryskou, pravitko,
kruzitko). Kazd4 sada je zakoncena souborem otéazek, jejichz odpovédi vychazeji
ze znalosti ziskanych pri feseni danych tloh.

Digitalni kompetence ucitele pro nastaveni appletu:

Pedagog pro tvorbu prvniho appletu této tlohy sestroji vysky (téznice) trojihel-
niku. Vhodné edituje jejich vlastnosti, oznaceni a druhy ¢ar tak, aby vse odpovi-
dalo zadavanému oznaceni ve vyuce. Zaktim dava moznost vyuziti jen nékterych
nastroji. Vyuziva své didaktické predpoklady k vyuce tak, aby figura byla pro
zaka zretelna, oznacena v kontextu jeho znalosti. V pokroc¢ilém nastaveni prvni
ulohy (vysky, téZnice) zobrazuje jen reset konstrukce. V druhém appletu ma zak
pripraven trojuhelnik (konstrukce vysek, téznic) véetné vnitinich Ghla. V této
uloze ma zak k dispozici kompletni menu nastroju.
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Obrazek 3: Trojihelnik — vysky trojuhelniku — zakovské reseni

171



Sada dloh 4: KruzZnice vepsana a opsana trojahelniku

74k manipulaci s objekty pozoruje vlastnosti kruZnice opsané a vepsané troj-
uhelniku. Zobrazuje postup konstrukce kruznice opsané a vepsané a nasledné
s vyuzitim nastroji tyto kruznice sestrojuje. Pomoci dostupnych nastroji v dy-
namickém matematickém software GeoGebra ziskava zak pokrocilé dovednosti
pro praci s timto programem. Nauci se tvorit objekty, upravovat jejich vlastnosti
a manipulovat s vyslednou figurou, aby odhalil jeji charakteristiky. Tyto ziskané
informace je nasledné schopen spravné interpretovat.

Sada zahrnuje soubor kruznice opsané a vepsané urc¢ené k modelovani, postup
konstrukce obou kruznic a trojihelniky pro sestrojeni kruznice opsané a vepsané
trojuhelniku. V prvni dloze ma zak k dispozici nastroj ukazovatko a nastroj ABC
Text. S vyuzitim uvedenych nastroji plni prvni dlohu. Dalsi tlohy graduji. Zak
mé k dispozici postup konstrukce kruznice opsané (vepsané) trojuhelniku. M4
moznost si libovolné zobrazit kroky postupu konstrukce. Ziskané znalosti vyuzije
pri vlastni konstrukci v poslednim tkolu. Zde do trojuhelniku konstruuje s vyuzi-
tim vSech nastroju kruznici opsanou (vepsanou) trojihelniku. Ulohy jsou voleny
jako doplnéni ke konstrukénim tloham, které zaci tvorili s vyuzitim tradi¢nich
rysovacich prostredki.

Zavér

V zévéru je dilezité zduraznit, ze praktické ukazky s platformou GeoGebra Class-
room ukazuji vyznamny posun v metodice vyuky a vyuziti interaktivnich appletii
v dynamickém matematickém softwaru. Prace s GeoGebra poskytuje pedago-
glim i zakim nastroje pro hlubsi pochopeni a aplikaci geometrickych koncepti
ve vzdélavacim procesu.

Zaclenéni technologie do vyuky nejenze zvysuje zajem zaki o matematiku,
ale také podporuje kritické mysleni a analytické dovednosti. Diraz na tvorbu
a upravu appletil umoznuje ucitelim prizptsobit vyuku specifickym potrebam
svych trid, coz vede k vetsi efektivité a zacileni na klicové vzdélavaci cile.

Systémové vyuziti dynamického softwaru GeoGebra a metodického pristupu,
jak je demonstrovano v téchto dilnach, poskytuje robustni ramec pro vyuku
a uceni geometrie, ktery muize byt modelovan a upraven pro dalsi oblasti ma-
tematiky a aplikaci ve Sskolnim kurikulu. Konec¢né, efektivni implementace téchto
nastroju a strategii v praxi nejen zlepsuje vysledky uceni, ale také pripravuje
zaky na uspésné reSeni realnych problému a vyzev.
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Mathesso: Inovativni nastroj pro rozvoj
matematické intuice formou hry

JIRl KACGIREK!

Tento clanek predstavuje hru Mathesso, kterd byla navriena s cilem aktivovat
kognitivni procesy zodpovedné za vznik a rozvoj matematické intuice. Hra vyuzivd
principt klasického pexesa, avsak s dirazem na matematické koncepty, cimz pod-
poruje podvedomé osvojovani aritmetickych operaci u déti i dospélych. Soucasné
prindsi inovativni pristup k rozvoji schopnosti rozpozndvdani numerickych vzorci
a vztaht mezi ¢isly, ¢imz podporuje rychlé rozhodovdnd a logické mysleni (Janecek
¢ Science 21, 2023).

Obrazek 1

Uvod

Matematicka gramotnost je klicovou soucasti vzdélani a hraje zasadni roli v kaz-
dodennim zivoté (OECD, 2019). Pfesto mnoho studentii vnima matematiku jako
abstraktni a slozitou disciplinu, coz casto vede k obavam a neochoté ji studo-
vat. Tradiéni metody vyuky mohou byt pro nékteré zdky méné efektivni, nebot
postradaji hravy a intuitivni pristup.

Hra Mathesso byla vyvinuta jako odpovéd na tyto vyzvy a usiluje o preklenuti
propasti mezi teorii a praxi prostrednictvim interaktivniho a zabavného forméatu.

! Mathesso; kacirek.jiri@gmail.com
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Jejim cilem je nejen pomoci détem osvojit si zakladni matematické operace, ale
také podpoftit hlubsi pochopeni matematickych vztahi a principa (Boaler, 2016;
Janecek & Science 21, 2023). Diky kombinaci herniho prvku a vzdélavaciho ob-
sahu se Mathesso stava silnym nastrojem pro ucitele, rodi¢e i studenty vsech
vékovych kategorii.

Koncept hry Mathesso

Zakladni myslenka Mathessa spociva v aktivaci kognitivnich procesti odpoveéd-
nych za vznik a rozvoj matematické intuice. Hra je navrzena tak, aby déti mohly
prirozené a nenucené vnimat struktury a vzorce c¢iselnych operaci, aniz by se
musely spoléhat na memorovani pravidel (Dehaene, 2011). Pomoci bazalni arit-
metiky priblizuje détem klicové matematické pojmy, jako jsou nasobeni, mocniny,
prvocisla nebo Fibonacciho posloupnost.

Vyhodou Mathessa je, ze dokaze stimulovat matematické mysleni na podve-
domé urovni. U déti predskolniho a mladsiho Skolniho véku se hranim této hry
rychle vytvari tzv. paterni aritmeticky systém, ktery slouzi jako pevny zaklad
pro dalsi matematické vzdélavani. Déti nepotiebuji znat jediné cislo, a presto
postupné pochopi zakladni vztahy mezi ¢isly a nauci se s nimi intuitivné praco-
vat.

Na rozdil od tradi¢nich vyukovych metod Mathesso integruje vizualni a hma-
tové prvky, které podporuji aktivni zapojeni déti a jejich schopnost asociativniho
uceni. To vede k lepsimu uchovani informaci a prirozenéjsimu pristupu k mate-
matice jako celku.

Obrazek 2
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Prospésnost pro ritizné skolni a vékové kategorie

Mathesso lze efektivné vyuzit napti¢ riznymi vékovymi skupinami:

o Predskolni déti: U nejmensich hrac¢t podporuje rozvoj zakladni nume-
rické gramotnosti, pomah4 jim pochopit pojmy jako vétsi/mensi, mnozstvi
a jednoduché aritmetické operace.

« Zaci prvniho stupné zakladni $koly: Hra pom&h4 pii osvojovani z-
kladnich matematickych operaci, jako je séitani, od¢itani, nasobeni a dé-
kych principi.

« ZAci druhého stupné zakladni Skoly: Mathesso slouzi jako vyborny
nastroj pro zdokonalovani rychlosti pocitani a rozpoznavani vzorcl v ¢is-
lech. Diky rozsitenym variantam karticek se zaci uci faktoridly, mocniny
a Fibonacciho posloupnost.

o Stredoskolaci a dospéli: Pro pokrocilejsi hrac¢e hra nabizi hlubsi po-
chopeni abstraktnich matematickych konceptl a pomaha v rozvoji logic-
kého mysleni a kombinatorickych dovednosti. Mathesso mize byt vyuzito
i v pripravé na matematické soutéze a olympiady.

Obrazek 3
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Herni mechanismus

Pravidla hry se podobaji klasickému pexesu, avsak s nékolika klicovymi rozdily
zaméfenymi na matematické koncepty. Herni baleni obsahuje sedm zakladnich
skupin karticek, které se lisi grafickym zpracovanim a matematickym vyznamem.
Kazda skupina ma vlastni postup, podle kterého hraci hledaji identické karticky
(Janecek & Science 21, 2023).

Mala nasobilka: Karticky maji na ¢ernobilé strané ¢initele ndsobeni a na
barevné strané vysledek jejich soucinu.

Druhé mocniny: Karticky zobrazuji na ¢ernobilé strané zdklad mocniny
a na barevné strané vysledek umocnéni.

Prvocisla: Karticky obsahuji stejné ¢islo na obou stranach, ptricemz ba-
revnd strana ma specifické pozadi.

Fibonacciho cisla: Podobné jako u prvocisel, karticky zobrazuji stejné
¢islo na obou stranach s odlisSnym grafickym zpracovanim.

Faktorialy: Karticky maji na ¢ernobilé strané ¢islo nebo symbol faktorialu
a na barevné strané vysledek této operace.

Nuly: Karticky zobrazuji na barevné strané nulu s prisvitnym ¢islem na
pozadi, které odpovida cislu na ¢ernobilé strané.

Cooper—Janeckova varianta: Specialni karticky, které reprezentuji spe-
cifické matematické vztahy a podporuji hlubsi pochopeni abstraktnich
pojmi.

Obrazek 4
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Program Mathesso do skol

V ramci iniciativy na podporu matematického vzdélavani se Nadace Science 21,
pod vedenim Karla Janecka, rozhodla darovat hru Mathesso do kazdé skoly,
détského domova a dalsich vzdélavacich instituci. Cilem tohoto programu je po-
skytnout pedagogtim a vychovatelim efektivni néstroj pro vyuku matematiky,
ktery je zabavny a zaroven edukativni (Janecek & Science 21, 2023).

Skoly a organizace, které maji o hru Mathesso zajem, mohou jednoduse vypl-
nit formular dostupny na oficidlnich webovych strankach programu. Po odeslani
zadosti budou kontaktovany ohledné doruceni nebo osobniho predani hry. Tento
pristup usnadnuje integraci Mathessa do vyuky a podporuje jeho rozsireni napric¢
vzdélavacimi institucemi.

Program Mathesso do skol jiz obdaroval vice nez 1 200 instituci touto hrou,
coz svédci o jeho uspéchu a pozitivnim prijeti ve vzdélavaci komunité. Diky této
iniciativé maji tisice student moznost zazit matematiku jinak — hraveé, interak-
tivné a s dlirazem na rozvoj logického mysleni.

Integrace Mathessa do skolniho prostredi prinasi radu vyhod. Ucitelé mohou
hru vyuzit jako doplnkovy nastroj k tradi¢ni vyuce, coz obohacuje pedagogicky
proces a zvysuje angazovanost studentid. Navic hra podporuje spolupraci mezi
zaky, rozviji jejich komunikacni dovednosti a posiluje tymového ducha.

Celkové program Mathesso do skol predstavuje vyznamny krok smérem k mo-
dernizaci vyuky matematiky a podporuje inovativni pristupy ve vzdélavani. Diky
nému se matematika stava pristupnéjsi, srozumitelnéjsi a predevsim zabavnéjsi
pro vSechny vékové kategorie studentii.

Mistrovstvi Ceské republiky v Mathesso

Nadace Science 21 vyhlasuje postupovou soutéz pro zaky zakladnich skol s na-
zvem Mistrovstvi CR v Mathesso. Tato soutéz je navrzena tak, aby podpofila
zadjem o matematiku a logické mysleni mezi mladymi studenty prostrednictvim
hry Mathesso.

Struktura soutéze

Soutéz je rozdélena do nékolika fazi:
1. Skolni kola: Kazd4 zakladn{ Skola mize uspofadat vlastni interni turnaj,
ze kterého vzejdou vitézné tymy postupujici do dalsich kol.
2. Krajska kola: Vitézné tymy ze skolnich kol se utkaji na tirovni kraji, kde
budou soutézit o postup do celostatniho finale.

178



Obrazek 5

3. Celostatni finale: Nejlepsi tymy z krajskych kol se setkaji v celore-
publikovém findle, kde budou soutézit o titul mistra Ceské republiky
v Mathesso.

Cile soutéze

Mistrovstvi CR v Mathesso si klade za cil:
e Podporit zadjem zakl o matematiku a rozvoj jejich logického mysleni.
o Posilit tymovou spolupraci a komunikaci mezi studenty.
o Nabidnout zabavnou a interaktivni formu soutézeni, ktera propojuje vzdé-
lavani s hrou.

Ucast a registrace

Skoly, které maji zajem se do soutéZe zapojit, mohou ziskat vice informaci a re-
gistrovat své tymy prostrednictvim oficialnich webovych stranek Mathesso.

Tato soutéz predstavuje jedinecnou prilezitost pro zaky zakladnich skol zapo-
jit se do matematického soutézeni v pratelském a podporujicim prostiedi.

Zavér
Mathesso predstavuje inovativni nastroj pro vyuku matematiky, ktery kombi-
nuje zabavu s efektivnim uc¢enim. Diky svému jedineénému pristupu ma poten-
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Obrazek 6

cial zménit zptsob, jakym déti i dospéli vnimaji a uéi se matematiku, a prispét
tak k rozvoji matematické gramotnosti ve spole¢nosti. Hra se osvédcila nejen
v doméacim prostredi, ale i ve skolnich a volnocasovych centrech, kde podporuje
kreativni mysleni a schopnost rychlého rozhodovani v matematickych tlohach
(Janecek & Science 21, 2023).

Veskeré informace o hre MATHESSO a programech na podporu vzdélavani na-
leznete na www.mathesso.cz.
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Podnéty k vyuce shodnosti trojtihelniki

GABRIELA KNAPOVA!

Tento prispévek popisuje pracovni dilnu, kterd byla koncipovdana jako ryze prak-
ticka ukdzka toho, jak je mozné pojmout vyuku shodnosti trojuhelniki. V jejim
prubéhu ucastnici sami tvorili ulohy, které muzZeme Zdkum zaddvat pro podnét-
nou vyuku tohoto tématu. Jejich ndvrhy byly doplnény ulohamsi, se kterymi md
zkusenost autorka prispevku. V tomto clanku je nejprve téma shodnost ukotveno
v RVP, popsdno zvolené teoretické pozadi (pozndvaci proces v matematice podle
M. Hejného a F. Kuriny) a nasledné jsou uvedeny ukdzky uloh, které mizeme
zZakim v jednotlivych fazich pozndvaciho procesu zadat.

Vyznam geometrie na zakladni skole nelze podcenovat. Jednim z klicovych témat,
které tvori zaklad dalsiho rozvoje prostorové predstavivosti a deduktivniho uva-
zovani zakt, je shodnost trojuhelnikii. Ackoliv se na prvni pohled miize téma jevit
jako cisté formalni matematicky koncept, jeho pochopeni vyzaduje hloubkové po-
rozumeéni vlastnostem geometrickych utvari, logickému usuzovani a schopnosti
pracovat s riznymi reprezentacemi matematického obsahu.

Tento ¢lanek popisuje priibéh pracovni dilny. Jeho cilem je popsat ukotveni
tématu v Ramcovém vzdélavacim programu pro zakladni vzdélavani (RVP ZV),
déle predstavit zvolené teoretické vychodisko pro poznavaci proces zaki a na jeho
zékladé ilustrovat moznou vyuku pomoci konkrétnich tloh. Ulohy jsou voleny
tak, aby podporovaly hloubkové porozumeéni a plynuly prechod od intuitivniho
mysleni k abstraktnimu. Tento prispévek rozhodné nepopisuje jedinou spravnou
cestu k vyuce tohoto tématu, nabizi vSak naméty pro ucitele, jak koncept shod-
nosti uchopit nejen formalné.

Nova verze RVP ZV byla oficialné schvalena 30. prosince 2024. Na nékte-
rych skolach muze byt tedy uz od 1. zari 2025 integrovana do vyuky, povinné
zavedeni je v 1. a 6. ro¢niku od zari 2027. Pivodni verze RVP ZV popisuje shod-
nost a podobnost ve vystupu M-9-3-07 uzivd k argumentaci a pri viypoctech vety
o shodnosti a podobnosti trojuhelniki, pricemz je zde uvedeno nasledujici ucivo:
rovinné utvary — primka, poloprimka, usecka, kruznice, kruh, thel, trojihelnik,
¢tytthelnik (lichobéznik, rovnobéznik), pravidelné mnohoihelniky, vzédjemna po-
loha primek v roviné (typy uhli), shodnost a podobnost (véty o shodnosti
a podobnosti trojihelniki) (Ministerstvo kolstvi, mlddeze a télovychovy CR,
by se dala zaradit mezi vystupy MAT-MAT-003-ZV9-007 ,, Rozpoznd geometrické
utvary a vyuzivd jejich vliastnosti k resent problému.” a MAT-MAT-003-ZV5-008

! Univerzita Karlova, Pedagogicks fakulta; gabriela.knapova@pedf.cuni.cz
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» Konstruuje geometrické ttvary podle zadanych parametri. (Narodni pedago-
gicky institut Ceské republiky, 2024).

Poznavaci proces zaka mizeme podle Teorie generickych modeli M. Hejného
(2004) rozdélit do nékolika etap: motivace, izolované modely, generické modely,
abstraktni poznatky a krystalizace. Zasadni roli hraje motivace, neboli vnitini
zajem zaka ,, védét”, ktery podporuje aktivni a smysluplné poznavani. Prvni kon-
krétni kontakt s pojmy probiha skrze izolované modely, tedy jednotlivé re-
prezentanty dané oblasti. Jejich shérem a porovnavanim si zdk zac¢ind vytva-
fet predstavu o obecnych vlastnostech pojmu. Generické modely predstavuji
dalsi iroven poznavaciho procesu. Jde o prototypy, které zastupuji celou skupinu
izolovanych modeltt a pomahaji zakovi poznatky strukturovat. V dalsi fazi do-
chazi k prechodu k abstraktnim poznatktm, které jiz pouzivaji symbolicky
jazyk a matematické znaceni. Na zavér se poznani krystalizuje, tedy propojuje
s predchozimi znalostmi, ¢imz vznika hlubsi porozumeéni a lepsi uchopeni pojmu
v Sirsich souvislostech. Cely proces podporuje prirozeny rozvoj matematického
mysleni a vede k trvalému osvojeni pojmu.

V ramci dilny jsme jednotlivé etapy poznévaciho procesu diikladné probrali
a navrhovali k nim tlohy, které je mozné pri vyuce shodnosti (a nasledné podob-
nosti) trojihelnikta vyuzit. Priklady podnétnych tloh jsou uvedeny nize.

Poznamka: uvedené tlohy pochazi z pedagogické praxe autorky a byly inspi-
rovany ulohami z riznych zdroju.

1. Hladina motivace

Dostavame se k zakladni otazce — jak zaky namotivovat, aby viibec néjaké pozna-
vani mohlo zac¢it. Tato otazka je slozitd a v kazdém tridnim kolektivu, dokonce
i pro kazdého zaka bude idealni motivace jina (to koneckonct plati o provedeni
kazdé z nasledujicich navrzenych tloh). Jednim z moznych Teseni je zaradit na
zacatek tématu matematickou rozcvicku. Zde si zaci osveézi nutné pojmy, které
budou v novém tématu muset aktivné pouzivat. Ucitel navic odhali mezery ve
znalostech, které je tfeba doplnit. Na volbé ucitele pak zistava i forma roz-
cvicky (podle jeho zkusenosti s danou tridou), zda se bude jednat o frontélné
rizenou skupinovou diskusi, soutéz, praci ve dvojicich nebo skupinach, individu-
alni otazky ve formé handoutu, anonymniho hlasovani apod.; obdobné i do jaké
hloubky bude v rozcvicce zachazet.

Aktivita 1 — Matematickd rozcvicka
e Co je to trojuhelnik?
o Kolik ma stran a jak je znac¢ime?
e Co musi o jeho stranach platit?
o Kolik ma uhla?
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o Jak znac¢ime thly v trojihelniku ABC' a KLM?

o Jak trojuhelniky délime (podle délky stran a podle velikosti thli)?
této aktivity zcela jisté patii formalni odpovedi zakt. To jsou takové, kdy zak
napriklad odrika definici, které ale zcela nerozumi. V takovém pripadé by mél
ucitel vhodnymi doplnujicimi otdzkami formalni poznani odhalit a nahradit jej
hloubkovym neformalnim porozuménim. Rizikem urcéité muze byt pasivita né-
kterych zaki, které by mél ucitel zkusit zamezit formou vyuky, jez bude vhodna
pro konkrétni skupinu zaki.
Aktivita 2 — Tabulka: Déleni trojuhelnikt
74k se na zaver rozevicky zeptame, jak (a podle ¢eho) miZeme délit trojiihel-
niky. Pravdépodobné dostaneme odpovédi typu ,,na rovnostranny, pravouhly*“
apod., takze bude tfeba dopracovat se k tomu, ze déleni mame dvé — podle délek
stran a podle velikosti vnitinich thli. Az zaci (pripadné s pomoci ucitele) formu-
luji vSechny kategorie, rozdame jim k vyplnéni néasledujici tabulku (tab. 1). Do
kazdé volné bunky maji nacrtnout obrazek trojihelniku, ktery dané kategorie
splnuje. U zdatnéjsich zakid muzeme pridat podminku, aby zadna strana troj-
uhelniku nebyla ani vodorovnd, ani svisla. Na zavér je vhodné aktivitu shrnout,
prodiskutovat a projit chyby zak.

Tabulka 1: Déleni trojuhelniki

rovnostranny | rovnoramenny | obecny

ostrouhly
pravouhly
tupouhly

Kromé vyse zminénych rizik u tridni diskuse miize dojit i k zaméné nékterych
kategorii, je tedy dobré vysvétlit déleni predem. Typickym problémem pravde-
podobné bude snaha zaki vyplnit kazdou bunku. Je na uciteli, zda jim predem
upresni, ze nékteré bunky vyplnit nejdou. Dalsi limitaci miize byt geometricka
nepresnost nacrtku. Pokud tomu budeme chtit zamezit, miizeme nechat zaky
trojuhelniky rysovat. Pak je ale treba pocitat s tim, ze aktivita zabere nasobné
vice ¢asu.

Aktivita 3 — Optické klamy

Posledni aktivitou, kterou fadim do oblasti motivace, je prezentace s optickymi
klamy. Zaktim postupné promitneme napiiklad dva nasledujici obrazky a budeme
se jich ptat, jaky je vztah mezi délkou tisecek na obrazku 1 a velikosti prostrednich
kruhtt na obrazku 2.

Pravdépodobné se rozpouta diskuse o tom, jestli jsou, nebo nejsou stejné
dlouhé /velké. Ucitel zéky muze nésledné presvédcit doplnénim rovnobéznych car
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Obrazek 1: Jaky je vztah mezi délkou Obrazek 2: Jaky je vztah mezi
Gsedek na obrazku? velikosti prostfednich kruht?

ke krajum utvart, ze shodné jsou. Je vhodné zeptat se zaki, jak mizeme stejnou
velikost jinak pojmenovat. Casto se dozviddm, Ze se rovnaji, jsou stejné, shoduji
se a jsou shodné. Pokud zazni i posledné zminény pojem, ucitel jasa a motivacni
uloha se krasné preklene do nasledujici etapy poznavaciho procesu, k izolovanym
modeliim. Primky a kruhy na obrazku zaroven slouzi jako prvni izolované modely
utvari, které jsou shodné.

2. Hladina izolovanych modeli

75k se postupné setkavd s jednotlivymi reprezentanty shodnych tdtvarti a po-
stupné mezi nimi zac¢ind vidét souvislosti. Nejprve se zak asi setkd s izolovanymi
modely mimo matematiku, napriklad shodné kosticky ve stavebnici, shodné ob-
razky, shodné hracky, ..., coz mizeme vyuzit v nasledujici aktivité.

Aktivita 4 — Handout: Dvojice shodnych utvarta

Nékteré ttvary na handoutu (obr. 3) zaci oficidlné neznaji, ale méli by jejich
shodnost urcit intuitivné (napf. podle pravidla, Ze se ttvary prekryji). Diskusi nad
dvojicemi a trojicemi shodnych ttvarti upresnime, co znamena, ze jsou dva utvary
shodné. Neméli bychom opomenout ani to, jak se shodnost zapisuje, Ze existuje
piimé a neptimé shodnost (napf. porovnat ¢isla 4 a 14 na obrazku 3), diskuse
o utvarech 1 a 2 nebo 9 a 15 je dobrou propedeutikou podobnosti trojuhelnikii.
Jako u kazdé aktivity, i zde samoziejmé zalezi na formé provedeni, s ¢imz jsou
spojena i rizika.

3. Hladina generickych modelt

Ve chvili, kdy zaci zac¢nou shodnosti intuitivné rozumét a za¢nou mezi jednotli-
vymi izolovanymi modely vidét souvislosti, presouvame se k hladiné generickych
modeltl. Zde se ptame, jak drive ziskané poznatky prevést do matematiky a jak
je zobecnit.
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Uréete, kieré utvary (1-28) jsou spolu shodne.

5 [

13

18

{ 20 | 21 ]
i |

Obrazek 3: Handout: Shodné utvary

Aktivita 5 — Jak pozname, ze jsou dva utvary shodné?
Ucitel promitne vzdy jeden utvar (postupné: body, primku, tsecku, kruznici,
kruh, ¢tverec, rizné tihly), Zaci si maji do seSitu narysovat co nejpodobnéjsi. Poté
maji narysovat shodny utvar k tomu, co zrovna narysovali. Vse budou porovnavat
nejdrive prusvitkou, pozdéji kruzitkem.

Tato aktivita je pomérné casové narocna, navic ocekavame velké rozdily
v tempu jednotlivych zakd. Tomu mtzeme zamezit tfeba praci ve dvojicich, kdy
se zaci budou v rysovani stridat a v jeho nacviku a rozboru prace si pomahat.

Aktivita 6 — Taska
Cilem této aktivity je zjistit, jak poznat, Ze jsou dva trojihelniky shodné. Zaky
mozna hned napadne, Ze museji mit stejné dlouhé strany. Pak se ucitel mize
ptat, jestli to jde i jinak. At uz se rozpoutd tridni diskuse, anebo ne, ucitel vyzve
zaky, aby narysovali stejny trojuhelnik, jako ma schovany v tasce. Pravidla jsou
stru¢né popsand nasledovné (mozné zakiam promitnout):
e prace ve skupinach po 3;
 Zzéci se ptaji vzdy na jeden jakykoliv idaj o trojihelniku (pisemné), ucitel
jim odpovida;
e cil — pouzit co nejmensi pocet otazek a narysovat stejny trojuhelnik;
o vitézna skupinka napise své otazky na tabuli, spoleénou praci ucitele se
tridou se vyprecizuji (pripadné se vyloudi ty, které nebyly potfeba) a (na
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konci?) zobecni se na vétu o shodnosti trojithelniki, poté se dany trojtuhel-
nik narysuje na tabuli;
o v dalsim kole nové otazky — alespon jedna otazka musi byt jina.

Ucitel musi byt pripraven na nejriznéjsi otazky zaki. Pokusy a omyly by vSak
méli Zaci dojit k tomu, které otazky vedou k cili. Casto také rysuji podle nad-
mérného poctu otazek, proto je diilezité na konci feseni shrnout a urcit, zda byly
opravdu vsechny otazky treba (napt. u véty usu). Na zavér je vhodné samotné
véty o shodnostech vyslovit.

4. Hladina abstraktnich poznatki a krystalizace (a auto-
matizace)

Vyslovenim vét o shodnosti trojihelnik dochazi k dalsimu abstrakénimu zdvihu,
pri kterém zaci své dosavadni porozuméni precizuji a prevadéji ¢isté do jazyka ma-
tematiky. Nasledné je nutné déle procvicovat a zkoumat shodnost trojuhelniki,
napt. i pomoci néasledujictho handoutu (obr. 4). Podobnych tloh ale najdeme

velké mnozstvi i v dostupnych ucebnicich, v tomto ¢lanku jim uz nebudeme klast
velky dtraz.

Urcete, zda jsou spolu bily trojuhelnik ABC a éerveny trojihelnik KLM shodné.
Pokud ano, shodnost zapiste.

40
e 40

e)

Obrazek 4: Aktivita 6 — Shodné trojuhelniky

V ramci dilny jsme se vénovali obdobnym zptisobem i podobnosti trojuhel-
niki, na tu v tomto ¢lanku nicméné jiz neni prostor. V obou tématech vsak jako
stézejni vidim postupné budovani neformélniho poznani zédka. Proto povazuji za
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nezbytné vénovat dostatecny cas a prostor vytvoreni kvalitni predstavy o tom, co
to shodnost (a podobnost) je, protoZze jen potom muzeme u zdka docilit hloub-
kového porozuméni v dané oblasti. Takové poznani bude mozné déle rozvijet
a stavét na ném, coz je v matematice nezbytné.
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Hry a hlavolamy s kapkou matematiky

HanNA KOTINOVA!

Cldnek poskytuje prehled o hrdch a hlavolamech, které se aZ na pdr vijimek ob-
jevily v poslednich 25 letech na ceském trhu. Zamérili jsme se na hry trénujici
aritmetiku, hry néjak vyuZivajici c¢isla a hlavolamy, ve kterych je potreba pokrit
vymezenou plochu. U néekterych her najdete tipy, jak je vyrobit, aby si mohla hrdt
a sklddat celd trida a jsou ukdzdny © moznosti, jak vybrané hlavolamy kombinovat
a ziskat tak radu novych wloh.

Hry s pocitanim
Abaku

Abaku je takova mala superstar mezi vSemi hrami, kde se trénuje pocitani. Proc¢?
Protoze moznosti, které pti hre mate, jsou témér neomezené ve srovnani s mnoha
dalsimi podobnymi. V Abaku pokladate na desku cisla a tvorite z nich priklady.
A protoze pokladate jen cisla a nikoliv znaménka, mize vedle sebe polozena
jednicka a dvojka znamenat 1+ 2,1 — 2,1 x 2, ale i 12. A to je pravé skvélé,
protoze pokud pripojime dalsi ¢isla, mtize nam vzniknout mnoho ptiklada. Méjme
polozené kameny s ¢isly 1; 2; 3; 4 v tomto poradi v jedné radé vedle sebe. Vidite
tam néjaky priklad? Nespis to bude 12 : 3 = 4. V radé 1234 lze ale postrehnout
i priklad 1 + 2 = 3. K libovolné dlouhé radé ¢isel lze pridat dalsi cisla, aby
vznikly nové priklady. Pritom neni potfeba pouzit vsSe, co je jiz polozeno. Na
tomto principu funguji i abakové rady. Méjme radu

437298199.

Vasim tikolem je najit v ni co nejvice p¥ikladii. ReSeni prozradime pozdéji. Hle-
dejte priklady typu A + B = C' (znaménko operace je libovolné). V prikladech
jsou maximalné trojmistna cisla.

Abaku se da hrat s nékolika pomtckami. Mame Abaku jako deskovou hru
(a desek pro hru je vice), ddle mame kostky a karty. A hlavné mame eLearningové
aplikace. Nemusi byt uplné jednoduché vidét v fadé vsechny priklady a pokud
skore pocita pocita¢, mnohdy se i leccos priuc¢ime. V aplikacich se hraji i soutéze.
Jiz vice nez 10 let bézi Abaku liga, soutéz pro zaky ZS, kterd mé na konci
skolniho roku prezencni findle v Praze. Posledni dva roky méli vitézové Abaku
ligy moznost se zucastnit i juniorského mistrovstvi svéta v pocitani zpaméti.

Dalsi detaily ke hfe Abaku najdete na webu https://abaku.cz/.

LAL.21, s.r.0.; hana.kotinova@abaku.org
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Mankala

Mankalové hry nepatii v Evropé k tém, které by znal kazdy. Jejich domovem je
Afrika a Stredni Asie. VSude jinde se jim vénuje maximalné par nadsenct. Pritom
je to skoda, protoze co se tyka matematiky, poslouzily by lépe nez obecnéji znamé
Clovéce, nezlob se.

Spickovi hrac¢i totiz pouzivaji na turnajovych deskéch s ¢islovanymi dilky
i matematické vzorecky. Nicméné to je na samostatnou prednasku, jak a na co
vzorecky pouzit. I kdyz ony vzorecky nebudeme pouzivat, v téchto hrach se ne-
ustale pocita. K vyzkousSeni doporucujeme hru Bestemshe, mé mensi desku a ve
své domoviné, Kazachstanu, ji hraji déti ve vice nez 1000 materskych skolach.

Deska ma dvé rady po péti dilcich a péti kulickach v kazdém dulku. Jsme-li
na tahu, vybereme si libovolny dtlek ze své fady a provedeme rozdani kulicek —
po kruhu proti sméru hodinovych rucicek vkladame po jedné. Rozdavani zacina
v diilku, jehoz obsah rozdavame. Skonci-li rozdavani na soupetoveé strané v dilku,
kde je po vlozeni nasi kulicky sudy pocet, tento dilek presuneme do nasi poklad-
nicky. Cilem je postupné nasbirat vic nez souper.

Po zvladnuti Bestemshe muzete zkouset dalsi varianty, existuji jich stovky.
Druha hra, ktera pochéazi z Kazachstanu, TogyzQumala(Q, méa ve své domoviné
200000 registrovanych hra¢. Pro srovnani: v CR je oficidlné ptiblizné 13000
registrovanych sSachistti. Vysoké tisice lidi hraji svoji tradi¢ni mankalovou hru
i v Turecku. Afrika neni ve fazi, kdy by registrovala hrace, ale tyto hry tam maji
svoji tradici, mnoho variant a mnoho priznivci. Kazachstan zacal s organizaci
vyssSich soutézi a dnes se da Tici, Zze nadSenci maji moznost se kazdé dva roky
zucastnit mankalového mistrovstvi svéta, v sudé roky MS dospélych a v liché
MS juniort.

Tyto hry nejsou v CR moc ¢asto k sehnani, pokud uz néjakou mankalovou
desku nékde najdete, ma obvykle 6 dilkl a prodava se pod nazvem Kalaha.
Soupravu ale snadno vyrobite, sta¢i k tomu naprosto jednoduché véci — papirové
tacky pro dulky a vicka od limonad, kosticky lega, kameny z Abaku ¢i pytlik
fazoli misto kulicek.

Dalsi informace k mankalavym hram najdete na https://www.mankala.cz/.

Zatre

Zatre vstoupilo na trh jako domino pro 21. stoleti. Na desku pokladate kameny
v hodnoté 1-6 a snazite se dosdhnout bodovanych souc¢ttt 10, 11 nebo 12 a pii-
padneé i polozit kostku na jedno z vyznacenych poli k zapocitani krizku. Soucty
a krizky je potreba délat v priblizné stejném poctu, lze za to ziskat bonusové
body.
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Zatre je jedna z her, kde je v CR i dal$ich zemich fungujici federace, hra je
k dostani v obchodech a Ize se zicastnit mnozstvi turnaji, a to i mezinarodnich
pro juniory.

Moznosti procvicovani poc¢itani jsou zde proti Abaku sice silné omezené, je tu
jen séitani do 12, ovsem trénink logiky a planovani tu je podobného rozsahu.

Triolet

Trilolet je dost podobny Zatre. Obsahuje cisla 0-15, ty skladate k sobé, pricemz
se snazite dosdhnout souctu maximalné 15. Vedle sebe muizete polozit maximalné
tri kameny. Zatim je stéale jesté sehnatelny. Na ¢eském trhu je ve srovnani se Zatre
dost kratce, o néjakém seskupeni hraci nevime.

Mathable

V Mathable jsou k dispozici ¢isla z rozsahu od 0 do 90 a nikoliv vSechna. Pri
pokladani kament tedy pocéitate v rozsahu do 100, pti pocitani bodu za tah uz
na ¢eském trhu se vyskytovala pred 10 lety, aktualné uz k dostani neni. Obdobné
jako v Abaku pokladate cisla vedle sebe, nékdy je ale potfeba dodrzet operaci,
kterd je vytiSténa na desce, coz je v kombinaci s mnoha chybéjicimi hodnotami
velmi limitujici.

Mat-Play 20 a Mat-Play 100

Jsou to ¢eské hry, na trhu se neddvno objevila jejich druhé edice. Poc¢itani je tu
omezené do 20 ¢i do 100, nemaji desku, jako treba Mathable, a umoznuji skladat
i dlouhé priklady, tfeba 10+3+4—5 = 12. Vysledky jsou na ¢ervenych kartickach,
ostatni ¢isla jsou bila. I znaménka si losujete, jen zelené rovnitko je ve spolecné
zasobé. V ukéazkové hie na jedné z predvadécich akei méli oba hraci ke konci hry
pomérné dost zetonil k dispozici, ale priklad z toho vytvorit uz opravdu nesel.

Nubble / NumberQuest

Tato hra v CR nikdy v prodeji nebyla. Deska m4 policka od 1 do 100, k dispozici
mate 4 standardni hraci kostky, dale Zzetony a penize. Po hodu kostkami ze vsech
hozenych ¢isel vytvorite priklad, a pokud je jeho vysledek jesté volny — policko
na desce neni obsazeno zetonem, obsadite ho svym vlastnim a zaroven ziskate
bankovky v hodnoté podle velikosti vysledku. Hra konci, kdyz jsou propojena
¢isla 1 az 100 souvislou skupinou zetonti. Vyhraje ten, kdo ziskal nejvice penéz.
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Deska se da vcelku snadno nakreslit, byt i jen ve formé tabulky, ve které
budete zabarvovat policka svoji barevnou fixou. Pocitani vyplaty z tabulky po
jejim zabarveni bude mozna trosku vyzva, ale je zkratka mozné spocitat skére
i nardz na konci hry, obejdete se tedy i bez bankovek.

Can’t stop

V této hre se stejné jako v Zatre dostanete maximalné ke s¢itdni do 12. Tahle hra
ale neni ani tak o pocitani, jako o dobrém odhadu pravdépodobnosti, ze padne
soucet, ktery potrebujete nejvic.

Deska neni slozité, zac¢ina se tfemi poli pro soucet 2 a 12, kazdé dalsi ¢islo
ma o dvé policka vic, prostfedni a nejpravdépodobnéjsi sedmicka jich ma tedy
13, ¢isla davajici soucet 14 maji stejny pocet poli. V kazdém tahu se mizete
pohybovat maximalné ve trech sloupcich a vasim tkolem je ve tfech sloupcich
dojit na konec rady. Hazite 4 kostkami, z kostek vytvorite dva pary, soucet hod-
noty kazdého paru dava cisla sloupcti, ve kterych se muzete posunout. Pokud
jste se dokazali posunout alespon v jednom sloupci, muzete hazet znovu. Anebo
taky ne. Pokud se rozhodnete zastavit, pozice figurek se zafixuje. Pokud budete
pokracovat a nepadnou vam pouzitelna ¢isla, ztratite vse, co jste v tomto tahu
dosahli a v pristim pokracujete z posledni zafixované pozice.

Numerix

Pocitaci hra s kostkami. K dispozici je Sest vicesténnych kostek s cisly a dveé
standardni kostky se znaménky. Za vyteseny priklad se posouvate po malé desce
od startu k cili. Opét jsme tu silné limitovani tim, ktera ¢isla se na kostky vesla.

Nez uzavieme tuto cast, je zde slibené feseni Abakové rady. 7Z cisel 4; 3; 7; 2;
9; 8, 1; 9; 9 Ize vytvorit nasledujici priklady:

44+3=7
37—29=8
7T+2=9
72:9=28
72+9 =281
729:81 =9
9-8=1
9841 =99
81:9=9
1x9=9
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Pokud povolime i druhou mocninu a odmocninu nebo priklady typu C' = A + B,
bude jich jesté o par vic.

Hry s cisly
Bubbles

Vcelku pékna hra pro prvni a druhou tridu. Jde spise o hru postifehovou nez
pocitaci. Porovnavaji se hodnoty c¢isel na 4 barevnych kostkach a vasim tkolem
je najit spravny obrazek bublin. Bubliny maji rtiznou velikost a pokud na modré
kostce padne 24 a na zluté 1, méla by mit karticka, kterou hledate, modrou bub-
linu nejveétsi a zlutou nejmensi. Porovnavaji se samoziejmé vsechny 4. Karticky
obsahuji vSechny mozné kombinace a jsou oboustranné — na jedné strané mate
bubliny hezky serazené, na druhé nikoliv.

6 bere

Karty od 1 do 104 s obrézky kravich hlav, které hracim prinasi trestné body.
Opét se zde skoro nepocita, ale maximalné porovnava, kde je vic. Na stiil se daji 4
vychozi karty, kazdy hrac¢ obdrzi 10 karet. Z nich si jednu zvoli a polozi ji na stiil
prikladaji k vylozenym kartam. Snazite se polozit takovou kartu, aby se Vam
nestalo, ze praveé ta vase bude v nékteré radé sestd. Hrac, ktery poklada sSestou
kartu, si musi vzit danou radu. Jako zaklad nové rady se polozi ona Sesta karta.
Za sebrané karty ziskavate trestné body a prohraje ten, kdo nasbira 66 trestnych
bod.

D4 se hrat v nékolika variantach, priklada se jednim smérem ¢i z obou stran,
miizete hrat s ndhodné vybranymi kartami i s predem znadmym rozsahem a kromé
¢isté karetni varianty se postupem casu objevila i varianta s herni deskou.

Karticky s ¢isly 1-100 se jisté daji vyuzit i k jinym zptsobim procvicovani
matematiky:.

DaVinci kod

Ani toto neni moc pocitaci hra, obsahuje ale ¢isla. Ve hie jsou ¢isla 0-11 a dvé
pomlcky. Dva hraci si ndhodné vezmou nékolik kamenii (oba ale stejny pocet). Ze
zacatku mozna vice nahodné, postupné ale vice s pouzitim logiky hadate sestavu
souperovych c¢isel. Hrac¢i musi mit cisla serazena podle velikosti a také podle
barvy — svétlejsSi ma mensi hodnotu nez stejné ¢islo tmavé barvy. Z kament,
které zustaly lezet na stole a nepatii zatim zadnému z hract si vyberete jeden,
a i 8 védomim jeho hodnoty a barvy hadate hodnotu jednoho ze souperovych
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kament. Souper musi pravdivé Tict, zda jste se trefili — v tom pripadé rovnou
kamen otoc¢i. Pokud neuhadnete, musite za trest kamen, ktery jste si lizli, spravné
umistit do své fady (otoceny).

Hra byla na trhu pted 20 lety, neni ovSem viibec slozité si ji vyrobit. Daji se
vzit zolikové karty a na 3D tiskdrné pripadné vytisknout stojanky (v nouzi se ale
obejdete i bez nich).

Rithmomachia

Stredovéka hra, ve které mate desku velikosti dvou Sachovnic, kameny s ¢isly
¢tyT tvart a nékolik moznosti, jak vyhrat. Kruhy se pohybuji o jedno pole, troj-
uhelniky o dvé, ¢tverce o tii volna pole primym smérem. Zajmout miizete kamen
stejné hodnoty, kdyz skocite do jeho pole. Zajmout lze kamen i tak, ze pokud
je hodnota kamene vynasobena poctem volnych poli mezi timto a soupefovym
kamenem rovna hodnoté tohoto souperova kamene, soupere zajmeme. A zajmout
lze i kdmen mezi nasimi dvéma kameny, pokud je hodnota onoho kamene souc¢tem
nasich dvou kameni.

Na pravidle pro vyhru se hraci musi dohodnout. Miize to byt néjaky konkrétni
pocet zajatych kament nebo suma jejich hodnot. Vyhrat ale mize i ten, kdo ze
zajatych kamenti dokaze vytvorit néjakou predem definovanou posloupnost.

Trosku hry a trosku hlavolamy

Turing machine

Pomérné novinka na ceském i zahrani¢nim trhu zaujala velké mnozstvi lidi, a tak
se ani ne po dvou letech prodeje pripravuje dotisk. Nabizi v podstaté nekonecné
mnozstvi uloh, pokud vyuzijete online aplikaci. Ve hte si tipnete trojmistny c¢i-
selny kod, a pak ovérujete, zda jste se trefili. K dispozici mate predem danou
sadu otazek typu ,,Je modré cislo nejvyssi? Jsou v kédu dvé trojky?“ A i diky
jejich znalosti muzete volit kod tak, abyste ten spravny odhalili co nejdrive a co
nejmensim mnozstvi dotaz.

Otazky jsou na kartach a ve hre se jim rika verifikatory. Ke kazdému verifi-
katoru existuje karta, kterou prilozite na karty svého zvoleného kodu a ziskate
tim jednu odpovéd typu ANO/NE.

Meéjme tedy verifikator, ktery ovéri mnozstvi trojek a zvoleny kod 412. Prilo-
zenim karty tvorici par s nasim verifikdtorem na nas ¢iselny kod se nam ukaze
zelend fajfka. My jsme tedy v podstaté polozili otazku: .,V mém kodu je nula
trojek, je to tak stejné i v hledaném kodu?* A dostali na ni kladnou odpoved.
A miizeme polozit dalsi otazku, nebo si zvolit jiny kod.
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Ubongo

Oficialné hra, nicméné mozna daleko vice skupina hlavolamt ¢i problémovych
uloh o pokryvani plochy. K dispozici je velka sada ploch i dilki, jsou zakladni
¢tvercové, v dalsich verzich se objevily i dilky a plochy trojihelnikové a Sesti-
uhelnikové, a nakonec vznikla i 3D verze s krychlickami. Cilem je zaplnit plochu
urc¢enymi dilky, ve 3D verzi se plocha zapliuje dvéma vrstvami krychli¢ek. M-
zete byt na sebe jen pysni za vyreSenou ulohu, ale je také mozné drzet myslenku
hry a poté, co nejrychleji vyresite danou tlohu, jesté sbirat drahokamy a plnit
tim vyherni cil.

Hlavolamy

Vérim, ze neni ¢lovéka, ktery by v hrackarstvich jesté nepotkal néjaky hlavolam ze
série SmartGames ThinkFun ¢i HUCH! V podstaté vSechny jsou skvélé, v kazdém
najdete par desitek tloh a i s témi, které maji doporuceny vék 5+, kolikrat stravi
prijemny vecer i dospéelak. V dilné jsme se zamérili na jedny z prvnich, kde
principem bylo vyplnovani plochy.

Pirati a Safari

Dva velmi podobné hlavolamy. Mate 4 policka néjak vyplnéna obrazky a 4 ka-
meny. Vasim ukolem je pomoci kament zakryt nékteré obrazky tak, aby zbyly
jen ty v zadani ulohy.

Mnoho tesitelt ndhodné vezme jeden z kamenti a polozi ho do prvniho pole,
nicméné tohle je typ hlavolamu, kde lze tesitele po néjakém sezndmeni se s hla-
volamem velmi dobre navést k tomu, aby o umistovani premyslel.

Vezméme si jednodussi piraty. Nasim ikolem je nezakryt 3 cervené lodé a né-
jaké dalsi obrazky. Dokaze si fesitel vSimnout, Ze jedna cervend lod je uprostied
jednoho z poli a jediny kamen, ktery ji nikdy nezakryje, je ten ve tvaru pismena
C, a rovnou ho umistit na desku? Nebo pokud je tikolem nezakryt 7 obrazka —
uvedomi si, ze v tom pripadé vSechny oteviené rohy na kamenech budou po-
nechavat nezakryty obrazek a vzhledem k rozlozeni obrazki muze byt umisténi
nékterého z kament zcela jasné?

V téchto hlavolamech obecné plati, Ze tilohy, které jsou k dispozici, maji vzdy
pravé jedno reseni. Nicméné uloh, které je mozné vytvorit, je mnohonasobné
vice. Je vliibec mozné polozit kameny tak, aby ztstaly nezakryté vSechny ostrovy
a rybarské lodé? Pokud to nejde, dokaze tesitel vysvétlit, pro¢ to nejde? Pokud
existuje Teseni vice, dokaze najit vSechna? Pokud se jesté vratime k situaci, kdy
reseni neexistuje — dokazal by vymyslet, jaké jiné kameny by musel mit k dis-
pozici, aby to slo? Touto otazkou se dostavame i k dalsim moznostem — lze vzit
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dva stejné hlavolamy a Tesit tlohy s moznosti pouziti nékterého z kament vice-
krat (a nepouziti jiného) a lze vzit kameny z pirata i safari dohromady. Pokud
si vytisknete dalsi podobné kameny na 3D tiskarné (nebo aspon vyrobite tieba
z krabice od susSenek), mate sadu zajimavych domécich kol na cely skolni rok.

Letisté, Na ledové kre, Aquabella

Tyto hlavolamy jsou si navzajem podobné, stejné jako jsou si podobné hlavolamy
Pirati a Safari. Ve vSech tfech mate prihledné dilky ve tvaru L slozené ze tii
¢tvercii a dilky ze dvou ¢tverci. Jsou rizné potisténé — letadly, medveédy a rybami
nebo bublinami. K tomu mate papirova zadani, na kterd kameny pokladate.
I tady lze tvorit vlastni tlohy, at uz tim, Ze nakreslite jiné rozlozeni ker a vody
nebo letecké drahy, nebo tim, ze kameny z her budete mezi sebou kombinovat.
Je tak tfeba mozné posadit medvédy do letadel nebo letadla umistit na ledové
kry:.

3D tiskové vkladacky

Hlavolami je mnoho, a v dnesni dobé je mozné si nékteré i vyrobit na 3D tiskarné.
Vytvorit model vhodny k tisku ale neni schopen kazdy. Nastésti je ale spousta
lidi, kteri to umi, a davaji své vytvory zdarma k dispozici. Nejinak je tomu
i u nékterych hlavolami. Velmi pékné vkladacky, tedy tlohy typu pokryj danou
plochu uréenymi dilky, resp. umisti dané dilky do vymezeného prostoru, lze najit
jako packing puzzles. Do vyhledavace je tedy potieba zadat napt. 3D print model
packing puzzles.
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Formativni hodnoceni v hodiniach matematiky

TEREZA KOTTOVA!, DARINA JIROTKOVA?

Prispevek se zabyvd praktickou implementaci formativniho hodnoceni v hodindch
matematiky v patém rocniku zdkladni skoly. V twvodu autori zduraznuji potrebu
podpory autonomie Zaki a vysvétluji, jak formativni pristup pomahd sledovat aktu-
alni uroven porozumeéni a podporuje Zaky v jejich autonomii. Hlavni cast prispevku
popisuje pracovni dilnu, v nizZ ucitelé rozebirali konkrétni ulohy z ucebnice Hejného
metody a navrhovali zpusoby prdce s ulohami v duchu formativniho hodnoceni.
Reflexe dilny ukdzala riznorodou tdroven zkuSenosti tucastniki, avsak potuvrdila,
ze 1 krdatkodoba dilna miZe podporit pedagogické kompetence v oblasti formativ-
niho hodnoceni. Zdavér shrnuje prinosy pro vykon i motivaci Zaki a doporucuje
zaclenovdani téchto postupi do hodin matematiky.

Uvod

S prirozené se promeénujici spolecnosti jde ruku v ruce potieba postupné pro-
mény vzdélavani zakt na zakladnich, stfednich, ale i vysokych skoldch. Zéci jsou
dnes schopni velmi autonomné vyhledavat potrebné informace jiz od utlého véku,
aniz bychom je to ve skole ucili. K tomu jim pomaha svét digitalnich technologii
a zejména nastup umelé inteligence, ktery tento trend silné podporil. Uéitelé jsou
tak vystaveni vyzve hledat ve vzdélavani nové cesty nabizejici zakovi potrebné
kompetence, které budou vyuzitelné v ménici se a stale komplexnéjsi spole¢nosti.
Jednim z nejdilezitéjsich tkoli ucitelii se tak stdava podpora autonomie zakut
ve smyslu posuzovani vérohodnosti a vyuzitelnosti ziskanych informaci, v pre-
mysleni o souvislostech a fesenych problémech nebo v dovednosti argumentovat
sva rozhodnuti. Ucitel by mel tedy usilovat o to, aby prostredi, které ve tridé
tvoi{, podporovalo spoluodpovédnost Zéka za jeho konani, resp. uceni. Ukolem
ucitele je podporovat kazdého zaka, aby byl schopen jednat sam v souladu se se-
bou samym bez nutného vedeni dalsi osobou, podporovat ho v jeho nezavislosti
a soucasné odpovédnosti, aby se mohl ucit vSemu, co potfebuje a chce. ,Vétsina
z toho, co by zaci méli umeét a znat, nebyla jesté odhalena ani vymyslena. Uceni
jak se ucit byvalo ve vzdélavani né¢im navic; dnes vsak jde o schopnost prezit.”
(Wiliam & Leahyova, 2016, s. 165). v tomto procesu ndm muze vyrazné pomoci
formativni hodnoceni (Leenknecht et al., 2021).

Formativni hodnoceni predstavuje v soucasné didaktice matematiky vy-
znamny trend, ktery umoznuje pedagogtiim priibézné ziskavat informace o irovni

! Univerzita Karlova, Pedagogickéd fakulta; tereza.kottova@pedf.cuni.cz
2 Univerzita Karlova, Pedagogicka fakulta; darina.jirotkova@pedf.cuni.cz
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porozumeéni zakil a na jejich zédkladé prizptisobovat vyuku individualnim potte-
bam (Black & Wiliam, 2009). Cilem prispévku je predstavit konkrétni metody
a ulohy vyuzitelné v 5. ro¢niku zakladni skoly, demonstrovat jejich uplatnéni
v praxi a diskutovat o dopadech na uceni zaki.

Formativni hodnoceni jako pristup k vyuce

Pojem formativni hodnoceni se poprvé objevil na poc¢atku 70. let v okruhu lidi,
kteri se zabyvali vyzkumem testovani zaki. Nejznaméjsim predstavitelem byl
psycholog Benjamin Bloom. On a jeho kolegové se zacali zamétovat na to, ,jak
by se dalo priibézné hodnoceni zaki prostiednictvim testli a zkouseni, které jsou
soucasti vzdélavaciho prostiedi po staleti, pouzit pro zlepseni uceni zakt i jejich
fungovéani ve t¥idé“ (Fletcher-Wood, 2021, s. 13). Podle Leahyové et al. (2005) je
treba formativni hodnoceni vnimat jako prisecik t¥i procesti — kam se zak ubira,
kde je praveé ted a jak se tam dostane — v nichz piisobi t¥i druhy ¢initeli — ucitel,
spoluzaci a zak.

Laufkova a Stary (2016, s. 12) ucel formativniho hodnoceni popisuji podobné,
nicméné s vetsim dirazem na zaka: , Formativni hodnoceni prinasi uziteénou
informaci o aktualnim stavu védomosti a dovednosti zaka. Uziteénou predevsim
v tom smyslu, ze zak bude védét, kde se pravé nachazi a také co ma délat, aby
se nécemu dalsimu naucil.“ Dilezité je uvédomeéni, ze formativni hodnoceni neni
jednorazovy akt, ale spiSe dlouhodoby proces (Popham, 2008). Dalo by se tedy
mluvit spise o pristupu, resp. uceni zalozeném na formativnim hodnoceni.

Formativni hodnoceni ve vyuce matematiky

Black a Wiliam (1998a, b) ve své praci uvadéji, ze pokud uditel dobte vyuziva
dikazy o uceni ke zlepseni své vyuky smérem k individualnim potrebam zéka,
vede to k vyznamnym zlepsenim vysledkti uceni zaki v matematice. Podobny
vysledek prinasi i metaanalyza vice nez 800 studii, kde Hattie (2016) identifi-
koval specifické vzdélavaci faktory, které jsou vyznamné spojeny s pozitivnimi
vysledky studentt v matematice. Jednim z nejvyraznéjsich faktorti je pouzivani
strategii formativniho hodnoceni uciteli. Pokud ve vyuce matematiky pracujeme
s zaky formativné, podporujeme tim hlubsi porozuméni konceptiim a lépe od-
halujeme chybné predstavy zékiu (Coffey et al., 2011). Houtveen a van de Grift
(2012) prokazali, ze ucitelé, kteri systematicky vyuzivaji jednoduché diagnostické
testy a okamzitou zpétnou vazbu, dokazi zvysit ispésnost zaki v matematickych
dovednostech az o 20 %.
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Aktivity realizované v ramci pracovni dilny

V ramci pracovni dilny jsme vychazeli z predpokladu, ze alespon nékteri ticast-
nici jiz maji zkusenosti s formativnim pristupem ze své vlastni vyukové praxe
matematiky. Také vérime, ze spolecna prace a vzajemné sdileni mohou byt velmi
podpirné a inspirativni pro kolegy — ucitele, a v neposledni radé bylo pro nas du-
lezité napodobit béZznou praci ucitele — tj. prace s ucebnici a konkrétnimi ilohami
z ni. Cili pracovni dilny tedy bylo:

e pripomenout principy formativniho hodnoceni v matematice;

o umoznit ucastnikiim samostatné navrhnout postupy prace s konkrétnimi

ulohami;

o sdilet mezi sebou inspirativni pristupy a praktické tipy.

V 1dvodu dilny jsme spoleéné s ucastniky ujasnili rozdil mezi formativnim
a sumativnim hodnocenim: sumativni hodnoceni shrnuje a hodnoti vysledny stav
(napr. zavéreény test), kdezto formativni hodnoceni je nedilnou soucésti procesu
uceni a slouzi k okamzité upravé vyuky (Hattie & Timperley, 2007).

Ucastnici poté byli rozdéleni do ndhodnych skupin po 4-5 a pracovali na néko-
lika tlohach z ucebnice pro 5. ro¢nik, které kazdy ucastnik dostal na pracovnim
listé. Zadani pro skupiny bylo nasledujici:

e Spolecné se podivejte na tulohy a projdéte si je.

o Diskutujte nad tim, jak konkrétné by se mohlo s ilohami v hodiné mate-
matiky pracovat v duchu formativniho hodnoceni.

o Poznamenejte si své napady primo do pracovniho listu.

o Vyberte ty, které s nami budete chtit sdilet.

Ulohy, se kterymi t¢astnici pracovali, byly pfevzaty z ucebnic matematiky
Hejného metodou Matematika A a byly nasledujici:

1. Jaké cislo si myslim?

(a) Kdyz k jeho dvojnasobku prictu 7, dostanu 9.
(b) Kdyz jej zvétsim ¢tyrikrat a odectu 5, dostanu 3.
(¢) Kdyz jeho trojnasobek zmensim o 10, dostanu —1.

(d) Kdyz k jeho dvojnéasobku prictu 9, dostanu ¢islo 1.
2. V obélce je schované néjaké cislo. Zjistéte jaké.

(a) x+2=7

(b) 10=3+=x

(c) 12=15—x

(d) 9—x =

(e) v4+6=

f) 6+2=1

3. Reste rovnice.
(a) 2-x4+1=13
(b) 2+2-2 =10
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d=ax+7
(f) 15+2-2=1
Vystupem skupinové prace byla prezentace konkrétniho postupu, ktery v sobé
skryval nékteré strategie formativniho hodnoceni. Cilem prezentace bylo inspiro-
vat kolegy, kteri pracovali na stejnych tlohach, a tim si vytvorit bohatou paletu
zpusobil prace v matematice ve formativnim duchu.

Vysledky a diskuse

V pribéhu pracovni dilny se ukazalo, Ze znacna cast Ucastnikii ma mnohem
mensi zkusenosti s formativnim pristupem, nez jsme ocekavali, proto jsme nékteré
skupiny museli vyznamné podporit pri praci s pracovnim listem ve skupinach.
Dalsi ¢ast ucastniki néjaké zkusenosti s formativnim pristupem méla, ale spise
v roviné teorie, proto pro né bylo obtizné tyto prenést do nami zvoleného zpiisobu
prace. Posledni ¢ast icastnik byla vybavena teoreticky a méla i vlastni zkusenost
z praxe, tato skupina byla ale nejméné pocetna.
Pti prezentacich jednotlivych skupin byly ze strategii formativniho hodnoceni
uvedeny tyto:
o Prace s chybou a zptisob, jak s ni dale pracovat — zaznély konkrétni otazky,
které by zaktim pokladali pro odhaleni mylnych predstav, miskoncepci
a navrhy na jejich napravu, pripadné jen korekci. Nékteri navrhovali, jak
by privedli zaky k odhaleni chyby, pripadné, jak by na chybu upozornili,
aby ji primo nelokalizovali. Mezi ucastniky také probéhla diskuse o tom,

VIV

VIV

chybu nezopakoval. Tim ukaze zakim, jak se svou chybou pracovat.

o Dikazy o uceni — tucastnici zminili vyuziti exitek a zptsob, jakym by pod-
porili diskuse mezi zaky a jak by diskusi moderovali.

o Vrstevnické hodnoceni a sebehodnoceni — je to efektivni forma prace, pri
které zaci prebiraji odpovédnost za své uceni, a také si uvédomuji, jak je
dilezité nastavit si kritéria tispéchu pri praci se zadanymi tlohami.

o 7Zpétnd vazba, ktera je ucitelem poskytovana zakiim — byla zdiraznéna
dilezitost okamzité zpétné vazby jak v souvislosti s procesem uceni, tak
v souvislosti s rozvojem socialnich kompetenci.
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Zavér a doporuceni

Pracovni dilna tcastnikiim nabidla rtizné zptsoby, jak lze formativni hodnoceni
integrovat do hodin matematiky v 5. ro¢niku zakladni skoly, a ptiblizila mnohé
inspirativni postupy vychazejici primo z praxe ucastniki workshopu. Ucastnici
popsali rtiznorodou troven praktickych zkusenosti s formativnim pristupem. Né-
které skupiny pottrebovaly vice facilitace, jiné naopak rychle navrhovaly postupy,
a to predevsim v oblasti prace s chybou a okamzité zpétné vazby. Zavérem lze
konstatovat, ze i v ramci jednorazové dilny tucastnici ocenovali moznost spolu-
prace a diskuse nad tlohami a podporu pri zarazovani principti formativniho
hodnoceni do hodin matematiky cilené a efektivné. Implementace formativniho
hodnoceni vede nejen k lepsim vykonium zaktu (Houtveen & van de Grift, 2012),
ale také k jejich vyssi motivaci, sebevédomi nejen v matematice, k rozvoji meta-
kognice a k posileni autonomie zakii.
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Vzdelavacia tinikova miestnost v aritmetike na
zakladnej skole

EMiLIA MITKOVA!, PETER VANKUS?

V' pracovnej dielni sme sa venovali nami vytvorenej vzdeldvacej unikovej miest-
nosti (VUM), pricom v ponuke bola okrem online verzie v Google Forms aj nedi-
gitalna verzia. Th je mozné realizovat so Ziakmi ako didakticki hru v Standardnej
triede. Ulohy v hre si zamerané na oblast aritmetiky zdkladnej skoly. V zdvere
dielne sme prediskutovali ndmety na zmenu ndrocnosti, resp. matematického ob-
sahu. TieZ sme sa podelili o skusenosti a zistenia ohladom pouZivania VUM.

Uvod

Unikové hry sa definuji ako timové hry, v ktorych hraci objavuji stopy, riesia
héddanky a plnia tlohy v jednej alebo viacerych miestnostiach s cielom dosiahnut
konkrétny ciel, zvycajne unikniif z miestnosti, v ¢asovom limite (Nicholson, 2015).
Unikové hry realizované za tcelom dosahovania vzdeldvacich cielov nazyvame
potom vzdelavacie inikové miestnosti.

Vzdelavacie unikové miestnosti maju potencial ako inovativny a putavy pri-
stup na podporu aktivneho ucenia. Mnozstvo studii naznacuje, ze dobre navr-
hnuté vzdelavacie inikové miestnosti mozu zvysit motivaciu ziakov a zlepsit ich
nadSenie pre ucenie sa (Fotaris & Mastoras, 2019; Fotaris & Mastoras, 2022;
Manzano-Leén et al., 2021; Taraldsen et al., 2022; Veldkamp et al., 2020; Vide-
novik et al., 2022). Fotaris a Mastoras (2019) zdéraznuju, ze vzdelavacie inikové
miestnosti pontkaju prijemny zazitok, pri ktorom su ziaci aktivnymi ac¢astnikmi
uc¢ebného procesu. Zdolavanim vyziev v ramci tychto hier Ziaci ziskavaju po-
znatky o rieseni problémov z roznych perspektiv, zapajaju sa do timovej spolu-
prace a rozvijaju socialne vazby, ¢o vsetko prispieva k ich vzdelavaniu.

Co sa tyka pedagogickych tedrii ucenia sa, inikové hry sa opieraju o socidlno-
konstruktivisticky ramec (Vygotsky, 1978), kde ziaci dosahuji kognitivny rozvoj
prostrednictvom interakcii s ostatnymi fudmi. Pritom sa zapajaji do aktivneho
dialogu, ktory im umoznuje konstruovat nové poznatky a zlepSovat chapanie.

Taraldsen et al. (2022) uvadzaju ako vyznamné oblasti, ktoré pouzivajui VUM
zdravotnictvo a oblasti STEM, vratane matematiky. Podobne Fotaris a Mastoras
(2019) identifikuju zdravotnictvo, prirodné vedy, matematiku, spoloc¢enské vedy,
zurnalistiku a informac¢né a komunikac¢né technologie ako bezné predmety, kde st

! Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky; emilia.mitkova@fmph.uniba.sk
2 Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky; peter.vankus@fmph.uniba.sk
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VUM integrované. Aj ked sa tinikové hry vyuzivaju na réznych trovniach vzde-
lavania, podla uvedenej studie sa najcastejsie pouzivaju v ramci vysokoskolského
vzdelavania.

V ramci nasho ¢lanku predstavujeme VUM ,, Vdaka, Valentyn“ urceni pre po-
uzitie v rdmci vyucovania matematiky na druhom stupni zakladnej skoly (vek zia-
kov 11-15 rokov). Tato VUM sme realizovali na konferencii v nedigitalnej forme
a tiez ako digitalnu vzdeldvaciu tnikovd miestnost vo formate Google Forms
(Mitkova & Vankus, n. d.).

7 pohladu matematického obsahu sa nasa tinikova hra venuje tloham na pre-
cvicenie zakladnych aritmetickych operacii a delitelnosti ¢isel. Rozvija potrebné
matematické zrucénosti, ako si ¢itanie matematického textu s porozumenim a ma-
tematické modelovanie situgcie. Ulohy st rieSené v pribehovom kontexte, ktory
zvySuje motivaciu ziakov na ich riesenia a nésledny unik z VUM.

Pouzita vzdelavacie tinikové miestnosti

Pouzitda VUM obsahovala 12 matematickych tloh. Okrem samotného riesenia
tychto tloh bolo potrebné doplnit vysledky do pripravenej mriezky (obrézok 1)
a na zaklade napovede zistit zaverec¢nu Sifru, ktora viedla k iniku z VUM.

111

98 765
345

24 652

7 5§91 543

111

111

Obrazok 1: Mriezka na doplnenie vysledkov tloh a zodpovedajica napoved

V nasledujicom texte uvedieme zadanie jednotlivych tloh:

1. Od najvacsieho trojciferného ¢isla odober tucet.

2. Kolko stoviek sekiind méa 6 hodin?

3. 7 c&isla 334455 odstran 3 cifry tak, aby zostalo ¢o najmensie mozné ¢islo
delitelné 3.

4. Z cifier 1, 2, 2, 2, 7, 0 vytvor dve trojciferné ¢isla tak, aby mali ¢o najmensi
mozny sucet. Kolko je to?

5. Vy¢isli 21234 — 21025 =

6. Mas jednu tisicku, dve stovky, tri desiatky a styri jednotky. Odober jednu
stovku a zvysSok rozdel na polovicu. Kolko to je?

7. K ¢islu 444 pripocitaj najvacsie dvojciferné cislo.
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8. 4+8+12+ .- +68 =
9. K cislu 888 pridaj jedna a odpocitaj sto.
10. Najvéacsie trojciferné ¢islo so sticinom cifier 210.
11. Tretina z cisla 2442.
12. Od najmensieho Stvorciferného ¢isla odpocitaj 77. S celou mriezkou vypl-
nenou skusite pokracovat dalej.

Reakcie ucastnikov

V prvej casti dielne ticastnici dostali k dispozicii aj digitdlnu verziu VUM aj ne-
digitalne formu v tlacenej podobe. Vacsina ucastnikov sa oboznamila s oboma
verziami. Odporacana forma prace bola v dvojiciach, ale tcastnici mali volnost
pracovat tiez jednotlivo resp. v trojiciach. Pocas dielne panovala dobra pracovna
atmosféra, vacsina ucastnikov sa dopracovala k zaverecnému rieSeniu VUM. Uci-
telia vyjadrili, Ze sa im tato forma aktivity pacila, pocas riesenia bolo z nich citit
nadsenie a vysoké zapojenie sa do aktivity. Reakcie ucastnikov sme zistovali tiez
formou dotaznika. Uvadzame jeho vyhodnotenie (Tabulka 1).

Tabulka 1: Odpovede na prvé tri polozky dotaznika

Otazka Priemerna hodnota skore
(1 najlepsie, 5 najhorsie);
n = 10

Ako sa Vam tdto unikovd miestnost pacila? 1

Povazujete tiuto unikovi miestnost za vhodnii 1,1

pre Ziakov?

Aky by ste mali zdujem, aby ste mali dostup- 1

nych viac podobniych unikovych miestnosti?

Na otazku Napiste nam, prosim, kde na vyucovani by ste vedeli tuto unikovi
miestnost vyuzit sme zaznamenali nasledovné odpovede (Tabulka 2).

Tabulka 2: Odpovede na stvrti polozku dotaznika

Uplné kdekoli! Zménim trochu otazky, aby byly vSechny na délitelnost
a udélam to taky v pondéli!!

Procvicovani, projektové dny apod., priprava na prijimaci zkousky na
V@G, suplovana hodina.

Idealni pro tabor, ale nékdy i v béZzném vyucovani matematiky:.
Scitovanie, od¢itovanie, postupnosti, delitelnost.
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Pri otédzke Chceli by ste nieco na tejto unikovej miestnosti vylepsit? Uvedte
to, prosim len jeden ucastnik reagoval, ze by si prial zaradif fazsie ilohy, ostatni
Ucastnici konstatovali, Zze nechcu vylepsit na nasej VUM nic.

Pri polozke Chcete na tunikovej miestnosti nieco pochvdlit? Napiste nam to,
prosim nam ucastnici vyjadrili, ze sa im pacila komplexne cela VUM.

V druhej casti pracovnej dielne ucitelia po reflexii v dotazniku mali moznost
s nami o danej VUM volne diskutovat. Odzneli tu postrehy, ze danta formu VUM
vedia pouzif aj v inych tematickych celkoch matematiky vymenou pévodnych
uloh za iné ulohy ¢o sa tyka ich obsahu a naro¢nosti podla ich potrieb a prefe-
rencii.

Zaver

Unikové hry ukazuji podla vysledkov realizovanych vyskumov velky potencidl
motivovat ziakov. Preto méa vyznam oboznamovat s touto metédou ucitelov ma-
tematiky réznych stupnov skolskej dochadzky. Prezentovany priklad vzdelavacej
unikovej miestnosti ,, Vdaka, Valentyn* demonstruje moznost pouzitia konceptu
VUM v oblasti aritmetiky a delitelnosti. Reakcie ti¢astnikov boli pozitivne, kon-
statovali vhodnost aktivity pre ziakov a tiez ich zaujem o dostupnost podobnych
aktivit. V ramci diskusie ucitelia vysoko hodnotili adaptabilitu nasej VUM a moz-
nost jej pouzitia v roznych oblastiach matematiky prispdésobenim zadanych mate-
matickych tloh. Verime, Ze prezentovana vzdelavacia tinikova miestnost prispeje
k rozsireniu tejto inovativnej formy vyucovania matematiky a posluzi tiez ako
namet pre ucitelov na tvorbu vlastnych podobnych aktivit.
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Jak si prozit podminénou pravdépodobnost —
dvé aktivni hodiny

MICHAELA PROKESOVA!

Podminénd pravdépodobnost je téma, jehoZ skutecné pochopeni déld studentim
casto obtize. Jedna moznost, jak jim to usnadnit, je wmoznit jim ho zazit. V pri-
spevku popisuji dvé aktivity, které uspésné pouzZivam pri vijuce tohoto tématu.

Uvod

Vyuka pravdépodobnosti na stfednich skoldch i na bakalarském stupni vyso-
kych skol nematematického kurikula casto trpi tim, ze je vnimana jako vcelku
nepraktickd (hazeni kostkami, kdyz hazardni hry mame zakdzané, nebo vybi-
rani 4 ze 13 pismenek, kdyz nevime k ¢emu) a vcelku obtiznd (nebot zhusta
je to kombinatoricka pravdépodobnost, a kdo se ma v téch kombinacich, per-
mutacich a variacich vyznat...). Neni tak tplné zfejmo, ze pravdépodobnost je
opravdu matematicky model pro ndhodu (jako je funkce matematicky model pro
presné popsanou zavislost). A to ndhodu z redlného svéta. Pokud totiz nemame
propojenou pravdépodobnost se statistikou (coz na stfedni skole jesté nemédme
a v kurzech bakalarského studia to, bohuzel, ¢asto zmizi v jakémsi ,strihu” cca
ve tietiné kurzu), tak jedind opravdu zfejmé uzitecna a aplikovatelnd pravdépo-
dobnost je pravdépodobnost podminéna. A ta je mnoha studenty vnimana jako
jesté nejasnéjsi nez ta obycejna nepodminénd pravdépodobnost.

Podminéna pravdépodobnost je pravdépodobnost v situaci, kdy uz mame né-
jakou informaci. Kdy uz néco vime. A to, co vime, méni hodnotu nasi ptivodni
nepodminéné pravdépodobnosti (kdyz jsme nevédéli nic) na podminénou prav-
dépodobnost, kdy uz vime, ze nastal ten jev v podmince. A k pochopeni tohoto
principu a toho, jak znama informace ovliviiuje pravdépodobnost, se dobte hodi
dva pokusy/simulace, které pouzivam ve vlastni vyuce a které jsou obsahem
tohoto prispévku. Inspiraci k nim jsem objevila v knize Gelmana a Nolanové
(2002), kterad obsahuje obrovské mnozstvi aktivit a ndméta pro vyuku zakladni
i pokrocilé pravdépodobnosti a statistiky a kterou c¢tenari viele doporucuji.

! Technick4 univerzita v Liberci, Fakulta pfirodovédné-humanitni a pedagogicka; michaela.prokesova@tul.cz
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Tahani dvoubarevnych karet z burinky

Tuto aktivitu pouzivam jako tvodni aktivitu pro téma podminéné pravdépo-
dobnosti jesté drive, nez ten pojem formalné predstavim. Studenti by uz méli
znat pojem pravdépodobnost a védeét, ze:

- ndhodny jev A muze v principu mit libovolnou pravdépodobnost 0 < P(A) < 1;

- pravdépodobnosti vSech moznych elementarnich vysledkt nadhodného pokusu
se vzdy vysc¢itaji na 1;

- primérenost pravdépodobnostniho modelu pro danou nahodnou situaci mi-
zeme overovat experimentalné (kdyz je nas model spravny, pozorované ¢etnosti
vyskytu jevu A se pfi mnoha opakovanich pokusu budou pohybovat blizko teo-
retické pravdépodobnosti P(A));

vvvvvv

pomoci pravdépodobnostniho stromu.

K aktivité potrebujeme:

- t1i velké dvoubarevné karty — jednu z obou stran modrou, druhou z obou stran
cervenou a posledni z jedné strany modrou a z druhé cervenou;

- bufinku (nebo jiny klobouk);

- sadu tii mensich dvoubarevnych karet pro kazdého studenta.

Tridé ukazu burinku a vsechny tii karty, které budeme pouzivat. Poté vysveét-
lim, ze karty v bufince zamicham a nahodné vyberu jednu. Tu tridé ukazu tak,
aby byla vidét jen jedna strana (ta smérem ke tifdé). Reknéme, Ze je napt. modra.
Pak kartu bez otaceni pfipevnim na tabuli (magnet, opfit na listu ...) tak, aby
nebyla vidét zadni strana. A samoziejmé také burinku drzim tak, aby nebylo
vidét nic ze zbylych karet. Zeptam se t¥idy, jakd barva je na zadni (té, kterd
neni vidét) strané vytazené karty. V této chvili to samoziejmé uz neni ndhodné,
ta barva je dana, ale dokud kartu neotocime, tak to nevime. Takze je regulérni
otazka, jaka je pravdépodobnost, Ze na zadni strané, az ji oto¢im, uvidim modrou,
a jaka, ze ¢ervenou. Pro urcitost se budeme ptat na pravdépodobnost, zda zadni
strana je také modra.

Necham studenty premyslet, diskutovat ve dvojicich. Poté se zeptam na néa-
zory, sepisu je na tabuli (typicky se objevi %, %, % a nékdy i jind ¢isla), odhlasujeme
si ve tride, kolik lidi veéri kterému z téch ¢isel. Je mozno i nechat zastupce jed-
notlivych vysledku vysvétlit jejich davody. A pak se zeptam, jestli jsme schopni
spravnost téch ¢isel overit. Odpovéd, na kterou pockam (nebo kterou doplnim,
pokud ji studenti nevymysli sami), je, Ze to mizeme ovérit experimentem. Poté
rozdam kazdému studentovi jeho sadu karet a vsSichni provedou ten samy pokus.

Zde je potieba se domluvit, co to znamena ndhodné vylosovat kartu. A také
je potreba domluvit mechanismus kontroly vysledki. Tj. vSichni zamichaji, pak
vyberou kartu (nekoukaji na ni), pak ji polozi na lavici jednou stranou navrch.
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Vsichni, ktefi vidi modrou (nebo tu, kterd vysla v nasem uvodnim pokusu,
chceme vlastné , zopakovat® ten nas tvodni pokus), zvednou ruku. J4 spoci-
tam a zaznamenam na tabuli, kolik jich je. Pak vsichni otoci, ti, ktefi maji na
zadni strané také modrou, stale drzi ruku nahote, ti se zadni stranou cervenou
ji sundaji. J& spocitam ruce, které zustaly zvednuté, a napisu pocet na tabuli.
Spocitame cetnost pozorovanych modro-modrych karet mezi témi z predni strany
modrymi. Pokud mam ve tridé kolem 30 zakii, nebude tento experimentalni od-
had pravdépodobnosti jesté prilis spolehlivy (bude pftili§ variabilni), proto cely
pokus jesté nékolikrat (tfeba 4krat) zopakujeme. Po secteni modro-modrych ze
vsech pokusii a podéleni prednimi modrymi ze vsech pokusti dostaneme ¢islo, na
kterém uz bude (s velkou spolehlivosti, prece jen je to ndhodny pokus) dobie
vidét, ze to neni blizko ani % ani %, ale %

Az ted si celou ndhodnou situaci (s pouzitim fizené diskuse se studenty) popi-
seme pomoci pravdépodobnostniho stromu. Do néj si také zakreslime, ve kterych
vétvich se mizeme nachazet (kdyz vidime, Ze na predni strané je modra) a ve kte-
rych ne. A co musime udélat s ptivodnimi nepodminénymi pravdépodobnostmi,
abychom zachovali tu vlastnost, Ze pravdépodobnost vsech moznych elementar-
nich vysledki se vyscitda na 1. Musime je totiz prevazit. A timto postupem se
prirozené dostaneme ke vzorecku

P(A Npodminka B)

P(A|podminka B) = P(podminka B)

ktery se pouziva jako definice podminéné pravdépodobnosti. A zjistime, Ze teore-
ticky jsme dospéli také k odpovédi P(zadni M | predni M) = %, kterou ndm na-
znacovaly vysledky experimentu. Aktivitu ukoncuju kratkym zhodnocenim pt-
vodniho hlasovani o tipech na vysledek a zdtraznénim, ze % je nepodminéna
pravdépodobnost, ze ndhodné vybrana strana (z téch Sesti moznych na 3 kar-
tach) je modra. A nase experimentalni vysledky (¢etnost predni modré mezi
vSemi studenty) tomu odpovidaji. Ale nase puvodni otdzka byla na podminénou
pravdépodobnost, ze zadni strana je néjaka, kdyz mam informaci o tom, jaka je
strana predni.

Aktivita zabere 20 az 30 minut, zavisi na délce diskusi a rychlosti, s jakou
studenti pochopi princip provadénych simulaci. Priklad zaznamu z tabule po
jednom provedeni této aktivity je na obrazku 1 (pozor, s velmi malou t¥idou pod
20 studentu).

Tato aktivita je velmi uzitecna jako tivod do podminéné pravdépodobnosti,
nebot:

- je to nejjednodussi netrividlni situace s podminénymi pravdépodobnostmi;
- neni ,,nepfirozena” v tom smyslu, Ze se neptame na néco, co se stalo predtim
(jako v prikladech typu ,, mame Sestisténnou a dvacetisténnou kostku, jednu vy-
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Obrazek 1: Dvoubarevné karty — priklad zaznamu na tabuli

bereme a hodime; vidime vysledek 5; jaka je pravdépodobnost, Ze jsme vybrali
Sestisténnou kostku“), ptdme se na to, ,,co je*, ne , co bylo®;

- ndhoda se déje primo ve trideé;

- vlastni experimentovani (generovani ndhodnych vysledki) znaéné zvysuje in-
tuitivni divéru ve vysledky nasledujiciho teoretického rozboru;

- pouzité reseni pomoci pravdépodobnostniho stromu presné odpovida dvoukro-
kové ndhodé (nejdriv ndhodné vybirdame kartu a poté jeji stranu), kterd se déla,
a je tak nejen efektivnim grafickym znazornénim, ale i intuitivné presnym ,,ob-
razem reality”;

- studenti si uvédomi, ze vhodnost pravdépodobnostniho modelu pro danou na-
hodnou situaci je mozné experimentalné oveérovat.

Po této aktivité 1ze pokracovat napriklad problémem Monty Halla nebo pro-
blémem zalainika (ten lze také vyuzit k tymovym diskusim).

Problém manazera

Predchozi aktivita byla ivodni, vhodna k pochopeni pojmu podminénd pravdé-
podobnost. Az k tomuto pochopeni u zakt dojde, mély by urcité nésledovat
sledku lékatskych testi, o tom, kolik falesné pozitivnich (potencidlné dulezitych)
hamt ndm nas spamfiltr preradi do adresare se spamem, nebo jak nam rizna
mira odpovidavosti volici dvou kandidatt v exitpollu u prezidentskych voleb
pokazi predpovéd skutecnych vysledki.

Abych ale nezacinala hned nemocemi nebo dokonce imrtimi, sehravame si
v hodiné nasledujici problém manazera.

Problém: Velky obchod zjistil ze svého tucetnictvi, Ze priblizne desetina jeho
prodavaci krade. Téchto problémouvych zameéstnanci by se manaZer rad zbavil,
neni ale jasné, jak je identifikovat. Jediné, co ma manazer k dispozici, je detektor
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IZi, ktery md spolehlivost 80 %. Tj. u nahodného cloveka, ktery mluvi pravdu,
s pravdépodobnosti 0,2 ukazuje, Ze lZe, a u cloveka, ktery lZe, s pravdépodobnosti
0,2 ukazuje, Ze mluvi pravdu. ManaZer se tedy rozhodne zeptat vsech zaméstnancu
(napojenych na detektor 1), jestli kradou.

Ze 74kt vybereme jednoho az dva manazery, ostatni studenti predstavuji za-
méstnance.

Potrebujeme tedy, aby si kazdy mohl nahodné vygenerovat, jestli krade, nebo
ne, a poté, jestli ho detektor 1Zi oznacil spravné nebo chybné (protoze samoziejmé
vSichni zaméstnanci na dotaz, jestli kradou, odpovi, ze oni nekradou). K tomu
by se dala vyuzit dvacetisténna kostka pro kazdého studenta a nebo miizeme
kazdému studentovi dat listecek s jeho osobnimi (specidlné pro néj vygenerova-
nymi) ndhodnymi ¢islicemi. Ja je v kurzu pouzivam i pro jiné ndhodné pokusy,
takze kazdy ze studentii obdrzi listecek s posloupnosti 100 rovnomérné nahodné
a nezavisle na sobé vygenerovanych nahodnych ¢islic (samoziejmé kazdy jiné —
s pouzitim libovolného software vygenerujeme jednu dlouhou posloupnost na-
hodnych ¢islic, kterou rozsekdme na kratsi pro jednotlivé studenty). To je jediny
material, ktery k této aktivité potrebujeme.

Po formulovani problému a oznameni, Ze si ho sehrajeme, musime vymyslet,
jak budeme s pouzitim rovnomérné nahodné rozdélenych nahodnych cislic gene-
rovat, kdo krade a kdo obdrzi chybny vysledek v testu. To nechavam vymyslet
studenty, vcelku rychle prijdou na feseni (napft. néasledujici):

1. ndhodna cislice 0 nebo 1 — krade; ndhodné cislice 2 az 9 — nekrade

2. 0 nebo 1 — chybny vysledek testu; 2 az 9 — spravny vysledek.

Je potfeba upozornit, zZe se musi pouzivat ¢islice postupné od kraje a pouzitou
¢islici skrtnout a v dalsim generovani pouzivat tu néasledujici.

Ted uz jsme pripraveni sehrat si simulaci problému manazera. Zduraznim, ze
vysledek prvniho ndhodného generovani (jestli dany student krade) se nikomu
nerika, jen si ho kazdy poznamena. A podle toho, jestli je poctivy, nebo krade,
pak vygeneruje ndhodny vysledek testu na detektoru 1z (je potfeba si ovérit,
ze studenti opravdu rozumi tomu, jak to maji prepocitat). Poté, co si vSichni
vygenerovali, co jsou a jak jim vysel test, pozddame vsechny, kterym vysel po-
zitivni test (= lze), aby zvedli ruku. Piekvapivé jich bude néco kolem ¢tvrtiny
zicastnénych studenti (a ne desetina, kolik by mélo byt téch kradoucich). Je na
manazerech, aby rozhodli, co s témi zaméstnanci udélat — vSechny vyhodit? Nebo
ne’?

Poté pozadame, aby z téch, komu vysel pozitivni test, se prihlasili ti, kteri
opravdu ,, kradli“. Bude jich asi jen tfetina z téch pozitivnich. A pak se zeptame
na piipadné neodhalené, kteif , kradli“. Casto se nékdo takovy neodhaleny také
najde. Vsechny pocty piseme na tabuli, aby bylo dobre vidét, jak nespolehlivé to
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vyhledavani pomoci detektoru 1zi bylo, i kdyz mél deklarovanou intuitivné docela
vysokou 80% spolehlivost.

Poté, co si studenti zaziji tento problém s testy, které nemaji 100% spoleh-
livost, provedeme spolecné jejich teoreticky rozbor. Primarné nas zajima pod-
minénd pravdépodobnost P(krade | pozitivni test). Tu je mozné odvodit nékolika
zpusoby, a az ten posledni by mél byt pomoci Bayesovy véty. Mnohem snazsi je
to totiz pomoci:

- pravdépodobnostniho stromu, ktery studenti uz dobre znaji;

- vyuzitim nezavislosti na sobé nasledujicich akci, resp. rozkreslenim, jak jsme
generovali vysledky pomoci vzajemné nezavislych nahodnych ¢islic;

- pomoci prirozenych frekvenci, neboli metody ,, predstavme si 1000 lidi“.

Zaznam jednoho provedeni takového rozboru je na obrazku 2.

Obrazek 2: Problém manazera — teoreticky rozbor

Problém nespolehlivého testovani je obraz zcela realistické situace. Testovani
latentni pritomnosti nemoci potka v zivoté kazdy. At uz jde o alergii na kocky,
rakovinu nebo COVID. Ten posledni ptripad jsme vsichni zazili mnohokrat. A ani
lékari neuméji casto interpretovat vysledky spravné, viz napr. Kramer a Gige-
renzer (2005). Ovsem rozumét bychom tomu méli vSichni.

Sada praktickych prikladi na procvicovani vypoctu potestové (tedy vysled-
kem testu podminéné) pravdépodobnosti nemoci pro situaci testovani na COVID
se da dobre sestavit napt. pomoci modelovych priklada z ¢lanku Komarka et al.
(2021). D& se na nich dobre ukézat problematika vlivu predtestové pravdépo-
dobnosti nemoci na spolehlivost obdrzeného vysledku testu. A pokud uz se do
vykladu podminéné pravdépodobnosti poustime, tak bychom ho urcité neméli
ukoncovat diive, nez prodiskutujeme pravé takovéto (nebo obdobné) praktické
situace.
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Zavérecna poznamka

Cést atraktivnosti predstavenych aktivit spoéiva v tom, Ze se ona zkoumand na-
hoda ve tridé odehrava v realném case. Nutny disledek ovsem je, ze vysledky pro-
vadénych simulaci jsou nahodné, a tedy ndm nemusi vzdy vychéazet tak ,, pekné®
jak bychom si prali. S tim je treba pocitat. A pro obé tyto aktivity plati, ze lepsi
je vétsi trida nez mensi. U vétsi tridy jsou totiz vysledky simulaci méné varia-
bilni, resp. nemusime provadét tolik opakovani na to, aby nas empiricky odhad
pravdépodobnosti pomoci ¢etnosti uz byl dostatecné blizky teoretické hodnoté.
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Individualni testy z matematiky na miru

IvA SKYBOVA!, MARIE KUBICKOVA?

Dne 13.—14. unora 2025 probéhla prezentace portilu Math4 U, inovativniho na-
stroje pro vyuku a procvicovani matematiky. Tento online portal nabizi Sirokou
skalu interaktivnich prvku, které usnadnuji studentim pochopeni matematickich
koncepti a umoznuji ucitelum pripravit testy na miru. Procvicovaci portdl je ur-
cen k procvicovani celé stredoskolské matematiky. Pripravili ho ucitelé z Katedry
aplikované matematiky z Vysoké skoly banské — Technické univerzity Ostrava ve
spoluprdci s uciteli strednich skol z Ceska, Polska a Slovenska.

Co Math4U nabizi?

e 6 000 prikladt k procviceni, z nichz 2 000 je reSitelnych z hlavy

e 300 tréninkovych her, zamérenych na rozvoj zakladnich matematickych
dovednosti

e 220 1loh ,,najdi chybu*, které podporuji kritické mysleni

e 50 aplikacnich prikladi, demonstrujicich vyuziti matematiky v praxi

e podpora péti jazykt, coz usnadnuje vyuziti pro CLIL vyuku, bilingvni
skoly a zahraniéni studenty

Novinky na portalu

Béhem prezentace byly predstaveny nové mozZnosti a vylepSeni, které
Math4U planuje zavést v nejblizsi dobé. Mezi hlavni inovace patii rozsireni
databaze tloh, nové didaktické hry a vylepsené analytické néstroje pro ucitele.

Praktické ukazky

Soucasti prezentace byly i praktické ukazky nékterych vyukovych her, které
umoznuji studentiim ucit se zabavnou formou a zaroven procvicovat své mate-
matické dovednosti. Na zakladé struktury portalu Math4U muzeme ocekavat,
ze zahrnuji rtizné interaktivni formaty podporujici matematické dovednosti. Zde
je nékolik moznych typti her, které mohou byt soucasti.

I Gymnézium Hladnov; iva.skybova@hladnov.info
2 Stiedni primyslova skola elektrotechniky a informatiky, Ostrava; m.kubickova@spseiostrava.cz
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Tréninkové hry pro zakladni dovednosti

Tyto hry pomahaji studentiim procvicit zakladni pocetni operace, praci s moc-
ninami, zlomky nebo algebraické vyrazy. Naptiklad:

« matematické pexeso — hraci spojuji priklady se spravnymi vysledky;

o ciselné bludisté — hrac¢ hleda spravnou cestu resenim rovnic;

e rychlopocty — soutéz ve spravném a rychlém vypoctu.

Najdi chybu

Tento typ tloh rozviji kritické mysleni. Studenti dostanou reseny priklad, ve kte-
rém musi odhalit chybu. Priklady mohou byt z aritmetiky, algebry, ale i geometrie
nebo statistiky.

e Studenti dostanou matematicky priklad s jiz vyreSenym postupem.

o Jejich tkolem je analyzovat reSeni a najit chybu.

o Tento typ hry rozviji kritické mysleni a uci studenty hledat logické

nesrovnalosti.
e Rozviji komunikac¢ni dovednosti.

Ukazka: Najdéte chybu v reseni:

Julie méla uréit imaginarni ¢ast b komplexniho ¢isla (5+2i)(1 —i) —i(2+14). Ve
kterém kroku svého teseni udélala Julie chybu?

(54+20)(1—1i)—i(2+1) =

Krok 1 =5 —5i 4 2i — 2i? — 2i — i® =

Krok 2 =5—5i — 3% =

Krok3 =5—-5i—3=

Krok4 =2-5i = b= -5

V kroku 1: Spravna tprava je: 5 — bi + 2i — 2i% — 27 + 72,
V kroku 2: Spravna tprava je: 5 — 2i.

V kroku 3: Spravna uprava je: 5 — 51 + 3.

a
b
c
d) V kroku 4: Spravné teseni je: 2 — 57 = b = bi.

(a)
(b)
()
(d)

Aplikacni tGlohy

Tento format priblizuje matematiku realnému zivotu. Studenti Tesi situace
z praxe, jako jsou vypocty slev v obchodé, planovani rozpoc¢tu nebo méreni
vzdalenosti v mapéach.
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Jak vytvorit test v Math4U?

Vytvoreni testu z matematiky na miru v Math4U je jednoduchy proces, ktery
umoznuje ucitelim pripravit presné takové testy, jaké jejich studenti potiebuji.
Portal nabizi Sirokou databazi 1iloh a moznost personalizace podle témat, obtiz-
nosti i jazyka.

1. Pristup na web
o Otevrete https://mathdu.vsb.cz/.
o Kliknéte na sekci Math4Test.
2. Vybér tématu a tloh
o Zvolte obtiznost (zdkladni, stfedni, pokrocild).
« Vyberte témata (napf. rovnice, goniometrie, vektory, matice).
o Filtrujte dle typu tloh (vypoctové, slovni, grafické).
3. Prizptsobeni testu
e nastaveni poc¢tu tloh a ¢asového limitu
e moznost vybéru testu s vybérovymi odpovédmi nebo otevienymi od-
povedmi
4. Generovani a vyhodnoceni
« automatické vygenerovani testu (moznost stazeni jako PDF nebo sdi-
leni online)
o online testy lze ihned vyhodnotit s moznosti analyzy chyb

Proc¢ vyuzit Math4U na testovani?

v’ Siroka databaze uloh — vice nez 6 000 prikladu

v mozZnost prizptsobeni testu na konkrétni témata
v' podpora vice jazykt — vhodné pro bilingvni skoly
v okamzita kontrola vysledki u online testil

Vyuziti v praxi

Math4U neni jen statickou sbirkou tloh, ale dynamickou platformou, kterd se
neustale rozviji a prizptisobuje potrebam uciteld i studentii. Diky Siroké nabidce
uloh, her a vyukovych materialt si kazdy miize najit sviij vlastni zptisob, jak se
efektivné ucit matematiku.

Vice informaci naleznete na https://mathdu.vsb.cz/.

216


https://math4u.vsb.cz/
https://math4u.vsb.cz/

Hmatové geometrické hry jako podpora
inkluzivni vyuky pri rozvoji geometrické
predstavivosti

JANA SLEZAKOVA!

Didaktické hry predstavuji efektivni nastroj ve vyuce matematiky, protoze umoz-
nuji propojit teoretické poznatky s praktickymi zkusenostmi Zdaku. Ctilem pracovni
dilny je predstavit tri typy hmatovych didaktickych geometrickiych her jako pro-
stredku pro zlepseni porozumeéni zdkladnim geometrickym pojmim a jejich aplika-
cim. Bude zdiraznéna tloha téchto her nejen pri motivaci Zaki, ale i pri rozvijent
jejich tvircich schopnosti a podpore kritického mysleni. Soucasné bude zduraz-
nén prinos techto her pri integract inkluzivni vyuky pri individudlnim a tymovém
ucent.

Uvod

Didakticka hra je promyslena aktivita s jasnym tcelem a specifickym vyznamem.
Slouzi jako zdroj motivace, podporuje myslenkovou cinnost, zvysuje rozumové
usili a zlepSuje schopnost sousttedéni. Prispiva k uvolnéni a rozvoji kreativniho
mysleni, ¢asto podporuje predstavivost, pamét, schopnost kombinovat, logické
uvazovani. Hra umoznuje hledat efektivni ¢i strategické pristupy. Obsahuje prvky
napéti, soutézivosti a mnohdy i prekvapeni, coz povzbuzuje aktivitu i u méné
aktivnich jedinct. V pripadé didaktické hry je ticast hrace povinné na rozdil od
hry spontédnni (Svec, 1999).

Teoreticky zaklad

Inkluzivni vzdélavani je pristup, ktery pripisuje kazdému ditéti pravo participo-
vat ve vyuce skoly hlavniho vzdélavaciho proudu. Vzdélavaci proces se prizptiso-
buje trovni psychického a fyzického rozvoje vsech zakt. Vzhledem k variabilité
schopnosti a tirovni védomosti a dovednosti je nezbytné pri vzdélavani uplatio-
vat pristupy odpovidajici vyvojovym a osobnostnim specifikiim zaki, za prispéni
nejvyssi miry podpurnych opatfeni (RVP SV, 2008). V nékolika poslednich le-
tech je kladen diraz na spolecné vzdélavani, které spojuje zédky se speciadlnimi
vzdélavacimi potfebami s zaky intaktnimi, a to v béznych tridach. Uvedend sku-
tecnost ovliviiuje vyuku matematiky, zejména geometrie, nebof v soucasnych

! Univerzita Palackého v Olomouci, Pifrodovédeckd fakulta; jana.slezakova@upol.cz
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tridach probiha vzdélavani zakt nadanych, zaki intaktnich, ale i zakl se spe-
cidlnimi vzdélavacimi potfebami. Tato situace predstavuje pro ucitele i samotné
zaky obrovskou vyzvu (Novotna et al., 2024).

V pripadé vzdélavani zakt s kombinovanym postizenim je tfeba uplatnovat
zejména specialné pedagogické postupy a alternativni metody vyuky. Ve vzdé-
lavacim obsahu oboru Matematika a jeji aplikace (RVP SV, 2008) je zatazen
tematicky okruh Zaklady geometrie. V uvedeném tematickém okruhu se zaci se-
znamuji se zakladnimi geometrickymi ttvary, uci se je rozpoznavat a spravné
pojmenovavat. Objevuji geometricka télesa, ktera je obklopuji v kazdodennim
zivoté, a osvojuji si praci s geometrickymi pomtickami. Déti se jiz na prvnim
stupni zakladni skoly v ramci matematiky nauci orientovat v prostoru, uci se
tridit predmeéty podle velikosti, barev, tvaru a obsahu. Manipuluji s predméty
podle dané vlastnosti a uci se rozliSovat zakladni geometrické itvary na riznych
predmeétech. Na druhém stupni se zaci se specidlnimi vzdélavacimi potirebami
navic u¢i poznavat a pojmenovat, a dokonce i modelovat zakladni geometricka
télesa.

Pravé znazornéni a nasledna modelace realné situace pomaha hledat podob-
nosti a odlisnosti utvari, které se vyskytuji v bézném zivoté. Tato skutecnost od-
razi dilezitost rozvoje prostorové a geometrické predstavivosti (Slezakova, 2021).
Prostorovou predstavivost lze chapat jako ,,schopnost vnimat objekty ve vzajem-
ném vztahu a schopnost jedince mentalné ménit orientaci objektil ve vztahu
s ostatnimi objekty nebo s nim samotnym® (Tipps et al., 2011). V piipadé geo-
metrické predstavivosti je tento pojem definovan podle Kuriny (1987) jako slozka
nazorného mysleni, ktera zahrnuje schopnost vybavit si geometrické utvary a je-
jich vlastnosti. Tato dovednost c¢asto zahrnuje vyuzivani nebo tvorbu modeli
téchto utvari, a to v jedné, dvou ¢i tfech dimenzich.

Déti s poruchami zraku potrebuji hry, které co nejvérnéji odrazeji skutecnost
jak ve svych tvarech, tak v barvach, aby jim poskytly bohatou taktilni zkusenost
(dotek). Schopnost zrakového rozliSovani a pamét jsou klicové pro vsechny déti
a jsou nezbytné pro uspésny vstup do skolniho prostredi.

Déti s ADHD casto projevuji oslabeni v této oblasti. Pri tréninku zrakového
rozliSovani muzeme zacit jednoduchymi tkoly, napiiklad identifikaci hlavnich
aspektil predméti, jako jsou barva, velikost, tvar nebo material. Na zacatku mu-
zeme vyuzivat trojrozmérné objekty nebo zahrnout hmatovy smysl. Postupné
bychom vsak méli prejit k jednotlivym obrazkim, pritazovani a pouzivani riz-
nych geometrickych sklddanek (Ruzickova et al., 2024).

Hmatové hry by mély co nejlépe napodobovat realitu, a to jak svym tva-
rem, tak i barevnym zpracovanim. Tato skutecnost by se méla zejména odrazet
ve vyuce geometrie, kdy vhodné zvolend geometrickd hra miize byt nastrojem
jasnéjsiho porozuméni geometrickym pojmim, vztahiim a jejich vlastnostem.
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Prabéh pracovni dilny

V ramci pracovni dilny budou posluchaci sezndmeni se tremi hmatovymi geo-
metrickymi hrami, které lze pouzit ve vyuce matematiky, zejména geometrie na
1. a 2. stupni zakladni skoly. Po seznameni s popisem hry a jejimi zakladnimi cha-
rakteristikami bude vysvétlena metodika jednotlivych her véetné jejich prinosu
ve vyuce geometrie.

Trojihelnikové puzzle

Trojihelnikové puzzle (obr. 1) je hra, kterd obsahuje zékladni sablonu ve tvaru
rovnostranného trojuhelniku, do které se bez prekryti vkladaji vzdy 3 nebo
4 mensi moduly. Ukolem hréce je umistit vybrané moduly tak, aby vyplnily
bez prekryti celou Sablonu. Sada obsahuje celkem 11 moduld, které se skla-
daji z riznych geometrickych tvart (rovnostranny trojihelnik, rovnoramenny
lichobéznik, kosodélnik, kosoctverec), ale i nekonvexnich mnohothelniki sesta-
venych ze shodnych rovnostrannych trojihelnikt se spolecnou aspon jednou ce-
lou stranou, pricemz vnitini thly jsou vzdy celo¢iselnymi nasobky 60°. Moduly
vzniknou formélné sjednocenim (aspon dvou) shodnych rovnostrannych trojtihel-
niki. Pritom délka strany kazdého jednotlivého rovnostranného trojuhelniku je
c¢tvrtinou délky strany sablony. Hra ma celkem sedm variant reseni. Kazdy mo-
dul je doplnén o hmatovy bod — drobny reliéf, ktery ukazuje nevidomym zaktim
cestu ke spravnému teseni. Celkem je uvedeno sedm riznych hmatovych bodi
— znakt v podobé kruhu, kruznice, trojihelniku, znaménka plus, velkého tis-
kaciho pismena H, velkého tiskaciho pismena V, velkého tiskaciho pismena I.
Oznaceni pomoci hmatovych bodi navede nevidomého zaka k vybéru spravného
pocétu modult. Nasledné pak zak slozi 3 nebo 4 moduly tak, aby byl zaplnén cely
prostor trojihelnikové sablony. Na konkrétnich modulech lze najit rizny pocet
hmatovych bodi. To proto, Ze jeden modul mtze byt pouzity pro vice variant
reseni. Jednotkové moduly jsou ohranicené ¢ernou konturou, kterd slouzi zakim
slabozrakym pfi rozeznavani a prirazovani geometrickych tvarti. Hmatovou hru
je mozné pouzit i bez zakladni sablony.

Trojihelnikové domino

Trojihelnikové domino (obr. 2) je hra, ve které dochézi k zamezeni vzajemného
ovliviiovani hracu. Pri zachovani stejnych pravidel hry fesi kazdy hrac¢ (herni
doba je u kazdého hrace individudlni) stejny problém, a to za stejnych podmi-
nek. Herni sada se skldda z 12 shodnych rovnostrannych trojihelnikt oranzové
barvy (dominovych moduli) a z 6 riznych nekonvexnich rovinnych ttvara (pred-
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Obrazek 1: Trojihelnikové puzzle

loh) barvy zelené (obr. 2). Jedenact dominovych moduli trojihelnikového tvaru
je ve svych rozich opatreno jednim reliéfnim znakem (hmatovym bodem). Dva-
nacty dominovy modul obsahuje znaky dva, coz hra¢i umoznuje jeho univerzalni
vyuziti pri sklddani. Téchto znaki je celkem 6 — jedno prazdné kolecko/kruznice
vytazenda do prostoru kolmo k plose dominového modulu, svisla ¢arka, vodorovna
carka, 1 ¢erny kruh, 2 tecky vedle sebe, 2 tecky nad sebou (u kazdého vrcholu
rovnostranného trojihelniku je dulezita orientace jednotlivych znak).

Ukolem hrade je v kazdé tloze spravné vybrat 9 z 12 dominovych moduli
a sestavit z nich rovinny nekonvexni obrazec dle zelené predlohy (v ramci vy-
béru je mozné vytvorit vice kombinaci dominovych moduli ke sloZzeni jednoho
rovinného obrazce). Skladani se provadi tak, ze moduly k sobé priléhaji vzdy
celymi stranami s identickymi znaky znazornénymi v prislusnych rozich. Jed-
notlivé dominové moduly jsou na bocich opatiené magnety, které zajisti udrzeni
jednotlivych modult pti sobé pri jejich skladani do pozadovanych tvart.

nikove
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Obrazek 2: Trojuhelnikové domino
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Trojahelnikova abeceda

Trojuhelnikovd abeceda (obr. 3) je hra, kterda obsahuje hraci sadu 12 modulu —
3 modré barvy tvaru rovnoramenného lichobézniku, 2 fialové barvy tvaru kosodél-
niku, 2 barvy zluté tvaru kosoctverce, 2 cervené barvy ve tvaru rovnostranného
trojuhelniku, 1 modul oranzové barvy tvaru nekonvexniho Sestitthelniku a 1 mo-
dul barvy zelené tvaru nekonvexniho Sestitthelniku. Posledni, dvanacty, modul je
barvy sedé, mé tvar kosodélniku a slouzi jako hraci plocha (Sablona). Barevné
hraci moduly vyjma fialového jsou opatfeny hmatovymi vystupky ¢i reliéfni tex-
turou, ktera stimuluje hmatové vnimani déti nevidomych a slabozrakych. Tyto
reliéfni znaky jsou umisténé na povrchu jedné strany kazdého z téchto barevnych
moduli. Reliéfni textury pomahaji ditéti k vizualnimu a hmatovému porozumeéni
prislusnym barvam. Modré moduly maji na svém povrchu vinky, které pripomi-
naji vodni hladinu. Oranzovy modul ma na svém povrchu strukturu bodovych
jemnych prohlubni, které se podobaji povrchu oblibeného citrusu, pomerance.
Zeleny modul obsahuje na svém povrchu jemnou strukturu rovnobéznych sou-
vislych provazkt inspirovanou nepokosenou travou na louce. Zluty modul m4 na
povrchu sérii vodorovnych pruhti. Modul cerveny ma tvar rovnostranného troj-
thelniku a na svém povrchu ma tri vystouplé reliéfni znaky ve tvaru plného
kruhu barvy ¢erné. Tyto dva trojihelnikové moduly znazornuji slunécko sedmi-
tecné, détmi lidové nazyvané beruska.

VsSechny moduly v barvach spektra se vkladaji vzdy do Sablony sedé barvy,
ktera je opatrena vystouplou trojuhelnikovou siti. Na strané druhé této sablony
jsou uvedeny nazvy barev spektra v Braillové pismu doplnéné o hmatové reliéfni
znaky. To napomahé nevidomym a slabozrakym détem k lepsi predstavé a orien-
taci pti skladani do trojuihelnikové sité. Cilem hry je tvorba velkych tiskacich
pismen abecedy.

Obrazek 3: Trojuhelnikova abeceda

Uvedené hry podporuji logické uvazovani, prostorovou predstavivost, ale
i zrucnost, napomahaji k rozvoji hmatového vnimani zakladnich geometrickych
utvari, dale rozviji intelekt, podnécuji trpélivost a kreativitu.
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Zavér

Starsi déti skolniho véku maji vyrazné rozvinuty smysl pro kolektiv, pocifuji po-
trebu zapojit se do spole¢nych aktivit a byt uznavanou soucasti skupiny. Z tohoto
diivodu jsou hry v této vékové kategorii casto zamérené na kolektivni spolupraci.
Takové hry zaroven slouzi jako vyznamny nastroj socializace. Naopak mladsi
skolaci obvykle nemaji tolik potfebu spolupracovat, protoze jim chybi dostatek
komunikacnich a organizacnich dovednosti, a proto obvykle preferuji individualni
hry. Dulezité je spravné diferencovat, napriklad slabsiho zadka bude prijatelnéjsi
zapojit do kolektivni hry, naopak nadany zak ve snaze ovérit, pripadné predvést
své schopnosti, uvita hru individualni (Pricha, 1997).

Kazdy ucitel, ktery chce do vyuky zaradit didaktické hry, by si mél nejprve
diikladné prostudovat jejich moznosti a rizné varianty. To mu bezesporu pomiize
k tomu, aby byl schopen individualné zatradit hru, ktera bude pro konkrétni ucivo
a pro splnéni danych vychovné vzdélavacich cili nejvhodnéjsi.
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Logické hadanky a ulohy
GABRIELA ZARSKA!

Einsteinovu hadanku uz jste resili s détmi mockrat, a tak premyslite, jaké dalsi
drobné logické ulohy muzete zaradit do svych hodin? Jak lze pozmeénovat zaddnf,
aby byly ulohy pro Zaky ldkavéjsi nebo abyste jim pomohli zjistit, co jim usnadnuje
nalezeni spravného reseni?

V' clanku se v krdtkosti zamyslime nad tim, v jakych situacich ucitel miiZe
vyuzit matematické hadanky ze zasoby, jaké poZadavky by mely splnovat a jak
lze pracovat se zpusobem zaddvani. Poté je popsano deset typu uloh vcetne jejich
moznych prinosu smerem k Zdakovi, ty méne zndmé jsou doplnény o konkrétni
ukdzky i s resenim. Na zaver ctendr dostdva tipy na dalsi zdroje, odkud maiiZe
ulohy cerpat.

Uvod

V prumérné tiidé na 2. stupni zédkladnich skol nebo na stirednich skoldch mame
zhruba 20-25 zaka. Kazdé z déti ma riuzné znalosti a dovednosti, a tak se ¢asto
stane, ze cast tridy méa praci hotovou, ale zbytek jesté potrebuje 5-10 minut na
doreseni tulohy. Jak vyuzit takové chvile k rozvoji vztahu k matematice?

Jednim z moznych feseni mohou byt logické hadanky a tlohy. Pravé na ty
se zamérime v tomto c¢lanku. Nejdrive si predstavime nékolik situaci, kdy Ize
ulohy vyuzit, dale se podivame, jak miizeme upravovat zadani, ukazeme si nékolik
typi uloh, které muze ucitel na zakladni ¢i stredni Skole vyuzit. V zavéru je pak
uvedeno nékolik zdroji, odkud muze ucitel cerpat inspiraci na dalsi zajimavé
tulohy.

Kdy se takové ilohy mohou hodit

Kdy se mohou drobné logické hadanky a tlohy hodit? Zalezi urcité na uciteli

i samotné tridé a jednotlivych zacich. V prvni chvili nas asi napadne rtizna droven

zakl a jejich potieb v jedné tridé, to ale urcité nebude jedind prilezitost. Zde je
nékolik priklad, kdy miize byt vhodné tlohy zaradit:

o Céast zak uz mé praci hotovou, ale zbytek t¥idy jesté potfebuje latku

znovu vysvéetlit, nebo potrebuje ¢as na dokonceni. Nechceme prvni cast

zakl nechat bez préace, ale zaroven pokud bychom je nechali postupovat

vvvvvv

! Masarykova univerzita, Pifrodovédeckd fakulta; 460748@mail.muni.cz
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kteri jiz latku ovladaji, znovu priklady na to stejné. Aplikacni tlohy pak
treba mohou byt prilis naro¢né, nebo je nemame k dispozici.

o Dalsi moznosti mohou byt tireba pisemky, kdy chceme zaktm, kteri jiz
maji hotovo, poskytnout dalsi podnéty k zamysleni.

o Skvélym ozivenim mohou byt tlohy také pred riuznymi svatky (napiiklad
vano¢ni hodina, Den pi, matematicky adventni kalendar), nemusi jit vsak
jen o svatky, zdkim muzeme zpristupnit matematiku kazdy den/tyden
pomoci kalendare s matematickymi tkoly a rébusy.

o Nasim zamérem muze byt také ukazani toho, ze matematika neni jen o po-
¢itani, mizeme chtit zaky naldkat na feseni matematickych soutézi nebo
tfeba chceme podporit sebedtvéru zaka a schopnost resit tilohy nealgorit-
micky:.

A pravé v takové momenty mohou logické hadanky a hricky uciteli pomoci.
Zsky tlohy nejen zabavi, ale dale rozviji jejich analytické a logické uvazovani,
mohou podporit také schopnost prace s textem a orientaci v problému a jeho
feseni. V pripadé tloh pro vice zaki lze také rozvijet tymovou spolupraci. Pomoci
riznorodych problémt muzeme zprostiedkovat zazitek tspéchu i détem, které
treba ve Skolské matematice neexceluji. Zaroven, pokud pojmeme nejen samotné
problémy, ale i formu zadani rtiznorodé, mizeme pomoci zaktim objevit, co jim
v rdmci uceni a zorientovani se v situaci pomaha.

Jak dlohy vybirat

Pokud chceme, aby zapojeni tiloh do hodin bylo do velké miry flexibilni a nam
jako ucitelim nepuisobilo vétsi obtize, vstupuji nam do vybéru tloh dva dilezité
parametry — ¢asova narocnost na feseni a naroc¢nost tuloh na pfipravu. Zda se
jako vhodné ulohy volit tak, aby byly resitelné do cca 10 minut, protoze to je
realisticky odhad casu, ktery rychlejsim zakam ¢i ndm béhem 45minutové hodiny
zbyde. Zaroven, abychom si praci uleh¢ili a nemuseli s sebou brat velké mnozstvi
véci, hodi se ulohy, které jsou proveditelné s minimem materidlu, pripadné jde
o material, ktery zaci bézné maji, je finanéné nenaroc¢ny nebo jsou pomucky
skladné. V souladu s témito kritérii byly zvoleny i tlohy v tomto ¢lanku.

Co mitze ovlivnit reseni tlohy

o Pocet lidi, které nechame hledat reseni — pokud tlohu resi skupinka, mohou
se navzajem inspirovat a lze rozvijet spolupraci a komunikacéni dovednosti.
« Zpisob, jak tlohu zaddme (forma) — muze ovlivnit pristupnost tlohy né-
kterym zaktm, protoze rtizni zaci maji rizné potieby. Pokud budeme po-
zménovat formy zadani, mtizeme zakim pomoci v nalezeni zptisobu, ktery
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jim vyhovuje, a zaroven tim mizeme dat prostor k dspéchu riznym ty-
pum zéki. Ulohy mizeme zadat pomoci obrazku, videa, zvukové nahravky,
muzeme dat zakam k dispozici pomiticky pro vizualizaci a manipulaci s tlo-
hou, mizeme ménit délku textu, vyuzivat systém napovéd ¢i postupné se
rozvijejicitho zadani, lze také tlohy gradovat pomoci obtiznosti.

o Délka tloh — pro nékteré zaky muze byt narocna prace s dlouhym textem,
¢i komplexni dlohou, proto miize byt vhodné rozdélit zadani na nékolik
¢asti, coz zaklim muze pomoci se v tloze zorientovat.

Ukazka typ1 tuloh

NizZe je postupné prezentovano deset typi uloh tak, jak byly predstaveny na pra-
covnf{ dilné. Ulohy, které byly vybrany, charakterem odpovidaji ilohdm rekreacni
matematiky. Kazdy typ je v kratkosti popsan a je zde nastinéno, co miizeme tlo-
hou u zakt rozvijet. Nékteré typy jsou doplnéné také tipem k upravé formy
zadani pro lepsi pochopeni ze strany zakt. Typy tloh, které se vice hodi tesit ve
skupinkach, maji u ndzvu v zavorce pismeno S. U typ1, které byly vyhodnoceny
jako méné obvyklé, byly pro lepsi predstavu pridany konkrétni priklady.

Vice prikladi k jednotlivym typtm tloh véetné reseni naleznete zde: http:
//www.ucitseucit.cz/matematika/inspirace/kdo-ma-doma-rybu-a-jine-1
ogicke—-hadanky.

1. Algebrogramy, hvézdickogramy
Algebrogramy jsou tlohy obsahujici misto ¢islic jiné znaky (pismena ¢i jiné
symboly). Nasim tkolem je pak najit spravné dosazeni ¢islic za jednotlivé
znaky, pricemz stejné znaky jsou nahrazeny stejnymi cislicemi, rtizné riz-
nymi. Hvézdickogramy se pak lisi tim, Ze stejny symbol miize byt nahrazen
riznymi ¢islicemi.
Z4ci si diky algebrogramtim mohou procvicit fesen{ rovnic a také uplatnit
své znalosti aritmetiky. U hvézdickogramt pak jesté prichazi schopnost
resit nevSedni problémy a nutnost premyslet nekonvencné.

2. Einsteinova hadanka (S)
Einsteinova hddanka (znamd také jako Zebra) je tloha, ve které si zaci
procviéi dedukci a praci s delsim textem. V rdamci Einsteinovy hadanky
zaci dostavaji informace o x lidech a x vlastnostech, které lidem maji pri-
radit. Jejich tkolem je pak typicky odpovédét na otazku, pro koho plati
tvrzeni Y. Pokud zaktm chceme pomoci s pochopenim, miizeme je navést
na zapisovani informaci do tabulky, pripadné jim dat k dispozici zalamino-
vané karticky s obrazky jednotlivych charakteristik, které mohou pomoci
v uchopeni zadani. Ulohy lze také gradovat podle schopnosti zaki a také
¢asovych moznosti (iloha muze hovorit i 0 méné nez péti subjektech).
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3. Hadej (S)

V tlohéach, které jsme zaradili do typu ,,Hadej*, zaci rozviji své dedukéni
a logické schopnosti. Typicky si zaci vyslechnou rozhovor nékolika lidi a na
zakladé vyrokiu, které v ném zazni, maji prijit na odpovéd na zadanou
otazku. Ulohy nejsou oproti Einsteinové hidance tak zndmé a zptisob Fe-
seni muze byt rtiznorody. Jak tlohu resit, nemusi byt na prvni pohled
ziejmé, proto je vhodné zaky vést k tomu, aby se pokusili situaci zpraco-
vat napriklad do tabulky, ve které postupné eliminuji nékteré moznosti.
Pro lepsi vtahnuti do problému muiizeme zaktim tlohu predstavit pomoci
videa.?

Mam dva mladdi bratry
Soudin nasich let je 144,

Soudet nasich let je roven
Cislu autobusu, kterym
nyni jedeme

Pofad nevirne,
kolik mas rokl
Miiield narn dit daldi napovédu?

Cislo autebusu pochopitelnd zndme,
ale twilij wik pofad ne.

Uplné jsemn zapomnéla
fich, ke moji brati jsou
dvojtata

A, tak ted u? vime kolik ti jel

Obrazek 1

4. Magické ctverce
Pti feseni ulohy s magickymi ¢tverci je nasim tkolem zaplnit ¢tvercovou
sit n-n ¢isly od 1 do n tak, aby v kazdém tadku, sloupci i obou uhlopric-
kéch &sla ddvala stejny soudet. Ulohy mohou rozvijet dedukei a logické
uvazovani.

5. Posloupnosti (S)
U posloupnosti miizeme zadat zakiim prvnich n ¢lenti posloupnosti a ne-
chat je prichazet na vztah, jakym se tvori dalsi ¢len. Jako napovédu pak
miizeme uvést dalsi cleny posloupnosti. U hledani dalsiho ¢lenu zéaci po-
uzivaji své analytické schopnosti, dedukci, hledani vztahti, argumentaci
a v zavislosti na posloupnosti i kreativni pristup. Prehled posloupnosti
muzeme najit na strance www.oeis.org, kde lze vybrat nékteré zajimavé
posloupnosti.

2 Cecilce je 9 let. Videozadani: https://youtu.be/5ehhJrlzHyo?si=dPZEmnhlwRdVwo51
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Napr. zkus najit pravidlo, podle kterého posloupnost vznikda, a urci jeji
dalsi élen.?
1,2,4,6,10,12,7

6. Problémy a zahady (S)
Mezi tento typ jsou razeny ulohy, které u zaka rozviji schopnost fesit pro-
blém pomoci logiky ¢i matematickych vypocti. Jejich zadani casto miize
byt delsi a po zacich vyzaduje premysleni. Zadani muze byt vhodné do-
plnit o obrazek, piipadné o video. Zaci se déle uéi ¢ist s porozuménim
a analyzovat text.
Napr. Petr je v pralese a ustkl jej smrtelné jedovaty had. Nastésti vi, ze
ma jeste nékolik desitek vterin. Zaroven si vzpomnél, ze protijed produkuje
druh pralesnich zab.
Aby situace ale nebyla tak jednoducha, protijed produkuji pouze samicky
tohoto druhu. Samci i samicek je stejné mnozstvi a vypadaji naprosto
stejné, jediny rozdil je, ze samci vydavaji hlasity zvuk.
Petrovi se zac¢ina délat Spatné, kdyz v tom pred sebou zpozoruje zabu na
parezu. Zaroven se ale za nim ozve hlasité kvaknuti, a kdyz se otoci, sedi
tam na listu dvé zaby. Bohuzel nevi, ktera z zab zvuk udélala.
Petrovi je ¢im dal hiit a vi, Ze stihne dojit jen na jedno ze dvou mist. Kde
ma veétsi sanci, Zze narazi na samicku, ktera jej zachrani — u parezu nebo
na listu?*

7. Rovnosti a rovnice
Dle typu rovnice muzeme u zakt kromé samotného procvicovani reseni
rozvijet také kreativitu a schopnost myslet netradic¢né.

3 OEIS: A006093, a(n) = n-té prvocislo minus 1; tedy dalsi ¢len je 16
4Petr by mél jit k listu, tam méa Sanci 67 %, ze jedna z Zab je samice (na listu sed{ jedna z kombinaci 35", 59,
Qd'), u pafezu je to pouze 50 % (je tam @nebo &). Zdroj: https://www.youtube.com/watch?v=cpuSGsb-rTs
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Napr. jaké ¢islo bude na misté otazniku, pokud vite, Ze jsou splnény na-
sledujici rovnosti.”

1=2
2=28
3 =18
4 =32
b="

8. Sirkolamy
Ulohy se sirkami jsou piikladem drobnych hlavolamt a rébust, ve kterych
zaci mohou zapojit logické uvazovani, ale c¢asto také kreativitu a hledani
netradi¢niho feseni. Abychom zaktm usnadnili premysleni, mizeme jim
kromé nakresu pujcit také krabicku zapalek, tak aby s jednotlivymi sirkami
mohli fyzicky manipulovat.

9. Sifry (S)
Z4ci Tesenim Sifer mohou rozvijet své analytické schopnosti ¢ nachézet
souvislosti. Zaroven jde o tlohy, kde miizeme snadno vyuzit postupnych
napovéd, které zakiim pomohou k desifrovani.
Napf. co jsme ukryli v siffe? Resenim je jedno slovo.’
RNERHTEIZEOESMVSBMEJICO.

6
40

1. indicie 2. indicie 3. indicie

EE— RNERHT

— E | ZEOE

— SMVSBM

— EJ ico.

10. Ulohy ze souté&zi

Zajimavym zdrojem logickych tloh mohou byt nékteré matematické/lo-
gické soutéze. Zarazovani ukazek nam miize pomoci nalakat zaky k ucasti
v soutézich.

Naprt. kazda barva predstavuje jedno prirozené cislo, najdi hodnoty jednot-
livych barev tak, aby jejich soucet odpovidal ¢islu v prislusném radku ¢i
sloupci. Odpovéed zapis jako ¢isla oddélend ¢arkou ve tvaru: modra, zelena,
cervend, zlutéd, sedd — napt. 1, 2, 3, 4, 5.7

55 =2 x 52 — 5 = 50; Zdroj: https://mozkolam.cz/matematicke-hlavolamy/hratky-s-cisly/zahadne-rov
nice/

6 Resenim je zvife, s chobotem, tj. slon, pfipadné mamut.
"ReSenimje M =7,Z=4,C=8,Z=3,S =5. Zdroj: https://brloh.math.muni.cz/z/2012/internet 3.pdf
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Obrazek 3

Odkud muzeme cerpat tlohy

e YouTube: TED-Ed, Numberphile;

o Ulohy ze soutézi ¢ Sifrovacich her: Matematicky klokan, BRLOH, Inter-
SoB, InterLoS, Pangea, Technoplaneta, Cryptomania;

o Knihy: Ian Stewart (napf. Truhlice matematickych poklad), Ptijdou tri
logici do baru... (H. Dambeck);

o Jednotlivd zadani z deskovych her: Ubongo, 1Q puzzle, Sirkolamy, Albi
Mozkovna (riizné varianty), BrainBox, Escape Room, Cerné historky;

o Internet: Brilliant.org, weby muzei a science center, Bitesize (BBC), Du-
olingo (matematicky méd — magické ¢tverce 3 x 3), uméla inteligence
(napr. Gemini), vyhledavani podle klicovych slov;

e Brozurka z pracovni dilny Kdo ma doma rybu a jiné logické hadanky.
https://www.ucitseucit.cz/matematika/inspirace/kdo-ma-doma-r
ybu-a-jine-logicke-hadanky

Podékovani

Prispévek vznikl s podporou projektu MUNI/A /1569 /2024.
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Jednota feskjch matematik a fyzikd

Ucitel

matematiky

Rotnfk 12 £
Cislo 1 (49) Rijen 2003
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