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při organizaci konference.

Tato publikace neprošla jazykovou úpravou. Př́ıspěvky nebyly recenzovány.
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Práce s nadanými žáky: Zp̊usoby obohacováńı výuky
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Úvodńı slovo

Co ř́ıci úvodem? Začnu konstatováńım, že konference Dva dny s didaktikou ma-
tematiky se v roce 2023 z pohledu nás organizátor̊u a programového výboru
vydařila. Zúčastnilo se j́ı 176 učitel̊u a daľśıch odborńık̊u z celé České republiky
a tradičně také ze Slovenska, jeden účastńık byl z Polska.

Program je již tradičńı a o jeho podstatných částech se dozv́ıte v́ıce ze
sborńıku, který jste právě otevřeli. Jak pravidelńı účastńıci konference věd́ı, po
většinu doby je k dispozici několik paralelńıch akćı, z nichž si mohou vybrat.
Vedoućı sekćı a d́ılen se snaž́ı předat své zkušenosti a znalosti daľśım učitel̊um
a učitelkám a motivovat je k hledáńı a aplikováńı nových př́ıstup̊u. Pro kon-
ferenci je př́ıznačné, že se zaplněńım programu nebývá problém. Naopak, na
mnohé ”domáćı“ přednášej́ıćı se mı́sto ani nedostane. Svědč́ı to podle mého
názoru o tom, že se na konferenci dař́ı udržet přátelské a inspirativńı prostřed́ı.
A to je určitě dobře.

Většina těch, kteř́ı měli vystoupeńı v sekci či vedli d́ılnu, nám zaslala texty, jež
jsme sdružili v tomto sborńıku. Najdete zde i text k jedné z hlavńıch přednášek,
kterou proslovil Frantǐsek Mošna na téma Pravděpodobnost – zavedeńı a interpre-
tace. Druhou hlavńı přednášku měl Martin Chvál, a to s názvem Autoevaluace
školy a zjǐst’ováńı vztahu žák̊u k matematice. O tomto tématu se ve sborńıku
nedočtete, ale pokud by vás hlouběji zaj́ımalo, autor právě v nakladatelstv́ı Pe-
dagogické fakulty Univerzity Karlovy vydal na toto téma knihu Metodologie au-
toevaluace školy. Mimochodem i Frantǐsku Mošnovi vyšla v roce 2022 kniha ve
stejném nakladatelstv́ı, a to Pojet́ı pravděpodobnosti a statistiky ve výuce.

V rámci konference proběhlo i představeńı originálńı metodiky pro výuku
slovńıch úloh, kterou připravil kolektiv badatel̊u z katedry matematiky a didak-
tiky matematiky, z katedry českého jazyka a z katedry psychologie PedF UK,
a to v panelové diskusi nazvané Propojenost českého jazyka a matematiky nejen
u slovńıch úloh. O jejich metodice ve sborńıku neṕı̌seme, a to z toho d̊uvodu,
že je od začátku prosince 2023 celá k dispozici na webu https://slovni-ulo
hy-metodika.cz/ (a k problematice výuky slovńıch úloh vyšlo v roce 2023 od
stejného autorského kolektivu speciálńı č́ıslo časopisu Učitel matematiky). Pokud
jste vyučuj́ıćı na 1. a 2. stupni základńı školy a hledáte zp̊usoby, jak žák̊um po-
moci, aby zlepšili své dovednosti řešit slovńı úlohy, pak je tato webová stránka
právě pro vás.

Přeji vám inspirativńı čteńı a těš́ım se na shledáńı na daľśım ročńıku konfe-
rence v roce 2024.

Za programový a organizačńı výbor
Nad’a Vondrová
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ZVANÁ PLENÁRNÍ PŘEDNÁŠKA

Pravděpodobnost – zavedeńı a interpretace

Frantǐsek Mošna1

Úvahy spojené s náhodnost́ı se v historii objevuj́ı poměrně pozdě (na přelomu
středověku a novověku). Týkaj́ı se nejprve šanćı výhry v r̊uzných hrách či si-
tuaćıch a později přecházej́ı k zavedeńı pravděpodobnosti klasické a geometrické.
Z matematického hlediska je počet pravděpodobnosti završen Kolmogorovovou
axiomatickou teoríı, přetrvává však řada otevřených otázek týkaj́ıćıch se vńımáńı
a interpretace pravděpodobnosti. Čtyři hlavńı směry v pojet́ı pravděpodobnosti
(logické, četnostńı, subjektivńı a propenzitńı) úzce souvisej́ı se zp̊usobem vńımáńı
náhodnosti (epistemologickým nebo ontologickým). Zkoumáńı r̊uzného př́ıstupu
student̊u k náhodě a informaćım m̊uže být př́ınosné pro zp̊usob výuky pravděpodob-
nosti a statistiky.

Úvod
Náhoda nás prováźı celý život. Na základě zkušenost́ı dokážeme náhodné situa-
ce vyhodnocovat a následně jednat a rozhodovat se. V pr̊uběhu vzdělávaćıho
procesu se setkáváme s pokusy uchopit náhodnost nejen slovně, ale také č́ıselně
a vyjadřovat ji pomoćı pravděpodobnosti. V profesńım i osobńım životě nás ob-
klopuje spousta dat, jež maj́ı statistický charakter. Potřeba orientovat se v in-
formaćıch a modelech spojených s neurčitost́ı vede k tomu, že je nutné si osvojit
zp̊usoby přemýšleńı a vyjadřováńı, které odpov́ıdaj́ı také jinému než determi-
nistickému pojet́ı skutečnost́ı kolem nás. Takové schopnosti nazýváme zpravidla
jako stochastické myšleńı nebo statistickou gramotnost a měli bychom je źıskávat
v pr̊uběhu procesu vzděláváńı. Americká statistická společnost definuje (ústy své
bývalé předsedkyně) statistickou gramotnost takto:

Statistická gramotnost je schopnost porozumět a kriticky zhodnotit
statistické výsledky, které prostupuj́ı náš každodenńı život, společně
se schopnost́ı docenit význam statistického myšleńı ve veřejném i sou-
kromém životě, v profesionálńıch i osobńıch rozhodnut́ıch.

(Wallman, 1993, s. 1)
1 Univerzita Karlova, Pedagogická fakulta; frantisek.mosna@pedf.cuni.cz
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Zaměř́ıme se nejprve na chápáńı náhodnosti, neurčitosti, nezávislosti a na
zp̊usoby vyjadřováńı skutečnost́ı týkaj́ıćıch se náhody a statistických dat. Bu-
deme analyzovat dějinný vývoj pravděpodobnosti a pojmů s ńı souvisej́ıćıch
a zkoumat zejména r̊uzná vńımáńı pojmů spojených s pravděpodobnost́ı, jej́ı
definice a pojet́ı. Důsledná kontextualizace historická a předevš́ım filozofická pro-
pojuje teoretické základy s didaktikou pravděpodobnosti a statistiky a pomáhá
nám přibĺıžit a objasnit některé jevy ve výuce těchto discipĺın.

Zavedeńı pravděpodobnosti

Úvahy spojené s náhodnost́ı se v historii objevuj́ı poměrně pozdě (na přelomu
středověku a novověku). Důvodem je patrně skutečnost, že ve dř́ıvěǰśıch dobách
(třeba v antice) nebyly k dispozici vhodné matematické nástroje. Britský historik
matematiky Donald Gillies se táže:

Mohlo binomické rozděleńı vzniknout bez dobrého algebraického
zápisu? Mohly by se limitńı věty Jacoba Bernoulliho a de Moivre ob-
jevit bez vývoje jak v algebře, tak v kalkulu? Řekové byli vášnivými
hráči i zkušenými matematiky, ale jejich matematika prostě nebyla
vhodná pro analýzu hazardńıch her.

(Gillies, 2000, s. 22)

Za počátek úvah o pravděpodobnosti je v evropských dějinách považováno
několik dopis̊u, které si mezi sebou vyměnili dva myslitelé Blaise Pascal a Piérre
de Fermat v obdob́ı léta až podzimu 1654. Tato korespondence byla vyvolána
známou historkou o ryt́ı̌ri de Mére. Ten bavil společnost u francouzského dvora
r̊uznými sázkami. V jedné z nich se sázel, že při čtyřech hodech hraćı kostkou
alespoň jednou padne šestka (jev A). Vycházel ze správné představy, že šance na
šestku v jednom d́ılč́ım hodu je 1

6 . Mylně však usuzoval, že ve čtyřech hodech
bude tato šance čtyřikrát větš́ı, tedy 4 · 1

6 = 2
3 , což je č́ıslo větš́ı než 0,5. Správný

výsledek 0,5177 2 je také větš́ı než 0,5, takže t́ım si de Mére vysvětloval, že ve
většině her vyhrával. Pak svoji sázku upravil tak, že ve 24 hodech dvěma kostkami
padne alespoň jednou šestka na obou. Opět správně uvažoval, že při hodu dvěma
kostkami padne na obou šestka s pravděpodobnost́ı

(1
6
)2 = 1

36 , a opět mylně
usoudil, že při 24 hodech bude šance 24 krát větš́ı, tedy opět 24· 1

36 = 2
3 . Správný

výpočet můžeme provést podobně jako při p̊uvodńı sázce, tedy 1 −
(35

36
)4 =

2 Správný výpočet obdrž́ıme následuj́ıćı úvahou. Nejprve si uvědomı́me, že pravděpodobnost padnut́ı jiného č́ısla
než šestky v jednom d́ılč́ım hodu je 5

6 . Odtud se budeme snažit zjistit pravděpodobnost jevu opačného k A, tedy
že šestka nepadne ani jednou, což (s ohledem na nezávislost jednotlivých d́ılč́ıch jev̊u) je

( 5
6
)4. Pravděpodobnost

jevu A, že tedy padne šestka alespoň jednou, zjist́ıme jako doplněk do jedničky, tedy 1 −
( 5

6
)4 = 0,5177.
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= 0,4914. Toto č́ıslo je ale menš́ı než 0,5. De Mére v tomto př́ıpadě začal prohrávat
a nevěděl proč. Obrátil se proto na Blaise Pascala a ten pak řešil mimo jiné
také tento problém s Pierrem de Fermatem v uvedené korespondenci z roku
1654. Francouzský matematik Simeon Denis Poisson údajně prohlásil: ”Začátek
pravděpodobnosti je spojen s problémem, který předložil světák [mı́něno de Mére]
př́ısnému jansenistovi [mı́něno Pascal]“ (Gillies, 2000, s. 3).

V dopisech Pascala a Fermata se výraz pravděpodobnost explicitně ještě ne-
vyskytuje. Už́ıvá se zde poměr pro šanci výhry v jednotlivých situaćıch. Pojem
pravděpodobnost se objevuje až v d́ılech matematik̊u Jacoba Bernoulliho a Abra-
hama de Moivre. Ten uvád́ı, že pravděpodobnost je poměr př́ıznivých a všech
př́ıpad̊u: ”Relativńı počet př́ıznivých př́ıpad̊u k celkovému počtu všech př́ıznivých
i nepř́ıznivých př́ıpad̊u je mı́ra pravděpodobnosti“ (Saxl, 2004, s. 133).

Završeńı snah týkaj́ıćıch se klasické pravděpodobnosti pak přináš́ı d́ılo Pierra
Simona Laplace. Definuje tzv. klasickou pravděpodobnost (ve shodě s výše uve-
denými matematiky) jako pod́ıl počtu možnost́ı př́ıznivých jev̊u a počtu všech
možnost́ı. Formuluje něco, čemu se ř́ıká princip indiference nebo princip nedo-
statečného rozlǐseńı, totiž že v d̊usledku nevědomosti nemáme d̊uvod některý
z výsledk̊u upřednostňovat a považovat ho za bližš́ı uskutečněńı než ostatńı. La-
place ṕı̌se:

Teorie náhody spoč́ıvá v tom, že všechny události stejného druhu
omeźıme na určitý počet př́ıpad̊u stejně možných, tj. takových,
že o nich můžeme být stejně nerozhodnuti, pokud jde o jejich
uskutečněńı, a v tom, že nalezneme počet př́ıpad̊u př́ıznivých jevu,
jehož pravděpodobnost hledáme. Poměr tohoto počtu ku počtu všech
možných př́ıpad̊u je mı́rou této pravděpodobnosti, jde jednoduše o
zlomek, jehož čitatelem je počet př́ıznivých př́ıpad̊u a jehož jmeno-
vatelem je počet všech možných př́ıpad̊u.

(Laplace, 1952 (p̊uv. 1814), s. 6–7)

Klasickému př́ıstupu je v jistém smyslu podobný pohled geometrický, který je
založený na porovnáváńı objemu, obsahu či délky geometrických útvar̊u. Při užit́ı
geometrického zavedeńı pravděpodobnosti se však vyskytuj́ı problémy s princi-
pem indiference a některé úlohy vedou k paradox̊um (Bertrand̊uv paradox, úloha
o poměru v́ına a vody). Teorie pravděpodobnosti byla završena axiomatickým
systémem ruského matematika Andreje Nikolajeviče Kolmogorova. Ten v roce
1933 formuloval základńı axiomy, podle kterých je pravděpodobnost v podstatě
konečná mı́ra.
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Interpretace pravděpodobnosti
Kolmogorovovou teoríı byla otázka pravděpodobnosti po matematické stránce
vyřešena. Z̊ustaly však otázky týkaj́ıćı se pojet́ı a interpretace pravděpodobnosti,
které přetrvávaj́ı dodnes. Co je to vlastně pravděpodobnost ve vztahu ke jsoucnu,
k vědě, životu a světu? Leonard J. Savage uvád́ı následuj́ıćı přirovnáńı: ” [P]okud
se jedná o to, co je pravděpodobnost a jak souviśı se statistikou, pak zř́ıdkakdy od
stavby Babylonské věže panoval v něčem tak dokonalý nesoulad názor̊u“ (Savage,
1972, s. 2).

Čtyři hlavńı směry v pojet́ı pravděpodobnosti (logické, četnostńı, subjektivńı
a propenzitńı) úzce souvisej́ı se zp̊usobem vńımáńı náhodnosti (epistemologickým
nebo ontologickým).

1 Epistemologický př́ıstup
V mechanistických představách vědy 19. stolet́ı jsou všechny jevy determi-
novány, předurčeny zákony vyjádřenými zpravidla pomoćı diferenciálńıch rovnic
a počátečńıch podmı́nek. Pierre Simon Laplace ve svých úvahách zavád́ı jakousi
univerzálńı bytosti nevyčerpatelné inteligence (tzv. Laplace̊uv démon), která dis-
ponuje všemi informacemi o světě v každém okamžiku. Laplace o této inteligenci
ṕı̌se:

Měli bychom považovat současný stav vesmı́ru za výsledek jeho
předchoźıho stavu a za př́ıčinu stavu, který bude následovat. Představme
si na okamžik inteligenci, která by byla schopna pojmout všechny śıly
hýbaj́ıćı př́ırodou včetně tvor̊u, které jsou jej́ı součást́ı – inteligenci
natolik rozsáhlou, aby uměla tato data podrobit analýze – ta by
pak popisovala stejným vzorcem pohyby největš́ıch těles ve vesmı́ru
i nejlehč́ıch atomů, pro ni by nebylo nic nejisté, v jej́ıch oč́ıch by se
minulost stala př́ıtomnost́ı. (Laplace, 1952 (p̊uv. 1814), s. 4)

Pro takovou bytost je vše jednoznačně a s určitost́ı dáno, vše o světě v́ı
a pravděpodobnost pro ni ztráćı smysl, nebot’ vše má své př́ıčiny a d̊usledky.
Pro ni neexistuje náhoda, pouze jistota. O pravděpodobnosti lze uvažovat pouze
v d̊usledku nedostatku informaćı, v d̊usledku lidské nevědomosti a nedokonalosti.
Pravděpodobnost existuje pouze v naš́ı mysli, je vyjádřeńım našeho očekáváńı
týkaj́ıćıho se náhody a odv́ıj́ı se od toho, co o daném jevu v́ıme.

Epistemologické pojet́ı pravděpodobnosti rozdělujeme na tzv. logické a sub-
jektivńı.
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1.1 Logická interpretace
Logická interpretace vycháźı z jisté symetrie a již zmı́něného principu indiference.
Jestliže jsou všechny výsledky náhodného děje rovnocenné z hlediska toho, jestli
nastanou, či nikoli, přisuzujeme jim stejnou pravděpodobnost. Odtud se pak lo-
gickými operacemi docháźı k přisuzováńı pravděpodobnosti daľśım jev̊um. Hod-
nota takové pravděpodobnosti je odvozena logickou všeobecně přij́ımanou cestou,
je tedy stejná pro všechny zúčastněné pozorovatele. Do této skupiny zahrnujeme
také klasickou a geometrickou definici, obě totiž též vycházej́ı z rovnocennosti
elementárńıch výsledk̊u. Toto pojet́ı zastávali např́ıklad J. M. Keynes, L. Witt-
genstein, R. Karnap a skupina kolem tzv. v́ıdeňského kroužku.

1.2 Subjektivńı interpretace
Podle subjektivńı interpretace spoč́ıvá pravděpodobnost pouze ve vnitřńım
přesvědčeńı každého jedince o tom, jestli jev nastane či nikoli. Proto (na rozd́ıl
od logického pojet́ı) pro každého pozorovatele může být jej́ı hodnota r̊uzná.
Mı́ra takového vnitřńıho přesvědčeńı je realizována prostřednictv́ım sázek, záviśı
na tom, kolik je zúčastněný ochoten na určitý jev vsadit. Ukazuje se, že tento
postup vede také ke stejným základńım vlastnostem pravděpodobnosti, tak,
jak je máme formulovány pomoćı Kolmogorovových axiomů. Subjektivńı pojet́ı
prosazoval F. P. Ramsey, B. de Finetti a před nimi také český kněz V. Šimerka.

2 Ontologický př́ıstup
S př́ıchodem 20. stolet́ı došlo ve fyzice (a také ve filozofii) ke zcela zásadńım
změnám v chápáńı jsoucna. Vedle teorie relativity a gravitace se objevuje tzv.
kvantová mechanika. V d̊usledku této teorie docháźı k jakýmsi zcela novým
představám, že např́ıklad o elementárńı částici (o jej́ı poloze a hybnosti) nelze
vypov́ıdat jednoznačně, určitě a deterministicky, ale pouze pravděpodobnostně,
tzv. vlnová funkce částice určuje pouze pravděpodobnost jej́ı polohy a stavu.
Náhodnost je tedy ned́ılnou součást́ı světa kolem nás. Náhoda neńı jen nedosta-
tek informaćı, ale souviśı se samotnou podstatou fyzikálńıch jev̊u. Někteř́ı fyzici
se nebyli schopni a ochotni s takovou představou smı́̌rit. Např́ıklad A. Einstein
tvrdil, že b̊uh nehraje kostky. O kvantové teorii se domńıval, že jej́ı popis světa je
pravděpodobnostńı jen proto, že neńı úplný. Že totiž k tomu, aby popisovala cele
realitu, zde chyb́ı nějaké daľśı skryté parametry. V roce 1935 publikoval spolu se
svými mladš́ımi kolegy Borisem Podolskym (1896–1966) a Nathanem Rosenem
(1909–1995) článek o výsledćıch kvantové mechaniky Can quantum-mechanical
description of physical reality be considered complete? Autoři považovali kvan-
tově-mechanistický popis fyzikálńı reality za neúplný a dále se snažili svá tvrzeńı
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experimentálně podepř́ıt. V roce 1964 navrhl fyzik John Stewart Bell
(1928–1990) významný experiment, kterým by se dala hypotéza o chyběj́ıćıch
parametrech kvantového popisu potvrdit či vyvrátit. V článku On the Einstein-
Podolsky-Rosen Paradox formuloval nerovnost provázej́ıćı navrhovaný pokus.
Kdyby byl kvantový popis skutečně neúplný a chyběly v něm nějaké daľśı pa-
rametry, musela by platit tzv. Bellova nerovnost týkaj́ıćı se korelace mezi spiny
dvou kvantově provázaných elektron̊u i na velmi vzdálených mı́stech. Experi-
ment, který poprvé vyvrátil Bellovu nerovnost a potvrdil úplnost kvantového
popisu, provedli Stuart Freedman a John Clauser v roce 1972, následovaly
pokusy Alaina Aspecta v roce 1981. Ukázalo se tedy, že Einsteinovo tvrzeńı
o skrytých parametrech neobstoj́ı a že náhoda a pravděpodobnost neńı pouze
otázkou našeho vědomı́, ale je ned́ılnou součást́ı podstaty fyzikálńıho světa.

Za ontologická pojet́ı pravděpodobnosti považujeme četnostńı a propenzitńı
interpretace.

2.1 Četnostńı interpretace
Tato interpretace je založena na opakovaném empirickém pozorováńı daných
jev̊u. Uvažujeme jisté dostatečně velké a náhodné posloupnosti (kolektivy)
výsledk̊u jistého jevu, pak na tomto základě zavád́ıme pravděpodobnost jako
poměr počtu pozorováńı př́ıznivých jev̊u A a počtu všech pozorováńı. Také
toto zavedeńı odpov́ıdá obecným vlastnostem axiomatické pravděpodobnosti.
Na četnostńı zavedeńı pravděpodobnosti se snesla celá řada výtek. Základńım
představitelem byl R. de Mises.

2.2 Propenzitńı interpretace
O propenzitńı pojet́ı se zasloužil zejména K. Popper a t́ımto názvem se označuje
souhrn teoríı, které by vyhovovaly fyzikálńım teoríım 20. stolet́ı, tedy zejména
relativitě a kvantové teorii. Propenzita znamená jakýsi sklon situace k nabyt́ı
jistého výsledku. Nejtypičtěǰśım projevem jistých propenzit jsou třeba poločasy
rozpadu atomů u jednotlivých prvk̊u nebo transformace DNA. Britský filozof
Miller ṕı̌se:

Jednou z hlavńıch výzev, kterým muśı čelit jakákoli objektivistická
teorie vědeckých poznatk̊u, je poskytnut́ı uspokojivého pochopeńı
fyzikálńıch pravděpodobnost́ı. Nejstarš́ı myšlenky, souhrnně známé
jako frekvenčńı interpretace pravděpodobnosti, byly zcela opuštěny
a nahrazeny stejně rozptýleným souborem návrh̊u, které se všechny
nazývaj́ı propensitńı interpretaćı pravděpodobnosti.

(Miller, 1994, s. 175)
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Zkoumáńı chápáńı pravděpodobnosti
Zaj́ımalo nás, jak k pravděpodobnosti přistupuj́ı studenti středńıch a vy-
sokých škol. Kvalitativńı výzkum zp̊usobu vńımáńı pravděpodobnosti, pojmů
nezávislosti a podmı́něné pravděpodobnosti přináš́ı porozuměńı myšlenkovým
proces̊um souvisej́ıćım s neurčitost́ı. Rozlǐsováńı r̊uzných pojet́ı pravděpodobnosti
pomáhá učitel̊um i student̊um v hledáńı a volbě metod, pomoćı nichž je vhodné
odhadovat nebo početně stanovovat mı́ru věrohodnosti v r̊uzných situaćıch
v zadávaných úlohách i v běžném životě. Intuitivńı vńımáńı pravděpodobnosti
nemuśı odpov́ıdat správným výpočt̊um, některé pravděpodobnostńı modely
mohou být z r̊uzných hledisek problematické a v některých př́ıpadech lze
pravděpodobnost pouze odhadovat. Pro učitele matematiky i jiných předmět̊u je
proto d̊uležité, aby měli představu o vývoji pojmů spojených s náhodou a dovedli
se orientovat v r̊uzných př́ıstupech k pravděpodobnosti. Výzkum vývoje stochas-
tického myšleńı a výuky pravděpodobnosti zač́ıná v 50. a zejména v 60. letech
20. stolet́ı a je spojen se jmény jako Jean Piaget, Bärber Inhelder, Ernst von
Glaserfeld, Daniel Kahneman a Amos Tversky (Jones & Thorton, 2005). Studenti
mı́vaj́ı při přechodu ze středńıch škol na univerzity často nedostatečné představy
o pojmech souvisej́ıćıch s nejistotou, náhodnost́ı, neurčitost́ı, pravděpodobnost́ı či
přibližnost́ı. Na vysokých školách nejen technického typu se však stochastických
model̊u už́ıvá velice často a bývaj́ı úzce spojeny s předmětem a povahou studia.
Věda hledá jisté popisy a predikce, často však neńı schopna źıskávat přesné hod-
noty a stále v́ıce přecháźı od deterministických model̊u k pravděpodobnostńım.
Ukazuje se, že mylné představy maj́ı mnohdy za následek také nesprávné in-
terpretace vědeckých model̊u. Proto je velice d̊uležité, aby studenti přicházeli
na univerzity vybaveni pojmy souvisej́ıćımi s neurčitost́ı a náhodnost́ı v do-
statečné mı́̌re a na potřebné úrovni (Nemirovsky et al., 2009). Některé studie
dokumentuj́ı nesprávné vńımáńı pravděpodobnosti mezi osobami r̊uzných pro-
feśı a zaměřeńı (Konold, 1989; Konold et al., 1993; Batanero & Sanchez, 2005;
Fischbein & Schnarch, 1997). Tyto výzkumy poskytuj́ı př́ıklady kontroverzńıch
představ student̊u o pravděpodobnosti, jež mohou sloužit jako základ k dis-
kuśım a úkol̊um v didaktice. Studie popisuj́ı, rozeb́ıraj́ı a hodnot́ı situace, kdy
pravděpodobnostńı uvažováńı žák̊u z̊ustává roztř́ı̌stěné, nejednoznačné a často
zaváděj́ıćı (Fischbein & Schnarch, 1997; Kahneman & Tversky, 1973; Konold,
1989).

Naše šetřeńı bylo realizováno pomoćı polostrukturovaného rozhovoru v kombi-
naci s vyplňováńım polouzavřeného dotazńıku. Výzkum měl kvalitativńı charak-
ter a spoč́ıval ve fenomenologické analýze rozhovoru a pozorováńı. Výběr respon-
dent̊u byl proveden s ohledem na absolvováńı středoškolského a vysokoškolského
kurzu statistiky a pravděpodobnosti. Do prvńı skupiny byli zahrnuti studenti
na začátku studia středńı školy, druhou skupinu tvořili studenti na rozhrańı
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středoškolského a vysokoškolského studia a třet́ı skupina sestávala ze student̊u,
kteř́ı již absolvovali kurz statistiky a pravděpodobnosti na vysoké škole. Dotazńık
byl vyzkoušen nejprve na menš́ım vzorku. Na základě d́ılč́ıch odpověd́ı, rozhovor̊u
a zkušenost́ı v pr̊uběhu tohoto pilotováńı byl pak upraven do konečné podoby.
Šetřeńı jsme prováděli ve druhé polovině roku 2020. Respondenty jsme źıskávali
mezi studenty na vysokých školách, kde jsem p̊usobil, a na středńıch školách na
základě spolupráce několika středoškolských koleg̊u. Z celkového počtu 43 respon-
dent̊u bylo 18 d́ıvek a 25 chlapc̊u. Každý z respondent̊u vyjádřil souhlas s účast́ı
na výzkumu, všichni se ke spolupráci rozhodli dobrovolně. Účastńık̊um byla
zaručena naprostá anonymita, ochrana všech osobńıch dat a bylo zd̊urazněno, že
jde o výzkum a nikoli o zjǐst’ováńı jejich dostatečnosti či úspěchu při výuce. Při
konstrukci dotazńıku bylo dbáno předevš́ım na srozumitelnost a jednoznačnost
formulaćı a přiměřený rozsah dotazńıku. Zadané úlohy nebyly nijak náročné na
technické výpočty nebo na znalosti teorie, pouček či vzorc̊u, ćılem bylo zmapováńı
intuitivńıho chápáńı této problematiky. Dotazńık byl sestaven z 15 úloh, které se
týkaly opakovaných hod̊u minćı nebo kostkou, losováńı kuliček a také typu počaśı,
narozeńı chlapce či d́ıvky nebo výhry v anketách, soutěž́ıch a hrách. Některé úlohy
byly převzaté z jiných studíı (Jones & Thornton, 2005; Batanero & Sanchez,
2005; Konold, 1993), jiné jsou p̊uvodńı. Úlohy byly zaměřeny na zjǐstěńı týkaj́ıćı
se několika oblast́ı, předevš́ım na zp̊usob vńımáńı a určováńı pravděpodobnosti
v jednotlivých situaćıch, dále na pojet́ı nezávislosti náhodných jev̊u a s t́ım sou-
visej́ıćı interpretaci podmı́něné pravděpodobnosti (tedy pravděpodobnosti jevu
A za podmı́nky, že v́ıme, že nastal jev B).

Co se týká vńımáńı pojmu pravděpodobnost, z šetřeńı vyplývá, že studenti
chápou pravděpodobnost nejčastěji ve smyslu logické interpretace. Některé od-
povědi dokládaj́ı, že studenti dovedou dokonce formulovat základ tohoto pojet́ı –
princip indiference, např́ıklad: ”Celkovou pravděpodobnost 1 rozděĺıme na stejné
části,“ nebo při házeńı kostkou: ”Všechna č́ısla maj́ı stejnou pravděpodobnost,
tedy 1 děleno 6.“ Vedle deklarované preference logického pojet́ı se však na pozad́ı
vědomı́ respondent̊u do jisté mı́ry objevuj́ı i představy o chápáńı pravděpodobnosti
jako něčeho subjektivńıho nebo osudového. Svědčily o tom výpovědi, že šestka
padne s pravděpodobnost́ı 1

6 , doprovázené ale pesimistickým přesvědčeńım: ”Mně
ale padá méně často, u Člověče nezlob se určitě,“ nebo: ”Při stolńıch hrách to ale
neplat́ı, proto stolńı hry nehraju,“ anebo naopak optimistickou zkušenost́ı: ”Mně
ale padá šestka nejčastěji.“ K četnostńımu pojet́ı pravděpodobnosti se klonilo
pouze málo student̊u. Respondenti sice někdy směřovali ke klasické nebo logické
pravděpodobnosti, v závěru však poukázali na četnost opakováńı náhodného
děje. Vyskytly se i odpovědi svědč́ıćı o tom, že si studenti uvědomuj́ı limitńı
charakter četnostńıho zavedeńı, např́ıklad: ”[Pravděpodobnost padnut́ı šestky]
se limitně bĺıž́ı 1

6 ,“ nebo: ”Zálež́ı na počtu hod̊u, č́ım větš́ı by byl počet opakováńı,

16



t́ım lepš́ı je pravděpodobnost.“ Poněkud odlǐsná volba pojet́ı pravděpodobnosti
se projevila v př́ıpadech náhodných děj̊u jiného charakteru, když šlo např́ıklad
o otázku počaśı, v́ıtězstv́ı v nějaké anketě nebo o poměr narozeńı chlapce či
d́ıvky. Zde převládalo pojet́ı četnostńı či subjektivńı. Chápáńı pravděpodobnosti
z̊ustává poměrně roztř́ı̌stěné. Klasické nebo logické pojet́ı pravděpodobnosti
převažuje zejména v př́ıpadech házeńı kostkou nebo minćı, losováńı a po-
dobně. Někde v podvědomı́ student̊u bývá často zakotvena jakási magická
představa o pravděpodobnosti či náhodnosti souvisej́ıćı se štěst́ım a smůlou.
Zjǐst’ujeme, že v mnoha př́ıpadech běžného života je pravděpodobnost interpre-
tována subjektivně. Rovněž se projevila statistická nebo četnostńı představa
o pravděpodobnosti a jej́ı význam byl oceněn zejména pro praktické zjǐst’ováńı
pravděpodobnosti. Propenzitńı pojet́ı se nevyskytlo.

V daľśım okruhu otázek jsme se soustředili zejména na pojet́ı principu
nezávislosti a jeho užit́ı při určováńı pravděpodobnosti v konkrétńıch př́ıkladech.
Porovnávali jsme pravděpodobnost padnut́ı dvou ĺıc̊u při hodu dvěma r̊uznými
mincemi a dvěma stejnými mincemi. V tomto jednoduchém př́ıpadě byla většina
respondent̊u schopna nahlédnout, že situace je stejná, a že v obou př́ıpadech
spolu výsledky na jednotlivých kostkách nesouviśı. Proto je šance hodit ĺıc a rub
dvakrát větš́ı než šance hodit dva ĺıce. Poměrně značné překvapeńı přinesly
nesprávné odpovědi na úlohu jen nepatrně složitěǰśı, např. že při hodu dvěma
kostkami je šance hodit pětku a šestku stejná jako hodit dvě šestky. Také při
házeńı pěti a v́ıce mincemi se ukázalo, že nezávislost d́ılč́ıch výsledk̊u studenti
zpravidla nevńımaj́ı správně.

Závěrečná část výzkumu se týkala chápáńı vztahu dvou souvisej́ıćıch jev̊u
a jejich pravděpodobnost́ı. Ukažme si ho na př́ıkladu posledńı úlohy dotazńıku.
Zde v prvńı fázi vylosujeme jednu ze tř́ı kostek, z nichž na jedné (označme ji C)
je mı́sto pětky šestka (tedy č́ısla 1, 2, 3, 4, 6, 6) a zbylé dvě (A, B) jsou běžné
hraćı kostky (s č́ısly 1, 2, 3, 4, 5, 6), a následně vylosovanou kostkou hod́ıme.
Pokud nás zaj́ımá pravděpodobnost padnut́ı šestky, respondenti byli schopni doj́ıt
k č́ıslu 2

9 . Pokud jsme se však tázali na pravděpodobnost vylosováńı kostky C za
podmı́nky, že padla šestka, setkávali jsme se s neporozuměńım a odmı́tavým
postojem poč́ıtat pravděpodobnost nějakého jevu (jaká kostka byla vylosována)
na základě jevu, který následoval (na vylosované kostce padla šestka). Zde se
projevila silná tendence vńımat podmı́něnou pravděpodobnost kauzálně a nikoli
epistemologicky. Pravděpodobnost a př́ıčinnost se snaž́ı spojit Karl Popper, když
ṕı̌se:

”Př́ıčinnost je jen zvláštńı př́ıpad propensity: př́ıpad propensity rovné
jedničce.“

(Popper, 1990, s. 20)
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Taková interpretace však přináš́ı jistý problém (zvaný Humphreys̊uv para-
dox). Podmı́něná pravděpodobnost je totiž symetrická, zat́ımco princip kauzality
(př́ıčiny a d̊usledku) nefunguje v opačném směru, d̊usledek nemůže předcházet
př́ıčinu.

Závěr a doporučeńı
Na základě známých i nově zjǐstěných výsledk̊u je možné formulovat několik
doporučeńı, jak je možné pozvednout vztah žák̊u/student̊u k předmět̊um souvi-
sej́ıćım s pravděpodobnost́ı a statistikou a jak přivést jejich výuku na kvalitativně
vyšš́ı úroveň.

1. Na středńıch i základńıch školách by bylo vhodné zaměřovat se na úvahy
a rozhovory o náhodnosti a pravděpodobnosti ve větš́ı mı́̌re také v ostatńıch
vyučovaćıch předmětech než jen v matematice. Ukazuje se, že studenti
nebývaj́ı př́ılǐs zvykĺı odhadovat pravděpodobnosti na základě subjek-
tivńıho př́ıstupu. Takové odhady však maj́ı své mı́sto pro źıskáváńı orien-
tace v informaćıch všeho druhu; v běžném životě se neurčitost vyskytuje
velice často, možná v́ıce, než si mnohdy uvědomujeme. Bývaj́ı užitečné též
v matematice, kde můžeme porovnávat intuitivńı představy s výpočtem.
Také častěǰśı zpracováváńı hromadných dat v r̊uzných předmětech by
podpořilo zlepšeńı vńımáńı souvislosti pravděpodobnosti se statistikou na
základě četnostńıho pojet́ı.

2. Ve výpočtech pravděpodobnosti při opakováńı několika d́ılč́ıch náhodných
děj̊u je rozumné věnovat větš́ı prostor přechodu od jednoduchých př́ıklad̊u
ke složitěǰśım. Šetřeńı odhalilo v těchto situaćıch značné problémy při
chápáńı nezávislosti. Ve studentech je např́ıklad poměrně stabilně zakot-
vena představa o tom, že při házeńı dvěma mincemi je nutné uvažovat
za rovnocenné výsledky čtyři uspořádané dvojice [ĺıc, ĺıc], [ĺıc, rub], [rub,
ĺıc] a [rub, rub], nikoli pouze tři neuspořádané dvojice {ĺıc, ĺıc}, {ĺıc, rub}
a {rub, rub}. Pro větš́ı počet možnost́ı u d́ılč́ıho výsledku nebo při větš́ım
počtu opakováńı však většinou nejsou schopni tuto představu zobecnit.
Zařazeńı v́ıce př́ıklad̊u na opakováńı d́ılč́ıch děj̊u, v́ıce izolovaných model̊u
těchto situaćı by pomohlo překlenout toto slabé mı́sto.

3. Byla opakovaně prokázána užitečnost tzv. stromových diagramů pro
źıskáváńı a upevňováńı představ o nezávislosti. Takové grafy můžeme
tvořit na základě rozkladu náhodného děje do jednotlivých krok̊u, odkud
odvozujeme pravděpodobnosti a postupně přecháźıme k pojmům z kom-
binatoriky. Grafické a vizuálńı prvky maj́ı často pro matematiku značný
význam (Kuřina, 1990).
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4. Problémy vyskytuj́ıćı se kolem vńımáńı podmı́něné pravděpodobnosti na-
značuj́ı, že v mysĺıch student̊u docháźı někdy k záměně vńımáńı jev̊u sa-
motných a pravděpodobnosti těchto jev̊u. Kauzálńı vztah mezi jistými jevy
se nemuśı projevit do př́ıslušných pravděpodobnost́ı, nebot’ pravděpodo-
bnost je pouze informace o těchto jevech. Př́ıklad̊um na podmı́něnou
pravděpodobnost a jejich rozboru je proto užitečné také věnovat zvláštńı
pozornost a dostatek prostoru.

Teoretické a didaktické diskuse o pojet́ı pravděpodobnosti, nezávislosti
a smyslu pravděpodobnosti představuj́ı i nadále jednu z diskutovaných otázek
matematiky a z̊ustávaj́ı otevřeným tématem úvah filozof̊u, matematik̊u, fyzik̊u
a badatel̊u v nejr̊uzněǰśıch daľśıch oborech. Znalost a promýšleńı jednotlivých
myšlenkových pozic může učitel̊um pomoci porozumět mnohým problémům,
na které žáci/studenti při studiu pravděpodobnosti a statistiky narážej́ı. Orien-
tace v této problematice poskytuje učiteli argumenty, pomoćı kterých může
doj́ıt k ujasněńı koncept̊u a proces̊u týkaj́ıćıch se náhody, neurčitosti a pravdě-
podobnosti.
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JEDNÁNÍ V SEKCÍCH

Zkušenost s podporou ve studiu pro studenty
učitelstv́ı matematiky na PřF MU

Iva Dř́ımalová1

V př́ıspěvku představ́ım zp̊usob, jakým poskytujeme student̊um matematiky se
zaměřeńım na vzděláváńı, tedy budoućım středoškolským učitel̊um, podporu v je-
jich studiu matematiky. Poṕı̌su, jak je podpora zajǐstěna administrativně a jak je
organizována.

Úvod
Budoućı učitelé matematiky středńıch škol se na své budoućı povoláńı v Brně
připravuj́ı na Př́ırodovědecké fakultě Masarykovy univerzity. V ostatńıch městech
se připravuj́ı na školách ekvivalentńı úrovně. Studium na př́ırodovědecké fa-
kultě bývá pro budoućı učitele velmi náročné. Studovat obory se zaměřeńım
na vzděláváńı k nám chod́ı studenti, kteř́ı maj́ı matematiku rádi. V prvńıch le-
tech studia je dokážeme snadno připravit o iluzi, že jim matematika jde a bav́ı
je. Na PřF MU jsme začali student̊um poskytovat studijńı podporu v rámci
předmět̊u MUC73 a MUC74. Shodujeme se s myšlenkou v dnešńı době poměrně
obĺıbených ”support center“, nav́ıc pracujeme s výhodou s t́ım, že se naši studenti
připravuj́ı na roli učitele. V tomto př́ıspěvku poṕı̌su, jak u nás podpora student̊u
prob́ıhá, a zasad́ım ji do kontextu předmět̊u, které studenti muśı povinně absol-
vovat v rámci svého studia.

V jaké chv́ıli přicháźı podpora
Prvńı ze dvou předmět̊u pro podporu studuj́ıćıch matematiku se zaměřeńım na
vzděláváńı přicháźı ve chv́ıli, kdy studenti absolvovali bez podpory prvńı se-
mestr studia, předmět je tedy vypsán pro druhý semestr bakalářského studia.

1 Masarykova univerzita, Př́ırodovědecká fakulta; drimalova@mail.muni.cz
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Studenti v prvńım semestru absolvovali prvńı kurz matematické analýzy (dife-
renciálńı počet), kurz Základy matematiky, který obsahuje základńı d̊ukazové
metody, matematickou logiku a algebraické struktury s jednou a dvěma opera-
cemi, a repetitorum matematiky, jehož obsahem je větš́ı množstv́ı obt́ıžněǰśıch
středoškolských př́ıklad̊u řešených samotnými studenty. Ve druhém semestru
u nás vstupuj́ı do kurzu lineárńı algebry a geometrie, druhého kurzu matema-
tické analýzy, který obsahuje mimo jiné integrálńı počet funkćı jedné proměnné,
a kurzu konstrukčńı geometrie. Všechny tři předměty vyžaduj́ı u běžného stu-
denta k úspěšnému zvládnut́ı značné studijńı úsiĺı.

Jakou formou přicháźı podpora pro prváky
Student̊um druhého, třet́ıho a prozat́ım i čtvrtého semestru nab́ıźıme k zapsáńı
předmět Praktikum z učitelské matematiky. Ten má hodinovou dotaci jedna
hodina týdně a má tři seminárńı skupiny, dvě pro studenty prvńıho ročńıku
a jednu pro studenty druhého ročńıku. Studenti źıskaj́ı za absolvováńı předmětu
jeden kredit. Předmět neńı zařazen do seznamu povinně volitelných ani po-
vinných předmět̊u. Studenti jsou na existenci předmětu upozorněni ústně ve
výuce v prvńım semestru. V př́ıpadě zájmu o jeho zapsáńı vstupuj́ı do týmu v MS
Teams, kde naleznou následuj́ıćı uv́ıtaćı text. Ten zachycuje podstatu předmětu
a nab́ıźım ho zde k př́ıpadné inspiraci:

Ćılem předmětu je poskytnout vám podporu ve vašem studiu ma-
tematiky. Každý týden vyberete matematické téma, které se v po-
sledńı době objevilo na přednáškách nebo na cvičeńıch. Společně
téma zformulujete a budete se zabývat jeho řešeńım. Každý student
dostane kartičku se svým jménem, na které si bude sám vyplňovat
splněńı následuj́ıćıch aktivit:

• prezentace (aktuálńıho tématu z proběhlého týdne);
• odpověd’ (např́ıklad na otázky prezentátora);
• spolupráce (na čemkoli, i aktivńı snaha něco pochopit, dopro-

vod prezentátora);
• odpor (aktivńı zd̊urazňováńı zbytečnosti daného tématu a

touha po jeho obecné neexistenci);
• obhajoba (aktivńı obhajoba užitečnosti daného tématu v boji

proti odp̊urci);
• účast (aktivńı zapojeńı do diskuse bez výrazného př́ıspěvku či

role).
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Kolik student̊u se rozhodlo podporu využ́ıt
V tomto semestru má praktikum zapsáno 43 student̊u z celkového počtu 54 ve
druhém semestru a 11 student̊u z celkového počtu přibližně 39 ve čtvrtém se-
mestru, těchto 11 student̊u má nav́ıc předmět zapsáno znovu po úspěšném absol-
vováńı v prvńım roce. Seminárńı skupina pro druhý ročńık má odlǐsnou formu.
Ćılem všech tř́ı seminárńıch skupin je společná práce na matematickém tématu
týdne.

Jakou formou přicháźı podpora pro druháky
V druhém ročńıku studia je nab́ıdnut navazuj́ıćı předmět se stejným ćılem jako
předmět úvodńı. Studenti si (zat́ım) mohou zapsat Praktikum MUC73 znova.
Zde je ale forma poupravena a studenti jsou do předmětu uvedeni (odrazováni
od jeho zapsáńı) následuj́ıćım textem:

V praktiku budete mı́t přidělené role, každý týden bude někdo
v roli ”moderátora“ (= učitele), ” šprta“ (= hlasitého a aktivńıho,
pomáhaj́ıćıho), ”nerváka“ (= hlasitě nespokojeného studenta, který
ruinuje aktivity), ”tiché vody“ (= mlč́ı, nic z ńı/něj nedostanete
zadarmo).

”Moderátor“ vede celé jedno praktikum, v prvńım týdnu to budu já,
potom vždy někdo z vás. Moderátor vybere téma, zabav́ı studijńı
skupinu, vymysĺı aktivitu, postará se o to, aby byli všichni studenti
aktivńı. Může si vźıt někoho jako asistenta (tandem).
Proč? Na vlastńı k̊uži si vyzkouš́ıte, jak je těžké/lehké zabavit sku-
pinu lid́ı matematikou. Vyzkouš́ıte si vedeńı tř́ıdy. Nauč́ıte se rea-
govat na položenou otázku, na kterou nikdo neodpov́ıdá, vyvolávat
lidi, motivovat je k aktivitě a podobně. Budete se vždy muset utkat
s ”nervákem“, který se pokuśı vaši aktivitu zruinovat. Roĺı mo-
derátora je uř́ıdit všechny ostatńı role, viz ńıže.

”Šprt“ je aktivńı po celé praktikum, lačně odpov́ıdá na každou
otázku a hrne se do každé aktivity. Je nekritickou oporou mo-
derátora a oslavuje každý nesmysl, který moderátor zadá. Poskytuje
odpovědi za každou cenu, i pokud jsou špatně. Roĺı moderátora je
uř́ıdit šprta. Regulovat jeho aktivitu tak, aby šprt neodcházel z ho-
diny uražený nebo demotivovaný.
Proč? Na vlastńı k̊uži si vyzkouš́ıte, jaké to je, když jste bezhlavě ak-
tivńı. Pro některé to nebude nová zkušenost, pro některé ano. Ćılem
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role je pochopit aktivńı studenty, porozumět jejich motivaci a roz-
myslet, jak tuto náladu studenta/žáka podpořit v těch, ve kterých
aspoň trochu je.

”Nervák“ nemá nikoho a nic rád a neĺıb́ı se mu, co moderátor vy-
myslel. Aktivita je blbá a téma ho nezaj́ımá, všechno je špatně.
Nervák zastává svou roli ale pouze nejvýše 2 × 3 minuty z jednoho
praktika, přitom prvńı tři minuty jsou povinné. Nervák nikoho nein-
formuje, kdy přicházej́ı jeho tři minuty a zda budou dvakrát. Během
svých tř́ı minut dá najevo sv̊uj odpor ke všemu okolo sebe, pokuśı
se např́ıklad dehonestovat moderátora, uraźı šprta, šikanuje jiného
aktivńıho spolužáka, rozboř́ı prob́ıhaj́ıćı aktivitu. . . Roĺı moderátora
je uř́ıdit nerváka tak, aby nervák neodcházel z hodiny uražený nebo
demotivovaný, ale zároveň aby nezruinoval celé praktikum.
Proč? Vyzkouš́ıte si, jaké to je být v hlasité razantńı opozici.
Zejména si všimnete, kolik pozornosti jde vaš́ım směrem ve vašich
třech minutách aktivity. Ćılem je zejména nalézt motivaci stu-
dent̊u/žák̊u k takové náladě a chováńı. Měli byste vymyslet, co
takový student/žák vlastně svým chováńım źıskává, a v roli učitele
rozmyslet, jestli existuje něco, co můžete nab́ıdnout mı́sto toho –
tj. jak řešit tuto konfliktńı situaci.

”Tichá voda“ je skrytá role, tichá voda zarytě mlč́ı. Na otázky re-
aguje stručně a velmi neochotně. Drž́ı si neutrálńı nečitelný výraz.
Tichá voda eviduje, kolikrát se moderátorovi podařilo s ńı hovořit,
aktivovat ji. Zároveň hodnot́ı svoji aktivitu a zájem a sleduje, jestli
aktivováńı moderátorem k něčemu vede. Úkolem moderátora je ti-
chou vodu naj́ıt. Vytvořit takovou atmosféru, aby tichá voda spo-
kojeně pracovala a odcházela z hodiny spokojená, i když potichu.
Proč? Ćılem je pochopit mlč́ıćı studenty a d̊ukladně rozmyslet, zda
ten, kdo mlč́ı, skutečně nev́ı. Po absolvováńı praktika v této roli
byste měli být schopni rozmyslet, zda lze a zda je v̊ubec dobrý
nápad snažit se tichou vodu rozmluvit či proměnit ve ” šprta“. Měli
byste se rozhodnout, zda tichá voda nechce vaši pozornost, nebo
jen nechce interakci. Sami vymysĺıte, jak pracovat s nadanou tichou
vodou.

Hlavńı zásada a co si studenti odnášej́ı
Pro úspěšné fungováńı praktika je nezbytně nutné vytvořit bezpečné a pod-
poruj́ıćı pracovńı prostřed́ı. To se, zdá se, zat́ım dař́ı, nicméně je to nejh̊uř
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předatelná část práce vyučuj́ıćıho. Benefit podpory pro studenty je zejména obsa-
hový. Studenti si během praktika aktivně a pr̊uběžně osvěžuj́ı prob́ıranou látku.
Pro mnoho student̊u je předmět psychickou podporou. Co se týká rozvoje kom-
petenćı budoućıch učitel̊u, jsou zde předevš́ım upozorněni na možné problémy.
Řešeńı těchto problémů a konfliktńıch situaćı je ponecháno zkušeněǰśım obecným
didaktik̊um a vyučuj́ıćım psychologie a teorie výchovy, kteř́ı ve svých kurzech jistě
nab́ızej́ı strategie, jak diskutované situace řešit.
Prezentace z konference: https://prezi.com/view/mS8hMFMUSdyuLi2neSAQ/
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Materiály k výuce finančńı gramotnosti

Jiř́ı Helus1

V článku budou představeny r̊uzné typy výukových materiál̊u, které mohou učitelé
využ́ıt při výuce finančńı gramotnosti. Budou zmı́něny učebnice, edukačńı videa,
deskové hry nebo podcasty. Jednotlivé tituly budou stručně okomentovány.

Úvod
Finančńı gramotnost bývá někdy zaměňována s finančńı matematikou. Ti, kteř́ı
tak čińı, se domńıvaj́ı, že obsahem finančńı gramotnosti jsou pouze matema-
tické výpočty. Do obsahu finančńı gramotnosti lze však zařadit i mnoho témat,
která výpočty téměř neobsahuj́ı, např́ıklad peńıze, jejich emise, ochranné prvky
a funkce, zásady bezpečného platebńıho styku, moderńı formy bankovnictv́ı,
ochrana a práva spotřebitele nebo reklamace. Tento článek pojednává o ma-
teriálech k výuce finančńı gramotnosti, nejen k výuce finančńı matematiky.

Učebnice
Učebnice a pracovńı sešity bývaj́ı často vńımány jako stěžejńı učebńı pomůcky pro
učitele i žáky. Pro výuku finančńı gramotnosti jich existuje celá řada. Z autorova
výzkumu popsaného v (Helus, 2021) vyplývá, že nejčastěji využ́ıvanou učebnićı
je Finančńı gramotnost pro druhý stupeň základńı školy (Jakeš a kol., 2021). Zde
je však potřeba čtenáře upozornit na matoućı výklad úrokové mı́ry, který se
v publikaci vyskytuje.

Kolektiv autor̊u zavád́ı úrokovou mı́ru (neboli sazbu) bez vazby na časové
obdob́ı: ”Úroková mı́ra (neboli sazba) se vyjadřuje v procentech. Udává, o kolik
procent se navýš́ı uložená částka.“ (Jakeš a kol., 2014, s. 54)

Po definici následuje př́ıklad, ve kterém má žák porovnat výhodnost investice
dvou osob. Ani u jedné však neńı zmı́něné obdob́ı, po které se vklady zhodnocuj́ı.
Takovýto úkol je zaváděj́ıćı a žák může doj́ıt k názoru, že informace o délce doby
úročeńı neńı relevantńı. Žáci by při výpočtech mohli uvádět jako řešeńı úloh
úrokové mı́ry vztahuj́ıćı se např́ıklad k pěti let̊um, v praxi se však s takovými
informacemi nesetkaj́ı, zpravidla se uvád́ı ročńı úrokové sazby.

I přesto, že dále učebnice zmiňuje ročńı úrokovou sazbu, v jednom z následuj́ı-
ćıch ukázkových př́ıklad̊u v zadáńı opět uvád́ı úrokovou sazbu vázanou na 3 roky:

”Pan Gregor si p̊ujčil 100 000 Kč se splatnost́ı 3 roky s úrokovou mı́rou 45 %.

1 Univerzita Karlova, Matematicko-fyzikálńı fakulta; Jiri.Helus@seznam.cz
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Jaká bude ročńı úroková mı́ra?“ (Jakeš a kol., 2014, s. 58). Ukázkové řešeńı uvád́ı
ročńı úrokovou mı́ru 15 % a úrok 45 000 Kč.

O pár odstavc̊u výše učebnice uvád́ı: ”Pro úroky při p̊ujčováńı peněz plat́ı
podobná pravidla jako u vklad̊u.“ (Jakeš a kol., 2014, s. 58). Pokud bychom se
touto informaćı při výpočtu př́ıkladu ř́ıdili, mohli bychom s pomoćı složeného
úročeńı doj́ıt k následuj́ıćım dvěma protich̊udným závěr̊um:

1. Úroková mı́ra 45 % se skutečně váže ke 3 rok̊um a pan Gregor zaplat́ı
úrok 45 000 Kč. Pokud bychom chtěli vypoč́ıtat ročńı úrokovou sazbu p,
zřejmě by muselo platit: 100 000 ·

(
1 + p

100
)3 = 145 000. Hodnota p přibližně

odpov́ıdá 13,19 % p.a.
2. Ročńı úroková mı́ra je p = 15 %. Pak muśı pro úrok s platit:

s = 100 000 ·
(
1 + 15

100
)3 − 100 000 = 52 087,5 Kč.

Tyto výsledky by se však neshodovaly s výsledky v učebnici. I přesto, že autoři
v učebnici přirovnávaj́ı výpočty úrok̊u u úvěr̊u k výpočt̊um úrok̊u u vklad̊u,
v př́ıkladu s t́ım již nepoč́ıtaj́ı. Problematika úvěr̊u je složitěǰśı, velkým tématem
jsou tzv. umořovaćı plány. Vhodnou učebnićı k výuce těchto základ̊u finančńı
matematiky je (Odvárko, 2022).

Vzhledem k výše uvedeným nepřesnostem by učitelé měli využit́ı této učebnice
pečlivě zvážit.

Daľśımi často použ́ıvanými učebnicemi jsou např́ıklad Finančńı gramotnost
ve verzi pro žáky (Navrátilová a kol., 2021a) i učitele (Navrátilová a kol., 2021b)
nebo Finančńı a ekonomická gramotnost v podobě manuálu pro učitele (Skořepa
a kol., 2008a) a pracovńıch sešit̊u pro žáky (Skořepa a kol., 2008b, 2008c).

Dle výsledk̊u autorova výzkumu učitelé neznaj́ı učebnice od nakladatelstv́ı
Generation Europe, mezi které patř́ı Základy finančńı gramotnosti (Petýrková
a kol., 2012), Osobńı finance – Základy podnikáńı (Strejčková, 2011) a Jak učit
o podnikáńı (Istenčin, 2012). Posledńı dvě publikace se zaměřuj́ı na tematiku
podnikáńı, která bývá při výuce finančńı gramotnosti opomı́jena.

Jednou z nejnověǰśıch metodických pomůcek pro učitele je kniha Jak učit fi-
nančńı gramotnost? (Lichtenberková a kol, 2022). Čtveřice autorek v knize nab́ıźı
řadu praktických tip̊u do výuky na základńı i středńı školu, pracovńı listy či
ukázky dobré praxe.

Videa
Pro zatraktivněńı vyučováńı mohou učitelé využ́ıt edukativńı videa. Ta zpra-
covává např́ıklad Akademie věd České republiky v rámci popularizačně-vzděláva-
ćıho cyklu NEZkreslená věda. Prvńı desetid́ılná série vidéı byla zveřejněna v roce
2014, v současné době existuje již osm řad. Všechna videa, včetně metodických
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list̊u, lze nalézt na stránkách Akademie věd2. V seznamu čtenář nalezne i dva d́ıly
týkaj́ıćı se finančńı gramotnosti; ve druhé sérii desátý d́ıl Finančńı gramotnost
a ve třet́ı sérii prvńı d́ıl Dějiny peněz. Délka vidéı je nižš́ı než 10 minut, lze je
tedy využ́ıt např́ıklad na začátku hodiny k evokaci tématu.

Webové stránky
Pracovńı listy, hry a tzv. miniaplikace mohou učitelé nalézt na portálu Zlatka.in3.
Učitelé i rodiče mohou mı́t d́ıky vlastńım účt̊um přehled o práci svých žák̊u/dět́ı.
Témata jsou zde zpracovaná pro oba stupně základńıch škol i pro gymnázia
a středńı školy. Vzhled stránek je př́ıjemný a ovládáńı snadné.

Společnost yourchance o.p.s. založila projekt Finančńı gramotnost do škol,
v rámci kterého pomáhá ředitel̊um a učitel̊um škol vytvářet prostřed́ı pro vznik fi-
nančně gramotné školy. Na jejich webových stránkách4 můžeme nalézt rozcestńık
k vidéım, pracovńım list̊um, akćım, projektovým dn̊um, rozvoji učitel̊u a mnoho
daľśımu. Společnost yourchance o.p.s. také spoluorganizuje soutěž Rozpočti si
to!5 pro žáky základńıch i středńıch škol.

Deskové a internetové hry
Mezi nejznáměǰśı deskové hry zaměřené na finance patř́ı Monopoly, které byly
vydané v mnoha tematicky odlǐsných variantách6. Tato hra, která hráč̊um
zprostředkovává mechanismy trhu, vznikla v roce 1943. V tehdeǰśım Českoslo-
vensku byla prodávaná pod názvem Business.

Na podobném principu vznikla v roce 1983 desková hra Dostihy a sázky, ve
které hráči obchoduj́ı s koňmi a sáźı na ně. Ćılem je nashromáždit co největš́ı
majetek.

Obě zmı́něné hry lze využ́ıt ve výuce, je však nutné na jejich hrańı vyhradit
dostatek času a zajistit dostatečný počet kus̊u her.

Posledńı desková hra, která zde bude zmı́něna, nese název Finančńı svoboda7.
Jedná se o hru pro 1 až 8 hráč̊u ve věku od 10 let na 90–150 minut herńıho
času. Úkolem hráč̊u je v pr̊uběhu 30 let (od 30 let do 60 let) splnit ćıle, které
rodina má, a dosáhnout finančńı svobody. K tomu využ́ıvaj́ı běžné produkty jako
stavebńı spořeńı, hypotéku či úvěry. Mohou je však potkat propady na burze,

2 https://www.avcr.cz/cs/pro-verejnost/vyukova-videa/
3 https://www.zlatka.in/cs/; tyto stránky existuj́ı i ve variantách pro daľśı školńı předměty.
4 http://www.fgdoskol.cz/
5 http://www.rozpoctisito.cz/
6 Např. Star wars, Lord of the Rings, Česko, Houbařeńı, Berlin, Přátelé, Junior, atd.
7 https://financnisvoboda.cz/hra-financni-svoboda/
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ztráta zaměstnáńı nebo zvýšeńı dańı. Jedinou nevýhodou této jinak populárńı
hry je vysoká pořizovaćı cena8.

K této deskové hře však existuje alternativa a tou je internetová hra FinGR
Play9. Hra věrně simuluje život běžné domácnosti a úkol hráč̊u je shodný s výše
zmı́něnou deskovou hrou – v pr̊uběhu 30 let naplnit ćıle rodiny, kterými jsou
zajǐstěńı vlastńıho bydleńı, naspořeńı finanćı pro děti a zajǐstěńı na stář́ı. Hra je
zcela zdarma, nutná je pouze registrace na webových stránkách.

Česká národńı banka vytvořila dvě malé internetové hry: Peńıze na útěku10,
která je zaměřená zejména na téma rozpočtu, a Chráńıme korunu11, ve které hráči
projdou kv́ızem s otázkami týkaj́ıćımi se funkćı České národńı banky a peněz.

Pokud by učitelé chtěli s žáky vyzkoušet investováńı na burze nanečisto, maj́ı
tuto možnost přes výukový program StudentBroker12, do kterého je nutné se
přihlásit skrze některou z institućı, které jsou do tohoto programu zařazeny13.
Druhou, dostupněǰśı alternativou je portál MarketWatch s programem Virtual
stock exchange14, který je zdarma k dispozici hráč̊um od 16 let.

Knihy a podcasty
Pokud by se učitel či žák chtěl dozvědět základńı informace k tématu inves-
továńı, dobrým zdrojem je kniha Investováńı pro začátečńıky (Syrový, 2022). Na
pouhých 144 stranách provede čtenáře základńımi principy investováńı do akcíı,
dluhopis̊u, komodit či fond̊u, ale nezapomene zmı́nit ani stavebńı spořeńı nebo
doplňkové penzijńı spořeńı.

Pro trpělivé čtenáře by mohla být zaj́ımavá kniha Ekonomie dobra a zla
(Sedláček, 2017). ”Prvńı část knihy je věnována vývoji ekonomie v minulosti
(Epos o Gilgamešovi, Starý zákon, antické Řecko, křest’anstv́ı, René Descartes,
Bernard Mandeville, Adam Smith). Druhá část obsahuje tzv. rouhavé myšlenky.
Autor propojuje ekonomii s filozofiı, psychologíı, náboženstv́ım a uměńım a varuje
před přeceňováńım role matematiky v současné ekonomii.“ (”Ekonomie dobra
a zla“, 2021)

Jedńım z největš́ıch propagátor̊u pasivńıho př́ıjmu15 je americký podnikatel
a autor knih Robert Kiyosaki. Je znám zejména d́ıky své knize Bohatý táta, chudý
táta (Kiyosaki, 2022), ve které popisuje, proč by si lidé měli snažit zajistit pasivńı
8 Pořizovaćı cena je 2980 Kč.
9 https://www.fingrplay.cz/
10 https://www.penizenauteku.cz/
11 https://www.chranimekorunu.cz/
12 https://www.studentbroker.cz/
13 Jejich seznam je k nalezeńı na stránkách.
14 https://www.marketwatch.com/games?mod=side_nav
15

”Pasivńım př́ıjmem se rozumı́ pravidelný př́ıjem, pro jehož źıskáváńı neńı třeba vynakládat nějaké zvýšené úsiĺı
(nebo práci) a nebo kde neńı vyžadována má př́ıtomnost.“ (”Pasivńı př́ıjem“, 2022)
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př́ıjem a které principy je k tomu dovedou. Kniha je vhodná pro kohokoliv, kdo
by si chtěl rozš́ı̌rit obzory a pod́ıvat se na podnikáńı z trochu jiného pohledu.

Daľśımi publikacemi s podobnou tematikou jsou např́ıklad Myšleńım k bohat-
stv́ı (Hill, 1990) nebo Nejbohaťśı muž v Babylóně (Clason, 1995).

Na popularitě źıskávaj́ı podcasty, které lidé poslouchaj́ı při cestě dopravńımi
prostředky, ukĺızeńı domácnosti či při sportu. Jedńım z podcast̊u zaměřených
na finance je podcast Ve vatě (Bidrmanová, 2021–doposud), který se prezentuje
jako ”finančńı kápézetka“. V epizodách podcastu se stř́ıdaj́ı hosté z řad investor̊u
a odborńık̊u16 na téma finance a diskutuj́ı současnou finančńı situaci, novinky na
trhu ale i nadčasové otázky, kterými jsou hypotéky nebo finančńı vzděláváńı.
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[3] Ekonomie dobra a zla. (26. 9. 2021). Wikipedie. https://cs.wikiped

ia.org/w/index.php?title=Ekonomie_dobra_a_zla&oldid=20503138.
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Vizuálna podpora slovnej úlohy s využit́ım
rozš́ırenej reality

Jana Hnatová1

Pŕıspevok je zameraný na konkrétnu ukážku využitia technológie rozš́ırenej re-
ality (skr. AR z ang. augmented reality) v matematickom vzdelávańı budúcich
učitel’ov – elementaristov v rámci tematickej oblasti aplikačné slovné úlohy
v matematickej primárnej edukácii. Vizualizácia matematického modelu popi-
sovaného v slovnej úlohe má na primárnom stupni vzdelávania svoje nezastu-
pitel’né miesto. Potreba vizualizácie vyplýva z výsledkov výskumov i požiadaviek
uvedených v záväzných pedagogických dokumentoch, súviśı s výberom vhodných
metód a stratégíı spŕıstupňovania nových matematických poznatkov žiakom na
úrovni ISCED 1.

V pŕıspevku sú prezentované zistenia vychádzajúce z analýzy výstupov študentov
učitel’stva pre primárne vzdelávanie, ktoré sú zamerané na tvorbu slovných úloh
s vizuálnou podporou spracovanou v AR. Zistenia poukazujú na kritické miesta
v tvorbe slovných úloh študentov, ktoré bolo možné vd’aka zapojeniu technológie
AR odhalit’.

Úvod
Už staré l’udové pŕıslovie hovoŕı, že ”lepšie je raz vidiet’, ako stokrát počut’“.
Skúsenost’ami generácíı je takto zdôrazňovaný význam vizualizácie v bežnom
živote učiaceho sa človeka. V matematickej edukácii môže byt’ vizualizácia s AR
technológiou účinným nástrojom na skúmanie matematických problémov, na
pribĺıženie obsahu a rozsahu matematických pojmov. Môže významne napomáhat’
k určovaniu ich významu a dôležitosti v rámci existujúcich vzt’ahov medzi poj-
mami, ako aj pri vytvárańı korektných a stabilných konceptov v rámci rozv́ıjania
matematických, resp. geometrických predstáv.

Na druhej strane môže byt’ obmedzujúcim aspektom pri riešeńı úloh vyžadujú-
cich vyšš́ı stupeň abstrakcie alebo presnosti, než môže zvolený typ vizualizácie
poskytnút’. Posúdenie vychádza z doteraǰśıch poznatkov a skúsenost́ı učitel’a,
preto je vhodné, aby sa s novými, technicky vyspeleǰśımi možnost’ami vizualizácie
matematického obsahu oboznamovali študenti už počas svojho vysokoškolského
štúdia.

1 Prešovská univerzita, Pedagogická fakulta; jana.hnatova@unipo.sk
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Vizualizácia v matematickej edukácii
Vizualizáciu definuje Arcavi (2003, s. 217) nasledovne: ”Vizualizácia je schopnost’,
proces a produkt tvorby, interpretácie, použ́ıvania a reflexie obrázkov, obrazov,
diagramov, v našej mysli, na papieri resp. s technologickými nástrojmi, s ciel’om
zobrazovat’ a oznamovat’ informácie, premýšl’at’ a rozv́ıjat’ predtým neznáme
myšlienky a presadzovat’ chápanie.“

Castro-Alonso et al. (2019) typovo rozdel’ujú vizualizáciu na statickú (napr.
statické ilustrácie, diapozit́ıvy a fotografie) a dynamickú (napr. animácie, si-
mulácie a videosekvencie). V matematickom vzdelávańı je podl’a Sergeeva a Urba-
novej (2012) kl’́učovou výhodou dynamickej vizualizácie v porovnańı so statickou,
možnost’ nahliadnutia do genézy nového matematického objektu v jeho dyna-
mike a skúmat’ súvislosti medzi grafickými zobrazeniami bez nutnosti náročných
výpočtov. Zároveň tým umožňuje študentom sústredit’ svoju pozornost’ na kon-
ceptuálne aspekty študovaných matematických objektov.

Možno doplnit’, že statická vizualizácia organizuje informácie v prehl’adnej,
graficky štruktúrovanej podobe do zmysluplných konštrukcíı (Yilmaz & Argun,
2018), dovol’uje ich systematické prehl’adávanie a poskytuje dostatok času na ich
štúdium. Ich typickými vlastnost’ami sú ukončenost’ a uzavretost’.

K charakteristickým vlastnostiam dynamickej vizualizácie patŕı prezentova-
nie prechodných informácíı, ktoré sú pozorovatel’né v rámci dynamických zmien,
a taktiež možnost’ mnohonásobného bezstratového opakovania. K dynamickej
vizualizácii možno okrem iných výstupov (animácíı, vidéı) priradit’ aj výstupy
spracované v rôznych softvérových prostrediach (napr. EasyAR, GeoGebra, Vu-
foria) pracujúcich s technológiou AR (obr. 1).

Obrázok 1: Vizualizácia zadania slovnej úlohy prostredńıctvom technológie
AR
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V ukážke použ́ıvaná technológia AR patŕı do skupiny imerźıvnych technológíı,
t.j. technológíı poskytujúcich istú úroveň pohlcujúcich zážitkov prepojenia
skutočného a digitálneho sveta. Implementácia technológie AR do vzdelávacieho
procesu vyžaduje použitie kamery inteligentného mobilného zariadenia alebo
tabletu a spustenie nainštalovanej mobilnej aplikácie pracujúcej s technológiou
AR. Nasńımaný reálny obraz sa na zobrazovacej ploche zariadenia softvérovo
obohat́ı o fikt́ıvny vizuálny obraz z metaverza a v reálnom čase dochádza ku:

• kombinácii reálneho obrazu s grafickými poč́ıtačovými prvkami,
• rozpoznávaniu, sledovaniu, označovaniu objektov, pŕıpadne k ich vzájomnej

interakcii,
• poskytovaniu kontextu alebo spresňujúcich údajov k reálne existujúcim

objektom.
Vo vyučovańı môže byt’ vizualizácia s využit́ım tejto technológie použitá ako

dominantný alebo doplnkový nosič informácíı. V každom pŕıpade môže výrazne
zasiahnut’ do priebehu vzdelávacieho procesu a v ňom prebiehajúcich interakcíı.
Učitel’ źıskava jej využit́ım možnost’ vytvárat’ vo svojej podstate nové, často ne-
triviálne didaktické úlohy.

Slovné úlohy v matematickej primárnej edukácii
Slovné úlohy v matematickej edukácii budúcich učitel’ov elementaristov sú v slo-
venskej i českej odbornej a vedeckej pedagogickej komunite aktuálnou a disku-
tovanou témou v súvislost́ı so zavedeńım bazických pojmov, s procesom tvorby
slovných úloh či analyzovańım ich riešitel’ských stratégíı (Csachová, 2020; Lipták,
2022; Paulovičová, 2013; Pŕıdavková, 2022, 2021; Tomková, 2012; Vondrová et
al., 2019). Tvoria prirodzenú a vzhl’adom na charakter predmetu aj logickú
súčast’ matematiky vo všetkých tematických oblastiach školskej matematiky. Ich
analýzou, z pohl’adu možnej inkorporácie technológie AR, sa zaoberal Mokrǐs
(2022).

Tvorba slovných úloh nie je jednoduchým procesom a budúci učitel’ ho muśı
zvládnut’ v rámci profesijnej pŕıpravy nielen kvôli dosiahnutiu požadovanej od-
bornosti, ale aj kvôli potrebám praxe. Už na primárnom stupni vzdelávania sa
totiž v učebniciach matematiky objavujú požiadavky zostavit’ slovnú úlohu podl’a
obrazovej predlohy alebo na základe matematického zápisu, ktoré nie sú smero-
vané na učitel’a, ale na samotného žiaka (obr. 2).

V našom pŕıspevku je konkretizovaný výstup tvorby slovnej úlohy s využit́ım
AR v študentských prácach fokusovaných do tematickej oblasti geometria a me-
ranie. V nich sú sledované nasledujúce atribúty tvorby slovnej úlohy:
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• personalizácia kontextu slovnej úlohy,
• preformulovanie problému slovnej úlohy,
• návrh a spracovanie vizualizácie matematického problému.

Obrázok 2: Ukážka matematických úloh s chýbajúcimi údajmi
s propedeutickým pŕıstupom k riešeniu rovńıc a požiadavkou tvorby slovnej

úlohy (zdroj: Belic & Striežovská, 2015, s. 70 a 75)

Podl’a štúdie Davis-Dorseya et al. (1991) je kombinácia personalizácie kon-
textu a preformulovanie problému slovnej úlohy signifikantne prospešná pre
úspešné riešenie úloh predovšetkým žiakmi mladšieho školského veku. Podl’a zis-
teńı Vondrovej et al. (2019) má personalizácia kontextu potencionálne pozit́ıvny
vplyv na deti, ktoré ešte nemajú dostatočne vyvinuté abstraktné myslenie. Lukáč
(2019) uvádza, že žiaci sú časteǰsie úspešńı pri riešeńı slovných úloh a majú po-
zit́ıvne presvedčenie o užitočnosti využitia vizualizácie pri riešeńı úloh, ak im
tieto boli v obdobných situáciách poskytované aj ich učitel’mi.

Zistenia
Pŕıpravnou aktivitou pre študentov – budúcich učitel’ov elementaristov bola úloha
o mayskom kl’́uči (Hnatová et al., 2021; Hnatová & Hnat, 2021). Táto úloha bola
na seminári v skupine študentov riešená s podporou appletu využ́ıvajúceho dy-
namickú izomorfnú vizualizáciu v AR so zámerom ”objavit’“ teleso, ktoré má vo
vol’nom rovnobežnom premietańı zadané tvary pôdorysu (kruh), nárysu (troju-
holńık) a bokorysu (štvorec) (obr. 3).

Obrázok 3: Ukážka dynamickej vizualizácie úlohy o mayskom kl’́uči
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Po vyriešeńı úlohy nasledovala diskusia o možných modifikáciách jej kon-
textu, o možných zmenách matematického obsahu (napr. zámena alebo zmena
tvarov priemetov hl’adaného telesa) a o dopade týchto zmien na riešitel’nost’
úlohy v konkrétnej ciel’ovej skupine žiakov. Záverom bola na študentov vzne-
sená požiadavka vytvorit’ slovnú úlohu s využit́ım vlastného modelu mayského
kl’́uča. Žiaduce bolo uviest’:

• zadanie úlohy – jasne, presne a terminologicky správne formulované au-
torské znenie úlohy vč́ıtane pokynu, resp. otázky, v pŕıpade potreby s do-
plneńım o obrazový materiál,

• autorské riešenie úlohy.
Výstupy boli študentmi spracovávané individuálne. V danom termı́ne ich

študenti odovzdávali v elektronickej podobe, administrácia a komunikácia
súvisiaca s konzultovańım spracovaného zadania prebiehala vo vzdelávacom
systéme LMS Moodle a v MS Teams.

Personalizáciu kontextu slovnej úlohy, spôsob preformulovania matematického
problému pre zvolenú ciel’ovú skupinu žiakov, výber typu vizualizácie a jej di-
gitálne spracovanie demonštrujeme na výstupe Anky a Borisa.

Anka:

”Videli ste rozprávku Na vlásku? V nej sa chcel zlodej Flynn ukryt’
do veže, kde bola zavretá princezná Rapunzel. Ak by mal od tej veže
kl’́uče, nemusel by sa k princeznej šplhat’ hore po vlasoch. Tie však
mala zlá čarodejnica Gothel. Dobrá v́ıla Flynovi našepkala, že jeden
kl’́uč je taký, že sa dá z každej strany zasunút’ do zámku s dierkou
tvaru štvorca a druhý zas do zámku s dierkou tvaru kruhu. Ako
kl’́uče vyzerajú? Viete, ako ich voláme?“

Obrázok 4: Vizualizácia riešenia slovnej úlohy spracovanej Ankou
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V rámci zvoleného matematického obsahu zadania Anka rešpektuje obsa-
hový štandard ŠVP pre primárne vzdelávanie Matematika – tematická ob-
last’ geometria a meranie – priestorové útvary – kocka, gul’a. Pri vizualizácii
riešenia matematického problému (obr. 4) však vzniká otázka potreby zobraze-
nia ośı súradného systému. Anka nimi dokumentuje rozmery telies, no nevyuž́ıva
možnost’ softvérového obmedzenia zobrazenia ośı len v ich kladnom smere. Za-
nedbáva fakt, že žiaci v primárnom matematickom vzdelávańı ešte nepracujú
v obore celých ale len v obore prirodzených č́ısel.

Ankinej formulácii slovnej úlohy chýba explicitnost’. V zneńı nahrádza jed-
noznačné určenie smerov pohl’adov ”spredu, zhora, zboku“ tvrdeńım ”z každej
strany“, pričom si neuvedomuje rozdielny dopad nevhodnej miery zovšeobecnenia
na riešenie jednotlivých čast́ı úlohy.

Technické spracovanie riešenia slovnej úlohy je funkčné. Pozit́ıvne je možno
hodnotit’ priestorové zobrazenie riešenia, ktoré je vzhl’adom na použitý softvér
bezproblémovo prenositel’né do AR v podobe dynamickej vizualizácie. Anka
riešenie prezentuje pomocou dvoch videosekvencíı, v ktorých demonštruje rôzne,
avšak vybrané smery pohl’adov na hl’adané telesá. Práve vd’aka využitiu tech-
nológie AR bolo možné v hodnoteńı konkretizovat’ absenciu pokynov ”zhora,
spredu a zboku“ v texte úlohy, ktoré autorka v riešeńı pomocou AR jednoznačne
preferuje. Je badatel’né, že spracovaným videosekvenciám prisudzuje okrem vi-
zualizačnej aj argumentačnú funkciu.

Boris:

”Dvaja kamaráti Ferko a Pet’ko radi chodili do lesa. Mali svoj
obl’́ubený pńık, do ktorého Pet’ko nož́ıkom vyrezal malý otvor.
Spredu mal tvar kruhu, no smerom do vnútra sa postupne zužoval.
Ferkovi to hned’ pripomenulo niečo, o čom sa nedávno učili v škole.
Aký útvar mu otvor pripomenul?“

Obrázok 5: Vizualizácia slovnej úlohy spracovanej Borisom
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Uvedená slovná úloha svojim zamerańım naṕlňa obsahový štandard ŠVP pre
primárne vzdelávanie Matematika – tematická oblast’ geometria a meranie –
priestorové útvary – kužel’. Pokynom identifikovat’ uvedený priestorový geomet-
rický útvar taktiež naṕlňa jeho výkonový štandard. V procese skúmania problému
a následného objavovania jeho riešenia navyše prezentuje propedeuticky priro-
dzeným a nenásilným spôsobom kužel’ ako priestorový útvar patriaci do skupiny
rotačných elementárnych telies.

Formulácia slovnej úlohy nie je jednoznačná. To si Boris pravdepodobne uve-
domuje, pretože ju doṕlňa dynamickou vizualizáciou, ktorá je ale v konečnom
dôsledku nositel’om viacerých nepresnost́ı:

• Peň stromu má zvyčajne tvar zrezaného kužel’a, vo vizualizácii použitý
tvar kvádra je teda vysoko nepravdepodobný.

• Slovné vyjadrenie ”spredu“ v texte úlohy môže pôsobit’ mätúco vzhl’adom
na digitálnu podporu znázorňujúcu vyrezávanie otvoru ”zhora“ (obr. 5).

• Dieru do pňa stromu je možno nož́ıkom vyrezat’ vo viacerých smeroch
a viacerými spôsobmi, autorské riešenie tieto možnosti nezohl’adňuje.

Technické spracovanie riešenia slovnej úlohy je funkčné, využ́ıva možnosti
programu GeoGebra. Pozit́ıvne možno hodnotit’ spracovanie výstupu v podobe
dynamickej vizualizácie priamo v AR (obr. 6). Borisov applet dovol’uje žiakom
daný problém skúmat’ individuálne a očakávané riešenie objavit’ samostatnou
akt́ıvnou činnost’ou. Na druhej strane, predložená konštrukcia nedovol’uje viest’
diskusiu o d’aľśıch riešeniach, č́ım sa umelo znižuje potenciál vytvorenej úlohy.

Obrázok 6: Dynamická vizualizácia Borisovho riešenia slovnej úlohy v AR

Záver
Vybrané ukážky zdôrazňujú niektoré dôležité aspekty súvisiace s tvorbou
slovných úloh a ich možnou vizualizáciou v AR. Podl’a našich zisteńı, študenti
spravidla nemávajú problém s personalizáciou slovných úloh pre ciel’ovú sku-
pinu žiakov na prvom stupni ZŠ. Matematické problémy situujú do žiakom
známeho a primeraného prostredia, pŕıpadne do im bĺızkeho fikt́ıvneho prostre-
dia rozprávok. V popisoch použ́ıvajú spravidla vhodné výrazové prostriedky,
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problematickou sa z pohl’adu jazyka jav́ı štylistika ṕısomného prejavu a znalost’
syntaxe.

Pri preformulovańı problému úlohy sa z pohl’adu matematiky početnost’ úloh,
ktoré nedodržali obsahový alebo výkonový štandard, neukazuje ako závažná.
Študenti sa pri úpravách vydávajú bud’ autorskou cestou, alebo si volia cestu
modifikácie pôvodnej úlohy. S doslovným prevzat́ım znenia úlohy sme sa v sle-
dovaných skupinách participantov nestretli.

Pri tvorbe slovných úloh boli vo výstupoch študentov – budúcich učitel’ov
pozorované problémy (terminologická nepresnost’, vágnost’ vyjadrovania, neúplné
alebo chybné riešenie autorsky vytvorenej slovnej úlohy), ktoré v konkrétnych
pŕıpadoch poukazujú na nižšiu mieru dosiahnutého stupňa rozvoja funkčného
myslenia.

V digitálnom spracovańı podpory študenti preukazujú dostatočnú, nie však
vyrovnanú úroveň nadobudnutých zručnost́ı smerujúcich k schopnosti vizu-
alizovat’ matematický obsah slovnej úlohy. V tejto oblasti boli zaznamenané
problémy týkajúce sa nepresnosti a chybovosti didaktického spracovania vizu-
alizácie navrhnutých riešeńı. Dynamická vizualizácia s využit́ım AR technológie
študentov na seminároch rozhodne zaujala. Komfortneǰsie sa však ćıtili v polohe
jej použ́ıvatel’ov, než v polohe jej tvorcov. Potešitel’ným zisteńım bolo, že študenti,
ktoŕı sa rozhodli tvorit’ slovnú úlohu zo stereometrie a mali znalosti súvisiace
s prácou vo vhodnom softvérovom prostred́ı siahli po vizualizácii problému a jeho
riešenia v 3D, resp. v AR.

Záverom je potrebné akcentovat’, aby akákol’vek vizualizácia, vč́ıtane tej, ktorá
je založená na technológii AR, bola sprevádzaná kritickým mysleńım a kladeńım
otvorených otázok smerujúcich k jej adekvátnemu a cielenému využitiu. Podl’a
Gonzalesovej (1994) ”je potrebné v rámci didaktiky matematiky odobrat’ pre-
hnanú autoritu učebniciam a pozdvihnút’ znalosti a schopnosti budúcich učitel’ov
tvorit’ úlohy tak, aby nadobudli dostatok sebavedomia pri určovańı smeru ich
kreat́ıvneho riešenia“.
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tických schopnost́ı. Elementary Mathematics Education Journal 4 (1), 53–63.
http://emejournal.upol.cz/Issues/Vol4No1/Vol4No1_Pridavkova.p
df
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prienik. In: Matematika 5: specifika matematické edukace v prostřed́ı primárńı
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Inverzně formulované úlohy na prvńım stupni
ZŠ

Marika Hrubešová1

Slovńı úlohy nepatř́ı u dět́ı (nejen na prvńım stupni) mezi jednoduchá témata,
nicméně jsou velmi d̊uležité. Velkou roli při řešeńı takových úloh hraje mj. ma-
tematická a čtenářská gramotnost. Článek pojednává o výzkumném šetřeńı
zaměřeném na inverzně formulované úlohy řešené žáky 3. ročńık̊u ZŠ.

Úvod

”Ćılem vyučováńı na 1. stupni ZŠ neńı jen naučit žáky provádět početńı výkony,
ale umět je správně použ́ıt v praktických situaćıch. Učitel postupně u dět́ı rozv́ıj́ı
schopnost samostatně řešit úlohy a seznamuje je tak s určitou metodou lidského
poznáńı.“ (Coufalová, 2002) Podle Novákové (2016) rozumı́me obvykle slovńımi
úlohami úlohy z praxe, ve kterých je popsána konkrétńı reálná situace, jež
vyúst’uje v problém.

Slovńı úlohy jsou tedy matematické problémy zasazené do rámce reálné situa-
ce. Obsahuj́ı dané podmı́nky (př́ıpadně návody, kde je hledat) a otázku.

”Slovńı učebńı úlohy patř́ı mezi nejobt́ıžněǰśı části učiva a učitelé je vesměs
uváděj́ı jako jedno z kritických mı́st ve výuce matematiky, považuj́ı je za ”trvalý
evergreen“ mezi obt́ıžnými oblastmi školské matematiky.“ (Rendl et al., 2013)

Typy slovńıch úloh
Podle počtu početńıch operaćı děĺıme slovńı úlohy na:

• jednoduché (řeš́ıme jedńım početńım výkonem),
• složené (provád́ıme dva nebo v́ıce početńıch výkon̊u).

Jednoduché slovńı úlohy dále můžeme dělit podle početńıho výkonu na:
• aditivńı – úlohy na sč́ıtáńı, odč́ıtáńı a porovnáváńı: (o x v́ıce, resp. o x

méně);
• multiplikativńı – úlohy na násobeńı a děleńı či porovnáváńı (x-krát v́ıce,

resp. x-krát méně).
Podle Bud́ınové (2018) se často k volbě správného výkonu využ́ıvá signálńıch
slov, která maj́ı žáka navést na danou početńı operaci. Např. slova ”přinesl“,

”dostal“, ”vyhrál“, ”má v́ıce než“ ukazuj́ı na využit́ı početńı operace sč́ıtáńı.

1 Jihočeská univerzita, Pedagogická fakulta; mhrubesova@pf.jcu.cz
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Stač́ı ale úlohu mı́rně přeformulovat a signálńı slovo se stává antisignálem, např.
Anička má 6 jablek, což je o 3 v́ıce, než má Janička. Kolik jablek má Janička?

Úlohy s antisignálem jsou často označovány za inverzně formulované úlohy či
úlohy nepř́ımé.

Hejný (2004) shrnul základńı obt́ıže žák̊u specifické pro řešeńı slovńıch úloh
do tř́ı bod̊u:

1. Žák nerozumı́ kontextu úlohy nebo nevid́ı souvislost mezi kontextem
a řešeńım slovńı úlohy.

2. Žák neuspěje při źıskáváńı informaćı o struktuře slovńı úlohy ze zadáńı.
3. Žák źıská potřebné informace ze zadáńı, ale neumı́ naj́ıt vhodný mate-

matický model, nebo model najde, ale neumı́ ho vyřešit. (Hejný, 2004)
Některé učebnice žák̊um, bohužel, ukazuj́ı, jak d̊uležitý je daný signál pro

vyřešeńı úlohy, viz obrázek 1.

Obrázek 1: Ukázka úlohy z učebnice pro 2. ročńık, nakl. Alter

Charakteristika výzkumu
Po přečteńı několika publikaćı jsem si kladla otázky, zda opravdu maj́ı žáci
na prvńım stupni problémy s vyřešeńım inverzně formulovaných úloh a jakým
zp̊usobem takové úlohy řeš́ı. Do výzkumného šetřeńı se zapojilo celkem 120 žák̊u
ze 7 třet́ıch tř́ıd třech základńıch škol v Jihočeském kraji.

Základńım ćılem výzkumu bylo určit mı́ru úspěšnosti u třech inverzně formu-
lovaných úloh, pro porovnáńı jedné jednoduché úlohy bez antisignálu a i jedné
složené slovńı úlohy. Dále jsem chtěla zjistit, jaké jsou nejčastěǰśı žákovské po-
stupy a jak moc si žáci pomáhaj́ı při řešeńı znázorněńım. Zapojeńı žáci se uč́ı
matematiku podle učebnic nakladatelstv́ı Alter, SPN či Hejného metodou. Kladla
jsem si tyto výzkumné otázky:

• Která úloha bude žák̊um dělat největš́ı pot́ıže?
• Bude mezi úlohami taková, se kterou si téměř nikdo z žák̊u neporad́ı?
• Budou v řešeńı úloh úspěšněǰśı žáci uč́ıćı se metodou profesora Hejného?
• Jaké chyby či řešitelské strategie se budou objevovat nejčastěji?
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Žák̊um byly předloženy následuj́ıćı úlohy:
1. Anička vyhrála v prvńı hře 32 červených kuliček, což bylo o 12 kuliček

méně, než vyhrála ve druhé hře. Kolik kuliček vyhrála Anička ve druhé
hře?

2. Babička upekla 9 tvarohových koláčk̊u. Makových upekla 3krát v́ıce než
tvarohových a povidlových upekla o 14 v́ıce než makových. Kolik koláč̊u
upekla babička celkem?

3. V Ṕısku postavili 85 nových byt̊u. Je to o 27 byt̊u v́ıce než minulý rok.
Kolik byt̊u postavili minulý rok?

4. V divadle bylo 64 d́ıvek a 37 chlapc̊u. O kolik d́ıvek přǐslo do divadla v́ıce
než chlapc̊u?

5. Topol je vysoký 12 metr̊u a je 4krát vyšš́ı než jabloň. Jak vysoká je jabloň?

Analýza žákovských řešeńı
Před realizaćı výzkumného šetřeńı jsem se domńıvala, že žáci budou mı́t pot́ıže
s vyřešeńım všech úloh s antisignálem a ani složená slovńı úloha nebude pro žáky
jednoduchá, nebot’ bylo potřeba pro správné vyřešeńı použ́ıt 3 početńı operace.
Domńıvala jsem se, že nejsnazš́ı úlohou bude úloha na porovnáváńı rozd́ılem,
tj. čtvrtá úloha. Ve výzkumu jsem se zaměřila předevš́ım na nejobt́ıžněǰśı fáze
řešeńı slovńıch úloh, kterými jsou matematizace a interpretace výsledk̊u, a dále
na výpočet. Jaká byla úspěšnost žák̊u při řešeńı slovńıch úloh, ukazuje obrázek 2.

Obrázek 2: Relativńı úspěšnost žák̊u u jednotlivých úloh

Zcela jistě nejobt́ıžněǰśı úlohou se stala úloha složená, přestože velké množstv́ı
žák̊u z části úlohu vyřešilo správně. Celkem 69 % žák̊u správně vypočetlo počet
upečených makových koláč̊u. S daľśımi částmi řešeńı už nastaly problémy, nebot’
si žáci správně neuvědomili, že je třeba vypoč́ıtat počet makových koláč̊u, počet
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povidlových koláč̊u a nakonec všechny koláče seč́ıst. 43 % žák̊u odpovědělo, že
babička upekla celkem 41 koláč̊u. K makovým koláč̊um děti připočetly 14 povid-
lových koláč̊u a tento výsledek považovaly za konečný. Alarmuj́ıćı je hodnota
17 %, která představuje relativńı počet žák̊u s řešeńım 9 + 3 + 14 = 26. K vyřešeńı
zadané složené úlohy bylo zapotřeb́ı použ́ıt 3 početńı operace; násobeńı pro
výpočet makových koláč̊u, sč́ıtáńı pro výpočet povidlových koláč̊u a na závěr
pro źıskáńı počtu všech upečených koláč̊u opět operaci sč́ıtáńı. Domńıvám se,
že žáci ve třet́ı tř́ıdě nemaj́ı velkou zkušenost s podobnými složenými úlohami,
tud́ıž mohou mı́t obt́ıže se v úloze orientovat a vyhledat si d̊uležitá fakta.

Na druhém mı́stě se z hlediska obt́ıžnosti umı́stila prvńı žák̊um zadaná úloha,
aditivńı úloha na porovnáváńı s antisignálem. Úlohu správně matematizovalo
24 žák̊u, při výpočtu však 3 žáci udělali chybu. Zaj́ımavý je fakt, že u třet́ı
i páté úlohy, které byly rovněž úlohy s antisignálem (třet́ı úloha byla aditivńı
na porovnáváńı rozd́ılem, pátá úloha multiplikativńı na porovnáváńı pod́ılem),
byli žáci úspěšněǰśı o 38, resp. o 18 procentńıch bod̊u. Podle mého názoru se
u třet́ı úlohy pozitivně projevila změna v čase. S některými žáky byly vedeny
rozhovory, bud’ během řešeńı, či po vyřešeńı úlohy, a u nesprávně řeš́ıćıch žák̊u
bylo hlavńım d̊uvodem neúspěchu právě dané antisignálńı slovo. U prvńı úlohy
76 % žák̊u vytvořilo matematický model (32 − 12), u třet́ı úlohy 34 % žák̊u
vytvořilo model na základě signálńıho, resp. antisignálńıho slova ”o 27 v́ıce“,
tj. 85 + 27.

Z grafu je rovněž patrné, že právě čtvrtá úloha, úloha na porovnáváńı
rozd́ılem, byla řešena s nejvyšš́ı úspěšnost́ı, i když danou úspěšnost nepovažuji za
vysokou. Domńıvám se, že s takovými úlohami by žáci neměli mı́t žádné pot́ıže,
což se nepotvrdilo. Necelých 60 % žák̊u si u úlohy správně vytvořilo matematický
model, avšak nakonec pouze 43 % žák̊u došlo ke správnému výsledku.

Zaj́ımavý výsledek jsem dostala i při porovnáńı žák̊u, kteř́ı se uč́ı klasickou
metodou, a žák̊u uč́ıćıch se Hejného metodou. Zapojených žák̊u uč́ıćıch se me-
todou profesora Hejného se zúčastnilo daleko méně než ostatńıch žák̊u, přesně
2 tř́ıdy, resp. 29 žák̊u. Nicméně, lépe dopadly děti uč́ıćı se podle učebnic nakla-
datelstv́ı Alter a SPN u všech úloh kromě úlohy třet́ı, největš́ı rozd́ıl v úspěšnosti
byl u třet́ı a čtvrté úlohy, kde činil 23 % bod̊u.

Zaměřila jsem se i na fázi kontroly výsledku. Podle Div́ı̌ska a Hošpesové
(2002) se obvykle kontroluje jen správnost výpočtu. Měla by být však kontro-
lována i správnost matematického vyjádřeńı. Z daných řešeńı nelze poznat, zda
si žáci kontrolovali výsledek pamětně, nicméně pouze 2 chlapci a jedna d́ıvka si
některé výpočty zkontrolovali početně na paṕır. Na základě žákovských řešeńı
se domńıvám, že konfrontace výsledku se zadáńım úlohy u neúspěšných žák̊u
neproběhla.
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Pro správné vyřešeńı úlohy může někdy žák̊um pomoci si úlohu znázornit
vhodným obrázkem, což se stalo v daném výzkumu pouze u jednoho žáka, u dvou
slovńıch úloh.

Závěr
Empirický výzkum, který byl zaměřen na ověřeńı výše zmı́něných hypotéz, byl
realizován metodou kvantitativńı analýzy. Nejméně žák̊u si poradilo, jak jsem
očekávala, se složenou úlohu, byt’ se v zadáńı žádný antisignál neobjevil, nao-
pak nejúspěšněǰśı byli žáci u čtvrté úlohy na porovnáváńı. U inverzně formulo-
vaných úloh se ukázalo antisignálńı slovo v mnoha př́ıpadech jako velmi d̊uležitý
signál, jakou početńı operaci zvolit. Domńıvám se, že je třeba ve výuce mate-
matiky věnovat dostatečný prostor všem typ̊um slovńıch úloh, tzn. neřešit pouze
úlohy jednoho typu, ale zaměřit se na úlohy statické, dynamické, na porovnáváńı
rozd́ılem či pod́ılem, jednoduché i složené, a v žádném př́ıpadě nevynechávat
úlohy s antisignálem, pomoćı nichž může mj. i učitel snadno ověřit, do jaké mı́ry
žáci řeš́ı slovńı úlohy s porozuměńım.
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[4] Hejný, M. et al. (2004). Dvacet pět kapitol z didaktiky matematiky, 2. d́ıl.
Univerzita Karlova, Př́ırodovědecká fakulta.
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Portál.
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řešeńı žáky primárńı školy. Masarykova univerzita.
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Gaokao

Dag Hrubý1

Pod́ıváme-li se na dvacet nejvýznamněǰśıch technologických a internetových firem
na světě v roce 2022, zjist́ıme, že mezi nimi neńı ani jedna z Evropy. Rovněž
výsledky šetřeńı PISA v matematice z roku 2018 ukazuj́ı na jasnou dominanci
asijských zemı́: Č́ına, Singapur, Macao, Hong Kong, Japonsko, Korea. V BSJZ
(Peking, Šanghaj, Jiangsu a Zhejiang, Č́ına) je pr̊uměrný výkon patnáctiletých
v matematice 590 bod̊u ve srovnáńı s pr̊uměrem 489 bod̊u v zemı́ch OECD.
Chlapci si vedou lépe než d́ıvky se statisticky významným rozd́ılem 12 bod̊u
(pr̊uměr OECD: o 2 body vyšš́ı u d́ıvek). Domńıvám se, že tyto úspěchy jsou
vykoupené obrovským úsiĺım, které si v Evropě nedovedu představit.

Podle studie vědc̊u z vědecko-vzdělávaćıho institutu Hangzhou Education
Science Publishing House se děti na základńıch školách uč́ı 10 hodin denně, na
středńıch 12,5 hodiny. Typický č́ınský student na středńı škole vstává o p̊ul šesté,
aby se mohl učit, o p̊ul osmé sńıdá a pak jde do školy. Ta trvá od 8:30 do 12:30,
poté od 13:30 do 17:30 a následně od 19:30 do 22:30. Žáci studuj́ı i několik hodin
během soboty a neděle (Zhao, 2012).

Neńı proto překvapivé, že zkouška, kterou konaj́ı č́ınšt́ı středoškoláci, patř́ı
mezi nejobt́ıžněǰśı na světě. Tuto zkoušku, která je známá pod názvem Gaokao
(The National College Entrance Examination, NCEE), skládaj́ı č́ınšt́ı studenti
středńı školy každý rok, obvykle počátkem června. Je to také jediné kritérium
pro přijet́ı na č́ınskou univerzitu. Zkouška trvá zhruba devět hodin ve dvou nebo
třech dnech, v závislosti na provincii, v ńıž se koná. V povinné části zkoušky
konaj́ı všichni studenti zkoušku z č́ınského jazyka, ciźıho jazyka a matematiky.
Za každý předmět lze źıskat maximálně 150 bod̊u, celkem 450 bod̊u. Ve voli-
telné části si studenti muśı vybrat ze dvou zaměřeńı, v každém z nich lze źıskat
maximálně 300 bod̊u. Adepti společenských věd dostávaj́ı dále testy z historie,
politologie a geografie (humanitńı kombinace), testy př́ırodovědného zaměřeńı
obsahuj́ı otázky z fyziky, chemie a biologie (př́ırodovědná kombinace). Nejvyšš́ı
počet bod̊u je 750, toho se však v historii Gaokao nikomu nepodařilo dosáhnout,
rekordem je 730 bod̊u. Všechny zkoušky jsou ṕısemné. Aby žák źıskal př́ıstup
na tzv. středńı nebo nejvyšš́ı univerzity, měl by dosáhnout 500 bod̊u nebo v́ıce.
Pro př́ıstup na univerzity nižš́ı úrovně by měl dosáhnout 333 až 375 bod̊u. Podle
č́ınského ministerstva školstv́ı dosáhl v roce 2022 počet uchazeč̊u o přij́ımaćı
zkoušku na národńı vysokou školu 11,93 milionu.

Mezi nejprestižněǰśı č́ınské univerzity patř́ı Univerzita Čching-chua (Tsinghua
University) a Pekingská univerzita (Peking University). V žebř́ıčku World Uni-
1 Univerzita Karlova, Matematicko-fyzikálńı fakulta; hruby@gymjev.cz
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versity Rankings 2022 se šest č́ınských univerzit dostalo do prvńı stovky univer-
zit. Pekingská univerzita a univerzita Tsinghua, které se děĺı o 16. mı́sto, jsou
dokonce po ETH Zürich (15. mı́sto) nejvýše umı́stěnými univerzitami mimo Vel-
kou Británii nebo USA. V roce 2021 univerzita Tsighua požadovala pro přijet́ı
dosažeńı 676 bod̊u ve zkoušce Gaokao, Pekingská univerzita dokonce požadovala
683 bod̊u.

Abychom si udělali představu o náročnosti této zkoušky z matematiky, uve-
deme zadáńı několika úloh z roku 2022.

Úloha 1

Necht’ Sn je součet prvńıch n člen̊u posloupnosti (an), a1 = 1, přitom
(

Sn

an

)
je

aritmetická posloupnost s diferenćı 1
3 .

a) Určete {an}.
b) Dokažte, že pro všechna přirozená n ≥ 1 plat́ı

1
a1

+ 1
a2

+ . . . + 1
an

< 2.

Úloha 2
V trojúhelńıku ABC s vnitřńımi úhly α, β, γ a stranami a, b, c plat́ı

cos α

1 + sin α
= sin 2β

1 + cos 2β
.

a) Je-li γ = 2π

3 . určete β.

b) Určete minimálńı hodnotu výrazu a2 + b2

c2 .

Úloha 3

Určete koeficient u členu x2y6 v rozvoji výrazu
(
1 − y

x

)
(x + y)8.
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Nejobt́ıžněǰśı se mi zdá následuj́ıćı úloha z roku 2008.

Úloha 4
Je dána funkce f s kladným reálným parametrem a

f(x) = 1√
1 + a

+ 1√
1 + x

+
√

ax

ax + 8 .

Dokažte, že pro všechna x ∈ R+ plat́ı

1 < f(x) < 2.

Literatura
[1] Zhao, Y. (2012). World class learners: Educating creative and entrepre-

neurial students. Corvin.

49



Budúci učitelia a ich predstavy o argumentácíı
a zdrojoch

Kataŕına Jánošková1, Kataŕına Hrušková2, Dominika Valášková3,
Lenka Vráblová4

Ciel’om pŕıspevku je oṕısat’ postoje a názory budúcich učitel’ov na argumentáciu
a dôvodenie na hodinách matematiky. Výsledky poukazujú na to, že budúci učitelia
matematiky si uvedomujú pred nástupom do zamestnania potrebu dôvodenia,
majú vedomosti o rôznych formách zdôvodňovania a zauj́ımajú sa o rozvoj
matematického myslenia s prepojeńım na reálne využitie, ale chýba im istota
v zdôvodňovańı počas vyučovaćıch hod́ın.

Úvod
Jednou z dôležitých súčast́ı vyučovania matematiky je argumentácia a dôvodenie.
Na FMFI UK v Bratislave sa pŕıprava budúcich učitel’ov matematiky (BUM)
zameriava na argumentáciu a dôvodenie najmä na bakalárskom stupni (na pred-
metoch ako algebra, matematická analýza a geometria). Magisterský program
je zameraný viac na rozvoj PCK (pedagogical content knowledge podl’a Shul-
mana (1986)) a SCK (specialized content knowledge podl’a Balla a kol., (2008)).
Viaceré štúdie (napr. Stylianides & Stylianides, (2009); Nardi & Knuth, (2017))
poukazujú na to, že BUM nie sú pred nástupom do praxe dostatočne pripra-
veńı na použ́ıvanie argumentácie a dôkazov na dostatočnej kognit́ıvnej úrovni
žiakov. Ako uvádzajú Slav́ıčková a kol. (2022), je nevyhnutné pochopit’, na jed-
nej strane vedomosti učitel’ov matematiky, ktoré je potrebné rozv́ıjat’ a na druhej
strane to, ako by učitelia počas pŕıpravy na povolanie využ́ıvali svoje odborné
znalosti pre rozv́ıjanie hlbš́ıch matematických vedomost́ı. To možno pozorovat’
prostredńıctvom myšlienok BUM na pŕıpravu vyučovaćıch hod́ın.

Metodológia
Našu výskumnú vzorku tvorilo 15 BU prvého ročńıka magisterského štúdia
učitel’stva matematiky v kombinácii s jedným z nasledujúcich predmetov: fy-
zika, informatika, geografia, deskript́ıvna geometria, telesná výchova. Na ziste-
nie názorov a postojov sme použili pološtruktúrovaný rozhovor, ktorý zahŕňal
1 Univerzita Komenského, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky; katarina.janoskova@fmph.uniba.sk
2 Univerzita Komenského, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky; hruskova57@uniba.sk
3 Univerzita Komenského, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky; valaskova33@uniba.sk
4 Škola pre mimoriadne nadané deti a Gymnázium v Bratislave; lvrablova@spmndag.sk
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4 hlavné oblasti záujmu: (a) oboznámenie sa s národnými matematickým kuri-
kulom (b) predstavy o argumentácíı a dôvodeńı (c) zdroje v kontexte pŕıpravy
vyučovaćıch hod́ın (d) komunikácia. Rozhovor sa uskutočnil 27. septembra 2022
na FMFI UK v Bratislave. Otázky vo všetkých uvedených oblastiach boli zame-
rané na vyučovanie vo vyšš́ıch ročńıkoch ZŠ. Úvodná čast’ rozhovoru obsahovala
otázky o skúsenostiach BUM s učeńım vo všeobecnosti a konkrétne s matemati-
kou. Študenti boli rozdeleńı do 4 skuṕın, podl’a vlastných preferencíı (3 skupiny
po 4 študentoch a 1 skupina po 3 študentoch). Každá skupina bola pridelená
jednému zo 4 výskumńıkov, ktoŕı uskutočnili a nahrali rozhovor (pomocou MS
Teams – videozáznam, mobilný telefón – zvukový záznam) s pridelenou skupinou.

Nahrávky boli použité na vytvorenie prepisov rozhovorov. Každý prepis bol
analyzovaný metódou otvoreného kódovania, podl’a Creswella (2015). Na spra-
covanie a analýzu údajov sme použili bežný textový a tabul’kový editor. Každý
zo štyroch výskumńıkov nezávisle kódoval každú otázku a potom všetci štyria
porovnali kódovanie, aby sa zabezpečila triangulácia. Diskusiou boli vytvorené
konečné kódy spoločné pre všetky štyri prepisy. Po d’aľsom preskúmańı boli kódy
zoskupené do štyroch okruhov. Vzhl’adom na obmedzený priestor sa budeme za-
oberat’ len dvoma: Predstavy BUM o argumentácii a zdôvodňovańı a Zdroje.

Následne po rozhovoroch bola s respondentmi vykonaná intervencia so za-
merańım na zvýšenie ”desing capacity“ v zmysle argumentácie a odôvodňovania
(Slav́ıčková a kol., 2022). Intervencia prebiehala na hodinách didaktiky matema-
tiky počas celého jedného semestra. V rámci tohto predmetu respondenti vyṕlňali
výstupné karty, pomocou ktorých môžeme pozorovat’ pŕıpadný posun v ich mys-
leńı od rozhovoru, ktorého priebeh sme oṕısali vyššie.

Výsledky a diskusia
Názory BUM na argumentáciu a dôvodenie boli väčšinou pozit́ıvne. Viac ako
polovica (8) respondentov sa pri otázke na to ako si predstavu svoje vyučovanie
vyjadrila, že by chceli podporit’ matematické myslenie svojich žiakov. Ked’ sme sa
respondentov spýtali priamo na význam argumentácie a dôvodenia vo vyučovańı,
všetci (15) respondenti uviedli, že na hodinách matematiky je potrebné použ́ıvat’
argumentáciu, ale nie každý z nich túto myšlienku bližšie vysvetlil.Argumentáciu
so zdôvodneńım uvádzajú 7. Chápu ju ako formu motivácie ”učitelia často
počúvajú tú otázku načo mi to je? Alebo na čo je to dobré? A mysĺım si, že [by
sme mali povedat’] prečo to takto funguje, a určite aj preto, aby sme nakŕmili
napŕıklad detskú, l’udskú zvedavost’. ”(V3-S 10 12) Taktiež matematiku vńımajú
ako prostriedok na rozvoj logického myslenia, pretože ”[žiaci] nemôžu si tvrdit’ čo
chcú a v štýle, že nejde, že niečo, čo počujem a budem to pokladat’ za pravdivé. Že
muśım si vediet’ niekde zdôvodnit’ to, [. . . ]“ (V4-S 3 22). Toto nadšenie týkajúce
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sa argumentácie a dôvodenia pokračovalo aj počas vyučovaćıch hod́ın: ”Je pod-
statné, aby sme žiakov viedli k dôvodeniu a dôkazom.“ (V2-S 1 EC1), dokonca
niektoŕı respondenti sa nad ńım zamysleli ešte hlbšie ”Že odôvodňovanie má
rôzne formy a aj jeho ”nižšie“ verzie majú vo vyučovańı svoje miesto a zmysel.“
(V3-S 9 EC1)

Uvedomili si tiež obmedzenia, ktoré môže mat’ argumentácia a zdôvodňovanie.
Respondenti riešili časové obmedzenie, zameriavali sa na slabš́ıch alebo silneǰśıch
žiakov a zamerali sa aj na vhodnost’ ročńıka, v ktorom by sa mali dané argumenty
použ́ıvat’. Na otázku ”Aké spôsoby argumentácie a dôvodenia poznáte?“ respon-
denti uviedli množstvo rôznych pŕıkladov. Pri tejto otázke sme si uvedomili,
že všetky odpovede respondentov možno charakterizovat’ ako formu uvažovania
z rámca pre analýzu spôsobov uvažovania v matematike, ktoŕı prezentovali Sevinc
a kol. (2022)

Tabul’ka 1: Spôsoby argumentovania a dôvodenia

V1 V2 V3 V4 Spolu
Vizualizácia a manipulácia 2 0 2 4 8
Štandardné typy dôkazu 3 1 0 3 7
Kontrapŕıklad 2 0 1 2 5
Empirický dôkaz 2 0 1 2 5
Overovanie správnosti 0 1 0 2 3
Systematické overenie všetkých možnost́ı 0 0 2 0 2

Chceli by sme upozornit’ na to, že štyria respondenti (z troch skuṕın) uviedli,
že ako žiaci nemali skúsenosti s dôvodeńım: ”[učitelia] neodvodzovali [povedali],
že nauč́ıte sa a hotovo“ (V2-S 14 12), ”extrémne to bolo zanedbané“ (V1-S 5 28)

Všimli sme si, že všetci respondenti vo svojej výstupnej karte nad’alej vyjad-
rujú neistotu k dôvodeniu, napr: ”Nie som si istá ani v tom, ako by som mala
učivo žiakom podávat’, nie to ešte dôvodit’ a dokazovat’“. (V1-S 5 EC1). Všetci
však tvrdili, že ich sebadôvera sa počas vyučovania zvýšila. Môžeme vidiet’ aj
vývoj myslenia respondentov v súvislosti s argumentáciou a dôkazmi počas hod́ın,
napŕıklad (S 2) si uvedomil, že ”dovodenie sa nerovná dokazovanie – že dokazo-
vanie je čast’ dôvodenia“ (V4-S 2 EC1), zatial’ čo v rozhovoroch sa k takémuto
rozlǐsovaniu nikto nevyjadril.

Otázka zameraná na zdroje znela nasledovne: “Aké zdroje máte dostupné na
pŕıpravu hodiny a ktoré by ste použ́ıvali najčasteǰsie? Ĺı̌sili by sa vami zvolené
zdroje, keby ste sa chceli zamerat’ na dôvodenie v rámci hodiny matematiky?” Pri
odpovediach na prvú čast’ otázky môžeme vidiet’ (tabul’ka 2), že naši respondenti
chcú v budúcnosti použ́ıvat’ rôzne zdroje.
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Tabul’ka 2: Zdroje dostupné na pŕıpravu hodiny

V1 V2 V3 V4 Spolu
Knižné zdroje 4 4 2 3 13
Pedagogická dokumentácia 0 0 0 4 4
Metodické pŕıručky 0 0 1 2 3
Digitálne zdroje 3 2 2 4 11
Staré zošity 1 2 0 0 3
Starš́ı kolegovia 1 0 0 1 2
Vlastné materiály 1 0 0 3 4

V druhej časti otázky týkajúcej sa zdrojov sa respondenti vyjadrovali vel’mi
podobne ako pri prvej časti preto sme sa rozhodli vytvorit’ nasledovné kódy pre
označenie ich odpoved́ı (tabul’ka 3). Prvý kód tie isté zdroje, zahŕňa tých respon-
dentov, ktoŕı by pri pŕıprave hodiny zameranej na dôvodenie nesiahli po iných
zdrojoch ako spomenuli v predchádzajúcej otázke. Druhý kód aj iné ako skôr
spomenuté zdroje, zahŕňa tých, ktoŕı explicitne spomenuli, že by chceli využ́ıvat’
aj iné zdroje ako napŕıklad odbornú literatúru, zahraničnú literatúru.

Tabul’ka 3: Zdroje pŕıstupné na pŕıpravu hodiny so zamerańım na
argumentáciu

V1 V2 V3 V4 Spolu
Tie isté zdroje 3 3 4 4 14
Aj iné ako skôr spomenuté 3 4 1 2 10

Všetci respondenti si uvedomujú potrebu argumentácie. Výsledky rozho-
voru ukazujú, že respondenti majú vedomosti o rôznych formách argumentácie.
Zdôvodňovanie považujú za nástroj na vysvetlenie toho, ako niečo funguje, za
nástroj, ktorý sa použ́ıva na dosiahnutie porozumenia u žiakov. Zo všetkých
pomenovaných techńık zdôvodňovania by využili predovšetkým vizualizáciu a
manipuláciu, ktoré podl’a nich ul’ahčujú porozumenie. Podobne je potešujúce,
že paleta dôvodenia, o ktorej vedia je dostatočne vel’ká. Každá z ich odpoved́ı
zahŕňala aspoň jednokrokovú dedukciu, čo znač́ı, že respondenti uvažujú na
viac ako úplne základným dôvodeńım. Zdroje, ktoré respondenti spomenuli sú
rozmanité, čo považujeme za dobrý základ do budúcnosti.

Je treba upozornit’ na respondentov, ktoŕı podl’a nich nezažili dôvodenie
na ZŠ/SŠ. T́ıto respondenti vyjadrili pochybnosti o svojej schopnosti začlenit’
uvažovanie do praxe. Ich neistota v použ́ıvańı argumentácie pretrvávala aj počas
hod́ın, čo sme mohli vidiet’ na výstupných kartách. S podobným javom sme sa
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stretli aj u respondentov pilotnej štúdie (Jánošková & Slav́ıčková, 2022) a preto
navrhujeme túto tému na d’aľsie skúmanie.
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Práce s nadanými žáky:
Zp̊usoby obohacováńı výuky

Kateřina J̊uzová1

Cı́lem př́ıspěvku je představit několik zp̊usob̊u, jakými lze obohacovat výuku na-
daných žák̊u. Posluchač̊um bylo představeno několik možných př́ıstup̊u založených
na poznatćıch, které vyplynuly z rešerše literatury na toto téma, kdy jsem hledala
odpověd’ na otázku, jaké metody a formy práce je vhodné využ́ıvat při výuce na-
daných žák̊u. Výstupem př́ıspěvku je inspirace pro učitele matematiky a zaj́ımavé
náměty do praxe.

Úvod
Hlavńı motivaćı k vytvořeńı př́ıspěvku na toto téma bylo rozš́ı̌rit do povědomı́
učitel̊u několik námět̊u na obohacováńı výuky nadaných žák̊u. Tyto náměty byly
založeny na výsledćıch rešerše literatury a následně ověřeny v praxi. V př́ıspěvku
byly prezentovány výstupy jednotlivých činnost́ı a také zhodnoceńı, jak práci
reflektovali samotńı žáci.

Výuku nadaných žák̊u lze modifikovat akceleraćı nebo obohaceńım (Davis
& Rimm, 1998). Akcelerace umožňuje rychleǰśı tempo v prob́ıráńı dané látky,
v př́ıpadě obohaceńı se jedná o daľśı navazuj́ıćı aktivity, kterým se mohou žáci
věnovat po zvládnut́ı učiva. V mé praxi použ́ıvám oba tyto př́ıstupy; jelikož
vyučuji segregovanou skupinu nadaných žák̊u, která učivo často zvládne rychleji
oproti vrstevńık̊um, hledám potom daľśı zp̊usoby, jak výuku obohatit.

Podle Stehĺıkové (2018) je třeba nadaným žák̊um nab́ızet úkoly na r̊uzných
úrovńıch Bloomovy taxonomie a také poskytnout prostor k tomu, aby žáci mohli
využ́ıvat svou kreativitu. Dle Tomlinsona (1995) by měl mı́t učitel připraveno
několik úrovńı, a proto jsem se zaměřila také na gradované úlohy. Stehĺıková
(2018) dále doporučuje využit́ı projektové výuky a zařazováńı aktuálńıch témat
a problémů. Nadaný žák má zájem o širokou paletu témat. Také má velkou
fantazii a originálńı nápady (Laznibatová, 2007). Mnoho z prezentovaných
zp̊usob̊u obohaceńı výuky bylo zaměřeno na to, aby žák̊um umožnilo uplatněńı
těchto dovednost́ı. Dle autor̊u metodiky Tvoř́ıme individuálńı vzdělávaćı plán pro
mimořádně nadaného žáka (2009) je vhodné volit předevš́ım alternativńı obsahy
a zaj́ımavé souvislosti. Ve vzdělávaćım procesu hraje d̊uležitou roli také osobnost
učitele, který by měl s žáky sd́ılet své nadšeńı pro předmět a poznatky předávat
zaj́ımavým zp̊usobem (Leavitt, 2017).

1 Univerzita Karlova, Pedagogická fakulta; juzova.kat@gmail.com
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Hlavńı část
V př́ıspěvku byl nejdř́ıve představen kontext tř́ıdy. Jedná se o skupinu patnácti
mimořádně nadaných žák̊u, kteř́ı jsou v předmětech matematika a český jazyk
vyučováni odděleně. Představené aktivity jsou určeny pro 1. a 2. ročńık základńı
školy.

Bylo ukázáno několik př́ıstup̊u, které byly založeny na výše zmı́něných prin-
cipech a ověřeny v praxi. Prvńım tématem byla práce s knihou. Jednalo se
o možnost využ́ıt mezipředmětových vztah̊u. Na základě přečteného textu v jed-
nom předmětu mohli žáci plnit matematické úlohy, které navazovaly na př́ıběh.
Tyto úlohy byly zároveň na r̊uzných úrovńıch obt́ıžnosti. Žáci tento postup práce
vńımali velmi pozitivně a práce s př́ıběhem se v matematice projevila jako mo-
tivačńı. To lze usoudit např́ıklad z toho, že přestože bylo v nab́ıdce v́ıce obt́ıžnost́ı
k výběru, většina žák̊u chtěla vyřešit všechny nab́ızené úlohy.

Daľśım představeným zp̊usobem obohaceńı byla projektová výuka. Do pro-
jektového vyučováńı v matematice voĺım taková témata, která vycháźı ze zájmu
žák̊u. Jindy voĺım témata, která úzce souviśı s aktuálńım děńım nebo pro-
pojuj́ı svět školy a svět mimo ni. Př́ıklady projekt̊u, které byly prezentovány
v př́ıspěvku, jsou masožravé rostliny, podmořský svět, volby a politická situace,
témata ze světa finanćı, Egypt, lyžováńı. Při zpracováńı projekt̊u se zaměřuji na
to, aby žák̊um byly nab́ızeny úkoly na r̊uzných úrovńıch Bloomovy taxonomie
a také na to, aby měli možnost využ́ıt svou fantazii a kreativitu. Výstupem
projektu bývá nejčastěji poster nebo sb́ırka úloh. Žák̊um také nab́ıźım úkoly,
které pro ně vytvář́ım a tematicky souviśı s aktuálńım projektem.

Jako ukázku uvád́ım úlohy na téma lyžováńı (obr. 1), které byly spojeny
s informacemi o nejprudš́ıch sjezdovkách světa, o zimńıch teplotńıch rekordech
apod. Tyto úkoly pocháźı ze sady 12 úloh, které jsou gradované a umožňuj́ı
tedy žák̊um volbu obt́ıžnosti. Jejich zbarveńı nav́ıc odpov́ıdá označeńı obt́ıžnosti
sjezdovek.

Posluchač̊um bylo dále představeno, jakými zp̊usoby lze obohacovat výuku
pouze s použit́ım učebnice. Jednalo se mimo jiné o laminaci několika pomůcek
k jednotlivým prostřed́ım z matematiky podle Hejného metody. Tyto pomůcky
potom umožňuj́ı, aby žáci vymýšleli daľśı úkoly pro své spolužáky. Pokud je nav́ıc
necháme úlohy vytvářet na zalaminovanou pomůcku, mohou je ostatńı žáci řešit
př́ımo, pomoćı mazaćıho fixu, což učiteli umožńı rychle reagovat v př́ıpadě, že
má nadaného žáka v rámci běžné tř́ıdy.
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Obrázek 1: Ukázky úloh spojených s tématem lyžováńı

Závěr
Metody a formy práce, které byly zmı́něny v úvodńı části, se ukázaly pro praxi
př́ınosné. Žáci na ně reagovali zaujet́ım a v rámci společných reflex́ı hodnotili
tuto práci kladně.

Jako obzvlášt’ motivačńı se ukázaly úkoly, které byly zaměřeny na kreativitu.
Jednalo se např́ıklad o vymýšleńı vlastńıch úloh, kde byli žáci schopni i gradovat
obt́ıžnost. Dále také projektové vyučováńı, které žák̊um umožnilo zabývat se
samostatně jednotlivými problémy.

Jako úskaĺı vńımám to, že aby bylo dodrženo nab́ızeńı alternativńıho obsahu
na r̊uzných úrovńıch Bloomovy taxonomie a aby se jednotlivé úkoly týkaly témat,
která žáky zaj́ımaj́ı, je často na učiteli, aby si podklady vytvářel sám, což je časově
náročné.

Jako učitel nadaných žák̊u často vyhledávám r̊uzné zdroje, ze kterých je možné
čerpat úlohy do hodin matematiky. Obvykle ale postrádaj́ı návaznost na právě
prob́ırané učivo nebo tematicky neodpov́ıdaj́ı zájmům žák̊u.

Ve svém budoućım výzkumu se chci dále zabývat vyhledáváńım r̊uzných me-
tod a forem práce, které mohu v této specifické tř́ıdě v hodinách matematiky
využ́ıt. Zároveň v návaznosti na zpracováńı tohoto př́ıspěvku pro mě vyvstává
nová výzkumná otázka: Jaké zdroje obohacováńı učiva využ́ıvaj́ı učitelé ve výuce
nadaných žák̊u ve své tř́ıdě? Tomuto tématu bych se ráda dále věnovala a źıskala
tak přehled o situaci v jiných školách.
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Losováńı turnaje jako matematický úkol pro
1. stupeň

Hana Kotinová1

Pokud pořádáme turnaj, muśı někdo určit, kdo má s kým hrát a obvykle také
kdo má v partii či zápase zač́ınat. Toto všechno se dá určit pomoćı jednoduché
matematiky (sč́ıtáńı a odč́ıtáńı v oboru do 100 a děleńı dvěma), a dokonce do
toho můžeme zapojit hráče samotné.

Představme si tedy, že pořádáme turnaj ve hře kámen, n̊užky, paṕır pro
běžnou tř́ıdu 26 dět́ı třet́ıho ročńıku. Máme-li na to dostatek času, můžeme si
dovolit turnaj odehrát systémem každý s každým. Jiné turnajové systémy v tuto
chv́ıli nebudeme uvažovat. U hry kámen, n̊užky, paṕır hraj́ı hráči současně a ne-
muśıme řešit, kdo má zač́ınat. Stač́ı tedy dát správně k sobě dvojice hráč̊u tak,
abychom s každým soupeřem hráli jen jednou a vždy hráli všichni. U turnaje
v pexesu už by bylo potřeba u každé dvojice nav́ıc určit, kdo má zač́ınat. Přitom
je nutné, aby počet partíı, kdy hráč zač́ıná a kdy hraje jako druhý, byl přibližně
stejný.

Jednou z možnost́ı jak dvojice určit je použit́ı Schurigových/Bergerových ta-
bulek. Ty jsou dohledatelné na internetu, minimálně pro všechny počty hráč̊u
menš́ı než 20. Nemáme-li ale tabulku po ruce, neńı až tak složité ji vyplnit.
Uvědomme si nejprve pár vztah̊u. Hráč̊u je n. Počet hráč̊u určuje počet kol (k)
a plat́ı, že k = n − 1 pro n sudé a k = n pro n liché. Při lichém počtu hráč̊u
obvykle doplňujeme nehraj́ıćıho hráče a poč́ıtáme tak vždy se sudým počtem.
Spolu hraje v každém kole n

2 dvojic. Můžeme si tedy připravit tabulku, která
bude mı́t n

2 sloupc̊u a k řádk̊u. Tu začneme vyplňovat č́ısly od 1 do k z levého
horńıho rohu, po řádćıch, do každého poĺıčka jedno č́ıslo, po k následuje opět
č́ıslo 1. Takto ṕı̌seme, dokud neńı tabulka celá vyplněná. Ve druhém kroku po-
stupujeme v podstatě stejně, ale vynecháme prvńı sloupec a ṕı̌seme z pravého
dolńıho rohu, opět po řádćıch, směrem nahoru. Ve třet́ım kroku ṕı̌seme č́ıslo n do
prvńıho sloupce, stř́ıdavě vpravo a vlevo. Poté je tabulka hotová (obr. 1), každý
hraje s každým právě jednou, a pokud bychom hráli na začátku zmı́něné pexeso,
bude rozd́ıl mezi počtem partíı, kde hráč zač́ıná a kde hraje druhý, maximálně 1.

Schurigovy tabulky ale muśıme mı́t celé hotové před začátkem turnaje. Já jsem
se jednoho dne pustila do programováńı herńıho serveru a pátrala na internetu
po nějakém šikovném algoritmu na určeńı pár̊u (nebot’ např. vypsat si všechny
tabulky do databáze mi zkrátka nepřǐslo jako ideálńı řešeńı). Našla jsem však v té
době pouze jeden toč́ıćı algoritmus, který se mi také úplně nezamlouval. A tak

1 Česká federace mankalových her; hana.kotinova@mankala.cz
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Obrázek 1: Postupné vyplněńı Schurigovy tabulky pro 6 hráč̊u

jsem si dala několik Schurigových tabulek k sobě a po nějaké době kupodivu
objevila hezké pravidlo.

Pro daný počet hráč̊u (n) si připrav́ıme tabulku (tab. 1) o potřebném počtu
řádk̊u (k) a sloupc̊u

(
n
2
)
. Řádky tabulky si označ́ıme hodnotami 1 až k. Dále

vyplňujeme tabulku takto: v každém řádku vyplńıme všechny dvojice č́ısel, jejichž
součet je roven k + 1. V prvńım řádku taková dvojice neńı, ve druhém a třet́ım
je jedna, a to 1–2 pro druhé kolo, 1–3 pro třet́ı kolo, ve čtvrtém a pátém kole
jsou takové dvojice dvě, a tak dále.

V daľśım kroku vyplňujeme dvojice, jejichž součet je roven n + k. A sa-
mozřejmě použ́ıváme jen v řádku dosud nepoužitá č́ısla. Vyplńıme tedy celý
prvńı řádek, počet vyplněných poĺıček bude v daľśıch řádćıch postupně klesat.
V každém řádku kromě prvńıho nám poté zbyde jedno volné poĺıčko. Dvě č́ısla,
která ještě v řádku chyb́ı, neńı problém určit, ale lze je vyjádřit i matematicky.
Vždycky nám totiž zbyde hráč s nejvyšš́ım č́ıslem, tedy n, a dále v lichém kole
hráč s hodnotou k+1

2 a v sudém kole n+k
2 .

Máme tedy určené dvojice. Nyńı zbývá určit, kdo má zač́ınat. I to se dá
vypoč́ıtat. Plat́ı, že pokud je rozd́ıl č́ısel hráč̊u lichý, zač́ıná hráč s nižš́ım č́ıslem.
Pokud je rozd́ıl č́ısel sudý, zač́ıná hráč s vyšš́ım č́ıslem. Pro hráče s nevyšš́ım
č́ıslem ale plat́ı jiné pravidlo. Pokud hraje hráč s č́ıslem n s hráčem, jehož č́ıslo
je maximálně n

2 , pak zač́ıná hráč s nižš́ım č́ıslem. Pokud je č́ıslo soupeře větš́ı,
než n

2 , zač́ıná hráč s č́ıslem n.
A jak to celé vysvětlit dětem? Předně si je oč́ıslujte. Já jim na festivalu Desko-

hrańı vždycky dávám na krk nebo aspoň do ruky cedulku s č́ıslem. Dı́ky tomu
se také snadněji zapisuj́ı výsledky. Pak je dobré na tabuli napsat d̊uležitá č́ısla,
jako kolik hraje hráč̊u a kolikáté je kolo. A pak už stač́ı jen ř́ıct, že hledáme
dvojice, které dávaj́ı nižš́ı součet (k + 1), nebo vyšš́ı součet (n + k). Vždy se muśı
zač́ıt nižš́ım součtem, v některých kolech lze totiž některá č́ısla spárovat do obou
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Tabulka 1: Určeńı dvojic hráč̊u při 12 hráč́ıch

k k + 1 n + k Tabulka pro 12 hráč̊u
1 2 13 1–12 2–11 3–10 4–9 5–8 6–7
2 3 14 1–2 3–11 4–10 5–9 6–8 7–12
3 4 15 1–3 4–11 5–10 6–9 7–8 2–12
4 5 16 1–4 2–3 5–11 6–10 7–9 8–12
5 6 17 1–5 2–4 6–11 7–10 8–9 3–12
6 7 18 1–6 2–5 3–4 7–11 8–10 9–12
7 8 19 1–7 2–6 3–5 8–11 9–10 4–12
8 9 20 1–8 2–7 3–6 4–5 9–11 10–12
9 10 21 1–9 2–8 3–7 4–6 10-11 5–12
10 11 22 1–10 2–9 3–8 4–7 5–6 11–12
11 12 23 1–11 2–10 3–9 4–8 5–7 6–12

součt̊u a pak by nám kombinace nevyšly. Když se usad́ı všechny dvojice (k + 1),
začnou se usazovat dvojice (n + k). Je-li potřeba, dvojice společně spoč́ıtá, kdo
má zač́ınat. Po dohráńı partie výsledky nahláśı učiteli a ten po dohráńı všech
partíı vyhláśı nové kolo.
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Jezuiti a ich pojatie vyučovania matematiky

Ladislav Kvasz1

Matematika bola ako súčast’ všeobecného stredoškolského kurikula zavedená v prie-
behu 17. storočia Jezuitmi. Vo svojej dobe to bola významná zmena, lebo hu-
manisti 15. a 16.storočia mali k vyučovaniu matematiky skôr odmietavý po-
stoj. Jezuiti, ktorých rád bol založený v obdob́ı štartujúcej Vedeckej revolúcie,
začali matematiku vńımat’ ako nástroj dôležitý pre porozumenie pŕırody a preto
jej vyučovanie urobili súčast’ou svojho školského programu. Ciel’om tejto state je
zhrnút’ poznatky o jezuitskom školstve, ktoré sú relevantné z hl’adiska vyučovania
matematiky. Pokúsime sa ukázat’, že to, čo je zástancami konštruktivistického
pŕıstupu označované ako transmiśıvny štýl vyučovania, má pravdepodobne korene
v jezuitskom pŕıstupe k vyučovaniu matematiky.

Úvod
V didaktike matematiky existuje napätie medzi zástancami a kritikmi konštruk-
tivistického pŕıstupu k vyučovaniu matematiky. Konštruktivisti označujú vyučo-
vaćı štýl tradičnej školy ako transmiśıvne vyučovanie, pri ktorom sa žiakom
predkladajú hotové poznatky, ktoré potom precvičujú na umelých, štandardných
úlohách. Konštruktivisti tvrdia, že žiaci by mali poznatky objavovat’ samostat-
nou prácou a následne využ́ıvat’ pri riešeńı realistických, neštandardných úloh.
Je však pozoruhodné, že k transmiśıvnemu vyučovaniu sa takmer nikto nehlási2.
A nemožno nájst’ ani didaktikov, ktoŕı by transmiśıvne vyučovanie teoreticky
zdôvodňovali. Kritici konštruktivizmu situáciu prezentujú tak, že transmiśıvne
vyučovanie si konštruktivisti vymysleli. Obraz transmiśıvneho vyučovania je však
v literatúre tak rozš́ırený, že je nepravdepodobné aby šlo o výmysel.

V predkladanom článku sa pokúsime o analýzu raného obdobia vyučovania
matematiky, kedy pre transmiśıvne vyučovanie existovali dôvody. Na mysli máme
jezuitské školstvo, ktoré vzniklo v 16. storoč́ı a následne ovládalo vyučovanie vo
vel’kej časti Európy. Boli to Jezuiti, ktoŕı do všeobecného stredoškolského kurikula
zaradili matematiku a tak vytvorili prvý pŕıstup k vyučovaniu matematiky3.
1 Univerzita Karlova, Pedagogická fakulta a Filosofický ústav Akademie věd ČR; Ladislav.Kvasz@pedf.cuni.cz
2 Jedinou výnimkou sú snád’ zamestnanci súkromnej firmy, nazvanej Pedagogické Laboratórium, ktoŕı v rozho-

voroch niekedy prehlasujú, že vyučovanie by sa malo opierat’ o naučené poznatky. Ale, tieto tézy sa týkajú
vyučovania vo všeobecnosti a ich autori asi nemali na mysli vyučovanie matematiky, ktoré je špecifické v dôsledku
epistemickej bĺızkosti matematiky (pozri Kvasz, 2016, s. 19). Okrem toho tu pravdepodobne ide o marketingový
t’ah poč́ıtajúci s nespokojnost’ou časti verejnosti s poklesom faktografických znalost́ı žiakov a nie o empiricky
podloženú koncepciu vyučovania.

3 Podl’a niektorých autorov zakladatel’om didaktiky matematiky je Sokrates, a Platónov dialóg Menón je prvým
textom reflektujúcim učenie sa matematiky (Freudenthal, 1973, s. 99). Ale vyučovanie matematiky je u Platóna
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Našou tézou je, že spôsob vyučovania matematiky, ktorý Jezuiti vo svojich školách
zaviedli, je možné označit’ za transmiśıvny. Ked’ bol roku 1773 Jezuitský rád
zrušený, organizáciu školstva prevzal absolutistický štát, zdá sa, že ju prevzal
spolu s transmiśıvnym pŕıstupom k vyučovaniu matematiky, ktoré sa v priebehu
19. storočia stalo súčast’ou školskej praxe. Rôzne školské reformy sa spravidla
týkali obsahu vyučovania a organizácie škôl, kým transmiśıvny štýl vyučovania
matematiky ostal nedotknutý. Ak je tento výklad pôvodu transmiśıvneho štýlu
vyučovania matematiky správny, ukazuje, že konštruktivisti majú pravdu v tom,
že na tento štýl v školách stále narážajú, a kritici konštruktivizmu zas majú
pravdu v tom, že sa k tomuto štýlu nikto nehlási a nie je ani teoreticky ukotvený,
takže nemožno nájst’ zástancov transmiśıvneho vyučovania matematiky.

Aby sme pochopili, prečo Jezuiti zaviedli vo vyučovańı matematiky trans-
miśıvny pŕıstup, pripomenieme si okolnosti za ktorých matematiku začlenili do
kurikula, ako aj hodnoty a ciele, ktoré pritom sledovali. Pokúsime sa ukázat’,
že konflikt medzi konštruktivistickým a transmiśıvnym pŕıstupom k vyučovaniu
matematiky je konfliktom týkajúcim sa týchto hodnôt a ciel’ov. Ak je náš
výklad správny, možno aspoň do určitej miery konflikt medzi konštruktivistickým
a transmiśıvnym pŕıstupom k vyučovaniu matematiky chápat’ ako konflikt me-
dzi hodnotami (sekularizovanej podoby) jezuitskej spirituality a hodnotami
duchovnej kultúry matematickej tvorby. Jezuitská spiritualita bola založená
na hodnotách ako je discipĺına a poslušnost’ voči autorite, a ciel’om jezuitského
vyučovania bolo zvnútornenie všeobecne platných (zjavených) právd (krest’anskej
viery). Naproti tomu duchovná kultúra matematickej tvorby spoč́ıva na hod-
notách kognit́ıvnej autonómie a racionálnej argumentácie a ciel’ vyučovania vid́ı
v kritickom postoji k akýmkol’vek autoritám.

Ked’ sa po Tridentskom koncile Jezuiti podujali na nel’ahkú úlohu sta-
bilizovat’ európsku spoločnost’ rozvrátenú náboženskými vojnami, ako jeden
z hlavných prostriedkov (vedl’a kazatel’skej a spovednej činnosti) použili školstvo.
Ale spoločenská situácia v ktorej Jezuiti školstvo organizovali vyžadovala založit’
školy na hodnotách bezpodmienečnej akceptácie katoĺıckeho učenia, emocionálnej
identifikácie so symbolmi krest’anstva, vedomej sebadiscipĺıny a poslušnosti voči
autoritám. Tieto hodnoty umožnili zvládnut’ úlohu, ktorou ich poveril pápež
a prispiet’ ku konsolidácii (či rekatolizácii) časti európskej spoločnosti.

Predložený článok má tri časti. V prvej poṕı̌seme vznik a organizáciu jezu-
itského školstva. V druhej si pribĺıžime proces, akým bola do jezuitského školstva
integrovaná výuka matematiky. Nakoniec sa pokúsime ukázat’, že transmiśıvny

iba prostriedkom na predstavenie jeho teórie poznania, a okrem stručného úryvku sa didaktike matematiky
nevenuje. Preto za prvý dokument, ktorý sa venuje vyučovaniu matematiky, aj ked’ opät’ iba v niekol’kých
odstavcoch, je jezuitské Ratio Studiorum z roku 1599.
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pŕıstup je sedimentovanou formou sekularizovanej podoby jezuitského pŕıstupu
k vyučovaniu matematiky.

1. Vznik a organizácia jezuitského školstva
Ignácio Lopes de Loyola (1491–1556) založil roku 1534 Societas Jesu, ktorá bola
roku 1540 potvrdená pápežom Pavlom III bulou Regimini militantis ecclesiae.
V nej bola povolená činnost’ rádu s obmedzeńım počtu na šest’desiat členov (Bob-
ková-Valentová, 2006, s. 17). Roku 1550 v bule Exposcit debitum pápež Július
III toto obmedzenie zrušil a tak bolo treba rozhodnút’, akým smerom sa bude
spoločenstvo uberat’. Bola zvolená cesta poslušnosti a pevnej discipĺıny, ktorej
museli ustúpit’ prejavy askézy a sebatrýznenia, typické pre počiatky rádu. Ako
uvádza Audrey Price ”zakladajúci členovia Spoločnosti vedenej Ignáciom z Loy-
oly, chceli založit’ misionársku skupinu na podporu krest’anstva vo Svätej Zemi.
Ale v zakladajúcej bule z roku 1540 pápež žiadal od nového rádu, aby podporoval
vieru v Európe, kde sa š́ırili protestantské náboženstvá. Nový rád vzdelaných ka-
toĺıckych kazatel’ov by posilnil a podporil katoĺıcku reformu. . . Jeho členovia mali
predovšetkým vzdelávat’ chlapcov a nevzdelané osoby v poznańı krest’anského
učenia, desiatich prikázańı a d’aľśıch takýchto prvkov, ako bude vhodné“ (Price,
2016, s. 31). Jezuiti pochopili pápežove slová ako výzvu k tomu, aby začali
vyučovat’ a verili, že ”d’aľsie takéto vhodné prvky“ sú gramatika a rétorika. Je-
zuiti tak ”prijali vyučovanie ako svoje misionárske poslanie, ktorého ciel’om bolo
vychovávat’ dobrých katoĺıckych občanov“ (Price, 2016, s. 32).

Ako ṕı̌su Silvio Luiz Britto a Arno Bayer ”v začiatkoch vyučovanie nepatrilo
medzi projekty Spoločnosti. Ignatius de Loyola sa vyjadroval ohl’adne vyučovania
zdržanlivo. Rád Jezuitov založil aby jeho členovia boli slobodńı v zmysle ”pero-
nia peragrare“ (kto prechádza okolo všetkého), avšak keby viedli školy, boli by
pripútańı. Ale niekol’ko rokov po založeńı rádu už vyučovanie bolo jedným z jeho
hlavných poslańı“ (Britto & Bayer, 2017, s. 926–927). Prvé školy Jezuiti zakla-
dali už v 40-tych rokoch 16. storočia, pričom ich budovali ako zariadenia určené
na výchovu členov Spoločnosti. Prvé pedagogické a organizačné skúsenosti tak
členovia rádu źıskavali po založeńı kolégíı v Gandii v Španielsku roku 1546 pod
záštitou miestneho vojvodu, v Messine na Sićılii roku 1548 a Collegio Romano
v Rı́me roku 1551.

Po krátkej dobe svoje školy otvorili aj pre študentov mimo rádu. Ked’že Je-
zuitské školy poskytovali bezplatné vzdelanie, miestne komunity ich väčšinou
v́ıtali. Roku 1556, roku smrti Ignácia, bol počet jezuitských škôl 35. Štyridsat’ ro-
kov neskôr, roku 1596 ich počet vzrástol na 245. O devätnást’ rokov neskôr, roku
1615 ich počet bol už 372 (Smolarski, 2002, s. 448) a roku 1749 viedli 669 kolégíı
a 24 univerźıt (Diaz, 2006, s. 19). Teda spočiatku Jezuiti zakladali 5 škôl ročne.
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To vyvolalo potrebu dat’ školám normy, ktoré by usmerňovali ich aktivity. Za
týmto účelom vydal rád Ratio atque Institutio Studiorum Societatis Iesu, bežne
známe ako Ratio Studiorum.

Ratio Studiorum bolo schválené roku 1599, teda 45 rokov po smrti zaklada-
tel’a rádu a 56 rokov po založeńı prvého kolégia. Oficiálne schválený dokument
bol tret’ou verziou, dve predchádzajúce neoficiálne verzie boli vytlačené v rokoch
1586 a 1591 a rozposlané do všetkých provincíı spoločnosti na diskusiu a pripo-
mienkovanie. Takže finálna verzia bola výsledkom trinástich rokov diskusíı a je
dielom druhej generácie členov rádu.4 Jezuitské školstvo možno charakterizovat’
pomocou”cura personalis“ (starostlivost’ o individuálnu osobu) pri ktorej si učitel’
vytvára osobný vzt’ah s jednotlivými študentami, načúva im a vedie ich k ini-
ciat́ıve a zodpovednosti za štúdium (Diaz, 2006, s. 23). Štúdium sa má opierat’
o skúsenost’ žiaka, na ktorú má nadviazat’ jej reflexia, ktorá má vyústit’ v prijatie
rozhodnut́ı.

Vyučovanie v nižš́ıch ročńıkoch jezuitských škôl bolo zamerané na zvládnutie
akt́ıvneho použ́ıvania latinského jazyka jeho záver bol zameraný na výuku
teológie s ciel’om vychovat’ vrstvu vzdelaných kazatel’ov a kňazov. ”Učitel’stvo
patrilo k prechodným povolaniam, ktoré vykonávali predovšetkým mlad́ı členovia
rádu, pre ktorých to často predstavovalo len krátku zastávku na ceste za
d’aľsou kariérou. (. . . ) Existovala však istá relat́ıvne malá skupina l’ud́ı, ktoŕı
sa vzdelávaniu a výchove mládeže v určitej forme venovali trvale. Určitý čas
vyučovali (väčšinou 5 až 10 rokov) a potom sa stávali školskými prefektmi“
(Bobková-Valentová, 2006, s. 68). Jorge Alberto Molina ṕı̌se: ”Len málo Jezuitov
malo záujem o učenie matematiky v školách a kolégiách. Často, v prvej polovici
sedemnásteho storočia, učitel’om matematiky bol novic, ktorý, po vyučovańı ma-
tematiky po dobu dvoch rokov, vstúpil do teologickej formácie a už nikdy viac
nemal nič do činenia s matematikou, uvol’niac miesto aby d’aľśı učitel’ prevzal
jeho miesto. Avšak v druhej polovici storočia, v dôsledku nedostatku učitel’ov,
učitelia matematiky začali ostávat’ vo svojich poźıciách po dlhšie obdobie“ (Mo-
lina, 2019, s. 51). ”Učitel’ mal v podstate tri základné úlohy: viest’ žiakov ku
zbožnosti, naučit’ ich čo možno najlepšie latinčine a udržiavat’ v škole poriadok“
(Bobková-Valentová, 2006, s. 76). To ukazuje, že aj ked’ vyučovanie bolo jedným
z hlavných poslańı rádu, v očiach väčšiny Jezuitov len zriedka dosiahlo význam
porovnatel’ný s činnost’ou misijnou, kazatel’skou či spovednou.

Jezuitské školstvo vzniklo spojeńım dvoch trad́ıcíı. Prvou z nich bola trad́ıcia
talianskeho humanistického školstva, ktoré bolo zamerané na štúdium kla-
sických latinských autorov ako Cicero, a kládlo si za ciel’ vychovat’ kultivovaných
a spoločensky zodpovedných občanov. Druhou bola trad́ıcia scholastického uni-

4 Rád sa tak snažil normy formulovat’ až na základe viacročnej praxe a dôkladnej diskusie. Dnes máme tendenciu
normy formulovat’ na samom začiatku reforiem.
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verzitného vzdelania, modelovaného podl’a vzoru Paŕıžskej univerzity (na ktorej
sám Ignácio strávil sedem rokov od 1528 do 1535), zameraného predovšetkým
na štúdium aristotelovskej filozofie a tomistickej teológie. Podl’a Chikaru Sa-
sakiho ”Jazuiti zdôrazňovali a plne inštitucionizovali humanistické vzdelávanie
vedl’a scholastických discipĺın predovšetkým preto, aby mohli sút’ažit’ s d’aľśımi
výchovnými inštitúciami, predovšetkým tými, ktoré viedli protestanti“ (Sasaki,
2003, s. 32). Medzi uvedenými trad́ıciami existovalo napätie, ked’že filozofické
a teologické texty scholastických autorov neboli ṕısané vytŕıbeným štýlom a kla-
sicḱı autori ako Cicero nehlásali hodnoty, na ktorých bola postavená krest’anská
teológia. Zdá sa, že Jezuiti tento rozpor riešili tak, že pŕıslušné oblasti štúdia
radili za sebou – žiaci napred prechádzali štyri až šest’ročným štúdiom gra-
matiky a rétoriky, po ktorom prichádzalo trojročné štúdium filozofie, na ktoré
nadväzovalo štvorročné štúdium teológie. Študenti tak vlastne nikdy neboli kon-
frontovańı rozpormi medzi ideálmi humanistickej kultivovanosti, antickej filozofie
a krest’anskej teológie.

2. Jezuitské pojatie vyučovania matematiky
Ako ṕı̌se Dennis Smolarski, Societas Jesu vznikla v rovnakom čase ako Vedecká
revolúcia. Roku 1543 vyšli Koperńıkove De Revolutionibus Orbium Coelestium,
ktoré priniesli obrat v chápańı vesmı́ru. V roku 1543 vyšli aj Vesaliove De Fab-
rica Humani Corporis, ktoré priniesli zásadný obrat v anatómii. O dva roky
neskôr vyšli Cardanove Artis Magnae Sive de Regulis Algebraicis, ktoré zname-
nali prevrat v algebre. Takže v rozpät́ı dvoch rokov boli publikované tri diela,
prelamujúce hranice poznania, ktoré renesančná veda zdedila z antiky.

2.1 Jerónimo Nadal a zahrnutie matematiky do jezuitského kurikula

”Ignácio de Loyola, odkazujúc explicitne k matematike, naṕısal: a tiež matema-
tika muśı byt’ rozv́ıjaná so striedmost’ou. Čo znamená ”so striedmost’ou“ v tomto
kontexte? Že matematika by nemala byt’ rozv́ıjaná pre ňu samotnú. . . ale ako
prostriedok pre dosiahnutie poznania posvätných právd“ (Molina, 2019, s. 53).
Záujem o matematiku bol pŕıtomný od prvých jezuitských kolégíı, predovšetkým
toho v Messine, kde Jerónimo Nadal (1507–1580), bĺızky druh Ignácia, zavie-
dol povinné vyučovanie matematiky po dobu dvoch rokov. (Britto & Bayer,
2017, s. 931). Nadalov vklad bol dôležitý aj pri formovańı Collegio Romano, kde
bolo matematike venovaných pät’ semestrov. Collegio sa zanedlho stalo vlajkovou
lod’ou celého jezuitského školstva.

Podl’a Audreya Pricea ”nie je jasné prečo tvorila matematika tak dominantnú
čast’ raného kurikula, ale je pravdepodobné, že matematika dávala jezuitom
výhodu nad ostatnými školami. Jerónimo Nadal bol architektom za pôvodným
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matematickým kurikulom v jezuitských školách. (. . . ) Uvedomoval si kompe-
tit́ıvnu výhodu, ktorú matematika dáva jezuitským školám a preto využil svoje
kvalitné matematické vzdelanie aby vytvoril kurikulum, v ktorom bola mate-
matika braná skôr ako odvetvie filozofie, než ako nižšia discipĺına. Matema-
tika totiž nebola všeobecne vyučovaná v nižš́ıch latinských školách, ale kvôli jej
užitočnosti bol po nej dopyt, predovšetkým v komunitách, ktoré pozývali Jezu-
itov, aby vyučovali aj synov triedy obchodńıkov a nielen synov šl’achty. L’udové
školy ponúkali výuku praktickej aritmetiky synom triedy obchodńıkov, ale tieto
školy nevyučovali latinčinu. (. . . ) Začleneńım matematiky do latinského kurikula
Jezuiti ponúkli to najlepšie z oboch svetov, pričom ich rané kurikulum zahŕňalo
aj praktickú aritmetiku“ (Price, 2016, s. 32–33).

Začlenenie matematiky do klasického kurikula bolo významnou inováciou,
ktorá však medzi členmi rádu vyvolala opoźıciu. Mnoh́ı si mysleli, že výuka ma-
tematiky by sa mala obmedzit’ na mieru, ktorá je potrebná pre výuku teológie,
v ktorej videli hlavné poslanie jezuitských škôl. To bolo v zhode s názormi
zakladatel’a rádu, podl’a ktorého mala byt’ teológia vyvrcholeńım vyučovania
v kolégiách. Ignácio považoval vedy iba za prostriedok na ceste ku štúdiu teológie,
ktorá predstavovala hlavný ciel’ vyučovania. Tento názor nakoniec prevládol pri
finálnej formulácii Ratia Studiorum.

2.2 Cristopher Clavius a zahrnutie matematiky do Ratia Studiorum

Christopher Clavius (1538–1612) pochádzal z nemeckého mesta Bamberg. Do
jezuitského rádu bol prijatý roku 1555 samotným Ignáciom a onedlho začal
študovat’ na univerzite v portugalskej Coimbre. Roku 1563 sa vrátil do Ŕıma
a začal vyučovat’ matematiku na Collegio Romano (dnes známom ako Gre-
goriánská univerzita), kde bol profesorom matematiky po dobu vyše 45 rokov.
Bol autorom rady učebńıc matematiky, ktoré vyšli v mnohých vydaniach a boli
použ́ıvané v jezuitských školách po celom svete. V nich zaviedol použ́ıvanie x
na označenie neznámej veličiny, symbol pre druhú odmocninu, desatinnú bodku
v zápise č́ısel a zátvorky pri zápise algebraických výrazov. Aj ked’ tieto kon-
vencie nevynašiel, ale iba zvolil jednu z alternat́ıv použ́ıvaných v 16. storoč́ı,
vd’aka širokému použ́ıvaniu jeho učebńıc v jezuitských školách sa jeho označenia
presadili (Smolarski, 2002, s. 455).

Clavius zohral kl’́učovú rolu pri reforme kalendára. Katoĺıcka cirkev uskutočnila
reformu kalendára za pápeža Gregora XIII za pomoci matematikov pod Cla-
viovým vedeńım. Gregoriánsky kalendár bol vyhlásený roku 1582. Vysvetlenie
výpočtov použitých pri jeho zostaveńı možno nájst’ v knihe Novi Calendaris
Romani Apologia, ktorú Clavius vydal roku 1590, o rozsahu 800 strán. Clavius
rozumel významu matematického vzdelania a zdôrazňoval jeho potrebu tvárou
v tvár kultúre, vládnucej na talianskych univerzitách, vrátane Collegio Romano,
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podl’a ktorej matematika nie je skutočnou vedou, lebo nehovoŕı o pŕıčinách javov.
Aj ked’ Clavius nebol členom komisie, ktorá pripravovala Ratio Studiorum, pri-
pravil dva dokumenty týkajúce sa vyučovania matematiky, č́ıtané členmi komisie,
pripravujúcej prvú verziu Ratia, vydanú roku 1586 (Smolarski, 2002, s. 450).

Prvý dokument, nazvaný Metóda rozv́ıjania matematických discipĺın v školách
Spoločnosti, obsahuje kritiku učitel’ov filozofie za to, že u mnohých členov
Spoločnosti majú matematické discipĺıny malú prest́ıž, pretože t́ıto učitelia
tvrdia, že matematické discipĺıny nie sú skutočné vedy. Podl’a Clavia bez ma-
tematiky nemôžeme porozumiet’ väčšine fyzikálnych javov, vrátane astronómie,
pŕılivov, komét a dúhy.5 V druhom dokumente O vyučovańı matematiky Clavius
poukázal na potrebu dobre pripravených učitel’ov matematiky. Oba dokumenty
boli zohl’adnené v Ratiu z roku 1586, podl’a ktorého mali všetci žiaci študovat’
matematiku jeden a pol roka a na kolégiách mali byt’ vytvorené akadémie pre
osem až desat’ žiakov, aby sa mohli zaoberat’ matematikou nad tento rámec
a pripravovat’ sa na dráhu učitel’a matematiky. Takáto akadémia bola zriadená
na Collegiu Romanum.

Claviove argumenty pre zaradenie matematiky do všeobecného kurikula boli
dvoch druhov – teoretické a praktické. Ako praktický argument sa uvádza
úspech jezuitského misionára Mattea Ricciho, ktorý študoval u Clavia mate-
matiku v rokoch 1572–1577. Roku 1586 na misijnej ceste v Č́ıne urobil svojimi
matematickými znalost’ami hlboký dojem na členov cisárskeho dvora. Preložil
dve Claviove učebnice matematiky do č́ınštiny a umožnil Č́ıňanom poznat’ Euk-
lida. Matematika mu tak otvorila dvere do najvyšš́ıch kruhov, čo pomohlo jeho
misionárskemu poslaniu. Ako teoretický argument možno uviest’ to, že ”podl’a
mnohých matematikov, vrátane Clavia, abstraktná povaha matematiky bola
obzvlášt’ dôležitá, pretože matematika bola jediným predmetom, s výnimkou
teológie, ktorá má absolútne isté poznanie. (. . . ) Kým filozofi sa sporili ohl’adne
každého detailu svojho oboru, všetci matematici sa zhodli, že Euklidove pos-
tuláty sú platné. (. . . ) Istota matematiky ju spájala s teológiou a kládla ju nad
filozofiu v hierarchii discipĺın“ (Price, 2016, s. 37). K tomuto argumentu sa pojil
d’aľśı, podl’a ktorého je ”určitý pŕıpravný program matematiky potrebný pre
porozumenie Aristotelových Druhých Analyt́ık, ktoré sú bez určitej zbehlosti
v matematike, nepochopitel’né“ (Molina, 2019, s. 51).

Niektoŕı moderńı učenci vńımajú verziu Ratia z roku 1586 za radikálny do-
kument, v ktorom je matematika postavená na roveň ostatných univerzitných
discipĺın (ako logika, fyzika a metafyzika) a je jej prisúdený význam do tej doby
neslýchaný na talianskych univerzitách (Smolarski, 2002, s. 452). Avšak táto prvá
verzia, zdá sa, bola pre mnohých jezuitov pŕılǐs radikálna. Španielsky jezuita En-

5 Tento Claviov argument dnes poznáme vo formulácii od Galilea, podl’a ktorej je kniha pŕırody naṕısaná v jazyku
matematiky (Galilei, 1623, s. 126). Clavius tak predbehol Galilea o 47 rokov.
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rique Enriquez dal podnet španielskej Inkviźıcii, pretože sa mu zdalo, že text
Ratia je v rozpore s učeńım Tomáša Akvinského. Táto okolnost’ ako aj odpor
voči matematike zo strany väčšiny akademikov 16. storočia mal za následok, že
pasáže týkajúce sa matematiky majú v konečnom zneńı Ratia z roku 1599 iba
štvrtinový rozsah voči zneniu z roku 1586. Boli vypustené pasáže venované ob-
hajobe vyučovania matematiky a text neurčuje rozsah, v akom by sa žiaci mali
matematike venovat’.6

Nakoniec sa presadil model, pri ktorom sa žiaci venovali matematike pól roka
v druhom roku štúdia filozofie v rozsahu troch štvrt́ın hodiny denne. Z toho
prvé dva mesiace boli venované štúdiu Euklidových Základov, po ktorých učitel’
pridal d’aľśı predmet, napŕıklad geografiu, astronómiu alebo praktickú matema-
tiku, ktorý sa obdeň striedal so štúdiom Euklida. Okrem toho raz za mesiac
alebo raz za dva mesiace niektorý zo študentov pred zhromaždeńım študentov
školy predviedol riešenie nejakého slávneho problému. Podl’a Petra Deara tým

”Jezuiti vyzdvihli kvadŕıvium z jeho pôvodného propedeutického miesta medzi
artistickými predmetmi do druhého alebo tretieho roka pokročilého trojročného
filozofického kurzu, kde bolo zvyčajne vyučované vedl’a fyziky alebo metafyziky
(po ročnom štúdiu logiky). Presný vzt’ah matematiky a filozofie bol však predme-
tom sporov, a to ako pred tak aj po začleneńı matematických štúdíı do oficiálneho
jezuitského kurikula“ (Dear, 1995, s. 35). Aj napriek zásadnému okresaniu roz-
sahu štúdia matematiky, aj finálna verzia Ratia predpisovala štúdium Euklida
vo všetkých školách. Preto ”najvýznamneǰśım Claviovým odkazom je, že pre-
svedčil autorov finálnej verzie Ratia Studiorum, aby zaradili matematiku ako
predmet vyučovaný na všetkých jezuitských školách“ (Smolarski, 2002, s. 454).
Ratio predpisovalo všetkým kolégiám spravovaným Spoločnost’ou jednotné kuri-
kulum a obsahovalo koherentný systém ciel’ov spolu s prepracovaným systémom
metód na ich dosiahnutie. Aj ked’ formácia Jezuitov spoč́ıvala v humanitných
discipĺınach, vo filozofii a teológii, pŕırodné vedy a matematika zaberali v ich
školách významné miesto.

O význame, ktorý Jezuiti pripisovali matematike, svedč́ı skutočnost’, že na
viacerých kolégiách systematizovali miesta pre učitel’ov, ktoŕı sa špecializovali
na výuku matematiky. Takéto miesta boli vytvorené napŕıklad v Prahe r. 1556,
Koĺıne nad Rýnom r. 1559, vo Viedni r. 1560, v Mainzi r. 1566, v Grazi r. 1582,
v Olomouci a Würzburgu r. 1590 a mnohých d’aľśıch, medzi nimi v La Fléche
r. 1608, v Toulouse r. 1615, v Paŕıži r. 1620 (Sasaki, 2003, s. 43).

6 Tu vidno ako jezuiti riešili konflikt, ktorý nastal medzi členmi Spoločenstva. Miesto toho, aby jedna strana
prevalcovala druhú, spornú pasáž z dokumentu radšej vypustili a schválili minimalistický text, na ktorom sa
dokázali zhodnút’.
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2.3 Jezuitský pŕıstup ako chýbajúci článok v klasifikácii Paula Ernesta

Jezuiti prijali vyučovanie za svoje poslanie s ciel’om vychovat’ dobrých katoĺıckych
občanov. Paul Ernest v knihe The Philosophy of Mathematics Education (Er-
nest, 1991, s. 137–216) uvádza pät’ základných intelektuálnych a morálnych
poźıcíı vo vyučovańı matematiky, ktoré označuje ako five educational ideologies
(pät’ ideológíı vzdelávania): 1. priemyselný tréner, 2. technologický pragmatik,
3. starý humanista, 4. progreśıvny edukátor a 5. verejný edukátor. Jeho klasi-
fikácia umožňuje reflektovat’ situáciu v školstve bez toho, aby sme ju vńımali ako
polarizovanú do dvoch táborov, ako sa to u nás často stáva (vid’ Š́ıp, 2019).

Je zauj́ımavé pokúsit’ sa z pohl’adu Ernestovej klasifikácie pozriet’ na náplň
a étos jezuitského školstva. Dôraz na humanistické vzdelanie a klasické jazyky
vylučuje zaradenie Jezuitov medzi priemyselných trénerov či technologických
pragmatikov (aj keby sme tieto kategórie prispôsobili reáliám doby). Ale na dru-
hej strane zaradenie matematiky do kurikula ich vylučuje aj z kategórie starých
humanistov. Zdá sa, že jezuitské školstvo si vyžaduje vytvorit’ samostatnú ka-
tegóriu, niekde na rozmedźı starého humanistu (od ktorého Jezuiti prevzali čast’
osnov gramatického a rétorického stupňa svojho kurikula) a technologického
pragmatika. Nie že by v 16. storoč́ı mali technológie nejaký zásadneǰśı význam,
ale mot́ıvy Jezuitov pre zavedenie matematiky do škôl boli pragmatické. Ciel’om
Jezuitov nebolo ani rozv́ıjat’ mysel’ diet’at’a ani trénovat’ praktické zručnosti, ale
vychovat’ dobrého, katoĺıckeho občana. Ked’ pŕıvlastok katoĺıckeho (ktorý je do-
bovo podmienený) nahrad́ıme slovkom demokratického (ktoré je sekularizovanou
podobou ich hodnotového zamerania a označuje občana, ktorý sa vnútorne iden-
tifikuje so zákonmi a normami spoločnosti, rozumie im a dokáže ich obhájit’ proti
argumentom druhej strany – ktorú v očiach Jezuitov predstavovali protestanti
a dnes sú to skôr rôzne formy totalitarizmu), dostávame prepracovanú koncepciu
školstva, ktorá by v dialógu rôznych filozofiı výchovy mala zazniet’.

Našim návrhom je vziat’ Ernestovu klasifikáciu ako nástroj historickej analýzy,
teda nevńımat’ ju ako opis britskej reality devät’desiatych rokov minulého storočia,
ale ako pŕıstup umožňujúci vńımat’ rôzne prúdy vyučovania matematiky. Navrhu-
jeme teda Ratio Studiorum vńımat’ ako dokument prezentujúci určitú vzdelávaciu
ideológiu, ktorá predstavuje šiesty prvok klasifikácie Paula Ernesta.

3. Transmiśıvny pŕıstup ako jezuitský pŕıstup k vyučovaniu
Ked’ sa zameriame na spôsob vyučovania v jezuitských školách, Kateřina Bob-
ková-Valentová opisuje spôsob vyučovania v nižš́ıch ročńıkoch gramatického
štúdia na pŕıklade vyučovania Cicerových listov slovami: ”Učitel’ najprv latinsky
preč́ıtal celý dopis alebo jeho úryvok a v materčine študentov krátko zhrnul jeho
obsah. Potom text prekladal doslova. Potom upozornil na už prebrané gramatické
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javy, ktoré sa v texte objavujú a jedno pravidlo jednoduchou latinčinou zhrnul.
Nakoniec znova preložil slov́ıčka. Z celého výkladu si žiaci zapisovali iba zhrnutie
obsahu úryvku. Z tohoto pŕıstupu zretel’ne vid́ıme, že č́ıtanie, obzvlášt’ u rudi-
mentaristov [žiaci nižš́ıch ročńıkov gramatického štúdia] slúžilo predovšetkým
k rozširovaniu slovnej zásoby“ (Bobková-Valentová, 2006, s. 82, zvýraznenie LK).

Dnešný čitatel’ tu jasne vid́ı prvky transmiśıvneho vyučovania – učitel’ je no-
sitel’om aktivity, žiaci si iba zapisujú, čo im učitel’ povedal. Našim ciel’om nie
je kritika jezuitského spôsobu vyučovania – vzhl’adom k tomu, že učitel’ mal
v triede v priemere 80 až 100 žiakov, asi ani nemohol postupovat’ inak. Navyše
pri vyučovańı latinčiny, teda mŕtveho jazyka, je transmiśıvne vyučovanie možno
prijatel’né (aj ked’ výuka jazykov je dnes od transmiśıvneho vyučovania značne
odlǐsná). Ide nám skôr o konštatovanie skutočnosti, že Jezuitské školstvo bolo
v dôsledku rôznych okolnost́ı (vel’ký počet žiakov v triedach, výuka mŕtveho ja-
zyka ako aj skutočnost’, že vyučovanie tvorilo často iba krátku epizódu v živote
členov rádu) prevažne transmiśıvne a je pravdepodobné, že tento štýl prenieslo
aj na vyučovanie matematiky. Preto je prirodzené predpokladat’, že jezuitská
výuka matematiky bola transmiśıvna. Ale transmiśıvna bola nie preto, že by
existovala teória transmiśıvneho pŕıstupu k výuke matematiky a Jezuiti by sa
k tejto teórii hlásili. Transmiśıvny štýl vyučovania matematiky sa presadil v je-
zuitských školách preto, lebo vzhl’adom na okolnosti, za akých jezuitské školstvo
vznikalo, to bolo to najjednoduchšie a najprirodzeneǰsie riešenie. Clavius sa usilo-
val o skvalitnenie vyučovania matematiky tým, že na Colegium Romanum založil
špeciálnu akadémiu, ktorá pripravovala mladých jezuitov na dráhu učitel’a ma-
tematiky. Tým źıskala matematika na jezuitských kolégiách významné postave-
nie. Vyučovali ju učitelia, ktoŕı prešli špeciálnou pŕıpravou, podobne ako učitelia
teológie, kým ostatné predmety mohol vyučovat’ prakticky každý člen rádu.

Popis jezuitských metód vyučovania konč́ı Bobková-Valentová slovami: ”i s o-
hl’adom na samu podstatu matematiky nemohol výklad počtov prebiehat’ rov-
nakým spôsobom ako výuka latinčiny. Namiesto prednášania a diktovania pra-
vidiel spoč́ıvalo t’ažisko vyučovania v jednoduchom výklade a predovšetkým v
praktických počtových pŕıkladoch, predvádzaných na tabuli. Výuka sa tak dost’
podobala dnešnej hodine matematiky“ (Bobková-Valentová, 2006, s. 86). Po-
sledná veta vyjadruje tézu našej state – v istých aspektoch, predovšetkým v trans-
miśıvnom štýle, je naša škola dedičkou jezuitskej trad́ıcie. Jezuiti si neefekt́ıvnost’
transmiśıvneho vyučovania uvedomovali a preto vyučovanie latinčiny spestrovali
nácvikom divadla, ktoré raz ročne každá trieda predviedla pred celou školou. Ale
predmetom našej state nie je jezuitské školstvo, ktoré bolo po didaktickej stránke
určite bohatšie než ako pripúšt’a transmiśıvny štýl vyučovania. Naš́ım ciel’om bolo
ukázat’, že jezuitská škola bola transmiśıvna, a že tento štýl vyučovania pravdepo-
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dobne prešiel po zrušeńı jezuitského rádu a zoštátneńı jezuitských škôl do nášho
novodobého školstva.
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Interakce mezi učitelem a žákem;
Z Arch́ıvu Vı́ta Hejného

Milena Kvaszová1

Ve svém článku se zabývám komunikaćı mezi učitelem a žákem. Zaměřuji se
na to, v čem Vı́t Hejný spatřuje rozd́ıly mezi postojovou strategíı vyučuj́ıćıho
(nálepkováńı, systém teźı, mocenské prostředky) a dialogickou strategíı (perma-
nentńı dialog a spontánńı radost). Dále se zaměř́ım na to, jak na postojovou stra-
tegii vyučuj́ıćıho reaguje žák svoj́ı odvetnou strategíı (revoltuj́ıćı, přizp̊usobivou
a hybridńı).

Úvod
Při vyučovaćım procesu docháźı ke vzájemné interakci mezi učitelem a žákem.

Interakce je vzájemné p̊usobeńı edukátora (rodiče, učitele, vychova-
tele, vedoućıho kroužku) na chovance (syna, dceru, žáka, účastńıka
kroužku), př́ıpadně skupiny chovanc̊u. Každá ze zúčastněných stran
vstupuje do interakce s určitou strategíı. Dominantńı je strategie
edukátora, protože ta určuje charakter celé interakce. Budeme ji
nazývat př́ıstupová strategie edukátora. Ona formuje chovancovu
odezvu, kterou nazveme odvetná strategie chovance.

(Hejný & Hejný, 1977, s. 66)

Budeme se zabývat r̊uznými druhy př́ıstupové strategie vyučuj́ıćıho a t́ım, jak
na ni žáci reaguj́ı.

Postojová strategie edukátora (učitele)
Autoři tento typ strategie ilustruj́ı na př́ıkladu lékaře, který vyšetřuje pacienta.
Lékař určuje diagnózu: vyslechne pacienta, s jakými problémy přicháźı, udělá
potřebná vyšetřeńı (sondáž) a na základě zjǐstěných fakt̊u stanov́ı druh ne-
moci (ohodnoceńı). T́ım lékař zaujal v̊uči pacientově nemoci jasný postoj –
odtud název strategie. Oṕıraje se o objektivńı poznatky lékařské vědy a vlastńı
zkušenosti stanov́ı lékař léčebný program (licitace a programováńı). T́ım je fáze
hodnoceńı ukončená. Lékař předeṕı̌se pacientovi léčebnou k̊uru (konáńı).

1 Univerzita Karlova, Pedagogická fakulta; milena.kvaszova@pedf.cuni.cz
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Všimněme si tř́ı charakteristických moment̊u postojové strategie. Je
1. etiketuj́ıćı v sondážńı a hodnot́ıćı etapě,
2. tezovitá v licitačńı a programovaćı etapě,
3. mocenská v konáńı.

Opravdu, lékař nejprve etiketuje pacienta nálepkou, např. spála,
potom, na základě teźı medićıny, programuje léčbu peniciĺınem,
konečně nař́ıd́ı injekčńı kúru.

(Hejný & Hejný, 1977, s. 67)

Uvedený př́ıklad nám pomůže pochopit, jak vzniká a tvoř́ı se postojová stra-
tegie u učitele. Absolvent fakulty zač́ıná svoje p̊usobeńı s elánem, svědomitě se
připravuje na vyučováńı. Těš́ı se na vyučováńı, které si představuje jako dia-
log se žáky. Realita se však od těchto představ odlǐsuje. Většina žák̊u učitel̊uv
zápal neakceptuje, předpokládaný dialog se nedostavuje. Naopak, zdánlivá bene-
volentnost učitele vyvolá ve tř́ıdě atmosféru latentńıho chaosu. Vzniká konfliktńı
situace. Pod tlakem vlastńıho neúspěchu přecháźı učitel na postojovou strategii:

1. Učitel etiketuje žáky nálepkami usilovný, drzý, roztomilý, talentovaný
apod.

2. Učitel si buduje systém teźı, tj. konkrétńıch návod̊u, jak v jednotlivých
situaćıch postupovat; tyto mechanismy se projev́ı v šablonovité komunikaci
se žákem.

3. Realizaci svého pedagogického programu zajǐst’uje učitel mocenskými
prostředky.

Ilustrace: Třet’ák Ďurko je známý ” škrabal“ a ”darebák“. Včera donesl daľśı
pětku a jeho matka se z bezradnosti rozplakala. Syn si umı́nil, že naṕı̌se domáćı
úkol na jedničku. Pustil se do práce, ale nedařilo se mu napsat úkol bez chyb. Až
šestý pokus byl vydařený. Nevad́ı, myslel si, pańı učitelka mě pochváĺı, tak jako
pochválila Marušku, když přepsala úkol kv̊uli jedné chybě. Ďurk̊uv předpoklad
byl chybný. Jeho etiketa byla ”darebák“ a etiketa Marušky byla ”vzorná žačka“.
Reakce učitelky odpov́ıdala této etiketě. ”Proč tolik psal?“ ptala se v duchu. Asi
na něj matka dohlédla. Muśım být i nadále př́ısná, protože jenom př́ısnost́ı je
možné darebáka přinutit k práci (teze). Učitelka ohodnot́ı úkol čtyřkou a řekne:

”Muśı̌s ještě hodně psát, abys uměl napsat úkol hned dobře, a ne takto desetkrát
přepisovat!“

Porovnejme obě zmı́něné postojové strategie. Je mezi nimi zásadńı rozd́ıl.
Lékař̊uv postoj je objektivńı, vědecký, protože se v diagnóze i terapii oṕırá o ob-
jektivńı vědecké poznatky, zat́ımco postoj učitele je zat́ıžený subjektivńım po-
hledem. Připomeňme časté neshody vyučuj́ıćıch při nálepkováńı žák̊u. Češtinář
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považuje Karla za usilovného žáka, tělocvikář se domńıvá, že Karel je neohra-
bané poleno. Názorová rozd́ılnost vycháźı z rozd́ılného zaměřeńı osobnosti učitel̊u.
Vysvětluj́ı si jednáńı žáka, jako by měl stejné zaměřeńı jako oni. Avšak subjekti-
vismus neńı jedinou negativńı stránkou postojové strategie. Druhou a možná ještě
závažněǰśı je jej́ı statičnost. ”Žák se špatnou pověst́ı vláč́ı své břemeno z tř́ıdy
do tř́ıdy a př́ıpadná světlá chvilka jeho oduševněńı je učitelem vysvětlovaná jako
náhodná výchylka či dokonce vychytralost. Na druhé straně ”primusovi“ se kdeco
promine.“ (Hejný & Hejný, 1977, s. 68). Postojová strategie p̊usob́ı na žáka ma-
nipulačně a neusměrňuje, nevychovává žáka.

Odvetná strategie chovance (žáka)
Dvě krystalické podoby odvetné strategie jsou revoltńı, jej́ımž ćılem je v́ıtězstv́ı
nad učitelem, a přizp̊usobivá, ćılem které je źıskat učitelovo uznáńı a pochvalu
za bezchybné plněńı př́ıkaz̊u a představ o chováńı se ”vzorného žáka“. Obě tyto
strategie jsou deformativńı. Neumožňuj́ı d́ıtěti r̊ust a vyv́ıjet se. V praxi se však
málokdy setkáváme s uvedenými typy odvetné strategie v krystalické podobě.
Dı́tě nacháźı východisko ze spletité situace r̊uzných interakćı ve strategii hybridńı.
Buduje si škálu mechanismů, kterými reaguje na r̊uzné interakce s dospělými.

Ilustrace: Žák Miloš je maminčin mazánek. V pololet́ı mu hrozilo propadnut́ı
z matematiky. Matka uprosila učitelku, aby ho ještě vyvolala. Ale co se nestalo!
Jakmile začala učitelka chlapci diktovat zadáńı – byla to slovńı úloha – chlapec
se drze rozesmál a řekl, že toto on tedy nev́ı.

Byl chlapec skutečně drzý? Proč se rozesmál? Vı́t Hejný při rozhovoru s chlap-
cem zjistil následuj́ıćı skutečnosti:

Miloš byl od dětstv́ı rozmazlován matkou, ale velmi př́ısně vedený
otcem. (. . . ) Otec rozhoduje všechny zásadńı věci, p̊usob́ı na Miloše
jako Moira na psychiku homérského Řeka. (. . . ) Otec nesouhlasil
s matčinými misemi ve škole a když se o nich doslechl dal synovi
př́ısný rozkaz matematiku se naučit. Co to ale znamená ”naučit
se matematiku“? Podle otcových představ se matematika skládá
ze dvou věćı: naučitelných algoritmů a záhadných nenaučitelných
magíı. Otcova představa byla směrodatná i pro syna. Jeho úloha
(před otcem) byla jasná: muśı se naučit všechny algoritmy. (. . . )
V okamžiku, kdy mu vyučuj́ıćı začala diktovat slovńı úlohu, spadl
Milošovi kámen ze srdce. Slovńı úlohy totiž patř́ı do sféry ”magie“,
kterou on, podle otcových reguĺı, nemůže pochopit. Chlapec se
rozesmál z upř́ımné radosti nad př́ızńı Osudu – nenese vinu za
neúspěch.

(Hejný & Hejný, 1977, s. 69)
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Jiným typem vzniku přizp̊usobivé strategie je chováńı ”vzorného d́ıtěte“. Ob-
div rodič̊u, neúměrná chvála a nadhodnocováńı – ”naše Adélka toto a naše Adélka
tamto“ – deformuje ćıle d́ıtěte k permanentńı touze po pochvale. Dı́tě se nám jev́ı
jako egocentrické s přehnaným až panickým strachem z neúspěchu.

Dialogická strategie edukátora (učitele)
Typickým př́ıkladem dialogické strategie je večerńı čteńı pohádky vnučce.

Ilustrace: Malá Kačenka se chystá do postýlky. Listuje kńıžkou a tvář́ı se,
že vyb́ırá podle obrázk̊u, ale d́ıvá se předevš́ım na to, aby vybrala co nejdeľśı
pohádku. Babička to prokoukla a těš́ı ji to. Zač́ıná č́ıst. S rozb́ıhaj́ıćım se dějem se
stupňuje vnuččino zapáleńı. Babička vńımá intenzitu vnuččina citového prož́ıváńı
a vyprávěńı se stává ještě dramatičtěǰśım. V pokoji se rozhost́ı atmosféra hlu-
bokého lidského tepla a spontánńıho porozuměńı.

Dialogická interakce je charakterizovaná:
1. společným stimulem edukátora i chovance,
2. permanentńım dialogem, který prob́ıhá v klimatickém laděńı spontánńı ra-

dosti.
Zdá se, že motivace vnučky a babičky jsou v našem př́ıpadě odlǐsné. Babička

chce pobavit a zušlechtit vnučku, vnučka zase zachránit Červenou karkulku. Ve
skutečnosti jde však o společný stimul interakce – uskutečnit ve vnuččině psy-
chice edukačńı zdvih. Tento společný stimul se projevuje ve strategii edukátora
jako vědomý, př́ıpadně podvědomý, ve strategii d́ıtěte jako stimul podvědomý či
instinktivńı.

Ani druhý bod se na prvńı pohled nezdá – permanentńı dialog, když vnučka
pouze mlč́ı? Ale představme si, co by se stalo, kdyby vnučka usnula nebo by ji
pohádka přestala bavit. Muśıme tedy termı́n permanentńı dialog chápat š́ı̌reji
jako klimatickou indukci mezi oběma stranami.

Jak navodit dialogickou interakci?
Návod na dosažeńı dialogické interakce sestává ze čtyř zásad:

1. Zásada klimatu: K žákovi přistupuj s touhou vychovat, zušlechtit
a zapálit.

2. Zásada hierarchie ćıl̊u: Nedovol, aby tvoje touha ”naučit“
přehlušila touhu ”vychovat“.

3. Zásada práce: Pracuj na sobě, abys mohl praćı vychovávat.
Práce ti muśı být potěšeńım a smyslem života.
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4. Zásada odosobněńı: Jakkoliv odsouzeńıhodné by se jevilo
jednáńı chovance, nedej se strhnout k použit́ı násiĺı – neoplácej
zlo, ale hledej cestu, jak pomoci d́ıtěti odstranit deformitu
psychiky – p̊uvodce zla.

(Hejný & Hejný, 1977, s. 71)

Závěr
Interakce mezi učitelem a žákem je stěžejńı při výchově i vzděláváńı žák̊u. Učitel
může ve snaze co nejv́ıce naučit použ́ıvat svoji autoritu v přehnané mı́̌re, a žáky
tak vychovávat k bezmezné poslušnosti. Žáci se sice nauč́ı pob́ıranou látku, ale
nevede to k rozvoji jejich osobnosti. Nevid́ı smysl toho, proč se něco uč́ı. Jediný
smysl je uposlechnout př́ıkazu. Toto se však netýká pouze školńıho prostřed́ı.
Toto deformované nastaveńı často u žák̊u přetrvává i v dospělosti. Snaž́ı se pak
zavděčit nadř́ızenému, i když jim vykonávaná práce nedává smysl. V př́ıpadě
dialogické interakce žáci sami chtěj́ı odhalovat předkládané problémy a jejich
řešeńı vede k jejich celkovému r̊ustu.

Literatura
[1] Bachratý, H. (ed. 2012). Arch́ıv Vı́ta Hejného I. EDIS – vydavatel’stvo
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Chatbot v roli lektora pro doučováńı na
přij́ımaćı zkoušky

Jakub Michal1, Antońın Jančař́ık2, Jarmila Novotná3

V posledńıch měśıćıch došlo k významnému pokroku v oblasti vývoje umělé
inteligence (AI) a k jej́ımu rozš́ı̌reńı do běžné populace. Tento náhlý pokrok
a možnost volného použ́ıváńı AI vyvolává ve společnosti rozsáhlé diskuse, které
se věnuj́ı nejen užit́ı těchto systémů, ale také mnoha etickým otázkám poj́ıćım se
k užit́ı AI. Jednou z oblast́ı, která je velice často ve spojeńı s AI skloňována, je
pak vzděláváńı (např. Rahman, 2021). Oblast́ı vzděláváńı, na kterou se v tomto
článku zaměřujeme, je pak doučováńı matematiky.

Doučováńım rozumı́me doplňkovou výuku školské matematiky s ćılem na-
př́ıklad připravit žáka na přij́ımaćı zkoušku, která je často soukromého rázu a
zpoplatněna (Novotná, 2019). Ukazuje se, že žáci, kteř́ı nějakou formu doučováńı
maj́ı, obecně dosahuj́ı lepš́ıch výsledk̊u (Safarzyńska, 2013). Takovou možnost
však právě kv̊uli finančńımu aspektu doučováńı nemaj́ı všichni žáci a někteř́ı
jsou tak na základě rodinné socioekonomické situace značně znevýhodněni. Tuto
nerovnost by, alespoň částečně, mohl odstranit bezplatný systém automatického
online chatbota, který se d́ıky implementaci AI dokáže přibĺıžit přirozené ko-
munikaci reálných osob. Takový systém by pak měl být schopen doučuj́ıćıho
nahradit v oblasti doporučeńı studijńı trajektorie žáka, při hodnoceńı řešeńı či
při komunikaci se žákem (Alhossaini & Aloqeely, 2021; Jančař́ık et al., 2023).

Tento článek představuje d́ılč́ı výsledky projektu AI asistent pro žáky a učitele,
jehož ćılem bylo právě takového chatbota s umělou inteligenćı vytvořit. Měl být
speciálně navržen tak, aby pomáhal žák̊um s doučováńım matematiky (Jančař́ık
et al., 2022a, 2022b). Prostřed́ı chatbota v současném stavu zahrnuje interakci
žák̊u s chatbotem, který jim předkládá předem připravené matematické úlohy
k řešeńı. Podotýkáme, že AI v tomto systému negeneruje ani nepřipravuje ma-
tematický obsah (což se zat́ım ukazuje jako problematické (viz Michal et al.,
2023)), ale má sṕı̌se usnadňovat komunikaci se studentem nad rámec zadaných
úloh, poskytovat rady a přirozeně komunikovat.

Chatbota je možné zpř́ıstupnit ve webovém prohĺıžeči či aplikaci Telegram.
Komunikace pak prob́ıhá převážně pomoćı výběrových tlač́ıtek tak, aby byla
komfortńı pro uživatele mobilńıch telefon̊u. Kurz se skládá ze čtyř tematických
celk̊u (Č́ısla a aritmetické operace, Závislosti, vztahy a práce s daty, Geometrie
v rovině a prostoru a Nestandardńı aplikačńı úlohy), které pokrývaj́ı témata
1 Univerzita Karlova, Pedagogická fakulta; cjakub@email.cz
2 Univerzita Karlova, Pedagogická fakulta; antonin.jancarik@pedf.cuni.cz
3 Univerzita Karlova, Pedagogická fakulta; jarmila.novotna@pedf.cuni.cz
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potřebná pro úspěšné složeńı jednotných přij́ımaćıch zkoušek z matematiky
(Jančař́ık a kol., 2022b). Každé téma bylo dále rozděleno do v́ıce lekćı tak, aby
jak z pohledu náročnosti, tak i logicky gradovalo. Každá lekce je dále struktu-
rována ve třech úrovńıch obt́ıžnosti (snadná, základńı a obt́ıžná). Lekce dále od-
kazuje na instruktážńı video (nejčastěji YouTube, KhanAcademy a daľśı) a daľśı
doplňkové materiály. Pr̊uchod každou lekćı neńı nutně lineárńı, jak znázorňuje
obrázek 1, a je na žákovi, jaký pr̊uchod kurzem zvoĺı. Dı́ky integraci připravených
materiál̊u a umělé inteligenci mohou žáci klást otázky (vstupem z klávesnice)
nebo se zapojit do komunikace na libovolné téma kdykoli během kurzu. Chatbot
pak dokáže rozpoznat žákovu otázku a podat relevantńı odpověd’ na základě
zdroj̊u, ke kterým má př́ıstup (nejčastěji Wikipedie). Na základě těchto vstup̊u
žák̊u je pak umělá inteligence dále trénována.

Obrázek 1: Pr̊uchod lekćı kurzu s nab́ızenými možnostmi pro uživatele

Č́ım se systém značně odlǐsuje od jiných online prostřed́ı, je implementace ne-
obvyklého systému odpověd́ı. Tento systém funguje tak, že poté, co žák indikuje,
že má úlohu vyřešenou, nab́ıdne k posouzeńı pouze správné řešeńı (Jančař́ık
et al., 2022a). Ćılem tohoto př́ıstupu je odlǐsit doučováńı od běžné výuky ve
tř́ıdě a zmı́rnit tlak spojený s výběrem nesprávné odpovědi, a t́ım i sńıžit
pravděpodobnost náhodného tipováńı výsledk̊u či ztrátu motivace (Petty, 2002).
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Také nejde o to žáky zkoušet, nýbrž zlepšit jejich schopnosti a porozuměńı daným
oblastem. Namı́sto distraktor̊u jsou žákovi nab́ıdnuty možnosti požádat o radu,
řešeńı si nechat předvést, nebo zkusit snazš́ı úlohu, je-li taková k dispozici.

Fungováńı chatbota je detailněji znázorněno na obrázku 1, který ukazuje,
z jakých možnost́ı student v jednotlivých fáźıch pr̊uchodu danou lekćı vyb́ırá.
Konkrétńı př́ıklady použit́ı algebraických identit a převod̊u jednotek jsou ukázány
na obrázćıch 2 a 3. Na obrázku 2 je úkolem žáka rozložit algebraický výraz pomoćı
vzorce. Protože žák nevěděl, co má dělat, zvolil možnost Chci vidět řešeńı. T́ım
se mu zobrazilo podrobné řešeńı úlohy. Na obrázku 3 má žák za úkol převést
jednotky délky4. Student zvolil správnou odpověd’ a chatbot ho v reakci na ni
pochválil a nav́ıc poradil, na co si dát při převáděńı pozor.

Obrázek 2: Př́ıklad lekce se
zaměřeńım na úpravu algebraických

výraz̊u

Obrázek 3: Př́ıklad lekce
zaměřené na převody jednotek

Původńım záměrem bylo použ́ıt jednotné schéma např́ıč všemi lekcemi, aby
si student zvykl na homogenitu prostřed́ı a mohl v něm efektivně pracovat. To
se však ukázalo jako nevhodné, nebot’ r̊uzné oblasti matematiky vyžaduj́ı r̊uzné
zp̊usoby prezentace. Zat́ımco např́ıklad v algebře je možné nab́ıdnout odpověd’
ve formě algebraického výrazu, v oblasti syntetické geometrie taková možnost
4 Verze chatbota na obrázku 3 si zat́ım dobře neporad́ı s matematickým textem.
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obvykle neńı. Nav́ıc řešeńı ve formě obrázku nemuśı být pro studenta dostatečné
k pochopeńı např́ıklad konstrukce. Nelinearita odpovědi ve formě obrázku v kom-
binaci s t́ım, že konstrukci lze obvykle provést mnoha zp̊usoby, vedla k imple-
mentaci odlǐsného př́ıstupu, mı́sto nab́ıdnut́ı jedné správné odpovědi. Zat́ımco
správná odpověd’ v aritmetice či algebře umožňuje žákovi ověřit si své pocho-
peńı postupu a napomáhá eliminovat numerické chyby, v geometrii může zob-
razeńı jednoho řešeńı žáka zmást, zvláště pokud postupoval jinak nebo našel
odlǐsné řešeńı.

Obrázek 4: Pr̊uchod geometrickou lekćı kurzu s nab́ızenými možnostmi pro
uživatele
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Protože neńı vhodné nab́ıdnout správnou odpověd’ u konstrukčńıch úloh
okamžitě, dostává zde žák na výběr mezi možnostmi Potřebuji vysvětleńı a Vı́m,
jak na to (viz obrázek 4). Poté, co žák požádá o vysvětleńı, je mu nab́ıdnuta
podrobná slovńı odpověd’, animace zobrazuj́ıćı postupnou konstrukci v grafickém
programu, stacionárńı obrázek řešeńı a je-li to možné, pak také odkaz na video
vysvětluj́ıćı jev/konstrukci/platnost kritického kroku. Úkolem žáka je pak určit,
zda má problém v́ıce než jedno řešeńı. Po kliknut́ı na možnost Vı́m, jak na
to se žákovi zobraźı pouze stacionárńı obrázek jednoho z řešeńı. Poté je žák
dotázán, zda našel i daľśı možná řešeńı. Může si vybrat z možnost́ı Ano, úloha
má n řešeńı, kde n je závislé na úloze, a z možnosti Potřebuji poradit s počtem
řešeńı. Výběr druhé možnosti žákovi zobraźı podrobné řešeńı, jako kdyby vybral
možnost Potřebuji vysvětleńı na začátku.

Závěr
Do budoucna pak na závěr každé části kurzu přibydou odkazy na daľśı úlohy
nebo jednotky podobného typu vytvořené učiteli a nahrané na server Ema.cz.
Úlohy, které jsou žák̊um doporučeny, byly autory článku posouzeny z hlediska
kvality a vybrány jako ty nejvhodněǰśı. Chatbot tak žák̊um může pomoci zjistit,
ve kterých oblastech potřebuj́ı procvičovat, nab́ıźı jim úlohy s vysvětleńım, ale
i daľśı zdroje, jako jsou výuková videa.
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[5] Novotná, G. (2019). Pupils’ perception of their understanding in mathe-
matics and its connection to private supplementary tutoring. In Proceedings
of CERME 11.

[6] Petty, G. (2002). Moderńı vyučováńı. Portál.
[7] Rahman, M. M. (2021). Should I be scared of artificial intelligence? Aca-

demia Letters, Article 2536. https://doi.org/10.20935/AL2536
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Poděkováńı
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Aplikačńı úlohy na SŠ z oblasti lodńı navigace

Jakub Novák1

D̊uležitým motivačńım prvkem ve výuce matematiky na středńı škole jsou
aplikačńı úlohy. Pro učitele však m̊uže být problém naj́ıt v některých partíıch
školské matematiky vhodné aplikace. V tomto př́ıspěvku představ́ıme některé
méně známé aplikace planimetrických poznatk̊u, konkrétně pak vět o obvodových
úhlech a vlastnost́ı hyperboly. Uvedené úlohy maj́ı jednot́ıćı téma – námořńı
navigaci.

Úvod
Snad každý učitel matematiky se jednou v některé své hodině setká s žákovskou
otázkou ”k čemu to je“, popř. jej́ı variantou ”k čemu mi to bude“. Zat́ımco na
druhou otázku učitel odpovědět nemůže (křǐst’álové koule zat́ım katalogy didak-
tických pomůcek nenab́ıźı), zodpovězeńı prvńı otázky by mělo být samozřejmost́ı.
Jednou z forem odpovědi pak je zařazeńı vhodné aplikačńı úlohy do výuky.

K zadáváńı a řešeńı aplikačńıch úloh v hodinách matematiky na středńı
škole vyb́ıźı učitele také Rámcový vzdělávaćı program. Kromě oficiálńıho názvu
vzdělávaćı oblasti (Matematika a jej́ı aplikace) jsou to př́ımo některá ćılová
zaměřeńı oblasti.2 Přesto může být problém v existuj́ıćıch učebnićıch naj́ıt pro
všechny partie školské matematiky vhodné aplikačńı úlohy. Př́ıklady takových ob-
last́ı mohou být třeba planimetrie nebo analytická geometrie kuželoseček, proto
zmı́něná témata pokrýváme v tomto př́ıspěvku.

Navigace pomoćı měřeńı úhlové vzdálenosti
Již od 15. stolet́ı byli navigátoři vybaveni mechanickými pomůckami, které jim
umožňovaly změřit úhlovou vzdálenost dvou objekt̊u (např. hvězd, Slunce a ho-
rizontu nebo význačných bod̊u na vzdálené pevnině). Z takových pomůcek zde
zmı́ńıme např. Jakubovu h̊ul, astroláb nebo námořńı sextant.3 Jako zaj́ımavost
poznamenejme, že i přes své stář́ı má konkrétně sextant stále své mı́sto jako
záloha při náhlém výpadku signálu GPS a dokonce se testuje i jeho potenciálńı
nouzová využitelnost ve vesmı́ru (Gaskill, 2018).
1 Masarykova univerzita, Př́ırodovědecká fakulta, Ústav matematiky a statistiky; novak@math.muni.cz
2
”Vzděláváńı v dané vzdělávaćı oblasti (. . . ) vede žáka k (. . . ) analyzováńı problému a vytvářeńı
plánu řešeńı, (. . . ) práci s matematickými modely . . . rozv́ıjeńı zkušenost́ı s matematickým mode-
lováńım (. . . ) vyhodnocováńı matematických model̊u, k poznáváńı meźı jejich použit́ı, k vědomı́, že realita je
složitěǰśı než matematický model.“(RVP G, 2007, s. 22)

3 Vı́ce informaćı o historii navigace mohou zájemci naj́ıt např. v článku Vondráka (2013).
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Dvě úlohy, které nyńı uvedeme, vedou na konstrukci množiny bod̊u, ze kterých
je vidět daná úsečka pod daným úhlem (tzv. ekvigonála úsečky). Tato konstrukce
je standardńı součást́ı středoškolských učebnic (např. Pomykalová, 2008, s. 98).
V zadáńı obou úloh je mapa, do které žáci budou rýsovat, nab́ıźı se proto žák̊um
tyto mapy rozdat vytǐstěné na paṕı̌re nebo je vložit do pracovńıho listu.

Úloha 1 (určeńı polohy):

Na mapě jsou vyznačeny polohy tř́ı maják̊u bĺızko města Bonifacio na Korsice
(obr. 1). Kapitán lodi na moři změřil dvě úhlové vzdálenosti θ dvojice maják̊u
následovně:

• θ(2, 3) = 52◦,
• θ(1, 3) = 35◦.

Sestrojte na mapě bod označuj́ıćı polohu lodi v čase měřeńı. Předpokládejme, že
měřeńı proběhla rychle za sebou, tzn. poloha lodi se prakticky nezměnila.

Obrázek 1: Zadáńı úlohy 1 Obrázek 2: Vyřešená úloha 1

Řešeńı. Jestliže úhlová vzdálenost mezi majáky 2 a 3 čińı 52◦, nacháźı se lod’
někde na ekvigonále úsečky s koncovými body 2 a 3 př́ıslušné řečenému úhlu.
Podobně se také nacháźı na ekvigonále úsečky s koncovými body 1 a 3 př́ıslušné
úhlu 35◦, tedy se lod’ muśı nacházet v pr̊useč́ıku dvou ekvigonál (obr. 2). ▲

Poznámka. V praxi byli navigátoři vybaveni pomůckou, která je zbavila nut-
nosti konstrukce. Jednalo se o trojramenný úhloměr (v angličtině station poin-
ter), jehož tři ramena se nastavila na mapě tak, aby procházela třemi polohami
význačných bod̊u a sv́ırala úhly o naměřených velikostech. Pr̊useč́ık ramen pak
určil polohu lodi na mapě.
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Úloha 2 (proplut́ı nebezpečnými vodami):

Na mapě úžiny mezi ostrovy Mallorca a Menorca jsou vyznačeny dva výrazné
body na pevnině a poloha lodi L. Kromě toho se také na moři nacháźı dvě
oblasti nebezpečných vod, ve kterých se nacháźı podvodńı překážky (obr. 3).

Obrázek 3: Zadáńı úlohy 2

Najděte zp̊usob, jak proplout lod́ı nebezpečnými vodami do př́ıstavu Cala Agulla.
Využijte toho, že kapitán lodi umı́ v libovolném okamžiku změřit úhlovou
vzdálenost dvou řečených bod̊u.

Řešeńı. Sestrojme větš́ı oblouky kružnic k1 a k2, které procháźı body 1 a 2 (tedy
maj́ı střed na ose úsečky s koncovými body 1 a 2) a které maj́ı následuj́ıćı daľśı
vlastnost: oblouk kružnice k1 těsně uzav́ırá př́ıstavu bližš́ı nebezpečnou oblast
a oblouk kružnice k2 se dotýká vzdáleněǰśı oblasti. Každý z těchto oblouk̊u
je přitom podmnožinou nějaké ekvigonály úsečky 12. Změřme nyńı obvodové
úhly př́ıslušné těmto oblouk̊um – u našeho zadáńı je to přibližně 33◦ pro oblouk
kružnice k1 a 20◦ pro oblouk kružnice k2 (obr. 4).

Jestliže je oblouková vzdálenost bod̊u 1 a 2 vzhledem k lodi menš́ı než 33◦,
můžeme ř́ıci, že se lod’ nacháźı s jistotou mimo nebezpečnou oblast bližš́ı př́ıstavu.
Naopak, jestliže bude řečená oblouková vzdálenost větš́ı než 20◦, lod’ se nacháźı
mimo nebezpečnou oblast vzdáleněǰśı př́ıstavu.

Formulujme nyńı strategii proplut́ı: Kapitán lodi zamı́̌ŕı př́ımou cestou např.
k bodu 2 a během plavby měř́ı obloukovou vzdálenost bod̊u 1 a 2. Až bude tato
vzdálenost větš́ı než 20◦ (ale stále menš́ı než 33◦), stoč́ı lod’ vlevo ve směru plavby
a obepluje nebezpečné mı́sto tak, že úhlovou vzdálenost obou bod̊u vzhledem
k lodi udržuje mezi 20◦ a 33◦. Tak je zajǐstěno, že lod’ z̊ustane v bezpečné oblasti
mezi oběma oblouky. ▲
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Obrázek 4: Vyřešená úloha 2

Poznámka. Využit́ım obdobně zadaných úloh ve výuce matematiky na jedné
základńı škole v Athénách se daleko podrobněji zabývali Vroutsis, Psycharis a Tri-
antafillou (2022).

Hyperbolická navigace
Pokroky na poli elektrotechniky umožnily vývoj nových navigačńıch systémů
založených na přenosu elektromagnetického vlněńı. Př́ıkladem takového systému
je námořńı navigace LORAN-C, která byla vyvinuta za druhé světové války
v USA. Plavidlo zde přij́ımá synchronizovaný signál z dvojice vyśılač̊u. Na základě
zpožděńı přij́ımaného signálu, které odpov́ıdá rozd́ılu vzdálenost́ı mezi plavidlem
a vyśılači, pak systém urč́ı hyperbolu, na které dotyčné plavidlo muśı ležet.
Zpožděńı signálu z jiné dvojice stanic pak určuje druhou hyperbolu, na které
plavidlo lež́ı, a tedy lež́ı v pr̊useč́ıku těchto hyperbol.

Na středńı škole neřešitelnou úlohu o nalezeńı pr̊useč́ıku hyperbol lze zjed-
nodušit tak, že předpokládáme nulové zpožděńı pro jednu dvojici vyśılač̊u.
T́ım jedna z hyperbol zdegeneruje v př́ımku (osu úsečky) a úloha se stává
středoškolsky řešitelnou.

Úloha 3 (určeńı polohy):

Na pobřež́ı se nacháźı tři vyśılače P1, P2 a P3 (obr. 5). Jestliže signál z vyśılače
P2 doraźı k lodi o 80 µs později než signál z vyśılače P1 a z vyśılače P3 doraźı
signál ve stejnou dobu jako z vyśılače P1, kde se lod’ nacháźı? Polohu určete
v souřadnićıch v̊uči vhodně zavedené soustavě. Předpokládejte, že signál uraźı
300 000 km za sekundu.

Řešeńı. Skutečnost, že k lodi doraźı signál z vyśılače P2 o 80 µs později než
z vyśılače P1, znamená, že je lod’ od přij́ımače P2 o 24 km dále. Jinak řečeno,
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Obrázek 5: Zadáńı úlohy 3 Obrázek 6: Vyřešená úloha 3

označ́ıme-li L neznámou polohu lodi, muśı platit |LP2| − |LP1| = 24 km. Lod’ se
proto muśı nacházet na křivce konstantńıho rozd́ılu vzdálenost́ı |LP2|−|LP1|, což
je větev hyperboly s ohnisky P1 a P2 a délkou hlavńı poloosy a = 12 km.4 Dále
plat́ı, že se lod’ nacháźı stejně daleko od vyśılač̊u P1 a P3, tedy se nacháźı na ose
úsečky P1P3. Úloha t́ımto přecháźı na určeńı pr̊useč́ıku př́ımky s hyperbolou.

Zavedeme nyńı soustavu souřadnic tak, aby měla hyperbola co nejjednodušš́ı
rovnici, tj. počátek soustavy O umı́st́ıme do středu úsečky P1P2, kladný směr
osy x bude určovat polopř́ımka OP1 a kladný směr osy y zvoĺıme tak, aby byla
druhá souřadnice bodu P3 kladná. Jednotky na obou osách budou odpov́ıdat
vzdálenosti 12 km.

Urč́ıme nejprve parametrickou rovnici osy úsečky P1P3, kde P1 [2; 0] a P3 [3; 3]:

o : X = SP1P3 + t · −→uo, přičemž SP1P3

[5
2 ; 3

2
]

a −→uo = (3; −1), tj.

o : x = 5
2 + 3t

y = 3
2 − t, t ∈ R.

Pro sestaveńı středové rovnice hyperboly potřebujeme určit jej́ı parametry –
již v́ıme, že excentricita e = 2 a délka hlavńı poloosy a = 1. Délku vedleǰśı poloosy
b vypoč́ıtáme dosazeńım do vztahu b =

√
e2 − a2 =

√
4 − 1 =

√
3. Protože je

střed hyperboly počátkem soustavy souřadnic O, můžeme napsat rovnici hledané
hyperboly

h : x2 − y2

3 = 1.

Bod L lež́ı na jej́ı větvi vpravo od osy y, tj. jeho prvńı souřadnice nutně muśı
být xL > 0. Dosazeńım parametrických rovnic osy o do rovnice hyperboly h,
4 Plat́ı totiž |LP2| − |LP1| = 2a.
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výpočtem kořen̊u kvadratické rovnice s neznámou t a eliminaćı jednoho nevyho-
vuj́ıćıho řešeńı dostáváme polohu lodi L

[19
13 ; 24

13
]

(obr. 6). ▲

Poznámka. Jako zaj́ımavost uved’me, že Voráčová (2019) popisuje souvislost mezi
obecnou úlohou hyperbolické navigace (tj. úlohou naj́ıt pr̊useč́ıky dvou hyperbol)
a Apolloniovou úlohou o nalezeńı kružnice, která se dotýká tř́ı zadaných kružnic.
V citovaném článku je popsáno také konstrukčńı řešeńı úlohy hyperbolické navi-
gace.

Závěr
Aplikačńı úlohy nab́ıźı v hodinách matematiky na středńı škole odpovědi na
častou žákovskou otázku ”A k čemu to vlastně je?“ V rámci své učitelské praxe
se však autor setkal s partiemi, pro které se v jemu známých učebńıch textech
žádné vhodné aplikačńı úlohy nevyskytovaly. Pro dvě z nich (obvodové úhly
a hyperbola) proto tento článek představil méně známé aplikace a zejména nab́ıdl
úlohy, kterými je možno žák̊um na výše řečenou otázku odpovědět. Kromě tématu
námořńı navigace maj́ı tyto úlohy společné také hlavńı principy řešeńı, které
vycháźı ze známých množin bod̊u dané vlastnosti.
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Využit́ı lineárńı perspektivy k rozvoji
prostorové představivosti

Petra Pirklová1

V př́ıspěvku je představena jedna z mnoha možnost́ı, jak rozv́ıjet prostoro-
vou představivost žák̊u základńı nebo středńı školy, a to pomoćı lineárńı per-
spektivy. Cı́lem uvedených aktivit však neńı naučit žáky zobrazovat prostorové
útvary v lineárńı perspektivě, což je jistě složité, ale využ́ıt základńıch vlast-
nost́ı a zákonitost́ı této zobrazovaćı metody k rozvoji r̊uzných složek prostorové
představivosti. Zároveň uvedené úlohy mohou pomoci žák̊um nahlédnout do světa
deskriptivńı geometrie.

Úvod
V RVP pro základńı vzděláváńı je uvedeno, že základńı vzděláváńı má žák̊um
pomoci utvářet a postupně rozv́ıjet kĺıčové kompetence a poskytnout spolehlivý
základ všeobecného vzděláńı orientovaného zejména na situace bĺızké životu a na
praktické jednáńı a podněcovat žáky k tvořivému myšleńı, logickému uvažováńı
a k řešeńı problémů. Konkrétně pak v tematickém okruhu Matematika v části
Geometrie v rovině a v prostoru je mezi očekávanými výstupy mimo jiné, že si

” žáci uvědomuj́ı vzájemné vztahy objekt̊u v rovině i v prostoru a řeš́ı úlohy na
prostorovou představivost, aplikuj́ı a kombinuj́ı poznatky a dovednosti z r̊uzných
tematických a vzdělávaćıch oblast́ı“ (RVP ZV, s. 38). Právě úlohám na rozv́ıjeńı
prostorové představivosti se věnuje tento př́ıspěvek.

Jak je všeobecně známo, prostorová představivost je d̊uležitou schopnost́ı, kte-
rou využ́ıváme v r̊uzných oblastech života. Maier (1994) prostorovou představi-
vost rozděluje na následuj́ıćıch pět složek: prostorová percepce (umožňuje určit
prostorové vztahy vzhledem k orientaci vlastńıho těla i přes zaváděj́ıćı vizuálńı
informace), prostorová vizualizace (schopnost mentálńı představy a mentálńı ma-
nipulace s částmi objektu, jeho rozložeńı či složeńı), mentálńı rotace (vyme-
zuje schopnost otáčet či natáčet vizuálńı představu plošného či prostorového
objektu), chápáńı prostorových vztah̊u (vymezuje schopnost porozumět prosto-
rovému uspořádáńı objekt̊u nebo jen část́ı objektu a jejich vzájemným vztah̊um),
prostorová orientace (schopnost orientovat se v prostoru s ohledem na samotnou
pozici pozorovatele). Každou z těchto složek je třeba pečlivě rozv́ıjet a procvičovat
od brzkého věku co možná nejčastěji a nepolevovat v tomto snažeńı nejen během

1 Technická univerzita v Liberci, Fakulta př́ırodovědně-humanitńı a pedagogická; petra.pirklova@tul.cz
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školńı docházky. Pro r̊uzné složky pak voĺıme r̊uzné typy úloh a aktivit. Je-
jich rozmanitost je pak d̊uležitou motivaćı k řešeńı úloh na rozvoj prostorové
představivosti.

Mezi mnoho r̊uzných aktivit na rozvoj složek představivosti můžeme zařadit
také principy r̊uzných zobrazovaćıch metod deskriptivńı geometrie (Baranová &
Katreničová, 2018). Deskriptivńı geometrie je stále potřebná v mnoha oborech
a lidských činnostech, i když se stále častěji využ́ıvá poč́ıtačová grafika a geo-
metrické softwary (Surynková, 2014). Nicméně i při rýsováńı v těchto progra-
mech muśı uživatel znát principy zobrazovaćıch metod, které software použ́ıvá,
protože poč́ıtač je třeba kontrolovat. Bohužel i přesto se deskriptivńı geometrie
na středńıch i vysokých školách vyučuje stále méně. Základy vybraných zobrazo-
vaćıch metod však lze žák̊um představit už dř́ıve, i na 2. stupni, v rámci činnost́ı
na rozvoj prostorové představivosti (Barolini Bussi, 1996). Jednou z vhodných
zobrazovaćıch metod může být lineárńı perspektiva a z ńı vycházej́ıćı fotogram-
metrie.

Aktivity v lineárńı perspektivě
Bĺızkost lidského viděńı a lineárńı perspektivy může vést k pochopeńı základńıch
princip̊u a vlastnost́ı lineárńı perspektivy a t́ım k rozv́ıjeńı prostorové představi-
vosti, zejména prostorové percepce, chápáńı prostorových vztah̊u a prosto-
rové orientace. Při následuj́ıćıch aktivitách spojených s lineárńı perspektivou si
vystač́ıme pouze s pojmy jako jsou úběžńık a horizont v jedno- a dvojúběžńıkové
perspektivě a i učitelé, kteř́ı neznaj́ı lineárńı perspektivu podrobně, mohou uve-
dené aktivity zařadit.

Motivačńım úvodńım obrázkem k seznámeńı s lineárńı perspektivou může být
jakákoliv fotografie kolej́ı (viz obrázek 1), aleje stromů, silnice či šachovnice.

Obrázek 1: Kolejnice (zdroj: www.vlakemjednoduse.cz/)
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Na fotografii vid́ıme, že se kolejnice zužuj́ı, až se ve velké dálce protnou, my
však v́ıme, že jsou ve skutečnosti rovnoběžné, jinak by se na nich vlak nemohl
pohybovat. Je možné se zde zmı́nit o tom, že bod, ve kterém se kolejnice pro-
tnou, se nazývá úběžńık. Žáci si dále vš́ımaj́ı, že č́ım dál je objekt od pozorova-
tele/fotografa, t́ım se zdá na fotce menš́ı. A také že železničńı pražce se jev́ı na
obrázku tak, že se zvětšuj́ıćı se vzdálenost́ı se jejich rozestupy zmenšuj́ı. Tedy už
z jednoho obrázku je možné vyvodit základńı vlastnosti lineárńı perspektivy.

Na následuj́ıćım obrázku 2 je vyobrazena část ulice s budovou. Zde žáci hledaj́ı
úběžńıky rovnoběžek r̊uzných směr̊u např. hran dveř́ı, oken, ř́ıms atd. Určováńı
těchto rovnoběžných hran rozv́ıj́ı ony zmı́něné složky – prostorovou orientaci
a chápáńı prostorových vztah̊u. Na tomto obrázku si žáci všimnou, pokud rýsuj́ı
přesně, že všechny úběžńıky určených hran lež́ı na jedné př́ımce – horizontu.

Obrázek 2: Určováńı úběžńık̊u a horizontu (zdroj fotografie: PDS)

Kromě fotografiı domů, můžeme využ́ıt také obrazy např. renesančńıch
mistr̊u. Tedy těch, na jejichž obrazech je lineárńı perspektiva dodržena (viz
obrázek 3).

Obrázek 3: Úběžńık na výřezu obrazu Athénská škola (Raffaello Santi)
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Naopak jednou z daľśıch aktivit může být ověřeńı, že daný obraz v lineárńı
perspektivě malován neńı. Např́ıklad na obrázku 4 je Giott̊uv obraz Představeńı
Marie v chrámu, který na prvńı pohled vzbuzuje dojem lineárńı perspektivy, ale
dle hledaných úběžńık̊u rovnoběžných hran tomu tak neńı.

Obrázek 4: Chyby v perspektivě na obrazu Představeńı Marie v chrámu
(Giotto di Bodone)

V dnešńı době můžeme využ́ıt také toho, že žáci použ́ıvaj́ı prakticky neustále
své chytré telefony. Pokud t́ımto telefonem vyfot́ı jakoukoliv scenérii, např. na
ulici nebo v bytě, mohou na ńı zkoumat lineárńı perspektivu. Následně můžou
vyfotit stejnou scénu z jiného mı́sta, č́ımž zjist́ı, že se změńı vyobrazeńı jednot-
livých objekt̊u (úběžńıky se na fotografii přemı́st́ı, sńıž́ı se, či zvýš́ı horizont atd.).
Pokud žáci sami pořizuj́ı fotografie, je třeba jim zd̊uraznit, že muśı fotit ”rovně“,
tzn. nesmı́ fotit ”v záklonu“ či ”v předklonu“, protože pak by vzniklé fotografie
byly v tzv. tř́ıúběžńıkové perspektivě, která má jiné vlastnosti.

Daľśı úrovńı úloh, kde využ́ıváme lineárńı perspektivu, resp. fotogrammetrii,
je možnost do obrázk̊u/fotografiı v lineárńı perspektivě dorýsovat vlastńı objekt,
např. do proluky mezi domy dorýsovat daľśı d̊um, na fasádu domu dorýsovat okno
(viz obrázek 5) atd., samozřejmě při dodržováńı pravidel lineárńı perspektivy.
Tyto obrázky je možné žák̊um přichystat dopředu např. v geometrickém softwaru,
př́ıp. jim dát za úkol vyfotit takovou vhodnou situaci ve svém okoĺı.

Obrázek 5: Dorýsováńı objekt̊u do obrázk̊u (zdroj fotografie: Aires Mateus)
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Závěr
Ačkoliv deskriptivńı geometrie a jednotlivé zobrazovaćı metody, jako je lineárńı
perspektiva, jsou složité, můžeme nalézt možnosti, jak je představit žák̊um už
na základńı škole. Můžeme jim ukázat, že zobrazováńı trojrozměrného prostoru
má své opodstatněńı a aplikace v běžném životě, právě pomoćı podobných úloh,
d́ıky kterým zároveň můžeme rozv́ıjet jejich prostorovou představivost. Vzhledem
k užit́ı lineárńı perspektivy ve výtvarném uměńı ji lze také využ́ıt v rámci me-
zipředmětových vztah̊u ve výtvarné výchově, př́ıpadně při seznámeńı s př́ıstrojem
camera obscura v rámci optiky ve fyzice na středńı škole.
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Modelovanie rozvinutého zápisu prirodzeného
č́ısla využit́ım technológie rozš́ırenej reality

Alena Pŕıdavková1

Technológia rozš́ırenej reality (Augmented Reality – AR) je jedným z mnohých
prostriedkov na tvorbu modelov vybraných matematických pojmov. Pridanou hod-
notou práce s materiálmi vytvorenými pre aplikáciu technológie AR je možnost’
manipulácie s virtuálnymi modelmi, ako aj modifikácie vstupných podmienok
a elementov zadania úlohy. V pŕıspevku je predstavený návrh využitia tech-
nológie rozš́ırenej reality v matematickej edukácii, konkrétne v oblasti tvorby
modelov skráteného a rozvinutého zápisu prirodzeného č́ısla v desiatkovej č́ıselnej
sústave. Využité sú pritom applety (GeoGebra) vytvorené v rámci projektu KEGA
riešeného na Pedagogickej fakulte PU v Prešove.

Úvod
Technológia rozš́ırenej reality (Augmented Reality – AR) predstavuje edukačný
prostriedok, ktorý poskytuje možnosti pre tvorbu modelov rôznych matema-
tických konceptov – už od primárneho stupňa vzdelávania (Hnatová & Hnat,
2019). V niektorých pŕıpadoch, pri tvorbe vizuálnych modelov vybraných mate-
matických pojmov vo virtuálnom prostred́ı, môže nahradit’ prácu s pomôckami
použ́ıvanými na modelovanie pojmu. Edukačné materiály, napŕıklad vo forme ma-
tematických úloh, využ́ıvajúce technológiu AR, obsahujú aj dynamické elementy.
To vytvára podmienky pre prezentovanie nielen výsledku, ale predovšetkým pro-
cesu konštruovania modelov, či postupu riešenia úlohy.

Pri činnostiach, realizovaných v rámci matematickej edukácie, ktoré sú apli-
kované s podporou AR môžu byt’ využ́ıvané softvéry dynamickej geometrie.
Systémy dynamickej geometrie charakterizuje Patsiomitou (2008) ako prostredia,
v ktorých sú vytvorené podmienky na tvorbu symbolických a grafických repre-
zentácíı pojmov v matematickej doméne. Žiaci tak môžu skúmat’, riešit’ problémy
rôznymi stratégiami a pracovat’ individuálne, ale aj v skupinách. Navyše je im
poskytnutá spätná väzba na ich návrhy, nápady a postupy (Pŕıdavková, 2022).

Učitel’ má, pri pŕıprave zadańı úloh s použit́ım technológie AR, možnost’
efekt́ıvne tvorit’ úlohy rôzneho typu bez toho, aby ich musel vopred editovat’ vo
verzii pero-papier. Na druhej strane, aj žiak má možnost’ samostatne si volit’ typ
úlohy v závislosti od jeho schopnost́ı, vyberat’ si úlohy na rozličných úrovniach
náročnosti a flexibilne postupovat’ k úlohám náročneǰśım, ale aj k jednoduchš́ım.

1 Prešovská univerzita, Pedagogická fakulta; alena.pridavkova@unipo.sk
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AR poskytuje pri práci čiastočné ponorenie žiaka do virtuálneho sveta a to pro-
stredńıctvom zobrazenej digitálnej vrstvy s relevantným matematickým obsahom
(Hnatova, Hnat, & Bučková, 2021).

Jedným z projektových zámerov (KEGA na PF PU v Prešove) bola realizácia
analýzy možnost́ı začlenenia technológie rozš́ırenej reality do vyučovania mate-
matiky na primárnom stupni vzdelávania (Mokrǐs, 2022). Z výsledkov obsaho-
vej analýzy kurikulárnych dokumentov pre matematickú edukáciu (v slovenskom
kontexte) vyberáme:

1. proces źıskavania matematických vedomost́ı je vhodné realizovat’ aktivi-
tami s prevahou pozorovania, skúmania a experimentovania v ich prirodze-
nom prostred́ı. Uvedené požiadavky je možné efekt́ıvne naṕlňat’ aplikáciou
technológie rozš́ırenej reality;

2. medzi identifikovanými oblast’ami, pri vyučovańı ktorých je možné využit’
technológiu AR, je zaradená aj problematika prirodzených č́ısel, konkrétne
zápisov č́ısel v desiatkovej č́ıselnej sústave.

V nasledujúcej časti budú predstavené námety na možnosti využitia tech-
nológie rozš́ırenej reality v matematickej edukácii na primárnom stupni vzdeláva-
nia, konkrétne v obsahovej oblasti prirodzené č́ısla a zápis v desiatkovej č́ıselnej
sústave.

Modelovanie prirodzeného č́ısla využit́ım technológie AR
Zápis prirodzeného č́ısla v desiatkovej č́ıselnej sústave môže byt’ reprezento-
vaný viacerými spôsobmi. Do vyučovania matematiky sú zaradené modely rôznej
úrovne abstrakcie, od modelov využ́ıvajúcich manipuláciu s predmetmi reprezen-
tujúcimi jednotlivé rády n-ciferného č́ısla (jednotky, desiatky, stovky atd’.), cez
grafické modely, až ku symbolickým zápisom. Aplikované sú pritom pravidlá pre
zápis prirodzeného č́ısla v desiatkovej č́ıselnej sústave, ktorá je považovaná za
pozičnú. Každá č́ıslica v zápise č́ısla má danú poźıciu, ktorá reprezentuje jej
hodnotu (jednotky, desiatky, stovky atd’.). Na primárnom stupni vzdelávania je
dôležité, aby si žiaci osvojili prinćıp desiatkovej č́ıselnej sústavy, zápis a č́ıtanie
viacciferných prirodzených č́ısel. Jednou z možnost́ı pre modelovanie rozvinutého
zápisu prirodzeného č́ısla v desiatkovej č́ıselnej sústave je využitie technológie
rozš́ırenej reality. Technológia AR predstavuje edukačný prostriedok podporujúci
tvorbu modelov matematických konceptov a možnost́ı manipulácie s nimi. Pri
tvorbe modelov prirodzeného č́ısla existuje možnost’ použitia objektov rôzneho
druhu, v závislosti od vytvoreného appletu. Prezentovaná bude ukážka práce
s konkrétnym appletom vytvoreným v rámci projektu KEGA.

Pre modelovanie daného konceptu je potrebné mat’ k dispoźıcii mobilné zaria-
denie podporujúce technológiu rozš́ırenej reality (https://developers.googl
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e.com/ar/devices). Applety vytvorené pomocou softvéru dynamickej geomet-
rie (v našom pŕıpade GeoGebra), predstavujú východiskový materiál pre tvorbu
modelov prirodzeného č́ısla. V aplikácii GeoGebra 3D Graphing Calculator, po
zadańı kódu pracovného materiálu (appletu), sa na displeji mobilného zariadenia
objav́ı okno, v ktorom je zadaná hodnota č́ısla (napŕıklad n = 265, obr. 1). Č́ıslo
je následne vymodelované graficky, kde sú objekty pre znázornenie č́ıslic jednot-
livých rádov farebne odĺı̌sené, napŕıklad jednotky predstavujú modré gul’̂očky,
desiatky sú červené a stovky zelené. Jedna desiatka je tvorená desiatimi jednot-
kami, stovku tvoŕı desat’ desiatok, resp. sto jednotiek. Model je reprezentáciou
prinćıpu desiatkovej č́ıselnej sústavy (desat’ jednotiek nižšieho rádu tvoŕı jednu
jednotku vyššieho rádu). Na obrázku 1 je ukážka modelu rozvinutého zápisu
prirodzeného č́ısla 265.

Obrázok 1: Model prirodzeného č́ısla znázornený v aplikácii GeoGebra 3D
Graphing Calculator

S vytvoreným virtuálnym modelom je možné d’alej manipulovat’ (rotovat’ ho
a menit’ tak jeho polohu, vymodelovat’ rôzne pohl’ady na model č́ısla a pod.,
obr. 2).

Obrázok 2: Modely č́ısla 265 znázornených v aplikácii GeoGebra 3D Graphing
Calculator
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Po kliknut́ı na ikonku AR (obr. 3) je v mobilnom zariadeńı aktivovaná funk-
cionalita zobrazenia objektu v rozš́ırenej realite. Vytvorený je virtuálny model
prirodzeného č́ısla v priestore, ktorý je spracovaný technológiou AR. V tomto
móde je dané č́ıslo modelované ako 3D objekt umiestnený v reálnom priestore
a existujú tak d’aľsie možnosti pre znázornenie modelu č́ısla, na manipuláciu
s nim, na prácu s modelom pri rôznych pohl’adoch na neho (obr. 4).

Obrázok 3: Ikona na preṕınanie medzi prácou v rozš́ırenej realite a 3D
zobrazeńım objektu

Obrázok 4: Virtuálny model prirodzeného č́ısla v 3D spracovaný technológiou
AR – rôzne pohl’ady

V prostred́ı je možné menit’ vstupné údaje zadańım č́ısla v č́ıselnom obore
od 0 do 999. Už́ıvatel’ má možnost’ sledovat’ proces vytvárania č́ıselného radu
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(č́ısel v č́ıselnom rade), pri ktorom je prezentovaný prinćıp desiatkovej č́ıselnej
sústavy (zoskupovanie jednotiek nižšieho rádu po desat’ a vytvorenie jednotky
rádu vyššieho).

Zaradeńım uvedeného edukačného prostriedku vzniká vel’a možnost́ı pre
tvorbu zadańı úloh. Uvádzame niekol’ko pŕıkladov:

• Na displeji je znázornené č́ıslo. Kol’ko má dané č́ıslo jednotiek, desiatok,
stoviek?

• Vymodeluj č́ıslo 352, 302 a pod.
• Porovnaj dve č́ısla, ktoré vid́ı̌s.
• Vymodeluj č́ıslo, ktoré má dve desiatky a jednu stovku. Poradie zadávania

počtu jednotiek, desiatok, stoviek je možné menit’.
• Nájdi také č́ıslo, v ktorého modeli chýbajú červené/modré/zelené guličky.

Čı́slo zaṕı̌s. (napr. 902)
• Aké najväčšie č́ıslo dokážeš vymodelovat’? Vieš ho preč́ıtat’?

Záver
Predstavená bola jedna z možnost́ı využitia technológie AR v matematickej
edukácii, konkrétne v obsahovej oblasti prirodzené č́ısla, pri modelovańı roz-
vinutého zápisu prirodzeného č́ısla v desiatkovej č́ıselnej sústave. Prácu s ma-
teriálmi využ́ıvajúcimi technológiu AR možno považovat’ za jeden z pŕıstupov
pre obohatenie vyučovania v danej problematike. V rámci projektu KEGA sú
na Pedagogickej fakulte PU v Prešove vytvárané applety (v softvéri GeoGebra
v prepojeńı na aplikáciu GeoGebra 3D Graphing Calculator), ktoré je možné
použit’ pri modelovańı rôznych matematických pojmov zaradených do obsahu
vyučovania matematiky na primárnom stupni vzdelávania. Tie sú postupne im-
plementované do pregraduálnej pŕıpravy budúcich učitel’ov elementaristov. Ďaľsie
návrhy využitia technológie AR v matematickej edukácii sú predstavené v pro-
jektových výstupoch (Hnatová & Hnat, 2019; Hnatová & Hnat, 2021; Hnatová,
2022; Pŕıdavková, 2022).
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matics Education Journal, 4 (1), 13–25. http://emejournal.upol.cz/Iss
ues/Vol4No1/Vol4No1.pdf
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taristov.

101

http://home.pf.jcu.cz/~sbml/wp-content/uploads/2021_Hnatova_et_al.pdf
http://home.pf.jcu.cz/~sbml/wp-content/uploads/2021_Hnatova_et_al.pdf
http://emejournal.upol.cz/Issues/Vol4No1/Vol4No1.pdf
http://emejournal.upol.cz/Issues/Vol4No1/Vol4No1.pdf
http://proceedings.informingscience.org/InSITE2008/IISITv5p353-393Pats457.pdf
http://proceedings.informingscience.org/InSITE2008/IISITv5p353-393Pats457.pdf
http://emejournal.upol.cz/Issues/Vol4No1/Vol4No1.pdf
https://developers.google.com/ar/devices


Učenie súmernosti s využit́ım l’udovej kultúry

Zuzana Semričová1, Lenka Valentová2

L’udová kultúra je dôležitou súčast’ou každého národa a tiež vzácnym dedičstvom
našich predkov. Už pomerne dlhý čas sa prenáša z generácie na generáciu a aj
v súčasnosti by mali deti poznat’ históriu. Z toho dôvodu sa v rámci pŕıspevku
venujeme využitiu l’udovej kultúry vo vyučovańı matematiky. V závere pŕıspevku
sú navrhnuté rôzne aktivity s využit́ım l’udovej výšivky, ktoré je možné aplikovat’
pri precvičovańı si učiva o osovej a stredovej súmernosti.

Úvod
V priebehu dej́ın l’udstva sa v rôznych regiónoch sveta postupne tvorila kultúra,
ktorá sa d’alej rozv́ıjala, modifikovala a predávala z generácie na generáciu. Či už
sa jednalo o remeslá, špecifické výrobky, odevy, slovné rozprávanie, piesne, tance,
či iné dedičstvo, ktoré sa vo všeobecnosti označuje pojmom l’udová kultúra. Uve-
dené pŕıklady sa v pŕıpade l’udovej kultúry kategorizujú na nehmotnú a hmotnú
l’udovú kultúru. Pod nehmotnou l’udovou kultúrou rozumieme trad́ıcie a zvyky
našich predkov, ktoré sa predávali z generácie na generáciu. Pod pojmom hmotná
l’udová kultúra môžeme rozumiet’ l’udovú architektúru, l’udové výtvarné umenie
a pod. V pŕıpade hmotnej a nehmotnej l’udovej kultúry dochádzalo k zmenám
pri predávańı.

Pre účely nášho pŕıspevku sa zameriame najmä na hmotnú l’udovú kultúru,
konkrétne na výtvarnú zložku, ktorá zahŕňa aj nami vybrané ornamenty. Orna-
menty, alebo inak nazývané vzory, je možné využit’ pri vyučovańı matematiky,
predovšetkým pri precvičovańı osovej a stredovej súmernosti.

L’udová kultúra a l’udové vzory
L’udové výtvarné umenie zahŕňa v sebe plejádu rôznorodých činnost́ı. Väčšina
z nich je spojená s textilom, predovšetkým zdobenie textilu a to rôznymi
výšivkami, nášivkami, čipkami a pod. Najhlavneǰśımi nositel’mi vzniku a vývoja
l’udových výšiviek boli ženy, ktoré ich aplikovali na svoj odev. Najskôr využ́ıvali
jednoduchšie vzory, no po zrušeńı poddanstva v roku 1848 začali ženy trávit’
viac času v mestách, kde sa naučili nové techniky. Tieto aplikovali do výroby
a ozdobovania svojich odevov a prispôsobovali ich lokálnym špecifikáciám. Odev,

1 Katoĺıcka univerzita v Ružomberku, Pedagogická fakulta, ; semricova.z@gmail.com
2 Katoĺıcka univerzita v Ružomberku, Pedagogická fakulta, ; lenka.valentova@ku.sk
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ale aj výšivka sa časom vyvinuli z pôvodnej funkčnej potreby na dekorat́ıvnu
funkciu. Vyš́ıvanie odevu nebolo pre ženy len rutinou, ale výšivka predstavovala
určitú symboliku vzorov a farieb, ktorých význam sa odovzdával z generácie
na generáciu. Aj ked’ obyvatelia boli silno krest’ansky veriaci, stále boli výrazne
ovplyvneńı poverami a strachom z nich (Kompańık, 2020). To sa prejavilo aj na
zobrazeniach l’udových vzorov. Ol’ga Danglová rozdelila ornamenty do piatich
skuṕın, a to na: (1) geometrické, (2) zoomorfné, (3) rastlinné, (4) antropo-
morfné a (5) ṕısmená, nápisy a monogramy. Mot́ıvy mali svojho nositel’a chránit’,
zabezpečit’ pozit́ıvne zmeny v živote, plodnost’, prosperitu a pod. Mot́ıvy a orna-
menty mali súvis aj s l’́ubostnou mágiou a aj odevná súčiastka mohla byt’ darom
z lásky. Ako jeden z najrozš́ıreneǰśıch mot́ıvov na územı́ celého Slovenska bol
vtáč́ı mot́ıv, ktorý mal ochranný charakter (Danglová, 2019).

V súčasnosti sa tradičná slovenská výšivka dostáva znova do popredia a pove-
domia l’ud́ı. V prvom rade vznikla cielená osveta vyš́ıvačských spolkov, ktoré robia
osvetu v zručnosti tvorivého vyš́ıvačského remesla. Organizujú sa rôzne kurzy,
obnovujú sa zabudnuté vyš́ıvacké techniky. Vd’aka tomu sa výšivky dostávajú
do povedomia a dostávajú reálnu šancu na kontinuálny prechod generáciami. Pri
predávańı d’aľśım generáciám sa dbá predovšetkým na zachovanie jedinečnosti
výšivky a zachovanie jej kompoźıcie. Preto považujeme za dôležité do vyučovania
už na primárnom stupni vzdelávania implementovat’ krásu a jedinečnost’ l’udového
umenia. V predloženom pŕıspevku ponúkame aktivity, v ktorých prepájame
l’udovú kultúru s matematikou.

Matematika a učenie súmernosti

Na základe učebných osnov Štátneho vzdelávacieho programu pre primárne
vzdelávanie (2016) sa žiaci primárneho vzdelávania v rámci elementárnej mate-
matiky stretávajú aj so zhodnými zobrazeniami (konkrétne s osovou súmernost’ou).
Využit’ sa však môže aj stredová súmernost’, posunutie a v určitých pŕıpadoch aj
otočenie.

Osová súmernost’ je jednoznačne určená osou súmernosti a vzor je cez túto os
zrkadlovo zobrazený v obraze (Rumanová & Vallo, 2009). S osovou súmernost’ou
sa deti stretávajú už v materských školách, kedy dokresl’ujú druhú polovicu
obrázku v pracovných listoch, či pracujú so zrkadlom.

So stredovou súmernost’ou, ktorá je jednoznačne určená stredom, cez ktorý
sa vzor zobrazuje, sa deti v materských školách stretávajú ojedinele (Ruma-
nová & Vallo, 2009). Okrem toho stredová súmernost’ nie je na Slovensku ob-
sahom Štátneho vzdelávacieho programu pre primárne vzdelávanie (2016), avšak
napŕıklad pri učive o geometrických útvaroch je možné aj prostredńıctvom skla-
dania papiera ukázat’ žiakom, čo stredová súmernost’ je.
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Pri učeńı zhodných zobrazeńı prostredńıctvom l’udovej kultúry je vhodné
využit’ rôzne l’udové vzory z výšiviek z regiónov celého Slovenska. Preto v d’aľsej
časti pŕıspevku uvádzame návrhy aktiv́ıt na rozvoj vedomost́ı o zhodných zobra-
zeniach prostredńıctvom l’udovej kultúry.

Aplikácia l’udovej výšivky do matematiky na primárnom
stupni
Oživovanie našich trad́ıcíı a l’udovej kultúry je v posledných rokoch vel’mi častou
témou. Je vel’mi dôležité, aby sme už malé deti viedli k určitých trad́ıciám a k úcte
k nim. Podl’a nášho názoru je práve preto dôležité prepojit’ aj predmet matema-
tika s tradičnou kultúrou. Je mnoho oblast́ı matematiky, v ktorých je možné
aplikovat’ prvky tradičnej kultúry, no my sme si vybrali oblast’ zhodných zobra-
zeńı, konkrétne osovú a stredovú súmernost’.

V súčasnosti je l’udová kultúra zarad’ovaná do rôznych vyučovaćıch predme-
tov na prvom stupni základných škôl. Prvky l’udovej kultúry sa môžu využit’
a môžeme ich aj nájst’ napŕıklad v predmetoch: slovenský jazyk, výtvarná
výchova, telesná výchova, hudobná výchova, vlastiveda, prvouka, pŕırodoveda a
pod. Ako už bolo vyššie spomenuté, rozhodli sme sa ukázat’ možnosti využitia
l’udovej kultúry aj na hodinách matematiky na prvom stupni základných škôl,
a to konkrétne vo vyučovańı zhodných zobrazeńı.

Obrázok 1: Návrh úlohy zameranej na identifikáciu osovej a stredovej
súmernosti s využit́ım l’udového vzoru rôznych úrovńı obtiažnosti

104



Na záver ponúkame učitel’om návrhy aktiv́ıt, ako sa dá l’udová kultúra využit’
vo výchovno-vzdelávacom procese matematiky. Vytvorili sme pracovný list zame-
raný na osovú a stredovú súmernost’ pre žiakov primárneho vzdelávania. Úlohy
sme usporiadali podl’a ich náročnosti od najjednoduchš́ıch, po náročneǰsie. Vy-
tvorili sme aj gradovanú úlohu. Tento typ úloh je stále viac využ́ıvaný pri výučbe,
hlavne z dôvodu implementácie diferenciácie do edukačného procesu. V posled-
nej úlohe sme sa snažili o rozvoj tvorivosti a kreativity na báze ornamentov
a l’udových mot́ıvov.

Obrázok 2: Návrh úlohy zameranej na využitie osovej súmernosti s využit́ım
l’udového vzoru rôznych úrovńı obtiažnosti

Ďaľsie aktivity sú zamerané na vytvorenie vlastného návrhu l’udového vzoru
tak, aby bol osovo súmerný, či v pŕıpade starš́ıch žiakov aj stredovo súmerný.
Rovnako môžu žiaci počas hod́ın matematiky, či výtvarnej výchovy pracovat’
s papierom a temperovými farbami, kedy papier preložia na dve polovice, jednu
polovicu namal’ujú temperovou farbou, papier preložia, zatlačia a po roztvoreńı
papiera by sa im mal zobrazit’ osovo súmerný obraz.

Záver
L’udová kultúra sa v súčasnosti opät’ dostáva do povedomia l’ud́ı a vyniká jej
jedinečnost’ a bohatá história. Práve vd’aka implementácie l’udovej kultúry,
konkrétne l’udových vzorov do vyučovania, si žiaci už v skorom veku uvedomujú
dôležitost’ a rozmanitost’ našej histórie. Našim pŕıspevkom sme poukázali, že aj
do učiva matematiky, zhodné zobrazenia, je vhodné aplikovat’ l’udovú kultúru
a s jej využit́ım si žiaci základných škôl môžu osvojovat’ poznatky a fixovat’ už
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źıskané skúsenosti so zhodnými zobrazeniami. V rámci pŕıspevku sme navrhli
viaceré aktivity, pričom sme vytvorili aj gradovanú úlohu pre žiakov.
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[1] Danglová, O. (2019). Ornament a predmet and object. ÚL’UV.
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Geometrické hry na rozvoj představivosti –
Trojúhelńıkové puzzle, Trojúhelńıkové figury

Jana Slezáková1

Cı́lem předloženého př́ıspěvku je poukázat na d̊uležitost využit́ı geometrických
her ve výuce matematiky. Trojúhelńıkové puzzle a Trojúhelńıkové figury mo-
hou (jak žák̊um intaktńım, tak i žák̊um se speciálńımi vzdělávaćımi potřebami)
vhodně přibĺı̌zit některé vlastnosti a vztahy základńıch geometrických útvar̊u v ro-
vině. Učitel̊um matematiky mohou také ukázat, že vhodná geometrická hra je
silný nástroj, který podporuje rozvoj geometrické představivosti a geometrického
myšleńı.

Úvod
Geometrie a geometrické myšleńı je d̊uležitou součást́ı výuky matematiky na
všech typech a stupńıch škol. Geometrie je již svým historickým vývojem spe-
cifickou a d̊uležitou složkou matematiky jako vědy (Kuřina & Vondrová, 2022).
Autoři (Kennedy & Kennedy, 1994) uvád́ı, že vývoj dět́ı na základńıch školách
do značné mı́ry záviśı na vńımáńı prostoru. Každý z nás tak potřebuje mı́t dobře
vyvinutou prostorovou představivost, která nám pomůže k rychleǰśı orientaci ve
světě, ve kterém žijeme. Geometrie nás uč́ı obecně nejen vńımat věci kolem sebe,
ale podporuje také naši tvořivost a logické myšleńı. Očekávaným výstupem RVP
ZV v tematickém okruhu Geometrie v rovině a v prostoru je, že žáci určuj́ı
a znázorňuj́ı geometrické útvary a geometricky modeluj́ı reálné situace, hledaj́ı
podobnosti a odlǐsnosti útvar̊u, které se vyskytuj́ı všude kolem nás, uvědomuj́ı
si vzájemné polohy objekt̊u v rovině (resp. v prostoru), uč́ı se porovnávat, od-
hadovat, měřit délku, velikost úhlu, obvod a obsah (resp. povrch a objem), zdo-
konalovat sv̊uj grafický projev (RVP ZV, 2021). Školská geometrie skýtá mnoho
př́ıležitost́ı, jak od manuálńı činnosti dospět k zaj́ımavým poznatk̊um, přisṕıvá
k utvářeńı představ o vlastnostech geometrických útvar̊u a t́ım i k porozuměńı
matematice (Kuřina & Vondrová, 2022). Důležitou součást́ı výuky geometrie je
rozvoj prostorové a geometrické představivosti. Právě znázorněńı a následná mo-
delace reálné situace pomáhá hledat podobnosti a odlǐsnosti útvar̊u, které se
vyskytuj́ı v běžném životě.

1 Univerzita Palackého, Př́ırodovědecká fakulta; jana.slezakova@upol.cz
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Didaktická hra
Každý učitel, který se rozhodne zařadit do své výuky didaktické hry, by si měl
nejdř́ıve vytvořit jakýsi přehled těchto aktivit. To mu pomůže, aby byl scho-
pen zařadit hru, která bude pro konkrétńı učivo a pro splněńı daných výchovně
vzdělávaćıch ćıl̊u nejvhodněǰśı. Autoři (Maňák & Švec, 2003) uvád́ı, že vytvořit si
představu o bohatstv́ı didaktických her je pro učitele velmi prospěšné, protože si
postupně vytvoř́ı vlastńı repertoár her, které odpov́ıdaj́ı jeho vyučovaćımu stylu.
V literatuře najdeme r̊uzné definice didaktické hry. Pedagogický slovńık uvád́ı, že
didaktická hra je spontánńı činnost dět́ı, která sleduje (pro žáky ne vždy zjevným
zp̊usobem) didaktické ćıle. Může se odehrávat v učebně, tělocvičně, na hřǐst́ıch,
v př́ırodě. Jej́ı přednost́ı je stimulačńı náboj, nebot’ probouźı zájem, zvyšuje
angažovanost žák̊u na prováděných činnostech, podněcuje jejich tvořivost, spo-
lupráci i soutěživost, nut́ı je využ́ıvat r̊uzných poznatk̊u a dovednost́ı, zapojovat
životńı zkušenosti (Pr̊ucha a kol., 2003). Hra je tedy jedńım z prostředk̊u, jak si
osvojit prob́ıranou látku, má často socializačńı charakter, a může být, pokud se
s ńı pracuje správně, velkým př́ınosem ve výuce jakéhokoli předmětu. Didaktické
hry představuj́ı velmi obsáhlou kategorii aktivizačńıch metod zahrnuj́ıćı obrovské
množstv́ı r̊uzných činnost́ı. Prostřednictv́ım hry se totiž žáci postupně dostávaj́ı
do světa dospělých, na druhé straně hry zvyšuj́ı zájem o učeńı, a nav́ıc osvojené
vědomosti, dovednosti a zkušenosti jsou trvaleǰśı a životněǰśı (Maňák & Švec,
2003).

Geometrická hra Trojúhelńıkové puzzle, Trojúhelńıkové fi-
gury
Současná hodnota matematického vzděláváńı je založena předevš́ım na kvalitńım
obsahu výuky, na d̊uležitosti metodického zpracováńı. Dále na tom, jakým
zp̊usobem jsou učitelé schopni naučit žáky řešit problémové situace a úlohy
z běžného života, pochopit a analyzovat problém, jakož i správně odhadnout ro-
zumovou vyspělost žáka, posilovat ho ve vlastńı schopnosti logického uvažováńı.
Učitelé by měli být ve výuce matematiky schopni rozv́ıjet jednotlivé kompetence,
žáky správně motivovat.

Tvary a prostorové vlastnosti lze vńımat aktivńım dotykem. Vńımáńı tvar̊u
je také silně ovlivněno velikostmi objekt̊u a jejich typy. Trojúhelńıkové puzzle
a Trojúhelńıkové figury mohou být vhodným doplňkem ve výuce geometrie, ne-
bot’ podporuj́ı rozvoj manipulativńıch činnost́ı, napomáhaj́ı tvořivosti, podněcuj́ı
kreativitu. Uvedené hry umožńı žák̊um intaktńım, ale i žák̊um se speciálńımi
vzdělávaćımi potřebami (nevidomým a slabozrakým) lépe porozumět základńım
vztah̊um a vlastnostem geometrických útvar̊u v rovině (Slezáková, 2022). Obě
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hry lze zařadit do skupiny her s geometrickými náměty, které slouž́ı k roz-
voji prostorové a geometrické představivosti, obrazotvornosti, odhadu, orientaci
v rovině a v prostoru, tvořivosti, kombinačńıho myšleńı. Hra žáky obecně uč́ı
taktice a strategickému myšleńı. Do skupiny her s geometrickými náměty spa-
daj́ı zejména hry k poznáváńı geometrických těles a tvar̊u, nejr̊uzněǰśı geomet-
rické hlavolamy, hry k procvičováńı osové souměrnosti. Součást́ı těchto her jsou
činnosti jako modelováńı, skládáńı, stavba z krychĺı, stř́ıháńı, lepeńı, kresleńı
a práce se śıtěmi r̊uzných těles (Kárová, 1997).

Trojúhelńıkové puzzle

Trojúhelńıkové puzzle je hra, která je určena pro jednoho hráče. Hra obsahuje
základńı šablonu ve tvaru rovnostranného trojúhelńıku, do které se bez překryt́ı
vkládaj́ı vždy 3 nebo 4 menš́ı moduly. Úkolem hráče je umı́stit vybrané moduly
tak, aby vyplnily bez překryt́ı celou šablonu. Sada obsahuje celkem 11 modul̊u,
které se skládaj́ı z r̊uzných geometrických tvar̊u (rovnostranný trojúhelńık, rovno-
ramenný lichoběžńık, kosodélńık, kosočtverec), ale i nekonvexńıch mnohoúhelńık̊u
sestavených ze shodných rovnostranných trojúhelńık̊u se společnou aspoň jednou
celou stranou, přičemž vnitřńı úhly jsou vždy celoč́ıselnými násobky 60◦.

Moduly vzniknou formálně sjednoceńım (aspoň dvou) shodných rovno-
stranných trojúhelńık̊u, přitom délka strany každého jednotlivého rovnostranného
trojúhelńıku je čtvrtinou délky strany šablony. Hra má celkem sedm variant řešeńı
a je vhodná pro věkovou kategorii 8 až 18 let. Každý modul je doplněn o hmatový
bod – drobný reliéf, který ukazuje nevidomým žák̊um cestu ke správnému řešeńı.
Celkem je uvedeno sedm r̊uzných hmatových bod̊u – znak̊u v podobě kruhu,
kružnice, trojúhelńıku, znaménka plus, velkého tiskaćıho ṕısmena H, velkého
tiskaćıho ṕısmena V, velkého tiskaćıho ṕısmena I. Označeńı pomoćı hmatových
bod̊u navede nevidomého žáka k výběru správného počtu modul̊u. Následně
pak žák slož́ı 3 nebo 4 moduly tak, aby byl zaplněn celý prostor trojúhelńıkové
šablony. Na konkrétńıch modulech lze naj́ıt r̊uzný počet hmatových bod̊u. To
proto, že jeden modul může být použitý pro v́ıce variant řešeńı. Jednotkové
moduly jsou ohraničené černou konturou, která slouž́ı žák̊um slabozrakým při
rozeznáváńı a přǐrazováńı geometrických tvar̊u. Hmatovou hru je možné použ́ıt
i bez základńı šablony.

Obrázek 1: Trojúhelńıkové puzzle
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Trojúhelńıkové figury

Hra Trojúhelńıkové figury je charakteristická předevš́ım tréninkem geometrické
představivosti. Je určena pro jednoho nebo v́ıce hráč̊u a skládá se z 9 shodných
rovnostranných trojúhelńık̊u (jednotkových hraćıch modul̊u) a obdélńıkové hraćı
plochy, která je opatřena trojúhelńıkovou śıt́ı. Śıt’ slouž́ı hráč̊um, kteř́ı nemaj́ı do-
statečně vyvinutou prostorovou představivost, ke snadněǰśımu nalezeńı správného
řešeńı. Jednotlivé hraćı moduly maj́ı na všech svých stranách zabudované nevi-
ditelné magnety. Ty hráč̊um umožňuj́ı přikládat jednotlivé moduly k sobě tak,
aby vznikl požadovaný mnohoúhelńık. Uvedená hra obsahuje celkem 14 variant
řešeńı. Hráč muśı nejprve ze všech dev́ıti jednotkových hraćıch modul̊u sesta-
vit požadovaný mnohoúhelńık (podle obrázku, který je v přiložené brožuře)
a následně pak řeš́ı daľśı část úkolu. Úkolem hráče je vymodelovaný konvexńı
(nekonvexńı) mnohoúhelńık rozdělit jedńım řezem na dvě části tak, aby po
přemı́stěńı jedné části ke druhé (pouze v představách) vznikl rovnostranný
trojúhelńık.

Jednotlivé úlohy se vztahuj́ı k r̊uzným geometrickým útvar̊um a tematicky
se zaměřuj́ı na znalost základńıch vlastnost́ı mnohoúhelńık̊u. Úlohy jsou vhodné
pro věkovou kategorii 11 až 16 let.

Obrázek 2: Trojúhelńıkové figury

Závěr
Geometrie je d̊uležitým nástrojem při řešeńı mnoha praktických situaćı, a součas-
ně se tak stává základem mnoha obor̊u. Ćılem předloženého př́ıspěvku bylo
ukázat, že jedńım z nástroj̊u, jak děti motivovat k výuce geometrie, jsou geo-
metrické hry. Trojúhelńıkové puzzle a Trojúhelńıkové figury jsou hry určené
primárně k rozvoji geometrické představivosti. Hry však nemuśı být pouze
názornou pomůckou pro žáky mladš́ı věkové kategorie, mohou je řešit všichni,
které zaj́ımá geometrie a s ńı spojená geometrická představivost. To proto, že
vyžaduj́ı modelováńı a také podporuj́ı divergentńı myšleńı.
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Variované slovńı úlohy

Pavel Sovič1

V rámci př́ıspěvku byly představeny návrhy metodických materiál̊u s tzv. vario-
vanými slovńımi úlohami. Tyto materiály maj́ı za ćıl napomáhat učiteli k rozvoji
schopnosti žák̊u řešit slovńı úlohy, podněcovat žáky k hlubš́ımu zkoumáńı struk-
tury úloh a v neposledńı řadě prostřednictv́ım jejich řešeńı rozv́ıjet čtenářskou
gramotnost žák̊u.

Úvod
Koncept tzv. variovaných slovńıch úloh vznikl a byl pilotován mezi lety 2020–2023
v rámci projektu TAČR — Podpora integrace matematické, čtenářské a jazykové
gramotnosti u žák̊u základńıch škol na Pedagogické fakultě Univerzity Karlovy.
Vytvořené metodické materiály jsou určené předevš́ım pro 2. stupeň základńı
školy a pro středńı školu (viz https://slovni-ulohy-metodika.cz/). Vario-
vané slovńı úlohy jsou zasazeny do kontextu reálného světa a lǐśı se svou vnitřńı
strukturou (Lee & Hwang, 2022). Pro jejich porozuměńı a vyřešeńı je nutné, aby
si žák vytvořil kvalitńı situačńı model (Reusser, 1985).

Metodický materiál ke každému souboru variovaných slovńıch úloh sestává
ze dvou část́ı. Prvńı část je věnována učitel̊um a obsahuje didaktické komentáře,
návrhy řešeńı úloh, jazykové úkoly, ale také zkušenosti z pilotáž́ı materiál̊u př́ımo
na školách. Druhá část je určena k tisku žák̊um př́ımo do výuky.

Soubor variovaných úloh
Samotný soubor variovaných úloh se skládá ze čtyř úloh – ze základńı úlohy
a třech jej́ıch variaćı. Prvńı variace – procvičeńı – je vždy podobná úloze základńı
a slouž́ı zejména k ověřeńı porozuměńı základńı úloze. Nijak zásadně se nelǐśı
svou strukturou ani zadáńım, mohou se lǐsit např. jednotky nebo č́ıselné hodnoty.
Druhá z nab́ızených variovaných slovńıch úloh – výzva – má výrazněji odlǐsnou
strukturu nebo se v ńı vyskytuj́ı komplikuj́ıćı faktory. Výzva od žák̊u vyžaduje
zpravidla jiný postup řešeńı či novou myšlenku. Posledńı variace – prémie – je do
materiál̊u zařazena předevš́ım proto, aby ji učitel mohl individuálně zadat žák̊um
dle potřeby.

1 Univerzita Karlova, Pedagogická fakulta; pavel.sovic@pedf.cuni.cz
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Základńı úloha

Firma zaměstnává 200 lid́ı – z toho 140 technik̊u. Pr̊uměrná mzda technik̊u
je 38 000 Kč. Pr̊uměrná mzda zbývaj́ıćıch zaměstnanc̊u je o 50 % vyšš́ı než
pr̊uměrná mzda technik̊u.
Jaká je pr̊uměrná mzda všech zaměstnanc̊u?

Úloha A (procvičeńı)

Firma zaměstnává 300 lid́ı – z toho tři pětiny technik̊u. Pr̊uměrná mzda technik̊u
je 45 000 Kč. Pr̊uměrná mzda zbývaj́ıćıch zaměstnanc̊u je o čtvrtinu vyšš́ı než
pr̊uměrná mzda technik̊u.
Jaká je pr̊uměrná mzda všech zaměstnanc̊u?

Úloha B (výzva)

Firma zaměstnává 240 lid́ı – z toho dvě třetiny technik̊u. Pr̊uměrná mzda tech-
nik̊u je o čtvrtinu vyšš́ı než pr̊uměrná mzda zbývaj́ıćıch zaměstnanc̊u.
Jaký je pr̊uměrná mzda technik̊u, jestliže pr̊uměrná mzda všech zaměstnanc̊u
čińı 42 000 Kč?

Úloha C (prémie)

Firma zaměstnává kromě 150 technik̊u ještě daľśı zaměstnance. Pr̊uměrná mzda
technik̊u je 45 000 Kč. Technici tedy maj́ı o pětinu vyšš́ı pr̊uměrnou mzdu než
zbývaj́ıćı zaměstnanci.
Kolik je ve firmě všech zaměstnanc̊u, jestliže jejich pr̊uměrná mzda čińı
43 500 Kč?

Práce s jazykovými úlohami
Jak již bylo zmı́něno výše, d̊uležitým krokem při řešeńı slovńıch úloh je také
pochopeńı jejich kontextu a jazykové stránky. Práce se slovńımi úlohami podle
navržených materiál̊u proto zahrnuje ve značné mı́̌re i úkoly zaměřené na čteńı
textu s porozuměńım. Navržené úlohy (viz tab. 1) mohou učitelé použ́ıt nejen
při řešeńı slovńıch úloh v matematice (sloupec Porozuměńı textu úlohy), ale také
během hodiny českého jazyka (zejména sloupec Rozvoj jazykové gramotnosti).
Jazykové úkoly jsou doplněny o správná řešeńı.
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Tabulka 1: Ukázka jazykových úloh ke společné práci s textem základńı úlohy.

Porozuměńı textu úlohy Rozvoj jazykové gramotnosti
1. Jakým zp̊usobem se obvykle tvoř́ı
výsledná známka na vysvědčeńı?
Představ si, že se vysvědčeńı rozdává
už nyńı. Jakou známku z matematiky
bys dostal/a? Poč́ıtej s t́ım, že všechny
známky maj́ı stejnou váhu.

4. Doplň synonyma ke slov̊um firma,
mzda, zaměstnanci.

2. Jaká je pr̊uměrná mzda zbývaj́ıćıch
zaměstnanc̊u ve firmě?

5. Termı́ny mzda a plat nemaj́ı úplně
totožný význam. Jaký je mezi nimi
rozd́ıl? Odpověd’ můžeš vyhledat na
internetu.

3. Rozhodni o každém z následuj́ıćıch
tvrzeńı, zda jednoznačně vyplývá z
textu:
Firma zaměstnává 340 lid́ı.
Všichni ostatńı zaměstnanci ve firmě
maj́ı vyšš́ı plat než technici.
Technik má plat 38 000 Kč.

6. Jakým termı́nem označujeme ta-
ková synonyma, která nemaj́ı zcela
totožný význam?

Doporučená práce s variovanými úlohami během výuky
Práce s variovanými úlohami se ř́ıd́ı konstruktivistickým př́ıstupem k učeńı
(Hejný & Kuřina, 2001) a odpov́ıdá metodě plánováńı výuky E-U-R (Meredith
& Steele, 2011). Výuka může být dle návrhu zahájena diskuśı pomoćı jedné
z evokačńıch otázek uvedených v metodickém materiálu. Následně se žáci věnuj́ı
společně s učitelem práci s jazykovými úlohami. Po společné diskusi žáci řeš́ı
základńı úlohu, a to nejprve individuálně a následně ve skupinách. Na konec
hromadně sd́ıĺı své postupy řešeńı. Potom si žáci vyberou úlohu procvičeńı
nebo výzva a opět ji řeš́ı nejprve samostatně, dále ve skupině dle zvolené úlohy
a na závěr jsou postupy a strategie sd́ıleny s celou tř́ıdou. Vyučovaćı jednotku
je vhodné zakončit reflex́ı, během které je vhodné zavést diskusi na shodné
a rozd́ılné prvky všech řešených úloh. Tato diskuse by měla přispět k hlubš́ımu
porozuměńı matematické i jazykové stavby slovńı úlohy. Proces můžete vidět ve
zjednodušené podobě na schématu na obr. 1.
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Obrázek 1: Implementace souboru úloh typu Variované úlohy

Pilotáže a zkušenosti učitel̊u
Během let 2020–2023 proběhlo 32 pilotáž́ı variovaných slovńıch úloh s pomoćı
pilotuj́ıćıch učitel̊u př́ımo ve školách. Učitelé po vyzkoušeńı materiál̊u vyplňovali
zpětnou vazbu formou online dotazńıku anebo poskytli konkrétńı ṕısemné arte-
fakty žák̊u. Data byla pr̊uběžně kvalitativně analyzována a výsledky byly využity
k úpravě materiál̊u a k vývoji navrhovaného zp̊usobu jejich implementace. Zde
uvád́ıme několik zkušenost́ı pilotuj́ıćıch učitel̊u.

• Většinu tř́ıdy úloha zaujala, takže se chtěli dozvědět správný postup
k řešeńı a také ten alternativńı spolužák̊uv.

• Silná skupina neměla s motivaćı problém, slabou skupinu odradil poměr,
jakožto strašák v zadáńı. Po pochopeńı základńı úlohy byli ale žáci velmi
silně motivováni k vyřešeńı úlohy k procvičováńı, která stavěla na téže
myšlence.

• Úloha se žák̊um ĺıbila. Ocenili zejména komplexnost, s jakou se ve striktně
oddělených předmětech př́ılǐs nesetkávaj́ı.

• Úloha se ĺıbila, vztahuje se k praxi a hodnotě, kterou znaj́ı z médíı i z ro-
dinného života.

• Ĺıb́ı se mi, že je úloha moderńı, ze současného běžného života a světa,
s vazbou na praxi (úspěšnost podnikatelského záměru).

Na základě zpětné vazby učitel̊u bylo nutné revidovat terminologii použ́ıvanou
v metodickém materiálu pro učitele. Ukázalo se, že většina zapojených učitel̊u
jednotlivé materiály využila během jedné hodiny matematiky (45 minut). Pokud
učitelé pracovali s jazykovými úkoly, zařazovali je př́ımo do hodiny matematiky,
dva učitelé je nevyužili v̊ubec. Na základě doporučeńı byly do jazykových úloh
zařazeny úlohy zaměřené na pravdivost tvrzeńı vyplývaj́ıćıch ze zadáńı úlohy.
Učitelé opakovaně zmiňovali, že v tomto zp̊usobu práce vid́ı prostor pro nácvik
komunikačńıch a prezentačńıch dovednost́ı, prostor pro opakováńı a prezentaci
v́ıce řešeńı a možnost propojeńı v́ıce předmět̊u. Na základě pilotáž́ı bude na konci
roku 2023 vytvořena metodika zaměřená obecně na práci se slovńımi úlohami
a bude doplněna i o část věnovanou variovaným úlohám. Výsledné materiály
budou umı́stěny na výše uvedené webové stránce.
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PRACOVNÍ DÍLNY

GeoGebra jako jeden z nástroj̊u pro okamžitou
virtuálńı zpětnou vazbu

Daniela B́ımová1

Na začátku pracovńı d́ılny byly účastńık̊um představeny tři r̊uzné úlohy ze ste-
reometrie zpracované v podobě dynamických applet̊u vytvořených ve freewarovém
softwaru GeoGebra. Úlohy byly zaměřeny na konstrukci rovinného řezu modelu
krychle, sestrojeńı śıtě seř́ıznuté krychle, která se pomoćı dynamického nástroje
softwaru GeoGebra rozkládá do roviny, anebo se naopak skládá zpět v model
seř́ıznuté krychle, a interaktivńıho doplněńı odř́ıznuté části krychle pomoćı výběru
z nab́ızených zobrazených těles. Účastńıci dostali možnost výběru, který ze tř́ı
představených applet̊u by chtěli v rámci pracovńı d́ılny společně vytvářet. Shodli
se na dynamickém appletu konstrukce rovinného řezu modelu krychle. V tomto
př́ıspěvku proto tedy stručně popisuji základńı principy tvorby dynamického app-
letu vybraného účastńıky d́ılny.

Úvod
V současné době obklopuj́ı digitálńı technologie člověka téměř na každém jeho
kroku, žáky a studenty všech stupň̊u škol nevyj́ımaje. Mnoźı z nich nyńı již
od útlého dětstv́ı vlastńı a předevš́ım také bez problémů ovládaj́ı smartphony,
tablety či notebooky. Intuitivně v nich zvládaj́ı využ́ıvat r̊uzné aplikace či soft-
wary. Digitálńı technologie se ale také postupem času s velkými výhodami
začaly využ́ıvat v r̊uzných pr̊umyslových odvětv́ıch (např. poč́ıtačové ř́ızeńı
pr̊umyslových linek v automobilovém, potravinářském, ale i v jiných typech
pr̊umyslu), a také v r̊uzných daľśıch oborech (elektroničt́ı roboti, poč́ıtačové
modelováńı prototyp̊u automobil̊u, návrh̊u domů, či interiér̊u, screeningováńı
v lékařstv́ı atd.) a z toho všeho vyplývaje u r̊uzných profeśı (u strojńıch inženýr̊u,
programátor̊u, návrhář̊u, architekt̊u, lékař̊u, filmař̊u a u mnohých jiných pro-
feśı). V d̊usledku toho se zařazováńı digitálńıch technologíı při výuce ve školách

1 Technická univerzita v Liberci, Fakulta př́ırodovědně-humanitńı a pedagogická; daniela.bimova@tul.cz
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jev́ı jako nezbytné. Vhodné zařazeńı digitálńıch zař́ızeńı, online aplikaćı či soft-
war̊u může učiteli pomoci např. při podáváńı zpětné vazby student̊um. Mnoźı
studenti se totiž neradi spokojuj́ı pouze s tzv. neinformativńı zpětnou vazbou.
To znamená např. se zpětnou vazbou, při ńıž jim učitel výsledné řešeńı pouze
okomentuje. Studenti nemuśı z pouhého komentáře správné řešeńı pochopit či
si jej správně představit, propojit s reálnou situaćı atd., takže mu v podstatě
neporozumı́, pouze jej formálně přijmou. V jiném př́ıpadě, např. při výuce ste-
reometrie, může učitel student̊um prostorovou situaci znázornit pomoćı náčrtku
na tabuli. Ukazuje se však, že v posledńıch letech si jen málo žák̊u či student̊u
dokáže v mysli vytvořit správnou a odpov́ıdaj́ıćı představu 3D objekt̊u podle
jejich rovinného nákresu. Takovéto formy zpětné vazby potom ztráćı pro stu-
denty smysl a v některých př́ıpadech je mohou dokonce i demotivovat k daľśım
podobným činnostem.

Adekvátně zvolené pomůcky, at’ už v podobě reálných či 3D vytǐstěných mo-
del̊u, ale i ve formě virtuálně vytvořených dynamických applet̊u ve freewaru
GeoGebra mohou s informativńı zpětnou vazbou student̊um výrazně pomoci.
K takovéto situaci může doj́ıt převážně při studiu těch oblast́ı matematiky, které
jsou pro ně obt́ıžné a v nichž potřebuj́ı źıskat potřebný vhled do dané proble-
matiky, názornou představu př́ıslušné prostorové situace nebo prostorového ob-
jektu. Vytvářeńı správných a odpov́ıdaj́ıćıch představ záviśı na úrovni vizuálně-
prostorových schopnost́ı každého jedince.

Vizuálně-prostorové schopnosti
Vizuálně-prostorové schopnosti jsou jednou z kĺıčových schopnost́ı každého
člověka. Aniž by si to lidé uvědomovali, využ́ıvaj́ı vizuálně-prostorové schopnosti
ve svém každodenńım životě. Např́ıklad při j́ızdě automobilem či při parkováńı,
při orientaci na mapě, při cestě do práce či při pohybu městem, parkem, anebo
v př́ırodě, při sportu, při úklidu domácnosti, při zahradnických praćıch atd.
Bez vizuálně-prostorových schopnost́ı na dostatečné úrovni se neobejdou ani
profesionálové, jako jsou strojńı inženýři, architekti, stavitelé, lékaři, pr̊uvodci,
potápěči a mnoźı daľśı. Samsudin a kol. (2011) zmiňuj́ı, že tyto schopnosti byly
dř́ıve považovány za vrozené, ale d̊ukazy z experimentálńıch studíı naznačuj́ı, že
je možné je výrazně zlepšit vhodným a specifickým tréninkem.

Vizuálně-prostorovými schopnostmi se zabývala řada praćı, v nichž jsou
zmı́něny i jejich základńı složky. Např́ıklad McGee (1985), Braukmann & Pedras
(1993) a Gardner (2011) poukazuj́ı na to, že schopnosti mentálńı manipulace,
otáčeńı, ohýbáńı nebo převraceńı zobrazeného objektu patř́ı mezi rozhoduj́ıćı
aspekty inteligence. Linn & Petersen (1985) definuj́ı prostorovou schopnost
jako schopnost použ́ıvanou pro reprezentaci, generováńı, transformaci a evokaci
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symbolických a obrazových fakt̊u. Vizuálně-prostorové schopnosti na základě
toho kategorizovali pomoćı tř́ı modul̊u: mentálńı rotace (schopnost rychle
a přesně otáčet 2D nebo 3D objekty, představit si vlastnosti otočeného objektu
poté, co byl otočen kolem osy o určitý počet úhlových stupň̊u), prostorové
vńımáńı (schopnost identifikovat prostorové vztahy objektu s ohledem na orien-
taci vlastńıho těla) a prostorová vizualizace (schopnost manipulovat v mozku
s komplexńımi prostorovými údaji o objektu, včetně konfigurace jeho jednotlivých
složek). S ohledem na všechny tyto a mnohé daľśı studie lze vizuálně-prostorové
schopnosti interpretovat jako schopnosti provádět mentálńı transformace ob-
jekt̊u v prostoru, představovat si, jak objekt vypadá při pohledu z r̊uzných úhl̊u
pohledu, a chápat vztahy mezi objekty a jejich součástmi navzájem.

Procvičováńı vizuálně-prostorových schopnost́ı
Jak již bylo uvedeno výše, mnohé studie ukazuj́ı, že vizuálně-prostorové schop-
nosti je možné zdokonalovat a rozv́ıjet (např. Baenninger & Newcombe, 1989,
1995). Vzhledem k jejich d̊uležitosti je jistě nezbytné využ́ıt všech dostupných me-
tod a prostředk̊u k jejich rozvoji. Se vzr̊ustaj́ıćı snahou zvyšováńı digitálńıch kom-
petenćı žák̊u a student̊u, a to nejen v České republice v rámci reformy Rámcového
vzdělávaćıho programu pro základńı vzděláváńı, ale i v zahranič́ı, což deklaruj́ı
r̊uzné studie jako např. Dagiene & Stupuriene (2016), Bocconi (2018) a Botturi
a kol. (2019), se zakomponováńı dostupných moderńıch digitálńıch technologíı do
výuky pomalu stává nutnost́ı. Ćılem současné generace učitel̊u matematiky by
proto mělo být přeneseńı dostatečného množstv́ı témat z geometrie, ale i z jiných
oblast́ı matematiky do 21. stolet́ı, a to nejen při zachováńı vhodných nástroj̊u
z minulosti, ale i při využ́ıváńı digitálńıch zař́ızeńı, online aplikaćı a freewarových
softwar̊u. Podstatnými d̊uvody jsou zlepšeńı kvality výuky, ale i zlepšeńı výsledk̊u
a předevš́ım zvýšeńı motivace žák̊u.

Jedńım z vhodných digitálńıch nástroj̊u, který lze při výuce geometrie
využ́ıvat k procvičováńı a rozvoji vizuálně-prostorových schopnost́ı je freewarový
software GeoGebra. O d̊uležitosti výuky geometrie a jej́ım významu pro rozvoj
myšleńı, zvyšováńı úrovně prostorové představivosti a rozv́ıjeńı dovednost́ı řešit
problémy se zmiňuje řada odborńık̊u již několik desetilet́ı (např. Čech, 1940–
1941; Smith, 1964; Dehaene a kol., 2006). Procvičováńı vizuálně-prostorových
schopnost́ı je tedy v současné výuce geometrie podstatným předmětem zájmu.
Jako vhodné téma z matematiky, respektive z geometrie k procvičováńı vizuálně-
prostorových schopnost́ı se nab́ıźı stereometrie. Výuka stereometrie se v současné
době omezuje na metrické úlohy (výpočty povrch̊u a objemů základńıch těles;
určováńı vzdálenost́ı a odchylek základńıch objekt̊u (tj. bod̊u, př́ımek a rovin)
umı́stěných ve trojrozměrném prostoru v sepět́ı se základńımi tělesy) a dále pak

119



na polohové konstrukčńı úlohy. Polohovými konstrukčńımi úlohami zpravidla
při výuce stereometrie na středńı škole rozumı́me konstruováńı rovinných řez̊u
hranatých těles.

Stručný popis tvorby dynamického appletu konstrukce ro-
vinného řezu krychle
Na základě přáńı účastńık̊u pracovńı d́ılny se jej́ı hlavńı náplńı stala tvorba in-
teraktivńıho dynamického appletu pro úlohu konstrukce rovinného řezu modelu
krychle. Protože většina účastńık̊u potvrdila již jisté dosavadńı zkušenosti s praćı
v softwaru GeoGebra, nemusely být uživatelské prostřed́ı a nástroje tohoto soft-
waru představovány. Začali jsme tedy rovnou s tvorbou interaktivńıho dyna-
mického appletu. Applet jsme koncipovali takovým zp̊usobem, že jsme použili
obě dvě 2D nákresny a také 3D grafické okno softwaru. Do jedné 2D nákresny
jsme zapsali text zadáńı úlohy a zakreslili jsme do ńı model krychle o dané délce
hrany ve volném rovnoběžném promı́táńı. Do tohoto modelu jsme na př́ıslušné
hrany krychle vyznačili trojici zadaných nekolineárńıch bod̊u, která určovala za-
danou rovinu řezu. Ve 3D grafickém okně jsme pomoćı nástroje Krychle vložili
model krychle se shodnou délkou hrany, jakou jsme použili u obrazu modelu
krychle ve 2D nákresně. Na hrany tohoto modelu krychle jsme také umı́stili
trojici nekolineárńıch bod̊u určuj́ıćıch rovinu řezu. Při zobrazováńı trojice bod̊u
ve 3D grafickém okně jsme přitom dodržovali shodné vzdálenosti zadané tro-
jice bod̊u od jednotlivých vrchol̊u krychle jako ve 2D nákresně. Hlavńım ćılem
vytvářeného dynamického appletu bylo totiž propojeńı konstrukce rovinného řezu
krychle ve 2D nákresně a ve 3D grafickém okně softwaru. Na obrázku 1 je ukázka
vytvořeného grafického zadáńı úlohy pro sestrojeńı rovinného řezu krychle rovi-
nou danou trojićı nekolineárńıch bod̊u.

Obrázek 1: Grafické zadáńı úlohy pro konstrukci rovinného řezu krychle
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Jakmile bylo grafické zadáńı úlohy vytvořeno, přistoupili jsme k sestrojováńı
vzorového krokovaného řešeńı úlohy. Pro tento účel jsme již využili i druhou 2D
nákresnu, do ńıž jsme mj. vložili zaškrtávaćı poĺıčko s názvem ”Řešeńı“. S t́ımto
zaškrtávaćım poĺıčkem jsme následně propojili veškeré konstrukce vedoućı k se-
strojeńı výsledného mnohoúhelńıkového řezu daného modelu krychle a také jed-
notlivé kroky symbolického zápisu konstrukce. Ty jsme pomoćı textových poĺı
umı́stili do druhé 2D nákresny. Jednotlivé konstrukčńı kroky, a to jak ve 2D
nákresně, tak i ve 3D grafickém okně, i jim př́ıslušné symbolické zápisy jsme též
propojili s dynamickým nástrojem softwaru GeoGebra zvaným Posuvńık. Ten
jsme nazvali ”krok“. Objekty, které se v př́ıslušném kroku konstrukce vytvářej́ı
a současně tedy také zobrazuj́ı, a aktuálńı krok zápisu konstrukce jsme nasta-
vili načerveno. V následném kroku se pak všechny tyto objekty automaticky
zbarvily načerno. Nav́ıc jsme ve druhé 2D nákresně vytvořili tlač́ıtko ”Smazat
konstrukci“. Toto tlač́ıtko je pomoćı skriptu NastavitHodnotu(krok,0) propojeno
s posuvńıkem ”krok“ a jeho stlačeńım v jakémkoliv kroku konstrukce se všechny
dosud vytvořené d́ılč́ı konstrukce zneviditelńı a zobraźı se pouze počátečńı gra-
fické zadáńı úlohy. Ve 3D grafickém okně programu je také možné pomoćı daľśıho
nástroje vytvořit rovinu řezu modelu krychle. Zobrazováńı a skrýváńı této roviny
jsme provázali se zaškrtávaćım tlač́ıtkem ”Zobrazeńı/skryt́ı roviny řezu“.

Obrázek 2: Vizualizace finálńı podoby appletu pro konstrukci rovinného řezu
krychle

Na obrázku 2 je ukázána výsledná podoba jednoho z možných vytvořených
applet̊u. Zobrazený applet je dostupný na adrese https://www.geogebra.org
/m/ykgy8q4x. V rámci pracovńı d́ılny však bylo vzhledem k časovým možnostem
zvoleno na hranách daného modelu krychle takové rozmı́stěńı bod̊u určuj́ıćıch ro-
vinu řezu, aby výsledným řezem byl trojúhelńık. Oproti appletu, který se nacháźı
na uvedeném odkazu, nebyly během pracovńı d́ılny ve vytvářeném appletu v jed-
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notlivých kroćıch konstrukce uváděny podrobněǰśı slovńı komentáře k aktuálně
sestrojovanému objektu a nebylo také zakomponováno zaškrtávaćı poĺıčko, které
by umožňovalo vypnut́ı zobrazeńı konstrukce ve 2D nákresně. Tato konstrukce
totiž může opticky rušit některé studenty při otáčeńı scény ve 3D grafickém okně
softwaru, anebo předevš́ım při přepnut́ı zobrazeńı této scény do verze pro anagly-
fické brýle.

Využit́ı dynamických applet̊u pro konstrukce rovinných
řez̊u při výuce
Interaktivńı dynamické applety vytvář́ıme zpravidla ve dvou verźıch – ve stu-
dentské a učitelské verzi. Za studentskou verzi dynamického appletu považujeme
pouze vytvořené grafické zadáńı. Takto připravený applet vlož́ıme společně s vy-
branými nástroji softwaru GeoGebra jako online aktivitu na webové stránky
www.geogebra.org, anebo jej vlož́ıme do online GeoGebra knihy, z ńıž následně
vytvoř́ıme tzv. GeoGebra tř́ıdu. Studenti tak mohou řešit úlohy zaměřené např.
právě na konstrukce rovinných řez̊u model̊u krychle na svých mobilńıch zař́ızeńıch
anebo na poč́ıtač́ıch v poč́ıtačové učebně. V př́ıpadě, že studenti úlohy řeš́ı v Geo-
Gebra tř́ıdě, vid́ı učitel ze svého př́ıstupu práci každého studenta přihlášeného
do GeoGebra tř́ıdy, a může mu tak poskytnout okamžitou zpětnou vazbu. Pokud
je grafické zadáńı úlohy vytvořeno tak, jak je znázorněno na obrázku 1, může
učitel poskytnout student̊um možnost volby, zda budou konstrukci provádět ve
2D nákresně či ve 3D grafickém okně. Rychleǰśı studenti mohou stihnout zkon-
struovat řešeńı jak ve 2D nákresně, tak i ve 3D grafickém okně. V obou př́ıpadech
jde o konstrukci rovinného řezu modelu krychle (tj. trojrozměrného objektu) zob-
razeného na dvourozměrné obrazovce elektronického zař́ızeńı – na displeji smart-
phonu či tabletu anebo na obrazovce poč́ıtače. Obrazy modelu krychle i daľśıch
sestrojovaných objekt̊u jsou ve 2D nákresně statické, pokud jsou objekty v gra-
fickém zadáńı upevněny a nejsou tzv. volnými objekty. Studenti si pak muśı
veškeré vzájemné polohy daných, ale i konstruovaných objekt̊u vytvořit ve svých
představách. Zat́ımco obrazy modelu krychle a konstruovaných geometrických
objekt̊u jsou ve 3D grafickém okně dynamické, nebot’ je možné se scénou v tomto
okně otáčet do r̊uzných úhl̊u pohledu.

Existuj́ı skupiny student̊u, kteř́ı bezproblémově vyřeš́ı konstrukčńı úlohu ro-
vinného řezu na modelu krychle zobrazeném ve volném rovnoběžném promı́táńı
ve 2D nákresně anebo v pracovńım listu. Daľśı skupina student̊u zvládne se-
strojit rovinný řez modelu krychle ve 3D grafickém okně, a to pouze s využit́ım
potřebných znalost́ı a odpov́ıdaj́ıćıch představ při možnosti otáčeńı se scénou
v tomto okně softwaru. Jiné skupině student̊u pomůže při konstruováńı ro-
vinného řezu přepnut́ı zobrazeńı ve 3D grafickém okně programu z rovnoběžného
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promı́táńı do verze pro anaglyfické brýle. V př́ıpadě použit́ı anaglyfických brýĺı
mohou studenti vidět zobrazenou scénu včetně všech sestrojených objekt̊u pro-
storově. Na obrázku 3 je znázorněno přepnut́ı scény 3D grafického okna softwaru
GeoGebra se zobrazenou konstrukćı rovinného řezu modelu krychle do verze pro
anaglyfické brýle.

Obrázek 3: Zobrazeńı konstrukce rovinného řezu modelu krychle ve verzi pro
anaglyfické brýle

Jiná skupina student̊u potřebuje ke správnému vyřešeńı úlohy reálný model,
který nejen vid́ı na vlastńı oči, ale který může také současně vźıt do rukou a podle
svých potřeb jej otáčet, převracet apod. Jednou z výhod freewarového softwaru
GeoGebra je skutečnost, že ve verzi GeoGebra Klasik 6 je možné vytvořený app-
let uložit jako tzv. stereolitografický soubor, tj. soubor s př́ıponou .stl. Z něho
je následně možné v odpov́ıdaj́ıćım softwaru, např. ve freewaru PrusaSlicer, vy-
generovat soubor s př́ıponou .gcode, který komunikuje s 3D tiskárnou. Zmı́něný
postup jsme učinili a na 3D tiskárně jsme 3D model konstrukce rovinného řezu
modelu krychle z obrázku 2 vytiskli, viz obrázek 4.

Obrázek 4: 3D vytǐstěný model konstrukce rovinného řezu modelu krychle
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Co se týče dynamického appletu ve verzi pro učitele, ten vypadá jako výše
popsaný vytvářený dynamický applet. Učitel v něm má předpřipravené řešeńı,
v jehož jednotlivých fáźıch se d́ıky posuvńıku může volně posouvat dopředu či
zpět. Může se stát, že v některém z krok̊u konstrukce navrhnou studenti sestrojeńı
jiného objektu, než který má učitel v předpřipraveném appletu vytvořený. V ta-
kovém př́ıpadě záviśı sestrojováńı následuj́ıćıch objekt̊u na flexibilitě vyučuj́ıćıho.
Dostatečně flexibilńı učitel může př́ıpadně ukázat student̊um, že jimi navrhovaný
postup konstruováńı objekt̊u je možný, když odstouṕı od svého předpřipraveného
řešeńı a s využit́ım nástroj̊u GeoGebry začne řešit úlohu podle návrh̊u student̊u.

Závěr
Interaktivńı dynamické applety v podobné podobě jako výše popsaný použ́ıváme
kv̊uli jejich mnoha výhodám nejen při výuce budoućıch učitel̊u matematiky
v rámci výuky předmět̊u Geometrie 1 a Geometrie 2, ale také např. při výuce
předmětu Konstruktivńı geometrie, který je jedńım z povinných předmět̊u ve stu-
dijńım plánu bakalářského studia budoućıch strojńıch inženýr̊u. Již po několik
let źıskáváme na vytvořené a student̊um poskytované dynamické applety pozi-
tivńı ohlasy v rámci komentář̊u a připomı́nek uváděných ve studentské anketě,
která prob́ıhá po ukončeńı každého semestru anonymně v elektronické studijńı
agendě IS/STAG použ́ıvané na Technické univerzitě v Liberci. Studenti na ap-
pletech oceňuj́ı, že si je mohou kdykoliv a kdekoliv na svých elektronických
zař́ızeńıch otevř́ıt, pracovat s nimi; konstrukce si v nich mohou krokovat svou
vlastńı rychlost́ı; mohou se zpětně vracet ke krok̊um, které jim nebyly zcela
zřejmé; a předevš́ım, studenti d́ıky sestrojeným objekt̊um, obzvláště ve 3D gra-
fickém okně, mohou vidět, zda jimi zamýšlené konstrukce, vzájemné polohy ob-
jekt̊u jsou, či nejsou správné.

Na závěr zmı́ńım postřehy student̊u 3. ročńıku jednoho státńıho gymnázia
v Liberci, kde jsem v rámci implementace výsledk̊u projektu vedla několik ho-
din stereometrie. Po výkladu pravidel pro sestrojováńı rovinných řez̊u model̊u
krychle, a to s využit́ım r̊uzných typ̊u model̊u (paṕırových, z modeĺıny, z mag-
netické stavebnice, ale i virtuálńıch), a po procvičeńı jednodušš́ıch konstrukčńıch
úloh zaměřených na sestrojeńı rovinných řez̊u modelu krychle byla společně se
studenty řešena úloha z výše popisovaného dynamického appletu. Studenti úlohu
řešili nejprve pomoćı rýsováńı tužkou na paṕır, po sestrojeńı výsledného řezu jim
byl promı́tnut výše uvedený applet. Nejprve sledovali zobrazováńı jednotlivých
krok̊u konstrukce současně ve 2D nákresně (stejný obrázek už měli zakreslený
ve svých pracovńıch listech) a ve 3D grafickém okně programu. Někteř́ı stu-
denti již v této fázi začali reagovat slovy ”Tak ted’ už je jasné, proč se nejednalo
o r̊uznoběžky, ty př́ımky se nemohly protnout, vždyt’ každá lež́ı jinde (mı́něno
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v jiné rovině)!“, ”Paráda, už vid́ım, jak vznikl pr̊useč́ık s rovinou dolńı podstavy
krychle.“ apod. Po přepnut́ı scény ve 3D grafickém okně GeoGebry do verze pro
anaglyfické brýle a při jejich užit́ı studenti zvolávali: ”Super, ted’ už to konečně
vid́ım.“, ”Však když se to takhle zobraźı, neńı to těžké si to představit.“, ”Ted’
už př́ımky krásně vystupuj́ı a vid́ım, kudy vedou.“ atd.

Takovéto a daľśı podobné reakce student̊u a také obdržované pozitivńı zpětné
vazby ve studentské anketě v IS/STAG jsou mi motivaćı pro tvorbu daľśıch in-
teraktivńıch dynamických applet̊u pro r̊uzná témata z geometrie.
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Využit́ı kalkulátor̊u v hodinách matematiky

David Brebera1

Tento článek přináš́ı základńı přehled vlastnost́ı kalkulátor̊u Casio ClassWiz,
souhrn možnost́ı jejich užit́ı v hodinách matematiky a upozorněńı na výhody
a problémová mı́sta během výuky. Je představeno výukové online prostřed́ı
a emulátor. Zmı́něna je také nab́ıdka pracovńıch list̊u a daľśı podpora učitel̊u.

Základńı přehled model̊u

V současné době jsou v ČR dostupné dvě základńı řady kalkulátor̊u Casio
ClassWiz. Jedná se o trojici model̊u základńı řady označených fx-82CE X,
fx-85CEX a fx-350CE X (lǐśı se pouze rozd́ılným zp̊usobem napájeńı) a dále o dva
pokročilé modely označené jako fx-991CE X a fx 991 CW. Modely základńı řady
jsou schválené (doporučené) jako modely k maturitńı zkoušce, nebot’ nenab́ızej́ı
žádné z funkćı, které by jejich použit́ı u maturit znemožňovaly. Kalkulačka povo-
lená k maturitě nesmı́ vykreslovat grafy, nesmı́ zjednodušovat algebraické výrazy
obsahuj́ıćı proměnnou a nesmı́ ani poč́ıtat kořeny algebraických nebo jiných
rovnic. K maturitńı zkoušce také nelze použ́ıt programovatelnou kalkulačku.

Pokročilé modely fx-991CE X a fx 991 CW pak kromě výše zmı́něného řešeńı
rovnic nab́ıźı i daľśı funkce, např. výpočty v r̊uzných č́ıselných soustavách, nu-
merické integrováńı a derivováńı, maticové výpočty a daľśı. Kompletńı přehled
vlastnost́ı a srovnáńı jednotlivých model̊u lze nalézt na internetových stránkách
zastoupeńı Casio pro Českou republiku.

Všechny modely maj́ı několik základńıch společných vlastnost́ı, které v dnešńı
době značně přisṕıvaj́ı ke zjednodušeńı celého procesu učeńı. Vyjmenujme alespoň
některé z nich:

Menu a nastaveńı

Všechny modely maj́ı jednoduché menu, které umožňuje snadný př́ıstup ke všem
funkćım kalkulačky. V nastaveńı lze nastavit jazyk, formát zobrazeńı č́ısel, počet
desetinných mı́st a daľśı parametry. Zde je však na druhou stranu třeba upozornit,
že někteř́ı žáci i tak maj́ı problémy se správnou intepretaćı výsledk̊u, protože
např́ıklad u tak snadného výpočtu jako 2/1000 může, v závislosti na nastaveńı,
zobrazit kalkulátor výsledek jako 1

500 (ve tvaru zlomku), dále jako 0,002 (ve tvaru
desetinného č́ısla) a také jako 2 ·10−3 (v zápisu s exponentem). Zejména posledńı

1 Univerzita Pardubice, Dopravńı fakulta Jana Pernera; david.brebera@upce.cz
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formát zápisu s exponentem pak čińı značné pot́ıže při interpretaci, protože jej
žáci neumı́ správně přeč́ıst.

Chybová hlášeńı

Všechny modely CE maj́ı chybová hlášeńı, která pomáhaj́ı žák̊um rozpoznat
a opravit chyby při zadáváńı matematických operaćı. Pokud žák zadá nesprávný
vstup, kalkulačka zobraźı kurzor na mı́stě, které ukazuje, kde byla chyba.

Přirozené zobrazeńı, zobrazeńı ”jako v učebnici“ a automatická úprava
zlomk̊u

Všechny CE modely podporuj́ı přirozené zobrazeńı, což znamená, že lze zadávat
matematické výrazy tak, jak jsou napsány v učebnici, tj. s užit́ım matematických
symbol̊u a zp̊usob̊u zápisu, který odpov́ıdá běžným matematickým notaćım.
Stejným zp̊usobem je pak zobrazena i většina výsledk̊u. CE modely dále dis-
ponuj́ı funkćı automatické úpravy zlomk̊u, což znamená, že kalkulačka dokáže
zjednodušit a upravit (krátit) zlomky na základńı tvar. Stejně tak automaticky
odstraňuje i odmocniny ze jmenovatele výraz̊u. Je-li to možné, jsou i výsledky
výpočt̊u goniometrických funkćı zobrazovány jako zlomky.

Databáze konstant

Všechny modely maj́ı zabudovanou databázi cca čtyřiceti základńıch fyzikálńıch
a chemických konstant, vč. jejich značeńı př́ıslušným symbolem.

Použit́ı kalkulátor̊u ClassWiz v hodinách matematiky
Domńıváme se, že je vhodné, aby celá tř́ıda v hodinách matematiky použ́ıvala
stejný model kalkulátoru. Toto doporučeńı plat́ı i pro daľśı př́ırodovědné
předměty (fyzika, chemie) a to jak v teoretických hodinách, tak i během la-
boratorńıch cvičeńı. K tomuto tvrzeńı nás vedou zejména následuj́ıćı d̊uvody:

Efektivita výuky

Pokud všichni žáci/studenti použ́ıvaj́ı stejný model kalkulačky, zvyšuje se efekti-
vita výuky, protože učitel nemuśı vysvětlovat r̊uzné zp̊usoby použ́ıváńı r̊uzných
kalkulaček. Je tedy zřejmé, že pokud všichni použ́ıvaj́ı stejný model, mohou
učitelé věnovat v́ıce času samotné výuce a procvičováńı matematických koncept̊u
i teorie.
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Konzistence

Použ́ıváńı stejného modelu kalkulačky zajǐst’uje konzistenci výsledk̊u při řešeńı
matematických i fyzikálńıch problémů. Pokud každý žák/student použ́ıvá jiný
model kalkulačky, mohou se výsledky (a jejich zobrazeńı) lǐsit v závislosti na
funkcionalitách a zp̊usobech výpočtu, které r̊uzné kalkulačky nab́ızej́ı. Při použit́ı
stejného modelu toto riziko odpadá.

Usnadněńı komunikace a týmová spolupráce

Pokud všichni studenti použ́ıvaj́ı stejný model kalkulačky, mohou lépe komuni-
kovat a spolupracovat na projektech a úkolech. Studenti si také mohou vzájemně
pomáhat, pokud maj́ı pot́ıže s použ́ıváńım kalkulačky. Použit́ı stejného typu kal-
kulátoru dále umožńı vzájemné sd́ıleńı výsledk̊u popsané v daľśı části článku.

Podpora učitel̊u
V souvislosti s výše uvedenými body dostávaj́ı učitelé matematiky k dispozici
zcela zdarma velmi výkonný nástroj v podobě emulátoru k jednotlivým model̊um
kalkulátor̊u. Emulátor je volně ke stažeńı, pro prvńıch 90 dn̊u neńı vyžadována re-
gistrace a neexistuj́ı ani žádná omezeńı ve využit́ı softwaru. Následně je učitel̊um,
zcela bezplatně, na jejich e-mailovou adresu odeslán registračńı kĺıč k daľśımu
užit́ı emulátoru.

Emulátor je k dispozici pro platformu Windows a nab́ıźı několik základńıch
vlastnost́ı, ideálně pak při propojeńı s dataprojektorem. Jedná se zejména o reálné
zobrazeńı kalkulátoru, včetně všech tlač́ıtek a displeje. Dále pak volitelně možnost
zvětšit displej samotný a v daľśım volitelném okně samostatně zobrazit i sekvence
stisknutých kláves.

Ačkoliv modely kalkulátor̊u nedisponuj́ı žádnou konektivitou (BT, Wi-Fi), je
i přesto možné dosažené výsledky vzájemně sd́ılet. Stejně tak je možné, např.
při výuce základ̊u pravděpodobnosti, ukládat výsledky náhodných pokus̊u (hod
kostkou) do tabulkové paměti kalkulátoru a výsledky sd́ılet mezi jednotlivými
skupinami žák̊u i s učitelem. Pro sd́ıleńı maj́ı všechny modely možnost na displeji
zobrazit QR kód se zakódovaným výsledkem. QR kód lze následně vyfotit běžným
mobilńım telefonem nebo tabletem.

Zmı́něným mobilńım zař́ızeńım, které již konektivitou disponuje, je pak
do webového rozhrańı CASIO EDU+ přenesen výpočet (nebo např. tabulka
s náhodnými pokusy), s ńımž zde lze dále pracovat. Učitel má také možnost
v prostřed́ı EDU+ vytvořit celou virtuálńı tř́ıdu, kde lze sd́ılet výsledky dosažené
jednotlivými skupinami žák̊u. Ukázky a podrobný videonávod k vytvořeńı
virtuálńı tř́ıdy jsou k dispozici na kanále YouTube Casio pro Českou republiku.
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Na stejném kanále je dále k dispozici mnoho daľśıch podp̊urných videonávod̊u
k osvojeńı si jednotlivých funkćı kalkulátor̊u ClassWiz. Dodejme pouze pro
úplnost, že v době vzniku tohoto článku (jaro 2023) prob́ıhá velmi rozsáhlá
aktualizace celého webového rozhrańı EDU+ a některé funkce nemuśı být po
určitou dobu částečně nebo plně dostupné.

Podpora učitel̊u však nekonč́ı pouhým poskytnut́ım emulátoru zdarma.
Učitelé matematiky (a daľśıch př́ırodovědných předmět̊u) se dále mohou několi-
krát ročně zúčastnit bezplatných online seminář̊u a dostávaj́ı k dispozici také ce-
lou databázi tematických pracovńıch list̊u v českém a anglickém jazyce. Všechny
tyto služby jsou k dispozici po registraci na webovém portále pro učitele.

Závěr
Lze konstatovat, že společnost Casio poskytuje prostřednictv́ım kalkulátor̊u
ClassWiz širokou podporu pro učitele. Ta zahrnuje zejména zdarma dostupný
emulátor, rozsáhlou nab́ıdku videonávod̊u, databázi volně stažitelných pra-
covńıch list̊u, sd́ıleńı dat a výpočt̊u v online prostřed́ı a v neposledńı řadě také
nab́ıdku bezplatných seminář̊u. Kalkulačky řady ClassWiz jsou navrženy tak, aby
pomáhaly student̊um lépe pochopit matematické a fyzikálńı koncepty a současně
učitel̊um usnadnily práci jak při př́ıpravě výuky, tak i během výuky samotné.

On-line zdroje
[1] CERMAT, Matematika, Povolené pomůcky. https://maturita.cermat.

cz/menu/maturitni-zkouska/zkousky-spolecne-casti/matematika
[2] FAST ČR, Kalkulačky s vědeckými funkcemi. https://casioczech.fas

tcr.cz/skola/classwiz
[3] Casio International, Windows ClassWiz emulátor. https://edu.casio.co

m/softwarelicense/
[4] GOOGLE PLAY, mobilńı aplikace Casio EDU+. https://play.googl

e.com/store/apps/details?id=jp.co.casio.fx.CasioEduPlus&hl=cs
[5] APPLE STORE, mobilńı aplikace Casio EDU+. https://apps.apple.c

om/us/app/casio-edu/id1022752963
[6] Casio Česká republika, kanál YouTube, videonávody. https://www.youtub

e.com/watch?v=p6hsZu96DJc&t=513s
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Jak rozv́ıjet logické uvažováńı žák̊u primárńı
školy?

Jiř́ı Břehovský1

Chápáńı základńıch princip̊u logiky a schopnost použ́ıvat jej́ı pravidla jsou ne-
zbytné ke správnému porozuměńı matematice. Logiku m̊užeme v tomto smyslu
označit za univerzálńı jazyk matematiky. Matematické poučky jsou formulovány
pomoćı pravidel logiky, ve kterých se už́ıvaj́ı logické spojky a kvantifikátory. Ne-
správné pochopeńı jejich významu m̊uže vést k problém̊um při porozuměńı daľśım
pojm̊um. Nejen tyto d̊uvody nás vedly k vytvořeńı aktivit, které mohou zaj́ımavou
formou pomáhat rozv́ıjet logické myšleńı žák̊u. Jsou zaměřeny na propedeutiku
využ́ıváńı logických spojek, negaćı a kvantifikátor̊u. Tyto aktivity jsou primárně
určeny pro žáky prvńıho stupně, ale to neńı překážkou k jejich využit́ı i ve vyšš́ıch
ročńıćıch. Rádi bychom v rámci workshopu vybrané náměty představili a ukázali
ještě něco nav́ıc.

Úvod
Jedńım z ćıl̊u výuky matematiky na základńı a středńı škole je rozv́ıjet logické
myšleńı žák̊u. Tento a daľśı ćıle jsou stanoveny v Rámcovém vzdělávaćım pro-
gramu pro základńı vzděláváńı (RVP ZV, 2021). Navzdory obecně uznávanému
přesvědčeńı, že matematika přisṕıvá k rozvoji logického myšleńı, neńı v praxi
dosažeńı tohoto ćıle snadné. Ukazuj́ı to i výsledky českých žák̊u v mezinárodńıch
srovnávaćıch studíıch v matematice PIRLS & TIMSS (PIRLS & TIMSS, 2011).
I když je matematika a jej́ı výuka založena na přesné logické výstavbě, zcela
se tuto skutečnost nedař́ı při výuce přenést na žáky. A to i přes fakt, že logické
myšleńı je pro skutečné pochopeńı matematiky naprosto nezbytné. Bez správného
př́ıstupu k rozvoji logického myšleńı jsou znalosti žák̊u pouze formálńı, s ma-
lou schopnost́ı propojeńı poznatk̊u, a t́ım i krátkodobého charakteru. I z těchto
d̊uvod̊u považujeme problematiku rozvoje logického myšleńı právě na prvńım
stupni základńı školy za velmi d̊uležitou.

Logické myšleńı
Vymezeńım pojmu logické myšleńı se zabývá řada autor̊u a vědeckých praćı.
Carrol (1972) ve své práci popisuje logické myšleńı na př́ıkladu konverzace mezi
partnery, z nichž jeden řekne: ”To je přeci logické.“ a mı́ńı t́ım, že jeho tvrzeńı

1 Technická univerzita v Liberci, Fakulta př́ırodovědně-humanitńı a pedagogická; jiri.brehovsky@tul.cz
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vyplývá nenávratně z ostatńıho, již řečeného a dokázaného. Logikou tedy Carrol
rozumı́ určitý postup myšleńı, př́ıpadně schopnost správně myslet nebo, přesněji
řečeno, usuzovat, to jest vyvozovat závěry z daných poznatk̊u či myšlenek (Carrol
1972). Podle Rice (2015) je logické uvažováńı předevš́ım o schopnosti vysvětlit,
proč se něco děje, pomoćı fakt̊u a znalost́ı, o kterých v́ıme, že jsou pravdivé.
Logické myšleńı nám umožňuje efektivně se rozhodovat a předpov́ıdat a také
analyzovat a chápat události, které se již staly. Artino (2008) a Widodo (2017)
ve svých studíıch uváděj́ı, že schopnost logického myšleńı je myšlenkový proces,
který d̊usledně využ́ıvá matematický rozum a logiku tak, aby bylo dosaženo
očekávaného závěru. Tato schopnost je potřebná nejen k vytvářeńı dobrých
a správných strategíı, ale také k řešeńı problémů v každodenńım životě.

Piaget (1929, 1950) a jeho spolupracovńıci dlouhodobě a systematicky zkou-
mali vývoj logického myšleńı jedince jako součásti jeho kognitivńıho vývoje
a popsali čtyři základńı fáze, jimiž člověk při svém vývoji procháźı (senzomoto-
rická fáze, předoperačńı fáze, fáze konkrétńıch operaćı a fáze formálńıch operaćı).
Schopnost plně rozv́ıjet logické myšleńı přicháźı u d́ıtěte ve třet́ı a čtvrté fázi
vývoje, tedy přibližně od sedmého roku života (Piaget 1928). Proto se naše
pozornost v tomto ohledu zaměřuje na prvńı stupeň základńı školy. Právě na
prvńım stupni se zač́ınaj́ı formovat a rozv́ıjet dovednosti žák̊u v mnoha oblas-
tech. Od jejich kognitivńıch dovednost́ı po jejich postoje, což ovlivňuje jejich
budoućı myšleńı (Ristiana, 2019). Ukazuje se, že jedinec, který má správně roz-
vinuté logické myšleńı, dokáže lépe řešit i matematické úlohy. Schopnost řešit
problémy bychom proto měli rozv́ıjet v tzv. ”zlatém věku“ d́ıtěte, konkrétně na
úrovni základńı školy. Přitom ovšem neńı vždy snadné zvyšovat úroveň logického
myšleńı žák̊u. Jeho rozvoj ovlivňuje celá řada faktor̊u, učitel patř́ı k nejvlivněǰśım
z nich (Purnami, 2018).

Logika na prvńım stupni ZŠ

V učivu matematiky na prvńım stupni ZŠ jsou prvky logiky využ́ıvány předevš́ım
ke správnému vyjadřováńı a k rozvoji logického myšleńı žák̊u. Už od prvńıch
hodin vedeme žáky k rozhodováńı o tom, co pravda je a co neńı. Při výuce
matematiky pracujeme s pojmem výrok a s rozhodováńım o jeho pravdivosti či
nepravdivosti a zároveň nahĺıž́ıme na větu jako na jazykové vyjádřeńı myšlenky.
Je tedy patrné, že logické myšleńı velmi úzce souviśı s mateřským jazykem a s vy-
jadřováńım se ve větách (Melichar 2007). Při výkladu, zadáváńı úloh a vyřčeńı
odpověd́ı vyučuj́ıćı a žáci použ́ıvaj́ı logické spojky, negace výrok̊u, kvantifikátory
a jednoduché úsudky. Žáci jazyk logiky použ́ıvaj́ı intuitivně a při vytvářeńı
úsudk̊u často dělaj́ı chyby, které prameńı z nedostatečného pochopeńı formálńı
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stránky logiky. Na těžkosti žák̊u při správném využ́ıváńı logiky poukazuj́ı např.
studie Hoyles & Küchemann (2002), Stephanou & Pitta-Pantazi (2006).

Jedńım z ćıl̊u projektu studentské grantové soutěže s názvem Matematika jako
účinný nástroj k rozvoji logického myšleńı žák̊u primárńı školy bylo vytvořeńı
souboru aktivizuj́ıćıch činnost́ı, které pomohou rozv́ıjet logické myšleńı žák̊u se
zaměřeńım na využ́ıváńı základ̊u formálńı logiky. Některé z vytvořených aktivit,
které byly představeny v rámci pracovńı d́ılny, nyńı krátce poṕı̌seme.

Popletený vodńık
Popletený vodńık má na své polici vedle sebe pět hrńıčk̊u. Ve čtyřech z nich má
něco schovaného a jeden je prázdný. V každém hrńıčku je vždy jen jedna věc. Do
prázdného hrńıčku si chce ukrýt zlaté šupiny. Pomůžeš mu naj́ıt prázdný hrńıček,
když v́ı̌s, že:

• v jednom z punt́ıkatých hrńıčk̊u má brýle,
• v hrńıčku s pokličkou má puškvorec,
• v jednom z krajńıch hrńıčk̊u má barevné pentličky,
• jeden ze dvou červených hrńıčk̊u obsahuje dýmku?

Obrázek 1: Popletený vodńık

Úkolem žák̊u je podle instrukćı nalézt mezi pěti hrnečky ten prázdný. K řešeńı
úlohy žáci použ́ıvaj́ı obrázek pěti seřazených hrnečk̊u.

Stopy ve sněhu

Šest sněžných muž̊u se sešlo na oslavě svátku sněhu. Při př́ıchodu každý z nich
otiskl svou nohu do ledovce. Poznáš, která stopa patř́ı jednomu z nich, sněžnému
muži Quidovi, když v́ı̌s, že:

• sněžný muž Eda nemá levou nohu,
• sněžný muž Hubert má na každé noze jen čtyři prsty,
• nejmladš́ı z nich má ploché nohy,
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• sněžný muž Marcel má nezvykle dlouhý maĺıček,
• Quido je z nich nejstarš́ı, ale nemá největš́ı chodidla?

Obrázek 2: Stopy ve sněhu

Úkolem žák̊u je podle instrukćı nalézt mezi šesti stopami tu správnou. K řešeńı
úlohy žáci použ́ıvaj́ı obrázek šesti stop. Pro lepš́ı orientaci v instrukćıch se
osvědčilo, když si žáci zbylého sněžného muže pojmenovali.

Nočńı tvorové
Pańı učitelka pro vás měla připravené slovńı úlohy, jenže jsme přes noc zapomněli
zavř́ıt okno a vlétli nám do tř́ıdy nočńı tvorové, kteř́ı si chtěli vyzkoušet, zda
dokáž́ı poč́ıtat stejně jako žáci ve škole. Ale jak se snažili úlohy vyluštit, rozházeli
jejich části po celé tř́ıdě a nám tak zt́ıžili práci. Zkuste části úloh ve tř́ıdě vyhledat
a vyřešit. Jaćı nočńı tvorové se mohli dostat do tř́ıdy oknem?

Úkolem žák̊u je naj́ıt a správně k sobě poskládat útržky slovńıch úloh. Tyto
útržky jsou umı́stěny na r̊uzných mı́stech ve tř́ıdě a jsou barevně odlǐseny tak,
aby žák věděl, které části textu k sobě patř́ı. Správně sestavené slovńı úlohy je
samozřejmě nutné vyřešit. Náročnost se dá zvýšit tak, že rozdělené texty slovńıch
úloh nebudou od sebe barevně odlǐseny.

Obrázek 3: Nočńı tvorové, př́ıklad úlohy

Při řešeńı projektu byly vytvořeny také dvě autorské hry (Božský scrabble
a Zlatá runa). Ty jsou svým rozsahem i časem potřebným k jejich realizaci
náročněǰśı než zbylé aktivity. Stručně představ́ıme pouze druhou z nich.
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Zlatá runa
Jedná se o karetńı hru pro jednoho až tři hráče. Jej́ım principem je, pomoćı prav-
divostńıch tabulek pro jednotlivé logické spojky sestavit z hraćıch karet tzv. ma-
gický trojúhelńık. Pravdivostńı tabulky žáci použ́ıvaj́ı jako dešifrovaćı kĺıče k jed-
notlivým kartám. Hra je uvedena př́ıběhem a karty a hraćı pole jsou do př́ıběhu
stylizovány.

Vı́tej v postapokalyptickém světě! Zemi ovládli Ilumináti. V tomto
světě máš na výběr ze dvou možnost́ı. Naklonit si př́ızeň Iluminát̊u
a dosáhnout tak zlatého vrcholu, nebo se proměnit v kámen. Nic
mezi t́ım! Jak si ale mocné Ilumináty naklonit a źıskat si tak jejich
př́ızeň? Jednoduše! Postav magický trojúhelńık a dosáhni zlatého vr-
cholu dř́ıv, než ti dojde čas. Trojúhelńık muśı̌s postavit z karet, které
představuj́ı kouzelné runy. Ale pozor, runy k sobě nelze přikládat li-
bovolně, muśı̌s pečlivě volit své kroky. Přitom na stavbu magického
trojúhelńıku máš pouze 15 minut.

Obrázek 4: Obrázek herńıho pole

Hra obsahuje 48 karet tvaru rovnostranného trojúhelńıku, z toho 40 běžných
karet s runami a 8 zlatých karet s runami. Dále hra obsahuje dva žetony se
symbolem (¬) a významem negace. Uprostřed každé karty je vyobrazená runa,
což je symbol pro jednu z logických spojek. Pod každou vyobrazenou runou je
napsána zkratka názvu j́ı odpov́ıdaj́ıćı logické spojky (DIS – disjunkce, KON
– konjunkce, IMP – implikace, EKVI – ekvivalence). Tato zkratka také určuje,
o jakou runu jde. T́ımto zp̊usobem jsou od sebe odlǐseny i konjunkce s disjunkćı.
Ve vrcholech trojúhelńıkových karet jsou napsány pravdivostńı hodnoty (0,1). Na
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základě těchto pravdivostńıch hodnot, vyobrazené runy na kartě a pravdivostńıch
tabulek pro jednotlivé spojky se karty pokládaj́ı k sobě. Ćılem hry je vytvořit
z karet rovnostranný trojúhelńık tak, aby jeho nejvyšš́ı vrchol byl vytvořen ze
zlaté karty.

Obrázek 5: Hraćı karty s runami

Z pohledu rozvoje logického myšleńı neńı ćılem hry učit žáky prvńıho
stupně základy formálńı logiky, logické spojky nebo jejich pravdivostńı hod-
noty. Skutečně jde pouze o hru, která dané prvky využ́ıvá. Žáci se tak jej́ım
prostřednictv́ım mohou poprvé setkat se symboly a zákonitostmi, které někteř́ı
z nich budou při učeńı se formálńı logice využ́ıvat na středńı škole.

Závěr
V d́ılně jsme zařadili ukázky těchto a podobných aktivit, které maj́ı potenciál
k rozv́ıjeńı logického myšleńı žák̊u. V rámci řešeńı projektu vzniklo celkem deva-
tenáct aktivit a dvě autorské hry. V současné době připravujeme publikaci, která
bude tyto aktivity obsahovat, včetně pracovńıch list̊u a metodických poznámek
a postřeh̊u z jejich ověřováńı při praktické výuce. Rádi bychom tak učitel̊um
primárně prvńıho stupně poskytli materiál, kterým mohou obohatit svou výuku
matematiky.
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Poděkováńı
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Jak učinit informované rozhodnut́ı o investici?
Př́ıklad dluhopis̊u

Petr Čechák1

Tento př́ıspěvek si klade za ćıl ukázat, jakým zp̊usobem bychom měli přemýšlet
nad možnost́ı investovat do dluhopis̊u, a to v době, kdy se nám nab́ıdky inves-
továńı zobrazuj́ı na webových stránkách či nám chod́ı e-mailem. Nelze striktně
ř́ıct, zda do konkrétńıch dluhopis̊u investovat, nebo nikoliv, d̊uležité však je, aby
byl každý schopen zjistit si všechny potřebné informace, které mu pomohou se
rozhodnout. Vyučuj́ıćı by měli umožnit žák̊um si takové cvičeńı vyzkoušet a na
konkrétńım př́ıkladu libovolných dluhopis̊u je provést myšlenkovým procesem,
který jim umožńı shromáždit a posoudit relevantńı informace potřebné pro roz-
hodnut́ı o investici. Během pracovńı d́ılny si účastńıci takové cvičeńı vyzkoušeli.

Úvod

”Chcete porazit inflaci? Investujte s námi!“ Podobná reklamńı sděleńı se v po-
sledńı době v mediálńım prostoru objevuj́ı poměrně často. Vid́ıme je v televizńı
reklamě, přečteme si je na internetu, v novinách i na billboardech. Jejich ćılem
je přesvědčit spotřebitele ke koupi r̊uzných investičńıch produkt̊u, např. kor-
porátńıch dluhopis̊u, kryptoměn apod. Češt́ı spotřebitelé přitom nemusej́ı zcela
rozumět tomu, jak takovéto investice funguj́ı, jaká práva jsou s nimi spojena
a jakým rizik̊um se při investováńı vystavuj́ı. Ćılem tohoto př́ıspěvku je osvětlit
proces, který by měl vést k informovanému rozhodnut́ı o tom, zda investovat,
či nikoli. Jako př́ıklad nám poslouž́ı nejjednodušš́ı z cenných paṕır̊u, a sice kor-
porátńı dluhopis, tedy dluhový cenný paṕır, jehož kouṕı vlastně poskytujeme na
stanovenou dobu (tzv. dobu splatnosti) p̊ujčku nějaké obchodńı korporaci (emi-
tentovi dluhopis̊u) výměnou za placeńı předem stanoveného výnosu (tzv. kupón,
stanoven zpravidla v procentech za rok, např. 5 % p. a. – tedy 5 % za rok)
(MFČR, 2015). Na konci doby splatnosti je nám investovaná částka vrácena,
výnos může být vyplácen pr̊uběžně (např. každý rok). Na př́ıkladu dluhopis̊u
lze dle mého názoru nejlépe ukázat, jak je třeba o investićıch uvažovat a že
investováńı neńı odtržené od reality, abstraktńı a složité. Ve skutečnosti může
vyučuj́ıćı na středńı škole snadno naj́ıt vhodný př́ıklad existuj́ıćıho dluhopisu
a ukázat žák̊um, že se svými středoškolskými znalostmi mohou sami, bez služeb
finančńıho poradce, snadno dospět k závěru, zda by do daného dluhopisu investo-
vali, či nikoliv. V následuj́ıćıch částech toho př́ıspěvku si postupně vysvětĺıme, jak
1 Univerzita Karlova, Pedagogická fakulta; cechakpe@gmail.com
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přistupovat k informaćım, které nám sděluje emitent dluhopis̊u, kde naj́ıt daľśı
d̊uležité informace a jak je interpretovat. Závěrem zmı́ńım několik didaktických
postřeh̊u pro vyučuj́ıćı.

Posouzeńı prvotńıch informaćı
Informace o investičńı př́ıležitosti do konkrétńıho korporátńıho dluhopisu se
k nám mohou dostat r̊uznými kanály. Kromě toho, že sami aktivně nějakou
možnost investováńı hledáme, nám mohou přij́ıt např́ıklad e-mailem či nás
mohou zaujmout v podobě reklamy, např. na internetu. Již při źıskáńı těchto
prvotńıch informaćı je třeba uvědomit si několik d̊uležitých věćı. Zaprvé, jde
o obchodńı sděleńı. Byt’ je to banálńı, považuji za d̊uležité to zde připomenout.
Informace takto obdržené nás maj́ı přesvědčit ke koupi dluhopisu, nejsou tedy
pravděpodobně představeny zcela neutrálńım zp̊usobem. Odklon od neutra-
lity předkládaných informaćı lze předpokládat, zejména pokud se nacháźıme
př́ımo na webových stránkách emitenta dluhopis̊u, protože ti nepodléhaj́ı tak
př́ısné regulaci obchodńıch sděleńı jako finančńı instituce či finančńı poradci.
V př́ıpadě investováńı do korporátńıch dluhopis̊u může být klasickým př́ıkladem
reklamńıho zkresleńı upřednostňováńı prezentace výnosu dluhopisu na úkor ri-
zika, př́ıp. snaha vzbudit v potenciálńım zájemci dojem, že návratnost investice
do těchto dluhopis̊u je nějakým zp̊usobem zaručena či garantována.

Zde je nutné si uvědomit, že neexistuje žádná zaručená investice do kor-
porátńıch dluhopis̊u, investor je vždy vystaven riziku, že vložené prostředky
ztrat́ı. Toto riziko může být r̊uzně velké, vždy však existuje. Obecně plat́ı, že
vyšš́ı výnos je spojen s vyšš́ım rizikem. O vztahu mezi rizikem a výnosem je mi-
mochodem užitečné uvažovat v matematických pojmech. Mezi rizikem a výnosem
existuje určitá závislost, která je rostoućı, přičemž plat́ı, že riziko je zde nezávislou
proměnnou a výnos proměnnou závislou (MFČR, 2015). Obchodńı korporace
totiž často sáhnou po financováńı svých aktivit prostřednictv́ım dluhopis̊u tehdy,
když nedosáhnou na financováńı u banky, což se stane obvykle proto, že pro
banku byla p̊ujčka dané společnosti z nějakých d̊uvod̊u př́ılǐs riziková, a proto ji
odmı́tla poskytnout. Společnost pak zkuśı źıskat finančńı prostředky emitováńım
dluhopis̊u, u nichž se snaž́ı rizikovost kompenzovat přiměřeným výnosem. Proto
plat́ı, že dluhopisy slibuj́ıćı vyšš́ı výnos (např. okolo 10 % a v́ıce za rok) jsou
zároveň i značně rizikové, nemuśıte tedy dosáhnout ani na sĺıbený výnos, ani na
částku, za ńıž jste p̊uvodně dluhopisy nakoupili. Pokud emitent dluhopis̊u skonč́ı
např́ıklad v insolvenci, držitelé korporátńıch dluhopis̊u nejsou nijak zvýhodněni
oproti jiným věřitel̊um společnosti. A fakt, že emitent dluhopis̊u neńı schopen
zaplatit svým věřitel̊um – držitel̊um dluhopis̊u –, nelze samo o sobě zpravidla
označit za podvodné jednáńı ze strany emitenta. Emitent však často uvád́ı ve
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svém obchodńım sděleńı, jaký je výnos dluhopis̊u, na prvńım mı́stě, velkým
ṕısmem, zat́ımco o riziku se vyjadřuje pouze v nezbytném minimu, později či
menš́ım ṕısmem a obecně (kupř́ıkladu obecnou informaćı, že výnos dluhopis̊u
neńı zaručen, př́ıp. že každá investice s sebou nese riziko apod.).

Emitent dluhopis̊u se také může snažit vzbudit dojem, že investice do jeho
dluhopis̊u je jistá v tom smyslu, že se společnosti velmi dař́ı, a tud́ıž nehroźı jej́ı
úpadek. I zde je třeba dávat si pozor na to, jaká data jsou prezentována a jakým
zp̊usobem. Pokud např́ıklad společnost v rámci reklamńıho sděleńı o dluhopisech
ukazuje na sloupcovém grafu rostoućı trend tržeb v čase (tedy že o jej́ı výrobky
či služby je č́ım dál větš́ı zájem), je dobré se pod́ıvat, z jakých konkrétńıch let
tyto údaje o tržbách pocházej́ı. Pokud např́ıklad vid́ıme velký nár̊ust tržeb mezi
roky 2021 a 2022 u společnosti, která podniká v provozováńı fitness center, je
možné, že tento nár̊ust zapř́ıčinila covidová opatřeńı, která fitness centra po část
roku 2021 uzavřela, a v roce 2022 tak mohlo j́ıt ve skutečnosti o nár̊ust uměle
vytvořený t́ım, že lidé mohli zase fitness centra využ́ıvat bez omezeńı. Zde by
nám lepš́ı posouzeńı umožnily např́ıklad údaje z let 2019 a 2020, z nichž by bylo
lépe patrné, zda je nár̊ust mezi lety 2021 a 2022 skutečně tak významný, jak se
na prvńı pohled může zdát. Pokud společnost pro změnu ukazuje na sloupcovém
grafu, že má rok od roku v́ıce poboček, opět je třeba se mı́t na pozoru. To, že
má společnost v́ıce a v́ıce poboček, totiž nutně neznamená, že se společnosti dař́ı.
Vı́ce poboček může znamenat větš́ı tržby, ovšem také větš́ı náklady.

Rovněž r̊uzné recenze od lid́ı, kteř́ı již do dluhopis̊u měli investovat, jsou
zveřejněny na webových stránkách emitenta proto, aby ukázaly, že investováńı
do jeho dluhopis̊u je bezpečné. Poměrně častým d̊uvodem pro zveřejňováńı re-
cenźı pak také může být snaha emitenta ukázat potenciálńım investor̊um, že
investováńı do jeho dluhopis̊u je velmi jednoduché a zvládne to každý. Inves-
továńı do korporátńıch dluhopis̊u je přitom stejně ”jednoduché“ u kteréhokoliv
emitenta, což však nemusej́ı zájemci o dluhopisy vědět.

Nalezeńı a kritické posouzeńı daľśıch informaćı
Po kritickém prostudováńı obchodńıch sděleńı a reklam emitenta dluhopis̊u je
potřeba pod́ıvat se na takové údaje, které jsou pokud možno co nejméně zkreslené
snahou emitenta dluhopisy prodat. Vhodnými zdroji takovýchto informaćı mohou
být jednak prospekt dluhopis̊u, jednak účetńı závěrky emitenta.

Prospekt dluhopis̊u je dokument, v němž lze nalézt všechny podstatné infor-
mace o emitentovi dluhopis̊u a dluhopisech samotných. Můžeme jej nalézt př́ımo
na stránkách emitenta, př́ıp. v registru prospekt̊u, který spravuje Česká národńı
banka a který je dostupný online2 (ČNB, 2023). I v př́ıpadě, že je prospekt
2 Viz https://oam.cnb.cz/sipresextdad/SIPRESWEB.WEB_PROSPECTUS.START_INPUT_OAM?p_lang=cz
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uveřejněn na webových stránkách emitenta, považuji za vhodné dohledat si jej
v registru. To jednak skýtá jistotu, že čteme skutečně verzi prospektu posouzenou
Českou národńı bankou, jednak můžeme zjistit (pokud hledáme podle emitenta),
kolik emiśı dluhopis̊u již konkrétńı emitent vydal (o významu této informace si
pov́ıme později).

V prospektu nalezneme např́ıklad informace o tom, kolik daných dluhopis̊u
bude vydáno, jaká je doba jejich splatnosti, výnos atd. Dále zde zjist́ıme infor-
mace o finančńı situaci emitenta dluhopis̊u, o tom, kdo je jeho auditorem (to
je poměrně d̊uležité, protože auditor ověřuje, zda lze údaj̊um o finančńı situaci
d̊uvěřovat), či o plánovaném využit́ı prostředk̊u źıskaných z emitovaných dluho-
pis̊u. Pokud v́ıme, jak velká má být emise dluhopis̊u a očekávaný ročńı výnos
z nich, můžeme si snadno spoč́ıtat, kolik prostředk̊u bude emitent každoročně
potřebovat na placeńı výnos̊u z dluhopis̊u. Toto č́ıslo pak můžeme později po-
rovnat s údaji v účetńı závěrce. Účel prostředk̊u je rovněž d̊uležitý. Dozv́ıme se
tak, co se źıskanými prostředky hodlá emitent dělat. Může mı́t např́ıklad nějaký
projekt, na který hledá prostředky a který může zvýšit v budoucnu jeho finančńı
kondici (např. zvýšit tržby), může se ovšem také stát, že prostředky z emise dlu-
hopis̊u hodlá pouze pokrýt svou běžnou činnost, která je ztrátová. V takovém
př́ıpadě bychom měli zač́ıt o emitentovi pochybovat, protože společnost, která
potřebuje ciźı zdroje pro financováńı své běžné obchodńı činnosti, neńı nejsṕı̌s
v dobré kondici a dobře ř́ızena.

Prospekt se před vydáńım předkládá České národńı bance, která posoud́ı,
zda jsou v něm uvedeny všechny informace d̊uležité pro učiněńı informovaného
rozhodnut́ı o koupi dluhopis̊u. Toto však bohužel bývá dezinterpretováno, občas
záměrně i emitenty samotnými, tak, že Česká národńı banka ruč́ı za dluhopisy
samotné, což v žádném př́ıpadě neńı pravda. Česká národńı banka ruč́ı pouze za
to, že v prospektu k daným dluhopis̊um jsou uvedeny všechny d̊uležité informace,
ne však za to, zda jsou všechny zde uvedené informace pravdivé (to neńı ani
možné), či za to, že na investici vyděláte. I dluhopisy s prospektem posvěceným
Českou národńı bankou mohou být velmi rizikové (ČNB, 2023).

Nevýhodou prospektu je jeho velikost, jde zpravidla o několik deśıtek stran
poměrně náročného textu. Velmi často tak svou velikost́ı odrad́ı čtenáře, kterým
je určen, od prostudováńı. Určité řešeńı, byt’ ne ideálńı kv̊uli své stručnosti,
nab́ıźı shrnut́ı prospektu, které bývá umı́stěno na jeho začátku a má jen několik
stran. I ve shrnut́ı prospektu lze nalézt základńı informace, které nám pomo-
hou se v d̊uležitých informaćıch zorientovat (např́ıklad pokud nás zde něco za-
ujme, můžeme si přeč́ıst v́ıc v př́ıslušné kapitole prospektu, která informace dále
rozvád́ı).
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Daľśı nevýhodou prospektu pak je, že neńı vypracován ke všem dluhopis̊um
(MFČR, 2015). Menš́ı emise dluhopis̊u vypracováńı prospektu nevyžaduj́ı, a v ta-
kovém př́ıpadě tud́ıž muśıme hledat informace jinde.

Daľśım d̊uležitým zdrojem informaćı pro posouzeńı informace pak jsou účetńı
závěrky, resp. výročńı zprávy, emitenta, které jsou vloženy do sb́ırky listin ob-
chodńıho rejstř́ıku3, který v elektronické verzi spravuje Ministerstvo spravedlnosti
České republiky (2023).

Obchodńı korporace v ČR maj́ı podle §21a zákona č. 563/1991 Sb., o účetnic-
tv́ı, ve zněńı pozděǰśıch předpis̊u, povinnost vložit do sb́ırky listin obchodńıho
rejstř́ıku své účetńı závěrky. Vždy by tak v rejstř́ıku měla být dohledatelná
posledńı účetńı závěrka, zpravidla tedy rok stará. Pokud zjist́ıte, že společnost
deľśı dobu žádnou účetńı závěrku nezveřejnila, vzbuzuje to pochybnosti o jej́ı
d̊uvěryhodnosti, a pokud zároveň nemaj́ı dluhopisy žádný prospekt, neměli
bychom do takovéto společnosti investovat, protože se jen těžko můžeme dozvědět
něco o jej́ı skutečné finančńı situaci.

Účetńı závěrka zpravidla zahrnuje dva základńı výkazy – rozvahu a výkaz
zisku a ztráty. V rozvaze jsou zachycena aktiva a pasiva společnosti, tedy jaký
majetek (aktiva) a jaké závazky (pasiva) společnost má. Plat́ı zde základńı rov-
nost, že aktiva se vždy rovnaj́ı pasiv̊um (Müllerová, 1994). Ve výkazu zisku
a ztrát zjist́ıme, jak si společnost vedla v daném roce, tedy jaké měla výnosy,
jaké náklady a zda po odečteńı všech náklad̊u od výnos̊u společnost dosáhla
zisku, nebo ztráty, př́ıp. účetńı nuly.

Prvńı zaj́ımavou a snadno dohledatelnou informaćı je ve výkazu zisku a ztráty
informace o zisku, který společnost generuje. Samozřejmě z toho, že společnost
v jednom roce dosáhne zisku nebo ztráty, nemůžeme dělat žádné velké závěry, ale
jelikož zde můžeme naj́ıt i historickou informaci z předchoźıho účetńıho obdob́ı,
můžeme minimálně zjistit, zda společnost generovala alespoň 2 roky po sobě zisk,
nebo ztrátu. Dlouhodoběǰśı ztráty mohou naznačovat, že se společnost́ı něco neńı
zcela v pořádku.

Daľśım zaj́ımavým ukazatelem, který můžeme zkoumat, je provozńı marže.
Zjist́ıme ji tak, že tzv. provozńı výsledek hospodařeńı vyděĺıme součtem všech
tržeb společnosti (z prodeje výrobk̊u a služeb, z prodeje zbož́ı) a tento výsledek
vynásob́ıme č́ıslem 100. Takto źıskáme provozńı marži v procentech. (Růžičková,
2011)

provozńı výsledek hospodařeńı
veškeré tržby společnosti · 100 = provozńı marže (%)

Toto č́ıslo je zaj́ımavé, nebot’ nám ř́ıká, nakolik je společnost schopná si na
sebe vydělat svou běžnou činnost́ı, nakolik ze své provozńı činnosti generuje zisk.
3 Viz https://or.justice.cz/ias/ui/rejstrik
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Provozńı marži můžeme porovnávat také po sektorech, abychom zjistili, zda si
společnost ve srovnáńı s jinými společnostmi ve stejném sektoru vede dobře, nebo
nikoliv. (Růžičková, 2011)

Pokud se pod́ıváme do části rozvahy, která zachycuje pasiva, můžeme z ńı
vyč́ıst velké množstv́ı daľśıch užitečných informaćı. Zaprvé zde vid́ıme vlastńı
kapitál, který nám sděluje, kolik vlastńıch prostředk̊u společnost má k dispozici.
Mimo jiné se zde kumuluj́ı zisky nebo ztráty z předchoźıch účetńıch obdob́ı.
Pokud vid́ıme, že společnost má záporný vlastńı kapitál, př́ıp. je sice kladný, ale
zmenšuje se z roku na rok kv̊uli kumulováńı ztrát, p̊ujde o rizikověǰśı investici.
Zároveň po přečteńı této části rozvahy zjist́ıme, zda společnost již dř́ıve emitovala
dluhopisy, které prozat́ım nesplatila. Stač́ı se pod́ıvat, zda se v této části rozvahy
v dlouhodobých či krátkodobých závazćıch vyskytuje řádek nazvaný ”Vydané
dluhopisy“. Větš́ı množstv́ı vydaných dluhopis̊u nám opět může naznačovat, že
společnost financuje svou provozńı činnost prostředky z dluhopis̊u, a může se
tak dostat do problémů při výplatě kupónu, př́ıp. při vraceńı dlužné částky po
uplynut́ı doby splatnosti dluhopis̊u.

Daľśı zaj́ımavé poměrové ukazatele lze źıskat porovnáńım r̊uzných skupin ak-
tiv a pasiv společnosti. Důležitým ukazatelem je např́ıklad běžná likvidita, která
se spoč́ıtá jako poměr mezi oběžnými aktivy a krátkodobými závazky. (Růžičková,
2011)

oběžná aktiva
krátkodobé závazky = běžná likvidita

Tento ukazatel nám vlastně ř́ıká, zda má společnost dostatek prostředk̊u, aby
mohla zaplatit své krátkodobé závazky. Doporučená hodnota ukazatele je alespoň
1,5 (tedy že společnost má dostatek platebńıch prostředk̊u pro pokryt́ı všech
svých krátkodobých závazk̊u a ještě dostatek prostředk̊u pro pokryt́ı nějakých
neočekávaných okamžitých vydáńı). Pokud je toto č́ıslo př́ılǐs malé, jde opět
o riziko. Ostatně problémy s ř́ızeńım likvidity jsou velmi častým d̊uvodem, proč
nějaká společnost skonč́ı v úpadku. (Růžičková, 2011)

Jiným ukazatelem může být celková zadluženost společnosti, která nám vy-
jadřuje, nakolik jsou aktiva (majetek společnosti) zadlužena, jinak řečeno, kolik
majetku společnosti by muselo padnout na pokryt́ı závazk̊u společnosti. Vypoč́ıtá
se tak, že se ciźı zdroje vyděĺı všemi aktivy společnosti a výsledek se vynásob́ı
100 pro źıskáńı výsledku v procentech.

ciźı zdroje
celková aktiva · 100 = celková zadluženost (%)

Interpretace tohoto ukazatele neńı úplně snadná, neexistuje doporučená výše,
zadluženost se lǐśı podle jednotlivých sektor̊u. Obecně samozřejmě nicméně plat́ı,
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že vyšš́ı celková zadluženost představuje vyšš́ı riziko. Zároveň je však třeba po-
dotknout, že určité zadlužeńı je u společnost́ı normálńı. (Růžičková, 2011)

Mimo tyto finančńı informace si můžeme přeč́ıst také informace z výročńı
zprávy, z ńıž se můžeme např́ıklad dozvědět, jaké jsou plány společnosti do bu-
doucna (např́ıklad zda plánuje nějaký větš́ı a potenciálně ziskový projekt, který
by chtěla financovat prostřednictv́ım dluhopis̊u, jejichž koupi zvažujeme).

Ze všech takto źıskaných informaćı pak můžeme dedukovat, zda pro nás
představuj́ı dluhopisy investici sṕı̌se méně rizikovou, nebo naopak v́ıce rizikovou.

Několik didaktických postřeh̊u závěrem
Domńıvám se, že žáci by se ve škole měli setkat se cvičeńım, kdy budou mı́t před
sebou konkrétńı nab́ıdku investováńı do dluhopis̊u a budou ji mı́t za úkol ana-
lyzovat. Standard finančńı gramotnosti ostatně předpokládá, že by středoškoláci
měli posoudit r̊uzné druhy investic (MFČR, 2017). Jde o poměrně vhodné cvičeńı
pro samostatnou i skupinovou práci (podle časových možnost́ı a stanovených di-
daktických ćıl̊u). Vyučuj́ıćı může práci svých žák̊u r̊uzně usměrňovat, poskytovat
žák̊um potřebné prvky znalost́ı, napomáhat jim jejich analýzu zpřesňovat apod.;
neńı však dle mého názoru zcela vhodné použ́ıvat frontálńı výuku, protože jde
o poměrně komplexńı cvičeńı, které vyžaduje aktivitu studenta, má-li mı́t smysl.
Postupovat lze např́ıklad tak, že žáci dostanou od vyučuj́ıćıho konkrétńı nab́ıdku
dluhopis̊u, např. v podobě e mailu, printscreenu webové stránky emitenta nebo
odkazu na tuto webovou stránku. Nejprve jim můžeme dát za úkol analyzovat
obchodńı sděleńı samotné, tedy co nám emitent sděluje, jaké jsou základńı cha-
rakteristiky nab́ızeného dluhopisu apod. Poté může být zavedena diskuze o tom,
zda lze těmto informaćım d̊uvěřovat beze zbytku, zda je lze někde ověřit apod.
Zde mimochodem zároveň rozv́ıj́ıme mediálńı gramotnost žák̊u. Následovat může
práce s prospektem či účetńı závěrkou, přičemž je užitečné, aby žáci tyto doku-
menty sami aktivně vyhledávali. Poté lze shromáždit všechny informace, které
žáci dokázali z těchto dokument̊u vyč́ıst, a př́ıpadně je doplnit o daľśı informace
(např. výpočty ukazatel̊u, které jsou zmı́něny výše).

Závěrem lze podotknout, že nikdo z nás neńı schopen přesně ř́ıct, zda by někdo
měl na základě takto źıskaných informaćı investovat do konkrétńıch dluhopis̊u,
či nikoliv. I investice do rizikových dluhopis̊u může mı́t v určitém kontextu sv̊uj
smysl. Tento kontext už je však věćı každého investora. Může j́ıt např́ıklad o fi-
nančńı situaci investora, jeho daľśı investice, vztah k riziku apod. Investor se
může rozhodnout např́ıklad investovat určitou částku do rizikových dluhopis̊u,
byt’ si je vědom rizik, protože má již větš́ı množstv́ı prostředk̊u zainvestováno
do méně rizikových cenných paṕır̊u, a může si tedy dovolit zariskovat, protože
př́ıpadná ztráta zásadńım zp̊usobem neovlivńı jeho finančńı situaci. Proto by ani
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vyučuj́ıćı neměl žák̊um sdělovat, zda by do konkrétńıho dluhopisu měli, nebo
neměli investovat. Vhodněǰśı je zavést s žáky na závěr cvičeńı debatu či diskuzi
o tom, zda by do studovaného dluhopisu investovali, nebo nikoliv, př́ıp. je nechat
bĺıže osvětlit jejich rozd́ılné názory.

Pokud snad někdo pochybuje o tom, zda lze takovéto cvičeńı, při němž žáci
posuzuj́ı konkrétńı nab́ıdku investice, realizovat, rád bych tyto obavy rozptýlil.
Vyžaduje to samozřejmě nemalou př́ıpravu, protože vyučuj́ıćı muśı sám vyhle-
dat vhodnou nab́ıdku investice, źıskat a posoudit všechny informace, o nichž
se hovořilo výše, a ještě u toho analyzovat, co si žáci z daného př́ıkladu mohou
odnést, jak bude nejvhodněǰśı výuku pojmout apod. Stejně tak samozřejmě nejde
o cvičeńı, které by se dalo stihnout v 1 vyučovaćı hodině. Já sám jsem takovéto
cvičeńı opakovaně připravil pro žáky maturitńıho studia na středńı odborné škole
a mohu konstatovat, že měli zaj́ımavé postřehy k reklamńımu sděleńı, které jsem
jim připravil, dokázali vyč́ıst mnoho relevantńıch informaćı k investici ze zdroj̊u,
v nichž sami navrhli hledat, a nakonec učinilit jasný závěr o tom, zda by inves-
tovali, či nikoliv. Cvičeńı nám zabralo zhruba 3 vyučovaćı hodiny, přesto žáci po
celou dobu projevovali nemalou motivaci a zápal. Podobný zápal jsem ostatně
pozoroval i u vyučuj́ıćıch, kteř́ı se na konferenci pracovńı d́ılny účastnili.
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Online kurzy k př́ıpravě na přij́ımaćı zkoušky
z matematiky na Red Monster

Tomáš Fabián1, Kateřina Fǐserová2

V článku představujeme online kurz dostupný na redmonster.cz, který jsme vy-
tvořili k př́ıpravě na přij́ımaćı zkoušky na osmiletá gymnázia. Jsou v něm ukázány
př́ıklady úloh ze dvou lekćı kurzu – Jednotky hmotnosti a Konstrukce obdélńıku.
Popisujeme, jak jsou vybrané úlohy logicky vystavěné a s jakými typy úloh se
v kurzu mohou žáci setkat. Pozitivńım znakem kurzu je i poskytováńı zpětné vazby
vedoućı k hlubš́ımu náhledu do problematiky a jej́ımu pochopeńı.

V roce 2022 jsme se spojili s firmou Unicorn a připravili do jejich portfolia
kurz̊u Red Monster nový kurz Matematika pro ZŠ – př́ıprava na přij́ımaćı zkoušky
na osmiletá gymnázia. Kurz je určen zejména pát’ák̊um, které čeká jednotná
přij́ımaćı zkouška z matematiky, zabav́ı ovšem určitě i starš́ı žáky (např. šest’áky),
kteř́ı jej mohou využ́ıt k opakováńı. Při tvorbě obsahu jsme se primárně drželi
Specifikace didaktického testu pro osmiletá gymnázia (Centrum pro zjǐst’ováńı
výsledk̊u vzděláváńı, 2022), nebáli jsme se však při stupňováńı obt́ıžnosti tu
a tam drobně přesáhnout, podobně jako to čińıme v prezenčńıch př́ıpravných
kurzech, které pro pát’áky na PORGu také připravujeme.

Kurz je rozdělen do čtyř blok̊u podle RVP oboru Matematika – Č́ısla a početńı
operace; Závislosti, vztahy a práce s daty; Geometrie v rovině a v prostoru;
Nestandardńı aplikačńı úlohy a problémy. V rámci nich je kurz dále dělen do
témat a témata do lekćı, kterých je celkem 49. Filozofie kurz̊u Red Monster
spoč́ıvá v tom, že každou lekci v nich má uživatel ”vystudovat“ za jednotky
minut, aby neztratil pozornost a měl motivaci ke studiu využ́ıt i kratš́ı volné
chv́ıle. Snazš́ı lekce by se tak měly vej́ıt do 10 minut a některé náročněǰśı, ke
kterým se bude hodit i tužka a paṕır na poznámky, do 15 minut. Převažuje
nicméně snaha o to, aby byly lekce řešitelné i jen s tabletem či mobilem třeba
při cestě dopravńım prostředkem.

V lekćıch se stř́ıdaj́ı r̊uzné typy úloh, aby řešitel jen mechanicky nevyb́ıral
např. vždy jednu správnou odpověd’ ze čtyř. Objev́ı se řazeńı prvk̊u vertikálńı
i horizontálńı, výběr z obrázk̊u (které lze zvětšit), výběr jedné nebo i v́ıce
správných odpověd́ı z nab́ıdky, několikanásobná doplňovačka, spojováńı dvojic
nebo trojic, otázky ano/ne a konečně tzv. kartičky, které maj́ı jednu stranu se
zadáńım otevřené úlohy a druhou stranu s jej́ım řešeńım. Úlohy jsou v rámci
lekce řazeny od nejjednodušš́ıch po obt́ıžněǰśı a vždy obsahuj́ı zpětnou vazbu i pro
1 PORG a Univerzita Karlova, Pedagogická fakulta; fabian@porg.cz
2 PORG; fiserova@porg.cz
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toho (a zejména pro toho), kdo na ně neodpověděl správně. Snahou je v těchto
zpětných vazbách řešitele posunout dál – minimálně rozebráńım správného řešeńı
a někdy i uvedeńım souvisej́ıćı zaj́ımavosti. Pojd’me si vše ukázat na př́ıkladech.

Obrázek 1: Úvodńı úloha lekce Jednotky hmotnosti

Výše uvedená úloha (obr. 1) je zařazena jako úvodńı v lekci Jednotky hmot-
nosti a je typu checkboxy (v́ıce správných odpověd́ı). Ve zpětné vazbě se uživatel
dozv́ıdá převodńı vztahy pro jednotky, jejichž názvy možná dosud znal jen z dosle-
chu a jejich velikost́ı si třeba nebyl jistý. U daľśıch otázek proto budeme očekávat,
že se z této zpětné vazby pouč́ı a kilogramy, dekagramy i miligramy bude umět
na gramy převést. (Podobně se pak ve druhé úloze dozv́ı, jak se tyto jednotky
znač́ı.)

Zhruba uprostřed lekce potká řešitel úlohu typu kartička. Pod́ıvejme se na
obr. 2 a obr. 3 na obě jej́ı strany.

Obrázek 2: Úloha typu kartička Obrázek 3: Řešeńı úlohy
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Kartičky ohodnocené jako ”Nevěděl jsem“ se ukládaj́ı do složky, ve které si je
pak žák může znovu procvičovat.

Úloha, která následuje (obr. 4), je v lekci Jednotky hmotnosti zařazena jako
v pořad́ı 7. z 10 a je typu několikanásobná doplňovačka. Když řešitel vybere
odpověd’ na prvńı otázku z nab́ıdky a překlikne na daľśı otázku k téže úloze,
svoji předchoźı odpověd’ vid́ı doplněnou a může s ńı dále pohodlně pracovat.

Obrázek 4: Několikanásobná doplňovačka

Prvńı zpětná vazba (obr. 5) pro řešitele, který udělal v odpověd́ıch nějakou
chybu, zmiňuje potřebné úvodńı převody jednotek (je tu tedy předevš́ım pro ty,
kdo si s úlohou nevěděli rady už od začátku). Druhá zpětná vazba (obr. 6) pak
obsahuje nejen všechny správné odpovědi, ale i vysvětlený postup řešeńı.

Obrázek 5: Zpětná vazba k chybě Obrázek 6: Zpětná vazba s postupem
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Druhá lekce, kterou jsme pro ukázku z kurzu vybrali, se jmenuje Konstrukce
obdélńıku a je zařazena do bloku Geometrie v rovině a v prostoru. Při tvorbě
geometrických úloh jsme naráželi na omezeńı prostřed́ı, ve kterém jsme kurz
vytvářeli a které neumožňuje, aby v něm žáci prováděli př́ımo konstrukce. S t́ımto
omezeńım jsme se v některých lekćıch vyrovnali tak, že je celá lekce tvořena
jednou jedinou konstrukčńı úlohou. V pr̊uběhu lekce je pak postupně úloha řešena
a otázky, které jsou žák̊um v pr̊uběhu lekce kladeny, se vždy vztahuj́ı k aktuálně
prováděnému kroku konstrukce.

Konkrétńı zadáńı ukázkové úlohy zńı:
V rovině lež́ı př́ımka p, na ńı bod D a mimo ni bod A. Na př́ımce lež́ı vrchol

B obdélńıku ABCD. Sestrojte obdélńık ABCD. (obr. 7)

Obrázek 7: Zadáńı úlohy

Zadáńı úlohy maj́ı žáci při řešeńı jednotlivých
d́ılč́ıch úkol̊u vždy před sebou. V lekci obsahuj́ıćı
řešeńı této úlohy je celkem šest otázek a jedna
kartička. Úkoly, které v jednotlivých kroćıch žáci
řeš́ı, jsou r̊uznorodé. Mohou mı́t např́ıklad za úkol
vybrat obrázek (obr. 8) nebo slovńı popis s daľśım
možným krokem konstrukce, doplnit text komen-
tuj́ıćı konstrukci nebo interpretovat to, co již bylo
narýsováno. Naš́ı snahou bylo rovněž to, aby žáci
nemohli při řešeńı úloh jen náhodně a bez rozmyslu
vyb́ırat jednu z nab́ızených variant.

Obrázek 8: Výběr obrázku

Jedna z úloh, která by neměla podobný př́ıstup k řešeńı umožňovat, je na
obr. 9. Konstrukce je v ńı již ve fázi, kdy zbývá nalézt posledńı vrchol obdélńıku.
V tomto okamžiku je možné dále postupovat několika r̊uznými zp̊usoby. Úloha
nab́ıźı na obrázćıch čtyři z nich. Ke každému daľśımu kroku však žák muśı vy-
brat i slovńı popis toho, co na obrázku je, a zároveň vysvětleńı, proč je možné
tento konkrétńı krok použ́ıt. To, jak doufáme, by mělo vést k tomu, že žák bude
nucen se nad konstrukćı zamyslet a zd̊uvodnit si ji. Rovněž to žák̊um ukazuje,
že v konstrukci je mnohdy v́ıce cest a možnost́ı než jedna naučená. Po tomto
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úkolu v lekci následuje kartička, která ukazuje daľśı možnost nalezeńı posledńıho
vrcholu zp̊usobem s využit́ım středu úhlopř́ıčky BD.

Úplně posledńım úkolem v lekci je pak správné seřazeńı obrázk̊u s jednotlivými
kroky konstrukce, tak jak jdou za sebou.

Obrázek 9: Konstrukce posledńıho vrcholu

Výše uvedené úlohy jsou malou ukázkou z kurzu. V celém kurzu je celkem
49 lekćı, které pokrývaj́ı celou kapitolu Matematika a jej́ı aplikace 1. stupně RVP
pro základńı vzděláváńı.
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Využit́ı folíı ve výuce matematiky

Michaela Kaslová1

Dı́lna vycháźı ze zkušenosti z praxe a drobných šetřeńı na 1. a 2. stupni ZŠ,
která ukazuj́ı deficit ve ”schopnosti vidět geometrii kolem nás“ v tom smyslu, jak
ji vymezuje Kuřina (např. 1990). Dı́lna navazuje na d́ılnu, kterou jsem ve Dvou
dnech s didaktikou matematiky zaměřila na práci s barevnými fóliemi, na práci
s kalendáři a na interaktivńı nástěnky na PedF UK, které v roce 2019 testovaly
schopnost student̊u reagovat na dané typy podnět̊u. V d́ılně jsou prezentovány
aktivity vyzkoušené s nadpr̊uměrnými žáky ve věku 6–9 let a s žáky 7.–8. ročńık̊u
ZŠ.

Úvod
Motto: Pouze pestrobarevný svět stav́ı před člověka výzvy.

(Mart́ınek, R.)

Vycháźım nejen z vlastńı zkušenosti, že svět základně školské matematiky
může být šedý nejen co do výběru barev, ale i co do podnětnosti. Proto stále
přemýšĺım, jak výuku matematiky osvěžit a zpestřit, jak vytvořit didaktické
prostřed́ı pro kontakt s jej́ı krásou a jak udělat matematiku neformálně barev-
nou. Pokud mluv́ıte se studenty či žáky, omezuje se u nich představa o mate-
matice na učebnici, tabuli, obrazovku a tabulky, př́ıpadně kalkulačku, a je pro
ně velkým překvapeńım, že je to na nás, kde všude matematiku uvid́ıme nebo
objev́ıme. Z uvedených d̊uvod̊u ráda sahám po netradičńım prostřed́ı jako je
výtvarná d́ılna a netradičńıch materiálech jako je sádra, dráty, tkaničky, bram-
bory, mrkev, škrobový paṕır, PET lahve a podobně.

S fóliemi mám letité zkušenosti a vraćım se k jejich využit́ı z několika d̊uvod̊u,
které jsem nalezla ve školské praxi a učebnićıch. Tam postrádám stimulaci pro-
cesu zjednodušováńı, proces zasazováńı matematických poznatk̊u do kontextu
(nikoli jen řešeńım aplikačńıch slovńıch úloh), ćıleněǰśı vńımáńı proporćı včetně
propedeutiky poměru, použ́ıváńı makro a megaprostoru, systematické použ́ıváńı
transformaćı jako jsou polohová, barevnostńı, objektová, tvarová. . . i prostor-
rovina (Kaslová, 2015a).

Vycháźım z toho, že zážitek nestač́ı, že žák muśı poćıtit smysluplnost konáńı,
třeba i v dlouhodoběǰśım časovém horizontu, a že má nástroje, jak nabytou
zkušenost opakovaně přetavit, zpracovat a obohacovat. Prožitkové pojet́ı muśı
být zasazeno do promyšlených didaktických struktur (Kaslová, 2017) a k návratu
1 Univerzita Karlova, Pedagogická fakulta; michaela.kaslova@pedf.cuni.cz
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k daným zkušenostem muśı být žák vybaven př́ıslušnou slovńı zásobou (ne nutně
odbornou terminologíı). To znamená, že při práci zaměřené na matematiku
s výjimečným materiálem, př́ıpadně ve výjimečném prostřed́ı, je potřebné o na-
byté zkušenosti mluvit. Proto u těchto aktivit předpokládám ruch, komunikaci
v rámci skupin i mezi nimi.

Otázky na úvod d́ılny
Fotografie nebo obraz?

Obraz na rozd́ıl od fotografie častěji navozuje emoce, i když zobrazuje realitu.
Působ́ı zde autor, akcentace některých partíı, výtvarná nadsázka. . . u některých
žák̊u (dle mé zkušenosti) se častěji spoušt́ı asociačńı myšleńı. Z výtvarńık̊u nej-
raději použ́ıvám Sýkoru, Malicha nebo Kub́ıčka, ale při práci s časem a pohybem
ve výtvarném uměńı (promı́tá se do matematických model̊u) lze sáhnout i k La-
dovi, Zmatĺıkové nebo Šalamounovi. Výhody fotografie spatřuji v osmi hlavńıch
bodech (Kaslová 2001, 2011):

1. Fotografie zachycuje část prostoru a převád́ı trojrozměrné objekty na
plošné. Zkušenosti našeho zrakového vńımáńı vytvář́ı z fotografie představu
3D objekt̊u.

2. Fotografie převád́ı megaprostor a makroprostor do mikroprostoru.
3. Fotografie slouž́ı jako komunikačńı prostředek, neverbálńı zdroj informaćı

nebo jim dává jiný smysl, zastupuje model a napomáhá budováńı model̊u.
4. Informace na fotografii mohou být převedeny na r̊uzné kódy, např́ıklad

matematické symboly.
5. Fotografie zpravidla motivuje žáka.
6. Fotografie povzbuzuje žáka ke srovnáváńı, doplňováńı a opravováńı jeho

zkušenost́ı a reality.
7. Fotografie pomáhá vytvářet a hledat souvislosti s informacemi a daty.
8. Fotografie neumožňuje snadné zobecněńı, pro některé stále obsahuje

mnoho nadbytečných informaćı a t́ım blokuje rychlý přechod ke zjed-
nodušeńı.

Fólie nebo paṕır?

S čistým paṕırem lze realizovat podobné aktivity jako s fólíı, avšak má-li aktivita
plnit roli stimulačńı i pro ty, kteř́ı maj́ı jistý deficit ve zp̊usobech vńımáńı, abs-
trahováńı či zjednodušováńı nebo pot́ıže s pamět́ı, fólie je vhodněǰśı. Je mnohem
těžš́ı něco překreslit než obtáhnout. Na fólii se hlavńı proces děje na obraze; fólie
má zástupnou roli za to, co by se mělo udát v mozku při pozorováńı toho, co je
pod ńı.
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Čirá fólie nebo fólie s rastrem?

Zkoušeli jsme práci i s fólíı, na které byl rastr, čtvercová, kosodélńıková či jiná
śıt’. Takové aktivity jsou ovšem vhodné teprve jako nástavba na aktivity z této
d́ılny. Některé žáky rastr na fólii bav́ı, jiné ruš́ı, některé dokonce blokuje. Je na
učiteli, co a proč zvoĺı. Každá aktivita má sv̊uj př́ınos i svá úskaĺı.

Výběr aktivit a jejich charakteristika
A1 Pozorováńı a výběr z obrázku či fotografie (nejlépe s architektonickou
tematikou – interiér či exteriér) a vyhledáváńı část́ı celku či detailu (Kaslová,
2015b); bud’ žákova volba, nebo zadáno učitelem. Žák použije fólii a fix, obtáhne
vybranou část a obrázek odstrańı. Následná diskuse může odhalit řadu neob-
vyklých podnět̊u pro diskusi o tvarech a jejich percepci, o práci mozku při po-
zorováńı obrázk̊u na rozd́ıl od pozorováńı 3D reality, např.: ”Pańı učitelko, já si
myslel že obkresluju čtverec a von to bude asi nějakej koso. . . , nebo to je čtverec
jako normálně (chápej při pohledu z jiného úhlu na daný objekt v realitě)?“ ”Jé
to neńı kruh, chacha, nějaká šǐska! Co je to? (elipsa)“.
A2 Zjednodušováńı. Vezmeme si fólii a obtáhneme hrany staveb. Následně
fólii stáhneme z obrázku a mluv́ıme o zjednodušeńı, spontánně naskakuje slovńı
zásoba geometrie. Aktivita vzbudila zájem nejen na ZŠ, ale i na interaktivńı
nástěnce KMDM PedF UK.

Obrázek 1: A2 Zjednodušováńı

A3 Kontext. Pro tuto aktivitu je nutné dobře vybrat ideálně 15–20 obrázk̊u/foto-
grafiı formátu A3. Žáci na fólii načrtnou nějakou stavbu či fontánu, sochu, nebo
osobu. Pak hledaj́ı mezi fotografiemi (kalendář) takový obraz př́ırody či města,
kam by bylo možné objekt zasadit. Diskutuj́ı o proporćıch, měř́ıtku a odhadech,
nejen o estetice. Aktivita může sloužit i diagnosticky; někteř́ı toto nejsou schopni
vńımat, pomáhá jim posouváńı, obměňováńı kontextu a diskuse. V 8. ročńıku
ZŠ např.:
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a) ”Jak to, že je můj d̊um velkej?“ ”Koukni, máš tam strom větš́ı, než tvý
dvě patra!“ ”No jo . . .“;

b) ”Sem bych na fasádu dala okno takhle!“ ”Máš to okno větš́ı než dveře.“

”To by nešlo?“ ”To chci vidět, jak ho budeš votv́ırat.“ ”Jak to?“ ”Asi by
bylo přes dvě patra.“;

c) ”Já bych dal na tu stěnu vlnovky, zářivky, aby to nebylo nudný. Zkoušel
jsem i (. . . ), ale to neńı hezký. Jsou ty vlnovky rovnoběžný?“ (geometrické
dekory interiéru).

A4 Identifikace. Tuto aktivitu lze realizovat ve dvojićıch či skupinách. Jeden
žák/skupina obkresĺı na 2–3 fólie části obrázk̊u tak, aby je daľśı skupiny mohly
naj́ıt. Fólie se daj́ı na jeden st̊ul, obrázky se pomı́chaj́ı na druhém a druhá skupina
si vezme fólie do ruky a hledá, na kterém z obrázk̊u se daný prvek nacháźı. Že
to neńı snadné, se mohli přesvědčit i účastńıci d́ılny.
A5 Nápověda či instrukce. Aktivita pro práci ve dvojici. Oba žáci maj́ı stejný
obrázek, kde se některé objekty či jejich části opakuj́ı. Prvńı má fólii, na kterou
již obkreslil některé části obrázku/fotografie. Druhý má zat́ım fólii na obrázku
nepokreslenou. Prvńı mu diktuje, co má překreslit z obrázku na fólii. Po ukončeńı
se fólie na sebe přilož́ı a čáry by se měly krýt. Zálež́ı na přesnosti instrukce. Při
práci s fólíı s rastrem lze přej́ıt i k souřadnićım pole či souřadnićım bodu.
A6 Najděte a obkreslete. Tato aktivita je zčásti diagnostická a zčásti te-
rapeutická. Učitel vybere jeden pojem (např. rovnoběžnost, oblouk, symetrie,
zvětšováńı, spirála) pro všechny, ti ho hledaj́ı na fotografiıch a každý jeden
překresĺı na svoji fólii. Následně diskutuj́ı o tom, jak to bylo těžké a co je
překvapilo. Př́ıklad z 9. ročńıku ZŠ: ”Je to oblouk, nebo ne?“ ”Proč?“ ”No ta-
kovej v geometrii nebyl.“ ”Co tam neńı, může být jinde.“ ”Jako mimo geometrii
jsou taky oblouky?“ ”To je bočńı oblouk, to také existuje. (U)“ ”A T tvrd́ı, že
má oblouk, ale to neńı, že ne, je to strašně malý.“ Navázala diskuse o možných
délkách oblouk̊u a řešeńı problémové situace: ”Kolik oblouk̊u vznikne, když na
kružnici vyznač́ım tři r̊uzné body A, B, C?“ ”To jako kde chci?“ ”A to jich bude
pořád stejně, nebo ne?“
A7 Rozfázováńı navazuje na animace. Použ́ıvám dvě podoby:

1. Práce s barvami na jedné fólii. Žák má před sebou geometrický obrázek a na
něj polož́ı fólii. Na obrázku postupně barevně (dle předem domluveného
pořad́ı barev) zakresluje, co by rýsoval jako prvńı, druhé atd.

2. Práce se séríı (oč́ıslovaných) fólíı. Žák na každou fólii kresĺı jen jeden
krok konstrukce. Po přiložeńı fólíı na sebe dostává stejný obrázek jako
je na paṕı̌re vespod. Vhodné je animováńı úloh o pohybu s oporou o fólii
s rastrem.
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A8 Deformace. Žáci si obkresĺı na fólii trojúhelńık, nebo kruh či čtverec (třeba
z učebnice), každý jinak velký, a pak fólii r̊uzně prohýbaj́ı a sleduj́ı, jak se tvar
deformuje. Zde lze kombinovat i práci s v́ıce fóliemi nebo na fólii přilepit tkaničku
a fólii roztočit. Žáci mohou také pořizovat fotografie. I pro dospělé jde o aktivitu
s překvapeńım. U žák̊u probouźı v́ıce emoćı i hluku, ale zaujme. Na tuto aktivitu
je vhodné navázat opačnou aktivitou: na fólii nakreslit něco zdeformovaného
a sledovat, zda to ohýbáńım může přej́ıt do známého tvaru tvarové transformace
(Kaslová, 2015).
A9 Důkaz. Využit́ı fólie pro dokazováńı je předevš́ım u shodných zobrazeńı
triviálńı, avšak v praxi se nevyuž́ıvá. Pokud ano, tak pouze formálně, protože
nenab́ıźıme takové obrázky, kde by šlo pouze o zdánlivou shodnost, která je
teprve d́ıky fólii vyvrácena.
A10 Struktura. Strukturovanému celku se v učebnićıch ćıleně nevěnujeme,
přesto chceme, aby v d́ılč́ıch aktivitách žák se strukturou pracoval. Objeveńı
struktury a ověřováńı, že o strukturu jde, neńı snadné. Zde se nab́ıźı práce s foto-
grafiemi. Sledujme koberce, intarzie apod. Žáci mohou také překreslovat podstatu
struktury. Samotné obkreslováńı často nabud́ı aha efekt a usnadńı vyjadřováńı.

Obrázek 2: A10 Struktura

Závěr
Nevyčerpali jsme zdaleka všechny možnosti; fólii lze dále kombinovat s alobalem
a drátky, lze na ni vyš́ıvat a řešit tak problém graf̊u ve 3D, což na paṕı̌re nelze,
a tak dále. Nezapomı́nejme na to, že na fólii si žáci nejdř́ıve muśı zvyknout,
protože každý nový materiál vyb́ıźı ke zkoumáńı sám o sobě – bez tzv. nulté
fáze (Kaslová, 2006) se žák nedokáže plně koncentrovat na intelektově náročněǰśı
činnost.
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Karetńı hry pro děti ve věku 5–10 (13) let

Michaela Kaslová1, Alena Havĺıčková2

Dı́lna je zaměřena na autorské hry (připravené do výroby) a na obměny známých
her s ćılem pokrýt herńı formou deficit ve vybraných zkušenostech dět́ı a žák̊u.
Oṕıráme se o práci s kartičkami a kartami z v́ıce d̊uvod̊u, nejen jako s ma-
teriálem podporuj́ıćım rozvoj jemné motoriky, ale i proto, že chybu lze věťsinou
snadno opravit, anǐz by byla do konce hry viditelná. Zaměřujeme se na stimu-
laci d̊uležitých komponent pro výuku školńı matematiky jak na úrovni úvodńı, tak
fixačńı. V jistém smyslu navazujeme na d́ılnu z roku 2022 (Havĺıčková & Kaslová,
2022) a zaměřujeme se na rozvoj deficitńıch oblast́ı. Ve věťsině př́ıpad̊u jde o hry
pro jednoho až čtyři hráče.

Úvod
Karetńı hry v mateřské i základńı škole plńı v tomto př́ıpadě primárně roli di-
daktické hry. Na rozd́ıl od hry, která je dobrovolná, lze z ńı kdykoli vystoupit
a má přinášet hráč̊um uspokojeńı potřeb (Caillois, 1998), je v didaktické hře na
prvńım mı́stě didaktický ćıl (Kaslová, 2021). Proto i my z didaktických d̊uvod̊u
požadujeme dokončeńı hry a většinou i jej́ı opakováńı, aby se zkušenost koncen-
trovala v krátkém čase a umožnila tak naplnit v́ıce didaktických ćıl̊u. Pro mladš́ı
hráče karetńı hry představuj́ı hru dospělých, a tak při jejich hře jde často o po-
cit ”hry na dospělého“. Pokud i didaktická karetńı hra žáka motivuje a směřuje
k uspokojeńı z dosažeńı úspěchu, překonáńı překážek, plńı hra dvě hlavńı role.

Vybrané karetńı hry se dotýkaj́ı řady aspekt̊u, které ovlivňuj́ı př́ımo či
nepř́ımo výuku matematiky; např́ıklad: rozvoj jemné motoriky; práce s chybou
(přij́ımat chybu jako součást hry); algoritmy činnost́ı, směr (po směru ho-
dinových ručiček); rozvoj pozorovaćıch schopnost́ı a rozlǐsovaćıch schopnost́ı;
porovnáváńı situaćı a zkušenost́ı uložených v paměti; stimulace zobecněńı;
umožněńı zrodu strategíı a taktiky; umožněńı pochopeńı slova ”možnosti“;
nutnost práce s podmı́nkou; vyhodnocováńı respektováńı podmı́nek; pochopeńı
logické struktury pravidel; hodnoceńı r̊uzného typu (hodnoceńı správnosti, si-
tuace apod.). U karetńıch her, kdy d́ıtě drž́ı karty v ruce ve věj́ı̌rku, již nejde
o porovnáváńı obrázk̊u/symbol̊u na kartách na principu posunut́ı, ale na principu
rotace.

V oblasti sociálńı se hráč uč́ı vyrovnat s př́ıpadným neúspěchem a snaž́ı se
neúspěšně konč́ıćı situaci vyhnout. To ho nepř́ımo podněcuje k hledáńı strategíı
1 Univerzita Karlova, Pedagogická fakulta; michaela.kaslova@pedf.cuni.cz
2 Univerzita Karlova, Pedagogická fakulta; novakova.alca@email.cz
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redukuj́ıćıch mı́ru pravděpodobnosti neúspěchu. Dle našich šetřeńı sem patř́ı: a)
změna pozorováńı spoluhráč̊u, respektive rozhodnut́ı úspěšných hráč̊u (měńı se
pohled na hru); b) přemýšleńı nad tahem, situaćı, dokonce daľśımi kroky; c) po-
zorováńı pr̊uběhu hry nejen z vlastńıho pohledu, ale i pohledu spolu/protihráč̊u.
Typ a) je častěǰśı ve věku 5–7 let typ b) je, v́ıc než na věk, vázán na mı́ru se-
bevědomı́ a hierarchii mezi hráči; typ c) je podmı́něn opouštěńım egocentrismu,
který je typický pro předškolńı věk a hráči ho opouštěj́ı nestejně rychle v závislosti
na prostřed́ı a charakteru situaćı, ve kterých se dosud nacházeli.

Zp̊usoby seznamováńı s pravidly her
Před zavedeńım nové hry, zejména u dět́ı ve věku 5–7 let, předpokládáme
umožněńı nulté fáze práce s novým materiálem (Kaslová, 2006). To znamená, že
nejdř́ıve umožńıme d́ıtěti opakovaně si s novým herńım materiálem hrát v rámci
volné hry tak, aby došlo k seznámeńı s ńım a k jistému nasyceńı potřeby tento
materiál zkoumat. Krátké seznámeńı s herńım materiálem se osvědčilo i u žák̊u
8. a 9. ročńık̊u ZŠ. Tato fáze následně umožńı lepš́ı koncentraci žáka na zavedeńı
pravidel. Při zavedeńı pravidel se uplatńı i prvek novosti (Langmaier & Matějček,
1972), který vzbuzuje zájem o aktivitu a v neposledńı řadě př́ıpadná neznalost
materiálu následně nezdržuje hráče během hry poznáváńım jeho specifik (ka-
ret). Nultou fázi lze úspěšně použ́ıt při zaváděńı jakéhokoli nového didaktického
materiálu a č́ım je hráč mladš́ı, t́ım významněǰśı roli tato fáze hraje.

Kaslová (2013) vymezila 19 zp̊usob̊u, jak seznamovat hráče s pravidly
nové hry. Vzhledem k charakteristice námi vybraných her uvažujeme sedm
následuj́ıćıch zp̊usob̊u, které předkládáme v relativně graduj́ıćım pořad́ı.

1. Pozorováńı zkušených hráč̊u při hře a následná nápodoba (např. Černý
Petr, Pexeso): je vhodné u her s jednoduchými pravidly, pokud maj́ı
nováčci pozorovaćı schopnosti; uplatňuje se snadněji u her typu solitér
(Kaslová, 2022).

2. Pozorováńı hry nováčkem v páru se zkušeným hráčem bez ko-
mentáře / s komentářem zkušeného hráče (např. Prš́ı): zde je d̊uležité,
aby zkušený hráč nehrál př́ılǐs rychle; zp̊usob zvažováńı možnost́ı lze na-
značit i pantomimicky (kýváńım/vrtěńım hlavou, ukazováńım na karty
v ruce a tichým pobrukováńım, projeveńım radosti z nalezeńı dobrého
řešeńı (Domino) apod).

3. Vysvětleńı pravidel po etapách adekvátně ke struktuře pr̊uběhu hry
(Člověče, nezlob se).

4. Otevřená simulovaná hra s komentářem (např. Kvarteto, Rozklad):
může prob́ıhat v reálném světě, nebo lze hru promı́tat a komentovat; zde
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je nutné hru občas zastavit, komentátor si muśı hĺıdat rychlost komentáře,
ptát se ”divák̊u“. Na konci je vhodné zkušenost i pravidla shrnout.

5. Hrubá kostra pravidel před zahájeńım prvńı hry následovaná do-
vysvětleńım v pr̊uběhu hry či následných her. U mladš́ıch nebo méně
zkušených hráč̊u je vhodné při nabalováńı specifik zopakovat kostru, kte-
rou jsme zač́ınali vysvětlováńı (např. HAL pexeso).

6. Simulace běžné hry hráčem, který vysvětluje pravidla, použ́ıvá kon-
trasty (když ano / když ne) a zastaveńı u kĺıčových moment̊u s rozbo-
rem možnost́ı (co kdyby); vhodněǰśı u her s obměnami a cyklem a u her
s komplikovanými pravidly (Čtverec; 13), samozřejmě v závislosti na věku
nových hráč̊u.

7. Celé naráz lineárně/ větveně bez ukázky: lze použ́ıt u starš́ıch a zkušených
hráč̊u, snadno u her, kde se odvoláváme na podobnost s jinou hrou (Druhá
mocnina, KAM – pexeso, KAM – GeoPetr). Podmı́nkou je sjednoceńı ter-
minologie předem. U mladš́ıch hráč̊u je vhodné nejdř́ıve známou hru
připomenout a zopakovat a pak teprve zavádět hru novou – podobnou.
Rozd́ıly je nutné zd̊uraznit zejména u žák̊u s horš́ı slovně akustickou
pamět́ı či s ADHD.

Hodně se hráči o pravidlech nauč́ı při rozborech po ukončeńı hry nebo při
soudcováńı.

Zaměřeńı her
Zaměřili jsme se na hry, které vyžaduj́ı argumentaci, pravidla stimuluj́ı řeč a pro-
vokuj́ı v kĺıčových partíıch dialog v rámci dané logické struktury. Kladeńı d̊urazu
na argumentaci rychle převád́ı hru z intuitivńı roviny do vědomé a nut́ı hráče
k uvažováńı, usuzováńı, předv́ıdáńı a k zvažováńı šanćı.

Druhým sledovaným aspektem je stimulace vztahového, př́ıpadně funkčńıho
myšleńı na nižš́ı úrovni, než s jakou se pracuje na druhém stupni ZŠ. U mladš́ıch
či nezkušených hráč̊u jde o schopnost registrovat vztahy mezi kartami i tahy či
kroky ostatńıch a také o schopnost tyto vztahy dř́ıve či později popsat, porozumět
jim a následně jich i vhodně využ́ıvat.

Dı́tě v mateřské škole (Kaslová, 2015) se zpočátku v novém prostřed́ı
přirozeně zaměřuje na jeden objekt a ten zkoumá, postupně přecháźı od in-
tuitivńıho k ćılenému sledováńı v́ıce objekt̊u (zpravidla dvou; popř. jednoho
objektu a celku, ke kterému nálež́ı). Poznáńı vztah̊u a jejich využ́ıváńı zálež́ı na
práci učitele a podnětnosti prostřed́ı; to znamená, že u předškolńıch dět́ı mluv́ıme
sṕı̌se o potenciálu rozvoje vztahového myšleńı. Výzkum mezi učiteli mateřských
škol ukázal, že vztahové myšleńı je redukováno na vztahy dř́ıv/potom, nad/pod,
vpravo/vlevo od, v́ıc/mı́ň než, a to v izolovaných situaćıch pro dva objekty.
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Pravidla vybraných her reaguj́ı na tuto situaci a nut́ı hráče: a) sledovat vztahy
mezi kartami, b) tyto vztahy popsat, c) tyto vztahy propojovat s učivem mate-
matiky. Opakováńı her umožňuje: d) přecházet od jednotlivých situaćı k d́ılč́ımu
zobecněńı, e) př́ıpadně je v roli soudce či rádce formulovat, f) u her pro starš́ı
objevené vztahy funkčně využ́ıvat. Mluva odráž́ı myšleńı jedince, ale současně
inspiruje či provokuje myšleńı spoluhráč̊u.

Jednotlivé hry
Vycháźıme z praxe, kde sledujeme nedostatek rozvoje některých schopnost́ı
a tvorbou vlastńıch her či adaptaćı her známých chceme tento deficit částečně
pokrýt. Předpokládáme, že hráči znaj́ı tyto hry: Pexeso, Černý Petr, Tri-
teto/Kvarteto. Uvažujeme na jednu skupinu 3–4 hráče. Následuj́ıćı autorské
hry jsou ověřené v praxi.

1. Vyber
Jde o úvodńı hru, kterou lze hrát nejen s kartami, ale i s daľśım drobným
vhodně zvoleným materiálem. Hra je vhodná i jako nab́ıdky pro tzv. volnou
hru, tj. nevyžaduje dozor. U karetńı podoby si děti na stole/zemi rozlož́ı
karty ĺıcem nahoru a pozoruj́ı je. Kdokoli z nich si vybere dvojici karet,
řekne, proč (např. na obou je červená) a pak dá karty zpět. Jiný hráč
může použ́ıt tytéž karty a uvést sv̊uj argument (např. jsou to králové,
jsou to listy). Ostatńı to mohou odsouhlasit, nebo rozporovat. Nalezeńı
vztahu jednotlivými hráči může být evidováno (např. žetony, kuličkami na
počitadle). Hledáme vztahy mezi kartami a voĺıme výstižná označeńı. Hráči
si mohou s volbou slov pomáhat. Argumenty mohou být v tomto př́ıpadě
i emotivńı. Ne vždy lze stoprocentně souhlasit právě proto, že emotivńı
argumenty jsou subjektivńı, tedy objektivně neposouditelné (např. ĺıb́ı se
mi, mám rád).

2. Vztahové pexeso s obrázky – materiál ve výrobě
Hrajeme podobně jako klasické Pexeso jen s t́ım rozd́ılem, že nestav́ıme na
shodném zobrazeńı, či úplné stejnosti, ani na pozitiv – negativ, ale zaj́ımá
nás, zda dva otočené obrázky maj́ı něco společného.

Obrázek 1: Vztahové pexeso
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A) Učitel zadá: a) druh společné vlastnosti (tvar, poloha, účel, materiál,
charakter, společný detail nebo část); b) sestaveńı věty k oběma
kartičkám; c) nalezeńı antinomie; d) pohádku, kde se oba zobrazené
objekty vyskytovaly; e) naj́ıt ke dvojici pojem nadřazený.

B) Dı́tě má možnost si aktuálně společnou vlastnost zvolit předem samo.
Pro to je u mladš́ıch nutná zkušenost s variantou A.

3. Geometrické pexeso – připraveno do výroby
Hráč si může vźıt dvojici odkrytých obrázk̊u, pokud poṕı̌se, co maj́ı modely
společného. Pokud vztah neobjev́ı, vraćı kartičky zpět.

4. Rozklad č́ısla
Použijeme kanastové karty. Při odkládáńı dvojice/trojice muśı hráč
dokázat, že vybral správně.
A) Rozklad č́ısla 10

V prvńı variantě hrajeme s kartami od A po 9, kde A zastupuje č́ıslo
1, a k tomu přidáme jednoho žoĺıka (mı́sto Černého Petra). Hrajeme
jako Černého Petra jen s t́ım rozd́ılem, že hráč odkládá dvě karty,
které představuj́ı rozklad č́ısla 10.

B) Obměna na 3 karty
Hráč odkládá trojici karet, kde součet jejich hodnot je 10. Zde
Černého Petra vynecháme. Vyhrává ten, kdo se jako prvńı zbav́ı
všech karet.

C) Rozklad č́ısla 20
Použijeme všechny karty, J má hodnotu 11, Q hodnotu 12 a K hod-
notu 13.

5. Násobky, mocniny
A) Násobek

Pracujeme jako ve hře 4A s t́ım rozd́ılem, že hráč při odkládáńı dvojice
karet řekne, které dvojciferné č́ıslo z nich složil, a vyjmenuje č́ısla, pro
které je jeho č́ıslo násobkem. Např. 81 je násobkem 1, 3, 9, 27, 81.
Pokud něco vynechá, nebo vyslov́ı chybné č́ıslo, muśı si obě karty vźıt
zpět.

B) Násobek jinak
Pracujeme s vybranými kartami (jako ve hře 4), ale měńıme pravi-
dla. Rozdáme každému hráči 8 karet, prvńı hráč odlož́ı jednu dvo-
jici s výčtem č́ısel a vezme si z paklu novou kartu. Pak hraje daľśı
hráč. Pokud někdo žádné dvojciferné č́ıslo neslož́ı, nebo chybuje ve
výčtu, nic neodkládá a vezme si kartu, pokračuje daľśı. Hra poč́ıtá
i s prvoč́ısly, ale na to hráči muśı přij́ıt sami.
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C) Mocnina
Hrajeme s redukovaným setem kanastových karet jako u 5B s t́ım, že
při odkládáńı dvojice/trojice karet muśı hráč nahlas ř́ıct, které č́ıslo
složil a pro které č́ıslo je druhou mocninou (např. 81 je druhá mocnina
9; 144 je druhá mocnina 12). Na tom, kolik karet se bude odkládat
(zda se budou tvořit dvojciferná, nebo trojciferná č́ısla), je nutné se
předem domluvit.

6. Rovnost, nerovnost
Hra pro 3–4 hráče. Každému se rozdá 8 karet, ostatńı kanastové karty
tvoř́ı pakl. Prvńı hráč sestav́ı rovnost a s argumenty vylož́ı na st̊ul. Vezme
si 1, nebo 2 karty z paklu. Pak hraje daľśı hráč. Vyhrává ten, kdo vyložil
během hry nejv́ıce rovnost́ı, je tedy v zájmu každého hráče být ve hře
co nejdéle. Pokud někdo hru ukonč́ı, započ́ıtává se jen počet sestavených
(ne)rovnost́ı. Pokud hra konč́ı pro nedostatek karet v paklu, pak se za
každou kartu v ruce odpoč́ıtává jedna sestavená (ne)rovnost. Při sesta-
vováńı se uplatňuj́ı všechny čtyři početńı operace, mezera představuje
závorky (nebo použijeme pro tuto roli žoĺıky). V jedné (ne)rovnosti může
být i v́ıce operaćı, operačńı znaménka ve hře nepouž́ıváme; hráč muśı ope-
raci popsat pro ostatńı, č́ımž se vylučuje pouhá zraková kontrola. Set nemá
znak pro nulu, což je skrytá podmı́nka vhodná pro diskusi. Karty 10, J,
K a Q nelze použ́ıt pro sestaveńı v́ıceciferných č́ısel, muśı stát samostatně.
Např. K = Q + 1; Q × 2 = 32 − 8 (na stole lež́ı K, Q, 1; Q, 2, 3, 2, 8;
pomáhaj́ı mezery).

U nerovnost́ı plat́ı pravidlo, že jako d̊ukaz, že se jedná o nerovnost,
nestač́ı uvést vztah (menš́ı než / větš́ı než), ale i d̊ukaz, tedy o kolik.
T́ım se provazuje předchoźı hra na rovnosti se hrou na nerovnosti. Např.
J + 2 > Q (na stole lež́ı J, 2, Q). Hru je možné obměnit pro skupinu
4 hráč̊u, kde si dvojice hráč̊u mohou nahrávat tak, že již položené rovnosti
obohacuj́ı. Pak se ”délka“ rovnosti muśı bodově zohledňovat tak, že se
nezapoč́ıtá bod za jednu rovnost, ale bod za každou operaci použitou ve
správně sestavené rovnosti.

7. Solitér 13
Hra vycháźı z Pasiánsu 13, ale podtrhujeme jej́ı matematický obsah
(Kaslová, 2022). Nejde nám o pouhý kalkulus, ale otv́ıráme zde prostor
pro nástup funkčńıho myšleńı (Kaslová, 2023), práci s podmı́nkami větveńı
možnost́ı, což někteř́ı žáci kolem 9–10 let zvládaj́ı. Hru lze hrát dvoj́ım
zp̊usobem:
A) Individuálńı hra. Každý dostane jednu výchoźı kartu a následně dle

pravidel sestavuje řadu karet, kterou prezentuje ostatńım nebo s nimi
o ńı diskutuje. Pravidla připomı́naj́ı větvený program; máme jednu
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sadu karet: A (1), . . . , J (11), Q (12), K (13). Zač́ınáme kartou
hodnoty h0; např. h0 = 5, (nebo Q). V prvńım kroku hodnotu h0
zdvojnásob́ıme a dostaneme h1: h1 = 2h0 a h1 porovnáme s č́ıslem
13. V tomto kroku mohou nastat dva př́ıpady: a) Je-li h1 < 13, pak
dostaneme h2 = h0 + h1; b) Je-li h1 > 13, pak h2 = 13 − h1. Dále
pracujeme s hodnotou h2. V obou př́ıpadech následně porovnáme
h2□13 a pro h3 postupujeme jako v předchoźım př́ıpadě, respektive
dále hn = h0 + hn−1. Tak se dopracujeme k hn, kdy je hn = 13, č́ımž
hra konč́ı, resp. máme sestavenou řadu č́ısel. Př́ıklad zahajuj́ıćı karty
s č́ıslem 5:
5,
10 (2 · 5 = 10, 10 < 13),
2 (5 + 10 − 13 = 2; odečteme 13, protože 10 + 5 > 13),
7 (5 + 2 = 7),
Q (5 + 7 = 12 a 12 < 13),
4 (5 + 12 − 13 = 4, protože 5 + 12 > 13),
9 (5 + 4 = 9 a 9 < 13),
A (9 + 5 − 13 = 1),
6 (5 + 1 = 6),
J (5 + 6 = 11)
3 (11 + 5 − 13 = 3),
8 (5 + 3 = 8),
K (5 + 8 = 13);
řada je 5, 10, 2, 7, 12, 4, 9, 1, 6, 11, 3, 8, 13. Podobně řada pro
Q: 11, 10, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1, 13, kde je na rozd́ıl od předchoźıho
př́ıkladu vztah snadno popsatelný.

B) Hra se hraje ve skupině 2–4 hráč̊u klasicky jako v Pasiánsu: jeden
hraje a argumentuje, ostatńı kontroluj́ı. Při rozdáńı nové řady hraje
daľśı. Tuto variantu lze hrát kooperačně i soutěživě; členové skupiny
kooperuj́ı a soupeř́ı s ostatńımi skupinami. Použijeme dva baĺıčky
kanastových karet a do řady rozdáme 8 výchoźıch karet; nesmı́ mezi
nimi být K. Pak jednu řadu vynecháme (tam budeme klást ” členy
řady“) a do třet́ı řady dáme opět 8 karet, ze kterých voĺıme, kterou
a kam přiložit. Pokud nelze karty použ́ıt, z̊ustávaj́ı na mı́stě a na ně
klademe daľśı vrstvu. Následně se opět dle stejných pravidel snaž́ıme
položit karty do druhé řady pod výchoźı karty. Z nepoužitých karet
ve třet́ı řadě lze brát jen ty, které jsou nahoře, t́ım se stává hra někdy
neřešitelnou. Je na dohodě/učiteli, jak toto pravidlo uvolnit. Hra se
zrychĺı, pokud vztahy ve variantě A hráči již odkryli.
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8. KAHA – ve výrobě
Máme hraćı kostku, kde jsou dvě stěny červené, dvě modré a dvě žluté,
a sadu čtverc̊u a obdélńık̊u, jejichž velikost je vzájemně provázána. Lǐśı se
barevným označeńım. Ćılem hry je poskládat největš́ı čtverec jedné barvy.
Hra je založena na směně, shodné rozložitelnosti a pravděpodobnosti
a oṕırá se o vztahy mezi celkem a jeho částmi (Kaslová, 2015), představuje
úvod ke dvojkové soustavě, druhé mocnině, podobnosti a zlomk̊um. Hra
je náročná na čas a trpělivost a je vhodná pro 2–3 hráče ve věku od 5 let.
U hry jsou zkoušeny dvě varianty pravidel, kde zvažujeme roli věku při
jejich volbě. Princip hry: Hráč hod́ı kostkou a barva mu urč́ı, který d́ılek
jaké barvy si vezme. Muśı zač́ıt nejmenš́ım čtvercem. Pokud již źıskal dva
stejně velké čtverce stejné barvy, může je směnit za větš́ı obdélńık, který
tyto dva čtverce pokryje bez překrýváńı a bez mezer. Pak potřebuje źıskat
(opět směnou od nejmenš́ıch) daľśı obdélńık stejné barvy, aby z nich mohl
složit větš́ı čtverec než na počátku atd. Zde je d̊uležitý pr̊uběžný popis
pr̊uběhu směny a skládáńı a následná diskuse. Hra vyžaduje zasvěcené
vedeńı, pokud z ńı chceme nenásilně vytěžit zkušenosti pro matematiku.

Obrázek 2: KAHA

Závěr
V d́ılně jsme vyzkoušeli základńı varianty her a ukázali si, jak je argumentace
ve hře někdy obt́ıžná kv̊uli střetu emoćı s racionálńım myšleńım. Pro hráče silně
prož́ıvaj́ıćı hru či závislé na v́ıtězstv́ı je argumentace ještě náročněǰśı a je vhodné
v takovém př́ıpadě zavést bodovou bonifikaci za správné argumentováńı. Ne
všechny hry jsou vhodné pro domáćı prostřed́ı, ve kterém chyb́ı osoba zasvěcená
do výuky matematiky.
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života. Pyramida.

165

https://www.youtube.com/watch?v=I7OeSS3Hz7s
https://www.youtube.com/watch?v=I7OeSS3Hz7s


Pravděpodobnostńı hrátky

Jana Kopfová1

V následuj́ıćım př́ıspěvku poṕı̌su aktivitu2, kterou jsem zkoušela se svými studenty
na matematickém kroužku. Při řešeńı úloh spolupracovali studenti od primy až
po maturitńı ročńık, vzájemně se doplňovali a povzbuzovali, navazovali na sebe
a každý se něco nového naučil. Mladš́ı udělali mnoho kombinatorických výpočt̊u,
pro ně bylo uspokojuj́ıćı jenom ověřováńı. Starš́ı procvičili úpravu výraz̊u a nej-
zkušeněǰśı řešeńı rovnic s parametrem. Scénář si částečně vytvářeli sami. Aktivitu
jsem vyzkoušela i v kombinaci se skupinovou praćı.

Př́ıběh zač́ıná takto:
Dva hráči hraj́ı následuj́ıćı hru: Do pytĺıku umı́st́ıme b b́ılých a m modrých

kuliček. Hráči zavřou oči a každý si vytáhne z pytĺıku jednu kuličku. Prvńı hráč
vyhrává, pokud jsou obě kuličky stejné barvy, druhý hráč vyhrává, pokud jsou
kuličky r̊uzné barvy. Které kombinace barev vytvoř́ı férovou hru?

Pro větš́ı srozumitelnost daľśıho textu označme hru s b b́ılými a m modrými
kuličkami jako (b, m). Prvńı pozorováńı nám ř́ıká, že hra (b, m) je stejná jako hra
(m, b) a proto v daľśım budeme uvažovat jen b větš́ı nebo rovno než m.

Úloha je hodně komplexńı, proto se nejdř́ıv pod́ıváme na jednodušš́ı podúlohy,
které pomůžou lépe pochopit celé zadáńı.

Úloha 1: Je hra (6,1) férová ve smyslu, že oba hráči maj́ı stejnou šanci na výhru?
Pod́ıvejme se, v kolika situaćıch má šanci na výhru prvńı hráč. Je to zřejmě

jenom tehdy, když oba hráči vytáhnou dvě b́ılé kuličky. B́ılých kuliček je 6, a proto
počet př́ıznivých možnost́ı pro prvńıho hráče je 6 krát 5 tedy 30.

Druhý hráč může vyhrát jenom tehdy, když jeden z hráč̊u vytáhne modrou
kuličku, k ńı je možné vytáhnout druhou kuličku 6 zp̊usoby, dohromady je to
tedy 12 možnost́ı.

Poměr v́ıtězných her je 30 : 12 = 7 : 2 ve prospěch prvńıho hráče. Pozname-
nejme, že pokud by někdo uvažoval nad t́ım, že nezálež́ı na tom, který z hráč̊u
vytáhne jakou kuličku, možnost́ı by bylo v obou př́ıpadech dvakrát méně, ale
poměr by z̊ustal stejný. Toto může některé studenty zmást a je dobré si to vy-
jasnit již na začátku.

Tato hra tedy neńı férová.

1 MÚ SO Opava a Mendelovo gymnázium Opava; Jana.kopfova@math.slu.cz
2 Aktivita byla inspirována australskou webovou stránkou Mathematics Centre.
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Alternativně se dá spoč́ıtat pravděpodobnost výhry prvńıho hráče jako

Pr (stejné) = Pr(bb) + Pr(mm)

= 6
7 · 5

6 + 0 = 5
7

(je 6 zp̊usob̊u jak vybrat prvńı b́ılou kuličku a 5 zp̊usob̊u jak vybrat druhou b́ılou
kuličku).

Pr (r̊uzné) = Pr(bm) + Pr(mb)

= 6
7 · 1

6 + 1
7 · 1 = 2

7 .

V diskusi se studenty je dobré si i ukázat r̊uzné zp̊usoby výpočt̊u a to, že
vedou ke stejným výsledk̊um a závěr̊um.

Hra (6,1) je výhodná pro prvńıho hráče. Pro jaké b a m je hra férová? Ještě
možná neńı ten správný čas tuto otázku zodpovědět, ale možná někoho napadne,
že by mohla být pro b = m.

Úloha 2: Rozmyslete si řešeńı úlohy 1 pro b = m = 2.
Podobným uvažováńım jako v prvńı úloze dojdeme k možná překvapivému

závěru, že větš́ı šanci na výhru má druhý hráč. Podrobněji je to 2 : 4 ve
prospěch druhého hráče; tady je snadné všechny situace i vypsat. Pokud si
kuličky označ́ıme jako m1 m2 a b1 a b2, prvńı vyhraje jenom při výběru m1 m2
a b1 b2, druhý má možnost́ı, kdy vyhraje, v́ıce: m1 b1, m1 b2, m2 b1 a m2 b2.

Úloha 3: Pro jaké b a m, oba menš́ı než 7 je hra z úlohy 1 férová?
Tady je dobré dát dostatečný prostor pro experimentováńı. Možná se někomu

povede přij́ıt na to, že hra (3,1) je férová. To jistě povzbud́ı k daľśımu ob-
jevováńı. Někteř́ı možná začnou úlohu řešit hned obecně pomoćı ṕısmenek
a pravděpodobnost́ı, ale ta cesta tak brzy ke konkrétńım konfiguraćım nevede.
Někomu možná bude stačit ověřeńı, že hra (3,1) je opravdu férová.

Pr (stejné) = Pr(bb) + Pr(mm)

= 3
4 · 2

3 + 1
4 · 0 = 1

2

(jsou 3 zp̊usoby jak vybrat prvńı b́ılou kuličku a 2 zp̊usoby jak vybrat druhou
b́ılou kuličku).
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Pr (r̊uzné) = Pr(bm) + Pr(mb)

= 3
4 · 1

3 + 1
4 · 1 = 1

2 .

Je ještě nějaká daľśı hra férová pro b a m menš́ı než 7?
Ano je, a je to (6,3). Výpočet a ověřeńı opět necháme na čtenáři. Můžeme po-

stupovat jakýmkoliv zp̊usobem uvedeným nahoře: Můžeme poč́ıtat pravděpodob-
nosti pro každého hráče, nebo poč́ıtat možnosti, nebo si dokonce zkusit všechny
možnosti vypsat.

Úloha 4: Jak to bude pro obecné b a m? Umı́te naj́ıt všechna b a m taková, že
naše hra bude férová? Pokuste se svoji hypotézu i dokázat.

Možná někdo pomoćı pokus̊u objev́ı celou řadu vyhovuj́ıćıch dvojic (3, 1), (6,
3), (10, 6), (15, 10), (21, 15). . .

Daľśı to možná dokážou zobecnit: Mohly by vyhovovat dvojice po sobě
jdoućıch tzv. trojúhelńıkových č́ısel, tj. č́ısel ve tvaru k(k−1)

2 .
Někdo možná naopak zjist́ı, že pro férovou hru muśı počty b b́ılých a m

modrých kuliček splňovat vztah

b(b − 1)
2 + m(m − 1)

2 = mb, (1)

z čehož se snadno po úpravě odvod́ı, že (b − m)2 = b + m. Poměrně jednoduše
se potom dá dosazeńım do tohoto vztahu ověřit, že trojúhelńıková č́ısla skutečně
vyhovuj́ı. Poč́ıtáńı přes pravděpodobnosti je o něco složitěǰśı.

V našem kroužku byla Maruška z tercie, která právě v hodinách matematiky
prob́ırala úpravy výraz̊u, schopna po třech popsaných tabuĺıch doj́ıt k tomu, že
pokud do vztahu (1) dosad́ı b = k(k+1)

2 a m = k(k−1)
2 , tak to opravdu vyjde. Měla

obrovskou radost a byla nadšena, že právě nabyté znalosti uměla použ́ıt k řešeńı
tak hezké a překvapivé úlohy.

Ale máme t́ım úlohu 4 opravdu vyřešenou? Jak v́ıme, že žádná daľśı b a m
nevyhovuj́ı?

Dá se to odvodit např́ıklad tak, že se pod́ıváme na posledńı vztah upravený
do tvaru

b2 − b(1 + 2m) + m2 − m = 0
jako na kvadratickou rovnici s proměnnou b a parametrem m. My chceme, aby
tato kvadratická rovnice měla celoč́ıselná řešeńı.

Jej́ı diskriminant je 1 + 8m, což chceme, aby byla druhá mocnina celého
č́ısla, označ́ıme ho l, tj. 8m = l2 − 1. To bude platit jenom pro l liché, což
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nám již dává m = k(k−1)
2 , b dopoč́ıtáme snadno z kvadratické rovnice a bude

ve tvaru b = k(k+1)
2 , tj. opravdu jenom po sobě jdoućı trojúhelńıková č́ısla dávaj́ı

férovou hru. (Kvadratická rovnice bude mı́t ještě druhé řešeńı, které ale odpov́ıdá
b menš́ımu než m.)

Tato druhá část řešeńı je krásnou úlohou na řešeńı kvadratické rovnice s pa-
rametrem.

Když jsme po několikahodinovém kroužku tuto úlohu společnými silami do-
končili, vyhlásila primánka Verunka: ”Ted’ jdu domů a poprośım maminku, aby
mi koupila baĺıček Bon Pari cukř́ık̊u.“ Všichni byli zvědav́ı, co má Verunka
v plánu. ”A pak zahrajeme doma tuhle hru, ale se třemi barvami kuliček pro
3 hráče.“ A tak jsme měli program na daľśı kroužek.

Úloha 5: Uvažujme situaci z úlohy 1, tentokrát budeme mı́t kuličky tř́ı r̊uzných
barev a tři hráče. Umı́te naj́ıt takový počet kuliček jednotlivých barev, aby hra
byla pro 3 hráče férová?

Do řešeńı této úlohy se pustili s radost́ı opět i mladš́ı studenti. Bavilo je
ověřovat, jestli daná trojice dává férovou hru a vždy s napět́ım čekali, jak to
dopadne. Úloha je ale př́ılǐs náročná. Po několika pokusech starš́ı studenti přǐsli
s nápovědou:

Nápověda: Pokuste se naj́ıt vyhovuj́ıćı trojici ve tvaru (1, 3, ?).
Po dlouhém zkoušeńı a odhadováńı se povede naj́ıt trojici (1, 3, 9). A možná

i (1, 9, 18).

Úloha 6: Najděte všechna taková rozmı́stěńı.

Úloha 7: Pokuste se o zobecněńı pro kuličky q barev a q hráč̊u.

I když to tak možná nevypadá, už úloha 6 je mimořádně náročná. Někteř́ı
šikovńı žáci si po čase marného hledáńı úplného řešeńı napsali program, který jim
vypsal všechna řešeńı pro malé b, m a z. Z toho se dá vypozorovat, že každá dvo-
jice z úlohy pro kuličky dvou barev, tj. dvojice po sobě jdoućıch trojúhelńıkových
č́ısel se dá doplnit na hledanou trojici třet́ım č́ıslem z. Kompletńı řešeńı úloh
6 a 7 může být hezkým námětem na práci SOČ.

Literatura
[1] Same Or Different. Mathematics Centre. http://mathematicscentre.co

m/taskcentre/018same.htm
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Půvaby elementárńı geometrie

Frantǐsek Kuřina1

Úvod
Tuto d́ılnu jsem realizoval třikrát. V roce 2021 na konferenci Jak učit matematice
žáky ve věku 10–16 let v Úst́ı nad Labem, v roce 2022 na konferenci Ani jeden
matematický talent nazmar! v Hradci Králové a nakonec na Dvou dnech s di-
daktikou matematiky v roce 2023 v Praze. Opakováńım d́ılny jsem sledoval, jak
r̊uzné kolektivy učitel̊u reaguj́ı na stejné úlohy a v jakém pořad́ı chtěj́ı úlohy řešit.
Komentář, který zde uvád́ım, vycháźı z realizace d́ılny v Úst́ı n. L. a př́ıspěvek se
od př́ıspěvku ve sborńıku z tamńı konference (Kuřina, 2022) lǐśı jen velmi málo.

Účastńık̊um bylo vždy předloženo následuj́ıćıch 16 úloh, které byly posléze
řešeny v r̊uzném pořad́ı.2

Úlohy
1. Jsou rovnoběžńıky (obrazy desek stol̊u) na obr. 1 shodné? (–)

Obrázek 1: Desky stolu (Halliman, 2010)

2. Je možné sestrojit eukleidovsky tečny z bodu ke kružnici bez znalosti Tha-
letovy kružnice? (5)

3. Sestrojte geometrické útvary U a V tak, aby platilo zároveň: U je shodný
s V , V je část́ı U , ale U neńı část́ı V . Je to možné?

1 Univerzita Hradec Králové; kurinovi@gmail.com
2 Následuj́ıćı pořad́ı úloh vzniklo hlasováńım v d́ılně v Úst́ı nad Labem. V Hradci Králové se řešily úlohy v pořad́ı

11, 2, 16, 3 a 10. V Praze pak v pořad́ı 5, 11, 2, 7 a 13.
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4. V rovině trojúhelńıku ABC sestrojte kružnice se středy v jeho vrcholech
tak, aby se každá dotýkala dvou zbývaj́ıćıch. (14)

5. Rozdělte trojúhelńık na pět část́ı téhož obsahu. (4)
6. Kde je v́ıce bod̊u: uvnitř úsečky dlouhé 1 cm, nebo na celé př́ımce? Uvnitř,

nebo vně kruhu s poloměrem 1 cm? (13)
7. Rozdělte trojúhelńık na lichoběžńıky. (3)
8. Nakreslete těleso, které vznikne rotaćı obdélńıku kolem jeho úhlopř́ıčky. (6)
9. Na obr. 2 je p̊udorys a nárys tělesa. Kterého? (11)

Obrázek 2: Stejný p̊udorys a nárys

10. ABCD je čtverec. Co je množinou všech bod̊u jeho roviny, které maj́ı
stejnou vzdálenost
(a) od př́ımky AB a polopř́ımky AC,
(b) aspoň od dvou stran čtverce,
(c) od př́ımky AB a úsečky DC? (7)

11. Je možné, aby obrazem kružnice byly dvě kružnice? (1)
12. Kolik existuje

(a) hranol̊u,
(b) čtyřstěn̊u

tak, aby každý měl část stěny společnou se všemi zbývaj́ıćımi (nejen úsečku
nebo bod)? (2)

13. Jaké těleso je nakresleno na obr. 3? (9)

Obrázek 3: To neńı krychle

14. Nakreslete mnohoúhelńık, který má tuto vlastnost: z některého bodu jeho
(a) vnitřku,
(b) vněǰsku

neńı vidět žádná jeho strana celá. Existuj́ı takové útvary? (10)
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15. Je možné, aby středy všech kružnic opsaných stěnám čtyřstěnu ležely
v jedné rovině? (–)

16. Překládáńım paṕırového rovnostranného trojúhelńıku můžeme źıskat śıt’
tělesa. Kolik takových těles existuje? (8)

Nejdř́ıve jsme řešili úlohu 1: Jsou rovnoběžńıky na obr. 1 (desky stol̊u)
shodné?

Spontánńı diskusi s výsledkem: ”Nejsou shodné,“ jsem usměrnil následuj́ıćımi
otázkami:

”Jak byste v 6. tř́ıdě řešili tuto úlohu?“ (Vystřihnut́ım a přiložeńım.)

”A nechceme-li stř́ıhat?“ (Budeme měřit.)

”Stač́ı změřit délky stran rovnoběžńık̊u?“ (Ne, čtverec a kosočtverec mohou
mı́t strany shodné.)

Jediný mnohoúhelńık určený délkami svých stran je trojúhelńık, muśıme tedy
změřit dvě strany a úhlopř́ıčku. Rovnoběžńıky na obr. 1 jsou kupodivu shodné.

Dále jsme řešili úlohu 15. Daľśı negativńı odpověd’ jsem usměrnil obrázkem 4,
který jsem nakreslil na tabuli. Maj́ı-li středy opsaných kružnic ležet v ro-
vině jedné stěny (např. v rovině dolńı podstavy čtyřstěnu), muśı ležet středy
zbývaj́ıćıch kružnic na hranách čtyřstěnu a podle Thaletovy věty muśı mı́t
zbývaj́ıćı stěny u společného vrcholu pravé úhly. Takovýto čtyřstěn si můžeme
představit odř́ıznut́ım jednoho vrcholu krychle rovinou ABC (obr. 5).

Obrázek 4: Čtyřstěn na rovině α Obrázek 5: Čtyřstěn jako část krychle

Po vyřešeńı těchto dvou úloh jsem účastńıky vyzval, aby zakroužkovali tři
úlohy, které by chtěli řešit přednostně. Výsledky hlasováńı jsou na seznamu úloh
(viz výše) vyznačeny č́ısly v závorce.

Úloha 11 (1) byla v této formulaci obt́ıžná. Měla by zńıt takto: Je dána
kružnice k se středem S a pr̊uměry AB a CD (obr. 6). Určete obraz kružnice k
v zobrazeńı, které libovolnému bodu X ∈ k přǐrazuje bod X ′ polopř́ımky SX,
jehož vzdálenost od bodu S je rovna vzdálenosti bodu X od př́ımky AB. Snadno
nahlédneme, že trojúhelńıky SXP a CSX ′ jsou shodné a podle Thaletovy věty
lež́ı bod X ′ na kružnici s pr̊uměrem CS. Prob́ıhá-li bod X kružnićı k, prob́ıhaj́ı
body X ′ kružnice m, n. Obrazem kružnice jsou tedy dvě kružnice.
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Obrázek 6: Konstrukce obrazu bodu

Úloha 12 (2) Krychli můžeme rozdělit na hranoly 1, 2, 3, 4, z nichž každý má
část stěny společnou se třemi zbývaj́ıćımi (obr. 7(a)). Daľśı konstrukci můžeme
sledovat při pohledu shora (obr. 7(b)). Přidáńım kvádru 5 k zadńı stěně krychle
máme 5 těles, která splňuj́ı podmı́nky. Nakonec můžeme ”obalit“ tuto sestavu
hranolem, který má podstavu tvaru ṕısmene L a 6 těles takto vzniklých má tu
vlastnost, že každé z nich soused́ı s 5 zbývaj́ıćımi (obr. 7(c)).

(a) Děleńı krychle na 4 části (b) Přidáńı kvádru 5 (c) Přidáńı hranolu 6

Obrázek 7: Řešeńı úlohy 12

Konstrukce čtyřstěn̊u, z nichž každý soused́ı se zbývaj́ıćımi, se nám pa-
trně nebude dařit. Zkusme tedy rovinnou analogii naš́ı úlohy: Sestrojit několik
trojúhelńık̊u tak, aby každý sousedil s každým. Po chv́ıli experimentováńı na-
jdeme čtyři takové trojúhelńıky (obr. 8). Tyto trojúhelńıky můžeme považovat
za podstavy 4 čtyřstěn̊u, z nichž každý soused́ı s každým ze zbývaj́ıćıch. Tuto
konstrukci můžeme provést i v opačném poloprostoru. Vhodným uspořádáńım
podstav čtyřstěn̊u ve společné rovině podle obr. 9 dostaneme 8 čtyřstěn̊u, z nichž
každý soused́ı se 7 zbývaj́ıćımi.

Úlohu 7 (3) vyřešil jeden z účastńık̊u d́ılny ihned nakresleńım obr. 10. Bodem
uvnitř trojúhelńıku vedl úsečky rovnoběžné se stranami trojúhelńıku.
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Obrázek 8: Děleńı trojúhelńıku Obrázek 9: Podstavy osmi čtyřstěn̊u

Obrázek 10: Děleńı trojúhelńıku na lichoběžńıky

Úloha 5 (4). Řada účastńık̊u ihned viděla děleńı podle obr. 11. Nalézt ”cik–
cak“ děleńı (obr. 12) ale dělalo vážné problémy. Přitom si stač́ı uvědomit, že
trojúhelńık ABM má obsah 1

5 obsahu S trojúhelńıku AB; stač́ı sestrojit výšku
ke straně AB, která je 1

5 výšky trojúhelńıku ABC. Trojúhelńık AMC má obsah
4
5S. K určeńı bodu N tedy stač́ı konstruovat výšku ke straně AM , která je 1

4
výšky ke straně AM trojúhelńıku AMC. Pak pokračujeme analogicky.

Obrázek 11: Děleńı trojúhelńıku
rozděleńım jedné strany Obrázek 12: Cik–cak děleńı

Úloha 2 (5). Znalost známého postupu byla brzdou objeveńı nového postupu.
Zde připomeňme konstrukci Jana Vyš́ına (1952, s. 111). Máme sestrojit tečnu t
kružnice k(S, r), která procháźı bodem A (obr. 13). V souměrnosti podle dosud
neznámé tečny t je obrazem středu S bod S ′, pro který plat́ı |SS ′| = 2r, |AS ′| =
|AS|. Bod S ′ můžeme sestrojit jako pr̊useč́ık kružnic n(S, 2r) a m(A, |AS|).
Tečna t je osou úsečky SS ′.
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Obrázek 13: Tečna z bodu ke kružnici (Vyš́ın, 1952)

Úloha 8 (6). Úlohu můžeme zač́ıt řešit experimentem. Uchopme obdélńık
z tužš́ıho paṕıru dvěma prsty v krajńıch bodech jeho úhlopř́ıčky. Fouknut́ım
obdélńık roztočme a těleso můžeme vidět (obr. 14).

Obrázek 14: Rotace obdélńıku Obrázek 15: Shodné úhly

Mimo pořad́ı jsme řešili daľśı dvě úlohy.
Úloha 3 (12). Tato úloha dělala účastńık̊um velké pot́ıže. Většina dávala

najevo, že takové útvary neexistuj́ı. Po nakresleńı obr. 15 někdo vykřikl: ”To je
chyták!“ Podle mého názoru to chyták neńı. Úloha vede k rozš́ı̌reńı představy
geometrických útvar̊u jako útvar̊u omezených na útvary neomezené.

Úloha 14 (10) byla také poměrně složitá. Po řadě neúspěšných pokus̊u jsem
nakreslil obr. 16, který účastńıci s úlevou přijali. Obt́ıžněǰśı úlohu b) jedna kole-
gyně vyřešila, viz obr. 17.

Úloha 16 (8). Snad každý účastńık d́ılny navrhl pravidelný čtyřstěn.
Jedna kolegyně přǐsla s návrhem na obr. 18. V konstrukci můžeme pokračovat
(”kmitáńım“ malých čtyřstěn̊u). Úloha má nekonečně mnoho řešeńı.

Řešeńı úloh 4 (14), 6 (13), 9 (11), 10 (7) a 13 (9) přenechávám vašemu snažeńı.
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Obrázek 16: Z vyznačeného bodu
neńı vidět žádná strana celá

Obrázek 17: Z vyznačeného bodu
neńı vidět žádná strana celá

Obrázek 18: Těleso z trojúhelńıkové śıtě

Podle mého názoru splnily d́ılny sv̊uj účel. Ve spolupráci všech účastńık̊u jsme
vyřešili většinu úloh.
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Matematické uvažováńı a trojúhelńıky
v elementárńıch geometrických obrazćıch

Tereza Mašková1, Lukáš V́ızek2

Středem pozornosti pracovńı d́ılny byly geometrické konstrukce trojúhelńık̊u. Je-
jich sestrojeńı bylo založeno na minimálńım počtu kružnic a př́ımek a vyústilo
mnohdy v symetrické obrazce. Charakter úloh byl diskutován z pohledu argu-
mentace v matematice odpov́ıdaj́ıćı prvńımu nebo druhému stupni základńı školy
a středńı škole. Byly tedy naznačeny r̊uzné úrovně matematického uvažováńı,
které se uplatňuj́ı při porozuměńı podstatě těchto úloh. Konstrukce byly prováděny
pomoćı prav́ıtka do pracovńıch list̊u s připravenými kružnicemi.

Úvod
Jedńım z ćıl̊u geometrického vzděláváńı je poskytovat takovou hloubku poro-
zuměńı geometrickým útvar̊um, která odpov́ıdá př́ıslušnému stupni školy, tedy
věku student̊u. S jistým zjednodušeńım jej můžeme charakterizovat následuj́ıćımi
poznámkami. Matematika prvńıho stupně základńı školy se zaměřuje na rozli-
šováńı a pojmenováváńı objekt̊u, na jejich abstrahováńı z každodenńı vizuálńı
zkušenosti a na identifikaci jejich základńıch vlastnost́ı. Druhostupňová mate-
matika již uvažuje o vztaźıch mezi jednotlivými objekty, zasazuje je do hierar-
chických schémat, diskutuje a do jisté mı́ry zd̊uvodňuje jejich vlastnosti. Geome-
trie na středńı škole zd̊urazňuje potřebu argumentace vlastnost́ı objekt̊u a pro-
pojuje jejich podstatu s ostatńımi matematickými obory, s algebrou, souřadným
systémem a elementárńımi funkcemi, které úst́ı v analytickou geometrii (Herbst
et al., 2017).

Dosahováńı naznačených ćıl̊u je ve školském prostřed́ı realizováno r̊uznými
prostředky. Za jeden z nich lze považovat geometrické konstrukce, tedy specifický
typ úloh, které po řešiteli vyžaduj́ı sestrojit rovinný objekt s jistými vlastnostmi,
a to za použit́ı vybraných nástroj̊u. Typickými prostředky při tvorbě na paṕır
jsou prav́ıtko a kruž́ıtko, pomoćı nichž jsou proveditelné tzv. eukleidovské kon-
strukce. Daľśımi běžnými školńımi nástroji jsou trojúhelńıkové prav́ıtko s ryskou
pro rychlou konstrukci kolmých př́ımek, posunováńı dvou takových prav́ıtek pro
tvorbu rovnoběžných př́ımek nebo úhloměr.

1 Univerzita Hradec Králové, Př́ırodovědecká fakulta; tereza.maskova@uhk.cz
2 Univerzita Hradec Králové, Př́ırodovědecká fakulta; lukas.vizek@uhk.cz
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Geometrické konstrukce
Geometrické konstrukčńı úlohy jsou na jednu stranu považovány za kritické mı́sto
v matematice (Vondrová & Rendl, 2015), na druhou stranu naše i zahraničńı
výzkumné studie nevěnuj́ı této oblasti hlubš́ı pozornost. Jako všeobecně platné
je přitom přij́ımáno, že vzdělávaćı aktivity ukazuj́ıćı vlastnosti geometrických
objekt̊u pomoćı kompozic kružnic a př́ımek podněcuj́ı porozuměńı v geometrii
(Duval, 2006). Nav́ıc takové aktivity či úlohy zasazené do programů dynamické
geometrie, tedy zprostředkovávaj́ıćı dynamické modifikace takových kompozic,
mohou uvažováńı student̊u stimulovat ve větš́ı mı́̌re (Mariotti, 2012; GeoGebra,
2023).

V následuj́ıćıch odstavćıch ukazujeme úlohy, které byly diskutovány v naš́ı
pracovńı d́ılně letošńı konference Dva dny s didaktikou matematiky. Účastńık̊um
jsme je předložili s ćılem inspirovat je pro jejich vlastńı pedagogickou práci,
poskytnout zpětnou vazbu na jejich řešeńı a źıskat cenné impulsy pro naše
předpokládané výzkumné šetřeńı. Za jeho celkový rámec považujeme prostu-
dováńı, jak geometrické konstrukce mohou podněcovat matematické uvažováńı
na daném stupni školy.

Podstatu ńıže prezentovaných konstrukčńıch úloh vystihujeme jejich hlavńımi
myšlenkami. Vynecháváme přesný zápis postupu konstrukce. Polohu sestrojených
bod̊u, úseček a př́ımek intuitivńım zp̊usobem čteme z připojených obrázk̊u. K ta-
kovému zjednodušeńı přistupujeme z toho d̊uvodu, že vzniklé obrazce obsahuj́ı
minimum konstruovaných objekt̊u a jsou tak veskrze srozumitelné.

Úlohy
Připravené úlohy byly soustředěny na konstrukce trojúhelńık̊u, které byly spe-
cifikovány vlastnostmi svých stran a úhl̊u. Bylo tedy tvořeno celkem sedm typ̊u
trojúhelńık̊u: r̊uznostranný ostroúhlý, r̊uznostranný pravoúhlý, r̊uznostranný
tupoúhlý, rovnoramenný ostroúhlý, rovnoramenný pravoúhlý, rovnoramenný
tupoúhlý a rovnostranný, který je ze známých d̊uvod̊u ostroúhlý. Pozname-
nejme, že takové trojúhelńıky je možné chápat jako izolované objekty typicky
na nižš́ım stupni školy, nebo je lze uspořádat do hierarchického schématu podle
délek stran, které můžeme diskutovat se starš́ımi studenty (obrázek 1).

Vlastnosti stran a úhl̊u a hierarchické uspořádáńı trojúhelńık̊u nejsou svázány
pouze s konceptuálńım porozuměńım těmto útvar̊um, jsou zakotveny také v pro-
ceduře jejich konstrukce. Tato skutečnost byla předloženými problémy prezen-
tována. Prvńı z nich požadoval tvorbu rovnoramenného trojúhelńıku maj́ıćıho
jeden ze svých vrchol̊u ve středu dané kružnice. Společně s ostatńımi úlohami jej

3 Všechny obrázky připojené k tomuto textu připravili jeho autoři (2023).
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Obrázek 1: Hierarchie děleńı trojúhelńık̊u podle délek stran a velikost́ı
vnitřńıch úhl̊u3

řešitelé realizovali do připravených pracovńıch list̊u. Z konstrukčńıch prostředk̊u
zmı́něných výše měli vždy k dispozici pouze prav́ıtko.

Úloha 1 – Rovnoramenný trojúhelńık

Úloha obsahovala tři d́ılč́ı problémy:
1. Sestrojte rovnoramenný ostroúhlý trojúhelńık, který má jeden ze svých vr-

chol̊u bod S. Rýsujte do připraveného obrázku, na kterém je bod S středem
kružnice k (atp. dále).

2. Nyńı sestrojte rovnoramenný tupoúhlý trojúhelńık, který má jeden ze
svých vrchol̊u bod S.

3. Bylo by možné sestrojit rovnoramenný pravoúhlý trojúhelńık, který má
jeden ze svých vrchol̊u bod S?

Na obrázku 2 je černě vyznačena daná kružnice k z pracovńıho listu a modře
jedno z možných řešeńı. (Stejné barevné značeńı pro zadáńı a řešeńı voĺıme
i ńıže.) Trojúhelńık ABS odpov́ıdá prvńımu d́ılč́ımu problému, trojúhelńık ADS
druhému a trojúhelńık AES třet́ımu. Je zřejmé, že při provedeńı konstrukce
pouze za použit́ı prav́ıtka neńı možné přesné sestrojeńı požadovaných úhl̊u, kon-
strukce jsou pouze přibližné. Rozlǐseńı prvńıho, druhého a třet́ıho úkolu je tedy
založeno na vizuálńı kontrole rysu, na znalosti a použit́ı vizuálńıho prototypu
ostrého, tupého a pravého úhlu (Battista, 2002). Proti tomu shodnost délek
dvou stran trojúhelńık̊u určuje provedeńı konstrukce, tedy využit́ı předem dané
kružnice, umı́stěńı dvou (zbývaj́ıćıch) vrchol̊u trojúhelńık̊u na ńı a sestrojeńı
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jej́ıch poloměr̊u. Źıskané trojúhelńıky jsou rovnoramenné nejen d́ıky vizuálńı
představě, ale také d́ıky matematické argumentaci.

Obrázek 2: Úloha 1, řešeńı

Různé úrovně matematického uvažováńı o řešeńı úlohy jsou podńıceny jej́ı
otevřenost́ı, skutečnost́ı, že existuje v́ıce výsledk̊u problému, v́ıce interpretaćı
i v́ıce možnost́ı modifikace problému v nový. Úloha má otevřených charakter,
spadá do tzv. otevřeného př́ıstupu k matematickému vzděláváńı (Pehkonen,
1997). Podobně lze charakterizovat i následuj́ıćı zadáńı.

Úloha 2 – Ostroúhlý, pravoúhlý a tupoúhlý trojúhelńık
V pořad́ı druhá úloha obsahovala rovněž tři d́ılč́ı problémy a opět umožňovala
sestrojit r̊uzná správná řešeńı. Byla zadána takto: Sestrojená je kružnice m se
středem Q. Zkonstruujte 1) ostroúhlý trojúhelńık, 2) pravoúhlý trojúhelńık, 3)
tupoúhlý trojúhelńık, jejichž všechny vrcholy lež́ı na kružnici m.

Obrázek 3 ukazuje trojúhelńık ABC jako možné řešeńı prvńıho úkolu,
trojúhelńık ABD druhého a trojúhelńık ABE třet́ıho. Zd̊uvodněńı skutečnosti, že
sestrojené trojúhelńıky jsou ostroúhlé, resp. pravoúhlé, resp. tupoúhlé, je možné
učinit ve třech r̊uzných úrovńıch. Za prvé, trojúhelńıky obsahuj́ı vizuálńı pro-
totypy ostrého, resp. pravého, resp. tupého, úhlu. Za druhé, střed jejich opsané
kružnice lež́ı uvnitř, resp. na jedné straně, resp. vně trojúhelńıku. Za třet́ı,
velikosti vnitřńıch úhl̊u je možné kontrolovat na základě porozuměńı tzv. ob-
vodovému úhlu, ve speciálńım př́ıpadě Thaletově větě, ve kterém jedna strana
trojúhelńıku (AD) obsahuje střed Q.

Kružnice jako součást zadáńı pro provedeńı konstrukce tedy umožňuj́ı
přesným zp̊usobem zachytit jisté délky, které jsou rovny sestrojenému poloměru
nebo pr̊uměru daných kružnic. Ve specifických př́ıpadech však poskytuj́ı také
argumentaci o velikosti úhl̊u.
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Obrázek 3: Úloha 2, řešeńı

Úloha 3 – Pravoúhlé trojúhelńıky
Na pravoúhlé trojúhelńıky byla soustředěna úloha se dvěma zadanými kružnicemi,
které se prot́ınaj́ı ve dvou r̊uzných bodech: Nyńı máme danou kružnici n se
středem V a kružnici f se středem G. Jejich pr̊useč́ıky jsou označené B, C.
Sestrojte pravoúhlý trojúhelńık maj́ıćı některý či některé ze svých vrchol̊u v bo-
dech B, C, G, V . Poznámka: Můžete konstruovat také pomocné př́ımky, které
procházej́ı jistými body a na kterých může ležet zbývaj́ıćı vrchol nebo zbývaj́ıćı
vrcholy trojúhelńıku.

Obrázek 4: Úloha 3, řešeńı

Řešeńı na obrázku 4 naznačuje, že d́ıky dvěma kružnićım je možné po-
moćı prav́ıtka sestrojit v́ıce koncepčně odlǐsných pravoúhlých trojúhelńık̊u.
(Oranžově jsou zvýrazněny pomocné př́ımky, viz také ńıže.) Trojúhelńık BEF

je společně s trojúhelńıkem ABD z předchoźı Úlohy 2 pravoúhlý na základě
Thaletovy věty, př́ıpadně na základě jiné, výše zmı́něné, argumentace. Dále
plat́ı, že body B, F, C, V jsou vrcholy deltoidu, tedy čtyřúhelńıku, maj́ıćıho
d́ıky poloměr̊um kružnic f, n sousedńı strany stejné délky. Úhlopř́ıčky takového
čtyřúhelńıku sv́ıraj́ı pravý úhel a jedna (FV ) procháźı středem druhé (BC),
resp. body F, V lež́ı na ose úsečky BC. Z těchto d̊uvod̊u jsou pravoúhlé také
trojúhelńıky CDV, ACD. Ukazuje se tedy zaj́ımavá skutečnost. Přestože úloha
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ćıĺı ”pouze“ na konstrukci trojúhelńıku, poskytuje prostor pro diskuzi o vlastnos-
tech čtyřúhelńıku, konkrétně deltoidu, a může podńıtit tvořivost při nacházeńı
r̊uzných pravých úhl̊u ve své geometrické struktuře.

Úloha 4 – Rovnoramenné trojúhelńıky

Zadáńı Úlohy 3 se dvěma kružnicemi je možné ve smyslu otevřeného př́ıstupu
modifikovat. Obrázek 5 ukazuje jednu z možných konstrukćı rovnoramenného
trojúhelńıku BCE, který byl sestrojen na základě této výzvy Úlohy 4: Obrazec
je složen z kružnice t se středem L a kružnice e se středem H. Pr̊useč́ıky těchto
kružnic jsou označené A, D. Sestrojte rovnoramenný trojúhelńık, jehož vrcholem
neńı ani bod L, ani bod H.

Shodnost délek stran BC, CE má kořeny opět ve vlastnostech deltoidu s vr-
choly A, H, D, L. Ve zkratce řečeno, body C, H, L lež́ı na ose úsečky AD, resp.
BE. Dále plat́ı, že trojúhelńık CBE je osově souměrný podle př́ımky HL, která
je zároveň osou souměrnosti zadaného obrazce složeného z kružnic e, t. V kom-
pozici je možné objevit, tedy pomoćı prav́ıtka konstruovat, i daľśı rovnoramenné
trojúhelńıky, které nemaj́ı za sv̊uj vrchol ani bod L, ani bod H.

Obrázek 5: Úloha 4, řešeńı

Úloha 5 – Rovnostranné trojúhelńıky
Symetrie zadaného obrazce a symetrie řešeńı se zaj́ımavě projevuje při kon-
strukćıch posledńıho typu trojúhelńıku, pravidelného, v hierarchii speciálně
postaveného, rovnostranného trojúhelńıku. Za nejjednodušš́ı metodu jeho kon-
strukce lze považovat známý zp̊usob prezentovaný jako prvńı problém prvńı
knihy Eukleidových Základ̊u (Eukleides, 1907). Obrázek 6 vlevo představuje
podklad pro zadáńı tvořený dvěma kružnicemi j, k stejného poloměru, které se
prot́ınaj́ı v bodech C, D, střed A kružnice k lež́ı na kružnici j a zároveň střed
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B kružnice j lež́ı na kružnici k. Problém formulujeme takto: Sestrojte v daném
obrazci r̊uzné rovnostranné trojúhelńıky, které nejsou navzájem shodné, maj́ı
r̊uzné délky stran.

Na obrázku 6 vpravo jsou předvedena tři možná řešeńı, jsou sestrojeny
trojúhelńıky ABC, CDE, EFG. O tom, že jsou rovnostranné, lze opět r̊uznými
zp̊usoby matematicky uvažovat. Formulováńı argumentaćı si dovolujeme pone-
chat na čtenáři. Pro zaj́ımavost jen poznamenejme, že body A, C, B, D jsou
vrcholy kosočtverce, čtyřúhelńıku maj́ıćıho všechny strany stejné délky rovné
poloměru kružnic j, k. Jeho úhlopř́ıčky AB, CD se p̊uĺı a jsou na sebe kolmé.

Obrázek 6: Úloha 5, zadáńı a řešeńı

Na následuj́ıćım obrázku 7 uvád́ıme ještě dva symetrické obrazce, do kterých
lze konstruovat daľśı rovnostranné trojúhelńıky. Ponecháváme je čtenáři k vlastńı-
mu studiu. Pro úplnost symbolicky vystihněme jejich geometrickou podstatu.
Vlevo: m(A, |AB|), n(B, |AB|), E ∈ AB ∩ m, k(F, |EF |), vpravo v(A, |AB|),
u(B, |AB|), C ∈ AB ∩ u, t(A, |AC|).

Obrázek 7: Symetrické obrazce pro tvorbu rovnostranných trojúhelńık̊u

Závěr
K řešeńı připravených úloh bylo povoleno použit́ı pouze tužky a prav́ıtka, které
sloužily k vytvářeńı př́ımek a jejich část́ı. Z d̊uvodu takového omezeńı nástroj̊u
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byly tvořeny geometrické obrazce do předem připravených pracovńıch list̊u s již
danými kružnicemi. Byl tedy určen specifický typ zadáńı, který na jednu stranu
znamenal jisté omezeńı, na druhou stranu ohraničil prostor pro soustředěńı se
na vlastnosti vznikaj́ıćıch útvar̊u určených strukturou kružnic a př́ımek (Duval,
2006).

Trojúhelńıky byly konstruovány účastńıky d́ılny staticky, na paṕı̌re přirozeně
nebylo možné jejich podobu zpětně proměňovat. Paralelně však byl jejich cha-
rakter diskutován při pohledu na projekci s pohyblivými modely daných kon-
strukćı v programu GeoGebra (GeoGebra, 2023). Takové dynamické prostřed́ı
umožnilo modifikaci vzniklých obrazc̊u, která přinesla daľśı impulsy pro studium
vlastnost́ı útvar̊u (Mariotti, 2012). Při určitých změnách polohy sestrojených
bod̊u z̊ustávaly některé vlastnosti trojúhelńık̊u neměnné, jiné zachovávány ne-
byly. Tyto skutečnosti zvýraznily r̊uznorodost možných řešeńı úloh, tedy jejich
otevřenost (Pehkonen, 1997).

Podstata realizovaných konstrukćı byla argumentována formou diskuze
s účastńıky d́ılny. Z té vyplynulo, že matematické uvažováńı by bylo podńıceno
strategicky kladenými a dobře formulovanými otázkami. Zároveň r̊uzné úrovně
argumentace by bylo možné vystihnout kĺıčovými slovy, která by vystihovala
vizuálńı prototypy objekt̊u, zde trojúhelńık̊u (Battista, 2002), nebo jejich pod-
statu vyplývaj́ıćı z útvar̊u, pomoćı nichž jsou konstruovány. Různá kĺıčová slova
by tedy odpov́ıdala r̊uzné hloubce porozuměńı geometrickým objekt̊um (Herbst
et al., 2017). Na daľśı vymezováńı představeného prostřed́ı elementárńıch kon-
strukčńıch obrazc̊u a podněcováńı matematického uvažováńı v geometrii se bude
zaměřovat naše daľśı tvorba.
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Rozv́ıjeńı geometrické představivosti pomoćı
planimetrických úloh

Vlasta Moravcová1

Pod geometrickou úlohou procvičuj́ıćı představivost si věťsina žák̊u i pedagog̊u
zpravidla vybav́ı úlohu pracuj́ıćı s prostorovými objekty. Př́ıspěvek však prezen-
tuje několik úloh z oblasti planimetrie. Úlohy, doplněné komentovaným řešeńım
včetně poznámek o možnostech jejich gradace a přesahu do daľśıch oblast́ı ma-
tematiky, jsou primárně ćıleny pro druhý stupeň ZŠ, ale obsahově se dotýkaj́ı
i učiva prvostupňového a středoškolského.

Úvod
Pojem představivost psychologové chápou jako schopnost člověka vytvářet
představy, tj. názorné obrazy něčeho, co v daném okamžiku nep̊usob́ı na naše
receptory (Čáp & Mareš, 2007). Představivost se tedy zakládá na nějaké dř́ıvěǰśı
zkušenosti. Někteř́ı v́ıce, jińı méně, ale do určité mı́ry všichni potřebujeme
k životu představivost prostorovou. Tu mnoźı odborńıci definuj́ı r̊uzně (viz
např. Molnár, 2009). Pro potřeby tohoto př́ıspěvku považujeme za vhodné
a hlavně srozumitelné pojet́ı Šarounové (1982, s. 11):

Prostorová představivost je souborem d́ılč́ıch schopnost́ı, týkaj́ıćıch
se našich představ o prostoru, o tvarech a vzájemných vztaźıch mezi
tělesy, o vztaźıch mezi předměty a námi a konečně o prostorových
vztaźıch jednotlivých část́ı našeho těla navzájem.

Z této definice je patrné, že prostorová představivost nesouviśı jen s ma-
tematikou, resp. s geometríı, jak je na ni občas nahĺıženo, ale lze ji rozv́ıjet
prostřednictv́ım mnoha daľśıch činnost́ı (jakýkoliv pohyb, kresleńı aj.). V sou-
ladu s jinými publikacemi (např. Šarounová, 1982; Dušek, 1964; Jirotková, 1990;
Kuřina, 1987) tedy tu složku prostorové představivosti, kterou rozv́ıj́ı geometrie
nebo kterou geometrie naopak využ́ıvá, nazýváme představivost́ı geometrickou.
Kuřina (1987, s. 202) doslova uvád́ı:

Geometrickou představivost́ı rozumı́me tu složku názorného myšleńı,
která spoč́ıvá v dovednosti vybavovat si geometrické útvary a jejich
vlastnosti. Přitom obvykle můžeme použ́ıvat, př́ıpadně vytvářet,
jejich jedno, dvou nebo tř́ıdimenzionálńı modely.

1 Univerzita Karlova, Matematicko-fyzikálńı fakulta; morava@karlin.mff.cuni.cz
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V této formulaci je správně zd̊urazněno, že je třeba uvažovat také jednodimen-
zionálńı a dvoudimenzionálńı útvary, nebot’ pod úlohami rozv́ıjej́ıćımi prostoro-
vou, přesněji geometrickou, představivost si mnoźı vybav́ı sṕı̌se úlohy týkaj́ıćı se
objekt̊u tř́ıdimenzionálńıch.

V úlohách prezentovaných v rámci workshopu na konferenci Dva dny s di-
daktikou matematiky (2023) jsme se spolu s účastńıky věnovali několika úlohám
z oblasti rovinné geometrie, které mohou k rozvoji geometrické představivosti
významně přispět. Nast́ınili jsme, jak lze s úlohami pracovat – přizp̊usobit je
potřebám, znalostem a schopnostem žák̊u, gradovat jejich obt́ıžnost. Mnohé
z těchto úloh poskytuj́ı přesah do daľśıch oblast́ı matematiky (algebra, funkce,
pravděpodobnost a statistika aj.). Výběr z prezentovaných úloh (omezený povo-
leným rozsahem př́ıspěvku) včetně řešeńı a didaktických komentář̊u podáváme
ńıže. Na některé daľśı souvisej́ıćı úlohy alespoň odkazujeme do literatury.

Př́ıstupy k řešeńı úloh
Prezentované úlohy jsme pracovně rozdělili do dvou skupin nazvaných manipu-
lace a vizualizace.2 Manipulaćı rozumı́me možnost řešit úlohu pomoćı pohybu
s konkrétńım modelem. Pro žáky je zpravidla nejsnazš́ı, avšak lze ji použ́ıt jen
pro určitý typ úloh. Naopak při postupu ve smyslu vizualizace je ideálńım ćılem,
pokud žák dospěje k řešeńı pouze pomoćı představivosti (vid́ı jej zpaměti bez
užit́ı model̊u, náčrtk̊u apod.). Přirozeným přechodem od manipulace k vizuali-
zaci je použit́ı pomocných náčrtk̊u. Ty potřebujeme v okamžiku, kdy chceme

”manipulativńı úlohu“ nějak zobecnit, nebo když ”vizualizačńı úlohu“ nejsme
schopni řešit pouze vizuálně. Většinu úloh lze modifikovat tak, že je po úpravě
možné je zařadit do libovolné z uvedených skupin.

Ukázky úloh ze skupiny manipulace

Úloha 1. Z daných útvar̊u složte co nejv́ıce daľśıch útvar̊u a pojmenujte je.
Použijte vždy všechny dané útvary a přikládejte je k sobě podél celé strany
(dva sousedńı útvary muśı mı́t společnou stranu). Jednotlivé útvary se nesmı́
překrývat. Pracujte s:

(a) dvěma shodnými rovnostrannými trojúhelńıky,
(b) dvěma shodnými rovnoramennými trojúhelńıky,
(c) dvěma shodnými r̊uznostrannými trojúhelńıky,

2 Tyto termı́ny nejsou převzaty z odborné literatury, pouze vystihuj́ı činnost prováděnou s úlohami s ćılem dobrat
se ke správnému řešeńı. Termı́n prostorová vizualizace se v odborné literatuře použ́ıvá, avšak v jiném významu
a kontextu, než jak jsme jej užili zde.
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(d) n navzájem shodnými rovnostrannými trojúhelńıky (n je přirozené č́ıslo
větš́ı než 2),

(e) n navzájem shodnými rovnoramennými trojúhelńıky (n je přirozené č́ıslo
větš́ı než 2).

Řešeńı a komentář: Z daných útvar̊u lze v př́ıpadě (a) složit pouze kosočtverec.
V úlohách (b) a (c) již zálež́ı, jaké dané trojúhelńıky jsou. Pokud ostroúhlé,
v (b) źıskáme kosodélńık, kosočtverec nebo deltoid (obr. 1), v (c) kosodélńık
nebo deltoid. Jsou-li však dané trojúhelńıky pravoúhlé, v (b) obdrž́ıme čtverec,
kosodélńık nebo rovnoramenný trojúhelńık a v (c) obdélńık, kosodélńık, del-
toid nebo rovnoramenný (ve speciálńım př́ıpadě rovnostranný) trojúhelńık.
Přiložeńım tupoúhlých trojúhelńık̊u lze źıskat kromě již zmı́něných útvar̊u ne-
konvexńı čtyřúhelńık. Úlohy je vhodné, zejména u mladš́ıch žák̊u, řešit pomoćı
manipulace s modely zadaných obrazc̊u. Modely lze vytvořit pomoćı 3D tisku,
existuj́ı r̊uzné komerčńı didaktické sady/stavebnice s geometrickými útvary, ale
stač́ı je také vystřihnout z kartonu, plastových desek apod. Posledńı zp̊usob
pedagogovi dovoluje s modely dále pracovat a využ́ıt tak naplno jejich potenciál.
Můžeme např́ıklad v daných trojúhelńıćıch zakreslit těžnice, výšky aj. a po-
zorovat, v jakém vztahu jsou tyto objekty vzhledem k útvar̊um, které jsme
z daných trojúhelńık̊u sestavili. To nám umožńı objevovat vlastnosti źıskaných
čtyřúhelńık̊u.

Obrázek 1: Částečné řešeńı úlohy 1(b)

Úlohy (d) a (e) jsou zadané obecněji. Dı́ky tomu nab́ızej́ı širš́ı diskusi
o možných řešeńıch a zp̊usobech, jak je popsat. Žáci přijdou na r̊uzná konkrétńı
řešeńı (např. že ze šesti rovnostranných trojúhelńık̊u lze složit kosodélńık,
pravidelný šestiúhelńık a několik daľśıch nekonvexńıch mnohoúhelńık̊u). Se
středoškoláky ale můžeme dospět k určitým zobecněńım, např́ıklad v úloze
(d) obdrž́ıme kosodélńık pro n libovolné sudé, rovnoramenný lichoběžńık pro
n libovolné liché, trojúhelńık pro n = k2, kosočtverec pro n = 2k2 či pravi-
delný šestiúhelńık pro n = 6k2, kde k je přirozené č́ıslo větš́ı než 1. Výčet
samozřejmě neńı kompletńı, nebot’ můžeme źıskat daľśı nekonvexńı i nepravi-
delné konvexńı útvary. Při objevováńı uvedených vztah̊u se dostáváme k tématu
posloupnosti a nevyhneme se již črtáńı obrazc̊u. Pro usnadněńı můžeme použ́ıt
trojúhelńıkové śıtě (Šarounová, 1998). Řešeńı úlohy (e) je obdobné jako v (d),
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nav́ıc lze s žáky rozvinout diskuzi, za jakých podmı́nek z n shodných rovnora-
menných trojúhelńık̊u slož́ıme pravidelný n-úhelńık (ramena daných trojúhelńık̊u
muśı sv́ırat úhel o velikosti 2π

n ).

Úloha 2. Navrhněte jinou vhodnou a zároveň jednoduchou sadu útvar̊u pro
předchoźı úlohu.
Řešeńı a komentář: Řešeńı úlohy neńı jednoznačné. Úloha podněcuje tvořivost
a žáci nás mohou překvapit svými návrhy. Zadáńı lze upřesnit přesněǰśı specifi-
kaćı požadavk̊u – kolik má být v sadě útvar̊u, zda mohou být r̊uzné apod. Jako
didakticky vhodnou a zároveň jednoduchou sadu pro inspiraci uved’me např́ıklad
trojici shodných kosočtverc̊u s vnitřńım úhlem o velikosti 60◦ nebo dvojici libo-
volných navzájem shodných lichoběžńık̊u, pomoćı ńıž můžeme názorně odvodit
vztah pro výpočet obsahu S lichoběžńıku (obr. 2).

Obrázek 2: Obsah lichoběžńıku

Úloha 3. Jakými navzájem shodnými tvary lze pokrýt rovinu?
Řešeńı a komentář: Tato úloha volně navazuje na úlohu 1. Žáci by mohli sami
objevit rovnostranný trojúhelńık, čtverec, obdélńık, kosočtverec, kosodélńık,
pravidelný šestiúhelńık či speciálńı rovnoramenný lichoběžńık (složený ze tř́ı
rovnostranných trojúhelńık̊u). Rovinu však lze pokrýt naprosto libovolným
trojúhelńıkem či čtyřúhelńıkem (Csachová et al., 2012). Otázku, zda to je možné,
můžeme žák̊um předložit. Při hledáńı odpovědi je opět vhodné, aby měli k dispo-
zici několik model̊u navzájem shodných r̊uznostranných trojúhelńık̊u/čtyřúhelńı-
k̊u a mohli s nimi manipulovat. Při argumentaci, proč je to možné, se dostaneme
k větám o součtu velikost́ı vnitřńıch úhl̊u daných útvar̊u. K pokryt́ı roviny lze
použ́ıt také některé speciálńı pětiúhelńıky a útvary źıskané úpravou zmı́něných
mnohoúhelńık̊u – viz ukázky dětských kreseb tvořených na principu tzv. ”esche-
rovských teselaćı“ v (Csachová et al., 2012, s. 85).

Výše uvedené úlohy 1 až 3 pracuj́ı se sjednocováńım zadaných útvar̊u.
Pro zkoumáńı vlastnost́ı elementárńıch rovinných objekt̊u pomoćı manipu-
lace jsou vhodné také úlohy založené na hledáńı pr̊uniku daných útvar̊u. Stu-
dent̊um prvńıho ročńıku učitelstv́ı matematiky na Matematicko-fyzikálńı fa-
kultě UK zadáváme v rámci výuky úlohu: ”Proved’te úplnou diskusi pr̊uniku
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trojúhelńıku a konvexńıho čtyřúhelńıku.“3 Nechceme však slyšet jen výsledek
(tj. že pr̊unikem může být prázdná množina, bod, úsečka, troj-, čtyř-, pěti-, šesti-
nebo sedmiúhelńık, přičemž źıskaný útvar je vždy konvexńı), ale doplňuj́ıćımi
otázkami vedeme studenty k objasněńı, proč jiný útvar nelze pr̊unikem zadaných
útvar̊u źıskat. Daľśı náměty na práci s pr̊uniky rovinných útvar̊u v nižš́ıch
ročńıćıch, ale i na daľśı úlohy týkaj́ıćı se sjednoceńı útvar̊u podávaj́ı B́ımová
a Břehovský (2022). Pro manipulaci jsou vhodné také r̊uzné úlohy pracuj́ıćı
s transformacemi v rovině, zejména se shodnostmi.

Ukázky úloh ze skupiny vizualizace
Smyslem následuj́ıćıch úloh je, aby je žáci řešili zpaměti, bez obrázku, čistě jen
na základě vizuálńıch představ. Cesta k tomuto ćıli je samozřejmě dlouhá a ze
zkušenost́ı v́ıme, že i přes veškerou snahu pedagoga jej někteř́ı nedosáhnou ani do
maturity. Jak již bylo zmı́něno, d̊uležité je zač́ıt s podobnými úlohami od prvńıho
stupně za pomoci model̊u, postupně přej́ıt k náčrtk̊um a až v okamžiku, kdy žák
s úlohami nemá problémy, zkoušet řešeńı zpaměti. Přitom nejde o to, aby žák

”sypal naučené odpovědi z rukávu“ zpaměti (což je třeba u úlohy 4 možné), ale
aby si uměl situaci představit a teprve na základě této představy úlohu vyřešil.
Takový postup může dle našich zkušenost́ı vést k upevněńı konceptuálńıch zna-
lost́ı žák̊u.
Úloha 4. Určete počet os souměrnosti (a) čtverce, (b) trojúhelńıku, (c) deltoidu,
(d) kosodélńıku, (e) kruhu, (f) úsečky.
Řešeńı a komentář: (a) 4; (b) zálež́ı na typu trojúhelńıku – r̊uznostranný 0, rov-
noramenný 1, rovnostranný 3; (c) 1; (d) 0; (e) nekonečno; (f) 2. S prototypickými
osově souměrnými útvary, které se jako př́ıklady uvád́ı běžně v učebnićıch, žáci
zpravidla nemaj́ı pot́ıže. Často ale chybuj́ı u útvar̊u, které osově souměrné nejsou
(kosodélńık) nebo jsou pouze jednodimenzionálńı (úsečka), viz (Moravcová et
al., 2019). Je proto žádoućı jim v pr̊uběhu studia opakovaně v́ıce obdobných úloh
předkládat.
Úloha 5. Vybarvěte v každém obrázku nejmenš́ı počet čtverečk̊u tak, aby byl
obrazec

(a) osově souměrný dle naznačené osy (obr. 3),
(b) středově souměrný dle naznačeného středu (obr. 4),
(c) středově i osově souměrný dle naznačeného středu/osy (obr. 5). Kolik má

potom obrazec os souměrnosti?

3 Předpokládáme, že zadané útvary lež́ı v téže rovině.
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Obrázek 3: K úloze 5(a)

Obrázek 4: K úloze 5(b)

Řešeńı a komentář: Aby bylo možné kontrolovat správnost řešeńı i v př́ıpadě, že
žák zvládá úlohu řešit pouze pomoćı představivosti, tedy bez kresleńı, je vhodné,
aby dokreslený obrazec nebyl abstraktńı, ale něco připomı́nal. Zde jako př́ıklad
uvád́ıme obrazce, které po dokresleńı představuj́ı ṕısmena. Při správném doplněńı
šedých čtverečk̊u źıskáme v (a) nápis MATIKA, v (b) NOS. Při řešeńı úlohy (c)
se patrně bez postupného dokreslováńı neobejdeme, záludnost je skryta v tom,
že hĺıdáme zároveň souměrnost osovou i středovou. Výsledný obrazec má dvě
osy souměrnosti, které jsou na sebe kolmé (propedeutika skládáńı zobrazeńı),
a je třeba vybarvit 16 čtverečk̊u, celkem bude tedy vybarveno 22 čtverečk̊u.
Nab́ıźı se daľśı otázky typu: ”Mohl by mı́t obrazec s těmito vlastnostmi (v dané
mř́ıžce) lichý počet čtverečk̊u?“, ”Kolik minimálně potřebujeme šedých čtverečk̊u
na vytvořeńı obrazce s těmito vlastnostmi?“ aj.

Obrázek 5: K úloze 5(c)

Úloha 6. Určete vzájemnou polohu dvou daných objekt̊u (co nejpřesněji specifi-
kujte, co maj́ı útvary společné):
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(a) kružnice k(S; 4cm); př́ımka p, |Sp| = 3cm,
(b) čtverec ABCD se středem S; př́ımka SB,
(c) rovnostranný trojúhelńık ABC; kruh K(C; |AB|

2 ),
(d) kružnice k(K; 3cm); kružnice m(M ; 2cm), kde |KM | = 4cm,
(e) kružnice k(K; 4cm); kružnice m(M ; 2cm), kde |KM | = 1cm,
(f) kružnice k(K; 4cm); kružnice m(M ; 6cm), kde M ∈ k.

Řešeńı a komentář:
(a) Př́ımka p je sečnou kružnice k, tedy objekty maj́ı společné právě dva body.
(b) Př́ımka SB splývá s př́ımkou BD, tedy objekty maj́ı společnou úsečku

BD, tj. úhlopř́ıčku daného čtverce.
(c) Hranice kruhu, tedy kružnice se středem C a poloměrem |AB|

2 , prot́ıná
strany AC, BC trojúhelńıku ABC v jejich středech. Pr̊unikem daných
objekt̊u je kruhová výseč se středem C, poloměrem |AB|

2 a středovým úhlem
o velikosti 60◦.

(d) Kružnice k a m se prot́ınaj́ı, maj́ı tedy společné právě dva body.
(e) Kružnice m lež́ı uvnitř kružnice k, jejich pr̊unikem je prázdná množina.
(f) Kružnice k a m se prot́ınaj́ı, maj́ı tedy společné právě dva body.

Úlohy (a), (d), (e), (f) lze řešit také aplikaćı vztahu mezi vzájemnou polohou
daných útvar̊u a vzdálenost́ı středu kružnice od dané př́ımky, resp. porovnáńım
absolutńı hodnoty součtu/rozd́ılu poloměr̊u daných kružnic a středné. Opět je
však třeba dbát na to, aby v pozad́ı tohoto vztahu figurovala názorná představa
o poloze daných objekt̊u. Dle hodnoceńı středoškolských žák̊u i vysokoškolských
student̊u patř́ı tato úloha, je-li řešena bez náčrtk̊u, k náročněǰśım.

Daľśı motivačńı úlohy
Ideálńı je, pokud prostřednictv́ım řešeńı úloh nejen rozv́ıj́ıme geometrickou
představivost žák̊u, ale úlohy žáky také bav́ı. Toho můžeme doćılit úlohami
ve formě hry. Pro inspiraci se zde alespoň odkážeme do dostupné literatury
na tři takové typy úloh. Prvńı dva – tzv. procházky kartézskou soustavou
souřadnic a formulky – slouž́ı jako propedeutika analytické geometrie v ro-
vině, zejména pojmu vektor (Moravcová & Kaňková, 2018a, 2018b). Třet́ı typ
úloh pracuje s množinami bod̊u v rovině, avšak podmı́nky stanovené v zadáńıch
vedou k výsledk̊um odpov́ıdaj́ıćım množinám bod̊u vytvořených v eukleidovské
rovině za využit́ı nějaké neeukleidovské metriky (Moravcová & Skálová, v tisku).
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Závěr
Ruku v ruce s rozv́ıjeńım geometrické představivosti v rovině se žáci uč́ı vlastnosti
rovinných útvar̊u, řešeńı konstrukčńıch úloh v rovině nebo transformace v rovině.
Dobře rozvinutá geometrická představivost v rovině pak žák̊um dle našeho názoru
usnadńı zvládnut́ı daľśıch témat, zejména analytické geometrie v rovině, ale také
třeba funkćı, posloupnost́ı, kombinatoriky, algebraických vztah̊u aj., která lze
pomoćı rovinných náčrtk̊u snadno vizualizovat. V neposledńı řadě připomeňme,
že zvládnut́ı geometrie v rovině je nutným předpokladem pro zvládnut́ı geome-
trie v prostoru. Snad je tento př́ıspěvek alespoň malou inspiraćı, jak trénink
geometrické představivosti v rovině začlenit do běžné výuky, nebot’ jak uvedl
prof. Kuřina (1987, s. 211):

Geometrická představivost neńı člověku vrozena. Je to dovednost,
kterou se muśı učit. Protože je to dovednost d̊uležitá pro technickou
tvořivost a potřebná v mnoha povoláńıch, je jedńım z úkol̊u školy,
aby geometrickou představivost systematicky rozv́ıjela od prvńıch
ročńık̊u základńı školy.
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Atypické slovńı úlohy ze Singapuru
(Neposedové)

Karoĺına Mottlová1

Cı́lem d́ılny bylo seznámit účastńıky konference s atypickou slovńı úlohou s názvem
Neposedové pocházej́ıćı ze Singapuru. Účastńıci měli možnost si samostatně
několik úloh vyřešit a zamyslet se nad hypotetickými řešitelskými strategiemi
a chybami žák̊u. Následně jim byla ukázána autentická řešeńı žák̊u s doprovodným
didaktickým komentářem. Stěžejńı část́ı bylo vlastńı tvořeńı těchto atypických
úloh a zamýšleńı se nad jejich didaktickým potenciálem.

Úvod
Slovńı úlohy jsou ve výuce matematiky velmi diskutovanou oblast́ı. Ve školách se
mnohem častěji pracuje se standardńımi slovńımi úlohami, u nichž se předpokládá
pouze jedno řešeńı, které lze źıskat aplikaćı matematických operaćı na č́ıselné
údaje uvedené ve zněńı úlohy (Verschaffel et al., 2014). Z předchoźıch výzkumů
v́ıme, že slovńı úlohy jsou v České republice kritickým mı́stem jak z pohledu
žák̊u (Vondrová et al., 2015), tak učitel̊u (Rendl et al., 2013). Z těchto a daľśıch
zjǐstěńı (např. Jimenz & Verschaffel, 2014; Palm, 2008; Vicente & Manchado,
2016; Vondrová et al., 2019) vyplývá náš současný ćıl – nab́ıdnout žák̊um ne-
tradičńı podoby slovńıch úloh, které podpoř́ı motivaci k řešeńı slovńıch úloh
obecně, zvýš́ı citlivost na kritické jevy ovlivňuj́ıćı obt́ıžnost a budou rozv́ıjet
i jiné stránky vzděláváńı žák̊u, např́ıklad argumentaci nad v́ıce řešeńımi.

Slovńı úloha typu Neposedové
Slovńı úlohy typu Neposedové2 pocházej́ı z metodické př́ıručky (Kaur & Har,
2009), která vznikla v rámci výzkumného projektu Zlepšeńı pedagogiky učitel̊u
matematiky, s ćılem klást d̊uraz na porozuměńı, uvažováńı a komunikaci3 (Kaur
et al., 2010). Tyto slovńı úlohy se objevuj́ı v řadách zahraničńıch učebnic inspi-
rovaných singapurským př́ıstupem (např. Shaping Maths (2013), In Step Maths
(2005)). V českém prostřed́ı můžeme tento typ úloh nalézt ve 4. a 5. ročńıku pra-
covńıch sešit̊u nakladatelstv́ı H-mat (Hejný et al., 2021) nebo ve volně př́ıstupném
1 Univerzita Karlova, Pedagogická fakulta; karolina.mottlova.ruzickova@gmail.com
2 Původńı název What number makes sense? (Které č́ıslo dává smysl?) je v českém prostřed́ı nahrazován označeńım

Neposedové.
3 Enhancing the pedagogy of mathematics teachers to emphasize understanding, reasoning and communication in

their classrooms. Projekt reagoval na revizi singapurských školńıch osnov matematiky dokončených roku 2012.
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překladu již zmı́něné př́ıručky na webové stránce4 (Jančař́ık, 2019). V neposledńı
řadě vznikla nově metodika Podpora integrace matematické, čtenářské a jazykové
gramotnosti u žák̊u základńıch škol prostřednictv́ım řešeńı slovńıch úloh (Von-
drová et al., 2023), v ńıž se se slovńımi úlohami typu Neposedové pracuje.

Nyńı si představ́ıme tři slovńı úlohy, které jsou v posledńı zmı́něné metodice
(Vondrová et al., 2023) zpracované a je možné je využ́ıt př́ımo při výuce (viz
obr. 1, 2, 3).

Obrázek 1: Slovńı úloha Nákup (Vondrová et al., 2023)

Obrázek 2: Slovńı úloha Autobus (Vondrová et al., 2023)

Obrázek 3: Slovńı úloha Sociálńı śıtě (Vondrová et al., 2023)

K prvńım dvěma slovńım úlohám uvád́ıme stručný popis některých žákovských
př́ıstup̊u k řešeńı. Úlohy byly použity v 5. a 6. ročńıku několika pražských škol.
Žáci k řešeńım úloh přistupuj́ı ze tř́ı pohled̊u:

a) matematického, tj. aby doplněné údaje vytvořily smysluplnou úlohovou
situaci; př́ıklad slovńı úlohy Nákup (obr. 1): (8 · 4 + 12 = 44), kde pořad́ı
č́ısel odpov́ıdá pořad́ı doplněných údaj̊u ve slovńı úloze;

b) jazykového, tj. aby doplněné údaje byly v souladu s pravidly jazyka
(např. deklinace); v př́ıpadě slovńı úlohy Nákup (obr. 1) neńı možné do
prvńı mezery vložit č́ıslo 8, protože výsledná část textu by zněla ”dává
osm okurky“, což neńı gramaticky správně;

4 http://mdisk.pedf.cuni.cz/Math/PL.htm
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c) zkušenostńıho kontextu, tj. aby doplněné údaje tvořily smysluplnou
reálnou situaci. Úlohová situace může být matematicky smysluplná, ale
reálně ne; člověk se např́ıklad nemůže dož́ıt 300 let. Naopak však nelze
naj́ıt reálnou úlohovou situaci, která by nebyla smysluplná i matematicky.

Žáci 6. ročńıku si při řešeńı úlohy Nákup (obr. 1) uvědomovali komutativnost
č́ısel 8 a 4, jejichž součin je potřebný k vypoč́ıtáńı celkové částky za nákup, ale
oproti žák̊um 5. ročńıku opomı́jeli deklinaci slova ”okurky“, která napov́ıdá, které
č́ıslo má být do mezery před slovem ”okurky“ umı́stěno. Většina žák̊u byla také
ovlivněna učitelovým př́ıstupem a očekávala, že úloha Autobus (obr. 2) bude mı́t
pouze jedno řešeńı, pokud zadavatel neřekne, že mohou hledat řešeńı v́ıce.

Strategiemi řešeńı byly nejčastěji heuristické strategie5 (Polya, 1945/1988),
např. pokus–ověřeńı–korekce, systematické experimentováńı nebo řešeńı odzadu.
Při identifikaci a následné argumentaci správně umı́stěného č́ısla žáci bohatě
využ́ıvali své životńı zkušenosti. Z pohledu matematiky si žáci uvědomovali
vztahy mezi č́ısly anebo strategicky umist’ovali nejprve největš́ı/nejmenš́ı č́ısla z
nab́ıdky.

Práce s těmito úlohami podpořila u žák̊u rozvoj argumentace a komunikace
obecně. Úlohy měly motivačńı charakter, což reflektovali vyučuj́ıćı po několika
týdnech běžné výuky s typickými slovńımi úlohami.

Návrh na tvorbu slovńıch úloh typu Neposedové
Z našeho pohledu je d̊uležité učiteli nab́ıdnout implementaci úloh do výuky
a upozornit na didaktické postupy, které potenciál úlohy nezatrat́ı. Po několika
zkušenostech s t́ımto typem úloh maj́ı učitelé potřebu sami vytvářet nové úlohy
tohoto typu. Proto považujeme za užitečné učiteli nab́ıdnout jeden z možných
postup̊u vlastńı tvorby takových slovńıch úloh (viz obr. 4).

V prvńım kroku učitel prohledá materiály6, v nichž nalezne slovńı úlohu vhod-
nou k transformaci na typ Neposedové. Vhodná úloha je pro začátek taková, ve
které jsou ve vztahu7 alespoň čtyři č́ısla. Tato č́ısla mohou být ve slovńı úloze
explicitně zadaná jako informace, které muśı žák použ́ıt k řešeńı, nebo to mohou
být č́ısla hledaná, která žák nalezne řešeńım slovńı úlohy. Na př́ıkladu úlohy na
obrázku 4: zadaná č́ısla jsou 18 a 5, hledaná č́ısla jsou 3 a 3, ve výsledku jsou zde
ve vztahu čtyři č́ısla (18, 5, 3, 3 → 18 ÷ 5 = 3(3)).

5
”Řešitel nemá požadované znalosti nebo je neumı́ použ́ıt, nemůže tedy úlohu řešit př́ımým zp̊usobem. Je však
vnitřně motivován k řešeńı úlohy. Heuristická strategie mu umožńı úlohu vyřešit.“ (Eisenmann et al., 2017, s. 22)

6 Kromě učebnic a pracovńıch sešit̊u má učitel možnost hledat ve sb́ırkách matematických soutěž́ı, veřejných
srovnávaćıch testech nebo přij́ımaćıch testech na gymnázia.

7 Vztahem č́ısel se rozumı́, že mezi č́ısly prob́ıhá operace a č́ısla lze napsat jako rovnost nebo soustavu rovnost́ı.
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Obrázek 4: Ukázka tvorby úlohy typu Neposedové (p̊uvodńı slovńı úloha:
Vondrová et al., 2019, s. 74)

Druhým krokem je přepis textu úlohy do souvislého textu bez otázek. Otázky
v p̊uvodńı verzi slovńı úlohy jsou přepsány jako věty oznamovaćı (tedy s tečkou
na konci) a nalezená č́ısla jsou vložena do těchto vět. V tomto kroku může učitel
měnit slovosled vět tak, aby byl text plynulý a informace na sebe smysluplně na-
vazovaly. T́ım se však nemysĺı, že muśı j́ıt v časovém kontinuu, ale že po přečteńı
rozumı́me situaci a dokážeme si ji představit.

Třet́ım krokem je odstraněńı č́ısel z textu, jejich umı́stěńı pod úlohu (např́ıklad
do závorky) a nahrazeńı odstraněných č́ısel podtrž́ıtky. V tuto chv́ıli může na-
stat nepř́ıjemná situace, kdy si učitel uvědomı́, že úloha neńı zcela vhodná pro
práci. Důvodem může být např́ıklad velké množstv́ı tzv. nápověd pro identifikaci
umı́stěńı č́ısla. Jak už bylo ukázáno výše v úloze Nákup (obr. 1), roli může hrát
i deklinace slov. Dále pak může být jedno č́ıslo výrazně vyšš́ı/nižš́ı než zbylá tři
(tři č́ısla jednociferná a jedno č́ıslo trojciferné), což napov́ıdá, že se bude jednat
o výsledek operace. Jiným d̊uvodem může být, že se č́ısla opakuj́ı nebo že úloha
má velké množstv́ı řešeńı.

Většinu d̊uvod̊u pro nepoužit́ı úlohy lze vyřešit úpravou č́ısel. Pokud např́ıklad
učitel nechce, aby v úloze hrála roli deklinace slov, zvýš́ı č́ısla tak, aby byla
všechna větš́ı než 4 (pro ně je koncovka slov stejná); muśı si ale pohĺıdat, aby
i tak byla úloha řešitelná. Jiné obt́ıže lze ošetřit úpravou zadáńı. Jak můžete
vidět v ukázce na obrázku 1, v zadáńı se objev́ı dvě stejná č́ısla. Můžeme je
obě napsat (18, 3, 3, 5), nebo doplnit instrukci, že některé č́ıslo je nutno použ́ıt
dvakrát, nebo jinou instrukci, např.: ”(18, 3, 5, ?) Čtvrté č́ıslo z nab́ıdky neznáme,
doplň takové, které bude dávat v textu úlohy smysl.“ Problém s počtem řešeńı
naopak vńımáme jako velký př́ınos těchto úloh. Nejen že se t́ım naruš́ı výše
ilustrovaný didaktický kontrakt8 (Brousseau, 2012), ale proces při hledáńı všech

8
”Didaktický kontrakt je výsledkem domluvy vztah̊u ustanovených explicitně a/nebo implicitně mezi
žáky/skupinou žák̊u/určitým prostřed́ım a vzdělávaćım systémem s ćılem naučit žáka hotové/utvářej́ıćı se
vědomosti.“ (Brousseau, 1984; převzato z Hrabánkové, 2005, s. 19)
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řešeńı zároveň u žák̊u rozv́ıj́ı dovednost systematizovat, strukturovat a tř́ıdit.
Např́ıklad u úlohy Autobus (obr. 2) žáci zaznamenávaj́ı svá řešeńı do tabulky.

Finálńım krokem je zamyšleńı se nad didaktickým potenciálem nově vzniklé
úlohy typu Neposedové a uvědoměńı si, s jakým ćılem ji žák̊um učitel předlož́ı.
Může se např́ıklad rozhodnout využ́ıt úlohu, která by v typickém formátu
s otázkou a hledáńım jednoho údaje byla pro žáky moc náročná. Nebo chce
učitel dát žák̊um možnost źıskat v́ıce zkušenost́ı s využit́ım trojčlenky. Nebo má
zájem žáky motivovat k řešeńı slovńıch úloh obecně. At’ už má učitel jakýkoliv
ćıl, měl by mı́t na paměti, že úloha je nástrojem, který podněcuje diskusi
mezi žáky a hledáńı r̊uzných strategíı řešeńı. Úlohy př́ımo nepodporuj́ı tvorbu
zápisu, ačkoliv žáci mohou mı́t potřebu si např́ıklad nakreslit obrázek nebo
schéma. Stejně tak neńı výsledkem odpověd’ celou větou, ale dostatečné množstv́ı
přesvědčivých a tř́ıdou (i učitelem) odsouhlasených argument̊u správnosti do-
plněných č́ısel do textu. Takovým přesvědčivým argumentem může být např́ıklad
sestaveńı rovnosti a jej́ı komentář. Přesný návrh implementace úloh do výuky
bude dostupný v připravované metodické př́ıručce (Vondrová et al., 2023).

Diskuse a závěr
Tématem př́ıspěvku bylo stručné představeńı netradičńı slovńı úlohy typu Nepo-
sedové pocházej́ıćı ze Singapuru a navržeńı jedné možné formy tvorby takových
úloh z běžných slovńıch úloh nalezených v učebńıch materiálech. Z předchoźıch
vlastńıch studíı (např. Havĺıčková & Mottlová, 2023; Mottlová & Slezáková, 2022)
v́ıme, že pro žáky je tento atypický formát slovńıch úloh motivačńı, podporuje
rozvoj argumentačńıch dovednost́ı a klade d̊uraz na propojeńı s českým jazykem.
Žáci intuitivně přemýšlej́ı nad reálným kontextem úlohy a využ́ıvaj́ı své životńı
zkušenosti při hledáńı jej́ıho řešeńı.

Kromě již existuj́ıćıch úloh typu Neposedové mohou učitelé vytvářet vlastńı
úlohy. Jeden z návrh̊u procesu tvorby takových úloh je popsán výše. Učitel
se může rozhodnout předložit žák̊um nejprve typickou slovńı úlohu s otázkou
a v časovém odstupu pak stejnou slovńı úlohu převedenou na typ Neposedové,
nebo naopak. T́ım může podpořit porozuměńı struktuře slovńı úlohy. Stejně tak
se může zaměřit na jazykový aspekt slovńı úlohy (deklinace, druhy č́ıslovek) nebo
literárńı aspekt (rým) a začlenit ho do úloh typu Neposedové.

Samotná práce s t́ımto typem úloh vyžaduje podporu diskuse mezi žáky
a hledáńı r̊uzných zp̊usob̊u řešeńı. Naš́ım současným ćılem je zmapovat r̊uzné
př́ıstupy žák̊u k těmto slovńım úlohám, r̊uzné strategie řešeńı a typy argument̊u,
kterými správnost svých řešeńı dokazuj́ı.
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kem a psychologíı. Karolinum.
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Maturitńı a jiné úlohy řešené elementárńı
vizualizaćı

Libuše Samková1

Př́ıspěvek představuje efektivńı a efektńı využit́ı elementárńı vizualizace při řešeńı
matematických úloh. Ukazujeme, proč se vyplat́ı vńımat existenci v́ıce možných
postup̊u řešeńı matematických úloh, proč ”nezapomı́nat staré postupy pro nové“.
Úlohy, na kterých je problematika ilustrována, jsou převzaty z didaktických test̊u
obou úrovńı státńıch maturit. Diskutovány jsou geometrické početńı úlohy a slovńı
úlohy se zlomky.

Úvod
V tomto př́ıspěvku se zaměř́ıme na elementárńı vizualizaci, konkrétně na ilu-
stračńı obrázky využ́ıvané při řešeńı matematických úloh na 1. stupni základńı
školy. Ukážeme si, jak je možné je využ́ıt při řešeńı úloh na 2. stupni základńı
školy a na středńı škole. Věnovat se budeme geometrickým početńım úlohám
(konkrétně tématu obvod obrazce) a slovńım úlohám se zlomky. Ve slovńıch
úlohách využijeme obrázky při matematizaci slovńı úlohy, k nakresleńı schématu
modelu zkoumané situace (Vondrová, 2019, s. 62).

Obvod obrazce
Výuka tématu obvod obrazce na 1. stupni základńı školy je obvykle založena na
r̊uzných typech manipulativńıch činnost́ı, jejichž prostřednictv́ım je možné ucho-
pit pojem obvod. Žáci např́ıklad skládaj́ı obrysy čtverc̊u, obdélńık̊u a daľśıch
útvar̊u z dř́ıvek nebo párátek, podobně jako v úloze (Samková, 2017, s. 116–
119). Krokem k abstrakci pak mohou být barevné ilustrace zkoumaných si-
tuaćı. Na konci 1. stupně nebo na 2. stupni základńı školy docháźı k formalizaci
celého procesu a k využit́ı algebraických zápis̊u pro obvod rovinných obrazc̊u,
nicméně p̊uvodńı elementárńı postupy t́ım nezanikaj́ı a je možné je stále využ́ıvat.
V některých př́ıpadech jsou dokonce elementárńı postupy rychleǰśı a přehledněǰśı
než postupy algebraické. Typickým př́ıkladem je geometrická úloha z loňského
maturitńıho didaktického testu (obr. 1), u které vhodná barevná ilustrace vede
k elegantńımu postupu řešeńı (obr. 2), který je kratš́ı a méně obt́ıžný než postup
algebraický.

1 Jihočeská univerzita, Pedagogická fakulta; lsamkova@pf.jcu.cz
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Obrázek 1: Zadáńı úlohy z maturitńıho didaktického testu MAMZD22C0T01,
jaro 2022 (CVVZ, 2023a)

Obrázek 2: Elementárńı řešeńı úlohy z obr. 1

V tomto kontextu je také zaj́ımavá úloha na obr. 3, u které elementárńı řešeńı
založené na obrázku umožňuje pracovat jen s přirozenými č́ısly (obr. 4), zat́ımco
řešeńı využ́ıvaj́ıćı výpočet délek stran jednotlivých čtverc̊u vyžaduje znalost de-
setinných č́ısel nebo zlomk̊u, protože uvedené obvody nejsou dělitelné 4.

Obrázek 3: Úloha inspirovaná cvičnou úlohou z přij́ımaćıch zkoušek na
osmiletá gymnázia (Didaktis, 2008, s. 34)
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Obrázek 4: Elementárńı řešeńı úlohy z obr. 3

Slovńı úlohy se zlomky
Schémata založená na r̊uzných konfiguraćıch úseček nebo čtverc̊u a obdélńık̊u
se daj́ı na 1. stupni základńı školy využ́ıvat při řešeńı mnoha typ̊u slovńıch
úloh (Novotná, 2000). Pro výuku matematiky na vyšš́ıch stupńıch vzděláváńı
jsou zaj́ımavá takto komponovaná elementárńı řešeńı u slovńıch úloh se zlomky.
V některých př́ıpadech totiž procedurálně naučené algebraické řešeńı může
zast́ınit konceptuálńı neznalosti, ale elementárńı obrázkové řešeńı tyto kon-
ceptuálńı neznalosti odhaĺı (Samková, 2021, s. 109, 116).

Slovńı úlohy se zlomky se také často objevuj́ı v přij́ımaćıch zkouškách na
čtyřleté středńı školy a v maturitńıch ṕısemkách, a to i přesto, že některé z nich
spadaj́ı už do prvostupňového kurikula (Tichá & Macháčková, 2006). Elementárńı
řešeńı úloh se zlomky je založeno na vyhledáńı zlomku v zadáńı úlohy a na
identifikaci jeho celku; celek pak může být zakreslen např́ıklad jako obdélńık
rozdělený na př́ıslušný počet poĺıček – stejně velkých část́ı ve tvaru menš́ıch
obdélńık̊u nebo čtverc̊u. Počet poĺıček určuje jmenovatel zlomku.

Úloha uvedená na obr. 5 se objevila v maturitńım didaktickém testu na pod-
zim 2015, s úspěšnost́ı pouhých 33 % (Ř́ıdká a kol., 2015). Jej́ı elementárńı řešeńı
je uvedeno na obr. 6. Ilustrace zač́ıná obdélńıkem reprezentuj́ıćım celek, jenž je
rozdělen na 4 poĺıčka, k němu posléze přibyde páté poĺıčko vpravo reprezentuj́ıćı
text ”o čtvrtinu v́ıce“. Pak zbývá jen přidělit č́ıslo 800 ke správné části schématu
a spoč́ıtat velikost jednoho poĺıčka.

Obrázek 5: Zadáńı úlohy z maturitńıho didaktického testu MAMZD15C0T04,
podzim 2015 (CVVZ, 2023a)
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Obrázek 6: Elementárńı řešeńı úlohy z obr. 5

Občas se slovńı úlohy se zlomky objev́ı i v maturitńım testu Matematika
rozšǐruj́ıćı, jako např́ıklad úloha na obr. 7. Zde jsou v zadáńı dva zlomky, každý
je část́ı z jiného celku a velikost těchto celk̊u neńı známa. Ilustračńı schéma (obr. 8
vlevo) zač́ıná obdélńıkem, který reprezentuje německý jazyk a je rozdělen na dvě
poĺıčka. Jedno z poĺıček (na obrázku zvýrazněno šedou barvou) je pak třetinou
ze zat́ım neexistuj́ıćıho obdélńıku pro anglický jazyk – stač́ı tedy dokreslit tento
obdélńık. Pak jsou ve schématu zastoupeni všichni pracovńıci, přičemž šedá část
tvoř́ı čtvrtinu z nich. Jednou nakreslené ilustračńı schéma také umožňuje řešiteli
poměrně snadno odpov́ıdat na daľśı otázky ke zkoumané situaci; např. jaká část
pracovńık̊u firmy mluv́ı německy (2

4 = 1
2), jaká část mluv́ı anglicky (3

4).

Obrázek 7: Zadáńı úlohy z rozšǐruj́ıćıho maturitńıho didaktického testu
MXMVD19C0T01, jaro 2019 (CVVZ, 2023b)

U úloh se dvěma zlomky o r̊uzných celćıch, kdy celky nejsou známé, jsou
elementárńı obrázková řešeńı cenná. Na 2. stupni základńı školy je jejich alterna-
tivou obvykle soustava dvou rovnic o dvou neznámých, tedy postup univerzálńı,
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Obrázek 8: Elementárńı řešeńı úlohy z obr. 7 (vlevo), elementárńı řešeńı
upravené úlohy (vpravo)

ale časově výrazně náročněǰśı. Ukažme si ještě jedno obrázkové řešeńı podobného
typu, tentokrát k úloze, jež vznikla úpravou zadáńı úlohy z obr. 7: ”Každý pra-
covńık firmy mluv́ı bud’ anglicky, nebo německy. Nab́ıdnuty jim byly jazykové
kurzy pro pokročilé. Do firemńı jazykové učebny se ale vejde jen polovina z těch,
kteř́ı mluv́ı německy, př́ıpadně třetina z těch, kteř́ı mluv́ı anglicky. Jaká část
všech pracovńık̊u firmy mluv́ı německy?“. Elementárńı řešeńı této upravené úlohy
je uvedeno na obr. 8 vpravo. Celkový počet poĺıček je 5, německý jazyk repre-
zentuj́ı 2 z nich. Odpověd’ je tedy 2

5 .

Obrázek 9: Zadáńı úlohy z rozšǐruj́ıćıho maturitńıho didaktického testu
MXMVD22C0T01, jaro 2022 (CVVZ, 2023b)

Také v loňském maturitńım didaktickém testu Matematika rozšǐruj́ıćı byla
jedna slovńı úloha, kterou je možné řešit elementárńı vizualizaćı (obr. 9). Úloha
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kromě zlomk̊u obsahuje i procenta, která pro potřeby elementárńıho řešeńı
převedeme na zlomky. Ilustrace zač́ıná obrázkem pro větu ”Vedoućı B pozval
pouze uchazeče, kteř́ı źıskali 3 body, těch bylo o třetinu méně než uchazeč̊u bez
bodu.“ Pro zlomek 1

3 je celkem počet uchazeč̊u bez bodu, kresbu tedy začneme
obdélńıkem pro uchazeče bez bodu, rozděleným na 3 poĺıčka. Vedle něj můžeme
nakreslit obdélńık pro uchazeče se 3 body, který obsahuje o 1 poĺıčko méně.
Na obr. 10 jsou tyto dva obdélńıky zvýrazněny šedou barvou a každé jejich
poĺıčko je označeno počtem bod̊u, který dané poĺıčko zastupuje. Řešeńı po-
kračuje obrázkem pro větu ”Vedoućı A pozval 75 % uchazeč̊u, což byli všichni ti,
kteř́ı źıskali 1 nebo 2 body.“ Údaj 75 % snadno převedeme na zlomek 3

4 , jeho cel-
kem je počet všech uchazeč̊u. A pak už jen stač́ı si uvědomit, že šedou barvou na
obrázku jsou reprezentováni všichni uchazeči, které A nepozval, tedy doplněk do
celku, což je 1

4 všech uchazeč̊u. Šedý obdélńık tak třikrát ”nakoṕırujeme“, barvu
kopíı ponecháme b́ılou. Dostaneme obdélńık podobný tabulce čokolády, složený
ze 4 · 5 = 20 poĺıček, který reprezentuje všechny uchazeče. Zbývá zapracovat
informaci, že uchazeč̊u s aspoň 2 body (tedy s 2 nebo 3 body) je 40 % neboli
4
10 = 8

20 . Patř́ı jim tedy 8 z 20 poĺıček. Dvě poĺıčka už jsou obsazena účastńıky
s 3 body, daľśıch 6 obsad́ıme účastńıky s 2 body. Do zbylých poĺıček doplńıme
účastńıky s 1 bodem a je hotovo.

Obrázek 10: Elementárńı řešeńı úlohy z obr. 9

Závěr
Elementárńı řešeńı z tohoto př́ıspěvku si můžete porovnat s algebraickými
řešeńımi; vlastńımi, nebo těmi, která jsou uváděna jako vzorová řešeńı na
stránkách CVVZ (2023a, 2023b). Můžete si také zkusit elementárně vyřešit
daľśı matematické úlohy, které jinak obvykle řeš́ıte algebraicky. Jak se taková
elementárńı řešeńı daj́ı využ́ıt? Kromě toho, že elementárńı řešeńı nab́ızej́ı učiteli
vhled do konceptuálńıch znalost́ı řešitele, jsou na 2. stupni základńı školy a na
středńı škole také vhodným doplňkem k obvykle použ́ıvaným algebraickým
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řešeńım. V souladu s otevřeným př́ıstupem k matematice (Samková, 2020) je
možné vést žáky a studenty k tomu, aby systematicky vypracovávali obě varianty
řešeńı (elementárńı i algebraické) a porovnávali jejich výhody a nevýhody. Takto
źıskané zkušenosti zúroč́ı nejen během svého daľśıho učeńı, ale např́ıklad také
u přij́ımaćıch nebo maturitńıch test̊u. Dobrá orientace v obou variantách řešeńı
a jejich (ne)výhodách totiž řešiteli umožňuje mezi variantami flexibilně vyb́ırat
a aktuálně volit třeba tu, která je časově méně náročná, nebo tu, u které si řešitel
v́ıce věř́ı.
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https://maturita.cermat.cz/menu/testy-a-zadani-z-predchozich-o
bdobi/matematika-rozsirujici-testy-a-zadani

[3] Didaktis (2008). Testy z v́ıceletých gymnázíı 2009 – matematika. Didaktis.
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Argumentačné úlohy na druhom stupni
základných škôl

Mária Slav́ıčková1, Jarmila Novotná2

V pŕıspevku je predstavený pohl’ad na dve vybrané učebnice matematiky, jednu
z Českej Republiky a jednu zo Slovenska z dvoch perspekt́ıv. Prvou perspekt́ıvou
je spôsob spŕıstupnenia nového učiva, druhou je typ (prevažujúcej) argumentácie,
či už prezentovaný, alebo na základe filozofie učebnice očakávaný.

Úvod
Argumentácia a dôvodenie je jednou zo základných charakterist́ık matematiky.
Podl’a NRICH (2014) je argumentácia ”lepidlo“, ktoré pomáha matematike
dávat’ zmysel. Jeannotte & Kieran (2017, s. 9) charakterizujú argumentáciu ako

”proces komunikácie s ostatnými alebo so sebou samým, ktorý umožňuje od-
vodzovat’ matematické výroky z iných matematických výrokov“. Ako uvádzajú
kurikulárne dokumenty v Českej republike (RVP) a na Slovensku (ŠVP), žiaci
by na hodinách matematiky mali argumentovat’, komunikovat’ a spolupracovat’
v skupine pri riešeńı problémov. . . spracovávat’ informácie vrátane samostatnej
práce s učebnicou a d’aľśımi textami. . . spoznajú matematiku ako súčast’ l’udskej
kultúry. Vhodne podporenou argumentáciou možno zvýšit’ porozumenie žiakov,
prirodzene motivovat’ k d’aľsiemu bádaniu a podpore verbálnej komunikácie
(najmä pri formulovańı záverov a argumentovańı ich správnosti).

Argument nemuśı byt’ len slovný, má viaceré podoby. Môže byt’ grafický (napr.
vysvetl’ujúci obrázok, schéma, diagram, graf, tabul’ka), symbolický (napr. algeb-
rický, alebo č́ıselný výraz), možno pri ňou využit’ analógiu so situáciou, v kto-
rej sme si ist́ı o fungovańı, alebo pripodobneńı matematickej situácie k situácii
z (reálneho) sveta (napr. pomerne známe ”priatel’ môjho nepriatel’a je môj ne-
priatel’“, preto kladné krát záporné bude záporné č́ıslo).

Pre skúmanie učebńıc z dvoch perspekt́ıv sme si zvolili Matematiku s Betkou 2
pro 7. ročńık základńı školy (Novotná a kol., 1997) a Matematiku pre 7. ročńık ZŠ
(Šedivý a kol., 2003). Ukážky sú z tematického celku Osová a stredová súmernost’.
V pŕıspevku nie je ukázná analýza všetkých pŕıkladov, úloh a cvičeńı. Zameriame
sa na vybrané časti s ciel’om ukázat’ pestrú paletu pŕıstupov a možnost́ı rozvoja
argumentácie (aj ked’ na prvý pohl’ad možno nie zjavnej).

1 Univerzita Komenského, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky; slavickova@fmph.uniba.sk
2 Univerzita Karlova, Pedagogická fakulta; jarmila.novotna@pedf.cuni.cz
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Analytický rámec
Pri prvej perspekt́ıve zameranej na spŕıstupnenie učiva sme sa zamerali na sle-
dovanie charakterist́ık stručne oṕısaných v tabul’ke 1.

Tabul’ka 1: Sledované charakteristiky postupov v učebniciach

Čo sme sledovali Stručná charakteristika
Narhnutie a spracovanie informácii Návrh má podat’ žiak, učitel’, alebo je

podaný učebnicou?
Vykonávanie inštrukcii Inštrukcie v úlohe sú rovno v učebnici

spracované, má ich spracovat’ žiak?
Zavedenie novej terminológie Kedy a ako sa nová terminológia

zavádza?
Požitie novej terminológie V akom kontexte sa nová termi-

nológia použiva? Kto s ňou pracuje?
Odvolanie sa na predchádzajúce zna-
losti

Či už z nového celku alebo niektorého
zo starš́ıch

Manipulácia Či je pri riešeńı potrebná ma-
nipulácia, ak áno, akého typu
(skladanie, prekreslenie, odmeranie,
skoṕırovanie, . . . )

Pri pohl’ade na typ argumentu sme vychádzali z kategorizácie od Sevinc a kol.
(2022), ktorých kategórie sú vhodné práve na analýzu úloh v učebniciach mate-
matiky z pohl’adu argumentácie a dôvodenia. Autori analytického rámca pred-
stavujú 7 hlavných kategórii pre argumenty, ktoré použ́ıvajú autori vybraných
učebńıc v piatich krajinách zapojených do projektu MaTeK (viac informácii na
projectmatek.eu). Tieto uvádzame v tabul’ke 2.

Ukážka č. 1: Matematika s Betkou 2 pro 7. ročńık základńı
školy (Novotná a kol., 1997)
Začneme prvou perspekt́ıvou, t.j., spôsobom spŕıstupnenia učiva. Skúste si zod-
povedat’ na nasledovné otázky: Skúste si zodpovedat’ na nasledovné otázky: Kto je
akt́ıvny? (učitel’/žiak/. . . ?) Ponúka zadanie priestor pre objavovanie, skúmanie,
manipuláciu (či už fyzickú, alebo mentálnu)? Majú v úlohe žiaci tvorit’ vlastné
závery? Vyžaduje úloha od žiakov aby argumentovali? Kam podl’a vás úloha
smeruje?

V úlohe je akt́ıvny žiak, inštrukcie sú podávané učebnicou (žiak nemá vy-
mysliet’ nové inštrukcie), žiak akt́ıvnou manipuláciou má objavit’ nový poznatok,
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Tabul’ka 2: Charakteristika argumentov v učebniciach podl’a Sevinc a kol.
(2022, s. 2085)

Typ argumentu Krátka charakteristika
1 Odvolanie sa na autoritu Bez odôvodnenia, napr. v Eukli-

dových základoch, v učebnici, a pod.
2 Jednoduchá (1-kroková) dedukcia Jednoduchá dedukcia z jedného,

alebo viacerých predpokladov
3 Matematizácia (s odôvodneńım
krokov)

Vysvetlenie dekontextualizácie
problému definovaného v reálnom
svete

4 Využitie analógie Vytvorenie záveru na základe podob-
nosti medzi dvoma pŕıpadmi (jeden
pochopený, dobre známy, druhý me-
nej pochopený)

5 Empirický argument / špecifický
pŕıpad

Od konkrétneho k zovšeobecneniu,
testovanie tvrdeńı pomocou
pŕıkladov priamo meraných velič́ına Tvorba tvrdenia a zovšeobecnenie

b Overenie tvrdenia
6 Tvorba záveru / overenie / zamiet-
nutie využit́ım dedukcie Závery zo známych predpokladov

využit́ım formálnych logických
pravidiel

a Generický pŕıklad
b Kontrapŕıklad
c Systematická enumerácia
d Iné

7 Iné Napr. abdukt́ıvne

ktorý na základe empirickej skúsenosti má zovšeobecnit’. Argumentácia je (by
mala byt’) pŕıtomná počas celého priebehu aktivity, najbadatel’neǰsia je v bode c),
kde má žiak zovšeobecnit’ svoje pozorovania. Úloha smeruje k osovej súmernosti
a nájdeniu osi súmernosti (vid’ obrázok 2).

Ukážka druhá: Matematika pre 8. ročńık ZŠ (Šedivý a kol.,
2003)
Spôsob zavedenia nového poznatku je dedukt́ıvny, t.j. autori zadefinujú čo osová,
resp. stredová súmernost’ je, ako nájdeme osovo, resp. stredovo, súmerné body,
úsečky a následne prichádzajú úlohy ako si rozoberieme práve z pohl’adu typu ar-
gumentu o niečo podrobneǰsie. Predtým si však skúste zodpovedat’ na nasledovné
otázky:
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Obrázok 1: Úloha na symetrie (Novotná a kol., 1997, s. 42)

Obrázok 2: Pokračovanie úlohy (Novotná a kol., 1997, s. 43)

Aký typ argumentu by ste očakávali pri riešeńı nasledovných úloh (vid’
obrázok 3)? Aký by podl’a Vás poskytli Vaši žiaci? Čo mohlo byt’ zámerom auto-
rov, ked’ tieto úlohy zaradili? Zaradili by ste tieto úlohy na hodinu matematiky?
Ak áno, kedy? Čo by ste nimi sledovali? Aká úloha žiaka, Vás? Ak nie, prečo?
Zvažovali by ste úpravu zadania? S akým ciel’om?

V úlohe 6 autori priamo nabádajú k odôvodneniu riešenia. Vzhl’adom na to, že
po úlohe 6 nasleduje zovšeobecnenie (vid’ obrázok 4), úlohu by mal zadat’ učitel’
(t.j. nemal by dat’ žiakom samostatnú prácu s učebnicou pri riešeńı úlohy 5 a 6)
a viest’ vhodne zvolenými otázkami ku zovšeobecneniu.

Túto úlohu možno charakterizovat’ v zmysle predstaveného analytického
rámca ako 5a, t.j. žiaci skúmańım niekol’kých konkrétnych pŕıpadov využit́ım
empirického argumentu sformulujú tvrdenie a zovšeobecnia.
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Obrázok 3: Zadanie úloh podporujúcich skúmanie a argumentáciu
(Šedivý a kol., 2003, s. 88)

Obrázok 4: Želaný výsledok prezentovaný učebnicou
(Šedivý a kol., 2003, s. 88)

Záver
Ako ukazuje výskum Cakiroglu a kol. (2023), učebnica je najpopulárneǰśım
zdrojom námetov na prácu na hodine matematiky, ale aj na prácu priamo na
vyučovańı. Učitel’ vyberá učebnicu, úlohy ktoré bude so žiakmi riešit’ a tiež spôsob
práce v triede. Tým ovplyvňuje prostredie, v ktorom žiaci pracujú a tiež cha-
rakter a množstvo argumentácie, ktorú po žiakoch bude vyžadovat’, resp. priamo
vyplynie z práce. Je preto dôležité, aby učitel’ vedel, aký typ argumentácia bude
od žiakov vyžadovat’. K tomu by mu mal pomôct’ obsah a spracovanie učebnej
látky v učebnici, ktorú použije. K tomu potrebuje maž k dispoźıcii nástroj pre
tento výber. A práve v tom vid́ıme pŕınos pracovnej dielne a jej stručného
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Jak pracovat s týmovými soutěžemi
v matematice?

Gabriela Žárská1

Týmové soutěže mohou být zaj́ımavým nástrojem pro učitele, jak ve svých stu-
dentech rozv́ıjet spolupráci, komunikačńı dovednosti či time management, a lépe
je tak připravit na současný svět. V tomto článku bychom chtěli vyučuj́ıćım ma-
tematiky zprostředkovat tipy, jak s těmito soutěžemi pracovat na svých školách.
Postupně se vypořádáváme s obavami, představujeme potenciál týmových soutěž́ı,
ukazujeme možnou cestu, jak vytěžit učeńı během soutěž́ı, a předkládáme do-
poručeńı od učitel̊u. Na závěr připojujeme také seznam týmových soutěž́ı, ze
kterého si vyučuj́ıćı mohou vybrat soutěž pro své žáky.

Úvod
Matematické soutěže mohou být jedńım z nástroj̊u, jak pracovat s matematicky
nadanými žáky a studenty. Zároveň soutěže mohou p̊usobit pro některé také mo-
tivačně; řešitelé se seznamuj́ı s netradičńımi úlohami, ve kterých neplat́ı zažité
postupy a je potřeba nalézt originálńı řešeńı. Na soutěž́ıch se nav́ıc setkávaj́ı
se stejně zaměřenými vrstevńıky, takže jim soutěže mohou poskytnout pocit
bezpeč́ı v tom, že mı́t rád matematiku je v pořádku (čehož se možná u svého
okoĺı nedočkaj́ı). Na druhou stranu mohou být individuálńı soutěže anonymńı
a řešitel se vlivem toho, že se každý snaž́ı vyhrát, může ćıtit osamoceně. Naštěst́ı
kromě individuálńıch soutěž́ı existuj́ı také týmové soutěže, ve kterých studenti
řeš́ı úlohy v týmech a mohou se v rámci soutěže navzájem podpořit. V tomto
článku bychom se proto chtěli věnovat právě týmovým soutěž́ım, které lépe odráž́ı
realitu současného světa, kdy se projekty v práci často řeš́ı ve skupině.

Uvád́ıme matematické soutěže k životu
Ještě předt́ım, než se pust́ıme do prvńıch týmových soutěž́ı, je dobré explicitně
formulovat naše obavy a vyslovit d̊uvody, které nás od zapojeńı odrazuj́ı. Zároveň
je také dobré promyslet, jakým zp̊usobem tyto obavy můžeme zmenšit a jak
negativńım vliv̊um předcházet. Pokud toto neuděláme v začátku, mohou pak
nar̊ust do větš́ıch rozměr̊u. Zde přináš́ıme přehled obav učitel̊u, kteř́ı byli př́ıtomni
na pracovńı d́ılně na Dvou dnech s didaktikou matematiky v Praze v únoru 2023.
Při jejich vypořádáváńı vycháźıme z diskuźı s učiteli na zmı́něné d́ılně a z osobńı
zkušenosti.
1 Masarykova univerzita, Př́ırodovědecká fakulta; 460748@mail.muni.cz
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Obavy učitel̊u, a jak jim předcházet
Snaha zv́ıtězit i na úkor přátelstv́ı – pokud je tým složen z r̊uzně ambiciózńıch
student̊u r̊uzné úrovně, může se stát, že kv̊uli snaze vyhrát budou vznikat kon-
flikty, př́ıpadně ”slabš́ı“ členové budou dostávat jen ”ne tak d̊uležité úkoly“, což
pro ně může být demotivuj́ıćı.

• Této situaci můžeme do jisté mı́ry předcházet již na začátku při složeńı
týmu t́ım, že necháme studenty navzájem sd́ılet své motivace a potřeby
a necháme je i na základě toho př́ıpadně navrhnout možné zásady spo-
lupráce a komunikace.

• Minimálně ze začátku také doporučujeme učitel̊um být týmu k dispozici
při počátečńım nastavováńı proces̊u – např́ıklad jakým zp̊usobem se bude
distribuovat práce, jak budou nastaveny role v týmu, jakým zp̊usobem tým
dojde k rozhodnut́ı, nebo třeba jak vyjádřit nesouhlas.

• V pr̊uběhu př́ıprav je dobré být týmu k dispozici také jako facilitátor
diskuze2 a př́ıpadně spolu s členy reflektovat vzniklé konflikty a pomoci
jim naj́ıt řešeńı jejich situace a zároveň formulovat doporučeńı pro př́ı̌stě.

Rozpory v týmu se přesunou i do vztah̊u ve tř́ıdě – v př́ıpadě, že tým tvoř́ıme
ze student̊u jedné tř́ıdy (př́ıpadně školy), může se nám stát, že jejich rozpory
v rámci soutěže negativně ovlivńı i jejich vztahy ve škole.

• Toto je určitě oprávněná obava a je pravdou, že zvláště v př́ıpadě, kdy
spolu studenti chod́ı do jedné tř́ıdy, může být relevantńı. Jsme to právě my
sami, kdo může student̊um pomoci zvládnout takovéto situace, nebo ještě
lépe, předcházet jim. Bud’me student̊um k dispozici, pokusme se facilitovat
jejich vyř́ıkáváńı si problémů a pokusme se dovést diskuzi ke smı́̌rlivému
konci.

• Daľśım užitečným nástrojem k řešeńı konflikt̊u je pravidelná reflexe
v týmu. Př́ıklad toho, jak reflexe může vypadat, uvád́ıme ńıže.

• Zd̊urazňujme student̊um, že soutěž je jen speciálńım prostřed́ım, a že
d̊uležité jsou lidské vztahy mezi nimi. Toto můžeme podpořit např.
nějakým doplňkem (placka, tričko, kravata apod. – návrh/výroba tohoto
doplňku nav́ıc může být na samotných studentech, č́ımž opět podpoř́ıme
spolupráci v rámci týmu), který studenti na soutěži budou mı́t na/při sobě
a při odchodu ze soutěže jej sundaj́ı a spolu s ńım zde zanechaj́ı i silné
emoce.

2 Facilitátor je někdo, kdo bd́ı nad procesem a směřováńım diskuze. Jeho ćılem muśı být posunut́ı stavu diskuze
o daném tématu na vyšš́ı úroveň. Facilitátor si na základě znalosti účastńık̊u a jejich pozic představ́ı, kam by se
asi diskuze mohla ub́ırat, kde by mohly nastat problémy a jak by na ně mohl reagovat (Maĺı̌rová et al., 2016).
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V hodinách už i tak nest́ıháme – učitel̊um často chyb́ı prostor probrat všechno
učivo, které maj́ı zadané školńım vzdělávaćım plánem. Představa, že drahocenný
čas ještě rozprostřou mezi soutěže, je pro některé nepředstavitelná.

• V př́ıpadě, že máme možnost mı́t na hodině daľśıho učitele, můžeme tým,
který se na soutěž připravuje, nechat právě s druhým vyučuj́ıćım, který se
bude věnovat jejich dotaz̊um.

• Vyčleňme speciálńı čas mimo výuku, kdy se sejdeme se studenty a bu-
deme se soutěž́ım věnovat (úroveň organizace a vašeho vkladu je na indi-
viduálńım zvážeńı).

• Nechme př́ıpravu student̊u na nich samotných a bud’me jim k dispozici jen
k př́ıpadným konzultaćım.

Malý pr̊unik obsahu soutěž́ı a učiva – soutěže často nekoresponduj́ı s t́ım, co se
zrovna v hodinách prob́ırá, a tak studenti nemaj́ı potřebné znalosti a dovednosti
k řešeńı úloh, což jim může výrazně zt́ıžit pr̊uchod soutěž́ı.

• Zkusme naj́ıt soutěž, která alespoň částečně odráž́ı to, co se studenti ve
škole zrovna uč́ı – bud’ to můžeme udělat př́ımo my, nebo to nechejme na
studentech samotných.

• Využijme toho, že jsou v soutěž́ıch věci nad rámec, studenti se mohou
sami naučit nacházet informace k dané problematice a vyhodnocovat si
je. Zároveň to může být prostor, jak ”zaměstnat“ i studenty, kteř́ı již
prob́ırané téma ovládaj́ı.

Nátlak a promı́táńı vlastńıch ambićı do student̊u – jako i jinde, také u učitel̊u
matematiky může být hrozbou projekce vlastńıch ambićı do student̊u, a t́ım
možná i nátlak na účast v soutěž́ıch a na co nejlepš́ı umı́stěńı.

• Zde je potřeba schopnost sebereflexe učitele. Uvědomováńı si toho, proč
je pro mě d̊uležité, aby daný tým uspěl. Je dobré připomı́nat si potřeby
a očekáváńı student̊u a konfrontovat je s aktuálńı situaćı. Naplňuje soutěž
opravdu potřeby student̊u, nebo prostřednictv́ım soutěže naplňujeme sṕı̌se
své vlastńı potřeby? Podstatńı by pro nás měli být naši studenti.

• Pokud si nejsme jist́ı, zda už nepřekračujeme hranici mezi motivováńım
a nátlakem, můžeme situaci probrat s jiným vyučuj́ıćım, který nám po-
skytne nezat́ıžený pohled zvenč́ı. Rozhovor lze vést i se samotnými stu-
denty, př́ıpadně si můžeme situaci z pozice student̊u zkusit představit.

Nebude týmová soutěž jen zábavou, která účastńıky nijak nerozv́ıj́ı?
• Věř́ıme, že tuto obavu hned zaženeme, ale v prvńı fázi si neodpust́ıme

možná lehce provokativńı otázku – a bylo by to špatně? Neńı právě ukázka
toho, že i s matematikou se dá krásně bavit také s přáteli, př́ıjemným
sděleńım, které bychom měli mezi našimi studenty š́ı̌rit?
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• Pokud nám tato otázka vyvstane, doporučujeme proj́ıt si seznam př́ınos̊u,
které nám týmové soutěže mohou poskytnout, který uvedeme ńıže.

• Zároveň je také dobré podpořit učebńı proces reflex́ı, která umocńı efekt
celého učeńı. Jako se vš́ım, je to individuálńı. Týmová soutěž a všechny
benefity, které přináš́ı, jsou nab́ıdkou, kterou jej́ı účastńıci mohou a nemuśı
přijmout.

Jaké dovednosti týmové soutěže rozv́ıj́ı
V druhém kroku si pojmenujeme naše záměry a očekáváńı, se kterými chceme
týmové soutěže zařazovat. Pokud tápete, nebo hledáte inspiraci, co daľśıho by
se d́ıky matematickým týmovým soutěž́ım mohli studenti naučit, přináš́ıme pa-
letu dovednost́ı a postoj̊u, které se u soutěž́ıćıch rozv́ıj́ı. Uvedeny jsou primárně
ty, které si studenti osvojuj́ı nav́ıc oproti soutěž́ım individuálńım. Při jejich se-
pisováńı je čerpáno opět z podnět̊u od účastńık̊u pracovńı d́ılny na konferenci
a z vlastńı zkušenosti nejen ze školńıho prostřed́ı.

• Práce s časem (time management). Soutěže mohou být často koncipovány
tak, aby bylo náročné vyřešit všechny úlohy ve stanoveném čase. Soutěž́ıćı
se tak uč́ı časově rozplánovat svou práci a vyhodnocovat si, zda se jim
vyplat́ı u úlohy strávit v́ıce času, nebo zda již maj́ı j́ıt na daľśı úlohu
a neztrácet cenné minuty.

• Zkušenost s praćı pod časovým tlakem. S předchoźım bodem souviśı také
práce pod časovým tlakem. Účastńıci mohou zjistit, zda je jim toto nasta-
veńı komfortńı a př́ıpadně si stanovovat vyrovnávaćı strategie pro zvládáńı
stresu, které se jim budou hodit i v běžném životě.

• Prioritizace a distribuce práce. V rámci efektivity práce je potřeba se
naučit rychle analyzovat, kterými úlohami zač́ıt a které si naopak nechat
nakonec. Účastńıci se tak uč́ı prioritizovat. Často se kromě toho nav́ıc uč́ı
rozdělovat si práci v týmu mezi sebou podle kritéríı, na která sami po-
stupně přicházej́ı.

• Přiznáńı vlastńı nevědomosti a učeńı se ř́ıkat si o pomoc. Pokud každou
úlohu neřeš́ı celý tým dohromady, ale úlohy jsou rozděleny do menš́ıch
skupinek nebo mezi jednotlivce, uč́ı se soutěž́ıćı také analyzovat vlastńı
schopnosti a dovednosti a vyhodnocovat, zda úlohu zvládnou vyřešit sami,
nebo ne. V opačném př́ıpadě se účastńıci uč́ı přijmout, že nemohou znát
či umět úplně vše, a také se uč́ı umět si ř́ıci o pomoc. Ze začátku může
být oboj́ı složité, ale pokud studenti zjist́ı, že se se spoustou věćı nemuśı
trápit sami a že společně zvládnou v́ıce a rychleji, může jim tato zkušenost
pomoci v řešeńı podobné situace v budoucnu.
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• V množstv́ı je śıla. Vı́ce člen̊u v týmu může znamenat také v́ıce pohled̊u na
možná řešeńı úlohy; soutěž́ıćı se tak na úlohu dovedou pod́ıvat z r̊uzných
úhl̊u pohledu, uč́ı se analyzovat, které řešeńı by mohlo vést ke správnému
výsledku a zároveň si možná odnesou zkušenost, že úlohu, kterou ne-
zvládnou řešit jako jednotlivci, hravě zvládnou společnými silami.

• Měkké dovednosti (soft-skills). Účastńıci jsou podmı́nkami soutěž́ı vedeni
k tomu, aby spolupracovali. Postupně se tak uč́ı komunikovat své názory
a podkládat je relevantńımi argumenty, naslouchat názor̊um ostatńıch a re-
spektovat odlǐsný pohled na věc, př́ıpadně sv̊uj názor přehodnotit. Některé
situace se nav́ıc mohou přerodit v konflikt, který bude muset tým společně
ustát. Zvládáńı takové zkušenosti pak můžeme podpořit zpětnou reflex́ı.

• Objevováńı silných a slabých stránek. Při řešeńı úloh soutěž́ıćı postupně
objevuj́ı, jaké typy úloh jim jdou a ve kterých maj́ı nedostatky. Postupně
se tak sami uč́ı nacházet své silné a slabé stránky, se kterými mohou dále
pracovat.

• Spolupráce v týmu a přeb́ıráńı zodpovědnosti. Týmové soutěže už názvem
napov́ıdaj́ı, že úlohy budou soutěž́ıćı řešit v týmu. T́ım se postupně uč́ı
spolupracovat s ostatńımi, což je d̊uležitá schopnost v dnešńım světě,
kdy se často problémy a pracovńı záležitosti řeš́ı ve skupině. Zároveň se
d́ıky týmovému řešeńı účastńıci uč́ı přeb́ırat zodpovědnost za konečné roz-
hodnut́ı a také rozhodnut́ı učinit, což může být v dnešńım světě plném
možnost́ı významná výhoda (MUNI, 2017).

• Seznámeńı se spolužáky a vyzkoušeńı r̊uzných interakćı. Dı́ky soutěž́ım se
jejich účastńıci navzájem poznaj́ı zase z trochu jiného úhlu, než jak tomu
může být ve škole. Zároveň si d́ıky řešeńı úloh mohou vyzkoušet spolupráci
se stejným či opačným pohlav́ım.

• Nastavováńı funkčńı strategie. Vzhledem k časové t́ısni je potřeba se
společně dohodnout na strategii, jakým zp̊usobem bude tým soutěž́ı
procházet. Právě domluva a následné vyhodnoceńı zvolené strategie
a př́ıpadné návrhy na změny do př́ı̌stě mohou student̊um pomoci do
budoućıho života.

• Sž́ıváńı s rolemi. V rámci týmu se členové uč́ı také přij́ımat r̊uzné role
a mohou si tak vyzkoušet, jaká role jim (ne)vyhovuje, př́ıpadně i to, jakým
zp̊usobem se role v týmu źıskává (byla vybrána / byla zadána / přirozeně
vyplynula). Toto mohou být opět zaj́ımavá zjǐstěńı pro jejich budoućı fun-
gováńı např́ıklad ve školńıch projektech či pracovńıch kolektivech.

• Kladeńı otázek. Často může být kĺıčem k nalezeńı odpovědi, kterou
potřebujete, položeńı té správné otázky. Právě uměńı kladeńı otázek
se postupně může zlepšovat d́ıky společnému řešeńı úloh a správná otázka
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může poskytnout podněty k zamyšleńı, na jejichž základě tým dojde
k řešeńı úlohy.

Reflexe učebńıho procesu – vytěžte učeńı, které během
soutěž́ı nastává
Mı́ra rozvoje jednotlivých oblast́ı zálež́ı na konkrétńı soutěži, složeńı týmu a také
na jednotlivých členech a jejich aktuálńıch schopnostech a dovednostech. Můžeme
ji ale zvýšit reflex́ı učebńıho procesu.3

Technické požadavky na reflexi jsou následuj́ıćı:
• Reflexe by měla prob́ıhat v celém týmu; je př́ıpadně možné mı́t př́ıtomno

v́ıce týmů, ale zároveň je potřeba myslet na to, aby množstv́ı lid́ı bylo
zvládnutelné pro skupinu i moderátora (doporučujeme do 15 osob).

• Reflexi je vhodné zařadit krátce po soutěži, dokud si soutěž́ıćı pamatuj́ı,
jakým zp̊usobem soutěž a jejich spolupráce v týmu prob́ıhala, zároveň je
ale vhodné zařadit jistý časový odstup, aby vyprchaly alespoň nejsilněǰśı
emoce.

• Je žádoućı, aby reflexe proběhla v klidném a bezpečném prostřed́ı – tedy
např́ıklad rušné nádraž́ı při cestě ze soutěže neńı ideálńı.

• Na reflexi je také vhodné si vyhradit dostatek času; orientačně zálež́ı i na
pr̊uběhu celé soutěže. Pokud vńımáme, že vznikl v týmu konflikt, který je
potřeba ošetřit, pak je vhodné věnovat reflexi v́ıce času.

K reflexi je potřeba – minimálně ze začátku, kdy na ni ještě nejsou studenti
zvykĺı – alespoň jeden člověk, který skupinu reflex́ı prováźı. Tento člověk by měl
být seznámen s pravidly reflexe a měl by na ni být připraven včetně vhodných
otázek/okruh̊u, kterými chce účastńıky provést. Výhodou je, pokud tento člověk
skupinu zná a mohl být nav́ıc i u jejich fungováńı v rámci soutěže a t́ım pádem
je lépe seznámen se situaćı.

Ještě předt́ım, než samotná reflexe začne, je potřeba jej́ım účastńık̊um
vysvětlit, na co se maj́ı připravit (základńı pr̊uběh reflexe, časová, psychická
a fyzická náročnost) a jaká bude mı́t reflexe pravidla (typicky: mluv́ı jen jeden;
navzájem se posloucháme, protože možná zazńı něco, co nám může pomoci
k pochopeńı našich pocit̊u, či dát podněty k zamyšleńı; informace, které zde
zazńı, bychom neměli vynášet mimo tento časoprostor; bude zde zazńıvat často
subjektivńı vńımáńı, nesouhlasme kultivovaně – neř́ıkejme věci, které mohou
zraňovat).
3 Reflex́ım věnujeme pozornost, protože tvoř́ı zásadńı část učebńıho procesu. V rámci reflexe máme čas promýšlet,

co nám program přinesl ve vztahu k ćıl̊um programu nebo pro náš osobńı posun. Pomáhá nám uvědomit si, co
se dělo a jak jsme to prož́ıvali, a odvodit z toho poznáńı, které můžeme uplatnit př́ı̌stě. Někdy se ř́ıká, že pokud
nenastane reflexe, nenastává učeńı (Maĺı̌rová et al., 2016).
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Nı́že předkládáme pro inspiraci seznam otázek, kterými by reflexe mohla být
vedena:

1. Prostor na cokoliv, co potřebujete ř́ıct, než začneme, abyste se mohli
soustředit na to, co bude následovat
: Vypuštěńı nejsilněǰśıch emoćı/věćı, které maj́ı účastńıci v hlavě.

2. Jak se ćıt́ıte po psychické a fyzické stránce? (Např. aktivitou Teploměr –
poslepu – úroveň hlavy = super, úroveň země = dost hr̊uza; cokoli mezit́ım
= podle rozpoložeńı.)
: Zjǐstěńı aktuálńıho stavu, možnost podle odpovědi př́ıpadně upravit
délku a obsah reflexe.

3. Dokážete popsat, jak řešeńı úloh v soutěži prob́ıhalo (jaký byl váš prvńı
krok a jak jste dále pokračovali)?
: Společné sladěńı se na tom, jak celá aktivita prob́ıhala.

4. Jak se vám spolupracovalo ve skupině? Jakou jste si zvolili strategii? Museli
jste ji nějak v pr̊uběhu měnit? Proč a jak?
: Reflexe spolupráce a nastavené strategie.

5. Zkuste si v hlavě proj́ıt jednotlivá zadáńı, na která jste během aktivity
narazili. Co si zpětně mysĺıte, že jste si z oblasti matematiky procvičili?
Vid́ıte nějaký pr̊unik s učivem ve škole?
: Zvědomováńı a hledáńı pr̊uniku úloh a matematiky ve škole.

6. Chtěli byste někoho z týmu ocenit? Za co?
: Ćılené zaměřeńı se na pozitivńı stránku, doceněńı, možnost upo-
zornit př́ıjemce na drobnosti, kterých si všimli ostatńı a možná by si
sám neuvědomil, že pro ostatńı mohou být d̊uležité; může být podpořeno
nějakou drobnost́ı – podle dohody ve skupině (korálek/sladkost/bavlnka. . . ).

7. Jaká doporučeńı byste si jako skupina/jednotlivec dali do př́ı̌stě?
: Prostor pro poučeńı do př́ı̌stě, vhodné je tato doporučeńı sepsat na
paṕır/do dokumentu a poté je student̊um dát k dispozici.

Co se osvědčilo, aneb tipy od učitel̊u z praxe
Přináš́ıme také pár tip̊u, které uvedli učitelé, kteř́ı již s týmovými soutěžemi na
svých školách pracuj́ı. Jde o osvědčené př́ıstupy, které mohou usnadnit učitel̊um
práci. Zároveň i tady plat́ı, že je př́ınosné nemuset znovu procházet stejnými
chybami, kterými už prošli jińı, ale poučit se z nich.

• Podrobné seznámeńı s pravidly soutěže. Abychom předešli nejasnostem, je
dobré se plně a pečlivě seznámit s pravidly soutěže a poté je společně proj́ıt
i se studenty, př́ıpadné nejasnosti diskutovat.

• Čas na seznámeńı dopředu. Protože na soutěž́ıch maj́ı soutěž́ıćı vystupo-
vat jako tým, je dobré věnovat čas a péči tomu, abychom ze soutěž́ıćıch
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opravdu tým vytvořili. Toho můžeme doćılit např́ıklad týmovými aktivi-
tami, nebo třeba setkáváńım mimo školu (zde pochopitelně neńı nutné,
aby učitel byl př́ıtomen). T́ım můžeme často odhalit př́ıpadné třećı plochy
a předej́ıt tak jejich projeveńı až na samotné soutěži.

• Trénink. Abychom předešli stresu ze soutěže, který je často zp̊usoben
časovou t́ısńı a úlohami, nebo abychom alespoň pomohli student̊um tyto si-
tuace lépe zvládat, můžeme podmı́nky soutěže alespoň částečně simulovat.
Pořadatelé často zveřejňuj́ı úlohy z minulých ročńık̊u, které nám mohou
pomoci pochopit principy soutěže. Dı́ky tomu studenti lépe poznaj́ı, jak je
opravdu dlouhá daná časová dotace a mohou si připravit strategie řešeńı.

• Vyhrazený čas mimo výuku. Pro to, abychom se plně mohli věnovat
úlohám, skupině a jej́ımu stmelováńı, je vhodné mı́t vyhrazený čas mimo
klasickou výuku. Snáze tak zvládneme reagovat na př́ıpadné dotazy stu-
dent̊u a aktuálńı potřeby skupiny.

• Ze začátku být týmu k dispozici. Pokud s týmovými soutěžemi teprve
zač́ınáme, je vhodné být týmu ze začátku k ruce a provést členy pro-
cesem od seznámeńı, volby strategie a výběru roĺı až třeba po nastaveńı
komunikace ve skupině.

• Motivace – už́ıt si to. Pro vzájemnou spolupráci je dobré mı́t v týmu vy-
jasněné motivace, se kterými do soutěže jednotlivci vstupuj́ı. Snáze tak
p̊ujde pochopit chováńı člen̊u v některých situaćıch, zároveň při transpa-
rentńım pojmenováńı motivaćı bude práce snazš́ı i pro nás. Student̊um
bychom také neměli podsouvat naše vlastńı motivace a např́ıklad lpět na
tom, že muśı vyhrát (zároveň je vhodné trochu brzdit tuto jejich př́ıpadnou
motivaci a snažit se je přivést na to, aby si společný čas hlavně užili).

• Srovnávat se sám se sebou. V soutěž́ıćıch je dobré budovat předevš́ım
vnitřńı motivaci; nesoustředěńı se na odměnu či doceněńı okoĺı jim může
pomoci i v budoućım životě. Toho můžeme dosáhnout t́ım, že povedeme
studenty k tomu, aby se srovnávali v́ıce sami se sebou než s druhými.
Např́ıklad v př́ıpadě, kdy student̊um simulujeme pravidelně pr̊uchod
některou ze soutěž́ı, jim můžeme pomáhat vńımat, v čem se posouvaj́ı.
Podobně můžeme pracovat i v rámci konečných výsledk̊u soutěže; pokud
se studenti primárně soustřed́ı na vlastńı posun a r̊ust, nejen na výhru,
můžeme předej́ıt zklamáńım, pokud se neumı́stili podle svých představ.

• Vydržet. Ze začátku může studenty prostřed́ı soutěž́ı odrazovat, přeci jen
může j́ıt o stresuj́ıćı událost, kdy je potřeba podat co nejlepš́ı výkon v jeden
okamžik, nav́ıc s nev́ıtězstv́ım může přij́ıt také pocit frustrace a demoti-
vace. Je ale dobré vydržet, protože týmové soutěže nepřinášej́ı jen možnost
vyhrát.
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• Naj́ıt si part’áka. Ve dvou se to lépe táhne, a to plat́ı i u organizováńı
soutěže na škole. Domluvme se s kolegy z kabinetu a rozdělme si práci
(např́ıklad chystáńı setkáńı se studenty, hĺıdáńı aktualit ze světa soutěž́ı. . . ).

• Nebýt jen pozorovatelem. Některé soutěže umožňuj́ı, aby se do nich zapojili
účastńıci jakéhokoli věku. V takovém př́ıpadě doporučujeme j́ıt do toho
společně se studenty. Může vám to dát obrázek o tom, jak soutěž prob́ıhá
i z pohledu účastńıka, objev́ıte nástrahy soutěže a zároveň vám to dá
informaci o tom, jestli je tato soutěž opravdu pro vaši školu vhodná. Nav́ıc,
zvlášt’ v př́ıpadě, kdy vytvoř́ıte učitelský tým, z účasti na soutěži může být
př́ıjemný teambuilding.

Přehled týmových matematických soutěž́ı
Ted’ už jen zbývá vybrat si soutěž, která bude naplňovat vaše záměry. Předkládá-
me 12 týmových soutěž́ı, do kterých se mohou zapojit soutěž́ıćı z celé republiky.
U každé soutěže je pro lepš́ı přehlednost kromě názvu uveden počet člen̊u týmu,
pro jakou věkovou skupinu je soutěž určena a také odkaz na web, kde najdete
aktuálńı informace.

1. Moravskoslezský matematický šampionát (počet člen̊u: 4, typ školy: ZŠ),
https://www.wigym.cz/sampionat

2. BRLOH (počet člen̊u: 4, typ školy: ZŠ), https://brloh.math.muni.cz
3. MaSo (počet člen̊u: 3, typ školy: ZŠ), https://maso.mff.cuni.cz
4. MATHING4 (počet člen̊u: 7, typ školy: SŠ), https://mathing.fme.vutb

r.cz
5. Náboj Junior (počet člen̊u: 4, typ školy: ZŠ), https://junior.naboj.o

rg/cz/cs/
6. Math Race (počet člen̊u: 2–4, typ školy: SŠ, všichni), http://brkos.math

.muni.cz/mathrace/
7. InterLOS (počet člen̊u: 5, typ školy: SŠ, VŠ, všichni), https://interlos

.fi.muni.cz/
8. Matboj (počet člen̊u: 3, typ školy: ZŠ), https://www.gjkt.cz/matboj-m

ator/
9. Vědecký čtyřboj (počet člen̊u: 4, typ školy: SŠ), https://vedeckyctyrb

oj.cz/
10. Náboj (počet člen̊u: 5, typ školy: SŠ), https://math.naboj.org/cz/cs/
11. Intersob (počet člen̊u: 4, typ školy: SŠ), https://intersob.fi.muni.cz/
12. Purple comet5 (počet člen̊u: 1–6, ZŠ a SŠ), https://purplecomet.org

4 Dř́ıve Internetová matematická olympiáda.
5 Mezinárodńı soutěž, v roce 2022 se soutěže zúčastnilo přes 12 000 student̊u.
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Závěr, aneb pojd’te do toho s námi
Na několika stranách jsme se pokusili vypořádat s některými obavami, které
vyučuj́ıćı s týmovými soutěžemi maj́ı spojené. Popsali jsme také pozitivńı aspekty
týmových soutěž́ı, dali jsme tipy, jak vytěžit učeńı v rámci soutěž́ı za pomoci
reflexe. Nakonec jsme zmı́nili několik tip̊u od učitel̊u z praxe a představili 12
týmových matematických soutěž́ı. A nyńı vás už jen chceme vyzvat – zapojte
se se svými žáky a studenty do týmových soutěž́ı, má to smysl! Je toho totiž
spoustu, co se d́ıky týmovým soutěž́ım mohou naučit a co může být v běžných
hodinách h̊uře přenositelné. Zároveň během soutěž́ı poznáte své studenty z jiné
perspektivy než běžně ve tř́ıdě, což může prohloubit váš vztah. Pomozte stu-
dent̊um objevovat krásy matematiky, naučte je uvědomovat si, co se v který
moment uč́ı, a usnadněte jim d́ıky týmovým soutěž́ım přechod do světa mimo
školńı prostřed́ı.

Nev́ıte, jak zač́ıt? Projděte si seznam týmových soutěž́ı, seznamte se s jejich
jedinečnostmi a specifiky, promyslete si, jaká soutěž bude pro vaše žáky vhodná.
A poté se chopte naš́ı výzvy – formulujte si jeden ćıl v oblasti týmových soutěž́ı
a napǐste si tři konkrétńı kroky, které vám pomohou váš ćıl naplnit.
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o časopisu jsou dostupné na www.suma.jcmf.cz/ucitel.
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