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Lekce 1. Zaciname kombinovat

Matematika patii mezi nejstarsi intelektudlni ¢innosti lidstva. Béhem vyvoje byly na-
shromazdény rozsdhlé matematické znalosti, které daly vznik fadé specidlnich obort
— matematickd analyza, algebra, geometrie, teorie pravdépodobnosti, atd. Jednou
z téchto oblasti je také kombinatorika.

Kombinatorika se zabyva usporadavanim danych prvkl do skupin a urovanim
poctu téchto skupin. Jeji vznik 1ze jen obtiZzné zatadit do néjakého historického ob-
dobi. Vyvijela se prubézné s hledanim odpovédi na nejriznéjsi otazky tykajici se
tohoto tématu. Kombinatorické problémy fesili jiz Ciiiané dva tisice let pf. n. 1., staff
Rekové a pozdgji indi&ti a arab§ti matematici. V 17. stoleti zkoumali teoretické kom-
binatorické problémy slavni matematici B. Pascal a P. Fermat. V soucasnosti nachizi
kombinatorika praktické uplatnéni v fadé oblasti redlného Zivota - sestavovani roz-
vrhu, jizdniho fadu, hraciho planu, optimalizace technologickych procesti, bezpe¢nost
hesel, apod.

Symbolem |A| ozna¢ime pocet prvkd mnoZiny A, tedy napf. pro mnozinu A =
={a,b,c,d,e} plati, ze |A| = 5. Uvédomte si, Ze z této mnoZiny A lze vybrat jeden
prvek celkem péti riznymi zpusoby (prvni moznosti je vybrat prvek a, druhou pr-
vek b, ..., patou moZnosti je zvolit prvek e).

I kdyz se v nésledujicich lekcich nau¢ime pouzivat rizné vzorecky, které nam
usnadni nékteré vypocty, k ispéSnému vyteseni vétSiny elementdrnich kombinatoric-
kych dloh staci pouZit dva zdkladni principy - pravidlo souctu a pravidlo soucinu. Je
velmi pravdépodobné, Ze jste tato pravidla v minulosti jizZ mnohokrate pouZili, anizZ
jste tusili, Ze se jednd o néjakd kombinatorickd pravidla.

Kombinatorické pravidlo souctu.

Mdme dvé mnoZiny A a B, které nemaji Zddny spolecny prvek (v matematice rikdme, Ze
takové dvé mnoZiny jsou disjunktni). Je-li |A| = m a |B| = n, pak pocet v§ech moZnych
zpusobi, jak lze vybrat jeden prvek z jejich sjednoceni, tj. z mnoZiny A\UB, je roven

|A|+|B| = m+n.
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Takové tvrzeni asi nenf pfekvapivé. Vzhledem k tomu, Ze mnoZiny A a B nemaji
Zadny spole¢ny prvek, tak se v mnoziné A U B ,,objevi* vS§ech m prvkl z mnoZiny A
a také n prvkl z mnoziny B. Pak ma mnoZina A U B celkem m + n prvki a podle vyse
uvedené uvahy lze jeden z nich vybrat pravé m + n zplisoby.

UkaZme si, jak pouZijeme kombinatorického pravidla souctu v konkrétnim pii-
kladé.

Priklad 1. Turista pldnuje vystup na Hnédy vrch (obr. 1.1). Pojede viakem a miize
vystoupit ve stanici A nebo ve stanici B. Kolik riiznych cest vede na vrchol?

Obrazek 1.1: Turistické cesty na Hnédy vrch

Vystoupi-li turista z vlaku ve stanici A, nemiiZe soucasné vystoupit ve stanici B
a naopak (tj. mnoziny cest ze stanic A a B jsou disjunktni a miiZzeme pouZit pravidlo
souctu). Ze stanice A vedou na vrchol tfi cesty, ze stanice B vedou k vrcholu Ctyfi
trasy. Celkem md tedy turista 3 +4 = 7 moznych cest na vrchol.

Vzhledem k tomu, Ze 1ze najit sjednoceni i n€kolika mnoZin (vice nez dvou), plati

wev s

i obecnéjsi verze kombinatorického pravidla souctu:

Kombinatorické pravidlo souctu (obecna verze).
Pokud Zddné dvé z mnoZin Ay,Az,...,Ar nemaji spolecny prvek (fikdme, Ze jsou
po dvojicich disjunktni) a je-li |A1| = ny, |A2| =na, ..., |Ak| = m, pak je pocet
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vSech moZnych zpiisobi, jak Ize vybrat jeden prvek z jejich sjednoceni, tj. z mnoZiny
A1UARU...UAy, roven

ny+ny+...+ng.

Priklad 2. Na obr. 1.2 stoji figurka v cerveném vrcholu a pohybem ve sméru Sipek
se md presunout do modrého vrcholu. Kolika riiznymi zpiisoby to Ize udélat, tj. kolik
existuje riiznych cest vedoucich z erveného do modrého vrcholu?

/? ??
v
O—0O—0—0—0

C[){([D/Q/Q/C])

Obrazek 1.2: Mozné sméry pohybu figurky

Z obr. 1.2 je ziejmé, Ze figurka se milize pfesouvat ve tfech smérech — vpravo,
vzhtru a ,,vpravovzhiru“. Do Sedivého bodu muze figurka dorazit jen z bodl vy-
znacenych na obr. 1.3. NapiSeme-li do kazdého z krouzkii pocet cest, které do néj
vedou, pak pocet cest vedoucich do Sedivého vrcholu je piikladem kombinatorického

pravidla souctu (n| +ny + n3).

l
@/@

Obrazek 1.3: Pocet cest vedoucich do Sedivého vrcholu

Nyni je jiz feSenf ptikladu 2 snadné. Postupné dostdvame
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Z obr. 1.5b vidime, Ze z Cerveného vrcholu do modrého vede celkem 106 riiznych
cest.

Kombinatorické pravidlo sou¢tu miizeme pouZit i ve slozit&jSich ptipadech, jak
ukazuje nésledujici priklad.

Piiklad 2. Kolika riznymi zpusoby Ize vyjit 10 schodii, pokud déldme jen kroky
a ,,dvojkroky“?
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n-1

n-2

Obrazek 1.6

Oznaéme f(n) pocet zpusobu, kterymi lze vyjit n schodd. Pfredstavme si, Ze
stojime na ntém schodu (obr. 1.6). Vzhledem k tomu, Ze miZeme pouZivat jen kroky
a dvojkroky, tak jsme pfisli bud krokem z (n — 1)niho schodu, nebo dvojkrokem
z (n—2)hého schodu. Tyto moZnosti se navzdjem vylucuji. Tedy pocet zpisobd,
kterymi lze vyjit n schodi, je podle kombinatorického pravidla souctu roven

fn)=fn—=1)+f(n-2). (1.1)
Hodnotu f(10) vypoéitdime s uzitim (rekurentniho) vztahu (1.1). Uréime nejprve
hodnoty f(1) a f(2). Jeden schod mizZeme vyjit jen jednim zpisobem, tj. f(1) =
= 1. Dva schody miizeme vyjit dvéma riznymi zpisoby (dvéma kroky nebo jednim
dvojkrokem), tj. f(2) = 2. Postupnym dosazovanim do vztahu (1.1) dostdvame

fBR)=rQ)+f(1)=3, f(4)=fB)+f2) =5, f(5)=f(4)+f(3) =38,

F(6) = F(5)+F(4) = 13, f(7) = f(6)+ f(5) =21, f(8) = f(7)+ f(6) =34,
F9) = F(8)+£(7) =55, f(10) = £(9) +F(8) = 8.

Kombinatorické pravidlo soucinu
Mdme dvé mnoziny A a B takové, Ze |A| = m a |B| = n. Pak pocet uspofddanych dvojic
[O, )], ve kterych O piedstavuje libovolny prvek z mnoZiny A a & libovolny prvek
z mnoZiny B, je roven soucinu m - n.

UkaZme si, jak pouzijeme kombinatorického pravidla soucinu v konkrétnim pii-
kladé.
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Priklad 4 (modifikace prikladu 1). Turista pldnuje vylet na Hnédy vrch (obr. 1.7).
Pojede viakem do stanice A, vystoupi na vrchol a sestoupi do stanice B. Kolika riiznymi
cestami muiZe vylet uskutecnit?

Obrazek 1.7: Turistické cesty na Hnédy vrch

Ze stanice A vedou na vrchol tfi trasy a z vrcholu vedou do stanice B Ctyfi trasy.
Podle kombinatorického pravidla souc¢inu ma4 turista celkem 3 -4 = 12 moZnych cest.

Problém miizeme feSit i systematickym vypsdnim vSech moZnosti, coZ 1ze zna-

T AU N
A N
NN, N

Obrazek 1.8: Systematické vypsani v§ech mozZnosti

a je tedy zfejmé, Ze turista m4 skutecné 12 moznych cest.

Dalsi mozZnosti, jak urcit pocet rtiznych cest, je uZiti tzv. stromu.

TN N

Obrazek 1.9: Strom
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Prvni ,,vétveni‘ reprezentuje tfi trasy vedouci vzhiru, ke kazdé z nich mizeme priradit
Ctyfi trasy vedouci dold (druhd hladina vétveni). Celkem md strom 3 -4 = 12 vétvi,
tj. existuje celkem 12 rznych cest.

Podobné jako v pripadé kombinatorického pravidla souctu existuje i pro kombi-
natorické pravidlo sou¢inu obecné;jsi verze.

Kombinatorické pravidlo soucinu (obecna verze).

Je-li|Aj| =ny, |Az2| = ny, . . ., |Ak| = ng, pak pocet viech moZnych zpuisobii, jak Ize vy-
tvoFit usporddanou ktici objektii [ay,ay, . .. ,ai] tak, aby a; € Ay,a; € A, ..., a; € Ay,
je roven

ny-ny-...-ng.

Priklad 5. Kolik existuje péticifernych prirozenych Cisel, ve kterych se Zddnd Cislice
neopakuje?

e Pro prvni &islici (Fad desetitisici) mame 9 moznosti — 1,2, 3,4,5,6,7,8 a9
(nemiiZe tam byt nula).

e Pro druhou ¢&islici (¥4d tisicd) mame také 9 moznosti (miZeme pouZit nulu, ale
nemuzeme pouZzit ¢islici vybranou na prvni misto).

e Pro tieti ¢islici (fad stovek) mame 8 moznosti (nemiZeme pouZit cifry na prvnim
a druhém miste).

e Pro ¢tvrtou Cislici (fad desitek) mame 7 moZnosti (nemiZzeme pouzit cifry na
prvnim, druhém a tfetim misté).

e Pro ¢tvrtou Cislici (fad jednotek) mame 6 moznosti (nemtizeme pouzit cifry na
prvnim, druhém, tfetim a ¢tvrtém miste).

Podle kombinatorického pravidla soucinu existuje celkem 9-9-8-7.-6 =27 216 pé-
timistnych prirozenych ¢isel, ve kterych se zadna ¢islice neopakuje.

Reseni n&kterych piikladi vyZaduje pouZiti obou kombinatorickych pravidel.

Priklad 6. Kolik prirozenych Cisel mensich neZ 100 000 md vSechny Cislice rizné?
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Vsechna prirozena ¢isla mensi nez 100 000 si rozd€lime do 5 disjunktnich skupin.
V prvni skupiné budou ¢isla jednocifernd, ve druhé dvojcifernd, . . . , v paté budou Cisla
péticiferna. V kazdé skupiné urc¢ime pocty Cisel vyhovujicich zadani a jejich soucet
bude (podle kombinatorického pravidla souctu) poc¢tem hledanych ¢isel. K nalezeni
poctu vyhovujicich ¢isel v kazdé skupin€ pouZijeme kombinatorické pravidlo souc¢inu
(srovnej pfiklad 5).

e Péticifernych &isel vyhovujicich zadéni je (podle pfikladu 5) 27216.

e Analogicky vypocitime pocet Ctyfcifernych Cisel jako 9-9-8-7 = 4536.
e Podobné dostaneme pocet trojcifernych ¢isel jako 9-9 -8 = 648.

e Dvojcifernych ¢isel je 9-9 = 81.

e Jednocifernych ¢isel je 9 (1,2, ..., 9).

Celkem tedy mdme 27216 44536 + 648 + 81 + 9 = 32490 ¢&isel, kterd vyhovuji
zadanf tlohy.
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Cviceni a ulohy k lekci 1

1) Kolika riznymi zpisoby lze vybrat jeden prvek z mnoZiny AU B, pokud A =
={a,c,v,d} aB={g,1,®,%,23}? (10 bod1)

2) Kolik existuje riznych cest vedoucich (ve sméru $ipek) z cerveného do modrého
vrcholu? (10 bodu)
00005
T INUNINO N
0O~0—0 0O—0-0
INT LT

3) Kolik existuje riiznych ¢tverct, které maji vSechny vrcholy ve vyznacenych bodech
¢tvercového pole?

a) UvaZujte pouze Ctverce, jejichZ strany jsou rovnobéZné s hranicemi pole (dva

takové jsou na obrazku). (10 bodu)
b) Uvazujte libovolné ¢tverce (strany nemusi byt rovnobéZné s hranicemi pole).
(10 bodt)

4) Reste predchozi dlohu s &tvercovym polem s z X 1 body. (30 bodit)
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5) Kolika riznymi zptsoby lze vyplatit ¢astku 15 K¢ pomoci korunovych a dvouko-
runovych minci? (10 bodtr)

6) Kolika rtiznymi zpisoby lze vyjit 12 schodil, pokud délame kroky, ,,dvojkroky*
a ,trojkroky*? (10 bodi)

7) Kolik péticifernych pfirozenych ¢&isel, ve kterych se Zaddna Cislice neopakuje, je
délitelnych tremi? (10 bodu)



Lekce 2. Pokracujeme v kombinovani

V predeslé lekci jsme se sezndmili se dvéma zdkladnimi kombinatorickymi pravidly
— pravidlem souctu a pravidlem soucinu. Pfipomenime si, Ze pro uZiti pravidla souctu
bylo nutné, aby Zaddné dv€ z mnoZin Aj,A,,...,A; nemély spolecny prvek. Tento
predpoklad je vSak v praxi velmi omezujici. Zajima-li nds napiiklad, kolik Zdka ve
tfid€é jezdi na kole (mnoZina A;), lyZuje (mnoZina A,) nebo plave (mnoZina A3), je
velmi pravdépodobné, Ze néktefi zaci provozuji vice sportt, a tedy se vyskytuji ve vice
mnoZinich. V takovém piipadé nejsou uvedené mnoZiny po dvou disjunktni a celkovy
pocet zaku tiidy nelze urcit jako ,,prosty”’soucet poctu zaki v jednotlivych skupindch.
Ne?z ptistoupime k obecnému feSeni, rozebereme nejprve situaci dvou a tff mnoZzin.

1. V pfipadé dvou mnoZzin A a B si mliZeme snadno zndzornit celou situaci na obrazku.

A B 4 B 4 B

a) b) c)
Obrazek 2.1

Pocet prvkii mnoZiny A U B je dan souétem poctu prvki mnoziny A (obr. 2.1a)
a po¢tu prvkd mnoziny B (obr. 2.1b). Je ale zfejmé, Ze tim prvky, které jsou obéma
mnoZindm spole¢né, tj. prvky z mnoZiny , (obr. 2.1c) jsou zapocteny dvakrat.
Poprvé je zapocteme jako prvky mnoZiny A, podruhé je zahrnujeme jako prvky
mnoZiny B, proto musime takové prvky zase odecist. Dostaneme tak vysledny
vzorec

|AUB| = |A|+ |B| —|ANB].
2. V piipadé tif mnozin A, B a C je situace nalezeni vzorce pro vypocet |[AUBUC]|

miZeme postupné sledovat, kolikrat jsou prvky z dané oblasti zahrnuty.

13
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ABABAB
L

a) |A| b) |A| +|B] o) |A|+|B]+C|
Obrazek 2.2

Z obr. 2.2¢) vidime, Ze
|AUBUC| # |A| +|B| +]C|,

nékteré prvky jsou zapocteny dvakrat, prvky mnoziny A N BN C dokonce tfikrat.
Provedeme prvni ,,opravu‘ a postupné budeme odecitat prvky spole¢né dvéma
mnoZzinam, nejprve mnoZindm A a B (obr. 2.3a), pak A a C (obr. 2.3b) a nakonec B
a C (viz obr. 2.3¢).

A A B4 A B 4 A B
NN

a) JANB| b) |[ANC| ¢) |BNC|
Obrazek 2.3

Z obr. 2.3¢) je patrné, Ze prvky mnoZiny A N BN C nejsou nyni zahrnuty, a proto
je musime znovu pridat. Hledany vzorec je tedy tvaru

JAUBUC| =|A|+ |B|+|C|—|ANB|—|ANC| —|BNC|+]ANBNC|. (2.1)
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3. Analogicky se odvodi i vzorec pro k mnozin Aj,A,,...,A; a plati:

’A1UA2U...UA]<|:|A1‘+’A2’+...+|Ak’—
— |A1 ﬁAz‘ — |A1 ﬁA3‘ — .. — |Ak_1 ﬂAk| +
+ |A1 NAy ﬂA3| + ...+ |Ak_2 NAr_1 ﬂAk| - (2.2)

+ (=D NA nAy N NA
Vzhledem k tom, Ze v pfedchozim vzorci nejprve zahrneme vSechny prvky, pak
vylou¢ime prvky spole¢né dvéma mnoZindm, nisledné zahrneme vSechny prvky spo-

le¢né tfem mnoZindm atd., nazyva se tento postup principem inkluze a exkluze.

Pri feSeni konkrétnich piikladi vyuzivajicich principu inkluze a exkluze byva
uzite¢né znazornit si celou situaci na obrazku pomoci tzv. Vennovych diagramii.

DL
c A r ya
B C I/ \_/)< \\
I I
O 1
X X
B L J
a) Vennlv diagram pro 4 mnoZiny b) Vennliv diagram pro 6 mnoZin
Obrazek 2.4

Priklad 1. Ve t7idé je 31 Zdku, 18 z nich se u¢i némecky, 16 spanélsky a 12 francouzsky.
Sedm Zdkii se uci némcinu i Spanélstinu, devét zZdkii se uc¢i némcinu i francouzstinu
a 5 Zdkii se uci Spanélstiné spolu s francouzstinou. Dva Zdci se neuci Zddny z téchto
tFi jazykii. Kolik Zdkii se naopak uci vsechny t¥i jazyky?
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1. FeSeni. Vzhledem k tomu, Ze mdme tfi mnoZiny (tfi rizné jazyKy), pouzijeme vzorec
(2.1) ve tvaru

INUSUF| = |N|+|S|+|F|—=|INNS|—|INNF|—|SNF|+|NNSNF]|.
Jelikoz je ve tiid€ je 31 zakut a dva z nich se neudi Zadny z uvedenych jazyki, tak
INUSUF|=31-2=29.

Ze zadani plyne, Ze [N| =18, |S| =16, |[F| =12, [NNS| =7, [NNF| =9, |SNF|=5.
Po dosazeni do vySe uvedeného vztahu dostaneme

29=18416+12—-7—-9—-5+|NNSNF]|.

Odtud plyne, Ze
INNSNF|=4.

Ctyfi zéaci se u¢i vSem tfem jazykdm.

2. feSeni. Neznamy pocet zaki studujicich vSechny tfi jazyky oznacime x, vyjadiime
zbyvajici poéty zdki pomoci x a pouZijeme Vennilv diagram pro tfi mnoZiny (viz

obr. 2.5).
Ve R N
N
Obrazek 2.5: Vennltiv diagram pro tfi mnoziny
Z rovnosti

x+(T-x)+O0—-x)+B—-x)+x—-2)+(x+2)+ (x+4)+2 =31

snadno vypocteme, Ze x = 4.
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Priklad 2. Kolik &isel z mnoZiny S = {1,2,3,...,1000} je délitelnych aspori jednim
zCisel 5,7,9, 11?7

Ozna¢me Dy, = {n € S;k|n}, pak hleddime |Ds UD7UDgUDy;|. S pouZitim vzorce
(2.2) dostaneme

|Ds UD7UDyUDy1| = |Ds|+[D7| + |Do| +[D11] —
— |D5 ﬂDﬂ — |D5 ﬂD9| — |D5 ﬂD11| —
—|D7NDy| — |D7N0Dy1| — |DeN Dy |+ (2.3)
+|D5 N D7 ﬁD9|+ ’D5 N Dy ﬂD11|+ ’D5 M Dg ﬂD11|+
+|D7 ﬁDgﬁD]]’— |D5 N .D7M Dy ﬂD11|

Vzhledem k tomu, Ze Dy = [ 19|, kde |x] znagi celou &4st &isla x, tj. nejvetsi celé
¢islo, které je mensi nebo rovno Cislu x, postupné dostdvame

1000 1000

Ds = {SJ = [200] = 200, Dy = L7J = |142,85] = 142,
1000 1000

Do — {9J = [111,11] =111, Dy = {HJ = [90,90] = 90.

Nyni musime ur¢it |[Ds N D7|, |Ds N Dy, atd. Z vlastnosti délitelnosti pro nesoudélna
¢isla p a g plyne, Ze

[Dp N Dy| = |Dp.gl.
Odtud vypocitdme

1000
‘Ds ﬂDﬂ = ’D35‘ = \‘?’SJ = |_28,57J =28.
Analogicky dostaneme |D5 ﬁD9| =22, |D5 ﬂD11| =18, |D7 ﬂD9| =15, ’D7 ﬁD11| =
= 12, ‘Dg ﬁD11| = 10. Podobné urcime |D5 N Dy ﬂDg‘ =3, |D5 N Dy ﬂDH’ =2,
‘D5 N Dy ﬁD11| =2, |D7 N Dy ﬂD11| =1 a nakonec i |D5 N D7 M Dy ﬁD11| =0. Po
dosazeni do (2.2) ziskame
|DsUD7UDgUD;;| =200+ 142+ 111+90—-28 —22—18—15—12—10+

+342+42+1—0=446.

Celkem existuje celkem 446 takovych Cisel.
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Nez budeme pokracovat v dal§Sim vykladu, vysvétlime si, kdy a podle jakych
kritérii se v kombinatorice povazuji skupiny prvki za rizné. Klasifikace skupin
probihd v zdsadé podle téchto dvou vlastnosti:

1. ZdleZi nebo nezdleZi na uspordddni prvkii ve skuping, tj. jde o uspofddanou,
nebo neuspotfadanou skupinu prvkia? Napfiklad potadi, v jakém dobéhli zavod-
nici do cile, je dilezité, také ¢isla 58 a 85 jsou riizna (zédleZi na poradi Cislic), atd.
Naproti tomu pfi losovani Cisel ve sportce hradce zajim4 jen Sestice vitéznych
¢isel, ale nikoli potadi, v jakém byla ¢isla z osudi vylosovéana.

2. Mohou, nebo nemohou se prvky ve skupiné vyskytovat vicekrdt, tj. jde o sku-
pinu bez opakovdni, nebo o skupinu s opakovdnim prvkii?

Zabyvejme se nejprve konfiguracemi prvkd, u kterych zédleZ{ na pofadi prvka ve
skupiné, tedy jde o uspofddanou skupinu prvki a zaroveti se zadny prvek neopakuje.
Zacneme piikladem.

Priklad 3. Mdme ctyri esa O M a kaidému ze dvou hrdcii dame jednu kartu. Kolika
riiznymi zpiisoby to lze udélat?

Prvnimu hraci vybirdme jednu kartu ze 4 karet (4 zplsoby), druhému vybirdme jednu
kartu ze ti{ zbylych karet (3 zplsoby), tedy podle kombinatorického pravidla souc¢inu
dostaneme, Ze je celkem

4.3=12

rtiznych zplsobi. Kombinatorické pravidlo souc¢inu si miZzeme také znazornit pomoci
stromu na obr. 2.6.

Obrazek 2.6: Strom moznosti demonstrujici pravidlo soucinu
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Ke stejnému vysledku dojdeme i systematickym vypsanim vSech moznosti (obr. 2.7):

CURNORUCNON

Obrézek 2.7: Systematické vypsani viech mozZnosti

I kdyZ by se mohlo zdit, Ze systematické vypisovani jednotlivych moZnosti je me-
toda ponékud primitivni, je jeji pouziti v mnoha ohledech uzite¢né. Zejména v ulohach
mensiho rozsahu umoZiiuje tento postup ovéfit, zda je nalezeny vztah spravny, ¢i ni-
koli.

Co bylo v piikladu 3 podstatné?

1. Zalezelo na poradi prvki (je rozdil, kdyz hra¢ dostane ¢, nebo kdyz dostane
»).

2. KaZzdy prvek se pouZije nejvyse jednou.

3. Prvky se neopakuji (kazda karta je jind).

Podobné postupujeme, pokud pfifazujeme z bali¢ku n riznych karet kazdému z k
hracd (k < n) jednu kartu. Tedy v obecném piipadé, pokud vybirdme k prvki z n
(riznych) prvki a rozliSujeme pofadi vybranych prvki, muzeme to udélat celkem
Vi(n) raznymi zpisoby, kde

Vitn)=n-(n—1)-(n=2)-...-(n—k+2)-(n—k+1).
Takové konfigurace nazyvame variace k-té tiidy z n prvkii (bez opakovdni). Ve speci-
alni pfipadé, kdy n = k, oznacujeme variace n—té tiidy z n prvki (bez opakovani) jako
permutace z n prvkii. Permutace je tedy uspofdadand n—tice sestavend z n prvki tak,

7e kazdy se v ni vyskytuje prave jednou. Pocet viech moZnych permutaci n—prvkové
mnoZiny oznaujeme P(n) a plati:

Pn)=n-(n—1)-(n—2)-...-3-2-1. (2.4)
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Modifikaci piikladu 3 dostaneme piiklad na hledani poctu permutaci.

Priklad 4. Mdme Ctyri esa OB a kaZdému ze CtyF hrdcii ddme jednu kartu. Kolika
riiznymi zpiisoby to lze udélat?

Prvnimu hraci vybirame jednu kartu ze 4 karet (4 zptsoby), druhému vybirame
jednu kartu ze tfi zbylych karet (3 zpiisoby), tfetimu vybirdme jednu kartu ze zbylych
dvou karet (2 zptisoby) a ¢tvrtému dame posledni kartu. Pouzitim kombinatorického
pravidla sou¢inu dostaneme, Ze je celkem

4.3.2.1=24

riznych zptisobu, jak to 1ze udélat. Kombinatorické pravidlo soucinu miZzeme zna-
zornit pomocfi stromu na obr. 2.8.

Obrézek 2.8: Strom moZnosti demonstrujici pravidlo sou¢inu

Vzhledem k tomu, Ze vyrazn-(n—1)-(n—2)-...-3-2-1 je ponékud tezkopadny,
zavadime pro celé nezdporné ¢islo n funkci n!, kterd se nazyva faktoridl

n=n-(n—1)-(n—=2)-...-3-2-1.

Symbol n! (¢teme ,,en faktoridl*). Pro ¢islo O dodefinujeme 0! = 1. Vidime, Ze n! je
soucinem vSech prirozenych ¢isel od 1 do n. Pro lepsi predstavu si vypiSme hodnoty
funkce faktoridl nékolika pocatecnich Cisel.
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0r=1 6! =720

I'=1 7!=5040
21=2 8! =40320
31=6 9! =362 880
41=24 10! =3628 800
5!=120 11!1'=39916 800

Vidime, Ze jiZz pro mala n nabyva funkce n! velkych hodnot.

Piiklad 5. Kolik je 51%;?

Postupnymi dpravami dostdvame

10! 100 10-9-8-7-6-5-4!

SI+4] 5-41+41 4-511) 0-9-8-7-5=25200
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Cviceni a ulohy k lekci 2

1) Ulohy A, B, C fesilo celkem 140 zaki. Ulohu A vyfesilo 80 7akd, dlohu B vyfesilo
70 74ki a tlohu C zvlddlo 50 Zakt. Ulohu A a zdroveti B vyiesilo 40, tlohu B
a zarover C spocitalo 30, dlohu A a zaroveni C vyfesilo 30 Zakd. VSechny tfi tlohy
vyfesilo 20 zaki. Kolik Zdkd nevyfesilo ani jednu tlohu? (10 bodu)

2) Kolik &isel z mnoziny S = {1,2,3,...,5 000} je délitelnych asporii jednim z Cisel

5,7,9, 12 nebo 15? (20 bodu)
3) Osm kamaradu si koupilo listky do divadla. Kolika riznymi zptsoby si mohou
sednout? (10 bodu)
4) Kolik existuje riznych zamichéni balicku 32 maryasovych karet? (10 bodt)

5) Kolika riznymi zptisoby 1ze ve $kolni jidelné postavit do fronty 29 zaki (17 divek,
12 chlapcti), pokud vite, Ze divky ptjdou pied chlapci? (10 bodi)

6) Reste rovnici

(n—1)! (10 bodt)

7) Kolika nulami kon¢i ¢islo 2018!? (30 bodu)
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V predchozi lekci jsme se sezndmili s pojmy variace kté tfidy z n prvkii (bez opako-
vdni) a permutace n prvkové mnoZiny (bez opakovdni). V obou piipadech jsme tedy
nepfipoustéli moznost opakovani jednotlivych prvki. V mnoha praktickych piipa-
dech je vsak takova podminka nesplnitelnd (napf. v ¢isle 2021 se opakuje Cislice 2,
v bali¢ku je vice srdcovych karet, atd.), a proto se nyni budeme vénovat situacim,
v nichz pfipustime opakovani né€kterych prvki. Zacneme piikladem.

Priklad 1. Z krabice, ve které jsou ctyvi kostky M B B | vylosujeme jednu kostku.
Pak ji vrdtime zpét do krabice a znovu vylosujeme jednu kostku. Kolik existuje riiznych
vysledkii losovdni, pokud rozliSujeme i potadi vylosovanych kostek (tj. vysledky Il B
a B W povaZujeme za rizné).

V prvnim losovdni vybirdme jednu kostku ze Ctyf (tj. 4 moZnosti), ve druhém
tahu je situace zcela analogickd. Podle kombinatorického pravidla sou¢inu dostaneme
celkem

4.4=16

riznych vysledkl losovani. Kombinatorické pravidlo soudinu si miZeme zndzornit
pomoci stromu na obr. 3.1.

Obrézek 3.1: Strom pro losovéani dvou kostek (s vracenim)

Podobné bychom postupovali v pfipadé n rtiznobarevnych kostek a k losovani.
Tedy v obecném piipadé, pokud kkrat vybirdime jeden prvek z n riznych prvki
a rozli§ujeme pofadi vybranych prvkd, Ize to udélat celkem V/(n) riznymi zpisoby,

23
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kde
V/(n) = n*.

Takové konfigurace nazyvame variace k-té tridy z n prvkii s opakovdnim.

V piedeslé lekci jsme se naudili vypocitat P(n), pocet permutaci nprvkové mno-
Ziny (bez opakovani). Nyni si ukdZeme, jak se uréi pocet permutaci P'(n) nprvkové
mnoziny v piipade, Ze se ne¢které prvky opakuji. Za¢neme motivacnim piikladem.

Priklad 2. V krabici je 12 kouli t7i riznych barev . VSechny koule
postupné po jedné vytdhneme a poloZime vedle sebe do rady. Kolik je vsech moZnych
riiznobarevnych konfiguraci, které takto miiZeme dostat?

Pokud bychom chtéli vyuZit vzorec pro pocet permutaci nprvkové mnoZiny (bez
opakovani), musely by byt koule téZe barvy rozliSitelné, abychom dostali navzajem
rizné prvky. To miZzeme zajistit tak, Ze si koule jednotlivych barev ,,formalné* o¢islu-
jeme (obr. 3.2).

Obrazek 3.2: Oc¢islovani barevnych kouli

Nyni mame rozliSitelné koule, které 1ze uspotradat do fady (permutovat) celkem
(3444 °)! riznymi zpusoby (poet permutaci bez opakovani). Sest z nich je na
obr. 3.3

2000088 ) L9903 @:ID
LJGLJLALJ QLJQA QOJ uou A4 eue g@
LJQLJLALJ OLJQ QJ@ L_Jeu A4 eue LOJ@

Obrazek 3.3
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a je ziejmé, Ze (odhlédneme-li od ¢islovani kouli) vSechny predstavuji stejny vysledek
usporadani 12 kouli do fady. Na konkrétnich tfech mistech v fadé mtizeme tfi modré
koule prehdzet 3! = 6 riznymi zpusoby (obr. 3.4), které vSak piedstavuji jen jednu

konfiguraci.

Obrazek 3.4: Usporadani tif kouli na tfech danych mistech

Podobné ¢tyti Cervené koule 1ze prehdzet 4! riiznymi zpiisoby a pét Zlutych kouli
miZeme navzdjem vymeénit 5! zpisoby. Pocet vSech rtiznobarevnych kombinaci je
tedy roven

(3+4+5)!
31.41.50

Konfigurace tohoto typu nazyvame permutace s opakovdanim.

Permutace s opakovdnim z n prvkii je usporddana ktice, v niZ se kazdy z n prvkid
vyskytuje aspon jednou. Oznaéme ij,i,...,i, poCet opakovani prvniho, druhého,
..., ntého prvku. Pak i; +i» +...+1i, =k > n a pro pocet permutaci s opakovinim
nprvkové mnoziny plati vztah

(i1 +ia+...+ip)!

P (niy,in,... i) = —— .
(311,02 ) i) cigl e iy

Variace a permutace (s opakovanim i bez) predstavuji usporadané ntice prvkd,
ve kterych zdleZi nejenom na tom, jaky prvek se v dané ntici objevil, ale i na jakém
mist&, tj. pokud se 1i§i poradi prvki, povaZzujeme takové konfigurace za rizné. Casto
se ale setkdvame se situacemi, kdy poradi prvki v ntici neni dileZité nebo ani nelze
urcit. Napft.

e pro poslance je podstatné, Ze byl zvolen, ale na kolikdtém misté v pofadi neni

az tak dulezité,

e pii vsazeni sportky je dilezita Sestice zaSkrtnutych (vsazenych) Cisel, poradi,

v jakém jsme Cisla na kuponu zaskrtli, nema zadny vyznam,

e vylosujeme-li soucasné nékolik kulicek z osudi, nelze urcit poradi, v jakém

byly vylosovany, atd.
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Konfigurace, v nichZ pofadi prvkt nemd Zadny vyznam, nazyvame kombinace.

KaZdou k prvkovou podmnoZinu n prvkové mnoZiny nazyvame k prvkovou kom-
binaci (bez opakovdni) z n prvkové mnoZiny. PoCet takovych kombinaci znac¢ime Cy(n)
a k nalezeni vzorce vyjdeme z nisledujicitho motiva¢niho prikladu.

Piiklad 3. Alena, Bedrich, Cyril, Dana a Eva chtéji mezi sebou vybrat dvojici na
myti nddobi. Kolik riiznych dvojic mohou vybrat?

Je zfejmé, Ze pro konkrétniho ¢lovéka ma vyznam jen to, zda byl vybran, nebo ne.
Nehraje zdsadni roli, zda-li byl vybran jako prvni nebo jako druhy (na nddobi musi tak
jako tak). Zajiméa nds, kolik je dvouprvkovych kombinaci bez opakovani (ve dvojici
nemuze byt nikdo vicekrat) z pétitiprvkové mnoziny {A,B,C,D,E}. Pfedstavme si,
Ze méame tii bild kolecka a dvé Cervend. Kazdé z déti dostane jedno kolecko a ti dva,
ktefi maji Cervena kolecka, pijdou myt nddobi. PocCet riznych dvojic je roven poctu
riznych zpisobt, kterymi si mizZe pét déti navzajem ,,povyménovat* tii bild a dvé
¢ervend kolecka. Podle vySe uvedenych tvah jde tedy o permutace s opakovanim,
z ¢ehoZ plyne

5!
21-31
Ke stejnému zavéru, tj. Ze je celkem 10 riznych dvojic, dojdeme i metodou ,,syste-
matického vypsani vSech moZnosti* (obr. 3.5).

00 WOLEH WEOO®
00 WKL WEBOL®
00 LWOOL® WHOO®
L OGO

Obrazek 3.5: Systematické vypsani v§ech moznosti

C>(5) =P(5;2,3) = = 10.

Analogickou tvahu jako v prfikladu 3 miZeme udé€lat pro libovolné n a k. Pak
dostaneme

n!
Ck(n) :P(n,k,n—k) = m

Pro zlomek #Lk), se pouZzivd symbol (Z), ktery se Cte ,,en nad kd* a nazyva

s o ws

se kombinacni Cislo. Kombinaéni ¢islo ma fadu vlastnosti, které vyrazné usnadiiuji
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feSeni konkrétnich prikladt. V ramci otdzek k této lekci si mtiZzete vyzkouset dokdzat

wev s

nejdilezitéjsi z nich.

Diive nez se pustime do dal$ich kombinatorickych tvah a odvozovani vzorcd,
seznamime se s Galtonovou deskou, kterd nam pomuzZe fadu vztahl odhalit i dokézat.
Galtonova deska ma sklopné viko s né€kolika fadami kolikd. Kuli¢ka vhozena do hor-
niho otvoru (ve sméru Sipky) pada dold, nardZ{ na kolicky a ty ji ndhodné odrazi bud
vlevo dolti (), nebo vpravo doli (), aZ skon¢i v nékteré z dolnich pfihradek. Kon-
krétné Galtonova deska na obr. 3.6 ma sedm fad koli¢kil a osm pfihradek oznacenych

Cisly 0, 1, ..., 7.

Obrazek 3.6: Galtonova deska

Kurceni poctu riiznych cest kulicky, které vedou k danému kolicku nebo prihradce,
uzijeme kombinatorického pravidla souctu. Schématicky je toto pravidlo pfipomenuto
na obr. 3.7.

jestlize sem vede j tras 1 @ sem vede k tras

4P

% pak sem vede j+Fk tras

Obrazek 3.7: Pocty tras kulicky na Galtonové desce
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Na obr. 3.8a mame schématicky znazornén mozny pohyb kuli¢ky po Galtonové
desce. S vyuZitim kombinatorického pravidla sou¢tu dostaneme obr. 3.8b, kde kazdé
¢islo v, koleCku® je poctem mozZnych tras kuli¢ky, které vedou k danému kolicku.

s

Takto vznikly ¢iselny trojihelnik nazyvame Pascalovym trojiihelnikem. Pascalllv troj-
thelnik ma fadu uZitecnych vlastnosti, se kterymi se postupné seznamime.

. ®
{ % OO
OO0
S9N OO0
OO @D
OO OGO
: DOBODB GO
ooEeEeme

ol

a) Galtonova deska b) Pocty cest ke koli¢kdim a do prihradek
Obrazek 3.8

Kuli¢ka mé pfi prichodu kazdou fadou kolickti dvé mozZnosti (,/ nebo ), jak
pokracovat déle. Podle kombinatorického pravidla soucinu je zfejmé, Ze soucet vSech
moznych cest kulicky vedoucich do libovolné vrstvy kolickl je mocnina ¢isla 2.
Skutecné, kdyZz s¢itdme Cisla v fddcich Pascalova trojihelniku, postupné dostdvdme

1+1=2!
14+24+1=4=22
14+3+3+1=8=2
1+44+6+4+1=16=2"

Predstavme si Galtonovu desku majici n fad kolickd. Na takové desce skonéi
kulic¢ka v prihradce k pravé tehdy, kdyz & jejich krokti vede vpravo dold . K ureni
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poctu vSech cest vedoucich do kté prihradky postaci mezi n vrstvami kolicku vybrat
k takovych, na kterych se kulicka odrazi vpravo \, (pfi prichodu ostatnimi vrstvami
kolicki se kulicka odrazi vlevo ). To Ize udélat () zpiisoby, nebof vybirdme k prvkii
z n bez ohledu na potadi (k prvkovd kombinace z n prvkové mnoZiny). Do pfihradky
s ¢islem & tedy vede (}) cest, k=0,1,2,...,n. Pak Ize Pascaliiv trojihelnik zndzornit
také ve tvaru na obr. 3.9).

Obrazek 3.9: Pascallv trojihelnik pomoci kombinaénich ¢isel

Porovnanim dvou riznych vyjadfeni Pascalova trojihelniku (obr. 3.8b a obr. 3.9)
muiZeme odvodit fadu algebraickych identit, které obsahuji kombinac¢ni ¢isla. Nékteré
z nich jsou v otdzkdich k této lekci.



30 Pravdépodobnost kolem nds (Pavel Tlusty)

Cviceni a ulohy k lekci 3

1) DokaZte, Ze plati:

b ()= () =n
9 (1) = ("% B
d) (Z) + (k—ril-l) = (Z+1)
(10 bodt)
2) Dokazte, Ze plati:
n n n\ _on
0 + | +...+ ne1 + =
(10 bodt)

3) Zdavodnéte, zZe

a) v Pascalové trojihelniku na obrdzku jsou tzv. ,, hokejky “, tj. plati, Ze soucet
¢isel v drzadle hokejky je roven Cislu na ¢epeli hokejky.

1+3+6+10=20

nebo
1+6+21+56+126+252+462 =924

(20 bodt)
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b) obecné plati pro ,, zelené hokejky* (vrSek drzadla se dotyka levé strany Pas-
calova trojihelniku) rovnost

(-2 1)

(20 bodt)
c¢) obecné plati pro , cervené hokejky* (vriek drzadla se dotyka pravé strany
Pascalova trojihelniku) rovnost

(1) =G+ o) e ()

4) Dokazte, Ze v Pascalové trojihelniku jsou ,,kyticky “, u kterych je soucin ¢isel na
Cervenych listcich roven soucinu ¢isel na zelenych listcich, tj.

(20 bodi)

plati:

(20 bodii)



Lekce 4. Pravdépodobnost nahodného jevu

Pod pojmem pocet pravdépodobnosti si vétSina lidi pfedstavi problematiku hazard-
nich her, sportku, ruletu, sdzeni a podobné&. Je to pravda jen ¢aste¢nd. Historicky se
skutecné tato disciplina vyvinula z potfeby zkouman{ rtiznych zékonitosti, které lidé
empiricky objevili pfi hrani hazardnich her. V soucasnosti vSak predstavuje teorie
pravdépodobnosti velmi dileZitou oblast matematiky, kterd jednak tvofi teoreticky
zaklad pro matematickou statistiku, ale ma i Siroké pole praktickych aplikaci.

Cilem této kapitoly je ziskat zakladn{ pfedstavu o zptisobu ,,pravdépodobnostniho*
uvazovani a o metodach feseni elementarnich pravdépodobnostnich tloh. UkdZzeme
si, jak matematicky pracovat s pojmy riziko, Sance, nadéje atd. Budeme se z pohledu
matematiky zabyvat ndhodnymi pokusy, tj. pokusy, jejichz pribéh i vysledek zavisi
na ndhod¢€. Znalost fyzikédlnich zakonti umoZziiuje s jistotou ptedvidat, Ze napiiklad
hodime-li hraci kostku vzhiiru, nakonec (v disledku gravitace) spadne dolti. Neumime
vsak fici, jaké ¢islo bude na horni strané kostky (jaké ¢islo padne). O tom rozhoduje
nidhoda. Pfedmétem poctu pravdépodobnosti je konstrukce a zkoumdni pravdépodob-

nostniho prostoru, ktery predstavuje matematicky model ndhodného pokusu.

NeZ se pustime do feSeni piikladd, musime si nejprve matematicky precizovat
(definovat) nékteré pojmy. Pfedpoklddejme, Ze u kazdého ndhodného pokusu lze pte-
dem urcit vSechny jeho moZné vysledky, které se navzdjem vylucuji, a vZdy nastane
pravé jeden z nich. Jednotlivé vysledky ndhodného pokusu budeme znacit w. MnoZinu
vSech moZnych vysledkit ndhodného pokusu oznaéime Q, tj. Q = {w, 0, ..., ®,}.
V této lekci si vysta¢ime s predpokladem, Ze mnoZina Q je kone¢na mnoZina.

Libovolnou podmnoZzinu mnoZziny Q nazyvame jevem. Ukazme si nékolik piikladi
mnoziny Q pro rizné ndhodné pokusy.
1. Hod minci: Q = {R,L}, R = rub, L = lic.
2. Hod dvéma mincemi: Q = {RR,RL,LR,LL}.
3. Hod hraci kostkou: Q = {1,2,3,4,5,6}, napt. jev A = {padne prvocislo}, tedy
A=1{2,3,5}.

Uvédomme si, Ze v daném pokusu lze uréit tolik riznych jevu, kolik je rtiznych
podmnoZin mnoZiny Q (viz otdzky k 1. a 2. lekci). PodmnoZinou Q je i mnoZina 0,
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kterou nazyvame nemoZnym jevem resp. L, kterou oznacujeme jako jisty jev. Pro jevy
plati podobné vztahy a operace jako pro mnoZiny, jen uZivana terminologie je odli$n4.
e Pokud A C B, fikdme, Ze jev A je podjevem jevu B.
e Pokud je w € A, fikame, Ze vysledek w je priznivy jevu A.
e Opacnym jevem A’ k jevu A nazveme jev, ktery nastane pravé tehdy, kdyz
nenastane jev A.

Ukazme si nové zavedené pojmy na konkrétnim piikladu.

Priklad 1. Hdzime modrou a ¢ervenou kostkou. Sledujme jevy:

A = {padnou dvé stejnd Cisla}, B = {padne soucet 8},

C = {padne soucet vétsi nez 12}, D = {padnou dvé lichd &isla},
E = {na kazdé kostce padnou aspori 4 tecky}, F = {soucet bude sudé cislo},
G = {padne aspori jedno sudé cislo}, H = {padne soucet vétsi nez 1}.

Popiste tyto jevy jako podmnoZiny Q.

Mnozina Q ma celkem 36 prvkd (36 policek tabulky, kde napt. dvojice 25 predsta-
vuje vysledek - na modré kostce padla 2 a na &ervené kostce padla 5). ReSeni prikladu
je na nésledujicim obrazku.

11112]13|14]|15| 16| [11[12[13[14[15]16] [11]12]13]14|15]16| [11[12[13[14][15]16] [11]12]13]14|15]|16| [11[12[13]|14][15]16]
21[22(23|24|25|26| |21|22|23[24[25[26| [21[22]23]|24|25]|26] |21|22|23[24[25(26| [21[22[23|24]|25|26| |21|22|23[24[25(26
31]32|33[34(35|36| [31[32|33]34(35|36| [31]|32|33[34|35|36| [31|32|33[34/35|36| |[31]|32|33[34|35[36| [31]32|33[34|35|36
41(42|43|44|45|46| |41]|42|43[44(45(46| [41[42]|43|44|45]|46] |41]|42|43[44[45[46| [41[42]43|44|45]|46] |41]|42|43[44[45[46
51[52[53|54|55(56| |51|52|53|54[55(56| [51[52]53]54|55(56| |51|52|53[54(55[56) [51[5253|54]55]56| |51/52|53[54[55[56
61]|62|63[64|65|66| [61[62|63]|64(65|66]| [61]|62|63[64|65|66 [61|62|63|64|65|66| |61]|62]63[64|65|66| [61)62]|63[64|65]|66
jevA jev B jev D jevE jev F jev G

Jev C je jev nemozny, jev H je jev jisty. Jevy D a G jsou jevy opacné, tj. D' = G, ale
také D = G'. Jev D je podjevem jevu F.

Nyni si zavedeme klicovy pojem - pravdépodobnostni prostor.

Rozdélenim pravdépodobnosti na mnoziné Q = {®;, @y, ws,...,®,} rozumime
kaZzdou nezapornou funkci p spliiujici podminku

plon)+p(a) +...+ p(w,) = 1.
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Dvojici (Q,p) nazveme pravdépodobnostnim prostorem. Ve specidlnim piipadé,
tj. pokud

plon) = pl(@r) = ... = plon) = -

nazyvame dvojici (Q, p) klasickym pravdépodobnostnim prostorem.

Priklad 2.
a) Funkce p na mnoziné Q = {&,,V, &} je urcend tabulkou

e | & | O |V &

p@) | 35|51
Dvojice (Q,p) je pravdépodobnostni prostor. Vzhledem k tomu, Ze nap¥iklad
(&) # p(M), neni to ale klasicky pravdépodobnostni prostor.

b) Plati-li pro funkci p na mnoZiné Q = {lic,rub}, Ze p(lic) = p(rub) = 3. Pak je
dvojice (Q, p) klasicky pravdépodobnostni prostor.

¢) Funkce p na mnoZiné Q = {"4, %, M} je urcend tabulkou

0cQ [ | | N
1

plw | 3] 3|3

Dvojice (2, p) neni pravdépodobnostni prostor, protoZe

—

1

POR) 4 p(ok) +p(M) = S+ 3+ p =1 #1.

d) Funkce p na mnoziné Q = {Q), %, M4} je urcend tabulkou

weQ| O] % [ m]

pl@) | 3| 5| ]

Dvojice (2, p) neni pravdépodobnostni prostor, protoZe funkce p neni nezd-
pornd.

2 4

| —

Jevu A z pravdépodobnostniho prostoru (Q, p), kde Q = { @y, an, ..., ®,}, piifa-
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dime &islo P(A) urcené predpisem

P(A) = 0, pokud A =0
p(wjl)+p(0‘)j2)+"'+p(wjk)7 POKUdA:{ijwjz"”?wjk}

Cislo P(A) nazyvame pravdépodobnost jevu A. Timto zptisobem je na mnoziné vsech
podmnoZin mnoZiny £ urcena funkce P, kterou nazyvdme pravdépodobnost.

UkaZme si na jednoduchém prikladg, Ze takto definovand pravdépodobnost jevu
je plné v souladu s nasi intuici.

s

Priklad 3. Jakd je pravdépodobnost, Ze p¥i hodu kostkou padne suché &islo?

Vzhledem k tomu, Ze na kostce je polovina ¢isel sudych a polovina lichych, intuice
ndm napovid4, Ze hledand pravdépodobnost by méla byt %

Ukédzeme, Ze ke stejnému vysledku dojdeme i pomoci vySe uvedené definice.
Mnozina v8ech moznych vysledki Q = {1,2,3,4,5,6} a

Ozna¢me jev A = {padne sudé ¢&islo}. Jevu A jsou ptiznivé vysledky 2, 4 a 6, tedy
A=1{2,4,6}. Pak

P(A) =p(2)+p(4)+p(6) =

V libovolném pravdépodobnostni prostoru ma pravdépodobnost P ndsledujici
vlastnosti:
1. P(Q) =1,
0 < P(A) <1, pro libovolny jev A,
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB),
P(A') = 1-P(A),
je-liA C B, pak P(A) < P(B),

.U‘:PPJ!\)
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6. v klasickém pravdépodobnostni prostoru vypocteme pravdépodobnost jevu A
jako
pocet vysledki priznivych jevu A

P(A) = .
(4) pocet vSech moZnych vysledki pokusu

Priklad 4. V krabici jsou t¥i bilé kostky, dvé Cervené a jedna cernd. Nahodné vylosu-
jeme

a) jednu kostku,

b) soucasné dvé kostky.

Urcete rozdéleni pravdépodobnosti na mnoZiné Q vSech moznych vysledkii pokusu.

Resent.

a) 1. moZnost. Z krabice lze vylosovat bilou, ¢ervenou, nebo ¢ernou kostku, tj. Q =
= {00, m, W}V krabici je celkem 6 kostek CJTIC] Il WM. Vsechny kostky maji stejnou
pravdépodobnost, Ze budou vylosovany. Tato pravdépodobnost je rovna %. Kostky téze
barvy jsou nerozliSitelné. Predstavme si proto, Ze si kostky kaZdé barvy ocislujeme
(Cernou kostku neni tfeba Cislovat). Pravdépodobnost, Ze vylosujeme bilou kostku, je

P(D) = p(Dl) +p(l:12) +p(|:|3) = é_|_

N =
)

+

N =

Analogicky dostaneme P(H) = 1, P(H) = 1.

2. moZnost. PouZijeme vzorec pro vypocet pravdépodobnosti jevu v klasickém pravdé-
podobnostnim prostoru. Je celkem 6 stejné pravdépodobnych vysledkili pokusu. Z nich
3 jsou piiznivé jevu A = {vylosovand kostka bude bild}, tj. P(A) = P(OJ) = % = %
Podobné pro kostky ostatnich barev.

b) Z krabice vylosujeme dvojici kostek, tj. Q = {00, CJl, Ol Ml HEl}. Celkem
tedy mizeme ziskat 5 rdznych dvojic kostek. Kostky téze barvy jsou nerozlisitelné,
proto je opét rozli§ime ¢islovanim. K urceni velikosti pravdépodobnosti vylosovani
jednotlivych dvojic kostek pouzijeme obr. 4.1a, kde kazdy mozny vysledek losovani
zobrazen Useckou spojujici dva vrcholy Sestitihelniku (spojujici dvé vylosované kost-
ky).
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Celkem je tedy 15 moznych vysledki losovani, které jsou stejné pravdépodobné,
tj. pravdépodobnost nastdni kazdého z nich je % Napriklad pravdépodobnost vy-
losovani bilé a cervené kostky snadno uréime pomoci obr. 4.1b (vSechny moZnosti
priznivé hledanému jevu jsou zvyraznény).

1
POM) =6 — = —.
(Cm) 15

a)
Obrazek 4.1

Analogicky ur¢ime i pravdépodobnosti vylosovani ostatnich dvojic kostek:

P(O0) = %,P(Dl) _ %,P(II) - %,p(n) - %
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Cviceni a ulohy k lekci 4
1) Ukazte, ze

a) vmnoZziné Q = {w;, @, } existuji celkem 4 rtzné jevy.

b) v mnoziné Q = {@;, @, w3} existuje celkem 8 rtiznych jeva. .
(10 bodit)

2) Kolik riznych jevi najdeme v mnoziné Q = {w;, ;, @3, ...,®,}? (10 bodt)

3) Martin mé v krabici 4 koule — dvé bilé a dvé Cerné. Postupné vylosuje po jedné
vSechny koule (vytaZenou kouli nevraci zpét do krabice) a zajim4 ho poradi barev
vylosovanych kouli. Urcete rozdéleni pravdépodobnosti na mnozing €2 v§ech moz-
nych vysledkd pokusu. Uréete rozd€leni pravdépodobnosti na mnoZziné Q vSech
mozZnych vysledkl pokusu v pripadé, Ze Martin losuje soucasné dvé koule.

(20 bodu)

4) Jaka je pravdépodobnost, Ze pti hodu tfemi hracimi kostkami bude soucet padnu-
tych tecek

a) 5,
b) 16,

) 9?
(10 bodii)

5) Zduvodnéte (bez vypoctu), pro¢ jsou situace a) a b) v predchozi tloze stejné
pravdépodobné. (20 bodi)

6) Jaka je pravdépodobnost, Ze pii hodu

a) dvéma,
b) tfemi,
c) n
mincemi padne rub na sudém poctu minci? (30 bodu)



Lekce 5. Nezavislost, podminéna pravdépodob-
nost

Nezdvislost hraje v poctu pravdépodobnosti dileZitou roli. Pod pojmem ,,nezavislost,
nezavislé si v redlné Zivoté predstavujeme situace (jevy), kdy nastani jedné z nich
nem4d Zadny vliv na to, zda nastane nebo nenastane situace druhd. Tato intuitivni pied-
stava je v souladu i s exaktni matematickou definici. Ukazme si to na nasledujicim
motivacnim piikladu.

Priklad 1. V krabici mdme bilou a ¢ervenou kostku. Ttikrdt po sobé vylosujeme
z krabice jednu kostku, poznamendme si jeji barvu a vratime ji zpét do krabice.
Mnozina v§ech moznych vysledkd je

Q = {000, M00, ON0, AE0, DO, RON, ONE, BEE).

Uvazujme nésledujici jevy:
A = {prvni vylosovana kostka bude bild},
B = {tfeti vylosovand kostka bude Cervend},
C = {vSechny vylosované kostky budou bilé},
AN B = {prvni kostka bude bild a sou¢asné tieti bude Cervena},
ANC = {prvni kostka bude bild a soucasné viechny kostky budou bilé}.

Vypocitejme P(A),P(B) a P(ANB). Vzhledem k tomu, Ze vSechny mozZné vy-
sledky pokusu jsou stejné pravdépodobné, je matematickym modelem uvedeného
pokusu klasicky pravdépodobnostni prostor. Z pfedeslé lekce vime, Ze v takovém pro-
storu je pravdépodobnost jevu ddna pomérem poctu vysledka piiznivych jevu ku poctu
vSech moznych vysledkli. Mame celkem 8 moznych vysledki losovani (mnoZina Q
ma 8 prvkii). Ctyfi z nich

OO0, Om0, 00N, One

jsou piiznivé jevu A. Odtud plyne, ze P(A) = % = % Podobné vypocitime (udélejte
podrobng), ze P(B) = 1, P(C) = , P(ANB) = ; a P(ANC) = §.

Jevy A a B povaZujeme ,,intuitivné za nezdvislé, protoZe tusime, Ze vysledek
prvniho losovani nema Zadny vliv na vysledek tfetiho losovani. V tomto pripadé plati,

39
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Zze P(ANB) = P(A)-P(B), coz je v souladu s nas{ intuici.

Jevy A a C asi nebudeme povaZovat za nezavislé, protoze je ziejmé, Zze ma-li byt
tiikrdt po sobé vytaZena bild kostka, je nutné, abychom bilou kostku vylosovali hned
v prvnim tahu, tj. aby nastal jev A. Vidime, Ze v tomto piipadé

P(ANC) # P(A)-P(C).
Rekneme, Ze jevy A a B jsou nezdvislé, pokud
P(ANB)=P(A)-P(B).

Tedy za nezdvislé povazujeme jevy, pro které je pravdépodobnost jejich soucasného
nastdni rovna sou¢inu pravdépodobnosti, Ze nastane kazdy z nich.

Pozndmka. V pripadé tif a vice jevi rozliSujeme nezavislost jevu po dvojicich a skupi-
novou (totalni) nezavislost. Definice totdlni nezdvislosti 1ze najit v literatufe zabyvajici
se poc¢tem pravdépodobnosti.

Existuji jevy, kdy nastani jednoho vylucuje nastani druhého a naopak. Takové jevy
nemohou nastat soucasné, to vede k definici neslucitelny jeva.

Rekneme, Ze jevy A a B jsou neslucitelné, pokud AN B = 0. Pro pravdépodobnost
neslucitelnych jevii A a B plati vztah

P(AUB) =P(A)+P(B). .1)

Slovné miizeme uvedeny vztah vyjadfit takto: Pravdépodobnost sjednoceni dvou
nesluditelnych jevi A a B miZeme vypocitat jako soucet pravdépodobnosti obou jevi.

Pozndmka. Vztah (5.1) mizeme rozsifitnan jevi Ay, ..., Ay, tj. jsou-lijevy Ay, ..., A,
po dvou neslucitelné, tak
P(AjUAU...UA,) =P(A))+P(A2)+...+P(A,). 5.2)

Priklad 2. Z balicku 52 bridZovych karet opakované losujeme jednu kartu. Jakd je
pravdépodobnost, Ze vytdihneme druhym tahem eso, pokud:
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a) kartu vylosovanou v prvnim tahu vrdtime zpét do balicku,
b) kartu po vytaZeni do balicku nevracime?

Reseni. Oznaéme jev B = {ve druhém tahu vylosujeme eso}.
a) Pred druhym tahem je v balicku 52 karet, z nichz jsou 4 esa. Vzhledem k tomu, Ze
kaZd4 karta mé stejnou Sanci, Ze bude vylosovéna, jde o klasicky pravdépodobnostni
prostor, a tedy P(B) = & = 1.
b) Nyni musime rozlisit dva piipady (dva neslucitelné jevy):
A = {v prvnim tahu bude vylosovino eso},
A’ = {v prvnim tahu nebude vylosovano eso}.

Ze stejné tivahy jako v bodé a) plyne, Zze P(A) = % =1, tedy P(A')=1—-P(A) = %
V pfipadé, Ze nastal jev A, je pfed druhym tahem v bali¢ku 51 karet, z nichZ jsou 3
esa. V tomto piipadé je pravdépodobnost vylosovini esa ve druhém tahu rovna 5%

Tedy
13 12 4 1

= 4= — =,
13 51 13 51 13

Pozndmka. Za pozornost urcité stoji skutecnost, Ze pravdépodobnost vytaZeni esa ve

druhém tahu je stejnd bez ohledu na to, zda losujeme karty s vracenim nebo bez

vraceni!

P(B)

V redlném Zivoté miize Sance na vyskyt néjakého jevu A zaviset na informaci, Ze
nastal nebo nenastal jiny jev B. Napiiklad hled4-li opravar diivod né&jaké zavady, ma
(podle toho, jak se zdvada projevuje) urcitou predstavu, ve kterém moduld by mohla
byt chyba. U kazdého z modulil je urcitd pravdépodobnost, Ze je pti¢innou zdvady.
Po pripojeni k diagnostickému pristroji (vidi vysledky diagnostiky — nastanou urcité
jevy) se pak zvétSuje nebo zmenSuje pravdépodobnost, Ze je dany modul vadny nebo
ne. Zajimame se o pravdépodobnost t€hoZz jevu (vada na modulu), ale za zménénych
podminek (s vyuzitim dodate¢né informace). Tuto ,,podminénou‘* pravdépodobnost
jevu A, vime-li, Ze nastal jev B, nyni budeme exaktné matematicky definovat. Zac¢ne-
me piikladem.

Priklad 3. 1. situace: V krabici mdme Ctyfi stejné velké koule ocislované Cisly 1, 2,
3 a 4. Dvakrdt po sobé vylosujeme 7 krabice jednu kouli (vylosovanou kouli vracime
zpét do krabice). Vypocitejte pravdépodobnost, Ze soucet ¢isel na obou vylosovanych
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koulich je ctyri.

Znazornime si schématicky mnoZinu vSech moznych vysledkli Q (obr. 5.1a).
Ozna¢me jev A = {soucet vylosovanych &isel je Ctyfi}. Je celkem 16 stejné moZnych

vysledkl losovéni dvou kouli, a tedy z obr. 5.1b plyne, Zze P(A) = %.

@*//E?7§§T\\\
A A A R A A AL AR

D@E® DOBO® V@B®® M@ DPOO® HDRE® VBB ARG @
a) b)
Obrazek 5.1

2. situace: Nyni podminky trochu pozménime. Predstavte si, Ze nezndme vysledny
soucet, ale nekdo ndm prozradil, Ze v jednom z tahii byla vytaZena koule s Cislem t¥i
(dodatecnd informace). Jakd je za této zménéné situace pravdépodobnost jevu A?

Oznacdime jev B = {v jednom z tahti byla vytazena koule s ¢islem tfi}.
Pokud vime, Ze byla vytaZena aspoii jedna trojka, nemohl nastat tfeba vysledek 24.
Nejprve opét najdeme mnozinu v§ech moznych vysledki Qg. V tomto piipadé pfichazi
v tvahu pouze 7 moznych vysledkd (obr. 5.2a). Dva z nich (13 a 31) jsou piiznivé
jevu A (obr. 5.2b), takZe hledané pravdépodobnost jevu A za podminky, Ze nastal jev

: 2
B, je rovna 5.

SORtw® N
® ® 0OG® ® © ® 0O® ®
a) b)
Obréizek 5.2
Tuto novou, tzv. podminénou pravdépodobnost jevu A za podminky, Ze nastal jev
B, budeme oznacovat P(A|B).
Uvédomte si, Ze
P(ANB)
P(B)

HM&:%:

sl
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Ziejmé je rozumné oCekdvat, Ze nova informace (nastal jev B) zméni nase pa-
vodni pfedstavy o jevu A, které jsme si vytvdreli ve stavu, kdy nebylo nic zndmo. Za
této situace musime vytvorit zcela novy model — novy pravdépodobnostni prostor.
Dodatecnd informace o tom, Ze na jedné kouli bylo vylosovano Cislo tii, zpisobila, Ze
pravdépodobnost jevu A vzrostla z 13—6 na %

3. situace: Nyni budeme mit jesté lepsi informaci. Vime, Ze ve druhém tahu byla vy-
taZena koule s Cislem tfi. Jakd je za téchto podminek pravdépodobnost jevu A?

V situaci 2 jsme vypocitali, jak informace o tom, Ze byla vytaZzena koule s ¢islem
tfi, ovlivnila velikost pravdépodobnosti jevu A. Intuice ndm napovidd, Ze kdyzZ uz
vime, Ze byla vytaZena koule s Cislem tfi, asi neni podstatné, zda byla vylosovana
v prvnim nebo druhém tahu. To by znamenalo, Ze pravdépodobnosti jevu A budou
v situacich 2 a 3 stejné. UkdZeme si, Ze tato intuice je chybnd.

Oznac¢ime jev C = {ve druhém tahu byla vytaZena koule s ¢islem tfi}.

Pokud vime, Ze koule s ¢islem tfi byla vytazena ve druhém tahu, nemohl nastat tieba
vysledek 34. Nejprve opét najdeme mnoZinu vSech moznych vysledki Qc. V tomto
pripadé prichdzi v dvahu pouze 4 mozné vysledky (obr. 5.3a). Jeden z nich (13) je
priznivy jevu A (obr. 5.3b), takZe hledand pravdépodobnost jevu A za podminky, Ze
nastal jev C, je rovna %.

O M@ @W@
‘ \ \ \ \ \
® ® ® ® ® ® © ®
a) b)

Obrazek 5.3

Uvazujme jevy A, B v pravdépodobnostnim prostoru (Q,p) a P(B) > 0. Podmi-
nénou pravdépodobnosti P(A|B) jevu A za podminky, Ze nastal jev B, nazyvdme
podil
P(ANB)

PAIB) =
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Pozndmka. a) Uvédomte si, Ze pokud mame néjaky pravdépodobnostni prostor a pak
dostaneme dodate¢nou informaci, zpravidla md smysl vytvofit novy pravdépodob-
nostni prostor s vyuZzitim této informace a znovu vypocitat pravdépodobnost hleda-
ného jevu. Oznaceni P(A|B) neznamend, Ze se po¢ita pravdépodobnost P pro n&jaky
novy jev (A|B), ale jde o hodnotu nové pravdépodobnosti jevu A vyuZivajici informaci,
7Ze nastal jev B. Podminénd pravdépodobnost néjakého jevu je tedy pravdépodobnost
tohoto jevu za zménénych podminek, a proto ma podminéna pravdépodobnost stejné
vlastnosti jako pravdépodobnost ,,nepodminénd* (viz 3. otdzka k 5. lekci).

b) Upravou vzorce P(A|B) = Pg{(gf) dostaneme rovnost

P(ANB) = P(A|B) - P(B).

Z této rovnosti plyne, Ze pro nezavislé jevy A, B plati: P(A) = P(A|B). Uvédomte si,
Ze pro libovolné jevy A, B plati:

A=(ANB)U(ANB).

Vzhledem k tomu, Ze jevy B,B’ jsou nesluditelné, jsou neslucitelné i jevy AN B
aANB, atedy
P(A) =P(ANB)+P(ANB).

Dosadime-li do tohoto vztahu za P(ANB) a P(ANB') z odpovidajicich vzorcd pro
podminénou pravdépodobnost, dostaneme ndsledujici vztah:

Vzorec pro celkovou pravdépodobnost
Pro libovolné jevy A, B takové, 7e P(B) > 0,P(B’) > 0 plati:

P(A)=P(A|B)-P(B)+P(A|B")-P(B)

UZiti pravé uvedeného vzorce si miZeme demonstrovat na piikladu stochastického
stromu.

Priklad 4. Z krabice, kde jsou CtyrFi bilé a t¥i Cervené kostky, bude dvakrdt vylosovdna
(bez vraceni) jedna kostka. Oznacme jevy:

Bj = {kostka vylosovand v jtém tahu bude bild},
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C; = {kostka vylosovand v jtém tahu bude cervend},j =1,2.

Vypocitejte pravdépodobnost jevu B;.

Reseni. V krabici jsou kostky DI JMMM. Kazd4 z kostek m4 stejnou Sanci, Ze bude
vytazena. Pravd€podobnost vylosovani bilé kostky v prvnim tahu je rovna é, zatimco
pravdépodobnost vylosovani ¢ervené kostky je rovna % Tuto skutecnost lze zndzornit
na stochastickém stromu:

Hnmm ||

4 3

7 7
[] N

Obrazek 5.4

Nastal-li jev Bj, jsou pied druhym losovanim v krabici kostky CIOCJEEE.
Y tomto pfipadf je pravdépodobnost vylosovani bilé kostky ve druhém tahu rovna %,
. P(Bz‘B]) =5
Nastal-li jev Cy, jsou pied druhym losovanim v krabici kostky UL /M. V tomto
v « . « L. . ) 4
erpade je pra‘:ldepodobnost vylosovani bilé kostky ve druhém tahu rovna g,
tj. P(B2|C1) = .
Schématicky lze druhé losovani op€t znazornit na stochastickém stromé (obr. 5.5a):

HEmm || L

4 3 4 3
7 7 7 7

[] N L] |

ANw
W

AN
ANw
N
)| \)
O\
)| \S)

Obrazek 5.5
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Z obr. 5.5b je patrné, Ze k jevu B, ,,vedou* dv¢ disjunktni cesty. Pravdépodobnost
kazdé cesty je ddna sou¢inem pravdépodobnosti jednotlivych tsekd, tj. P(OO) = 2. 3

~7°6
aP(MO)=23.2.
Odtud plyne, Ze
4 3 3 4 4
PB)=PUO)+PM@O)==-—4+=--—==.
(B2) =P(OD) + P(AD) =2 - 2422 =

Vsimnéte si, Ze je to vzorec pro celkovou pravdépodobnost:

4 3 3 4 4
PB)==-—+--—===P(B;)-P(B,|B P(Cy)-P(B|Cy).
(B2) =52+ 2 ¢ =2 = P(B1): P(BalB1) + P(C1) - P(BalC)
Jiné reseni. Uvédomte si, zZe piiklad Ize fesit i ndsledujici dvahou: Vzhledem k symetrii
md kazd4 ze sedmi kostek stejnou ,,Sanci®, Ze bude ve druhém tahu vylosovéna. Protoze

ve Ctyfech piipadech ze sedmi bude vylosovéna bild kostka, tak P(B;) = %.
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Cviceni a ulohy k lekci 5
1) Ukazte, Ze pro libovolny jev A plati:

a) jevy A a @ jsou nezdvislé,
b) jevy A a Q jsou nezavislé.
(10 bodu)
2) UkaZte, Ze podminka, aby jevy Ay,...,A, byly po dvou neslucitelné, nenf stejna
jako podminka
AlNAN...NA,=0.

Najdéte protiptiklad. (10 bodu)

3) Jaka je pravdépodobnost, Ze pri hodu tfemi hracimi kostkami padne soucet 9 nebo
11? (10 bodu)

4) Zdtvodnéte, Ze pro libovolné jevy A, B,C v pravdépodobnostnim prostoru (Q, p),
kde P(B) > 0 plati:

a) 0<PAB) <,

b) P((AUC)|B) = P(4]B) +P(C|B) — P((ANC)|B),

c) pokud ANC =0, pak P((AUC)|B) = P(A|B)+ P(C|B)

d) P(A'|B) =1-P(A|B)

e) pokud A C C, pak P(A|B) < P(C|B

) pokud A € C., pak P(4[B) < P(CIB) 020 b

5) Z balicku péti srdcovych a tif pikovych karet vylosujeme tfi karty. Tyto tfi karty
pak znovu promichdme a vylosujeme jednu kartu. Jaka je pravdépodobnost, Ze
vylosovand karta bude srdcov4? (20 bodu)

6) Zamichame Sest karet O, v, &, &, & a tii z nich vyloZime na sttil tak, abychom
nevédéli, které. Urcete pravdépodobnost, Ze:

a) vSechny vyloZené karty budou cerné,

b) vsechny vylozené karty budou ¢erné, kdyz vite, Ze mezi vylosovanymi kar-
tami je Cernd karta,

¢) vSechny vyloZené karty budou Cerné, kdyz vite, Ze mezi vylosovanymi kar-

t i .
ami je & (20 bodi)
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Doposud jsme se zabyvali ndhodnymi pokusy, které mély jen kone¢né mnoho moz-
nych vysledka, tj. Q = { @y, 0;, ®3, ..., ®,.} V nékterych pfipadech si viak s kone¢nou
mnoZinou nevysta¢ime. Pfedstavme si napiiklad, 7e hrajeme Clovéce nezlob se. Na
zacatku hry hrac¢ hazi kostkou tak dlouho, dokud mu nepadne Sestka. Pocet hodt neni
nijak omezen, protoZe hra¢ muize mit takovou smiilu, Ze bude héazet donekonecna.
Je to sice velmi mdlo pravdépodobné, ale nelze takovou situaci vyloucit. V takovém
piipadé je mnozina v§ech moznych vysledki Q = {;, @, @3, ...} mnoZinou s neko-
necné mnoha prvky.

Pozndmka. 1 nekonecné mnoziny lze jesté ddle klasifikovat a tfidit. Nekone¢nd mnoZi-
na, jejiz vSechny prvky lze uspofddat do nekone¢né posloupnosti, se nazyva spocetnd,
napf. mnoZzina {1,2,3,...}, tj. mnoZina vSech pfirozenych &isel je spocetnd. Naproti
tomu vSechna redlnd ¢isla z intervalu (0, 1) nelze sefadit do posloupnosti, a proto
interval (0, 1) neni spocetnd mnozina, ale nespocetnd mnoZina.

N

Nyni roz§ifime pojem pravdépodobnostni prostor i pro spocetné mnoZiny.

Pokud funkce p pfifazuje kazdému prvku mnoziny Q = {@;, @, @3, ...} nezi-
porné &islo a zarovenl

p(@1) +p(@) +p(as) +... =1,

nazyvame funkci p rozdéleni pravdépodobnosti na mnoziné Q a dvojici (Q, p) neko-
necny pravdépodobnostni prostor.

Na obr. 6.1 jsou dva priklady nekone¢nych pravdépodobnostnich prostorti. Kruh
i ¢tverec maji obsah 1. Obsah dilku 1 je % a obsah kazdého z nasledujicich dilku je vzdy
polovicni, nez byl obsah dilku pfedchoziho. Tedy odsah dilku 2 je %, obsah dilu 3 je
% atd. Funkce p, kterd policku pfifazuje jeho obsah, je rozdélenim pravdépodobnosti
na mnoziné Q = {1,2,3,...} a dvojice (,p) je nekone¢nym pravdépodobnostnim
prostorem.

48
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a) b)
Obrazek 6.1

Pii praci s nekonecnymi pravdépodobnostnimi prostory budeme vyuZivat vzorec
pro soucet ¢lend geometrické posloupnosti, ktery si nyni pfipomeneme. Posloupnost
a,aq,aq’,aq’, . .., se nazyva geometrickd posloupnost s kvocientem q. Pokud je |q| <
< 1, tak pro soucet jejich ¢lend plati vztah

1
l—q

ataqtaq* vag +---=a- (6.1)
Priklad 1. Z balicku karet BB se bude losovat (s vracenim) jedna karta tak
dlouho, aZ se vytdahne . Urcete pravdépodobnostni prostor takového losovdni.

Vysledek: karta ¢ bude poprvé vylosovdna v k tahu oznaCme .
Cislo k miize byt libovolnym piirozenym &islem.

Na stochastickém stromu (obr. 6.2) vysledek w; ndleZi vétvi, u které se prvnim
(k—1) Sipkdm pfifazuje Cislo %, a posledni Sipce cislo %. Vysledku @y odpovida
podle pravidla soucinu ¢islo (%)k_l : zlt' Na mnoziné Q = {w;, @, s, ...} jsme urcili
funkei p, p(ay) = (%)kil -1 pro k=1,2,3,..., pro kterou je$t& musime ukdzat, Ze
plati:

p(@n) +p(@) +p(@3) +--- = 1.

S vyuzitim vzorce (6.1) dostaneme

44 4 \4) 4" \4) 4 \4) 4" T4 13 7
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Obrazek 6.2: Stochasticky strom pro losovani karet

Takto jsme ovéfili, Ze funkce p je rozdélenim pravdépodobnosti na mnoZiné Q =
={w,m,ws,...}, atedy dvojice (, p) je pravdépodobnostnim prostorem.

Pozndmka. Schématicky lze priibéh losovani znazornit na stochastickém grafu, ktery
interpretujeme jako hraci platno (obr. 6.3).

@—%,@
v

e

Obrazek 6.3: Stochasticky graf
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Na zacatku losovani stoji figurka v bod€ (s). Pokud vylosujeme © (s pravdépo-
dobnosti 7), tak se figurka pfesune do bodu (¢©) a losovani kon¢i. Vylosujeme-li é
(s pravdépodobnosti 3), tak figurka ziistane v bod€ (s) a losujeme znovu. Figurka
miZe piejit do bodu (¢©) po prvnim losovani, nebo po druhém losovani, nebo po
tietim losovani, atd. Vzhledem k tomu, Ze jde o neslucitelné jevy, tak se jednotlivé
pravdépodobnosti s¢itaji, coZ vede na vyse uvedeny soucet

R R R R R

Stochasticky graf na obr. 3 umoZiiuje najit soucet (6.2) i bez znalosti vzorce (6.1).
Ozna¢me x pravdépodobnost, Ze figurka nékdy piejde z bodu (s) do bodu (¢). K tomu
miZe dojit hned pfi prvnim losovani (s pravdépodobnosti %), nebo je v prvnim losovan{
vytaZena karta & a figurka (s pravdépodobnosti %) zustane v bodé€ (5) a situace se
vraci na zacdtek. Tato tivaha vede k rovnici

A

2 3
Odtud plyne, Ze x = 1, coZ znamena, Ze%+%-%+(%) -%—1—(%) -%—1—---: 1.

Priklad 2. Hrdci A a B hdzeji st¥idavé minci a zvitézi ten, kdo prvni hodi lic. Hrd¢ A
hdzi prvni. Uréete pravdépodobnosti vyhry obou hrdci?

Reseni. 1. zpisob: Hra¢ A hra¢ mize zvitézit v prvnim, tfetim, patém, atd. hodu.
Uvedené piipady jsou navzdjem disjunktni (jedna se o neslucitelné jevy). Uréime jejich
pravdépodobnosti a celkova pravdépodobnost vyhry hrace A je ddna souétem téchto
pravdépodobnosti. Podobné pro hrace B, ktery mize zvitézit ve druhém, Ctvrtém,
Sestém, atd. hodu.
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vyhra v hodu nastdva s pravdépodobnosti

DO —
NS}

w

W

AN N B W N =
DOf— 1= B— N— N|—
=)

e — — — —
~

Odtud s vyuZitim vzorce (6.1) vypocitdme pravdépodobnost vyhry hrice A.

PP 1 1\3 /135 1 | 2
P(zv1t621hracA):§+(§) +(§) +...:§.1 :g.

N,

Podobné pro hréace B.

NP 1\2 /1\% /1\© 11 1
P(zvitézi hra¢ B) = (5) +<§> +<§> +...:Z.1 =3

2. zpisob: Pribéh hazeni i momentdlni stav hry miZeme demonstrovat pohybem
figurky po obr. 6.4a. Na zacatku hry postavime figurku do uzlu (). Hizime minci
a podle vysledku hodu posouvame figurku ve sméru Sipek tak dlouho, aZ se dostane
bud do uzlu @) (zvitézi hra¢ A), nebo do uzlu @) (zvitézi hrac B).

EST

a) Hracf platno ke hie b) Odpovidajici stochasticky graf
Obrézek 6.4
Oznac¢me x pravdépodobnost vitézstvi hra¢e A a uvazme dva neslucitelné ptipady:

e v prvnim hodu padne lic (nastane s pravdépodobnosti %, viz obr. 6.4b a figurka
se dostane do uzlu @);
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e v prvnim a druhém hodu padne rub (nastane s pravdépodobnosti %) a figurka
se vrati do uzlu (5), coz znamen4, Ze se situace vrati na zacatek.
Z téchto faktd a z obr. 6.4b vyplyva, Ze

+ ated 2
X=—+—- =_,
2 Ty A ATS

. w2 v Ly o s « 1
Analogicky spocitdme, Ze hra¢ B zvit€zi s pravdépodobnosti 5.
3. zptisob: Priklad 1ze fesit i prostou ivahou. Hra se skon¢i vitézstvim jednoho z hraci,
tj. plati:
P(zvitézi hrd¢ A) + P(zvitézi hra¢ B) = 1. (6.3)

Pokud hrééi A v prvnim hodu padne rub, za¢ind hédzet hrd¢ B. Jeho Sance na vyhru
jsou v tomto okamziku stejné velké, jako mél hra¢ A na zacatku hry. Tato situace ale
nastane s pravdépodobnosti %, tedy hrd¢ B mé polovi¢ni Sance na vyhru nez hrac A.
Protoze plati vztah (6.3), dostaneme, Ze P(zvitézi hri¢ A) = % a P(zvitézi hra¢ B) = %

Priklad 3:
Hod minci bude opakovdn tak dlouho, aZ padnou dva lice za sebou (. . .1l) — pak zvitézi

hrdc A, nebo lic po rubu (...rl) — tehdy zvitézi hrd¢ B. Ktery z hrdc¢ii md vétsi Sanci
na vyhru?

Série, na které hraci ¢ekaji, jsou stejné pravdépodobnymi vysledky dvojnasob-
ného hodu minci. Mohlo by se tedy zdat, Ze Sance obou hraci jsou stejné. UkdzZeme,
Ze tento intuitivni dsudek je chybny.

Reseni. 1. moZnost: Pfedpokladejme, Ze p¥i prvnim hodu padne rub (to nastane s prav-
dépodobnosti 5), pak je ale ziskdni série .. . /[ nemozné. Abychom se po ,,rubu”dockali
série ...ll, musel by lic padnout dvakrit za sebou. JenZe po prvnim lici se hidzeni
ukonci, protoZe jsme ziskali sérii ... rl.

Pokud pfi prvnim hodu padne lic a pfi druhém rub (to nastane s pravdépodobnosti %),
pak ziskani série ...l/ neni mozné (analogicky jako v pfedchozim piipadé).

Ziskat sérii .../l (vitézstvi hrdce A) je mozné jen tehdy, kdyZ pfi prvnich dvou hodech
padne lic (to se stane s pravdépodobnosti %). V ostatnich pripadech se hra skonci
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vitézstvim hrace B. Pravdépodobnost vyhry hrace B je %, neboli Sance hrace B jsou
tiikrat vétsi nez Sance hrace A.

2. moznost: Nakreslime odpovidajici stochasticky graf (obr. 6.5), ze kterého je feSeni
ihned zfejmé. Do uzlu se dostaneme jen v pripad€, Ze na zacatku padnou dva lice
po sobé (to nastane s pravdépodobnosti %, coZ je pravdépodobnost vyhry hrice A).

Vsechny ostatni piipady skonci v bodé .

{1

Obrazek 6.5: Stochasticky graf hry //-rl

7L

Vitézstvi hrace A nastane s pravdépodobnosti %, pravdépodobnost vyhry hrace B je

Al

V tomto jednoduchém prikladé neni vyhoda uziti stochastického grafu az tak vyrazna.
Ve slozit&jSich piipadech, kde ¢ekdme na ,,delSi série rubl a lici* nebo kdy se hry
ucastni vice hraci, je feSeni pomoci stochastického grafu mnohem jednodussi (viz
otazky 5. a 6. v této lekci). Podrobnéji je tato problematika popsdna ve specidlni

literatufe.
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Cviceni a dlohy k lekci 6

1) Budeme hézet minci tak dlouho, aZ padne rub. Najdéte odpovidajici nekone¢ny
pravdépodobnostni prostor (L, p) tohoto pokusu. (10 bodt)

2) Hréci A, B a C hézeji stfidavé minci a zvitéz{ ten, kdo prvni hodi lic. Nejprve hazi
minci hra¢ A, po ném hrac¢ B, pak hrac C, pak opét A atd. Urcete pravdépodobnosti
vyhry jednotlivych hraca. (10 bodt)

3) Hraci A, B a C hazeji stfidavé kostkou, jejiZ sif je na obrazku. Zvitézi ten, komu
prvnimu padne jeho barva. Nejprve hazi minci hrd¢ A, po ném hraé B, pak hrac¢ C,

NP4

pak opét A atd. Ktery z hra¢i ma nejvétsi Sanci na vyhru? (20 bodi)

4) V krabici jsou Cervené a bilé koule. Hrac¢i A a B stfidavé losuji (s vracenim)
kouli z krabice tak dlouho, aZ bude vylosovdna Cervend koule, a zvitézi ten, kdo
ji vytdhne jako prvni. Lze najit takovy pocet kouli v krabici, aby méli oba hraci
stejné Sance na vyhru? (20 bodt)

5) Hod minci bude opakovan tak dlouho, aZ posledni tfi hody utvofi sérii lic-rub-lic,
pak zvitézi hra¢ A, nebo sérii rub-rub-lic, tehdy zvitézi hra¢ B. Ktery z hrac¢t ma
vétsi Sanci na vyhru? (20 bodu)

6) Hod minci bude opakovan tak dlouho, az posledni dva hody utvori sérii lic-rub,
pak zvitézi hrd¢ A, nebo sérii rub-rub, tehdy zvitézi hra¢ B, nebo sérii lic-lic, tehdy

zv O NP

zvitézi hra¢ C. Ktery z hracl ma nejvetsi Sanci na vyhru? (20 bodi)



ResSeni
Lekce 1

1) Kolika riznymi zpisoby lze vybrat jeden prvek z mnoZiny A UB, pokud A =
={a,c,v7,d} aB={g,1,®,%,23}? (10 bodt)

Mnoziny A a B jsou disjunktni, a tedy podle kombinatorického pravidla souctu I1ze
jeden prvek vybrat 9 riznymi zpiisoby.

2) Kolik existuje riznych cest vedoucich (ve sméru Sipek) z ¢erveného do modrého
vrcholu? (10 bodut)

3) Kolik existuje riznych ¢tverct, které maji vSechny vrcholy ve vyznacenych bodech
¢tvercového pole?

56
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a) Uvazujte pouze Ctverce, jejichz strany jsou rovnobézné s hranicemi pole (dva

takové jsou na obrazku). (10 bodu)
b) Uvazujte libovolné ¢tverce (strany nemusi byt rovnob&Zné s hranicemi pole).
(10 bodit)

a) Existuje 25 ¢tverecki 1 x 1, 16 ¢tverecki 2 x 2,9 ¢tvereckil 3 x 3, 4 CtvereCky
4 x4 a1 étverec 5 x 5. Celkem existuje 55 Ctverctl.
b) Hledejme Ctverce, jejichZ strany nejsou rovnobéZzné s hranicemi sité.

9+4+1 9+4+1

Takovych ¢tverct je 50. Pri¢teme-li ¢tverce s rovnobéznymi stranami, do-
staneme celkem 105 ¢tvercd.
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4) Reste predchozi tlohu s &tvercovym polem s n X n body. (30 bodur)

a) Analogickou tvahou jako v piikladu 3a) vypocéteme celkovy pocet Ctverct
ze vztahu

—1)-n-(2n—1)

Com (-1 (n—2P 4431241 = " 6

b) Nyni jiZ nelze vypsat v§echny mozZnosti tak jako v piikladé 3b), ale budeme
muset najit jiny postup. Nejprve si uvédomime, Ze nejmensi mozny Ctverec,
jehoZ strany nejsou rovnobéZzné s hranicemi sit€, 1ze najit v siti 3 x 3 (viz levy
obrazek). Ve Ctvercové siti 4 x 4 jsou celkem 4 ,,,podsité* 3 x 3 (viz obrazek).
Kolik podsiti 3 x 3 ma sif 5 x 5? Sif 3 x 3 mlizeme z pravého horniho rohu
3 posunout v horizontdlnim sméru (viz obrazek) a podobn¢ i vertikalné.
Tedy sif 5 x 5 m4 celkem 9 podsiti 3 x 3.

&

Odtud jiz plyne prvni dulezité tvrzeni:
KaZdd sif n x n md prdvé (n—k+ 1)? podsiti typu k x k.

Nyni zbyva urdit, kolik existuje ¢tvercd s vrcholy na ,hranici® sité€ k x k.
Prohlédneme si obrazek



Reseni 59

a je zfejmé, Ze v rohovych bodech sité vrchol ¢tverce byt nemtiZze (pak by
jeho strany byly rovnobé€Zzné s hranicemi sité). Dostdvame tak druhé ddleZité
tvrzeni:

V siti k X k je prdavé (k—2) ¢tvercii s vrcholy na hranici sité.
Nyni sta¢i dat obé tvrzeni dohromady a dostaneme hledany pocet ¢tvercd,
jejichZ strany nejsou rovnobézné s hranicemi sité.

S,,:i(k—Z)-(n—k—l—l)z,
k=3

coz lze po rozndsobeni a uZiti algebraickych identit upravit na tvar

n* —4n3 +5n* —2n

Sn = 12

Pro n =6 je S¢ = % = 50, coz je v souladu s tim, co jsme
vypocitali v piikladu 3b).
Celkovy pocet vSech Ctvercti vypocteme jako

n—1)-n-2n—1 =43 +5n —2n  n*(n* -1
_l’_ —

Co 50 = 6 12 12

5) Kolika riznymi zptisoby lze vyplatit ¢astku 15 K& pomoci korunovych a dvouko-
runovych minci? (10 bodu)
Musime pouzit lichy pocet korunovych minci — 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15. Tedy
existuje 8 rtiznych zpisobu.

6) Kolika riznymi zpisoby lze vyjit 12 schodl, pokud délame kroky, ,,dvojkroky*
a ,trojkroky*? (10 bodit)
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Vyjdeme ze vztahu
Up =Up—| +Up 2+ Uy 3, up =1, up0 =2, u3 =4.
Rekurentné spocteme hodnotu u15 = 927.

7) Kolik péticifernych pfirozenych cisel, ve kterych se Zadn4 Cislice neopakuje, je
délitelnych tfemi? (10 bodu)

Pocet péticifernych ptirozenych ¢isel, ve kterych se Zadna Cislice neopakuje, je
9.-9.8-7-6=27216.

UkaZeme, Ze prave tietina z nich je d€litelna 3. Rozdélme si téchto 27 216 Cisel na
dvé skupiny:

e Nevyskytuje se v nich ¢islice 0.
Zbyvajicich 9 ¢islic si rozdélime na 3 skupinky.
1. skupina — 3, 6, 9 (po déleni 3 davaji zbytek 0)
2. skupina — 1, 4, 7 (po dé€leni 3 dévaji zbytek 1)
3. skupina - 2, 5, 8 (po dé€leni 3 davaji zbytek 2)
Vime, Ze ¢islo je délitelné 3 prave tehdy, kdyZ je jeho ciferny soucet délitelny
3. Vzhledem k symetrii vytvofime z danych Cislic stejny pocet péticifernych
¢isel délitelnych 3, jako je péticifernych ¢isel ddvajicich po déleni 3 zbytek 1
resp. 2. Tedy v situaci, kdy neuvazujeme cislici 0, je pravé tetina ze vSech
péticifernych ¢isel délitelnych tfemi.

e Vyskytuje se v nich Cislice 0.
Vzhledem k tomu, Ze &islice 0 nemd Zadny vliv na ciferny soucet ¢isla,
muiZeme udélat analogickou dvahu jako vySe, jen s tim rozdilem, Ze jedna
z Cislic je 0, a tedy v podstaté tvofime Ctyfcifernd Cisla.

Musime jesté vypocitat tietinu z 27 216, tj. 9072, coZ je hledany pocet Cisel.

Lekce 2

1) Ulohy A, B, C fesilo celkem 140 zaki. Ulohu A vyfesilo 80 7akd, dlohu B vyfesilo
70 74ki a tdlohu C zvlddlo 50 Zakd. Ulohu A a zdroveti B vyfesilo 40, tlohu B
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2)

a zaroven C spocitalo 30, tlohu A a zarovern C vyfesilo 30 zakt. VSechny tfi dlohy
vyfesilo 20 zdki. Kolik zakl nevyfesilo ani jednu tlohu? (10 bodu)

Podle principu inkluze a exkluze plati:
|JAUBUC| = |A| + |B| +|C| — |ANB| — |BNC| — |ANC|+|ANBNC]|.
Po dosazeni dostaneme
|AUBUC| =80+70+50—40—-30—-30+20=120
Ani jednu dlohu nevyfesilo 140 — 120 = 20 zaka.

Kolik ¢&isel z mnoziny S = {1,2,3,...,5 000} je délitelnych aspon jednim z &isel
5,7,9, 12 nebo 15? (20 bodt)

Opét se vyuzije princip inkluze a exkluze. V dané mnoZiné je celkem

5000
ds = — = 1000

¢isel délitelnych 5. Podobné

d7 = 5000 =714,28
7

tedy existuje 714 ¢isel délitelnych 7 (desetinnou ¢4st ¢isla neuvazujeme). Nejvetsi
z nich je ¢islo 7- 714 = 4998. Uvédomte si, Ze 5000 —4998 =2 a2:7 = 0,28, coz
je presné ta Cast z Cisla 714,28, kterou neuvazujeme. Matematici maji pro tento
typ ,,zanedbdvani‘ zavedenu specialni funkci, kterd se nazyva dolni celd cdst cisla
aoznaCuje se | |. Analogicky ur¢ime pocet &isel délitelnych 9, 12 a 15. Nésledn&
musime odecist (podle principu inkluze a exkluze) pocet Cisel, kterd jdou délitelnd
pravé dvéma z uvedenych cisel. Ukazme si, jak urcime pocet Cisel, kterd jsou
délitelné 5 a zdroveini 7. Z teorie délitelnosti vime, Ze jsou to pravé vSechna cisla
délitelnd 5 -7 = 35. Tedy
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coZ znamend, Ze existuje pravé 142 Cisel, kterd jsou soucasné délitelnd 5 a 7.
Podobné ur¢ime i pocty ostatnich ¢isel. Po dosazeni do vzorce dostaneme

3018 —1186+336 —59+3 =2142

Celkem existuje 2142 &isel vyhovujicich zadéni dlohy.

3) Osm kamaradu si koupilo listky do divadla. Kolika riznymi zplsoby si mohou
sednout? (10 bodu)
Kamadddi se mohou libovolné pfesazovat, tj. jde o permutace. Celkovy pocet
moznosti je tedy 8!.

4) Kolik existuje rtiznych zamichani balicku 32 maryasovych karet? (10 bodu)
Podobné jako v predchozi dloze, tedy 17!-12!.

5) Kolika riznymi zpusoby lze ve $kolni jideIné postavit do fronty 29 zaka (17 divek,
12 chlapcti), pokud vite, Ze divky ptjdou pied chlapci? (10 bodu)
Stejné tvaha jako v predchozim prikladé, tj. 32!.

6) Reste rovnici

(n41)!
=110.
(n—1)! (10 bodd)

(n+1)! (n+1)-n-(n—1)!
(n—1)! (n—1)!

=(n+1)-n

Resenim rovnice (n4 1) -n = 110 dostaneme, 7e n = 10.

7) Kolika nulami kondi ¢islo 2018!? (30 bodu)

Nula na konci c¢isla vznikne jen jako soucin ¢isel 2 a 5. Vzhledem k tomu, Ze
v prvociselném rozkladu ¢isla 2018! bude dvojek mnohem vice neZ pétek, je
pocet nul na konci ¢isla roven pravé poctu pétek v jeho prvociselném rozkladu.
Vypocteme

2018 2018 2018 2018
= 403,6+ 80,72+ 16,14 + 3,23
sttt 680,72+ 16,1443,
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»Desetinnou ¢ast” Cisel opét neuvazujeme (viz piiklad ¢islo 1) a po secteni dosta-
neme
403480+ 1643 = 502.

Na konci ¢isla 2018! je 502 nul.

Lekce 3

1) Dokazte, Ze plati:

o

n—1

:
~—

(10 bodii)

Vsechny uvedené identity 1ze dokazat nékolika riiznymi zpdsoby (vyuzitim vztahu
(Z) = WLW’ s pouzitim vlastnosti Pascalova trojihelniku, vytvofenim odpovi-

dajictho modelu losovént, atd.). Ukazme si tfeba diikaz identity () = (,",)-

n—k
(Z) - k!-(z!—k)! - (n—’;c!)!-k! - (nik>

PricemZ rovnosti vyplyvaji z definice kombinacniho &isla a z komutativity operace
2) DokaZte, Ze plati:

nasobeni.
n n n n
=2"
0+ ()++("0)+ )
(10 bodu)

Opét existuje fada riznych dikazl takové identity. MiZeme vyuZit napiiklad
binomickou vétu

n_ [T\ n0 n\ n—1,1 n 1pn—1 n\ o0.n
(a—i—b)—(())ab +<1>a b+...+<n_1)ab —|—<n>ab

adosadita=b=1.
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3) Zdavodnéte, Ze

a) v Pascalové trojihelniku na obrazku jsou tzv. ,, hokejky “, tj. plati, Ze soucet
¢isel v drzadle hokejky je roven Cislu na cepeli hokejky.

1+3+6+10=20

nebo
1+6+21+56+126+252+462 =924

(20 bodu)
b) obecné plati pro ,,zelené hokejky“ (vrSek drzadla se dotyk4 levé strany Pas-
calova trojuhelniku) rovnost

ny n—1 n—2 n—k—1
@)= () G+
(20 bodi)

¢) obecné plati pro ,,cervené hokejky* (vrsek drzadla se dotykd pravé strany
Pascalova trojihelniku) rovnost

(6)= G2+ (o) e )

(20 bodt)
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4)

Ze symetrie Pascalova trojihelniku je zfejmé, Ze staci dokazat uvedenou rovnost
jen pro ,,zelené hokejky“. Nejprve vyjaddiime uvedeny vztah pomoci kombina¢nich
Cisel jako

(o)1)= (57 ()= (1) =Gl

tj. jako identitu, jejiz platnost mame dokazat.

VyuZijeme rovnosti (8) = (kgl) a dostaneme

(o) () (7)o (i) + (2 = G0

Pak uzijeme vzorec (i) + (,.1,) = (Z:[}) na dva s¢itance leZici v uvedené identitd
zcela vlevo a dostaneme

() (57 e (e )+ () = ()

a cely postup opakujeme. Schématicky je dikaz této rovnosti zachycen na na-
sledujicim obrazku, kde soucet ¢isel v zelenych polickach se ma rovnat Cislu ve
fialovém policku.

Dokazte, Ze v Pascalové trojihelniku jsou ,,kyticky “, u kterych je soucin ¢isel na
¢ervenych listcich roven soucinu ¢isel na zelenych listcich, tj.
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plati:

(20 bodii)

n! 2 .
F(n—gy1 & upravime:

RozepiSeme kombinac¢ni ¢isla pomoci vztahu (Z) =

(n—l) ) ( n ) . (n+1) _ (=1 n! (Y
k—1) " \ket1 k) = =Dn—k)! D) (n—k—1)! " kK- (nt1-k)! —
(vzhledem ke komutativité operace ndsobeni)

= k!-((Z:;zll)! ' (k+(1'§T(lﬁik)z ’ (kfl)!-?n!qtlfk)! = (n;l> ’ (ZID ’ (kﬁl)‘

Lekce 4
1) Ukazte, ze

a) vmnoziné Q = {w;, @, } existuji celkem 4 rtzné jevy.

b) v mnoziné Q = {@;, @, w3} existuje celkem 8 rtiznych jeva.
(10 bodd)

Jevy jsou podmnoZiny mnoziny Q, tedy jevy jsou:
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2)

3)

4)

a) 07 {CO]}, {(1)2}, {(1)1 ) 6()2}
b) @, {(01}, {0)2},{(03},{0)1,(02}, {wla(’h}?{(’b, (03}3 {(01,0)2, (03}

Kolik riznych jevi najdeme v mnozin€ Q = {@;, m, ®3,...,®,}? (10 bodu)

Jevy jsou podmnoZiny mnoZziny Q. Kazdy prvek nprvkové mnoZiny ma pro kazdou
z jejich podmnoZin dv€ moZnosti: Bud je prvkem této podmnoZiny, nebo ne. Podle
kombinatorického pravidla soucinu je tedy zfejmé, Ze nprvkovd mnoZina ma 2"
podmnoZin.

Martin ma v krabici 4 koule — dvé bilé a dvé Cerné. Postupné vylosuje po jedné
vSechny koule (vytaZzenou kouli nevraci zpét do krabice) a zajim4 ho poradi barev
vylosovanych kouli. Urcete rozdé€leni pravdépodobnosti na mnozing €2 v§ech moz-
nych vysledkil pokusu. Urcete rozdéleni pravdépodobnosti na mnoZziné Q vsech
moznych vysledkll pokusu v piipadé, Ze Martin losuje soucasné dvé koule.

(20 bodu)

Nejprve uvazujme situaci, kdy Martin losuje koule po jedné. V takovém piipadé
existuje pravé 6 stejné pravdépodobnych vysledkd, tedy

Q={ccee 0cece cee0 6008 0000 0000}

Pravdépodobnost kazdého vysledku je rovna é.

Nyni se zabyvejme situaci, kdy Martin soucasné vylosuje dvé koule (v tomto
pripad¢€ nelze rozlisit jejich poradi). Uvédomte si, Ze ve druhém tahu uz musi vy-
tdhnout zbyvajici dvé koule a jejich barvy jsou jednoznacné uréeny barvami kouli
vylosovanych v prvnim tahu. Z tohoto divodu staci, zabyvat se pouze prvnim ta-
hem. Existuji 3 rizné vysledky losovani, které majf nasledujici pravdépodobnosti:

1 2 1

Jaka je pravdépodobnost, Ze pii hodu tfemi hracimi kostkami bude soucet padnu-
tych tecek

a) 5,

b) 16,

c) 9?
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(10 bodu)

Ptedpoklddejme, Ze hdzime Cervenou, zelenou a modrou kostkou. Celkovy pocet
vysledki hodu je podle kombinatorického pravidla soucinu roven 6-6-6 = 216.

a) Vysledky pfiznivé této situaci jsou (v poradi Cervend — zelend — modra
kostka):

[—1-3, 1—1-3, 1—-1-3, 1-2-2, 1-2-2, 1-2-2

Odtud plyne, Ze P(padne soucet 5) = %.
b) Stejnym postupem vypoéteme, Ze P(padne soucet 16) = 2—?6.
¢) Analogicky jako v pfedchozich pripadech vypocteme, Ze
P(padne soucet 9) = %.
5) Zduvodnéte (bez vypoctu), pro¢ jsou situace a) a b) v predchozi tloze stejné

pravdépodobné. (20 bodu)

Oba piipady jsou navzdjem ,,symetrické®, pokud si uvédomime, Ze na hraci kostce
je soucet tecek na protilehlych sténdch roven 7.

6) Jaka je pravdépodobnost, Ze pii hodu

a) dvéma,

b) tfemi,

c)n
mincemi padne rub na sudém poc¢tu minci? (30 bodt)
V situacich a) a b) mizeme najit mozné vysledky hodl a urcit jejich pravdépo-
dobnosti. Zjistime, Ze v obou pripadech je hledand pravdépodobnost rovna %
Existuje fada rdznych argumentaci, jak ukdzat, Ze hledand pravdépodobnost je
rovna % pro libovolné n — dvahou, matematickou indukci, pomoci symetrie, atd.
Ukézeme si jesté jiny postup. Hod n mincemi ma celkem 2" moZnych vysledkd
(kaZd4 mince m4 dvé moZnosti + kombinatorické pravidlo soucinu). V jediném
piipadé [1 = (’8)} nepadne Zadny rub, v () pfipadech padnou pravé dva ruby,

v (Z) piipadech padnou pravé ¢tyfi ruby, atd. PoCet pfipadd, kdy padne sudy pocet

rubti je dan soudtem
" + " + " +
0 2 4 ’
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ktery je roven 2" a to bez ohledu na n a jeho paritu. Tato skutecnost plyne
z binomické véty

n_ [T\ np0 N\ n—11, n 1zn—1 Y\ 0pn
(a+b)—<0>ab +<1>a b+ —i—(n_l)ab +<n>ab,

do které dosadime a =1 a b = —1. Pak

o-ner-()-6)+()-0)-0)- ()

coZ znamend, Ze plati rovnost
" + " + " +-= " + " + ; +
0 2 4 RN 3 5 '

1) Ukazte, Ze pro libovolny jev A plati:

Lekce 5

a) jevy A a @ jsou nezdvislé,

b) jevy A a Q jsou nezavislé. .
(10 bodit)

a) PANO)=P(0)=0=P(A)-0=P(A)-P(0).

b) P(ANQ)=P(A)=P(A)-1=P(A)-P(Q).

2) UkaZte, Ze podminka, aby jevy Ay,...,A, byly po dvou neslucitelné, nenf stejna
jako podminka
AINAN...NA, =0.

Najdéte protiptiklad. (10 bodi)

Je zfejmé, Ze podminka neslucitelnosti libovolné dvojice jevi Ay,...,A, je pfis-
néjsi, neZ podminka A1 NA,N...NA, = 0, protoze pokud jsou napf. mnoZziny
A1,A neslucitelné, tj. Ay NA; = 0, pak samoziejmé také plati, Ze A;NA>N...N
NA, =0.

Jako protipfiklad najdeme jevy Aj,A,,A3z takové, Ze A| NA; NA3 = 0, ale Zaddné
dva jevy z mnoziny A;,A;,As nebudou neslucitelné. To spliuji tieba nésle-
dujici jevy spojené a hodem kostkou: A} = {padne 1,2}, A, = {padne 2,3},
Az = {padne 1,3}.
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3) Jaka je pravdépodobnost, Ze pii hodu tfemi hracimi kostkami padne soucet 9 nebo
11? (10 bodit)
Stejnym zpusobem jak v iloze 4 ze 4. lekce dostaneme, Ze P(padne soucet 9) = %

a P(padne soucet 11) = 7.

4) Zduvodnéte, ze pro libovolné jevy A, B,C v pravdépodobnostnim prostoru (Q, p),
kde P(B) > 0 plati:
a) 0<P(A|B) <1,
b) P((AUC)|B) = P(A|B)+P(C|B)— P((ANC)|B),
¢) pokud ANC =0, pak P((AUC)|B) = P(A|B) + P(C|B)
d) P(A’'|B) =1-P(A|B)
e) pokud A C C, pak P(A|B) < P(C|B
) pokud A € C, pak P(4]B) < P(CIB) 20 b

a) P(A|B) = ngf)' Z nezépornosti P(ANB) a P(B) plyne vztah 0 < P(A|B).
ProtoZe pro libovolné jevy plati, Ze (ANB) C B, tak z vlastnosti pravdépodob-

nosti dostdvame nerovnost P(ANB) < P(B), coZ znamend, Ze P(A|B) < 1.

b)
(AUC)[B) = P((A;J(gmB) _ P((Ami)(;)(BmC)) _
P(ANB)+P(BNC)—P((ANB)N(BNC))
P(B)
P(ANB)+P(BNC)—P((ANC)NB)
P(B) B
P(ANB) P(BNC) P((ANC)NB)

P(B) P(B) P(B)
= P(A|B)+P(C|B) — P((ANC)|B),

¢) Specidlni pfipad b).

O g _ PANB) _P(Q\A)NB) _ P(QNB)\(ANB)) _
WB="pm = B P(B) -
_ P(B)-P(ANB) _
DTy e R AGL)

e) Plyne ze skutecnosti, Ze pokud A C C, tak také (ANB) C (CNB).
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5)

6)

Z balicku péti srdcovych a tif pikovych karet vylosujeme tfi karty. Tyto tii karty
pak znovu promichdme a vylosujeme jednu kartu. Jakd je pravdépodobnost, Ze
vylosovana karta bude srdcova? (20 bodu)

Existuje nékolik moznosti, jak tuto dlohu fesit — pomoci podminéné pravdépodob-
nosti, s vyuZitim stochastického grafu, atd. Staci si také uvédomit, zZe kazdd s osmi
karet m4 stejnou pravdépodobnost (), Ze bude vylosovanou kartou. Vzhledem
k tomu, Ze je v balicku pét srdcovych karet je hledand pravdépodobnost rovna

L_5
5-3=3-

Zamichame Sest karet O, &, &, #, & a tii z nich vyloZime na sttl tak, abychom
nevédeli, které. UrCete pravdépodobnost, Ze:

a) vSechny vyloZené karty budou cerné,
b) vSechny vyloZené karty budou Cerné, kdyZ vite, Ze mezi vylosovanymi kar-
tami je Cernd karta,
¢) vSechny vyloZené karty budou Cerné, kdyz vite, Ze mezi vylosovanymi kar-
tami je &. (20 bodd)
Vsech moZnych trojic je (g’) = 20 a pravdépodobnost vytaZeni kazdé z nich je
stejna.
a) Existuji celkem 4 rdzné trojice ¢ernych karet. Hledana pravdépodobnost je
55 =0,2.
b) Pokud si uvédomime, Ze mame jen dvé Cervené karty, tak je jasné, Ze vzdy
musi byt taZena aspoii jedna Cernd karta, tj. jde o stejnou situaci jako v bodé
a). Hledan4 pravdépodobnost je opét 0,2.
¢) Vime-li, Ze je mezi vylosovanymi kartami &, losujeme jen dvé zbyvajici
karty. Pocet viech moznych dvojic je (3) = 10. Tfi z téchto dvojic maji ob&
karty ¢erné. Hledana pravdépodobnost je 13—0 =0,3.

Lekce 6

1y

Budeme héazet minci tak dlouho, aZ padne rub. Najdéte odpovidajici nekonecny
pravdépodobnostni prostor (L2, p) tohoto pokusu. (10 bodu)

Mnozina v§ech moznych vysledki Q = {@;, @, ®3,...} mnoZinou s nekone¢né

mnoha prvky a P(@,) = .
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2) Hréaci A, B a C hazeji stifidavé minci a zvitézi ten, kdo prvni hodi lic. Nejprve hazi
minci hrd¢ A, po ném hra¢ B, pak hra¢ C, pak opét A atd. Urcete pravdépodobnosti
vyhry jednotlivych hraca. (10 bodu)
Graf na levém obrazku je hraci platno ke hie. Sklada se z uzli a orientovanych
hran, kterym je pfipsdn vysledek hodu minci. Na za¢atku hry postavime figurku do
uzlu (). Hazime minci a po hodu pfemistime figurku podél hrany, které odpovida
vysledek hodu. Hod minci a pfemistovani figurky opakujeme tak dlouho, az se
figurka dostane bud’ do uzlu (zvitézi hra¢ A), nebo do uzlu (zvitézi hra¢ B),
nebo do uzlu (zvitézi hrac C).

Ll

2
1]
g o)

PfipiSeme-li jednotlivym vétvim grafu jejich pravdépodobnosti, dostaneme graf
na obrazku vpravo. Ozna¢me x pravdépodobnost, Ze se figurka z uzlu (s) dostane
do uzlu . Analogicky y je pravdépodobnost, Ze se figurka dostane do uzlu

a z pravdépodobnost, Ze se figurka dostane do uzlu . Pak plati:

I

2
N2 /1\°
SONOEREES
NN /1\°
Z:(2> +<2> Z, atedy Z=

3) Hraci A, B a C hazeji stfidavé kostkou, jejiz sif je na obrazku. Zvitézi ten, komu
prvnimu padne jeho barva. Nejprve hdzi minci hrd¢ A, po ném hrac¢ B, pak hra¢ C,
pak opét A atd. Ktery z hra¢i ma nejvétsi Sanci na vyhru? (20 bodi)

1 /1)’
x:§+ — | x, atedy x=

9

N = Qi Qs
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Analogicky jako v pfedchozi tiloze dostaneme stochasticky graf

B
At @

5

6
N

2

WIN

Oznacme x pravdépodobnost, Ze se figurka z uzlu (s) dostane do uzlu . Analo-
gicky y je pravdépodobnost, Ze se figurka dostane do uzlu| B |a z pravdépodobnost,
Ze se figurka dostane do uzlu . Pak plati:

1,521 ey 3
YT 6 3 2 Y ATy
YT6376 327 AT
SL1s20
632763 2" TS

4) V krabici jsou Cervené a bilé koule. Hrac¢i A a B stiidavé losuji (s vracenim)
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5)

kouli z krabice tak dlouho, az bude vylosovédna Cervend koule, a zvitézi ten, kdo
ji vytdhne jako prvni. Lze najit takovy pocet kouli v krabici, aby méli oba hraci
stejné Sance na vyhru? (20 bodu)

Jedind moZnost je, aby v krabici nebyly Zadné Cervené koule, tj. aby oba hraci
m¢éli nulovou Sanci zvitézit (pak je takova hra spravedlivd). Bude-li v urné néjaka
¢ervend koule, tak m4 vZdy prvni hra¢ Sanci, Ze se mu podaii vytdhnout tuto kouli
hned v prvnim tahu a hru ukonc¢it. Druhy hrac se tak ke svému prvnimu tahu viibec
nemusi dostat.

Hod minci bude opakovan tak dlouho, az posledni tii hody utvofi sérii lic-rub-lic,
pak zvitézi hra¢ A, nebo sérii rub-rub-lic, tehdy zvitézi hra¢ B. Ktery z hra¢t ma
vétsi Sanci na vyhru? (20 bodu)

Existuje nékolik metod, jak uvedenou ulohu feSet. My si zde ukdZeme postup,
ktery je zaloZeny na postupné redukci stochastického grafu. Pribéh hry mizeme
demonstrovat pohybem figurky na obr. 6.6a a pokud vysledki jednotlivym hodd
pfipiSeme jejich pravdépodobnosti, dostaneme stochasticky graf (obr. 6.6b).

Il Irl

i 3
3 )
r 3

=

[ 1 1
- [F— -] -2~ [r]2[rr] 2]

3
;

a) b)
Obrazek 6.6

Z obr. 6.6b plyne, Ze z bodu (5) se do bodu dostanu jen pokud na zacitku
padne dvakrat rub. To nastane s pravdépodobnosti Alf. Tato skutecnost ndm umoZzni
zjednodusit graf na obr. 6.6b do grafu na obr. 6.7a. Z bodu (), se tedy s pravdé-
podobnosti % dostaneme do bodu a tedy s pravdépodobnosti % prejdeme do
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6)

bodu . Vzhledem k tomu, Ze z bodu | / | vede cesta jen do bodu , muizeme graf
déle redukovat na tvar z obr. 6.7b.

Irl Irl
1 1
- | Il
ﬂ
.
“ 1 1
Cmo i : $ \
3
4 4 4
é R L L
3 3
a) b) c)
Obrazek 6.7

Podobné lze odstranit i bod a prejit ke grafu 6.7c. Ddle uZ je postup snadny
a je zachycen na obr. 6.8.

Iyl [rl

3
13 3
2% 8
1.13 2
4,19 8
74, @—» rrl
a) b)
Obrazek 6.8

Hrac A ve hie zvitézi s pravdépodobnosti % hra¢ B zvitézi s pravdépodobnosti %

Hod minci bude opakovén tak dlouho, az posledni dva hody utvoii sérii lic-rub,
pak zvitézi hrac A, nebo sérii rub-rub, tehdy zvitézi hra¢ B, nebo sérii lic-lic, tehdy
zvitézi hra¢ C. Ktery z hra¢i ma nejvétsi Sanci na vyhru? (20 bodit)

Metodou redukce stochastického grafu (viz predesld tloha) dostaneme
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Odtud plyne, Ze hra¢ A zvitézi s pravdépodobnosti %, hra¢ B zvitézi s pravdépo-
dobnosti ; a hrd¢ C zvitézi s pravdépodobnosti %
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