
Dva dny
s

didaktikou matematiky
2022

Sborník příspěvků

Katedra matematiky a didaktiky matematiky
Univerzita Karlova, Pedagogická fakulta

Praha, 10.–11. 2. 2022



Organizátor:

Katedra matematiky a didaktiky matematiky,
Univerzita Karlova, Pedagogická fakulta

Společnost učitelů matematiky JČMF

Programový a organizační výbor:

Naďa Vondrová (předsedkyně)
Antonín Jančařík
Darina Jirotková
Michaela Kaslová

Editor:

Naďa Vondrová (e-mail: nada.vondrova@pedf.cuni.cz)

Programový a organizační výbor děkuje studentům a doktorandům za pomoc
při organizaci konference.

Tato publikace neprošla jazykovou úpravou. Příspěvky nebyly recenzovány.
Za obsah příspěvků odpovídají autoři.

Vyšlo v roce 2022. Systémem LATEX zpracovala Judita Kindlová.

ISBN 978-80-7603-351-1



Obsah

Úvodní slovo
Naďa Vondrová . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

Jednání v sekcích 7
Aktivity České národní banky v oblasti podpory finančního vzdělá-
vání na ZŠ a SŠ

Petr Čechák . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
Apolloniovy úlohy řešené jedinou metodou

Tomáš Fabián . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
Výuka finanční gramotnosti na základní škole

Jiří Helus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
Vyhledávání materiálů na portálech NPI

Antonín Jančařík, Jarmila Novotná, Jakub Michal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
Ako študenti učiteľstva vnímajú argumentáciu a dôkazy

Katarína Jánošková, Tünde Kiss, Lenka Vráblová, Mária Slavíčková . . . . 29
Nadané dítě s dvojí výjimečností

Kateřina Jůzová . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
Otázky v učebnicích matematiky

Michaela Kaslová . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
Hejného metóda ako metodologický problém

Ladislav Kvasz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .45
Zrod kauzálního myšlení v matematice = zrod matematiky;
Z Archívu Víta Hejného

Milena Kvaszová . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
Toeplitzův genetický přístup a výuka matematické analýzy

Jakub Michal, Kristýna Nižňanská, David Zenkl . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
Jaké číslo dává smysl?

Karolína Mottlová . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

3



Pracovní list s pohádkovou tématikou jeden z nástrojů přípravy na
slovní úlohy

Marie Nachtigalová–Šustrová . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
Využitie slovenskej ľudovej kultúry na hodinách matematiky

Alexandra Punčová, Zuzana Semričová, Lenka Valentová . . . . . . . . . . . . . . . 80
Je aj obrázok argumentom?

Mária Slavíčková . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
Aritmetické operácie na priamke a kružnici

Michal Zamboj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

Pracovní dílny 101
Hry k přemýšlení

Michaela Kaslová, Radka Havlíčková . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
Čarodějnice Armida aneb svět záporných čísel trochu jinak

Anna Kuřík Sukniak . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .115
Vizuální matematika

Kristýna Nižňanská . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .122
Variované slovní úlohy

Pavel Sovič . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
Roznásobování závorek v aritmetice

Antonín Jančařík . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
Žiacke riešenia kombinatorických úloh

Lenka Valentová, Alexandra Punčová, Zuzana Semričová . . . . . . . . . . . . . .140

4



Úvodní slovo

V roce 2022 se konference Dva dny s didaktikou matematiky konala podruhé
(a doufejme, že naposledy) v online podobě. Organizační výbor měl jednodušší
práci – nemusel zajišťovat místnosti ani občerstvení ani se starat o účastníky. Je
však třeba zdůraznit, že organizační výbor by to býval dělal rád, neboť nic ne-
nahradí osobní setkání učitelů, neformální schůzky či diskuse na jednání. Učitelé
matematiky i jejich vzdělavatelé jsou však odolní jedinci s velkým odhodláním,
takže i tentokrát udělali vše pro to, aby se konference vydařila a aby se z online
podoby vykřesalo vše, co se dalo.

Program byl opět bohatý a zapojilo se do něj více než 45 učitelů a dalších
odborníků. V online podobě se podařilo zorganizovat i dva „kulaté stoly“ a pří-
tomní mi jistě potvrdí, že diskuse účastníků byla bohatá. Program opět obsahoval
dvě hlavní přednášky – Š. Miková proslovila přednášku s názvem Teorie typů –
Jak se vrozené potřeby promítají do učení a R. Konopa měl přednášku s názvem
Dotkni se vesmíru. Články k hlavním přednáškám sice ve sborníku nenajdete,
nicméně na webu konference si můžete pustit jejich plné záznamy. To je jedna
z výhod online podoby konference.

Právě online forma konference měla za následek fakt, že oproti jiným rokům
výrazně převažovaly příspěvky v sekcích (28) nad pracovními dílnami (8). Před-
nášející se zřejmě obávali, že se jim nepodaří zorganizovat příspěvek tak, aby se
učitelé aktivně účastnili práce. O to více patří dík těm, kteří se toho odvážili. Zá-
znam o patnácti sekcích najdete ve sborníku, stejně jako záznam tří z pracovních
dílen.

Doufáme, že i tentokrát najdete ve sborníku mnohé inspirace a že se s vámi
sejdeme i na dalším ročníku konference v roce 2023.

Za programový a organizační výbor
Naďa Vondrová
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JEDNÁNÍ V SEKCÍCH

Aktivity České národní banky v oblasti
podpory finančního vzdělávání na ZŠ a SŠ

Petr Čechák1

Česká národní banka má jakožto člen pracovní skupiny finančního vzdělávání
mimo jiné za úkol provozování a podporu aktivit finančního vzdělávání. Těžiš-
těm snah České národní banky v této oblasti jsou zejména elektronické výukové
materiály, které postihují vcelku přehledně hlavní oblasti v současnosti platného
standardu finanční gramotnosti. Tuto činnost publikační pak doplňuje činnost
expoziční a přednášková a spolupráce s dalšími institucemi na aktivitách urče-
ných pro žáky nadané. Aktivity České národní banky jsou v současnosti zamě-
řené zejména na znalosti, méně pak na dovednosti a postoje, které spoluvytvářejí
finanční gramotnost, a jen v menší míře se věnují rozvoji matematické gramot-
nosti, která s gramotností finanční úzce souvisí.

Úvod
Česká národní banka je spolu s dalšími institucemi, jako např. Ministerstvem
školství, mládeže a tělovýchovy nebo Ministerstvem financí České republiky, čle-
nem pracovní skupiny finančního vzdělávání, která má napomáhat při realizaci
Národní strategie finančního vzdělávání 2.0, v níž je definována trojí úloha České
národní banky při naplňování této strategie: být „nezávislým odborným kon-
zultantem“, seznamovat „veřejnost se základními principy fungování ekonomiky,
peněžního oběhu a finančního trhu“ a podporovat nebo provozovat „aktivity fi-
nančního vzdělávání“ (MF ČR, 2019, s. 10), přičemž finanční vzdělávání je zde
definováno jako „proces směřující ke zvyšování úrovně finanční gramotnosti“,
která je vnímána jako „souhrn znalostí, dovedností a postojů nezbytných k dosa-
žení finanční prosperity prostřednictvím zodpovědného finančního rozhodování“
(MF ČR, 2019, s. 5). Poslední úlohu, tedy podporu či provozování aktivit v ob-
lasti finančního vzdělávání, se Česká národní banka pokouší realizovat zejména
1KMDM PedF UK; cechakpe@gmail.com
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ve vztahu k žákům druhého stupně základních škol, žákům škol středních, ve
vztahu k jejich vyučujícím a dále pak ve vztahu k široké veřejnosti. Tematicky
tyto aktivity pokrývají čtyři oblasti stanovené platným standardem finanční gra-
motnosti, tedy „nakupování a placení“, „hospodaření domácnosti“, „přebytek
rozpočtu domácnosti“ a „schodek rozpočtu domácnosti“ (MF ČR, 2017), čás-
tečně však tyto oblasti centrální banka ve svých aktivitách přesahuje, což je
dáno zejména jejím specifickým postavením jakožto instituce významně ovliv-
ňující svými rozhodnutími chod národní ekonomiky. Proto také Česká národní
banka používá na svých webových stránkách označení „finanční a ekonomická
gramotnost“ (ČNB, 2022), čímž je naznačen obsahový přesah jí připravených
materiálů a provozovaných aktivit.

V tomto příspěvku budou blíže představeny vybrané elektronické výukové
materiály, expoziční a přednášková činnost České národní banky a aktivity určené
pro žáky nadané.

Elektronické výukové materiály
Těžiště aktivit České národní banky v oblasti podpory finančního vzdělávání
v posledních letech spočívalo zejména ve vytváření elektronických výukových
materiálů.

V roce 2020 byla na webových stránkách České národní banky uveřejněna
prezentace s názvem Osobní finance aneb jak proplout bez potíží světem financí
(Komárek & Komárková, 2020). Tato prezentace, určená pro žáky druhého stupně
základních škol a studenty středních škol a jejich vyučující, pokrývá zejména pro-
blematiku hospodaření domácnosti, lze v ní však nalézt i informace týkající se
jiných oblastí standardu finanční gramotnosti (nakupování a placení, schodkový a
přebytkový rozpočet). Kromě samotné prezentace je možné z webových stránek
stáhnout také úspornější verzi pro tisk a zejména metodické listy určené vyu-
čujícím, které jednotlivé snímky prezentace blíže komentují a naznačují různé
možnosti práce v hodinách (např. otázky k diskuzi s žáky, řešené příklady, mož-
nost užití hry atd.). Celou prezentaci lze s žáky podle autorů projít za 4 vyučovací
hodiny, což využije nejspíš ten vyučující, který má ve svém předmětu dostatek
času alokovaný na finanční gramotnost. Vyučující matematiky může z prezen-
tace využít příklady z finanční matematiky, které mohou mít oproti těm, které
se standardně objevují v učebnicích, tu výhodu, že používají reálnou finanční
terminologii, se kterou se žáci mohou později setkat při uzavírání smluv či po-
rovnávání různých nabídek finančních produktů na internetu. Prezentace obecně
pracuje s více matematickými pojmy a koncepty, zpravidla je však blíže nerozvíjí.
Pro vyučující matematiky ale může představovat zdroj inspirace pro tvorbu vlast-
ních příkladů či slovních úloh s finanční tematikou, které mohou využít v těch
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tematických celcích, kde se v učebnicích matematiky s problematikou finančního
světa tak často nesetkáváme (např. zlomky, poměr, závislosti, pravděpodobnost
apod.).

Na webových stránkách České národní banky lze v sekci věnované finanční
a ekonomické gramotnosti nalézt dále prezentaci s názvem Proč vznikají krize
od stejných autorů (Komárek & Komárková, 2021) a další výukové prezentace a
filmy o činnostech a působnosti České národní banky (ČNB 2022), které se však
již dotýkají témat ze standardu finanční gramotnosti spíše okrajově.

Webová platforma Peníze na útěku, spravovaná rovněž Českou národní ban-
kou, shrnuje základní informace z různých segmentů finančního trhu, a v tomto
ohledu se tedy dotýkají zejména témat přebytkového a schodkového rozpočtu
domácnosti (ČNB 2021). Kladem této webové stránky je přehledné členění in-
formací podle finančních služeb a podle životních situací (např. důchod, rodina,
dluhy apod.) i přístupné vysvětlení relativně komplexních témat, jako jsou např.
charakteristiky různých investičních nástrojů. Na stránce lze nalézt také návod na
vytvoření „zdravého“ rodinného rozpočtu a několik znalostních kvízů v různých
stupních obtížnosti, po jejichž vyhodnocení se respondentům ukážou u každé
otázky odkazy na jednotlivé rubriky stránek, kde se mohou dozvědět více. Určitý
nedostatek ve skladbě těchto kvízů spočívá v absenci otázek ověřujících zvládnutí
základů finanční matematiky.

Expoziční a přednášková činnost České národní banky
V budovách České národní banky v Praze a v Brně byla dlouhou dobu umístěna
expozice s názvem Lidé a peníze, která seznamovala zejména s historií české měny
a českého bankovního sektoru. Byť se jednalo o expozici zajímavou, je otázkou,
nakolik napomáhala rozvoji finanční či ekonomické gramotnosti návštěvníků z řad
studentů. V budově ústředí centrální banky v Praze proto v tuto chvíli vzniká
nové návštěvnické centrum, které má být otevřeno v květnu 2022 a má kromě
předchozí expozice obsáhnout také více témat z oblasti finanční a ekonomické
gramotnosti a představit je interaktivní a pro žáky atraktivní formou.

Česká národní banka se dále účastní projektu Experti do škol, v jehož rámci je
možné poptat přednášku zaměřenou na zvolené ekonomické téma ve škole. Před-
náškové činnosti se účastní jednak vysokoškolští pedagogové, jednak odborníci
z různých institucí, včetně pracovníků České národní banky (ČNB, 2022).
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Aktivity pro žáky nadané
Česká národní banka spolupracuje s jinými institucemi na aktivitách finančního
vzdělávání, které mají rozvíjet žáky nadané a mimořádně nadané. Spolu s Insti-
tutem ekonomického vzdělávání se podílí na organizaci Ekonomické olympiády,
která je určena žákům 8. a 9. tříd základních škol a žákům škol středních a
má za cíl rozvíjet jejich znalosti a dovednosti a motivovat je k dalšímu studiu
v této oblasti. Její součástí je také udělování Ceny ČNB za nejlepší krátký vlog
připravený na zadané téma související s činností centrálních bank. V roce 2022
žáci odpovídají ve svém videopříspěvku na otázku, zda se mají centrální banky
angažovat v ochraně klimatu (ČNB, 2022).

Druhou aktivitou určenou pro žáky nadané, na níž Česká národní banka spo-
lupracuje s katedrou financí a účetnictví Obchodně podnikatelské fakulty Slezské
univerzity a s městem Karviná, je soutěž o nejlepší esej s tematikou finanční gra-
motnosti, která je určena středoškolákům (ČNB, 2022).

Závěr
Česká národní banka usiluje o zodpovědný přístup k úkolům, které jí byly v rámci
Národní strategie finančního vzdělávání 2.0 (MF ČR, 2019) svěřeny. Těžiště
jejích aktivit prozatím spočívá zejména v přípravě učebních materiálů, které
jsou snadno dostupné na jejích webových stránkách a poměrně přehledně po-
stihují hlavní tematické oblasti platného standardu finanční gramotnosti (MF
ČR, 2017). Určitou nevýhodou těchto materiálů však je jen omezené využití ma-
tematiky, což není ideální, neboť finanční gramotnost v sobě nutně zahrnuje také
ovládnutí příslušného matematického aparátu (Brožová et al., 2011). Všechny
aktivity České národní banky v oblasti podpory finančního vzdělávání jsou rov-
něž zaměřené především na znalosti, ovšem méně na dovednosti a postoje, které
však také tvoří nedílnou součást finanční gramotnosti, jak ostatně národní stra-
tegické dokumenty samy uvádějí (MF ČR, 2019). Zařazení některých témat ze
strany České národní banky do problematiky finanční a ekonomické gramotnosti
se pak může jevit jako sporné, neboť se ve skutečnosti finanční a ekonomické
gramotnosti dotýkají pouze okrajově (zejména témata související s vývojem na-
šeho bankovního sektoru a měny na našem území). I přes tyto výhrady však
lze materiály a aktivity připravené Českou národní bankou v oblasti finančního
vzdělávání vyučujícím doporučit k doplnění či obohacení jejich dosavadní výuky.
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Apolloniovy úlohy řešené jedinou metodou

Tomáš Fabián1

Apolloniovy úlohy jsou klasickým eukleidovským způsobem řešeny s využitím řady
různých metod. V článku se podíváme na řešení s využitím metody bodů daných
vlastností. Všechny Apolloniovy úlohy jsou touto metodou řešitelné, ne všechna
řešení však jsou eukleidovská. Složitější množiny, které nejsou zcela intuitivní,
budeme zkoumat a objevovat s využitím GeoGebry.

Zadání Apolloniových úloh jsou ve své podstatě velmi jednoduchá: jsou dány
tři objekty (přímky, body nebo kružnice) a naším úkolem je sestrojení kružnic,
které se dotýkají zadaných kružnic a přímek nebo procházejí zadanými body.
Tím je dáno deset základních zadání (BBB, BBp, BBk, Bpp, Bpk, Bkk, ppp,
ppk, pkk, kkk). Ve skutečnosti je však odlišných zadání mnohem více. Musíme
totiž rozlišovat i varianty, které se budou lišit růzností vzájemných poloh zada-
ných objektů (bod leží nebo neleží na zadané přímce, zadané přímky jsou nebo
nejsou rovnoběžné atd.). Například zadání úlohy bod-přímka-kružnice (Bpk) má
více než dvacet různých variant. V závislosti na variantě zadání, které máme řešit,
zpravidla volíme metodu, kterou použijeme. K řešení Apolloniových úloh se vy-
užívá celé řady různých metod (množina bodů daných vlastností, mocnost bodu
ke kružnici, stejnolehlost, dilatace, kruhová inverze). Je třeba říci, že s žáky a
studenty, se kterými hledáme během hodin níže popsaná řešení, jsou z předchozí
výuky s klasickým způsobem řešení Apolloniových úloh již obeznámeni.

Všechny Apolloniovy úlohy ve všech variantách se však dají řešit i s využi-
tím pouze jediné metody, pomocí množin bodů daných vlastností. Jak si však
ukážeme dále, ne vždy jsou tato řešení eukleidovská.

S touto metodou se setkají žáci již na základní škole. S jejím využitím hledají
středy kružnic opsaných, vepsaných a připsaných trojúhelníkům. Zkusme se nyní
podívat na to, jak postup řešení vypadá. Řekněme, že žáci dostanou za úkol
nalézt kružnici opsanou trojúhelníku. Nejprve si mohou uvědomit, že trojúhelník
je zde pouze v roli statisty a že pro samotné řešení úlohy jsou zapotřebí jen jeho
vrcholy. Hledají tedy kružnici procházející třemi body. Jde proto o Apolloniovu
úlohu pro tři body. Při hledání středu kružnice procházející třemi body nejprve
hledají množinu středů všech kružnic procházejících dvěma body ze zadaných
tří. To je osa úsečky, kde zadané body jsou krajními body úsečky. V dalším
kroku zopakují postup pro další dvojici bodů. Hledaný střed opsané kružnice je
průnikem obou množin.
1PORG, KMDM PedF UK; fabian@porg.cz
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Když si žáci, respektive studenti, plně uvědomí jednotlivé kroky tohoto po-
stupu a zároveň dokáží evidovat, proč jednotlivé kroky postupu fungují tak, jak
fungují, mohou přistoupit k řešení dalších Apolloniových úloh stejnou metodou.
Obdobný postup totiž můžeme aplikovat i na ostatní Apolloniovy úlohy. Ze za-
daných trojic objektů vytvoříme dvojice a hledáme postupně množiny středů
kružnic, postupně pouze právě pro tyto dvojice. Každou jednotlivou úlohu pak
dokážeme vyřešit, když dokážeme nalézt množinu středů kružnic pro jednotlivé
dvojice zadaných objektů (ve skutečnosti nám stačí dokázat naleznout středy
kružnic pro dvě dvojice ze tří). Celkově je takových dvojic šest (BB, Bp, Bk,
pp, pk, kk). I tyto dvojice mají různé varianty, je jich však podstatně méně
než u původních trojic. Dvojice bod-bod (BB) má variantu pouze jednu, dvojice
bod-přímka (Bp) varianty dvě atd.

Pro některé dvojice jsme schopni množiny hledaných středů nalézt snadno.
Jednak proto, že jsme se třeba s takovými množinami již setkali v minulosti,
jednak proto, že jsme schopni si takové množiny lehce představit. Mezi takové
dvojice patří dvojice bodů, dvojice rovnoběžných nebo různoběžných přímek nebo
dvojice přímka a bod, pokud bod leží na přímce. Občasné potíže žákům již činí
dvojice bod a kružnice, kde bod leží na kružnici, nicméně i v tomto případě jsou
zpravidla schopni hledanou množinu nalézt. Představit si hledané množiny pro
další dvojice, např. dvě kružnice, již žákům činí potíže a často se jejich představy
se skutečnou množinou výrazně rozcházejí.

Naštěstí můžeme s žáky hledané množiny snadno systematicky prozkoumávat
pomocí dynamického prostředí GeoGebry. Pojďme se podívat, jak takové hledání
množiny středů vypadá pro dvojici přímka a bod, když bod neleží na přímce.

Pokud bychom rovnou chtěli po žácích zkonstruovat hledanou množinu, nebu-
dou vědět, kde začít. Zde pomůže, když zadání postavíme konkrétněji. Nechceme
od žáků najít množinu všech středů, ale nalézt alespoň jeden střed kružnice,
která splňuje podmínky úlohy. Žáci zpravidla jako první naleznou řešení, kdy
střed kružnice leží na kolmici k přímce procházející zadaným bodem. Pokud mají
problém najít další řešení, můžeme zadání ještě více konkretizovat. Úloha pak zní
např.: „Nalezněte kružnici, která se dotýká zadané přímky, prochází zadaným bo-
dem a má poloměr 5 cm.“ Vyřešit takovou úlohu je pro žáky o poznání snazší.
V dynamickém prostředí GeoGebry mohou žáci nahradit hodnotu konkrétního
poloměru hodnotou posuvníku. Není pak problém během chvilky objevit celou
řadu středů kružnic pro různé hodnoty poloměru a vyznačit si polohy těchto
středů pomocí funkcí Stopa zapnuta nebo Množina bodů. Celkem snadno tak
evidujeme, že v tomto případě je hledanou množinou parabola (viz obr. 1). Oh-
niskem paraboly je zadaný bod a zadaná přímka je přímkou řídící. Hledali jsme
totiž body, jejichž vzdálenost od zadaného bodu i od řídící přímky je v obou
případech dána hodnotou jediného posuvníku. To skutečně odpovídá množinové
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definici paraboly. Protože známe řídící přímku a ohnisko, můžeme příště konstru-
ovat parabolu přímo pomocí nástroje Parabola.

Obrázek 1: Parabola.

Obdobným způsobem můžeme s žáky prozkoumávat i další dvojice objektů.
Nebudu zde prozrazovat, jak výsledné množiny vypadají, abych čtenáře neoši-
dil o potěšení je nalézt samostatně. Nicméně prozradím alespoň to, že se vždy
jedná o singulární nebo regulární kuželosečky. Regulární kuželosečky však nejsou,
s výjimkou kružnice, eukleidovsky konstruovatelné. Nejsou tedy eukleidovská ani
ta řešení Apolloniových úloh, která využívající těchto množin. Když mají žáci
prozkoumány všechny možné dvojice ve všech variantách, je již řešení Apolloni-
ových úloh snadné a v GeoGebře snadno zkonstruovatelné. Ukázku řešení úlohy
bod-přímka-kružnice (Bpk) vidíte na obr. 2.

Výše popsaná metoda řešení Apolloniových úloh a zejména její objevování
se ukazuje jako vhodná pro zařazení do badatelsky orientovaných hodin výuky.
Žáci dopředu nevědí, jak budou množiny středů kružnic vypadat, a jejich prvotní
odhady se mnohdy výrazně rozcházejí se skutečným tvarem množin. Systema-
tickým zkoumáním jsou však žáci schopni v dynamickém prostředí GeoGebry
postupně odhalovat, jak hledané množiny vypadají. Řešené problémy nejsou ani
příliš obtížné, aby demotivovaly, ani příliš snadné, takže je možné zažít radost
i překvapení z objeveného.
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Obrázek 2: Řešení úlohy bod-přímka-kružnice.
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Výuka finanční gramotnosti na základní škole

Jiří Helus1

S vysokým počtem exekucí přichází otázka, zda-li jsou občané České republiky
finančně gramotní. Místem, které se stará o zvyšování finanční gramotnosti je
mj. základní škola. Rozhodli jsme se zjistit, jakým způsobem je z pohledu uči-
telů finanční gramotnost vyučována. V článku najdete některé výsledky dotazníku
a reakce učitelů. Znalosti a dovednosti žáků základní školy v oblasti finanční gra-
motnosti ověřujeme testem. Nejzajímavější odpovědi žáků najdete v následující
části. V závěru článku jsou uvedeny některé materiály k výuce finanční gramot-
nosti.

Úvod
V historii lidstva hráli majetek a finance vždy důležitou roli. Počínaje směnným
obchodem přes první ražené mince až po peníze na bankovním účtě. To, jak lidé
dokázali a dokáží s majetkem nakládat, udržet si ho a hospodařit s ním, zna-
telně ovlivňuje kvalitu jejich života. Termínem, který popisuje tyto dovednosti,
je finanční gramotnost (dále jen FG). „Finanční gramotnost je soubor znalostí,
dovedností a postojů nezbytných k dosažení finanční prosperity prostřednictvím
zodpovědného finančního rozhodování. Finančně gramotný občan se orientuje
v problematice peněz a cen a je schopen odpovědně spravovat osobní/rodinný
rozpočet, včetně správy finančních aktiv a finančních závazků s ohledem na mě-
nící se životní situace“ (VÚP, 2011). V roce 2020 bylo v České republice zhruba
720 tisíc osob v celkem 4,33 milionech exekučních řízení2 (EK ČR, 2020). To zna-
mená, že přibližně 6,7 % obyvatel je v exekuci.3 Nejpravděpodobnější příčinou je
nízká FG populace. Pokud nepočítáme rodinu a mateřskou školu, je primárním
vzdělavatelem základní škola. „Základní vzdělávání má žákům pomoci utvářet
a postupně rozvíjet klíčové kompetence a poskytnout spolehlivý základ všeo-
becného vzdělání orientovaného zejména na situace blízké životu a na praktické
jednání“ (MŠMT, 2021). Položili jsme si proto otázky, zda-li žáci na základní
škole FG opravdu získají, v jaké míře a jaké kvalitě je FG na základní škole
vyučována a jak finančně gramotní jsou žáci.
1KDM MFF UK; Jiri.Helus@seznam.cz
2Aktuální k 11. 11. 2020
3Uvažujeme počet obyvatel ČR 10,7 milionu (ČSÚ, 2021).
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Výsledky dotazníku pro učitele
S cílem zjistit, do jaké míry a kvality se FG na druhém stupni základní školy
vyučuje, jsme sestavili dotazník pro učitele. Ten vyplnilo celkem 41 učitelů. Vět-
šina z těchto učitelů, celkem 38 z nich, učí na druhém stupni základní školy, zbylí
3 učitelé učí na víceletém gymnáziu.4

Z odpovědí vyplývá, že více jak polovina učitelů učí FG až v 8. a 9. roč-
níku základní školy, v 9. ročníku se jedná o tři čtvrtiny respondentů. Důvodem
může být mentální vyspělost žáků nebo matematické znalosti, které v předcho-
zích ročnících nabyli. Pokud učitelé FG vyučují, jedná se v průměru o zhruba
34,6 vyučovacích hodin za druhý stupeň. Vzhledem k extrémním hodnotám mezi
odpověďmi je pro nás směrodatnějším údajem medián, který vychází 24.5 Tento
údaj odpovídá 6 vyučovacím hodinám ročně.

Nejčastějším tématem napříč celým druhým stupněm je rozpočet. Pouze
v 7. ročníku učitelé nejčastěji zmiňovali výpočty s procenty. Takové výsledky
jsme očekávali vzhledem ke skutečnosti, že těžiště finanční matematiky druhého
stupně je právě u kapitoly procent, která se běžně vyučuje v 7. ročníku. Mezi další
častá témata patří platidla, bankovní účty, kapesné, úrokování, úvěry, půjčky,
daně, pojištění nebo spoření. Pojem investice se poprvé objevil až v 8. ročníku.

Když jsme se ptali na předmět, ve kterém učitelé nejčastěji FG učí, vyskytly
se zde 3 nejčastější odpovědi. Matematika, občanská výchova a finanční gramot-
nost.6 V matematice se žáci dostanou k oblasti finanční matematiky, zatímco
v občanské výchově7 probírají ostatní části FG bez výpočtů. Ideálním případem
je samozřejmě samostatný předmět finanční gramotnost, ve kterém si žáci mohou
projít výukou finanční gramotnosti v celku.8

Mezi nejčastější formy výuky FG patří výklad, skupinová práce, hry a pro-
jekty. Naopak velmi zřídka učitelé využívají diskuzí, simulací, scének, seminárních
prací nebo zvaní hostů.

Existuje mnoho učebnic k výuce FG, nejvíce odpovědí se týká učebnice Fi-
nanční gramotnost (nakl. Fortuna). Dalšími učebnicemi v pořadí jsou Finanční
gramotnost (nakl. Computer Media) a Finanční a ekonomická gramotnost (nakl.
Scientia). Častá odpověď byla také bez učebnice.

Dvě třetiny učitelů jsou spokojené s množstvím času, které finanční gramot-
nosti při výuce věnují, jedna třetina spokojená není. Domníváme se, že učitel,
4Mezi důvody tak nízkého počtu respondentů vyučujících na gymnáziu může patřit nedostatečné oslovení této
skupiny učitelů, nízký počet víceletých gymnázií v porovnání s počtem základních škol nebo skutečnost, že se
FG na gymnáziích tolik nevyučuje. Tuto hypotézu jsme však neověřovali.

5Obě statistické hodnoty počítají pouze s nenulovými daty.
6Jako samostatný předmět.
7Máme na mysli i základy společenských věd a další odpovídající předměty.
8Pro pochopení předchozího odstavce je nutné vnímat finanční matematiku jako průnik jinak disjunktních vědních
oborů, matematiky a finanční gramotnosti.

17



který má nízkou úroveň FG, necítí potřebu FG více vyučovat. Tedy nelze činit
z dat závěr, že je FG vyučována v dostatečném množství.

Na závěr dotazníku jsme učitelům položili otázku, co by jim pomohlo, aby byli
spokojeni s rozsahem a kvalitou výuky FG. Téměř polovina učitelů by ocenila
nové materiály. Více jak třetina učitelů by využila konzultace s odborníky nebo
kolegy, kteří FG také vyučují. Třetí nejčastější odpovědí byla změna rámcových
vzdělávacích programů, případně školních vzdělávacích programů.

Výsledky testu pro žáky
Testu se zúčastnilo celkem 113 žáků. Z toho 49 chlapců a 64 dívek. Celkem 87 žáků
navštěvovalo základní školu, 26 žáků gymnázium. 8 žáků navštěvovalo 6. ročník,
6 žáků 7. ročník, 57 žáků 8. ročník a 42 žáků 9. ročník. Vždy uvažujeme i odpoví-
dající ročníky víceletých gymnázií. Test obsahoval celkem 27 otázek rozdělených
do 8 částí. V následující části budou zmíněny některé úlohy s odpověďmi žáků.

Otázka č. 4: Co se děje při inflaci?
Nabídka odpovědí:

• Za stejné množství peněz si můžeme nakoupit méně věcí.
• Ceny rostou a hodnota peněz se snižuje.
• Bankovky nabývají na hodnotě, zatímco mince na hodnotě ztrácejí.
• Za stejný nákup zaplatíme více peněz.
• Vlivem (z angl. influence) vývoje moderních technologií přestávají lidé

platit mincemi a bankovkami.

Tučně jsou zvýrazněny správné odpovědi. Dvě třetiny žáků správně odpově-
děly, že „[c]eny rostou a hodnota peněz se snižuje“. Zbylé dvě odpovědi v obou
případech zvolila necelá polovina žáků. Třetí odpověď zvolila necelá desetina
žáků. Více jak pětina žáků však zvolila poslední možnost, která působí odborně,
je však smyšlená.

Následuje příklad z finanční matematiky.

Otázka č. 5: Produkt je zlevněn o 24 % na 769 Kč. Bez počítání odhadni
přibližnou výši slevy.
Nabídka odpovědí:

• 150 Kč
• 250 Kč
• 350 Kč
• 450 Kč
• 550 Kč
• Nevím
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U této otázky jsme předpokládali, že žáci 7. a vyššího ročníku budou mít
oproti žákům 6. ročníku výhodu, jelikož již prošli výukou procent. To se pře-
kvapivě nepotvrdilo. Pouze dvě pětiny všech žáků odpověděly správně. Pomocí
chí-kvadrát testu jsme zjišťovali, zda existuje závislost mezi správnými odpo-
věďmi a pohlavím žáka, jelikož mnoho správných odpovědí přišlo od chlapců.
Závislost se potvrdila.9 Náš další předpoklad, že žáci gymnázií budou úspěšnější,
se nepotvrdil.

Otázka č. 22: Kolik bys musel/a mít na spořicím účtu s úrokovou sazbou
0,5 % p.a., aby výše vyplaceného úroku před zdaněním první měsíc činila
30 000 Kč? Zadej pouze číslo.

Druhý příklad z oblasti finanční matematiky dopadl o poznání hůře. Za správ-
nou odpověď považujeme hodnotu 72 000 000 Kč. Tu zvolili pouze 4 žáci. Téměř
polovina žáků odpověď neznala nebo nerozuměla zadání. Celkem 17 žáků odpově-
dělo 6 000 000 Kč. Tato odpověď by byla správná, pokud by se nejednalo o roční
úrokovou sazbu, ale měsíční.

Otázka č. 23: Každý člověk platí nebo je za něj odváděno zdravotní pojištění.
Kdo ho platí za tebe, žáka/yni ZŠ?
Nabídka odpovědí:

• Škola
• Rodiče
• Město
• Stát
• Kraj
• Zdravotní pojišťovna
• Nevím

Více jak čtvrtina žáků si myslí, že zdravotní pojištění za ně platí sama zdra-
votní pojišťovna. Třetina žáků uvedla, že za ně zdravotní pojištění platí rodiče.
I to bychom mohli považovat za správnou odpověď, vezmeme-li v potaz, že ro-
diče odvádějí daně, ze kterých stát zdravotní pojištění za žáky platí. Správnou
odpověď, tedy stát, uvedla zhruba třetina žáků.

Materiály do výuky
Materiálů pro výuku FG existuje velké množství. Podrobný seznam včetně popisů
naleznete v (Helus, 2021). Zde uvedu jen některé z nich.
9Bylo vypočítáno testovací kritérium K = 8, 61 mající pro nezávislé znaky rozdělení χ2 s jedním stupněm volnosti.
Následně bylo porovnáno s kritickou hodnotou na hladině významnosti 0,05 (3,841).
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Webové stránky
• www.zlatka.in
• www.financnivzdelavani.cz
• www.fgdoskol.cz

Videa
• Finanční gramotnost – NEZkres-

lená věda II10

• Dějiny peněz – NEZkreslená věda
III11

• www.fgdoskol.cz/rozcestnik
/videa

• Vzdělávací videa – finanční gra-
motnost12

Online hry
• FinGR play13

• Peníze na útěku14

• Chráníme korunu15

• Rozpočti si to!16

Deskové hry
• Finanční svoboda17

• Cashflow 101
• Monopoly
• Oeconomica
• Dostihy a sázky

Shrnutí
FG je součástí rámcových vzdělávacích programů a dalších podpůrných doku-
mentů. Taktéž je povinně vyučována na základních školách. Záleží však na ško-
lách samotných a na učitelích, v jaké míře FG do výuky zařadí. Někteří učitelé
vyučují FG v matematice nebo společenských vědách, a to v rozsahu kolem 6 vy-
učovacích hodin ročně. Jiní vyučují FG v samostatném předmětu s hodinovou
dotací 2 vyučovací hodiny týdně. Míra výuky se tedy liší, celkově však z výsledků
dotazníku vyplývá, že je výuce FG věnováno málo času. Přesto je však většina
učitelů s množstvím času spokojena. K výuce FG existuje velké množství materi-
álů, jakými jsou například učebnice, pracovní sešity, videa, hry a mnoho dalších.
I přesto by však většina učitelů ocenila nové materiály. Taktéž by uvítali konzul-
taci s experty a kolegy. Z testu pro žáky vyplývá, že největším problémem jsou
úlohy z finanční matematiky. Ostatní znalosti FG však také nejsou na uspokojivé
úrovni. Domníváme se, že je potřeba věnovat výuce FG více času.
10Odkaz na video: https://youtu.be/ukhM4c-WXoM
11Odkaz na video: https://youtu.be/o_fLzJv6Q9g
12Odkaz na YouTube kanál: https://youtube.com/playlist?list=PLeHpXXzZpcX-w6WvZuBQA8Z_B6CiD2GM3
13Více informací: https://www.fingrplay.cz/
14Více informací: https://www.penizenauteku.cz/
15Více informací: https://www.chranimekorunu.cz/
16Více informací: http://www.rozpoctisito.cz/
17Více informací: https://www.financnisvoboda.cz/

20

www.zlatka.in
www.financnivzdelavani.cz
www.fgdoskol.cz
www.fgdoskol.cz/rozcestnik/videa
www.fgdoskol.cz/rozcestnik/videa
https://youtu.be/ukhM4c-WXoM
https://youtu.be/o_fLzJv6Q9g
https://youtube.com/playlist?list=PLeHpXXzZpcX-w6WvZuBQA8Z_B6CiD2GM3
https://www.fingrplay.cz/
https://www.penizenauteku.cz/
https://www.chranimekorunu.cz/
http://www.rozpoctisito.cz/
https://www.financnisvoboda.cz/


Literatura
[1] Český statistický úřad (2021). Pohyb obyvatelstva – rok 2020. https:

//www.czso.cz/csu/czso/cri/pohyb-obyvatelstva-rok-2020

[2] Exekutorská komora České republiky (2020). Základní statistické
údaje. https://statistiky.ekcr.info/statistiky

[3] Helus, J. (2021). Finanční gramotnost na základní škole. Praha. [Diplo-
mová práce. Univerzita Karlova, Matematicko-fyzikální fakulta, Katedra di-
daktiky matematiky]. https://dspace.cuni.cz/handle/20.500.11956/1
27721

[4] Ministerstvo školství, mládeže a tělovýchovy České republiky
(2021). Rámcový vzdělávací program pro základní vzdělávání. http://www.
nuv.cz/file/4982/

[5] Výzkumný ústav pedagogický v Praze (2011). Vymezení pojmu fi-
nanční gramotnost. https://clanky.rvp.cz/clanek/c/Z/13213/VYMEZEN
I-POJMU-FINANCNI-GRAMOTNOST.html/

21

https://www.czso.cz/csu/czso/cri/pohyb-obyvatelstva-rok-2020
https://www.czso.cz/csu/czso/cri/pohyb-obyvatelstva-rok-2020
https://statistiky.ekcr.info/statistiky
https://dspace.cuni.cz/handle/20.500.11956/127721
https://dspace.cuni.cz/handle/20.500.11956/127721
http://www.nuv.cz/file/4982/
http://www.nuv.cz/file/4982/
https://clanky.rvp.cz/clanek/c/Z/13213/VYMEZENI-POJMU-FINANCNI-GRAMOTNOST.html/
https://clanky.rvp.cz/clanek/c/Z/13213/VYMEZENI-POJMU-FINANCNI-GRAMOTNOST.html/


Vyhledávání materiálů na portálech NPI

Antonín Jančařík1, Jarmila Novotná2, Jakub Michal3

V rámci příspěvku je představen jeden z dílčích výstupů projektu AI asistent pro
žáky a učitele. Představujeme část výzkumu, jehož cílem bylo navrhnout a expe-
rimentálně ověřit systém klasifikace digitálních výukových zdrojů. Za tímto úče-
lem byly vytvořeny tři systémy klasifikace obsahu (RVP, CERMAT, PedF), které
vycházejí z různých přístupů ke vzdělávacímu obsahu na základě kurikulárních
dokumentů. Ukazuje se, že je velmi obtížné nalézt u konkrétních materiálů, ale
i v obecné rovině, propojení mezi požadovanými výstupy, učivem a následnými
požadavky u státní maturitní zkoušky. To je jistě cenným podkladem do diskuze
o revizi kurikulárních dokumentů.

Úvod
Jedním z nástrojů, které můžeme ve výuce matematiky používat, jsou digitální
výukové materiály. Na jejich tvorbě se podílejí komerční společnosti, neziskové
organizace, akademická pracoviště, ale také učitelé a studenti. V některých pří-
padech jsou dokonce učitelé přímo vybízeni, aby tyto materiály vytvářeli a sdíleli
(např. v rámci projektu Šablony).

Vznik digitálních výukových materiálů velmi urychlila pandemie covid-19,
v rámci níž došlo k uzavření škol a přechodu na distanční výuku. V tomto období
mnozí učitelé začali nejen vyhledávat, ale také vytvářet a sdílet své vlastní pod-
klady pro výuku. Vznikla tak celá řada zdrojů, které jsou zdarma dostupné, ale
mají velmi rozdílnou kvalitu. V souvislosti s touto expanzí se objevila poměrně
zásadní otázka, jak shromážděné materiály klasifikovat a jak v nich efektivně
vyhledávat. Této otázce se věnuje i výzkum realizovaný v rámci projektu Tech-
nologické agentury ČR nazvaného AI asistent pro žáky a učitele, na jehož řešení
se autoři tohoto článku podílejí. V příspěvku se budeme zabývat otázkou, jak
dostupné materiály klasifikovat.

Portál EMA
Jednou z cest, jak učitelům výukové materiály zprostředkovávat, je i zřizování
národních portálů, na kterých jsou zdroje nabízeny. V České republice je provo-
zovatelem takového portálu nazvaného EMA (ema.rvp.cz, viz obr. 1) Národní
1KMDM PedF UK; antonin.jancarik@pedf.cuni.cz
2KMDM PedF UK; jarmila.novotna@pedf.cuni.cz
3KMDM PedF UK; cjakub@email.cz
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pedagogický institut ČR. Portál v současné době nabízí desítky tisíc výukových
materiálů v českém jazyce. Cílem výzkumu, který zde prezentujeme, je klasifiko-
vat výukové materiály z tohoto portálu věnované matematice tak, aby tato kla-
sifikace mohla být použita pro pozdější učení umělé inteligence (AI). AI asistent
by měl nejen pomáhat učitelům a žákům ve vyhledávání vhodných materiálů, ale
také samostatně obsah učebního materiálu klasifikovat dle stanovených kritérií.
Prvním krokem k dosažení tohoto cíle je nalezení vhodného způsobu hodnocení
materiálů.

Obrázek 1: Portál EMA.

Klasifikace materiálů dle obsahu
Jedním z hlavních kritérií, podle kterých jsou výukové materiály vyhledávány
a tříděny, je v souladu se všeobecným očekáváním jejich obsah. Proto je jedním
z cílů projektu dosáhnout toho, aby pomocí AI bylo možné určit, jakému tématu
se daný výukový materiál věnuje. K tomu je nutné nejen navrhnout vhodnou
klasifikaci, ale pomocí ní také zařadit větší množství materiálů, které následně
budou sloužit pro učení AI. Ke klasifikaci obsahu jsme použili tři odlišně konci-
pované systémy hodnocení, které jsme pracovně označili RVP, CERMAT a PedF.

Klasifikace dle systému RVP vycházela z kurikulárního dokumentu Rámcové
vzdělávací programy (RVP G, 2007), který stanovuje očekávané výstupy ze vzdě-
lávání na všech gymnáziích v České republice. Jednotlivé materiály jsou hod-
nocené podle výstupů, ke kterým má použití materiálů směřovat (např. žák
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užívá vlastnosti dělitelnosti přirozených čísel). Tento systém byl použit mimo
jiné proto, že je používán pro klasifikaci materiálů na portálu EMA.RVP.CZ, což
je zdroj, ze kterého byly materiály hodnoceny.

Klasifikace dle systému CERMAT vychází z dokumentu Katalog požadavků
zkoušek společné části maturitní zkoušky (CERMAT, 2014), který specifikuje po-
žadavky na žáky, kteří budou konat státní maturitní zkoušku z matematiky.
Tento systém klasifikuje výukové materiály podle dovedností, kterých žáci do-
sáhli (např. žák dovede rozlišit prvočíslo a číslo složené).

Třetí použitý systém klasifikace výukových materiálů (označovaný PedF) je
systém navržený autory článku a vychází z kurikulárního dokumentu RVP Z
(2021). Tento dokument určuje závazné požadavky na výuku na všech základ-
ních školách v České republice, byl však autory článku doplněn a rozšířen tak,
aby lépe vyhovoval potřebám klasifikace digitálních materiálů. Na rozdíl od kla-
sifikace dle RVP nevycházejí autoři z očekávaných výstupů, ale používají klasi-
fikaci podle učiva. Podle jejich zkušeností tato klasifikace lépe vystihuje způsob,
kterým učitelé k výukovým materiálům přistupují a podle jakých parametrů je
vyhledávají.

Cílem výzkumu představovaného v tomto článku bylo nalézt odpověď na
otázku, zda navržený systém klasifikace učebních materiálů je dostatečně přesně
specifikován, aby bylo možné u každého materiálu jednoznačně rozhodnout, ke
které oblasti se vztahuje. Tedy jestli je možné vůbec navržené systémy klasifikace
použít. Je zřejmé, že pokud se v určení na zařazení materiály neshodnou sami
hodnotitelé (hodnotiteli byli všichni tři autoři článku), bude takřka nemožné pou-
žít klasifikované výukové materiály pro učení AI a AI nebude schopná vyhledávat
vhodné materiály.

Výzkum jsme rozdělili do dvou základních částí, které popíšeme v dalším
textu. V první části výzkumu jsme se zaměřili na sjednocení postupů při hod-
nocení, ve druhé části jsme se pak věnovali vlastnímu hodnocení vzdělávacích
materiálů pro potřeby projektu a učení AI.

První část výzkumu jsme rozdělili do dvou fází, které na sebe navazovaly:
Fáze 1: Individuální zhodnocení 49 materiálů z portálu EMA;
Fáze 2: Porovnání hodnocení u 10 z nich (vybrané náhodně).

Pro fázi 1 bylo vybráno 49 materiálů z portálu EMA tak, aby pokrývaly
většinu témat. Každý hodnotitel vypracoval tabulku, v níž uvedl svá hodnocení
u jednotlivých klíčových kategorií. Pro ilustraci uvádíme na obr. 2 ukázku z jedné
z tabulek, které v této části vznikly.

Ve fázi 2 bylo náhodně vybráno 10 úloh z portálu ema.rvp.cz a byla provedena
srovnávací analýza jejich hodnocení z fáze 1. Výsledek srovnávací analýzy je
představen v tab. 1.
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Obrázek 2: Ukázka hodnocení materiálů ve stanovených systémech hodnocení.

Tabulka 1: Výsledky srovnávací analýzy jednotlivých hodnocení.

Klasifikace Úplná shoda
Rozdíl u jed-
noho člena
o 1 úroveň

Větší
rozdíly Poznámky

RVP 0 4 6

Větší rozdíly:
U 5 úloh ne-
bylo zařazení
u všech tří
hodnotitelů.

CERMAT 8 2 0
PedF UK 8 0 2

Výsledkem fáze 2 jsou tato zjištění:
• U systému klasifikace CERMAT jsou mezi hodnotiteli malé rozdíly, lze ho

tedy považovat za jednoznačně rozlišující.
• Předchozí situaci se blíží i použití klasifikace dle systému PedF.
• U ukazatele RVP nebyla úplná shoda ani jednou, ale převážily velké rozdíly

v zařazení. Je to dáno charakterem RVP, kde hlavní pozornost je zaměřena
na výstupy z jednotlivých stupňů vzdělání, ne na jeho průběh; proto je
v některých případech obtížné určit, kam úlohu zařadit.

• Klasifikace podle výstupů z učení, které používá model RVP a která je
přímo součástí portálů EMA, není dostatečně jasně specifikována a není
vhodná pro klasifikaci materiálů pro potřeby učení AI.

Na základě výše uvedených kritérií byla ve druhé části výzkumu provedena
klasifikace 338 digitálních materiálů z portálu ema.rvp.cz.
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Materiály byly klasifikovány podle tématu, kterému se věnují, a klasifikace
probíhala ve třech již představených systémech.

Hodnocení dle klasifikace RVP se neukázalo být zcela vhodné. Výstupy byly
často příliš obecné na to, aby podle nich byly vyhledávány konkrétní typy úloh.
Také naopak bylo mnohdy obtížné téma k nějakému výstupu zařadit. Mnohdy to
nebylo možné dokonce vůbec, nebo jen velmi problematicky. Nelze navíc očeká-
vat, že by žák, rodič, ale pravděpodobně ani učitel materiál vyhledával na základě
výstupu uvedeného v RVP.

Při použití klasifikace CERMAT, vycházející z požadavků na vědomosti a do-
vednosti, které mohou být ověřovány v rámci jednotné přijímací zkoušky CER-
MATu, již bylo možné většinu úloh zařadit k jednomu z těchto požadavků, ka-
tegorie nebyly vždy dostatečně specifické. Proto jsme v rámci klasifikace PedF
kategorie rozšířili o další podtémata, mnohdy až ke konkrétním jevům, které
bude učitel, rodič či žák vyhledávat pravděpodobněji.

V myšlenkové mapě, která za tímto účelem vznikla (viz obr. 3) jsou také na-
značeny některé vztahy a souvislosti mezi jednotlivými tématy. Ty značně uleh-
čily hodnocení, když nějaký materiál spadal do více než jedné kategorie. Stromová
struktura se zmíněnou provázaností umožnila snazší nalezení takových témat,
která jsou k danému tématu vhodnou prerekvizitou či korekvizitou. Tato návaz-
nost učiva byla také uváděna u hodnoceného materiálu, pokud to bylo možné
a smysluplné. Tuto nově vytvořenou taxonomii jsme provázali na výstupy z RVP
tak, aby bylo možné témata (alespoň jedním směrem) převádět a snáze hodnotit.

Obrázek 3: Třetí taxonomie.
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Závěr
Prezentovaný výzkum posloužil nejenom jako podklad pro následné učení AI roz-
poznávat výukové materiály, ale poskytl cenný vhled do způsobu, jakým k obsahu
učiva přistupují jednotlivé kurikulární dokumenty. Posloužil také k porozumění
základním vazbám a návaznostem mezi jednotlivými tématy, kterým se školská
matematika věnuje. Prvním z těchto zjištění je fakt, že je velmi obtížné nalézt
u konkrétních materiálů, ale i v obecné rovině, propojení mezi požadovanými vý-
stupy, učivem a následnými požadavky u státní maturitní zkoušky. Toto zjištění
si vyžaduje další hlubší studium a může sloužit i jako velmi významný vklad jak
do diskuze do probíhajících diskuzí o podobě maturitní zkoušky, tak do připra-
vované revize kurikulárních dokumentů.

Součástí výzkumu byla i analýza dalších parametrů výukových materiálů,
kterým se však tento článek nevěnuje.

Tento článek vznikl s podporou projektu TAČR č. TL05000236 – AI asistent pro žáky a učitele.
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Ako študenti učiteľstva vnímajú argumentáciu a
dôkazy

Katarína Jánošková1, Tünde Kiss2, Lenka Vráblová3, Mária
Slavíčková4

Argumentácia a dôkazy sú významnou súčasťou vyučovania matematiky, pričom
ich zaradenie je do veľkej miery v rukách učiteľa. Formou skupinových interview
sme zisťovali predstavy a postoje budúcich učiteľov matematiky ohľadom argumen-
tácie a dôkazov vo vyučovaní matematiky. Študenti učiteľstva zväčša vnímali veľký
význam argumentácie a dôkazov vo vyučovaní. Niektorí majú ťažkosti predstaviť
si ich zaradenie do vyučovania. Na základe výsledkov interview sa domnievame,
že tieto problémy môžu súvisieť s nedostatkom skúseností študentov s argumen-
táciou už počas základoškolského či stredoškolského štúdia. Tieto domnienky je
však nutné ďalej preskúmať.

Úvod
Náš výskum je súčasťou pilotného testovania medzinárodného Horizon 2020 pro-
jektu MaTeK (akronym z Enhancement of Research Excellence in Mathematics
Teacher Knowledge, https://www.projectmatek.eu/). Projekt patrí medzi
projekty podporené Európskou úniou a zamerané na budovanie výskumnej infra-
štruktúry a medziuniverzitnej siete (tzv. Twinning projekt), v ktorom sa zame-
riavame budovanie spomenutej medziuniverzitnej siete aj prostredníctvom spo-
ločného výskumu zameraného na budúcich učiteľov matematiky.

Argumentácia a dôkazy sú významnou súčasťou vyučovania matematiky. Via-
ceré svetové výskumy ukazujú, že budúci učitelia matematiky nie sú pred ná-
stupom do praxe dostatočne pripravení vo vyučovaní využívať argumentáciu a
dôkazy na príslušnej kognitívnej úrovni žiakov (Stylianides & Stylianides, 2009).
Zistenie aktuálneho stavu je prvým krokom ku zlepšeniu vzdelávania budúcich
učiteľov v tejto oblasti. Preto cieľom našej pracovnej skupiny bolo zistiť, aké
majú študenti učiteľstva matematiky predstavy, postoje a názory ohľadom argu-
mentácie a dôkazov v kontexte ich zaradenia do vyučovania matematiky.
1FMFI UK v Bratislave; janoskova35@uniba.sk
2FMFI UK v Bratislave; tunde.kiss@fmph.uniba.sk
3PriF UK v Bratislave; vrablova60@uniba.sk
4FMFI UK v Bratislave; maria.slavickova@fmph.uniba.sk
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Metódy výskumu
Výskumnú vzorku tvorilo 17 študentov prvého ročníka magisterského štúdia uči-
teľstva matematiky v kombinácii (vrátane konverzného programu), pričom dru-
hým aprobačným predmetom bola fyzika, informatika, geografia, chémia, bioló-
gia, alebo deskriptívna geometria. Na získanie dát sme zvolili metódu pološtruk-
túrovaného skupinového interview. Študentov sme rozdelili do 4 skupín podľa
študentských preferencií (3 skupiny so 4 študentmi a 1 skupina s 5 študentmi),
každá skupina bola priradená k niektorému zo 4 výskumníkov, ktorý interview
uskutočnil, nahral (MS Teams – obraz a zvuk, mobil – zvuk pre prípad, že by
v nahrávke cez MS Teams nebolo dobre rozumieť), urobil transkript a prvé kó-
dovanie.

Interview prebehlo dňa 11. 10. 2021 na Fakulte matematiky, fyziky a infor-
matiky Univerzity Komenského v Bratislave a to paralelne v štyroch skupinách
respondentov, ako sme opísali vyššie. Vo výskumnej vzorke boli piati respondenti,
ktorí sú kmeňoví študenti Prírodovedeckej fakulty, a dvanásti študenti Fakulty
matematiky, fyziky a informatiky (z nich dvaja študenti konverzného programu).

V rámci bakalárskeho štúdia všetci respondenti absolvovali náčuvovú prax
a získali matematický základ, no zatiaľ nemali predmety zamerané na didak-
tiku matematiky. Čo sa týka druhého aprobačného predmetu, viacerí študenti už
v rámci bakalárskeho štúdia absolvovali odborové didaktické predmety. V rámci
spoločného pedagogicko-psychologického základu väčšina študentov absolvovala
všeobecnú didaktiku (výnimku tvoria práve konverzní študenti).

Interview obsahovalo 4 základné oblasti, ktoré sme rozvinuli do 16 otázok tak,
aby sme sa v každej skupine pýtali na to isté a získané dáta vedeli zlúčiť a vy-
hodnotiť. V úvodnej časti interview sme chceli študentov „zahriať“ otázkami,
týkajúcich sa ich motivácii pre štúdium učiteľstva matematiky (v kombinácii).
V nadväzujúcej druhej časti sme sa preniesli do budúcnosti, kde si mali respon-
denti predstaviť sami seba už ako učiteľov matematiky na 2. stupni základnej
školy, alebo v 1. ročníku strednej školy. Chceli sme tak zistiť ich predstavy o cie-
ľoch vyučovania, príprave na vyučovanie, dostupných zdrojoch, priebehu vyučo-
vania, ako aj názory na význam argumentácie vo vyučovaní. V tretej časti sme
sa hlbšie venovali argumentácii, zdôvodňovaniu a dôkazom. V štvrtej, záverečnej
časti, sme sa vrátili do súčasnosti, kde sme sa pýtali študentov na ich vzájomnú
spoluprácu a vedomosti o možnostiach vzájomnej spolupráce študentov učiteľstva
ako aj učiteľov v praxi.

Pre spracovanie a následnú analýzu dát sme používali bežný textový a ta-
buľkový editor, prípadne rukou písané poznámky na tzv. whiteboard (nepoužili
sme žiaden iný softvér). Na analýzu dát sme využívali metódu open coding –
otvorené kódovanie, ako ho definuje Creswell (2015). Každý zo štyroch výskum-
níkov kódoval každú otázku samostatne, kódovania sme si navzájom porovnali,
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čím sme zabezpečili trianguláciu. Po spoločnom porovnaní a prediskutovaní kó-
dov sme vytvorili finálne kódy spoločné pre všetky štyri transkripty. Po ďalšom
preskúmaní sme kódy združili do štyroch okruhov záujmu (v tomto príspevku sa
zaoberáme iba tretím okruhom):

1. postoje a názory budúcich učiteľov o príprave a cieľoch vyučovania;
2. predstavy budúcich učiteľov o priebehu vyučovacej hodiny;
3. predstavy budúcich učiteľov o argumentácii, zdôvodňovaní a dô-

kazoch;
4. zdroje a spolupráca.

Zistenia a diskusia
Zistili sme, že postoj väčšiny respondentov k argumentácii vo vyučovaní matema-
tiky je kladný. Pri otázke na ciele ich vyučovania matematiky len 6 respondentov
uviedlo, že by chceli rozvíjať myslenie ako kompetenciu, chceli by „naučiť [žia-
kov] rozmýšľať, [...] používať hlavu“ (V1-K5), aby si žiaci „osvojili to matematické
zmýšľanie, [...] argumentáciu, zdôvodňovanie“ (V2-C5). Avšak po priamej otázke
na význam argumentácie, zdôvodňovania a dôkazov vo vyučovaní sa už väčšina
respondentov vyjadrila, že toto považujú za dôležité. Zmena nastala najmä v sku-
pine, v ktorej najskôr všetci uviedli ako cieľ ich vyučovania iba príjemnú atmo-
sféru na hodine. Väčšina respondentov teda vnímala veľký význam argumentácie
a dôkazov a ďalej hovorili skôr o konkrétnej implementácii do vyučovacieho pro-
cesu. Ako môžeme vidieť v tabuľke 1, v odpovediach sa zaoberali významom
argumentácie do života, či dôrazom na primeranosť argumentácie veku. Dôkazy
sú respondentmi vnímané tiež ako spôsob zvyšovania „dôveryhodnosti tvrdení
[podaných učiteľom]“ (V4-D12), pričom táto odpoveď sa vyskytla ojedinele, no
vo viacerých skupinách.

Tabuľka 1: Početnosti výskytu kódov v odpovediach respondentov
jednotlivých skupín (V1–V4) na otázku „Aký význam / akú úlohu majú

argumentácia, zdôvodňovanie a dôkazy vo vašom vyučovaní matematiky?“.

V1 V2 V3 V4 Spolu

argumentácia primeraná veku 0 4 2 1 7
význam argumentácie do života 4 2 0 0 6

postupné budovanie argumentácie 0 2 2 0 4
zdôvodňovanie tvrdení učiteľa 0 2 1 1 4

Chceli by sme upriamiť pozornosť na skupinu V4 (tab. 1), v ktorej štyria z pia-
tich respondentov jasne nepomenovali význam argumentácie a dôkazov vo vyučo-
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vaní. Uviedli, že na to nie je na vyučovaní priestor, prípadne sa na základných
školách argumentácia „[ešte] veľmi nerozvíja“ (V4–E08). Títo respondenti záro-
veň v priebehu interview uviedli, že dokazovanie počas svojich základoškolských,
či dokonca ani stredoškolských, čias nezažili a nevedia si ich teda predstaviť
vo svojom vyučovaní. Taktiež všetci uviedli v úvodných častiach interview, že
na vysokej škole očakávali nižšiu úroveň matematiky, resp. sa im matematika
na vysokoškolskom štúdiu zdala príliš abstraktná, náročná a vzdialená od toho,
čo budú sami vyučovať. Posledným postrehom v tejto skupine je spôsob, akým
respondenti argumentovali a dokazovali pri neskoršie zadanom probléme. Veľmi
silné zastúpenie mala tzv. empirická argumentácia, bez riadneho zdôvodnenia
(tj. iba overenie platnosti pre niekoľko konkrétnych prípadov). Výnimkou v tejto
skupine bola jedna osoba, ktorá síce tiež uviedla, že úroveň matematiky na VŠ sa
jej zdala vysoká, no jedným dychom dodala, že si uvedomila, prečo je dobré mať
nadhľad nad učivom, ktoré učí. Táto osoba tiež pozitívne vnímala význam argu-
mentácie a zdôvodňovania vo vyučovaní: „Vidím [v odvodzovaní vzorcov] veľký
význam, prečo treba zdôvodňovať, aby žiaci tomu lepšie porozumeli.“ (V4–D13)

V priebehu interview respondenti riešili nasledujúce zadanie: „Keby ste chceli
presvedčiť vašich žiakov, že súčet dvoch nepárnych čísel je párny, akými spô-
sobmi by ste to robili?“ V odpovediach sme sa sústredili na dva rozmery, a to
reprezentácie, ktoré by v tomto príklade využili (tab. 2), a úroveň predloženej
argumentácie (tab. 3).

Tabuľka 2: Početnosti výskytu kódov pomenúvajúcich reprezentácie použité
v argumentácií respondentov jednotlivých skupín (V1–V4).

V1 V2 V3 V4 Spolu

práca s fyzickými objektmi 0 1 3 3 7
grafický spôsob 1 1 2 1 5

algebrický spôsob 2 1 1 1 5
slovne alebo nešpecifikovali 1 3 2 1 7

Tabuľka 3: Početnosti výskytu kódov pomenúvajúcich úroveň predloženej
argumentácie v odpovediach respondentov jednotlivých skupín (V1–V4).

V1 V2 V3 V4 Spolu

riadne zdôvodnenie 2 2 3 0 7
čisto empirický spôsob 1 0 1 3 5

empirický spôsob s následnou úvahou 0 3 0 0 3
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Reprezentáciami obsiahnutými v odpovediach respondentov sú práca s fyzic-
kými objektmi, grafický a algebrický spôsob reprezentácie, prípadne by použili
iba slovný opis (tab. 2). Respondenti zjavne kládli dôraz na názornosť, keďže
mnohí spomenuli buď grafický spôsob alebo prácu s fyzickými objektmi.

V odpovediach sme identifikovali tri úrovne využitej argumentácie (tab. 3).
Veľká časť respondentov sa vo svojej odpovedi dostala k základnej myšlienke,
že každé nepárne číslo môžeme rozložiť na párne číslo plus jedna, a pri sčítaní
dvoch čísel tohto tvaru vytvoria dve jednotky ďalší pár. Niektorí respondenti by
so žiakmi začali empiricky, skúšaním príkladov, a následne by prešli k všeobecnej
myšlienke. Objavilo sa tiež čisto empirické dokazovanie (u 5 respondentov, pričom
3 sú zo spomínanej skupiny V4). Jeden respondent však uviedol empirický spôsob
až ako vhodnú alternatívu pre mladších žiakov na druhom stupni základnej školy.

Zisťovali sme tiež, čo považujú respondenti za dôkaz. Niektorí upozorňovali
na potrebu všeobecnej platnosti dôkazu čo ak sa to niekde v nekonečne pokazí
(V3–P72). Vo viacerých prípadoch však respondenti rozlišovali medzi dôkazmi,
ktoré zažili na vysokej škole, a dôkazmi, ktoré by uznali žiakom základnej či
strednej školy. Validita dôkazu je podľa nich podmienená vekom, resp. ročníkom
v ktorom sa žiak nachádza.

Záver
Na základe výsledkov interview sme vyhodnotili, že väčšina študentov učiteľstva
si uvedomuje dôležitosť a význam argumentácie, zdôvodňovania a dôkazov vo vy-
učovaní. Potvrdili sa tak naše pozitívne očakávania. Zároveň však treba dodať, že
tento názor nezdieľajú všetci, a štyria respondenti jednej skupiny majú ťažkosti
predstaviť si implementáciu v praxi.

Z interview vyplýva, že študenti si vyberajú učiteľský smer zo svojho pre-
svedčenia. Priamo pozitívne vnímanie ich štúdia a pozitívny postoj k zvolenému
odboru vyjadrilo tak 9 zo 17 respondentov.

Za obzvlášť zaujímavé považujeme názory respondentov skupiny V4. Ich od-
povede naznačujú zistenia hodné ďalšieho skúmania. Domnievame sa, že študenti,
ktorí ako žiaci nezažili na hodinách argumentáciu, zdôvodňovanie a dôkazy:

1. môžu mať aj počas vysokoškolského štúdia problémy riadne argumentovať;
2. nevedia, ako zaradiť argumentáciu do svojho vyučovania matematiky.
Opísaná časť interview je súčasťou väčšieho projektu, v rámci ktorého je

v pláne ďalšia práca s danými respondentmi. V neposlednom rade treba pozna-
menať, že ide o pilotný ročník slúžiaci na overenie použitých nástrojov a získanie
vstupných informácií pre ďalšie skúmanie a hlavný zber dát v zimnom semes-
tri 2022.
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Nadané dítě s dvojí výjimečností

Kateřina Jůzová1

Cílem příspěvku je prezentovat informace o žácích s dvojí výjimečností, které jsem
získala rešerší odborné literatury zabývající se právě dvojí výjimečností (nadanými
žáky, kteří mají zároveň přidruženou další diagnózu).

V další části příspěvku uvádím několik technik a tipů do výuky, které se osvěd-
čily v mé vlastní praxi s žáky s dvojí výjimečností, a zároveň popisuji další kroky
ve svém výzkumu, jež souvisí se vzděláváním dvakrát výjimečných.

Úvod
Smítková (2017, str. 10) uvádí následující definici: „Lidé s dvojí výjimečností jsou
jedinci s mimořádnou schopností, která je spojená s určitým handicapem.“ Dále
upozorňuje na to, že přestože jsou tito žáci označováni za nadané, jejich školní
výsledky tomu často neodpovídají. V angličtině se nejčastěji setkáváme s pojmy
dual exceptionality, twice exceptional a případně se zkratkou 2e.

Dvakrát výjimeční žáci jsou pouze jednou z ohrožených skupin mimořádně
nadaných. Dalšími jsou například nadané dívky (Kerr, 1985), které maskují své
nadání v oblastech, které jsou společností považovány za mužskou doménu. Dále
nadaní adolescenti, děti předškolního věku, děti z etnických a kulturních minorit
(Sisk, 1987; Feger, 1988; Prado, Wieczerkowski, 1990 aj. in Hříbková, 2016).

Jedním z největších rizik je identifikace dvakrát výjimečných dětí, které se
ve školním prostředí nemusí projevovat jako nadané. Nadané dítě, u kterého ne-
dojde k včasnému rozpoznání jeho schopností, se časem může projevovat spíše
negativně, zejména v chování jako je nechuť k práci, nervozita, nedbalost (Wine-
brennerová, 2001).

Laznibatová (2007) upozorňuje na mýty o nadaných dětech, kdy je očekáváno
dítě pracovité a poslušné, ale mnohdy tomu může být právě naopak, jelikož již
od raného věku může takové dítě čelit neuspokojení svých potřeb, což může vést
k pocitu nepochopení či odmítnutí. U těchto dětí navíc mohou být identifikovány
pouze jejich potíže a jejich nadání zůstane bez povšimnutí. Budou tedy dostávat
speciální služby, ale nikoliv příležitosti k pokročilým úkolům či práci ve skupině
s jinými nadanými žáky. Také nemají příležitost akcelerace učiva ve své silné
oblasti (Neihart, 2008). Problémem je, že učitelé neočekávají od dětí s poruchami
učení, že budou v akademických oblastech excelovat (Welisch et al., 2010).
1KMDM PedF UK; juzova.kat@gmail.com
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V případě dvojí výjimečnosti může být nadání spojeno s celou řadou dia-
gnóz. Uvádím zkrácený seznam diagnóz, které se pojí s nadáním podle M. Lea-
vitt: ADHD (Attention Deficit Hyperactivity Disorder) – hyperaktivita a inten-
zita, Dyslexie/Dysgrafie/Dyskalkulie – specifické poruchy učení, OCD (Obssesive
Compulsive) – úzkostná porucha, CAPD (Central Auditory Processing Disor-
der) – porucha sluchového zpracování, ODD (Oppositional Defiant) – vzdorující
chování, ASD (Asperger syndrome) – sociální postižení, autismus – potíže s po-
ruchami mozku v sociální interakci, verbální i neverbální komunikaci (Leavitt,
2017, str. 54).

Motivací pro tento příspěvek pro mě byly výsledky dotazníkového šetření
z roku 2021, který vyplnilo 60 učitelů 1. stupně ZŠ. Tímto dotazníkem jsem oslo-
vovala učitele, kteří již mají zkušenosti s mimořádně nadanými žáky. Dotazník
obsahoval jednu nedokončenou větu, kterou měli učitelé doplnit pomocí metafory,
jež byly následně analyzovány. Tento bod dotazníku byl inspirován studií Machů
(2019), která také zjišťovala koncepce nadání pomocí analýzy metafor v podrob-
nějším výzkumu. Výsledky ukázaly, že většina učitelů vnímá pojem nadaný žák
jako něco čistě pozitivního (58 % z dotazovaných učitelů) a očekává od tako-
vého žáka nadprůměrné studijní výkony. Tyto výsledky mě dále vedly k tomu,
zda jsou učitelé schopni akceptovat nadání i u žáků, kteří se tak na první dojem
neprojevují a jejich identifikace vyžaduje ze strany učitelů hlubší diagnostiku.

Blacher, Reis (2002) uvádí, že je důležitá včasná identifikace těchto žáků a
jejich výjimečností a především také vztah rodiče a učitele a jejich vzájemné
porozumění. Proces vzdělávání těchto dětí se neobejde bez učitelovy ochoty při-
stupovat k těmto žákům individuálně (Chivers, 2012) a přizpůsobení procesu
učení jejich silným a slabým stránkám.

Další východisko pro zlepšení situace vidím ve zkvalitnění profesní přípravy
učitelů. Na problém nedostatečné informovanosti učitelů upozorňuje také Kon-
cepce podpory rozvoje nadání a péče o nadané na období let 2014–2020, jež je
oficiálním dokumentem MŠMT.2 V profesní přípravě i dalším vzdělávání učitelů
jsou v tématu vzdělávání nadaných značné nedostatky, což bylo podloženo výše
zmíněným dotazníkovým šetřením zpracovaným v roce 2021 (Jůzová, Jirotková,
2021).

Sdílení vlastních zkušeností z výuky
V příspěvku byly představeny techniky, které prakticky využívám jako učitelka
skupiny mimořádně nadaných žáků.

Vzhledem k jejich sklonu k perfekcionismu považuji za důležité takové žáky
oceňovat a stanovovat jim dosažitelné a dílčí cíle. Dále také nabízet úkoly, které
2Ministerstvo školství, mládeže a tělovýchovy
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jsou na jejich úrovni a jsou pro ně rozvíjející. Pokud jsou děti součástí běžné třídy
a vyučující trvá na tom, aby dítě vždy splnilo nejdříve práci společnou, a teprve
potom dostane úkol „navíc“, může to být pro dítě dlouhodobě demotivující.
Pokud je jeho další diagnóza k nadání například porucha pozornosti, může být
pro dítě náročné se k dalšímu úkolu dostat.

Stejně jako Leavitt (2017) považuji za podstatné pomoci žákovi zůstat orga-
nizovaným. V tomto případě se mi v praxi osvědčilo použití habit trackeru, který
umožní zachytit, jak žák pracuje na stanovených cílech. Vytvoří se jednoduchá
tabulka, kam se každý den zaznamená, zda žák na dané oblasti pracoval. Tento
nástroj umožňuje přehlednou kontrolu a zároveň je možné zachycovat pokrok
v průběhu měsíců.

Další postupy pro využití ve výuce navrhuje také Leavitt (2017). Zmiňuje, že
učitel by měl s žáky sdílet svůj cíl, aby bylo jasné, co se od nich očekává. Dále
doporučuje vyhledání podpůrných skupin, které pomůžou dospělým sdílet infor-
mace a zkušenosti. Za velmi podstatné považuji i další bod, jímž je uznání úsilí.
I z vlastní zkušenosti vnímám, že strach z neúspěchu je často jednou z největších
překážek, se kterou se dvakrát výjimeční (i nadaní žáci obecně) potýkají.

Na závěr této kapitoly bych ráda zdůraznila, že popsané techniky nejsou
vhodné pouze pro žáky s dvojí výjimečností, ale lze je využít i v běžné třídě.

Závěr
Hlavním problémem, který je často zmiňován, je problematická identifikace.
Mnohdy je identifikována pouze porucha a nikoliv samotné nadání. Jindy je dítě
schopno kompenzovat své poruchy nadáním a jeví se jako průměrné. Ani v jed-
nom z těchto případů ale žák nedostane možnost k rozvoji samotného nadání.

Východisko vidím v důkladné profesní přípravě učitelů, kteří by měli být eru-
dovaní v obou oblastech (jak v oblastech poruch učení a dalších diagnóz, tak
v oblasti projevů nadaní).

Mé další kroky, které v současné době uskutečňuji, je dotazník pro rodiče žáků
s dvojí výjimečností a také učitele, abych získala komplexní pohled na vzdělá-
vání této ohrožené skupiny a zjistila, jaké tyto dvě strany shledávají překážky
v edukaci těchto žáků. Obdobnému výzkumu, který byl ale zaměřen pouze na
rodiče, se věnovali také Dare a Nowicky (2015).

Tento dotazník je v současné době šířen mezi rodiče a učitele. Obsahuje ote-
vřené i uzavřené otázky, které se týkají jejich pozitivních i negativních zkušeností
z prostředí školy. Odpovědi následně projdou jevovou analýzou a budou kvalita-
tivně zpracovány.
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Otázky v učebnicích matematiky

Michaela Kaslová1

Otázky jsou jedním z významných nástrojů, kterými stimulujeme myšlení v mate-
matice. Otázky využíváme podle aktuální situace, a to i nevědomky. Např. otázky
v učebnicích se mohou odlišovat právě svým komunikačním prostředím a cílem.
Jaká je škála otázek, o které opíráme svoji výuku matematiky? Příspěvek nabízí
podněty k zamyšlení nad touto problematikou.

Úvod
Pokud se zabýváme myšlením, víme, jak je důležité (si) dobře položit otázku. Bylo
by to jednoduché, kdyby ona otázka co do typu existovala jen jedna, ale ono to
tak není. To mne provokovalo k šetření, ve kterém jsem zjišťovala, jak dalece
vědomě pracují s otázkami učitelé a autoři učebnic matematiky, resp. s kterými
typy otázek pracují.

Otázky – učitelé – autoři
Po tři roky za sebou jsem kladla následující výzvu učitelům (studenti KS v oboru
učitelství 1. st. ZŠ a učitelé ZŠ Karlovarského kraje): Vypište otázky, které kla-
dete/me žákům v hodinách matematiky. Asi nás nezarazí, že na prvním místě
byla otázka typu Kolik, mnohem méně často se objevilo O kolik více/méně než,
Kolikrát více/méně než. Na jednom z posledních míst se umístily otázky Proč?,
Jde to jinak?, Je to pravda?. Převážně se zde vyskytovaly otázky otevřené. Po-
čet typů otázek se v průměru na jednoho učitele pohyboval kolem pěti. Jak je to
možné? Vrátila jsem se k analýzám učebnic matematiky, se kterými jsem před
lety začala a kdy jsem se zaměřovala dominantně na slovní úlohy z pohledu
role času a počítaných jednotek (Kč, h, kg, l, osoby apod.), námětů (společně
s Weinzettel), „velikostí“ použitých čísel, zastoupení specifických čísel (přede-
vším 0, 1, 10, 1

2 ,−1,−10) a zastoupení číselných oborů. Následně jsem ve dvou
skupinách učitelů požadovala, aby mi charakterizovali učebnici, kterou užívají, a
to z pohledu používaných otázek. Ukázalo se, že v této oblasti je práce s učebnicí
spíše intuitivní, nikdo z dotázaných si nikdy nedělal přehled otázek, ani nedo-
kázal popsat, které otázky jsou v jím užívané učebnici frekventované, jak jsou
v průběhu roku rozložené (izolovaně, nárazově či pravidelně opakované po celý
rok) a které dle něho chybí.
1KMDM PedF UK; michaela.kaslova@pedf.cuni.cz
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Otázky ve slovních úlohách
Sledujme proto tři následující problémy týkající se otázek, které se vyskytují
v učebnicích matematiky pro 5. a 6. ročník ZŠ:

a) jak široká škála otázek se zde vyskytuje;
b) které otázky zcela chybí;
c) zda je v typologii otázek návaznost druhého stupně na první.
Zajímám se o to, jak dalece učebnice matematiky podněcuje učitele/žáky

k užívání pestré škály otázek, které mohou provokovat myšlení v matematice,
i když jsem si plně vědoma toho, že učitel může otázky k úlohám doplňovat,
pracovat s úlohami tvořivě, pokud si je rezerv učebnice vědom. Smysluplnost,
reálnost a korektnost úloh (Kaslová, 2022) jsem v tomto případě nehodnotila.

Každou slovní úlohu lze charakterizovat z mnoha různých hledisek, těmi jsou
strategie a metody řešení, užité techniky, předpokládaný myšlenkový postup, ja-
zyková náročnost, výskyt antisignálů, číselný obor, dynamičnost (statické, pseu-
dodynamické, dynamické) (Kaslová, 2016). Kontexty, jednotky, velikost prostoru
i čas mohou, ale také nemusí ovlivňovat podobu otázek (Kaslová 2002, 2014, 2016,
2017). Typ otázek ale může být vázán jistým způsobem na charakteristiku slovní
úlohy, na stereotypii charakteristik série slovních úloh. U otázek můžeme sledovat
i jejich korektnost v případě, že se nejedná o tzv. kapitánské úlohy, dále jejich
jazykovou korektnost. Zvlášť bychom se mohli věnovat míře obecnosti, kterou
klade otázka na odpověď. Zde problematiku otázek zredukujeme.

Sledované úlohy jsem zredukovala na slovní úlohy v užším slova smyslu –
úlohy zadané dominantně textem v hláskovém písmu stojící na vyprávění či po-
pisu s otázkou či úkolem detekovat ve vyprávění/popisu problém a ten vyřešit.
Předpokládá se, že k řešení budou použity některé z metod řešení, kam patří
nejen kalkulus, ale např. i úvaha, úsudek, porovnávání základní, zaokrouhlení,
ostré lineární uspořádání, řešení modelem.

Typologie otázek a jejich výskyt
V následující analýze se zaměřím postupně na tři skupiny podnětů vyzývajících
žáky k řešení slovní úlohy: (1) otázky otevřené; (2) otázky uzavřené; (3) výzvy,
rozkazy nahrazující otázku, např. Urči nejdelší skok.

Analýza slovních úloh byla provedena u pěti učebnic matematiky pro 5. roč-
ník ZŠ a učebnice matematiky pro 6. ročník ZŠ. U jednotlivých prvostupňových
učebnic matematiky (H-mat, SPN, NŠB, Prodos, Taktik) se počet typů uzavře-
ných otázek (1) pohyboval v rozptylu od 5 po 10. Z učebnic pro druhý stupeň ZŠ
jsem zvolila data z nejfrekventovanější učebnice nakladatelství Prometheus. Zde
jsem se omezila na analýzu slovních úloh ve fázi opakování učiva matematiky
prvního stupně ZŠ a sledovala jsem, do jaké míry navazuje ve škále otázek na ty,
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na něž jsou žáci zvyklí, resp. na které bude navazovat nová látka v 6. ročníku
ZŠ, bude stavět na jejich porozumění, na zkušenosti s jejich užitím. Záměrně
vynechávám tabulky prezentované v PowerPointu, protože cílem příspěvku není
učebnice porovnávat, ani je hodnotit.

Otevřené otázky

Otevřené otázky dělím do čtyř skupin podle toho, jak často se v učebnicích
vyskytují.

Skupina A – nejvyšší frekvence absolutně v součtu i v jednotlivých učebni-
cích:

1) Kolik; 2) O kolik.
Skupina B – otázky poměrně často frekventované, avšak ne ve všech učebni-

cích (někde chybí, jinde jsou méně četné než ty ve skupině A); z pohledu součtu
počtu výskytů se absolutně vyskytují na druhém místě:

1) Jaký/á/é; 2) Který/á/é, za kterých ... ; 3) Jak.
Skupina C – zde jsou otázky, které se vyskytují zřídka, někdy kumulativně,

v některých učebnicích izolovaně, nebo vůbec ne:
1) Co; 2) Kdy; 3) Kolikátého; 4) Kolikrát.
Skupina C – otázky, které se vyskytují zřídka, celkově méně než pětkrát:
1) Kde; 2) Kdo; 3) Kam; 4) Proč.
Tak, jak u skupiny A existuje jistá shoda v analýze úloh různých naklada-

telství, a i návaznost druhého stupně na první, totéž nelze tvrdit o otázkách
ve skupinách B–C. Otázka kolikrát (více, méně, větší) se v opakování ve slov-
ních úlohách v 6. ročníku nevyskytuje, přitom je významnou otázkou pro později
probíraná témata jako např. dělitelnost, převody jednotek a určování obsahu.
Zvláštní pozornost jsme věnovala otázkám typu Když, kdy (za jakých podmínek),
jestliže, kdyby. Kondicionál, odlišení podmínky reálné od nereálné, se neřeší. Kon-
dicionál je užit jen izolovaně a ne ve všech učebnicích. Přitom hraje roli např.
v úlohách zaměřených na finanční gramotnost.

Zvlášť nás může zajímat, jak často se v těchto otázkách objevuje záporka ne
u slovesa nebo přídavného jména (např. není, nemá, neliší, nezáporný, necelý).
Pokud se takové otázky vyskytovaly, pak nejvýše dvakrát v celé učebnici. Tato
skutečnost může ovlivnit užití vylučovací metody, oporu o spor v argumentaci
a stálo by to za další šetření. Užití záporky ne může být i odrazovým můst-
kem pro diskusi o jednoznačnosti otázky a potřebné formě odpovědi. To se týká
i uzavřených otázek.
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Uzavřené otázky

Zabývat se detailněji uzavřenými otázkami nebudeme, velmi variují a jejich
výskyt je nejčastěji kumulativní, případně izolovaný. Uvedeme skupiny uzavře-
ných otázek, které se různým způsobem ptají v podstatě na totéž:

a) Je to pravda? Souhlasíš? Je to správně? (nejčastější)
b) Jsou/je? (ve smyslu existují?)
c) Jsou/je? (ptáme se na vlastnost objektů)
d) Stačí?
e) Může být? Je to možné?
f) Vyplatí se? Je výhodné?
g) Stihnou?
h) Dá se vypočítat?
i) Zaplatíme, ujedeme, . . . víc? (bez vztahu: než co, kdo)
j) Projíme/utratíme/. . . (všechno)?
Uzavřené otázky jsou značně frekventované v matematických soutěžích a řadě

testů, což by bylo vhodné také analyzovat.

Rozkazy, výzvy

Výzvy, rozkazy ve slovních úlohách uvedu pouze ve výčtu: Přečti; zapiš; zkont-
roluj výsledek/postup řešení; vyber správný výsledek/správné řešení; rozhodni,
zda je to správně; zapiš kolik; přesvědč se výpočtem; vypočítej, o kolik; vypiš
možnosti; odhadni, kolik; odhadni, kolikrát; odhadni, zda; seřaď; uspořádej; za-
okrouhli; přiřaď; načrtni/narýsuj/nakresli; vyznač.

Rozkaz koresponduje sice s otázkou Který z uvedených skoků byl nejdelší?, roz-
kazy však žák automaticky nepřeformulovává na otázky, takže mu tento vztah
může unikat, pokud ho k tomu neinspiruje učitel. Při řešení, dle audiozáznamů,
si žák spontánně rozkazy nedává, ale klade si otázky. Je rozdíl mezi formulacemi
„Vypiš všechny možnosti, které mohou nastat.“ a „Které všechny možnosti mo-
hou nastat?“, nebo mezi „Zdůvodni!“ a „Proč to tak je?“ apod. Pilotní sonda
v 6. ročníku ukázala, že v rozkazu otázku řada žáků nevidí, bere ji jako tlak
z vnější strany (učebnice, učitel). Jen někteří zvládají k rozkazu přiřadit otázku,
nebo rozkaz na otázku převézt.

Závěr
Analýza ukazuje, že ze sedmnácti vhodných typů otevřených otázek pro 1. stupeň
ZŠ je užívána v učebnicích v průměru polovina z nich, přičemž kromě otázek
typu Kolik, O kolik mají ostatní typy výrazně nižší frekvenci výskytu, pokud
se vůbec v učebnici vyskytují. Jen první dvě otázky jsou rozloženy pravidelně
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v celé učebnici. Porovnání škály otázek v 5. ročníku a na počátku 6. ročníku
ZŠ ukazuje, že návaznost je jen částečná, např. v opakování chybí systematické
zařazení otázky Kolikrát?. Ojedinělé jsou typy otázek Kolikátý/tého?, Kolikátý?,
Vždy nebo jen někdy? Za jakých podmínek?. V otázkách na 1. stupni ZŠ jsou
někdy nevhodně zaměňována tázací zájmena jaký a který. Žák tedy není veden
k rozlišování situací, kdy se ptáme na objekt a kdy na jeho vlastnost, což může
být blokátorem řešení či chyb i na vyšším stupni vzdělávání.

Na konferenci SEMT´93 jsem prezentovala analýzu 400 vyučovacích hodin
matematiky realizovaných v 80. letech na 1. stupni ZŠ. Zde se vyskytla otázka
Proč? jen jednou ze všech 400 vyučovacích hodin. Tuto situaci můžeme zdů-
vodnit mj. politickou situací v tehdejší době. Cílem metodického vedení učitelů
byl tehdy do jisté míry důraz na unifikaci v přístupu a „jednotné přejímání po-
znatků“. Otázka Proč? tato narušovala a provokovala uvažování o možnostech,
nutila řešitele zdůvodňovat. Otázka Proč? se však ve sledovaných učebnicích vy-
skytla také izolovaně. Tuto skutečnost již nelze interpretovat stejně.
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Hejného metóda ako metodologický problém

Ladislav Kvasz1

Jedným zo základných teoretických pojmov, na ktorých je postavená Hejného me-
tóda, je pojem duševného orgánu. Zdá sa však, že na rozdiel od praktických súčastí
Hejného metódy, ako sú jednotlivé prostredia či teória pojmotvorného procesu,
pojem duševného orgánu ostal mimo pozornosti odbornej verejnosti. Vychádzajúc
z článku (Lewin, 1931) sa pokúsime ukázať, že pojem duševného orgánu spĺňa
Lewinove metodologické požiadavky kladené na tvorbu vedeckých pojmov v psy-
chológii, takže to je úplne legitímny psychologický pojem.

Je pozoruhodné, že síce Hejného metóda vzbudila široký záujem, ale to, prečo
funguje, akosi nikoho nezaujíma. Pritom Vít Hejný (1904–1977) mal podrobne
rozpracované psychologické východiská svojej metódy, založené na pojme dušev-
ného orgánu. Behom takmer polstoročia, ktoré uplynulo od vydania náčrtu teórie
duševných orgánov v práci Pracovné materiály školiaceho pracoviska Tábora mla-
dých matematikov (Hejný a Hejný 1977), však nikto nenašiel odvahu vziať tento
pojem vážne a pokúsiť sa o jeho teoretické rozvinutie. Čiastočne to môže byť
spôsobené nízkym nákladom prvého vydania, ale zdá sa, že ani po treťom vydaní
v rámci prvého dielu Archívu Víta Hejného (Bachratý et al., 2012) sa situácia
nezlepšila.

Nedávno vyšiel výber textov Kurta Lewina (1890–1947) s názvom Teorie pole;
Výbor z díla (Lewin, 2019). Lewin bol americký psychológ nemeckého pôvodu. Je
považovaný za zakladateľa sociálnej psychológie. Jeho myšlienky, či už ide o skupi-
novú dynamiku, teóriu konfliktov, teóriu poľa či akčný výskum, ovplyvnili dnešnú
psychológiu. Bol osemnástym najcitovanejším psychológom 20. storočia. Vo vý-
bere je preložený aj text Rozpor medzi aristotelovským a galileovským spôsobom
myslenia v súčasnej psychológii z roku 1931. Domnievame sa, že Lewinov text je
možné použiť ako metodologické východisko pri pokuse o teoretické uchopenie
pojmu duševného orgánu.

V článku načrtneme niektoré Lewinove metodologické myšlienky a priblížime
jeho analýzu metodologickej situácie v psychológii. Pritom z Lewinových analýz
vyzdvihneme pasáže relevantné pre dnešnú didaktiky matematiky, kde je podľa
nás metodologická situácia podobná situácii v psychológii Lewinových čias. Po-
tom preskúmame možnosti, ktoré Lewinove myšlienky ponúkajú pre obhajobu
pojmu duševného orgánu.
1KMDM PedF UK a FlÚ Akademie věd ČR v Praze; ladislav.kvasz@pedf.cuni.cz
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Lewinova metodologická analýza prechodu od aristotelov-
ského ku galileovskému spôsobu myslenia
Lewinov text o rozpore medzi aristotelovským a galileovským spôsobom mys-
lenia v psychológii (Lewin, 1931) je pozoruhodný z viacerých hľadísk. Jednak
obsahuje brilantnú analýzu aristotelovského spôsobu myslenia. Lewin dokázal
o aristotelovskom spôsobe myslenia povedať niečo nové, čo si pred ním neuvedo-
mili renomovaní odborníci na Aristotela. Ide o to, že prechod od aristotelovskej
vedy ku galileovskej Lewin neopisuje ako nezaujatý pozorovateľ, ale ako psycho-
lóg, ktorý chce na základe analýzy tohto prechodu pochopiť, čo musí psychológia
začať robiť inak, aby sa od aristotelovských pojmov definitívne oslobodila. Táto
nová perspektíva a metodologická naliehavosť kladených otázok umožnila Lewi-
novi všimnúť si súvislostí, ktorých si pred ním nikto nevšimol.

Hlavná téza Lewinovho textu je, že psychológia v prvej tretine 20. storočia
je v mnohých ohľadoch ešte stále aristotelovská a neuskutočnila obrat, ktorý sa
spája s menom Galilea: „Je mysliteľné, že vývoj fyziky sa mohol uberať ces-
tou matematického stvárnenia aristotelovských pojmov, ako sa to deje v dnešnej
psychológii“ (Lewin 1931, s. 15). Je to šokujúca téza, ktorú označíme ako Lewi-
nova téza 1 (LT 1). Fascinuje svojou presnosťou a silou. Historici aristotelovskú
vedu často charakterizujú ako antropomorfnú, nepresnú a verbálnu a kladú ju do
protikladu s empirickým, presným, matematickým charakterom novovekej vedy.
Vďaka pozorovaniu psychológie si Lewin uvedomil, že aj aristotelovské pojmy je
možné matematizovať, takže dôraz historikov vedy kladený na verbálny, nema-
tematický charakter aristotelovskej vedy necieli na jadro problému, a v tomto
zmysle je podružný.2 Lewinova téza 1 má niekoľko dôsledkov.

Prvý dôsledok sa týka metodológie vedy. Nestačí charakterizovať aristotelov-
skú vedu tým, že je nematematická. Ako ukazuje príklad jezuitskej fyziky alebo
modernej psychológie, matematizovať je možné aj aristotelovské pojmy. To otvára
otázku presnejšej metodologickej charakterizácie rozdielu medzi aristotelovskou
a novovekou vedou. Nestačí povedať, že aristotelovská veda bola iba kvalitatívna,
lebo nie je problém ju prerobiť na kvantitatívnu a matematickú disciplínu. Potre-
bujeme preto presnejšiu analýzu vzniku modernej vedy. Druhý dôsledok sa týka
psychológie. Podľa Lewina na to, aby sme zabezpečili vedecký status psychológie,
nestačí kvantifikácia výsledkov pozorovania. Vedecký charakter psychológie je po-
2Toto pozorovanie nachádza potvrdenie v knihe Petra Deara Discipline and experience: The Mathematical way
in the scientific revolution (Dear, 1995), kde je dokumentovaná tradícia jezuitskej vedy 17. storočia. Jezuiti sa
programovo usilovali presne o to, čo ako možnosť uvádza Lewin v LT 1, totiž spojiť princípy aristotelovskej
filozofie s matematickými výdobytkami svojej doby. Program, ku ktorému sa hlásili Christopher Clavius (1538–
1612), Christoph Scheiner (1573–1650), či Rodrigo de Arriaga (1592–1667), fungoval dve generácie a definitívny
koniec mu priniesla newtonovská fyzika.
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trebné založiť na hlbšom porozumení prechodu od aristotelovskej ku galileovskej
metóde.

Aristotelovské pojmy majú hodnotiaci charakter

Podľa Aristotela pohyb nie je neutrálne premiestňovanie sa z jedného miesta na
iné. Vesmír má hierarchické usporiadanie s nehybným prvým hýbateľom. Pohyb
je spením súcna k dokonalosti, pričom jeho cieľom je napodobenie prvého hýba-
teľa. „Každý objekt tiahne, pokiaľ mu v tom nebránia iné objekty, k naplneniu
vlastnej prirodzenosti. Touto prirodzenosťou je podľa Aristotela to, čo je pre
danú triedu objektov spoločné. [...] Trieda je podľa neho súčasne pojem aj cieľ
objektu“ (s. 31). „Typ klasifikácie z hľadiska hodnôt hrá v stredovekej fyzike
obzvlášť dôležitú úlohu“ (s. 10).

Fyzika opustila predstavu pohybu ako spenia k dokonalosti, ale v psychológii
rovnako ako v didaktike matematiky máme ešte stále tendenciu deliť kognitívne
procesy na správne a chybné. „Psychológia hovorí o chybách detí, o precvičo-
vaní a o zapamätávaní a celú skupinu procesov teda neklasifikuje podľa povahy
súvisiacich psychologických procesov, ale podľa hodnoty ich výsledkov“ (s. 10).
Podľa Lewina by nás mala zaujímať „trajektória mentálneho procesu“ a nie hod-
nota (správnosť, úspešnosť) jeho výsledku. Chybné riešenia by sme mali skúmať
rovnako detailne ako správne a predovšetkým by sme sa mali snažiť pochopiť
príčiny, ktoré chybu spôsobujú.

Aristotelovské pojmy sú nástrojom abstraktnej klasifikácie

„Pre aristotelovskú fyziku bola nesmierne dôležitá príslušnosť objektu k danej
triede, pretože trieda podľa Aristotela definovala podstatu objektu a určovala
jeho chovanie v pozitívnom i v negatívnom zmysle“ (s. 11). Sklon klasifikovať
je veľmi silný a môžeme sa s ním stretnúť ako v psychológii, tak aj v didaktike
matematiky. Lewin však upozorňuje, že klasifikácia je súčasťou aristotelovského
prístupu k vysvetľovaniu správania jedinca na základe jeho príslušnosti k abs-
traktne definovanej triede.3 Lewin zdôrazňuje, že novoveká veda sa zakladá na
radikálnom odmietnutí tohto spôsobu vysvetľovania javov a na dôslednom pre-
chode k vysvetľovaniu individuálneho správania sa predmetu. Upozorňuje, že
novoveká veda prináša homogenizáciu hmotného sveta, vďaka ktorej delenie ob-
3Vysvetľovanie správania sa človeka jeho príslušnosťou k určitej rase alebo spoločenskej triede (v ideológii ná-
rodného socializmu, resp. marxizmu) možno považovať za regres na aristotelovské vysvetľovanie na základe ab-
straktnej klasifikácie. Tým samozrejme nechceme Aristotelovi pripísať vinu za zločiny nacizmu či komunizmu.
Chceme len zvýrazniť význam Lewinových analýz.
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jektov do abstraktne definovaných tried stráca význam. „Dráha hviezd, dráha
padajúceho kameňa a let vtáka podliehajú rovnakému zákonu“ (s. 16).4

Aristotelovská veda má štatistické pojatie zákona

Podľa Aristotela sú zákonité a pojmovo zrozumiteľné tie aspekty vecí, ktoré sa
vyskytujú všeobecne a bez výnimky. Zákonité sú aj také veci, a to Aristoteles
obzvlášť zdôrazňuje, ktoré sa vyskytujú často. „Vzhľadom k tomu, že chovanie
veci je určené jej podstatou a že táto základná podstata je abstraktne definovaná
trieda, vyplýva z toho, že každá udalosť ako jednotlivá udalosť je náhodná. [...]
Individuálna udalosť ako taká leží mimo hranice zákonitosti a teda v istom zmysle
i mimo hranice vedy“ (s. 12).

Naproti tomu „v modernej fyzike [...] je prakticky irelevantná skutočnosť, či
sa určitý proces odohral len raz, alebo či sa často a neustále opakoval. [...] Na-
príklad zákon padajúceho telesa netvrdí, že telesá často padajú smerom dole.
Netvrdí ani, že udalosť, na ktorú sa vzťahuje vzorec s = 1

2gt2 , teda voľný a ne-
obmedzený pád telesa, nastáva pravidelne alebo často. [...] V istom slova zmysle
sa zákon vzťahuje len na prípady, ktoré nikdy nenastali alebo ktoré v skutočnom
priebehu udalostí nastali len približne. Iba v umelo vytvorených experimentál-
nych podmienkach nastávajú prípady, ktoré sa blížia k udalostiam, ktoré popisuje
zákon“ (s. 18). To je zásadný postreh, relevantný pre metodológiu psychológie
rovnako ako didaktiky matematiky. Lewin hovorí, že cesta k vedeckému pozna-
niu vedie cez pochopenie konkrétneho prípadu a nie cez štatistické charakteristiky
rozsiahlych súborov.

„Napríklad všeobecná platnosť zákona o pohybe na naklonenej rovine nie je
odvodená tak, že sa zoberie priemerný údaj o čo najväčšom počte skutočných
kameňov kotúľajúcich sa po svahu a tento priemer sa považuje za najpravdepo-
dobnejší prípad. Namiesto toho je úvaha založená na kotúľaní ideálnej gule po
absolútne rovnom a tvrdom, naklonenom povrchu pri nulovom trení – teda na
procese, ktorý nie je možné napodobniť ani v laboratórnych podmienkach a ktorý
je v bežnom živote úplne nepravdepodobný“ (s. 29–30).

Z tohto pozorovania Lewin vyvodzuje tézu, ktorú označíme ako Lewinova
téza 2 (LT 2): „Výroky modernej fyziky, ktoré sú často považované za nešpeku-
latívne a empirické, majú v porovnaní s aristotelovským empirizmom omnoho
menej empirický a omnoho konštruktívnejší charakter než aristotelovské pojmy,
založené len na historickej skutočnosti“ (s. 18). Upozornenie na štatistický cha-
rakter zákona v aristotelovskej vede a jeho vztiahnutie k empirizmu je zásadné
pozorovanie. Klasická história vedy opisuje vedeckú revolúciu ako prechod od
4Podľa Aristotela nebeské telesá, kamene a vtáky patria do odlišných tried, preto sa ich pohyb riadi rôznymi
zákonmi. Pohyb hviezd je kruhový a teda dokonalý, pohyb kameňa je priamočiary a smeruje dole a princíp
pohybu vtáka je v ňom samom, takže je slobodný.
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antropomorfnej aristotelovskej vedy k empirickej vede novoveku. Lewin ukazuje,
že charakterizovať novovekú vedu v kontraste s aristotelovskou ako empirickú je
rovnako problematické ako charakterizovať ju ako matematickú.

Historicko-geografická tvorba pojmov

Tento bod je asi najzaujímavejší: „Aristotelovská tvorba pojmov má ešte jeden
bezprostredný vzťah k zemepisne a historicky daným javom, a v tomto ohľade
pripomína – rovnako ako vyššie zmienené hodnotiace pojmy – myslenie detí“
(s. 14). „Pôvodné spojenie pojmov so skutočnosťou v zmysle daných historicko-
geografických podmienok je možno tým najdôležitejším znakom aristotelovskej
fyziky“ (s. 14).

Aby sme mohli nahliadnuť hĺbku a presnosť tohto postrehu, pozrime sa, ako
vníma Aristoteles pohyb. Preto, že okolo seba vidí predmety nachádzajúce sa
prevažne v kľude, to jest z toho, že v štvrtom storočí p. n. l. (historický kontext)
v Aténach (geografický kontext) sú telesá „vždy alebo aspoň často“ (štatistické
pojatie zákonitosti) v kľude, Aristoteles usúdil, že kľud je prirodzenou vlastnosťou
telies. To, že sa niektoré telesá pohybujú, vyžaduje vysvetlenie – niečo musí
spôsobovať ich pohyb. Aristoteles preto vypracoval teóriu hýbateľa. Jej vrcholom
je prvý hýbateľ, dokonalé nehybné súcno, ktoré stotožnil s bohom.

Galileovská veda upustila od historicko-geografického spôsobu vzťahovania
pojmov ku skutočnosti. Aj napriek tomu, že v sedemnástom storočí vo Florencii
(tak ako v Aténach štvrtého storočia p. n. l.) je väčšina predmetov v kľude, Ga-
lileo usúdil, že prirodzenou povahou telies je byť v rovnomernom priamočiarom
pohybe. Základný princíp Galileovej fyziky – princíp zotrvačnosti – nevzniká šta-
tistickým zovšeobecnením zo správania sa objektov v Galileovom bezprostrednom
historicko-geografickom okolí, ale zovšeobecnením z niekoľko málo experimentov,
ktoré sa mohli odohrať kedykoľvek a kdekoľvek. Zákony Galileovej fyziky nie sú
ukotvené v bezprostrednej historicko-geografickej skúsenosti, ale sú striktne uni-
verzálne a platia, nech už sa v historicko-geografickom okolí deje čokoľvek. Preto
to, že telesá vo Florencii sedemnásteho storočia sú spravidla v kľude, si vyžaduje
vysvetlenie.

Galileova fyzika tak nepotrebuje teóriu hýbateľa ako fyzika Aristotelova, ale
teóriu zastavovateľa, teda teóriu trenia. Lewin tu upozorňuje na radikálnu pre-
menu vzťahu vedeckých pojmov ku skutočnosti pri prechode od aristotelovskej ku
galileovskej vede. Pritom v tejto súvislosti vyslovuje ďalšiu radikálnu tézu, ktorú
označíme Lewinova téza 3 (LT 3): „Sklon empirizmu, hromadenie a triedenie fak-
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tov, ide ruka v ruke so sklonom k tvorbe historických pojmov a k nadmernému
oceňovaniu historických skutočností“ (s. 15).5

Lewinova analýza situácie v psychológii
Okrem metodológie prináša Lewinov článok zaujímavé postrehy aj ohľadne
psychológie, keď argumentuje, že z hľadiska vzťahu ku skutočnosti ako aj
z hľadiska tvorby pojmov je psychológia (roku 1931) ešte stále aristotelov-
ská: „Psychologické pojmy, prinajmenšom v istých rozhodujúcich ohľadoch, sú
svojím skutočným obsahom celkom aristotelovské. [...] Súčasné zápasy a teore-
tické ťažkosti v psychológii v mnohom – a dokonca i v detailoch – pripomínajú
ťažkosti, ktoré vo fyzike vrcholili v dobe, kedy fyzika prekonala aristotelovské
spôsoby myslenia“ (s. 19). Uvedieme opäť niekoľko bodov dokladajúcich túto
skutočnosť.

Náhodnosť jednotlivého prípadu

„Pri tvorbe pojmov v psychológii hrá zásadnú úlohu – rovnako ako tomu bolo
v prípade aristotelovskej fyziky – otázka pravidelnosti a frekvencie výsledku. [...]
Ak napríklad ukážeme psychológovi záznam určitého správania sa nejakého die-
ťaťa, jeho prvá otázka znie: Robia to tak všetky deti, alebo je to aspoň bežné?
Ak na túto otázku odpovieme záporne, psychológ stráca záujem“ (s. 19). „To,
čo nenastáva opakovane, leží mimo pochopiteľného. [...] Opakovanie je – rovnako
ako u Aristotela – základom toho, že daná udalosť je považovaná za zákonitú
a pochopiteľnú“ (s. 20). Snáď ani nemusíme zdôrazňovať, že to platí aj pre di-
daktiku matematiky. Výber štatistického súboru a spracovanie dát je nutným
metodologickým základom výskumu v didaktike matematiky, ak jeho autor chce,
aby ho kolegovia brali vážne.

Bezpochyby jedným z dôvodov ignorovania psychologických základov Hejného
metódy vedeckou komunitou je skutočnosť, že sa neopierajú o štatistický výskum,
ale iba o pozorovanie malej vzorky žiakov. Pritom si musíme uvedomiť, že to
sú kritériá aristotelovskej vedy, v mene ktorých psychologické základy Hejného
metódy odmietajú, a že pozorovanie jednotlivých prípadov je to, čo charakterizuje
galileovskú vedu. Galileovská veda odmieta protiklad zákonitého a jedinečného.
„Pretože zákonitosť a jedinečnosť už nie sú protiklady, nič nebráni tomu, aby
sa dôkaz opieral o historicky neobvyklé, vzácne a prechodné udalosti, akými je
väčšina fyzikálnych experimentov“ (s. 38).
5Prídavné meno historický Lewin nepoužíva v úzkom zmysle, stotožňujúcom históriu s dejepisom, t. j. históriou
spoločnosti. Na mysli má širší význam, aký je napríklad v názve Natural History Museum, teda význam, ktorý
zahrňuje aj prírodu.
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Trieda a podstata

„Súčasná psychológia dieťaťa a psychológia afektu tiež zreteľne stelesňujú aristo-
telovský zvyk považovať vlastnosti abstraktne definovanej triedy za prirodzenú
podstatu určitého objektu a vysvetľovať nimi jeho správanie. Čokoľvek je spo-
ločné deťom v určitom veku, je prehlásené za základnú charakteristiku daného
veku. [...] Súčasná psychológia sa pri objasnení mnohých základných pojmov –
napríklad schopnosti, nadanie a podobných termínov, používaných pri testovaní
inteligencie – obmedzuje na aristotelovské vysvetlenie“ (s. 21).

Galileovská veda sa zameriava na skúmanie konkrétnych objektov. „Dynamiku
procesu je vždy nutné odvodzovať zo vzťahu konkrétneho jedinca ku konkrétnej
situácii“ (s. 44). Preto pokiaľ didaktiku matematiky nebude zaujímať, presne
prečo urobil určitý žiak pri riešení konkrétnej úlohy danú chybu, nebude možné
tvrdiť, že sa didaktika matematiky oslobodila od aristotelovského zamerania na
triedy a podstaty.

Štatistika

„Štatistický postup, prinajmenšom jeho najbežnejšie využitie v psychológii je
najnápadnejším prejavom aristotelovského spôsobu myslenia. [...] Navonok exis-
tuje medzi aristotelovskou fyzikou a súčasnou psychológiou, ktorá toľko pracuje
s číslami a krivkami, rozdiel. Ale tento rozdiel spočíva omnoho viac v tech-
nike uskutočnenia než v skutočnom obsahu použitých pojmov. [...] Všetky snahy
o presnosť v psychológii sa v posledných rokoch uberali smerom ku spresneniu
a rozšíreniu štatistických metód. [...] Toto formálne rozšírenie metódy ani v naj-
menšom nezmenilo základné pojmy: Stále sú úplne aristotelovské. Matematické
vyjadrenie metódy vlastne len upevňuje a rozširuje nadvládu základných poj-
mov. Nepochybne do istej miery zastiera ich skutočný charakter a tým pádom
sťažuje ich nahradenie inými pojmami“ (s. 22). Galileo opustil štatistický prístup
ku skutočnosti a nahradil ho experimentálnym. „Z metodologického hľadiska to
znamená, že význam určitého prípadu a jeho dôkaznú validitu nemožno hod-
notiť podľa frekvencie jeho výskytu. Pre psychológiu to rovnako ako pre fyziku
znamená prechod od abstraktného klasifikačného prístupu ku konkrétnej kon-
štruktívnej metóde“ (s. 45).

Toto je opäť jedna z tých pasáží Lewinovho textu, ktoré mieria k jadru prob-
lémov v didaktike matematiky. Je otázne, či odborníci, ktorí robia rozsiahle a
podrobné štatistické výskumy, ako je PISA alebo TIMSS, majú na tieto Lewinove
námietky odpoveď, alebo sa uspokojujú s tým, že prispievajú k fixácii aristotelov-
ských pojmov a sťažujú ich nahradenie skutočne vedeckými pojmami, medzi ktoré
– podľa nášho presvedčenia – patrí aj pojem duševného orgánu. „Skutočnosť, že
zákonitosť a jednotlivosť sú považované za protiklad [...] znamená obmedzenie
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výskumu. Zdá sa beznádejné pokúšať sa porozumieť skutočnému a jedinečnému
priebehu emócií alebo štruktúre osobnosti konkrétneho jedinca. [...] K slovu sa
dostáva doktrína, že tento obor, z ktorého je vylúčené opakovanie podobných
prípadov v dostatočnom množstve, je neprístupný vedeckému chápaniu“ (s. 23).

To, že veda by sa mala zaoberať javmi, ktoré sa opakujú, pôsobí na prvé
počutie úplne prirodzene. Až v dôsledku Lewinových analýz, ktoré presvedčivo
ukazujú na aristotelovský pôvod tohto názoru, si uvedomujeme, ako zásadný
omyl to je. Keby Galileo toto presvedčenie neodmietol, asi dodnes by sme na
univerzitách fyziku študovali zo scholastických príručiek aristotelovskej fyziky.
Skúmať jedinečný pohyb padajúceho telesa rovnako ako analyzovať jedinečný
proces žiakovho riešenia matematického problému vyžaduje odvahu.

Historicko-geografické pojmy

„Pre aristotelovskú fyziku bol nevyhnutný bezprostredný odkaz na skutočnosť
v historicko-geografickom kontexte. Rovnako v súčasnej psychológii prevláda –
a je to dôkaz bezprostrednej spriaznenosti oboch systémov myslenia – rovnaké
odkazovanie na historicko-geografické údaje“ (s. 24). „Pre skupinu definovanú
historicko-geograficky, napríklad pre jednoročné deti žijúce vo Viedni alebo v New
Yorku v roku 1928, sa vypočítajú priemerné hodnoty“ (s. 25). „Definícia je daná
historicko-geografickými [...] kategóriami, a teda podlieha kritériám, ktoré do
jednej skupiny radia prípady, ktoré sú psychologicky veľmi odlišné, alebo dokonca
protikladné“ (s. 26). Je zarážajúce, že deväťdesiat rokov starý Lewinov text nás
dokáže prinútiť zamyslieť sa nad základnými predpokladmi vedeckej práce.

Dôsledky Lewinových analýz pre Hejného metódu
Lewinov článok bol publikovaný roku 1931. Od tej doby sa psychológia z meto-
dologického hľadiska posunula ďalej. Preto dnes už Lewinova kritika psychológie
nie je aktuálna. Zdá sa však, že v didaktike matematiky obrat, ku ktorému v psy-
chológii Lewin vyzýval svojich kolegov, ešte nenastal. Preto je užitočné Lewinove
myšlienky vztiahnuť ku kontextu didaktiky matematiky. Urobíme to s cieľom
ukázať, že viaceré princípy Hejného metódy sú v súlade s tým, o čo Lewin usilo-
val, s oslobodením sa od aristotelovskej metodológie.

Súvis Hejného metódy s Lewinovým textom nemusí byť až tak prekvapivý.
Stačí si uvedomiť, že Vít Hejný bol od Lewina iba o štrnásť rokov mladší a jeho
prvé texty z oblasti teórie vyučovania sú z roku 1943 (Bachratý et al., 2016, s. 25),
teda od Lewinovho článku ich časovo delí iba dvanásť rokov. Nie je nám známe,
či Vít Hejný Lewinov text poznal, ale stačí, že obaja autori zdieľajú spoločný
metodologický kontext – reagujú na analogický stav rozvoja spoločenských vied:
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Lewin psychológie, Hejný pedagogiky. Ukazuje sa, že niektoré z bodov 1.1–1.4 a
2.1–2.4 Lewinovej kritiky súvisia s odmietaním pojmu duševného orgánu.

Vít Hejný si uvedomoval, že viaceré pojmy používané učiteľmi pri analýze
výukového procesu majú hodnotiaci charakter. V tejto súvislosti hovoril o nálep-
kách: „Učiteľ etiketuje žiakov nálepkami usilovný, drzý, ťažkopádny, rozmaznaný,
roztomilý a pod.“ (Hejný & Hejný 1977, s. 67). Jedným z cieľov zavedenia pojmu
duševného orgánu bolo práve znížiť množstvo hodnotiacich pojmov. „Pomocou
tohto pojmu myšlienku i) žiačka Elena je hádavá, môžeme vyjadriť slovami ii) ko-
munikačný orgán žiačky Eleny je chorý. Nejedná sa iba o slovičkárenie, o rôznosť
vyjadrenia. Ide o celkový prístup k problému. Formulácia i) vo mne ako učiteľovi
navodí klímu ‚však počkaj, však ja ti dám hádanie!’. Formulácia ii) je motívom,
ktorý vo mne, učiteľovi, vyvolá duševný pochod orientovaný k cieľu: zistiť prí-
činu hádavosti a nájsť spôsob liečby komunikačného orgánu. Podobne nám nová
terminológia pomôže v boji s osudovými ‚bunkami na matematiku‘, lebo tieto
nahradíme duševným orgánom VAČ (vzťahovo abstrakčnej činnosti). Namiesto
lenivosti budeme hovoriť o chorobe strategického orgánu a pod“ (Hejný & Hejný
1977, s. 43).

Základom Hejného metódy je snaha pochopiť duševné pochody jednotlivého
žiaka a nie používať abstraktné klasifikačné pojmy. Dobre to vidno na príklade
chyby pri sčítaní: „Hodina počtov. Evička má sčítať ‚2 + 3 =‘ – text je napísaný
na tabuli. Odpovedá chybne ‚šesť‘. Učiteľ opravuje ‚päť, pozri dva a tri je päť‘
a pomocou prstov ilustruje príklad. Evička opakuje ‚dva a tri je päť‘“ (Hejný &
Hejný 1977, s. 51). Vít Hejný miesto toho, aby začal skúmať rozšírenie výskytu
tejto chyby v populácii, uvádza na obr. 4, s. 50 schému duševného procesu žiaka
pri sčítaní. Na nej ukazuje, že žiačkina chyba môže mať množstvo rôznych príčin
(napríklad priradenie nesprávnej predstavy „o o o o“ znaku „3“; chyba v ope-
rácii sčítania; priradenie nesprávneho zvuku „šesť“ správnej predstave „o o o
o o“). „Učiteľova chyba spočívala v tom, že nezisťoval lokalizáciu zdroja šumu.
Vyjadruje sa o celom procese. Žiak, ktorého orientácia je ešte značne tápavá, ne-
nachádza v učiteľovom zásahu usmernenie, ale iba ohodnotenie. Žiak registruje
neúspešnosť a túto klimaticky zaznamenáva do strategického orgánu“ (Hejný &
Hejný 1977, s. 52).

Hľadanie zákonitostí je v Hejného metóde zamerané na skúmanie kognitívnych
procesov konkrétneho žiaka. Vít Hejný nikdy neorganizoval štatistický výskum
a svoje teoretické závery zakladal na detailnej analýze psychologických proce-
sov a sociálneho zázemia jednotlivých žiakov. Lewin upozorňuje, že „[d]ynamiku
procesu je vždy nutné odvodzovať zo vzťahu konkrétneho jedinca ku konkrét-
nej situácii“ (s. 44), čo je v súlade s presvedčením Víta Hejného, že učiteľ by
mal poznať rodinné zázemie žiakov, aby mohol porozumieť ich prejavom. Štatis-
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tické pojatie zákonov je s týmto prístupom v priamom rozpore, pretože vplyvy
prostredia sa snaží odfiltrovať veľkosťou súboru.

Náhodnosť jednotlivého prípadu podľa Hejného metódy neplatí. Didaktický
proces je individuálny – učí sa vždy iba konkrétny jedinec. Argumenty, ktoré
jednému žiakovi pripadajú presvedčivé, iného nepresvedčia. A to nie je náhodné
– je to podmienené predchádzajúcimi matematickými skúsenosťami, rovnako ako
tým, čo žiak zažil, a to ako v kognitívnej, tak aj v sociálnej sfére. Vzťah medzi
predchádzajúcimi skúsenosťami a terajším úspechom či neúspechom pri riešení
určitej úlohy zákonitý a poznateľný vzťah.
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Zrod kauzálního myšlení v matematice = zrod
matematiky

Z Archívu Víta Hejného

Milena Kvaszová1

Ve svém článku se zabývám budováním orgánu vztahově-abstrakční činnosti
(VAČ) a zrodem kauzálního myšlení v matematice. Vycházím z práce Víta a Mi-
lana Hejných, ve které se soustředí na potřebu naučit dítě samostatně myslet, ale
především používat kauzalitu. Kauzální myšlení v matematice se rodí na základě
poznání kauzality společenské. Představa o tom, co je to důkaz, je jiná u učitele
a jiná u žáka. Díky tomu často dochází k nedorozumění.

Úvod
Co je hlavním cílem výuky matematiky? Je to snaha naučit dítě některé početní
techniky a algoritmy? Podle Víta a Milana Hejných to nestačí. „Potřebujeme na-
učit dítě samostatně myslet, tj. samostatně klasifikovat, hierarchizovat, ale pře-
devším samostatně používat kauzalitu, samostatně umět z faktů vyvodit závěry“
(Hejný & Hejný, 1977, s. 53).

Podle autorů je matematické myšlení součástí širší kategorie, kterou pojme-
novali vztahově-abstrakční činnost (VAČ). Ta se rozvíjí od raného dětství, tedy
několik let před tím, než se dítě seznámí s matematikou. A právě schopnost umět
účinně používat kauzalitu tvoří jádro funkce orgánu VAČ.

Autoři si všímají toho, jak se schopnost kauzálního myšlení zrodila a narůstala
v historii lidstva, ve fylogenezi. Omezili se na kauzalitu homérského světa.

„Homérova Illias začíná popisem sporu hlavního velitele achájských vojsk Aga-
memnona (syna Atrea) a Achillea:

Kterýž z bohů to byl, co svedl je k hádce a bitvě? Léthin a Diův
syn. Ten, zanevře na krále hněvem, roznítil v táboře ukrutný mor
– i hynuli lidé – neboť mu Atreův syn tak hanebně potupil Chryza
božího kněze.

Ve verších jsou zachyceny dvě kauzální vazby. První z nich odpovídá na pří-
činu moru, druhá na příčinu Apollonova (= syna Dia a Léthé) hněvu. Každá
z uvedených kauzálních vazeb je typickým příkladem jedné ze dvou kauzálních
sfér:
1KMDM PedF UK; milena.kvaszova@pedf.cuni.cz
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• kauzalita společenská odráží vazbu člověk-člověk,
• kauzalita přírodovědná odráží vazbu člověk-příroda.“

(Hejný & Hejný, 1977, s. 53–54)
Když porovnáme obě tyto sféry, v Apollónově hněvu najdeme kauzalitu spole-

čenskou. Agamemnon mu potupil služebníka, kněze Chrýza. To je vazba člověk-
člověk. (Nehledíme na to, že ten druhý člověk je bohem.) Tuto kauzalitu zná
Homér věrně, nedeformovaně.

V propuknutí moru najdeme kauzalitu přírodovědnou. Homér za příčinu určil
boha. To je vazba člověk-příroda. Tedy kauzalitu přírodovědnou Homér nepo-
znává věrně, ale deformovaně. Homérský svět ještě nic neví o biologii, meteorolo-
gii, geologii a fyzice. Aby si mohl vysvětlit neúrodu, bouřku, zemětřesení či mor,
personifikuje si tyto úkazy a vytváří si bohy.

Kauzalita společenská se buduje jako první proto, že vztah člověk-člověk po-
skytuje výbornou zpětnou vazbu. Když mě někdo podvede, nebudu dotyčnému
v budoucnosti věřit. Na rozdíl od toho vztah člověk-příroda zpětnou vazbu ne-
poskytuje, alespoň ne okamžitě.

Z uvedeného vyplývá, že orgán VAČ se zrodil a rozvinul ve sféře jevů spole-
čenských.

Kauzalita přírodovědná vznikla na bázi vyspělé kauzality společenské.
„Orgán VAČ se rodí a buduje nejdříve pouze v oblasti mezilidských vazeb,

v rodinném kruhu. Pokud v předškolním věku dítě nevybuduje orgán VAČ ve
sféře společenské kauzality, nejsou u něj reálné předpoklady pro budování kauza-
lity přírodovědné. V tom případě je nutné výuku matematiky začít ‚nemate-
maticky‘ – dotvořením chybějící kauzality společenské“ (Hejný & Hejný, 1977,
s. 54).

Zrod kauzálního myšlení v matematice (= zrod matema-
tiky)
Blesk, neúroda, mor jsou vysvětlované žárlivostí, pomstychtivostí, závistí. Jak je
možné, že tento deformovaný stav vydržel konfrontaci s životní zkušeností? Vždyť
nesčíslněkrát se muselo stát, že tato protetická kauzalita nefungovala. Bohům se
obětovalo a přírodní katastrofa přesto pokračovala. Jak to, že to neotřáslo vírou
v Olymp?

„Bohové, jakkoliv mocní, a nesmrtelní, nebyli suverénními pány světa. Nad
nimi, stejně jako nad lidmi, vládl všemohoucí osud = Moira“ (Hejný & Hejný,
1977, s. 54). Moira, a to je to nejpodstatnější, nepřipouští zpětnou vazbu. Není
v moci člověka, ani boha, jakkoliv Moiru ovlivnit. Pokud Moira nesvolí, jsou
všechny oběti, všechny nářky zbytečné. Avšak v rámci tolerance povolené Mo-
irou platí kauzalita Olympu. Úspěšné oběti tuto víru potvrzují a neúspěšné ji
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nevyvracejí, protože jsou přičítány na vrub Moiry. Proto je Moira hlavní barié-
rou zamezující vznik kauzálního poznání v oblasti racionální.

Odstranit Moiru znamená otevřít cestu kauzalitě do sféry přírodovědné. To
byl počin iónské filozofie. Thalés, Anaximandros a Anaximenes byli první, kteří
prapříčinu dění (arché) hledají mimo Olymp, v přírodě. Thalés hovoří o vodě,
Anaximandros o neurčitém a Anaximenés o vzduchu. Zraky poznávání se otočily
k přírodě. Dveře kauzálnímu poznávání přírody jsou otevřené. Prvním krokem
na nové cestě je poznání toho, že existuje kauzalita. To vykonal Pýthagorás ze
Samu.

Objev Pýthagora
Pýthagorás objevil kauzalitu v matematice a bez nadsázky můžeme říct, že takto
objevil matematiku (viz Kvasz, 2017). Řečeno dnešním jazykem, objevil impli-
kaci. Avšak implikace Pýthagorova byla jiná, než je implikace dnes. Dnes pod
implikací chápeme „logický nástroj na zdůvodnění či vyvrácení jednoho tvrzení,
za předpokladu, že platí jiná tvrzení“. Pýthagorova implikace byla „argumen-
tační nástroj na ‚přehádání‘ protivníka a logický nástroj na posilnění víry člověka
v platnost některých všeobecných tvrzení, která do té doby byla pouze ‚uhád-
nutá‘“.

„Rozdíl obou pohledů na implikaci je zásadní – především z hlediska výuky
matematiky. Psychický vztah učitele je ten, který byl uvedený o pár řádků výše.
To je zdrojem mnohých nedorozumění. Vezměme například úlohu: ‚dokažte, že
úhlopříčky v kosočtverci se protínají kolmo‘. Šesťák narýsuje kosočtverec, úhlo-
příčky a měřením ověří, že tvrzení platí. Učitel ho přesvědčuje, že toto není důkaz.
Žák učitele nechápe“ (Hejný & Hejný, 1977, s. 55).

Pýthagorás implikaci z matematiky přenesl i na sféru mezilidských vztahů a
pomocí čísel chtěl „vypočítat“ dění osudu. Jméno, které svému objevu dal, to
jasně dokazuje: „mathemata“ – poznání všeho. Významnou úlohu zde hrál jeden
důležitý faktor – závrať z objevu. Pýthagorás byl novým objevem tak emočně
ovlivněný, že mnohonásobně nadhodnotil jeho skutečnou sílu. Neuvědomil si hra-
nice implikace a viděl ji najednou jako všemohoucí osud, jako „logos“ vesmíru.

Popsaný jev – závrať z objevu – není ojedinělý. Například také Descart nad-
hodnotil svůj objev metody souřadnic. Ukázal způsob, jak je možné problém geo-
metrie přeložit do algebry a v jejím jazyku ho řešit. Domníval se, že v budoucnosti
se podobným způsobem bude dát problematika libovolné oblasti, například bio-
logie, transformovat postupně do chemie, odtud do fyziky, odtud do mechaniky,
odtud do geometrie a odtud konečně do algebry. „Závrať z objevu“ je významný
moment naší pedagogické praxe. Pokud žák objevil zákonitost, bude nám ská-
kat do řeči a vnucovat „svůj objev“ i do takových situací, kde jej očividně nelze
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použít. Chápejme jeho jednání jako odreagování tenze, kterou jsme označili jako
„závrať z objevu“. V tomto případě je potřebné projevit o objev zájem a hledat
cesty, jak využít vynikající situaci pro další objevitelskou akceleraci žáka. Kaž-
dopádně je nadhodnocování objevu vždy jasný diagnostický znak strategického
posunu dítěte ve směru zintenzivnění zájmu o kauzální poznávání.

Závěr
Kauzální myšlení se u dětí rodí již v raném dětství v oblasti mezilidských vazeb,
v rodině. Je to nutný předpoklad pro budování matematické kauzality. Rozvoji
poznání přírodních zákonů a kauzality lidstvu bránila víra ve vyšší moc, v bož-
stvo, které řídí osudy lidí. Až Pýthagorás přišel s objevem kauzality v matematice
a tím objevil matematiku. Objevil implikaci, jeho implikace však byla jiná, než
jak ji chápeme dnes. To by měl mít na zřeteli učitel, když s žákem diskutuje
o důkazu.
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[1] Bachratý, H. (Ed.) (2012). Archív Víta Hejného I. EDIS – vydavateľstvo
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[2] Hejný, V., & Hejný, M. (1977). Pracovné materiály školiaceho pracoviska
TMM. KPÚ Banská Bystrica. Citováno dle vydání v Bachratý, ed. 2012,
s. 53–56.
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Toeplitzův genetický přístup a výuka
matematické analýzy

Jakub Michal1, Kristýna Nižňanská2, David Zenkl3

Otto Toeplitz
Otto Toeplitz se narodil v roce 1881 v Breslau v tehdejším Německém císařství
(dnešní Vratislav, Polsko). Zemřel v roce 1940 v Jeruzalémě (Britský mandát
Palestina, dnešní Izrael), kam emigroval o rok předtím z Německa kvůli svému
židovskému původu. Během celé své vědecké kariéry se zabýval matematikou
a její výukou. Je mimo jiné pokládán za jednoho ze zakladatelů genetické me-
tody (spolu s ním Felix Klein a další), což je způsob vyučování matematiky
podle paralely s historickým vývojem zásadních matematických myšlenek skrze
problémy, ze kterých vznikly (Toeplitz, 2015).

Nahlédneme tedy na život a dílo Otty Toeplitze dvěma hlavními linkami
jeho vědeckého zájmu: matematiku a vyučování matematiky. Možná bychom sem
mohli přiřadit ještě třetí linku, a to historii matematiky, ale to bychom byli ve
sporu se samotným Toeplitzem, který se za historika matematiky nepovažoval,
protože na rozdíl od historiků nechtěl zaznamenávat vše, co bylo, ať dobré, nebo
špatné (Toeplitz, 2007).

Toeplitz matematik

Doktorát získal v roce 1905 na Vratislavské univerzitě. Jeho učiteli byli němečtí
matematici Jakob Rosanes a Friedrich Otto Rudolf Sturm. Jeho disertace nese
název Über Systeme von Formen, deren Funktionaldeterminante identisch ver-
schwindet, což lze přeložit do češtiny jako O systémech forem, jejichž funkční
determinant zaniká identicky. V roce 1906 odešel do Göttingenu, kde tenkrát
působili Felix Klein, David Hilbert a Herman Minkowski. V disertační práci se
dotkl tématu bilineárních a kvadratických forem, to pak pod vedením Davida
Hilberta rozpracoval do teorie o nekonečných lineárních, bilineárních a kvadra-
tických formách a nekonečných maticích (Toeplitz, 2015). Jeho jméno nese např.
Toeplitzova matice, jež je v lineární algebře taková matice, která je diagonálně
konstantní – má každou sestupnou úhlopříčku zleva doprava konstantní, např.
1KMDM PedF UK; jakub.michal@pedf.cuni.cz
2KMDM PedF UK; kristyna.niznanska@gmail.com
3KMDM PedF UK; david-zenkl@seznam.cz
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V roce 1913 se stal profesorem na univerzitě v Kielu a v roce 1928 v Bonnu.
Společně s asistentem Richarda Couranta Ottem Neugebauerem a specialistou
na Platóna Juliem Stenzlem založili v roce 1929 časopis Quellen und Studien
zur Geschichte der Mathematik (přeloženo: Zdroje a studie historie matematiky)
(Toeplitz, 2015).

Toeplitz učitel

Prvně se s pedagogickou profesí setkal v rodině – jeho otec byl učitelem. Ve 30. le-
tech 20. století spoluzaložil časopis Mathematische und physikalische Semester-
berichte (přeloženo: Matematické a fyzikální semestrální zprávy) orientovaný na
vzdělávání; přičemž téměř v každém čísle publikoval článek o výuce matematiky
(Toeplitz, 2015).

Článek Das Problem der Universitätsvorlesungen über Infinitesimalrechnung
und ihrer Abgrenzung gegenüber der Infinitesimalrechnung an den höheren Schu-
len nese v překladu název Problém vysokoškolských kurzů o infinitezimálním počtu
a jejich odlišení od infinitezimálního počtu na středních školách (Toeplitz, 1927).
Již z jeho názvu je evidentní, že je zaměřen na vzdělávání.

Mezi jeho teze patří např. (Toeplitz, 2015):
• Studenti by měli zažít, že matematika je krásná a vzrušující.
• V infinitezimálním počtu je velice snadné překazit jakékoli potěšení tohoto

kurzu tím, že směřujeme k výuce mnoha pravidel a vztahů.
• Existují dva typy studentů, kteří přicházejí na univerzitu: ti z Oberreal-

schule (na přírodní vědy orientované školy) a ti z humanitních gymnázií.
Ti první znají často mnohem více techniky infinitezimálního počtu, ale
toto jim dost často brání jednoduše poznat, že je zde mnohem víc – znát
infinitezimální počet.

• Čas určený pro diskusi je nejdůležitější pro objevení studentů s vysokými
matematickými schopnostmi.

Genetická metoda
Ať už se jedná o dnes již překonanou teorii psychologické rekapitulace nebo jiné,
je přítomnost historie v didaktice matematiky od přelomu devatenáctého a dva-
cátého století poměrně bohatá. Její využití jako nástroje ve výuce zmiňují mimo
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jiné např. Abel, Klein, Leibniz, Poincaré, Courant nebo Pólya. Autorem jed-
noho z přístupů, který staví na historické posloupnosti problémů a motivujících
příbězích slavných matematiků, byl i Otto Toeplitz, který začal využívat tzv.
genetickou metodu. Ta je založena na myšlence, že učitel namísto toho, aby pře-
dával hotové, pro studenty/žáky často nudné poznatky, vysvětluje, proč se jimi
máme vůbec zabývat. Osvětluje, co vůbec lidstvo vedlo k jejich objevu a co ob-
jevu předcházelo (Fauvel & Maanen, 2002; Klein, 1986; Pólya et al., 1962; Pólya,
1973; Furinghetti & Radford, 2002).

Není nic důležitějšího než znát původ objevu, ten je, podle mého
názoru, zajímavější než samotný objev.

Gottfried Wilhelm Leibniz (Pólya, 1973, s. 123)

Toeplitzova genetická metoda má žákům/studentům ale sloužit nejen k tomu,
aby poznali počátky matematických objevů a motivaci za tím, jak daný jev vůbec
vznikl a proč se jím vlastně mají zabývat oni, ale také k tomu, aby žák/student
viděl, že za poznáním někdy stojí celá staletí práce, geniálních myšlenek, rovněž
i chybných úvah (Köthe in Toeplitz, 2007; Furinghetti & Radford, 2002).

Když se pak žák/student řešící danou úlohu dopustí podobné chyby jako
některý ze slavných matematiků, není chyba náhle triviální ani demotivující –
právě naopak. Učitelům zase může historie matematiky ukazovat vhodnou, po-
zvolnou návaznost učiva a sloužit jako zdroj autentických úloh (Toeplitz, 2007;
Furinghetti & Radford, 2002; Lockhart, 2002).

Toeplitz dále zmiňuje význam „storytellingu“ ve výuce matematiky (Köthe
in Toeplitz, 2007). Sám odhaduje, že za využití autentických problémů, příběhů
a historií inspirovanou návazností látky osloví až o 45 % více posluchačů kurzu
matematické analýzy než při použití klasického rigorózního přístupu (Toeplitz,
2015). A byla to právě matematická analýza, při jejíž výuce Toeplitz genetickou
metodu využíval. Právě tam je totiž učivo řazeno obvykle v návaznosti vycházející
z matematické logiky, a studenti tak pro ně zcela abstraktní pojmy chápou pouze
formálně (Furinghetti & Radford, 2002). To ostatně shrnuje Pólya těmito slovy:

Přijde-li v nesprávný čas nebo na nesprávném místě, může být dobrá
logika největším nepřítelem dobrého vyučování.

George Pólya (Pólya, 1993, s. 286)

Důležité je zmínit, že genetický přístup není v žádném případě výukou historie
matematiky. Aplikace na matematickou analýzu tak nemá za cíl popsat historii
jejího vývoje, ale ilustrovat ústřední koncepty na úlohách, ze kterých vzešly. Cíl
genetického přístupu shrnuje Bressoud takto (Toeplitz, 2007):
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Skutečná důvěra v historii by měla studenty uvrhnout do napětí mezi
zmatením a potěšením z momentu objevení.

David M. Bressoud (Toeplitz, s. 7, 2007)

Zastánci tohoto přístupu byli např. fyzikové Maxwell nebo Mach, kteří ji
sami používali. Ve článku On the Mathematics Curriculum of the High School
(1962) zmiňují genetickou metodu jako jeden ze sedmi klíčových principů, který
by měl být používán při výuce matematiky na středních školách. Pod tímto
memorandem jsou podepsáni mj. Courant, Pólya, Coxeter, Klein nebo Morse.

Kalkulus: Genetický přístup
Otto Toeplitz měl v plánu sepsat o výuce analýzy genetickou metodou dvě knihy.
To bohužel již nestihl. V roce 1949 však byla z jeho rukopisů zkompletována kniha
Die Entwicklung der Infinitesimalrechnung (Toeplitz, 1949). Ta mimo kapitoly
o nekonečných procesech, určitém integrálu a diferenciálním počtu obsahuje ka-
pitolu věnovanou praktickým aplikacím a ve výuce prověřené úlohy.

Verze v českém jazyce

Naším cílem je překlad této knihy do českého jazyka a následné použití ve výuce
právě matematické analýzy.
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Jaké číslo dává smysl?

Karolína Mottlová1

Atypická slovní úloha typu „Jaké číslo dává smysl?“ je nástroj, kterým může
učitel rozvíjet žákovské argumentační dovednosti a propojovat jazykovou a ma-
tematickou gramotnost. Úkolem je doplnit čísla do textu tak, aby dávala smysl
z hlediska matematiky, jazyka a reálného kontextu. Dvojice žáků šestých a pátých
ročníků řešily sérii tří úloh a svá řešení komentovaly. Jejich komentáře a nonver-
bální komunikace ilustrují, jaké jevy iniciují heuristické strategie, které žáci při
řešení použili, a jakých chyb se při řešení dopustili.

Úvod
Slovní úlohy jsou častým tématem příspěvků pro učitele 1. stupně. Stačí se podí-
vat např. na program letošní konference Dva dny s didaktikou matematiky 2022.
My se v článku zaměřujeme na atypickou slovní úlohu Jaké číslo dává smysl?
(orig. What number makes sense?) (Kaur & Har, 2009), která má potenciál roz-
víjet žákovské argumentační dovednosti a podněcovat k diskuzi mezi žáky (Minis-
terstvo školství (Singapur), 2012). Tento typ slovních úloh se objevuje v řadách
zahraničních učebnic (např. Shaping Maths, In Step Maths),2 které využívají
singapurský přístup. Přeložené úlohy tohoto typu nalezneme např. na veřejné
internetové stránce (Jančařík, 2019). Slovní úlohou rozumíme „slovní popis pro-
blémových situací, které vedou k jedné nebo více otázkám, jejichž odpovědi lze
získat aplikací matematických operací na číselná data přítomná v problému“3

(Verschaffel et al., 2014, s. 9). Náš typ slovní úlohy je atypický (Slezáková et al.,
2021), protože zde není otázka. Podrobnější popis naleznete v části metodologie.
Žáci často řeší typické slovní úlohy pomocí naučených algoritmů, které jim přede-
píše učebnice nebo představí učitel (Vondrová, 2020). Takové strategie jsou však
hodnoceny jako povrchové (Hejný, 1995) a mohou způsobit neúspěšné řešení.

Náš výzkum
Byly stanoveny tři výzkumné otázky: 1. Jakými typy argumentů žáci odůvodňo-
vali kroky při řešení slovní úlohy? 2. Jakých chyb se žáci dopouštějí při řešení
slovní úlohy a jak jsou tyto chyby napravovány? 3. Jak se změnil v našem vzorku
1KMDM PedF UK; karolina.mottlova.ruzickova@gmail.com
2Možné zakoupit na https://www.rainbowresource.com/
3 „...verbal description of problematic situations that give rise to one or more questions whose answers can be
obtained by applying mathematical operations to the numerical data present in the problem“.
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starších žáků přístup k typu slovní úlohy „Jaké číslo dává smysl?“ oproti před-
chozím zkušenostem s mladšími žáky?

Metodologie

Jako nástroj pro experiment byla použita série tří úloh (viz obr. 1, 2, 3), které se
vzájemně lišily zasazením do kontextu, matematickým modelem a přítomností
jazykového aspektu. Cílem každé úlohy je doplnit čísla do textu tak, aby úloha
dávala smysl. Nyní úlohy charakterizujeme.
1. slovní úloha – Jonáš nakupuje

Obrázek 1: Slovní úloha Jonáš nakupuje.

Úloha má jedno řešení, které činí úlohovou situaci smysluplnou po stránce ma-
tematické, jazykové i reálného kontextu. Do první mezery lze vložit pouze číslo
4, protože z hlediska jazyka tvar podstatného jména okurky odpovídá dle dekli-
nace pouze číslu 4 z výběru. Do poslední (čtvrté) mezery lze vložit pouze číslo
44, protože dle reálného kontextu musíme u pokladny zaplatit součet částek za
jednotlivé položky, tudíž z výběru musíme vložit největší číslo. Do druhé mezery
lze vložit pouze číslo 8 a do třetí mezery pouze číslo 12, protože matematický
model úlohy je 4 · 8 + 12 = 44.
2. slovní úloha – Úkoly v hodině

Obrázek 2: Slovní úloha Úkoly v hodině.

Úloha má jedno řešení, které činí úlohovou situaci smysluplnou po stránce
matematické, jazykové i reálného kontextu. Do první mezery lze vložit pouze
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číslo 45, protože dle reálného kontextu vyučovací hodina obvykle trvá 45 minut a
zároveň je to největší číslo, které je součtem časů trvání úkolů. Do druhé mezery
lze vložit pouze číslo 7, protože z matematického pohledu rozdíl mezi čísly, jejichž
součet je 45, musí být nejmenší číslo. Do třetí mezery lze vložit pouze číslo 26,
protože dle reálného kontextu je řečeno, že první úkol trval déle. A do poslední
(čtvrté) mezery lze vložit pouze číslo 19, protože matematický model úlohy je
45 = 26 + 19; 26− 19 = 7. Vzhledem k neexplicitnímu vyjádření, že řešení úkolů
trvalo přesně celou vyučovací hodinu, mohou být na základě vhodné argumentace
přijata i jiná řešení a to tato (45, 19, 26, 7), (7, 19, 45, 26), (7, 26, 45, 19); čísla
jsou uvedena postupně podle pořadí mezer.
3. slovní úloha – Cestující v autobuse

Obrázek 3: Slovní úloha Cestující v autobuse.

Úloha má čtyři řešení, která činí úlohovou situaci smysluplnou po stránce
matematické, jazykové i reálného kontextu. Do první mezery lze vložit všechna
čísla kromě 5, protože na zastávce musí nějaký cestující vystupovat a z hlediska
reálného kontextu není možné, aby výsledný počet cestujících po vystoupivších
bylo záporné číslo. Pokud bude v první mezeře největší číslo 15, musí být v ná-
sledující druhé mezeře buď číslo 13, nebo 7, aby byl výsledný matematický model
správný 15− 13 + 5 = 7 nebo 15− 7 + 5 = 13. Pokud bude v první mezeře číslo
13, musí být v druhé mezeře pouze číslo 5, aby byl výsledný matematický model
správný 13−5+7 = 15. Pokud bude v první mezeře číslo 7, musí být v druhé me-
zeře pouze číslo 5, protože z reálného kontextu není možné, aby vystupovalo více
lidí, než je v autobuse. Z nabízených čísel je menší číslo než 7 číslo 5. Výsledný
matematický model je 7− 5 + 13 = 15.

Experimentátor vedl patnáctiminutové rozhovory s pěti dvojicemi žáků z pá-
tých (2 žáci – označeni 3B a 5A)4 a ze šestých (8 žáků – zbylé kódy) ročníků.
Žáci řešili sérii tří úloh (viz obr. 1, 2, 3). Jejich úkolem bylo řešení komento-
vat a argumentovat, proč čísla do jednotlivých mezer vkládají. Experimentátor
4Jednotlivé žáky kódujeme (1A, 1B, 2A, ..., 5B) – číslo udává dvojici v pořadí a písmeno označuje žáka.
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vyzýval žáky k využití metody myšlení nahlas,5 čímž mohl získat lepší přehled
o situaci, jak žáci k úloze přistupovali. Z rozhovorů byl pořízen audio i video-
záznam. Byla získána žákovská řešení v papírové podobě. Veškerá data o žácích
byla anonymizována.

Žákovská řešení
Z přepisu jsme se soustředili na opakující se argumenty, kterými žáci vysvětlo-
vali, proč číslo vložili do mezery nebo jak úlohu řešili. Evidovali jsme 6 typů
argumentů. Dále jsme zaznamenali 5 typů chyb, kterých se žáci dopouštěli. Uvá-
díme ukázky žákovských řešení s případným doplněním popisu z videozáznamu
a kopiemi žákovských řešení. V přepisu ztučňujeme ty části, které považujeme za
podstatné pro porozumění myšlenkám žáků. Následně uvádíme komentář.

Typy argumentů

1. argument – Největší/nejmenší číslo

Obrázek 4: Žákovské řešení 2B.

exp.: A proč sis dala zrovna to největší číslo na začátek?
2b: Ono by to asi úplně ani nešlo, kdyby tam bylo menší počet,

protože kdyby se tam třeba vezlo 13 lidí a na zastávce pak vy-
stoupil 15, tak to by nešlo.

Komentář: Řešení žákyně 2B se odvíjelo od umístění největšího čísla do první
mezery. Žákyně si zároveň uvědomovala signální slova vezl a vystoupil, kterými
argumentovala jediné možné řešení.

2. argument – Deklinace slova

1b: Já si myslím, že tam bude 4, protože 4 okurky. Protože 8 by to
bylo okurek. To je logika.

5Think-aloud, „as a pedagogical tool among others, the think-aloud protocol seems to effectively guide a student
to verbally tell the teacher how she is approaching the mathematics wp and how she will solve it“. (Björn et al.,
2019, s. 2)
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Komentář: Žákyně 1B si všimla tvaru slova okurky a to bylo základem jejího
argumentu, proč může do první mezery doplnit pouze číslo 4.

3. argument – Signální slovo

1a: To je vlastně násobení.. Kdyby to 4 ... kdyby tady [ukazuje na
druhou mezeru] bylo 8 třeba, tak je to 8 · 4 ... když máme 4 okurky
po, vlastně jedna stojí 8 korun třeba, tak 8·4 je 32 a plus jedno
zelí je 12.

Komentář: Žákyně 1A si uvědomovala signální slovo po a v komentáři ho na-
hradila slovním spojením jedna stojí. Stejně tak si uvědomovala, že další položku
nákupu, zelí, musí přičíst.

4. argument – Reálná zkušenost

4a: Já vím, to asi nebude 13, protože ... no často z autobusu nevy-
stupuje, až tak tolik lidí.

Komentář: Žákyně 4A měla potíže s řešením úlohy Cestující v autobuse. Pro
argument, že číslo 13 v druhé mezeře nevyhovuje, se uchýlila k využití reálné
zkušenosti. Později si zhodnotila, že její výrok nebyl pravdivý.

5. argument – Jednoduchost výpočtu

Obrázek 5: Žákovské řešení 4B.

4b: [12:22] No, zkusila jsem 15 mínus 5, že by vezl 15 cestujících,
vystoupilo by 5 cestujících, zbylo by tam 10 cestujících a nastoupilo
by 7 cestujících, ale potom by tam nebylo těch ... nebo bylo ...

4b: [12:52] Ne, nebylo by to. Ale tak, třeba 13 cestujících vezl,
vystoupilo 7 cestujících.

Komentář: Žákyně 4B zkusila nejprve od čísla 15 odečíst 5, což může na-
povídat, že se jí tento výpočet dělal snáz. Důvodem pro tento závěr je i to, že
se stejný první pokus objevil i u dalších žáků. Z časového rozmezí 30 sekund
můžeme také usuzovat, že nechtěla ztratit svůj první pokus a stále přemýšlela,
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zda by mohla zbylá dvě čísla vložit a najít správné řešení. Z kopie řešení žákyně
a z jejích slov „zkusila“ a „tak třeba“ můžeme vidět, že využila heuristickou
strategii pokus-ověření-korekce. V závěru přišla na dvě řešení úlohy.

6. argument – Vztah mezi čísly (aditivní)

4b: Já, ee, já jsem to pochopila, že tady, když, ee, tady je ten úkol, řešili
třeba, nebo 7 minut nebo 19 nebo 26 minut, o 7 minut déle,
takže jestli tady je, 26 mínus 7. Takže to je 19. Aa, takže první
úkol řešili 26 minut a druhý 19 minut.

Komentář: Stejně jako u předchozího jevu, i zde využijeme komentář žákyně
4B. Žákyně si uvědomovala aditivní vztah mezi čísly 7, 19 a 26 a použila ho
k dosazení čísel do textu. Za povšimnutí stojí, že žákyně využila jako argument
odčítání čísel namísto sčítání, což můžeme považovat za neobvyklé.

Typy chyb a jejich náprava

V mnoha případech žákovských řešení se chyby nevyskytovaly samostatně, ale
bylo jich několik najednou. Proto někdy uvádíme více typů chyb v jedné ukázce.
Dále charakterizujeme nápravu těchto chyb.

1. chyba – Signální slovo není vzato v potaz + Aha-efekt v rámci spolupráce

1b: 12 + 4 + 8 ...
1a: Ale to není plus, to je násobení... to je jako třeba ... 4 okurky ...
1b: Ahaaa, protože 4 ..., osmi korunách

Komentář: Žákyně 1B se nesoustředila na text a nevzala v potaz signální slovo
po, které signalizuje násobení. Této chyby si všimla žákyně 1A, která jí chtěla
vysvětlit, co myslí násobením, ale žákyně 1B dospěla k Aha-efektu nakonec sama.

2. chyba – Změna tvaru slova

Obrázek 6: Žákovské řešení 2B.

exp.: A zkoušela sis tam i jiná čísla než 4, 8, 12? Takhle postupně?
2b: No, nebo tady může být 8 okurek za 4 koruny.
2a: To vyjde stejně. Ono to tady můžou být dvě možnosti a obě

by se měly počítat.
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Komentář: Obě žákyně 2A i 2B byly ze šestého ročníku. To může být důvo-
dem, proč nevnímaly tvar slova okurky za neměnný, ale pro doplnění čísla 8 si
slovo upravily. Tuto chybu nemůžeme pokládat za závažnou. Je důležité se k této
myšlence vrátit a diskutovat o ní.

3. chyba – Orientace v textu + aha-efekt

1b: [7:00] ... déle než druhý [potichu pro sebe]...
1b: ... o 19 ... minut déle než, to je první úkol, trval tolik a druhý úkol

... [šeptem pro sebe]
1b: 26 ... Tam bude 26, ne? [potichu reaguje na 1A]
1b: [11:20] Jo, protože tady to není žádná ta úloha, protože tady jenom

čas a tady už je ta první úloha.
1b: [11:49] Ehmm, protože já jsem si celou dobu myslela, že tady

je ta první úloha [ukazuje na druhou mezeru], ale pak jsem
si uvědomila, že to je první úkol.

Komentář: Zde stojí za pozornost čas. Uvádíme jediné výroky, které žákyně
v tomto čase řekla. V sedmé minutě od začátku povídání s touto dvojicí si žákyně
1B začala potichu pro sebe opakovat část textu a snažila se v něm zorientovat.
Zaměřila se na slova první úkol. Text zřejmě pozorně nedočetla a myslela si,
že již zde je místo pro doplnění čísla, které udává, jak dlouho byl první úkol
řešen. Žákyně potřebovala čas, přesně 4 minuty a 20 sekund, a díky tomuto času
a vlastnímu prostoru k řešení a přeříkávání textu si uvědomila, že místo špatně
identifikovala. Následně se opravila a vysvětlila, jak přemýšlela.

4. chyba – Vliv předchozích zkušeností

1a: [15:12] Podle mě je jenom jedno řešení.
exp.: Proč?
1a: Já nevím, to byste nám to nedávala. To byste nám to řekla.
exp.: Vám to vždycky učitel řekne, když to má víc řešení?
1a: Jo.

...
1a: [17:01] No já pořád nevím. Podle mě to není správně. Že to má podle

mě jenom jedno řešení a možná to má více, nevím.

Komentář: Úloha Cestující v autobuse má čtyři řešení. Žákyně 1A ale zřejmě
neměla dostatek zkušeností s úlohami, které mají více řešení. A pokud se již
s takovými úlohami setkala, byla vždy učitelem utvrzena v tom, že úloha více
řešení má. To bylo s největší pravděpodobností důvodem, proč se i po necelých
2 minutách nemohla zbavit dojmu, že úloha není vyřešena správně.

5. chyba – Porovnávání + aha-efekt v rámci spolupráce
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Obrázek 7: Žákovské řešení 2A.

2a: Tady píšou, že žáci řešili první úkol o několik minut déle, než
ten druhý, takže jako že by ten první měl by být kratší asi
než ten druhý.

exp.: Souhlasíš?
2b: První úkol by měl být delší než druhý. (žákovské řešení 2A vi-

díme na obrázku)
2a: Jo aha. No jo, ono je to naopak. Já jsem si to špatně přečetla

... Jo

Komentář: Žákyně 2A měla potíže uchopit a představit si situaci první úkol
o několik minut déle než druhý a přeložit tuto větu do matematické nerovnosti
první úkol > druhý úkol. Překvapilo nás, že žákyně 2B, která výrok žákyně 2A
opravuje, měla sama problém s uchopením této situace. To můžeme soudit z jejích
dvou přeškrtnutých čísel ve třetí a čtvrté mezeře.

Diskuse a závěr
Výsledky rozhovorů ukázaly, že žáci přistupují ke slovní úloze ze tří hledisek –
matematického, jazykového a reálného kontextu. Doplnění čísla do mezery vy-
volávalo potřebu argumentovat, ať už v hlavě žáka, nebo navenek jako myšlení
nahlas. Žáci v průběhu řešení někdy měnili své strategie i typy argumentů. Jedna
z možných nevýhod použité metodologie je, že argumenty mohly být jen formální
odpovědí na otázku experimentátora.

Po porovnání předchozích (Málková & Mottlová, 2021, Slezáková et al., 2021)
a současných výsledků můžeme říci, že žáci naší věkové skupiny (5. a 6. roč-
ník) používají strategie vyvolané podobnými jevy jako u mladších žáků, avšak
v jiné četnosti. Např. jev deklinace slova se u žáků 2.–3. ročníků vůbec neobjevil.
U žáků 5. ročníku byl tento jev jako jeden z hlavních, na kterém žáci zakládali své
argumenty. Ve výzkumu představeném v článku se tento jev neobjevil. Naopak
jevy reálná zkušenost a práce s největším číslem se vyskytly u všech věkových
kategorií a ve velmi podobné četnosti.

Typ slovní úlohy „Jaké číslo dává smysl?“ má potenciál podnítit žáky k hle-
dání jiných než povrchových strategií, např. heuristických (Vondrová, 2019). Dal-
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ším podstatným rysem je, že úloha dává přirozeně příležitost k realizaci mezi-
předmětových vztahů. V tomto typu úloh je umocněn mezipředmětový vztah
mezi matematikou a českým jazykem jevem deklinace slova.

V článku jsme představili sérii tří slovních úloh typu „Jaké číslo dává smysl?“.
Žákovská řešení těchto úloh jsme použili jako nástroj při rozhovorech s dvojicemi
žáků 5. a 6. ročníků. Z rozhovorů jsme charakterizovali typy argumentů, kterými
žáci dokazují doplnění čísel do textu nebo způsob řešení úlohy, a dále typy chyb
a jejich nápravy. Pravděpodobně díky atypičnosti slovní úlohy žáci přirozeně
využívali zkušeností z oblasti jazyka (deklinace), matematických vztahů a reál-
ného života. Z reakcí žáků můžeme soudit, že je úloha bavila a byli motivováni
k dalšímu řešení náročnějších úloh stejného typu. Objevili jsme jevy, které ini-
ciovaly využití heuristických strategií (např. deklinace slova, práce s největším
číslem nebo reálná zkušenost). Zároveň jsme charakterizovali chyby, které se v ře-
šeních žáků objevily, a hledali jsme jejich příčiny. Nejčastější příčinou v našem
výzkumném vzorku byl vliv předchozích zkušeností nebo porovnávání. Žáci si
chyby uvědomili a odstranili je převážně díky interakci se spolužákem nebo ve
spolupráci s experimentátorem. Většinou došlo k aha-efektu.

Do budoucna bychom se rádi zaměřili na dlouhodobé sledování žáků a učitelů
při práci s těmito úlohami. Naším cílem je také vytvořit zásobárnu úloh, které se
budou lišit např. důrazem na aspekt jazyka nebo reálného kontextu.

Tento příspěvek vznikl za podpory projektu TAČR (TL03000469) Podpora integrace matema-
tické, čtenářské a jazykové gramotnosti u žáků základních škol.
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Pracovní list s pohádkovou tématikou jeden
z nástrojů přípravy na slovní úlohy

Marie Nachtigalová–Šustrová1

Ve své diplomové práci Rozvoj předmatematematické gramotnosti prostřednic-
tvím pohádkových pracovních listů (Nachtigalová, 2022) propojuji dvě gramot-
nosti, které rozvíjíme v mateřské škole, předmatematickou a čtenářskou. Po-
hádka udává kontext k zadání pracovního listu. Úkoly k pracovnímu listu řeší děti
jednoduchými matematickými metodami řešení, nejde jen o určení počtu nebo
do/vytváření modelu.

Pracovní listy (dále jen PL), které jsem vytvořila, jsou oproti běžné praxi MŠ
zasazeny do didaktické struktury, tj. do série aktivit, které mu předcházejí a
které na práci s ním navazují. S PL by se nemělo pracovat izolovaně. Mnou
vytvořené PL se od běžné praxe liší tím, že s nimi cíleně plní dítě více úkolů.
Pořadí úkolů hraje pro rozvoj dítěte roli, úkoly jsou zadávány postupně. To, co
je pro aktivity předškolního věku typické, je jejich komplexnost; prostřednictvím
PL je rozvíjeno více oblastí, nejen pojmy (téma čísla a rovinných tvarů, které se
v MŠ objevují nejčastěji), ale i metody řešení a specifické schopnosti dítěte, které
bude potřebovat v ZŠ např. při řešení slovních úloh. Důsledně přitom respektuji
RVP PV a úkoly k PL nezasahují do RVP ZV.

Práce s většinou PL je přípravou dětí v mateřské škole na slovní úlohy v ma-
tematice, které bude později žák 1. ročníku ZŠ řešit.

Slovní úloha v užším slova smyslu má dvě části: 1) krátké vyprávění nebo
popis situace; 2) otázku nebo úkol, které ze „slohové části“ 1 tvoří problém, jenž
lze vyřešit matematickými metodami řešení (Kaslová, 2019).

Řešení problému má několik fází: tvorbu představ, hodnocení informací a vý-
běr podstatných informací, vztahů mezi daty vzhledem k úkolu, jistá matemati-
zace (nemusí být u řešení dramatizací), volba metod řešení, řešení matematického
problému, návrat do reality dané kontextem slovní úlohy, odpověď, případně kon-
trola a diskuse. V MŠ je v grafickém řešení pracovních listů klíčová transformace
slovně-akustického kódu do obrazového (grafického) kódu a naopak. Řešením
slovní úlohy je odpověď celou větou (pravdivý výrok), která může mít v MŠ více
podob než mluvenou (Kaslová, 2017).

Vytvořila jsem sedm PL k pěti pohádkám: Červená Karkulka, Perníková cha-
loupka, O dvanácti měsíčkách, Mášenka a tři medvědi a Vlk a sedm kůzlátek.
K jednotlivým lekcím byly vytvořeny scénáře. Každé pohádce jsme se s dětmi
1KMDM PedF UK; marie.nachtigalova@seznam.cz
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věnovali týden, respektive alespoň dvě dopoledne. PL byl většinou zařazen na
druhý den programu.

V obecné rovině jsem sledovala didaktickou strukturu, která může zasaho-
vat více dní:

a) seznámení s pohádkou, čtení nebo vyprávění, případně sledování předsta-
vení;

b) diskuze k pohádce může být propojena s tvorbou ilustrace k pohádce;
c) případná dramatizace pohádky či její části;
d) seznámení se s pomůckami pro práci s PL, pokud by měly být pro děti

nové (nultá fáze s materiálem – Kaslová, 2006);
e) úvod k PL – vyvolání představ pohádky, případně oživení vhodné slovní

zásoby;
f) práce s PL, plnění úkolů individuálně nebo ve dvojicích, dialog k práci;
g) „čtení jednotlivých řešení“ a diskuze k řešeným úkolům – buď bezpro-

středně po každém vyřešení jednotlivého úkolu, nebo na závěr k celému
komplexu;

h) následné aktivity, kam patří mimo jiné i vystavení PL, vlastní tvorba dětí
navazující na PL, návrat k pohádce a podobně.

Práce s PL zasazeným do specifické lekce v rámci didaktické struktury za-
hrnuje i časový prostor pro dítě, kdy se vyjádří ke svému řešení. Dochází ke
komparaci, dítě dostane zpětnou vazbu od ostatních a má možnost korekce (na
L, nebo v představě), což je důležité pro ověření pochopení úkolu (dítětem). Zde
se může objevit i „aha-efekt“.

Při tvorbě PL jsem vycházela z následujících požadavků A) na PL, B) na
volbu pohádky.

A) Požadavky na tvorbu PL:
• Musí plnit alespoň jeden z cílů předmatematické gramotnosti.
• Má obsahovat maximálně tři úkoly k jedné straně PL.
• Náročnost úkolů se musí stupňovat (od nejjednodušších ke složitěj-

ším).
• Formulace uzavřeného úkolu musí být pro dítě srozumitelná a jedno-

značná.
• Je použita správná terminologie (pokud je nezbytně nutná).
• Pokud je předloha barevná, měla by být v tlumené barvě, aby neod-

váděla pozornost dítěte od plnění úkolu.
• Obrázek musí být identifikovatelný dítětem.
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• Mezi více obrázky je dostatek místa (dítě se špatně orientuje v za-
plněné ploše). Většina zásad se shoduje s tím, co publikovala Dobro-
volná (2016, s. 59).

B) Požadavky na volbu pohádky

Pohádka tvoří kontextovou motivaci k řešení pracovního listu. Děti by měly
mít zájem o téma a aktivity by pro ně měly být smysluplné. K pohádkám
si děti tvoří lépe představy než ke slovním úlohám, protože pohádky znají
a mají nějaké představy již vytvořené. Navíc může být mnohdy znalost
pohádky a orientace v ní oporou/nápovědou ke splnění úkolu. Prací na
PL se dětí učí soustředěnosti na činnost, pozornosti při poslechu a poro-
zumění slyšenému, také orientaci v ploše a čtení obrázku s porozuměním.
Trénují paměť, rozvíjejí jazyk a komunikaci obohacením o pojmy, pracují
s podmínkou, diskutují nad způsoby a metodami řešení.

Pracovní list Červená Karkulka
Podrobněji se budeme zabývat didaktickou strukturou k PL vytvořenému k po-
hádce Červená Karkulka (viz obr. 1). Úkoly k PL Červená Karkulka odpovídají
svým charakterem složené slovní úloze; dva úkoly na sebe navazují. Nejdříve si
mají děti prohlédnout obrázek, což lze chápat jako pokyn k tomu, aby si „potichu
přečetly informace“, a následně vyznačí pastelkou, kterou cestou se podle po-
hádky vydala Karkulka za svou babičkou.

Než začnou děti plnit úkol, je dobré si během prohlížení obrázku na jeho
části ukazovat a pojmenovat je (co se na něm nachází), zvláště rozlišit pěšinu od
zkratky. Způsob řešení je ponechán volbě dětí. Úkol nabízí značnou technickou
variabilitu. Děti mohou cestu vybarvit, vést čáru jako stopu Karkulky či spojnici
dvou míst nebo použít šipku.

V zadání druhého úkolu mají děti použít jinou barvu než tu, kterou označily
trasu Karkulky. Mají vyznačit, kudy se vydal k babičce vlk. Po splnění druhého
úkolu děti následně porovnají obě trasy, zvažují, zda šli vlk a Karkulka stejnou
cestou, nebo ne, zda jsou obě cesty stejně dlouhé, případně která z cest je kratší
a která je delší a proč by to tak mohlo být.

Po vyplnění PL následuje diskuze s dětmi, respektive rozhovor nad řešením
PL. Každé dítě má možnost (prostor) k vyjádření. U slabších dětí doporučujeme
řešení komunikovat, což může probíhat jen slovy, nebo kombinovaně ukazováním
s komentářem.
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Realizace
V prvním úkolu bylo pro některé děti těžké upozadit přání hodné Karkulky,
která šla správnou cestou, a namísto toho se držet zadání a vyznačit, jak to bylo
(doopravdy) v pohádce. Při splnění druhého úkolu mohly být děti také ovlivněny
svými emocemi, konkrétně strachem z vlka, a tak mohly nedodržet zadání.

Druhý úkol je založen na metodě řešení porovnáváním a úspěšnost se odvíjela
dle grafického zápisu dítěte. To, jakým způsobem budou děti porovnávat obě
trasy, záviselo na výběru každého dítěte. Jednou z možných variant je porovná-
vání manipulací např. přiložením tkaničky či provázku. Děti ze dvou mateřských
škol použily nejčastěji pro grafický zápis vybarvování a čáru, tři děti doplnily
záznam o šipky znázorňující směr trasy, jedno dítě pracovalo s bodem. Porovná-
valy převážně odhadem, několik dětí použilo „odměřování“ kladením prstu po
vyznačených trasách. Diskuze ukázala, že pro ně bylo splnění druhého úkolu a
porovnávání obou tras náročné. Většina dětí si však uvědomila, kde měla ob-
tíže a opravila ji. Chybně byl tedy grafický zápis, představy dětí se díky diskuzi
zpřesnily.

Dle analýzy sledovaných jevů je pohádka vhodnou kontextovou motivací pro
děti předškolního věku. Jednoduchost příběhu netvořila přílišné nároky na paměť
i díky tomu, že děti pohádku znaly. Následné úkoly představovaly pro děti přimě-
řenou intelektovou zátěž. Pro pochopení obou úkolů a jejich plnění tak, aby šlo
o přípravu na slovní úlohy, je důležitá transformace mluveného komunikačního
kódu do grafického a naopak. Děti si nejprve PL prohlédnou. Učitelka iniciuje
s dětmi mluvu k obrázkům v PL, aby usnadnila následnou komunikaci. Děti
PL „přečtou“. Kombinují se zde dva komunikační kódy: grafický je převeden do
mluvního. Učitelka zadá úkol. Děti ho nejčastěji vyřeší graficky a pak tento kód
zpětně transformují do mluvního v podobě slovní odpovědi nebo popisu výsledku,
„přečtou“ své řešení PL (Nachtigalová, 2022, s. 12).

U pilotního testu došlo pouze ke transformaci komunikačního kódu do gra-
fického. Děti vyplnily PL, ale dále se k němu nevyjadřovaly. To však k ověření
pochopení úkolu dětmi nestačí. Děti musí rozumět tomu, co kreslí, je potřeba
grafický kód převést na komunikační, tj. přečíst PL. Způsob zakreslení (model)
mohou děti převzít od nás, svůj postup obhájí během společného rozhovoru nad
řešením PL.

Cílem práce s PL byl především rozvoj předmatematické gramotnosti. Kon-
krétně se zde jednalo o výběr z možností – šlo o jakýsi labyrint dvou cest, práci
s podmínkou, tvorbu výroků, určování pravdivosti a použití čáry jako grafické
metody řešení. PL dále rozvíjel čtenářskou pregramotnost, zejména práci s gra-
fickými znaky. PL cíleně vedl k rozvoji soustředěnosti, pozornosti, krátkodobé
paměti a komunikačních dovedností – ke grafickému řešení slovních úloh a slov-
nímu komentáři k němu. Diskuze je přípravou na kontrolní procesy.
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Obrázek 1: Pracovní list Červená Karkulka.

Závěr
Ukázalo se, že vytvořené PL jsou funkční v zasazení do didaktických struktur.
Potvrdilo se mi, že didaktická struktura musí být dobře promyšlena a pohádka
k PL musí odpovídat stanoveným kritériím. Rovněž se ukázalo, jak je prospěšné
si o dokončené práci s PL s dětmi na závěr povídat. Toto zakončení práce s PL
nebylo snadné, protože děti byly zvyklé PL vyplnit a odevzdat, takže se závěrečné
diskuzi musely postupně učit.
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Využitie slovenskej ľudovej kultúry na hodinách
matematiky

Alexandra Punčová1, Zuzana Semričová2, Lenka Valentová3

Pre každý národ je dôležitá ľudová kultúra. Odráža materiálnu rozmanitosť, ktorá
sa postupom času vyvíjala, ale aj rôzne tradície a zvyky, ktoré niektoré národy
dodržiavajú do dnešného dňa. V rámci ľudovej kultúry môžeme badať podobnosti
alebo naopak odlišnosti medzi jednotlivými národmi. V našom príspevku sme sa
zamerali na využitie vybraných prvkov ľudovej kultúry na hodinách matematiky
na primárnom vzdelávaní na základnej škole.

Úvod
Jedinečnosť každého národa sa odráža v jeho kultúre, v jeho tradíciách a zvyk-
lostiach. Ľudová kultúra je odrazom prežívania a myslenia ľudí, našich predkov.
Predstavuje nenahraditeľné hodnoty, ktoré sa vyznačujú pestrosťou a rozmani-
tosťou, ktorá sa dedí už niekoľko generácií. Tradičná ľudová kultúra Slovenska
predstavuje bohatú klenotnicu jedinečných a pôvodných kultúrnych javov a pre-
javov, ktoré vznikali a prežívali hlavne vo vidieckom prostredí a šírili sa ústnym
podaním z generácie na generáciu. Je súhrnom hmotných a nehmotných pro-
duktov ľudskej činnosti vytvorených v tradičných spoločnostiach a zviazaných
so sociálnymi vrstvami nazývanými ľud, ktorý na Slovensku tvorili najmä roľ-
níci, remeselníci, robotníci a ďalšie neprivilegované sociálne vrstvy (Morongová,
2016–2020; Rochovská, 2012).

Ľudová kultúra
Ľudovú kultúru môžeme definovať ako systém akumulovaného poznania, vzorov
správania a materiálnych i nemateriálnych produktov ľudskej činnosti prenášaný
z generácie na generáciu v špecifickej sociálnej vrstve globálnej spoločnosti, ozna-
čovanej ako ľud (Botík a kol., 1995).

Ľudovú kultúru netvoria len rôzne diela, s nádychom kultúrnej hodnoty, ale aj
rôzne tradície a zvyky, ktoré nemôžeme umiestniť do múzea. Na základe obsaho-
1Katedra predškolskej a elementárnej pedagogiky, Pedagogická fakulta, Katolícka univerzita v Ružomberku; ale-
xandra.puncova@gmail.com

2Katedra predškolskej a elementárnej pedagogiky, Pedagogická fakulta, Katolícka univerzita v Ružomberku; sem-
ricova.z@gmail.com

3Katedra predškolskej a elementárnej pedagogiky, Pedagogická fakulta, Katolícka univerzita v Ružomberku;
lienka.valentova@gmail.com
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vej stránky môžeme rozdeliť ľudovú kultúru na materiálnu a duchovnú kultúru.
V našom príspevku sme sa zamerali predovšetkým na materiálnu kultúru.

Materiálna kultúra, inak nazývaná aj hmotná kultúra, je oblasť kultúry za-
hŕňajúca materiálnu sféru ľudskej činnosti a jej výsledky. V rámci materiálnej kul-
túry etnografia skúma tradičné formy zberného a koristného hospodárstva, poľ-
nohospodárstva, transportu, stravy, odevu, staviteľstva, bývania a výroby (Botík
a kol., 1995).

Ľudové umenie sa vyjadruje ľudovými umelcami v rámci dvojdimenzionálneho
a trojdimenzionáleho vyjadrenia. Podpisuje sa na ňom kreativitou interiéru, es-
tetikou. Ľudové umenie zahŕňa všetky typy materiálu, ktoré sú v každom umení:

• drevo – ľudové rezbárstvo;
• textil – modrotlač, výšivky, čipky;
• kov – šperkovníctvo;
• hlina – keramika;
• kameň – sochárstvo (Uhrinová a kol., 2014).

Aktivity na hodiny matematiky
Výšivka

Výšivku môžeme zaradiť medzi hmotnú časť ľudovej kultúry. Predstavovala dô-
ležitú ozdobnú zložku ľudového odevu, ktorá podstatne ovplyvňovala jeho va-
riabilitu a často bola aj jedným zo znakov odlíšenia nielen regionálneho, ale aj
miestnej diferencovanosti (Chlupová a kol., 2011). Vzory tradičných výšiviek sú
veľmi často symetrické. Osová súmernosť je súčasťou učiva matematiky (nielen)
na primárnom stupni vzdelávania, a vyskytuje sa aj v testoch medzinárodných
štúdií (napr. TIMSS). Výšivka môže pri vyučovaní symetrie poskytnúť širokú
škálu inšpirácie, úlohy môžu byť zamerané a formulované nasledovne:

1. Nájdenie nesúmerného obrázka: Jedna z výšiviek nie je symetrická. Ktorá?
2. Pri výšivke s jednou osou súmernosti: Nakresli osi súmernosti výšivky.
3. Pri výšivkách s viacerými osami súmernosti: Nájdi všetky osi súmernosti.

Obrázok 1: Názorná ukážka úlohy na symetriu s využitím ľudovej výšivky.
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Obrázok 2: Názorná ukážka úlohy na symetriu s využitím ľudovej výšivky.

Súmernosť môžeme so žiakmi na prvom stupni precvičovať aj pomocou dokres-
ľovania výšivky do štvorcovej siete. Sieť pomôže žiakovi v presnosti znázornenia
výšivky. Dokresľovať môžeme len obrys výšivky, ale aj konkrétny tvar, kedy je
potrebné zachovať presný pomer a tvar výšivky. V tomto prípade je dôležité za-
chovať presný tvar výšivky. Pri takýchto úlohách môžeme využiť aj pojem ako
obsah, konkrétne meranie obsahu výšivky.

Obrázok 3: Názorná ukážka úlohy na symetriu s využitím štvorcovej siete.

Hranie domina je pre žiakov veľmi známe a predpokladáme, že pravidlá tejto
hry pozná takmer každý žiak prvého stupňa. Ak si niekto myslí, že hra domino
nepatrí do matematiky, tak sa veľmi mýli. Jeho pôvodná verzia, ale aj mnohé
alternatívne verzie sú veľmi dobre využiteľné na hodinách matematiky. Aj v na-
šom prípade môžeme využiť hru domino ako úlohu na symetriu s využitím ľudovej
výšivky.

Vzory

Ľudové výšivky a ďalšie prvky hmotného kultúrneho dedičstva sa vyznačujú bo-
hatosťou a pestrosťou vzorov. Napr. čičmiansky vzor tvoria rôzne jednoduché
prvky, ktoré môžeme jednoducho zakomponovať do hodín matematiky, pričom
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Obrázok 4: Názorná ukážka hry domina zameraného na symetriu s využitím
ľudovej výšivky.

si žiaci precvičia nielen správne pokračovanie vzorov, ale aj grafomotorické zruč-
nosti, zmysel pre detail, pozornosť apod.

A nesmieme zabudnúť pripomenúť, že ak sú takéto aktivity správne predsta-
vené žiakom, dokážu sa naučiť veľa informácii aj z histórie Slovenska.

Obrázok 5: Úloha zameraná na dokreslenie vzoru s miernou gradáciou úloh
(čičmianské vzory).

Postupnosť

Prvky ľudovej kultúry môžeme využívať aj pri úlohách zameraných na postup-
nosť, ako napr. zoradiť jednoduchý postup pri zhotovení vybraných ľudových
výrobkov, či vytvorenie vlastného postupu.

Einsteinové hádanky

Einsteinové hádanky slúžia na podporu a rozvoj logického myslenia. Einsteinové
hádanky sú logické hádanky, ktoré obsahujú niekoľko logických výrokov, na zá-
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Obrázok 6: Ukážka úlohy na postupnosť s využitím ľudového vzoru.

klade ktorých má bádateľ určiť správne umiestnenie v tabuľke. My sme vytvorili
Einsteinovú hádanku založenú na opise typických mužských a ženských krojov
z rôznych regiónov Slovenska.

Obrázok 7: Ukážka úlohy Einsteinovej hádanky na tému ľudový odev
Slovenska.

Záver
Ľudová kultúra odráža jedinečnosť národa, predstavuje nenahraditeľné hodnoty,
ktoré sa vyznačujú pestrosťou a rozmanitosťou, ktorá sa dedí už niekoľko gene-
rácií.

Vďaka modernizácii spoločnosti a pokroku sa však toto hmotné i nehmotné
dedičstvo našich predkov dostáva do úzadia. Prvky ľudovej kultúry ponúkajú
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Obrázok 8: Pokyny a vyriešenie Einsteinovej hádanky.

bohaté množstvo nápadov a inšpirácií, ktoré môžeme zakomponovať do vyučova-
nia (nielen) matematiky. Vďaka nim môžeme žiakov vyučovať nielen predpísané
učivo, ale umožňujú nám hodiny obohatiť o informácie, rozhovory o našej histórii
a kultúre.
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Je aj obrázok argumentom?

Mária Slavíčková1

V príspevku sa zameriavame na grafickú reprezentáciu argumentu a ako nám
v niektorých momentoch vhodný obrázok vie výrazne uľahčiť nielen riešenie, ale
aj odôvodnenie odpovede.

Úvod
Matematika je charakterizovaná ako veda, kde vieme všetko racionálne odôvod-
niť, vyargumentovať. V jej vyučovaní by sme mali podľa Štátneho vzdelávacieho
programu (ŠPÚ, 2014) na túto špecifickosť prihliadať a viesť našich žiakov k ar-
gumentácii a podporovať ich schopnosť odôvodniť či už postup riešenia, korekt-
nosť/nekorektnosť výsledku a pod. Ako uvádza Kilpatrick (2011), argumentácia
je jednou z neoddeliteľných súčastí matematickej zručnosti. Preto je dôležité sa
jej venovať a rozvíjať už od prvého stupňa ZŠ.

Argument je podľa Toulmina (2003) definovaný ako nástroj vďaka ktorému
z počiatočných dát využitím legitímnych krokov prichádzame k tvrdeniu. Za
legitímne kroky možno považovať:

• Opretie sa axiómy, alebo skôr dokázané a známe tvrdenia (napr. súčet
dvoch párnych čísel je párny).

• Identifikácia množiny, pre ktorú tvrdenie platí (napr.: Na obvode kruhu si
zvolíme niekoľko bodov. Každý bod spojíme s každým úsečkou. Na koľko
oblastí nám tieto úsečka rozdelia daný kruh?).

Obrázok 1: Vizualizácia úlohy o počte oblastí kruhu podľa zadania.

• Identifikácia prvkov, ktoré tvrdenie popierajú (napr. ∀n ∈ N : n2 + n + 41
je prvočíslo).

1Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Univerzita Komenského v Bratislave; slavickova@fmph.uniba.sk
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Keď sa povie argumentácia a jej miesto v školskej matematiky, na základe
výsledkov z prieskumu (Jánošková a kol., 2022, tento zborník) sa stretneme s od-
poveďami ako „Tabuľka. Tých logických spojok. To mne vždy hneď prvé napadne
keď to počujem“, „[...] u mňa to bude mať dôležitú váhu, to zdôvodňovanie a
argumentácia [...]“, „[...] tú logiku rozvíjame hocijakými slovnými úlohami, v ho-
ciktorej téme z matematiky“. To nie je zrovna lichotivé, najmä ak títo študenti
majú ísť o 3 semestre do školskej praxe.

Prečo by sme na hodinách matematiky mali argumentovať? Dôvodov je via-
cero a argumentovať by sme nemali len my, učitelia, ale aj naši žiaci. Argument
má viaceré vlastnosti a funkcie (Stylianov & Blanton, 2018):

• ukázať fungovanie pravidla (prečo pravidlo funguje?);
• overenie platnosti pravidla/tvrdenia;
• systematizáciou argumentov sa vieme dopracovať k dôkazu.
V závislosti od stupňa možno použiť viaceré formu argumentu, my zvykneme

často siahať rovno po symbolických, no nejde o jedinú validnú formu. Okrem
symbolickej reprezentácie možno použiť aj obrázkovú (grafickú), fyzické objekty,
slová a slovné opisy, digitálne nástroje (napr. GeoGebra), resp. ich ľubovoľnú
kombináciu.

V tomto príspevku sa zameriame práve na obrázkovú formu argumentu.

Obrázok ako argument
Ak máme úlohu, vieme ju v niektorých prípadoch vyriešiť obrázkom. Vieme k ob-
rázkovému riešeniu zostaviť pôvodnú úlohu? Pozrime sa na nasledujúce príklady.

Príklad 1: Akú úlohu mohol riešiť žiak, ak riešením je:

Príklad 2: Akú úlohu mohol riešiť žiak, ak riešením je:

Pozrime sa teraz na niekoľko ukážok úloh, v ktorých možno použiť rôzne
reprezentácie argumentu.
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Ukážka 1: Overte platnosť tvrdenia: „Súčet ľubovoľných troch po sebe idú-
cich čísel sa rovná trojnásobku prostredného čísla.“

Riešenie 1 (empirický argument, vyskúšanie niekoľkých konkrétnych hodnôt
spĺňajúcich zadanie):

4, 5, 6 = 15 15 aj 30 sú trojnásobkom stredného
9, 10, 11 = 30

Riešenie 2 (grafická reprezentácia): Ak vezmeme 1 z najväčšieho a pridáme
k najmenšiemu, získame 3× prostredné číslo.

Obrázok 2: Grafický argument ukazujúci platnosť tvrdenia, zdroj: Lovin a
kol., 2004, s. 1203.

Riešenie 3 (symbolická reprezentácia): Zapíšeme ako (n− 1) + n + (n + 1),
čo je vlastne 3n. Tvrdenie platí.

Ukážka 2: Je pravda, že obsah pravouhlého trojuholníka možno vyjadriť ako
súčin polovice jeho obvodu a rozdielom tejto polovice a dĺžky prepony? (podľa
Kubáček & Žabka, 2020, s. 123)

Riešenie 1 (grafická reprezentácia).

Obrázok 3: Grafické riešenie, podľa Kubáček & Žabka, 2020, s. 123.

Riešenie 2 (symbolická reprezentácia): Pre riešenie využívame značenie strán
trojuholníka ako je uvedené na obrázku 3.

S = 1
2ab = 1

2(ar + br + cr) = 1
2r · (a + b + c) = 1

2r · o, kde r = 1
2o− c
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Ako vidno z ukážok, obrázok nám vie riešenie uľahčiť, sprehľadniť. Nie vždy
je však použitie obrázku prínosom. Porovnajme nasledujúce príklady.

Príklad 3: Keď odstrihneme časť tvaru, zmenší sa jeho obsah a obvod.
Riešením by mohol byť obrázok u príkladu 2, ktorý je vhodným a jasným

argumentom, že tvrdenie pravdivé nie je, keďže pre niektoré objekty a strihanie
tvrdenie platí (zmenší sa obvod aj obsah), no pre niektoré nie (obvod sa zväčší,
obsah zmenší, alebo sa obsah zmenší a obvod zostane zachovaný).

Príklad 4: Ak zdvojnásobíme polomer kružnice, potom sa zdvojnásobí jej
obvod.

Obrázok 4: Príklad nie vhodného nápomocného obrázku.

Záver
Obrázok nie je vždy považovaný za argument, a výnimočne za dôkaz (výnimkou
sú „dôkazy bez slov“, ktoré môžu byť veľmi náročné na pochopenie). Z vyššej
matematiky sme zvyknutí, že „písmenká“ sú tie, ktoré sa „rátajú“, a ostatné sú
len úvahy, pomôcky a pod. Čo je veľmi nevhodný odkaz pre študentov učiteľstva
matematiky. Podľa vyjadrení skupiny študentov učiteľstva v už skôr spomínanom
pilotnom výskume (Jánošková a kol. 2022, tento zborník) a po krátkom pôsobení
na nich v rámci ich prípravy bola badateľná zmena z „obrázok nie je dosť ma-
tematický“ na „obrázok môže byť aj dôkaz“ ale jedným dychom dodané „nie
každý, nie vždy, len na ZŠ, len u malých, ...“. Odkaz symbolickej reprezentácie je
v skúmanej skupine študentov veľmi silný: „tomu viac verím, je to všeobecnejšie,
obrázky moc konkrétne, ...“. Práve na zmenu pohľadu na grafickú formu argu-
mentu a ukázanie viacerých možností a typov argumentov bude zameraný náš
ďalší výskum, do ktorého sa zapoja aj partneri projektu, vďaka ktorému vznikol
aj tento príspevok.
Tento príspevok vznikol v rámci projektu H2020 č. 951822 MaTeK (projectmatek.eu).
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Aritmetické operácie na priamke a kružnici

Michal Zamboj1

V článku si ukážeme akým spôsobom je možné pomocou projekcií afinnej (resp.
euklidovskej) priamky zaviesť projektívnu škálu na priamke a kružnici. Budeme
sa venovať konštrukciám aritmetických operácií na reálnych súradniciach dvoch
bodov.

Úvod
Geometrická algebra, konštruovateľnosť geometrických útvarov (či priamo čísel),
analytické riešenie geometrických problémov, axiomatická výstavba geometrie
pomocou algebraických štruktúr či naopak číselných oborov pomocou geometric-
kej interpretácie, sú len niektoré z tém prehlbujúcich väzby medzi aritmetikou a
geometriou, ktoré sa stali inšpiráciou pre priam nespočetné množstvo matema-
tických problémov. V tomto texte sa pozrieme na to, ako pomocou konštrukcií
pravítkom môžeme zostrojiť základné aritmetické operácie na racionálnych i reál-
nych číslach a to z pohľadu afinnej a projektívnej škály na priamke i na kružnici.
Aritmetické operácie v projektívnom systéme boli popísané von Staudtom v [3],
str. 167–174. Konštrukcie na projektívnej škále na priamke je možné nájsť v [1],
str. 20–27 a [2], str. 89–91. Konštrukcie na kuželosečkách v [4] str. 20–23. Afinné
konštrukcie aritmetických operácií sa nájdu v tradičných stredoškolských učeb-
niciach.

Afinná škála
Na úvod si pripravme priamku p. Môžeme si ju, pre jednoduchosť, predstaviť
ako osu x v karteziánskej sústave súradníc. Na tejto priamke si zvoľme dva body,
ktoré označíme 0 a 1. Tým sme zaviedli sústavu súradníc a pomocou geometric-
kých konštrukcií budeme hľadať ďalšie body. Narozdiel od euklidovskej geometrie
však nebudeme používať kružidlo, ale len pravítko (bez mierky a rysky) a pri-
pustíme konštrukciu rovnobežky s priamkou daným bodom. Takéto konštrukcie
môžeme nazvať afinné.

Pomocou orientovanej jednotkovej úsečky −→01 si na p jednoducho nanesieme
všetky celočíselné súradnice (obr. 1). Voľme rovnobežku p+∥p a bodmi 0, 1 veďme
rovnobežky r0∥r1 rôzne od p. Priesečníky p+ ∩ r0 a p+ ∩ r1 označme po rade 0+

a 1+. Intuitívne si môžeme predstaviť, že sme úsečku −→01 posunuli na úsečku
1KMDM PedF UK; michal.zamboj@pedf.cuni.cz
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−−−→
0+1+. Rovnakým spôsobom vrátime úsečku naspäť na priamku p a to tak, že
bod 2 bude ležať na p a na rovnobežke s

←→
0+1 bodom 1+. Inak povedané, bod

o súradnici 2 sme našli ako súčet dvoch súhlasne orientovaných jednotkových
úsečiek. Takto vynesieme aj ďalšie body s celočíselnými súradnicami. Je zrejmé,
že záporné súradnice obdržíme prikladaním opačne orientovaných úsečiek ←−01 =
= −−→01. Je taktiež zrejmé, že obdobne medzi sebou môžeme sčítať a odčítať aj
body o súradniciach rôznych od 1 (resp. úsečky iných dĺžok).

Obrázok 1: Vynesenie celočíselných súradníc afinnej škály.

Obrázok 2: Súčin 2 · 3 a podiel 2 : 3 na afinnej škále.
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Ak budeme vychádzať z celočíselnej osi, tak nasledujúcimi dobre známymi
konštrukciami pravítkom môžeme zaviesť násobenie a delenie (obr. 2). Situáciu
ilustrujme na súčine 2 · 3. Bodom 0 veďme pomocnú priamku p× ̸= p a bodmi 1
a 3 veďme spoločné rovnobežky r1 a r3 rôznobežné s p, p×. Priesečníky p× ∩ r1

a p× ∩ r3 označme po rade 1× a 3×. Ďalej veďme bodom 3× rovnobežku s
←→
1×2 a

v mieste, kde pretne p, sa nachádza bod 2·3 = 6. K jednoduchému overeniu si stačí
uvedomiť podobnosť trojuholníkov△021× ∼ △063×, z ktorých dostaneme 2

1 = 6
3 .

Čistotnejší čitateľ si môže overiť správnosť použitím deliaceho pomeru, ktorý je
afinným invariantom. Môžeme si všimnúť, že konstrukcia súčinu 3 · 2 = 6 by síce
vďaka komutativite dopadla rovnako, ale vychádzala by z vytvorenia iného bodu,
konkrétne 2× na p× (analogicky by to platilo aj pre súčet). Na konštrukciu podielu
2 : 3 použijeme opäť bod 3× a bod o súradnici 2 : 3 leží na priesečníku priamky p

a rovnobežky s
←→
3×2 prechádzajúcej bodom 1×. Konštrukciou podielu celých čísel

získame na priamke ako dôsledok všetky body o racionálnych súradniciach. Ak
by sme naopak uvažovali, že priamka apriori reprezentuje všetky body s reálnymi
súradnicami, tak uvedené konštrukcie budú odpovedať aritmetickým operáciám
na reálnych číslach (obr. 3).

Obrázok 3: Súčet a rozdiel bodov o reálnych súradniciach A a B na afinnej
škále.

Projektívna škála
Uvažujme ďalej priamku p s afinnou škálou a bod P , ktorý na nej neleží a ro-
vinu π rôznobežnú s priamkou p a neprechádzajúcu bodom P (obr. 4). Do roviny
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π premietneme priamku p zo stredu premietania P . Premietacia rovina σ (pre-
chádzajúca P a p) sa pretne s π v priamke q. Skoro všetky body na priamke p
sa v tomto premietaní zobrazia na priamku q. Jedinou výnimkou je priesečník p
a rovnobežky s q cez P , ktorý utečie na priamke q do nekonečna. Naopak, bod
ktorý leží na q a rovnobežke s p cez P nemá svoj vzor na priamke p. Aby sme
zabezpečili vzájomne jednoznačné zobrazenie, je vhodné ku každej z priamok p
a q pridať body v nekonečne. Nás bude zaujímať hlavne obraz nekonečného bodu
priamky p ležaci na priamke q. Označme ho ∞. Obrazy zvyšných bodov ozna-
číme podľa ich pôvodných súradníc a nebudeme ich nijak špeciálne indexovať.
Pomocou troch bodov: 0, 1 a ∞, zavedieme na priamke q takzvanú projektívnu
škálu. Narozdiel od afinnej škály na priamke p, kde nám stačili dva body 0 a
1 budeme v tomto prípade potrebovať aj bod ∞, ktorému by afinne odpovedal
smer priamky p. Afinné konštrukcie, ktoré sme prevádzali na priamke p si teraz
premietneme v stredovom premietaní z bodu P do π. Je vhodné sa pozastaviť
nad tým, že konštrukcie na priamke p sme bez varovania vykonávali v nejakej
predom danej rovine, označme ju ν. Pri úvodnej voľbe stredového premietania
by sme navyše mali obozretne uvažovať, že P neleží v ν. Na záver výstavby
tohto zobrazenia si ešte skonštruujme priamku l∞, ktorá je priesečnicou π a ro-
viny rovnobežnej s ν prechádzajúcej bodom P . Priamka l∞ (nevlastná priamka)
je obrazom množiny všetkých nekonečných bodov v ν.

Obrázok 4: Stredové premietanie so stredom P medzi afinnou škálou na
priamke p v rovine ν a projektívnou škálou na priamke q v rovine π. Zobrazený

je priemet celej konštrukcie súčtu A + B.

94



Uvedené stredové premietanie môžeme využiť na konštrukcie v rovine rozší-
renej o nevlastnú priamku. Ak boli dve priamky rovnobežné v rovine ν, tak ich
obrazy budú rôznobežky v rovine π pretínajúce sa na l∞.2 Je vhodné pripomenúť,
že všetky konštrukcie na afinnej škále sme vykonávali bez akéhokoľvek merania,
len za pomoci pridávania rôznobežných a rovnobežných priamok. Tým pádom
budú analogické konštrukcie platiť aj pre ich obrazy v stredovom premietaní na
projektívnu škálu.

Voľme ľubovoľné dva body o súradniciach A a B na priamke p. Konštrukciu
bodu o súradnici A + B na projektívnej škále prevedieme nasledovne (obr. 6).
Voľme priamku p+, ktorá pretína priamku p v bode∞ = p∩l∞. Na l∞ voľme bod
R∞, ktorým povedieme spojnice r0 = ←−→0R∞ a rB = ←−→BR∞. Označme priesečníky
0+ = r0 ∩ p+ a B+ = rB ∩ p+. Spojnica

←−→
0+A pretne l∞ v bode T∞. Bodmi

T∞ a B+ veďme priamku, ktorá pretne p v bode A + B. Behom konštrukcie
sa dá pozorovať, že rozdiel medzi konštrukciou na afinnej a projektívnej škále
je len v tom, že miesto rovnobežiek konštruujeme rôznobežky s priesečníkom
na nevlastnej priamke. Popis konštrukcie rozdielu dvoch bodov ponecháme na
čitateľa.

Obrázok 5: Súčet a rozdiel bodov o súradniciach A a B na projektívnej škále.

Pre súčin a podiel bodov A a B voľme priamku p× prechádzajúcu bodom 0
a rôznobežnú s p. Na l∞ zvoľme bod R∞ a veďme spojnice r1 =←−→1R∞ a rB =←−→BR∞.
Priesečníky r1 ∩ p× a rB ∩ p× označíme po rade 1× a B×. Priamka 1×A pretína
2Je však nutné upozorniť, že naše nazeranie na rovinu je aj v rovine π afinné, pretože nekonečný bod priamky l∞
nikdy neobsiahne. Musíme sa teda uspokojiť s tým, že všetky priamky v ν rovnobežné s l∞ budú rovnobežné aj
v π. Naše konštrukcie sú však až na uvedené podmienky nezávislé na voľbe smerov, preto sa zámerne takýmto
neposlušným priamkam vyhneme.
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l∞ v bode T∞. A napokon priesečník
←−−→
T∞B× s priamkou p je hľadaným bodom

A ·B. K zostrojeniu podielu A : B by sme zvolili priamku
←−→
AB×, ktorá pretne l∞

v bode U∞. Spojnica
←−−→
U∞1× pretne p v bode A : B. Súradnica bodu B musí byť

zrejme rôzna od 0, inak by z konštrukcie bod nevznikol.

Obrázok 6: Súčin a podiel bodov o súradniciach A a B na projektívnej škále.

Jednoduchým pozorovaním je, že u konštrukcie súčtu a rozdielu sme bod o sú-
radnici 1 nepotrebovali a vystačili sme si s priamkami prechádzajúcimi bodom 0.
Naopak, pri konštrukcii súčinu a podielu, sme bod 1 použili. To samozrejme súvisí
s nutnosťou existencie neutrálnych prvkov pri týchto aritmetických operáciách.

Škála na kružnici
V konštrukcii projektívnej škály sme si všimli, že aj keď môžeme použiť bod
so súradnicou ∞, tak nejaký iný bod na priamke zostane nedostupný. Tomu
sa dá predísť tým, že škálu premietneme na kružnicu (obr. 7). Budeme vychádzať
z pôvodnej priamky p s afinnou škálou a zvolíme kružnicu k o polomere 1

2 (vzhľa-
dom k jednotke na afinnej škále) dotýkajúcu sa p v bode 0.3 Protiľahlý bod na
kružnici označíme ∞. Z bodu nekonečno premietneme všetky body z priamky p
na kružnicu k. Toto zobrazenie sa nazýva stereografická projekcia a je tiež vidieť,
že dotyčnica kružnice v bode ∞◦ je s priamkou p rovnobežná.4 Ak uvažujeme p

3Obozretný čitateľ sa môže cítit podvedený, pretože sme sľúbili, že nepoužijeme kružidlo. Tento pocit však nie je
úplne oprávnený, pretože kružidlo skutočne ani naďalej používať nebudeme. Stačí nám existencia jednej kružnice,
ako by sme ju boli niekde so šťastím našli.

4Toto zobrazenie by šlo previesť omnoho všeobecnejšie projekciou projektívnej škály na priamke na kuželosečku
z nejakého bodu na kužeľosečke. Dokonca body 0, 1 a∞ môžeme na kuželosečke voliť ľubovoľné rôzne. Konštruk-
cie, ktoré popíšeme na kružnici by fungovali rovnako.
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Obrázok 7: Stereografická projekcia škály na kružnicu.

s bodom v nekonečne, tak majú spoločný práve tento nekonečný bod. Bodom na
kružnici môžeme priradiť súradnice ich vzorov na priamke. Na kružnici by sme ich
získali pomocou funkcie arkus kotangens. Voľme bod o súradnici A na priamke
s priemetom A◦ na kružnici. Trojuholník s vrholmi ∞◦, 0 a A na priamke je po-
dobný trojuholníku s vrcholmi ∞◦, 0 a A◦ na kružnici. Uhol ∢∞◦0A◦ je zhodný
s ∢0A∞◦. A platí, že cotg−1|∢∞◦0A◦| = cotg−1|∢0A∞◦| = A

1 . Súradnice bodov
na kružnici teda môžeme určiť bez ohľadu na pôvodnú priamku. Navyše, pre za-
vedenie súradníc pomocou aritmetických operácií nám postačia body 0, 1,∞ na
kružnici (ďalej ich už nebudeme označovať indexom ◦).

Na kružnici bude konštrukcia súčtu bodov o súradniciach A a B fungovať
nasledovne (obr. 9). Bodom ∞ veďme dotyčnicu kružnice, ktorú označíme p+.
Spojnica←→AB pretne p+ v bode R+. Druhý priesečník kružnice k s priamkou

←−→
R+0

bude bod A + B. Povšimnime si, že narozdiel od konštrukcií na priamke je ko-
mutativita na kružnici zrejmá z vytvorenia spojnice ←→AB =←→BA. Pre konštrukciu
rozdielu A − B je vhodné použiť rozklad A + (−B). A k zostrojeniu bodu −B

si stačí uvedomiť, že B + (−B) = 0. Spojnica
←−−−→
B(−B) pretne p+ v nekonečnom

bode U+
∞, ktorý leží na dotyčnici kružnice k vedenej bodom 0.

Pre konštrukciu súčinu a podielu využijeme priamku p× = ←→0∞. Spojnica
←→
AB pretne p× v bode R×. Druhý priesečník

←−→
R×1 je bod o súradnicach A · B.

Pre vytvorenie podielu A : B využijeme spätný proces. Zostrojíme spojnicu←→A1 a
nájdeme jej priesečník T× s p×. Druhý priesečník

←−→
BT× a kružnice k bude hľadaný
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Obrázok 8: Súčet a rozdiel bodov o súradniciach A a B na kružnici.

bod o súradnici A : B. Dodajme, že podobne ako pri odčítaní, sme mohli použiť
konštrukciu prvku 1

B s pomocou dotyčnice ku k v bode 1.

Obrázok 9: Súčin a podiel bodov o súradniciach A a B na kružnici.

Dôkazy konštrukcií súčtu a súčinu si v tomto článku odpustíme, šlo by ich viesť
buď pre uvedenú kružnicu dokázaním vzťahov pre kotangensy na kružnici, alebo
všeobecnejšie v projektívnom duchu s využitím vzťahov sústav v perspektivite.

Neuspokojenému bádateľovi ponecháme konštrukciu druhej odmocnicny na
kružnici. Prípadne doporučujeme kružnicu nahradiť parabolou s voľbou bodu 0
vo vrchole a bodu ∞ v smere jej osi.
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PRACOVNÍ DÍLNY

Hry k přemýšlení

Michaela Kaslová1, Radka Havlíčková2

Vybraná sada her sleduje nové přístupy k hrám s cílem rozvíjet hráčovy schop-
nosti, o které se může opírat v procesu učení matematice. Nabízené obměny her
navazují na známá pravidla a nabízí nové herní situace z didaktického pohledu.
Smyslem obměn je převést herní situace do podoby, která vyžaduje interakci, hla-
sitou komunikaci s akcentem na popis myšlenkových postupů, argumentaci pro
volbu či vyloučení jednotlivých tahů. Obměny do určité míry ztěžují dané hry a
tím omezují v prvních zkušenostech líbivost, vyžadují opakování, které může být
provázeno nejen zobecňováním, ale i aha-efektem.

Úvod
Cílem naší volby typu a formy prezentovaných her je vytvářet didaktické situace,
ve kterých u žáků-hráčů omezíme realizaci toho, co je právě náhodně napadne, ale
které budou nutit žáky-hráče zpomalit své reakce natolik, aby se vytvořil prostor
pro přemýšlení. Volíme k tomu tři hlavní nástroje: úpravu pravidel, organizační
podmínky a akcent na mluvu hráče. Pro zvědomění kroků ve hře očekáváme
především argumentaci a popis. Herní situace navozují formulace otázek: Šlo to
jinak? Jsou další možnosti? Ano/ne a proč? Která z možností je výhodnější? Je
to podle pravidel? Jde to tak vždycky? Každý z hráčů je během hry více či méně
nucen sledovat a hodnotit rozhodnutí protihráče/spoluhráče, což vede k posu-
zovaní tahu v rámci pravidel. Hráč nemůže provést tah, aniž by své rozhodnutí
nahlas nepopsal nebo nezdůvodnil. Vztahem her a rozvojem myšlení se zabývala
u nás řada autorů (např. Chytrý, 2015). My jsme k tomuto tématu přistoupili
odlišně, protože vycházíme z aktuální situace.
1KMDM PedF UK; michaela.kaslova@pedf.cuni.cz
2KMDM PedF UK; radka.havlickova@pedf.cuni.cz
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Hra, myšlení a řeč
Vycházíme předně z toho, že současní žáci mají zkušenosti s hrami, zejména po-
čítačovými, ve kterých dominuje rychlost reakce a při kterých se zpravidla mlčí.
Avšak matematika není ve své podstatě o rychlosti, ale o zamyšlení: zastavit se,
zvážit, co máme k dispozici, které nástroje k řešení lze využít, kolik možností
máme a jaké jsou tyto možnosti z pohledu různých kritérií. Rychlé rozhodo-
vání je vedeno jinými mechanismy (Kahneman, 2012). Pokud je myšlení spjato
silně s emocemi, je funkcí amygdaly, je racionální zpracování informací téměř
vyloučeno (Atkinson et al., 2003). Jelikož hra, jak byla vymezena Huizingem a
Calloisem (in Klusák & Kučera, 2010), je specifická dobrovolná aktivita, která
má přinášet účastníkům jisté uspokojení, případně radost, avšak ze které lze kdy-
koli vystoupit. Takto ovšem při zařazení hry do matematiky či do přípravy na
matematiku neuvažujeme. Nepřejeme si, aby žák-hráč při prvním setkání s ně-
jakou obtíží či drobným neúspěchem ze hry odešel. Přejeme si, aby se naopak
naučil takovou výzvu přijmout, smířit se s případnou porážkou a poučit se z ní.
K tomu směřují i naše úpravy pravidel vybraných her.

Druhým aspektem, který v současnosti zvažujeme, je prokazatelně zhoršu-
jící se situace v oblasti ústního vyjadřování, nerozvinutá schopnost komunikovat
vlastní nápady, myšlenkové postupy. Řeč, jak zdůrazňuje nejen Vygotskij (1976;
2004), umožňuje propojení představ se slovy, zvědomuje zkušenosti či danou situ-
aci, rozhodování i hodnocení rozhodnutí. Napomáhá, jak uvádí Portešová (2015)
v návaznosti na Piageta (1999), zrodu vnitřní řeči. Učiteli výrazně pomáhá řeči
žáka, zde hráče, zkvalitňuje proces diagnostikování; lépe rozhodují, zda již jde
o usuzování, nebo ještě o hádání či kvalifikovaný odhad (Kaslová, 2015). Hlasitá
mluva spoluhráčům nabízí rozšíření slovní zásoby formou zaposlouchání, což jak
uvádí Nakonečný (2003) i další psychologové, má vliv nejen na rozšíření slovní
zásoby, ale i na pochopení. U každé z uvedených her v pravidlech, charakteristice
hry i popisech herních situací najdete klíčovou slovní zásobu, která umožňuje
žákovi-hráči popsat, co dělá, proč to dělá, jak myslí. Od stimulace řeči při hře
očekáváme impuls k přechodu od intuitivní roviny řešení herních situací do ro-
viny vědomé a obecnější. V obecné rovině je tento přechod podmíněn volbou
vhodných didaktických situací a vzorů chování v nich.

Hry jsou voleny tak, aby žáka-hráče ponoukaly během opakování dané hry
k určitým myšlenkovým postupům, jako je např. uvažování, usuzování, zobecňo-
vání. Při jejich verbalizaci je zpravidla potřebné užít souvětí, nejčastěji podmín-
kové. K dobré orientaci ve vlastních nápadech musí žák-hráč rozlišit podmínku
reálnou (když/jestliže – pak) od podmínky nereálné (kdyby – pak by). Pokud
jde o práci s podmínkami, nemají žáci–hráči problém respektovat jednu pod-
mínku. V hrách s pravidly, v našem výběru cíleně, se vyskytuje více podmínek, a
to nejčastěji v konjunkci (platí současně, jedna nevylučuje druhou, jak si někdy
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žáci-hráči myslí). Chybně pojaté rozšiřování slovní zásoby, již od předškolního
věku stavěné na vztahu antonymie (protikladů), blokuje do značné míry práci
s možnostmi a deformuje proces negace – nezvládají plně pochopit roli „ne“ ve
větném mluvním kontextu.

Cílem zvolených her není dosáhnout co nejvíce vítězství (ne všechny hry musí
být takto koncipovány), ale dosáhnout posunu v oblasti myšlenkové. Z těchto
důvodů se zdržíme u vybraných herních situací.

Domino
Obecně je hra Domino pro dva či více hráčů, záleží na tom, kterou z variant
pravidel vybereme. My budeme pracovat nejméně s trojicí hráčů. Hra se opírá o
uvědomění si aktuálních možností, stojí na porovnávání toho, co má hráč k dis-
pozici, co je položeno, a odhaduje, co mají jednotliví hráči k dispozici.

Pozn.: Vyhneme se značně nespravedlivé variantě, kterou v osmdesátých letech minulého století zavedlo VÚP
do mateřských škol, kdy kromě startovního kamene jsou všechny kameny ve výchozí hromadě rubem nahoru a
hráč z nich odebírá tak dlouho, dokud nepřiloží kámen ke startovnímu kameni, pak hraje další. Nepoužité kameny
si ponechává. V dalším kole volí ze svých kamenů, nemá-li vhodný kámen mezi nimi, bere si opět z výchozí
hromady.

Pravidla: Budeme zde uvažovat celkem frekventovanou variantu, kdy kromě
libovolně vybraného startovního kamene (lícem nahoru uprostřed hrací plochy)
rozdáme všechny hrací kameny mezi hráče tak, aby si na ně vzájemně neviděli.
Principem je přikládání hracích kamenů způsobem, aby u sebe ležely plochy
dvou kamenů se stejným počtem puntíků (obr. 1). Hru zahajuje hráč s více
kameny (pokud rozdání nemohlo být stejnoměrné), jinak zahajuje hráč po levici
rozdávajícího hráče. Hráči se střídají po jednom tahu tak, jak sedí kolem stolu
– ve směru hodinových ručiček. Každý hráč, který je na tahu, má dvě možnosti,
kam svůj kámen přiložit, pokud může. Přiloží jeden kámen a hraje další hráč.
Pokud hráč přiložit nemůže ani k jednomu ze dvou konců vznikajícího hada, pak
jedno kolo nehraje. Vítězí hráč, který se jako první zbaví všech hracích kamenů.

Obrázek 1: Domino – základní pravidla.
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Metody řešení: Uvažování (Kaslová, 2015), akceptace a hodnocení možností,
porovnávání, případně kalkulus.

Obměna 1: Podmínky pro přikládání lze měnit i tak, že součet počtu puntíků
na sousedících polích dvou přiložených kamenů musí být střídavě sudé a liché
číslo, nebo že se v hadovi střídá součet menší než 7 a větší než 6. Příklad: V hadu
vidíme položené kameny (1; 2) (3; 4) (6; 6). V prvním případě je součet počtu
puntíků na dotýkajících se polích dvou kamenů 5 (2 + 3), v následujícím 10 (4
+ 6). Další kámen přiložený k pravému konci hada z našeho pohledu musí mít
součet počtu puntíků nejvýše 6, tedy musíme přiložit kámen s prázdným polem,
např. (0; 1).

Obměna 2: Lze přiložit jen takový kámen, na jehož poli (které se dotýká
pole již položeného kamene) je právě o 1 puntík více, nebo o 1 puntík méně. Jde
o propedeutiku k funkcím. Přiložená pole s počtem puntíků se liší, např. (2; 3)
(2; 6) (5; 5) (6; 4).

Obměna 3 – Mluvící hráč: Hráč, který je na řadě, popíše, které dvě mož-
nosti má k přiložení (popisuje konce hada); např. buď jedna, nebo pět. U obměn
1, 2 navíc zdůvodňuje oprávnění daný kámen přiložit (protože...).

Obměna 4 – Zkušený hráč: Jeden ze skupiny hráčů je zkušenější a „myslí
v náznacích nahlas“, čímž vytváří příležitost k zaposlouchání (jak někdo nejen
mluví, ale i myslí). Např.: Mám dvě možnosti..., obě jsou pro mne dobré. Tak pro
co se rozhodnu? Těchto kamenů mám víc. Spíš tento, protože...; Můžu přiložit
jen k jednomu konci. Lehké to není, který z kamenů...? Kdybych..., ale to by...,
raději tento. Tuto roli může převzít učitel, asistent pedagoga nebo starší žák
(jednotřídky, sloučení tříd při suplování apod.).

Metodické poznámky: Hru je dobré opakovat. Po určité sérii podrobit dis-
kusi získanou herní zkušenost a mluvit také o strategiích a případně taktice. Zku-
šenosti s hrou Domino na popsané úrovni považujeme za vhodnou jako úvodní.
Odkrytí užité strategie a jejího hodnocení směřuje metakognice v tom smyslu,
jak uvádí např. (Říčan, 2016; Říčan et al., 2019). Strategií chápeme volbu kroků
důsledně respektujících pravidla hry a zvyšujících pravděpodobnost ne-prohry.
Hráčova individuální strategie nemusí být optimální, staví-li na chybných pod-
kladech pro zobecnění, či lpí-li hráč na emočním pohledu na zkušenost. Obdobně
diskuse nastavuje hráčům zrcadlo odkrytím užité herní taktiky (nemusí ji užít
každý). Taktika se odehrává za regulérních podmínek – dodržování pravidel hry.
Taktika vychází z pozorování specifik chování proti/spoluhráčů a ovlivňuje rozho-
dování hráče. V Dominu si hráč např. schovává nakonec hry kameny „dvojčata“,
i když je to z pohledu strategie nevýhodné. Když hráči svému spoluhráči tuto
slabinu odkryjí, pomáhají mu nejen v sebepoznání, ale posouvají ho v herní zku-
šenosti. Popsat taktiku a strategii není až tak snadné, jak by se na první pohled
zdálo. Strategie může mít podobu jakési kolekce herních zásad, nebo je přímo
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popisem ideálních kroků/tahů, což v Dominu nelze, ale v některých jiných hrách
ano. Zveřejnění odhalené taktiky může za určitých podmínek narušit sociální
vztahy hráčů.

Logix
Hra je určena pro jednoho hráče. Vyžaduje dobrou orientaci v rovině ve dvou
směrech (tzv. řádcích a sloupcích) a schopnost respektovat více než jednu pod-
mínku, chápat negaci a rozumět kvantifikátorům v pravidlech. Hra připomíná
Logeo a je předchůdce Sudoku.

Materiál: Karty různé rostoucí náročnosti (A–H), hrací deska s 3 × 3 poli,
9 hracích kamenů tří barev (modrá, žlutá, červená) a od každé barvy tři různé
tvary (srdce, měsíc a hvězda).

Pravidla: Hráč si vybere/dostane jednu hrací kartu, která je v roli neúplné
předlohy. Podle ní hráč umístí na desku kameny, jejich poloha je jednoznačně
identifikovatelná z karty. Nyní zvažuje možnosti umístění zbývajících hracích ka-
menů na prázdná pole tak, aby zvolený tah splňoval současně dvě podmínky: A1)
v žádném řádku, ani v žádném sloupci se nesmí vyskytovat žádná z barev víckrát;
A2) v žádném řádku, ani žádném sloupci se nesmí žádný tvar opakovat. Pravidla
můžeme jazykově obměnit: B1) každá barva se vyskytuje v každém řádku/sloupci
jen jednou; B2) v každém sloupci i v každém řádku je každý tvar právě jednou.
Pro řešení herní situace je nutné umět zadání „přečíst“. Běžně se předpokládá,
že stačí tak zvané tiché čtení, avšak praxe ukázala, že toto tiché čtení informací,
zejména na úrovni karet C–H, nezaručuje plné pochopení vstupních podmínek,
zpomaluje řešení, u slabších hráčů snižuje pravděpodobnost úspěšného řešení
především v prvních dvou krocích.

Obměna 1 – Logix pro dvojici: Hráči se střídají v tazích. Pokud chce
někdo položit některý z kamenů, musí svůj tah zdůvodnit a protihráč zdůvodnění
odsouhlasit. Pokud je zdůvodnění korektní, položí kámen a hraje druhý hráč.
Pokud je zdůvodnění nekorektní, nebo pokud hráč neví, kam kámen položit a
proč, pak jedno kolo nehraje a hraje druhý hráč.

Obměna 2 – Logix pro dvojici: Hra může mít i kompetitivně kooperativní
charakter. Všichni účastníci se rozdělí do dvojic a dostanou všichni stejnou kartu
– zadání. Jde o to, která dvojice s respektováním pravidel (Obměny 1) dokáže
pokrýt hrací desku všemi devíti kameny. Očekáváme, že si v tomto případě budou
hráči v oblasti argumentace napovídat.

Metodické poznámky: Umístění na diagonále není pravidly omezeno. Nao-
pak sledování diagonály ve výsledku může učiteli napovědět, jak daleko se dostali
hráči v oblasti zobecňování v práci se strukturovaným celkem. Kouzlo diagonály
odkryla např. pětiletá holčička během třetí hry na úrovni A. Dále v některých
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textech jsou v pravidlech zcela vynechány kvantifikátory. V překladech z ang-
ličtiny jde často o chybný překlad vět se záporkou ne u slovesa v kombinaci
s kvantifikátorem. Početnější skupina hráčů lépe reaguje na pravidla se záporkou
ne a slovem žádný (viz pravidla A1, A2); menšina sice reaguje rychleji na formu-
laci v obměně (pravidla B1, B2), avšak častěji hráči opomíjejí v aplikaci pravidel
slovo každý.

Čtení karty – práce s podmínkami (kódování podmínky): Na každé kartě
je zachycena hrací deska a grafické znaky v různých rolích. Karty A–H se liší
nejen náročností řešení, ale i užitými kódy v zadání. Vymezíme typy karet podle
užitých znaků a jejich čtení. Na těchto kartách nepoužíváme tzv. čtenářský směr,
protože by to bylo pro logické myšlení kontraproduktivní.

Typ 1: Konkrétní objekt na určité pozici najdeme na kartách A (obr. 2 vlevo).
Máme zobrazené kameny a jejich umístění na polích hrací desky. Čteme: V levém
horním rohu je červený měsíc (identifikace pozice pomocí nejméně dvou charak-
teristik, dvě charakteristiky pro identifikaci objektu). Přesto se může stát, jak
ze zkušenosti víme, že slabší žáci budou mít zhoršený průběh zahájení, pokud
pozice nepřečtou.

Typ 2: Konkrétní objekt na určité pozici a barva na určité pozici, kde kromě
umístěných objektů najdeme údaj, že na daném poli je určitě nějaký objekt dané
barvy (obr. 2 vpravo), ale o daném objektu nic jiného nevíme, tedy může tam ležet
kterýkoli z červených objektů, které jsme dosud nepoužili. Čteme: Tady musí být
něco červeného. Na kartách C je třetí pole místo barvy charakterizováno tvarem
požadovaného objektu, u kterého barvu neznáme, proto je tvar na kartě vyznačen
šedou. Pokud by byl znak pro barvu, nebo pro tvar škrtnut, četli bychom: Na
tomto poli nic červeného není/nesmí být. Tomu odpovídají karty s písmeny D–H.

Obrázek 2: Ukázky zadání – kódování podmínek.

Typ 3: Konkrétní objekt na určité pozici a údaje ke dvěma polím, jednou
skrze tvar objektu (bez barvy) a na dalším poli známe barvu objektu, ale ne
tvar (obr. 3 vlevo). Čteme: V dolním řádku uprostřed musí být nějaká hvězda. V
pravém sloupci uprostřed musí být něco modrého (ale srdce to nebude).

Typ 4: Známe jeden konkrétní objekt na určité pozici, dále známe označení k
celému řádku nebo sloupci (obr. 3 uprostřed), což zde čteme: V pravém sloupci

106



musí někde být modrá hvězda. V levém dolním rohu rozhodně nic červeného ne-
bude, uprostřed (na průsečíku úhlopříček) nesmí být modrá.

Obrázek 3: Ukázky zadání – kódování podmínek.

Další karty (E, F, G, H) využívají v zadání kombinaci znaků uvedených ve
čtyřech základních typech (obr. 3 vpravo).

Metody řešení: Výběr, vyloučení, usuzování, přiřazení (hrací kámen a pole).
Dvojí podoba argumentace: a) Když... a když..., pak...; b) Musím položit

tento kámen sem, protože... Významné role hrají slovesa může, musí, nesmí,
zbývá, je/leží. Následující monolog ilustruje nejen myšlenkový postup, ale i fixaci
jazykových struktur, časté vynechávání podmínky (když má platit, že v každém
řádku ..., pak), a hráč uvádí z podmínkového souvětí jen věty hlavní.

Příklad argumentace k obr. 3 (karta F9) dle záznamu mluvy dívky Z.: Dám
nahoru doleva měsíc. Tam bejt musí (zapichuje prst na kartu). Pod ním bude
něco červenýho. Ve sloupci být musí (červená), ale dole ne (klade tam tři červené
objekty na sebe). Uprostřed nesmí bejt modrá, tak bude dole – v tomhle sloupci.
Jo, to je dobrý! Tak modrá hvězda bude uprostřed – v tom levým (sloupci), někde
tam bejt musí. No nahoře ne, tam je měsíc (ukazuje v řádku), ani dole ne, tam
něco modrýho bude. Ale co? No měsíc – ne, hvězda – ne, tak srdce. Jo, jo. To je
ono. Tak v levým (dolním) rohu musí bejt žlutá. Co? Měsíc ne, že by hvězda, jo
žlutá hvězda, jinak by tam chyběla, v pravým sloupci je vejš. Nad žlutou hvězdou
červená, červený srdce, ještě tu srdce (ve sloupci) nebylo. Třetí srdce je žlutý,
musí bejt někde nahoře, nad hvězdou, jinde to nejde (ukazuje). Nahoře vedle něj
bude něco... žl..., čer...venýho, zbejvá hvězda. No na prostředku žlutej měsíc, nic
jinýho už tu není!

Minecraft: Magnetic travel puzzle
Magnetic travel puzzle (dále jen Minecraft) je určeno pro jednoho hráče. Úkolem
hráče je umístit devět hracích kamenů do mřížky 3 × 3 tak, aby jejich umístění
splňovalo všechny zadané podmínky. Hra obsahuje 40 samostatných zadání s ros-
toucí obtížností. (Představení hry od tvůrců: https://www.youtube.com/watc
h?v=h7Ere90aHgI)

107

https://www.youtube.com/watch?v=h7Ere90aHgI
https://www.youtube.com/watch?v=h7Ere90aHgI


Materiál: Hrací deska s mřížkou 3×3, devět hracích kamenů ve třech různých
barvách – 3 kameny ve tvaru meče, 3 kameny ve tvaru krumpáče a 3 kameny ve
tvaru brnění. Dále hra obsahuje 40 karet se zadáním úkolů a přílohu s řešením.

Porovnání pravidel s Logix: Princip hry je stejný jako u Logix – umístit
hrací kameny do pole 3×3 na základě zadaných podmínek. Zásadní odlišnost spo-
čívá v tom, že v Minecraftu neplatí základní pravidlo o umístění objektů stejného
tvaru či stejné barvy do jednoho sloupce či jednoho řádku. Zatímco v Logix tedy
nelze vložit dva objekty stejné barvy nebo stejného tvaru do jednoho řádku (nebo
sloupce), v Minecraftu to možné je. Další rozdíly najdeme ve formě zadávání pod-
mínek. V obou hrách jsou podmínky vyjádřeny pomocí symbolů, avšak v Logixu
jsou všechny podmínky pro jednu úlohu zadané v rámci jednoho obrázku (mřížky
3×3), zatímco v Minecraftu je každá podmínka zadána samostatným obrázkem,
podmínky jsou navíc očíslovány. I díky tomu pracuje Minecraft s dalšími typy
podmínek, jako jsou např. podmínky vztahující se k specifickým částem hracího
pole (např. diagonála, polymino, šachovnicová struktura) či tzv. negative clues –
soubory negativních podmínek.

Obměna – Najdi chybu: Hra je na stejném principu jako předchozí Logix,
nabízejí se tedy stejné variace hry pro dva hráče (viz Logix). Další možností hry,
kdy dojde ke slovní konfrontaci, je varianta, v níž mají hráči objevit chybu –
porušení podmínky. Hráčům (jednotlivci, dvojici, skupině) předložíme mřížku již
osazenou kameny a vyzveme je ke kontrole řešení. Objevenou chybu nejen opraví,
ale i zdůvodní. Žáci budou mít k dispozici kartu (zadání) s podmínkami. Počet
nesprávně umístěných kamenů lze variovat.

Metodická poznámka: Kameny ve hře Minecraft mají oproti kamenům
v Logixu rubovou a lícovou stranu odlišnou – z jedné strany je obrázek, z druhé
černá plocha, přičemž tvar kamenů (brnění, meč, kuše) lze rozeznat i z rubové
strany. To umožňuje využít kameny jako dočasné značky, které pomohou zpře-
hlednit hrací mřížku. Např. pokud je dána podmínka, že na diagonále mají ležet
brnění, ale zatím neznáme jejich barvu, můžeme kameny položit černou stranou
nahoru a teprve v průběhu čtení dalších podmínek upřesňovat jejich barvy.

Ukázková série argumentace k jedné úloze: Na příkladu jedné úlohy
(obr. 4) pro pokročilé (obtížnost 27/40) ukážeme, jak lze při řešení uvažovat a
argumentovat.

V prostředním poli musí být šedé brnění, protože všechna brnění leží na pravé
diagonále (podmínka 1) a zároveň všechny šedé kameny leží na levé diagonále
(podmínka 2). Kámen v prostředním poli musí splňovat obě podmínky zároveň –
musí být tedy šedý a zároveň brněním.

V pravém dolním poli musí být šedý meč, protože žádný meč nesmí ležet vlevo
od žádného brnění (podmínka 5 a 6), a zároveň v tomto poli musí ležet kámen
šedé barvy.
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Obrázek 4: Zadání a herní plocha hry Minecraft: Magnetic travel puzzle.

V levém horním poli musí být šedý krumpáč, protože všechny šedé kameny
musí ležet na levé diagonále (podmínka 2). Šedé brnění a šedý meč jsou již umís-
těny, šedý krumpáč je posledním šedým kamenem, který máme k dispozici.

V pravém prostředním poli musí ležet zelený meč, protože žádný meč nesmí
ležet nalevo od žádného brnění (podmínka 5 a 6) a zároveň žádný zelený kámen
nesmí ležet nalevo od šedého kamene (podmínka 4).

V dolním prostředním poli musí být žlutý meč, protože žádný meč nesmí ležet
nalevo od žádného brnění (podmínka 5 a 6) a zároveň je to jediný dosud neumís-
těný meč.

V prostředním horním poli musí být zelený krumpáč, protože žádný zelený
kámen nesmí být vedle žádného šedého kamene (podmínka 4) a zároveň na pravé
diagonále musí být brnění (podmínka 1) a pod pravou diagonálou jsou všechna
pole již obsazena.

V prostředním levém poli musí být žlutý krumpáč, protože na pravé diagonále
musí ležet pouze brnění a žádné jiné volné místo na hrací desce není.

V pravém horním poli musí být zelené brnění, protože žádný zelený kámen
nesmí ležet nalevo od šedého (podmínka 5 a 6).

V levém dolním poli musí ležet žluté brnění, protože je to poslední zbývající
kámen.

Úskalí hry: Úskalí spatřujeme při popisu rozhodování v případě, že hráč
myslí ve skocích tak, že posluchačům uniká logická souvislost. Další obtíží může
být nedostatečná slovní zásoba hráčů, nezvyk používat podmínkové souvětí, proto
je vhodné mezi takové hráče zařadit zkušenějšího hráče, aby přijal ve fázi zapo-
slouchání nejen myšlenkové, ale i vyjadřovací vzory. Třetí skupinu obtíží vidíme
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v argumentaci, kdy má hráč sice dobrou myšlenku, ale nedokáže ji dostatečně
přesně komunikovat, protože si to neuvědomuje. Ke zpřesnění pomáhají dotazy
spoluhráčů, jejich připomínky nebo nápověda.

Da Vinci Code
Hra je určena dvěma až čtyřem hráčům. Každý si sestaví svůj číselný kód, úkolem
je odhalit kód protihráče dříve, než on odhalí ten můj. Hra je založena na znalosti
vlastností číselné řady v přirozeném uspořádání a na usuzování, ale i hádání a
pravděpodobnosti.

Materiál: Hra obsahuje černou a bílou sadu 13 hracích kamenů. Kameny
jedné sady jsou očíslovány od 0 do 11, na třináctém kamenu je pomlčka, která
ve hře funguje jako žolík (lze ji umístit kamkoliv do kódu).

Pravidla: Každý hráč si vylosuje dva bílé a dva černé kameny (při 4 hráčích
pouze tři kameny) a sestaví si kód podle následujících pravidel: čísla na kame-
nech musí být uspořádána vzestupně; pokud hráč obdrží kameny se stejným
číslem, přednost má bílý kámen. Hráči si na kameny vzájemně nevidí, resp. vidí
pouze rubovou stranu (tedy barvu kamene). Poté se hráči pravidelně střídají na
tahu, v rámci něhož se snaží uhádnout některý ze soupeřových kamenů – ukáží
na protihráčův kámen a řeknou číslo. Pokud hráč číslo uhodne, musí protihráč
kámen s číslem sklopit a tím prozradit část svého kódu. Hráč, který uhodl, si
může pomocí kamene ze společného banku rozšířit svůj vlastní kód o další číslo.
V případě neúspěšného tipu musí hráč naopak jedno číslo ze svého kódu odhalit.
Vyhrává hráč, kterému zůstane jako poslednímu alespoň jedno neodhalené číslo.

Metody řešení: Strategie je založena na dvou principech – hádání a usuzo-
vání. Hádání přitom může být řízeno mírou pravděpodobnosti. Z počátku hry,
kdy hráč vidí pouze čtyři/tři čísla na svých kamenech, většinou není možné uhod-
nout kámen protihráče na základě úsudku. Může však zvýšit pravděpodobnost
dobrého tipu, pokud si uvědomí, kde má protihráč začátek a konec řady (tedy
nízká vs. vyšší čísla), a která čísla protihráč mít nemůže. V okamžiku, kdy jsou
již některá čísla odhalena, získává hráč další informace a může se řídit úsudkem.
Na ukázce rozehrané hry (obr. 5) dvou hráčů si ukážeme, jak lze při hře uvažovat.

Ukázka hádání a usuzování: Bílý protihráčův kámen (z našeho pohledu
vpravo) je menší než 5, v úvahu tedy připadají čísla 4, 3, 2, 1 a 0. Bílé kameny
s číslem 2 a 3 mám já, soupeř tedy může mít 0, 1 nebo 4. Musela bych hádat.

Černý kámen mezi odkrytou 5 a 7 by mohl být 6, černou šestku mám však
ve svém kódu já, hledám tedy jiné číslo. Pokud si uvědomím pravidlo přednosti
v případě dvou kamenů se stejným číslem, pak vím s jistotou, že hledaným číslem
musí být 5.
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Obrázek 5: Ukázka rozehrané hry Da Vinci Code.

Bílý kámen mezi odkrytou 5 a 7 by rovněž mohl být 6. Bílou šestku ve svém
kódu nemám. Musím si ale ještě položit otázku, zda by tam mohlo být i jiné číslo
– pravidlo přednosti mě dovede k závěru, že mohlo. Pokud by měl totiž soupeř dvě
sedmičky, bílá by stála před černou. I v tomto případě bych tedy musela hádat, zda
6 nebo 7. Pravděpodobnost, že tipnu správně, je však vyšší než v případě bílého
kamene na kraji řady.

Černý kámen za soupeřovou sedmičkou musí být 8 nebo 10, protože černou
9 mám já. Jedenáctka to být nemůže, protože v řadě následuje ještě jeden černý
kámen s vyšším číslem a nejvyšší číslo je 11 atd.

Metodické poznámky: Před hrou s mladšími dětmi se osvědčilo nechat je
nejprve uspořádat všechny kameny podle velikosti čísel. Uvědomí si přitom sku-
tečnost, že každé číslo je v každé sadě (bílá, černá) pouze jedenkrát, že nejvyšší
číslo je 11 a nejnižší 0, i tak to při hře budou zpočátku často zapomínat. Proble-
matické také bývá uvědomit si, kde má protihráč začátek číselné řady, zatímco já
mám kámen s nejmenší hodnotou z mého pohledu vlevo, hráč sedící naproti má
nejmenší kámen z mého pohledu vpravo. Doporučujeme hrát hru nejprve ve dvou
hráčích a s větším počtem začátečních kamenů (5, 6) a bez pomlček, a teprve po
plném uvědomění si výše vyjmenovaných skutečností rozšířit hru o více hráčů,
ubrat počet počátečních kamenů a přidat pomlčky.

Obměna 0: Určitou obměnu nabízejí samotná pravidla základní hry – ka-
meny s pomlčkou totiž mohou být umístěny kdekoliv v číselném kódu, tím lze
protihráče mást. Existují různé možnosti jak více či méně efektivně pomlčku do
kódu zařadit.

Obměna 1: Hra opět nabízí příležitost k argumentaci, i když pouze omezeně.
Hráče vyzveme, aby při vyslovení svého tipu uvedli, zda hádají, nebo jsou si jisti
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(usuzují ), případně jak moc jsou si jisti (pravděpodobnost). Hráči se tak učí po-
stupně rozlišovat mezi hádáním a úsudkem. Z hlediska kompetitivní povahy hry
není žádoucí, aby své tipy zdůvodňovali nahlas, neboť by toho využíval protihráč.

Obměna 2: Posílit princip usuzování a naopak oslabit hádání můžeme tak,
že mezi hráče rozdáme všechny kameny (počet a výběr herních kamenů přitom
můžeme variovat – např. hrát pouze s čísly 1–8, nebo 0–5). Po sestavení kódu
dle pravidel, ještě než začne tah prvního hráče, si každý odhalí libovolné jedno
číslo ze svého kódu. Zvažuje přitom, odhalením kterého čísla o svém kódu pro-
zradí protihráčům co nejméně. Podobně jako při hře s pomlčkou je výhodnost
strategie pro odhalení čísla závislá na charakteristikách aktuálního kódu, nikoliv
univerzálně platná či obecná (např. odhalit první číslo kódu nemusí být výhodné
v případě, že se náš aktuální kód skládá z vyšších čísel).

Obecné poznámky k organizaci her
Pokud učitel vytváří skupiny, musí zohlednit spravedlivost hry z hlediska vyvá-
ženosti herní zdatnosti hráčů; pokud předem hráč cítí intelektovou nerovnováhu,
je to pro něho demotivující; pro posílení spravedlivosti podmínek v uvedených
hrách je třeba při opakování hry měnit roli zahajujícího hráče.

Ze zkušenosti víme, že zejména u mladších hráčů je nežádoucí, aby spolu hráli
sourozenci, dvojčata, případně hráči se silnou emoční vazbou (hrají lépe v rámci
neutrální nebo negativní vazby). V silné pozitivní vazbě ve hře, i která není
kompetitivní, se ve většině případů snižuje úroveň kontroly a korekce, oslabuje
se proces zobecňování a tvorby strategií.

Pokud učitel hraje s žáky, musí být připraven i prohrát, aby svým chováním
dával příklad, jak dílčí neúspěch zvládat. K tomu slouží následné diskuze.

Nadprůměrní hráči neradi hrají se slabým hráčem, pokud nejde o samaritánské
typy.

Kdy zařazovat hry k přemýšlení? Není vždy snadné opakovaně podobné hry
zařazovat do výuky v průběhu celého roku. Učitel může kooperovat se školní
družinou a se školními kluby. Intenzivněji lze hrát tyto hry na škole v přírodě a
letních táborech. Ani v jednom prostředí nedoporučujeme jednorázové akce bez
následného opakování, nepřináší to hráčům příliš uspokojení, ani nejde o dosta-
tečnou zkušenost pro jejich posun.

Vytváříme pro hry k přemýšlení vhodné podmínky: relativní klid bez časového
tlaku; opakování hry během dne i týdne k vytvoření tzv. kumulované zkušenosti
v prostoru a čase; dáváme prostor pro verbalizaci nabytých zkušeností (Kaslová,
2013).

Vyzýváme hráče k tvorbě nových pravidel se známým materiálem.
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Závěr
Příspěvek měl vyprovokovat zamyšlení se nad některými aspekty her a efektivitou
jejich zařazování ve školním i mimoškolním prostředí. Chtěli jsme představit ně-
které z nástrojů, které pomáhají rozvinout popsané schopnosti, které jsou dnešní
dobou jistým způsobem brzděny, jako např. přesnější mluvní komunikace, zpo-
malení nástupu první reakce na podnět a zamyšlení se nad možnostmi, které jsme
identifikovali. Podněcováním hráčů k zhodnocení užitých strategií směřujeme mj.
k metakognici (Říčan, 2016; Chytrý et al., 2019).
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Čarodějnice Armida aneb svět záporných čísel
trochu jinak

Anna Kuřík Sukniak1

Článek pojednává o didaktickém matematickém prostředí s názvem Čarodějnice
Armida. Hlavním přínosem prostředí je možnost nahlížet na násobení záporných
čísel v sémantickém kontextu. V úvodu článku jsou uvedena teoretická východiska,
po kterých následuje stručný popis průběhu dílny na konferenci Dva dny s didak-
tikou matematiky 2022. Do dílny byly vybrány úlohy pro žáky 2. stupně, které
představují gradaci podle obtížnosti včetně uvedení jejich řešení a didaktického
potenciálu.

Úvod
Ideu didaktického matematického prostředí2 do didaktické literatury zavedl
E. Wittmann (2001) a dále rozpracoval M. Hejný (2014). K Wittmannovým
požadavkům – propojení na zkušenosti žáka a možnost vést k objevům – přidal
M. Hejný ještě další dva: dlouhodobost a nastavitelnou obtížnost. Čarodějnice
Armida je didaktické matematické prostředí, ve kterém lze snadno aplikovat
principy genetického konstruktivismu,3 dříve též zvaného výuka orientovaná na
budování schémat (VOBS).4 Zde se didaktika matematiky opírá jednak o historii
a epistemologii matematiky, jednak o poznatky psychologie. Učitel je průvodcem
žáků u pronikání do matematických pojmů, vztahů, procesů a situací. Úlohy
volí tak, aby žák během formování svého matematického poznání rekonstruoval
proces historické genézy tohoto poznání. Řešením úloh v různých didaktických
matematických prostředích a v diskuzích se spolužáky žák buduje ve svém vě-
domí matematická schémata. V psychologii se pojem schéma prvně objevuje
v roce 1932 u Barletta v souvislostí s pamětí (Atkinson, 2003, s. 298–299). Ve
formě použitelné pro didaktiku matematiky tento pojem rozpracoval kognitivní
psycholog Gerrig (1991, s. 244–245):

Teoretici vytvořili termín schéma, aby poukázali na paměťovou
strukturu, která obsahuje shluky informací důležitých k porozu-
mění. Základní myšlenkou teorie schémat je, že v paměti nemáme

1KMDM PedF UK; anna.sukniak@gmail.com
2Substantial learning environment
3Nový termín, byl zaveden L. Kvaszem (2016).
4viz Hejný (2007), Jirotková (2007), Slezáková (2007)
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prostě jen izolované fakta. Informace jsou shromážděny do smyslu-
plných funkčních jednotek.

Myšlenku schématu najdeme i v neurologii. Vznik integrovanějšího způsobu
tvořivého myšlení přirovnává neurolog M. J. Stránský (2014) ke vzniku pavučiny,
která je tvořena cestami a myšlenkami a po které se lze pohybovat všemi směry
k myšlenkám souvisejícím.

Dílna
Dílna probíhala online prostřednictvím platformy Zoom. Pro práci byla zvolena
digitální tabule, která umožňuje spolupráci v reálném čase – Jamboard. Účast-
níkům dílny, 15 učitelům 1. a 2. stupně, byl předložen úvodní text s obrázkem
(obr. 1) z učebnice pro 4. ročník (Hejný et al., 2021).

Obrázek 1: Úvodní text z učebnice.

Text z obrázku byl doplněný o sdělení: „Když vytáhne žhavý kámen, odebere
z lektvaru teplo, tedy teplota lektvaru klesne o 1 stupeň. Když odebere mrazivý
kámen, odebere chlad, tedy teplota lektvaru stoupne o 1 stupeň.“ Tuto informaci
učitel nemusí žákům říct explicitně, ale je dobré, aby zazněla, například v dis-
kuzi během řešení úloh. Jinak by se mohlo jevit, že vytahování kamenů z kotlíku
nezpůsobuje žádnou změnu, ale to nechceme. Z matematického hlediska před-
stavuje odebrání mrazivého kamene rovnost −(−1) = +1. U zavádění prostředí
se vynoří otázky jako například „Jak je možné, že se teplota po každém přidání
kamenu změní právě o jeden stupeň bez ohledu na objem?“. Odpovědí je, že jsme
v pohádce, kde Armida není z našeho světa a v jejím světě platí jiné fyzikální
zákony.

Poté účastníci řešili úlohu na obr. 2, která byla upřesněna slovy: „Klesla
teplota? Stoupla? O kolik?“.
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Obrázek 2: Pokračování úlohy.

Objevilo se několik různých postupů řešení. Někteří si přepsali do čísel zvlášť
kameny, které Armida přihodila, a zvlášť ty, které vytáhla. Žhavým kamenům
přiřadili znaménko plus a mrazivým znaménko mínus. Poté zapsali, že přihodila
−2+3+7−6−5 a vytáhla 10−5+6+8. Získané součty od sebe odečetli −3−19 a
vyšlo jim −22, neboli, že teplota klesla o 22 stupňů. Jiní počítali obdobně, avšak
nerozdělili skupinu na dva součty, ale počítali postupně s tím, že při vytahování
změnili u čísla znaménko: −2 + 3 + 7− 6− 5− 10 + 5− 6− 8.

Další vyškrtali různobarevné dvojice ve skupině přihazovaných kamenů a pak
zase ve skupině vytahovaných kamenů (obr. 3). Tím se úloha zjednodušila na
úlohu, kde se přihodí 3 mrazivé kameny a vytáhne 19 žhavých kamenů. Příslušné
grafické řešení mělo tvar jako na obr. 3.

Obrázek 3: Grafické řešení 1.

Objevil se i jiný způsob vyškrtávání. Vyškrtají se stejnobarevné dvojice tvo-
řené kameny z různých skupin. Tedy například když se škrtnou 3 žhavé kameny
ze skupiny přihazovaných kamenů, škrtnou se také 3 žhavé kameny ze skupiny
vytahovaných kamenů (obr. 4). Tím se úloha zjednodušila na úlohu, kde se při-
hodí 8 mrazivých kamenů a vytáhne 14 žhavých kamenů. Příslušné grafické řešení
mělo tvar jako na obr. 4.

Obrázek 4: Grafické řešení 2.
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Díky množství přidávaných a odebíraných kamenů vznikla u účastníků po-
třeba úlohu zjednodušit. Taková potřeba vzniká i u žáků. Někteří žáci počítají
po jedné, jiní převedou úlohu do čísel nebo použijí vyškrtávání. Během diskuze
se seznámí s různými strategiemi, které přinášejí lepší vhled do práce s aditiv-
ními operacemi. Každá strategie, kterou třída odhalí, přináší nový pohled na
práci s celými čísly. Zejména důležitá jsou zjištění o souvislostech jednotlivých
strategií.

U této úlohy se objevila otázka, zda může Armida vytáhnout z kotlíku víc
kamenů, než do něj hodila. Je to další otázka, kterou lze očekávat rovněž od
žáků a kterou bude potřeba vyjasnit. Čarodějnice může z kotlíku někdy vybrat
víc kamenů než tam naházela během tvoření lektvaru, protože tam mohly zůstat
kameny ještě z předešlých příprav lektvarů. Kameny vydrží poměrně dlouho, ale
časem se rozpadnou.

Následně měli účastníci za úkol co nejpřesněji a zároveň co nejstručněji zapsat
slovní sdělení: „Armida nejdříve hodila do kotlíku 5 žhavých kamenů, pak 4 žhavé
kameny, poté vybrala z kotlíku 3 žhavé kameny a nakonec vybrala z kotlíku jeden
mrazivý kámen.“

Objevily se dva různé zápisy: +5+4−3+1 a +5+4−(+3)−(−1). Během dis-
kuze se vyjasnilo, že z prvního zápisu je jasné, jen jak se mění teplota. Není však
jasné, jaké kameny byly použity a zda byly z kotlíku odebrány nebo do kotlíku
přidány. Druhý zápis zachovává co nejvíce informací o celém procesu. První zna-
ménko u čísla indikuje proces, tj. zda se kameny přidávají (+) nebo odebírají (−).
Druhé znaménko indikuje koncept, tj. zda se jedná o mrazivé (−) nebo žhavé (+)
kameny. V případě, že se kameny přidaly (+), se v zápisu navrženém účastníky
již znaménko pro indikaci žhavých kamenů (+) nepoužilo. Žáci navrhli i zápis
s výskytem obou znamének pro všechny případy manipulace s kameny, a to bez
závorek: ++5++4−+3−−1, zápis s písmeny: + 5žh + 4žh − 3žh − 1mr, nebo
zápis pomocí kombinace znamének a červených a modrých teček. Zápis nemusí
být z počátku dokonalý. Případné nesrovnalosti či vylepšení se objeví při řešení
dalších úloh. To, že si žáci sami vytváří zápis, přispívá k jeho porozumění. Cílem
je dopracovat se ke konvenčnímu zápisu s porozuměním. Žáci si pak dokážou pod
zápisem např. −(−1), představit jak čarodějnice odebírá z kotlíku jeden mrazivý
kámen, a je jim jasné, že teplota v kotlíku se tím o 1 stupeň zvýší. Tedy je jasné,
že −(−1) = 1.

Cílem další úlohy bylo přiblížit se co nejvíce ke konvenčnímu zápisu daných
situací (obr. 5). V zadání se tedy již explicitně vyžaduje situaci zadanou po-
mocí slov a obrázku přepsat pomocí čísel, aditivních operací a závorek. Účastníci
diskutovali míru jednoznačnosti již dříve navrženého způsobu zápisu.

V následující úloze se objevily kameny, které mění teplotu nejen o 1 stupeň
(kameny bez čísla), ale i o 2, 3 nebo 5 stupňů. První úlohou účastníků bylo se-
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Obrázek 5: Konvenční zápis řešení.

řadit pět úloh A, B, C, D, E podle obtížnosti. Všechny tři skupiny se shodly
na seřazení, které vidíme na obr. 6. Gradačním parametrem byl zejména počet
a typ úkonů (přihazovala jednou, dvakrát..., jen přihazovala, přihazovala i vyta-
hovala...). Uvedené úlohy nepředstavují celou škálu obtížnosti, pouze ji nastiňují.
Bylo by například vhodné zařadit i úlohy, v kterých se objeví přihazování nebo
vytahování pouze mrazivých kamenů.

Obrázek 6: Další úloha.

Zde, jak vidíme u řešení úlohy A, lze úkony čarodějnice Armidy přepsat po-
mocí opakovaného sčítání (2 + 2 + 2 + 2 + 2) nebo pomocí násobení (5 · 2).
Analogicky pak u úlohy C pro přihazování mrazivých kamenů lze napsat 4 · (−2)
a pro vytahování mrazivých kamenů v úloze D lze napsat −6 · (−2). Žáci se tak
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v sémantickém kontextu seznámí s násobením záporného čísla číslem kladným,
nebo s násobením dvou záporných čísel.

Další úlohy, které lze v prostředí Čarodějnice Armida tvořit, jsou z oblasti
rovnic. Zde uvádíme několik příkladů.

Úloha týkající se lineárních rovnic (obr. 7)
Kámen s otazníkem je v jedné úloze stejný kámen. Zjistěte, který kámen je kámen
s otazníkem.

Obrázek 7: Úloha na lineární rovnice.

Úloha týkající se diofantických rovnic
Armida má pouze mrazivé kameny s hodnotou 3 a žhavé kameny s hodnotou 5.
Připravuje lektvary, v kterých je potřeba kameny do kotlíku výhradně přidávat.
Poraďte jí, jak: a) zvýšit teplotu o 2 stupně, b) snížit teplotu o 1 stupeň, c) zvýšit
teplotu o 1 stupeň, d) snížit teplotu o 7 stupňů.

Úloha týkající se soustavy rovnic
Armida má pouze jeden typ mrazivých kamenů a jeden typ žhavých kamenů.
Když do kotlíku přihodí 2 žhavé a 3 mrazivé kameny, teplota se o 3 stupně sníží.
Když přihodí do kotlíku 3 žhavé a 3 mrazivé kameny, teplota se o 3 stupně zvýší.
Jaký typ mrazivých a jaký typ žhavých kamenů má Armida?

Závěr
Hlavním cílem prostředí Čarodějnice Armida je práce se zápornými čísly. Celé
prostředí je zasazeno do pohádkového rámce, protože jsme doposud nenašli re-
álný kontext, v kterém by bylo možné modelovat násobení záporných čísel, což
pokládáme za hlavní přínos tohoto prostředí. Díky tomu nevadí, že přidávání a
ubírání kamenů není v souladu s realitou a fyzikálními zákony. Navíc lze v pro-
středí tvořit další typy úloh, a to v oboru celých případně racionálních čísel.

120



Literatura
[1] Atkinson, R. L. a kol. (2003). Psychologie. Vyd. 2. Praha: Portál.

[2] Gerrig, R. J. (1991). Text comprehension. In R. J. Sternberg, & E. E.
Smith, (Eds.), The psychology of human thought (pp. 244–245). Cambridge
University Press.

[3] Hejný, M. (2007). Budování matematických schémat. In A. Hošpesová,
N. Stehlíková, & M. Tichá, (Eds.), Cesty zdokonalování kultury vyučování
matematice (s. 81–122). Jihočeská univerzita v Českých Budějovicích.

[4] Hejný, M. (2014). Vyučování matematice orientované na budování sché-
mat: aritmetika 1. stupně. Praha, Univerzita Karlova v Praze, Pedagogická
fakulta.

[5] Hejný M., Jirotková D., Slezáková J., Kuřík Sukniak A., Strnad
V. & Ročák Š. (2021). Matematika 4. ročník. Praha: H-mat.

[6] Jirotková D. (2007). Budování schématu síť krychle. In A. Hošpesová,
N. Stehlíková, & M. Tichá, (Eds.), Cesty zdokonalování kultury vyučování
matematice (s. 143–176). České Budějovice: Jihočeská univerzita v Českých
Budějovicích.

[7] Kvasz L. (2016). Princípy genetického konštruktivizmu. Orbis scholae,
10 (2), 15–45. Dostupné na http://www.orbisscholae.cz/archiv/2016/
2016_2_01.pdf

[8] Slezáková J. (2007). Prostředí Krokování. In A. Hošpesová, N. Stehlí-
ková, & M. Tichá, (Eds.), Cesty zdokonalování kultury vyučování matematice
(s. 123–142). Jihočeská univerzita v Českých Budějovicích.

[9] Stránský M. J. (2014). Z monitoru se děti moc nenaučí. Dostupné na
http://www.narodni.cz/publikovane-texty/z-monitoru-se-deti-mo
c-nenauci

[10] Wittmann, E. (2001). Developing mathematics education in a systematic
process. Educational Studies in Mathematics Education, 48 (1), 1–20.

121

http://www.orbisscholae.cz/archiv/2016/2016_2_01.pdf
http://www.orbisscholae.cz/archiv/2016/2016_2_01.pdf
http://www.narodni.cz/publikovane-texty/z-monitoru-se-deti-moc-nenauci
http://www.narodni.cz/publikovane-texty/z-monitoru-se-deti-moc-nenauci


Vizuální matematika

Kristýna Nižňanská (MatemaTýna)1

Během dílny jsme řešili podnětné úlohy z Vizuální matematiky, které lze použít na-
příč věkovými kategoriemi. Jedná se o otevřené úlohy, které poskytují prostor pro
zkoumání a kladení vlastních rozvíjejících otázek, a které tak mohou být vhodným
materiálem pro práci s nadanými žáky na základní i střední škole. Vizuální forma
zároveň může činit úlohy přístupnými i žákům, kteří mají v matematice potíže.
Úlohy mohou být vhodné mimo jiné pro rozvíjení dovednosti vidět v matematice,
především pak pro nácvik komunikačních dovedností, zejména argumentace.

Cílem dílny bylo seznámit účastníky s několika vizuálně založenými otevře-
nými úlohami a umožnit jim zažít si způsob práce s takovými úlohami. Nejprve
jsme se zabývali následující úlohou.

Úloha s obdélníky2

Obrázek 1: Úloha s obdélníky.

Co vidíte? , Jak byste pokračovali?
Líbí se vám některá z řad více než ostatní? , Proč?
Pro účastníky dílny byla úloha nová a překvapivá. Na obrázku vidíme čtyři

posloupnosti obdélníků. Již při popisování toho, co na obrázku vidíme, se mohou
pohledy jednotlivých řešitelů lišit, a vzniká tak prostor pro diskusi. Dále řešitelé
popisují, jak by podle nich měly posloupnosti pokračovat, a svá rozhodnutí přitom
odůvodňují. Cílem je najít pravidlo, kterému vyhovují zadané členy posloupnosti
a s jehož pomocí je možné pokračovat ve vytváření dalších členů.
1KMDM PedF UK; kristyna.niznanska@pedf.cuni.cz
2https://www.facebook.com/MatemaTyna/photos/gm.236628851506667/4224621667588848/
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1. První posloupnost jsme při pracovní dílně popsali jako posloupnost obdél-
níků, které postupně rostou do výšky, dokud se z nich nestane čtverec, a
následně se zvýší šířka o jedna a výška se opět stane jednotkovou. K na-
lezení popisu dopomohl také zápis rozměrů jednotlivých obdélníků jako
1 × 1, 2 × 1, 2 × 2, 3 × 1, 3 × 2, 3 × 3, 4 × 1 atp. Někteří účastníci by na
začátek posloupnosti doplnili vodorovnou úsečku jednotkové délky.

2. Druhá posloupnost byla na popis nejsnazší. Jedná se o obdélníky, které
mají vždy jeden rozměr jednotkový, druhý rozměr postupně roste o jedna
a zároveň se obdélníky postupně objevují vždy nejprve ve vodorovné a
následně ve svislé variantě. Někteří účastníci by na začátek posloupnosti
přidali ještě jeden čtvereček a objevil se i návrh přidat na samý začátek
ještě vodorovnou a svislou jednotkovou úsečku.

3. Obdélníky ve třetí posloupnosti se vždy zužují a zároveň rostou do výšky
o jedna, dokud nedosáhnou jednotkové šířky. Následuje obdélník s jednot-
kovou výškou a šířkou o jedna větší než u posledního takového obdélníku.

Dále se objevil popis pomocí součtových rozkladů: 2 = 1 + 1, 3 = 2 + 1 =
= 1 + 2, 4 = 3 + 1 = 2 + 2 = 1 + 3, 5 = 4 + 1 = 3 + 2 = 2 + 3 = 1 + 4, ...,
kde první sčítanec vždy představuje šířku a druhý výšku obdélníku.

4. Čtvrtá posloupnost byla popsána pomocí rozkladů přirozených čísel na
součiny 1 = 1× 1, 2 = 2× 1 = 1× 2, 3 = 3× 1 = 1× 3, 4 = 4× 1 = 2× 2 =
= 4× 1, 5 = 5× 1 = 1× 5 atp.

Překvapilo mě, že si diskuse nad úlohou vyžádala podstatnou část času, který
byl dílně vyhrazen. Čas si vyžádalo nejen sdílení postřehů, pozorování a hypotéz,
ale už i samotné uvědomění si různých parametrů úlohy a jejich role. Velmi
překvapivé pro mě byly zejména návrhy na to, jak by bylo možné změnit začátek
posloupností.

Dále jsme se zabývali následující úlohou.

Úloha se čtverci3
Co vidíte na obrázku? Jak byste pokračovali?

Zkoumejte!
3https://www.facebook.com/MatemaTyna/photos/4219854338065581

123

https://www.facebook.com/MatemaTyna/photos/4219854338065581


Účastníci si všimli a ověřili, že čísla představují obsahy čtverců. Dále zazněla
otázka, proč v posloupnosti není číslo 3. Obrázek můžeme vidět jako vzestupné
uspořádání čtverců podle velikosti obsahu, ale také jako čtverec, který se „valí a
roste“.

Obrázek 2: Valící se čtverec.4

Jak úlohy vznikly a co je za nimi?
Poté, co si účastníci sami zažili práci s úlohami, jsme diskutovali o tom, jak úloha
s obdélníky vznikla a o jaký teoretický rámec se opírá. Úlohu jsem vytvořila,
když jsem potřebovala, aby žačka na doučování začala vnímat multiplikativní
strukturu výpočtu obsahu obdélníku, což bylo něco, co jí stále unikalo. Vyšla
jsem z následujícího schématu pojmotvorného procesu míry v geometrii.

Potřebovala jsem, aby se žačka dostala na úroveň numerických procesů, tedy
aby si uvědomila, že obsah obdélníku závisí na délce jeho stran a že povaha
tohoto vztahu je multiplikativní, tj. že se délky stran násobí. Aby si toto mohla
sama uvědomit, bylo potřeba nejprve pracovat na úrovni práce s jednotkou. Dále
jsem se opřela o teorii generických modelů a uvědomila si, že aby žačka mohla
dojít k obecnějšímu porozumění obsahu obdélníka (tj. ke generickému modelu),
je potřeba, aby nejprve pracovala s dostatečným počtem modelů izolovaných.

Přemýšlela jsem tedy nad tím, jakým způsobem bych mohla nechat žačku pra-
covat s potenciálně libovolným množstvím izolovaných modelů obdélníků s celočí-
selnými délkami stran. Tak mě napadlo, že se pokusím všechny takové obdélníky
4https://fb.watch/fxieX3mYIO/
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Obrázek 3: Schéma pojmotvorného procesu míry v geometrii (Vondrová a
kol., 2015, s. 255).

Obrázek 4: Schéma teorie generických modelů (Hejný, 2014).

systematicky uspořádat do nějaké posloupnosti. Druhá posloupnost v úloze s ob-
délníky je sice neúspěšným pokusem v hledání takové posloupnosti, ale v úloze
jsem ji nechala, protože je uchopitelnější na popis než ostatní posloupnosti a
mohla řešitele navést na řešení i u dalších posloupností.

Ukázalo se, že úloha žáky nutí uvědomit si roli rozměrů obdélníku. Vytváře-
ním dalších členů posloupnosti si mohou žáci sami generovat libovolné množství
dalších izolovaných modelů a zkoumat například jejich obvod a obsah, což je
s oporou o čtvercovou síť dobře zvládnutelné. Poté, co jsme s úlohou na doučování
pracovali, si žačka již uvědomovala multiplikativní strukturu obsahu obdélníka a
pracovala s ní velmi přirozeně.

Co je to Vizuální matematika
Vizuální matematika je skupina na Facebooku, ve které nás baví přistupovat
k matematice vizuálně. Sdílíme vizuální matematické úlohy a vizuálně zkoušíme
řešit i úlohy, které apriori vizuální nejsou. Kde jsou hranice vizuálního přístupu
k matematice? Zveme vás, zkuste je hledat s námi. Je zajímavé hledat vizuální
přístup i tam, kam na první pohled nepatří. Daří se to častěji, než by člověk
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čekal. Tam, kde to nejde, vyniká význam algebraického přístupu, kterému se ve
skupině nebráníme. Respektujeme potřebu vidět do matematiky a podporujeme
hledání různých způsobů, jak toho dosáhnout.

Další úlohy z Vizuální matematiky
Na konci dílny jsem již jen stručně představila několik dalších vybraných úloh
z Vizuální matematiky. Zde uvádím již jen velmi zúžený výběr.

5 čtverců5

Napadnou vás ještě nějaké další mřížové tvary s obsahem 5 čtverečků? , Podělte
se o ně! ,

Úloha o pěti čtvercích se zaměřuje na pojem obsahu jako takový. Co to vlastně
znamená, že má nějaký útvar obsah 5 čtverečků? Jak takové útvary mohou vypa-
dat? Zde vzniká široký prostor pro tvořivost, protože se můžeme snažit vytvářet
různé překvapivé tvary. Dokážete najít všechny tvary, které se skládají z celých
čtverečků? Co když připustíme i diagonálně půlené čtverečky jako na spodním
obrázku? Co kdyby strany mohly procházet mříží i pod jinými úhly? Dokážete
najít nějaký tvar, který bude mít uprostřed díru? Úloha cílí na úroveň zachování
(konzervace) a jednotky míry. Žáci tak mohou lépe porozumět tomu, co to obsah
je, a teprve na základě tohoto porozumění přistoupit k výpočtům. Úloha zároveň
umožňuje využívat také daleko pokročilejší poznatky dle úrovně řešitele.

Dále se ve skupině objevila například vizuální řešení slovních úloh o společné
práci či různé způsoby vizualizace čísel.

Například jsme s žačkou vymýšlely, jak bychom si mohly nakreslit počty,
které jsou reprezentovány přirozenými čísly. Začaly jsme u malých čísel, která
jsme zakreslovaly pomocí puntíků. Postupně jsme přecházely k větším číslům a
místo puntíků bylo rychlejší zakreslovat čárky. Později vyvstala potřeba obrázky
zpřehlednit a začít čárky seskupovat.
5https://www.facebook.com/MatemaTyna/photos/gm.238600804642805/4231977063519975/
6https://www.facebook.com/MatemaTyna/photos/pcb.4342884139095933/4342808059103541/
7https://www.facebook.com/MatemaTyna/photos/g.236624864840399/4281592591891755
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Obrázek 5: Vizuální řešení slovní úlohy o společné práci.6

Obrázek 6: Kreslení čísel.7

Reprezentace počtu pomocí čárek vzbudila u žačky zvědavost, jak by vypa-
dal milion čárek, tak jsme to vyzkoušely. Použily jsme MS Word a opakované
kopírování a vkládání textu.

Znázorňování počtu inspirovalo i následující aktivitu s korálky, která cílí na
porozumění principu desítkové soustavy.

Žáci používali různé strategie, které jsme pak společně porovnali a prodisku-
tovali jejich výhody a nevýhody. Nejnázornější strategie stojí na systematickém
seskupování korálků a přehledném seskupování těchto skupin, což přesně odráží
princip desítkové soustavy.
8https://www.facebook.com/MatemaTyna/photos/a.1839226106128428/4339302202787460/
9https://www.instagram.com/p/CSgFVASDBG3/?utm_source=ig_web_copy_link
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Obrázek 7: Milion čárek ve Wordu.8

Obrázek 8: Aktivita s korálky.9

Závěr
Představila jsem vybrané úlohy z Vizuální matematiky, ukázala, jak s nimi mů-
žeme pracovat, a přiblížila jsem způsob jejich vzniku a didakticko-matematickou
teorii, ze které úlohy vycházejí. Další podobné úlohy můžete najít ve facebookové
skupině.

Literatura
[1] Hejný, M. (2014). Vyučování matematice orientované na budování sché-

mat: aritmetika 1. stupně. Praha, Univerzita Karlova v Praze, Pedagogická
fakulta.

[2] Vondrová, N., Rendl, M., Havlíčková, R., Hříbková, L., Páchová,
A., & Žalská, J. (2015). Kritická místa matematiky v řešení žáků. Nakla-
datelství Karolinum.
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Variované slovní úlohy

Pavel Sovič1

V rámci projektu TAČR se řešitelský tým zaměřuje na integraci matematické
a čtenářské gramotnosti, a to prostřednictvím řešení slovních úloh. V průběhu
pracovní dílny byl účastníkům představen návrh metodického materiálu a ukázky
variovaných úloh. Následně probíhala diskuse nad těmito materiály a nad způsoby
práce se slovní úlohou a jejím zadáním.

Variované úlohy
Materiály typu Variované úlohy vznikly v rámci projektu TAČR – Podpora in-
tegrace matematické, čtenářské a jazykové gramotnosti u žáků základních škol na
Pedagogické fakultě Univerzity Karlovy. Tyto materiály, určené především pro
2. stupeň ZŠ, jsou rozděleny na část pro učitele a část pro žáky a nabízejí vždy
jednu základní úlohu a k ní její dvě až tři variace. Variované úlohy jsou zasazeny
do stejného kontextu a na první pohled jsou si velmi podobné. Jejich hlavní od-
lišnost spočívá v matematické struktuře, a především v různých strategiích, které
je nutno použít pro jejich úspěšné vyřešení.

První z nabízených variovaných úloh je vždy podobná úloze základní a slouží
zejména k upevnění znalostí získaných při řešení základní úlohy. Základní úlohu
nijak zásadně nerozšiřuje, nevyžaduje zpravidla jiný postup řešení, ale mohou
se v ní objevit např. jiné jednotky, čísla z jiných číselných oborů apod. Druhá
z nabízených variovaných úloh je svojí strukturou obtížnější a představuje pro
žáky výzvu. Úloha může vyžadovat jiný postup řešení, než byl potřeba v úloze
základní, může být svou strukturou komplexnější nebo může obsahovat více pod-
úloh. Nabízené úlohy se tedy liší svou náročností a žáci si mohou zvolit dle svých
schopností či preferencí. Tato možnost volby hraje důležitou motivační roli, což
může pozitivně ovlivnit i řešení zvolené úlohy. Pracovní listy obsahují ještě třetí
– prémiovou – variovanou úlohu. Ta je zařazena do materiálu především proto,
aby ji učitel mohl individuálně zadat žákům, pro něž byly předchozí úlohy jed-
noduché.

1KMDM PedF UK; pavel.sovic@pedf.cuni.cz
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Doporučená práce s variovanými úlohami během výuky
Práce s variovanými úlohami se řídí konstruktivistickým přístupem k učení a
odpovídá metodě plánování výuky E-U-R. Výuka může probíhat následujícím
způsobem: nejprve žáci diskutují nad vstupní otázkou během evokační části,
následně jim učitel rozdá zadání základní úlohy a společně se věnují otázkám
zaměřeným na porozumění textu z jazykového hlediska. Evokační část a společná
práce s textem slovní úlohy vede především k tomu, aby si žáci vytvořili situační
model a porozuměli kontextu dané úlohy. Jazykovou část je možné realizovat ve
spolupráci s učitelem českého jazyka.

Dále všichni žáci vyřeší nejprve základní úlohu (individuálně, skupinově, hro-
madně) a sdílí svá řešení a řešitelské postupy. Poté si každý žák zvolí jednu
z variovaných úloh, kterou se pokusí vyřešit samostatně. Následuje sdílení řešení
ve skupinách dle zvolené úlohy a prezentace strategií a závěrů. Vhodné je také
rozvést během reflexe diskusi zaměřenou na shodné a rozdílné prvky všech ře-
šených úloh, což může přispět k hlubšímu porozumění matematické i jazykové
stavby slovní úlohy. Celý výše zmíněný proces je shrnut následujícím schématem.

Ukázka z metodického materiálu Sociální síť pro učitele
Metodický materiál pro učitele je rozdělen na jednotlivé fáze vyučovací hodiny
doplněné o komentáře pro učitele a výsledky. V následující části jsou představeny
ukázky jednotlivých částí pracovního listu.

Zadání úlohy: Úspěšnost nové sociální sítě závisí na rychlém nárůstu počtu uži-
vatelů – viralitě. Tvůrci nové sociální sítě předpokládají, že během prvního roku
jejího fungování vzroste každý měsíc počet uživatelů na 1,2násobek. Po prvním
měsíci od spuštění měla tato sociální síť 50 000 uživatelů.

Část 1 – Evokace
Jakým způsobem mohou majitelé nově vznikající sociální sítě dosáhnout toho,

aby se o ní dozvědělo co nejvíce lidí v co nejkratším čase?
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Část 2 – Společná práce s textem základní úlohy

1. Roste počet uživatelů nové sociální
sítě rovnoměrně – tj. vzrůstá každý mě-
síc o stejný počet uživatelů?

4. Slyšel jsi někdy slova viralita, virál
nebo virální ? V jaké souvislosti?

2. Část věty „vzroste každý měsíc počet
uživatelů na 1,2násobek“ by mohla být
hodnocena jako neúplná. Doplň ji tak,
aby byla úplná a jednoznačná.

5. Co podle tebe slova viralita/virální
znamenají? Existuje zde nějaká souvis-
lost se slovem virus? Kde to zjistíš?

3. Přeformuluj tuto část věty tak, aby
neobsahovala slovo násobek.

6. Zkus pro slovo viralita/virální na-
jít český ekvivalent (nemusí být jedno-
slovný).

Část 3 – Individuální řešení základní slovní úlohy
Určete předpokládaný počet uživatelů po a) druhém měsíci, b) třetím měsíci,

c) půl roce, d) roce fungování této sociální sítě.
Odpověď: a) 60 000 uživatelů, b) 72 000 uživatelů, c) 124 416 uživatelů,

d) 371 504 uživatelů.
Část 4 – Společné sdílení řešitelských strategií a shrnutí
Část 5 – Individuální řešení variované slovní úlohy

Variovaná úloha číslo 1 (k procvičení): Úloha zaměřená na hledání počtu uži-
vatelů sociální sítě po uplynutí určité doby.

Zadání úlohy: Tvůrci nové sociální sítě předpokládají, že během prvního roku
fungování poroste počet uživatelů každý měsíc o 15 %. Po prvním měsíci od
spuštění měla tato sociální síť 60 000 uživatelů.

Určete předpokládaný počet uživatelů po půlroce fungování této sociální sítě.
Odpověď: 120 681.
Variovaná úloha číslo 2 (výzva): Hledání informace, o kolik procent roste po-

čet nových uživatelů sociální sítě.
Zadání úlohy: Tvůrci nové sociální sítě předpokládají, že během prvního roku

fungování poroste počet uživatelů každý měsíc o 15 %. Po prvním měsíci od
spuštění této sociální sítě měla sociální síť 60 000 uživatelů. Po čtvrtém měsíci
už to bylo 103 680 uživatelů.

• Potvrdil se po čtvrtém měsíci předpoklad tvůrců?
• Kolik uživatelů by měla sociální síť po půlroce, pokud by byl zachován

stejný trend, který tvůrci předpokládali?
Odpověď: 1,2procentní růst (tedy lepší).
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Variovaná úloha číslo 3 (prémie): Hledání informace, za jak dlouho bude mít
sociální síť určitý počet uživatelů.

Zadání úlohy: Tvůrci nové sociální sítě předpokládají, že během prvního roku
fungování poroste počet uživatelů každý měsíc o 15 %. Po prvním měsíci od
spuštění měla sociální síť 60 000 uživatelů.

Za jak dlouho by měla sociální síť více než milion uživatelů?
Odpověď: 21 měsíců.

Část 6 – Skupinové řešení variované slovní úlohy
Část 7 – Společné sdílení
Část 8 – Reflexe (není nutné použít všechny otázky)

• Charakterizuj svou strategii řešení (úspěšnou i neúspěšnou strategii).
• Řešil/a jsi úlohu stejně, nebo jinak než tvoji spolužáci?
• Je něco, co sis v průběhu řešení uvědomil/a? Co?
• Které dovednosti byly potřebné pro vyřešení úlohy?
• Čím se lišila a co měla společného základní úloha od zvolené úlohy?
• Co bylo na úloze jednoduché/obtížné?
• Co ses ty osobně naučil/a?
• Co ses naučil/a od svých spolužáků?
• Kdybys řešil/a podobnou úlohu znovu, co bys udělal stejně/jinak?
• Nastal v průběhu řešení nějaký problém?
• Byla úloha podobná nějaké úloze, kterou jsi již řešil/a?

Výstupy z dílny
V průběhu dílny jsme se zeptali účastníků například na to, jak oni sami pracují
s textem slovní úlohy. Dostalo se nám následujících odpovědí.

Z odpovědí bylo patrné, že učitelé pracují s textem úlohy spíše z pohledu
matematického – hledání údajů a známých faktů, nástin řešení, někteří dokonce
rovnou přepisují zadání do matematické symboliky. Objevily se i některé jiné
strategie pro práci se zadáním jako např. podtrhávání nebo kreslení náčrtků.

V závěru dílny jsme účastníky rozdělili do skupin a nechali jsme je volně
diskutovat nad dalšími pracovními listy a zeptali jsme se jich, jaká témata a
kontexty by považovali za nosné pro tento typ úloh. Účastníci se shodli na téma-
tech jako např. Minecraft, vesmír, počítače (průběh stahování souboru), nabíjení
baterie (pro výuku procent), statistika ve zdravotnictví, sociální sítě nebo zví-
řata (krmné směsi a jejich poměry). Účastníci se také shodli na tom, že reálné
kontexty vzbuzují u žáků větší motivaci pro řešení úloh.
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Závěr
Představené materiály budou i nadále pilotovány učiteli základních i středních
škol. Na základě těchto pilotáží budeme materiály upravovat a přizpůsobovat je
tak, aby se co nejlépe daly využít během výuky. Kromě vylepšování stávajících
materiálů se budeme věnovat i tvorbě dalších úloh. V závěru projektu TAČR
(TL03000469) vznikne publikace všech vytvořených úloh, která bude učitelům k
dispozici.

Literatura
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Roznásobování závorek v aritmetice

Antonín Jančařík1

Přechod od aritmetiky k algebře patří mezi jeden ze základních okruhů učiva zá-
kladoškolské matematiky. Cílem příspěvku je ukázat, jak jsou obě témata, tedy
algebra a aritmetika, vzájemně provázána a poskytnou učitelům matematiky řadu
ukázek situací, ve kterých lze algebraické znalosti o roznásobování mnohočlenů
využít pro násobení či umocňování čísel. V závěru příspěvku je pak připomenut
kromě obecného algoritmu pro rychlejší umocňování i algoritmus pro písemné
odmocňování.

Úvod
Přechod od aritmetiky k algebře patří mezi jeden ze základních okruhů učiva
základoškolské matematiky. Čísla jsou ve výpočtech postupně nahrazována pís-
meny, úvahy se stávají obecnějšími. Současně však uvažování žáků vyžaduje
větší míru abstrakce. Tento postup může být chápán jako jednosměrný přechod
k „vyšší matematice“. Cílem tohoto příspěvku je na několika vybraných příkla-
dech z oblasti roznásobování mnohočlenů ukázat, že algebru lze velmi efektivně
propojovat s aritmetikou. Postupně představíme několik „triků“ na urychlení či
zjednodušení aritmetických výpočtů a následně pomocí algebry ukážeme, co je
jejich základ a proč fungují.

V celém příspěvku budeme používat malá písmena (a, b, c, x, y, n, m, ...) pro
značení čísel a velká písmena (A, B, C, ...) pro značení číslic. Přičemž jejich spojo-
váním rozumíme zápis čísla v dekadické soustavě (AB = 10 ·A+B). V některých
případech budu číslice a zástupné symboly pro číslice kombinovat (1A = 10+A).

Ukázka 1
Jako první ukázku volíme násobení na prstech menších dvoumístných čísel (čísel
z intervalu deset až patnáct).

Ukažte na jedné ruce o kolik je první číslo větší než deset a na druhé ruce
o kolik je druhé číslo větší než deset. Výsledný součin pak dostanete jako sto plus
počet desítek odpovídající počtu zvednutých prstů plus počet jednotek odpovídají
součinu zvednutých prstů.

Například pokud chcete vynásobit čísla dvanáct a třináct, tak na první ruce
ukážete dva prsty a na druhé tři prsty. Výsledný součet je pak sto plus padesát
1KMDM PedF UK; antonin.jancarik@pedf.cuni.cz
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(ukazujete celkem pět prstů) plus šest (součin dvou prstů na první ruce a tří
prstů na ruce druhé).

Zdůvodnění:

Používáme vzorec (10+a)(10+b) = 100+10(a+b)+ab, kde čísla a a b reprezentují
o kolik jsou součinitelé větší než 10. Můžeme také použít zápis 1A · 1B = 100+
+10 · (A + B) + A ·B, který by mohl být poněkud matoucí.

Ukázka 2
Druhou ukázkou je násobení větších čísel menších než deset (čísel z intervalu pět
až deset). Ukažte na jedné ruce o kolik je první číslo větší než pět a na druhé
ruce o kolik je druhé číslo větší než pět. Výsledný součin pak dostanete jako počet
desítek odpovídající počtu zvednutých prstů a počet jednotek odpovídají součinu
nezvednutých prstů.

Například pokud chcete vynásobit čísla sedm a osm, tak na první ruce ukážete
dva prsty (7 = 5 + 2) a na druhé tři prsty (8 = 5 + 3). Výsledný součet je pak
padesát (ukazujete celkem pět prstů) plus šest (součin tří nezvednutých prstů na
první ruce a dvou nezvednutých prstů na ruce druhé).

Pro ukotvení principu ještě zkuste vynásobit sedm krát sedm. Na obou rukách
ukážete dva prsty (7 = 5 + 2). Výsledný součet je pak čtyřicet (ukazujete celkem
čtyři prsty) plus devět (součin tří nezvednutých prstů na obou rukách).

Zdůvodnění:

Nyní bude zdůvodnění vyžadovat o trochu více algebraických úprav.
Používáme vzorec (10 − a)(10 − b) = 100 − 10(a + b) + ab, kde čísla a a b

reprezentují o kolik jsou součinitelé menší než 10. Tedy na jedné ruce zvednete
5−a prstů a necháte dole a prstů a na druhé ruce zvednete 5− b prstů a necháte
dole b prstů.

A nyní provedeme několik drobných úprav, ve kterých užijeme ještě vztah
10 = 5 + 5 (používáme symbol/zápis 10 pro počet, který odpovídá počtu prstů
na obou rukách).

(10−a)(10−b) = 100−10(a+b)+ab = 10·(10−a−b)+ab = 10·((5−a)+(5−b))+ab

Tedy počet desítek odpovídá počtu zvednutých prstů a následně musíme při-
číst součin prstů nezvednutých.
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Odbočka:

Poznámka, že symbol/zápis 10 používám pro počet, který odpovídá počtu prstů
na obou rukách, nebyla zcela samoúčelná. Zkusme si na chvíli představit, že
máme na rukou jen čtyři prsty. Potom oba doposud představené výpočty budou
fungovat i v soustavě o základu osm. Zde také zápis 10 používáme pro počet,
který odpovídá počtu prstů na oboru rukách.

Například pokud chcete vynásobit čísla (12)8 a (13)8, tak na první ruce uká-
žete dva prsty a na druhé tři prsty. Výsledný součet je pak (100)8 plus (50)8
(ukazujete celkem pět prstů) plus šest (součin dvou prstů na první ruce a tří
prstů na ruce druhé). Možná to bude matoucí, ale skutečně (12 · 13 = 156)10
i (12 · 13 = 156)8.

Stejně tak výpočet funguje i pro menší čísla. Například pokud chcete vyná-
sobit čísla šest a sedm v soustavě o základu osm, tak na první ruce ukážete dva
prsty (6 = 4 + 2) a na druhé tři prsty (7 = 4 + 3). Výsledný součet je pak (50)8
(ukazujete celkem pět prstů) plus dva (součin dvou nezvednutých prstů na první
ruce a jednoho nezvednutého prstu na ruce druhé). Tedy platí (7 · 6 = 52)8.

Zájemce o různé způsoby násobení na prstech si dovoluji odkázat na článek
(Jančařík, 2007) z časopisu Učitel matematiky, který tímto také všem doporučuji.

Ukázka 3
Postupně se přesuneme od násobení dvou různých čísel k násobení dvou stejných
čísel, tedy k výpočtům druhých mocnin a ukážeme si, jak lze tyto výpočty usnad-
nit a urychlit. Je zjevné, že pokud umocňujeme na druhou číslo, jehož poslední
číslice je 0, stačí umocnit na druhou číslo bez nuly a za výsledek dvě nuly připsat
(50 · 50 = (5 · 5) 00 = 25 00 = 2500).

Jak je to ale s čísly, která končí číslicí pět?
V tomto případě může také odebrat poslední číslici. Zbylé číslo vynásobíme

číslem o jedna větším a za výsledek připíšeme 25. Tedy například 752 = (7·8) 25 =
= 56 25 = 5625.

Zdůvodnění:

(10a + 5)2 = 100a2 + 100a + 25 = 100(a2 + a) + 25 = 100 · (a · (a + 1)) + 25

Ukázka 4
Na základě předchozího příkladu umíme snadno spočítat kolik je 452 = 2025. Jak
ale zjistit, jak vypadají další mocniny (462, 472, 482, 492)?
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Zde můžeme s úspěchem použít vzorec (n + 1)2 = n2 + 2n + 1. Na základě
tohoto vzorce tedy vidíme, že 462 je o 91 větší než 452 a dále je 472 o 93 větší
než 462, atd. Číslo, které musíme přičíst pro získání další druhé mocniny je vždy
o dvě větší než u předchozí.

452 = 2025
462 = 2116 / + 91
472 = 2209 / + 93
482 = 2304 / + 95
492 = 2401 / + 97
502 = 2500 / + 99

Komentář

Pokud pro krok směrem nahoru používáme přičítání, pro krok dolu můžeme
použít odčítání. Tedy můžeme využívat i vzorec (n− 1)2 = n2 − 2n + 1.

Jen na okraj upozorněme, že se nejedná (n−1)2 = n2−(2n+1) (což je častou
chybou), ale (n− 1)2 = n2 − (2n− 1).

692 = 702 − (2 · 70− 1) = 4900− 139 = 4761

Ukázka 5
V posledním komentáři jsme zmínili i posun dolu. Pokud si nechceme pamatovat,
o kolik se máme posunout, ani si to odvozovat ze vzorce (n− 1)2 = n2 − 2n + 1,
můžeme použít jiný vzorec, a to a2− b2 = (a+ b)(a− b). Výhodou je, že nemusím
postupovat pouze po jedné.

Pokud chceme například spočítat kolik je 982, zajímá nás, o kolik je tato
hodnota menší než 1002, tedy kolik máme od 1002 odečíst. Dle uvedeného vzorce
ale víme, že 1002 − 982 = 2 · 198 = 396, tedy 982 = 10000− 396 = 9604.

Odbočka:

Vzorec a2− b2 = (a+ b)(a− b) lze s úspěchem využívat i pro rozklad daného čísla
na prvočísla (a skutečně tak je i v praxi, např. při útocích na RSA, využíván).
Například víme, že 2021 = 2025 − 4, tedy dostáváme, že 2021 = 2025 − 4 =
= 452 − 22 = 47 · 43.
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Trochu teorie na závěr
Pro výpočet druhé mocniny můžeme použít i vzorec (10a+b)2 = 100a2+20ab+b2,
který si upravíme do podoby (10a + b)2 = 100a2 + b · (20a + b). Speciálně, pro
případ dvoumístných čísel dostáváme (AB)2 = 100 · A2 + B · ((2A + B)), tedy
například 232 = 400 + 43 · 3 = 400 + 129 = 529. Tento výpočet lze na sebe
(i opakovaně) navázat, tedy

2312 = 100 · 232 + 461 = 100(400 + 43 · 3) + 461 = 52900 + 461 = 53361.

Tento výpočet se odlišuje od ostatních ukázek, protože je nepochybně mno-
hem složitější. Uvádíme ho zde, protože je teoreticky velmi důležitý, a to ze dvou
důvodů. Zaprvé ukazuje, že při výpočtu druhé mocniny můžeme výrazným způ-
sobem snížit počet základních aritmetických operací mezi jednotlivými číslicemi.
To ale není vše. Podstatnou vlastností celého algoritmu je to, že na rozdíl od
běžného násobení můžeme postupovat i reverzně, tedy celý postup použít pro
výpočet druhé odmocniny.

Obrázek 1: Písemné odmocňování.

Závěr
Algebra a aritmetika jsou dvě oblasti, které jsou vzájemně propojeny a nelze
je vzájemně oddělit. V tomto příspěvku jsem představil několik ukázek využití
algebraických vztahů z oblasti roznásobování mnohočlenů, které lze s úspěchem
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použít pro zjednodušení či urychlené aritmetických výpočtů. Cíle tohoto pou-
žití ale není jen dosažení lepších aritmetických dovedností, ale především hlubší
porozumění algebraickým vztahům a jejich využitelnosti v praxi. Představené
ukázky aritmetických „triků“ mohou být použity i tak, že učitel žákům daný
„trik“ představí a nechá na nich, aby odvodili, s využitím znalostí z algebry, že
skutečně funguje ve všech případech.

Literatura
[1] Jančařík, A. (2007). Početní algoritmy II–násobení. Učitel matematiky,
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Žiacke riešenia kombinatorických úloh

Lenka Valentová1, Alexandra Punčová2, Zuzana Semričová3

Kombinatorika je súčasťou matematického vzdelávania žiakov na primárnom, ale
aj vyššom stupni vzdelávania. Ako však ukazujú výsledky celonárodného testovania
piatakov T5 a tiež niektorých výskumov, slovenskí žiaci dosahujú v tejto oblasti
nepriaznivé výsledky. Z toho dôvodu sme sa rozhodli v rámci príspevku prostred-
níctvom kvalitatívnej analýzy žiackych riešení zistiť, aké môžu byť príčiny neús-
pešnosti žiakov a aké najčastejšie chyby robia žiaci pri riešení kombinatorických
úloh.

Úvod
Rozvoj kombinatorického myslenia je neoddeliteľnou súčasťou matematického
vzdelávania. Už v materskej škole deti zisťujú, že veža z troch rôznofarebných
kociek sa môže postaviť viacerými spôsobmi, alebo že postavu môžeme obliecť
do rôznych farebných kombinácií (svetrov a nohavíc, tričiek a sukní a pod.). Na
primárnom stupni vzdelávania riešia žiaci slovné úlohy s kombinatorickou moti-
váciou a neskôr (najmä na gymnáziách) sa žiaci učia riešiť kombinatorické úlohy
s využitím vzorcov.

Ako však ukazujú výsledky celoslovenského testovania piatakov T5, tematický
okruh Kombinatorika, pravdepodobnosť a štatistika patrí medzi jeden z najprob-
lematickejších okruhov (Valentová, Jurečková, 2021). Z tohto dôvodu sme v na-
šom príspevku zisťovali, ktoré úlohy zamerané na kombinatoriku robili žiakom
5. ročníka v rokoch 2016–2019 najväčšie problémy. Následne sme prostredníctvom
kvalitatívnej analýzy žiackych riešení zisťovali, aké môžu byť príčiny neúspešnosti
riešenia týchto úloh.

Testovanie 5
Národný ústav certifikovaných meraní vzdelávania (NÚCEM) realizuje v spolu-
práci s odborníkmi školstva, Štátnou školskou inšpekciou a Centrom vedecko-
technických informácií SR celonárodné testovanie piatakov T5. Žiaci 5. ročníkov
sú testovaní z matematiky a slovenského, prípadne maďarského jazyka. Cieľom
1Katedra predškolskej a elementárnej pedagogiky, Pedagogická fakulta, Katolícka univerzita v Ružomberku;
lienka.valentova@gmail.com

2Katedra predškolskej a elementárnej pedagogiky, Pedagogická fakulta, Katolícka univerzita v Ružomberku; ale-
xandra.puncova@gmail.com

3Katedra predškolskej a elementárnej pedagogiky, Pedagogická fakulta, Katolícka univerzita v Ružomberku; sem-
ricova.z@gmail.com
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T5 je „získať objektívne informácie o výkone žiakov pri vstupe na 2. stupeň ZŠ,
overiť úroveň ich vedomostí a zručností, schopností aplikovať poznatky v prak-
tických úlohách a schopností logicky myslieť; a poskytnúť školám, decíznej sfére,
širokej odbornej verejnosti spätnú väzbu a komplexnejší obraz o vedomostiach a
zručnostiach žiakov z testovaných predmetov, ktorá napomôže pri skvalitňovaní
vyučovania“. Testovanie sa realizuje od roku 2011, avšak až od roku 2016 sa do
testovania zapájajú žiaci zo všetkých základných škôl na Slovensku, výnimkou sú
len žiaci s mentálnym postihnutím. Od školského roku 2020 však bolo testovanie
zrušené z dôvodu pretrvávajúcej pandémie COVID-19 (NÚCEM, ©2010–2022).

Testy z matematiky obsahujú 30 úloh, ktoré sú kategorizované do viacerých
tried podľa určitých kritérií (kontext, tematický okruh, tematický celok, revi-
dovaná Bloomova taxonómia cieľov, atď.). V našom príspevku sme sa zamerali
na jedno kritérium, a to rozdelenie testových úloh podľa tematických okruhov.
Každá úloha v teste je zaradená do jedného z piatich tematických okruhov:

1. Čísla, premenná a počtové výkony s číslami;
2. Postupnosti, vzťahy, funkcie, tabuľky, diagramy;
3. Geometria a meranie;
4. Kombinatorika, pravdepodobnosť a štatistika;
5. Logika, dôvodenie, dôkazy (NÚCEM, 2020).
Kvantitatívnou analýzou výsledkov testovaní T5 bolo zistené, že v sledovanom

období 2016–2019 robil žiakom najväčšie problémy tematický okruh 4 – Kombi-
natorika, pravdepodobnosť, štatistika (Valentová, 2020). Toto zistenie potvrdzuje
aj ďalší výskum (Punčová, Prachárová, 2021), ktorý ukázal, že najproblematic-
kejšími úlohami v T5 sú pre žiakov položky z tematického okruhu 4. Na základe
týchto zistení sme sa rozhodli kvalitatívnou analýzou zistiť príčiny neúspešnosti
pri riešení kombinatorických úloh.

Najobťažnejšie úlohy z kombinatoriky v Testovaniach 5
V nasledujúcej časti príspevku uvádzame 3 úlohy s kombinatorickou motiváciou,
ktoré boli pre žiakov v testovaní 5 v rokoch 2016–2019 najobťažnejšie. Každú
z vybraných úloh sme dali riešiť žiakom 4. (43 žiakov), 5. (35 žiakov) a 6. (41 žia-
kov) ročníka slovenských základných škôl a zisťovali sme, akú úspešnosť dosiahli
žiaci v riešení jednotlivých úloh, aké stratégie využili pri riešení úloh a tiež, aké
chyby sa najčastejšie vyskytovali v žiackych riešeniach.

Najobťažnejšou položkou T5 bola úloha č. 17 z roku 2018, ktorú správne
vyriešilo len 19,1 % žiakov. Jedná sa o otvorenú slovnú úlohu s kombinatorickou
motiváciou s reálnym kontextom. Ako môžeme vidieť na obr. 1, slovná úloha
obsahuje okrem textovej časti aj obrázok, ktorý je pre riešenie úlohy dôležitý,
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keďže ukazuje jedno z riešení. Rovnako je súčasťou úlohy slovná odpoveď, do
ktorej mali žiaci uviesť výsledok.

Obrázok 1: Úloha z testovania T5 č. 17/2018 s obťažnosťou 19,1 % (NÚCEM,
2018).

Prvá slovná úloha bola pre žiakov všetkých skúmaných ročníkov náročná, pre-
tože ani v jednom ročníku nebola úspešnosť žiakov vyššia ako 40 %. V tabuľke 1
sú zobrazené počty žiakov v závislosti od ročníka a od správnosti výsledku.

Tabuľka 1: Úspešnosť žiakov v riešení úlohy Zita.

správny výsledok nesprávny výsledok prázdna odpoveď
4. ročník 17 (39,5 %) 18 (41,9 %) 8 (18,6 %)
5. ročník 7 (20 %) 28 (80 %) 0 (0 %)
6. ročník 14 (34,1 %) 22 (53,7 %) 5 (12,2 %)
Celkovo 38 (31,93 %) 68 (57,14 %) 13 (10,92 %)

Čo sa týka stratégie riešenia, žiaci všetkých ročníkov využili najmä grafické
znázornenie možností a slovné alebo symbolické vypísanie možností. Metódy rie-
šenia sa v závislosti od ročníka nemenili. Okrem týchto riešení sa vyskytli aj prí-
pady, kedy bolo náročné určiť stratégiu riešenia, pretože žiaci uviedli len odpoveď.
Vzhľadom na to, že výrazne viac žiakov použilo na riešenie grafické znázornenie
možností, nie je možné porovnať efektivitu jednotlivých využitých stratégií.

Analýzou žiackych riešení sme následne zisťovali, čo bolo najčastejšou chybou
v riešeniach žiakov. Najčastejšou príčinou nesprávneho riešenia danej úlohy bolo,
že žiaci do výsledku započítali aj príklad zo zadania, a teda neuviedli počet
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ďalších, ale všetkých možností (obr. 2, a). Okrem toho sme sa stretli aj s prípadmi,
že žiaci miesto mena Zita riešili úlohu so svojím menom (obr. 2, b), prípadne
neuvádzali farebné možnosti mena Zita, ale možnosti, v ktorých prehadzovali
písmená v mene Zita (obr. 2, c).

Obrázok 2: Príklady nesprávnych žiackych riešení úlohy Zita.

V Testovaní 5 v roku 2016 bola medzi ťažšie položky zaradená len jedna úloha
– slovná úloha č. 13 z tematického okruhu Kombinatorika, pravdepodobnosť, šta-
tistika s úspešnosťou len 28,7 % (viď obr. 3). Jedná sa o slovnú úlohu s kombi-
natorickou motiváciou, ktorá vychádza z reálneho života, teda je zaradená medzi
úlohy s reálnym kontextom (NÚCEM). Základom tejto úlohy je slovné zadanie,
v ktorom sa nachádzajú všetky dôležité údaje potrebné na riešenie. Súčasťou je
aj slovná odpoveď, do ktorej, rovnako ako v predchádzajúcom prípade, mali žiaci
napísať len výsledný počet možností.

Obrázok 3: Úloha č. 13/2016 s obťažnosťou 28,7 % (NÚCEM).

V prípade druhej slovnej úlohy bola úspešnosť nami skúmaných žiakov o tro-
chu nižšia než v prípade predchádzajúcej úlohy (tab. 2).
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Tabuľka 2: Úspešnosť žiakov v riešení úlohy Autíčka.

správny výsledok nesprávny výsledok prázdna odpoveď
4. ročník 18 (41,9 %) 23 (53,5 %) 2 (4,7 %)
5. ročník 5 (14,3 %) 30 (85,7 %) 0 (0 %)
6. ročník 9 (22 %) 29 (70,7 %) 3 (7,3 %)
Celkovo 32 (26,89 %) 82 (68,91 %) 5 (4,20 %)

Stratégie riešenia boli v prípade tejto úlohy rôznorodejšie, niektorí žiaci využili
zapísanie možností do tabuľky, iní vypísanie možností, avšak jednou z najčastej-
šie využívaných metód bolo riešenie aritmetické. Pri analýze sme však zistili,
že ani jedno aritmetické riešenie nebolo správne. Žiaci veľmi často dali údaje zo
zadania (3 vnuci, 3 autíčka, každému práve 1 autíčko) do nejakého vzťahu a s vy-
užitím matematickej operácie (násobenie, delenie, odčítanie) dospeli k určitému
výsledku (obr. 4, a, b). Môžeme hovoriť o mechanickom riešení úlohy (NÚCEM,
2017, s. 35). Taktiež sa v odpovedi často vyskytovalo číslo 3, teda prepísanie čísel-
ného údaja zo zadania. Podľa NUCEM-u sú obidva spomenuté príklady častých
chýb žiakov bežným javom a vyskytovali sa aj v predchádzajúcich testovaniach.
Ďalším častým riešením bolo, že žiaci vypísali prvých pár možností rozdelenia,
pravdepodobne si mysleli, že porozumeli systému a uviedli ako odpoveď číslo 9
(obr. 4, d). Zaujímavým riešením tiež bolo, keď žiaci uviedli len slovné zhodno-
tenie, že každému vnukovi dá stará mama jedno autíčko, čo je však zjavné už zo
zadania (obr. 4, c). Vybrané nesprávne žiacke riešenia sú zobrazené na obr. 4.

Obrázok 4: Príklady nesprávnych žiackych riešení úlohy Autíčka.
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V roku 2019 bola najobťažnejšou položkou úloha č. 25. Jednalo sa o uzavretú
položku s úlohou s kombinatorickou motiváciou, ktorú správne vyriešilo 38,4 %
žiakov (viď. obr. 5).

Obrázok 5: Úloha č. 25/2019 s obťažnosťou 38,4 % (NÚCEM).

V prípade poslednej úlohy bola percentuálna úspešnosť žiakov všetkých roč-
níkov vyššia oproti predchádzajúcim dvom úlohám (viď tab. 3).

Tabuľka 3: Úspešnosť žiakov v riešení úlohy Čísla.

správny výsledok nesprávny výsledok prázdna odpoveď
4. ročník 23 (53,5 %) 15 (35 %) 5 (11,5 %)
5. ročník 14 (40 %) 21 (60 %) 0 (0 %)
6. ročník 18 (43,9 %) 23 (56,1 %) 0 (0 %)
Celkovo 55 (46,22 %) 59 (49,58 %) 5 (4,20 %)

Najčastejšou stratégiou riešenia tejto úlohy bolo vypísanie všetkých párnych
dvojciferných čísel vytvorených z číslic 2, 3, 4 a 5, prípadne vypísanie všetkých
dvojciferných čísel zložených z týchto číslic a následne prečiarknutie nepárnych
čísel.

Medzi najčastejšie chyby patrilo spočítanie všetkých dvojciferných čísel, ktoré
je možné z daných číslic vytvoriť (t. j. nie len párnych), vytvorenie štvorciferných
čísel z daných číslic (obr. 6, b), prípadne riešenie úlohy nie s číslicami zo zadania,
ale s číslicami uvedenými v možných odpovediach (obr. 6, d). Pri analyzovaní
žiackych riešení úloh sa našli aj takí žiaci, ktorých odpoveď bola správna len
príčinou náhody (nesprávny postup, ale správny výsledok). Príklady nesprávnych
žiackych riešení k úlohe Čísla sú uvedené na obr. 6.
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Obrázok 6: Príklady nesprávnych žiackych riešení úlohy Čísla.

Záver
Výsledky kvalitatívnej analýzy ukázali, že slovenskí žiaci 4., 5. a 6. ročníka majú
problém s riešením kombinatorických úloh. V prípade ročníkov sme mohli vidieť
určité rozdiely v úspešnosti, a to najmä medzi žiakmi 4. a 5. ročníka. Stratégie
žiackych riešení sa však v závislosti od ročníka nelíšili. Najčastejšie riešili úlohy
graficky, vypísaním možností, ale aj aritmeticky.

Príčiny neúspešnosti žiakov v riešení týchto úloh môžu byť spôsobené a
ovplyvnené viacerými faktormi. Analýzou žiackych riešení položiek s kombina-
torickou motiváciou v T5 sme však zistili, že najčastejšou príčinou nesprávneho
riešenia kombinatorických úloh sú problémy žiakov s čítaním s porozumením.
Ako ukazuje výskum (Semričová, Punčová, 2021) tieto problémy spolu s nedos-
tatočnou koncentráciou, sústredením sa na zadanie a následné riešenie úlohy sa
odrážajú vo výsledkoch žiakov aj v iných oblastiach matematického vzdelávania.
Ďalšou príčinou môže byť nedostatok skúseností žiakov s riešením kombinatoric-
kých úloh a úloh rozvíjajúcich logické myslenie.

Vzhľadom na to, že kombinatorické myslenie je významnou súčasťou každo-
denného života, považujeme za dôležité do vyučovacieho procesu zaraďovať viac
úloh a aktivít, v ktorých môžu žiaci vlastnou činnosťou a manipuláciou zisťovať
a hľadať viaceré možnosti riešenia.
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