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Uvodni slovo

V roce 2022 se konference Dva dny s didaktikou matematiky konala podruhé
(a doufejme, ze naposledy) v online podobé. Organiza¢ni vybor mél jednodussi
praci — nemusel zajistovat mistnosti ani obcerstveni ani se starat o icastniky. Je
vSak tieba zdtraznit, ze organizacni vybor by to byval délal rad, nebot nic ne-
nahradi osobni setkani ucitelil, neformalni schiizky ¢i diskuse na jednani. Ucitelé
matematiky i jejich vzdélavatelé jsou vSak odolni jedinci s velkym odhodlanim,
takze i tentokrat udélali vse pro to, aby se konference vydarila a aby se z online
podoby vykresalo vse, co se dalo.

Program byl opét bohaty a zapojilo se do néj vice nez 45 ucitelt a dalsich
odbornikl. V online podobé se podarilo zorganizovat i dva ,kulaté stoly“ a pri-
tomni mi jisté potvrdi, zZe diskuse ic¢astniki byla bohata. Program opét obsahoval
dvé hlavni prednasky — S. Mikova proslovila prednésku s nazvem Teorie typt —
Jak se vrozené potreby promitaji do uceni a R. Konopa mél prednasku s nazvem
Dotkni se vesmiru. Clanky k hlavnim prednaskam sice ve sborniku nenajdete,
nicméné na webu konference si miizete pustit jejich plné zaznamy. To je jedna
z vyhod online podoby konference.

Praveé online forma konference méla za nasledek fakt, ze oproti jinym rokiim
vyrazné prevazovaly prispévky v sekcich (28) nad pracovnimi dilnami (8). Pied-
nasejici se zrejmé obavali, Ze se jim nepodari zorganizovat prispévek tak, aby se
ucitelé aktivné tcastnili prace. O to vice patti dik tém, ktefi se toho odvazili. Za-
znam o patnacti sekcich najdete ve sborniku, stejné jako zaznam tii z pracovnich
dilen.

Doufame, ze i tentokrat najdete ve sborniku mnohé inspirace a Ze se s vami
sejdeme i na dalsim ro¢niku konference v roce 2023.

Za programovy a organizacni vybor
Nada Vondrova






JEDNANI V SEKCICH

Aktivity Ceské nirodni banky v oblasti
podpory financ¢niho vzdélavani na ZS a SS

PETR CECHAK!

Ceskd ndrodni banka md jakoZto clen pracovni skupiny financéniho vzdéldvdind
mimo jiné za ukol provozovdni a podporu aktivit financniho vzdélavani. TeéZis-
tém snah Ceské ndrodni banky v této oblasti jsou zejména elektronické vjukové
materialy, které postihuji vcelku prehledné hlavni oblasti v soucasnosti platného
standardu financni gramotnosti. Tuto cinnost publikacni pak doplnuje cinnost
expozicni a predndaskovd a spoluprdce s dalsimi institucemi na aktivitach urce-
nijch pro Ziky nadané. Aktivity Ceské ndrodni banky jsou v soucasnosti zamé-
rené zejména na znalosti, méné pak na dovednosti a postoje, které spoluvytvareji
financni gramotnost, a jen v mensi mire se vénuji rozvoji matematické gramot-
nosti, kterda s gramotnosti financéni uzce souvisi.

Uvod

Cesk4 narodni banka je spolu s dal$fmi institucemi, jako napf. Ministerstvem
skolstvi, mladeZe a télovychovy nebo Ministerstvem financi Ceské republiky, ¢le-
nem pracovni skupiny finanéniho vzdélavani, ktera ma napomahat pfi realizaci
Nérodni strategie finanéniho vzdélavani 2.0, v niz je definovana troji tiloha Ceské
narodni banky pfi napliovani této strategie: byt ,nezavislym odbornym kon-
zultantem “, seznamovat ,verejnost se zakladnimi principy fungovani ekonomiky,
penézniho obéhu a finanéniho trhu“ a podporovat nebo provozovat ,aktivity fi-
nan¢éniho vzdélavani“ (MF CR, 2019, s. 10), pficem# financni vzdélavani je zde
definovano jako ,proces smérujici ke zvysSovani drovné finanéni gramotnosti®,
ktera je vnimana jako ,souhrn znalosti, dovednosti a postoji nezbytnych k dosa-
zeni financ¢ni prosperity prostirednictvim zodpovédného finan¢niho rozhodovani*
(MF CR, 2019, s. 5). Posledni tlohu, tedy podporu & provozovani aktivit v ob-
lasti finan¢niho vzdélavani, se Ceskd narodni banka pokousi realizovat zejména
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ve vztahu k zaktim druhého stupné zakladnich skol, zaktim skol strfednich, ve
vztahu k jejich vyucujicim a déle pak ve vztahu k Siroké verejnosti. Tematicky
tyto aktivity pokryvaji ¢tyri oblasti stanovené platnym standardem finanéni gra-
motnosti, tedy ,nakupovani a placeni“, ,hospodareni domécnosti®, ,prebytek
rozpo¢tu doméacnosti“ a ,schodek rozpoc¢tu domacnosti“ (MF CR, 2017), ¢és-
tecné vsak tyto oblasti centralni banka ve svych aktivitach presahuje, coz je
dano zejména jejim specifickym postavenim jakozto instituce vyznamné ovliv-
nujici svimi rozhodnutimi chod narodni ekonomiky. Proto také Ceska narodni
banka pouziva na svych webovych strankach oznaceni ,finanéni a ekonomicka
gramotnost“ (CNB, 2022), ¢imZ je naznacen obsahovy piesah ji pfipravenych
materidli a provozovanych aktivit.

V tomto prispévku budou bliZze predstaveny vybrané elektronické vyukové
materidly, expozi¢ni a prednaskova ¢innost Ceské narodni banky a aktivity uréené
pro zaky nadané.

Elektronické vyukové materialy

VOV oev

v poslednich letech spocivalo zejména ve vytvareni elektronickych vyukovych
materiali.

V roce 2020 byla na webovych strankich Ceské narodni banky uvefejnéna
prezentace s nazvem Osobni finance aneb jak proplout bez potiZi svetem financi
(Komarek & Komarkova, 2020). Tato prezentace, urcena pro zéaky druhého stupné
zakladnich skol a studenty strednich skol a jejich vyucujici, pokryva zejména pro-
blematiku hospodareni domécnosti, lze v ni vSak nalézt i informace tykajici se
jinych oblasti standardu finan¢ni gramotnosti (nakupovani a placeni, schodkovy a
prebytkovy rozpocet). Kromé samotné prezentace je mozné z webovych stranek
stahnout také tspornéjsi verzi pro tisk a zejména metodické listy urcené vyu-
cujicim, které jednotlivé snimky prezentace blize komentuji a naznacuji rizné
moznosti prace v hodindch (napft. otazky k diskuzi s zaky, resené priklady, moz-
nost uziti hry atd.). Celou prezentaci lze s zaky podle autort projit za 4 vyucovaci
hodiny, coz vyuzije nejspis ten vyucujici, ktery méa ve svém predmétu dostatek
casu alokovany na finan¢ni gramotnost. Vyucujici matematiky miize z prezen-
tace vyuzit priklady z finan¢éni matematiky, které mohou mit oproti tém, které
se standardné objevuji v ucebnicich, tu vyhodu, ze pouzivaji redlnou financ¢ni
terminologii, se kterou se zaci mohou pozdéji setkat pri uzavirani smluv ¢i po-
rovnavani riznych nabidek finan¢nich produktt na internetu. Prezentace obecné
pracuje s vice matematickymi pojmy a koncepty, zpravidla je vSak blize nerozviji.
Pro vyucujici matematiky ale miize predstavovat zdroj inspirace pro tvorbu vlast-
nich prikladt ¢i slovnich tloh s finanéni tematikou, které mohou vyuzit v téch



tematickych celcich, kde se v ucebnicich matematiky s problematikou finanéniho
svéta tak casto nesetkdvame (napt. zlomky, pomér, zavislosti, pravdépodobnost
apod.).

Na webovych strankach Ceské narodni banky lze v sekci vénované finanéni
a ekonomické gramotnosti nalézt dale prezentaci s nazvem Pro¢ vznikaji krize
od stejnych autort (Koméarek & Komarkova, 2021) a dalsi vyukové prezentace a
filmy o ¢innostech a ptisobnosti Ceské narodni banky (CNB 2022), které se viak
jiz dotykaji témat ze standardu finanéni gramotnosti spise okrajove.

Webova platforma Penize na dtéku, spravovans rovnéz Ceskou narodni ban-
kou, shrnuje zakladni informace z riznych segmentt finanéniho trhu, a v tomto
ohledu se tedy dotykaji zejména témat prebytkového a schodkového rozpoctu
doméacnosti (CNB 2021). Kladem této webové stranky je piehledné ¢lenéni in-
formaci podle financ¢nich sluzeb a podle zZivotnich situaci (napt. dichod, rodina,
dluhy apod.) i pristupné vysvétleni relativné komplexnich témat, jako jsou napr.
charakteristiky riznych investi¢nich néstroji. Na strance lze nalézt také navod na
vytvoreni ,zdravého rodinného rozpoctu a nékolik znalostnich kvizi v rtiznych
stupnich obtiznosti, po jejichz vyhodnoceni se respondentiim ukazou u kazdé
otazky odkazy na jednotlivé rubriky stranek, kde se mohou dozvédét vice. Urcity
nedostatek ve skladbé téchto kvizi spoc¢iva v absenci otazek ovérujicich zvladnuti
zakladi finanéni matematiky:.

Expozicni a prednaskova cinnost Ceské narodni banky

V budovéach Ceské narodni banky v Praze a v Brné byla dlouhou dobu umisténa
expozice s nazvem Lidé a penize, ktera seznamovala zejména s historii ¢eské mény
a ceského bankovniho sektoru. Byt se jednalo o expozici zajimavou, je otazkou,
nakolik napomahala rozvoji finan¢ni ¢i ekonomické gramotnosti navstévnikii z rad
studenti. V budové ustredi centralni banky v Praze proto v tuto chvili vznika
nové navstévnické centrum, které ma byt otevieno v kvétnu 2022 a ma kromé
predchozi expozice obsahnout také vice témat z oblasti finanéni a ekonomické
gramotnosti a predstavit je interaktivni a pro zaky atraktivni formou.

Ceské narodn{ banka se déle G¢astni projektu Experti do skol, v jehoz ramci je
mozné poptat prednasku zamétrenou na zvolené ekonomické téma ve skole. Pred-
naskové cinnosti se tucastni jednak vysokoskolsti pedagogové, jednak odbornici
z rliznych instituci, véetné pracovnikii Ceské narodni banky (CNB, 2022).



Aktivity pro zaky nadané

Ceské narodni banka spolupracuje s jinymi institucemi na aktivitach finanénfho
vzdélavani, které maji rozvijet zaky nadané a mimoradné nadané. Spolu s Insti-
tutem ekonomického vzdélavani se podili na organizaci Ekonomické olympiady,
ktera je urcena zaktim 8. a 9. trid zdkladnich skol a zakim skol stfednich a
ma za cil rozvijet jejich znalosti a dovednosti a motivovat je k dalsimu studiu
v této oblasti. Jeji soucasti je také udélovani Ceny CNB za nejlepsi kratky vlog
pripraveny na zadané téma souvisejici s ¢innosti centralnich bank. V roce 2022
zaci odpovidaji ve svém videoprispévku na otazku, zda se maji centralni banky
angazovat v ochrané klimatu (CNB, 2022).

Druhou aktivitou uréenou pro zaky nadané, na niz Ceska narodn{ banka spo-
lupracuje s katedrou financi a cetnictvi Obchodné podnikatelské fakulty Slezské
univerzity a s méstem Karvind, je soutéz o nejlepsi esej s tematikou financéni gra-
motnosti, kterd je uréena stiedoskoldkiim (CNB, 2022).

Zaveér

Ceské narodni banka usiluje o zodpovédny piistup k tkoltim, které ji byly v ramci
Nérodni strategie finanéniho vzdélavani 2.0 (MF CR, 2019) svéfeny. Tézists
jejich aktivit prozatim spociva zejména v pripravé ucebnich materiala, které
jsou snadno dostupné na jejich webovych strankach a pomérné prehledné po-
stihuji hlavni tematické oblasti platného standardu finanéni gramotnosti (MF
CR, 2017). Uréitou nevyhodou téchto materiali viak je jen omezené vyuziti ma-
tematiky, coz neni idealni, nebot finan¢ni gramotnost v sobé nutné zahrnuje také
ovladnuti prislusného matematického aparatu (Brozova et al., 2011). Vsechny
aktivity Ceské narodni banky v oblasti podpory finan¢niho vzdélavani jsou rov-
néz zamerené predevsim na znalosti, ovsem méné na dovednosti a postoje, které
vsak také tvori nedilnou soucast financni gramotnosti, jak ostatné narodni stra-
tegické dokumenty samy uvadéji (MF CR, 2019). Zafazeni nékterych témat ze
strany Ceské narodni banky do problematiky finanéni a ekonomické gramotnosti
se pak muze jevit jako sporné, nebof se ve skutec¢nosti finan¢ni a ekonomické
gramotnosti dotykaji pouze okrajové (zejména témata souvisejici s vyvojem na-
seho bankovniho sektoru a mény na nasem tzemi). I pfes tyto vyhrady vsak
lze materidly a aktivity pfipravené Ceskou narodni bankou v oblasti finan¢niho
vzdélavani vyucujicim doporuéit k doplnéni ¢i obohaceni jejich dosavadni vyuky.
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Apolloniovy tlohy resené jedinou metodou
TOMAS FABIAN!

Apolloniovy ulohy jsou klasickym eukleidovskym zpusobem teseny s vyuzitim rady
ruzngych metod. V clanku se podivime na reseni s vyuZitim metody bodi dangch
vlastnosti. Vsechny Apolloniovy ulohy jsou touto metodou resitelné, ne vsechna

vvvvvv

budeme zkoumat a objevovat s vyuzitim GeoGebry.

Zadani Apolloniovych tloh jsou ve své podstaté velmi jednoducha: jsou dany
tfi objekty (primky, body nebo kruznice) a nasim tkolem je sestrojeni kruznic,
které se dotykaji zadanych kruznic a primek nebo prochézeji zadanymi body.
Tim je dano deset zdkladnich zadani (BBB, BBp, BBk, Bpp, Bpk, Bkk, ppp,
ppk, pkk, kkk). Ve skutecnosti je vsak odlisnych zaddni mnohem vice. Musime
totiz rozlisovat i varianty, které se budou liSit riznosti vzajemnych poloh zada-
nych objektu (bod lezi nebo nelezi na zadané piimce, zadané primky jsou nebo
nejsou rovnobézné atd.). Naptiklad zadani ulohy bod-pfimka-kruznice (Bpk) ma
vice nez dvacet riznych variant. V zavislosti na varianté zadani, které mame resit,
zpravidla volime metodu, kterou pouzijeme. K reseni Apolloniovych tloh se vy-
uziva celé fady riuznych metod (mnozina bodu danych vlastnosti, mocnost bodu
ke kruznici, stejnolehlost, dilatace, kruhova inverze). Je treba fici, ze s zaky a
studenty, se kterymi hleddme béhem hodin nize popsana feseni, jsou z predchozi
vyuky s klasickym zptisobem feseni Apolloniovych tloh jiz obeznameni.

Vsechny Apolloniovy tlohy ve vsech variantach se vsak daji fesit i s vyuzi-
tim pouze jediné metody, pomoci mnozin bodi danych vlastnosti. Jak si vsak
ukazeme dale, ne vzdy jsou tato reSeni eukleidovska.

S touto metodou se setkaji zaci jiz na zakladni skole. S jejim vyuzitim hledaji
stredy kruznic opsanych, vepsanych a pripsanych trojuhelnikiim. Zkusme se nyni
podivat na to, jak postup FeSeni vypadi. Reknéme, ze zici dostanou za tkol
nalézt kruznici opsanou trojihelniku. Nejprve si mohou uvédomit, Ze trojuhelnik
je zde pouze v roli statisty a ze pro samotné feseni tlohy jsou zapotiebi jen jeho
vrcholy. Hledaji tedy kruznici prochazejici tfemi body. Jde proto o Apolloniovu
ulohu pro tii body. Pri hledani stfedu kruznice prochazejici ttemi body nejprve
hledaji mnozinu stfedii vsech kruznic prochazejicich dvéma body ze zadanych
tri. To je osa usecky, kde zadané body jsou krajnimi body tsecky. V dalSim
kroku zopakuji postup pro dalsi dvojici bodi. Hledany stied opsané kruznice je
prunikem obou mnozin.

'PORG, KMDM PedF UK; fabian@porg.cz
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Kdyz si zaci, respektive studenti, plné uvédomi jednotlivé kroky tohoto po-
stupu a zaroven dokazi evidovat, pro¢ jednotlivé kroky postupu funguji tak, jak
funguji, mohou pristoupit k reseni dalsich Apolloniovych tloh stejnou metodou.
Obdobny postup totiz muzeme aplikovat i na ostatni Apolloniovy ulohy. Ze za-
danych trojic objektid vytvorime dvojice a hledame postupné mnoziny stredu
kruznic, postupné pouze pravé pro tyto dvojice. Kazdou jednotlivou tilohu pak
dokazeme vytesit, kdyz dokazeme nalézt mnozinu stfedt kruznic pro jednotlivé
dvojice zadanych objektti (ve skutecnosti ndm staci dokazat naleznout stredy
kruznic pro dvé dvojice ze tif). Celkové je takovych dvojic Sest (BB, Bp, Bk,
pp, pk, kk). I tyto dvojice maji rizné varianty, je jich vSak podstatné méné
nez u puvodnich trojic. Dvojice bod-bod (BB) m4 variantu pouze jednu, dvojice
bod-ptimka (Bp) varianty dvé atd.

Pro nékteré dvojice jsme schopni mnoziny hledanych stredti nalézt snadno.
Jednak proto, Ze jsme se treba s takovymi mnozinami jiz setkali v minulosti,
jednak proto, ze jsme schopni si takové mnoziny lehce predstavit. Mezi takové
dvojice patti dvojice bodi, dvojice rovnobéznych nebo riiznobéznych primek nebo
dvojice primka a bod, pokud bod lezi na piimce. Obcasné potize zaktm jiz ¢ini
dvojice bod a kruznice, kde bod lezi na kruznici, nicméné i v tomto pripadé jsou
zpravidla schopni hledanou mnozinu nalézt. Predstavit si hledané mnoziny pro
dalsi dvojice, napr. dvé kruznice, jiz zaktim ¢ini potiZze a casto se jejich predstavy
se skuteénou mnozinou vyrazné rozchézeji.

Nastésti mtizeme s zaky hledané mnoziny snadno systematicky prozkoumavat
pomoci dynamického prostredi GeoGebry. Pojdme se podivat, jak takové hledani
mnoziny stredt vypada pro dvojici primka a bod, kdyz bod nelezi na primce.

Pokud bychom rovnou chtéli po zacich zkonstruovat hledanou mnozinu, nebu-
dou veédét, kde zacit. Zde pomiize, kdyz zadani postavime konkrétnéji. Nechceme
od zakt najit mnozinu vsech stiedi, ale nalézt alespon jeden stred kruznice,
ktera spliiuje podminky tlohy. Zaci zpravidla jako prvni naleznou Feseni, kdy
stfed kruznice lezi na kolmici k pfimce prochazejici zadanym bodem. Pokud maji
problém najit dalsf fesen{, miZeme zaddn{ jests vice konkretizovat. Uloha pak zni
napr.: ,,Naleznéte kruznici, ktera se dotyka zadané primky, prochéazi zadanym bo-
dem a ma polomér 5 cm.“ Vytesit takovou tlohu je pro zaky o poznani snazsi.
V dynamickém prostiedi GeoGebry mohou zaci nahradit hodnotu konkrétniho
poloméru hodnotou posuvniku. Neni pak problém béhem chvilky objevit celou
fadu stfed kruznic pro rtzné hodnoty poloméru a vyznacit si polohy téchto
stredt pomoci funkci Stopa zapnuta nebo MnoZina bodi. Celkem snadno tak
evidujeme, ze v tomto pripadé je hledanou mnozinou parabola (viz obr. 1). Oh-
niskem paraboly je zadany bod a zadana primka je primkou ridici. Hledali jsme
totiz body, jejichz vzdéalenost od zadaného bodu i od ridici primky je v obou
pripadech dana hodnotou jediného posuvniku. To skutecné odpovida mnozinové
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definici paraboly. Protoze zname tidici ptimku a ohnisko, mtizeme pristé konstru-
ovat parabolu primo pomoci nastroje Parabola.

Obrazek 1: Parabola.

Obdobnym zptisobem muzeme s zaky prozkoumavat i dalsi dvojice objektii.
Nebudu zde prozrazovat, jak vysledné mnoziny vypadaji, abych ¢tenare neosi-
dil o potéseni je nalézt samostatné. Nicméné prozradim alespon to, ze se vzdy
jedné o singularni nebo regularni kuzelosecky. Regularni kuzelosecky vsak nejsou,
s vyjimkou kruznice, eukleidovsky konstruovatelné. Nejsou tedy eukleidovska ani
ta TeSeni Apolloniovych tloh, ktera vyuzivajici téchto mnozin. Kdyz maji zaci
prozkoumany vSechny mozné dvojice ve vSech variantach, je jiz feSseni Apolloni-
ovych tloh snadné a v GeoGebte snadno zkonstruovatelné. Ukazku feseni ulohy
bod-piimka-kruznice (Bpk) vidite na obr. 2.

Vyse popsana metoda feseni Apolloniovych tloh a zejména jeji objevovani
se ukazuje jako vhodna pro zarazeni do badatelsky orientovanych hodin vyuky.
74ci dopfedu nevédi, jak budou mnoziny stied kruznic vypadat, a jejich prvotni
odhady se mnohdy vyrazné rozchéazeji se skute¢nym tvarem mnozin. Systema-
tickym zkoumanim jsou vsak zaci schopni v dynamickém prostitedi GeoGebry
postupné odhalovat, jak hledané mnoziny vypadaji. ReSené problémy nejsou ani
prilis obtizné, aby demotivovaly, ani priliS snadné, takze je mozné zazit radost
i prekvapeni z objeveného.
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Obrazek 2: Reseni tlohy bod-pifmka-kruznice.
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Vyuka financ¢ni gramotnosti na zakladni Skole

Jiri HELus!

S wvysokym poctem exekuci prichdzi otdzka, zda-li jsou obcané Ceské republiky
financné gramotni. Mistem, které se starda o zvysovdni financni gramotnosti je
myj. zakladni Skola. Rozhodli jsme se zjistit, jakym zpusobem je z pohledu uci-
teli financni gramotnost vyucovana. V clanku najdete nekteré vysledky dotazniku
a reakce ucitelu. Znalosti a dovednosti Zaku zdkladni skoly v oblasti financni gra-
motnosti overujeme testem. Nejzajimavejsi odpovéedi Zakiu najdete v nasledujici
casti. 'V zavéru clanku jsou uvedeny nékteré materialy k vjuce financni gramot-
nostu.

Uvod

V historii lidstva hrali majetek a finance vzdy dilezitou roli. Po¢inaje sménnym
obchodem pres prvni razené mince az po penize na bankovnim ucté. To, jak lidé
dokazali a dokazi s majetkem nakladat, udrzet si ho a hospodarit s nim, zna-
telné ovliviiuje kvalitu jejich zivota. Terminem, ktery popisuje tyto dovednosti,
je finan¢ni gramotnost (dédle jen FG). ,Finan¢ni gramotnost je soubor znalosti,
dovednosti a postoji nezbytnych k dosazeni finan¢ni prosperity prostirednictvim
zodpovédného finanéniho rozhodovani. Finan¢né gramotny obcan se orientuje
v problematice penéz a cen a je schopen odpovédné spravovat osobni/rodinny
rozpocet, véetné spravy financnich aktiv a finan¢nich zavazkt s ohledem na mé-
nici se zivotni situace” (VﬁP, 2011). V roce 2020 bylo v Ceské republice zhruba
720 tisic osob v celkem 4,33 milionech exekucnich fizeni? (EK CR, 2020). To zna-
mené, ze priblizné 6,7 % obyvatel je v exekuci.? Nejpravdépodobnéjsi pricinou je
nizka FG populace. Pokud nepocitame rodinu a materskou skolu, je primarnim
vzdélavatelem zakladni skola. ,Zékladni vzdélavani ma zakim pomoci utvaret
a postupné rozvijet klicové kompetence a poskytnout spolehlivy zaklad vseo-
becného vzdélani orientovaného zejména na situace blizké Zivotu a na praktické
jednani“ (MSMT, 2021). Polozili jsme si proto otdzky, zda-li Zaci na zékladni
skole FG opravdu ziskaji, v jaké mite a jaké kvalité je FG na zakladni Skole
vyucovana a jak finanéné gramotni jsou zaci.

'KDM MFF UK; Jiri.Helus@seznam.cz
2Aktualn{ k 11. 11. 2020
3Uvazujeme poéet obyvatel CR 10,7 milionu (CSU, 2021).
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Vysledky dotazniku pro ucitele

S cilem zjistit, do jaké miry a kvality se FG na druhém stupni zakladni skoly
vyucuje, jsme sestavili dotaznik pro ucitele. Ten vyplnilo celkem 41 uciteli. Vét-
Sina z téchto uciteld, celkem 38 z nich, uc¢i na druhém stupni zakladni skoly, zbyli
3 uditelé uéi na viceletém gymnéziu.*

7, odpovédi vyplyva, ze vice jak polovina uciteli uéi FG az v 8. a 9. roc¢-
niku zakladni skoly, v 9. ro¢niku se jedna o tii ¢tvrtiny respondentii. Divodem
muze byt mentalni vyspélost zaka nebo matematické znalosti, které v predcho-
zich rocnicich nabyli. Pokud ucitelé FG vyucuji, jedna se v priuméru o zhruba
34,6 vyucovacich hodin za druhy stupen. Vzhledem k extrémnim hodnotam mezi
odpovédmi je pro nés smérodatnéjsim tdajem median, ktery vychazi 24.°> Tento
udaj odpovida 6 vyucovacim hodindm rocné.

Nejcastéjsim tématem napri¢ celym druhym stupném je rozpocet. Pouze
v 7. ro¢niku ucitelé nejcastéji zminovali vypocty s procenty. Takové vysledky
jsme ocekavali vzhledem ke skutecnosti, ze tézisté finanéni matematiky druhého
stupné je pravé u kapitoly procent, ktera se bézné vyucuje v 7. rocniku. Mezi dalsi
casta témata patii platidla, bankovni ucty, kapesné, urokovdani, uvéery, pujcky,
dané, pojisténi nebo sporeni. Pojem investice se poprvé objevil az v 8. ro¢niku.

Kdyz jsme se ptali na predmét, ve kterém ucitelé nejcastéji FG uci, vyskytly
se zde 3 nejcastejsi odpovedi. Matematika, obcanskd vychova a financni gramot-
nost.® V matematice se Zaci dostanou k oblasti finanéni matematiky, zatimco
v ob¢anské vychové’ probiraji ostatni ¢asti FG bez vypocti. Idedlnim piipadem
je samozrejmé samostatny predmeét financni gramotnost, ve kterém si zaci mohou
projit vyukou finanéni gramotnosti v celku.®

Mezi nejcastéjsi formy vyuky FG patii vyklad, skupinova prace, hry a pro-
jekty. Naopak velmi zridka ucitelé vyuzivaji diskuzi, simulaci, scének, seminarnich
praci nebo zvani hostt.

Existuje mnoho ucéebnic k vyuce FG, nejvice odpovédi se tyka ucebnice Fi-
nancni gramotnost (nakl. Fortuna). Dalsimi u¢ebnicemi v poradi jsou Financni
gramotnost (nakl. Computer Media) a Financéni a ekonomickd gramotnost (nakl.
Scientia). Cast4 odpovéd byla také bez ucebnice.

Dvé tretiny uciteli jsou spokojené s mnozstvim casu, které financni gramot-
nosti pri vyuce vénuji, jedna tretina spokojend neni. Domnivame se, ze ucitel,

4Mezi divody tak nizkého poctu respondentdl vyuéujicich na gymnéziu muiZe patiit nedostateéné osloveni této
skupiny uciteld, nizky pocet viceletych gymnazii v porovnani s poctem zakladnich skol nebo skutecnost, ze se
FG na gymnéziich tolik nevyucuje. Tuto hypotézu jsme vsak neovérovali.

50bé statistické hodnoty poéitaji pouze s nenulovymi daty.

6Jako samostatny predmét.

"Méme na mysli i zdklady spolecenskych véd a dalsi odpovidajici pfedméty.

8Pro pochopeni pfedchoziho odstavce je nutné vnimat finanéni matematiku jako prinik jinak disjunktnich védnich
obori, matematiky a finan¢ni gramotnosti.

17



ktery ma nizkou droven FG, neciti pottebu FG vice vyucovat. Tedy nelze ¢init
z dat zavér, ze je FG vyucovana v dostateéném mnozstvi.

Na zaveér dotazniku jsme ucitelim polozili otazku, co by jim pomohlo, aby byli
spokojeni s rozsahem a kvalitou vyuky FG. Témér polovina ucitelt by ocenila
nové materidly. Vice jak tretina ucitelil by vyuzila konzultace s odborniky nebo
kolegy, kteri FG také vyucuji. Tteti nejcastéjsi odpovédi byla zména ramcovych
vzdélavacich programi, pripadné skolnich vzdélavacich programi.

Vysledky testu pro zaky

Testu se zucastnilo celkem 113 zakt. Z toho 49 chlapcii a 64 divek. Celkem 87 zakt
navstévovalo zakladni skolu, 26 zak gymnazium. 8 zakd navstévovalo 6. roénik,
6 zakt 7. rocnik, 57 zaki 8. roénik a 42 zaki 9. rocnik. Vzdy uvazujeme i odpovi-
dajici ro¢niky viceletych gymnazii. Test obsahoval celkem 27 otazek rozdélenych
do 8 ¢asti. V nasledujici ¢asti budou zminény nékteré tlohy s odpovédmi zaki.

Otazka ¢. 4: Co se déje pri inflaci?
Nabidka odpovedi:
o Za stejné mnozstvi penéz si miizeme nakoupit méné véci.
o Ceny rostou a hodnota penéz se snizuje.
o Bankovky nabyvaji na hodnoté, zatimco mince na hodnoté ztraceji.
o Za stejny nakup zaplatime vice penéz.
o Vlivem (z angl. influence) vyvoje modernich technologii prestavaji lidé
platit mincemi a bankovkami.

Tucéné jsou zvyraznény spravné odpovédi. Dvé tretiny zakt spravné odpove-
dély, ze ,[cleny rostou a hodnota penéz se snizuje“. Zbylé dvé odpovédi v obou
pripadech zvolila neceld polovina zakt. Treti odpovéd zvolila necela desetina
zakl. Vice jak pétina zaki vsak zvolila posledni moznost, ktera piisobi odborné,
je vsak smyslena.

Nasleduje priklad z finanéni matematiky.

Otéazka ¢. 5: Produkt je zlevnén o 24 % na 769 Ké. Bez pocitani odhadni
pribliznou vysi slevy.
Nabidka odpovedi:

o 150 K¢

e 250 K¢

e 350 K¢

o 450 K¢

e 550 K¢

o Nevim
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U této otazky jsme predpokladali, ze zaci 7. a vyssiho ro¢niku budou mit
oproti zakim 6. ro¢niku vyhodu, jelikoz jiz prosli vyukou procent. To se pre-
kvapivé nepotvrdilo. Pouze dvé pétiny vSech zakt odpovédély spravné. Pomoci
chi-kvadrat testu jsme zjistovali, zda existuje zavislost mezi spravnymi odpo-
védmi a pohlavim zéka, jelikoz mnoho spravnych odpovédi prislo od chlapci.

vvvvvv

se nepotvrdil.

Otazka ¢. 22: Kolik bys musel/a mit na spoficim tctu s trokovou sazbou
0,5 % p.a., aby vyse vyplaceného uroku pred zdanénim prvni mésic ¢inila
30000 K¢? Zadej pouze ¢islo.

Druhy priklad z oblasti finan¢ni matematiky dopadl o poznani hiite. Za sprav-
nou odpoved povazujeme hodnotu 72000000 K¢. Tu zvolili pouze 4 zaci. Témeér
polovina zaki odpovéd neznala nebo nerozuméla zadani. Celkem 17 zakt odpové-
délo 6 000000 K¢. Tato odpovéd by byla spravna, pokud by se nejednalo o ro¢ni
urokovou sazbu, ale mésiéni.

Otazka ¢. 23: Kazdy clovék plati nebo je za néj odvadéno zdravotni pojistént.
Kdo ho plati za tebe, zaka/yni ZS?
Nabidka odpovedi:

« Skola

« Rodice

o Meésto

o Stat

o Kraj

e Zdravotni pojistovna

o Nevim

Vice jak ¢tvrtina zakh si mysli, ze zdravotni pojisténi za né plati sama zdra-
votni pojisStovna. TTetina zakl uvedla, ze za né zdravotni pojisténi plati rodice.
I to bychom mohli povazovat za spravnou odpovéd, vezmeme-li v potaz, zZe ro-
dice odvadéji dané, ze kterych stat zdravotni pojisténi za zaky plati. Spravnou
odpovéd, tedy stdt, uvedla zhruba tretina zakii.

Materialy do vyuky

Materialii pro vyuku FG existuje velké mnozstvi. Podrobny seznam véetné popisii
naleznete v (Helus, 2021). Zde uvedu jen nékteré z nich.

9Bylo vypoéitano testovaci kritérium K = 8,61 majici pro nezévislé znaky rozdéleni x2 s jednim stupném volnosti.
Nésledné bylo porovnéno s kritickou hodnotou na hladiné vyznamnosti 0,05 (3,841).
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Webové stranky Online hry
e www.zlatka.in FinGR play13
e www.financnivzdelavani.cz Penize na ttékutd

o www.fgdoskol.cz Chrénime korunu'®

Rozpoéti si to!'6

Videa
o Financ¢ni gramotnost — NEZkres-
lend véda 110
o Déjiny penéz — NEZkreslena véda Deskové hry

It  Finanéni svoboda!”
o www.fgdoskol.cz/rozcestnik e Cashflow 101
/videa e Monopoly
o Vzdélavaci videa — finan¢ni gra- e Oeconomica
motnost!? e Dostihy a sazky
Shrnuti

FG je soucasti rdmcovych vzdélavacich programt a dalsich podptrnych doku-
mentil. Taktéz je povinné vyucovana na zakladnich skolach. Zalezi vsak na sko-
lach samotnych a na ucitelich, v jaké mite FG do vyuky zaradi. Nékteri ucitelé
vyucuji FG v matematice nebo spolecenskych védéch, a to v rozsahu kolem 6 vy-
ucovacich hodin ro¢éné. Jini vyucuji FG v samostatném predmétu s hodinovou
dotaci 2 vyucovaci hodiny tydné. Mira vyuky se tedy lisi, celkové vsak z vysledkt
dotazniku vyplyva, ze je vyuce FG vénovano malo ¢asu. Presto je vSak vétsina
ucitell s mnozstvim casu spokojena. K vyuce FG existuje velké mnozstvi materi-
all, jakymi jsou naptiklad ucebnice, pracovni sesity, videa, hry a mnoho dalsich.
I presto by vsSak vétsina ucitell ocenila nové materialy. Taktéz by uvitali konzul-
taci s experty a kolegy. Z testu pro zaky vyplyva, Ze nejvétsim problémem jsou
ulohy z finanéni matematiky. Ostatni znalosti FG vsak také nejsou na uspokojivé
urovni. Domnivame se, Ze je potieba vénovat vyuce FG vice casu.

100dkaz na video: https://youtu.be/ukhMic-WXoM

" Odkaz na video: https://youtu.be/o_fLzJv6Q9g

120dkaz na YouTube kanal: https://youtube.com/playlist?list=PLeHpXXzZpcX-w6WvZuBQASZ_B6CiD2GM3
13Vice informaci: https://www.fingrplay.cz/

14Vice informaci: https://www.penizenauteku.cz/

15Vice informaci: https://www.chranimekorunu.cz/

16Vice informaci: http://www.rozpoctisito.cz/

17Vice informaci: https://www.financnisvoboda.cz/
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Vyhledavani materiali na portalech NPI

ANTONIN JANCARIK', JARMILA NOVOTNA?, JAKUB MICHAL?

V ramci prispevku je predstaven jeden z dilc¢ich vystupi projektu Al asistent pro
zaky a ucitele. Predstavujeme cast vyzkumu, jehoZ cilem bylo navrhnout a expe-
rimentalné overit systém klasifikace digitdlnich vyukovych zdroji. Za timto tce-
lem byly vytvoreny tri systémy klasifikace obsahu (RVP, CERMAT, PedF), které
vychdzeji z riuznych pristupi ke vzdelavacimu obsahu na zdkladé kurikuldrnich
dokumentiu. Ukazuje se, Ze je velmi obtizné nalézt u konkrétnich materialu, ale
i v obecné roviné, propojeni mezi pozZadovanymi vystupy, ucivem a ndslednymi
pozZadavky u statni maturitni zkousky. To je jisté cennym podkladem do diskuze
o revizi kurtkuldrnich dokumenti.

Uvod

Jednim z néstroji, které mizeme ve vyuce matematiky pouzivat, jsou digitalni
vyukové materidly. Na jejich tvorbé se podileji komercni spolecnosti, neziskové
organizace, akademicka pracovisté, ale také ucitelé a studenti. V nékterych pri-
padech jsou dokonce ucitelé primo vybizeni, aby tyto materidly vytvareli a sdileli
(napi. v ramci projektu Sablony).

Vznik digitalnich vyukovych materiald velmi urychlila pandemie covid-19,
v ramci niz doslo k uzavteni skol a prechodu na distanéni vyuku. V tomto obdobi
mnozi ucitelé zacali nejen vyhledavat, ale také vytvaret a sdilet své vlastni pod-
klady pro vyuku. Vznikla tak celd fada zdroji, které jsou zdarma dostupné, ale
maji velmi rozdilnou kvalitu. V souvislosti s touto expanzi se objevila pomérné
zasadni otazka, jak shromazdéné materidly klasifikovat a jak v nich efektivné
vyhledavat. Této otazce se vénuje i vyzkum realizovany v ramci projektu Tech-
nologické agentury CR nazvaného AI asistent pro Zdky a ucitele, na jehoz FeSeni
se autori tohoto ¢lanku podileji. V prispévku se budeme zabyvat otazkou, jak
dostupné materialy klasifikovat.

Portal EMA

Jednou z cest, jak ucitelim vyukové materidly zprostredkovavat, je i zrizovani
narodnich portal, na kterych jsou zdroje nabizeny. V Ceské republice je provo-
zovatelem takového portalu nazvaného EMA (ema.rvp.cz, viz obr. 1) Narodni

'KMDM PedF UK; antonin.jancarik@pedf.cuni.cz
2KMDM PedF UK; jarmila.novotna@pedf.cuni.cz
3SKMDM PedF UK; cjakub@email.cz
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pedagogicky institut CR. Portal v sou¢asné dobé nabizi desitky tisic vyukovych
materialti v ceském jazyce. Cilem vyzkumu, ktery zde prezentujeme, je klasifiko-
vat vyukové materidly z tohoto portalu vénované matematice tak, aby tato kla-
sifikace mohla byt pouzita pro pozdéjsi u¢eni umélé inteligence (Al). Al asistent
by mél nejen poméahat ucitelim a zaktm ve vyhledavani vhodnych materiala, ale
také samostatné obsah ucebniho materidlu klasifikovat dle stanovenych kritérii.
Prvnim krokem k dosazeni tohoto cile je nalezeni vhodného zptsobu hodnoceni
materiali.

L]
1 Il n m‘;‘;‘g“f portal Wiateridly da viuky Odbaené Elirky Websrife Daddi
—
Q —
: x

~__EMA MA MiSU? KDEPAK! '
EMA MA OVERENE A KVALITNI VYUKOVE MATERIALY!

ZADEJTE HLEDANE TEMA J

TYP MATERIALL ot

STUPEN VZDELAVANI " ‘

VYHLEDAT MATERLAL

Obrazek 1: Portal EMA.

Klasifikace materiali dle obsahu

Jednim z hlavnich kritérii, podle kterych jsou vyukové materialy vyhledavany
a tridény, je v souladu se vSseobecnym ocekavanim jejich obsah. Proto je jednim
z cila projektu dosdhnout toho, aby pomoci Al bylo mozné urcit, jakému tématu
se dany vyukovy material vénuje. K tomu je nutné nejen navrhnout vhodnou
klasifikaci, ale pomoci ni také zaradit vétsi mnozstvi materiali, které nasledné
budou slouzit pro uc¢eni Al. Ke klasifikaci obsahu jsme pouzili ti odlisné konci-
pované systémy hodnoceni, které jsme pracovné oznacili RVP, CERMAT a PedF.

Klasifikace dle systému RVP vychazela z kurikularniho dokumentu Rdmcové
vzdéldvact programy (RVP G, 2007), ktery stanovuje o¢ekdvané vystupy ze vzdé-
lavani na vsech gymnéziich v Ceské republice. Jednotlivé materidly jsou hod-
nocené podle vystupt, ke kterym mé pouziti materidli sméfovat (napr. zak
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uziva vlastnosti délitelnosti prirozenych ¢isel). Tento systém byl pouzit mimo
jiné proto, Ze je pouzivan pro klasifikaci materialii na portalu EMA.RVP.CZ, coz
je zdroj, ze kterého byly materidly hodnoceny.

Klasifikace dle systému CERMAT vychazi z dokumentu Katalog pozadavki
zkousek spolecné casti maturitng zkousky (CERMAT, 2014), ktery specifikuje po-
zadavky na zaky, kteri budou konat statni maturitni zkousku z matematiky.
Tento systém klasifikuje vyukové materialy podle dovednosti, kterych zaci do-
sahli (napt. zak dovede rozlisit prvocislo a ¢islo slozené).

Treti pouzity systém klasifikace vyukovych materidli (oznacovany PedF) je
systém navrzeny autory c¢lanku a vychazi z kurikularniho dokumentu RVP Z
(2021). Tento dokument urcuje zavazné pozadavky na vyuku na vSech zaklad-
nich skoldch v Ceské republice, byl vSak autory ¢lanku doplnén a rozsifen tak,
aby lépe vyhovoval potrebam klasifikace digitalnich materialii. Na rozdil od kla-
sifikace dle RVP nevychézeji autori z o¢ekavanych vystupi, ale pouzivaji klasi-
fikaci podle uc¢iva. Podle jejich zkusenosti tato klasifikace lépe vystihuje zptisob,
kterym ucitelé k vyukovym materialtim pristupuji a podle jakych parametra je
vyhledavaji.

Cilem vyzkumu predstavovaného v tomto célanku bylo nalézt odpovéd na
otazku, zda navrzeny systém klasifikace ucebnich materiali je dostatecné presné
specifikovan, aby bylo mozné u kazdého materialu jednoznacné rozhodnout, ke
které oblasti se vztahuje. Tedy jestli je mozné viibec navrzené systémy klasifikace
pouzit. Je zrejmé, ze pokud se v urceni na zarazeni materialy neshodnou sami
hodnotitelé (hodnotiteli byli vsichni tii autori ¢lanku), bude takrka nemozné pou-
zit klasifikované vyukové materialy pro uceni Al a Al nebude schopna vyhledavat
vhodné materialy.

Vyzkum jsme rozdélili do dvou zakladnich c¢asti, které popiseme v dalsim
textu. V prvni ¢asti vyzkumu jsme se zamérili na sjednoceni postupt pri hod-
noceni, ve druhé casti jsme se pak vénovali vlastnimu hodnoceni vzdélavacich
materiali pro potteby projektu a uceni Al

Prvni ¢ast vyzkumu jsme rozdélili do dvou fazi, které na sebe navazovaly:

Féaze 1: Individualni zhodnoceni 49 materiali z portalu EMA,;
Faze 2: Porovnani hodnoceni u 10 z nich (vybrané ndhodné).

Pro fazi 1 bylo vybrano 49 materidli z portalu EMA tak, aby pokryvaly
vétsinu témat. Kazdy hodnotitel vypracoval tabulku, v niz uvedl sva hodnoceni
u jednotlivych klicovych kategorii. Pro ilustraci uvadime na obr. 2 ukazku z jedné
z tabulek, které v této ¢asti vznikly.

Ve fazi 2 bylo ndhodné vybrano 10 tloh z portalu ema.rvp.cz a byla provedena
srovnavaci analyza jejich hodnoceni z faze 1. Vysledek srovnavaci analyzy je
predstaven v tab. 1.
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Adresa EMA Mizev VP CERMAT PEDF Pfedp. mnalosti
https:/fema.rvp.cz/material /481 LINEARNI FUNKCE a1 422 2231 a1
https:/fema.rp.co/material /697 GRAF LINEARMNI FUNKCE 41 422 2231
httpsi/fema.np.cr/material /61838 VLASTHOST| LINEARNT FUNK 41 422 2231
hittps:/fema rvp.cz/material/9223 FUNKCE = DETEETIV 4 4 22
hitps:/fema.rvp.cr/material/S735 PEXESO = LINEARNI FUNKCE 41 422 2731
hittps:/fema.rvp.cz/material /33389 UNEARNI FUNKCE - GRAFY a1 422 2231
https:/fema.rvp.cz/material /3615 LINEARNI FUNKCE - PRIXLAC a1 a1z 2231
hitps:y/fema.rvp.cz/material/5312 GRAF LINEARNI FUNKCE a1 422 2231
https:/fema.rvp.cz/material/33436 BLUDIATE = LINEARNI FUNKG a1 413 2231
hittps:/fema rvp.c/material/2812 FUUNKCE - GRAF LINEARNI FL a1 422 2231
hittps:/fema. rvp.c/material/ 702 LINEARNT FUNKCE 41 4312 2231
hitps:/fema.rvp.crfmaterial/5540 GRAF NEPRIME UMERNOST 4 425 222
hittps:/fema.rvp.cz/material/3751 NEPRIMA UMERNOST 4 335 2223, 1222
hitpsdfema.r material/3751 SLOVNI ULOHY NA 4 421 2222 133,142,813
https:/fema.rvp.cx/material/ 2717 SLOWNI UILOHY O SPOLECNE 4 335 2223, 2222
https/fema.rvp.cofmaterial/5747 PRIMA & NEPRIMA UMERNC 4 431,425 m
hitps:/fema.rvp.co/material/ 3587 KVADRATICKA FUNKCE 4 43 225
hittps:/fema.rvp.cz/material /61842 VLASTHOST| KVADRATICKE F 4 43 225
hittps:/fema.rvp.cz/material /61841 GRAFY KVADRATICKYCH FUM 4 a3 225
hittps/fema.rvp.cr/material/s443 PRACE S TABULKAMI A GRAI 313 923,924 2141, 2142, 2151, 2153
https:/fema.rvp.cz/material /6920 CTEME DATA Z TABULEK A G 13 924 211, 213, 2151, 2152
https:/fema.rvp.cz/material/48960 TABULEY A GRAFY i3 924 2153, 2151, 2152 135
hitps:/fema.rvp.cz/material/ 1378 GRAFY A TABULKY 33 924 211,213 2141, 2142, 2151
hitps:/fema.rp.co/material/62122 PROMER A MEDIAN 3 923 2141, 2144
https:/fema.rvp.crfmaterial/9553 PROMER, MODUS A MEDMAI 3 923 2141, 2143, 2144, 211, 212

Obrazek 2: Ukazka hodnoceni materialti ve stanovenych systémech hodnoceni.

Tabulka 1: Vysledky srovnavaci analyzy jednotlivych hodnoceni.

Rozdil u jed-
noho ¢lena
o 1 troven

Vétsi

Klasifikace | Uplna shoda rozdily

Poznamky

Vétsi rozdily:
U 5 tloh ne-
bylo zarazeni
u  vSech tri
hodnotitelt.

RVP 0 4 6

CERMAT 8
PedF UK 8 0 2

Vysledkem faze 2 jsou tato zjisténi:

o U systému klasifikace CERMAT jsou mezi hodnotiteli malé rozdily, 1ze ho
tedy povazovat za jednoznacné rozlisujici.

o Predchozi situaci se blizi i pouziti klasifikace dle systému PedF.

« U ukazatele RVP nebyla iplna shoda ani jednou, ale prevazily velké rozdily
v zaTazeni. Je to dano charakterem RVP, kde hlavni pozornost je zamérena
na vystupy z jednotlivych stupnii vzdélani, ne na jeho pribéh; proto je
v nekterych pripadech obtizné urcit, kam tlohu zaradit.

o Klasifikace podle vystupt z uceni, které pouziva model RVP a ktera je
piimo soucasti portalit FMA, neni dostatecné jasné specifikovana a neni
vhodné pro klasifikaci materidlti pro potreby uceni Al.

Na zakladé vyse uvedenych kritérii byla ve druhé c¢asti vyzkumu provedena
klasifikace 338 digitalnich materialti z portalu ema.rvp.cz.
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Materialy byly klasifikovany podle tématu, kterému se vénuji, a klasifikace
probihala ve ttrech jiz predstavenych systémech.

Hodnoceni dle klasifikace RVP se neukazalo byt zcela vhodné. Vystupy byly
casto prilis obecné na to, aby podle nich byly vyhledavany konkrétni typy tloh.
Také naopak bylo mnohdy obtizné téma k néjakému vystupu zaradit. Mnohdy to
nebylo mozné dokonce viibec, nebo jen velmi problematicky. Nelze navic oceké-
vat, ze by zak, rodi¢, ale pravdépodobné ani ucitel material vyhledaval na zakladé
vystupu uvedeného v RVP.

Pri pouziti klasifikace CERMAT, vychazejici z pozadavka na védomosti a do-
vednosti, které mohou byt ovérovany v ramci jednotné prijimaci zkousky CER-
MATu, jiz bylo mozné vétsinu tuloh zaradit k jednomu z téchto pozadavku, ka-
tegorie nebyly vzdy dostatecné specifické. Proto jsme v ramci klasifikace PedF
kategorie rozsirili o dalsi podtémata, mnohdy az ke konkrétnim jeviim, které
bude ucitel, rodi¢ ¢i zak vyhledavat pravdépodobnéji.

V myslenkové mapé, ktera za timto ucelem vznikla (viz obr. 3) jsou také na-
znaceny nekteré vztahy a souvislosti mezi jednotlivymi tématy. Ty znacné uleh-
¢ily hodnoceni, kdyz néjaky material spadal do vice nez jedné kategorie. Stromova
struktura se zminénou provazanosti umoznila snazsi nalezeni takovych témat,
ktera jsou k danému tématu vhodnou prerekvizitou ¢i korekvizitou. Tato navaz-
nost uciva byla také uvadéna u hodnoceného materialu, pokud to bylo mozné
a smysluplné. Tuto nové vytvorenou taxonomii jsme provazali na vystupy z RVP
tak, aby bylo mozné témata (alespon jednim smérem) prevadét a snaze hodnotit.

Obrazek 3: Treti taxonomie.
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Zaveér

Prezentovany vyzkum poslouzil nejenom jako podklad pro nasledné uceni Al roz-
poznavat vyukové materialy, ale poskytl cenny vhled do zptsobu, jakym k obsahu
uciva pristupuji jednotlivé kurikularni dokumenty. Poslouzil také k porozumeéni
zéakladnim vazbam a navaznostem mezi jednotlivymi tématy, kterym se Skolska
matematika vénuje. Prvnim z téchto zjisténi je fakt, Ze je velmi obtizné nalézt
u konkrétnich materiall, ale i v obecné roviné, propojeni mezi pozadovanymi vy-
stupy, u¢ivem a naslednymi pozadavky u statni maturitni zkousky. Toto zjisténi
si vyzaduje dalsi hlubsi studium a miize slouzit i jako velmi vyznamny vklad jak
do diskuze do probihajicich diskuzi o podobé maturitni zkousky, tak do pripra-
vované revize kurikularnich dokumenti.

Soucasti vyzkumu byla i analyza dalsich parametri vyukovych materidli,

kterym se vsak tento ¢lanek nevénuje.

Tento ¢lanek vznikl s podporou projektu TACR ¢ TL05000236 — Al asistent pro zéky a ucitele.
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Ako studenti ucitelstva vnimaji argumentaciu a
dokazy

KATARINA JANOSKOVA!, TUNDE Kiss?, LENKA VRABLOVA®, MARIA
SLAVICKOVA*

Argumentdcia a dokazy su vyznamnou sucastou vyucovania matematiky, pricom
ich zaradenie je do velkej miery v rukdch ucitela. Formou skupinovych interview
sme zistovali predstavy a postoje budiucich ucitelov matematiky ohladom argumen-
tdcie a dokazov vo vyucovani matematiky. Studenti ucitelstva zvicsa vnimali velky
vyznam argumentdacie a dokazov vo vyucovani. Niektori maju tazkosti predstavit
st ich zaradenie do vyucovania. Na zdklade vysledkov interview sa domnievame,
ze tieto problémy mozu suvisiel s nedostatkom skiusenosti studentov s argumen-
taciou uZ pocas zdakladoskolského ci stredoskolského studia. Tieto domnienky je
vsak nutné dalej preskimat.

Uvod

N&s vyskum je sucastou pilotného testovania medzinarodného Horizon 2020 pro-
jektu MaTeK (akronym z Enhancement of Research Excellence in Mathematics
Teacher Knowledge, https://www.projectmatek.eu/). Projekt patri medzi
projekty podporené Eurdpskou tiniou a zamerané na budovanie vyskumnej infra-
struktiry a medziuniverzitnej siete (tzv. Twinning projekt), v ktorom sa zame-
riavame budovanie spomenutej medziuniverzitnej siete aj prostrednictvom spo-
locného vyskumu zameraného na budicich uc¢itelov matematiky.

Argumentacia a dokazy su vyznamnou sucastou vyucovania matematiky. Via-
ceré svetové vyskumy ukazuji, ze budici ucitelia matematiky nie si pred na-
stupom do praxe dostatoc¢ne pripraveni vo vyucovani vyuzivat argumentaciu a
dokazy na prislusnej kognitivnej tirovni ziakov (Stylianides & Stylianides, 2009).
Zistenie aktualneho stavu je prvym krokom ku zlepSeniu vzdelavania buducich
ucitelov v tejto oblasti. Preto cielom nasSej pracovnej skupiny bolo zistit, aké
maju Studenti ucitelstva matematiky predstavy, postoje a nazory ohladom argu-
mentacie a dokazov v kontexte ich zaradenia do vyucovania matematiky.

'FMFI UK v Bratislave; janoskova35@uniba.sk

2FMFI UK v Bratislave; tunde.kiss@fmph.uniba.sk
3PriF UK v Bratislave; vrablova60@Quniba.sk

4FMFI UK v Bratislave; maria.slavickova@fmph.uniba.sk
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Metédy vyskumu

Vyskumnu vzorku tvorilo 17 Studentov prvého ro¢nika magisterského studia uci-
telstva matematiky v kombindcii (vratane konverzného programu), pricom dru-
hym aprobac¢nym predmetom bola fyzika, informatika, geografia, chémia, biolo-
gia, alebo deskriptivna geometria. Na ziskanie dat sme zvolili metédu polostruk-
tirovaného skupinového interview. Studentov sme rozdelili do 4 skupin podla
studentskych preferencii (3 skupiny so 4 Studentmi a 1 skupina s 5 Studentmi),
kazda skupina bola priradena k niektorému zo 4 vyskumnikov, ktory interview
uskuto¢nil, nahral (MS Teams — obraz a zvuk, mobil — zvuk pre pripad, Ze by
v nahravke cez MS Teams nebolo dobre rozumiet), urobil transkript a prvé ko-
dovanie.

Interview prebehlo dna 11. 10. 2021 na Fakulte matematiky, fyziky a infor-
matiky Univerzity Komenského v Bratislave a to paralelne v Styroch skupinach
respondentov, ako sme opisali vyssie. Vo vyskumnej vzorke boli piati respondenti,
ktori s kmenovi studenti Prirodovedeckej fakulty, a dvanasti studenti Fakulty
matematiky, fyziky a informatiky (z nich dvaja studenti konverzného programu).

V ramci bakalarskeho studia vsetci respondenti absolvovali na¢uvovi prax
a ziskali matematicky zaklad, no zatial nemali predmety zamerané na didak-
tiku matematiky. Co sa tyka druhého aproba¢ného predmetu, viaceri studenti uz
v ramci bakalarskeho studia absolvovali odborové didaktické predmety. V ramci
spolo¢ného pedagogicko-psychologického zakladu vacsina studentov absolvovala
vSeobecni didaktiku (vynimku tvoria prave konverzni Studenti).

Interview obsahovalo 4 zakladné oblasti, ktoré sme rozvinuli do 16 otazok tak,
aby sme sa v kazdej skupine pytali na to isté a ziskané data vedeli zlucit a vy-
hodnotit. V tvodnej casti interview sme chceli Studentov ,zahriat® otazkami,
tykajucich sa ich motivacii pre Stidium ucitelstva matematiky (v kombinécii).
V nadvazujtcej druhej casti sme sa preniesli do budicnosti, kde si mali respon-
denti predstavif sami seba uz ako ucitelov matematiky na 2. stupni zakladnej
skoly, alebo v 1. ro¢niku strednej skoly. Chceli sme tak zistif ich predstavy o cie-
loch vyucovania, priprave na vyucovanie, dostupnych zdrojoch, priebehu vyuco-
vania, ako aj nazory na vyznam argumentacie vo vyucovani. V tretej casti sme
sa hlbsie venovali argumentéacii, zdovodnovaniu a dokazom. V stvrtej, zadverecnej
casti, sme sa vratili do sicasnosti, kde sme sa pytali Studentov na ich vzajomnu
spolupracu a vedomosti o moznostiach vzajomnej spoluprace studentov ucitelstva
ako aj ucitelov v praxi.

Pre spracovanie a nasledni analyzu dat sme pouzivali bezny textovy a ta-
bulkovy editor, pripadne rukou pisané poznamky na tzv. whiteboard (nepouzili
sme ziaden iny softvér). Na analyzu dat sme vyuzivali metédu open coding —
otvorené kddovanie, ako ho definuje Creswell (2015). Kazdy zo Styroch vyskum-
nikov koédoval kazdu otazku samostatne, kodovania sme si navzajom porovnali,
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¢im sme zabezpecili triangulaciu. Po spolocnom porovnani a prediskutovani ko-
dov sme vytvorili findlne kédy spolocéné pre vSetky sStyri transkripty. Po dalSom
preskiimani sme kddy zdruzili do styroch okruhov zaujmu (v tomto prispevku sa
zaoberame iba tretim okruhom):

1. postoje a nazory buducich ucitelov o priprave a cieloch vyucovania;

2. predstavy budtcich ucitelov o priebehu vyucovacej hodiny;

3. predstavy budicich ucitelov o argumentacii, zd6vodnovani a do-

kazoch;
4. zdroje a spolupraca.

Zistenia a diskusia

Zistili sme, Ze postoj vacsiny respondentov k argumentécii vo vyucovani matema-
tiky je kladny. Pri otazke na ciele ich vyucovania matematiky len 6 respondentov
uviedlo, ze by chceli rozvijat myslenie ako kompetenciu, chceli by ,naucit [Zia-
kov| rozmyslat, |...] pouzivat hlavu* (V1-K5), aby si ziaci ,,0svojili to matematické
zmyslanie, [...] argumentéciu, zdovodnovanie* (V2-C5). Avsak po priamej otazke
na vyznam argumentacie, zdévodnovania a dokazov vo vyucovani sa uz vacsina
respondentov vyjadrila, ze toto povazuju za doélezité. Zmena nastala najma v sku-
pine, v ktorej najskor vsetci uviedli ako ciel ich vyucovania iba prijemnu atmo-
sféru na hodine. Vacsina respondentov teda vnimala velky vyznam argumentacie
a dokazov a dalej hovorili skor o konkrétnej implementacii do vyucovacieho pro-
cesu. Ako moézeme vidief v tabulke 1, v odpovediach sa zaoberali vyznamom
argumentacie do zivota, ¢i dorazom na primeranost argumentacie veku. Dokazy
su respondentmi vnimané tiez ako sposob zvysovania ,,doveryhodnosti tvrdeni
[podanych ucitelom]*“ (V4-D12), pricom tato odpoved sa vyskytla ojedinele, no
vo viacerych skupinach.

Tabulka 1: Pocetnosti vyskytu kédov v odpovediach respondentov
jednotlivych skupin (V1-V4) na otazku ,,Aky vyznam / aku tlohu maji
argumentacia, zdévodnovanie a dokazy vo vasom vyucovani matematiky? .

V1|V2|V3|V4 Spolu
argumentacia primerana veku 0 4 2 1 7
vyznam argumentacie do zivota 4 2 0 0 6
postupné budovanie argumentacie | 0 2 2 0 4
zd6vodnovanie tvrdeni ucitela 0 2 1 1 4

Chceli by sme upriamit pozornost na skupinu V4 (tab. 1), v ktorej Styria z pia-
tich respondentov jasne nepomenovali vyznam argumentacie a dokazov vo vyuco-
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vani. Uviedli, Ze na to nie je na vyucovani priestor, pripadne sa na zakladnych
skolach argumentécia ,[este] velmi nerozvija* (V4-EO08). Tito respondenti zaro-
ven v priebehu interview uviedli, Ze dokazovanie pocas svojich zakladoskolskych,
¢i dokonca ani stredoskolskych, cias nezazili a nevedia si ich teda predstavit
vo svojom vyucovani. Taktiez vsetci uviedli v iivodnych castiach interview, ze
na vysokej skole ocakavali nizsiu uroven matematiky, resp. sa im matematika
na vysokoskolskom studiu zdala prilis abstraktna, naro¢na a vzdialena od toho,
¢o budu sami vyucovat. Poslednym postrehom v tejto skupine je sposob, akym
respondenti argumentovali a dokazovali pri neskorsie zadanom probléme. Velmi
silné zastupenie mala tzv. empirickd argumentacia, bez riadneho zddvodnenia
(tj. iba overenie platnosti pre niekolko konkrétnych pripadov). Vynimkou v tejto
skupine bola jedna osoba, ktora sice tiez uviedla, Ze tiroveni matematiky na VS sa
jej zdala vysokd, no jednym dychom dodala, Ze si uvedomila, preco je dobré mat
nadhlad nad uc¢ivom, ktoré uci. Tato osoba tiez pozitivne vnimala vyznam argu-
mentécie a zdévodnovania vo vyucovani: ,Vidim [v odvodzovani vzorcov| velky
vyznam, preco treba zdovodnovat, aby ziaci tomu lepsie porozumeli.* (V4-D13)

V priebehu interview respondenti riesili nasledujice zadanie: ,, Keby ste chceli
presvedcit vasich ziakov, ze sucet dvoch neparnych cisel je parny, akymi spo-
sobmi by ste to robili?“ V odpovediach sme sa ststredili na dva rozmery, a to
reprezentdcie, ktoré by v tomto priklade vyuzili (tab. 2), a troven predlozenej
argumentacie (tab. 3).

Tabulka 2: Pocetnosti vyskytu kédov pomentivajicich reprezentacie pouzité
v argumentécii respondentov jednotlivych skupin (V1-V4).

V1|V2|V3|V4|Spolu |
praca s fyzickymi objektmi | 0 1 3 3 7
graficky sp6sob 1 1 2 1 5
algebricky sposob 2 1 1 1 5
slovne alebo nespecifikovali | 1 3 2 1 7

Tabulka 3: Pocetnosti vyskytu kddov pomentvajicich troven predlozenej
argumentacie v odpovediach respondentov jednotlivych skupin (V1-V4).

| | V1| V2| V3| V4| Spolu |
riadne zd6évodnenie 2 2 3 0 7
Cisto empiricky sp6sob 1 0 1 3 5
empiricky sposob s naslednou avahou | 0 3 0 0 3
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Reprezentaciami obsiahnutymi v odpovediach respondentov si praca s fyzic-
kymi objektmi, graficky a algebricky sposob reprezentacie, pripadne by pouzili
iba slovny opis (tab. 2). Respondenti zjavne kladli doraz na nazornost, kedze
mnohi spomenuli bud graficky spdsob alebo pracu s fyzickymi objektmi.

V odpovediach sme identifikovali tri Grovne vyuzitej argumentacie (tab. 3).
Velka cast respondentov sa vo svojej odpovedi dostala k zakladnej myslienke,
ze kazdé neparne c¢islo moézeme rozlozit na parne cislo plus jedna, a pri sc¢itani
dvoch ¢isel tohto tvaru vytvoria dve jednotky dalsi par. Niektori respondenti by
so ziakmi zacali empiricky, skisanim prikladov, a nasledne by presli k vSseobecnej
myslienke. Objavilo sa tiez ¢isto empirické dokazovanie (u 5 respondentov, pricom
3 st zo spominanej skupiny V4). Jeden respondent vSak uviedol empiricky sposob
az ako vhodnu alternativu pre mladsich ziakov na druhom stupni zakladnej skoly.

Zistovali sme tiez, ¢o povazuju respondenti za dokaz. Niektori upozornovali
na potrebu vseobecnej platnosti dokazu co ak sa to niekde v nekonecne pokazi
(V3-P72). Vo viacerych pripadoch vSak respondenti rozlisovali medzi dokazmi,
ktoré zazili na vysokej skole, a dokazmi, ktoré by uznali ziakom zakladnej ¢i
strednej skoly. Validita dokazu je podla nich podmienena vekom, resp. ro¢nikom
v ktorom sa ziak nachadza.

Zaver

Na zaklade vysledkov interview sme vyhodnotili, Ze vacSina Studentov ucitelstva
si uvedomuje doélezitost a vyznam argumentacie, zdovodnovania a dokazov vo vy-
ucovani. Potvrdili sa tak nase pozitivne o¢akavania. Zaroven vsak treba dodat, ze
tento nazor nezdielaji vsetci, a Styria respondenti jednej skupiny maju tazkosti
predstavit si implementaciu v praxi.

7 interview vyplyva, ze Studenti si vyberaju ucitelsky smer zo svojho pre-
svedcéenia. Priamo pozitivne vnimanie ich stidia a pozitivny postoj k zvolenému
odboru vyjadrilo tak 9 zo 17 respondentov.

Za obzvlast zaujimavé povazujeme nazory respondentov skupiny V4. Ich od-
povede naznacuju zistenia hodné dalsieho skiimania. Domnievame sa, ze Studenti,
ktori ako ziaci nezazili na hodindch argumentaciu, zdovodnovanie a dokazy:

1. mo6zu mat aj pocas vysokoskolského studia problémy riadne argumentovart;

2. nevedia, ako zaradit argumentaciu do svojho vyucovania matematiky.

Opisana cast interview je sucastou vicsieho projektu, v ramci ktorého je
v plane dalsia praca s danymi respondentmi. V neposlednom rade treba pozna-
menat, ze ide o pilotny roc¢nik sliziaci na overenie pouzitych nastrojov a ziskanie
vstupnych informacii pre dalsSie skimanie a hlavny zber dat v zimnom semes-
tri 2022.
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Nadané dité s dvoji vyjimecnosti
KATERINA JUZOVA!

Cilem prispevku je prezentovat informace o Zdcich s dvoji vyjimecnosti, které jsem
ziskala resersi odborné literatury zabyvajici se pravé dvoji vgjimecnosti (nadangmi
Zaky, kteri maji zdroven pridruZenou dalsi diagnozu).

V dalsi casti prispévku uvadim nekolik technik a tipu do vyuky, které se osveéd-
cily v mé vlastni prazxi s Zaky s dvoji vyjimecnosti, a zdroven popisuji dalsi kroky
ve svém vyzkumu, jez souvisi se vzdéldvanim dvakrdt vyjimecnych.

Uvod

Smitkova (2017, str. 10) uvadi nasledujici definici: ,,Lidé s dvoji vyjimecnosti jsou
jedinci s mimotradnou schopnosti, ktera je spojena s urcitym handicapem.* Dale
upozornuje na to, ze prestoze jsou tito zaci oznacovani za nadané, jejich skolni
vysledky tomu casto neodpovidaji. V angli¢tiné se nejcastéji setkavame s pojmy
dual exceptionality, twice exceptional a pripadné se zkratkou 2e.

Dvakrat vyjimecéni zaci jsou pouze jednou z ohrozenych skupin mimoradné
nadanych. Dalsimi jsou napriklad nadané divky (Kerr, 1985), které maskuji své
nadani v oblastech, které jsou spolec¢nosti povazovany za muzskou doménu. Dale
nadani adolescenti, déti predskolniho véku, déti z etnickych a kulturnich minorit
(Sisk, 1987; Feger, 1988; Prado, Wieczerkowski, 1990 aj. in Hiibkova, 2016).

Jednim z nejvétsich rizik je identifikace dvakrat vyjimecnych déti, které se
ve Skolnim prostredi nemusi projevovat jako nadané. Nadané dité, u kterého ne-
dojde k vcasnému rozpoznani jeho schopnosti, se ¢asem miize projevovat spise
negativné, zejména v chovani jako je nechut k praci, nervozita, nedbalost (Wine-
brennerova, 2001).

Laznibatova (2007) upozornuje na myty o nadanych détech, kdy je ocekavano
dité pracovité a poslusné, ale mnohdy tomu muze byt pravé naopak, jelikoz jiz
od raného véku miuze takové dité celit neuspokojeni svych potteb, coz mize vést
k pocitu nepochopeni ¢i odmitnuti. U téchto déti navic mohou byt identifikovany
pouze jejich potize a jejich nadani zlistane bez povsimnuti. Budou tedy dostavat
specialni sluzby, ale nikoliv prilezitosti k pokroc¢ilym tkolim ¢i praci ve skupiné
s jinymi nadanymi zaky. Také nemaji prilezitost akcelerace uciva ve své silné
oblasti (Neihart, 2008). Problémem je, ze ucitelé neoc¢ekavaji od déti s poruchami
uceni, ze budou v akademickych oblastech excelovat (Welisch et al., 2010).

'KMDM PedF UK; juzova.kat@gmail.com
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V pripadé dvoji vyjimecnosti muze byt nadani spojeno s celou radou dia-
gnéz. Uvadim zkraceny seznam diagnodz, které se poji s nadanim podle M. Lea-
vitt: ADHD (Attention Deficit Hyperactivity Disorder) — hyperaktivita a inten-
zita, Dyslexie/Dysgrafie/Dyskalkulie — specifické poruchy uc¢eni, OCD (Obssesive
Compulsive) — tzkostnd porucha, CAPD (Central Auditory Processing Disor-
der) — porucha sluchového zpracovani, ODD (Oppositional Defiant) — vzdorujici
chovani, ASD (Asperger syndrome) — socidlni postizeni, autismus — potize s po-
ruchami mozku v socialni interakci, verbalni i neverbalni komunikaci (Leavitt,
2017, str. 54).

Motivaci pro tento prispévek pro mé byly vysledky dotaznikového sSetreni
z roku 2021, ktery vyplnilo 60 uciteli 1. stupné ZS. Timto dotaznikem jsem oslo-
vovala ucitele, kteri jiz maji zkusenosti s mimotradné nadanymi zaky. Dotaznik
obsahoval jednu nedokonéenou vétu, kterou méli ucitelé doplnit pomoci metafory,
jez byly nasledné analyzovany. Tento bod dotazniku byl inspirovan studii Machi
(2019), ktera také zjistovala koncepce nadani pomoci analyzy metafor v podrob-
n¢jsim vyzkumu. Vysledky ukézaly, ze vétsina uciteld vnima pojem nadany Zak
jako néco cisté pozitivniho (58 % z dotazovanych uditeltl) a ocekava od tako-
vého zaka nadprimérné studijni vykony. Tyto vysledky mé dale vedly k tomu,
zda jsou ucitelé schopni akceptovat nadani i u zakt, kteri se tak na prvni dojem
neprojevuji a jejich identifikace vyzaduje ze strany uciteltt hlubsi diagnostiku.

Blacher, Reis (2002) uvadi, ze je dulezitd vcasnd identifikace téchto zaka a
jejich vyjimecnosti a predevsim také vztah rodice a ucitele a jejich vzajemné
porozuméni. Proces vzdélavani téchto déti se neobejde bez ucitelovy ochoty pri-
stupovat k témto zaktim individudlné (Chivers, 2012) a prizptusobeni procesu
uceni jejich silnym a slabym strankam.

Dalsi vychodisko pro zlepseni situace vidim ve zkvalitnéni profesni pripravy
uciteli. Na problém nedostatecné informovanosti ucitelit upozornuje také Kon-
cepce podpory rozvoje nadani a péce o nadané na obdobi let 2014-2020, jez je
oficidlnim dokumentem MSMT.? V profesni pfipravé i dalsim vzdélavani uéitelt
jsou v tématu vzdélavani nadanych znacné nedostatky, coz bylo podlozeno vyse
zminénym dotaznikovym Setfenim zpracovanym v roce 2021 (Juzova, Jirotkova,

2021).

Sdileni vlastnich zkusenosti z vyuky

V prispévku byly predstaveny techniky, které prakticky vyuzivam jako ucitelka
skupiny mimotradné nadanych zak.

Vzhledem k jejich sklonu k perfekcionismu povazuji za dulezité takové zaky
ocenovat a stanovovat jim dosazitelné a dil¢i cile. Déle také nabizet tkoly, které

2Ministerstvo Skolstvi, mladeZe a télovychovy
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jsou na jejich trovni a jsou pro né rozvijejici. Pokud jsou déti soucasti bézné tridy
a vyucujici trva na tom, aby dité vzdy splnilo nejdrive praci spole¢nou, a teprve
potom dostane tkol ,navic“, muze to byt pro dité dlouhodobé demotivujici.
Pokud je jeho dalsi diagnoza k nadani napriklad porucha pozornosti, mize byt
pro dité narocné se k dalsimu tikolu dostat.

Stejné jako Leavitt (2017) povazuji za podstatné pomoci zakovi ztustat orga-
nizovanym. V tomto pripadé se mi v praxi osvédcilo pouziti habit trackeru, ktery
umozni zachytit, jak zak pracuje na stanovenych cilech. Vytvori se jednoducha
tabulka, kam se kazdy den zaznamena, zda zak na dané oblasti pracoval. Tento
nastroj umoznuje prehlednou kontrolu a zaroven je mozné zachycovat pokrok
v pribéhu meésict.

Dalsi postupy pro vyuziti ve vyuce navrhuje také Leavitt (2017). Zminuje, ze
ucitel by mél s zaky sdilet sviij cil, aby bylo jasné, co se od nich ocekava. Dale
doporucuje vyhledani podpiirnych skupin, které pomtzou dospélym sdilet infor-
mace a zkusSenosti. Za velmi podstatné povazuji i dalsi bod, jimz je uznani usili.
I z vlastni zkuSenosti vnimam, Ze strach z netispéchu je ¢asto jednou z nejvétsich
prekazek, se kterou se dvakrat vyjimecni (i nadani zaci obecné) potykaji.

Na zavér této kapitoly bych rada zdtraznila, Ze popsané techniky nejsou
vhodné pouze pro zaky s dvoji vyjimecnosti, ale lze je vyuzit i v bézné tridé.

Zavér

Hlavnim problémem, ktery je casto zminovan, je problematicka identifikace.
Mnohdy je identifikovana pouze porucha a nikoliv samotné nadani. Jindy je dité
schopno kompenzovat své poruchy nadanim a jevi se jako primérné. Ani v jed-
nom z téchto pripadi ale zak nedostane moznost k rozvoji samotného nadani.

Vychodisko vidim v dikladné profesni pripravé uciteli, kteri by meéli byt eru-
dovani v obou oblastech (jak v oblastech poruch uceni a dalsich diagndz, tak
v oblasti projevi nadani).

Mé dalsi kroky, které v soucasné dobé uskutecnuji, je dotaznik pro rodice zaku
s dvoji vyjimecnosti a také ucitele, abych ziskala komplexni pohled na vzdéla-
vani této ohrozené skupiny a zjistila, jaké tyto dvé strany shledavaji prekazky
v edukaci téchto zakia. Obdobnému vyzkumu, ktery byl ale zaméren pouze na
rodice, se vénovali také Dare a Nowicky (2015).

Tento dotaznik je v soucasné dobé siten mezi rodic¢e a ucitele. Obsahuje ote-
viené i uzavrené otazky, které se tykaji jejich pozitivnich i negativnich zkuSenosti
z prostredi Skoly. Odpovédi nasledné projdou jevovou analyzou a budou kvalita-
tivné zpracovany.
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Otazky v ucebnicich matematiky

MICHAELA KASLOVA!

Otazky jsou jednim z vyznamnich ndstroji, kterymsi stimulujeme mysleni v mate-
matice. Otazky vyuzZivame podle aktualni situace, a to i nevedomky. Napr. otdzky
v ucebnicich se mohou odlisovat praveé svym komunikacnim prostredim a cilem.
Jakad je Skdla otdzek, o které opirame svoji vijuku matematiky? Prispevek nabizi
podnéty k zamysleni nad touto problematikou.

Uvod

Pokud se zabyvame myslenim, vime, jak je dilezité (si) dobfe polozit otazku. Bylo
by to jednoduché, kdyby ona otazka co do typu existovala jen jedna, ale ono to
tak neni. To mne provokovalo k setfeni, ve kterém jsem zjistovala, jak dalece
veédomé pracuji s otazkami ucitelé a autori ucebnic matematiky, resp. s kterymi
typy otazek pracuji.

Otazky — ucitelé — autori

Po tfi roky za sebou jsem kladla nasledujici vyzvu ucitelim (studenti KS v oboru
ucitelstvi 1. st. ZS a ucitelé ZS Karlovarského kraje): Viypiste otdzky, které kla-
dete/me Zakum v hodindch matematiky. Asi nds nezarazi, ze na prvnim misté
byla otédzka typu Kolik, mnohem méné casto se objevilo O kolik vice/méné nez,
Kolikrat vice/méné nez. Na jednom z poslednich mist se umistily otazky Proc?,
Jde to jinak?, Je to pravda?. Prevazné se zde vyskytovaly otazky oteviené. Po-
¢et typl otazek se v primeéru na jednoho ucitele pohyboval kolem péti. Jak je to
mozné? Vratila jsem se k analyzam ucebnic matematiky, se kterymi jsem pred
lety zacala a kdy jsem se zamérovala dominantné na slovni tlohy z pohledu
role ¢asu a pocitanych jednotek (K¢, h, kg, 1, osoby apod.), ndmétu (spolecné
s Weinzettel), ,velikosti“ pouzitych ¢isel, zastoupeni specifickych ¢isel (prede-
vsim 0,1, 10, %, —1,—10) a zastoupeni Ciselnych obori. Néasledné jsem ve dvou
skupinach uciteli pozadovala, aby mi charakterizovali ucebnici, kterou uzivaji, a
to z pohledu pouzivanych otazek. Ukazalo se, ze v této oblasti je prace s ucebnici
spise intuitivni, nikdo z dotazanych si nikdy nedélal prehled otézek, ani nedo-
kazal popsat, které otazky jsou v jim uzivané ucebnici frekventované, jak jsou
v prubéhu roku rozlozené (izolované, narazové ¢i pravidelné opakované po cely
rok) a které dle ného chybi.

'KMDM PedF UK; michaela.kaslova@pedf.cuni.cz
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Otazky ve slovnich tlohach

Sledujme proto tifi nasledujici problémy tykajici se otazek, které se vyskytuji
v uCebnicich matematiky pro 5. a 6. ro¢nik ZS:

a) jak siroka skala otazek se zde vyskytuje;

b) které otazky zcela chybi;

¢) zda je v typologii otdzek ndvaznost druhého stupné na prvni.

Zajimam se o to, jak dalece uCebnice matematiky podnécuje ucitele/zaky
k uzivani pestré skaly otazek, které mohou provokovat mysleni v matematice,
i kdyz jsem si plné védoma toho, ze ucitel miuze otazky k tloham doplnovat,
pracovat s ulohami tvorive, pokud si je rezerv ucebnice védom. Smysluplnost,
realnost a korektnost tloh (Kaslova, 2022) jsem v tomto piipadé nehodnotila.

Kazdou slovni tilohu lze charakterizovat z mnoha riiznych hledisek, témi jsou
strategie a metody Teseni, uzité techniky, predpokladany myslenkovy postup, ja-
zykova narocnost, vyskyt antisigndlt, ¢iselny obor, dynamicnost (statické, pseu-
dodynamické, dynamické) (Kaslova, 2016). Kontexty, jednotky, velikost prostoru
i cas mohou, ale také nemusi ovliviiovat podobu otazek (Kaslova 2002, 2014, 2016,
2017). Typ otézek ale mize byt vazan jistym zpusobem na charakteristiku slovni
ulohy, na stereotypii charakteristik série slovnich tiloh. U otazek miizeme sledovat
i jejich korektnost v pripadé, ze se nejednd o tzv. kapitanské tulohy, dale jejich
jazykovou korektnost. Zvlast bychom se mohli vénovat mife obecnosti, kterou
klade otazka na odpovéd. Zde problematiku otazek zredukujeme.

Sledované tulohy jsem zredukovala na slovni tlohy v uzsim slova smyslu —
ulohy zadané dominantné textem v hlaskovém pismu stojici na vypravéni ¢i po-
pisu s otézkou ¢i tkolem detekovat ve vypravéni/popisu problém a ten vyfesit.
Predpoklada se, ze k Teseni budou pouzity nékteré z metod reSeni, kam patii
nejen kalkulus, ale napt. i ivaha, tsudek, porovnavani zakladni, zaokrouhleni,
ostré linearni usporadani, feSeni modelem.

Typologie otazek a jejich vyskyt

V nasledujici analyze se zamérim postupné na tii skupiny podnétt vyzyvajicich
zaky k TeSeni slovni ulohy: (1) otazky oteviené; (2) otazky uzaviené; (3) vyzvy,
rozkazy nahrazujici otazku, napt. Urci nejdelsi skok.

Analyza slovnich tloh byla provedena u péti uc¢ebnic matematiky pro 5. roc-
nik ZS a udebnice matematiky pro 6. ro¢nik ZS. U jednotlivych prvostuptiovych
u¢ebnic matematiky (H-mat, SPN, NSB, Prodos, Taktik) se pocet typt uzavie-
nych otézek (1) pohyboval v rozptylu od 5 po 10. Z uéebnic pro druhy stupeii ZS
jsem zvolila data z nejfrekventovanéjsi u¢ebnice nakladatelstvi Prometheus. Zde
jsem se omezila na analyzu slovnich tloh ve fazi opakovani uciva matematiky
prvntho stupné ZS a sledovala jsem, do jaké miry navazuje ve $kéle otdzek na ty,
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na néz jsou zaci zvykli, resp. na které bude navazovat nova latka v 6. roc¢niku
7S, bude stavét na jejich porozuméni, na zkuSenosti s jejich uzitim. Zamérné
vynechavam tabulky prezentované v PowerPointu, protoze cilem prispévku neni
ucebnice porovnavat, ani je hodnotit.

Otevrené otazky

Oteviené otazky délim do ¢tyt skupin podle toho, jak casto se v ucebnicich
vyskytuji.

Skupina A — nejvyssi frekvence absolutné v souctu i v jednotlivych ucebni-
cich:

1) Kolik; 2) O kolik.

Skupina B — otazky pomeérné casto frekventované, avsak ne ve vSech ucebni-
cich (nékde chybi, jinde jsou méné ¢etné nez ty ve skupiné A); z pohledu souctu
poctu vyskytl se absolutné vyskytuji na druhém misté:

1) Jaky/4/é; 2) Ktery/4/é, za kterych ... ; 3) Jak.

Skupina C — zde jsou otazky, které se vyskytuji zridka, nékdy kumulativneé,
v nékterych ucebnicich izolované, nebo viibec ne:

1) Co; 2) Kdy; 3) Kolikatého; 4) Kolikrat.

Skupina C — otazky, které se vyskytuji zridka, celkové méné nez pétkrat:

1) Kde; 2) Kdo; 3) Kam; 4) Proc.

Tak, jak u skupiny A existuje jista shoda v analyze 1loh rtznych naklada-
telstvi, a i navaznost druhého stupné na prvni, totéz nelze tvrdit o otazkéach
ve skupindch B-C. Otazka kolikrdt (vice, méné, vétsi) se v opakovani ve slov-
nich tlohach v 6. ro¢éniku nevyskytuje, pritom je vyznamnou otazkou pro pozdéji
probirand témata jako napt. délitelnost, prevody jednotek a urcovani obsahu.
Zvlastni pozornost jsme vénovala otdzkam typu Kdyz, kdy (za jakijch podminek),
jestlize, kdyby. Kondicional, odliseni podminky realné od nerealné, se neresi. Kon-
dicional je uzit jen izolované a ne ve vSech ucebnicich. Ptritom hraje roli napr.
v ulohach zamérenych na finanéni gramotnost.

Zvlast nas muze zajimat, jak casto se v téchto otazkach objevuje zaporka ne
u slovesa nebo pridavného jména (napt. neni, nemd, nelisi, nezaporny, necely).
Pokud se takové otazky vyskytovaly, pak nejvyse dvakrat v celé ucebnici. Tato
skute¢nost muze ovlivnit uziti vylucovaci metody, oporu o spor v argumentaci
a stalo by to za dalsi Setreni. Uziti zaporky ne muze byt i odrazovym miust-
kem pro diskusi o jednoznacnosti otazky a potrebné formé odpovédi. To se tyka
i uzavrenych otazek.
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Uzavrené otazky

Zabyvat se detailnéji uzavienymi otazkami nebudeme, velmi variuji a jejich
vyskyt je nejcastéji kumulativni, pripadné izolovany. Uvedeme skupiny uzavte-
nych otazek, které se riiznym zptisobem ptaji v podstaté na totéz:
Je to pravda? Souhlasis? Je to spravné? (nejcastéjsi)
Jsou/je? (ve smyslu existuji?)
Jsou/je? (ptame se na vlastnost objekti)
Staci?
Mize byt? Je to mozné?
Vyplati se? Je vyhodné?
Stihnou?
D4 se vypocitat?
Zaplatime, ujedeme, ... vic? (bez vztahu: nez co, kdo)
Projime/utratime/. .. (vSechno)?
Uzaviené otazky jsou znacné frekventované v matematickych soutézich a radé
testil, coz by bylo vhodné také analyzovat.

50R 0 0 T o
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Rozkazy, vyzvy

Vyzvy, rozkazy ve slovnich tlohdch uvedu pouze ve vyctu: Precéti; zapis; zkont-
roluj vysledek/postup feseni; vyber spravny vysledek/spravné feseni; rozhodni,
zda je to spravné; zapis kolik; presvédc se vypoctem; vypocitej, o kolik; vypis
moznosti; odhadni, kolik; odhadni, kolikrat; odhadni, zda; setad; usporadej; za-
okrouhli; prirad; nac¢rtni/narysuj/nakresli; vyznac.

Rozkaz koresponduje sice s otazkou Ktery z uvedenych skoki byl nejdelsi?, roz-
kazy vSak zdk automaticky nepreformulovava na otazky, takze mu tento vztah
miize unikat, pokud ho k tomu neinspiruje ucitel. Pti feseni, dle audiozaznamii,
si zak spontanné rozkazy nedava, ale klade si otazky. Je rozdil mezi formulacemi
, Vypis vsechny moznosti, které mohou nastat.* a ,,Které vSechny moznosti mo-
hou nastat?*, nebo mezi ,,Zdavodni!“ a ,Proc¢ to tak je?*“ apod. Pilotni sonda
v 6. rocniku ukézala, Ze v rozkazu otazku rada zakt nevidi, bere ji jako tlak
z vnéjsi strany (ucebnice, ucitel). Jen nékteri zvladaji k rozkazu priradit otazku,
nebo rozkaz na otazku prevézt.

Zavér

Analyza ukazuje, Ze ze sedmnacti vhodnych typii otevienych otézek pro 1. stupen
7S je uzivana v ucebnicich v priméru polovina z nich, pricemz kromé otazek
typu Kolik, O kolik maji ostatni typy vyrazné nizsi frekvenci vyskytu, pokud
se vibec v ucebnici vyskytuji. Jen prvni dvé otazky jsou rozlozeny pravidelné
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v celé ucebnici. Porovnani skaly otazek v 5. ro¢niku a na pocatku 6. rocniku
7S ukazuje, Ze navaznost je jen ¢astecnd, napt. v opakovani chybi systematické
zarazeni otazky Kolikrdt?. Ojedinélé jsou typy otézek Kolikdaty/tého?, Kolikaty?,
Vidy nebo jen nékdy? Za jakych podminek?. V otézkach na 1. stupni ZS jsou
nékdy nevhodné zaménovana tazaci zajmena jaky a ktery. Zak tedy neni veden
k rozliSovani situaci, kdy se ptame na objekt a kdy na jeho vlastnost, coz mize
byt blokatorem Teseni ¢i chyb i na vyssim stupni vzdélavani.

Na konferenci SEMT "93 jsem prezentovala analyzu 400 vyucovacich hodin
matematiky realizovanych v 80. letech na 1. stupni ZS. Zde se vyskytla otdzka
Proc? jen jednou ze vsech 400 vyucovacich hodin. Tuto situaci mtzeme zdi-
vodnit mj. politickou situaci v tehdejsi dobé. Cilem metodického vedeni ucitelti
byl tehdy do jisté miry diraz na unifikaci v pristupu a ,,jednotné prejimani po-
znatku“. Otazka Proc¢? tato naruSovala a provokovala uvazovani o moznostech,
nutila fesitele zdtivodnovat. Otazka Proc? se vSak ve sledovanych ucebnicich vy-
skytla také izolované. Tuto skutecnost jiz nelze interpretovat stejné.
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Hejného metéda ako metodologicky problém
LADISLAV Kvasz!

Jednym zo zdkladnych teoretickych pojmov, na ktorych je postavend Hejného me-
toda, je pojem dusevného orgdnu. Zda sa vsak, Ze na rozdiel od praktickych sucasti
Hejného metody, ako siu jednotlivé prostredia ¢i teoria pojmotvorného procesu,
pojem dusevného orginu ostal mimo pozornosti odbornej verejnosti. Vychadzajic
z clanku (Lewin, 1931) sa pokisime ukdzatl, Ze pojem dusevného orgdnu splia
Lewinove metodologické poZiadavky kladené na tvorbu vedeckych pojmov v psy-
chologii, takzZe to je tuplne legitimny psychologicky pojem.

Je pozoruhodné, Ze sice Hejného metdda vzbudila siroky zaujem, ale to, preco
funguje, akosi nikoho nezaujima. Pritom Vit Hejny (1904-1977) mal podrobne
rozpracované psychologické vychodiska svojej metddy, zalozené na pojme dusev-
ného orgdnu. Behom takmer polstorocia, ktoré uplynulo od vydania nacrtu teérie
dusevnych organov v praci Pracovné materidly skoliaceho pracoviska Tabora mla-
dych matematikov (Hejny a Hejny 1977), vsak nikto nenasiel odvahu vziat tento
pojem véazne a pokusit sa o jeho teoretické rozvinutie. Ciastotne to moze byt
sposobené nizkym nédkladom prvého vydania, ale zda sa, ze ani po trefom vydani
v ramci prvého dielu Archivu Vita Hejného (Bachraty et al., 2012) sa situdcia
nezlepsila.

Nedavno vysiel vyber textov Kurta Lewina (1890-1947) s ndzvom Teorie pole;
Vijbor z dila (Lewin, 2019). Lewin bol americky psychol6g nemeckého pdvodu. Je
povazovany za zakladatela socidlnej psycholégie. Jeho myslienky, ¢i uz ide o skupi-
novu dynamiku, teériu konfliktov, teériu pola ¢i akény vyskum, ovplyvnili dnesna
psycholégiu. Bol osemnéastym najcitovanejsim psycholégom 20. storoc¢ia. Vo vy-
bere je prelozeny aj text Rozpor medzi aristotelovskym a galileovskym sposobom
myslenia v siucasnej psychologii z roku 1931. Domnievame sa, ze Lewinov text je
mozné pouzif ako metodologické vychodisko pri pokuse o teoretické uchopenie
pojmu dusevného organu.

V clanku nacrtneme niektoré Lewinove metodologické myslienky a priblizime
jeho analyzu metodologickej situacie v psychologii. Pritom z Lewinovych analyz
vyzdvihneme paséaze relevantné pre dnesnu didaktiky matematiky, kde je podla
nas metodologicka situacia podobna situacii v psycholégii Lewinovych ¢ias. Po-
tom preskimame moznosti, ktoré Lewinove myslienky pontkaji pre obhajobu
pojmu dusevného organu.

IKMDM PedF UK a FIU Akademie véd CR v Praze; ladislav.kvasz@pedf.cuni.cz
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Lewinova metodologicka analyza prechodu od aristotelov-
ského ku galileovskému sp6sobu myslenia

Lewinov text o rozpore medzi aristotelovskym a galileovskym spdsobom mys-
lenia v psycholégii (Lewin, 1931) je pozoruhodny z viacerych hladisk. Jednak
obsahuje brilantntd analyzu aristotelovského spésobu myslenia. Lewin dokazal
o aristotelovskom spdésobe myslenia povedat nieco nové, ¢o si pred nim neuvedo-
mili renomovani odbornici na Aristotela. Ide o to, Ze prechod od aristotelovskej
vedy ku galileovskej Lewin neopisuje ako nezaujaty pozorovatel, ale ako psycho-
16g, ktory chce na zéklade analyzy tohto prechodu pochopit, ¢o musi psycholégia
zacat robit inak, aby sa od aristotelovskych pojmov definitivne oslobodila. Tato
nova perspektiva a metodologicka naliechavost kladenych otazok umoznila Lewi-
novi vSimnut si suvislosti, ktorych si pred nim nikto nevsimol.

Hlavna téza Lewinovho textu je, Ze psychologia v prvej tretine 20. storocia
je v mnohych ohladoch este stale aristotelovska a neuskutocnila obrat, ktory sa
spaja s menom Galilea: ,Je myslitelné, Ze vyvoj fyziky sa mohol uberat ces-
tou matematického stvarnenia aristotelovskych pojmov, ako sa to deje v dnesnej
psycholégii* (Lewin 1931, s. 15). Je to Sokujtca téza, ktort oznac¢ime ako Lewi-
nova téza 1 (LT 1). Fascinuje svojou presnostou a silou. Historici aristotelovski
vedu casto charakterizuju ako antropomorfnii, nepresnii a verbalnu a kladua ju do
protikladu s empirickym, presnym, matematickym charakterom novovekej vedy.
Vdaka pozorovaniu psychologie si Lewin uvedomil, Ze aj aristotelovské pojmy je
mozné matematizovat, takze doraz historikov vedy kladeny na verbalny, nema-
tematicky charakter aristotelovskej vedy necieli na jadro problému, a v tomto
zmysle je podruzny.? Lewinova téza 1 ma niekolko désledkov.

Prvy dosledok sa tyka metodologie vedy. Nestaci charakterizovat aristotelov-
ska vedu tym, zZe je nematematicka. Ako ukazuje priklad jezuitskej fyziky alebo
modernej psychologie, matematizovat je mozné aj aristotelovské pojmy. To otvara
otazku presnejsej metodologickej charakterizacie rozdielu medzi aristotelovskou
a novovekou vedou. Nestaci povedat, ze aristotelovska veda bola iba kvalitativna,
lebo nie je problém ju prerobit na kvantitativnu a matematickt disciplinu. Potre-
bujeme preto presnejsiu analyzu vzniku modernej vedy. Druhy dosledok sa tyka
psycholégie. Podla Lewina na to, aby sme zabezpecili vedecky status psychologie,
nestaci kvantifikacia vysledkov pozorovania. Vedecky charakter psychologie je po-

2Toto pozorovanie nachddza potvrdenie v knihe Petra Deara Discipline and experience: The Mathematical way
in the scientific revolution (Dear, 1995), kde je dokumentovand tradicia jezuitskej vedy 17. storocia. Jezuiti sa
programovo usilovali presne o to, ¢o ako moznost uvadza Lewin v LT 1, totiz spojit principy aristotelovskej
filozofie s matematickymi vydobytkami svojej doby. Program, ku ktorému sa hldsili Christopher Clavius (1538-
1612), Christoph Scheiner (1573-1650), ¢i Rodrigo de Arriaga (1592-1667), fungoval dve generécie a definitivny
koniec mu priniesla newtonovska fyzika.
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trebné zalozif na hlbsom porozumeni prechodu od aristotelovskej ku galileovske;j
metode.

Aristotelovské pojmy maju hodnotiaci charakter

Podla Aristotela pohyb nie je neutralne premiestniovanie sa z jedného miesta na
iné. Vesmir ma hierarchické usporiadanie s nehybnym prvym hybatelom. Pohyb
je spenim stcna k dokonalosti, pricom jeho cielom je napodobenie prvého hyba-
tela. ,,Kazdy objekt tiahne, pokial mu v tom nebrania iné objekty, k naplneniu
vlastnej prirodzenosti. Touto prirodzenostou je podla Aristotela to, ¢o je pre
danu triedu objektov spolocné. [...] Trieda je podla neho sucasne pojem aj ciel
objektu“ (s. 31). , Typ klasifikdcie z hladiska hodnot hra v stredovekej fyzike
obzvlast dolezitu dlohu* (s. 10).

Fyzika opustila predstavu pohybu ako spenia k dokonalosti, ale v psychologii
rovnako ako v didaktike matematiky mame este stale tendenciu delit kognitivne
procesy na spravne a chybné. ,Psycholégia hovori o chybach deti, o precvico-
vani a o zapamatavani a celi skupinu procesov teda neklasifikuje podla povahy
suvisiacich psychologickych procesov, ale podla hodnoty ich vysledkov® (s. 10).
Podla Lewina by nas mala zaujimat ,trajektoria mentalneho procesu® a nie hod-
nota (spravnost, uspesnost) jeho vysledku. Chybné riesenia by sme mali skiimat
rovnako detailne ako spravne a predovsetkym by sme sa mali snazit pochopit
priciny, ktoré chybu sposobuju.

Aristotelovské pojmy st nastrojom abstraktnej klasifikacie

,Pre aristotelovsku fyziku bola nesmierne dolezita prislusnost objektu k danej
triede, pretoze trieda podla Aristotela definovala podstatu objektu a urcovala
jeho chovanie v pozitivnom i v negativnom zmysle“ (s. 11). Sklon klasifikovat
je velmi silny a mozeme sa s nim stretniat ako v psychologii, tak aj v didaktike
matematiky. Lewin vSak upozornuje, ze klasifikacia je sucastou aristotelovského
pristupu k vysvetlovaniu spravania jedinca na zaklade jeho prislusnosti k abs-
traktne definovanej triede.? Lewin zdoraziuje, Ze novovekd veda sa zaklada na
radikalnom odmietnuti tohto spdsobu vysvetlovania javov a na doéslednom pre-
chode k vysvetlovaniu individualneho spravania sa predmetu. Upozornuje, ze
novoveka veda prinasa homogenizaciu hmotného sveta, vdaka ktorej delenie ob-

3Vysvetlovanie spravania sa ¢loveka jeho prislusnostou k uréitej rase alebo spoloenskej triede (v ideoldgii na-
rodného socializmu, resp. marxizmu) mozno povazovat za regres na aristotelovské vysvetlovanie na zaklade ab-
straktnej klasifikdcie. Tym samozrejme nechceme Aristotelovi pripisat vinu za zlo¢iny nacizmu ¢i komunizmu.
Chceme len zvyraznit vyznam Lewinovych analyz.
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jektov do abstraktne definovanych tried straca vyznam. ,Drédha hviezd, draha
padajiceho kamefia a let vtaka podliehajt rovnakému zékonu* (s. 16).4

Aristotelovska veda ma statistické pojatie zakona

Podla Aristotela su zédkonité a pojmovo zrozumitelné tie aspekty veci, ktoré sa
vyskytuji vSeobecne a bez vynimky. Zakonité si aj také veci, a to Aristoteles
obzvlast zdoraznuje, ktoré sa vyskytuju casto. ,Vzhladom k tomu, Ze chovanie
veci je urcené jej podstatou a ze tato zakladna podstata je abstraktne definovana
trieda, vyplyva z toho, ze kazdd udalost ako jednotliva udalost je ndhodna. |...]
Individualna udalost ako taka lezi mimo hranice zakonitosti a teda v istom zmysle
i mimo hranice vedy“ (s. 12).

Naproti tomu ,,v modernej fyzike [...] je prakticky irelevantna skutocnost, ¢i
sa urc¢ity proces odohral len raz, alebo ¢i sa ¢asto a neustale opakoval. [...] Na-
priklad zakon padajiceho telesa netvrdi, Ze telesa casto padajui smerom dole.
Netvrdi ani, ze udalost, na ktort sa vztahuje vzorec s = %th , teda volny a ne-
obmedzeny pad telesa, nastava pravidelne alebo casto. [...] V istom slova zmysle
sa zakon vztahuje len na pripady, ktoré nikdy nenastali alebo ktoré v skuto¢nom
priebehu udalosti nastali len priblizne. Iba v umelo vytvorenych experimental-
nych podmienkach nastavaju pripady, ktoré sa blizia k udalostiam, ktoré popisuje
zékon“ (s. 18). To je zasadny postreh, relevantny pre metodologiu psycholégie
rovnako ako didaktiky matematiky. Lewin hovori, Ze cesta k vedeckému pozna-
niu vedie cez pochopenie konkrétneho pripadu a nie cez Statistické charakteristiky
rozsiahlych stiborov.

,Napriklad vSeobecna platnost zdkona o pohybe na naklonenej rovine nie je
odvodena tak, ze sa zoberie priemerny udaj o ¢o najvac¢som pocte skutocénych
kamenov kotulajicich sa po svahu a tento priemer sa povazuje za najpravdepo-
dobnejsi pripad. Namiesto toho je ivaha zalozena na kotilani idealnej gule po
absolitne rovnom a tvrdom, naklonenom povrchu pri nulovom treni — teda na
procese, ktory nie je mozné napodobnif ani v laboratérnych podmienkach a ktory
je v beznom zivote tplne nepravdepodobny“ (s. 29-30).

Z tohto pozorovania Lewin vyvodzuje tézu, ktord oznac¢ime ako Lewinova
téza 2 (LT 2): ,Vyroky modernej fyziky, ktoré st ¢asto povazované za nespeku-
lativne a empirické, maji v porovnani s aristotelovskym empirizmom omnoho
menej empiricky a omnoho konstruktivnejsi charakter nez aristotelovské pojmy,
zalozené len na historickej skutocnosti“ (s. 18). Upozornenie na Statisticky cha-
rakter zakona v aristotelovskej vede a jeho vztiahnutie k empirizmu je zasadné
pozorovanie. Klasicka histéria vedy opisuje vedeckl revoliciu ako prechod od

4Podla Aristotela nebeské telesd, kamene a vtaky patria do odlisnych tried, preto sa ich pohyb riadi réznymi
zakonmi. Pohyb hviezd je kruhovy a teda dokonaly, pohyb kamena je priamociary a smeruje dole a princip
pohybu vtaka je v nom samom, takze je slobodny.
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antropomorfnej aristotelovskej vedy k empirickej vede novoveku. Lewin ukazuje,
ze charakterizovat novoveku vedu v kontraste s aristotelovskou ako empiricka je
rovnako problematické ako charakterizovat ju ako matematick.

Historicko-geograficka tvorba pojmov

Tento bod je asi najzaujimavejsi: , Aristotelovska tvorba pojmov ma este jeden
bezprostredny vztah k zemepisne a historicky danym javom, a v tomto ohlade
pripomina — rovnako ako vyssie zmienené hodnotiace pojmy — myslenie deti®
(s. 14). ,Pdévodné spojenie pojmov so skuto¢nostou v zmysle danych historicko-
geografickych podmienok je mozno tym najdolezitejsim znakom aristotelovskej
fyziky“ (s. 14).

Aby sme mohli nahliadnut hibku a presnost tohto postrehu, pozrime sa, ako
vnima Aristoteles pohyb. Preto, Ze okolo seba vidi predmety nachadzajice sa
prevazne v klude, to jest z toho, ze v stvrtom storoci p. n. 1. (historicky kontext)
v Aténach (geograficky kontext) su telesa ,vzdy alebo aspon Casto* (Statistické
pojatie zakonitosti) v klude, Aristoteles usidil, ze klud je prirodzenou vlastnostou
telies. To, Ze sa niektoré telesa pohybuju, vyzaduje vysvetlenie — nieco musi
sposobovat ich pohyb. Aristoteles preto vypracoval teériu hybatela. Jej vrcholom
je prvy hybatel, dokonalé nehybné stcno, ktoré stotoznil s bohom.

Galileovska veda upustila od historicko-geografického sposobu vztahovania
pojmov ku skutoc¢nosti. Aj napriek tomu, ze v sedemnastom storoc¢i vo Florencii
(tak ako v Aténach stvrtého storocia p. n. 1.) je viacsina predmetov v klude, Ga-
lileo usudil, ze prirodzenou povahou telies je byt v rovhomernom priamociarom
pohybe. Zakladny princip Galileovej fyziky — princip zotrvacnosti — nevznika sta-
tistickym zovseobecnenim zo spravania sa objektov v Galileovom bezprostrednom
historicko-geografickom okoli, ale zovSseobecnenim z niekolko malo experimentov,
ktoré sa mohli odohrat kedykolvek a kdekolvek. Zakony Galileovej fyziky nie s
ukotvené v bezprostrednej historicko-geografickej skiisenosti, ale sa striktne uni-
verzalne a platia, nech uz sa v historicko-geografickom okoli deje ¢okolvek. Preto
to, ze telesa vo Florencii sedemnéasteho storocia su spravidla v klude, si vyzaduje
vysvetlenie.

Galileova fyzika tak nepotrebuje teériu hybatela ako fyzika Aristotelova, ale
tedriu zastavovatela, teda tedriu trenia. Lewin tu upozornuje na radikalnu pre-
menu vztahu vedeckych pojmov ku skutoc¢nosti pri prechode od aristotelovskej ku
galileovskej vede. Pritom v tejto suvislosti vyslovuje dalsiu radikalnu tézu, ktora
ozna¢ime Lewinova téza 3 (LT 3): ,Sklon empirizmu, hromadenie a triedenie fak-
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tov, ide ruka v ruke so sklonom k tvorbe historickych pojmov a k nadmernému
ocetiovaniu historickych skutoc¢nost{“ (s. 15).

Lewinova analyza situacie v psychologii

Okrem metodologie prinasa Lewinov clanok zaujimavé postrehy aj ohladne
psycholégie, ked argumentuje, ze z hladiska vztahu ku skutocnosti ako aj
z hladiska tvorby pojmov je psycholégia (roku 1931) este stile aristotelov-
ska: ,,Psychologické pojmy, prinajmensom v istych rozhodujicich ohladoch, su
svojim skutoénym obsahom celkom aristotelovské. [...] Stucasné zapasy a teore-
tické fazkosti v psycholégii v mnohom — a dokonca i v detailoch — pripominaju
tazkosti, ktoré vo fyzike vrcholili v dobe, kedy fyzika prekonala aristotelovské
sposoby myslenia“ (s. 19). Uvedieme opét niekolko bodov dokladajtcich tuto
skutoc¢nost.

Nahodnost jednotlivého pripadu

,Pri tvorbe pojmov v psycholégii hra zasadna tlohu — rovnako ako tomu bolo
v pripade aristotelovskej fyziky — otdazka pravidelnosti a frekvencie vysledku. |...]
Ak napriklad ukazeme psycholégovi zaznam urcitého spravania sa nejakého die-
tata, jeho prva otazka znie: Robia to tak vSetky deti, alebo je to aspon bezné?
Ak na tuto otdazku odpovieme zaporne, psycholog straca zaujem® (s. 19). ,To,
¢o nenastava opakovane, lezi mimo pochopitelného. [...] Opakovanie je — rovnako
ako u Aristotela — zdkladom toho, ze dana udalost je povazovana za zakoniti
a pochopitelni“ (s. 20). Snad ani nemusime zdoraznovat, ze to plati aj pre di-
daktiku matematiky. Vyber sStatistického stiboru a spracovanie dat je nutnym
metodologickym zdkladom vyskumu v didaktike matematiky, ak jeho autor chce,
aby ho kolegovia brali vazne.

Bezpochyby jednym z dovodov ignorovania psychologickych zakladov Hejného
met6dy vedeckou komunitou je skutocnost, Ze sa neopieraju o statisticky vyskum,
ale iba o pozorovanie malej vzorky ziakov. Pritom si musime uvedomit, Ze to
su kritéria aristotelovskej vedy, v mene ktorych psychologické zaklady Hejného
metody odmietaju, a ze pozorovanie jednotlivych pripadov je to, ¢o charakterizuje
galileovskt vedu. Galileovska veda odmieta protiklad zakonitého a jedinecéného.
,Pretoze zakonitost a jedinecnost uz nie su protiklady, ni¢ nebrani tomu, aby
sa dokaz opieral o historicky neobvyklé, vzacne a prechodné udalosti, akymi je
vacsina fyzikdlnych experimentov® (s. 38).

5Pridavné meno historicky Lewin nepouziva v tizkom zmysle, stotoziiujicom histériu s dejepisom, t. j. histériou
spolo¢nosti. Na mysli mé Sirsi vyznam, aky je napriklad v ndzve Natural History Museum, teda vyznam, ktory
zahrnuje aj prirodu.
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Trieda a podstata

»,oUcasna psychologia dietata a psycholégia afektu tiez zretelne stelesnuju aristo-
telovsky zvyk povazovat vlastnosti abstraktne definovanej triedy za prirodzenu
podstatu ur¢itého objektu a vysvetlovat nimi jeho spravanie. Cokolvek je spo-
loéné detom v urcitom veku, je prehlasené za zakladnu charakteristiku daného
veku. [...] Sucasnéd psycholégia sa pri objasneni mnohych zékladnych pojmov —
napriklad schopnosti, nadanie a podobnych terminov, pouzivanych pri testovani
inteligencie — obmedzuje na aristotelovské vysvetlenie® (s. 21).

Galileovska veda sa zameriava na skimanie konkrétnych objektov. ,,Dynamiku
procesu je vzdy nutné odvodzovat zo vztahu konkrétneho jedinca ku konkrétne;
situdcii“ (s. 44). Preto pokial didaktiku matematiky nebude zaujimat, presne
preco urobil urcity ziak pri rieseni konkrétnej tlohy dant chybu, nebude mozné
tvrdit, ze sa didaktika matematiky oslobodila od aristotelovského zamerania na
triedy a podstaty.

Statistika

,Statisticky postup, prinajmensom jeho najbeznejsie vyuzitie v psycholdgii je
najnapadnejSim prejavom aristotelovského spésobu myslenia. [...] Navonok exis-
tuje medzi aristotelovskou fyzikou a stcasnou psychologiou, ktora tolko pracuje
s cislami a krivkami, rozdiel. Ale tento rozdiel spoc¢iva omnoho viac v tech-
nike uskuto¢nenia nez v skutoénom obsahu pouzitych pojmov. [...] Vsetky snahy
o presnost v psycholégii sa v poslednych rokoch uberali smerom ku spresneniu
a rozsireniu Statistickych metéd. [...] Toto formélne rozsirenie metédy ani v naj-
mensom nezmenilo zakladné pojmy: Stale su uplne aristotelovské. Matematické
vyjadrenie metédy vlastne len upeviiuje a rozsiruje nadvladu zakladnych poj-
mov. Nepochybne do istej miery zastiera ich skutoény charakter a tym padom
stazuje ich nahradenie inymi pojmami* (s. 22). Galileo opustil Statisticky pristup
ku skutocnosti a nahradil ho experimentalnym. ,,Z metodologického hladiska to
znamena, ze vyznam urcitého pripadu a jeho dokaznu validitu nemozno hod-
notit podla frekvencie jeho vyskytu. Pre psychologiu to rovnako ako pre fyziku
znamenda prechod od abstraktného klasifika¢ného pristupu ku konkrétnej kon-
struktivnej metode® (s. 45).

Toto je opat jedna z tych pasazi Lewinovho textu, ktoré mieria k jadru prob-
lémov v didaktike matematiky. Je otazne, ¢i odbornici, ktori robia rozsiahle a
podrobné statistické vyskumy, ako je PISA alebo TIMSS, maji na tieto Lewinove
namietky odpoved, alebo sa uspokojuju s tym, ze prispievaju k fixacii aristotelov-
skych pojmov a stazujui ich nahradenie skuto¢ne vedeckymi pojmami, medzi ktoré
— podla nasho presvedcenia — patri aj pojem dusevného organu. ,Skutoc¢nost, ze
zékonitost a jednotlivost st povazované za protiklad [...] znamend obmedzenie
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vyskumu. Zdé sa beznadejné pokusat sa porozumiet skutoé¢nému a jedinecnému
priebehu emécii alebo struktire osobnosti konkrétneho jedinca. [...] K slovu sa
dostava doktrina, ze tento obor, z ktorého je vylucené opakovanie podobnych
pripadov v dostatoénom mnozstve, je nepristupny vedeckému chapaniu® (s. 23).

To, ze veda by sa mala zaoberat javmi, ktoré sa opakuja, pésobi na prvé
pocutie uplne prirodzene. Az v dosledku Lewinovych analyz, ktoré presvedcivo
ukazuju na aristotelovsky povod tohto nazoru, si uvedomujeme, ako zasadny
omyl to je. Keby Galileo toto presvedcenie neodmietol, asi dodnes by sme na
univerzitach fyziku Studovali zo scholastickych priruciek aristotelovskej fyziky:.
Skuimat jedinecny pohyb padajticeho telesa rovnako ako analyzovat jedinecny
proces ziakovho riesenia matematického problému vyzaduje odvahu.

Historicko-geografické pojmy

,Pre aristotelovsku fyziku bol nevyhnutny bezprostredny odkaz na skutoc¢nost
v historicko-geografickom kontexte. Rovnako v stcasnej psycholégii prevlada —
a je to dokaz bezprostrednej spriaznenosti oboch systémov myslenia — rovnaké
odkazovanie na historicko-geografické tdaje® (s. 24). ,Pre skupinu definovani
historicko-geograficky, napriklad pre jednoroc¢né deti Zijice vo Viedni alebo v New
Yorku v roku 1928, sa vypocitaju priemerné hodnoty“ (s. 25). ,,Definicia je dana
historicko-geografickymi [...] kategériami, a teda podlieha kritériam, ktoré do
jednej skupiny radia pripady, ktoré su psychologicky velmi odlisné, alebo dokonca
protikladné® (s. 26). Je zarazajtce, ze devitdesiat rokov stary Lewinov text nés
dokaze prinutit zamyslief sa nad zakladnymi predpokladmi vedeckej prace.

Désledky Lewinovych analyz pre Hejného metédu

Lewinov ¢lanok bol publikovany roku 1931. Od tej doby sa psycholégia z meto-
dologického hladiska posunula dalej. Preto dnes uz Lewinova kritika psychologie
nie je aktualna. Zda sa vsak, ze v didaktike matematiky obrat, ku ktorému v psy-
chologii Lewin vyzyval svojich kolegov, eSte nenastal. Preto je uzitocné Lewinove
myslienky vztiahnut ku kontextu didaktiky matematiky. Urobime to s cielom
ukézat, ze viaceré principy Hejného metody sa v stulade s tym, o ¢o Lewin usilo-
val, s oslobodenim sa od aristotelovskej metodologie.

Suvis Hejného metédy s Lewinovym textom nemusi byt az tak prekvapivy.
Staci si uvedomif, ze Vit Hejny bol od Lewina iba o strnast rokov mladsi a jeho
prvé texty z oblasti tedrie vyucovania st z roku 1943 (Bachraty et al., 2016, s. 25),
teda od Lewinovho ¢lanku ich ¢asovo deli iba dvanést rokov. Nie je ndm zname,
¢i Vit Hejny Lewinov text poznal, ale staci, ze obaja autori zdielaju spolo¢ny
metodologicky kontext — reaguji na analogicky stav rozvoja spoloc¢enskych vied:
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Lewin psycholégie, Hejny pedagogiky. Ukazuje sa, ze niektoré z bodov 1.1-1.4 a
2.1-2.4 Lewinovej kritiky stuvisia s odmietanim pojmu duSevného organu.

Vit Hejny si uvedomoval, Ze viaceré pojmy pouzivané ucitelmi pri analyze
vyukového procesu maji hodnotiaci charakter. V tejto suvislosti hovoril o nalep-
kach: ,,Ucitel etiketuje ziakov nalepkami usilovny, drzy, fazkopadny, rozmaznany,
roztomily a pod.“ (Hejny & Hejny 1977, s. 67). Jednym z cielov zavedenia pojmu
dusevného organu bolo prave znizif mnozstvo hodnotiacich pojmov. ,,Pomocou
tohto pojmu myslienku i) ziacka Elena je hadava, mozeme vyjadrit slovami ii) ko-
munikacny organ ziacky Eleny je chory. Nejedna sa iba o slovickarenie, o roznost
vyjadrenia. Ide o celkovy pristup k problému. Formulacia i) vo mne ako ucitelovi
navodi klimu ,vSak pockaj, vsak ja ti ddm hadanie!. Formulacia ii) je motivom,
ktory vo mne, ucitelovi, vyvola dusevny pochod orientovany k cielu: zistit pri-
¢inu hadavosti a najst sposob liecby komunikac¢ného organu. Podobne ndm nova
terminolégia pomoze v boji s osudovymi ,bunkami na matematiku‘, lebo tieto
nahradime dugevnym organom VAC (vztahovo abstrakénej ¢innosti). Namiesto
lenivosti budeme hovorit o chorobe strategického organu a pod“ (Hejny & Hejny
1977, s. 43).

Zakladom Hejného metédy je snaha pochopit dusevné pochody jednotlivého
ziaka a nie pouzivat abstraktné klasifikacné pojmy. Dobre to vidno na priklade
chyby pri s¢itani: ,Hodina poctov. Evicka ma scitat ,2 + 3 =° — text je napisany
na tabuli. Odpoveda chybne ,Sest’ Ucitel opravuje ,pat, pozri dva a tri je péat’
a pomocou prstov ilustruje priklad. Evicka opakuje ,dva a tri je pat‘“ (Hejny &
Hejny 1977, s. 51). Vit Hejny miesto toho, aby zacal skimat rozsirenie vyskytu
tejto chyby v populacii, uvadza na obr. 4, s. 50 schému dusevného procesu ziaka
pri s¢itani. Na nej ukazuje, ze ziackina chyba mo6ze mat mnozstvo roznych pric¢in
(napriklad priradenie nespravnej predstavy ,0 o o 0o“ znaku ,,3“; chyba v ope-
racii sc¢itania; priradenie nespravneho zvuku ,Sest“ spravnej predstave ,0 o o
o 0*). ,Ucitelova chyba spoc¢ivala v tom, zZe nezistoval lokalizaciu zdroja sumu.
Vyjadruje sa o celom procese. Ziak, ktorého orientécia je este znacne tapava, ne-
nachidza v uditelovom zisahu usmernenie, ale iba ohodnotenie. Ziak registruje
nedspesnost a tuto klimaticky zaznamenava do strategického organu“ (Hejny &
Hejny 1977, s. 52).

Hladanie zakonitosti je v Hejného metdde zamerané na skiimanie kognitivnych
procesov konkrétneho ziaka. Vit Hejny nikdy neorganizoval Statisticky vyskum
a svoje teoretické zavery zakladal na detailnej analyze psychologickych proce-
sov a socidlneho zdzemia jednotlivych ziakov. Lewin upozornuje, ze ,[d]ynamiku
procesu je vzdy nutné odvodzovat zo vztahu konkrétneho jedinca ku konkrét-
nej situdcii“ (s. 44), ¢o je v silade s presvedcenim Vita Hejného, ze ucitel by
mal poznat rodinné zézemie ziakov, aby mohol porozumiet ich prejavom. Statis-
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tické pojatie zakonov je s tymto pristupom v priamom rozpore, pretoze vplyvy
prostredia sa snazi odfiltrovat velkostou stiboru.

Néahodnost jednotlivého pripadu podla Hejného metody neplati. Didakticky

proces je individualny — uci sa vzdy iba konkrétny jedinec. Argumenty, ktoré
jednému ziakovi pripadaju presvedc¢ivé, iného nepresvedéia. A to nie je ndhodné
— je to podmienené predchadzajicimi matematickymi skisenostami, rovnako ako
tym, ¢o ziak zazil, a to ako v kognitivnej, tak aj v socidlnej sfére. Vztah medzi
predchadzajicimi sktsenostami a terajsim tspechom ¢i netispechom pri rieseni
urcitej ulohy zakonity a poznatelny vztah.
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Zrod kauzalniho mysleni v matematice = zrod
matematiky

Z Archivu Vita Hejného

MILENA KVASZOVA!

Ve svém clinku se zabyvam budovdanim orgdnu vztahové-abstrakcni cinnosti
(VAC) a zrodem kauzdlniho mysleni v matematice. Vychdzim z prdce Vita a Mi-
lana Hejnych, ve které se soustredi na potrebu naucit dité samostatné myslet, ale
predevsim pouzivat kauzalitu. Kauzdlni mysleni v matematice se rodi na zdkladé
poznani kauzality spolecenské. Predstava o tom, co je to dikaz, je jind u ucitele
a jind u Zdka. Diky tomu casto dochdzi k nedorozumeént.

Uvod

Co je hlavnim cilem vyuky matematiky? Je to snaha naucit dité nékteré pocetni
techniky a algoritmy? Podle Vita a Milana Hejnych to nestaci. , Potfebujeme na-
ucit dité samostatné myslet, tj. samostatné klasifikovat, hierarchizovat, ale pre-
devsim samostatné pouzivat kauzalitu, samostatné umeét z fakti vyvodit zavéry*“
(Hejny & Hejny, 1977, s. 53).

Podle autorti je matematické mysleni soucasti Sirsi kategorie, kterou pojme-
novali vztahové-abstrakéni ¢innost (VAC). Ta se rozviji od raného détstvi, tedy
nekolik let pred tim, nez se dité seznami s matematikou. A pravé schopnost umeét
G¢inné pouzivat kauzalitu tvoii jadro funkce organu VAC.

Autori si v§imaji toho, jak se schopnost kauzalniho mysleni zrodila a nartistala
v historii lidstva, ve fylogenezi. Omezili se na kauzalitu homérského svéta.

,2Homérova Illias za¢ina popisem sporu hlavniho velitele achdjskych vojsk Aga-
memnona (syna Atrea) a Achillea:

Kteryz z bohti to byl, co svedl je k hadce a bitvé? Léthin a Ditv
syn. Ten, zanevre na krale hnévem, roznitil v tabore ukrutny mor
— 1 hynuli lidé — nebot mu Atretv syn tak hanebné potupil Chryza
boziho knéze.

Ve versich jsou zachyceny dvé kauzalni vazby. Prvni z nich odpovida na pfi-
¢inu moru, druhd na pri¢inu Apollonova (= syna Dia a Léthé) hnévu. Kazda
z uvedenych kauzalnich vazeb je typickym prikladem jedné ze dvou kauzalnich
sfér:

'KMDM PedF UK; milena.kvaszova@pedf.cuni.cz
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« kauzalita spolecenska odrazi vazbu ¢lovék-¢lovek,
» kauzalita prirodovédna odrazi vazbu clovék-priroda.”
(Hejny & Hejny, 1977, s. 53-54)

Kdyz porovname obé tyto sféry, v Apollénové hnévu najdeme kauzalitu spole-
¢enskou. Agamemnon mu potupil sluzebnika, knéze Chryza. To je vazba clovék-
¢lovék. (Nehledime na to, Ze ten druhy ¢lovék je bohem.) Tuto kauzalitu zna
Homeér vérné, nedeformované.

V propuknuti moru najdeme kauzalitu prirodovédnou. Homér za pric¢inu urcil
boha. To je vazba c¢lovék-priroda. Tedy kauzalitu prirodovédnou Homér nepo-
znava verné, ale deformované. Homérsky svét jesté nic nevi o biologii, meteorolo-
gii, geologii a fyzice. Aby si mohl vysvétlit netirodu, bourku, zemétieseni ¢i mor,
personifikuje si tyto ikazy a vytvari si bohy.

Kauzalita spolecenska se buduje jako prvni proto, zZe vztah ¢lovék-clovék po-
skytuje vybornou zpétnou vazbu. Kdyz mé nékdo podvede, nebudu dotyénému
v budoucnosti verit. Na rozdil od toho vztah ¢lovék-priroda zpétnou vazbu ne-
poskytuje, alespon ne okamzité.

7 uvedeného vyplyva, ze organ VAC se zrodil a rozvinul ve sféfe jevil spole-
¢enskych.

Kauzalita prirodovédna vznikla na bazi vyspélé kauzality spolecenské.

,Organ VAC se rodi a buduje nejdifve pouze v oblasti mezilidskych vazeb,
v rodinném kruhu. Pokud v pfedskolnim véku dité nevybuduje orgin VAC ve
sféte spolecenské kauzality, nejsou u néj realné predpoklady pro budovani kauza-
lity prirodovédné. V tom pripadé je nutné vyuku matematiky zacit ,nemate-
maticky‘ — dotvorenim chybéjici kauzality spolecenské“ (Hejny & Hejny, 1977,
s. b4).

Zrod kauzalniho mysleni v matematice (= zrod matema-
tiky)

Blesk, netiroda, mor jsou vysvétlované zarlivosti, pomstychtivosti, zavisti. Jak je
mozné, ze tento deformovany stav vydrzel konfrontaci s zivotni zkusenosti? Vzdyt
nescislnékrat se muselo stat, ze tato proteticka kauzalita nefungovala. Bohtim se
obétovalo a prirodni katastrofa presto pokracovala. Jak to, ze to neotiaslo virou
v Olymp?

,Bohové, jakkoliv mocni, a nesmrtelni, nebyli suverénnimi pany svéta. Nad
nimi, stejné jako nad lidmi, vladl vSsemohouci osud = Moira“ (Hejny & Hejny,
1977, s. 54). Moira, a to je to nejpodstatnéjsi, nepripousti zpétnou vazbu. Neni
v moci c¢lovéka, ani boha, jakkoliv Moiru ovlivnit. Pokud Moira nesvoli, jsou
vSechny obéti, vSechny narky zbytecné. Avsak v ramci tolerance povolené Mo-
irou plati kauzalita Olympu. Usp&$né obéti tuto viru potvrzuji a nedspésné ji
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nevyvraceji, protoze jsou pricitany na vrub Moiry. Proto je Moira hlavni barié-
rou zamezujici vznik kauzalniho poznani v oblasti racionalni.

Odstranit Moiru znamend otevrit cestu kauzalité do sféry prirodovédné. To
byl pocin i6nské filozofie. Thalés, Anaximandros a Anaximenes byli prvni, kteri
praptic¢inu déni (arché) hledaji mimo Olymp, v prirodé. Thalés hovoii o vodé,
Anaximandros o neur¢itém a Anaximenés o vzduchu. Zraky poznavani se otocily
k prirodé. Dvere kauzalnimu poznavani prirody jsou oteviené. Prvnim krokem
na nové cesté je poznani toho, ze existuje kauzalita. To vykonal Pythagorés ze
Samu.

Objev Pythagora

Pythagoras objevil kauzalitu v matematice a bez nadsazky mizeme Tict, ze takto
objevil matematiku (viz Kvasz, 2017). Re¢eno dnesnim jazykem, objevil impli-
kaci. AvSak implikace Pythagorova byla jina, nez je implikace dnes. Dnes pod
implikaci chapeme ,logicky nastroj na zdivodnéni ¢i vyvraceni jednoho tvrzeni,
za predpokladu, ze plati jind tvrzeni“. Pythagorova implikace byla ,argumen-
tacni nastroj na ,prehadani‘ protivnika a logicky nastroj na posilnéni viry ¢lovéka
v platnost nékterych vseobecnych tvrzeni, ktera do té doby byla pouze ,uhad-
nutd' ‘.

,Rozdil obou pohledii na implikaci je zasadni — predevsim z hlediska vyuky
matematiky. Psychicky vztah ucitele je ten, ktery byl uvedeny o par radka vyse.
To je zdrojem mnohych nedorozuméni. Vezméme napriklad tlohu: ,dokazte, ze
thlopticky v koso¢tverci se protinaji kolmo’. Sestdk narysuje kosoétverec, thlo-
pricky a mérenim ovéri, ze tvrzeni plati. Ucitel ho presvédcuje, ze toto neni dikaz.
74k ucitele nechape“ (Hejny & Hejny, 1977, s. 55).

Pythagoras implikaci z matematiky prenesl i na sféru mezilidskych vztahi a
pomoci c¢isel chtél vypocitat® déni osudu. Jméno, které svému objevu dal, to
jasné dokazuje: ,mathemata“ — poznani vseho. Vyznamnou tlohu zde hral jeden
dualezity faktor — zavraf z objevu. Pythagoras byl novym objevem tak emocné
ovlivnény, ze mnohonasobné nadhodnotil jeho skutecnou silu. Neuvédomil si hra-
nice implikace a vidél ji najednou jako vSemohouci osud, jako ,logos® vesmiru.

Popsany jev — zavrat z objevu — neni ojedinély. Napriklad také Descart nad-
hodnotil sviij objev metody souradnic. Ukézal zptisob, jak je mozné problém geo-
metrie prelozit do algebry a v jejim jazyku ho fesit. Domnival se, Zze v budoucnosti
se podobnym zptsobem bude dat problematika libovolné oblasti, naptiklad bio-
logie, transformovat postupné do chemie, odtud do fyziky, odtud do mechaniky,
odtud do geometrie a odtud konecné do algebry. ,Zavrat z objevu“ je vyznamny
moment nasi pedagogické praxe. Pokud zak objevil zakonitost, bude nam skéa-
kat do fec¢i a vnucovat ,,svilj objev® i do takovych situaci, kde jej oc¢ividné nelze
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pouzit. Chapejme jeho jednani jako odreagovani tenze, kterou jsme oznacili jako
wzavrat z objevu“. V tomto pripadé je potiebné projevit o objev zajem a hledat
cesty, jak vyuzit vynikajici situaci pro dalsi objevitelskou akceleraci zaka. Kaz-
dopadné je nadhodnocovani objevu vzdy jasny diagnosticky znak strategického
posunu ditéte ve sméru zintenzivnéni zajmu o kauzalni poznavani.

Zavér

Kauzalni mysleni se u déti rodi jiz v raném détstvi v oblasti mezilidskych vazeb,
v rodiné. Je to nutny predpoklad pro budovani matematické kauzality. Rozvoji
poznani prirodnich zakont a kauzality lidstvu branila vira ve vyssi moc, v boz-
stvo, které 1idi osudy lidi. Az Pythagoras prisel s objevem kauzality v matematice
a tim objevil matematiku. Objevil implikaci, jeho implikace vSak byla jind, nez
jak ji chapeme dnes. To by mél mit na zreteli ucitel, kdyz s zakem diskutuje
o dikazu.
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Toeplitziiv geneticky pristup a vyuka
matematické analyzy

JAKUB MICHAL', KRISTYNA NIZNANSKA?, DAVID ZENKL?

Otto Toeplitz

Otto Toeplitz se narodil v roce 1881 v Breslau v tehdejsim Némeckém cisarstvi
(dnesni Vratislav, Polsko). Zemfel v roce 1940 v Jeruzalémé (Britsky mandat
Palestina, dnesni Izrael), kam emigroval o rok predtim z Némecka kvuli svému
zidovskému piivodu. Béhem celé své védecké kariéry se zabyval matematikou
a jeji vyukou. Je mimo jiné pokladan za jednoho ze zakladateli genetické me-
tody (spolu s nim Felix Klein a dalsi), coz je zptsob vyucovani matematiky
podle paralely s historickym vyvojem zasadnich matematickych myslenek skrze
problémy, ze kterych vznikly (Toeplitz, 2015).

Nahlédneme tedy na zivot a dilo Otty Toeplitze dvéma hlavnimi linkami
jeho védeckého zajmu: matematiku a vyucovani matematiky. Mozna bychom sem
mohli priradit jesté treti linku, a to historii matematiky, ale to bychom byli ve
sporu se samotnym Toeplitzem, ktery se za historika matematiky nepovazoval,
protoze na rozdil od historik nechtél zaznamenavat vse, co bylo, at dobré, nebo
spatné (Toeplitz, 2007).

Toeplitz matematik

Doktorat ziskal v roce 1905 na Vratislavské univerzité. Jeho uciteli byli némecti
matematici Jakob Rosanes a Friedrich Otto Rudolf Sturm. Jeho disertace nese
nazev Uber Systeme von Formen, deren Funktionaldeterminante identisch ver-
schwindet, coz lze prelozit do ¢estiny jako O systémech forem, jejichZ funkcni
determinant zanikd identicky. V roce 1906 odesel do Gottingenu, kde tenkrat
pusobili Felix Klein, David Hilbert a Herman Minkowski. V disertacni praci se
dotkl tématu bilinearnich a kvadratickych forem, to pak pod vedenim Davida
Hilberta rozpracoval do teorie o nekonec¢nych lineadrnich, bilinearnich a kvadra-
tickych formach a nekone¢nych maticich (Toeplitz, 2015). Jeho jméno nese napf.
Toeplitzova matice, jez je v linearni algebte takova matice, ktera je diagonalné
konstantni — ma kazdou sestupnou uhlopricku zleva doprava konstantni, napt.

'KMDM PedF UK; jakub.michal@pedf.cuni.cz
2KMDM PedF UK; kristyna.niznanska@gmail.com
3KMDM PedF UK; david-zenkl@seznam.cz
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V roce 1913 se stal profesorem na univerzité v Kielu a v roce 1928 v Bonnu.
Spolecné s asistentem Richarda Couranta Ottem Neugebauerem a specialistou
na Platéona Juliem Stenzlem zalozili v roce 1929 casopis Quellen und Studien

zur Geschichte der Mathematik (ptelozeno: Zdroje a studie historie matematiky)
(Toeplitz, 2015).

Toeplitz ucitel

Prvné se s pedagogickou profesi setkal v rodiné — jeho otec byl ucitelem. Ve 30. le-
tech 20. stoleti spoluzalozil ¢asopis Mathematische und physikalische Semester-
berichte (ptelozeno: Matematické a fyzikdlni semestrdlni zprdvy) orientovany na
vzdélavani; pricemz témeér v kazdém c¢isle publikoval ¢lanek o vyuce matematiky
(Toeplitz, 2015).

Clanek Das Problem der Universititsvorlesungen tiber Infinitesimalrechnung
und ihrer Abgrenzung gegenitiber der Infinitesimalrechnung an den héheren Schu-
len nese v prekladu nazev Problém vysokoskolskych kurzi o infinitezimdlnim poctu
a jejich odlisent od infinitezimdlniho poctu na strednich skoldach (Toeplitz, 1927).
Jiz z jeho nazvu je evidentni, Ze je zaméren na vzdélavani.

Mezi jeho teze patii napr. (Toeplitz, 2015):

e Studenti by méli zazit, ze matematika je krasna a vzrusujici.

o Vinfinitezimalnim poctu je velice snadné prekazit jakékoli potéseni tohoto

kurzu tim, ze smérujeme k vyuce mnoha pravidel a vztaht.

o Existuji dva typy studentii, kteri prichdzeji na univerzitu: ti z Oberreal-

schule (na prirodni védy orientované skoly) a ti z humanitnich gymnézii.
Ti prvni znaji ¢asto mnohem vice techniky infinitezimalniho poctu, ale
toto jim dost casto brani jednoduse poznat, ze je zde mnohem vic — znat
infinitezimalni pocet.

vvvvvv

matematickymi schopnostmi.

Geneticka metoda

At uz se jedna o dnes jiz prekonanou teorii psychologické rekapitulace nebo jiné,
je pritomnost historie v didaktice matematiky od prelomu devatenactého a dva-
catého stoleti pomérné bohata. Jeji vyuziti jako nastroje ve vyuce zminuji mimo
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jiné napt. Abel, Klein, Leibniz, Poincaré, Courant nebo Pélya. Autorem jed-
noho z pristupi, ktery stavi na historické posloupnosti problémii a motivujicich
pribézich slavnych matematiki, byl i Otto Toeplitz, ktery zacal vyuzivat tzv.
genetickou metodu. Ta je zaloZena na myslence, ze ucitel namisto toho, aby pre-
daval hotové, pro studenty/zédky ¢asto nudné poznatky, vysvétluje, proc¢ se jimi
mame viubec zabyvat. Osvétluje, co viibec lidstvo vedlo k jejich objevu a co ob-
jevu predchéazelo (Fauvel & Maanen, 2002; Klein, 1986; Pélya et al., 1962; Pélya,
1973; Furinghetti & Radford, 2002).

ndzoru, zajimavéjsi nez samotny objev.

Gottfried Wilhelm Leibniz (Pélya, 1973, s. 123)

Toeplitzova genetickd metoda ma zakim /studentim ale slouzit nejen k tomu,
aby poznali poc¢atky matematickych objevi a motivaci za tim, jak dany jev viibec
vznikl a pro¢ se jim vlastné maji zabyvat oni, ale také k tomu, aby zdk/student
vidél, Ze za poznanim nékdy stoji celd staleti prace, genialnich myslenek, rovnéz
i chybnych tvah (Kothe in Toeplitz, 2007; Furinghetti & Radford, 2002).

Kdyz se pak zdk/student fesici danou ulohu dopusti podobné chyby jako
nektery ze slavnych matematikti, neni chyba nahle trividlni ani demotivujici —
pravé naopak. Ucitelim zase miize historie matematiky ukazovat vhodnou, po-
zvolnou navaznost uciva a slouzit jako zdroj autentickych uloh (Toeplitz, 2007;
Furinghetti & Radford, 2002; Lockhart, 2002).

Toeplitz déle zminuje vyznam ,storytellingu® ve vyuce matematiky (Kothe
in Toeplitz, 2007). Sam odhaduje, ze za vyuziti autentickych problému, pribéhu
a historii inspirovanou navaznosti latky oslovi az o 45 % vice posluchac¢t kurzu
matematické analyzy nez pri pouziti klasického rigor6zniho pristupu (Toeplitz,
2015). A byla to pravé matematicka analyza, pri jejiz vyuce Toeplitz genetickou
metodu vyuzival. Pravé tam je totiz ucivo razeno obvykle v navaznosti vychazejici
z matematické logiky, a studenti tak pro né zcela abstraktni pojmy chapou pouze
formalné (Furinghetti & Radford, 2002). To ostatné shrnuje Pdlya témito slovy:

Prijde-li v nespravny cas nebo na nespravném miste, muze byt dobra
logika nejvetsim nepritelem dobrého vyucovant.
George Polya (Pélya, 1993, s. 286)
Dtlezité je zminit, ze geneticky ptistup neni v zadném pripadé vyukou historie
matematiky. Aplikace na matematickou analyzu tak nema za cil popsat historii

jejitho vyvoje, ale ilustrovat ustredni koncepty na tilohach, ze kterych vzesly. Cil
genetického pristupu shrnuje Bressoud takto (Toeplitz, 2007):
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Skutecnd divera v historii by méla studenty uvrhnout do napéti mezi
zmatenim a potésenim z momentu objevent.

David M. Bressoud (Toeplitz, s. 7, 2007)

Zastanci tohoto pristupu byli napr. fyzikové Maxwell nebo Mach, kteri ji
sami pouzivali. Ve ¢lanku On the Mathematics Curriculum of the High School
(1962) zminuji genetickou metodu jako jeden ze sedmi klicovych principu, ktery
by mél byt pouzivan pri vyuce matematiky na strednich skolach. Pod timto
memorandem jsou podepsani mj. Courant, Polya, Coxeter, Klein nebo Morse.

Kalkulus: Geneticky pristup

Otto Toeplitz mél v planu sepsat o vyuce analyzy genetickou metodou dvé knihy.
To bohuzel jiz nestihl. V roce 1949 vSak byla z jeho rukopisti zkompletovana kniha
Die Entwicklung der Infinitesimalrechnung (Toeplitz, 1949). Ta mimo kapitoly
o nekonecnych procesech, urc¢itém integralu a diferencialnim poctu obsahuje ka-
pitolu vénovanou praktickym aplikacim a ve vyuce provérené tulohy.

Verze v ceském jazyce

Nasim cilem je preklad této knihy do c¢eského jazyka a nasledné pouziti ve vyuce
pravé matematické analyzy.
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Jaké cislo dava smysl?

KAROLINA MOTTLOVA!

Atypickd slovni uloha typu ,Jaké cislo ddvd smysl?“ je ndstroj, kterym maiize
ucitel rozvijet Zakovské argumentacni dovednosti a propojovat jazykovou a ma-
tematickou gramotnost. Ukolem je doplnit ¢isla do textu tak, aby ddvala smysl
2 hlediska matematiky, jazyka a redlného kontextu. Dvojice Zaki Sestych a patych
bdalni komunikace tlustruji, jaké jevy iniciuji heuristické strategie, které Zdci pri
resent pouzili, a jakych chyb se pri reseni dopustili.

Uvod

Slovni tlohy jsou castym tématem prispévka pro ucitele 1. stupné. Staci se podi-
vat napr. na program letosni konference Dva dny s didaktikou matematiky 2022.
My se v ¢lanku zamérujeme na atypickou slovni dlohu Jaké cislo davd smysl?
(orig. What number makes sense?) (Kaur & Har, 2009), ktera ma potencial roz-
vijet zakovské argumentacéni dovednosti a podnécovat k diskuzi mezi zéky (Minis-
terstvo skolstvi (Singapur), 2012). Tento typ slovnich tloh se objevuje v fadach
zahrani¢nich ucebnic (napf. Shaping Maths, In Step Maths),? které vyuZivaji
singapursky pristup. Prelozené ulohy tohoto typu nalezneme napfr. na verejné
internetové strance (Jancarik, 2019). Slovni tlohou rozumime slovni popis pro-
blémovych situaci, které vedou k jedné nebo vice otazkam, jejichz odpovédi lze
ziskat aplikaci matematickych operaci na éiselnd data pritomné v problému*“?
(Verschaffel et al., 2014, s. 9). N&s typ slovni tlohy je atypicky (Slezakova et al.,
2021), protoze zde neni otazka. Podrobnéjsi popis naleznete v ¢asti metodologie.
74ci Casto Fest typické slovni dlohy pomoci naucenych algoritmi, které jim piede-
piSe ucebnice nebo predstavi ucitel (Vondrova, 2020). Takové strategie jsou vsak
hodnoceny jako povrchové (Hejny, 1995) a mohou zptisobit neldspésné feseni.

Nas vyzkum

Byly stanoveny tti vyzkumné otazky: 1. Jakymi typy argumenti zaci odiivodno-
vali kroky pri feseni slovni tulohy? 2. Jakych chyb se zaci dopoustéji pri reseni
slovni tlohy a jak jsou tyto chyby napravovany? 3. Jak se zménil v nasem vzorku

IKMDM PedF UK; karolina.mottlova.ruzickova@gmail.com
2Mozné zakoupit na https://www.rainbowresource.com/

3 ,...verbal description of problematic situations that give rise to one or more questions whose answers can be
obtained by applying mathematical operations to the numerical data present in the problem .
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starsich zaka pristup k typu slovni tlohy ,Jaké ¢islo dava smysl?“ oproti pred-
chozim zkusSenostem s mladsimi zaky?

Metodologie

Jako nastroj pro experiment byla pouzita série t¥i tloh (viz obr. 1, 2, 3), které se
vzajemné liSily zasazenim do kontextu, matematickym modelem a pritomnosti
jazykového aspektu. Cilem kazdé tlohy je doplnit ¢isla do textu tak, aby tloha
davala smysl. Nyni tlohy charakterizujeme.

1. slovni dloha — Jonas nakupuje

Z textu v ramecku utekla Eisla 8, 44, 12, 4.
Vrat je na misto a ovéf, zda v textu davaji smysl

Jonas si do kodiku dava okurky po korunach a

zeli za korun. U pokladny zaplati korun,

Obrazek 1: Slovni uloha Jonds nakupuje.

Uloha mé jedno Fedent, které ¢ini tlohovou situaci smysluplnou po strance ma-
tematické, jazykové i realného kontextu. Do prvni mezery lze vlozit pouze ¢islo
4, protoze z hlediska jazyka tvar podstatného jména okurky odpovida dle dekli-
nace pouze ¢islu 4 z vybéru. Do posledni (¢tvrté) mezery lze vlozit pouze ¢islo
44, protoze dle redlného kontextu musime u pokladny zaplatit soucet castek za
jednotlivé polozky, tudiz z vybéru musime vlozit nejvétsi ¢islo. Do druhé mezery
lze vlozit pouze cislo 8 a do treti mezery pouze ¢islo 12, protoze matematicky
model tlohy je 4 -8 + 12 = 44.

2. slovni tloha — Ukoly v hodiné

£ textu v ramecku utekla éisla ?, 19, 26, 45,
Vrat je na misto a ovér, zda v textu davaji smysl.

Zacl fefili béhem wuéovacl hodiny dva naroéné dkoly. Vyuéovacl

hodina trva minut, faci fedili prvni dkol o
minut déle nei druhy. Prvni dkol jim trval minut a druby
trval minut.

Obrazek 2: Slovni tloha Ukoly v hodiné.

Uloha ma jedno Teseni, které c¢ini tlohovou situaci smysluplnou po strance
matematické, jazykové i realného kontextu. Do prvni mezery lze vlozit pouze
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c¢islo 45, protoze dle realného kontextu vyucovaci hodina obvykle trva 45 minut a
zaroven je to nejvétsi ¢islo, které je souctem casti trvani tkolid. Do druhé mezery
1ze vlozit pouze cislo 7, protoze z matematického pohledu rozdil mezi cisly, jejichz
soucet je 45, musi byt nejmensi ¢islo. Do treti mezery lze vlozit pouze ¢islo 26,
protoze dle redlného kontextu je feceno, ze prvni tkol trval déle. A do posledni
(¢tvrté) mezery lze vlozit pouze Cislo 19, protoze matematicky model tlohy je
45 = 26 + 19; 26 — 19 = 7. Vzhledem k neexplicitnimu vyjadreni, ze feseni kol
trvalo presné celou vyucovaci hodinu, mohou byt na zakladé vhodné argumentace
pTijata i jind feseni a to tato (45, 19, 26, 7), (7, 19, 45, 26), (7, 26, 45, 19); ¢isla
jsou uvedena postupné podle poradi mezer.

3. slovni tloha — Cestujici v autobuse

Z textu v ramecku utekla Cisla 5, ?, 1 3, 15.

Vrat je na misto a ovéf, zda v textu davaji smysl.
Kdyi autobus pfijiidél na zastavku U dubu, vezl ____ cestujicich.
Na zastavce vystoupilo a nastoupilo cestujicich.

Ze rastavky odjiidélo autobusem cestujicich.

Obrazek 3: Slovni uloha Cestujici v autobuse.

Uloha mé Ctyfi feSeni, kterd ¢in{ tlohovou situaci smysluplnou po strance
matematické, jazykové i redlného kontextu. Do prvni mezery lze vlozit vSechna
¢isla kromé 5, protoze na zastavce musi néjaky cestujici vystupovat a z hlediska
realného kontextu neni mozné, aby vysledny pocet cestujicich po vystoupivsich
bylo zaporné ¢islo. Pokud bude v prvni mezere nejvétsi ¢islo 15, musi byt v né-
sledujici druhé mezere bud ¢islo 13, nebo 7, aby byl vysledny matematicky model
spravny 15 — 1345 = 7 nebo 15 — 7+ 5 = 13. Pokud bude v prvni mezere ¢islo
13, musi byt v druhé mezete pouze ¢islo 5, aby byl vysledny matematicky model
spravny 13—5-+7 = 15. Pokud bude v prvni mezete ¢islo 7, musi byt v druhé me-
zefe pouze ¢islo 5, protoze z redlného kontextu neni mozné, aby vystupovalo vice
lidi, nez je v autobuse. Z nabizenych ¢isel je mensi ¢islo nez 7 ¢islo 5. Vysledny
matematicky model je 7 — 5+ 13 = 15.

Experimentator vedl patnactiminutové rozhovory s péti dvojicemi zaki z pa-
tych (2 7aci — oznacdeni 3B a 5A)* a ze Sestych (8 Zdkt — zbylé kédy) rocniki.
Zaci Tesili sérii tif dloh (viz obr. 1, 2, 3). Jejich tikolem bylo feseni komento-
vat a argumentovat, proc¢ c¢isla do jednotlivych mezer vkladaji. Experimentator

4Jednotlivé zaky kodujeme (1A, 1B, 2A, ..., 5B) — é&islo udava dvojici v pofadi a pismeno oznacuje zdka.
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vyzyval Zéky k vyuzit{ metody mysleni nahlas,” ¢imZ mohl ziskat lepsi piehled
o situaci, jak zaci k uloze pristupovali. Z rozhovorti byl porizen audio i video-
zaznam. Byla ziskdna zakovska reseni v papirové podobé. Veskera data o zacich
byla anonymizovana.

Zikovska FeSeni

Z prepisu jsme se soustredili na opakujici se argumenty, kterymi zaci vysvétlo-
vali, pro¢ ¢islo vlozili do mezery nebo jak tulohu fteSili. Evidovali jsme 6 typt
argumentil. Dale jsme zaznamenali 5 typt chyb, kterych se zaci dopoustéli. Uva-
dime ukazky zakovskych teSeni s pripadnym doplnénim popisu z videozaznamu
a kopiemi zakovskych Teseni. V prepisu ztucénujeme ty ¢ésti, které povazujeme za
podstatné pro porozumeéni myslenkam zaki. Nasledné uvadime komentar.

Typy argumenti

1. argument — Nejvétsi /nejmensi ¢islo

Kdyz autobus pfijizdél na zastavku U dubu, vezl /| cestujicich
Na zastavce vystoupilo 17 a nastoupilo cestujicich.

Ze zastavky odjizdélo autobusem ____cestujicich.

Obrazek 4: Zikovské Feseni 2B.

EXP.: A proc¢ sis dala zrovna to nejvétsi Cislo na zacatek?

2B: Ono by to asi uplné ani neslo, kdyby tam bylo mensi pocet,
protoze kdyby se tam tfeba vezlo 13 lidi a na zastavce pak vy-
stoupil 15, tak to by neslo.

Komentar: Reseni zakyné 2B se odvijelo od umisténi nejvétsiho ¢isla do prvni
mezery. Zakyné si zaroven uvédomovala signalni slova vezl a vystoupil, kterymi
argumentovala jediné mozné reSeni.

2. argument — Deklinace slova

1B: J& si myslim, Zze tam bude 4, protoze 4 okurky. Protoze 8 by to
bylo okurek. To je logika.

5Think-aloud, ,as a pedagogical tool among others, the think-aloud protocol seems to effectively guide a student
to verbally tell the teacher how she is approaching the mathematics wp and how she will solve it“. (Bjorn et al.,
2019, s. 2)
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Komentai: Zakyné 1B si vSimla tvaru slova okurky a to bylo zédkladem jejiho
argumentu, pro¢ miize do prvni mezery doplnit pouze cislo 4.

3. argument — Signalni slovo

1a: To je vlastné nasobeni.. Kdyby to 4 ... kdyby tady [ukazuje na
druhou mezeru] bylo 8 tfeba, tak je to 8 - 4 ... kdyz médme 4 okurky
po, vlastné jedna stoji 8 korun tieba, tak 8-4 je 32 a plus jedno
zeli je 12.

Komentar: Zakyné 1A si uvédomovala signalni slovo po a v komentari ho na-
hradila slovnim spojenim jedna stoji. Stejné tak si uvédomovala, ze dalsi polozku
nakupu, zeli, musi pricist.

4. argument — Realna zkusenost

4A: Ja vim, to asi nebude 13, protoze ... no ¢asto z autobusu nevy-
stupuje, az tak tolik lidi.

Komentai: Zakyné 4A méla potize s fesenim tlohy Cestujici v autobuse. Pro
argument, ze ¢islo 13 v druhé mezefe nevyhovuje, se uchylila k vyuziti redlné
zkusenosti. Pozdéji si zhodnotila, zZe jeji vyrok nebyl pravdivy.

5. argument — Jednoduchost vypoctu

Kdyi autobus pfijizdél na zastavku U dubu, vez _ cestujicich
Na zastavce vystoupilo [ v anastoupilo 15 cestujicich.

Ze zastavky odjizdélo autobusem "I~ cestujicich.

Obrazek 5: Zikovské Feseni 4B.

4B: [12:22] No, zkusila jsem 15 minus 5, ze by vezl 15 cestujicich,
vystoupilo by 5 cestujicich, zbylo by tam 10 cestujicich a nastoupilo
by 7 cestujicich, ale potom by tam nebylo téch ... nebo bylo ...

4B: [12:52] Ne, nebylo by to. Ale tak, tfeba 13 cestujicich vezl,
vystoupilo 7 cestujicich.

Komentaf: Zakyné 4B zkusila nejprve od &sla 15 odedist 5, coz miize na-
povidat, ze se ji tento vypocet délal sndz. Divodem pro tento zavér je i to, ze
se stejny prvni pokus objevil i u dalsich zakt. Z casového rozmezi 30 sekund
miuzeme také usuzovat, ze nechtéla ztratit svij prvni pokus a stale premyslela,
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zda by mohla zbyl4 dvé ¢isla vlozit a najit spravné reseni. Z kopie feseni zakyneé
a z jejich slov ,zkusila®“ a ,tak treba“ muzeme vidét, ze vyuzila heuristickou
strategii pokus-ovéreni-korekce. V zavéru prisla na dveé feseni tlohy.

6. argument — Vztah mezi ¢isly (aditivni)

4B: Ja, ee, ja jsem to pochopila, ze tady, kdyz, ee, tady je ten tikol, resili
tfeba, nebo 7 minut nebo 19 nebo 26 minut, o 7 minut déle,
takze jestli tady je, 26 minus 7. Takze to je 19. Aa, takze prvni
ukol resili 26 minut a druhy 19 minut.

Komentar: Stejné jako u predchoziho jevu, i zde vyuzijeme komentar zakyné
4B. Zakyné si uvédomovala aditivni vztah mezi ¢sly 7, 19 a 26 a pouzila ho
k dosazeni ¢isel do textu. Za povsimnuti stoji, ze zakyné vyuzila jako argument
odcitani ¢isel namisto s¢itani, coz miizeme povazovat za neobvyklé.

Typy chyb a jejich naprava

V mnoha pripadech zakovskych feseni se chyby nevyskytovaly samostatné, ale
bylo jich nékolik najednou. Proto nékdy uvadime vice typt chyb v jedné ukazce.
Dale charakterizujeme napravu téchto chyb.

1. chyba — Signalni slovo neni vzato v potaz + Aha-efekt v ramci spoluprace

1B: 12 4+ 4 + 8 ...
1A: Ale to neni plus, to je nasobeni... to je jako tieba ... 4 okurky ...
1B: Ahaaa, protoze 4 ..., osmi korunach

Komentéi: Zakyné 1B se nesoustiedila na text a nevzala v potaz signalni slovo
po, které signalizuje nasobeni. Této chyby si vSimla zakyné 1A, kterd ji chtéla
vysvétlit, co mysli ndsobenim, ale zakyné 1B dospéla k Aha-efektu nakonec sama.

2. chyba — Zména tvaru slova

lonas si do kosiku dava /4 okurky po A/4  korunacha

zeli za korun. U pokladny zaplati 44 ~ korun.

Obrazek 6: Zakovské Feseni 2B.

EXP.: A zkousSela sis tam i jina ¢isla nez 4, 8, 127 Takhle postupné?

2B: No, nebo tady miuze byt 8 okurek za 4 koruny.

2A: To vyjde stejné. Ono to tady mtizou byt dvé moznosti a obé
by se mély pocitat.
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Komentai: Obé zakyné 2A i 2B byly ze Sestého ro¢niku. To mize byt divo-
dem, pro¢ nevnimaly tvar slova okurky za neménny, ale pro doplnéni cisla 8 si
slovo upravily. Tuto chybu nemtzeme pokladat za zavaznou. Je dilezité se k této
myslence vratit a diskutovat o ni.

3. chyba — Orientace v textu + aha-efekt

1B: [7:00] ... déle nez druhy [potichu pro sebe]...
1B: ... 019 ... minut déle nez, to je prvni tkol, trval tolik a druhy tkol
. [Septem pro sebe]

1B: 26 ... Tam bude 26, ne? [potichu reaguje na 1A]

1B: [11:20] Jo, protoze tady to neni zadn4 ta tiloha, protoze tady jenom
cas a tady uz je ta prvni uloha.

1B: [11:49] Ehmm, protoze ja jsem si celou dobu myslela, ze tady
je ta prvni dloha [ukazuje na druhou mezeru], ale pak jsem
si uvédomila, ze to je prvni tkol.

Komentar: Zde stoji za pozornost cas. Uvadime jediné vyroky, které zakyné
v tomto case rekla. V sedmé minuté od zac¢atku povidani s touto dvojici si zakyné
1B zacala potichu pro sebe opakovat ¢ast textu a snazila se v ném zorientovat.
Zamérila se na slova pruni tukol. Text zfejmé pozorné nedocetla a myslela si,
ze jiz zde je misto pro doplnéni cisla, které udava, jak dlouho byl prvni kol
fesen. Zakyné potfebovala ¢as, presné 4 minuty a 20 sekund, a diky tomuto ¢asu
a vlastnimu prostoru k feseni a prerikavani textu si uvédomila, ze misto Spatné
identifikovala. Nasledné se opravila a vysvétlila, jak premyslela.

4. chyba — Vliv predchozich zkusSenosti

1A: [15:12] Podle mé je jenom jedno FeSeni.

EXP.: Proc?

1A:  Ja nevim, to byste nam to nedavala. To byste nam to rekla.

EXP.: Vam to vzdycky ucitel fekne, kdyz to ma vic feseni?

1a: Jo.

1A: [17:01] No j& pofdd nevim. Podle mé to neni spravné. Ze to ma podle
meé jenom jedno reseni a moznd to md vice, nevim.

Komentai: Uloha Cestujici v autobuse mé ctyfi feeni. Zakynd 1A ale ziejmé
nemeéla dostatek zkuSenosti s tlohami, které maji vice reseni. A pokud se jiz
s takovymi tlohami setkala, byla vzdy ucitelem utvrzena v tom, ze tloha vice
reseni ma. To bylo s nejvétsi pravdépodobnosti diivodem, pro¢ se i po necelych
2 minutach nemohla zbavit dojmu, Ze tloha neni vyfresena spravneé.

5. chyba — Porovnavani 4+ aha-efekt v ramci spoluprace
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Zaci resili béhem vyucovaci hodiny dva naroéné ukoly. Vyucovaci
hodina trva minut. Zaci resili prvni kol o
minut déle nez druhy. Prvni ukol jim trval 2& 7% minut a druhy

trval #§ <& minut.

Obrazek T7: Zikovské feseni 2A.

2A: Tady pisou, ze zaci tesili prvni tikol o nékolik minut déle, nez
ten druhy, takze jako ze by ten prvni mél by byt kratsi asi
nez ten druhy.

EXP.: Souhlasis?

2B: Prvni tkol by mél byt delsi nez druhy. (Zdkovské reseni 2A vi-
dime na obrdzku)

2A: Jo aha. No jo, ono je to naopak. Ja jsem si to Spatné precetla
.. Jo

Komentéi: Zakyné 2A méla potize uchopit a predstavit si situaci proni dkol
o nékolik minut déle nez druhy a prelozit tuto vétu do matematické nerovnosti
proni kol > druhy ikol. Prekvapilo nas, ze zakyné 2B, ktera vyrok zakyné 2A
opravuje, méla sama problém s uchopenim této situace. To mizeme soudit z jejich
dvou preskrtnutych cisel ve treti a ¢tvrté mezere.

Diskuse a zavér

Vysledky rozhovort ukazaly, Ze zaci pristupuji ke slovni tloze ze tii hledisek —
matematického, jazykového a realného kontextu. Doplnéni ¢isla do mezery vy-
volavalo potrebu argumentovat, at uz v hlavé zaka, nebo navenek jako mysleni
nahlas. Zéci v prabéhu feseni nékdy ménili své strategie i typy argumentt. Jedna
z moznych nevyhod pouzité metodologie je, ze argumenty mohly byt jen formalni
odpovédi na otazku experimentatora.

Po porovnani predchozich (Malkova & Mottlovd, 2021, Slezdkova et al., 2021)
a soucasnych vysledkia muzeme Tici, ze zaci nasi vékové skupiny (5. a 6. roc-
nik) pouzivaji strategie vyvolané podobnymi jevy jako u mladsich zaki, avsak
v jiné cetnosti. Napr. jev deklinace slova se u zakt 2.—-3. ro¢nikli viibec neobjevil.
U zakt 5. ro¢niku byl tento jev jako jeden z hlavnich, na kterém zaci zakladali své
argumenty. Ve vyzkumu predstaveném v clanku se tento jev neobjevil. Naopak
jevy redlnd zkusSenost a prace s nejvetsim cislem se vyskytly u vsech vékovych
kategorii a ve velmi podobné c¢etnosti.

Typ slovni dlohy ,,Jaké ¢islo dava smysl?“ ma potencial podnitit zaky k hle-
déni jinych nez povrchovych strategii, napt. heuristickych (Vondrova, 2019). Dal-
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sim podstatnym rysem je, ze tloha dava prirozené prilezitost k realizaci mezi-
predmétovych vztahti. V tomto typu tdloh je umocnén mezipredmétovy vztah
mezi matematikou a ¢eskym jazykem jevem deklinace slova.

V ¢lanku jsme predstavili sérii t¥i slovnich tloh typu ,,Jaké ¢islo dava smysl?“.
Zskovska TeSeni téchto tiloh jsme pouzili jako nastroj p¥i rozhovorech s dvojicemi
zakl 5. a 6. rocnikil. Z rozhovort jsme charakterizovali typy argumenti, kterymi
zaci dokazuji doplnéni ¢isel do textu nebo zptisob Teseni tlohy, a dale typy chyb
a jejich napravy. Pravdépodobné diky atypicnosti slovni tlohy zaci prirozené
vyuzivali zkusenosti z oblasti jazyka (deklinace), matematickych vztaht a real-
ného zivota. Z reakci zaki muzeme soudit, zZe je tloha bavila a byli motivovani
ciovaly vyuziti heuristickych strategii (napr. deklinace slova, prace s nejvétsim
¢islem nebo redlnd zkusenost). Zaroven jsme charakterizovali chyby, které se v Te-
Senich zaki objevily, a hledali jsme jejich pri¢iny. Nejcastéjsi pri¢cinou v nasem
vyzkumném vzorku byl vliv pfedchozich zkusenosti nebo porovnavani. Zéci si
chyby uvédomili a odstranili je prevazné diky interakci se spoluzakem nebo ve
spolupraci s experimentatorem. Vétsinou doslo k aha-efektu.

Do budoucna bychom se radi zamérili na dlouhodobé sledovani zaki a ucitelt
pri praci s témito tlohami. Nasim cilem je také vytvorit zasobarnu tloh, které se
budou lisit napr. dirazem na aspekt jazyka nebo realného kontextu.

Tento piispévek vznikl za podpory projektu TACR (TL03000469) Podpora integrace matema-
tické, ¢tenarské a jazykové gramotnosti u zaki zakladnich skol.
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Pracovni list s pohadkovou tématikou jeden
z nastroju pripravy na slovni dlohy

MARIE NACHTIGALOVA—SUSTROVA!

Ve své diplomové prdici Rozvoj predmatematematické gramotnosti prostrednic-
tvim pohadkovych pracovnich lista (Nachtigalovd, 2022) propojuji dvé gramot-
nosti, které rozvijime v materské skole, predmatematickou a ctendrskou. Po-
hidka uddvd kontext k zaddni pracovniho listu. Ukoly k pracovnimu listu 7e$i déti
jednoduchymi matematickymi metodami resent, nejde jen o urceni poctu nebo
do /vytvareni modelu.

Pracovni listy (dale jen PL), které jsem vytvofila, jsou oproti bézné praxi MS
zasazeny do didaktické struktury, tj. do série aktivit, které mu predchazeji a
které na praci s nim navazuji. S PL by se nemélo pracovat izolované. Mnou
vytvorené PL se od bézné praxe lisi tim, Ze s nimi cilené plni dité vice tkoli.
Poradi tkold hraje pro rozvoj ditéte roli, iikoly jsou zadavany postupné. To, co
je pro aktivity predskolniho véku typické, je jejich komplexnost; prostrednictvim
PL je rozvijeno vice oblasti, nejen pojmy (téma ¢isla a rovinnych tvaru, které se
v MS objevuji nejcastéji), ale i metody Teseni a specifické schopnosti ditéte, které
bude potiebovat v ZS napf. pii feseni slovnich tloh. Diisledné pfitom respektuji
RVP PV a tukoly k PL nezasahuji do RVP ZV.

Prace s vétsinou PL je pripravou déti v materské skole na slovni tlohy v ma-
tematice, které bude pozdéji zik 1. ro¢niku ZS Fesit.

Slovni tloha v uzsim slova smyslu ma dvé ¢asti: 1) kratké vypravéni nebo
popis situace; 2) otdzku nebo tkol, které ze ,slohové ¢asti“ 1 tvori problém, jenz
Ize vyfesit matematickymi metodami feseni (Kaslova, 2019).

Reseni problému mé nékolik fazi: tvorbu predstav, hodnoceni informaci a vy-
bér podstatnych informaci, vztahtt mezi daty vzhledem k tkolu, jistd matemati-
zace (nemusi byt u feseni dramatizaci), volba metod feseni, feseni matematického
problému, navrat do reality dané kontextem slovni tlohy, odpovéd, pripadné kon-
trola a diskuse. V MS je v grafickém feseni pracovnich list@i kli¢ova transformace
slovné-akustického kédu do obrazového (grafického) kédu a naopak. Resenim
slovni tilohy je odpovéd celou vétou (pravdivy vyrok), kterd miize mit v MS vice
podob nez mluvenou (Kaslova, 2017).

Vytvotila jsem sedm PL k péti pohddkam: Cervend Karkulka, Pernikovd cha-
loupka, O dvandcti mesickdch, Mdsenka a tri medvedi a VIk a sedm kizldtek.
K jednotlivym lekcim byly vytvoreny scénare. Kazdé pohadce jsme se s détmi

'KMDM PedF UK; marie.nachtigalova@seznam.cz
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vénovali tyden, respektive alespon dvé dopoledne. PL byl vétsinou zarazen na
druhy den programu.

V obecné roviné jsem sledovala didaktickou strukturu, kterda mize zasaho-
vat vice dni:

a)
b)

C

N— —

seznameni s pohadkou, ¢teni nebo vypraveéni, pripadné sledovani predsta-
veni;

diskuze k pohadce miize byt propojena s tvorbou ilustrace k pohadce;
pripadna dramatizace pohadky ¢i jeji ¢asti;

seznameni se s pomuckami pro praci s PL, pokud by mély byt pro déti
nové (nulta faze s materidlem — Kaslova, 2006);

uvod k PL — vyvolani predstav pohadky, pripadné oziveni vhodné slovni
zasoby;

prace s PL, plnéni kol individualné nebo ve dvojicich, dialog k praci;
,Cteni jednotlivych feseni“ a diskuze k Tesenym tkolim — bud bezpro-
sttedné po kazdém vyteseni jednotlivého tkolu, nebo na zavér k celému
komplexu;

nasledné aktivity, kam patii mimo jiné i vystaveni PL, vlastni tvorba déti
navazujici na PL, navrat k pohadce a podobné.

Prace s PL zasazenym do specifické lekce v ramci didaktické struktury za-
hrnuje i ¢asovy prostor pro dité, kdy se vyjadii ke svému Teseni. Dochazi ke
komparaci, dité dostane zpétnou vazbu od ostatnich a ma moznost korekce (na
L, nebo v predstaveé), coz je dulezité pro ovéreni pochopeni tikolu (ditétem). Zde
se muze objevit i ,,aha-efekt .

Pti tvorbé PL jsem vychéazela z nasledujicich pozadavkia A) na PL, B) na
volbu pohadky.

A)

Pozadavky na tvorbu PL:

e Musi plnit alespon jeden z cilii predmatematické gramotnosti.

o M4 obsahovat maximalné tti ukoly k jedné strané PL.

o Néroc¢nost tkoli se musi stupniovat (od nejjednodussich ke slozitéj-
Sim).

o Formulace uzavieného tkolu musi byt pro dité srozumitelna a jedno-
znacna.

 Je pouzita spravna terminologie (pokud je nezbytné nutna).

o Pokud je predloha barevna, méla by byt v tlumené barve, aby neod-
vadéla pozornost ditéte od plnéni tkolu.

o Obréazek musi byt identifikovatelny ditétem.
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o Mezi vice obrazky je dostatek mista (dité se Spatné orientuje v za-
plnéné plose). Vétsina zasad se shoduje s tim, co publikovala Dobro-
volna (2016, s. 59).

B) Pozadavky na volbu pohadky

Pohadka tvori kontextovou motivaci k feseni pracovniho listu. Déti by mély
mit zajem o téma a aktivity by pro né mély byt smysluplné. K pohadkam
si déti tvori lépe predstavy nez ke slovnim tuloham, protoze pohadky znaji
a maji néjaké predstavy jiz vytvorené. Navic mize byt mnohdy znalost
pohadky a orientace v ni oporou/napovédou ke splnéni tkolu. Praci na
PL se déti uci soustredénosti na ¢innost, pozornosti pti poslechu a poro-
zumeéni slySenému, také orientaci v plose a ¢teni obrazku s porozumeénim.
Trénuji pamét, rozvijeji jazyk a komunikaci obohacenim o pojmy, pracuji
s podminkou, diskutuji nad zptisoby a metodami feseni.

Pracovni list Cervenia Karkulka

Podrobnéji se budeme zabyvat didaktickou strukturou k PL vytvorenému k po-
hédce Cervens Karkulka (viz obr. 1). Ukoly k PL Cervend Karkulka odpovidaji
svym charakterem slozené slovni tloze; dva tkoly na sebe navazuji. Nejdrive si
maji déti prohlédnout obrazek, coz lze chapat jako pokyn k tomu, aby si ,,potichu
precetly informace®, a néasledné vyznaci pastelkou, kterou cestou se podle po-
hadky vydala Karkulka za svou babickou.

Nez zac¢nou déti plnit ukol, je dobré si béhem prohlizeni obrazku na jeho
¢asti ukazovat a pojmenovat je (co se na ném nachézi), zvlasté rozlisit pésinu od
zkratky. Zptsob Feseni je ponechan volbé déti. Ukol nabizi znatnou technickou
variabilitu. Déti mohou cestu vybarvit, vést ¢aru jako stopu Karkulky ¢i spojnici
dvou mist nebo pouzit Sipku.

V zadéani druhého tkolu maji déti pouzit jinou barvu nez tu, kterou oznacily
trasu Karkulky. Maji vyznacit, kudy se vydal k babic¢ce vlk. Po splnéni druhého
ukolu déti nasledné porovnaji obé trasy, zvazuji, zda sli vlk a Karkulka stejnou
cestou, nebo ne, zda jsou obé cesty stejné dlouhé, pripadné ktera z cest je kratsi
a ktera je delsi a pro¢ by to tak mohlo byt.

Po vyplnéni PL nasleduje diskuze s détmi, respektive rozhovor nad resenim
PL. Kazdé dité ma moznost (prostor) k vyjadieni. U slabsich déti doporucujeme
reseni komunikovat, coz miize probihat jen slovy, nebo kombinované ukazovanim
s komentarem.
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Realizace

V prvnim ukolu bylo pro nékteré déti tézké upozadit prani hodné Karkulky,
ktera sla spravnou cestou, a namisto toho se drzet zadani a vyznacit, jak to bylo
(doopravdy) v pohadce. Pri splnéni druhého tikolu mohly byt déti také ovlivnény
svymi emocemi, konkrétné strachem z vlka, a tak mohly nedodrzet zadéni.

Druhy tkol je zaloZen na metodé feseni porovnavanim a tuspésnost se odvijela
dle grafického zapisu ditéte. To, jakym zplisobem budou déti porovnavat obé
trasy, zaviselo na vybéru kazdého ditéte. Jednou z moznych variant je porovna-
vani manipulaci napt. prilozenim tkanicky ¢i provazku. Déti ze dvou materskych
skol pouzily nejcastéji pro graficky zapis vybarvovani a c¢aru, tri déti doplnily
zaznam o Sipky znazornujici smeér trasy, jedno dité pracovalo s bodem. Porovnéa-
valy prevazné odhadem, nékolik déti pouzilo ,odmérovani® kladenim prstu po
vyznacenych trasach. Diskuze ukézala, ze pro né bylo splnéni druhého ukolu a
porovnavani obou tras naroc¢né. Vétsina déti si vsak uvédomila, kde meéla ob-
tize a opravila ji. Chybné byl tedy graficky zapis, predstavy déti se diky diskuzi
zpresnily.

Dle analyzy sledovanych jevi je pohadka vhodnou kontextovou motivaci pro
déti predskolniho véku. Jednoduchost pribéhu netvotila priliSné naroky na pamét
i diky tomu, ze déti pohadku znaly. Nasledné tikoly predstavovaly pro déti primeé-
fenou intelektovou zatéz. Pro pochopeni obou tkold a jejich plnéni tak, aby Slo
o pripravu na slovni tlohy, je dilezita transformace mluveného komunikacéniho
kédu do grafického a naopak. Déti si nejprve PL prohlédnou. Ucitelka iniciuje
s détmi mluvu k obrazkim v PL, aby usnadnila naslednou komunikaci. Déti
PL ,prectou”. Kombinuji se zde dva komunikac¢ni kody: graficky je preveden do
mluvniho. Uc¢itelka zada tkol. Déti ho nejcastéji vytesi graficky a pak tento kod
zpétné transformuji do mluvniho v podobé slovni odpovédi nebo popisu vysledku,
,prectou” své feseni PL (Nachtigalova, 2022, s. 12).

U pilotniho testu doslo pouze ke transformaci komunika¢niho kédu do gra-
fického. Déti vyplnily PL, ale dale se k nému nevyjadrovaly. To vsak k ovéreni
pochopeni tkolu détmi nestaci. Déti musi rozumét tomu, co kresli, je potreba
graficky kéd prevést na komunikac¢ni, tj. precist PL. Zpusob zakresleni (model)
mohou déti prevzit od nas, sviij postup obhaji béhem spole¢ného rozhovoru nad
reSenim PL.

Cilem prace s PL byl predevsim rozvoj predmatematické gramotnosti. Kon-
krétné se zde jednalo o vybér z moznosti — slo o jakysi labyrint dvou cest, praci
s podminkou, tvorbu vyroki, urcovani pravdivosti a pouziti ¢ary jako grafické
metody feSeni. PL dale rozvijel ¢tenarskou pregramotnost, zejména praci s gra-
fickymi znaky. PL cilené vedl k rozvoji soustiedénosti, pozornosti, kratkodobé
paméti a komunikacnich dovednosti — ke grafickému feseni slovnich tloh a slov-
nimu komentari k nému. Diskuze je pripravou na kontrolni procesy.
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Obrazek 1: Pracovni list Cervend Karkulka.

Zavér

Ukéazalo se, ze vytvorené PL jsou funkcéni v zasazeni do didaktickych struktur.
Potvrdilo se mi, ze didakticka struktura musi byt dobfe promyslena a pohadka
k PL musi odpovidat stanovenym kritériim. Rovnéz se ukazalo, jak je prospésné
si o dokonc¢ené praci s PL s détmi na zavér povidat. Toto zakonceni prace s PL
nebylo snadné, protoze déti byly zvyklé PL vyplnit a odevzdat, takze se zavérecéné
diskuzi musely postupné ucit.
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Vyuzitie slovenskej I'udovej kultiiry na hodinach
matematiky

ALEXANDRA PUNCOVA!, ZUzANA SEMRICOVAZ, LENKA VALENTOVA?

Pre kazdy ndrod je dolezita ludovd kultira. OdraZa materidlnu rozmanitost, ktord
sa postupom casu vyvijala, ale aj rozne tradicie a zvyky, ktoré niektoré ndrody
dodrzZiavaji do dnesného dna. V ramci ludovej kultiry mozZeme badat podobnosti
alebo naopak odlisnosti medzi jednotlivymi ndarodmi. V nasom prispevku sme sa
zamerali na vyuzitie vybranych prvkov ludovej kultiry na hodindch matematiky
na primdrnom vzdelavani na zdkladnej skole.

Uvod

Jedine¢nost kazdého naroda sa odraza v jeho kulture, v jeho tradiciach a zvyk-
lostiach. Ludova kultdra je odrazom prezivania a myslenia ludi, nasich predkov.
Predstavuje nenahraditelné hodnoty, ktoré sa vyznacuju pestrostou a rozmani-
tostou, ktord sa dedi uz niekolko generacii. Tradi¢na Iudova kultira Slovenska
predstavuje bohatu klenotnicu jedinecnych a pévodnych kultdrnych javov a pre-
javov, ktoré vznikali a prezivali hlavne vo vidieckom prostredi a Sirili sa tistnym
podanim z generdcie na generaciu. Je sithrnom hmotnych a nehmotnych pro-
duktov ludskej ¢innosti vytvorenych v tradi¢nych spoloc¢nostiach a zviazanych
so socialnymi vrstvami nazyvanymi lud, ktory na Slovensku tvorili najmé rol-
nici, remeselnici, robotnici a dalSie neprivilegované socialne vrstvy (Morongova,
2016-2020; Rochovska, 2012).

Ludova kultura

Ludovu kultiru mozeme definovat ako systém akumulovaného poznania, vzorov
spravania a materialnych i nematerialnych produktov Iudskej ¢innosti prenasany
z generacie na generaciu v specifickej socialnej vrstve globalnej spolo¢nosti, ozna-
¢ovanej ako Tud (Botik a kol., 1995).

Ludovu kultiru netvoria len rézne diela, s nadychom kultirnej hodnoty, ale aj
rozne tradicie a zvyky, ktoré nemézeme umiestnit do muzea. Na zaklade obsaho-
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vej stranky mozeme rozdelit ludova kultdru na materidlnu a duchovnu kultaru.
V nasom prispevku sme sa zamerali predovsetkym na materialnu kultaru.

Materialna kultura, inak nazyvana aj hmotné kultura, je oblast kultary za-
hinajtica materialnu sféru ludskej ¢innosti a jej vysledky. V ramci materidlnej kul-
tary etnografia skiima tradi¢né formy zberného a koristného hospodarstva, pol-
nohospodarstva, transportu, stravy, odevu, stavitelstva, byvania a vyroby (Botik
a kol., 1995).

Ludové umenie sa vyjadruje ludovymi umelcami v ramci dvojdimenzionalneho
a trojdimenzionaleho vyjadrenia. Podpisuje sa na nom kreativitou interiéru, es-
tetikou. Lludové umenie zahina vsetky typy materialu, ktoré su v kazdom umeni:

e drevo — Iudové rezbarstvo;

o textil — modrotlac, vysivky, ¢ipky;

e kov — sperkovnictvo;

e hlina — keramika;

« kamen — socharstvo (Uhrinova a kol., 2014).

Aktivity na hodiny matematiky
Vysivka

Vysivku moézeme zaradit medzi hmotnua ¢ast Tudovej kultiry. Predstavovala do-
leziti ozdobnu zlozku Iudového odevu, ktora podstatne ovplyvnovala jeho va-
riabilitu a casto bola aj jednym zo znakov odliSenia nielen regiondlneho, ale aj
miestnej diferencovanosti (Chlupova a kol., 2011). Vzory tradi¢nych vysiviek s
velmi Casto symetrické. Osova stimernost je sti¢astou uc¢iva matematiky (nielen)
na primarnom stupni vzdelavania, a vyskytuje sa aj v testoch medzinarodnych
studii (napr. TIMSS). Vysivka moze pri vyucovani symetrie poskytnit siroku

1. Ndjdenie nesumerného obrdzka: Jedna z visiviek nie je symetrickd. Ktorda?

2. Pri vysivke s jednou osou sumernosti: Nakresli osi sumernosti vysivky.

3. Pri vysivkach s viacerymi osami sumernosti: Ndjdi vsetky osi sumernosti.

JEDNA 2 }'_'fgll_‘!'ll_[_l‘illlfll[.l_ JE SYMETRICKA. Kiord!
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Obrazok 1: Néazorna ukazka tlohy na symetriu s vyuzitim fudovej vysivky.
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Obrazok 2: Nazorna ukazka tulohy na symetriu s vyuzitim fudovej vysivky.

Stumernost moézeme so ziakmi na prvom stupni precvicovat aj pomocou dokres-
lovania vysivky do Stvorcovej siete. Siet pomoze Ziakovi v presnosti znazornenia
vysivky. Dokreslovat mézeme len obrys vysivky, ale aj konkrétny tvar, kedy je
potrebné zachovat presny pomer a tvar vysivky. V tomto pripade je dolezité za-
chovat presny tvar vysivky. Pri takychto tlohdch mézeme vyuzit aj pojem ako
obsah, konkrétne meranie obsahu vysivky.

... StvorcovA stet - ooraesLovANE

Obrazok 3: Nazorna ukazka tlohy na symetriu s vyuzitim stvorcovej siete.

Hranie domina je pre ziakov velmi zname a predpokladéame, ze pravidla tejto
hry pozna takmer kazdy ziak prvého stupna. Ak si niekto mysli, Ze hra domino
nepatri do matematiky, tak sa velmi myli. Jeho povodna verzia, ale aj mnohé
alternativne verzie sii velmi dobre vyuzitelné na hodinach matematiky. Aj v na-
som pripade moézeme vyuzit hru domino ako tlohu na symetriu s vyuzitim fudovej
vysivky.

Vzory

Ludové vysivky a dalsie prvky hmotného kultirneho dediéstva sa vyznacuju bo-
hatostou a pestrostou vzorov. Napr. ¢i¢miansky vzor tvoria réozne jednoduché
prvky, ktoré mézeme jednoducho zakomponovat do hodin matematiky, pricom
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Obrazok 4: Nazorna ukazka hry domina zameraného na symetriu s vyuzitim
Iudovej vysivky.

si ziaci precviéia nielen spravne pokracovanie vzorov, ale aj grafomotorické zruc-

nosti, zmysel pre detail, pozornost apod.
A nesmieme zabudnuf pripomentf, ze ak st takéto aktivity spravne predsta-

vené ziakom, dokazu sa naucit vela informacii aj z historie Slovenska.
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Obrazok 5: Uloha zamerana na dokreslenie vzoru s miernou gradaciou tuloh
(¢i¢mianské vzory).

Postupnost

Prvky ludovej kultary mozeme vyuzivat aj pri tillohdch zameranych na postup-
nost, ako napr. zoradit jednoduchy postup pri zhotoveni vybranych Iudovych
vyrobkov, ¢i vytvorenie vlastného postupu.

Einsteinové hadanky

Einsteinové hadanky slizia na podporu a rozvoj logického myslenia. Einsteinové
hadanky st logické hadanky, ktoré obsahuju niekolko logickych vyrokov, na za-
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Obrazok 6: Ukazka tlohy na postupnost s vyuzitim Tudového vzoru.

klade ktorych ma badatel urc¢it spravne umiestnenie v tabulke. My sme vytvorili
Einsteinovi hadanku zalozenu na opise typickych muzskych a zenskych krojov
z r0znych regiénov Slovenska.

. HINSTEINOVE LOGICKE RDANKY |
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Obrazok 7: Ukazka ulohy Einsteinovej hadanky na tému Iudovy odev

Slovenska.

Zaver

Ludova kultira odraza jedinecnost naroda, predstavuje nenahraditelné hodnoty,
ktoré sa vyznacuju pestrostou a rozmanitostou, ktora sa dedi uz niekolko gene-
racii.

Vdaka modernizacii spolo¢nosti a pokroku sa vsak toto hmotné i nehmotné
dedic¢stvo nasich predkov dostava do tzadia. Prvky Iudovej kultiry ponukaju
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nia (nielen) matematiky. Vdaka nim mdézeme ziakov vyucovat nielen predpisané
ucivo, ale umoznuju nam hodiny obohatif o informacie, rozhovory o nasej historii
a kultuare.
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Je aj obrazok argumentom?

MARIA SLAVICKOVA!

V' prispevku sa zameriavame na graficku reprezentdciu argumentu a ako mdm
v niektorych momentoch vhodny obrazok vie vyrazne ulahcit nielen riesenie, ale
aj odovodnenie odpovede.

Uvod

Matematika je charakterizovana ako veda, kde vieme vsSetko racionalne odévod-
nit, vyargumentovat. V jej vyucovani by sme mali podla Statneho vzdeldvacieho
programu (SP(J, 2014) na tuto Specifickost prihliadat a viest nasich ziakov k ar-
gumentacii a podporovat ich schopnost odovodnit ¢i uz postup riesenia, korekt-
nost /nekorektnost vysledku a pod. Ako uvadza Kilpatrick (2011), argumentacia
je jednou z neoddelitelnych sicasti matematickej zrucnosti. Preto je ddlezité sa
jej venovat a rozvijat uz od prvého stupna ZS.
Argument je podla Toulmina (2003) definovany ako néstroj vdaka ktorému
z pociatoénych dat vyuzitim legitimnych krokov prichddzame k tvrdeniu. Za
legitimne kroky mozno povazovat:
o Opretie sa axiémy, alebo skor dokdzané a zname tvrdenia (napr. sicet
dvoch péarnych ¢isel je parny).
o Identifikdcia mnoziny, pre ktort tvrdenie plati (napr.: Na obvode kruhu si
zvolime niekolko bodov. Kazdy bod spojime s kazdym tseckou. Na kolko
oblasti nam tieto tsecka rozdelia dany kruh?).

Y-

Obrazok 1: Vizualizacia ulohy o pocte oblasti kruhu podla zadania.

o Identifikicia prvkov, ktoré tvrdenie popieraji (napr. Vn € N : n? +n + 41
je prvocislo).

!Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Univerzita Komenského v Bratislave; slavickova@fmph.uniba.sk
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Ked sa povie argumentacia a jej miesto v Skolskej matematiky, na zaklade
vysledkov z prieskumu (Janoskova a kol., 2022, tento zbornik) sa stretneme s od-
povedami ako ,, Tabulka. Tych logickych spojok. To mne vzdy hned prvé napadne
ked to pocujem*, ,[...] u mna to bude mat déleziti vdhu, to zdévodnovanie a
argumentécia [...]“, ,[...] ti logiku rozvijame hocijakymi slovnymi tilohami, v ho-
ciktorej téme z matematiky“. To nie je zrovna lichotivé, najma ak tito Studenti
maju ist o 3 semestre do skolskej praxe.

Prec¢o by sme na hodinidch matematiky mali argumentovat? Dovodov je via-
cero a argumentovat by sme nemali len my, ucitelia, ale aj nasi ziaci. Argument
ma viaceré vlastnosti a funkcie (Stylianov & Blanton, 2018):

« ukdzat fungovanie pravidla (preco pravidlo funguje?);

« overenie platnosti pravidla/tvrdenia;

o systematizaciou argumentov sa vieme dopracovat k dokazu.

V zavislosti od stupna mozno pouzit viaceré formu argumentu, my zvykneme
casto siahat rovno po symbolickych, no nejde o jedini validnd formu. Okrem
symbolickej reprezentacie mozno pouzit aj obrazkovu (graficki), fyzické objekty,
slovd a slovné opisy, digitdlne néastroje (napr. GeoGebra), resp. ich Iubovolni
kombinaciu.

V tomto prispevku sa zameriame prave na obrazkovi formu argumentu.
Obrazok ako argument

Ak mame tlohu, vieme ju v niektorych pripadoch vyriesit obrazkom. Vieme k ob-
razkovému rieseniu zostavif povodnu tlohu? Pozrime sa na nasledujice priklady.

Priklad 1: Akt tlohu mohol riesit ziak, ak rieSsenim je:

000 _ 00
00 T 0000

Priklad 2: Akt tlohu mohol riesit ziak, ak riesenim je:

Q=@

A = L

Pozrime sa teraz na niekolko ukazok tuloh, v ktorych mozno pouzit rézne
reprezentacie argumentu.
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Ukazka 1: Overte platnost tvrdenia: ,Stcet lubovolnych troch po sebe idu-
cich ¢isel sa rovna trojnasobku prostredného ¢isla.

Riesenie 1 (empiricky argument, vyskisanie niekolkych konkrétnych hodnét
spliiajicich zadanie):

4,5,6 = 15

15 aj 30 su trojnasobkom stredného
9,10,11 = 30

Riesenie 2 (grafickd reprezenticia): Ak vezmeme 1 z najvacsieho a pridame
k najmensiemu, ziskame 3x prostredné c¢islo.

N

L NN N

LN NN N N
R N NN NN
LN N N N

L N NN N
L

Obrazok 2: Graficky argument ukazujuici platnost tvrdenia, zdroj: Lovin a
kol., 2004, s. 1203.

RieSenie 3 (symbolickd reprezentacia): Zapiseme ako (n — 1) +n+ (n+ 1),
¢o je vlastne 3n. Tvrdenie plati.

Ukazka 2: Je pravda, ze obsah pravouhlého trojuholnika mozno vyjadrif ako
siéin polovice jeho obvodu a rozdielom tejto polovice a dizky prepony? (podla

Kubacek & Zabka, 2020, s. 123)
Riesenie 1 (grafickd reprezenticia).

polovica obvodu

prepona

d

Obrazok 3: Grafické riesenie, podla Kubacek & Zabka, 2020, s. 123.

Riesenie 2 (symbolicka reprezentacia): Pre rieSenie vyuzivame znacenie stran
trojuholnika ako je uvedené na obrazku 3.

1 1 1 1 1
S:§ab:§(ar+br—|—cr):§r-(a—|—b—|—c)zir-o,kder:§0—c
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Ako vidno z ukazok, obrazok nam vie riesenie ulahcit, sprehladnit. Nie vzdy
je vsak pouzitie obrazku prinosom. Porovnajme nasledujice priklady.

Priklad 3: Ked odstrihneme cast tvaru, zmensi sa jeho obsah a obvod.

Riesenim by mohol byt obrazok u prikladu 2, ktory je vhodnym a jasnym
argumentom, ze tvrdenie pravdivé nie je, kedZe pre niektoré objekty a strihanie
tvrdenie plati (zmensi sa obvod aj obsah), no pre niektoré nie (obvod sa zvAacsi,
obsah zmensi, alebo sa obsah zmensi a obvod zostane zachovany).

Priklad 4: Ak zdvojnasobime polomer kruznice, potom sa zdvojnasobi jej
obvod.

Obrazok 4: Priklad nie vhodného napomocného obrazku.

Zaver

Obrazok nie je vzdy povazovany za argument, a vynimocne za dokaz (vynimkou
su ,,dokazy bez slov®, ktoré mozu byt velmi ndrocné na pochopenie). Z vyssej
matematiky sme zvyknuti, Ze ,pismenka“ su tie, ktoré sa ,rataju“, a ostatné su
len Gvahy, pomdcky a pod. Co je velmi nevhodny odkaz pre studentov ucitelstva
matematiky. Podla vyjadreni skupiny Studentov ucitelstva v uz skor spominanom
pilotnom vyskume (Janoskova a kol. 2022, tento zbornik) a po kratkom pdsobenti
na nich v ramci ich pripravy bola badatelna zmena z ,obrazok nie je dost ma-
tematicky“ na ,obrazok moze byt aj dokaz“ ale jednym dychom dodané ,nie

kazdy, nie vzdy, len na ZS, len u malych, ...“. Odkaz symbolickej reprezenticie je
v skiimanej skupine studentov velmi silny: ,,tomu viac verim, je to vSeobecnejsie,
obrazky moc konkrétne, ...“. Prave na zmenu pohladu na grafickii formu argu-

mentu a ukdzanie viacerych moznosti a typov argumentov bude zamerany nas
dalsi vyskum, do ktorého sa zapoja aj partneri projektu, vdaka ktorému vznikol
aj tento prispevok.

Tento prispevok vznikol v rdmci projektu H2020 ¢. 951822 MaTeK (projectmatek.eu).
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Aritmetické operacie na priamke a kruznici

MICHAL ZAMBOJ!

V cldnku si ukdZeme akijm spdosobom je mozné pomocou projekcii afinnej (resp.
euklidovskej) priamky zaviest projektivnu skdlu na priamke a kruznici. Budeme

sa venovat konstrukciam aritmetickych operdcii na redlnych suradniciach dvoch
bodov.

Uvod

Geometricka algebra, konstruovatelnost geometrickych utvarov (¢i priamo ¢isel),
analytické riesenie geometrickych problémov, axiomatickd vystavba geometrie
pomocou algebraickych struktir ¢i naopak ¢iselnych oborov pomocou geometric-
kej interpretacie, si len niektoré z tém prehlbujtcich vazby medzi aritmetikou a
tickych problémov. V tomto texte sa pozrieme na to, ako pomocou konstrukcii
pravitkom moézeme zostrojit zakladné aritmetické operacie na racionalnych i real-
nych c¢islach a to z pohladu afinnej a projektivnej skaly na priamke i na kruznici.
Aritmetické operacie v projektivnom systéme boli popisané von Staudtom v [3],
str. 167-174. Konstrukcie na projektivnej skale na priamke je mozné najst v [1],
str. 20-27 a [2], str. 89-91. Konstrukcie na kuzeloseckach v [4] str. 20-23. Afinné
konstrukcie aritmetickych operacii sa najdu v tradiénych stredoskolskych uceb-
niciach.

Afinna skala

Na tuvod si pripravme priamku p. Mozeme si ju, pre jednoduchost, predstavit
ako osu x v kartezianskej stistave sturadnic. Na tejto priamke si zvolme dva body,
ktoré oznacime 0 a 1. Tym sme zaviedli ststavu stradnic a pomocou geometric-
kych konstrukcii budeme hladat dalsie body. Narozdiel od euklidovskej geometrie
vSak nebudeme pouzivat kruzidlo, ale len pravitko (bez mierky a rysky) a pri-
pustime konstrukciu rovnobezky s priamkou danym bodom. Takéto konstrukcie
mozeme nazvat afinné.

Pomocou orientovanej jednotkovej tisecky (ﬁ si na p jednoducho nanesieme
vSetky celociselné siradnice (obr. 1). Volme rovnobezku p*||p a bodmi 0, 1 vedme
rovnobezky rg||r1 rézne od p. Priese¢niky p™ N1y a p* N ry oznaéme po rade 0F
a 17. Intuitivne si mozeme predstavit, ze sme usecku ﬁ posunuli na tsecku

'KMDM PedF UK; michal.zamboj@pedf.cuni.cz
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(Fr—li . Rovnakym spésobom vratime ﬁseékgaspét’ na priamku p a to tak, ze
bod 2 bude lezat na p a na rovnobezke s 071 bodom 17. Inak povedané, bod
o suradnici 2 sme nasli ako stucet dvoch siihlasne orientovanych jednotkovych
useciek. Takto vynesieme aj dalSie body s celoc¢iselnymi stiradnicami. Je zrejmé,
ze zaporné suradnice obdrzime prikladanim opacne orientovanych tseciek 01 =
= —ﬁ. Je taktiez zrejmé, Ze obdobne medzi sebou mozeme scitat a odcitat aj
body o stradniciach réznych od 1 (resp. usecky inych diéok).

-3 792 71 0 1 ‘9\ \\
ro T

Obrazok 1: Vynesenie celoc¢iselnych siradnic afinnej skaly.

Obrazok 2: Sucin 2 - 3 a podiel 2 : 3 na afinnej skale.
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Ak budeme vychadzat z celociselnej osi, tak nasledujicimi dobre znamymi
konstrukciami pravitkom mozeme zaviest nasobenie a delenie (obr. 2). Situdciu
ilustrujme na sucine 2 - 3. Bodom 0 vedme pomocni priamku p* # p a bodmi 1
a 3 vedme spolo¢né rovnobezky ry a r3 roznobezné s p,p*. Priesec¢niky pmrl

a p* N3 ozna¢me po rade 1% a 3%. Dalej vedme bodom 3* rovnobezku s 1*2 a
v mieste, kde pretne p, sa nachadza bod 2-3 = 6. K jednoduchému overeniu si staci

uvedomit podobnost trojuholnikov A021* ~ A063*, z ktorych dostaneme % = g.

.....

afinnym invariantom. MozZeme si vSimnut, ze konstrukcia sic¢inu 3 -2 = 6 by sice
vdaka komutativite dopadla rovnako, ale vychadzala by z vytvorenia iného bodu,
konkrétne 2* na p* (analogicky by to platilo aj pre suicet). Na konstrukciu podielu
2 : 3 pouzijeme opat bod 3™ a bod o sturadnici 2 : 3 lezi na priese¢niku priamky p
a rovnobezky s 32 prechadzajicej bodom 1*. Konstrukciou podielu celych ¢isel
ziskame na priamke ako dosledok vsetky body o raciondlnych suradniciach. Ak
by sme naopak uvazovali, Zze priamka apriori reprezentuje vSetky body s realnymi
suradnicami, tak uvedené konstrukcie budu odpovedaf aritmetickym operaciam
na realnych ¢islach (obr. 3).

0 B}
p-|—
p o © o 4 o
0 W4U-B/B A A+ B

Obrazok 3: Sucet a rozdiel bodov o realnych sturadniciach A a B na afinnej
skale.

Projektivna skala

Uvazujme dalej priamku p s afinnou skalou a bod P, ktory na nej nelezi a ro-
vinu 7 réznobeznu s priamkou p a neprechadzajicu bodom P (obr. 4). Do roviny
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7 premietneme priamku p zo stredu premietania P. Premietacia rovina o (pre-
chadzajica P a p) sa pretne s 7w v priamke ¢. Skoro vSetky body na priamke p
sa v tomto premietani zobrazia na priamku ¢. Jedinou vynimkou je priesecnik p
a rovnobezky s ¢ cez P, ktory utecie na priamke ¢ do nekonecna. Naopak, bod
ktory lezi na g a rovnobezke s p cez P nema svoj vzor na priamke p. Aby sme
zabezpecili vzajomne jednoznacné zobrazenie, je vhodné ku kazdej z priamok p
a g pridat body v nekonecne. Nas bude zaujimat hlavne obraz nekonec¢ného bodu
priamky p lezaci na priamke ¢. Oznac¢me ho oco. Obrazy zvysnych bodov ozna-
¢ime podla ich povodnych suradnic a nebudeme ich nijak Specidlne indexovaf.
Pomocou troch bodov: 0,1 a oo, zavedieme na priamke ¢ takzvana projektivnu
skalu. Narozdiel od afinnej skaly na priamke p, kde nam stacili dva body 0 a
1 budeme v tomto pripade potrebovat aj bod oo, ktorému by afinne odpovedal
smer priamky p. Afinné konstrukcie, ktoré sme prevadzali na priamke p si teraz
premietneme v stredovom premietani z bodu P do w. Je vhodné sa pozastavit
nad tym, ze konstrukcie na priamke p sme bez varovania vykonavali v nejakej
predom danej rovine, ozna¢me ju v. Pri ivodnej volbe stredového premietania
by sme navyse mali obozretne uvazovat, ze P nelezi v v. Na zaver vystavby
tohto zobrazenia si este skonStruujme priamku [/, ktora je priese¢nicou 7 a ro-
viny rovnobeznej s v prechadzajicej bodom P. Priamka [, (nevlastna priamka)
je obrazom mnoziny vsetkych nekonecénych bodov v v.

v

B

o ; A+ B

Obrazok 4: Stredové premietanie so stredom P medzi afinnou skdlou na
priamke p v rovine v a projektivnou skalou na priamke ¢ v rovine 7. Zobrazeny
je priemet celej konstrukcie suctu A + B.
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Uvedené stredové premietanie mézeme vyuzit na konstrukcie v rovine rozsi-
renej o nevlastna priamku. Ak boli dve priamky rovnobezné v rovine v, tak ich
obrazy budu réznobezky v rovine 7 pretinajtce sa na l..2 Je vhodné pripomentit,
ze vsetky konstrukcie na afinnej skale sme vykonavali bez akéhokolvek merania,
len za pomoci pridavania roznobeznych a rovnobeznych priamok. Tym padom
budu analogické konstrukcie platit aj pre ich obrazy v stredovom premietani na
projektivnu skalu.

Volme Iubovolné dva body o stiradniciach A a B na priamke p. Konstrukciu
bodu o siradnici A + B na projektivnej skale prevedieme nasledovne (obr. 6).
Volme priamku p™, ktord pretina priamku p v bode co = pNi,. Na I, volme bod
R, ktorym povedieme spojnice 1y = 0Ry a rp = BR,. Oznac¢me priesecniky
0F = roNp" a BY = rgNp'. Spojnica 0" A pretne I, v bode T,,. Bodmi
T, a B vedme priamku, ktord pretne p v bode A + B. Behom konsStrukcie
sa d& pozorovat, ze rozdiel medzi konstrukciou na afinnej a projektivnej skale
je len v tom, Ze miesto rovnobeziek konstruujeme roznobezky s priese¢nikom
na nevlastnej priamke. Popis konStrukcie rozdielu dvoch bodov ponechame na
Citatela.

0 BA+B A A+DB \

Obrazok 5: Sucet a rozdiel bodov o stradniciach A a B na projektivnej skale.

Pre stcin a podiel bodov A a B volme priamku p* prechadzajicu bodom 0
a roznobeznu s p. Na [, zvolme bod R, a vedme spojnice ry = 1R arp = BR.
Priesecniky 1 N p* a rg N p* oznacime po rade 1* a B*. Priamka 1* A pretina

2Je viak nutné upozornit, Ze nade nazeranie na rovinu je aj v rovine 7 afinné, pretoze nekoneény bod priamky o
nikdy neobsiahne. Musime sa teda uspokojit s tym, ze vSetky priamky v v rovnobezné s [, budi rovnobezné aj
v w. Nase konstrukcie st vSak az na uvedené podmienky nezévislé na volbe smerov, preto sa zdmerne takymto
neposlusnym priamkam vyhneme.
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<
loo v bode T,,. A napokon priesecnik T, B* s priamkou p je hladanym bodom
A - B. K zostrojeniu podielu A : B by sme zvolili priamku AB*, ktora pretne [

v bode Uy. Spojnica U, 1™ pretne p v bode A : B. Stradnica bodu B musi byt
zrejme rozna od 0, inak by z konstrukcie bod nevznikol.

Obrazok 6: Sucin a podiel bodov o stiradniciach A a B na projektivnej skéle.

Jednoduchym pozorovanim je, Ze u konstrukcie sti¢tu a rozdielu sme bod o st-
radnici 1 nepotrebovali a vystacili sme si s priamkami prechadzajticimi bodom 0.
Naopak, pri konstrukcii suc¢inu a podielu, sme bod 1 pouzili. To samozrejme suvisi
s nutnostou existencie neutralnych prvkov pri tychto aritmetickych operaciach.

Skala na kruznici

V konstrukcii projektivnej skaly sme si vsimli, ze aj ked mozeme pouzit bod
so suradnicou oo, tak nejaky iny bod na priamke zostane nedostupny. Tomu
sa dé predist tym, ze skalu premietneme na kruznicu (obr. 7). Budeme vychadzat
z povodnej priamky p s afinnou skalou a zvolime kruznicu k£ o polomere % (vzhla-
dom k jednotke na afinnej skdle) dotykajicu sa p v bode 0.% Protilahly bod na
kruznici oznac¢ime oco. Z bodu nekonecno premietneme vsetky body z priamky p
na kruznicu k. Toto zobrazenie sa nazyva stereografickd projekcia a je tiez vidiet,

7e doty¢nica kruznice v bode oo, je s priamkou p rovnobezna.* Ak uvazujeme p

30bozretny ¢itatel sa mozZe citit podvedeny, pretoze sme slibili, Ze nepouzijeme kruzidlo. Tento pocit viak nie je
uplne opravneny, pretoze kruzidlo skuto¢ne ani nadalej pouzivat nebudeme. Stac¢i nam existencia jednej kruznice,
ako by sme ju boli niekde so stastim nasli.

4Toto zobrazenie by §lo previest omnoho vSeobecnejsie projekciou projektivnej §kaly na priamke na kuzelosecku
z nejakého bodu na kuzelosecke. Dokonca body 0,1 a co m6zeme na kuzelosecke volit Tubovolné rozne. Konstruk-
cie, ktoré popiseme na kruznici by fungovali rovnako.
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Obrazok 7: Stereograficka projekcia skaly na kruznicu.

s bodom v nekonec¢ne, tak majui spoloény prave tento nekonec¢ny bod. Bodom na
kruznici mozeme priradif saradnice ich vzorov na priamke. Na kruznici by sme ich
ziskali pomocou funkcie arkus kotangens. Volme bod o stiradnici A na priamke
s priemetom A, na kruznici. Trojuholnik s vrholmi co,, 0 a A na priamke je po-
dobny trojuholniku s vrcholmi oco,, 0 a A, na kruznici. Uhol <tco,0A, je zhodny
s <0Aoco.. A plati, Ze cotg 1|<00,0A4,| = cotg |<<0Aco,| = 4. Stradnice bodov
na kruznici teda mézeme urcit bez ohladu na pévodnu priamku. Navyse, pre za-
vedenie siradnic pomocou aritmetickych operacii nam postacia body 0, 1, co na
kruznici (dalej ich uz nebudeme oznacovat indexom ).

Na kruznici bude konstrukcia sic¢tu bodov o suradniciach A a B fungovat
nasledovne (obr. 9). Bodom oo vedme doty¢nicu kruznice, ktort oznacime p™.

Spojnica ﬁ pretne p* v bode R*. Druhy priesec¢nik kruznice k s priamkou ]W)
bude bod A + B. Povsimnime si, ze narozdiel od konstrukcii na priamke je ko-
mutativita na kruznici zrejma z vytvorenia spojnice AB = BA. Pre konstrukciu
rozdielu A — B je vhodné pouzit rozklad A + (—B). A k zostrojeniu bodu —B
si stac¢i uvedomit, ze B + (—B) = 0. Spojnica B(—B ) pretne p* v nekoneénom
bode UL, ktory lezi na dotyénici kruznice k vedenej bodom 0.

Pre konstrukciu sicéinu a podielu vyuzijeme priamku p* = @ Spojnica,
1@ pretne p* v bode R*. Druhy priesecnik R*1 je bod o stradnicach A - B.
Pre vytvorenie podielu A : B vyuzijeme spatny proces. Zostrojime spojnicu jﬁl_l> a
najdeme jej priesecnik T s p*. Druhy prieseénik BT a kruznice k bude hladany
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Obrazok 8: Sucet a rozdiel bodov o stradniciach A a B na kruznici.

bod o stradnici A : B. Dodajme, Ze podobne ako pri odcitani, sme mohli pouzit
konstrukciu prvku % s pomocou doty¢nice ku k v bode 1.

T><

Obrazok 9: Sucin a podiel bodov o siradniciach A a B na kruznici.

Dokazy konstrukcii suctu a sucinu si v tomto ¢lanku odpustime, slo by ich viest
bud pre uvedenu kruznicu dokazanim vztahov pre kotangensy na kruznici, alebo
vseobecnejsie v projektivnom duchu s vyuzitim vztahov sustav v perspektivite.

Neuspokojenému badatelovi ponechame konstrukciu druhej odmocnicny na
kruznici. Pripadne doporucujeme kruznicu nahradit parabolou s volbou bodu 0
vo vrchole a bodu oo v smere jej osi.
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PRACOVNI DILNY

Hry k premysleni
MICHAELA KASLOVA!, RADKA HAVLICKOVA?

Vybrand sada her sleduje nové pristupy k hram s cilem rozvijet hracovy schop-
nosti, o které se muze opirat v procesu uceni matematice. Nabizené obmeny her
navazuji na znamd pravidla a nabizi nové herni situace z didaktického pohledu.
Smyslem obmen je prevést herni situace do podoby, kterd vyzZaduje interakci, hla-
sitou komunikaci s akcentem na popis myslenkovijch postupi, argumentaci pro
volbu ¢i vylouceni jednotlivych tahi. Obmény do urcité miry ztézZuji dané hry a
tim omezuji v pronich zkuSenostech libivost, vyzZaduji opakovani, které muze byt
provazeno nejen zobecnovdnim, ale © aha-efektem.

Uvod

Cilem nasi volby typu a formy prezentovanych her je vytvaret didaktické situace,
ve kterych u zakt-hrac¢t omezime realizaci toho, co je pravé nahodné napadne, ale
které budou nutit zaky-hrace zpomalit své reakce natolik, aby se vytvoril prostor
pro premysleni. Volime k tomu tii hlavni nastroje: upravu pravidel, organizacni
podminky a akcent na mluvu hrace. Pro zvédoméni krokii ve hie ocekavame
predeviim argumentaci a popis. Herni situace navozuji formulace otazek: Slo to
jinak? Jsou dalsi moznosti? Ano/ne a proc? Kterd z moznosti je vyhodnéjsi? Je
to podle pravidel? Jde to tak vZdycky? Kazdy z hracha je béhem hry vice ¢i méné
nucen sledovat a hodnotit rozhodnuti protihrace/spoluhrace, coz vede k posu-
zovani tahu v ramci pravidel. Hra¢ nemtze provést tah, aniz by své rozhodnuti
nahlas nepopsal nebo nezdivodnil. Vztahem her a rozvojem mysleni se zabyvala
u néas rada autoru (napr. Chytry, 2015). My jsme k tomuto tématu ptistoupili
odlisné, protoze vychazime z aktualni situace.

'KMDM PedF UK; michaela.kaslova@pedf.cuni.cz
2KMDM PedF UK; radka.havlickova@pedf.cuni.cz
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Hra, mysleni a rec

Vychazime predné z toho, ze soucasni zaci maji zkusenosti s hrami, zejména po-
¢itacovymi, ve kterych dominuje rychlost reakce a pri kterych se zpravidla mlci.
Avsak matematika neni ve své podstaté o rychlosti, ale o zamysleni: zastavit se,
zvazit, co mame k dispozici, které nastroje k teSeni lze vyuzit, kolik moznosti
mame a jaké jsou tyto moznosti z pohledu riznych kritérii. Rychlé rozhodo-
vani je vedeno jinymi mechanismy (Kahneman, 2012). Pokud je mysleni spjato
silné s emocemi, je funkci amygdaly, je racionalni zpracovani informaci témér
vylouc¢eno (Atkinson et al., 2003). Jelikoz hra, jak byla vymezena Huizingem a
Calloisem (in Klusdk & Kucera, 2010), je specifickd dobrovolna aktivita, ktera
ma prinaset ucastnikiim jisté uspokojeni, pripadné radost, avSak ze které 1ze kdy-
koli vystoupit. Takto ovsem pri zarazeni hry do matematiky ¢i do pripravy na
matematiku neuvazujeme. Neprejeme si, aby zak-hrac¢ pri prvnim setkani s né-
jakou obtizi ¢i drobnym netspéchem ze hry odesel. Prejeme si, aby se naopak
naucil takovou vyzvu prijmout, smitit se s pripadnou porazkou a poucit se z ni.
K tomu sméruji i nase upravy pravidel vybranych her.

Druhym aspektem, ktery v soucasnosti zvazujeme, je prokazatelné zhorsu-
jici se situace v oblasti tistniho vyjadrovani, nerozvinuta schopnost komunikovat
vlastni napady, myslenkové postupy. Re¢, jak zdiraziuje nejen Vygotskij (1976;
2004), umoznuje propojeni predstav se slovy, zvédomuje zkusenosti ¢i danou situ-
aci, rozhodovani i hodnoceni rozhodnuti. Napoméh4, jak uvadi Portesova (2015)
v navaznosti na Piageta (1999), zrodu vnitini fec¢i. Uciteli vyrazné pomaha teci
zéka, zde hrace, zkvalitnuje proces diagnostikovani; lépe rozhoduji, zda jiz jde
o usuzovani, nebo jesté o hadani ¢i kvalifikovany odhad (Kaslové, 2015). Hlasita
mluva spoluhraciim nabizi rozsiteni slovni zasoby formou zaposlouchéani, coz jak
uvadi Nakonecny (2003) i dalsi psychologové, ma vliv nejen na rozsifeni slovni
zasoby, ale i na pochopeni. U kazdé z uvedenych her v pravidlech, charakteristice
hry i popisech hernich situaci najdete klicovou slovni zasobu, ktera umoznuje
zakovi-hraci popsat, co déla, pro¢ to déld, jak mysli. Od stimulace fec¢i pri hie
ocekavame impuls k prechodu od intuitivni roviny feSeni hernich situaci do ro-
viny védomé a obecnéjsi. V obecné roviné je tento prechod podminén volbou
vhodnych didaktickych situaci a vzori chovani v nich.

Hry jsou voleny tak, aby zaka-hrace ponoukaly béhem opakovani dané hry
k uréitym myslenkovym postupim, jako je napr. uvazovani, usuzovani, zobecno-
vani. Pti jejich verbalizaci je zpravidla potfebné uzit souveti, nejcéastéji podmin-
kové. K dobré orientaci ve vlastnich napadech musi zak-hrac¢ rozlisit podminku
realnou (kdyz/jestlize — pak) od podminky neredlné (kdyby — pak by). Pokud
jde o praci s podminkami, nemaji zaci—hraci problém respektovat jednu pod-
minku. V hrach s pravidly, v nasem vybéru cilené, se vyskytuje vice podminek, a
to nejcastéji v konjunkei (plati soucasné, jedna nevylucuje druhou, jak si nékdy
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zaci-hrac¢i mysli). Chybné pojaté rozsirovani slovni zasoby, jiz od predskolniho
véku stavéné na vztahu antonymie (protikladi), blokuje do zna¢né miry praci
s moznostmi a deformuje proces negace — nezvladaji plné pochopit roli ,ne“ ve
vétném mluvnim kontextu.

Cilem zvolenych her neni dosdéhnout co nejvice vitézstvi (ne vSechny hry musi
byt takto koncipovany), ale dosahnout posunu v oblasti myslenkové. Z téchto
divodt se zdrzime u vybranych hernich situaci.

Domino

Obecné je hra Domino pro dva ¢i vice hrach, zalezi na tom, kterou z variant
pravidel vybereme. My budeme pracovat nejméné s trojici hract. Hra se opira o
uvedomeéni si aktualnich moznosti, stoji na porovnavani toho, co ma hrac k dis-
pozici, co je polozeno, a odhaduje, co maji jednotlivi hraci k dispozici.

Pozn.: Vyhneme se znaéné nespravedlivé varianté, kterou v osmdesétych letech minulého stoleti zavedlo VUP
do mateiskych skol, kdy kromé startovniho kamene jsou vSechny kameny ve vychozi hromadé rubem nahoru a
hrac¢ z nich odebira tak dlouho, dokud neptilozi kdmen ke startovnimu kameni, pak hraje dalsi. Nepouzité kameny
si ponechava. V dalsim kole voli ze svych kamenti, nema-li vhodny kdmen mezi nimi, bere si opét z vychozi
hromady.

Pravidla: Budeme zde uvazovat celkem frekventovanou variantu, kdy kromé
libovolné vybraného startovniho kamene (licem nahoru uprostied hraci plochy)
rozdame vSechny hraci kameny mezi hrace tak, aby si na né vzajemné nevideéli.
Principem je prikladani hracich kament zptsobem, aby u sebe lezely plochy
dvou kamentu se stejnym poctem puntiki (obr. 1). Hru zahajuje hrac¢ s vice
kameny (pokud rozdani nemohlo byt stejnomérné), jinak zahajuje hrac¢ po levici
rozdavajiciho hrace. Hraci se stridaji po jednom tahu tak, jak sedi kolem stolu
— ve sméru hodinovych rucicek. Kazdy hrac, ktery je na tahu, ma dvé moznosti,
kam sviij kdmen prilozit, pokud miize. Prilozi jeden kamen a hraje dalsi hrac.
Pokud hrac prilozit nemutze ani k jednomu ze dvou koncii vznikajiciho hada, pak
jedno kolo nehraje. Vitézi hrac, ktery se jako prvni zbavi vsech hracich kamenti.

Obrazek 1: Domino — zakladni pravidla.
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Metody reseni: Uvazovani (Kaslova, 2015), akceptace a hodnoceni moznosti,
porovnavani, pripadné kalkulus.

Obmeéna 1: Podminky pro ptrikladani lze ménit i tak, ze soucet poctu puntiki
na sousedicich polich dvou priloZzenych kamenti musi byt stiidavé sudé a liché
¢islo, nebo ze se v hadovi stiida soucet mensi nez 7 a vétsi nez 6. Priklad: V hadu
vidime polozené kameny (1; 2) (3; 4) (6; 6). V prvnim pripadé je soucet poctu
puntiki na dotykajicich se polich dvou kament 5 (2 + 3), v nésledujicim 10 (4
+ 6). Dalsi kdmen prilozeny k pravému konci hada z naseho pohledu musi mit
soucet poctu puntikl nejvyse 6, tedy musime prilozit kdmen s prazdnym polem,
napt. (0; 1).

Obména 2: Lze prilozit jen takovy kdmen, na jehoz poli (které se dotyka
pole jiz polozeného kamene) je pravé o 1 puntik vice, nebo o 1 puntik méné. Jde
o propedeutiku k funkcim. PfiloZena pole s po¢tem puntiku se 1isi, napt. (2; 3)
(2; 6) (5 5) (65 4).

Obména 3 — Mluvici hrac: Hrac, ktery je na radé, popise, které dvé moz-
nosti ma k prilozeni (popisuje konce hada); napt. bud jedna, nebo pét. U obmén
1, 2 navic zdtavodnuje opravnéni dany kamen prilozit (protoze...).

Obména 4 — Zkuseny hrac: Jeden ze skupiny hracua je zkusenéjsi a ,,mysli
v naznacich nahlas“, ¢imz vytvari prilezitost k zaposlouchéni (jak nékdo nejen
mluvi, ale i mysli). Napt.: Mdm dvé moznosti..., obé jsou pro mne dobré. Tak pro
co se rozhodnu? Techto kameni mdm vic. Spis tento, protoZe...; Muzu priloZit
jen k jednomu konci. Lehké to nent, ktery z kamena...? Kdybych..., ale to by...,
radéji tento. Tuto roli miize prevzit ucitel, asistent pedagoga nebo starsi zak
(jednotridky, slouceni t¥id pii suplovani apod.).

Metodické poznamky: Hru je dobré opakovat. Po urc¢ité sérii podrobit dis-
kusi ziskanou herni zkusenost a mluvit také o strategiich a pripadné taktice. Zku-
senosti s hrou Domino na popsané urovni povazujeme za vhodnou jako tivodni.
Odkryti uzité strategie a jejilho hodnoceni sméruje metakognice v tom smyslu,
jak uvadi napt. (Rican, 2016; Rican et al., 2019). Strategii chApeme volbu kroki
disledné respektujicich pravidla hry a zvysujicich pravdépodobnost ne-prohry.
Hracova individualni strategie nemusi byt optimalni, stavi-li na chybnych pod-
kladech pro zobecnéni, ¢i Ipi-li hra¢ na emoénim pohledu na zkusenost. Obdobné
diskuse nastavuje hractim zrcadlo odkrytim uzité herni taktiky (nemusi ji uzit
kazdy). Taktika se odehrava za regulérnich podminek — dodrzovani pravidel hry.
Taktika vychazi z pozorovani specifik chovani proti/spoluhraci a ovliviuje rozho-
dovani hrace. V Dominu si hrac¢ napr. schovava nakonec hry kameny ,dvojcata“,
i kdyz je to z pohledu strategie nevyhodné. Kdyz hraci svému spoluhraci tuto
slabinu odkryji, pomahaji mu nejen v sebepoznani, ale posouvaji ho v herni zku-
Senosti. Popsat taktiku a strategii neni az tak snadné, jak by se na prvni pohled
zdalo. Strategie miize mit podobu jakési kolekce hernich zasad, nebo je pfimo
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popisem idealnich kroku/taht, coz v Dominu nelze, ale v nékterych jinych hrach
ano. Zverejnéni odhalené taktiky muiize za uréitych podminek narusit socidlni
vztahy hraca.

Logix

Hra je urcena pro jednoho hrace. Vyzaduje dobrou orientaci v roviné ve dvou
smérech (tzv. fadcich a sloupcich) a schopnost respektovat vice nez jednu pod-
minku, chapat negaci a rozumét kvantifikdtorim v pravidlech. Hra pripomina
Logeo a je predchtidce Sudoku.

Material: Karty rizné rostouci narocnosti (A-H), hraci deska s 3 x 3 poli,
9 hracich kamenu tii barev (modrd, zluta, cervena) a od kazdé barvy tri ruzné
tvary (srdce, mésic a hvézda).

Pravidla: Hrac si vybere/dostane jednu hraci kartu, ktera je v roli neiplné
predlohy. Podle ni hra¢ umisti na desku kameny, jejich poloha je jednoznacné
identifikovatelna z karty. Nyni zvazuje moznosti umisténi zbyvajicich hracich ka-
menu na prazdnd pole tak, aby zvoleny tah splnoval soucasné dvé podminky: A1)
v zadném radku, ani v zddném sloupci se nesmi vyskytovat zadna z barev vickrat;
A2) v zadném tadku, ani zddném sloupci se nesmi zadny tvar opakovat. Pravidla
muzeme jazykové obménit: B1) kazd4 barva se vyskytuje v kazdém fadku/sloupci
jen jednou; B2) v kazdém sloupci i v kazdém tadku je kazdy tvar pravé jednou.
Pro Teseni herni situace je nutné umeét zadani ,precist“. Bézné se predpoklada,
ze staci tak zvané tiché ¢teni, avsak praxe ukazala, ze toto tiché ¢teni informaci,
zejména na urovni karet C—H, nezarucuje plné pochopeni vstupnich podminek,
zpomaluje Teseni, u slabsich hrac¢t snizuje pravdépodobnost tspésného feSeni
predevsim v prvnich dvou krocich.

Obména 1 — Logix pro dvojici: Hraci se stridaji v tazich. Pokud chce
nékdo polozit néktery z kamenti, musi sviij tah zdtivodnit a protihrac¢ zdivodnéni
odsouhlasit. Pokud je zdivodnéni korektni, polozi kdmen a hraje druhy hrac.
Pokud je zdtvodnéni nekorektni, nebo pokud hra¢ nevi, kam kamen polozit a
pro¢, pak jedno kolo nehraje a hraje druhy hrac.

Obmeéna 2 — Logix pro dvojici: Hra mtze mit i kompetitivné kooperativni
charakter. Vsichni tcastnici se rozdéli do dvojic a dostanou vsichni stejnou kartu
— zadani. Jde o to, kterd dvojice s respektovanim pravidel (Obmény 1) dokaze
pokryt hraci desku vSemi deviti kameny. Oc¢ekavame, Ze si v tomto pripadé budou
hraci v oblasti argumentace napovidat.

Metodické poznamky: Umisténi na diagondle neni pravidly omezeno. Nao-
pak sledovani diagonaly ve vysledku mtize uciteli napovédét, jak daleko se dostali
hraci v oblasti zobecnovani v praci se strukturovanym celkem. Kouzlo diagonaly
odkryla napr. pétileta holc¢icka béhem treti hry na drovni A. Dale v nékterych
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textech jsou v pravidlech zcela vynechany kvantifikatory. V prekladech z ang-
lictiny jde casto o chybny preklad vét se zaporkou ne u slovesa v kombinaci
s kvantifikatorem. Pocetnéjsi skupina hract 1épe reaguje na pravidla se zaporkou
ne a slovem Zddny (viz pravidla A1, A2); mensSina sice reaguje rychleji na formu-
laci v obméné (pravidla B1, B2), avsak castéji hraci opomijeji v aplikaci pravidel
slovo kazdy.

Cteni karty — price s podminkami (k6dovani podminky): Na kazdé karté
je zachycena hraci deska a grafické znaky v rtznych rolich. Karty A-H se lisi
nejen narocnosti reseni, ale i uzitymi kody v zadani. Vymezime typy karet podle
uzitych znakt a jejich ¢teni. Na téchto kartach nepouzivame tzv. ¢tenarsky smér,
protoze by to bylo pro logické mysleni kontraproduktivni.

Typ 1: Konkrétni objekt na urcité pozici najdeme na kartach A (obr. 2 vlevo).
Méme zobrazené kameny a jejich umisténi na polich hraci desky. Cteme: V levém
hornim rohu je cerveny mesic (identifikace pozice pomoci nejméné dvou charak-
teristik, dvé charakteristiky pro identifikaci objektu). Presto se muze stat, jak
ze zkusenosti vime, Ze slabsi Zaci budou mit zhorseny pribéh zahajeni, pokud
pozice neprectou.

Typ 2: Konkrétni objekt na uréité pozici a barva na urcité pozici, kde kromé
umisténych objektil najdeme tudaj, ze na daném poli je urcité néjaky objekt dané
barvy (obr. 2 vpravo), ale o daném objektu nic jiného nevime, tedy muze tam lezet
kterykoli z ¢ervenych objektt, které jsme dosud nepouzili. Cteme: Tady musi byt
neco cerveného. Na kartach C je treti pole misto barvy charakterizovano tvarem
pozadovaného objektu, u kterého barvu nezname, proto je tvar na karté vyznacen
sedou. Pokud by byl znak pro barvu, nebo pro tvar skrtnut, ¢etli bychom: Na
tomto poli nic cerveného neni/nesmi byt. Tomu odpovidaji karty s pismeny D—H.

Obrazek 2: Ukazky zadani — kodovani podminek.

Typ 3: Konkrétni objekt na urcité pozici a udaje ke dvéma polim, jednou
skrze tvar objektu (bez barvy) a na dalsim poli zndme barvu objektu, ale ne
tvar (obr. 3 vlevo). Cteme: V dolnim vddku uprostred musi byt néjakd hvézda. V
pravém sloupci uprostred musi byt néco modrého (ale srdce to nebude).

Typ 4: Zname jeden konkrétni objekt na urcité pozici, dale zname oznaceni k
celému fadku nebo sloupci (obr. 3 uprostied), coz zde ¢teme: V pravém sloupci
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musi nékde byt modrda hvézda. V levém dolnim rohu rozhodné nic cerveného ne-
bude, uprostred (na priseciku uhlopricek) nesmi byt modrd.

LOGIX
|~
- "

Obrazek 3: Ukazky zadani — kodovani podminek.

Dalsi karty (E, F, G, H) vyuzivaji v zadani kombinaci znaki uvedenych ve
¢tytech zakladnich typech (obr. 3 vpravo).

Metody fesSeni: Vybér, vylouceni, usuzovani, prirazeni (hraci kimen a pole).

Dvoji podoba argumentace: a) Kdyz... a kdyz..., pak...; b) Musim poloZit
tento kamen sem, protoZe... Vyznamné role hraji slovesa muizZe, musi, nesmd,
zbyvd, je/lezi. Néasledujici monolog ilustruje nejen myslenkovy postup, ale i fixaci
jazykovych struktur, ¢asté vynechavani podminky (kdyz ma platit, ze v kazdém
radku ..., pak), a hra¢ uvadi z podminkového souvéti jen véty hlavni.

Priklad argumentace k obr. 3 (karta F9) dle zdznamu mluvy divky Z.: Ddm
nahoru doleva meésic. Tam bejt musi (zapichuje prst na kartu). Pod nim bude
néco cervengho. Ve sloupci byt musi (Cervend), ale dole ne (klade tam tfi ¢ervené
objekty na sebe). Uprostred nesmi bejt modrd, tak bude dole — v tomhle sloupci.
Jo, to je dobry! Tak modrd hvézda bude uprostred — v tom levgm (sloupci), nekde
tam bejt musi. No nahore ne, tam je meésic (ukazuje v radku), ani dole ne, tam
néco modryho bude. Ale co? No mésic — ne, hvézda — ne, tak srdce. Jo, jo. To je
ono. Tak v levym (dolnim) rohu musi bejt Zluta. Co? Mésic ne, Ze by hvézda, jo
Zlutd hvézda, jinak by tam chybéla, v pravym sloupci je vejs. Nad Zlutou hvézdou
cervend, cerveny srdce, jesté tu srdce (ve sloupci) nebylo. Treti srdce je Zluty,
musi bejt nékde nahore, nad hvézdou, jinde to nejde (ukazuje). Nahore vedle néj
bude néco... Zl..., cer...vengho, zbejva hvézda. No na prostredku Zlutej mésic, nic
jgingho uz tu neni!

Minecraft: Magnetic travel puzzle

Magnetic travel puzzle (dale jen Minecraft) je uréeno pro jednoho hrace. Ukolem
hrace je umistit deveét hracich kament do mrizky 3 x 3 tak, aby jejich umisténi
splnovalo vSechny zadané podminky. Hra obsahuje 40 samostatnych zadani s ros-
touci obtiznosti. (Pfedstaveni hry od tvirc: https://www.youtube.com/watc
h?v=h7Ere90aHgI)
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Material: Hraci deska s mrizkou 3 x 3, devét hracich kamenti ve tfech rtiznych
barvach — 3 kameny ve tvaru mece, 3 kameny ve tvaru krumpace a 3 kameny ve
tvaru brnéni. Déale hra obsahuje 40 karet se zadanim tkoli a prilohu s fesenim.

Porovnani pravidel s Logix: Princip hry je stejny jako u Logix — umistit
hraci kameny do pole 3 x 3 na zakladé zadanych podminek. Zasadni odlisnost spo-
¢iva v tom, ze v Minecraftu neplati zakladni pravidlo o umisténi objektt stejného
tvaru ¢i stejné barvy do jednoho sloupce ¢i jednoho radku. Zatimco v Logix tedy
nelze vlozit dva objekty stejné barvy nebo stejného tvaru do jednoho radku (nebo
sloupce), v Minecraftu to mozné je. Dalsi rozdily najdeme ve formé zadavani pod-
minek. V obou hrach jsou podminky vyjadreny pomoci symboli, avsak v Logixu
jsou vSechny podminky pro jednu tlohu zadané v ramci jednoho obrazku (mrizky
3 x 3), zatimco v Minecraftu je kazdd podminka zaddana samostatnym obrazkem,
podminky jsou navic ocislovany. I diky tomu pracuje Minecraft s dalsimi typy
podminek, jako jsou napf. podminky vztahujici se k specifickym ¢astem hraciho
pole (napr. diagonéla, polymino, Sachovnicova struktura) ¢i tzv. negative clues —
soubory negativnich podminek.

Obména — Najdi chybu: Hra je na stejném principu jako predchozi Logix,
nabizeji se tedy stejné variace hry pro dva hréce (viz Logix). Dalsi moznosti hry,
kdy dojde ke slovni konfrontaci, je varianta, v niz maji hraci objevit chybu —
poruseni podminky. Hractum (jednotlivei, dvojici, skupiné) predlozime miizku jiz
osazenou kameny a vyzveme je ke kontrole feseni. Objevenou chybu nejen opravi,
ale i zdtivodni. Zaci budou mit k dispozici kartu (zadani) s podminkami. Pocet
nespravné umisténych kamenit lze variovat.

Metodicka poznamka: Kameny ve hie Minecraft maji oproti kamentim
v Logixu rubovou a licovou stranu odlisSnou — z jedné strany je obrazek, z druhé
¢ernd plocha, pricemz tvar kamenu (brnéni, mec, kuse) lze rozeznat i z rubové
strany. To umoznuje vyuzit kameny jako docasné znacky, které pomohou zpfre-
hlednit hraci mrizku. Napt. pokud je ddna podminka, ze na diagonale maji lezet
brnéni, ale zatim nezname jejich barvu, miizeme kameny polozit ¢ernou stranou
nahoru a teprve v pribéhu ¢teni dalSich podminek upresnovat jejich barvy.

Ukazkova série argumentace k jedné tloze: Na prikladu jedné tlohy
(obr. 4) pro pokrocilé (obtiznost 27/40) ukazeme, jak lze pii feseni uvazovat a
argumentovat.

V prostrednim poli musi byt Sedé brnéni, protoze vsechna brnéni leZi na pravé
diagondle (podminka 1) a zdroven vsechny sedé kameny lezZi na levé diagondle
(podminka 2). Kimen v prostrednim poli musi spliiovat obé podminky zdroven —
musi byt tedy Sedy a zdroven brnénim.

V pravém dolnim poli musi byt Sedy mec, protoze Zadny mec nesmi leZet vlevo
od Zadného brneni (podminka 5 a 6), a zdroven v tomto poli musi lezet kamen
sedé barvy.
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Obrazek 4: Zadani a herni plocha hry Minecraft: Magnetic travel puzzle.

V' levém hornim poli musi byt sedy krumpdc, protoZe vSechny Sedé kameny
musi leZet na levé diagondle (podminka 2). Sedé brnéni a Sedy mec jsou jiZ umis-
tény, sedy krumpdc je poslednim sedym kamenem, ktery mdme k dispozici.

V' pravém prostrednim poli musi leZet zeleny mec, protoZe Zadniy mec nesmi
lezet nalevo od Zddného brnéni (podminka 5 a 6) a zdroven Zdidny zeleny kamen
nesmi leZet nalevo od sedého kamene (podminka 4).

V' dolnim prostrednim polt musi byt Zluty mec, protoZe Zadny mec nesmi leZet
nalevo od Zadného brnéni (podminka 5 a 6) a zdrovern je to jeding dosud neumds-
tény mec.

V' prostrednim hornim poli musi byt zeleny krumpdc, protoZe Zadny zeleny
kdmen nesmi byt vedle Zddného Sedého kamene (podminka 4) a zdroven na pravé
diagondle musi byt brnéni (podminka 1) a pod pravou diagondlou jsou vsechna
pole jiZ obsazena.

V' prostrednim levém poli musi byt Zluty krumpdc, protoZe na pravé diagondle
must leZet pouze brnéni a Zadné jiné volné misto na hraci desce nend.

V' pravém hornim poli musi byt zelené brnéni, protoZe Zadny zeleny kamen
nesmi leZet nalevo od sedého (podminka 5 a 6).

V levém dolnim poli musi leZet Zluté brnéni, protozZe je to posledni zbyvajici
kdamen.

Uskali hry: Uskali spatfujeme p¥i popisu rozhodovan{ v piipadé, Ze hrac
mysli ve skocich tak, ze poslucha¢tim unika logicka souvislost. Dalsi obtizi mize
byt nedostatecna slovni zasoba hraci, nezvyk pouzivat podminkové souvéti, proto
je vhodné mezi takové hrace zaradit zkusenéjsiho hrace, aby prijal ve fazi zapo-
slouchani nejen myslenkové, ale i vyjadrovaci vzory. Treti skupinu obtizi vidime
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v argumentaci, kdy ma hrac¢ sice dobrou myslenku, ale nedokaze ji dostatecné
presné komunikovat, protoze si to neuvédomuje. Ke zpresnéni pomahaji dotazy
spoluhraci, jejich pripominky nebo napovéda.

Da Vinci Code

Hra je urcéena dvéma az ¢tyrem hracim. Kazdy si sestavi sviij ¢iselny kod, tikolem
je odhalit kéd protihrace drive, nez on odhali ten mij. Hra je zaloZzena na znalosti
vlastnosti ¢iselné rady v prirozeném usporadani a na usuzovani, ale i hadani a
pravdépodobnosti.

Material: Hra obsahuje ¢ernou a bilou sadu 13 hracich kament. Kameny
jedné sady jsou ocislovany od 0 do 11, na tfinactém kamenu je pomlcka, ktera
ve hre funguje jako zolik (lze ji umistit kamkoliv do kédu).

Pravidla: Kazdy hrac si vylosuje dva bilé a dva ¢erné kameny (pii 4 hracich
pouze tfi kameny) a sestavi si kéd podle nasledujicich pravidel: ¢isla na kame-
nech musi byt usporadana vzestupné; pokud hrac¢ obdrzi kameny se stejnym
¢islem, prednost ma bily kamen. Hraci si na kameny vzajemné nevidi, resp. vidi
pouze rubovou stranu (tedy barvu kamene). Poté se hraci pravidelné stiidaji na
tahu, v rdmci néhoz se snazi uhadnout néktery ze souperovych kament — ukazi
na protihrac¢iv kamen a teknou ¢islo. Pokud hrac ¢islo uhodne, musi protihrac
kamen s ¢islem sklopit a tim prozradit ¢ast svého kédu. Hrac¢, ktery uhodl, si
miize pomoci kamene ze spolecného banku rozsirit svij vlastni kod o dalsi ¢islo.
V pripadé netspésného tipu musi hra¢ naopak jedno ¢islo ze svého kédu odhalit.
Vyhrava hrac¢, kterému ztstane jako poslednimu alespon jedno neodhalené ¢islo.

Metody reseni: Strategie je zaloZzena na dvou principech — hadani a usuzo-
vani. Hadani ptritom muze byt fizeno mirou pravdépodobnosti. Z pocatku hry,
kdy hrac vidi pouze ¢tyfi/tri ¢isla na svych kamenech, vétsinou neni mozné uhod-
nout kamen protihrace na zakladé usudku. Mize vsak zvysit pravdépodobnost
dobrého tipu, pokud si uvédomi, kde méa protihra¢ zacatek a konec rady (tedy
jiz néktera cisla odhalena, ziskava hrac¢ dalsi informace a mize se fidit isudkem.
Na ukazce rozehrané hry (obr. 5) dvou hracu si ukdzeme, jak lze pfi hie uvazovat.

Ukazka hadani a usuzovani: Bily protihriciv kdmen (z naseho pohledu
vpravo) je mensi nez 5, v vvahu tedy pripadaji cisla 4, 3, 2, 1 a 0. Bilé kameny
s cislem 2 a 8 mdam ja, souper tedy mizZe mit 0, 1 nebo 4. Musela bych hadat.

Cerny kamen mezi odkrytou 5 a 7 by mohl byt 6, cernou Sestku mdm viak
ve svém kodu jd, hleddm tedy jiné cislo. Pokud si uwvédomim pravidlo prednosti
v pripadé dvou kamenu se stejnym cislem, pak vim s jistotou, Ze hledanym cislem
musi byt 5.
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Obrazek 5: Ukéazka rozehrané hry Da Vinci Code.

Bily kamen mezi odkrytou 5 a 7 by rovnéz mohl byt 6. Bilou sestku ve svém
kodu nemam. Musim st ale jesté poloZit otdzku, zda by tam mohlo byt i jiné cislo
— pravidlo prednosti me dovede k zaveru, Ze mohlo. Pokud by mél totiz souper dvé
sedmicky, bila by stdla pred cernou. I v tomto pripadé bych tedy musela hadat, zda
6 nebo 7. Pravdepodobnost, Ze tipnu spravné, je vsak vyssi neZ v pripadé bilého
kamene na kraji rady.

Cerny kdmen za souperovou sedmickou musi byt 8 nebo 10, protoZe cernou
9 mam ja. Jedendctka to byt nemiZe, protoZe v Tadé nasleduje jesté jeden cerny

Metodické poznamky: Pred hrou s mladsimi détmi se osvédcilo nechat je
nejprve usporadat vsechny kameny podle velikosti ¢isel. Uvédomi si pritom sku-
tecnost, ze kazdé Cislo je v kazdé sadé (bila, ¢ernd) pouze jedenkrat, ze nejvyssi
matické také byva uvédomit si, kde ma protihrac zacatek ¢iselné rady, zatimco ja
mam kamen s nejmensi hodnotou z mého pohledu vlevo, hrac¢ sedici naproti ma
nejmensi kamen z mého pohledu vpravo. Doporucujeme hrat hru nejprve ve dvou
hracich a s vétsim poctem zacatecnich kament (5, 6) a bez pomlcek, a teprve po
plném uvédoméni si vySe vyjmenovanych skutecnosti rozsitit hru o vice hraci,
ubrat pocet pocatecnich kament a pridat pomlcky.

Obména 0: Urcitou obménu nabizeji samotna pravidla zakladni hry — ka-
meny s pomlckou totiz mohou byt umistény kdekoliv v ¢iselném kodu, tim lze
protihrace mast. Existuji rtizné moznosti jak vice ¢i méné efektivné pomlcku do
kédu zaradit.

Obmeéna 1: Hra opét nabizi prilezitost k argumentaci, i kdyz pouze omezené.
Hrace vyzveme, aby pri vysloveni svého tipu uvedli, zda hddaji, nebo jsou si jisti
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(usuzuji), pripadné jak moc jsou si jisti (pravdépodobnost). Hraci se tak uci po-
stupné rozlisovat mezi haddnim a dsudkem. Z hlediska kompetitivni povahy hry
neni zadouci, aby své tipy zdiivodnovali nahlas, nebot by toho vyuzival protihrac.

Obména 2: Posilit princip usuzovani a naopak oslabit hddani miizeme tak,
ze mezi hrace rozdame vsechny kameny (pocet a vybér hernich kament pritom
miuzeme variovat — napt. hrat pouze s cisly 1-8, nebo 0-5). Po sestaveni kddu
dle pravidel, jesté nez zacne tah prvniho hrace, si kazdy odhali libovolné jedno
¢islo ze svého kodu. Zvazuje pritom, odhalenim kterého ¢isla o svém kédu pro-
zradi protihra¢tim co nejméné. Podobné jako pri hie s pomlckou je vyhodnost
strategie pro odhaleni cisla zavisla na charakteristikach aktualniho kédu, nikoliv
univerzalné platnd ¢i obecné (napf. odhalit prvni ¢islo kodu nemusi byt vyhodné
v pripadé, ze se nas aktualni kdd sklada z vyssich ¢isel).

Obecné poznamky k organizaci her

Pokud ucitel vytvari skupiny, musi zohlednit spravedlivost hry z hlediska vyva-
zenosti herni zdatnosti hraci; pokud predem hrac citi intelektovou nerovnovahu,
je to pro ného demotivujici; pro posileni spravedlivosti podminek v uvedenych
hrach je treba pri opakovani hry ménit roli zahajujiciho hrace.

Ze zkusenosti vime, Ze zejména u mladsich hrach je nezadouci, aby spolu hrali
sourozenci, dvojcata, pripadné hraci se silnou emoc¢ni vazbou (hraji 1épe v ramci
neutralni nebo negativni vazby). V silné pozitivni vazbé ve hie, i kterd neni
kompetitivni, se ve vétSiné pripadi snizuje troven kontroly a korekce, oslabuje
se proces zobecnovani a tvorby strategii.

Pokud ucitel hraje s zaky, musi byt pripraven i prohrat, aby svym chovanim
daval priklad, jak dil¢i netspéch zvladat. K tomu slouzi nasledné diskuze.

Nadprimeérni hraci neradi hraji se slabym hracem, pokud nejde o samaritanské
typy.

Kdy zarazovat hry k premysleni? Neni vzdy snadné opakované podobné hry
zatazovat do vyuky v pribéhu celého roku. Ucitel mize kooperovat se skolni
druzinou a se skolnimi kluby. Intenzivnéji 1ze hrat tyto hry na skole v prirodé a
letnich taborech. Ani v jednom prostredi nedoporucujeme jednorazové akce bez
nasledného opakovani, neprinasi to hractim prilis uspokojeni, ani nejde o dosta-
tecnou zkusenost pro jejich posun.

Vytvarime pro hry k premysleni vhodné podminky: relativni klid bez ¢asového
tlaku; opakovani hry béhem dne i tydne k vytvoreni tzv. kumulované zkusenosti
v prostoru a Case; davame prostor pro verbalizaci nabytych zkusenosti (Kaslova,
2013).

Vyzyvame hrace k tvorbé novych pravidel se znAmym materiadlem.
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Zaveér

Prispévek mél vyprovokovat zamysleni se nad nékterymi aspekty her a efektivitou
jejich zarazovani ve skolnim i mimoskolnim prostredi. Chtéli jsme predstavit né-
které z nastroji, které pomahaji rozvinout popsané schopnosti, které jsou dnesni
dobou jistym zptsobem brzdény, jako napf. presnéjsi mluvni komunikace, zpo-
maleni nastupu prvni reakce na podnét a zamysleni se nad moznostmi, které jsme
identifikovali. Podnécovanim hract k zhodnoceni uzitych strategii smérujeme mj.
k metakognici (Ri¢an, 2016; Chytry et al., 2019).
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Carodéjnice Armida aneb svét zapornych &isel
trochu jinak

ANNA KURIK SUKNIAK!

Cldnek pojedndvd o didaktickém matematickém prostredi s ndzvem Carodéjnice
Armida. Hlavnim prinosem prostredi je mozZnost nahliZet na ndsobeni zaporngch
cisel v sémantickém kontextu. V wvodu clanku jsou uvedena teoreticka viychodiska,
po kterych nasleduje strucny popis prubéhu dilny na konferenci Dva dny s didak-
tikou matematiky 2022. Do dilny byly vybrany ulohy pro Zaky 2. stupné, které
predstavuji gradaci podle obtiZnosti vcetné uvedeni jejich reseni a didaktického
potencidlu.

Uvod

Ideu didaktického matematického prostiedi? do didaktické literatury zavedl
E. Wittmann (2001) a déale rozpracoval M. Hejny (2014). K Wittmannovym
pozadavkiim — propojeni na zkuSenosti zaka a moznost vést k objeviim — pridal
M. Hejny jesté dalsi dva: dlouhodobost a nastavitelnou obtiznost. Carodéjnice
Armida je didaktické matematické prostredi, ve kterém lze snadno aplikovat
principy genetického konstruktivismu,? difve téZ zvaného vyuka orientovana na
budovani schémat (VOBS).* Zde se didaktika matematiky opird jednak o historii
a epistemologii matematiky, jednak o poznatky psychologie. Uc¢itel je pruavodcem
74kt u pronikdni do matematickych pojmt, vztahtl, procesii a situaci. Ulohy
voli tak, aby zak béhem formovani svého matematického poznani rekonstruoval
proces historické genézy tohoto poznani. Resenim tloh v réiznych didaktickych
matematickych prostfedich a v diskuzich se spoluzaky zak buduje ve svém vé-
domi matematickd schémata. V psychologii se pojem schéma prvné objevuje
v roce 1932 u Barletta v souvislosti s paméti (Atkinson, 2003, s. 298-299). Ve
formé pouzitelné pro didaktiku matematiky tento pojem rozpracoval kognitivni
psycholog Gerrig (1991, s. 244-245):

Teoretici vytvorili termin schéma, aby poukazali na pamétovou
strukturu, ktera obsahuje shluky informaci dulezitych k porozu-
meéni. Zakladni myslenkou teorie schémat je, ze v paméti nemame

IKMDM PedF UK; anna.sukniak@gmail.com
2Substantial learning environment

3Novy termin, byl zaveden L. Kvaszem (2016).

4viz Hejny (2007), Jirotkova (2007), Slezdkova (2007)
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prosté jen izolované fakta. Informace jsou shromazdény do smyslu-
plnych funkénich jednotek.

Myslenku schématu najdeme i v neurologii. Vznik integrovanéjsiho zptisobu
tvorivého mysleni prirovnava neurolog M. J. Stransky (2014) ke vzniku pavuciny,
ktera je tvorena cestami a myslenkami a po které se lze pohybovat vSemi sméry
k myslenkam souvisejicim.

Dilna

Dilna probihala online prostrednictvim platformy Zoom. Pro préaci byla zvolena
digit4lni tabule, kterd umoziuje spolupréci v redlném case — Jamboard. Udast-
niktim dilny, 15 ucitelim 1. a 2. stupné, byl predlozen tvodni text s obrazkem
(obr. 1) z ucebnice pro 4. roénik (Hejny et al., 2021).

Jezibaba Armida vafi ve svém kotliku

razné Carovné lektvary.

Za pomoci mrazivych a zhavych kament reguluje

podle davnych receptur teplotu lektvaru. 4

Kdyz do kotliku pfihodi zhavy kamen,
teplota lektvaru stoupne o 1 stupen. é g
Kdyz do lektvaru pfihodi mrazivy kamen, i . g
v &

teplota lektvaru klesne o 1stupen.
Obrazek 1: Uvodni text z ucebnice.

Text z obrazku byl doplnény o sdéleni: ,Kdyz vytahne zhavy kdmen, odebere
z lektvaru teplo, tedy teplota lektvaru klesne o 1 stupen. Kdyz odebere mrazivy
kamen, odebere chlad, tedy teplota lektvaru stoupne o 1 stupen.“ Tuto informaci
ucitel nemusi zakim rict explicitné, ale je dobré, aby zaznéla, naptiklad v dis-
kuzi béhem teseni uloh. Jinak by se mohlo jevit, ze vytahovani kament z kotliku
nezpusobuje zadnou zménu, ale to nechceme. 7Z matematického hlediska pred-
stavuje odebrani mrazivého kamene rovnost —(—1) = +1. U zavadéni prosttedi
se vynori otazky jako napriklad ,,Jak je mozné, Ze se teplota po kazdém pridani
kamenu zmeéni praveé o jeden stupen bez ohledu na objem?“. Odpovédi je, Ze jsme
v pohadce, kde Armida neni z naseho svéta a v jejim svété plati jiné fyzikalni
zakony.

Poté ucastnici fesili ilohu na obr. 2, kterd byla upresnéna slovy: ,Klesla
teplota? Stoupla? O kolik? .
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Jak se zménila teplota lektvaru po tom, co JeZibaba Armida pfihodila do svého

kotliku postupné .., 000, .... 000 a......
Q0000 rik Wiihlaz kotliku 0 O O 009000 @,
000090 000000:-00000000’

Obrazek 2: Pokracovani tlohy.

Objevilo se nékolik rtiznych postupti reseni. Nékteri si prepsali do cisel zvlast
kameny, které Armida piihodila, a zvlast ty, které vytahla. Zhavym kamentim
priradili znaménko plus a mrazivym znaménko minus. Poté zapsali, ze prihodila
—24-34+7—6—>5 a vytahla 10—546+8. Ziskané soucty od sebe odecetli —3—19 a
vyslo jim —22, neboli, Ze teplota klesla o 22 stupnii. Jini pocitali obdobné, avsak
nerozdélili skupinu na dva soucty, ale pocitali postupné s tim, ze pri vytahovani
zmeénili u ¢isla znaménko: —2+3+7—-6—-5—104+5—6 —8.

Dalsi vyskrtali riiznobarevné dvojice ve skupiné prihazovanych kament a pak
zase ve skupiné vytahovanych kamenu (obr. 3). Tim se tloha zjednodusila na
ulohu, kde se prihodi 3 mrazivé kameny a vytahne 19 zhavych kament. Prislusné
grafické Tfeseni meélo tvar jako na obr. 3.

Jak se zménila teplota lektvaru po tom, co JeZibaba Armida pfihodila do svého

kotliku postupné "'I, "’l,/, "",“’ a ““ “
“..., pak vytshlaz kotiku@ @ 0 O 09 00 0 @,

SO0 S88980:00000000°

Obrazek 3: Grafické teSeni 1.

Objevil se i jiny zptisob vyskrtavani. Vyskrtaji se stejnobarevné dvojice tvo-
rené kameny z riznych skupin. Tedy napriklad kdyz se skrtnou 3 zZhavé kameny
ze skupiny prihazovanych kament, skrtnou se také 3 zhavé kameny ze skupiny
vytahovanych kament (obr. 4). Tim se tiloha zjednodusila na tlohu, kde se pri-
hodi 8 mrazivych kamenti a vytahne 14 zhavych kament. Prislusné grafické reseni
mélo tvar jako na obr. 4.

Jak se zménila teplota lektvaru po tom, co JeZibaba Armida prihodila do svého

kot_liku postupné .., "‘. ‘,‘" . .. 1000 ...
.qj. @@, pak vytihlaz kotliku @ @ v/3v,Y3%Y 0! ‘ﬁ,‘
00000 000000:00000000

Obrazek 4: Grafické teSeni 2.
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Diky mnozstvi pridavanych a odebiranych kamenii vznikla u tcastnikit po-
treba ulohu zjednodusit. Takova potieba vznika i u zaka. Nékteri zaci pocitaji
po jedné, jini prevedou ulohu do ¢isel nebo pouziji vyskrtavani. Béhem diskuze
se seznami s ruznymi strategiemi, které prinaseji lepsi vhled do prace s aditiv-
nimi operacemi. Kazda strategie, kterou trida odhali, prinadsi novy pohled na
praci s celymi Cisly. Zejména dulezita jsou zjisténi o souvislostech jednotlivych
strategil.

U této tlohy se objevila otazka, zda mtze Armida vytahnout z kotliku vic
kament, nez do né¢j hodila. Je to dalsi otazka, kterou lze ocekavat rovnéz od
73kt a kterou bude potieba vyjasnit. Carodéjnice mize z kotliku nékdy vybrat
vic kamenti nez tam nahéazela béhem tvoreni lektvaru, protoze tam mohly zlstat
kameny jesté z predeslych priprav lektvart. Kameny vydrzi pomérné dlouho, ale
casem se rozpadnou.

Néasledné méli icastnici za kol co nejpresnéji a zaroven co nejstrucnéji zapsat
slovni sdéleni: ,,Armida nejdrive hodila do kotliku 5 Zhavych kament, pak 4 zhavé
kameny, poté vybrala z kotliku 3 Zzhavé kameny a nakonec vybrala z kotliku jeden
mrazivy kdamen.“

Objevily se dva rizné zapisy: +5+4—3+1a +5+4—(+3) —(—1). Béhem dis-
kuze se vyjasnilo, zZe z prvniho zapisu je jasné, jen jak se méni teplota. Neni vSak
jasné, jaké kameny byly pouzity a zda byly z kotliku odebrany nebo do kotliku
pridany. Druhy zapis zachovava co nejvice informaci o celém procesu. Prvni zna-
ménko u ¢isla indikuje proces, tj. zda se kameny pridavaji (4+) nebo odebiraji (—).
Druhé znaménko indikuje koncept, tj. zda se jednéd o mrazivé (—) nebo zhavé (+)
kameny. V pripadé, ze se kameny pridaly (4), se v zapisu navrzeném ucastniky
jiz znaménko pro indikaci zhavych kamenti (+) nepouzilo. Zaci navrhli i zapis
s vyskytem obou znamének pro vsechny pripady manipulace s kameny, a to bez
zavorek: ++54 44— 43 — —1, zapis s pismeny: + 5zh + 4zh — 3zh — 1mr, nebo
zapis pomoci kombinace znamének a cervenych a modrych tecek. Zapis nemusi
byt z pocatku dokonaly. Pripadné nesrovnalosti ¢i vylepseni se objevi pri reseni
dalsich 1loh. To, Ze si zaci sami vytvari zapis, prispiva k jeho porozuméni. Cilem
je dopracovat se ke konvenénimu zapisu s porozuménim. Zéci si pak dokazou pod
zépisem napr. —(—1), predstavit jak ¢arodéjnice odebird z kotliku jeden mrazivy
kamen, a je jim jasné, ze teplota v kotliku se tim o 1 stupen zvysi. Tedy je jasné,
ze —(—1) = 1.

Cilem dalsi tlohy bylo priblizit se co nejvice ke konven¢nimu zapisu danych
situaci (obr. 5). V zadéani se tedy jiz explicitné vyzaduje situaci zadanou po-
moci slov a obrazku prepsat pomoci &isel, aditivnich operaci a zdvorek. Ucastnici
diskutovali miru jednoznacnosti jiz diive navrzeného zpusobu zapisu.

V nasledujici tloze se objevily kameny, které méni teplotu nejen o 1 stupen
(kameny bez ¢isla), ale i 0 2, 3 nebo 5 stupnu. Prvni tlohou ucastniki bylo se-
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Zapis pomoci ¢isel,znaki +, - a (), jak jezibaba Armida manipulovala
8 kameny a nakonec napi$, jak se tim zménila teplota lektvaru.

a) pfihodila do kotliku: @ @ 2 0090000 Zvo

+2+5 H}l J*(iﬂ/ﬁ_)
*p’j]pnhod.la do kotliku: @ @ @@ 2 vytihla: ..... b 5)

+4-(+5) L (" \

/
’%phhodlla do kotliku: @ @ @@ a vytihla: ..... LI ( )
+(-y) = (+3)
(4)-+5) Th RS

~ d pfihodila dp kottiky: @ @ avytihl OO O OO O - 09 @

Obrazek 5: Konvenc¢ni zapis reSeni.

radit pét iloh A, B, C, D, E podle obtiznosti. VSechny tt¥i skupiny se shodly
na sefazeni, které vidime na obr. 6. Gradac¢nim parametrem byl zejména pocet
a typ tkonu (pfihazovala jednou, dvakrat..., jen ptihazovala, prihazovala i vyta-
hovala...). Uvedené tilohy neptedstavuji celou skalu obtiznosti, pouze ji nastinuji.
Bylo by napriklad vhodné zaradit i ulohy, v kterych se objevi prihazovani nebo
vytahovani pouze mrazivych kament.

Sefadte ulohy od nejjednodussi po nejobtizné;si.

Jak byste ulohy prepsali pomoci ¢isel a operaci? L
A pfihodilado kotliku: @ @ © © © @ + G- 2
+5%(+2) 2+2+2+2+2+2
E pfihodila do kotliku: .... ..... *h 9+ j?)
+A*(+2)+5%(+3) (4*2) + (5*3)

g pfihodila do kotliku: @@ @@ awtih @ @ OO @ 4 | - 5. 7

+4%(+5)-5%(+2)

¢ pfihodila do kotliku: @ @ @ @a vytihla @O0 Q O + H(—Z) - 51

+4*(-2)-5%(+1)
p pfihodila do kotliku: @ @ avtih 2 @ O OO OO - 00O
$24(+1)-6%(-2)-3*(+1) +2.9 _ (Qy(-l) - ,j),/])

Obrazek 6: Dalsi uloha.

Zde, jak vidime u feseni tlohy A, lze tikony carodéjnice Armidy prepsat po-
moci opakovaného séitani (2 + 2 + 2 + 2 + 2) nebo pomoci nasobeni (5 - 2).
Analogicky pak u tlohy C pro prihazovani mrazivych kament lze napsat 4 - (—2)
a pro vytahovani mrazivych kamenti v tiloze D lze napsat —6 - (—2). Zaci se tak
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v sémantickém kontextu sezndmi s nasobenim zaporného cisla ¢islem kladnym,
nebo s nasobenim dvou zapornych cisel.

Dalsi tlohy, které lze v prostiedi Carodéjnice Armida tvofit, jsou z oblasti
rovnic. Zde uvadime nékolik prikladii.

Uloha tykajici se linearnich rovnic (obr. 7)

Kamen s otaznikem je v jedné tiloze stejny kamen. Zjistéte, ktery kdmen je kdmen

s otaznikem.
1000 =-0000090
JNOJOY HIOX 1

Obrazek 7: Uloha na linearni rovnice.

Uloha tykajici se diofantickych rovnic

Armida méa pouze mrazivé kameny s hodnotou 3 a zhavé kameny s hodnotou 5.
Pripravuje lektvary, v kterych je potfeba kameny do kotliku vyhradné pridavat.
Poradte ji, jak: a) zvysit teplotu o 2 stupné, b) snizit teplotu o 1 stupen, c) zvysit
teplotu o 1 stupen, d) snizit teplotu o 7 stupntu.

Uloha tykajici se soustavy rovnic

Armida méa pouze jeden typ mrazivych kamena a jeden typ zhavych kamen.
Kdyz do kotliku prihodi 2 zhavé a 3 mrazivé kameny, teplota se o 3 stupné snizi.
Kdyz prihodi do kotliku 3 zhavé a 3 mrazivé kameny, teplota se o 3 stupné zvysi.
Jaky typ mrazivych a jaky typ zhavych kameni ma Armida?

Zaver

Hlavnim cilem prostfedi Carodéjnice Armida je prace se zapornymi ¢isly. Celé
prostredi je zasazeno do pohadkového ramce, protoze jsme doposud nenasli re-
alny kontext, v kterém by bylo mozné modelovat nasobeni zapornych ¢isel, coz
pokladame za hlavni prinos tohoto prostiedi. Diky tomu nevadi, ze pridavani a
ubirani kamenti neni v souladu s realitou a fyzikalnimi zakony. Navic lze v pro-
stredi tvorit dalsi typy tdloh, a to v oboru celych pripadné racionalnich ¢isel.
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Vizualni matematika

KRISTYNA NIZNANSKA (MATEMATYNA)?!

Béhem dilny jsme resili podnétné ulohy z Vizudlni matematiky, které lze pouZit na-
pric vekovymi kategoriemi. Jednd se o otevrené ulohy, které poskytuji prostor pro
zkoumani a kladent vlastnich rozvijejicich otdzek, a které tak mohou byt vhodnym
materidlem pro praci s nadanymi Zaky na zdkladni i stredni skole. Vizudlni forma
zdroven muze cinit ulohy pristupnymi i Zdkum, kteri maji v matematice potiZe.
Ulohy mohou byjt vhodné mimo jiné pro rozvijeni dovednosti vidét v matematice,
predevsim pak pro ndcvik komunikacnich dovednosti, zejména argumentace.

Cilem dilny bylo seznamit tucastniky s nékolika vizualné zalozenymi otevre-
nymi tlohami a umoznit jim zazit si zptisob prace s takovymi tlohami. Nejprve
jsme se zabyvali nasledujici tilohou.

Uloha s obdélniky?

Obrazek 1: Uloha s obdélniky.

Co vidite? © Jak byste pokracovali?

Libi se vam nekterd z rad vice nez ostatni? © Proc?

Pro tucastniky dilny byla tloha nova a prekvapiva. Na obrazku vidime ctyrti
posloupnosti obdélnikt. Jiz pri popisovani toho, co na obrazku vidime, se mohou
pohledy jednotlivych Tesitelil lisit, a vznika tak prostor pro diskusi. Dale fesitelé
popisuji, jak by podle nich mély posloupnosti pokracovat, a sva rozhodnuti pritom
odtvodnuji. Cilem je najit pravidlo, kterému vyhovuji zadané ¢leny posloupnosti
a s jehoz pomoci je mozné pokracovat ve vytvareni dalSich clend.

'KMDM PedF UK; kristyna.niznanska@pedf.cuni.cz
2https://www.facebook.com/MatemaTyna/photos/gm.236628851506667/4224621667588848/
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1. Prvni posloupnost jsme pri pracovni dilné popsali jako posloupnost obdél-
niki, které postupné rostou do vysky, dokud se z nich nestane ¢tverec, a
nasledné se zvysi Sitka o jedna a vyska se opét stane jednotkovou. K na-
lezeni popisu dopomohl také zapis rozmeéri jednotlivych obdélniki jako
1x1,2x1,2x2,3x1,3x2,3x3,4x1 atp. Nékteri ucastnici by na
zacatek posloupnosti doplnili vodorovnou tsecku jednotkové délky.

2. Druha posloupnost byla na popis nejsnazsi. Jedna se o obdélniky, které
maji vzdy jeden rozmér jednotkovy, druhy rozmér postupné roste o jedna
a zaroven se obdélniky postupné objevuji vzdy nejprve ve vodorovné a
nasledné ve svislé varianté. Nékteri ucastnici by na zacatek posloupnosti
pridali jesté jeden c¢tverecek a objevil se i navrh pridat na samy zacatek
jesté vodorovnou a svislou jednotkovou usecku.

3. Obdélniky ve tieti posloupnosti se vzdy zuzuji a zaroven rostou do vysky
o jedna, dokud nedosdhnou jednotkové sirky. Nasleduje obdélnik s jednot-
kovou vyskou a sitkou o jedna vétsi nez u posledniho takového obdélniku.

Déle se objevil popis pomoci souctovych rozkladi: 2 =1+1,3=241 =
=1424=34+1=242=1+43,5=44+1=3+2=2+3=1+4, ...,
kde prvni s¢itanec vzdy predstavuje sitku a druhy vysku obdélniku.

4. Ctvrté posloupnost byla popsana pomoci rozklad@ pfirozenych ¢isel na
souCiny 1 =1x1,2=2x1=1x2,3=3x1=1%x3,4=4Xx1=2x2=
=4x1,5=5x1=1x5 atp.

Prekvapilo mé, zZe si diskuse nad tlohou vyzadala podstatnou ¢ast casu, ktery
byl dilné vyhrazen. Cas si vyzadalo nejen sdileni postieht, pozorovani a hypotéz,
ale uz i samotné uvédomeéni si riiznych parametrii tlohy a jejich role. Velmi
prekvapivé pro mé byly zejména navrhy na to, jak by bylo mozné zménit zacdtek
posloupnosti.

Dale jsme se zabyvali nasledujici ilohou.

Uloha se &étverci®

Co vidite na obrazku? Jak byste pokracovali?
Zkoumejte! ©

3https://www.facebook.com/MatemaTyna/photos/4219854338065581
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Ucastnici si vSimli a ovérili, ze ¢isla predstavuji obsahy ¢tvercii. Dale zaznéla
otazka, pro¢ v posloupnosti neni ¢islo 3. Obrazek mutzeme vidét jako vzestupné
usporadani ¢tverci podle velikosti obsahu, ale také jako ¢tverec, ktery se ,vali a
roste®.

|
|

AW ity il W S A

Obrazek 2: Valici se ¢tverec.?

Jak tlohy vznikly a co je za nimi?

Poté, co si icastnici sami zazili praci s ilohami, jsme diskutovali o tom, jak tloha
s obdélniky vznikla a o jaky teoreticky rdmec se opira. Ulohu jsem vytvorila,
kdyz jsem potirebovala, aby zacka na doucovani zacala vnimat multiplikativni
strukturu vypoctu obsahu obdélniku, coz bylo néco, co ji stale unikalo. Vysla
jsem z nasledujiciho schématu pojmotvorného procesu miry v geometrii.
Potrebovala jsem, aby se zacka dostala na tdroven numerickych procest, tedy
aby si uvédomila, ze obsah obdélniku zavisi na délce jeho stran a ze povaha
tohoto vztahu je multiplikativni, tj. Ze se délky stran nasobi. Aby si toto mohla
sama uvédomit, bylo potfeba nejprve pracovat na irovni prace s jednotkou. Dale
jsem se optela o teorii generickych modeli a uvédomila si, Zze aby zacka mohla
dojit k obecnéjsimu porozumeéni obsahu obdélnika (tj. ke generickému modelu),
je potreba, aby nejprve pracovala s dostatecnym poctem modela izolovangch.
Premyslela jsem tedy nad tim, jakym zptisobem bych mohla nechat zacku pra-
covat s potencialné libovolnym mnozstvim izolovanych modeltd obdélnik s celoci-
selnymi délkami stran. Tak mé napadlo, Ze se pokusim vsechny takové obdélniky

‘https://fb.watch/fxieX3mYIO/
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I. Zachowini A= . Jednotka miry M= N MNumericke A=) IV, Algebraicka
{(konzervace) miry |V V| procesy ¥ reprezentace
. . L A . - LN A
¥ N . TR il . ¥ ™y
| = Porovndvini | [ = Vybér jednothy | | = Uhbdoméni si atri- * Slovni popis
urvar miry butu, na kterych zobecndénych nu
+ Rozdélovini « lrerace ovolend mira ziledi merickych procesd
a seskupovini jednotky (opako * Lividoméni si povahy * Vyjidfeni vzorcem
do novych celkd vané poklidini na wrtahu mezi minmi * Lhvédoméni si
« Lhvkdormdni si, mefeny dtvar) (napf. multplikativni vztahi mezi vzorci
te e pak mira « Tworba mendich vztah mezi velikostmi pro Zakladni utvary
neméni a slofenjych stran/vyiek) * Koordinace vizuil
* Price jednotek * Zobecndni na délky ni a algebraické
$ komplementem ¢ lterace mendich vyjadfené redlmymi reprerentace
a sloZenych Eisly
jednotek * Koordinace vizualni
« Odeditini miry a giselné reprezen
. z dané mfiie [ tace miry
T I =y M o %

o

Obrazek 3: Schéma pojmotvorného procesu miry v geometrii (Vondrova a
kol., 2015, s. 255).

. 1zolovane generické abstraktni .
motivace | — — — — krystalizace
modely modely poznatek

Obrazek 4: Schéma teorie generickych modelt (Hejny, 2014).

systematicky usporadat do néjaké posloupnosti. Druha posloupnost v tloze s ob-
délniky je sice netspésnym pokusem v hledéni takové posloupnosti, ale v tloze
jsem ji nechala, protoze je uchopitelnéjsi na popis nez ostatni posloupnosti a
mohla Tesitele navést na reSeni i u dalsSich posloupnosti.

Ukéazalo se, ze tloha zaky nuti uvédomit si roli rozmérta obdélniku. Vytvare-
nim dalsich ¢lent posloupnosti si mohou zaci sami generovat libovolné mnozstvi
dalsich izolovanych modeli a zkoumat napriklad jejich obvod a obsah, coz je
s oporou o ¢tvercovou sit dobie zvladnutelné. Poté, co jsme s tilohou na douc¢ovani
pracovali, si zacka jiz uvédomovala multiplikativni strukturu obsahu obdélnika a
pracovala s ni velmi prirozené.

Co je to Vizualni matematika

Vizualni matematika je skupina na Facebooku, ve které nas bavi pristupovat
k matematice vizualné. Sdilime vizualni matematické tulohy a vizualné zkousSime
resit i ulohy, které apriori vizualni nejsou. Kde jsou hranice vizualniho pristupu
k matematice? Zveme vas, zkuste je hledat s nami. Je zajimavé hledat vizualni
pristup i tam, kam na prvni pohled nepatri. Dari se to castéji, nez by c¢lovék
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cekal. Tam, kde to nejde, vynika vyznam algebraického pristupu, kterému se ve
skupiné nebranime. Respektujeme potiebu vidét do matematiky a podporujeme
hledani riznych zptisobi, jak toho dosahnout.

Dalsi tlohy z Vizualni matematiky

Na konci dilny jsem jiz jen struc¢né predstavila nékolik dalsich vybranych tdloh
z Vizualni matematiky. Zde uvadim jiz jen velmi zazeny vybér.

5 ¢tvercu®

Napadnou vds jesté néjaké dalsi mriZové tvary s obsahem & ctverecku? © Podélte
se o ne! ©

Uloha o péti ¢tvercich se zaméfuje na pojem obsahu jako takovy. Co to vlastné
znamena, ze ma néjaky utvar obsah 5 ¢tverecka? Jak takové utvary mohou vypa-
dat? Zde vznika Siroky prostor pro tvorivost, protoze se mizeme snazit vytvaret
rizné prekvapivé tvary. Dokazete najit vsechny tvary, které se skladaji z celych
¢tverecki? Co kdyz pripustime i diagonalné ptilené c¢tverecky jako na spodnim
obrazku? Co kdyby strany mohly prochazet mtizi i pod jinymi thly? Dokazete
najit néjaky tvar, ktery bude mit uprostied diru? Uloha cili na troveti zachovani
(konzervace) a jednotky miry. Zaci tak mohou lépe porozumét tomu, co to obsah
je, a teprve na zdkladé tohoto porozuméni ptistoupit k vypoéttim. Uloha zdroveni
umoznuje vyuzivat také daleko pokrocilejsi poznatky dle irovné resSitele.

Déle se ve skupiné objevila napriklad vizualni rfeseni slovnich tloh o spolecné
praci ¢i rtizné zpusoby vizualizace ¢isel.

Napriklad jsme s zackou vymyslely, jak bychom si mohly nakreslit pocty,
které jsou reprezentovany prirozenymi cisly. Zacaly jsme u malych ¢isel, ktera
jsme zakreslovaly pomoci puntiki. Postupné jsme prechazely k vétsim ¢islim a
misto puntikt bylo rychlejsi zakreslovat ¢arky. Pozdéji vyvstala potieba obrazky
zprehlednit a zacit ¢arky seskupovat.

Shttps://www.facebook.com/MatemaTyna/photos/gm.238600804642805/4231977063519975/
Shttps://www.facebook.com/MatemaTyna/photos/pchb.4342884139095933/4342808059103541/
7https ://www.facebook.com/MatemaTyna/photos/g.236624864840399/4281592591891755
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Obrazek 5: Vizualni feseni slovni tlohy o spole¢né praci.°

A

Obrazek 6: Kresleni ¢isel.”

Reprezentace poc¢tu pomoci ¢arek vzbudila u zacky zvédavost, jak by vypa-
dal milion ¢arek, tak jsme to vyzkousely. Pouzily jsme MS Word a opakované
kopirovani a vkladani textu.

Zmazornovani poctu inspirovalo i nasledujici aktivitu s koralky, ktera cili na
porozumeéni principu desitkové soustavy.

Z4ci pouzivali riizné strategie, které jsme pak spoleéné porovnali a prodisku-
tovali jejich vyhody a nevyhody. Nejnazornéjsi strategie stoji na systematickém
seskupovani koralkl a prehledném seskupovani téchto skupin, coz presné odrazi
princip desitkové soustavy.

8https://wuw.facebook.com/MatemaTyna/photos/a.1839226106128428/4339302202787460/
Shttps://www.instagram.com/p/CSgFVASDBG3/7utm_source=ig_web_copy_link
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Obrazek 7: Milion ¢arek ve Wordu.®

Napoditejte 200 koralkd a vyskladejte je na stal tak,
aby bylo co nejlépe vidét, Ze jich je pravé 200. @

Podivejte se, s jakymi strategiemi éci prisli. @

Obrazek 8: Aktivita s koralky.”

Zavér
Predstavila jsem vybrané tlohy z Vizualni matematiky, ukazala, jak s nimi mi-
zeme pracovat, a priblizila jsem zptlisob jejich vzniku a didakticko-matematickou
teorii, ze které tlohy vychéazeji. Dalsi podobné tlohy muzete najit ve facebookové
skupiné.
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datelstvi Karolinum.
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Variované slovni lohy

PAVEL Sovic!

V rdmci projektu TACR se vesitelsky tym zaméruje na integraci matematické
a ctendrské gramotnosti, a to prostrednictvim reseni slovnich tuloh. V pribéhu
pracovni dilny byl ucastnikim predstaven ndvrh metodického materidlu a ukdzky
variovanych uloh. Nasledne probihala diskuse nad témito materidly a nad zpusoby
prace se slovni ulohou a jejim zadanim.

Variované tlohy

Materialy typu Variované dlohy vznikly v ramci projektu TACR — Podpora in-
tegrace matematické, ctendrské a jazykové gramotnosti u Zdkiu zakladnich skol na
Pedagogické fakulté Univerzity Karlovy. Tyto materidly, uréené predevsim pro
2. stupei ZS, jsou rozdéleny na ¢ast pro ucitele a ¢ast pro zédky a nabizejl vady
jednu zakladni tlohu a k ni jeji dveé az tTi variace. Variované tlohy jsou zasazeny
do stejného kontextu a na prvni pohled jsou si velmi podobné. Jejich hlavni od-
lisSnost spociva v matematické strukture, a predevsim v rtiiznych strategiich, které
je nutno pouzit pro jejich tispésné vyteseni.

Prvni z nabizenych variovanych tloh je vzdy podobna tloze zakladni a slouzi
zejména k upevnéni znalosti ziskanych pri feseni zakladni ulohy. Zakladni dlohu
nijak zasadné nerozsifuje, nevyzaduje zpravidla jiny postup feseni, ale mohou
se v ni objevit napt. jiné jednotky, ¢isla z jinych ¢iselnych oborti apod. Druha
z nabizenych variovanych tloh je svoji strukturou obtiznéjsi a predstavuje pro
7aky vyzvu. Uloha muze vyzadovat jiny postup feSeni, nez byl pot¥eba v tloze
zakladni, mtze byt svou strukturou komplexnéjsi nebo miize obsahovat vice pod-
uloh. Nabizené tlohy se tedy lisi svou naroc¢nosti a zaci si mohou zvolit dle svych
schopnosti ¢i preferenci. Tato moznost volby hraje dilezitou motivacni roli, coz
miize pozitivné ovlivnit i feseni zvolené ulohy. Pracovni listy obsahuji jesté tieti
— prémiovou — variovanou ulohu. Ta je zarazena do materialu predevsim proto,
aby ji ucitel mohl individualné zadat zaktim, pro néz byly predchozi tlohy jed-
noduché.

'KMDM PedF UK; pavel.sovic@pedf.cuni.cz
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Doporucena prace s variovanymi tilohami béhem vyuky

Prace s variovanymi tulohami se 1idi konstruktivistickym pfistupem k uceni a
odpovida metodé planovani vyuky E-U-R. Vyuka muze probihat néasledujicim
zpusobem: nejprve zaci diskutuji nad vstupni otazkou béhem evokacni casti,
nasledné jim ucitel rozda zadani zakladni tulohy a spolecné se vénuji otazkam
zamérenym na porozumeéni textu z jazykového hlediska. Evokac¢ni ¢ast a spolecna
prace s textem slovni tlohy vede predevsim k tomu, aby si zaci vytvorili situacni
model a porozumeéli kontextu dané tlohy. Jazykovou ¢ast je mozné realizovat ve
spolupraci s ucitelem ceského jazyka.

Déle vsichni zaci vytesi nejprve zakladni tlohu (individudlné, skupinové, hro-
madné) a sdili sva Teseni a TeSitelské postupy. Poté si kazdy zak zvoli jednu
z variovanych uloh, kterou se pokusi vyresit samostatné. Nasleduje sdileni reseni
ve skupinach dle zvolené tlohy a prezentace strategii a zavéria. Vhodné je také
rozvést béhem reflexe diskusi zamérenou na shodné a rozdilné prvky vsech te-
senych 1loh, coz miize prispét k hlubsimu porozuméni matematické i jazykové
stavby slovni tlohy. Cely vyse zminény proces je shrnut nasledujicim schématem.

N N N N N N
Spolena

. Individualni Spolecné Individualni Skupinové
prace s Fedend sdilend fegeni feseni Spoletné
Evokace textem . . i . s . _ . . Reflexe
2aldadnd zakladni feditelskych variované variované sdileni
tlohy strategii slovni alohy slovni ulohy

ulohy

Ukazka z metodického materialu Socialni sit pro ucitele

Metodicky materidl pro ucitele je rozdélen na jednotlivé faze vyucovaci hodiny
doplnéné o komentare pro ucitele a vysledky. V nésledujici ¢asti jsou predstaveny
ukézky jednotlivych ¢asti pracovniho listu.

Zadani tlohy: Uspésnost nové socidlni sité zavisi na rychlém nartstu poétu uzi-
vatelt — viralite. Tvrci nové socialni sité predpokladaji, ze béhem prvniho roku
jejiho fungovani vzroste kazdy mésic pocet uzivatelli na 1,2nasobek. Po prvnim
meésici od spusténi méla tato socialni sit 50 000 uzivatela.

Cdst 1 — Evokace

Jakym zpiisobem mohou majitelé nové vznikajici socialni sité dosahnout toho,
aby se o ni dozvédélo co nejvice lidi v co nejkratsim case?
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Cidst 2 — Spolecnd prdce s textem zdkladni wilohy

E

1. Roste pocet uzivatelii nové socialni
sité rovnomérné — tj. vzrusta kazdy meé-
sic o stejny pocet uzivatelt?

4. Slysel jsi nékdy slova wviralita, virdl
nebo viralni? V jaké souvislosti?

2. Cést véty ,vzroste kazdy mésic pocet
uzivateld na 1,2nasobek” by mohla byt
hodnocena jako netuplna. Dopln ji tak,
aby byla tplna a jednoznacna.

5. Co podle tebe slova wviralita/virdlni
znamenaji? Existuje zde néjaka souvis-
lost se slovem wvirus? Kde to zjistis?

3. Preformuluj tuto ¢ast véty tak, aby
neobsahovala slovo nasobek.

6. Zkus pro slovo wviralita/virdlni na-
jit ¢esky ekvivalent (nemusi byt jedno-

slovny).

Cdst 8 — Individudlni Teseni zdkladni slovni wlohy

Urcete predpokladany pocet uzivatelii po a) druhém meésici, b) tfetim mésici,
c) pul roce, d) roce fungovani této socidlni sité.

Odpovéd: a) 60 000 uzivatelt, b) 72 000 uzivateli, c¢) 124 416 uzivatelq,
d) 371 504 uzivatel.
Cidst 4 — Spolecné sdilent Tesitelskych strategii a shrnuti

Cdst 5 — Individudini vesend variované slovnd ilohy

Variovand tloha &islo 1 (k procviceni): Uloha zaméfend na hledani poctu uzi-
vatelll socialni sité po uplynuti urc¢ité doby.

Zadani ulohy: Tvirci nové socialni sité predpokladaji, ze béhem prvniho roku
fungovani poroste pocet uzivateli kazdy mésic o 15 %. Po prvnim mésici od
spusténi méla tato socialni sit 60 000 uzivatela.

Urcete predpokladany pocet uzivateli po pilroce fungovani této socialni sité.

Odpoveéd: 120 681.

Variovand tloha ¢islo 2 (vyzva): Hledani informace, o kolik procent roste po-
¢et novych uzivatelli socialni sité.

Zadani ulohy: Tvirci nové socialni sité predpokladaji, ze béhem prvniho roku
fungovani poroste pocet uzivateli kazdy mésic o 15 %. Po prvnim mésici od
spusténi této socidlni sité méla socialni sit 60 000 uzivateli. Po ¢tvrtém mésici
uz to bylo 103 680 uzivatela.

o Potvrdil se po ¢tvrtém meésici predpoklad tvurca?
o Kolik uzivateltt by méla socialni sit po ptlroce, pokud by byl zachovan
stejny trend, ktery tvirci predpokladali?

Odpoved: 1,2procentni rust (tedy lepsi).
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Variovana tloha ¢islo 3 (prémie): Hledani informace, za jak dlouho bude mit
socialni sit urcity pocet uzivatel.

Zadéani ulohy: Tvirci nové socialni sité predpokladaji, ze béhem prvniho roku
fungovani poroste pocet uzivateli kazdy mésic o 15 %. Po prvnim mésici od
spusténi méla socialni sit 60 000 uzivatel.

Za jak dlouho by méla socialni sit vice nez milion uzivateli?

Odpoveéd: 21 mésicii.

Cidst 6 — Skupinové resent variované slovni ulohy
Cdst 7 — Spolecné sdileni
Cdst 8 — Reflexe (neni nutné pouZit viechny otdzky)
« Charakterizuj svou strategii feSeni (lispésnou i nedspésnou strategii).
o Resil/a jsi tlohu stejné, nebo jinak neZ tvoji spoluzaci?
« Je néco, co sis v prubéhu feseni uvédomil/a? Co?
o Které dovednosti byly potifebné pro vyreseni tlohy?
« Cim se ligila a co méla spole¢ného zékladni tloha od zvolené Glohy?
« Co bylo na tloze jednoduché/obtizné?
« Co ses ty osobné naucil/a?
 Co ses naucil/a od svych spoluzaki?
« Kdybys fesil/a podobnou tlohu znovu, co bys udélal stejné/jinak?
o Nastal v priibéhu reSeni né¢jaky problém?
« Byla tloha podobna néjaké tloze, kterou jsi jiz Tesil/a?

Vystupy z dilny

V pribéhu dilny jsme se zeptali icastnikii naptiklad na to, jak oni sami pracuji
s textem slovni tlohy. Dostalo se nam nasledujicich odpovédi.

7 odpovédi bylo patrné, ze ucitelé pracuji s textem tulohy spise z pohledu
matematického — hledani tdaji a znamych faktl, nastin reseni, nékteri dokonce
rovnou prepisuji zadani do matematické symboliky. Objevily se i nékteré jiné
strategie pro praci se zadanim jako napt. podtrhavani nebo kresleni nacrtkii.

V zavéru dilny jsme tucastniky rozdélili do skupin a nechali jsme je volné
diskutovat nad dalsimi pracovnimi listy a zeptali jsme se jich, jakd témata a
kontexty by povazovali za nosné pro tento typ tloh. Utastnici se shodli na téma-
tech jako napr. Minecraft, vesmir, poc¢itace (pribéh stahovani souboru), nabijeni
baterie (pro vyuku procent), statistika ve zdravotnictvi, socialni sité nebo zvi-
fata (krmné smési a jejich poméry). Utastnici se také shodli na tom, Ze redlné
kontexty vzbuzuji u zakt vétsi motivaci pro reseni uloh.
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Jak ve vyuce pracujete se zadanim slovni ulohy?

SnaZime se predstavit LS e
: snafim wést k tomu,
: s, 2e zadani 2e je dilezité si
i prozivame a tyka se PREDSTAVIT situaci, o
T ari, ez nas pravé ted. Podle toha, co chel které se v Oloze miuvi,
Gdaje, grafické Nasledné fegime, co e Ze zadani éteme
zndzomenie, - jsou dilefité plettou zadini a klidné vicerkat, dokud
: P BAEROSTS ho nepochopime a Ze
informace, se kterymi fedime, nebo si sami i oP
budeme pracovat, et sami fesi m‘“ﬁh““"m"‘"m‘d'““
pfipadné co je v Fedime spoleZnk. napfiklad OBRAZEK.
3. stupef. Nitkdo z zadani navic.
24kl precte zadani,
potom nechdvam
chvili prostor na Podle VKU - niss Cteme vétu po vété,
zamyileni a néktefi stupen: zadani mam hlediame v nich
Zaci je thned zaénou nakopiravany a poiadované
fesit ulohu, ale ostatni nastfihany - détem informace a déti se
maji stile prostor pro rozdam, nalepi do snaZi tyto informace
pfemyileni. Potom sesitu a podtrhavaji si zapisevat pomoei
nékdo z Zakd nastini i.ﬁ:d, co je podle nich matematickych
Postup nebo metodu e s, symboldi a poté Fesit.
e e Ma konci se vracime k
samostatné Fedeni a zadani kvdli kentrole

vysledku,

Zavér

Predstavené materialy budou i nadale pilotovany uciteli zakladnich i strednich
skol. Na zakladé téchto pilotazi budeme materidly upravovat a prizpiisobovat je
tak, aby se co nejlépe daly vyuzit béhem vyuky. Kromé vylepsovani stavajicich
materiadlit se budeme vénovat i tvorbé dalsich tloh. V zavéru projektu TACR

(TL03000469) vznikne publikace vsech vytvorenych tloh, kterd bude ucitelim k
dispozici.

Literatura

[1] VERSCHAFFEL, L., VAN DOOREN, W., GREER, B., & MUKHOPADHYAY,
S. (2010). Reconceptualising Word Problems as Exercises in Mathematical
Modelling. Journal fir Mathematik-Didaktik, 31(1), 9-29. https://doi.or
g/10.1007/s13138-010-0007-x

[2] VONDROVA, N. (2019). Didaktika matematiky jako ndstroj zvldddni kritic-
kych mist v matematice. Univerzita Karlova, Pedagogicka fakulta.
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Roznasobovani zavorek v aritmetice

ANTONIN JANCARIK!

Prechod od aritmetiky k algebre patri mezi jeden ze zakladnich okruhi uciva za-
kladoskolské matematiky. Cilem prispevku je ukdzat, jak jsou obé témata, tedy
algebra a aritmetika, vzdjemné provdzdana a poskytnou ucitelum matematiky radu
ukazek situact, ve kterych lze algebraické znalosti o rozndsobovdni mnohoclent
vyuzit pro nasobeni ¢i umocnovdani cisel. 'V zaveru prispévku je pak pripomenut
kromé obecného algoritmu pro rychlejsi umocnovdni i algoritmus pro pisemné
odmocnovani.

Uvod

Prechod od aritmetiky k algebte patii mezi jeden ze zakladnich okruhii uciva
zékladogkolské matematiky. Cisla jsou ve vypoétech postupné nahrazovana pis-
meny, uvahy se stavaji obecnéjsimi. Soucasné vSak uvazovani zaka vyzaduje
vétsi miru abstrakce. Tento postup muze byt chapan jako jednosmérny prechod
k ,,vyssi matematice“. Cilem tohoto prispévku je na nékolika vybranych prikla-
dech z oblasti roznasobovani mnohoclent ukazat, ze algebru lze velmi efektivné
propojovat s aritmetikou. Postupné predstavime nékolik ,trikii“ na urychleni ¢i
zjednoduseni aritmetickych vypoc¢ti a nasledné pomoci algebry ukézeme, co je
jejich zaklad a pro¢ funguji.

V celém piispévku budeme pouzivat mala pismena (a,b,c,z,y,n,m,...) pro
znaceni ¢isel a velka pismena (A, B, C, ...) pro znaceni ¢islic. Pficemz jejich spojo-
vanim rozumime zapis ¢isla v dekadické soustavé (AB = 10- A+ B). V nékterych
ptipadech budu ¢islice a zastupné symboly pro ¢islice kombinovat (1A = 10+ A).

Ukazka 1

Jako prvni ukdzku volime nasobeni na prstech mensich dvoumistnych ¢isel (Cisel
z intervalu deset az patnact).

Ukazte na jedné ruce o kolik je prvni ¢islo vétsi nez deset a na druhé ruce
o kolik je druhé cislo vétsi nez deset. Vysledny soucin pak dostanete jako sto plus
pocet desitek odpovidajici poc¢tu zvednutych prstii plus pocet jednotek odpovidaji
soucinu zvednutych prstii.

Napriklad pokud chcete vynasobit ¢isla dvanéact a tfinact, tak na prvni ruce
ukéazete dva prsty a na druhé tii prsty. Vysledny soucet je pak sto plus padesat

'KMDM PedF UK; antonin.jancarik@pedf.cuni.cz
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(ukazujete celkem pét prsti) plus Sest (soucin dvou prsti na prvni ruce a tii
prsti na ruce druhé).

Zdtvodnéni:

Pouzivame vzorec (104a)(10+b) = 1004-10(a+b)+ab, kde ¢isla a a b reprezentuji
o kolik jsou soucinitelé vétsi nez 10. Muzeme také pouzit zapis 14 - 1B = 100+
+10- (A4 B) + A - B, ktery by mohl byt ponékud matouci.

Ukazka 2

Druhou ukazkou je nasobeni vétsich ¢isel mensich nez deset (Cisel z intervalu pét
az deset). Ukazte na jedné ruce o kolik je prvni ¢islo vétsi nez pét a na druhé
ruce o kolik je druhé ¢islo vétsi nez pét. Vysledny soucin pak dostanete jako pocet
desitek odpovidajici poctu zvednutych prstli a pocet jednotek odpovidaji soucinu
nezvednutych prsti.

Napriklad pokud chcete vynasobit ¢isla sedm a osm, tak na prvni ruce ukazete
dva prsty (7 = 5+ 2) a na druhé t¥i prsty (8 = 5+ 3). Vysledny soucet je pak
padesat (ukazujete celkem pét prstii) plus Sest (soucin tif nezvednutych prstii na
prvni ruce a dvou nezvednutych prsti na ruce druhé).

Pro ukotveni principu jesté zkuste vynasobit sedm krat sedm. Na obou rukach
ukazete dva prsty (7 = 5+ 2). Vysledny soucet je pak ¢tyticet (ukazujete celkem
CtyTi prsty) plus devét (soucin ti{ nezvednutych prstii na obou rukach).

Zdtvodnéni:

Nyni bude zdtvodnéni vyzadovat o trochu vice algebraickych tuprav.

Pouzivame vzorec (10 — a)(10 — b) = 100 — 10(a + b) + ab, kde ¢isla a a b
reprezentuji o kolik jsou soucinitelé mensi nez 10. Tedy na jedné ruce zvednete
5 — a prstl a nechate dole a prstii a na druhé ruce zvednete 5 — b prstll a nechate
dole b prst.

A nyni provedeme nékolik drobnych tdprav, ve kterych uzijeme jesté vztah
10 = 5 4 5 (pouzivame symbol/zapis 10 pro pocet, ktery odpovidd poctu prsti
na obou rukach).

(10—a)(10—b) = 100—10(a+b)+ab = 10-(10—a—0b)+ab = 10-((5—a)+(5—b))+ab

Tedy pocet desitek odpovida poc¢tu zvednutych prstii a nasledné musime pri-
¢ist soucin prstii nezvednutych.
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Odbocka:

Poznamka, ze symbol /zapis 10 pouzivam pro pocet, ktery odpovida poc¢tu prsti
na obou rukach, nebyla zcela samotcelna. Zkusme si na chvili predstavit, ze
mame na rukou jen ¢tyti prsty. Potom oba doposud predstavené vypocty budou
fungovat i v soustavé o zakladu osm. Zde také zapis 10 pouzivame pro pocet,
ktery odpovida poc¢tu prsti na oboru rukéch.

Naptiklad pokud chcete vynasobit ¢isla (12)g a (13)s, tak na prvni ruce uka-
zete dva prsty a na druhé tii prsty. Vysledny soucet je pak (100)s plus (50)s
(ukazujete celkem pét prsti) plus Sest (soucin dvou prsti na prvni ruce a tif
prsti na ruce druhé). Moznd to bude matouci, ale skuteéné (12 - 13 = 156),0
i(12-13 =156)s.

Stejné tak vypocet funguje i pro mensi ¢isla. Napriklad pokud chcete vyna-
sobit ¢isla Sest a sedm v soustavé o zakladu osm, tak na prvni ruce ukazete dva
prsty (6 =4 + 2) a na druhé tii prsty (7 = 4 4+ 3). Vysledny soucet je pak (50)s
(ukazujete celkem pét prsti) plus dva (soucin dvou nezvednutych prsti na prvni
ruce a jednoho nezvednutého prstu na ruce druhé). Tedy plati (7 - 6 = 52)s.

Zajemce o rizné zpusoby nasobeni na prstech si dovoluji odkazat na c¢lanek
(Jancarik, 2007) z casopisu U¢itel matematiky, ktery timto také vSem doporucuji.

Ukazka 3

Postupné se presuneme od nasobeni dvou rtznych ¢isel k nasobeni dvou stejnych
¢isel, tedy k vypoctiim druhych mocnin a ukazeme si, jak Ize tyto vypocty usnad-
nit a urychlit. Je zjevné, ze pokud umocnujeme na druhou ¢islo, jehoz posledni
c¢islice je 0, stac¢i umocnit na druhou ¢islo bez nuly a za vysledek dvé nuly pripsat
(50 -50 = (5-5) 00 = 25 00 = 2500).

Jak je to ale s ¢isly, ktera kondi ¢islici pét?

V tomto pripadé miize také odebrat posledni ¢islici. Zbylé ¢islo vynasobime
¢islem o jedna vétsim a za vysledek ptipiseme 25. Tedy naptiklad 75% = (7-8) 25 =
= 56 25 = 5625.

Zduvodnéni:

(10a + 5)* = 100a* + 100a + 25 = 100(a* + a) + 25 =100 - (a - (a + 1)) + 25

Ukazka 4

Na zakladé predchoziho piikladu umime snadno spoéitat kolik je 452 = 2025. Jak
ale zjistit, jak vypadaji dalsi mocniny (462,472,482, 49%)?
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Zde miizeme s tspéchem pouZit vzorec (n + 1) = n? + 2n + 1. Na zakladé
tohoto vzorce tedy vidime, ze 462 je o 91 v&tsi nez 452 a dale je 477 o 93 vétsi
nez 462, atd. Cislo, které musime pii¢ist pro ziskani dalsi druhé mocniny je vzdy
o dvé vétsi nez u predchozi.

45% = 2025

46* = 2116 /+91
47* = 2209 / + 93
48% = 2304 / +95
49% = 2401 |+ 97
50% = 2500 /+99

Komentar

Pokud pro krok smérem nahoru pouzivame pri¢itani, pro krok dolu muzeme
pouzit od&tani. Tedy miizeme vyuzivat i vzorec (n — 1)* = n? — 2n + 1.

Jen na okraj upozornéme, ze se nejedna (n—1)? = n?—(2n+1) (co# je castou
chybou), ale (n — 1) = n? — (2n — 1).

69% = 70% — (2-70 — 1) = 4900 — 139 = 4761

Ukazka 5

V poslednim komentari jsme zminili i posun dolu. Pokud si nechceme pamatovat,
o kolik se mame posunout, ani si to odvozovat ze vzorce (n — 1) =n? — 2n + 1,
milzeme pouZit jiny vzorec, a to a®> —b* = (a+b)(a—b). Vyhodou je, Ze nemusim
postupovat pouze po jedné.

Pokud chceme napiiklad spoéitat kolik je 982, zajima nés, o kolik je tato
hodnota mensi nez 100%, tedy kolik mame od 100? odeéist. Dle uvedeného vzorce
ale vime, ze 100? — 982 = 2 - 198 = 396, tedy 982 = 10000 — 396 = 9604.

Odbocka:

Vzorec a? —b? = (a+b)(a —b) lze s tispéchem vyuZivat i pro rozklad daného &sla
na prvocisla (a skutecné tak je i v praxi, napt. pri ttocich na RSA, vyuzivan).
Napriklad vime, ze 2021 = 2025 — 4, tedy dostavame, ze 2021 = 2025 — 4 =
= 452 — 22 = 47 - 43.
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Trochu teorie na zaveér

Pro vypodet druhé mocniny miizeme pouzit i vzorec (10a+b)? = 100a+20ab+b?,
ktery si upravime do podoby (10a + b)?> = 100a* + b - (20a + b). Specidlné, pro
pifpad dvoumistnych &sel dostdvdme (AB)? = 100 - A2 + B - ((2A + B)), tedy
napiiklad 232 = 400 + 43 - 3 = 400 + 129 = 529. Tento vypocet lze na sebe
(i opakované) navazat, tedy

231% = 100 - 232 + 461 = 100(400 + 43 - 3) + 461 = 52900 + 461 = 53361.

Tento vypocet se odlisuje od ostatnich ukazek, protoze je nepochybné mno-
divodt. Zaprvé ukazuje, ze pti vypoctu druhé mocniny miizeme vyraznym zpt-
sobem snizit pocet zakladnich aritmetickych operaci mezi jednotlivymi ¢éislicemi.
To ale neni vse. Podstatnou vlastnosti celého algoritmu je to, ze na rozdil od
bézného nasobeni mizeme postupovat i reverzné, tedy cely postup pouzit pro
vypocet druhé odmocniny.

Krok 1:

V69169 = 2
2= -4
2
Krok 2:
V69169 = 26
291
46-6 = -276

15

Krok 3:
V69169 = 263
291
1569
523:3 = —-1569
0

Obrazek 1: Pisemné odmocnovani.

Zavér
Algebra a aritmetika jsou dvé oblasti, které jsou vzajemné propojeny a nelze

je vzajemné oddélit. V tomto prispévku jsem predstavil nékolik ukézek vyuziti
algebraickych vztahii z oblasti roznasobovani mnohoclenti, které lze s tspéchem
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pouzit pro zjednoduseni ¢i urychlené aritmetickych vypocéti. Cile tohoto pou-
ziti ale neni jen dosazeni lepsich aritmetickych dovednosti, ale predevsim hlubsi
porozuméni algebraickym vztahtim a jejich vyuzitelnosti v praxi. Predstavené
ukazky aritmetickych ,trikii“ mohou byt pouzity i tak, ze ucitel zakiim dany
,trik“ predstavi a necha na nich, aby odvodili, s vyuzitim znalosti z algebry, ze
skuteéné funguje ve vsech ptipadech.

Literatura

[1] JANCARIK, A. (2007). Pocetni algoritmy IT-ndsobeni. Ucitel matematiky,
15(2), 72-78.
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Ziacke riesenia kombinatorickych tuloh
LENKA VALENTOVA!, ALEXANDRA PUNCOVA?, ZUZANA SEMRICOVA?

Kombinatorika je sucastou matematického vzdeldvania Ziakov na primarnom, ale
aj vyssom stupni vzdeldvania. Ako vsak ukazuji vysledky celondrodného testovania
piatakov TS a tieZ niektorych viyskumov, slovenski Ziaci dosahuju v tejto oblasti
nepriaznivé vysledky. Z toho dovodu sme sa rozhodli v ramci prispevku prostred-
nictvom kvalitativnej analyzy Ziackych riesent zistit, aké mozZu byt priciny neus-
pesnosty Ziakov a aké najcastejsie chyby robia Ziact pri rieseni kombinatorickych
uloh.

Uvod

Rozvoj kombinatorického myslenia je neoddelitelnou sicastou matematického
vzdelavania. Uz v materskej skole deti zistuju, Ze veza z troch réznofarebnych
kociek sa moze postavit viacerymi sposobmi, alebo ze postavu mozeme obliect
do roznych farebnych kombinécii (svetrov a nohavic, tri¢iek a sukni a pod.). Na
primarnom stupni vzdelavania riesia ziaci slovné tlohy s kombinatorickou moti-
vaciou a neskor (najmé na gymnéziach) sa ziaci ucia riesit kombinatorické tilohy
s vyuzitim vzorcov.

Ako vsak ukazuju vysledky celoslovenského testovania piatakov T5, tematicky
okruh Kombinatorika, pravdepodobnost a statistika patri medzi jeden z najprob-
lematickejsich okruhov (Valentova, Jureckovd, 2021). Z tohto dévodu sme v na-
som prispevku zistovali, ktoré tlohy zamerané na kombinatoriku robili ziakom
5. ro¢nika v rokoch 2016-2019 najvacsie problémy. Nasledne sme prostrednictvom
kvalitativnej analyzy ziackych rieseni zistovali, aké mo6zu byt pri¢iny netispesnosti
rieSenia tychto tuloh.

Testovanie 5

Narodny ustav certifikovanych merani vzdelavania (NUCEM) realizuje v spolu-
praci s odbornikmi Skolstva, Statnou $kolskou inspekciou a Centrom vedecko-
technickych informécii SR celonarodné testovanie piatakov T5. Ziaci 5. roénikov
st testovani z matematiky a slovenského, pripadne madarského jazyka. Cielom

IKatedra predskolskej a elementirnej pedagogiky, Pedagogickd fakulta, Katolicka univerzita v RuZomberku;
lienka.valentova@gmail.com
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T5 je ,ziskat objektivne informécie o vykone ziakov pri vstupe na 2. stupeti ZS,
overit tiroven ich vedomosti a zrucénosti, schopnosti aplikovat poznatky v prak-
tickych dlohéach a schopnosti logicky myslief; a poskytnit skolam, deciznej sfére,
sirokej odbornej verejnosti spatni vazbu a komplexnejsi obraz o vedomostiach a
zrucnostiach ziakov z testovanych predmetov, ktora napomoze pri skvalitnovani
vyucovania“. Testovanie sa realizuje od roku 2011, avsak az od roku 2016 sa do
testovania zapajaju ziaci zo vsetkych zakladnych skol na Slovensku, vynimkou st
len ziaci s mentalnym postihnutim. Od skolského roku 2020 vsak bolo testovanie
zrusené z dovodu pretrvavajicej pandémie COVID-19 (NUCEM, ©2010-2022).

Testy z matematiky obsahujua 30 tloh, ktoré su kategorizované do viacerych
tried podla urc¢itych kritérii (kontext, tematicky okruh, tematicky celok, revi-
dovana Bloomova taxonémia cielov, atd.). V nasom prispevku sme sa zamerali
na jedno kritérium, a to rozdelenie testovych tloh podla tematickych okruhov.
Kazda tloha v teste je zaradena do jedného z piatich tematickych okruhov:

1. Cisla, premenné a po¢tové vykony s &islami;

2. Postupnosti, vztahy, funkcie, tabulky, diagramy;

3. Geometria a meranie;

4. Kombinatorika, pravdepodobnost a statistika;

5. Logika, dévodenie, dokazy (NUCEM, 2020).

Kvantitativnou analyzou vysledkov testovani T5 bolo zistené, ze v sledovanom
obdobi 2016-2019 robil ziakom najvacsie problémy tematicky okruh 4 — Kombi-
natorika, pravdepodobnost, statistika (Valentova, 2020). Toto zistenie potvrdzuje
aj dalsi vyskum (Puncové, Prachdrovd, 2021), ktory ukazal, Ze najproblematic-
kejsimi tlohami v T5 st pre ziakov polozky z tematického okruhu 4. Na zaklade
tychto zisteni sme sa rozhodli kvalitativnou analyzou zistif pri¢iny netspesnosti
pri rieseni kombinatorickych tloh.

Najobtaznejsie tilohy z kombinatoriky v Testovaniach 5

V nasledujucej casti prispevku uvadzame 3 tlohy s kombinatorickou motivaciou,
ktoré boli pre ziakov v testovani 5 v rokoch 2016-2019 najobtaznejsie. Kazdu
z vybranych tiloh sme dali riesit ziakom 4. (43 ziakov), 5. (35 ziakov) a 6. (41 zia-
kov) ro¢nika slovenskych zakladnych $kol a zistovali sme, aki tspesnost dosiahli
ziaci v rieseni jednotlivych tloh, aké stratégie vyuzili pri rieseni uloh a tiez, aké
chyby sa najcastejsie vyskytovali v ziackych rieseniach.

NajobtaznejSou polozkou T5 bola tloha ¢. 17 z roku 2018, ktord spravne
vyriesilo len 19,1 % ziakov. Jedna sa o otvoreni slovnu tlohu s kombinatorickou
motivaciou s realnym kontextom. Ako moézeme vidief na obr. 1, slovna tuloha
obsahuje okrem textovej casti aj obrazok, ktory je pre riesenie ulohy délezity,
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kedze ukazuje jedno z rieSeni. Rovnako je stucastou ulohy slovnd odpoved, do
ktorej mali ziaci uviest vysledok.

17. Zita ma Styri peciatky s pismenami Z, I, T, A a dve pediatkové farby — &iernu a sivi. Postupne
peciatkuje svoje meno tak, aby mala prvé pismeno vZdy ¢ierne a posledné vZdy sivé. Pismeno /
méZe mat &iernu alebo sivi farbu. Rovnako to plati aj pre pismeno T.

Prvii z niekolkych farebnych moZnosti svojho mena napeciatkovala takto:

ZI|| ||| T[A

Kolko daliich farebnych moZnosti svojho mena méZe Zita peciatkovanim este vytvorit?

Potet dalSich farebnych moZnosti svojho mena, ktoré moze Zita
peciatkovanim este vytvorit, je

Obrazok 1: Uloha z testovania T5 ¢. 17/2018 s obtaznostou 19,1 % (NUCEM,
2018).

Prva slovna tuloha bola pre ziakov vsetkych skimanych rocnikov narocnéa, pre-
toze ani v jednom roc¢niku nebola uspesnost Ziakov vyssia ako 40 %. V tabulke 1
su zobrazené pocty ziakov v zavislosti od ro¢nika a od spravnosti vysledku.

Tabulka 1: Uspesnost Ziakov v rieSeni tlohy Zita.

spravny vysledok | nespravny vysledok | prazdna odpoved
4. roénik 17 (39,5 %) 18 (41,9 %) 8 (18,6 %)
5. roénik 7 (20 %) 28 (80 %) 0 (0 %)
6. roénik 14 (34,1 %) 22 (53,7 %) 5 (12,2 %)
Celkovo 38 (31,93 %) 68 (57,14 %) 13 (10,92 %)

Co sa tyka stratégie rieSenia, Ziaci vSetkych ro¢nikov vyuzili najmé grafické
znazornenie moznosti a slovné alebo symbolické vypisanie moznosti. Metddy rie-
Senia sa v zavislosti od ro¢nika nemenili. Okrem tychto rieseni sa vyskytli aj pri-
pady, kedy bolo naroc¢né urcit stratégiu riesenia, pretoze ziaci uviedli len odpoved.
Vzhladom na to, Ze vyrazne viac ziakov pouzilo na riesenie grafické znazornenie
moznosti, nie je mozné porovnat efektivitu jednotlivych vyuzitych stratégii.

Analyzou ziackych rieseni sme nasledne zistovali, ¢o bolo najcastejsou chybou
v rieseniach ziakov. NajcastejSou pri¢inou nespravneho rieSenia danej tlohy bolo,
ze ziaci do vysledku zapocitali aj priklad zo zadania, a teda neuviedli pocet
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dalsich, ale vSetkych moznosti (obr. 2, a). Okrem toho sme sa stretli aj s pripadmi,
ze 7ziaci miesto mena Zita riesili ilohu so svojim menom (obr. 2, b), pripadne
neuvadzali farebné moznosti mena Zita, ale moznosti, v ktorych prehadzovali
pismend v mene Zita (obr. 2, c¢).

> 1TA ZITA = BN E
Z0TA Z\FR REWANDE X

Obrazok 2: Priklady nespravnych ziackych rieseni tulohy Zita.

V Testovani 5 v roku 2016 bola medzi tazsie polozky zaradena len jedna tloha
— slovna tloha ¢. 13 z tematického okruhu Kombinatorika, pravdepodobnost, sta-
tistika s tspesnostou len 28,7 % (vid obr. 3). Jedné sa o slovnu tlohu s kombi-
natorickou motivaciou, ktora vychadza z realneho zivota, teda je zaradena medzi
ulohy s realnym kontextom (NGCEM). Zakladom tejto ulohy je slovné zadanie,
v ktorom sa nachadzaju vsetky dolezité iidaje potrebné na riesenie. Stcastou je
aj slovna odpoved, do ktorej, rovnhako ako v predchadzajicom pripade, mali Ziaci
napisat len vysledny pocet moznosti.

13. Starda mama kdpila svojim trom vnukom 3 autd - nakladné, smetiarske a mieacku.
Kolko moZnosti rozdelenia tychto aut svojim vnukom ma, ak kazdemu z nich chece dat prave
jedno auto?

Pocet moZnosti rozdelenia tychto aut je :] .
Obrazok 3: Uloha ¢ 13/2016 s obtaznostou 28,7 % (NUCEM).

V pripade druhej slovnej tlohy bola tispesnost nami skiimanych ziakov o tro-
chu nizsia nez v pripade predchadzajicej tlohy (tab. 2).
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Tabulka 2: Uspesnost Ziakov v riesen{ ilohy Auticka.

spravny vysledok | nespravny vysledok | prazdna odpoved
4. rocnik 18 (41,9 %) 23 (53,5 %) 2 (4,7 %)
5. ro¢nik 5 (14,3 %) 30 (85,7 %) 0 (0 %)
6. rocnik 9 (22 %) 29 (70,7 %) 3(7,3%)
Celkovo 32 (26,89 %) 82 (68,91 %) 5 (4,20 %)

Stratégie riesenia boli v pripade tejto tlohy roznorodejsie, niektori ziaci vyuzili
zapisanie moznosti do tabulky, ini vypisanie moznosti, avsak jednou z najcastej-
sie vyuzivanych metéd bolo riesenie aritmetické. Pri analyze sme vsak zistili,
7e ani jedno aritmetické rieSenie nebolo spravne. Ziaci velmi ¢asto dali tdaje zo
zadania (3 vnuci, 3 auticka, kazdému préve 1 auticko) do nejakého vztahu a s vy-
uzitim matematickej operdacie (ndsobenie, delenie, od¢itanie) dospeli k urcitému
vysledku (obr. 4, a, b). MdzZeme hovorit o mechanickom rieseni tlohy (NUCEM,
2017, s. 35). Taktiez sa v odpovedi ¢asto vyskytovalo ¢islo 3, teda prepisanie ¢isel-
ného udaja zo zadania. Podla NUCEM-u st obidva spomenuté priklady castych
chyb ziakov beznym javom a vyskytovali sa aj v predchadzajuicich testovaniach.
Dalsim ¢astym rieSenim bolo, Ze Ziaci vypisali prvych par moznosti rozdelenia,
pravdepodobne si mysleli, Ze porozumeli systému a uviedli ako odpoved ¢islo 9
(obr. 4, d). Zaujimavym riesenim tiez bolo, ked ziaci uviedli len slovné zhodno-
tenie, ze kazdému vnukovi dé stard mama jedno auticko, c¢o je vSak zjavné uz zo
zadania (obr. 4, ¢). Vybrané nespravne ziacke riesenia si zobrazené na obr. 4.

1 1221

Polet moZnost rozdelenia t¥chio dut je : b

a

Podet modmosti rordelenia tvchto &t pe 1
il

C d

Obrazok 4: Priklady nespravnych ziackych rieseni tlohy Auticka.
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V roku 2019 bola najobtaznejsou polozkou uloha ¢. 25. Jednalo sa o uzavretu
polozku s tlohou s kombinatorickou motivaciou, ktortd spravne vyriesilo 38,4 %
ziakov (vid. obr. 5).

25. Kolko vietkych rdznych pamych 2-cifernych éisel moZeme wytvorit z &islic 2, 3, 4, 5,
ak sa cislice v ¢isle nemdZu opakovat'?

6
4
2

o 0O m >

8

Obrazok 5: Uloha ¢ 25/2019 s obtaznostou 38,4 % (NUCEM).

V pripade poslednej tlohy bola percentualna tspesnost ziakov vsetkych roc-
nikov vyssia oproti predchadzajicim dvom uloham (vid tab. 3).

Tabulka 3: Uspesnost ziakov v riesen{ tlohy Cisla.

spravny vysledok | nespravny vysledok | prazdna odpoved
4. rocnik 23 (53,5 %) 15 (35 %) 5 (11,5 %)
5. roénik 14 (40 %) 21 (60 %) 0 (0 %)
6. rocnik 18 (43,9 %) 23 (56,1 %) 0 (0 %)
Celkovo 55 (46,22 %) 59 (49,58 %) 5 (4,20 %)

Najcastejsou stratégiou riesenia tejto tlohy bolo vypisanie vSetkych parnych
dvojcifernych ¢isel vytvorenych z cislic 2, 3, 4 a 5, pripadne vypisanie vSetkych
dvojcifernych ¢isel zlozenych z tychto ¢islic a nasledne preciarknutie neparnych
Cisel.

Medzi najcastejsie chyby patrilo spocitanie vSetkych dvojcifernych cisel, ktoré
je mozné z danych ¢islic vytvorit (t. j. nie len parnych), vytvorenie stvorcifernych
¢isel z danych ¢islic (obr. 6, b), pripadne riesenie tlohy nie s ¢islicami zo zadania,
ale s ¢islicami uvedenymi v moznych odpovediach (obr. 6, d). Pri analyzovani
ziackych rieseni tloh sa nasli aj taki ziaci, ktorych odpoved bola spravna len
pri¢inou ndhody (nespravny postup, ale spravny vysledok). Priklady nespravnych
ziackych rieseni k tlohe Cisla st uvedené na obr. 6.
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Obrazok 6: Priklady nespravnych ziackych rieseni tlohy Cisla.

Zaver

Vysledky kvalitativnej analyzy ukazali, Ze slovenski ziaci 4., 5. a 6. ro¢nika maju
problém s rieSenim kombinatorickych tloh. V pripade ro¢nikov sme mohli vidiet
urc¢ité rozdiely v uspesnosti, a to najma medzi ziakmi 4. a 5. rocnika. Stratégie
ziackych rieseni sa vsak v zavislosti od rocnika nelisili. Najcastejsie riesili tlohy
graficky, vypisanim moznosti, ale aj aritmeticky.

Priciny neuspesnosti ziakov v rieseni tychto tloh mézu byt spdsobené a
ovplyvnené viacerymi faktormi. Analyzou ziackych rieseni poloziek s kombina-
torickou motivaciou v T5 sme vSak zistili, Ze najcastejSou pri¢inou nespravneho
rieSenia kombinatorickych tloh st problémy ziakov s ¢itanim s porozumenim.
Ako ukazuje vyskum (Semricova, Puncova, 2021) tieto problémy spolu s nedos-
tato¢nou koncentraciou, sustredenim sa na zadanie a nasledné riesenie ulohy sa
odrazaju vo vysledkoch ziakov aj v inych oblastiach matematického vzdelavania.
DalSou pri¢inou méze byt nedostatok sktsenosti ziakov s riesenfm kombinatoric-
kych 1loh a tuloh rozvijajucich logické myslenie.

Vzhladom na to, Ze kombinatorické myslenie je vyznamnou sucastou kazdo-
denného Zivota, povazujeme za dolezité do vyucovacieho procesu zaradovat viac
uloh a aktivit, v ktorych mozu ziaci vlastnou ¢innostou a manipuléciou zistovat
a hladat viaceré moznosti riesenia.
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