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Předmluva

Vážení účastníci Setkání učitelů matematiky všech typů a stupňů škol,

i letos se setkáme na konferenci, kterou můžeme bez nadsázky zařadit mezi nej-
významnější akce pro odbornou veřejnost. Jsme rádi, že stále existují učitelé,
kteří považují společná setkání za důležitá a přínosná pro svůj osobní i pro-
fesní rozvoj. Ze zkušenosti mohu říct, že jejich hlavním přínosem bývá nejen
získání nových impulsů pro výuku, ale zejména načerpání energie, s níž se vra-
címe zpět na svá pracoviště. Jedním z výrazných rysů konference je fakt, že se na
ni setkávají učitelů různých typů a stupňů škol, což přispívá k jejich vzájemné
informovanosti a v konečném důsledku ke zkvalitnění vzdělávání.
Mottem letošního setkání je Kvalita v matematickém vzdělávání. Problema-

tika je to stará jako samo vyučování matematice, vždyť o kvalitní vyučování
se snaží každý z nás. Problematika je to ovšem nesmírně obtížná, protože na
takovém vyučování se podílí celá řada faktorů, počínaje výběrem učebního ma-
teriálu, přes jeho vhodné použití ve výuce až po práci s konkrétním žákem. To se
odráží i v tématech plenárních přednášek. Zatímco přednáška prof. Kratochvíla
se bude týkat matematického obsahu, doc. Robové upozorní, jak obsah vhodně
zprostředkovat pomocí informačních technologií. Konečně přednáška doc. Janíka
vyzdvihne potenciál vzájemné spolupráce učitelů pro jejich profesní růst. Také
kulaté stoly se tak či onak týkají kvality ve vzdělávání. Kariérní řád učitelů
je nutné vidět v první řadě jako prostředek pro motivaci učitelů k sebevzdě-
lání a pro růst těch učitelů, jejichž vzdělávací výsledky jsou na vysoké úrovni.
Konečně kulatý stůl týkající se hodnocení v matematice se bude zabývat pro-
blematikou formativního hodnocení práce žáků v matematice, které má žákovi
přinést cílenou zpětnou vazbu, a umožnit mu tak zlepšovat své matematické
znalosti a dovednosti.
Nesmíme však zapomenout ani na příspěvky v sekcích, na nichž se do velké

míry podílíte právě vy, učitelé z praxe. Ty tvoří samotnou podstatu konferenci
a zejména během nich máme všichni možnost věci, které nás zajímají a trápí,
prodiskutovat a získat pohled jiných lidí.
V dnešní době se do vzdělávání učitelů zapojuje celá řada různých subjektů.

Věříme, že Jednota českých matematiků a fyziků a Společnost učitelů matema-
tiky budou i nadále garantem kvalitní akce pro učitele matematiky a jejich loga
budou známkou „české kvality	.
Vážené kolegyně a kolegové, přeji vám jménem organizačního i programového

výboru, aby se vaše očekávání z našeho společného setkání naplnila a abyste
strávili v Srní příjemné tři dny.

Naďa Vondrová





PLENÁRNÍ PŘEDNÁŠKY

Kvalita

v matematickém vzdělávání
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Rozvíjející hospitace aneb o poznávání

a sdílení v učitelské profesi

Tomáš Janík

Abstrakt

Příspěvek se týká otázky, jak se utvářejí a šíří didaktické poznatky. Do jaké míry při-
cházejí k učitelům zvnějšku od výzkumníků? Do jaké míry je generují sami učitelé, takže
se od nich mohou naopak výzkumníci učit? V tomto textu se budeme zabývat významem
tzv. „rozvíjející hospitace� jako metody poznávání a učení a jako nástroje zkvalitňování
výuky. V souvislosti s potřebou šíření a sdílení didaktických poznatků mezi učiteli se
podíváme na význam případové studie. Hlavním cílem je ukázat, že péče o vztahy mezi
praxí a teorií je vysoce žádoucí a oboustranně prospěšná.

1 Úvodem

Učitelství jako (učená) profese se vyznačuje určitými znaky. Jedním z nich je
existence poznatkové základny. Tu si můžeme představit jako kodifikovaný (nebo
kodifikovatelný) souhrn poznatků, dovedností, porozumění, etických principů –
dispozic a kolektivní zodpovědnosti včetně způsobů, jak je reprezentovat a komu-
nikovat (srov. Shulman [8, s. 4]). Jakého druhu jsou tyto poznatky, dovednosti,
porozumění, . . . a čeho se týkají? Co je jejich zdrojem? Jak se utvářejí a šíří, sdě-
lují a sdílí? Toho všeho si letmo a zběžně všímá tento text (podrobněji k tomu
viz [11, 3, 9] a další).
Dlouhodobě panuje představa o hierarchičnosti vědění. Teoretické (vědecké)

vědění má tradičně navrch nad věděním praktickým. Tato hierarchizace má svůj
původ v někdejším rozlišení vyššího (teoretického) vzdělání a nižšího (praktic-
kého) vzdělání a bývá ilustrována odkazem na fakt, že hlava stojí výše nežli ruka.
Význam praktického vědění se nicméně v poslední době začíná doceňovat, čímž
se rozehrává nová variace na vztah teorie a praxe (nejen v učitelství). Tento text
budiž chápán jako přímluva za vstřícnost vůči praktickému vědění.
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2 O poznávání a sdílení v profesním společenství

Místem utváření praktického vědění je tzv. společenství praxe. Označuje se tak
skupina lidí, kteří sdílejí nadšení nebo starosti o něco, co dělají, a společně se učí
dělat to lépe, protože o tom spolu soustavně komunikují (srov. Wenger [13, s. 1]).
Do společenství praxe v tomto ohledu patří všichni podílníci na výsledcích vzdě-
lávání, včetně samotných žáků. V našem přístupu odlišujeme společenství praxe
od profesního společenství (též společenství profesionálů), které navíc zahrnuje
i teoretiky a výzkumníky (např. vzdělavatele učitelů z fakult – zejm. oborové
didaktiky, pedagogy, psychology). Profesní společenství utváří obor (zde: uči-
telství), a nese tudíž hlavní zodpovědnost za kulturně a historicky podmíněnou
kvalitu či hodnotu jednání v oblasti svého působení a zájmu.
Profesionálové společně utvářejí odborný jazyk, který využívají při reflexi

a zdůvodňování svého jednání. Klíčovým nástrojem pro rozvoj a funkčnost od-
borného jazyka jsou teoretizace a výzkumy zaměřené na praxi. V ideálním pří-
padě by u jednotlivých členů profesního společenství mělo docházet k zvnitřnění
obsahu zprostředkovaného odborným jazykem a k jeho promítání do lege artis
profesního jednání. Z druhé strany se ovšem má praktická zkušenost zvnějšňovat
(exteriorizovat) do odborných pojmů – profesionál má umět vytvářet pojmy pro
uchopení své praktické zkušenosti (podobněji viz [9]).
Chce-li učitel s podporou profesního společenství zlepšovat svoji výuku, musí

nejen prakticky jednat (vyučovat), ale také teoreticky přemýšlet – reflektovat.
Zlepšovat však lze jen to, co se v určité podobě opakuje – to je tedy třeba
znát, ve výuce opakovaně rozpoznávat a v myšlenkách porovnávat a obměňo-
vat. Platí to zejména tehdy, když znalosti, které přitom učitel používá převážně
tacitní (intuitivní), a teorie, která znalostem poskytuje výkladový kontext, je
pouze subjektivní. Má-li být usuzování o kvalitě výuky profesionální, musí být
zdůvodněné a co možno konsenzuální v profesním společenství. Jinak by se jeho
členové nemohli dorozumět a rozvíjet společné vědění. Proto mají úsudky o kva-
litě výuky záviset na jasných pojmech a explicitních teoriích sdílených profesním
společenstvím v odborném diskurzu [3, s. 205].

3 Význam rozvíjející hospitace

Jednou z možností, jak rozvíjet pojmy a teorie ve vazbě na praxi, jsou hospi-
tace. Hospitace tradičně a systematicky sledují přímo proces výuky, tedy samé
centrum dění, v němž se rozhoduje o úspěšnosti celého školského systému: spo-
lečnou činnost učitele a žáků se vzdělávacím obsahem. Jak podrobněji uvádíme
na jiném místě [3, s. 208], hospitace jsou v tomto smyslu suverénním nástrojem
pro utváření profesního společenství. Chápeme-li je pod zorným úhlem nároků
na výzkum, posilujeme jejich tradiční zpětnovazební roli tím, že klademe důraz
na soustavnost a systematičnost jejich uplatnění v rukou profesionálů.
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Takto pojaté hospitace nejsou nástrojem kontroly výkonu, ale podporují pro-
fesní rozvoj učitele. Jestliže hospitace vedou učitele k lepšímu porozumění jeho
profesní činnosti, zlepšují dorozumění v profesním společenství a jsou východis-
kem pro navrhování a ověřování zlepšujících alterací výuky, pak je nazýváme
rozvíjející hospitace. Tím je odlišujeme od tzv. kontrolních hospitací, které si
kladou za cíl pouze vyhodnotit kvalitu učitelské práce [3, s. 203].
Rozvíjející hospitace mají být pro praxi metodickým prostředkem. Mají být

využívány s cílem vybavit učitele sdíleným profesním porozuměním, které mu
umožní v procesu výuky udržovat kvalitu a v případě potřeby uskutečňovat
změny, které povedou ke zlepšení. Musí tedy nejprve rozpoznávat – uvidět (srov.
[10, 6]) ve výuce momenty, které volají po zlepšení, a k tomu má být vybaven
znalostmi pro změnu. V druhém kroku však musí být též vybaven znalostmi pro
zlepšení – ty mu umožňují navrhovat zlepšující alterace výuky.
Chceme-li, aby učitel dokázal rozpoznávat různé stupně kvality výuky a na-

vrhovat jejich zlepšení, očekáváme, že kvalitu učitelem vnímané výukové situace
lze identifikovat, posuzovat, porovnávat a testovat. Tento „test kvality	 nelze lo-
gicky ověřit, protože výuková situace je ve své komplexitě neopakovatelná a není
srovnatelná s žádným stabilním vzorem. Je však možné pokoušet se navrhnout
její alternativní podobu, tj. pokoušet se falzifikovat hypotézu o kvalitě návrhem
zlepšení. Přitom platí, že pro kvalitní výukovou situace – v analogii s hodnotnými
uměleckými díly – je obtížnější falzifikovat hypotézu o kvalitě v tom smyslu, že
kvalitní dílo lze snadněji pokazit než zlepšit. U nekvalitního díla je tomu naopak:
snáze se navrhne zlepšení [5, s. 197].
Převedeno do kontextu vzdělávání, např. u situací s nadmíru vysokým po-

dílem učitelova výkladu, při kterém jsou žáci pasivní, může pozorovatel, je-li
profesionálně dobře disponovaný v konstruktivistické kultuře vyučování a učení,
poměrně snadno navrhnout řadu zlepšení, která by vedla ke kognitivní aktivizaci
žáků. Naopak, je-li výuka kvalitní, může být obtížné objevit její slabší místa a na-
vrhnout zlepšující změnu; může se dokonce stát, že snaha něco opravit povede
k horšímu postupu, než byl ten původní (srov. [3, s. 299–301] aj.).
Z uvedeného je patrné, že klíčovou roli v tomto přístupu ke kvalitě výuky

hraje porovnávání různých variant didaktického postupu – existujících a hypote-
ticky zlepšujících (srov. [7, s. 330]). Na základě porovnávání se má určit, zda za
určitých podmínek povede výuková situace k „lepšímu	 naplnění „lepších	 cílů,
než za podmínek jiných. Toto budiž předmětem nikdy nekončícího vyjednávání
ve společenství profesionálů (Obr. 1).

4 Od zkoumání ke zlepšování výuky

Dejme tomu, že by učitel chtěl s podporou profesního společenství usilovat o zlep-
šování své výuky. Jak by mohl konkrétně postupovat? O co by se mohl opřít?
Tyto otázky otevírají problém přístupů a postupů (metodik) využitelných ve
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Obr. 1: Rozvíjející hospitace v profesním společenství (převzato z [3, s. 208])

vzdělávání učitelů a při jejich profesním rozvoji. V dalším textu se pokusíme
jednu z možností představit.
Jedná se oborově didaktický přístup ke kvalitě výuky, jenž je založen na

anotování–analyzování–alterování výukových situací (metodika 3A). Koncepce
metodiky vychází z tzv. praktického obratu v pedagogických vědách, který je
reprezentován dvěma tezemi: (1) praxe je východiskem teorie, (2) teorie má
být prakticky založená a orientovaná (podrobněji k tomu viz [9]). Princip meto-
diky 3A spočívá v práci s výukovými situacemi – v ideálním případě zachycenými
na videozáznamu. Ty jsou předmětem zkoumání (rozboru) a následně se hledají
možnosti jejich úpravy (v určitém ohledu zlepšení neboli alterace).

4.1 Kategorizace výukových situací – hodnocení kvality

Míru kvality výukových situací výuky v našem přístupu rozdělujeme do čtyř
základních stupňů: (1) selhávající, (2) nerozvinutá, (3) podnětná, (4) rozvíjející
(podrobněji viz dále). Vycházeli jsme přitom z faktu, že situace ve výuce se na-
vzájem liší v míře přínosu pro žáky s ohledem na zvládání vztahů mezi obsahem
výuky, jejími cíli a činností žáků. Nejvyšší stupeň kvality (4 – rozvíjející) ne-
vyžaduje zlepšení. Při hospitačním rozboru tedy není zapotřebí navrhovat její
zlepšující alterace – změny, které mají výuku zkvalitnit. Naopak, čím nižší je
odhadovaná úroveň kvality výuky, tím naléhavější je potřeba navrhovat alterace
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pro překonání problémů. V praxi se to projevuje tím, že hospitující ředitel nebo
jiný zkušenější kolega musí učiteli více radit a pomáhat.

Kategorizace výukových situací podle dosažené cílové úrovně
1

Zkušenosti ukazují, že pro praktické užití není vhodné používat složitý systém
kategorií. Proto užíváme pouze tři cílové kategorie poznávacích procesů/znalostí
žáků. Kategorie ukazují, k jaké úrovni cílů žák směřuje – jsou vyjádřeny takto:
(1) základní pojmy nebo dovednosti, (2) analýza a porozumění obsahu, (3) zo-
becňování, aplikace, metakognice.
V rovině základních pojmů a dovedností se jedná především o to, aby žák

zvládal základní úroveň srovnávání, abstrakce, třídění a seskupování (grupo-
vání). Pro analýzu a porozumění obsahu a dobré zvládnutí procesů zobecňování
musí být s to překračovat do obou vyšších typových úrovní se zvláštním ohledem
na výkladový kontext oboru, k němuž se vztahuje příslušná znalost či dovednost.
A konečně pro dosažení metakognice žák musí umět pohybovat se mezi všemi
úrovněmi tak, aby do jejich procesů zasadil i sama sebe jako předmět pozorování
a zobecňování.
Z uvedeného je patrné, že systém kategorií je postaven na principu gradace.

Kupř. má-li žák zobecňovat znalosti v různých případech (úroveň 3), musí rozu-
mět obsahu (úroveň 2) i zvládat základní pojmy a dovednosti (úroveň 1). Učitel
by tedy měl najít nejvhodnější způsoby, jak tyto tři úrovně ve výuce didakticky
propojit s ohledem na činnost, komunikaci a možnosti žáků.
V reálných situacích je rozlišení různých kategorií nebo úrovní závislé na

znalosti kontextu i na dobrém porozumění příslušné situaci. Např. nároky na
zvládnutí základních pojmů nebo dovedností se liší mezi kontexty různých oborů
anebo podle toho, zda se jedná o žáky sedmileté nebo patnáctileté. Proto ob-
vykle není možné stanovovat absolutní měřítka. Spíše se opíráme o porovnávání
různých variant téhož typu situace, např. lze porovnat projevy různých žáků ze
stejné třídy, přístup různých učitelů k didaktické práci s týmž obsahem apod.
Při kvalitativním vyhodnocování situací v hospitační praxi je podstatné po-

suzovat každou situaci jako součást určitého celku výuky s ohledem na její přínos.
V konečném důsledku má ředitel či zkušený hospitující kolega svým návrhem
alterací pomoci učiteli ke zlepšení vzdělávací práce s obsahem, resp. učivem.
V praxi to v úspěšném případě vede k přínosným změnám ve způsobu, jímž uči-
tel tvoří učební úlohy, provází žáky při jejich řešení, poskytuje jim zpětné vazby
k úspěšnému a motivujícímu učení apod.

1Aby bylo možné v praxi rozlišovat úrovně kvality, vymezili jsme kategorie poznávacích
procesů/znalostí žáků, v nichž lze kvalitu v praxi posuzovat. Vymezení těchto kategorií bylo
založeno na: (a) poznatcích z výzkumů, (b) na zohlednění platných kurikulárních, (c) na roz-
boru Bloomovy klasifikace kognitivních cílů [1], (d) na diskusích v řešitelském týmu (podrobněji
k tomu viz [9]).
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Přisouzení kvality výukové situaci

Posuzování kvality situací podle výše uvedených kategorií není jednoduchou zá-
ležitostí. Správná didaktická interpretace vyžaduje odpovídající profesní kom-
petence, tj. odbornou připravenost pozorovatele – profesní vidění. Posouzení
situační kvality je v metodice 3A vyjádřeno zařazením pozorované situace do
kategorií v závislosti na didaktické interpretaci vztahů mezi činností žáků a uči-
tele, obsahem výuky a cíli výuky. Z těchto vztahů s ohledem na motivaci žáků
a naléhavost alterací vyplývá následující operacionalizace kvality do čtyř stupňů:
(1) selhávající, (2) nerozvinutá, (3) podnětná, (4) rozvíjející [3, s. 234 n.].

1. Selhávající – výuková situace pro žáky nemá zjevný přínos ani v základ-
ních rovinách poznávání. Za určitých okolností může být výuka pro žáky
motivující, ale bez pozitivního důsledku pro kognitivní aktivizaci. Spojení
obsahu s činností nebo komunikací z hlediska dosahování cílů je slabé.
Naléhavost alterací je u selhávajících situací velmi vysoká.

2. Nerozvinutá – výuková situace poskytuje žákům příležitost osvojovat si
základní poznatky. Tyto poznatky žáci mohou prokázat v odpovídajících
úkolových (testových) situacích tak, že si je aktivně vybavují a užívají je.
Výuka může být pro žáky motivující, nevede však k postačující kognitivní
aktivizaci. Spojení obsahu s činností nebo komunikací z hlediska dosaho-
vání cílů je nedostatečné. Naléhavost alterací je vysoká.

3. Podnětná – výuková situace poskytuje žákům příležitost k rozebírání
předložených témat, ke klasifikacím, hodnocení a k poučení se z chyb.
Vede žáky k usuzování, vysvětlování a odvozování závěrů opřených o zá-
kladní poznatky. Tyto poznávací předpoklady žáci mohou prokázat v od-
povídajících úkolových (testových) situacích tak, že si je aktivně vybavují
a s porozuměním je užívají. Výuková situace může být pro žáky motivující
s pozitivním důsledkem pro kognitivní aktivizaci. Spojení obsahu s čin-
ností nebo komunikací z hlediska dosahování cílů je velmi kvalitní, ale jen
do úrovně druhé kategorie cílů (analýza a porozumění obsahu). Třetí ka-
tegorie cílů (zobecňování, aplikace, metakognice) se zde nedosahuje, anebo
jen nedostatečně. Naléhavost alterací je nízká.

4. Rozvíjející – výuková situace poskytuje žákům příležitost k tomu, aby
s patřičným porozuměním zobecňovali osvojené poznatky a dokázali je
aplikovat na různé typy situací buď přímo v mimoškolní realitě anebo
v modelových školních činnostech, které jsou jim blízké; aby získávali ná-
hled na vlastní činnost a rozuměli vztahům mezi sebou samým a svým
sociálním, kulturním nebo přírodním prostředím. Tyto kompetence žáci
mohou prokázat v odpovídajících úkolových (testových) situacích a doká-
žou přiměřeně ke svému věku objasnit jejich smysl v širších společenských,
kulturních, ekologických aj. souvislostech. Výuka je pro žáky motivující
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s pozitivním důsledkem pro kognitivní aktivizaci. Alterace nejsou nutné
anebo jsou jen ojedinělé a málo naléhavé.

Komplexní hodnocení: posouzení cílové úrovně – indikace kvality –

naléhavost alterací

Schematický přehled kategorií uvádíme na Obr. 2. Symbol „+	 vyjadřuje rela-
tivně vysokou míru kvality, „−	 naopak relativně nízkou míru kvality v dané
kategorii (jde samozřejmě jen o pomocné schéma pro snazší orientaci). Symboly
ve sloupcích vypovídají o přítomnosti daného projevu aspoň v základní kvalitě
(např. žák měl příležitost něco si zapamatovat nebo něco nového se dozvědět).
Parametrem „naléhavost alterací	 je poukazováno na množství nebo intenzitu
zlepšujících změn, které by byly potřebné, aby posuzovaná situace vykazovala
nejvyšší kvalitu s ohledem na propojení obsahu, cíle a činností učitele a žáků,
jak jsme uvedli výše.

Obr. 2: Schéma kategorií pro komplexní hodnocení výukových situací

4.2 Metodika 3A: anotování–analyzování–alterování situací

Vybaveni kategorizacemi můžeme přistoupit k vlastním analýzám a hodnocení
výukových situací. V rámci metodiky 3A rozlišujeme její tři fáze (resp. výstupy):
(1) anotaci, (2) analýzu, (3) alteraci. Anotace je výběrový deskriptivní záznam
pozorované edukační reality; v anotaci je zachycen a vzájemně odlišen podrob-
nější popis sledované výukové situace a stručnější popis jejího nadřazeného celku,
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obvykle vyučovací hodiny. Analýza je didaktický rozbor sledované situace meto-
dicky opřený o konceptovou analýzu. Alterace je návrh alternativního postupu se
záměrem zlepšit sledovanou výukovou situaci. Výstup anotování–analyzování–
alterování výukové situace má být zpracován do textové či multimediální podoby
didaktické kazuistiky dle následující osnovy:

1. Anotace

1.1 Kontext výukové situace – cíl, téma, návaznost obsahu
1.2 Didaktické uchopení obsahu – činnosti učitele a žáků

2. Analýza

2.1 Strukturace obsahu – rozbor s využitím konceptového diagramu
2.2 Rozbor transformace obsahu s výhledem k alteraci

3. Alterace

3.1 Posouzení kvality
3.2 Návrh alterace a její přezkoumání [3, s. 242].

Didaktická kazuistika je text či multimediální artefakt, který vypovídá o kva-
litě analyzované výuky a jehož prostřednictvím mají být v profesním společen-
ství komunikovány, sdíleny a dále rozvíjeny poznatky o kvalitě výuky. Soubor
prvních deseti 3A-kazuistik z různých vyučovacích předmětů na různých stup-
ních a typech škol byl publikován v knize [3, s. 247 n.]. Ilustrativní za výuku
matematiky je mezi nimi kazuistika „Štafle	 zpracovaná N. Vondrovou [12].
Didaktické kazuistiky jsou kromě toho průběžně publikovány v odborném uči-

telském časopise Komenský2 a na DiviWebu3, který provozuje Institut výzkumu
školního vzdělávání PdF MU. DiviWeb je elektronické učební prostředí určené
pro utváření a sdílení didaktických poznatků a znalostí napříč obory školního
vzdělávání. Má sloužit jako komunikační a vzdělávací platforma pro učitele –
reflektivní praktiky, kteří mají zájem prací na sobě pracovat na kvalitě výuky
ve svých třídách a školách. K jeho využívání jsou všichni zájemci srdečně zváni.

5 Závěrem

V tomto příspěvku jsme představili koncepční přístup ke zkoumání a rozvíjení
kvality výuky cestou utváření a sdílení didaktických poznatků v učitelské pro-
fesi. Jde o přístup, který systematicky rozvíjíme ve spolupráci mezi kolegyněmi
a kolegy z akademických pracovišť (Institut výzkumu školního vzdělávání PdF
MU a další katedry fakult připravujících učitele), z oblasti tvorby kurikula (Ná-
rodní ústav pro vzdělávání) a ze školní praxe. Dosavadní zkušenosti ukazují, že
tato třístranná spolupráce, do níž se zapojili desítky učitelů, je nejen funkční, ale

2http://www.ped.muni.cz/komensky/index.php/didactica-viva
3http://www.ped.muni.cz/didacticaviva/
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též perspektivní s ohledem na reflektované rozvíjení kvality výuky uvnitř i vně
rámce kurikulární reformy (srov. [2].
Tento příspěvek vycházel z přesvědčení, že učitelství je profese, která má

svoji poznatkovou základnou, jakkoliv povědomí o ní možná není vysoké. Jeho
cílem bylo poukázat na skutečnost, že didaktické poznatky k učitelům nepři-
cházejí pouze zvnějšku (od výzkumníků či teoretiků), ale do značné míry jsou
generovány samotnými učitelé, takže se od nich výzkumníci mohou v lecčems
učit. V textu byla představena tzv. rozvíjející hospitace jakožto metoda pozná-
vání a (profesního) učení a nástroj zkvalitňování výuky. V souvislosti s potřebou
šíření a sdílení didaktických poznatků mezi učiteli bylo poukázáno na význam
didaktické kazuistiky 3A. Hlavním cílem textu bylo ukázat, že péče o vztahy
mezi praxí a teorií je vysoce žádoucí a oboustranně prospěšná. Zda se tento cíl
podařilo naplnit nechť posoudí laskavý čtenář sám.

Poděkování

Tento příspěvek vznikl v rámci řešení projektu GA ČR 14-06480S Utváření di-
daktického vědění pro zlepšení: rozvíjení kvality výuky. Autor děkuje za poskyt-
nutou podporu.
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Diskrétní matematika na prahu 21. století:

Věda, umění nebo víra? aneb

variace na téma rovinných grafů

Jan Kratochvíl

Abstrakt

Teorie rovinných grafů patří mezi rodinné stříbro diskrétní matematiky – strukturální
Kuratowského věta je pokládána za počátek moderní éry teorie grafů, zatímco lineární
algoritmus Hopcrofta a Tarjana na rozpoznávání rovinných grafů zaujímá své pevné
místo v síni slávy teoretické informatiky. Visualizace grafů svým estetickým nábojem
tvoří první přirozený můstek mezi vědeckými a uměleckými aspekty matematiky. Axio-
matická výstavba matematiky je založena na víře v platnost nedokazovaných základních
postulátů. V teoretické informatice, ale i v aplikacích dotýkajících se každodenního
lidského života, je ale čím dál více založeno na jiné víře – víře v negativní řešení mili-
onového problému P = NP .
V této přednášce představíme nedávno popsané příklady zobecnění rovinných grafů

a jejich algoritmické aspekty – abstraktní topologické grafy, dokreslování částečně před-
kreslených grafů a nekřížící se konektory. Těmito konkrétními příklady vyplníme exaktní
část přednášky. A (nejen) na těchto příkladech se posluchačům pokusíme demonstrovat
některé obecné úvahy předeslané v názvu přednášky.





Setkání učitelů matematiky 2014 23

Role informačních a komunikačních

technologií ve výuce matematiky

Jarmila Robová

Abstrakt

Přednáška je věnována přehledu a analýze integrace informačních a komunikačních
technologií (ICT) ve výuce matematiky. Zabývá se přínosem i riziky využívání těchto
technologií v hodinách matematiky na základní a střední škole i v přípravě budoucích
učitelů matematiky. Součástí přednášky jsou konkrétní příklady ilustrující uvedené jevy.

1 Úvod

K charakteristickým rysům současné společnosti patří stále rostoucí význam in-
formací a informačních a komunikačních technologií. Využívání uvedených tech-
nologií se stává jednak předpokladem, jednak znakem úspěšného vývoje společ-
nosti. Přirozeným důsledkem tohoto vývoje je zvyšující se podíl technologií na
vzdělávacím procesu ve školách.
K základním předpokladům efektivního využívání ICT ve výuce patří vyba-

vení škol počítačovými technologiemi a uživatelské dovednosti učitelů. Z hlediska
vybavení počítači i připojením k internetu se české základní i střední školy blíží
evropskému průměru, problém je spíše se zastaráváním hardware. Lze však po-
zorovat pozitivní trend v kvalitě materiálního vybavení základních a středních
škol, a to jako jeden z důsledků realizace projektů EU [2].
Postupně se podle České školské inspekce také zlepšují ICT dovednosti uči-

telů, neboť více než polovina učitelů základních a středních škol dosáhla úrovně
pokročilého uživatele. Velmi dobré znalosti učitelů z této oblasti se však při prak-
tickém využití technologií při vzdělávání žáků projevují v menší míře, neboť pro-
středky ICT nebývají využity buď vůbec, nebo slouží většinou k demonstracím
předkládaného učiva, jak dokládá tabulka 1 [2].
Obdobná situace je i v jiných zemích. Zpráva informační sítě Eurydice vě-

novaná matematickému vzdělávání v Evropě uvádí, že údaje z mezinárodních
šetření ukazují, že ICT se v hodinách matematiky nevyužívají příliš často, i když
v převážné většině evropských států je využití ICT ve výuce matematiky přede-
psané, resp. doporučené [3].
Z výše uvedeného vyplývá, že i když jsou školy vybaveny počítači i vhodnými

programy, nedochází z hlediska obsahu a cílů k výrazným změnám ve vyučování
matematice.
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Tab. 1 Využití ICT ve školách v letech 2011/2012 a 2012/2013

2. stupeň ZŠ Gymnázia SOŠ
Školní rok/podíl vyučovacích
jednotek v %

11/12 12/13 11/12 12/13 11/12 12/13

ICT nebyly využity 65,4 50,9 60,0 48,4 62,6 49,0
ICT nebyly k dispozici × 7,0 × 16,0 × 7,0
Jednoduchá prezentace učiva
za využití ICT

20,4 26,9 27,9 26,4 25,1 32,9

Využití software – bez
přímého užití žáky

4,3 4,1 4,1 3,1 4,2 2,5

Využití software – přímá
práce některých žáků

5,3 5,1 3,8 2,2 1,7 1,9

Využití software – přímá
práce všech žáků

4,7 5,9 4,1 3,9 6,3 6,7

2 Přínosy a rizika integrace technologií

Na roli technologií ve výuce matematiky můžeme nahlížet z různých hledisek.
Jedním z nich je například míra jejich podílu na poznávacích procesech žáků,
podle které rozlišujeme komplexní prostředí využívaná zejména v distanční vý-
uce a dále výukové programy, jako je dynamická geometrie či systémy počítačové
algebry.
Dalším hlediskem může být role technologií ve vztahu k učivu a k vyučova-

cím metodám. V prvním případě mohou technologie z hlediska učiva matema-
tiky sehrát důležitou roli při vizualizaci matematických objektů a vztahů, tedy
při vícenásobné reprezentaci problému (např. numerické, algebraické i grafické),
dále při modifikování úloh i zprostředkování poznatků, ke kterým žáci nemají
potřebný aparát. Ve druhém případě se technologie mohou podílet na motivaci,
aktivizaci žáků, na experimentování s matematickými objekty, na poskytování
zpětné vazby žákům, modelování jevů i na individualizaci výukového prostředí.
V posledních letech se do popředí dostávají zejména otázky, které souvisejí

s přínosem technologií z hlediska procesu učení žáků. Výuka, ve které jsou pou-
žívány počítače s různými programy či materiály dostupné na internetu, nemusí
být však nutně efektivnější než výuka bez podpory technologií. I když laická ve-
řejnost často očekává, že již samotné zařazení technologií do škol povede k zlep-
šení výsledků vyučování, tj. vědomostí a dovedností žáků, v reálných hodinách
matematiky situace již tak jednoznačně pozitivní není.
Výzkumy používání ICT ve vyučování matematice ukazují, že technologie

mají potenciál mít kladný vliv na vzdělávací proces, avšak dosud nepřinesly jed-
noznačné potvrzení jejich skutečného přínosu [3]. K obdobnému závěru dospěla
meta-analýza sedmdesáti čtyř relevantních studií za posledních přibližně dvacet
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pět let [7]. Jeden z poznatků této meta-analýzy je, že pozitivní přínos technologií
se uplatňuje spíše při doplňkovém zapojení počítačů ve výuce než při počítačem
řízeném vyučování či při aplikaci komplexních prostředí.
Role technologií ve výuce úzce souvisí s klady či úskalími jejich integrace.

Podívejme se dále na nejčastěji používané technologie ve výuce matematiky a na
jejich přínosy i rizika.

2.1 Programy dynamické geometrie

Vliv programů dynamické geometrie, jako je GeoGebra či Cabri, na výuku ma-
tematiky dokládá řada výzkumů, které byly zaměřeny jednak na motivaci žáků
a jejich postoje ke geometrii, jednak na úroveň vědomostí a výkon žáků a v ne-
poslední řadě i na formulování hypotéz [8, 14, 11]. Shrneme-li přínos těchto pro-
gramů na proces učení, jedná se zejména o prohloubení porozumění geometric-
kým pojmům a vztahům včetně podpory objevování hypotéz i jejich prověřování
v prostředí dynamické geometrie, jak dokládá následující příklad.

Obr. 1 Obr. 2

Při zkoumání množiny všech bodů v prostoru, které mají od dvou různých
bodů A, B stejnou vzdálenost, často žáci nejdříve odpovídají na základě zkuše-
nosti s obdobnou situací v rovině, že jde o osu úsečky AB. V prostředí dynamické
geometrie 3D lze snadno ukázat, že i mimo osu úsečky AB existují body patřící
do hledané množiny. Následně mohou žáci, resp. učitel, využít kulových ploch
o stejných poloměrech se středy A, B a určit jejich průnik, kterým je kruž-
nice. Prostřednictvím nástroje Stopa pro získanou kružnici a změnou poloměrů
kulových ploch pak mohou žáci dospět k hypotéze, že hledaná množina bodů
je rovinou souměrnosti bodů A, B (obr. 1). Úlohu lze dále rozšířit doplněním
třetího bodu C a zkoumat množinu všech bodů, které mají v prostoru stejnou
vzdálenost od tří nekolineárních bodů (obr. 2).
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Začlenění dynamické geometrie do školské matematiky s sebou přináší i jistá
úskalí. Jedná se zejména o neporozumění filozofii práce v daném prostředí (např.
neporozumění dynamičnosti prostředí, nepochopení vázanosti objektů) a s tím
související provádění konstrukcí „od oka	, kdy uživatel modifikuje rys tak, aby
vypadal správně, namísto užití odpovídajícího konstrukčního postupu. Ukazuje
se také, že výkonnost těchto programů může vést u žáků k nerozlišování hypo-
tézy a důkazu, neboť žáci nepociťují potřebu objevené vztahy prověřovat a díky
„autoritě software	 je automaticky považují za pravdivé [4].
I po více než deseti letech používání programů dynamické geometrie ve ško-

lách zůstává otevřená otázka, zda a do jaké míry je vhodné nahradit tradiční
rýsování na papír počítačovým programem. Tento problém můžeme vnímat z ně-
kolika pohledů, ke kterým zejména patří obavy učitelů ze ztráty žákovských
dovedností souvisejících s rýsováním pravítkem a kružítkem, dále zda při počí-
tačovém rýsování nedochází k nežádoucím skokům v poznávacích procesech žáků
či zda rozvoj jemné motoriky u žáků základních škol má vliv na formování jejich
mentálních operací [14].
Ve školním roce 2009/2010 probíhal výzkum, jehož cílem bylo zjistit, jakých

výsledků budou dosahovat žáci při výuce osové souměrnosti s podporou tech-
nologií v porovnání s žáky, kteří se učí tradičními postupy [6]. Výzkumu se
účastnily čtyři české základní školy, jedno české a jedno polské nižší gymnázium,
přičemž na každé škole byla k dispozici vždy experimentální a kontrolní skupina.
Po skončení výuky žáci psali dva testy, přičemž v prvním z nich rýsovali a ve
druhém nikoliv. Výsledky testů ukázaly, že rozdíly v počtech získaných bodů
u obou skupin nejsou statisticky významné. Avšak při odlišení výsledků žáků
základních a nižších středních škol bylo zjištěno, že experimentální skupiny na
středních školách dosáhly bodového zlepšení, zatímco tyto skupiny se na základ-
ních školách naopak zhoršily. U experimentálních skupin se v rýsovacím testu
projevil nedostatek praxe se základními konstrukcemi včetně větších nepřesností
v rýsování na papír.

2.2 Internet a výukové materiály

Počítačová síť Internet dnes nabízí řadu výukových zdrojů z matematiky, které
mohou učitelé i žáci využívat při přípravě na vyučování nebo přímo během výuky.
Zjednodušeně lze říci, že zájemce zde nalezne materiály, které jsou použitelné od
motivace žáků, přes zavádění nových pojmů a vztahů, až po jejich procvičování
včetně testování matematických vědomostí a dovedností.
Vzhledem k různorodosti webových výukových zdrojů z hlediska jejich kon-

cepce, obsahu, formy i způsobů, jakými jsou využívány ve výuce matematiky, je
velmi obtížné formulovat závěry, která se týkají jejich dopadu na proces učení
žáků. Meta-analýza studií, které byly publikovány do roku 2002 a které se zabý-
valy jevy souvisejícími s integrací webových zdrojů do výuky, dospěla k závěru,
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že většina studií nezjistila významné rozdíly ve výkonu experimentálních a srov-
návacích skupin [5].
V porovnání s tištěnými výukovými materiály spočívá přínos kvalitních on-

line zdrojů především ve vyšší názornosti předkládaného učiva. Dynamické prvky
na webových stránkách, ať už jsou to animace, applety, hypertextové odkazy či
krokování řešení, současně přispívají k aktivizaci žáků, mohou poskytovat žákům
i zpětnou vazbu, a tím podporují proces jejich učení.
Stejně jako v případě programů dynamické geometrie i využívání webových

zdrojů s sebou nese nejen výhody, ale i konkrétní rizika. K hlavním problémům
integrace těchto materiálů patří zejména vyskytující se matematické chyby a ne-
přesnosti (např. obr. 3) a didaktické nedostatky ve zpracování webových stránek.
Zaměříme-li se na didaktické hledisko, pak se nedostatky projevují v nedodržení
didaktických zásad přiměřenosti a názornosti, dále v chybějících či neúplných
metodických pokynech, jak má učitel nebo žák s apletem pracovat. Často mů-
žeme nalézt stránky, na kterých jsou matematické pojmy a vztahy s cílem usnad-
nit jejich pochopení prezentovány ve zdeformované podobě (obr. 4).

DEFINICE BINOMICKÉ VĚTY
Formálně binomická věta zní takto:

(a + b)n =

n∑
k=0

(n

k

)
an−kbk a, b ∈ R; n ∈ N

Sumu počítáme od nuly do n, včetně. Tedy
výsledný počet sčítanců je n+ 1.

Obr. 3: Záměna definice a věty

ROVNOBĚŽNÍK
Rovnoběžník je útvar, který je podobný ob-
délníku, ale má dvě protější strany zkosené,
viz obrázek pod tímto odstavcem.

Obr. 4: Vysvětlení pojmu rovnoběžník

S využíváním webových zdrojů je spojena celá řada otázek a otevřených
problémů, jejichž řešení dosud neznáme. Jak je například rozšířeno využívání
Internetu, a tedy i výukových materiálů, ve školách? Jaké má být postavení
Internetu ve školské matematice, uvědomíme-li si, že většina z toho, co je dnes
požadováno při zkoušení žáků v matematice, je dostupná pomocí vyhledávačů
na Internetu? Z výsledků dosavadního vývoje je zřejmé, že na odpovědi budeme
čekat ještě několik let, jak také uvádějí Borba, Clarkson a Gadanidis [1].

2.3 Současné trendy integrace technologií

V posledních letech lze pozorovat tendenci rostoucího používání mobilních pro-
středků ICT ve výuce. Kromě notebooků se jedná i o tablety s připojením k in-
ternetu a vybavené různými interaktivními programy, elektronickými učebnicemi
a dalšími aplikacemi. Jedná se o trend, jehož charakteristickým rysem je umož-
nění přístupu k technologiím každému žáku ve třídě.
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Jedním z projevů tohoto směru je vytváření tzv. digitálních tříd, ve kterých
má každý žák k dispozici osobní notebook vybavený interaktivními učebnicemi
pro práci ve škole i doma, ve třídě je interaktivní tabule i připojení k internetu.
Problematikou využití notebooků se u nás zabývalo několik výzkumných še-

tření [11], které se týkaly jejich zapojení do výuky na základních školách. Cílem
bylo stanovit návrhy a metodická doporučení pro integraci uvedených technologií
do vzdělávacího procesu, a to nejen v matematice. Z výzkumných šetření vyply-
nulo, že i když žáci byli velmi motivováni k učení, a to zejména na začátku, v řadě
případů nebyl potenciál technologií z hlediska vytvoření optimálního výukového
prostředí využit. Šetření rovněž ukázala, že učitelé zpravidla používali notebooky
jako náhradu běžných didaktických prostředků v rámci tradičního pojetí výuky.
Žáci s notebooky pracovali individuálně, komunikace většinou probíhala pouze
mezi učitelem a žákem.
Při používání notebooků v matematice na druhém stupni základní školy

se velmi často jednalo o úkoly, které mohly být realizovány bez podpory této
technologie. Většinou byly řešeny úkoly, ve kterých se opakovala a procvičo-
vala již probraná látka, technologie tedy nebyla využita při objevování nových
poznatků [12].
Výše uvedené příklady ukazují, že integrace ICT nemění automaticky styl

výuky. Hlavní překážkou hlubší integrace notebooků byl nedostatek metodické
podpory učitelům vyučujících v digitálních třídách a rovněž nedostatek vzdělá-
vacích zdrojů a programů využitelných ve výuce [10, 12].

3 Učitel a ICT

Výsledky různých dotazníkových šetření ukazují, že učitelé u nás i v Evropě pře-
vážně uznávají přínos technologií ve vzdělávání, problémem však zůstává kon-
krétní implementace ICT ve vyučování, a to nejen ve školské matematice [2, 3].
Zkušenosti ze školské praxe ukazují, že nutným, nikoliv však postačujícím,

předpokladem efektivního využívání technologií v hodinách matematiky je dobrá
úroveň ICT dovedností učitele. To dokládají dva následující příklady.
První příklad se týká přípravy výukových materiálů s podporou ICT. V rámci

dalšího vzdělávání učitelů zaměřeného na využití programu dynamické geometrie
vytvářeli účastníci v rámci materiály pro výuku. Rozbor jejich prací ukázal, že
polovina zúčastněných učitelů využila dynamickou geometrii pouze k rychlému
a přesnému rýsování geometrických objektů. Například v jedné seminární práci
věnované vzájemné poloze dvou kružnic vytvořil učitel pracovní soubory, ve kte-
rých měli žáci postupně konstruovat kružnice s danými poloměry, a to pro každou
z možných poloh v samostatném souboru – rysu. Nevyužil tak dynamické vlast-
nosti, kdy v jediném rysu mohli žáci změnou poloh středů kružnic, resp. jejich
poloměrů, získat postupně všechny požadované polohy. Uvedený přístup nebyl
ojedinělý, například stejným způsobem byl zpracován materiál pro vzájemnou
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polohu přímky a kružnice, kde učitel vytvořil pro každou polohu samostatný
rys [11]. Je zřejmé, že přínos dynamických geometrických programů nemůže být
uplatněn, pokud učitelé používají tyto programy v rámci klasického statického
kurikula a zařazují více úloh na ověřování vztahů než na jejich objevování.
Druhý příklad se týká vyučovací hodiny na druhém stupni základní školy,

ve které vyučující vzala žáky do počítačové učebny, kde pracovali s materiály –
pracovními listy na stráncemathdrills.com. Žáci si zadání úloh opisovali do sešitu
a písemně bez pomoci kalkulačky počítali [14]. V uvedené hodině byla webová
stránka s příklady využita pouze k zadávání úloh jako náhrada tištěné sbírky.
Výše uvedený příklad ukazuje, že technologie jsou v hodinách matematiky

používány jako náhrada klasických vyučovacích pomůcek. K obdobnému zjištění
jsme dospěli i při naší analýze videozáznamů vyučovacích hodin matematiky
v digitálních třídách na třech základních školách. Žáci v těchto třídách používali
často své notebooky ke čtení definic či zadání matematických úloh z elektro-
nické učebnice, avšak při vlastním řešení matematického úkolu je použili jen
sporadicky [12].
Přínos technologií spočívá nejen ve vizualizaci učiva či možnosti procvičo-

vání potřebných dovedností a vědomostí, ale souvisí zejména s podporou procesu
učení žáků z hlediska rozvoje jejich matematického myšlení a porozumění mate-
matických pojmům i vztahům. K takovému využívání technologií učitelé potře-
bují rozvíjet své dovednosti, které souvisejí jak s konstruktivistickými metodami
vyučování s podporou technologií, tak s tím, jak a kdy může technologie pomoci
při osvojení určitého poznatku či jak může být technologie využita vzhledem
ke stávajícím znalostem žáků. Pro úspěšnou a efektivní integraci ICT potřebují
učitelé mít navzájem provázané znalosti z obsahu vyučování, didaktiky i ICT [9].
Součástí výše uvedeného systému propojení znalostí a dovedností je také

uvědomění si specifických dovedností potřebných při řešení matematických úloh
s podporou technologií (např. interpretace získaných číselných výsledků). Tyto
dovednosti je vhodné formovat u žáků prostřednictvím řešení úloh, které mohou
sloužit jednak pro jejich rozvíjení, jednak pro jejich diagnostiku. Sdělení učitele
žákům, že mají přesně udělat „to a to	, nebývá většinou didakticky efektivní.
Účinnější metodou je, když žákům připravíme úkoly, ve kterých jsou tyto doved-
nosti nezbytné k úspěšnému vyřešení úkolu. K formování specifických dovedností
však nestačí jen samotné řešení takových problémů. Velmi důležitým faktorem
je společná diskuze učitele s žáky nad řešenými úkoly s podporou technologií
i nad jejich výsledky [13].

4 Závěr

Z výše uvedených poznatků výzkumů i školské praxe nelze explicitně říci, že in-
tegrace technologií jednoznačně přispívá ke zvýšení kvality a výsledků vyučování
matematice.
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Základním faktorem, který ovlivňuje uplatnění přínosu technologií ve škol-
ské matematice, je učitel, jeho odborné znalosti a dovednosti. S tím souvisí jeho
schopnosti spojit integraci technologií v různých tématech matematiky s vhod-
nými vyučovacími metodami a přístupy s cílem zajistit kvalitu a efektivitu vyu-
čování. I pro výuku za podpory ICT platí, že nejúčinnější je takové vyučování,
které poskytuje žákům dostatek příležitostí k učení prostřednictvím vhodného
učebního úkolu, ve kterém má například žák prostor pro experimentování, obje-
vování vztahů i jejich ověřování.
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Co a jak hodnotit v matematice?

Jarmila Novotná, Jana Hanušová, Alena Pelantová

Abstrakt

Kulatý stůl je zaměřen na různé přístupy k hodnocení žáků. Po úvodním zamyšlení
nad typy hodnocení a jejich funkcích je pozornost věnována hodnocení ve dvou situa-
cích školní matematiky: při hodnocení A) písemné práce žáků a B) objevitelské činnosti
žáků. V situaci A) je hlavním cílem diskutovat, co hodnotitele rozděluje, na co se lze při
hodnocení zaměřit, co je u většiny hodnotitelů společné. V situaci B) je hlavním cílem
diskutovat, co je v takové situaci chybou a co stádiem v objevitelském procesu, jak hod-
notit různou úroveň obecnosti výsledků, které žáci objeví, jak hodnotit žáky v takových
situacích, aby nebyla potlačena jejich chuť v matematice objevovat.

1 Úvod

Na hodnocení se můžeme dívat z různých perspektiv, např. z hlediska jeho
funkce, formy podkladů pro hodnocení, společenského zadání apod.
J. Slavík [4] charakterizuje hodnocení jako porovnávání „něčeho	 s „něčím	,

při kterém rozlišujeme „lepší	 od „horšího	 a vybíráme „lepší	, nebo se snažíme
najít cestu k nápravě či alespoň zlepšení „horšího	. Hodnocení může mít různé
funkce: hodnocený žák může získat přehled o tom, jak vyhověl daným kritériím;
učitel může pomocí hodnocení žáka nasměrovat k lepšímu výkonu; hodnocení
může žáka motivovat ke snaze o zlepšení; hodnocení může pomoci odhalit speci-
fické poruchy učení; hodnocení však také může být učitelem použito k rozdělení
do skupin podle výkonnosti.
Hodnocení může být [5]:

• bezděčné nebo záměrné; typickým projevem záměrného hodnocení je
známkování;

• normativní (měřítkem je norma stanovená vzhledem ke skupině žáků) nebo
kriteriální (měřítkem je splnění úkolu);

• formativní (průběžné, poskytující zpětnou vazbu v okamžiku, kdy je ještě
výkon možno zlepšit) nebo sumativní (výstupní, umožňující získat konečný
celkový přehled o dosažených výsledcích).
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Negativní stránkou sumativního hodnocení je jeho omezení na zařazování
žáka do určité hodnotové škály (dobrý–průměrný–špatný, přijat–nepřijat). Může
být užitečné pro porovnávání měřitelných výkonů, např. za určitá období, ale
mělo by především navazovat na práci s formativním hodnocením.
Společenské zadání hodnocení ve škole je zakotveno v klasifikačních řádech,

které jsou povinnou součástí dokumentace každé školy. Ačkoli to je obvykle ob-
sáhlý dokument, je zaměřen hlavně na celkovou klasifikaci a formy hodnocení
jednotlivých žáků ve vyučovacích předmětech po skončení určité časové jednotky.
Pravidla pro hodnocení jednotlivých testů tam zakotvena nejsou (a ani být ne-
mohou, takový dokument by byl jednak příliš obsáhlý, jednak by nemohl po-
stihnout všechny konkrétní případy ze školní praxe). Není proto divu, že když
bude několik učitelů hodnotit stejný test, mohou se jejich hodnocení výrazně
lišit. V takovém dokumentu, jako je klasifikační řád, také obvykle nejsou spe-
ciální pokyny pro hodnocení takových aktivit, jako je objevování. Kulatý stůl
proto bude zaměřen na tyto dvě oblasti: hodnocení testů (sumativní hodnocení)
a hodnocení objevování (formativní hodnocení).

2 Několik úvah o hodnocení

Problematika hodnocení žáků patří mezi hodně diskutované oblasti vzdělávání
nejen v matematice. O její důležitosti svědčí mimo jiné množství publikovaných
prací, které se touto problematikou zabývají. Tradiční pohled na hodnocení zdů-
razňuje výsledek vyučování. Současný pohled zdůrazňuje učení a jeho hodnocení
jako dynamický proces. Duval [2, s. 1] charakterizuje přechod k modernímu po-
jetí takto:

Charakteristickým rysem kognitivního přístupu není zkoumat žákovy
obtíže . . . ale určit kognitivní fungování, z něhož vychází různorodost
matematických procesů.1

Mezi základní otázky, které se v souvislosti s testováním objevují, patří:

• Jak najít vhodné kontexty pro testování?
• Jak navrhnout test, který by co nejspolehlivěji vypovídal o tom, co a s ja-
kými výsledky bylo vyučováno?

• Jak posuzovat a bodovat test?

A právě těmto otázkám je věnován kulatý stůl, který zde představujeme.
Význam rozvoje matematického myšlení, odvozování, modelování, schopnosti

žáků komunikovat při řešení matematických úloh apod., stále roste [5]. Ruku

1The characteristic feature of a cognitive approach is not to look at student difficul-
ties . . . but to determine the cognitive functioning underlying the diversity of mathematical
processes.
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v ruce s tím je třeba kriticky zhodnotit způsoby testování a hodnocení žáků.
Hodnocení musí vždy vycházet ze stejných zásad jako vyučování.
De Lange [3] řadí mezi hlavní zásady pro hodnocení:
• testování porozumění, dovednosti, schopnosti aplikovat, interpretování,
• rozvíjení talentu jednotlivce,
• testování dovedností jako matematizace, uvažování, diskutování o modelu,
komunikování, tvořivost, zobecňování, transfer mezi oblastmi atd.

Položky, na které je a v blízké budoucnosti bude kladen rostoucí důraz, a ty,
jejichž význam bude klesat, jsou stručně a přehledně shrnuty v [6] (tab. 1).

Tab. 1 Položky hodnocení podle Verhage, De Lange [6]

Rostoucí důraz na Klesající důraz na
Zjišťování toho, co žáci vědí a jak myslí Zjišťování toho, co žáci nevědí
Testování jako integrální součást
výuky a učení

Testování jako jednoduchá
správná odpověď na test pro
přidělení známek

Zaměření na široké spektrum úkolů
a holistický pohled

Zaměření na velké množství
izolovaných dovedností

Problémové situace, které vyžadují
použití několika myšlenek

Použití cvičení nebo slovních úloh,
které vyžadují jen jednu nebo dvě
dovednosti

Použití kalkulaček, počítačů a dalších
pomůcek

Vyloučení kalkulaček, počítačů
a pomůcek ze všech testů

V [3] jsou cíle vyučování matematice rozděleny do tří úrovní. Autor zde rozli-
šuje tři úrovně, nízkou, střední a vysokou, které se vztahují jak k cílům vzdělávání
v matematice, tak i k testování a hodnocení. Toto rozdělení umožňuje autorovi
zachytit souvislost mezi úrovní schopností studenta potřebných k vyřešení ně-
jaké úlohy, úrovní obtížnosti samotné úlohy a úrovní složitosti dané způsobem
kladení otázek. Pro každou z úrovní uvádíme její stručnou charakteristiku.
Nízká úroveň:Na této úrovni je většina tradičních testů. Nízká úroveň se vzta-

huje k jednotlivým objektům, definicím, technickým dovednostem, standardním
algoritmům apod. Testové položky této úrovně mohou být i vícekrokové, pokud
jsou např. v učebnicích zařazeny mezi standardními úlohami.
Střední úroveň: Klíčovými slovy pro střední úroveň jsou např. „propojování	

(„dávání do souvislostí	), „integrace	 nebo „řešení úloh	.
Vysoká úroveň: Klíčovými slovy pro vysokou úroveň jsou např. „matema-

tické myšlení a argumentace	, „komunikace	, „kritický přístup	, „interpretace	,
„uvažování	, „kreativita	, „matematizace	. Pro testy této úrovně je charakte-
ristické, že vyžadují myšlenkové procesy vyšších úrovní. Podstatné je, že bez
vlastní „konstrukce	 nemohou žáci úlohu plně vyřešit.
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2.1 Hodnocení testů

Při tvorbě testů je možný výběr nejen úrovně, ale i formátu testů. Mezi nejčas-
tější formáty testů patří:

• Test s výběrem odpovědi (uzavřené otázky): Podle informací uváděných
v literatuře je to nejvyhledávanější typ testu (zřejmě hlavně pro nenároč-
nost opravování, kde lze navíc použít i počítač). Obtížné na tomto typu
položky je formulovat úkol a odpovědi tak, aby označení správné odpovědi
bylo opravdu důsledkem využití testovaných znalostí a dovedností.

• Otevřené otázky: Otevřené otázky vyžadují přemýšlení a porozumění
a umožňují žákovi řešit úlohu svým vlastním postupem. Otevřené otázky
však mohou mít různé vlastnosti: De Lange [3] upozorňuje na to, že některé
formálně otevřené otázky mohou být svou podstatou uzavřené; rozlišuje
proto „uzavřené otevřené otázky	 a „otevřené otevřené otázky	.

Příklady:
Je dána rovnice 5x+ 2y = 25. Je jejím řešením dvojice (3, 5) nebo (4, 2)?
(„Uzavřená otevřená otázka	)

400metrová běžecká dráha má mít dvě rovnoběžné 80timetrové rovinky
a dva konce ve tvaru polokružnic. Jaký mají mít polokružnice poloměr?
(„Otevřená otevřená otázka	)

• Eseje: Test ve formě eseje nabízí velkou volnost v odpovědi. Z toho plyne,
že je málo účinný pro měření znalostí, ale je vhodným nástrojem pro měření
komplexních výstupů. Zahrnuje to schopnost tvořit, organizovat, začleňo-
vat, vyjadřovat myšlenky, tj. jejich tvorbu a syntézu [3]. Eseje je obtížné
bodovat. Navíc je nutno mít na paměti, že kvalita odpovědi je ovlivněna
i autorovou schopností psát.

Při přípravě nástrojů k vyváženému hodnocení testů je třeba brát v úvahu
řadu podmínek. Uveďme aspoň některé z nich: Jakou dobu k vypracování testu
budou respondenti mít? Bude test řešen individuálně nebo ve skupinách, ve škole
nebo mimo školu? Připravujeme testování jednotlivé znalosti/dovednosti nebo
komplexní test sledující i jejich propojení? Jedná se o jednorázový test nebo
o součást dlouhodobého hodnocení?

2.2 Hodnocení objevování

Hodnocení při objevování má jiný cíl než hodnocení běžných matematických
testů. Cílem je především žáky povzbudit a motivovat ke hledání a objevování.
Nežádoucím jevem je obava žáka z neúspěchu, strach z toho, že ho nenapadne
správné řešení.
Při objevitelském procesu je důležité ocenit a pochválit každý odůvodněný

návrh řešení, i když je návrh chybný. Učitel nedá najevo své hodnocení, nevyja-
dřuje se ke správnosti návrhů. Mění se přístup k chybě. Při objevování se chyba
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netrestá špatnou známkou, chyba je jednou z cest při hledání řešení. Učitel na
chybu neupozorňuje. Žáci různé možnosti řešení zdůvodňují, argumentují, po-
rovnávají, hodnotí. Soudcem není učitel, ale sami žáci rozhodují o správnosti.
Většinou žáci sami chybu odhalí. Může však nastat situace, že se žáci shodnou
na chybném řešení. Pak učitel předkládá další úlohy tak, aby žáci svoji chybu
odhalili. Postupně si žáci na takový přístup zvyknou, a když si vzájemně něco
vysvětlují, sami potřebné úlohy vytvářejí.
Základem úspěšné objevitelské činnosti při hodinách je správně zvolené za-

dání úloh. Osvědčuje se zadávat sérii úloh. Nejprve jsou jednoduché konkrétní
případy, které jsou schopni řešit i nejslabší žáci, na těchto úlohách žáci sbírají
zkušenosti. Postupně pak odhalují nějakou pravidelnost nebo zákonitost a ně-
kteří mohou dojít až k zobecnění. Každý žák může pracovat vlastním tempem
a svým způsobem, a to je pozorováno i při skupinové práci, kde žáci diskutují,
vzájemně rozvíjejí nápady, doplňují se. Někteří žáci potřebují víc konkrétních
zkušeností, jiní vidí zákonitosti dříve. Pro učitele je nejtěžší zorganizovat průběh
hodiny tak, aby žáci měli dostatek času a prostoru k vlastní cestě a k vlastnímu
uvažování a k prožití radosti z objevu. Příliš brzy odhalený výsledek pomalejším
žákům zavírá cestu k samostatnému objevu a k prožitku úspěchu, oslabuje je-
jich sebedůvěru. Právě pocit radosti z vyřešené úlohy je silnou vnitřní motivací
k další práci a není výjimkou, že žáci žádají další úlohu.
Za objevy žáci mohou získat i známky. V systému hodnocení objevování,

které používá jedna z autorek, např. žáci za dílčí objevy (mohou být i chybné)
získávají pětibodovou jedničku, což odpovídá hodnotě malého testu. Za velký
objev, za zobecnění až desetibodovou jedničku, ta má váhu známky ze čtvrtletní
písemné práce. Nestává se, že by někdo nedělal nic – úlohy jsou nastavené tak,
aby každý mohl začít. Většina žáků má z práce v hodině alespoň malou jedničku.
Hodnocení je tedy hlavně pozitivní a povzbuzující.

3 Organizace kulatého stolu

Hodnocení testů: Není žádnou novinkou, že jakmile se sejde víc než jeden peda-
gog a všichni hodnotí stejný test, budou jejich hodnocení různá (viz např. [1]).
Každý z nich bude klást důraz na to, co on ve své vlastní praxi považuje za
důležité u žáků hodnotit, a v tom se nemusí shodovat. Při kulatém stolu bude
tato situace simulována: Budou ukázána různá hodnocení stejného testu s ote-
vřenými otázkami a bude diskutováno, co které z hodnocení zdůrazňuje a co
naopak potlačuje. Diskutované testy budou mít účastníci předem k dispozici,
aby si mohli sami zkusit je ohodnotit.
Hodnocení objevování: Na videoukázkách objevovacích aktivit ze třídy bude

diskutováno, co a jak lze při takové aktivitě hodnotit.
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Reálne využitie matematiky

ako motivácia pre študenta

Martina Koronci Babinská

Abstrakt

V článku uvedieme ukážku úlohy, v ktorej reálny kontext nevychádza z bezprostredného
okolia žiaka, ale objasňuje využitie matematiky v spoločnosti, konkrétne v medicíne.
Spôsob práce s touto úlohou prostredníctvom stimulujúcich a provokujúcich otázok má
čitateľa viesť k objavovaniu. Úloha je určená pre samoštúdium študentov vyšších roční-
kov strednej a nižších ročníkov vysokej školy.

1 Úvod

Jednou z najdôležitejších, ale súčasne najťažších úloh učiteľa je nájsť spôsob
motivácie svojich študentov. Len od individuality každého závisí, aký podnet
bude ten, ktorý mu otvorí dvere k radosti z poznania.
My sme sa vo svojej práci rozhodli venovať motivácii prostredníctvom samo-

statného riešenia úloh s reálnym kontextom.

2 Učenie sa založené na reálnom kontexte

Myšlienka zakladania vyučovania a učenia sa na reálnej potrebe nie je nová (pozri
literatúra [2, 3, 4]). Vo svojom diele s ňou prichádza už Ján Amos Komenský:

„Uľahčíš žiakovi prácu, ak mu ukážeš vo všetkom, čo ho budeš učiť, na
čo sa to v každodennom živote používa, a to má byť všade: v grama-
tike, v dialektike, v aritmetike, v geometrii, vo fyzike atď. Ak nebude
tak, všetko čo povieš, bude sa zdať akousi obludou z Nového sveta,
a chlapec, ktorý sa nestará, či sú na svete naozaj také veci a ako sú,
bude v ne skôr veriť, ako o nich vedieť.� [1]

V poslednom desaťročí vzniklo v zahraničí i u nás niekoľko zbierok úloh z mate-
matiky založených na princípe reálneho kontextu.
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2.1 Prečo „ďalšie� úlohy s reálnym kontextom?

Preskúmaním dostupných zdrojov zbierok úloh s reálnym kontextom sme zistili,
že kontext väčšiny úloh sa zameriava na blízke okolie študenta – ukazuje, ako
študent sám dokáže využiť niektoré poznatky z matematiky:

„Ako matematiku reálne využijem v mojom živote?�
My sme sa rozhodli pre širší pohľad. Chceme vytvárať úlohy, ktoré by štu-

dentovi ukazovali využitie matematiky ako takej – úlohy objasňujúce potrebnosť
matematiky v spoločnosti:

„Ako sa matematika reálne využíva vo svete?�
Tento typ úloh je vhodný pre starších študentov na rozhraní medzi strednou

a vysokou školou.

2.2 Ako taká úloha vyzerá, ako s ňou pracovať a pre koho je ur-

čená?

V nasledujúcej ukážke nami vytvorenej úlohy sa venujeme problematike lekár-
skeho vyšetrenia nazývaného spirometria. Pri riešení úloh študent postupne pre-
chádza cez jednotlivé grafy a dáta, ktoré toto vyšetrenie lekárovi poskytuje a tak
získava možnosť osvojiť/preveriť si zručnosti od jednoduchej práce s grafom
funkcie až po prirodzené pochopenie pojmu derivácia.
Po úvodnej informácii čo je to spirometria, na čo slúži a ako takéto vyše-

trenie prebieha nasleduje reálny výsledok spirometrického vyšetrenia v podobe,
ako ho dostáva lekár. Tento výsledok obsahuje 3 krivky: spirometrickú krivku,
objemovo-časovú krivku a prietokovo-objemovú krivku. Riešením úloh si štu-
dent postupne vyskúša, ako tieto krivky vznikajú zo záznamu dýchania pacienta
a ako sa dá na ich základe diagnostikovať pravdepodobné ochorenie u daného
pacienta.
Z matematického hľadiska obťažnosť, ktorú si vyžaduje práca s danými kriv-

kami postupne narastá. Pri spirometrickej krivke študent odčítava hodnoty
z grafu danej funkcie a pracuje s tabuľkami predpovedných hodnôt. Objemovo-
-časová krivka vzniká z grafu spirometrickej krivky matematický mi transfor-
máciami (graf funkcie f(t0) − f(t0 + t)), ktoré si študent pri jej zostrojovaní
vyskúša. Táto krivka býva vo výsledku spirometrického vyšetrenia zobrazovaná
s rôzne orientovanými osami, čo študentovi umožňuje lepšie porozumenie zme-
nám funkcie pri zmene orientácie osí. Posledná, prietokovo-objemová krivka
predstavuje graf závislosti derivácie objemu vydýchnutého vzduchu podľa času,
od objemu vydýchnutého vzduchu. Pri tejto krivke sa už dostávame na rozhra-
nie strednej a vysokej školy. Pri jej zostrojovaní študent najskôr hľadá deriváciu
objemovo-časovej krivky a následne vytvára graf zloženej funkcie. Na záver má
študent možnosť vyskúšať si prácu lekára – hodnotí zdravotný stav reálneho
pacienta.
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2.2.1 Zameranie sa na študentov

Samoštúdium tvorí nezanedbateľnú časť v príprave študenta na vyučovanie ma-
tematiky. Úlohy sme preto vytvorili tak, aby bolo možné s nimi pracovať samo-
statne – bez nutnosti toho, aby sa na riešení alebo vysvetľovaní kontextu musel
podieľať vyučujúci. Spôsob, akým študent s úlohou pracuje vychádza z metód hu-
manistického vyučovania: stimulujúcich a provokujúcich otázok a dotazov. Počas
riešenia jednotlivých úloh dostáva riešiteľ ako pomoc navádzajúce otázky, kto-
rých zodpovedaním sa môže posunúť k vyriešeniu danej úlohy. V tomto spôsobe
vidíme prirodzenú možnosť prepájať prijímané informácie s už nadobudnutými
poznatkami a tým konštruovať poznatky nové. Samostatná cesta k objavu rie-
šenia navyše slúži ako prostriedok pre zvýšenie vnútornej motivácie riešiteľa.
Popísanú formu spracovania úloh uvádzame v nasledujúcej ukážke.

SPIROMETRICKÁKRIVKAAPROBLÉMYSFUNKČNOSŤOUPĽÚC

Spirogram (obr. 1) znázorňuje závislosť objemu množstva vzduchu v pľúcach od
času. Tento graf patrí 56-ročnému mužovi vysokému 171 cm.

Obr. 1: Spirogram

Jedným z ukazovateľov problémov s funkčnosťou pľúc pacienta je vitálna
kapacita pľúc – ozn. FVC. FVC predstavuje maximálny objem vzduchu vy-
dýchnutý po maximálnom nádychu pacienta. Vitálna kapacita pľúc je pre
zdravých ľudí, nefajčiarov udávaná tabuľkovo. Odchýlky pacientových hodnôt
od tabuľkových hodnôt signalizujú rôzne typy ochorení.
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Našou prvou úlohou bude zistenie pacientovej vitálnej kapacity pľúc a jej po-
rovnanie s tabuľkovou hodnotu. Ak sa tieto hodnoty podstatne nelíšia, znamená
to, že u nášho pacienta nepredpokladáme problémy s funkčnosťou pľúc.

Úloha 1.1: Aká je vitálna kapacita pľúc muža, s ktorého spirogramom pracu-
jeme?

Úloha 1.2: Zodpovedá nameraná hodnota vitálnej kapacity pľúc tabuľkovým
hodnotám zdravého, 56-ročného muža vysokého 171 centimetrov?

Ak si študent na príklad s úlohou 1 nevie poradiť, má možnosť pozrieť sa do
časti „pomôcky	:
Pre vyriešenie tejto úlohy je nevyhnutné porozumenie grafu, s ktorým pra-

cujeme. Odpovedz si preto postupne na otázky 1–3:

1. Ktoré časti spirometrickej krivky zodpovedajú nádychom a ktoré
výdychom pacienta?

Pri hľadaní odpovede na túto otázku by Ti mohla pomôcť jednoduchá pred-
stava dýchania (zatvor oči, pár krát sa nadýchni a vydýchni). Zvyšuje alebo
znižuje sa pri nádychu objem vzduchu v našich pľúcach?

2. V ktorej sekunde začal pacientov maximálny nádych (nádych,
počas ktorého vdýchol maximálny objem vzduchu)?

Poznámka: Ak je takýchto nádychov viac, zaujímame sa o prvý v poradí.
Tento pacient vykonal následne za bežným výdychom na pokyn lekára.

3. Aký objem vzduchu pacient vdýchol počas maximálneho ná-
dychu?

Následne by už mal študent vedieť danú úlohu vyriešiť. Svoje odpovede si
má možnosť skontrolovať v časti odpovede.
Rovnakým spôsobom má študent možnosť pracovať so všetkými 47 úlohami,

ktoré sa nachádzajú vo vytvorenom materiáli. Na nasledujúcich riadkoch uvád-
zame ukážku zadaní niektorých ďalších vytvorených úloh:

OBJEMOVO-ČASOVÁ KRIVKA

Úloha 2.3: Z grafu spirometrickej krivky pacienta zisti hodnotu objemu úsilne
vydýchnutého vzduchu za prvú sekundu maximálneho výdychu.

Úloha 2.5: Nájdi a zakresli ďalšie dva konkrétne body patriace hľadanej obje-
movo-časovej krivke (na príklad pre čas= 1,5 sekundy a čas= 0,5 sekundy).

Úloha 2.9: Na základe postupu, ktorým si zo spirometrickej krivky konštruo-
val jednotlivé body objemovo-časovej krivky, odhadni výsledný tvar objemovo-
-časovej krivky.
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PRIETOKOVO-OBJEMOVÁ KRIVKA

Úloha 3.5: Popíš postup hľadania prietoku nášho pacienta v ľubovoľnom čase
jeho výdychu (napríklad v čase 1 sekunda, 1,5 sekundy, . . . ).

Úloha 3.8: Rozhodni, či je pravdivé nasledujúce tvrdenie: ak budeme pri zostro-
jovaní grafu v úlohe 3.7 zmenšovať dĺžku úsekov, na ktoré delíme interval 0–2
sekundy, bude sa výsledný graf stále viac podobať grafu derivácie pôvodnej
objemovo-časovej krivky.

Úloha 3.13: Načrtni približný tvar prietokovo-objemovej krivky pacienta, ktorý
trpí obštrukčným ochorením pľúc.

2.2.2 Majú študenti o takýto typ úloh záujem?

Podporu pre vytváranie úloh s reálnym kontextom sme našli v žiackom dotaz-
níku, ktorý organizovala v roku 2003 medzinárodná organizácia PISA (pozn.
výsledky z novšieho testovania organizovaného v roku 2012 neboli v čase písania
toho článku zverejnené). Na otázku, či študenti premýšľajú o tom, ako by mohli
použiť v bežnom živote to, čo sa na matematike naučili, odpovedalo kladne viac
ako 68 % študentov (z 7 436 zúčastnených). Napriek tomu, že tieto výsledky sa
týkali mladšej vekovej kategórie, predpokladali sme, že u 17–20 ročných žiakov
možno očakávať podobné výsledky.
Neskôr, sme časť nami vytvorenej úlohy dali riešiť študentom 1.roč mate-

matických odborov FMFI UK. Z ich vyjadrení vyberáme: „Páčila sa mi. Je
zaujímavé konečne vidieť, ako sa grafy využívajú v reálnom živote. Bavilo ma
pracovať s týmto grafom.� „Úloha bola celkom dobrá, páčilo sa mi narábanie
s grafom spojené s reálnym svetom. Prijala by som viac takýchto úloh aj na bež-
ných hodinách.� „Áno. Väčšina ľudí si myslí, že matematika (zložitejšia ako +,
−, /, ∗) sa v praxi nevyužíva. Toto je jeden z mnohých exemplárnych prípadov,
ktoré vyvracajú túto domnienku.�
Predpokladáme, že ak aj študenti, ktorí si pre svoje vysokoškolské štúdium

vybrali matematiku pociťujú potrebu jej prepájania s reálnym svetom, nemenej
tomu bude u tých, ktorí sa ešte nerozhodli a často krát matematiku považujú za
vysoko abstraktný predmet.
Podrobnejšiemu výskumu atraktívnosti úloh sa plánujeme venovať počas na-

šej ďalšej práce.

3 Záver

V práci sa zaoberáme úlohou s reálnym kontextom. Študent má prostredníctvom
riešenia úloh možnosť vyskúšať si, ako vzniká reálny výsledok lekárskeho vyše-
trenia nazývaného spirometria. Počas riešenia úloh je riešiteľ prostredníctvom
pomocných otázok vedený k objavovaniu. Tento spôsob spracovania umožňuje
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študentovi pracovať s úlohou samostatne napríklad v rámci domácej prípravy
na vyučovanie.
Nové informácie ukryté v reálnom kontexte, radosť z vyriešenia problému,

zažitie úspechu, príjemný pocit, ktorý prináša vlastné objavovanie, to sú pro-
striedky, ktoré vedú k zvýšeniu vnútornej motivácie študenta.

Poděkování

Tento článok vznikol za podpory doc. RNDr. Zbyňka Kubáčka, CSc. Touto ces-
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Co očekávají studenti ekonomie od výuky

matematických a statistických disciplín?

Luboš Bauer, Markéta Matulová

Abstrakt

Článek se zabývá vývojem výuky matematických a statistických disciplín na ESF MU
v Brně, vývojem přístupu studentů v souvislosti s měnící se úrovní matematických zna-
lostí maturantů přicházejících na fakultu. V těchto souvislostech pak shrnuje poznatky
o proměnách zájmu studentů o matematické a statistické disciplíny.

1 Úvod

V průběhu celé existence Ekonomicko-správní fakulty, která již zanedlouho oslaví
25 let od svého založení, došlo k proměnám studijních plánů od jejich přípravy
a stabilizace přes období zásadní redukce matematických a statistických před-
mětů až k současnému období postupného rozšiřování nabídky formou volitel-
ných předmětů. Současně se měnily vstupní znalosti i přístup k matematickým
disciplínám u nastupujících studentů v souvislosti s proměnami ve výuce mate-
matiky na středních školách, se změnami systému maturitních zkoušek i změnami
přijímacího řízení na Masarykově univerzitě.
V dalším textu jsou nastíněny hlavní rysy vývoje ve výuce matematických

a statistických disciplín i ve znalostech středoškolské matematiky a postojích
studentů přicházejících na fakultu k matematickým a statistickým disciplínám.

2 Pohled do historie výuky matematických a statistic-

kých disciplín na ESF MU v Brně

Ekonomicko-správní fakulta Masarykovy univerzity byla založena v roce 1990.
V průběhu několika let se stabilizovaly studijní plány, které obsahovaly fakultně
povinný základ společný pro většinu studijních oborů. Tento fakultní základ
obsahoval základní předměty Matematika I a II, Statistika I a II a Ekonomicko-
matematické metody I a II.
V roce 2008 zahájilo tehdejší vedení fakulty přestavbu studia, jejímž cílem

mělo být přizpůsobení studijních plánů kreditnímu systému, odstranění duplicit
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a snížení objemu přímé výuky. Tato přestavba studijních plánů přinesla zásadní
redukci fakultně povinné výuky matematických a statistických disciplín.
Vývojem výuky matematických a statistických disciplín v průběhu prvních

20 let existence fakulty se podrobně zabývá článek [1]. Od té doby dochází k po-
stupnému rozšiřování nabídky matematických a statistických předmětů v kate-
gorii volně volitelných předmětů.

2.1 Od vzniku fakulty do roku 2008

Při založení fakulty byla jako jedna ze čtyř kateder zřízena Katedra apliko-
vané matematiky a informatiky, jejímž úkolem byla zejména výuka předmětů
společného základu – matematiky, statistiky, ekonomicko-matematických metod
a informatiky pro všechna tehdejší zaměření (národní hospodářství, obchodní
a finanční podnikání, veřejná ekonomika a regionální správa) pětiletého (magis-
terského) i tříletého (bakalářského) studia. V průběhu několika let se pak ustálila
povinná výuka na šesti semestrálních předmětech v rozsahu 2/2: Matematika I
a II, Statistika I a II a Ekonomicko-matematické metody I a II. Předmět EMM I
byl zaměřen zejména na optimalizační metody a EMM II na časové řady.
Do podzimního semestru 1991 nastoupilo 125 studentů prezenčního stu-

dia. Tento počet se v následujících letech postupně mírně zvyšoval. Uchazeči
o studium tehdy skládali přijímací zkoušku z matematiky, cizího jazyka a zá-
kladů ekonomie. Počet přihlášek býval zhruba desetinásobkem počtu přijíma-
ných. Všechny matematické a statistické předměty byly zakončeny zkouškou,
která měla písemnou a ústní část. Za této situace velká část studentů, kteří na-
stupovali do prvního ročníku měla ještě poměrně solidní znalosti středoškolské
matematiky a také motivaci získat nové znalosti.
V průběhu tohoto období byla struktura matematických předmětů poměrně

stabilní, avšak přesto došlo k několika závažným změnám, které se odrazily v pří-
stupu studentů k matematickým disciplínám. Od roku 2003 byly fakultou při-
pravované přijímací zkoušky rozhodnutím rektora nahrazeny „Testy studijních
předpokladů	 jednotnými pro celou univerzitu. Navíc začalo docházet k rychlej-
šímu nárůstu počtu studentů přijímaných do prvních ročníků v důsledku změn ve
financování vysokých škol, takže Matematiku I si zapisovalo kolem 600–700 stu-
dentů. V této situaci již nebylo reálné zkoušet ústně a zkouška byla již jen pí-
semná. S nástupem vyššího procenta maturantů na vysoké školy se však začali
dostávat do menšiny studenti motivovaní získat co nejvíce znalostí. Velmi vý-
razná tak začala být část studentů, jejichž jediným cílem bylo s co nejmenší
námahou získat diplom (v lepším případě s využitím všech legálních možností,
které nabízí kreditní systém výuky). Při současně klesající úrovni matematické
gramotnosti maturantů a zrušení filtru, jehož funkci plnila (i když ne ideálně)
přijímací zkouška z matematiky, přibývalo studentů, jejichž jediným cílem v ma-
tematických předmětech bylo „nějak prolézt	. Tomu navíc nahrávalo i zrušení
ústní části semestrální zkoušky. V této situaci navíc začalo být obtížné vést
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přednášky a cvičení z matematiky tak, aby si z nich mohli co nejvíce odnést
motivovaní studenti, kteří přišli již ze střední školy se solidním základem.

2.2 Přestavba studijních plánů v roce 2009

V roce 2008 začalo nově zvolené vedení fakulty připravovat zásadní přestavbu
studijních plánů. Deklarovaným cílem bylo snížení objemu přímé výuky, odstra-
nění duplicit a struktura studia odpovídající kreditovému ohodnocení. Bylo to
v období, kdy docházelo k redukci výuky matematiky na ekonomických obo-
rech na mnohých vysokých školách. Situaci ve výuce matematiky pro ekonomy
v té době výstižně charakterizuje článek [2]. Pro matematiku a statistiku bylo
v rámci reformy studia na ESF vyčleněno 16 kreditů v povinném základu. Podle
představ tehdejšího vedení fakulty se mělo jednat o jeden semestr matematiky
a jeden semestr statistiky. Nakonec se podařilo dosáhnout kompromisního řešení:
jeden semestr matematiky a dva semestry statistiky s tím, že každý semestrální
předmět bude ukončen klasifikovaným zápočtem. Předmět Matematika byl za-
řazen do druhého semestru. Na začátku prvního semestru absolvují nově přijatí
studenti test ze středoškolské matematiky. Studentům, kteří v tomto testu nejsou
úspěšní, se doporučuje doplnit si znalosti středoškolské matematiky, bez nichž
není prakticky možné zvládnout látku povinného předmětu Matematika. Za tím
účelem je nabízen placený kurz Matematika 0 v režimu celoživotního vzdělávání.
Co se týká navazujících disciplín, zejména optimalizace a časových řad, které

byly dříve obsahem fakultně povinných předmětů (EMM I a II), vycházela kon-
cepce tehdejšího vedení fakulty z představy, že budou v rámci kvóty oborově po-
vinných předmětů na základě požadavků kateder garantujících jednotlivé obory.
Avšak při formování struktury oborově povinných předmětů se žádná oborová
katedra takovýto požadavek nevznesla.
Úspěšnost ve vstupním testu v prvních letech výuky podle nové koncepce

kolísala mezi 25–45 %. V tomto období se ještě u většiny studentů, kteří se
rozhodli pro placený kurz Matematika 0, projevovala snaha skutečně si doplnit
znalosti středoškolské matematiky. Přitom studenti, kteří úspěšně absolvovali
kurz Matematika 0 měli výrazně vyšší úspěšnost v povinné matematice, než
ti kteří se rozhodli pro individuální doplnění znalostí. Podrobný rozbor přináší
článek [3].

3 Současná situace

V současné době již bylo možné vyhodnotit i průchod studentů celou trojicí
předmětů Matematika I, Statistika I a Statistika II v závislosti na výsledcích
vstupního testu a průchodu kurzem Matematika 0. Podrobně jsou tyto závislosti
popsány v článku [4], z něhož je převzata následující tabulka 1. Za úspěšně
splněný je považován vstupní test při dosažení více než 6 bodů z 10 možných.
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Tab. 1: Úspěšnost v matematice a statistice v závislosti na výsledcích vstupního
testu a absolvování kurzu Matematika 0

Výsledek
vstupního
testu

Počet
studentů

Postou-
pilo

do Mate-
matiky

Úspěšně
absolvovalo
Matematiku

Postou-
pilo

do Statis-
tiky I

Úspěšně
absolvovalo
Statistiku I

Postou-
pilo

do Statis-
tiky II

Úspěšně
absolvovalo
Statistiku II

Méně než
4 body

140 111 65 63 46 45 32

4–6 bodů 127 118 88 86 78 75 61
Více než
6 bodů

223 213 204 196 193 179 151

Postupně však poněkud klesá zájem o Matematiku 0 a začínají se ve vět-
ším počtu objevovat studenti, kteří v tomto kurzu neprojevují žádnou aktivitu
a přednášky i semináře jen „odsedí	. Zůstává záhadou, co vlastně tito studenti
očekávají od kurzu, který není povinný a navíc je placený.
Na základě uvedeného rozboru situace se podařilo prosadit počínaje akade-

mickým rokem 2014/2015 úspěšné splnění vstupního testu (nejpozději v oprav-
ném termínu před zahájením jarního semestru) jako prerekvizitu pro zápis před-
mětu Matematika. Očekáváme, že eliminací studentů, kterým chybí základní
znalosti středoškolské matematiky, se podaří zvýšit efektivitu výuky v jednose-
mestrálním povinném předmětu Matematika.
Co se týká předmětů navazujících na základní kurzy matematiky a statistiky,

neprojevovaly v době zpracování nové koncepce výuky oborové katedry žádný
zájem. Proto začala Katedra aplikované matematiky a informatiky postupně
připravovat navazující předměty jako volně volitelné. V současné době již běží
předměty Vícerozměrné statistické metody, Optimalizační metody v ekonomii
a Výpočetní systémy ve statistice. Tyto předměty si zapisují pouze studenti,
kteří mají o danou oblast vážný zájem. To umožňuje vést výuku tak, aby byla
cílená na studenty se solidním základem a plně motivované. Někteří vyučující
na oborových katedrách si již začínají postupně uvědomovat neblahé důsledky
plošného omezení výuky matematických a statistických disciplín.

4 Závěr

Ideálním stavem by samozřejmě bylo, kdyby si studenti uvědomovali potřebu
znalostí matematických a statistických metod i odpovídajícího způsobu přístupu
k řešení úloh přinášených ekonomickou teorií i praxí. To lze samozřejmě snáze
očekávat u těch, kteří mají solidní základ matematických znalostí i exaktního
způsobu uvažování ze střední školy.
V současné době chystané změny způsobu financování vysokých škol zřejmě

přinesou snížení celkového počtu studentů, což by mohlo vést ke snížení podílu
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studentů, kterým jde spíše o co nejsnazší získání titulu než o získání znalostí a do-
vedností užitečných nejen v navazujících odborných předmětech, ale i v praxi.
To přináší i naději, že navazující předměty, které jsou v současnosti nabízeny jen
jako volně volitelné, získají odpovídající místo ve studijních plánech některých
studijních oborů.
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Rekurentně zadané posloupnosti

Jiří Bureš

Abstrakt

Článek je zaměřen na zkoumání vlastností rekurentně zadaných posloupností na střední
škole. Jeho cílem je ukázat, jak je možné graficky znázornit rekurentně zadanou posloup-
nost a následně odvodit a ověřit některé vlastnosti posloupnosti, jako např. monotonie,
omezenost nebo konvergence, s využitím principu matematické indukce.

1 Úvod

Na střední škole se žáci zřejmě nejčastěji setkávají s rekurentně zadanými arit-
metickými a geometrickými posloupnostmi. Pro studium jejich vlastností se vět-
šinou používá vzorec pro n-tý člen, ze kterého se následně odvozují některé
vlastnosti posloupností. V tomto článku ukážeme způsob, jak graficky znázornit
rekurentně zadané posloupnosti pomocí grafu funkce f , kterou je posloupnost
definována, a funkce g(x) = x. Názorné grafické znázornění umožňuje formulovat
hypotézy ohledně vlastností posloupnosti (monotonie, omezenost a konvergence
posloupností), které následně lze dokázat např. pomocí matematické indukce
s využitím některých vlastností těchto posloupností. Tento přístup k rekurentně
zadaným posloupnostem se používá ve Francii na středních školách ve třídách za-
měřených na přírodní vědy nebo na ekonomii a společenské vědy. Nejčastěji jsou
zkoumány aritmeticko-geometrické posloupnosti, proto i v tomto článku uká-
žeme příklad jedné takové posloupnosti. V souladu s francouzskými učebnicemi
budeme pracovat s přirozenými čísly včetně 0.

2 Studium rekurentně zadaných posloupností

2.1 Některé vlastnosti rekurentně zadaných posloupností

Vlastnosti rekurentních posloupností souvisí s vlastnostmi funkce, která gene-
ruje danou posloupnost. V této části se zaměříme na některé vlastnosti těchto
posloupností, které lze vyčíst z jejich grafického znázornění.

Věta 1 (monotonie): Nechť I je interval a funkce f : I→ R je spojitá na I. Před-
pokládejme, že f(I) = I a definujme posloupnost (an): a0 ∈ I a ∀n ∈ N: an+1 =
= f(an). Pak platí:

1. Je-li funkce f rostoucí na I, pak posloupnost (an) je monotónní.
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2. Pokud navíc a1−a0 > 0, posloupnost (an) je rostoucí, a pokud a1−a0 < 0,
posloupnost (an) je klesající.

Důkaz: Tvrzení dokážeme pro rostoucí posloupnost, pro ostatní typy monotón-
ních posloupností je důkaz analogický. Předpokládejme, že funkce f je rostoucí
a a0 < a1. Pomocí matematické indukce ukážeme, že ∀n ∈ N: an < an+1. Podle
předpokladu platí tvrzení pro n = 0. Pokud pro dané n ∈ N platí nerovnost
an < an+1 pak také platí, že f(an) < f(an+1) a tedy an+1 < an+2, protože
funkce f , která definuje posloupnost (an), je rostoucí. Tvrzení platí pro každé
n ∈ N a daná posloupnost (an) je rostoucí.
Pokud je funkce f klesající, pak posloupnost (an), kde ∀n ∈ N: an+1 = f(an),

není monotónní. Předpokládejme např., že (an) je rostoucí. Platí tedy nerovnost
a0 < a1. Pak platí, že f(a0) > f(a1), protože funkce f je klesající, a tedy a1 > a2,
což je spor s předpokladem, že (an) je rostoucí.
Pomocí principu matematické indukce můžeme také dokázat, že daná po-

sloupnost je shora, resp. zdola omezená. Pokud víme, že daná posloupnost je
monotónní a omezená, můžeme zkoumat její konvergenci a vypočítat její limitu.

Věta 2 (konvergence): Nechť (an) je posloupnost. Pak platí
1. Je-li (an) rostoucí a shora omezená, pak (an) konverguje.
2. Je-li (an) klesající a zdola omezená, pak (an) konverguje.

Důkaz: Předpokládejme, že (an) je rostoucí a shora omezená. Všechny členy
posloupnosti jsou prvky jisté neprázdné a shora omezené podmnožiny množiny R.
Platí ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N:L− ε < an0 < L, kde L je horní mez této množiny. Jelikož
(an) je rostoucí a shora omezená, dostáváme

∀n ∈ N: (n ≥ n0 ⇒ an0 ≤ an < L),

a tedy
∀ε > 0 ∃n0 ∈ N: (n ≥ n0 ⇒ L − ε < an < L)

a posloupnost (an) je konvergentní. Použijeme-li větu o limitě sevřené posloup-
nosti na předchozí nerovnost pro ε → 0, ukážeme, že číslo L je limitou posloup-
nosti (an).

Věta 3 (limita posloupnosti): Nechť I je interval a funkce f : I→ R je spojitá
na I. Předpokládejme, že f(I) = I a definujme posloupnost (an), kde a0 ∈ I
a ∀n ∈ N: an+1 = f(an). Pak platí, že pokud (an) konverguje k L ∈ R, pak
L = f(L).
Důkaz: Nechť (bn) je posloupnost, pro kterou platí bn = an+1. Podle předpo-
kladu konvergují posloupnosti (an), a tedy i (bn), k číslu L. Ukážeme, že (bn)
konverguje zároveň k číslu f(L). Funkce f je spojitá na I, tj. lim

x→L
f(x) = f(L).

Jelikož posloupnost (bn) je obrazem posloupnosti (an), dostáváme

lim
an→L

f(an) = lim
n→∞

(bn) = f(L).



Setkání učitelů matematiky 2014 57

Protože každá konvergentní posloupnost má právě jednu limitu, musí platit
L = f(L). Zatímco vlastnosti rekurentních posloupností lze na střední škole
použít bez důkazu, je vhodné s žáky podrobně probrat důkaz Věty 1, jelikož se
jedná o relativně snadné použití principu matematické indukce spojené s aplikací
vlastností funkcí. Tento obecný důkaz se navíc používá při dokazování vlastností
konkrétních posloupností.

2.2 Grafické znázornění rekurentně zadaných posloupností

V českých učebnicích bývají posloupnosti graficky znázorňovány pomocí funkcí,
nebo pomocí výpočtu členů posloupnosti a jejich následným zobrazením v sou-
stavě souřadnic. Rekurentně zadané posloupnosti lze graficky znázornit pomocí
lomené čáry, kterou vytvoříme pomocí grafu funkce g(x) = x a graf generu-
jící funkce f , kde ∀n ∈ N: an+1 = f(an). Nejprve sestrojíme grafy těchto dvou
funkcí. Poté znázorníme na ose x první člen posloupnosti a0. Sestrojíme obraz
a1 = f(a0) pomocí grafu funkce f na ose y. Pomocí grafu funkce g přeneseme a1
na osu x. Stejným postupem sestrojíme obrazy dalších členů posloupnosti a zís-
káme lomenou čáru s počátkem v bodě [a0; 0], která reprezentuje posloupnost
(an) (viz obr. 1). Toto grafické znázornění posloupnosti (an) umožňuje žákům
získat lepší představu o dané posloupnosti a formulovat hypotézy o jejích vlast-
nostech.

Obr. 1: Grafické znázornění posloupnosti (an)

2.3 Příklad

Je dána posloupnost (an), a0 = 1, ∀n ∈ N: an+1 = 0,5an+2. Tato posloupnost je
dána pomocí prvního členu a lineární funkce f(x) = 0,5x+2. Jako definiční obor
funkce f zvolíme např. interval (0,∞), který obsahuje všechny členy posloupnosti
(an). Jelikož koeficient a = 0,5 je kladný, funkce f je rostoucí.
Na obr. 1 je grafické znázornění posloupnosti (an). Na jeho základě můžeme

vyslovit hypotézu, že (an) je rostoucí, omezená a konverguje k číslu 4.
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1. Posloupnost (an) je rostoucí právě tehdy, když ∀n ∈ N: an < an+1.
(a) 1 = a0 < a1 = 2,5, tj. tvrzení platí pro n = 0.
(b) Předpokládejme, že pro dané n platí nerovnost an < an+1 a ukážeme,
že an+1 < an+2. Jelikož funkce f je rostoucí, dostáváme

(an < an+1)⇔ (f(an) < f(an+1))⇔ (an+1 < an+2)

Tvrzení tedy platí pro každé n ∈ N a posloupnost (an) je rostoucí.

2. Posloupnost (an) je omezená právě tehdy, když je zdola i shora omezená.

Jelikož (an) je rostoucí, je také zdola omezená. Pomocí matematické in-
dukce dokážeme, že (an) je shora omezená číslem 4, tj. ∀n ∈ N: an < 4.
(a) a0 = 1 < 4, tj. tvrzení platí pro n = 0.
(b) Předpokládejme, že pro dané n platí an < 4 a ukážeme, že an+1 < 4.
Jelikož funkce f je rostoucí a f(4) = 0,5 · 4 + 2 = 4, dostáváme

(an < 4)⇔ (f(an) < f(4))⇔ (an+1 < 4)

Tvrzení tedy platí pro každé n ∈ N a posloupnost (an) je shora i zdola
omezená, a tedy omezená.

3. Posloupnost (an) je rostoucí a shora omezená, tj. (an) je podle věty 2 kon-
vergentní a její limita L je řešením rovnice f(L) = L. Konkrétně dostáváme
rovnici 0,5L+ 2 = L, tj. limita posloupnosti (an) je 4.

3 Závěr

Studium rekurentních posloupností pomocí výše uvedeného postupu lze využít
nejen pro samotné zkoumání posloupností, ale také pro zopakování vlastností
a grafů funkcí. V tomto článku jsme ukázali příklad konvergentní posloupnosti,
velmi zajímavé je ale i grafické znázornění divergentních posloupností. Např.
grafy posloupností, které nejsou monotónní, vytvářejí „spirály	, na kterých lze
názorně demonstrovat např. pojem vybraná posloupnost a její vlastnosti. Podle
našich zkušeností nebývá pro žáky obtížné pochopit tento způsob znázorňování
posloupností a formulovat na jeho základě hypotézy o vlastnostech funkcí. Ob-
tíže nastávají zejména u důkazů těchto vlastností při použití vlastností funkcí
a principu matematické indukce.
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Posloupnost přirozených čísel

bez druhých mocnin

Emil Calda

Abstrakt

Příspěvek se zabývá posloupností všech přirozených čísel, ze které jsou vynechány právě
všechny druhé mocniny, a je dokázán vzorec pro n-tý člen této posloupnosti.

Abychom na tomto setkání učitelů matematiky o matematice jenom nemlu-
vili, pokusím se ve svém příspěvku použít matematiku k vyřešení úlohy, která
by pro učitele matematiky mohla být zajímavá a možná i přínosná. Nejde sice
o problém zásadního významu, ale jeho řešení, zdá se mi, zas tak jednoduché
není.
Budeme se zabývat posloupností všech přirozených čísel, ze které jsou vyne-

chány právě všechny druhé mocniny, tj. posloupností

(an): 2, 3, 5, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 17, . . . , 24, 26, 27, . . . ,

Kdysi jsem se kdesi dočetl, že n-tý člen této posloupnosti je dán výrazem

an =

[
n+

√
n+
1
2

]
,

kde [x] je největší celé číslo, které je menší nebo rovno číslu x. Netušil jsem, že
důkaz tohoto tvrzení bude poněkud obtížný, ale když se mi to – jak doufám –
povedlo, řekl jsem si, že účastníkům setkání bych to mohl dát vědět.
Předpokládejme nejprve, že přirozené číslo m není členem posloupnosti (an).

Znamená to, že existuje celé nezáporné číslo n tak, že m není mezi čísly[
n+

√
n+
1
2

]
a

[
n+ 1 +

√
n+ 1 +

1
2

]
, takže platí

m − 1 =
[
n+

√
n+
1
2

]
a zároveň m+ 1 =

[
n+ 1 +

√
n+ 1 +

1
2

]
.

Připomeneme-li si, že [x] je celé číslo, pro něž je

[x] ≤ x < [x] + 1,
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plyne z předcházejících rovností

m − 1 ≤ n+
√

n+
1
2

< m a m+ 1 ≤ n+ 1 +
√

n+ 1 +
1
2

< (m+ 1) + 1,

odkud máme

n+
√

n+
1
2

< m a n+ 1 +
√

n+ 1 +
1
2
≥ m+ 1

neboli
√

n < m − n − 1
2
a
√

n+ 1 ≥ m − n − 1
2
.

Umocněním dostaneme

n < (m − n)2 − (m − n) +
1
4
a n ≥ (m − n)2 − (m − n)− 3

4
,

což znamená, že n leží v intervalu

〈
(m − n)2 − (m − n)− 3

4
; (m − n)2 − (m − n) +

1
4

)
.

V tomto intervalu však kromě čísla n leží i číslo (m − n)2 − (m − n), které je
rovněž celé; protože však tento interval je jednotkový, nachází se v něm celé číslo
pouze jedno, takže obě tato čísla se rovnají:

n = (m − n)2 − (m − n).

Z této poslední rovnosti vypočteme

m = (m − n)2,

odkud je zřejmé, že přirozené číslo m, které není členem posloupnosti (an), je
druhá mocnina přirozeného čísla.
Zbývá dokázat, že platí i obráceně:

Je-li číslo m druhá mocnina přirozeného čísla, pak m není členem posloupnosti,
jejíž n-tý člen je

an =

[
n+

√
n+
1
2

]
.

Zvolme libovolně přirozené číslo n a uvažujme konečnou posloupnost

[
1 +

√
1 +
1
2

]
,

[
2 +

√
2 +
1
2

]
, . . . ,

[
n2 +

√
n2 +

1
2

]
= n2 + n,
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která má n2 členů; tato posloupnost je zřejmě rostoucí, neboť pro všechna při-
rozená čísla k je [

k + 1 +
√

k + 1 +
1
2

]
−

[
k +

√
k +
1
2

]
≥ 1.

Protože v této posloupnosti je n2+n různých přirozených čísel a jejích členů je n2,
existuje právě n přirozených čísel, která jejími členy nejsou. Podle předchozího to
jsou druhé mocniny, a protože jich je právě n, jsou to čísla 12, 22, 32, . . . , n2. Zna-
mená to, že tyto druhé mocniny nejsou členy uvažované posloupnosti. Vzhledem
k tomu, že tento fakt platí pro všechna přirozená čísla n, není v této posloupnosti
žádná druhá mocnina přirozeného čísla, a to pro každé přirozené n.

Tím je dokázáno, že členy posloupnosti určené n-tým členem

[
n+

√
n+
1
2

]
jsou všechna přirozená čísla, z níž jsou vynechány právě všechny druhé moc-
niny.
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Ambasadoři vědy – matematika a deskriptivní

geometrie pro budoucí posluchače VŠB-TU

Dagmar Dlouhá, Radka Hamříková

Abstrakt

Hlavním cílem projektu Ambasadoři přírodovědných a technických oborů je změna po-
stojů studentů středních škol, především gymnázií, v Moravskoslezském kraji k příro-
dovědným a technickým oborům formou popularizace těchto oborů netradičními for-
mami a zvýšení motivace žáků ke vzdělávání se v přírodovědných a technických obo-
rech. V rámci tohoto projektu jsme se zapojili nejen jako ambasadoři, ale snažili jsme
se přesvědčit studenty, že není důvod bát se matematiky a deskriptivní geometrie.

1 Projekt Ambasadoři vědy přírodovědných a technic-

kých oborů

Cílem projektu je motivovat žáky středních škol na území celého Moravsko-
slezského kraje ke studiu přírodovědných a technických oborů při volbě dalšího
studia (zaměřeno primárně na žáky gymnázií, tam je zaznamenán vysoký odliv
talentů směrem k humanitním a sociálním oborům).

1.1 Ambasadoři přírodovědných oborů

Jde o popularizaci přírodovědných oborů s cílem motivovat studenty k jejich
studiu. Ideálně studenty gymnázií ke studiu M, F, Ch. Pomoci pedagogům lépe
motivovat své vlastní studenty.

1.2 Ambasadoři technických oborů

Popularizovat technické obory s cílem motivovat žáky středních škol ke studiu
technických oborů, prohloubit znalostí studentů v technických oborech. Pomoci
pedagogům lépe motivovat své vlastní studenty.

1.3 Studentská síť ambasadorů

Jedná se o motivaci studentů mezi sebou – „Baví mě fyzika, pojď, ukážu ti proč.	
Studenti například natáčeli reportáže z vysokoškolského prostředí, ptali se, proč
si oslovení vědci vybrali svou profesi. Filmy vysílala regionální televize.
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2 Naše účast v projektu

Požadavkem pro naši účast na projektu bylo, aby práce byla systematická, dlou-
hodobá, pravidelná a inovativní s konkrétní, předem známou cílovou skupinou
studentů SŠ z Moravskoslezského kraje. Měla by mít konkrétní výstupy. Akti-
vita je zaměřena především na studenty se zájmem o výzkumnou a vývojovou
činnost a její pokračování v budoucnu, mělo by se jednat o určitou konkrétní
skupinu zájemců, ne celou třídu či všechny žáky školy. Aktivita se bude konat
na dobrovolném základě a ve volném čase cílové skupiny.

2.1 Ambasadoři přírodovědných oborů

V prvním, čistě motivačním vstupu, představí ambasador studentům matema-
tiku jako zajímavý předmět studia: zdůrazní, kde všude se s ní setkáváme v praxi;
co všechno nám pomáhá řešit; atd. Součástí představení bude lidský aspekt,
osobní příběh prezentujícího. Úkolem hodinové diskuze se studenty tedy ne-
bude odborný výklad daného tématu, ale představení matematiky jako zajímavé
vědy, která je součástí konkrétního života jedné osoby (typicky otevřeného vědce,
který žáky dokáže nadchnout nebo doktorandského studenta, který je studen-
tům blízko i věkově). Tyto diskuze byly realizovány odbornými pracovníky VaV
a doktorandy či studenty magisterských programů, vždy místo 1 vyučovací ho-
diny na vybraných středních školách. Jejich cílem je zapůsobit na co nejširší masu
studentů SŠ, vytvořit v nich povědomí o možnostech matematiky, eliminovat její
vnímání jako „příliš těžké disciplíny	 a vzbudit zájem.

2.2 Není nutné bát se matematiky

Tento modul sestával ze tří částí a probíhal o víkendu nebo v pátek odpoledne,
tedy ve volném čase všech zúčastněných.
První část tvořila motivační přednáška, která seznámila studenty s rozsahem

učiva matematiky na jednotlivých fakultách VŠB-TU Ostrava.
V druhé části se studenti rozdělili do skupin po asi 15 lidech a dostali do ruky

připravené pracovní listy. V těch byl vyřešen „vysokoškolský problém	. Důraz
byl kladen na zvládnutí středoškolského učiva, které bylo součástí úlohy.
Další pracovní listy se pak zaměřovaly na procvičení a prohloubení znalostí

ze střední školy.
Třetí část probíhala jako individuální výuka, pracovali jsme ve skupinách po

2–4 studentech a náplň tvořilo opakování SŠ látky a hledání souvislostí mezi
jednotlivými tématy. Studenty nejvíce zajímaly jejich maturitní otázky.
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Obr. 1: Ukázka pracovního listu z matematiky – látka 1. semestru VŠ

Obr. 2: Ukázka pracovního listu z matematiky – látka 1. ročníku SŠ
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2.3 Není nutné bát se deskriptivní geometrie

Tento modul sestával ze dvou částí a probíhal o víkendu. První část tvořila
motivační přednáška, kde se studenti seznámili s rozsahem učiva deskriptivní
geometrie, konstruktivní geometrie a počítačové grafiky na jednotlivých oborech
VŠB-TU Ostrava.
Výuka deskriptivní geometrie bohužel ze středních škol mizí velmi rychle. Na

stavebních průmyslových školách je obvykle povinným předmětem, na strojních
průmyslových školách je vyučována jen pro některé obory a na gymnáziích se
setkáme s nepovinným předmětem. Snažili jsme se studentům ukázat, že se to-
hoto předmětu nemusí bát, obecně předpokládáme, že se student s deskriptivní
geometrií nesetkal a látka je vyučována od úplných základů. Očekáváme ale, že
student prošel planimetrií a stereometrií a zná základní definice a věty.
V druhé části se studenti rozdělili do skupin a pracovali s připravenými stu-

dijními materiály. Zde jsme jim připravili zajímavé úlohy z planimetrie a stere-
ometrie. Výuka i těchto kapitol se na řadě středních škol téměř vytratila a stu-
denti často mají problém i s úlohami se základní školy. V materiálech jsme tedy
nachystali nejen řešení zadaného problému, ale také jsme vysvětlovali všechny
používané vztahy.
Zaměřili jsme se na takové problémy, které připomenou známé konstrukce

a rozšířili jsme je o postupy, které se běžně na střední škole neobjevují. My ale
očekáváme, že je studenti VŠB-TU Ostrava umí vyřešit.

Obr. 3: Ukázka pracovního listu z deskriptivní geometrie – planimetrie
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Obr. 4: Ukázka pracovního listu z deskriptivní geometrie – stereometrie

3 Závěr

Projektu se zúčastnili studenti SŠ, kteří měli opravdový zájem o matematiku
a deskriptivní geometrii. Velmi kladně hodnotili propojení jednotlivých oblastí
matematiky s geometrií. Potvrdili, že možnost seznámit se s tím, jak probíhá vý-
uka matematiky a deskriptivní geometrie na VŠB-TU Ostrava, je zbavila obavy
ze studia na vysoké škole technického zaměření.
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Slovní úlohy – kritické místo ve výuce na ZŠ

Eduard Fuchs, Eva Zelendová

Abstrakt

Na jedné historické úloze jsou demonstrovány některé problémy spojené s řešením slov-
ních úloh. V textu jsou popsány zkušenosti autorů získané při diskusích s reprezenta-
tivním vzorkem učitelů základních škol ze všech krajů ČR.

1 Úvod

V rámci projektu Matematika pro všechny, který je realizován Jednotou čes-
kých matematiků a fyziků, vznikla řada zajímavých aktivit pro žáky základních
a středních škol, které jsou ve formě výukových materiálů pro učitele zveřejněny
na stránkách projektu. Důležitými výstupy projektu jsou kromě stovek úloh
a příkladů i podrobně zpracované rady pro využití programu GeoGebra a pro
práci se žáky se speciálními vzdělávacími potřebami. Pro využití ve výuce byla
připravena i zajímavá témata z historie matematiky.
V tomto příspěvku vás chceme seznámit s jednou slovní úlohou a s problémy,

s nimiž jsme se v diskusích s učiteli na toto téma setkali. Úloha je převzata
zMatematiky v devíti knihách, což byla učebnice matematiky pro státní úředníky
ve starověké Číně již před více než 2 000 lety. Úloha je uvedena rovněž v knize [2].

2 Zadání a řešení úlohy

Zadání úlohy je následující.

Host ujede za den 300 li. Host vyjel od hostitele, ale zapomněl jeden oděv.
Když po třetině dne hostitel objevil zapomenutý oděv, vydal se na cestu, aby
hosta dohonil. Když předal oděv hostovi, ihned obrátil koně na zpáteční cestu, za
tři čtvrti dne (od odjezdu hosta) byl opět doma. Kolik li by ujel hostitel na koni
za den?

Ačkoliv je řešení úlohy snadné, působilo učitelům i jejich žákům značné pro-
blémy. Uveďme nejprve možný postup řešení.
Ze zadání úlohy plyne, že hostitel vyjel 8 hodin (po jedné třetině dne) a vrátil

se domů po 18 hodinách (po třech čtvrtinách dne) po odjezdu hosta. Byl tedy
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na cestě celkem 10 hodin; 5 hodin jel, než hosta dohonil, 5 hodin musel jet
nazpět. Za 5 hodin tedy hostitel ujel dráhu, kterou host jel celkem 13 hodin
(vyjel o 8 hodin dříve než hostitel). Protože stejnou dráhu jel hostitel 5 hodin
a host 13 hodin, musí být jejich rychlosti v poměru 13 : 5. Hostitel by tedy za

den ujel
300 · 13
5

= 60 · 13 = 780 li.
Při řešení úlohy může být užitečné grafické vyjádření. Pro větší názornost

předpokládejme, že host vyjel v čase 0. Na časové ose si můžeme vyznačit další
důležité hodnoty, které plynou z textu dané úlohy (obr. 1).

Obr. 1: Časová osa

Nyní si stačí uvědomit, že čas, který uplynul od odjezdu hostitele z domu po
jeho návrat je dvojnásobkem času, který potřeboval k dostižení hosta (obr. 2).

Obr. 2: Doba jízdy

V okamžiku setkání byl hostitel na cestě 5 hodin a host 13 hodin. K dořešení
úlohy nyní stačí stanovit výše uvedený poměr, dořešit úlohu trojčlenkou nebo ji
řešit jako úlohu o pohybu.

3 Obtížná místa řešení úlohy

Úlohu jsme předložili 234 učitelům základních škol během seminářů projektu
Matematika pro všechny, které se konaly ve všech krajích České republiky. Na
základě diskuze s účastníky seminářů vyplynulo, že řešení této úlohy pravdě-
podobně bude pro žáky základní školy obtížné. Učitelé jako odůvodnění tohoto
tvrzení uváděli, že úloha je psána neobvyklým jazykem, text úlohy je obsáhlý,
čínská délková míra li bude pro žáky matoucí, text evokuje tzv. úlohy o pohybu,
které žáci neradi řeší, zadání úlohy obsahuje zlomky apod.
Podle našeho názoru jsou hlavní problémy zdánlivé obtížnosti uvedené úlohy

následující:
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1. Z řady údajů v textu řešitel nedovede vyčíst, že klíčové je zjistit dobu jízdy
hostitele.

2. Ze zadání řešitel nepozná, že má uveden údaj o rychlosti hosta a má vy-
počítat rychlost hostitele.

3. Řešitel si neuvědomí, že má vypočítat rychlost a proto počítá řadu zcela
nepotřebných údajů.

3.1 Nejčastější chyby v řešení

Zjistili jsme, že i někteří učitelé při řešení této úlohy dělají chyby, které vyčítají
žákům, a navíc často počítají neobratně. Např.:

• Ze zjištění, že hostitel vyjel po 8 hodinách a vrátil se po 18 hodinách po
odjezdu hosta, odvodí, že byl na cestě 26 hodin.

• Neobvyklost jednotek řeší zbytečným převodem rychlosti na „standardní	
jednotky. (Rychlost auta 60 km/h by nikdo nepřeváděl např. na m/s, uči-
telé rychlost hosta často přepočítávali na li za hodinu, což komplikovalo
další výpočty.)

• Ani ze zjištění, že hostitel byl na cestě celkem 10 hodin, nedovedla řada
řešitelů odvodit, že hostitel hosta dohonil za 5 hodin a argumentovala tím,
že host se pohybuje a oni nevědí, jakou dráhu celkem ujel.

• Řada řešitelů si na začátku napíše pohybové rovnice s = v · t pro hosta
a hostitele. Protože v okamžiku setkání jsou jejich dráhy stejné, platí rov-
nost v1 · t1 = v2 · t2. Řešitelé si však většinou neuvědomí, že ze zadání znají
nebo mohou odvodit tři hodnoty v uvedeném vztahu: rychlost hosta, dobu
jízdy hosta a dobu jízdy hostitele a čtvrtou hodnotu (rychlost hostitele)
lze snadno dopočítat. Zbytečně a často s chybami počítají délku dráhy
v okamžiku setkání.

• Mnohé výsledky odporovaly „zdravému rozumu	 (rychlost hostitele byla
menší nebo rovna rychlosti hosta).

4 Jak s úlohou na základní škole pracovat?

Pokusíme se ukázat, jak může učitel některé předvídané obtíže žáků při řešení
úlohy promyšlenou prací s textem odstranit.
Pro lepší orientaci v textu nejprve snížíme počet poskytovaných informací.

Vynecháním první a poslední věty z původní úlohy získáme text Host vyjel od
hostitele, ale zapomněl jeden oděv. Když po třetině dne hostitel objevil zapome-
nutý oděv, vydal se na cestu, aby hosta dohonil. Když předal oděv hostovi, ihned
obrátil koně na zpáteční cestu, za tři čtvrti dne (od odjezdu hosta) byl opět doma.
Toto zjednodušení umožníme žákům lépe se v textu orientovat.
Nyní mohou žáci sami formulovat otázky k danému textu, aby si lépe uvědo-

mili, jaké informace text obsahuje. Je velmi pravděpodobné, že mezi otázkami,
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které žáci vymyslí, nalezneme i otázky, které jsou důležité pro řešení původní
úlohy: Kolik hodin je třetina dne? Kolik hodin je čtvrtina dne? Kolik hodin jsou
tři čtvrtiny dne? Za jak dlouho objevil hostitel zapomenutý oděv? Jak dlouho byl
hostitel na cestě? Za jak dlouho po odjezdu z domu dohonil hostitel hosta? Jak
dlouho byl v okamžiku setkání každý z nich na cestě? Na většinu z těchto otázek
mohou odpovědět i žáci prvního stupně.
Když se nyní vrátíme k původnímu zadání úlohy, měli by si žáci uvědomit, že

pro odpověď na položenou otázku již mají podstatnou část informací uvedených
v textu zpracovánu a mohou se tedy soustředit na pochopení významu sdělení, že
host ujede za den 300 li. Ve chvíli, kdy žáci pochopí, že je třeba porovnat rychlosti
hosta a hostitele, když známe dobu, kterou byli oba na cestě než se potkali, je
třeba žáky vést k odhadu odpovědi na položenou otázku. (Hostitel musí
být rychlejší než host a to nejméně dvakrát, jestliže má hosta dohonit.)
V závěru bychom chtěli poděkovat všem učitelům, kteří nás inspirovali k na-

psání tohoto článku.
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Cesta učitele matematiky

k metodě budování schémat

Milan Hejný, Renáta Zemanová

Abstrakt

V článku popisujeme konkrétní způsoby, kterými se učitel může dostat k výuce mate-
matiky metodou budování schémat na 1. stupni ZŠ. Pracujeme jak s vysokoškolskými
studenty příslušného oboru, tak s učiteli z praxe. V případě studentů analyzujeme jejich
edukační styl, v případě učitelů sledujeme důvody, které je přiměly ke změně edukačního
stylu.

1 Úvod

V článku nabízíme učitelské veřejnosti jeden z účinných nástrojů zlepšení vztahu
českých žáků k matematice a zvýšení úrovně jejich myšlení. Ten spočívá v posunu
směrem k vyučování založenému na konstruktivistických principech, které je re-
prezentováno metodou VOBS, tedy vyučování orientované na budování schémat.
Klíčovým prvkem metody je učitel a jeho schopnost změny tradiční role.
S využitím parametrů pro diagnostiku edukačního stylu učitele publikova-

ných D. Jirotkovou [4] a studie kognitivní dimenze výuky matematiky publiko-
vané M. Hejným [3] budeme analyzovat několik vyučovacích hodin budoucích
učitelů matematiky 1. stupně ZŠ a představíme možné cesty ke změně edukač-
ního stylu učitele matematiky 1. stupně ZŠ směrem k metodě budování schémat.

2 Cíle výuky matematiky

Na základě studií H. Freudenthala [1], E. Fischbeina [2] a dalších konstrukti-
visticky orientovaných autorů vymezuje M. Hejný [3] tři kognitivní cíle výuky
matematiky:

1. žák matematice rozumí, tj. jeho znalosti nejsou formální,

2. žák je k dělání matematiky vnitřně motivován,

3. řešení matematických úloh rozvíjí žákův intelekt; zejména schopnosti

(a) komunikovat formalizovaným jazykem slovem i písmem,
(b) účinně pracovat v týmu, nebo dokonce tým vést při řešení problému,
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(c) analyzovat matematický problém,
(d) hledat řešitelské strategie a efektivně problémy řešit a
(e) efektivně pracovat s případnou chybou nebo nejasností.

K cílům záměrně není řazena kalkulativní rychlost a spolehlivost, která bývá,
zejména na prvním stupni, v tradičním pojetí výuky matematiky podle našeho
názoru až příliš zdůrazňována. Pouhý nácvik kalkulativních spojů přispívá k po-
rozumění matematice jen málo a podle našich zkušeností může tento rozvoj
dokonce zpomalovat. Pro žákovo porozumění matematice je nutné respektovat
obecné zákonitosti poznávacího procesu: k porozumění jevům vede cesta zobec-
ňování a abstrakce. Poznatek, který se do vědomí žáka dostává transmisí, je
formální, protože není opřen o konkrétní zkušenosti, tedy o izolované modely.
Účinný způsob, jak dovést žáka ke kalkulativní zběhlosti, vede přes úlohy,

jejichž řešení vyžaduje mnohé počítání, ale tato činnost není žákem pociťována
jako samoúčelná, neboť je ve službách vyšších cílů.

3 Edukační styl učitele

Jestliže tedy zobecňování a abstrakce jsou klíčové mentální procesy vedoucí
k hlubokému poznání, pak základní požadavek úspěšného vyučování matema-
tice zní: žák poznatky odhaluje samostatně, řešením úloh a diskusí se spolužáky.
Stručně řečeno, žák má intelektuální autonomii. To však neznamená, že učitel
nemá v tomto procesu žádnou roli. Opak je pravdou. Učitel musí do značné
míry změnit svůj přístup k výuce, stává se průvodcem žáka v jeho objevování
matematiky. V oddíle 4 je uvedeno šest parametrů, kterými učitelovu roli cha-
rakterizujeme.
Z výpovědí desítek učitelů, kteří úspěšně usilují o změnu svého edukačního

stylu, víme, že je to úkol nesnadný, vyžadující i několik let práce. Analýzou těchto
výpovědí D. Jirotková [4] vymezuje čtyři oblasti, které ve formování edukačního
stylu učitele hrají hlavní roli: (1) Pedagogické přesvědčení učitele; (2) Životní
zkušenosti učitele; (3) Sebevědomí učitele (v pedagogice, didaktice, matematice
a sociálních interakcích) a (4) Schopnosti a dovednosti učitele (v pedagogice, di-
daktice, matematice a sociálních interakcích). V každé z těchto oblastí vymezuje
parametry, které zásadním způsobem ovlivňují učitelův edukační styl.

4 Analýza plnění role učitele v praktických výstupech

studentů

Studenti oboru Učitelství pro 1. stupeň ZŠ pedagogických fakult Univerzity Kar-
lovy (PedF UK) i Ostravské univerzity (PdF OU), kde autoři působí, vyučují
matematiku v rámci průběžné praxe metodou budování schémat. Tuto metodu
studovali v rámci teoretických předmětů vysokoškolské přípravy. Při své praxi
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učí ve třídách, které používají učebnice matematiky M. Hejného a kol., nakla-
datelství Fraus.
Analyzovali jsme čtyři videozáznamy vyučovacích hodin z období únor–bře-

zen 2013, ZŠ Pustá Polom, 1. ročník. Každou hodinu vedli dva studenti, kteří se
ve výuce různým způsobem střídali. První hodinu vedli studenti 01 a 02, druhou
hodinu vedli studenti 03 a 04, třetí hodinu vedli studenti 05 a 06 a čtvrtou hodinu
vedli studenti 07 a 08. Pomocí šesti parametrů jsme sledovali, jak tito studenti
plní roli učitele pracujícího metodou VOBS. Sledovali jsme požadavky:
1 – vytváří klidnou a přívětivou atmosféru,
2 – dává žákům dostatečný prostor k úvahám a formulacím,
3 – vede žáky k diskuzi,
4 – nepoukazuje chyby žáků,
5 – předkládá žákům přiměřené úlohy,
6 – povzbuzuje žáky k naslouchání a analýze řešení spolužáků.
Splnění požadavků hodnotíme na škále ++ (velmi silně), + (silně), 0 (nevy-

skytlo se), − (slabě), −− velmi slabě. Výsledky uvádíme v tab. 1.

Tab. 1: Hodnocení role učitele při vedení vyučovací hodiny

01 02 03 04 05 06 07 08
1 ++ + ++ + + ++ ++ +
2 −− −− − + − −− − −
3 0 0 0 0 0 0 0 0
4 − −− −− + + + + +
5 − − − + + − + −
6 0 0 + 0 + 0 0 0

Ve stručné informaci nelze podrobněji analyzovat jednotlivé studenty. To
uděláme v jiné studii, kde porovnáme naše výsledky s podnětnými výsledky
kolegů z Prešova (M. Mokriš a I. Scholtzová) [5]. Dodejme, že jsme se studenty
následně vedli i neformální rozhovory.
Pro sledované studenty je typické, že vytvářejí klidnou a přívětivou atmo-

sféru, (parametr 1). Toto je však ovlivněno novostí situace (změna učitele), a to
jak pro studenta v roli učitele, tak pro žáky. Student žáky nezná, není schopen
přizpůsobit své vystupování v závislosti na jejich osobnosti, jeho počínání je pod
tlakem novosti situace.
Prostor k úvahám a formulacím žáků (parametr 2) studenti umenšují. Sami

k tomu vypovídají, že ticho následující po jejich otázce je zneklidňuje, snaží se
žákům pomoci v hledání cesty. Často násilně přerušují úvahy žáků, když nevy-
volávají hlásící se žáky, ale naopak ty, kteří rozhovor učitele se žáky nesledují.
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Diskuze ve sledovaných hodinách (parametr 3) se nevyskytla ani jednou.
Nevíme, nakolik je tato skutečnost ovlivněna neznámou osobou učitele, ke které
žáci měli odstup.
Práce s chybou žáka (parametr 4) byla u různých studentů různá. Chyb

se v analyzovaných hodinách vyskytlo málo, spíše žáci neuvedli výsledek vůbec.
Buď měli obavu udělat chybu obecně, nebo opět sehrály roli jejich obavy z nového
učitele. Chybu v několika případech studenti řešili položením vhodného úkolu,
který vedl k její opravě samotnými žáky, v ostatních případech reagovali ostatní
žáci bez úlohy učitele – chybu spolužáka sami opravili.
Předkládané úlohy nebyly zcela přiměřené (parametr 5). Několikrát byla

úloha příliš těžká nebo naopak příliš lehká, individuální práce s žáky se speciál-
ními vzdělávacími potřebami se nevyskytla. Důvod přičítáme zejména neznalosti
osobností jednotlivých žáků.
Situace, kdy by žáci prezentovali svá řešení odlišná od jiných žáků (para-

metr 6), se vyskytly jen sporadicky. Studenti prostor pro jejich vyjádření vy-
tvořili, dále však ostatní žáky k diskuzi nad řešením nepovzbuzovali. Možnými
příčinami jsou opět 1. ročník a neznámý učitel.
Souhrnně studenti uváděli velké obavy z jiné metody, než kterou byli sami

v době docházky na základní školu vyučováni. Vždy nad rámec svých povinností
navštívili nejméně jednu hodinu výuky před vlastním výstupem, což v letech vý-
uky podle jiné učebnice nastalo jen výjimečně. Souhlasně prezentovali nedůvěru
především ve své matematické schopnosti a dovednosti, v dalším pořadí schop-
nosti a dovednosti didaktické a pedagogické. Životní zkušenosti studentů, které
ovlivnily jejich pedagogické přesvědčení i jejich vystupování ve výuce, jsme pro
tuto studii neanalyzovali, nicméně předpokládáme, že jejich role je významná.
Zejména se projevovaly v práci s chybou, kdy jejich učitelé považovali chybu za
jev nežádoucí a snažili se ji hned opravit.

5 Cesta učitele k metodě budování schémat

Uvedeme a na skutečných příbězích budeme ilustrovat možnosti cesty učitele
ke změně vyučovacího stylu směrem k VOBS. Vybereme klíčové momenty této
cesty.
Cesta první: Pavlína absolvovala PdF OU v době, kdy zde metoda VOBS ne-

byla obsahem studia. Po nástupu do praxe musela nařízením vedení školy metodu
používat. Postupně byla vysílána na mnohé semináře a předávala informace kole-
gům. Byla účastníkem velmi nedůvěřivým a kritickým, nicméně zvídavým. Sama
říká, že chtěla dokázat, jak „to nefunguje�. Nastal opak, kdy Pavlína vlivem no-
vých zkušeností, návštěv otevřených hodin a hlavně práce s vlastní třídou metodu
nejen přijala a používá, ale stala se z ní vynikající lektorka této metody. Za svůj
hlavní problém na cestě zdokonalování metody považovala neznalost vývoje jed-
notlivých prostředí, kdy odmítala „věřit� učebnici v úlohách, které jí na první
pohled připadaly zbytečné.
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Komentář: I přes dobrý konec příběhu nedoporučujeme, aby byl učitel k me-
todě nucen. Jeho přesvědčení v sílu metody považujeme za klíčové. Nedůvěra
Pavlíny ke smyslu učebnicových úloh pramení z její osobnosti, problém byl od-
straněn, když prošla všemi ročníky prvního stupně a koncepci úloh viděla kom-
pletní.
Cesta druhá: Xenie učila čtrnáct let jako kvalifikovaná učitelka prvního stup-

ně. K metodě VOBS se dostávala formou kusých informací svých kolegů, uči-
telů jiných škol. Metoda ji zaujala, byla však přesvědčena, že může fungovat jen
v málo početných třídách „do šestnácti žáků�. Protože třídy její školy byly mno-
hem početnější, o změně metody ve vlastní výuce neuvažovala. Teprve později
se přesvědčila, že metodu lze použít bez ohledu na počet žáků a rozhodla se za-
čít. V krátkém čase před zahájením školního roku byly však všechny semináře
obsazeny. Nejprve chtěla vyčkat do dalšího roku, aby se dostatečně metodicky
připravila, ale do 1. ročníku právě nastupoval její syn. I to byl důvod, proč roz-
hodlo její přesvědčení o síle této metody, a začala hned. Za svůj hlavní problém
na cestě zdokonalování metody považovala nízkou důvěru ve své matematické
schopnosti i ve schopnosti žáků.
Komentář: Vnitřní přesvědčení učitele považujeme za nejsilnější vklad pro

jeho úspěšný přechod k metodě VOBS. Příběh je v ostrém kontrastu s před-
chozím příběhem, nicméně končí stejně. Domníváme se, že mnohem více učitelů
dosáhne zdaru touto cestou než cestou z předchozího příběhu. Podceňování žáků
je podle našich zkušeností ve školách častým jevem, po čtrnácti letech praxe Xe-
nie potřebovala mnoho času ke změně.
Cesta třetí: Gabriela učila deset let jako nekvalifikovaná učitelka prvního

stupně, poté studovala obor Učitelství pro 1. stupeň ZŠ na PedF UK, kde se
poprvé setkala s výukou matematiky metodou VOBS, když ji její vysokoškolští
učitelé aplikovali ve výuce. Na vlastní kůži zažila své rozpaky nad nezvyklými úlo-
hami, hledání strategií řešení i radost z úspěchu. Vypovídá: „Manžel řešil úlohy
pomocí středoškolské matematiky, kterou jsem já již dávno zapomněla, a jeho
vzorečkům jsem nerozuměla. Já jsem se snažila jít cestou jednoduchých kroků.
Vlastně tak, jako děti.� Jako matka pak sledovala počínání svého syna jak ve
školní matematice (tradiční), tak matematice, kterou spolu dělali doma (VOBS).
Pokračuje: „Věci, které jsem neuměla přijmout, neboť jsem hledala onu berličku,
postup, návod, vzoreček, něco, co mi někdo podá, abych mohla pokračovat, můj
syn nepotřeboval. Bezhlavě se vrhl do úlohy a hledal řešení. Metoda pokus–omyl
ho bavila, přijímal matematiku jako výzvu.� Následovala návštěva otevřené ho-
diny vedené metodou VOBS a překvapení, že žáci pracují stejně nadšeně jako
její syn. Vedení školy souhlasilo, aby metodou od prvního ročníku začala učit.
Za svůj hlavní problém považovala netrpělivost vůči žákům, nedostatek prostoru
pro jejich úvahy a formulace, který jim dávala, a svou výraznou akustickou pří-
tomnost v hodině.
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Komentář: Cesta odlišná od předchozích dvou, kdy učitel po seznámení se
s koncepcí metody důkladně metodu promýšlí a následně zavádí do výuky. Z na-
šich zkušeností jde o cestu nejčastější. Nedostatek prostoru pro úvahy a for-
mulace žáků souvisejí s nízkou důvěrou učitele v jejich schopnosti, kterou jsme
komentovali již v prvním příběhu.

6 Závěr

Popsali jsme cesty učitele k metodě budování schémat, které jsme sami zazna-
menali. Předpokládáme, že budou inspirací či zdrojem odpovědí na otázky, které
si jiní učitelé, teprve zvažující možnost nástupu na tuto cestu, kladou. Komunita
podobně smýšlejících učitelů s možností výměny zkušeností či společnými pro-
blémy a společným hledáním řešení je dobrým základem jejich klidného startu
i postupu ve chvílích, kdy by snad zaváhali. Tato komunita se úspěšně rozvíjí.
Uvědomujeme si, že metoda VOBS je netradiční v mnoha aspektech a že k je-
jímu přijetí a přenesení do výuky je potřeba velké odvahy. Současně dodáváme,
že ne pro každého učitele je metoda vzhledem k jeho osobnosti vhodná. Budou
učitelé, kteří zvolili jiný způsob konstruktivistické výuky matematiky a jejich
žáci budou rovněž matematice rozumět, budou k ní vnitřně motivováni a budou
rozvíjet svůj intelekt.

Poznámka

Autoři jsou členy H-mat, o. p. s. (http://www.h-mat.cz).
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Dynamické modely

Antonín Jančařík

Abstrakt

V poznávacím procesu hraje významnou roli proces zobecnění, v rámci kterého je žák
schopen nahlédnout společných vlastností jednotlivých, do té doby v jeho mysli izolova-
ných, modelů. Tento proces dává vznik modelu generickému a zahajuje proces krystali-
zace, která umožňuje aplikovat poznatky v novém kontextu. Článek demonstruje, jakým
způsobem mohou dynamické počítačové modely k tomuto procesu přispět.

1 Úvod

Teorie generických modelů je příkladem konstruktivistické teorie popisující po-
znávací proces v matematice. Teorie vznikla a je rozvíjena v rámci Českosloven-
ska, resp. České republiky a Slovenské republiky. Hlavní představitel této teorie
prof. Milan Hejný ovlivnil již několik generací učitelů a didaktiků matematiky.
V rámci teorie prof. Hejného je osvojování nových poznatků dějem, který se

odehrává během několika různých etap, resp. na několika kvalitativně odlišných
hladinách. K přechodu mezi hladinami dochází pomocí takzvaných hladinových
přechodů neboli zdvihů [1].

motivace →
izolované modely 1→

generický model
procesuální →
konceptuální

2→ abstraktní
poznatek

Krystalizace

Obr. 1: Proces poznávání v TGM [2]

V rámci našeho textu se zaměříme na přechod mezi hladinou izolovaných mo-
delů a hladinou generických modelů – zobecnění. Na konkrétních ukázkách bude
demonstrováno, že výpočetní technika, konkrétně nástroje dynamické geometrie,
umožňuje žákům pracovat s objekty novým způsobem. Díky přímé změně para-
metrů tak žáci v jednom okamžiku, nebo v krátkém časovém sledu, vidí velké
množství modelů, což často vede přímo k vytvoření již zobecnění představy.
Mentální obraz, který si žáci vytváří a který je na vyšší úrovni, než jednotlivé
izolované modely, budeme nazývat modelem dynamickým [3].
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Obr. 2: Pohyb vrcholu paraboly při změně parametru

2 Dynamické modely

Velkým propagátorem moderní dynamické geometrie v České republice byl již
zesnulý profesor Koman, autor několika velice zajímavých matematických vět
a nových důkazů, které vytvořil v prostředí dynamické geometrie Cabri. V jeho
pojetí dynamická geometrie přináší do roviny „třetí rozměr	 – pohyb. Prostředí
přímo v reálném čase reaguje na podněty a umožňuje nám tak bádat a objevovat
zcela novým způsobem. Na několika příkladech se pokusím demonstrovat, jak
díky přímé interakci mohou žáci objevovat nové vztahy a zobecňovat získané
poznatky.

2.1 Kvadratická funkce

První ukázka, na které si představíme možnosti dynamické geometrie a pod-
statu dynamického modelu, se týká kvadratické funkce f(x) = ax2+ bx+ c. Vliv
koeficientů a a c na tvar a polohu paraboly lze snadno demonstrovat a ověřit.
Ukázat vliv parametru b na polohu paraboly je běžnými prostředky velmi ob-
tížné. V programu GeoGebra je však taková demonstrace velmi jednoduchá. Na
obr. 2 je zaznamenána poloha grafů funkce f(x) = x2 + bx a vrcholu příslušné
paraboly v závislosti na parametru b. Pro získání obrázku je použit jak nástroj
posuvník, který umožňuje pohybovat parabolou pomocí změny parametru b, tak
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funkce Stopa, která tento pohyb zaznamenává. Na základě obrázku je již možné
formulovat hypotézu, že proměna parametru b posouvá graf funkce po parabole.
(Dynamické předvedení uvedené závislosti je ještě mnohem přesvědčivější, než
statický obrázek.) Takto vzniklou hypotézu lze již také snadno ověřit výpočtem.

2.2 Dělení čtyřúhelníku

Díky experimentování v prostředí dynamické geometrie se žáci také setkávají
mnohem častěji s modely, které by jinak mohly být pro ně překvapivé. Příkladem
může být nekonvexní čtyřúhelník. Při řešení úloh na čtyřúhelníky se často stává,
že učitel či žák na nekonvexní případ zapomenou. Příkladem takového opomenutí
může být například tvrzení, že čtyřúhelník je jednoznačně určen svými vrcholy,
které pro nekonvexní čtyřúhelník neplatí.
Pro ověření, zda má žák správně vybudovanou představu čtyřúhelníku, lze

použít následující úlohu: Rozhodněte, zda lze každý čtyřúhelník jedním řezem
rozdělit na dva čtyřúhelníky. Žáci, kteří používají neúplný model konvexního
čtyřúhelníku, odpovídají zpravidla bez větších potíží kladně, protože v rámci je-
jich představy je úloha snadno řešitelná řezem, který spojuje středy protilehlých
stran. Pokud však úlohu řeší v programu GeoGebra, tak při manipulaci s vrcholy
s pravděpodobně narazí na situaci, kdy je čtyřúhelník nekonvexní a navržené ře-
šení nefunguje (viz obr. 3). Na rozdíl od běžné práce, kdy si žák volí parametry
náčrtku, v případě práce v programu GeoGebra obvykle posouvá volené vrcholy
v rámci celé nárysny a má tedy mnohem větší šanci neobvyklou situaci zachytit.

Obr. 3: Nefunkční dělení v případě nekonvexního čtyřúhelníku

2.3 Práce s obsahem

Pomocí spojování středů stran čtyřúhelníku lze formulovat i poměrně obtížnou
úlohu, která je ale ve spojení s dynamickými nástroji řešitelná i žáky základní
školy. Zadání úlohy zní: Dokažte, že každý čtyřúhelník má dvojnásobný obsah,
než čtyřúhelník zadaný středy jeho stran (dále středový čtyřúhelník).
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Uvedené tvrzení lze snadno v programu verifikovat (viz obr. 4). Žáci si mohou
také snadno ověřit, že středový čtyřúhelník je vždy (i pro nekonvexní čtyřúhelník)
konvexní.

Obr. 4: Obsahy čtyřúhelníků

Aby žáci našli důvod, proč platí vztah mezi obsahy čtyřúhelníků, musí s mo-
delem ještě trochu experimentovat. Jako efektivní se jeví hledat vztah mezi ob-
sahy jednotlivých částí (viz obr. 5). Při tomto experimentování žáci jistě objeví,
že obsah všech čtyř trojúhelníků, ze kterých se středový čtyřúhelník skládá, je
stejný. Mohou ale také zjistit, že obsah trojúhelníků ležících u protilehlých vr-
cholů velkého čtyřúhelníku (např. DSADSCD a BSABSBC) je vždy polovinou
obsahu čtyřúhelníku středového. Pokud na to žáci nepřijdou sami, může je učitel
k tomuto pozorování nějakým způsobem nasměrovat. Toto je pak tvrzení, které
budeme chtít dokázat. Z něj pak požadované tvrzení snadno vyplývá.

Obr. 5: Rovnost obsahů
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Pro důkaz tohoto pomocného tvrzení je nutné si uvědomit, že strany stře-
dového čtyřúhelníku jsou středovými příčkami trojúhelníků tvořených vrcholy
zadaného čtyřúhelníku. Tento fakt při důkazu použijeme dvakrát. Poprvé pro to,
abychom ukázali, že středový čtyřúhelník je rovnoběžník a tudíž platí vztah (1)
a tudíž do obrázku můžeme doplnit několik rovnoběžek (viz obr. 5).

|SADSCD| = |SABSBC | (1)

Podruhé se vlastnost středních příček použije pro důkaz, že součet výšek
v trojúhelnícíchSABSBCB aSADSCDD je stejný jako v trojúhelnícíchSABSBCS
a SADSCDS, což snadno vyplývá z faktu, že výška vD v trojúhelníku SADSCDD
je polovinou výšky vD v trojúhelníku ACD a výška vB v trojúhelníku SABSBCB
je polovinou výšky vB v trojúhelníku ACB. Nyní již požadovanou rovnost ob-
sahů snadno dokážeme pomoví výpočtu obsahu trojúhelníka dle vzorce (2)

SΔ =
strana · výška

2
. (2)

3 Závěr

Dynamické modely umožňují žákům u vhodně vybraných úloh experimentovat
v mnohem větším rozsahu, než je tomu běžné u metod „papír tužka	. Díky ak-
tivní práci s modelem situace žáci obvykle odhalí mnohem více závislostí a sou-
časně se mohou vyvarovat toho, že některé méně obvyklé situace přehlédnou či
zanedbají. To také brání tomu, aby žáci pracovali se vztahy, které jsou pouze
zdánlivé, protože změnou zadání se obvykle ukáže jejich neplatnost. Díky těmto
vlastnostem představují dynamické modely důležitý nástroj, který může přispět
k rozvoji poznávacího procesu žáka a ke zkvalitnění a zefektivnění vyučovacího
procesu na základních i středních školách.
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Rozvoj učitelských kompetencí

Darina Jirotková, Renáta Zemanová

Abstrakt

V článku představujeme metodu kombinovaného dialogu, kterou jsme použili pro zkou-
mání empatie u budoucích učitelů 1. stupně ZŠ do myšlení žáka a jejich schopnosti
reflektovat názory svých kolegů. Výzkum prokázal, že metoda má nejen výzkumný, ale
i edukační potenciál a že je účinným nástrojem rozvíjení učitelských kompetencí jako
předvídání matematického chování žáka, práce s chybou a vedení žákova objevitelského
a reedukačního procesu.

1 Úvod

Mnohé studie z posledních let v oblasti didaktiky matematiky u nás, se zaměřují
na zkoumání příčin neuspokojivých výsledků našich žáků v matematice ať již
u maturitních zkoušek či v mezinárodních srovnávacích testech PISA a TIMSS,
na zjišťování tzv. kritických míst matematiky základní školy [6], na vymezení
matematické kultury [5] a gramotnosti [9, 10] apod. Úvahy o možnostech zlep-
šení situace se často týkají pedagogického přesvědčení učitele [8] a jeho edu-
kačního stylu. Hejný [2] a Jirotková [4] studovali edukační styly učitelů a for-
mulovali nástroj na jejich popis. Tento nástroj je tvořen 20 parametry rozděle-
nými do 4 oblastí – přesvědčení, zkušenosti, osobnost a schopnosti/kompetence
a byl zkonstruován s cílem identifikovat možnosti ovlivňování a směrování učitele
k tvořivému, objevitelskému a konstruktivistickému edukačnímu stylu. Ten je
charakterizován mimo jiné i jeho prací s chybou žáka, jeho schopností předvídat
řešitelské strategie a chyby žáků, dovedností odhalovat příčiny chyb a formulovat
účinné reedukační procesy.
Jako účinný nástroj na rozvíjení empatie učitele do žákova myšlení se při

naší práci ukázala tzv. metoda kombinovaného dialogu. Tuto metodu rozpraco-
val M. Hejný zpočátku jako metodu na rozvoj komunikačních schopností žáků
a jejich autonomie. My jsme ji aplikovali ve spolupráci dvou pracovišť – KMDM
Pedagogické fakulty v Praze (PedF UK) a KMD Ostravské univerzity (PdF
OU) – při práci se studenty učitelství 1. stupně ZŠ na zkoumání úrovně jejich
empatie do žákova myšlení a možností jejího rozvoje.
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Empatie dnes patří mezi významné koncepty humanistické psychologie [7],
avšak zatím chybí její jednotné vymezení. Proto si pro naše potřeby dovolíme
používat námi vytvořený pojem didaktická empatie nebo jen empatie, kterou
chápeme jako učitelovo porozumění psychickým stavům ostatních aktérů výuky,
které souvisí s vyučovacím procesem. Empatii členíme na interní (schopnost
učitele předvídat žákovská řešení) a externí (schopnost učitele využívat interní
empatii jiných, osob kriticky posuzovat jejich myšlenky a případně je přejímat).

2 Výzkumná sonda

Sonda byla realizována ve dnech 4. 3. 2013 na PdF OU a 9. 3. 2013 na PedF
UK. Respondenty byli studenti 3. a 4. ročníku studijního oboru Učitelství pro
1. stupeň ZŠ. Studenti byli rozděleni do čtyř skupin: 1. skupinu tvořilo 6 studentů
prezenční formy studia PdF OU, 2. skupina byla tvořena 6 studenty kombinované
formy studia PdF OU, 3. skupina 5 studenty kombinované formy studia PedF
UK a 4. skupina také 5 studenty kombinované formy studia PedF UK. Studenti
se k experimentu přihlásili dobrovolně a zadané úkoly mohli plnit anonymně.
Pro výzkum byla využita část videonahrávky hodiny matematiky pořízená

dne 15. 2. 2013 ve 3. ročníku (žáci věku 9–10 let) na ZŠ Dědina v Praze 6
při otevřené hodině v rámci konference Dva dny s didaktikou matematiky 2013.
Videozáznam zachycuje, jak celá třída společně řeší úlohu z učebnice matematiky
pro 3. roč., [1, s. 43/44]. Úloha je z prostředí tzv. násobilkových čtverců.
V diagramu (obr. 1) jsou dána čtyři pole ve vrcholech čtverce. Čísla do nich

vepsaná nazýváme rohová čísla. Dále jsou vyznačena čtyři pole ve středech stran
čtverce a čísla do nich vepsaná nazýváme středová čísla. Každé středové číslo je
součinem dvou sousedních rohových čísel.

Úloha. Zjisti součet středových čísel v daném násobilkovém čtverci (obr. 1).
Stejnou úlohu vyřeš, když bude v pravém horním poli místo čísla 4 některé
z čísel 1, 2, . . . , 9, 10. Výsledky zapiš do tabulky.

Obr. 1: Násobilkový čtverec

Studenti, respondenti experimentu, byli předem seznámeni s úlohami z pro-
středí násobilkových čtverců i s uvedenou úlohou, které se týkala videonahrávka
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části výukové hodiny. S řešením úloh neměli žádný problém, tedy nebyli samot-
ným matematickým problémem zatíženi.
Jako výzkumná metoda byla použita metoda kombinovaného dialogu. Popí-

šeme ji v kontextu naší výzkumné sondy.
Studentům byly postupně přehrány čtyři krátké fragmenty videozáznamu

zmíněné hodiny matematiky. Po shlédnutí každého fragmentu byla formulována
otázka (viz níže). Otázky byly uvedeny také na pracovním listu, na který re-
spondenti zapisovali své výpovědi. Nejdříve zapsali odpověď na danou otázku –
výpověď A. Tyto odpovědi si pak ve skupině přečetli nahlas, podtrhli svou první
výpověď, do níž už nesměli zasahovat, a pod čáru napsali druhou výpověď B.
V ní mohli první výpověď upravit, opravit nebo doplnit pod vlivem vyslechnu-
tých výpovědí ostatních respondentů. Tyto čtyři dvojice písemných výpovědí se
staly naším výzkumným materiálem, který jsme analyzovali kvalitativně. Za-
měřili jsme se na zkoumání empatie studenta-učitele směrem k žákovi a jeho
citlivosti vůči názorům ostatních účastníků skupiny. Zajímalo nás, jaké faktory
ovlivňují empatii budoucích učitelů a jak lze tyto poznatky využít pro zvýšení
efektivity přípravy učitelů a jejich kvality budoucího vyučování matematice na
1. stupni ZŠ.
První fragment začínal pohledem na tabuli na vyplněnou tab. 1. Žáci ji po-

stupně doplňovali, samostatně chodili k tabuli zapisovat výsledky, které zrovna
spočítali. Zkratka SSČ uvozující druhý řádek tabulky znamená součet všech čtyř
středových čísel a ČČ znamená červené číslo. Je to rohové číslo vpravo nahoře,
které bylo na tabuli nejdříve červené, a pak paní učitelka vyznačila červeně jen
rámeček, kam se postupně měla dosazovat čísla z dolního řádku tabulky. Po
chvíli se jeden žák přihlásil a na pokyn učitelky šel k tabuli.
Otázka pro studenty: Kuba jde k tabuli. Co přesně na tabuli provede?

Tab. 1: Fragment 1

ČČ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
SSČ 6 9 13 15 18 21 24 27 31 33

Druhý fragment začínal pohledem na vyplněnou tab. 2. Tučně je vyznačena
změna, která se odehrála mezi prvním a druhým fragmentem hodiny. Jeden žák,
Kuba, stojí u tabule a rukou postupně ukazuje na jednotlivá čísla v dolním řádku
tabulky.
Otázka pro studenty: Co přesně Kuba u tabule dělá?

Tab. 2: Fragment 2

ČČ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
SSČ 6 9 12 15 18 21 24 27 31 33
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Ve třetím fragmentu učitelka postupně doplnila do horního řádku tabulky
čísla 11, 12. Žáci pod ně do dolního řádku postupně a celkem rychle doplnili
čísla 36, 39. Učitelka pokračovala otázkou, jaký bude SSČ pro ČČ=20 (tab. 3).
Tučně jsou opět vyznačeny změny oproti tab. 2.
Otázka pro studenty: Žáci řeknou čtyři různé výsledky. Jaké a proč právě

daný výsledek?

Tab. 3: Fragment 3

ČČ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 20
SSČ 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36 39

Ve čtvrtém fragmentu učitelka zapsala do tabulky pod číslo 20 jako červené
číslo součty středových čísel, které jí žáci postupně nadiktovali. Byly to 52, 66,
63. Nejdříve se tam ale objevilo číslo 42, které po chvilce žáci chtěli opravit,
proto bylo smazáno. Učitelka se zeptala žáků, který výsledek je vlastně správný.
Otázka pro studenty: Jak žáci zjistí, který výsledek je správný?

3 Výsledky

Při analýze písemných odpovědí jsme se zaměřili na množství a kvalitu konkrét-
ních předpovědí. Zde uvedeme pouze analýzu odpovědí na první otázku, tedy na
otázku: Co přesně (Kuba) na tabuli provede? Podle videozáznamu Kuba v ta-
bulce opravil chybně doplněný součet středových čísel pro červené číslo 3 (přepsal
chybných 13 na správných 12) a zeptal se učitelky, zda může opravit další chybu.
Každou výpověď studenta jsme rozložili na myšlenkové jednotky. Například

výpověď jednoho respondenta: „Žák jde doplnit další číslo do tabulky nebo se
prohodí doplněná čísla na červeném rámečku do jiného rohu, třeba do levého
horního.	 jsme rozložili na tyto tři myšlenkové jednotky:

• doplní další číslo do tabulky,
• změní polohu červeného rámečku,
• uvádí dvě alternativy.

Ty myšlenky, které jsme považovali za obdobné, jsme seskupili a reprezen-
tovali jednou výpovědí. Uvedeme zde přehled myšlenek, předpovědí z odpovědí
všech respondentů na první otázku k prvnímu videofragmentu. Žák
01. zformuluje generický model konceptuální [3], tj. vysvětlí systém, jakým
způsobem dostane součet středových čísel v závislosti na volbě pravého
horního čísla násobilkového čtverce

02. zformuluje generický model procesuální [3], tj. popíše proces, jak pokračují
čísla v dolním řádku tabulky, např. „Spodní číslo je následující násobek 3.	
nebo „Výsledek se posune opět o tři.	

03. najde chybu ve druhém řádku tabulky (součty středových čísel).
04. opraví chybu ve druhém řádku tabulky (opraví číslo 13 na číslo 12).
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05. opraví chybu ve druhém řádku tabulky (opraví číslo 31 na číslo 30).
06. kontroluje výpočtem čísla ve druhém řádku tabulky.
07. do tabulky dopíše vedle čísla 10 číslo 11.
08. do tabulky dopíše vedle čísla 33 číslo 36.
09. bude pracovat s čísly v násobilkovém obdélníku.
10. zkusí počítat, mluví nahlas, vysvětluje, vezme křídu.
11. udělá jednu ze dvou možných činností.

Například tři výše uvedené myšlenky jsou po řadě reprezentovány výpověďmi
číslo 07, 09 a 11 v přehledu. Jednotlivé výpovědi jsme podle jejich obsahu se-
skupili do šesti tříd, pro výzkum jsme vybrali následujících pět tříd. Skupina
výpovědí 03, 04, 05, 06 se týká nalezení a opravy jedné nebo dvou chyb. Tu
jsme označili M („mistake	). Výpovědi 07 a 08 mluví o doplnění čísel do dalšího
sloupce v tabulce, označili jsme ji N („next	). Výpověď 02 předvídá objev gene-
rického modelu procesuálního – P („process	), výpověď 01 předvídá objev gene-
rického modelu konceptuálního – R („rule	) a výpověď 09 mluví o doplnění čísel
do násobilkového obdélníka – S („supplement	). Výpovědi 10 a 11 jsou popisem
vnějšího děje a nezabývají se tím, co se asi odehrává v hlavě žáka Kuby. Nepo-
važujeme je tedy pro nás za relevantní a dále jsme s nimi nepracovali. V tab. 4
uvádíme přehled výpovědí obsažených v odpovědích A jednotlivých respondentů
na první otázku. Ve vodorovném záhlaví jsou kódy jednotlivých respondentů.
Vzhledem k tomu, že neděláme komparativní analýzu, není nutné nyní uvádět,
do jaké skupiny daný student patřil. Ve svislém záhlaví jsou uvedeny výpovědi
číslované podle výše uvedeného přehledu, v posledním řádku je shrnutí odpovědí
jednotlivých respondentů podle tříd M, N, P, R, S.

Tab. 4: Odpovědi A, fragment 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
01 +
02 + +
03 + + + +
04 + + + + + +
05 + + + + + +
06 +
07 + + + + + + + +
08 + + + + + +
09 + + +
10 + +
11 + +

celkem S M M N M M S M S N M M N N M M R (P) NP M NM NP N

V rámci studia externí empatie studentů jsme sledovali množství a kva-
litu převzatých myšlenek, tedy myšlenek ostatních respondentů, resp. potvrzení
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vlastní myšlenky. Pracovali jsme s třídami odpovědí, které popisujeme výše.
Tab. 5 dává přehled o tom, jaké myšlenky ve druhé výpovědi (B) respondent pře-
bral od ostatních a jak reflektoval své vlastní myšlenky. Zajímalo nás, zda došlo
ke kvalitativnímu posunu empatie u jednotlivých studentů jednak po přečtení
výpovědí A ve skupině a jednak i přechodem k dalšímu fragmentu. V druhém
řádku tabulky jsou u každého respondenta uvedeny myšlenky, které přijal od
ostatních členů skupiny. Třetí řádek uvádí, zda respondent potvrdil (+) vlastní
myšlenky. Čtvrtý a pátý řádek sumarizuje výpovědi A a B po prvním fragmentu.
Šestý řádek doplňuje sumáře z předchozích dvou řádků o absentující, nepřijaté
myšlenky ostatních respondentů.

Tab. 5: Odpovědi B, fragment 1, souhrn A+B

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
přijímá
myšlenky

03–05 05 11 03–05 05 03–05 03–05

potvrzuje
myšlenky

+ + + + + + + + +

celkem A S M M N M M S M S N M
celkem B SM M MS M P* M M SM P* S NM M
absence
myšlenek

RPN RPNS RPN RS RPNS RPNS RPN RNS RPNM RPS RPNS

12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
přijímá
myšlenky

05 02–05 02 07, 08 02 03–05 05 07, 08 05

potvrzuje
myšlenky

+ + +

celkem A M N N M M R NP M NM NP N
celkem B M PM P N P M M NP M
absence
myšlenek

RPNS RS MRS PRS NRS NS RS RS PRS MRS PRS

*) Respondent formuluje procesuální model, ale jako svou vlastní myšlenku (nepřebírá ji)

4 Shrnutí

Z tab. 4 je vidět, že jen tři studenti (17, 18, 21) předvídali žákovo odhalení
generického modelu, tj. závislosti mezi prvním a druhým řádkem řešení úlohy
(tab. 1). Pouze jeden z nich předvídal objev modelu konceptuálního (17) a zbylí
dva respondenti model procesuální (18, 21).
V odpovědi B pak dalších 6 respondentů (4, 8, 13, 14, 16, 19) myšlenku (P)

přijalo, avšak 13 nebylo touto myšlenkou nijak osloveno. Tohoto jevu jsme si
všimli hned při realizaci experimentu a požádali jsme studenta 17 o rozhovor.
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Z něj vyplynulo, že student učí třídu výjimečně nadaných žáků a že jeho odpo-
věď odrážela předpokládanou reakci žáků v jeho třídě. Žádný ze čtyř studentů,
kteří byli ve skupině se studentem 17, nepřijal jeho myšlenku konceptuálního
generického modelu (R). Myšlenka P se však objevuje v odpovědích několika
respondentů po dalších fragmentech videa a proces objevování myšlenky gene-
rického modelu ať procesuálního, nebo hlubší myšlenky modelu konceptuálního
učiteli budeme dále zkoumat. Toto zaměření nám ukáže edukační sílu metody
kombinovaného dialogu.
Polovina respondentů předvídala odhalení některé z chyb, které se na tabuli

objevily, tedy odpovědi třídy M (03–06) v tab. 4. Zde je spíše zajímavé, proč
u poloviny respondentů myšlenka chyby v první odpovědi nezazněla. Osm z nich
(1, 4, 7, 10, 13, 17, 18, 22) přijalo myšlenku chyby až od ostatních a uvedlo ji
v odpovědi B. Tedy metoda kombinovaného dialogu zde měla vliv na to, že si
studenti uvědomili důležité skutečnosti. Teprve zkoumání reakcí dotyčných stu-
dentů na další fragmenty, popřípadě v dalších experimentech, by mohla ukázat,
zda se tímto způsobem skutečně schopnost empatie, aspoň krátkodobě v rámci
tohoto experimentu, nějak rozvinula. Proti očekávání tři respondenti (9, 14, 21)
zůstali vůči myšlence chyby imunní, i když byla zcela zřejmá na videozáznamu
a byla opakovaně čtená ostatními respondenty – tab. 5, poslední řádek. To se
rovněž stane předmětem dalšího zkoumání.
Osm respondentů v odpovědi A zmínilo možnost pokračování zápisu čísel do

tabulky – odpověď třídy N. Dva další (15, 19) tuto myšlenku v odpovědi B přijali
a zbylých 12 myšlenku překvapivě nepřijalo. Domníváme se, že tento jev souvisí
se zkušeností respondenta s typy úloh, které nabízejí objev nějaké vazby, i když
samotná formulace úlohy k tomu nevybízí.
Tři respondenti uvedli myšlenku doplnění čísel do násobilkového obdélníka,

tedy odpověď 09. Alternativní odpovědi (žák udělá jednu ze dvou možností), tedy
odpověď 11, explicitně uvedli pouze dva respondenti (8, 15), ostatní uvedli právě
jednu odpověď, další řešení nehledali. Zajímavé je, že žádný z respondentů, který
odhalil přítomnost generického modelu, nemluvil o odhalení chyby v tabulce, což
by užitím generického modelu mělo být snadné.
Přehledná tab. 5 překvapivě odhaluje fakt, že 6 respondentů (2, 5, 6, 9, 11, 12)

nepřijalo myšlenku nikoho jiného a jejich spektrum odpovědí zůstalo poněkud
chudé. Pokud reakce těchto studentů na další fragmenty potvrdí jejich slabou
empatii i neschopnost uvažovat o myšlenkách kolegů, je pro ně třeba vytvořit
vhodné učební úkoly, které budou jejich schopnosti v této oblasti rozvíjet.

5 Závěr

Obdobným způsobem jsme zpracovali reakce studentů na videofragmenty 2–4,
avšak zde již výsledky a analýzy neuvádíme. Naším cílem nebylo provést dů-
kladnou studii empatie studentů, to by při nízkém počtu respondentů a dalších
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aspektech experimentu nebylo možné, nýbrž předvést metodu kombinovaného
dialogu v praxi, poukázat na její výzkumný a edukační potenciál. Rovněž jsme
naznačili, jakými směry se mohou naše společné výzkumy ubírat.
Za závažné zjištění považujeme skutečnost, že kromě jediného respondenta

(17) žádný jiný nevyslovil myšlenku konceptuálního generického modelu (R),
tedy formulace vazby mezi prvním a druhým řádkem tabulky, kde byla zazna-
menána jednotlivá řešení, i když studenti sami stejnou úlohu před experimentem
řešili. U třinácti respondentů zcela schází myšlenka procesuálního generického
modelu (P), u dvanácti respondentů myšlenka pokračování dalšího sloupce ta-
bulky (N). U třech respondentů (9, 14, 21) není myšlenka chyby (M) vůbec
přítomna.
Posuzovali jsme též srozumitelnost odpovědí respondentů, jejich komunikační

schopnosti a charakter obsahu jejich sdělení. Srozumitelnost sdělení jsme ohod-
notili škálou 1–4, kde 1 – jasná a přesná odpověď, 2 – jasná a srozumitelná
odpověď při dobré vůli čtenáře, 3 – ambivalentní odpověď (připouští aspoň dvě
různé interpretace), 4 – nejasná odpověď. Z našich analýz je patrné, že významně
převažuje sdělení o externích jevech. Tedy respondenti více předvídali konání
žáka než to, jak asi uvažuje. Závěrem zde jen konstatujeme, že úroveň komuni-
kace o kognitivních jevech ve srovnání s úrovní komunikace o externích jevech je
mnohem slabší.
Metoda kombinovaného dialogu se na obou fakultách již zavedla jako edu-

kační nástroj zejména v seminářích z didaktiky matematiky, a to nejen při rozbo-
rech videí, ale též při rozborech příběhů, kdy studenti mají například dokončit
příběh tak, aby došlo k objevu nějaké matematické vazby, a dále v diskusích
o některých didaktických jevech. Věříme, že tím mimo jiné přispíváme k rozvoji
didaktické empatie budoucích učitelů, a tím i rozvoji učitelských kompetencí.

Poděkování

Článek byl podpořen výzkumným projektem č. P407/11/1740 – Kritická místa
matematiky na základní škole – analýza didaktických praktik učitelů.
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Autorky jsou členkami H-mat, o. p. s. (http://www.h-mat.cz).
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Jsou aplikační úlohy ve výuce matematiky

vždy přínosem?

Jana Kalová

Abstrakt

Termín aplikační úloha v matematice je často diskutován v nejrůznějších formách
a souvislostech. Pokud ale chceme analyzovat použití aplikačních úloh ve výuce ma-
tematiky, je třeba tyto úlohy klasifikovat. Pokusme se zaměřit na některá úskalí, která
zařazení aplikačních úloh do výuky může přinést, a naopak na obrovské přínosy, kterými
mohou aplikační úlohy přispět k osobnostnímu rozvoji studentů a jejich poznání.

1 Úvod

Aplikační úlohy jsou do výuky matematiky zahrnovány již velmi dlouho [9].
V posledních letech se však diskuze o jejich využití a roli při výuce matema-
tiky stupňuje. Zesílení tendencí na zařazování většího množství těchto úloh do
vyučování je zdůvodňováno například tím, že studenty matematika příliš ne-
baví a praktické úlohy mohou být vhodným stimulem pro vyvolání zájmu o její
studium.
Na konci minulého století se jako reakce na předchozí ne příliš povedené re-

formy rozšířily na konstruktivismu založené pedagogické metody, které vycházejí
z myšlenky, že je třeba nechat žáky a studenty, aby sami dospěli k novým po-
znatkům. V této metodě hraje základní roli zkušenost s okolním světem. Proto se
často objevují různé úlohy založené na každodenní zkušenosti [2]. Vyčerpávající
zhodnocení těchto přístupů lze nalézt v publikaci [11].

2 Klasifikace úloh

Aplikační úlohy mohou být velice rozmanité, a proto je třeba je klasifikovat [4, 5,
6]. Klasifikaci lze vytvářet podle různých hledisek a účelů, kterým má sloužit [12,
10]. V našem případě je zcela postačující následující členění na:
1. úlohy ilustrační a motivační,
2. úlohy mezioborové – z matematiky, biologie, ekonomie, fyziky, chemie atd.,
3. úlohy matematického modelování.

Podrobnější diskuzi k úlohám typu 1. a 2. lze najít v [5, 6]. Shrňme zde jen
stručně závěry k těmto dvěma typům úloh.
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2.1 Ilustrační a motivační úlohy

Ilustrační a motivační úlohy se ve výuce matematiky historicky objevují již po
dlouhou dobu. Jejich role je podpůrná a slouží k motivaci studentů a vyvo-
lání zájmu o dané téma. Pro tyto úlohy je typické, že vedou k jednoduchému
vytvoření matematického modelu, kterým může být třeba rovnice. Neklade se
zde důraz na pravdivý obraz skutečnosti. (Nezkoumá se například, zda opravdu
dvakrát více pracovníků stihne práci za polovinu času.)

2.2 Úlohy mezioborové

Mezioborové úlohy by se měly primárně řešit v odpovídajích předmětech, ne
však v matematice. Důvodem je nebezpečí přílišného zjednodušování reality, na-
příklad použitím nesprávných nebo nepřesných předpokladů. V matematice by
se neměla primárně učit fyzika a ve fyzice matematika, jak se velmi často děje,
a podobně je to s dalšími obory. Patrně nedostižným ideálem je, aby se v ho-
dinách matematiky probral potřebný matematický aparát a následně například
v hodině fyziky by studenti své poznatky bezprostředně aplikovali.

3 Úlohy matematického modelování

Úlohy typu matematické modelování patří mezi úlohy nejsložitější. Probíhají
diskuze, co přesně pod daný pojem vlastně zahrnout.
Například Blum [1] rozlišuje mezi matematickým modelováním a aplikací

matematiky. Při modelování se vychází z reality a snahy najít nebo vytvořit její
matematický model. Jdeme tedy směrem od reality k matematice. Naproti tomu
aplikace vycházejí z již existující matematické znalosti nebo známého matema-
tického modelu. V tomoto případě tedy směřujeme od matematiky k realitě,
zjišťujeme například, kde by se dal již známý matematický model použít.
V tomto příspěvku rozumíme matematickým modelováním takové aplikační

úlohy, při jejichž řešení je třeba analyzovat realitu, vytvořit její model, z vy-
tvořeného modelu reality následně vytvořit matematický model, pokusit se ho
vyřešit, a potom toto řešení opět konfrontovat s realitou. Popsaný poznávací cyk-
lus může probíhat i několikrát, dokud se nedospěje k odpovídajícímu výsledku.
Poznamenejme, že cykličnost procesu je možnost, která se ne vždy musí využít.
Schéma cyklu je znázorněno na obr. 1.
Cílem matematického modelování je naučit studenty vytvářet modely, které

se co nejvíce blíží realitě. Vytvoření adekvátního modelu však vyžaduje pokud
možno detailní znalost dané problematiky. Pouhá znalost matematiky nestačí. Je
velkou chybou, když ve snaze naučit studenty matematiku je učíme povrchnímu
přístupu k dalším oborům. K úspěšnému vytvoření správného matematického
modelu je nutné nejprve analyzovat příslušný reálný problém. K tomu je často
potřeba použít pro daný obor specifické postupy a znalosti. Proto může být
velice užitečná spolupráce s externisty. Nevyžadujme po učiteli matematiky, aby
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Obr. 1: Modelovací cyklus [13]

byl špičkovým odborníkem také ve fyzice, biologii, chemii nebo společenských
vědách.
Při řešení úloh matematického modelování je velmi vhodné využívat moderní

technologie, například specifický matematický software [3]. Tím jsou však kla-
deny další požadavky na učitele matematiky. Pro úspěšné sestavení a vyřešení
modelu jsou nutné znalosti speciálních výpočetních postupů (například vyhod-
nocování experimentálních dat), moderních technologií a také sledování změn
jejich vývoje.

4 Matematické modelování v praxi

Vlastní zkušenosti z praxe ukazují, že je nevhodné a někdy i škodlivé zařazovat
úlohy matematického modelování do výuky pro všechny studenty. Pro studenty
s menším zájmem o matematiku nebo v matematice méně zběhlé je vhodnější
a přínosnější, pokud se věnují více úlohám typu 1 a 2. Úlohy matematického
modelování jsou obtížné, časově náročné, je pro ně třeba hledat specifický časový
prostor. Ten pak může chybět právě slabším studentům pro zvládnutí základních
matematických technik a postupů.
Na Gymnáziu Jírovcova v Českých Budějovicích je kromě v mnohých smě-

rech nadstandardního obsahu povinné výuky do vzdělávání zařazena také ne-
povinná příprava studentů na předmětové soutěže, v nichž dosahují prestižních
výsledků v regionálním, celostátním i mezinárodním srovnání. Studenti získá-
vají významná ocenění v mezinárodní olympiádě astronomické, biologické, eko-
logické, fyzikální, chemické, matematické i v ostatních soutěžích. Studentům jsou
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Student Název práce Rok
dokončení

Úryvek z anotace

Tomáš
Trnka

Hustá
rozmístění

2006 Tématem práce je řešení tzv. „containment
problem� neboli nalezení minimálního kontejneru
pro daný mnohoúhelník, kde minimálním
kontejnerem rozumíme opsaný obdélník sáco
nejmenším obsahem. Tento problém má široké
praktické aplikace, kupříkladu právě při tvorbě
tzv. „hustých rozmístění�, kdy je potřeba dané
mnohoúhelníky co nejefektivněji poskládat do
určeného prostoru (tyto mnohoúhelníky mohou
být určitými součástkami, které je třeba vysekat
záplechu). Cílem práce bylo navržení algoritmu,
který by tento problém řešil, a dále jeho
převedení do praxe napsáním spustitelného
počítačového programu (využit byl jazyk C++
na platformě MS Windows). Implementovaný
algoritmus by bylo možno ihned využít v praxi.

Adam
Kabela

Grameen
bank –
Microcredit
for the poor

2007 V roce 2006 dostal Nobelovu cenu za mír
Muhammad Yonus za systém půjčování peněz
chudým lidem v Bangladéši. Bangladéšská
Grameen Bank je vzorem pro několik dalších
bank v chudých zemích Asie i jinde ve světě.
Cílem práce je ukázat, jak tyto úvěry fungují
a pomocí matematické teorie her vysvětlit
základní principy, díky kterým je Microcredit for
the poor úspěšný. Pomocí teorie her namodelovat
chování klientů vůči bance a chování banky ke
klientům. Popsat vzájemné chování klientů ve
skupině. Ukázat, proč si může Grameen Bank
dovolit tak na první pohled vstřícný přístup ke
klientům. Zároveň vysvětlit některé zajímavé
jevy, které jsou s fungováním banky spojené
(převaha žen mezi dlužníky, nebo nadprůměrný
podíl splacených úvěrů.)

Matyáš
Kopp,
Kryštof
Měkuta

Korelační
analýza
a její
aplikace při
hledání
modelu
podchlazené
vody

2008 V praktické části jsme se pokusili najít vhodný
regresní model závislosti hustoty podchlazené
vody na její teplotě při atmosférickém tlaku.
Zkoumání tohoto jevu má zásadní vliv při
zkoumání globálního oteplování. Podchlazená
voda se také vyskytuje v mracích nad póly, kde
se zkoumá její vliv v chemických reakcích
ovlivňujících tvorbu ozónu. Pro popis
termodynamických vlastností vody a vodní páry
existuje mezinárodní rovnice IAPWS. Pro oblast
podchlazené vody se z této rovnice vlastnosti
podchlazené vody vypočítávají extrapolací. Práce
s touto rovnicí je díky velkému množství
koeficientů složitá. Sestavili jsme vlastní funkční
závislost pro výpočet hustoty pro metastabilní
oblast vody.

Obr. 2: Ukázky studentských prací [7]
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Student Název práce Rok
dokončení

Úryvek z anotace

Ondřej
Mička

Schellingův
segregační
model

2012 Tomas Schelling navrhl jednoduchý model,
pomocí kterého dokázal ilustrovat, jak vzniká
segregace, a to i přes minimální informace
o preferencích jednotlivých lidí. Díky své
jednoduchosti se stal tento model velmi populární
a je v různých obměnách používán například
k odhadování cen pozemků a domů. Cílem této
práce je představit a popsat model a analyzovat
jeho chování v závislosti na různých podmínkách.
Podmínky jsou totiž pro chování modelu klíčové
a pochopení chování modelu v závislosti na nich
nám může dát užitečné informace o tom, jak
funguje vznik segregace a další podobné jevy.

Štěpán
Hojdar

Matematický
model
populační
dynamiky
potemníka

2013 Práce představuje problematiku matematické
populační ekologie, zkoumá populační dynamiku
potemníka rodu Tribolium v závislosti na
přítomnosti tzv. Allee efektu. Výzkum je
proveden jak za pomoci matematické analýzy,
tak počítačové simulace. Pomocí simulace
studujeme vývojově strukturovaný model
populační dynamiky potemníka, pomocí
matematické analýzy pak jeho zjednodušenou,
nestrukturovanou verzi. Simulace byly provedeny
pomocí programu Matlab.

Obr. 2: pokračování

také zadávány samostatné práce. Jejich témata jsou volena podle schopností
a zájmu studentů, podle jejich snahy a ochoty pracovat na sobě. Být úspěšný na
celostátní či mezinárodní úrovni v nějaké předmětové olympiádě dokáže i přes
důkladnou přípravu jen málokdo. Vytvořit kvalitní samostatnou práci však může
každý, kdo má nějaký konkrétní cíl zájmu a je dostatečně pracovitý a vytrvalý
(což samozřejmě bývá problém a velmi výraznou roli v takových případech za-
stává důslednost učitele).
Na obr. 2 je ukázka několika příkladů prací [7], které studenti v průběhu

studia na zmíněném gymnáziu vytvořili, a kde byly využívány postupy matema-
tického modelování.
Je evidentní, že bez spolupráce s externími odborníky je vytvoření takových

prací velmi komplikované. Uvedené studentské práce vznikly pod vedením od-
borníků z KMA FAV ZČU a UMB PřF JČU.

5 Závěr

Stále silnou pozici u nás i ve světě má konstruktivistický přístup k výuce ma-
tematiky. Akcentuje se v něm silně mj. řešení problémů reálného života. Mo-
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dernistické přístupy jsou ale také silně kritizovány (za všechny [8]). Tyto „úlohy
každodenního života	 do typologie úloh v předkládaném článku nejsou zahrnuty.
Z vlastní praxe víme, že pro nadané a někdy až geniální studenty, stejně jako
pro ty, kteří mají s matematikou potíže, není konstruktivistický přístup vhodný.
Aplikační úlohy mají ve výuce matematiky zcela jistě své místo. Zařazovat

do hodin matematiky se však musí s rozmyslem a jejich role se nesmí přeceňovat.
Pokud opravdu chceme studenty naučit aplikovat matematiku v „každodenním	
životě, je mnohem efektivnější pokusit se sladit kurikula matematiky s kurikuly
ostatních předmětů. Aplikační úlohy mají svou nezastupitelnou roli motivační
nebo ilustrující. Nejsložitější forma aplikačních úloh je matematické modelování.
Tyto úlohy jsou vhodné spíše pro nadané studenty.
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Obvod a obsah rovinného obrazce

v žákovských řešeních

Jaroslava Kloboučková

Abstrakt

V článku je předkládán pohled na jedno z kritických míst ve vyučování matematice,
kterým je míra ve 2D geometrii, tedy obvody a obsahy základních rovinných útvarů.
Je zde popsána tvorba a vyhodnocení některých diagnostických úloh, které jsou zadá-
vány žákům při řešení výzkumném záměru v rámci projektu GAČR. Je poukázáno také
na význam sémantického kontextu při zadávání slovní úlohy.

1 Úvod

V příspěvku prezentuji dílčí výsledky při řešení výzkumného úkolu Kritická místa
matematiky na základní škole – analýza didaktických praktik učitelů. Prvotním
cílem tohoto výzkumu, který byl zahájen v roce 2011, bylo shromáždit a analy-
zovat zkušenosti učitelů týkající se tzv. kritických míst v matematice základní
školy, tj. takových oblastí matematiky, s nimiž mívají žáci problémy, jejichž
nezvládnutí by mohlo způsobit překážky pro zvládnutí další látky a kde tudíž
učitelé obvykle vynakládají zvýšené úsilí na jejich překonání. První fáze vý-
zkumu byla věnována pohledu učitelů na kritická místa. Celý tým se skládá se
z 5 členů katedry matematiky a didaktiky matematiky a ze 6 členů katedry
psychologie. Výzkumná data tvoří soubor audionahrávek rozhovorů s 60 učiteli
matematiky (z toho 26 učitelů z 1. stupně a 34 z 2. stupně základní školy), které
jsou přepsány do písemné podoby a připraveny pro kvalitativní analýzy pomocí
softwaru Atlas Ti. Výběr učitelů-respondentů byl uskutečněn na bázi dobro-
volnosti, avšak s podmínkou učitelské praxe aspoň 5 let. Rozhovor s tazatelem
trval vždy nejméně 60 min. V mnoha případech tazatel následně hospitoval ve
vyučovací hodině respondenta a vedl s ním ještě pohospitační rozhovor. První
rozhovor byl polostrukturovaný. K jeho přípravě sloužila data získaná z výsledků
českých žáků v šetřeních TIMSS a PISA a z rozhovorů v tzv. ohniskových sku-
pinách, složených ze 7–8 učitelů matematiky. Řízenou diskuzi vedli proškolení
moderátoři tak, aby účastníkům diskuze nepodsouvali své náhledy, ale aby bylo
možno identifikovat témata, která učitelé považují za kritická místa ve výuce



104 Jaroslava Kloboučková

matematiky. Rendl a Vondrová uvádějí, že „Učitelé však ve svých výpovědích
nepopisovali problémy svých žáků a své didaktické praktiky tak konkrétně, jak
bylo očekáváno. Jako ilustraci typických jevů nepopisovali konkrétní případy,
ale pohybovali se většinou v obecnější rovině. Na přímý dotaz na konkrétní pří-
pad často uváděli případy spíše raritní či extrémní.	 [5, s. 16] Jednu poměrně
obsáhlou databázi pak analyzovali různé skupiny badatelů z různých pohledů.
Didaktici matematiky (Jirotková, Kloboučková) z rozhovorů s 26 učiteli iden-
tifikovali sedm kritických oblastí matematiky prvního stupně, které je možné
rozdělit do čtyř skupin:

• Oblast konvencí (zaokrouhlování)
• Oblast aritmetických operací (počítání s přechodem přes desítku, dělení se
zbytkem, písemné dělení jednociferným dělitelem)

• Oblast 2D geometrie (konstrukce a rýsování, obvody a obsahy)
• Oblast průřezová (slovní úlohy)

2 Navazující výzkum

Druhá fáze výzkumu je věnována pohledu žáků. Hloubkové rozhovory se žáky
(tazatel pokládá otevřené otázky a v případě potřeby se doptá na další vysvět-
lení) se odehrávají nad řešením úloh. Byly vytvořeny sady úloh z jednotlivých
kritických oblastí. Za výchozí materiál byly brány učebnice, které jsou nejčastěji
používány našimi učiteli a také pokrývají největší část našeho trhu – učebnice
matematiky pro 1. stupeň základní školy z Nakladatelství Alter. Didaktické zpra-
cování učiva matematiky 1. stupně se ve všech učebnicích dostupných v současné
době na českém trhu (s výjimkou učebnic M. Hejného a kol. z Nakladatelství
Fraus) podstatně neliší, což bylo zohledněno při sestavování jednotlivých sad
úloh pro vedení těchto hloubkových rozhovorů se žáky.
Oblast konvencí (zaokrouhlování) nebyla po uskutečnění pilotních rozhovorů

do dalšího zkoumání se žáky nakonec zařazena. Unární operace zaokrouhlování
je založena na několika pravidlech, jak se zaokrouhlují čísla na desítky, na stovky
apod. Od žáků se zpravidla očekává, že pravidla přijmou, zapamatují si je a bu-
dou je aplikovat. Při pilotních rozhovorech se ukázalo, že si žáci buď tato pravidla
vybavují, dokáží je aplikovat a pak nemají žádný problém při řešení úloh, nebo
pravidla neznají, zapomněli je, a tedy vůbec nedokáží úlohy řešit.
V oblasti aritmetických operací se učitelé zmiňovali o problémech v oblasti

počítání s přechodem přes desítku, které však je problémem hlavně v prvních
ročnících a postupně mizí. Toto kritické místo jsme nakonec nezařadili jako sa-
mostatnou část pro hloubkové rozhovory se žáky, ale uvedená problematika byla
zařazena „skrytě	 do slovních úloh pro 1. ročník (viz dále). Dalším často uvádě-
ným kritickým místem bylo dělení se zbytkem, které souvisí i s oblastí písemného
dělení dvojciferným dělitelem. Pro potřeby práce se žáky byla tato dvě místa
sloučena do jednoho.
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Oblast geometrie, jako druhý pilíř školské matematiky, je z hlediska problémů
žáků velmi významná. Zmínku o nějakém problému v geometrii (např. rýsování,
porozumění pojmům) je možné identifikovat u 20 učitelů. Geometrie je ve vý-
uce často nazírána odděleně od dalších matematických disciplín. Bariéru mezi
geometrií a ostatními matematickými disciplínami podporují i kurikula základní
školy a následně i mnohé učebnice tím, že geometrické učivo zřetelně oddělují od
aritmetiky či algebry. Podle Jirotkové [2] mnoho učitelů vnímá geometrii jednak
jako rýsování, jednak jako soubor vzorců na výpočet obsahu a obvodu rovin-
ných obrazců, případně objemu a povrchu těles. Byly tedy vytvořeny dvě sady
úloh, jedna se týkala oblasti rýsování a geometrických konstrukcí v Euklidovské
rovině, druhá sada byla zaměřena na oblast obvodů a obsahů rovinných útvarů
(trojúhelník, čtverec, obdélník), především tedy na porozumění pojmům.
Slovní úlohy, průřezová oblast kritických míst, jsou explicitně zmiňovány

u 25 učitelů, obvykle hned na prvních místech (výjimkou nejsou ani u učitelů
2. stupně). Podle drtivé většiny dotazovaných učitelů jsou slovní úlohy neoblí-
bené a problematické učivo, a to od 1. až po 5. ročník. Problémy žáků, které
učitelé nejčastěji zmiňují, jsou především chybějící logické myšlení, nedostatečná
čtenářská gramotnost, nesprávné provedení zápisu úlohy nebo jejího znázornění
a chybějící nebo špatná formulace odpovědi. Ze všech výše uvedených důvodů
bylo vytvořeno pět sad úloh, pro každý ročník zvlášť. Jednotlivé sady zohledňují
číselný obor odpovídajícího ročníku i čtenářské schopnosti žáků dané věkové ka-
tegorie. V každém ročníku byly zohledněny také další oblasti kritických míst,
které byly učiteli zmiňovány, avšak nebyla vytvořena samostatná sada úloh.
Jedná se především o sčítání a odčítání s přechodem přes desítku v 1. ročníku,
o násobení a dělení v oboru malé násobilky ve 2. ročníku, o pamětné násobení
a dělení v oboru velké násobilky ve 3. ročníku, a o písemné algoritmy (pro sčítání,
odčítání, násobení a dělení) ve 4. a 5. ročníku.

2.1 Metodologie dílčího výzkumu v oblasti obvody a obsahy ro-

vinných útvarů

Jedním z proudů školské geometrie je oblast míry, na 1. stupni se týká především
pojmů obvod a obsah rovinného útvaru, a to trojúhelníku (obvod) a čtverce
či obdélníku (obvod i obsah). Zcela sporadicky jsou uváděny úlohy vyžadující
určení objemu krychlové stavby. Tato problematika byla také často uváděna
učiteli jako významné kritické místo. Z toho důvodu jsme se zabývali oblastí
míry ve 2D i v následném výzkumu, v rozhovorech se žáky.
Za základ pro tvorbu úloh byly použity učebnice pro 4. a 5. ročník základní

školy z Nakladatelství Alter. První zmínka o obvodu je v učebnici pro 4. ročník na
s. 96, kde se děti seznámí se sémanticky zadanou úlohou vedoucí k určení obvodu
trojúhelníku (Pozoruj, jak určíme délku pletiva na oplocení pozemku, který má
tvar trojúhelníku. Změříme jeho strany a délky stran sečteme. Určíme tak obvod
trojúhelníku). Dále je uvedena zobecněná úloha pro trojúhelník o stranách 3 cm,
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4 cm a 5 cm, sestrojený ve skutečné velikosti. Zde je uveden i obecný vzorec ve
tvaru o = a + b + c ve zvýrazněném rámečku. Dále je uvedena úloha, která
upozorňuje na možnost určení obvodu grafickým sčítáním úseček. Ve stejném
duchu jsou zařazeny i další pojmy, obvod obdélníku a čtverce na s. 105 a 106
a pro obsah obdélníku a čtverce na s. 130 a 132. V učebnici pro pátý ročník se
pak objevují kapitoly, které shrnují, opakují a upevňují učivo o obvodu všech tří
rovinných útvarů na s. 34 a učivo o obsahu obdélníku a čtverce na s. 67.
Pro zjištění, zda i žáci pociťují tuto oblast školské matematiky jako pro-

blémovou, byla vytvořena sada devíti úloh, které typově vycházely z výše uve-
dených učebnic. Prvních sedm úloh bylo se sémantickým kontextem, kde slovo
obvod a obsah nebylo ani jednou záměrně použito. Každá z těchto úloh se týkala
pouze jednoho pojmu, ne všechny úlohy byly učebnicově zcela typické. Další dvě
úlohy byly zadány jako typické úlohy z této oblasti. Pilotní verze obsahovala
původně 12 úloh, kde se další tři úlohy týkaly vždy dvou a více pojmů a pro
jejich vyřešení bylo potřeba použít více početních operací a zároveň uvažovat
nad vhodností zvoleného postupu, avšak žáci při pilotáži tyto úlohy vynechá-
vali. Pokud se přesto pustili do jejich řešení, celý rozhovor se neúměrně protáhl.
Z toho důvodu byly tyto úlohy ze základní sady vynechány.
Vlastní rozhovory vedl poučený a vyškolený student, který dostal i písemné

pokyny pro vlastní vedení rozhovoru. Žák nesměl být vyzýván k žádnému pře-
depsanému způsobu řešení ani zápisu svého myšlenkového postupu. Pokud žák
tápal a nebyl schopen úlohu vyřešit samostatně, student mohl použít tzv. povo-
lené nápovědy a otázky, které měl k dispozici. Rozhovory byly vedeny na dvou
různých školách, vždy v pátém ročníku. Na jedné ze škol je k výuce používána
učebnice z nakladatelství SPN a bylo zde provedeno 14 rozhovorů. Na druhé
škole je k výuce používána učebnice z Nakladatelství Fraus a bylo zde prove-
deno 8 rozhovorů.

2.2 Rozbor žákovského řešení

Pro vlastní analýzu jsem zvolila úlohu 5, která vykazovala největší variabilitu
použitých způsobů řešení. Zadání úlohy: „Kolik zaplatí výrobce za hedvábnou
látku na 300 šátků, jestliže každý má tvar čtverce o straně délky 50 cm? Jeden
metr čtverečný hedvábí stojí u dodavatele 2 000 Kč.	 Hlubší didaktická analýza
úlohy bude prezentována v rámci prezentace.
Vlastní řešení úlohy je možné provést několika způsoby. V různé míře byly

různé postupy použity u úspěšných žáků (viz tab. 2.2) ze školy používající učeb-
nice SPN – nakladatelství. Všichni úspěšní žáci použili při řešení alespoň náznak
vizualizace problému. Úspěšný žák si ale často uvědomil svoji chybu při rozho-
voru s experimentátorem:
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U7: Já se jen zeptám, co je těch 300?
Ž8: „šátků, 300 šátků a jeden metr čtverečný stojí 2 000	
U8: Jasný, a ty šátky jsou velké jak?
Ž9: „50 cm, takže dva šátky stojí 2 000	
U9: Dva šátky? Jak jsi na to přišel?
Ž10: „Protože 50 cm je půlka metru a metr čtverečný stojí 2 000	

Experimentátor si nechá vše nakreslit a žák odhalí svoji chybu:

U17: Tak tady z toho čtverce budou 2 šátky. Můžeš je tam naznačit, jak bys
z toho rozstřihl ty dva šátky?
Ž18: „Jo takhle, z toho budou asi těžko dva čtvereční šátky.	

Obr. 1: Ukázka žákovského řešení

Tab. 1

Použité učebnice SPN – Nakladatelství
nakladatelství Fraus

Úloha není řešena. 2 0
Je proveden náznak řešení (pouze
obrázek).

2 0

Úloha je řešena různými výpočty, není
označen výsledek, ale žádné číslo není
150 000.

2 1

Úloha je řešena různými výpočty, je
označen chybný výsledek.

4 1

Úspěšný řešitel (úloha je správně
vyřešena).

4 6

Celkem řešitelů: 14 8
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3 Závěr

V příspěvku byly popsány dílčí výsledky probíhajícího výzkumu. Dosavadní vý-
sledky svědčí o tom, že oblast porozumění pojmům v rovinné geometrii není pro
žáky zcela bezproblémová. Tento obecně známý fakt potvrzují i další autoři [4].
Na druhou stranu není možné konstatovat, že žáci problematice nerozumí, což se
projevilo tehdy, kdy žák sám vědomě opravil vlastní chybný úsudek. V příspěvku
nebylo možné podat vyčerpávající analýzu všech úloh, to bude publikováno v sa-
mostatné monografii.

Poděkování

Článek byl napsán s podporou grantového projektu GA ČR P407/11/1740 Kri-
tická místa matematiky na základní škole – analýza didaktických praktik učitelů.
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Pracovní listy pro výuku stereometrie

Lenka Krepsová

Abstrakt

Stereometrie je disciplína časově náročná a velmi obtížná na prostorovou představivost.
Pro zkvalitnění výuky byly vytvořeny pracovní listy pro studenty, které obsahují velké
množství příkladů k procvičování. Každé zadání z pracovního listu má své řešení v ma-
tematickém softwaru GeoGebra. Vyučující má tak možnost promítat řešení, krokovat
postup a zároveň procházet mezi žáky, kontrolovat jejich práci a upozorňovat na chyby.

1 Úvod

Stereometrie se obvykle na středních školách vyučuje ve třech blocích. V prvním
bloku se student seznámí s tělesy, počítání jejich objemů a povrchů, dále násle-
duje výuka vzájemné polohy přímek a rovin v prostoru, provádějí se řezy těles
nebo se hledají průniky přímky s tělesem. Poslední část se zabývá problema-
tikou metrických úloh, která navazuje na znalosti získané v předchozím studiu
stereometrie.
Stereometrické úlohy jsou časově náročnější než úlohy planimetrické, jsou

mnohem obtížnější na prostorovou představivost a stanovení způsobu řešení. Vý-
znamným pomocníkem při výuce se může stát použití informačních technologií,
vhodného software a interaktivní tabule.
Vzhledem k nedostatku vhodných materiálů a časové zaneprázdněnosti stře-

doškolských učitelů byl stanoven požadavek na vytvoření učebních podpor (pra-
covních listů, prezentací potřebných k výkladu učiva, testů). V první fázi byly
vytvořeny pracovní listy pro studenty a jejich řešení pro učitele jako součást ba-
kalářské práce Metrické úlohy ve stereometrii [1]. Tato práce vznikla jako reakce
na požadavek učitelů Gymnázia, Jírovcova 8, České Budějovice, které je fakultní
školou Přírodovědecké fakulty Jihočeské univerzity. Nyní pokračuje tvorba pra-
covních listů a jejich řešení v oblasti polohových úloh.
Hlavním cílem je usnadnění a zefektivnění výuky a zlepšení prostorové před-

stavivosti studentů. Každý student je na jiné úrovni, proto je důležité, aby každý
mohl studovat svým tempem a podle svých možností.
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2 Dotazníkové šetření

Podle katalogu minimálních požadavků, který vydal CERMAT, může být ve
státní maturitní zkoušce z matematiky oblast stereometrie zastoupena 10–20 %.
Žák by měl zvládnout charakterizovat jednotlivá tělesa, vypočítat jejich objem
a povrch (krychle, kvádr, hranol, jehlan, rotační válec, rotační kužel, komolý
jehlan a kužel, koule a její části) a měl by umět využít poznatků o tělesech
v praktických úlohách [2].
Před vlastní tvorbou pracovních listů a řešených příkladů pro vyučující bylo

provedeno anonymní dotazníkové šetření na středních školách všech typů (gym-
názia, střední odborné školy, odborná učiliště). Dotazníkového šetření se zúčast-
nilo celkem 19 vyučujících středních škol v Českých Budějovicích a blízkém okolí.
Vyučující odpovídali na 10 otázek. Cílem bylo zjistit, jakým způsobem vysvětlují
problematiku metrických úloh ve stereometrii, jaké k tomu využívají pomůcky,
zda jim tento způsob výuky vyhovuje či nikoli a zda by uvítali podpůrné mate-
riály k výuce.
Z průzkumu vyplynulo, že stereometrie se vyučuje na všech typech středních

škol, dokonce i na odborných učilištích, kde se výuka stereometrie nepředpoklá-
dala mj. vzhledem k časové náročnosti výuky. Vyučující při výkladu stereometrie
využívají především tabuli a připravené prezentace, které pak promítají, či vyu-
žívají multimediální tabule. Někteří také připravují své vlastní materiály, které
pak poskytují studentům. Ve výuce využívají především programy GeoGebra [6],
Mathematica a Cabri.
Většině učitelů jejich styl výuky vyhovuje, ale pro zkvalitnění výuky by uví-

tali změnu, která by jim usnadnila výklad stereometrie.
Druhé dotazníkové šetření bylo provedeno mezi studenty posledního ročníku

gymnázia. Celkově se ho zúčastnilo 68 studentů. Odpovídali na 4 otázky, které
se opět týkaly stylu výuky stereometrie, jestli jim styl výuky vyhovuje a zda by
uvítali pracovní listy a využívání informačních technologií při výuce.
Studenti uvedli, že vyučující jim látku vysvětluje na tabuli, používá pre-

zentace a své materiály. Studenti byli se stylem výuky spokojeni nebo téměř
spokojeni.
Ve výuce by pracovní listy uvítali, aby nemuseli neustále překreslovat tě-

lesa do sešitu. Také zastávají názor, že ve výuce by bylo vhodné pro názornost
používat matematický software (obr. 1).
Dotazníkové šetření bylo provedeno na malém vzorku respondentů.

3 Tvorba pracovních listů a jejich řešení

3.1 Východiska pro tvorbu

Po předchozí analýze dosud zveřejněné literatury a odborných prací bylo zjištěno,
že problematikou stereometrie se zabývá například učebnice stereometrie z edice
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Obr. 1: Dotazníkové šetření – žáci

Matematika pro gymnázia nakladatelství Prometheus [3] a Přehled středoškolské
matematiky [4]. Odborné práce se zabývaly všeobecným přehledem stereometrie,
polohovými úlohami, řešenými ukázkovými příklady v matematickém programu
Cabri geometrie, či vytvořením webové stránky s výkladem učiva [5]. Nebyly
zveřejněny téměř žádné pracovní listy pro studenty.

3.2 Pracovní listy

Před tvorbou pracovních listů byl vytvořen stručný teoretický přehled potřeb-
ných vět a definic na úrovni gymnaziálního učiva. Teoretická část může být také
použita k samostudiu. Kromě přehledu teorie jsou uvedeny i základní příklady
k ilustraci daného tématu. Zadání příkladů v teoretické části i pracovních listech
vychází z učebnice pro gymnázia [3] a některá jsou vytvořena autorkou tohoto
příspěvku.
Na gymnáziu je látka probírána mnohem podrobněji než na odborných střed-

ních školách. Výběr pracovních listů lze přizpůsobit obsahu výuky na konkrétní
škole.
Stěžejní část práce tvoří soubor příkladů v pracovních listech pro žáky. Cel-

kem byla vytvořena sbírka 48 příkladů. Některé příklady mají i další podúlohy
a celá sbírka nabízí kolem 120 příkladů k procvičování. Konkrétní zadání jsou
doplněna obrázkem tělesa, do kterého student může přímo znázorňovat své řešení
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Obr. 2: Ukázka zadaní úlohy v pracovním listu pro studenty

zadané úlohy a dále zde má u jednotlivých zadání prostor na výpočty. Ukázka
pracovního listu pro studenty je na (obr. 2).

3.3 Řešení pracovních listů

Jsou připravena řešení jednotlivých příkladů, postupy výpočtů jsou krokovány
a podrobně vysvětleny. Takto zpracované úlohy lze použít jak při přímé vý-
uce, tak i při samostudiu. Požadavek na vytvoření pracovních listů a jejich ře-
šení vznikl na gymnáziu, proto i příklady vybrané do pracovních listů pocházejí
z učebnice pro gymnázia [3]. Neznamená to však, že je nemožné jejich využití
na jiných typech středních škol.
Pro tvorbu řešení byl zvolen software GeoGebra [6]. Mezi výhody tohoto

softwaru patří přístupnost a intuitivní ovládání.
Program GeoGebra byl použit k rýsování. Vyučující má k dispozici narýso-

vané těleso a znázorněné zadání dané úlohy. Vedle znározněného tělesa je po-
psáno řešení úlohy s náznakem výpočtu a konečný výsledek.
Mezi největší výhodu patří možnost krokování. Vyučující má možnost pro-

cházet mezi studenty, kontrolovat jejich postup řešení a upozornit je na případné
chyby. Tímto způsobem se studentům může věnovat individuálně. Zároveň mo-
hou být řešené úlohy zpřístupněné pro studenty pro kontrolu domácích prací,
jako příprava na písemnou práci nebo při samostudiu.
Vytvořené materiály lze také využít pro práci s talentovanými studenty

a podpořit tak jejich individuální rozvoj [7].
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3.4 Testování

Testování zhotovených pracovních listů a jejich řešení proběhlo při hodině ma-
tematiky v maturitním ročníku osmiletého gymnázia zaměřené na opakování
stereometrie. Byla vytvořena prezentace, která obsahovala přehled definic a vět
potřebných při řešení stereometrických úloh. Prezentace byla rozdělena do třech
hlavních částí: odchylka přímek a rovin, kolmost přímek a rovin, vzdálenost
bodů, přímek a rovin. Po každé části byly studentům rozdány pracovní listy
obsahující úlohy, na které bylo potřeba aplikovat zopakované definice a věty.
Studenti během řešení úloh vysvětlovali, jak by postupovali při řešení, případně
složitější úlohy řešili samostatně a poté jim bylo postupně vysvětleno řešení
v programu GeoGebra. Na závěr byl shrnut obsah opakování a proběhla dis-
kuze. Studenti zhodnotili pracovní listy a jejich řešení a uvedli klady a zápory
tohoto stylu výuky.
Studenti se shodli, že pracovní listy jim zpříjemní práci při hodinách a také

bude možné látku probírat efektivněji. Promítání řešení příkladů může velmi
pomoci vyučujícím při výkladu nové látky. Někteří studenti mají problém s pro-
storovou představivostí, názorná ukázka jim může pomoci lépe pochopit danou
problematiku. Zároveň byly studenty uvedeny také připomínky. Řešení příkladů
promítané na plátno může vést k tomu, že studenti budou vyčkávat, až se objeví
řešení, které si pak opíší, a nebudou mít snahu řešení vymyslet sami. Dospělo se
k závěru, že při výuce bude vhodné kombinovat více metod. Pracovní listy lze
využívat i pro domácí přípravu, testy a procvičování a řešené příklady mohou
být zveřejněné na výukovém serveru školy a zpřístupněné pro studenty.

4 Závěr

K zefektivnění výuky metrických úloh ve stereometrii byly vytvořeny pracovní
listy a řešené příklady. Celý soubor obsahuje 48 zadání příkladů. Sbírka příkladů
je přehledně rozdělena do podkapitol. Poskytuje velké množství úloh, které mo-
hou být použity pro různé účely (výklad, procvičování, domácí příprava, tes-
tování). Náhodně vybrané pracovní listy z každé kapitoly a jejich řešení byly
testovány v praxi při hodině matematiky na fakultním gymnáziu. Do testování
se zapojili studenti posledního ročníku osmiletého gymnázia. V následujícím ob-
dobí budou úlohy dále testovány v přímé výuce, případné připomínky budou
zohledněny. Po úpravách bude sbírka veřejně zpřístupněna.
Vzhledem k příznivému přijetí vytvořených materiálů pro výuku metrických

úloh pokračuje v současné době tvorba materiálů pro úlohy polohové. Dokončení
se předpokládá na jaře 2015. Po následném testování na gymnáziu a zapracování
připomínek budou i tyto materiály zveřejněny.
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Postavení matematiky

v přípravě stavebního inženýra

Iva Křivková, Iva Malechová

Abstrakt

Matematika na technických vysokých školách se musí vyrovnat s řadou problémů, které
přináší nejen nízká úroveň vstupních znalostí, relativně vysoká náročnost teoretického
předmětu pro řadu studentů, ale i složitá motivace studentů ke studiu teoretického před-
mětu. Jednou z cest, které mohou vést ke zlepšení postavení matematiky, je včasné
vytváření a posílení vazby teoretických a odborných předmětů.

1 Úvod

Na technických vysokých školách je matematika zařazována mezi tzv. předměty
teoretického základu, a proto je časově umístěna v úvodu studia. Důležitost
těchto předmětů v přípravě technického specialisty není v obecné rovině zpochyb-
ňována, rozdílný je ovšem pohled jednotlivých skupin na to, jak by tato příprava
měla probíhat. Vyučující odborných předmětů požadují, aby studenti 1. ročníku
byli v poměrně krátké době vybaveni potřebným matematickým aparátem v ob-
lasti diferenciálního počtu, lineární algebry, ale i matematické statistiky. Učitelé
předmětů teoretického základu přitom ovšem kromě vytváření logicky uspořá-
daného systému znalostí nutných pro odborné předměty často v úvodu studia
doplňují základy, které by studenti měli mít již ze své středoškolské přípravy.
Úvahy o postavení matematiky je pak nutné doplnit o důležitý prvek, o pohled
studentů. V něm převažuje obava z velké náročnosti, kterou dokumentuje počet
studentů, kteří studium předčasně opouštějí z důvodu neúspěchu v předmětech
teoretického základu, ale mnohdy i nedostatečná motivace ke studiu předmětu,
o jehož užitečnosti pro budoucí profesi není student přesvědčen.
Pohled žádné skupiny, která se zapojuje do studia na technické vysoké škole,

není možné preferovat. V první řadě je nutné, aby požadavky odborných před-
mětů na matematický aparát vycházely z reálné situace. Současně by ovšem
vyučující teoretických předmětů měli usilovat o to, aby studentům co nejdříve
ukázali vazbu teoretických předmětů, odborných předmětů i praxe. Jde o to,
aby studenti v matematice neviděli jen nutné zlo, které je nutné zvládnout na
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cestě k vysokoškolskému vzdělání. V obecné rovině je tedy cíl jasný, při jeho
realizaci je však nutné vyřešit řadu problémů. Některé z nich přesahují rámec
jednotlivých vysokých škol, proto se zaměřujeme převážně na výše zmíněnou
vazbu teoretických a odborných předmětů.

2 Matematika na Fakultě stavební ČVUT

Předměty teoretického základu na Fakultě stavební ČVUT zahrnují předměty
Matematika, Konstruktivní geometrie a Stavební mechanika. Úspěšnost (či ne-
úspěšnost) studentů v těchto předmětech je ovlivňována mnoha faktory. Zde
zmíníme dva, které patří k zásadním

• úroveň vstupních znalostí studentů,
• (vnitřní i vnější) motivace studentů.

2.1 Vstupní znalosti studentů

Úroveň vstupních znalostí studentů 1. ročníku vysoké školy je v posledních le-
tech velmi rozdílná a souvisí s pestrou škálou středních škola a s jejich různou
úrovní. Státní maturita v současné podobě technickým vysokým školám nijak
nepomáhá, neboť její úroveň je nižší, než jsou jejich požadavky. Jako vyučující
na vysoké škole nemůžeme přímo ovlivnit úroveň vstupních znalostí studentů,
i když na alarmující situaci dlouhodobě upozorňujeme a snažíme se chybějící
znalosti doplnit. Pro zájemce o studium na naší fakultě se pořádají jak Jarní
přípravné kurzy, tak Vstupní vyrovnávací kurzy před začátkem akademického
roku. Nedostatečné vstupní znalosti našich studentů se vysokou měrou podílí
na tom, že nezanedbatelná část studentů má v 1. semestru studia na Fakultě
stavební ČVUT velké problémy se studiem – viz tab. 1. Je z ní patrné, že v po-
sledních letech je situace horší než před 5 lety. U všech tří uvedených předmětů
teoretického základu se zvyšuje procentní podíl studentů, kteří předmět neu-
končili úspěšně. V zimním semestru akademického roku 2013/2014 studenti měli

Tab. 1: Úspěšnost studentů při ukončení předmětů

matematika geometrie stavební mechanika
ZS0809 ZS1314 ZS0809 ZS1314 ZS0809 ZS1314

zapsáno studentů 731 650 725 661 646 638
neuděleno zápočtů 153 146 73 219 110 169
uděleno zápočtů 578 504 652 442 536 469
úspěšně složili zkoušku 444 354 573 395 493 436
získali zápočet, ale nesložili
zkoušku

126 128 70 38 27 31

procentní podíl studentů,
kteří mají předmět ukončen

60,7 54,5 79,0 59,8 76,3 68,3
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nejmenší problémy se Stavební mechanikou (ze zapsaných studentů nesplnilo po-
žadavky v předepsaném rozsahu 31,7 %), největší problémy studenti měli s Ma-
tematikou (45,5 % studentů, kteří si předmět zapsali, jej úspěšně neuzavřelo).
Z tabulky je dále patrné, že se zvyšuje podíl studentů, kteří z předmětu nezís-
kali zápočet (z důvodu hlubokých neznalostí), proto zkoušku nemohou vůbec
konat. Nejvíce takových studentů bylo v zimním semestru akademického roku
2013/2014 v Konstruktivní geometrii – přibližně třetina studentů.

2.2 Motivace studentů

Motivace studentů k učení a získávání nových vědomostí je významný předpo-
klad efektivního učení. Za jeden z důvodů motivačních problémů bývá kromě ne-
dostatečně rozvinutých potřeb uváděna nuda. Za její zdroj psychologové (viz [1])
považují jednak jednotvárné vyučovací hodiny, jednak subjektivně vnímanou
neužitečnost vyučovacího předmětu nebo probírané látky. Monotónnost a nená-
paditost ve využívání metod a organizačních forem je spíše problém základních
příp. středních škol. Rozsah a hloubka probírané látky v teoretických předmětech
na technických vysokých školách nedovoluje vyučujícímu významně přizpůsobit
tempo znalostem studentů, volit různé vyučovací metody a snažit se udělat vy-
učování zajímavým a pestřejším, a to i přesto, že na vysoké školy nyní přichází
generace, která, jak ukazují výzkumy psychologů v posledním desetiletí (viz [1]),
chce být ve škole bavena.
Podpořit motivaci studentů k zvládání náročného studia teoretických před-

mětů naopak může jejich větší propojení s konkrétními praktickými problémy
tak, aby poznatky studentů nebyly izolované, ale naopak vzájemně provázané.
Cílem je, aby např. studenti Fakulty stavební ČVUT již v úvodu studia viděli, že
na řešení určitých problémů ze stavební praxe mohou aplikovat probíranou ma-
tematickou teorii, tedy že teoretický předmět není samoúčelný. Příklad takového
spojení bude uveden v následujícím paragrafu.
Hlavním cílem matematiky i na vysoké škole zůstává samozřejmě rozvoj ana-

lytického a logického myšlení, jeho přínos ovšem studenti mohou vidět až v del-
ším časovém horizontu, na rozdíl od bezprostředního uplatnění matematického
aparátu k řešení praktické úlohy.

2.3 Příčka mimoběžek aneb hyperbolický paraboloid a jeho využití

Konstrukce a výpočet příčky mimoběžek vždy bylo náročné téma a vyžadovalo
od studentů jak znalost analytické metody v prostoru, tak dobrou prostorovou
představivost. S omezením (mnohde přímo zrušením) partie Analytická geome-
trie trojrozměrného prostoru na středních školách, kterému předcházelo zrušení
deskriptivní geometrie na gymnáziích a některých dalších středních školách, se
situace ještě zhoršila. Řešením je

• ukázat, že úloha není samoúčelná – příčky mimoběžek rovnoběžné s danou
rovinou tvoří plochu hyperbolického paraboloidu, která je ve stavební praxi
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často využívána např. k zastřešení obdélníkového půdorysu (tedy lze ho
využít při návrhu krovu – viz obr. 1),

Obr. 1: Zastřešení objektu hyperbolickým paraboloidem

• zadání úloh črtat či rýsovat – tedy zvýšit názornost úlohy a zjednodušit
studentům pochopení problému,

• volit jednodušší úlohy – dané přímky nejsou ve zcela obecné poloze (viz
obr. 2, kde jedna přímka je rovnoběžná s bokorysnou a druhá v ní leží),
bod, kterým vedeme příčku, leží přímo na některé z daných mimoběžek
a příčka je rovnoběžná s některou souřadnicovou rovinou apod.,

• propojit matematiku s konstruktivní geometrií hlouběji – s využitím ro-
viny α odvodit parametrické vyjádření plochy (užitím parametrizace
přímky resp. úsečky).

3 Posílení vazby teoretických a odborných předmětů

K zlepšení postavení matematiky má přispět v současné době realizovaný projekt
Posílení vazby teoretických předmětů a profesní orientace v prvních dvou roční-
cích bakalářského studijního programu Stavební inženýrství na Fakultě stavební
ČVUT. Inovace se kromě samotného předmětu Matematika týká Konstruktivní
geometrie a Stavební mechaniky. Vytváření návazností a mezipředmětových va-
zeb je dokumentováno výše na konkrétním řešení problematiky reálného objektu
ze stavební praxe – vyrovnávací plochy tvořené hyperbolickým paraboloidem.
Některá z témat, jejichž zpracování a uplatnění v povinné i doplňkové výuce by
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Obr. 2: Příčka mimoběžek KL a MN rovnoběžná s nárysnou procházející bo-
dem A

mohlo přispět k tomu, aby studenti v matematice neviděli jen nutné zlo, nyní
uveďme již stručněji:

• Problematika zobrazovacích metod a jejich aplikací ve stavební praxi.
• Fotogrammetrie – rekonstrukce fotografického snímku metodami lineární
perspektivy (rekonstrukce vnější části objektů, zástavba proluk a volných
prostranství).

• Přímkové plochy na reálných stavebních objektech (matematický popis,
schematické a grafické znázornění).

• Průhyb ocelového nosníku, nosník na pružném podloží a zaplavený nosník
(vazba matematického aparátu a statiky).

• Historické stavební konstrukce, staticky určitý a neurčitý model historic-
kého krovu (spojení hlediska geometrického a mechanického s využitím
matematického aparátu).

K těmto tématům jsou kromě prezentací s vysokým podílem obrazového ma-
teriálu vytvářeny i pracovní materiály, které mají podnítit studenty k samostatné
práci v oblasti, která je blízká budoucí profesi.

Poděkování

Tento článek vznikl za podpory projektu CZ.2.17/3.1.00/36031Posílení vazby te-
oretických předmětů a profesní orientace v prvních dvou ročnících bakalářského
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studijního programu Stavební inženýrství rámci Operačního programu Praha –
Adaptabilita.
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Parametry kvality matematického vzdělávání

František Kuřina

Abstrakt

Příspěvek charakterizuje kvalitu práce školy rozvíjením myšlení, porozumění, počítání,
rozvíjením paměti a představivosti.

1 Úvod

Tématické zaměření letošního Setkání jsem uvítal. Vyvolalo však i řadu otázek:
Jak chápat kvalitu ve vzdělávání? Jak ji hodnotit? Zvyšuje se kvalita práce naší
školy? Ačkoliv na žádnou z těchto otázek neznám uspokojivou odpověď, cítím, že
zabývat se touto problematikou je účelné. Je to výraz úsilí hledat cestu k tomu,
aby naše škola dosahovala lepších výsledků.
Pojem kvality vzdělávání nebudu vymezovat. Budu se snažit chápat tento

termín v tušení toho, jak nás k němu dovedla „pečlivě po staletí vrstvená moud-
rost	 [10, s. 27]. Snad bych měl jako matematik uvítat snahu po uplatnění kvan-
titativních metod v pedagogice spojenou s precizací užívaných pojmů. Nemohu
však současné metody, popisované v knize [11], přijmout. Pokusím se na příčiny
této skepse poukázat příkladem.
Po vzoru ekonomiky a zahraniční literatury se i u nás realizovalProgram SET

aneb Jaké jsou naše střední školy, který se snaží v roce 1996 postihnout různé
kvalitativní stránky produkce a fungování našich středních škol pomocí kvanti-
tativních ukazatelů. Jedna z charakteristik, jež má vyjadřovat „kvalitu edukační
praxe	 je nazvána „Školou přidaná hodnota	. Je to ukazatel, jenž porovnává
školy na základě dvou žebříčků (řad hodnot): v první řadě hodnot je vyjád-
řena úroveň prospěchu žáků (průměr prospěchu) při vstupu na určitou střední
školu, ve druhé řadě hodnot se vyjadřuje „kvalita žáků tuto školu opouštějící,
a to na základě toho, jak jsou žáci úspěšní při přijímacích zkouškách na vysoké
školy	 [11, s. 362]. Nechce se mi věřit, že tímto způsobem se měří „co škola stu-
dentům dala	 – což se chápe jako ukazatel přidané hodnoty. Autorům nevadí,
že – řečeno matematicky – definiční obory zkoumaných funkcí jsou různé (pro-
spěch ze základní školy se porovnává s úspěšností jiných studentů přijímaných
na vysoké školy), ale i zkoumané funkce jsou zcela rozdílné – a vůbec není jasné,
že to byla právě škola, která se na úspěšnosti studentů podílela. Přesto bylo
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sestaveno pořadí českých středních škol podle školou přidané hodnoty. Zvítězilo
gymnázium Broumov, na posledním místě bylo jisté pražské soukromé gymná-
zium. Přitom Jan Průcha soudí, že „koncept přidaná hodnota má pro moderní
pedagogiku značný význam, protože orientuje pedagogy k uvažování o školní
edukaci v termínech užitečnost a účelnost	 [11, s. 363].
Musím při této příležitosti připomenout názor rakouského filosofa Konrada

Paula Liessmanna, že „fetišizace žebříčků je výrazem a symptomem specifické
formy nevzdělanosti – chybějícího úsudku. . . jakékoliv řazení skutečně nahrazuje
kvalifikovaný úsudek, protože je to posedlost falešnou představou, že posuzovat
znamená kvantifikovat	 [8, s. 58]. Žebříčky přirozeně sebou nesou ctižádost být
vpředu, ačkoliv již Wittgenstein napsal: „Ctižádost je smrt myšlení	 [16, s. 560].
Při posuzování kvality školy souhlasím s názorem Milana Hejného „Kvalitu

vyučovania určuje učitel	 [3, s. 41].
Kdybychom chtěli být na úrovni současné pedagogické vědy, museli bychom

se ptát: A víme vůbec, kdo je to učitel a co je kvalita vyučování?
Zde jsou odpovědi.
Podle expertů OECD: „Učitel je osoba, jejíž profesní aktivita zahrnuje pře-

dávání poznatků (transmission of knowledge), postojů a dovedností, které jsou
specifikovány ve formálních programech žákům a studentům ve vzdělávacích in-
stitucích	 [11, s. 396].
„Kvalita (vzdělávacích procesů) je žádoucí (optimální) úroveň fungování

a/nebo produkce těchto procesů, která může být předepsána určitými požadavky
(např. vzdělávacími standardy), a může být tudíž objektivně měřena a hodno-
cena	 [11, s. 360].
Podle mého názoru takováto vymezení nepřispívají k hlubšímu porozumění

problematice. Nevím, zda se do citované definice „vejde	 ideál učitele Milan Hej-
ného, nevím, zda kvalita vzdělávání má být vázána na optimální úroveň procesů.
Snad na každé škole můžeme hledat určitou úroveň kvality vzdělávacích procesů,
které na ní probíhají. Zda může být změřena je ovšem otázka.
Úsilí o upřesňování pojmů vede někdy, aspoň podle mého názoru, k zúžení

pohledu, ne-li dokonce k jeho deformacím.
V dalším se budu snažit formulovat svůj subjektivní pohled na otázku kvality

vzdělávacích procesů opřený o své didaktické zkušenosti a přirozeně ovlivněný
literaturou, a nebudu se snažit „vědecky	 vymezovat pojmy.

2 Matematika – věc veřejná

V poslední době se dostává matematika do popředí pozornosti sdělovacích pro-
středků. K její výuce se vyslovují novináři, lékaři, režiséři, egyptologové, vědci
i spisovatelé. Je tomu tak patrně i proto, že „ohrožení	 mladé populace mate-
matikou je aktuální v mnoha rodinách. Názory na výuku matematiky, na matu-
ritu z matematiky, na její potřebnost . . . se přirozeně liší. Matematika se ovšem
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v určitém smyslu slova dotýká každého. Můžeme rozlišit tři dimenze: dimenzi
„osobnostní	, dimenzi „odbornou	 a dimenzi „společenskou	. K osvětlení tohoto
pohledu si připomeneme názory tří expertů.
Milan Hejný: „Prvořadým cílem matematiky je vychovat	 [4, s. 36].
Bohumil Bydžovský: „Matematika přináší poznatky pro vzdělance zcela ne-

zbytné	 [1, s. 165].
Ludvík Vaculík: „Matematika nabízí každému něco, co může spojit s nějakým

svým zájmem a obohatit ho. . . Příčí se mi názor a snaha vyloučit nějaké znalosti
z matematiky ze vzdělanostního minima	 [14].
Bydžovský dále uvádí: Matematika „cvičí žáka v přesnosti myšlení, střízli-

vosti v usuzování a hospodárnosti ve výraze způsobem, který nemůže nahradit
předmět jiný	 [1, s. 165].
A zde jsme u kořene otázky kvalitního matematického vzdělávání. V praxi se

můžeme setkat s takovým přístupem k výuce, který nerozvíjí myšlení, nepěstuje
usuzování a nekultivuje ani vyjadřování žáků. Kořeny takovýchto „nekulturních
přístupů, které spočívají ve sdělování poznatků a tréninku jejich pamětného
osvojení, souvisí jistě s osobností učitele, budou však patrně i důsledkem formál-
ního universitního vzdělávání	.
Prvním předpokladem k rozvíjení žáka je jeho aktivita, myšlení ani vyjadřo-

vání nemůže rozvíjet učitel na pasivním subjektu vzdělávání. Co může přispět
k aktivitě žáků? Podle mého názoru především jejich ÚSPĚCHY, USPOKO-
JENÍ, možná i ÚDIV. Náleží k učitelskému UMĚNÍ jak tyto „citové	 složky
v matematickém vzdělávání na každé úrovni školy rozvíjet. Akademik Eduard
Čech zdůrazňoval: „Učitelé by měli odstraňovat strach před matematikou a na-
učit žáka lásce k matematice. Ovšem odstranit strach před matematikou tak, že
bychom z ní udělali lehký předmět, nebylo by správné; matematika byla, je a zů-
stane předmětem těžkým. Lásku k matematice je třeba chápat jako podstatnou
část lásky k práci vůbec	 [2, s. 202].
Školu dělají žáci a učitelé. Obě tyto vrstvy formuje společnost. Musím se pou-

smát nad zbožnými přáními typu „do 5 let zlepšíme vyučování matematice	, . . .
Dokud bude společnost utvářet povědomí o úspěchu bez námahy, dokud rodina
nebude pěstovat kladný poměr k práci, nemůže se zlepšit podstatně vyučování
matematice, které je na práci založena. Tato poznání ovšem neznamená rezigno-
vat na snahy po zlepšování úrovně vyučování matematice, jen je třeba vnímat,
že učitel sám není a nemůže být onou silou, která změní mládež, může ovšem
v mnoha směrech přispět k zlepšování úrovně naší školy. O některých z těchto
možností se zmíním v další části příspěvku.

3 Parametry kvality matematického vzdělávání

Myšlenky, které nyní uvedu, jsem poprvé formuloval před pěti lety a publikoval
v knize [7]. Když se k nim nyní vracím, uvědomuji si, že jsem necharakterizoval
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matematické vzdělávání poznatky, které si mají studenti osvojit, ale procesy,
pomocí nichž se poznatky získávají.
Parametry kvality matematického vzdělávání jsou podle mého názoru čin-

nosti, které vedou k zdokonalování následujících navzájem souvisejících procesů:
myšlení, porozumění, počítání, rozvíjení paměti, rozvíjení
představivosti a použití matematiky.
Myšlení by mělo být jádrem školní matematiky. „Škola nemá jinou důležitou

úlohu než učit jasnému myšlení, opatrnému úsudku, konsekventním závěrům	
(Friedrich Nietzsche, citováno podle [8, s. 45]).
Matematika bez porozumění ztrácí smysl. Rozumět znamená vidět souvis-

losti, chápat podstatu, umět argumentovat. Existují školní předměty, kde role
porozumění zůstává na pokraji pozornosti, např. proto, že souvislosti jsou příliš
složité a škola se spokojuje s reprodukcemi faktů (část literatury, historie, . . . ).
Tyto rozdíly v pojetí předmětů vnímají někteří studenti se znepokojením, mají
tendenci učit se i matematiku nazpaměť. Nemohou uspět, neboť jádrem mate-
matiky jsou činnosti (výpočty, argumenty, konstrukce, objevy, řešení úloh, . . . ).
Porozumění ovšem probíhá v duševním světě studenta, učitel je nemůže předat,
může je ovšem účinně podněcovat např. vhodnými otázkami, úlohami, expe-
rimenty, problémy. Student musí chtít přijít věci na kloub, jinak matematice
neporozumí a neuspěje v ní.
Počítání je tradiční charakteristická složka matematiky, která je dnes bohužel

podceňována. Přitom „živá bytost (i ta nejskromnější, např. bakterie) kompu-
tuje, to znamená, že nejenom

’
počítá, kalkuluje‘ , ale provádí takové operace,

které jsou podřízeny jisté logice a jistým pravidlům, které směřují k zachování
života organismu	 [9, s. 101]. Petr Vopěnka charakterizuje počítáním celou mate-
matiku: „Matematika je metodou předpovídání pomocí formálních kalkulů	 [15,
s. 735]. Přitom formálním kalkulem rozumíme manipulaci se znaky podle něja-
kých pevně stanovených pravidel. Problémy školních numerických výpočtů jsou
dnes teoreticky vyřešeny používáním kalkulátorů a počítačů, jejich systematické
„zapojení	 do matematického vzdělávání však není dosud vyřešeno.
Role paměti ve vzdělávání bývá některými „moderními	 autory zlehčována.

Paměť je však pro úspěšné matematické vzdělávání důležitá. Ačkoliv žijeme
v době, kdy si lze bez potíží a rychle nalézt informace prakticky o všem možném
a mnohé si lze odvodit, nelze se bez paměti ve vzdělávání obejít. „Člověk je
do značné míry určen tím, co má ve své paměti. Paměť je dispozicí naší mysli,
zakládá možnosti řeči i způsob vnímání	 [6, s. 144]. „Paměť je uschování pocho-
pené a posouzené věci pro budoucí použití	 [5, s. 53]. „Fantazie, intuice i logika
pracují se zapamatovatelnými údaji	 [13, s. 100]. Řešení problémů a úloh není
bez zprostředkující role paměti možné. Především na různých úlohách a hrách
je možné paměť trénovat.
Představivost můžeme chápat jako schopnost vybavovat si věci a jevy, které

bezprostředně nevnímáme svými smysly, ale také jako schopnost „vidět	 jevy
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dosud neuskutečněné. Obojí je zásadně důležité pro zapamatování a pro řešení
úloh.
Dříve se říkalo: Opakování je matka moudrosti. Dnes se kloním k názoru,

že matkou moudrosti jsou aplikace. Nejjednoduššími aplikacemi by mělo být
vzdělávání prolnuto od samého začátku: student tak vidí smysl probírané teorie,
získává hlubší porozumění, aplikace přispívají k zapamatování.
Kvalitu matematického vzdělávání můžeme tedy posoudit na základě toho,

jak se učiteli daří rozvíjet zájem žáků o matematice, jak pěstuje myšlení, vyja-
dřování a představivost studentů, a to nejen v oblasti „čisté matematiky	, ale
i v jejích aplikacích.

4 Závěry

Kvalita učitelovy práce je ono nepostižitelné, co je charakteristické pro dobrého
učitele. Navzdory snahám „teoretiků	 to nelze definovat, tím méně pak měřit.
Ne reformami, ne kariérními řády, ale drobnou každodenní prací dobrých učitelů
může škola „vytrvale kráčet ke svému zdokonalování	 [1, s. 314].
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Adaptace matematických algoritmů

pro nevidomé

Lukáš Másilko, Jiří Pecl

Abstrakt

Autoři příspěvku se zabývají výukou matematiky pro studenty se zrakovým postižením
na Masarykově univerzitě. Při své pedagogické práci tedy logicky narážejí na problém,
jak může nevidomý člověk použít algoritmus založený na vizuální manipulaci s objekty,
přestože s informacemi pracuje lineárním způsobem. Často tak řeší otázku, zda algo-
ritmus adaptovat nebo zda s ním mohou nevidomí studenti pracovat stejným způsobem
jako jejich vidící kolegové.

1 Představení problému

Matematika a jí příbuzné obory jsou velmi vizuální. Často sledujeme několik
objektů najednou a pomáháme si tím, že je umístíme do vhodných pozic v pro-
storu či rovině. Tím lépe porozumíme jejich vzájemným vztahům a můžeme
s nimi efektivněji pracovat. Mnoho matematických algoritmů je založeno na vi-
zuální manipulaci s objekty, ať už se jedná o teorii grafů, lineární algebru či
diferenciální a integrální počet atd.
Jak takový algoritmus mohou použít nevidomí studenti, kteří pracují výhra-

dně lineárním způsobem, tj. v jednom okamžiku sledují pouze velmi omezené
množství informací? Je samozřejmě možné, aby zvolili stejný nebo podobný po-
stup jako jejich vidící kolegové, často to však není příliš efektivní. Nalezení a ná-
sledná práce s objekty v prostoru totiž není pro studenty se zrakovým postižením
jednoduchá a vyžaduje mnohem více času a energie než u vidomých. [4]
Naším cílem je pomoci učiteli v situaci, kdy po svém nevidomém studentovi

vyžaduje praktické provedení algoritmu, který předpokládá prostorové uspořá-
dání vstupních dat a jejich následnou modifikaci. S ohledem na lineární způsob
práce s informacemi tak učitel musí předem zvážit

1. jakým způsobem budou data prezentována nevidomému,

2. jak s nimi bude nevidomý následně pracovat,

3. zda je zvolený postup dostatečně efektivní a
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4. bude-li srozumitelný dalším osobám (např. spolužákům, jiným učitelům
atd.). [5]

Své dosavadní poznatky a zkušenosti jak v takové situaci postupovat a na co
se soustředit, využíváme při vlastních návrzích adaptací, které zveřejňujeme na
webových stránkách http://www.teiresias.muni.cz/amalg (viz [6]).

2 Metody hodnocení návrhů adaptací
1

Efektivnost a použitelnost návrhů adaptací ověřujeme prostřednictvím dialogu
s cílovou skupinou, tj. s nevidomými studenty středních či vysokých škol a je-
jich učiteli. Nejprve algoritmus představíme a popíšeme, jak je běžně aplikován.
Poté diskutujeme jeho výhody a nevýhody s ohledem na nevidomého uživatele,
a snažíme se účastníky diskuze motivovat k návrhu modifikací. Až je všem zřejmý
princip fungování algoritmu, představíme své vlastní návrhy adaptací, které poté
společně hodnotíme.
Dialog s cílovou skupinou se většinou uskuteční při dvou různých příležitos-

tech:
1. individuální výuka nevidomých studentů či konzultace s jejich učiteli,
2. setkání se širší skupinou zainteresovaných lidí, tj. nevidomých studentů,
jejich učitelů, odborníků připravujících studijní materiály pro zrakově po-
stižené studenty či vývojářů technologií usnadňujících přístup k matema-
tickým dokumentům (např. během konferencí, přednášek či seminářů).

V prvním případě je výhodou, že účastníci diskuze již algoritmus buďto znají
nebo alespoň rozumí, v jakém kontextu se používá (tj. mají povědomí o jeho
účelu, podobě i významu vstupních dat atd.). Dokážou tedy ihned posoudit,
mohou-li algoritmus ve standardní podobě použít nevidomí uživatelé. Případné
návrhy adaptací však hodnotí výhradně osobním pohledem a berou v potaz své
schopnosti (nevidomý student) či možnosti (učitel). Jako optimální tedy spíše
vyberou řešení, které nejlépe odpovídá jejich preferencím. Nezamýšlejí se tolik
nad dalšími kritérii, např. efektivitou, časovou i paměťovou náročností, srozumi-
telností dalším osobám). Výhodou hromadných setkání je naopak různorodost
pohledů na věc. My sami sice věnujeme větší množství energie a času, abychom
vysvětlili princip fungování algoritmu, získáváme však bohatší a často neočeká-
vanou zpětnou vazbu.

3 Dosavadní výsledky práce

Výsledky své předchozí práce jsme prezentovali na mezinárodních konferencích
Universal Learning Design 2013 v Brně, Ahead Conference 2013 v Dublinu
a ICCHP 2014 v Paříži. Na všeobecně známých algoritmech lineární algebry,

1Převzato z [5]
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matematické analýzy či teorie grafů jsme popsali návrhy adaptací a porovnali
je s výsledky některých dosud publikovaných prací zabývajících se didaktikou
matematiky pro nevidomé (del Campo, Nicotra, Formetti viz [2], Bernareggi
viz [1]).
Od roku 2011 se účastníme ICCHP Summer University (viz [3]), na níž

v rámci seminářů představujeme vybrané algoritmy a diskutujeme jejich možné
adaptace do podoby přístupné zrakově postiženým uživatelům. Jedná se o letní
školu matematiky, statistiky a přírodních věd pro nevidomé a slabozraké stu-
denty středních a vysokých škol, jejich učitele, pracovníky zajišťující adaptaci
studijních materiálů či odborníky v oblasti vývoje asistivních technologií a meto-
dologií. V neposlední řadě využíváme výsledky naší práce při výuce nevidomých
studentů matematiky na Masarykově univerzitě, od nichž získáváme další cennou
zpětnou vazbu na návrhy adaptací používaných algoritmů.
V následující části nabízíme ukázku matematického algoritmu, návrhy jeho

modifikací pro nevidomého uživatele a diskuzi nad výhodami či nevýhodami níže
popsaných adaptací.

4 Dijkstrův algoritmus
2

4.1 Popis standardní metody algoritmu

Pracujeme s váženým neorientovaným grafem G = (V, E, w), kde V je množina
vrcholů, E je množina neorientovaných hran a w je ohodnocení hran. Na počátku
algoritmu vložíme do návěští iniciálního uzlu A hodnotu A/0, do návěští ostat-
ních uzlů X , jejichž vzdálenost od A zatím neznáme, zapíšeme X/∞. Ukázku
takového grafu nabízíme na obr. 1. Opakovaně provádíme následující tři kroky,
dokud nezpracujeme všechny vrcholy:

Obr. 1: Neorientovaný graf G o šesti uzlech, jehož hrany jsou ohodnoceny klad-
ným reálným číslem

2Převzato z [5]
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1. Mezi nezpracovanými vrcholy najdeme uzel X/n s nejmenší vzdáleností n
od iniciálního V .

2. Pro každou hranu e vedoucí z uzlu X/n do nezpracovaného vrcholu Y/m
provedeme následující:
(a) je-li m > n+w(e), změníme aktuální vzdálenost uzlu Y od iniciálního
uzlu na m = n+ w(e),

(b) v opačném případě ponecháme návěští uzlu Y beze změny.

3. Označíme uzel X jako zpracovaný.

Při aplikaci Dijkstrova algoritmu měníme pouze návěští vrcholů. Aktualizujeme
jejich aktuální vzdálenost od iniciálního uzlu, nebo je označujeme za zpracované.

4.2 Návrh možných adaptací

1. Práce s grafem v jednom listu tabulkového procesoru: Do prvního
sloupce zapisujeme návěští jednotlivých uzlů počínaje iniciálním uzlem. Do
dalších buněk na stejném řádku pro uzel X zapisujeme všechny hrany z něj
vycházející, a to ve formátu n-Y , kde n je ohodnocení hrany, Y je koncový
uzel hrany, viz tab. 1. Editujeme pouze návěští uzlů v 1. sloupci, hodnoty
v ostatních sloupcích slouží pouze pro čtení. Zpracovaný uzel označujeme
hvězdičkou, abychom jej při dalším pokračování algoritmu nemuseli brát
v potaz. Algoritmus končí, jakmile máme všechny uzly označené hvězdičkou
(jsou tedy všechny zpracované).

Tab. 1: Tabulková reprezentace grafu G z obr. 1

A/0 1-B 3-E 6-D

B/∞ 1-A 1-E 3-C

C/∞ 1-E 2-F 3-B

D/∞ 4-E 6-A

E/∞ 1-B 1-C 3-A 4-D 4-F

F/∞ 2-C 4-E

2. Práce s grafem ve dvou listech tabulkového procesoru: Oproti před-
chozí metodě dochází k jediné změně. 1. list používáme pouze pro čtení
hran, na 2. listu máme pouze sloupec s návěštími uzlů, které postupně
upravujeme.

3. Práce s grafem ve formě hmatového obrázku, zápis vzdáleností
uzlů v libovolném editoru: metoda je podobná předchozímu postupu
s tím rozdílem, že graf je nabízen v podobě hmatového obrázku. Student
tak kombinuje čtení hmatem s editací návěští jednotlivých uzlů zapsaných
v libovolném textovém či tabulkovém editoru.
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4.3 Diskuze nad výhodami a nevýhodami

Je patrné, že první navržená metoda je výhodná pro učitele co se týče pře-
hlednosti. Reprezentaci grafu má na jednom místě a je celkem srozumitelná.
Z hodnocení nevidomých studentů vyplývá, že není efektivní vzhledem k po-
měrně častému pohybu mezi jednotlivými řádky a sloupci jednoho listu tabulky.
Tuto nevýhodu smazává druhá metoda. Při pohybu mezi oběma listy zů-

stává kurzor na místě, kde byl naposledy, tudíž zpracovávaná data má uživatel
ihned k dispozici a nemusí je na listu zdlouhavě hledat. Navíc klade menší pa-
měťové nároky. Při přepínání mezi listy si student potřebuje zapamatovat pouze
nejkratší vzdálenost aktuálně zpracovávaného uzlu, ostatní údaje jsou snadno
a rychle dosažitelné. Jednoho ze studentů dokonce napadlo zajímavé vylepšení:
„Informace o aktuálně zpracovávaném vrcholu bych si mohl zapisovat třeba do
názvu listu. Tyto informace jsou trvale k dispozici na braillském řádku, kdykoliv
mám list otevřený, takže si je nemusím pamatovat.	
Třetí metoda respektuje rovinné uspořádání grafu, které používají vidomí

uživatelé algoritmu. Nevidomými studenty byla hodnocena nejlépe. „Mně při-
jde lepší pracovat s grafem v hmatové podobě. Člověk si udělá lepší představu
o vztazích mezi uzly. V tabulce jsou vrcholy pod sebou uspořádané podle abe-
cedy, přesto vůbec nemusí být sousedy,	 řekl jeden z nevidomých studentů Ma-
sarykovy univerzity. Zkušenější nevidomí uživatelé doporučili zapisovat všechny
uzly grafu na jednom řádku textového editoru a neoddělovat je, jeden po jednom,
na samostatné řádky, jak jsme původně navrhovali. Jelikož používají hmatový
displej, mohou totiž okamžitě prozkoumat veškeré (ne)navštívené vrcholy bez
pohybu kurzorem.

5 Závěr
3

Algoritmů, s nimiž se běžně setkávají studenti v kurzech matematiky či infor-
matiky, je nepřeberné množství. s některými z nich mohou pracovat v jejich
základní podobě jistě i nevidomí, mnoho algoritmů je však z důvodů výše zmí-
něných vhodné adaptovat. V této oblasti vidíme logické pokračování své práce.
Její výsledky, tj. návrhy adaptací jednotlivých algoritmů, chceme sdílet a disku-
tovat s ostatními (učiteli, studenty i odborníky v oblasti asistivních technologií),
stejně tak uvítáme jejich nápady, podněty a řešení. Pro tento účel jsme vytvořili
webové stránky (viz [3]), kde je možné o didaktických otázkách výuky (nejen)
matematiky pro nevidomé diskutovat.
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Multikulturní témata v hodině matematiky

v anglickém jazyce

Hana Moraová, Jarmila Novotná

Abstrakt

Autorky v příspěvku popisují vyučovací jednotku, kterou jedna z autorek pilotovala na
2. stupni základní školy (v 7. třídě). Tématem pilotované jednotky byly Trojúhelníky,
v rámci pilotování bylo do výuky zahrnuto i průřezové téma multikulturní výchova. Vy-
učovací jednotka byla vedena v anglickém jazyce a podpořena využitím mobilních tech-
nologií. Autorky se zamýšlejí nad motivační hodnotou a potenciálem zařazení metody
CLIL, multikulturních témat i využití mobilních komunikačních prostředků do hodin
matematiky.

1 Úvod

Česká společnost ve 21. století se stává společností se stále více multikulturním
charakterem a situace v současné Evropě vyžaduje, aby česká škola připravovala
děti na život v mnohojazyčné a multikulturní realitě. Multikulturní výchova je
jedním z průřezových témat Rámcového vzdělávacího programu pro základní
školu, tedy se očekává, že bude integrována do jednotlivých vzdělávacích oblastí
včetně matematiky.
CLIL (Content and Language Integrated Learning), čili obsahově a jazykově

integrované vyučování, označuje výuku nejazykového předmětu s využitím ci-
zího jazyka jako prostředku komunikace a pro sdílení obsahu. Obsah a jazyk
jsou rozvíjeny ve vzájemném vztahu. Tento typ integrované výuky je založen
na dvou základních cílech – obsahovém a jazykovém. CLIL přirozeně integruje
výuku např. matematiky s výukou cizích jazyků, což přináší pozitivní výsledky
v obou oblastech [3]. Zároveň poměrně přirozenou formou podporuje zařazování
multikulturních témat, neboť jazyk je součástí kultury, cizí jazyk je součástí cizí
kultury a komunikace v něm je přirozeně multikulturní.
Výuka metodou CLIL v posledních letech vzbuzuje velký zájem. V současné

době roste počet základních škol, které výuku metodou CLIL zavádějí na 2.
a někdy i na 1. stupni. Velké zkušenosti má například Základní škola Matice
školské z Českých Budějovic, která na rozvoj výuky v anglickém jazyce využila
prostředků Operačního programu vzdělávání pro konkurenceschopnost „Propo-
jení cizího jazyka a vyučovacího předmětu na základní škole	, registrační číslo:
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CZ.1.07/1.1.10/02.0073. Díky získaným finančním prostředkům se škole mj. po-
dařilo vytvořit rozsáhlý materiál s hotovými vyučovacími jednotkami pro ma-
tematiku a výtvarnou výchovu. Výuku metodou CLIL lze ale do škol zavádět
i bez takovéto podpory. Legislativně tomu nestojí v cestě žádné překážky. Za-
tímco pro výuku některých předmětů v cizím jazyce je podle výnosu č. 9/2013
MŠMT [7] třeba povolení MŠMT a výuku je třeba zajistit učitelem, jehož úroveň
v cizím jazyce je na úrovni C1 podle Společného evropského referenčního rámce
pro jazyky, pro výuku metodou CLIL stačí její uvedení ve Školním vzdělávacím
programu a schválení radou školy. Přitom metoda CLIL stanovuje, že při výuce
musí být cizí jazyk použit alespoň po 30 % vyučovacího času (tzv. soft CLIL),
zatímco v prvním případě je třeba, aby byla veškerá výuka vedena v cizím jazyce.
Jsou čtyři oblasti, na které by se měl učitel při plánování výuky metodou

CLIL soustředit. Jedná se o tzv. 4C’s, tj. čtyři C, která reprezentují Content čili
obsah, Communication čili komunikaci, Cognition čili poznávání a Culture čili
kulturu. Tyto oblasti tvoří rámec, jenž určuje, jakým způsobem budou ve výuce
zprostředkovány znalosti, dovednosti a porozumění obsahu, jak bude využit ja-
zyk, které myšlenkové procesy budou probíhat a s jakými kulturními aspekty se
žáci seznámí [2].
Matematika se často uvádí jako předmět, který je díky svému pracovnímu

charakteru jedním z předmětů, který je pro výuku metodou CLIL vhodný. Pa-
teman a Lim [6] sice varují, že matematiku nelze učit bez rozvinuté schopnosti
formulovat v cizím jazyce, protože matematika, která je více než počty, vyža-
duje schopnost logicky uvažovat a zdůvodňovat, což je v případě, že jde o výuku
v cizím jazyce a žáci mají omezené jazykové schopnosti, velmi náročné a může
žáky ochromovat. Na druhou stranu CLIL přispívá k dobrému pocitu, protože
umožňuje některým žákům zažít úspěch, i když třeba jen skromný, v předmětu,
ve kterém by jinak nevynikali. Lze totiž zúročit pozitivní postoje dětí k cizím ja-
zykům k tomu, aby k matematice získali lepší vztah [4]. V matematice jinak pod-
průměrný žák může být výborný v anglickém jazyce a díky tomu se v hodinách
matematiky v anglickém jazyce přiblížit matematicky nadanějším spolužákům.
Zkušenosti zároveň ukazují, že výuka metodou CLIL může být motivující pro
žáky, kteří nemají příliš kladný vztah k cizímu jazyku, ale mají pozitivní vztah
k předmětu vyučovanému v tomto jazyce, což v důsledku může vylepšit vztah
žáků k cizímu jazyku. Díky metodě CLIL mohou tito žáci při komunikaci v ci-
zím jazyce prožívat úspěch a mohou předčit spolužáky, kteří jsou obvykle lepší
v hodinách cizího jazyka. Navíc se ukazuje, že při výuce matematiky metodou
CLIL učitelé používají větší paletu výukových metod a forem práce, využívají
ve větší míře skupinovou práci, ICT, komunikaci a diskusi, mnohem více po-
zornosti věnují zpětné vazbě, než je obvyklé v tradičních hodinách matematiky.
I díky tomu se matematika může stát pro část žáků srozumitelnější a zajímavější.
Experiment s výukou jednotky Prvočísla v 6. třídě [5] či Ornamenty v 5. třídě
ukazuje, že i nové pojmy lze efektivně vysvětlit při pouze základních znalostech
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anglického jazyka. Žáci 5. třídy byli hodinu schopni úspěšně absolvovat na ja-
zykové úrovni A1/A2. Pateman a Lim [6] jistě mají pravdu, že jazyk může být
překážkou v rozvoji matematického uvažování, ale pokud učitel bude vhodně
kombinovat výuku v cizím i mateřské jazyce, nemusí být rozvoj matematického
uvažování a zdůvodňování ohrožen.

2 Vyučovací jednotka Triangles

V rámci projektu Multiculturalism, Migration, Mathematics Education and Lan-
guage, Project 526333-LLP-1-2012-1-IT-COMENIUS-CMP, jehož cílem je pří-
prava multikulturních materiálů pro výuku matematiky, byla v květnu 2014 na
ZŠ Fr. Plamínkové v Praze pilotována jednotka Triangles, již v původní verzi
připravili partneři projektu z Univerzity v Sienně. Jednotka nebyla původně vy-
tvořena pro výuku metodou CLIL, a proto ji bylo třeba upravit tak, aby kromě
matematického obsahu byla pozornost věnována také cílům komunikačním, ko-
gnitivním a kulturním. Hodiny byly vedeny jednou z autorek tohoto článku.
Vyučovací jednotka Triangles byla pilotována v průběhu čtyř vyučovacích

hodin se žáky 7. třídy. Jejich jazyková úroveň je zhruba na úrovni A2. Výuku
bylo třeba pečlivě naplánovat, a to s ohledem na anglickou terminologii a jazy-
kové struktury (identifikovat možné jazykové překážky), zvážit, ve kterých čás-
tech hodin bude možné rozvíjet kromě znalostí trojúhelníků komunikaci, kulturu
a kognitivní dovednosti.
První část výuky byla zaměřena na objevování a opakování některých vlast-

ností trojúhelníků a budování potřebné slovní zásoby v anglickém jazyce. V pů-
vodní jednotce měli žáci k dispozici speciální stavebnici s úchyty a různě dlou-
hými tyčkami, ze kterých se snažili nejprve sestavit libovolné útvary a později
různé trojúhelníky. Poté měli pracovat s tyčkami konkrétních délek a díky tomu
si vybudovat představu o trojúhelníkové nerovnosti. V rámci pilotování jsme ne-
měli stavebnici k dispozici. Žáci proto pracovali se špejlemi (viz obr. 1). Nejprve
si ze špejlí nalámali části stanovených délek, poté z nich skládali trojúhelníky

Obr. 1: Pomůcky
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a zaznamenávali si, ze kterých trojic se jim trojúhelník podaří vytvořit. Instrukce
v této části hodiny byly z hlediska anglického jazyka velmi jednoduché, vše šlo
názorně ukázat.
Po této pracovní části hodiny byli žáci vyzváni, aby v anglickém jazyce zfor-

mulovali pravidlo trojúhelníkové nerovnosti. Vzhledem k tomu, že šlo o první
zkušenost třídy s matematikou v anglickém jazyce, zdál se jim tento úkol příliš
těžký. Neuměli si představit, jak „jednoduše	 zformulovat „matematické pravi-
dlo	. Proto byli vyzváni aby místo verbální odpovědi trojúhelníkovou nerovnost
zaznamenali pomocí znaménka > , které je v obou jazycích stejné. Ve chvíli, kde
si žáci nerovnost zapsali, zjistili, že vytvořit větu „Side a plus side b is greater
than side c.� atd. není náročné. Vznikla tak tři tvrzení, které jsme pak společně
přeformulovali do tvrzení jediného, totiž že „The sum of lengths of any two si-
des is greater than the lenght of the third side.� Navíc zde přibylo slovo length,
se kterým už ale žáci pracovali ve fázi, kdy připravovali špejle správné délky,
a nebylo už tedy pro ně neznámé. Znalosti trojúhelníkové nerovnosti si potom
žáci procvičili v pracovním listě (v anglickém jazyce), kde nejprve rozhodovali,
zda jsou trojice čísel délkami stran trojúhelníka, a poté doplňovali interval, ve
kterém musí ležet délka strany c, pokud jsou známy délky stran a a b. Díky
pracovnímu listu si žáci také ujasnili, jak je to s vnitřními úhly trojúhelníka (že
největší leží proti nejdelší straně), bylo jen třeba ujistit se, že všichni žáci ve
třídě rozumí slovu angle (a odtud triangle).
Ve druhé vyučovací hodině jsme se žáky pracovali na terminologii a slovní

zásobě. Oblast trojúhelníků (a geometrie obecně) pracuje s větším množství
pojmů, které je žáky třeba naučit (obtuse, acute, right triangle; scalene, isosce-
les, equilateral triangle). Obrázky různých druhů trojúhelníků a jejich názvů
a definice vlastností byly nachystány v prezentaci. Poté žáci z barevných papírů
vystřihovali nejrůznější trojúhelníky a popisovali je správnými termíny (např.
isosceles right triangle, scalene obtuse triangle apod.). Abychom procvičili také
výslovnost, každý žák pak předstoupil před třídu s několika svými trojúhelníky
a nahlas je pojmenoval. V druhé části hodiny poté žáci pracovali s trojúhelníko-
vou sítí a vymýšleli design podlahy (teselace). Protože šlo o hodinu CLIL, měli
úplně na závěr žáci v anglickém jazyce ve dvojicích hovořit o tom, co přesně jejich
podlaha znázorňuje, proč volili dané barvy a vzory, co v nich vzbuzuje podlaha
ztvárněná spolužákem. Tato fáze hodiny byla zaměřena na rozvoj komunikačních
dovedností v anglickém jazyce.
Třetí vyučovací hodina byla více zaměřena na komunikaci, kulturu i samo-

statné objevování. Hodina byla zahájena prezentací o architektonických skvos-
tech z celého světa, které výrazně využívají trojúhelníkové prvky. Žáci neměli
k dispozici počítače. Pokud by hodina probíhala v počítačové učebně, dostali by
za úkol vyhledat další architektonické památky. V tomto případě jsme ale zvolili
jiný typ práce. Jak uvádějí Clanché, Jančařík a Novotná [1], mobilní zařízení,
pokud je jejich potenciál využit smysluplně, mají obrovský motivační poten-
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ciál. Toho jsme využili i v této hodině. Žáci dostali za úkol vzít si své mobily
(už to pro ně bylo nečekané, protože používání mobilů při vyučování zakazuje
školní řád) a ve školní budově na nejrůznějších místech vyfotografovat nejrůznější
trojúhelníky. Žáci byli naprosto nadšeni a vraceli s velmi originálními fotogra-
fiemi (dvě ukázky jsou na obr. 2). Jednotlivé dvojice poté své fotky ukazovaly
(příště bychom zajistili, aby je šlo z mobilů přetáhnout do počítače a promítat
dataprojektorem, tentokrát museli žáci s fotografiemi spolužáky obcházet), po-
jmenovávaly, o jaký jde trojúhelník, a vysvětlovaly, kde fotku pořídily – to vše
v anglickém jazyce.

Obr. 2: Ukázky fotografií z mobilních telefonů

Poslední ze série vyučovacích hodin v rámci této jednotky byla vedena v po-
čítačové učebně a byla multikulturně zaměřena. Žáci nejprve hledali počet troj-
úhelníků v pěticípé a šesticípé hvězdě. Poté na internetu vyhledávali bližší in-
formace o těchto dvou symbolech, jaké mají významy v různých kulturách a na
jakých státních či jiných symbolech se s nimi mohou setkat. Poté se pokusili
poskládat pěticípou hvězdu podle návodu v anglickém jazyce1 a nakonec podle
výkladu učitelky v anglickém jazyce narýsovat šesticípou hvězdu. I tato hodina
žáky bavila, rozvíjeli znalosti z mnoha oborů a měli dostatek příležitostí číst
autentické texty v anglickém jazyce, sledovali instruktážní video, tvořili.

3 Závěr

V článku popsaná vyučovací jednotka potvrzuje, že vybrané matematické obsahy
jsou pro výuku metodou CLIL velmi vhodné. Během čtyř vyučovacích hodin žáci
měli možnost používat anglický jazyk, ale také objevovat některé vlastnosti troj-
úhelníků, měli příležitost vytvářet. Velmi kladně hodnotili zapojení mobilních

1https://www.youtube.com/watch?v=OS9sgM4aRFg



138 Hana Moraová, Jarmila Novotná

telefonů. Aktivita postavená na využití mobilních zařízení žáky nadchla a nad-
šeně se do ní zapojili. Byli velmi tvůrčí a podařilo se jim v okolí najít celou řadu
trojúhelníků, a to i ve velmi netradičních úhlech pohledu (např. vypínač zboku).
Navíc fotografie výsečí kola pomohly odhalit miskoncepce (trojúhelník je prů-
nik polorovin, všechny tři strany musí být úsečky, nemohou být částí kružnice).
Motivující pro žáky bylo i vyhledávání státních symbolů a znaků, které mají
trojúhelníkový základ, a postup skládání pěticípé hvězdy a rýsování šesticípé
hvězdy. Ve vyučovací jednotce se podařilo propojit multikulturních výchovu,
výtvarnou výchovu, zeměpis i cizí jazyk.
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Generování příkladů z lineární algebry

Zuzana Morávková, Radomír Paláček

Abstrakt

Cílem tohoto článku je ukázat možnosti využití softwaru Matlab ke generování vět-
šího množství příkladů podle specifických požadavků na zadání a řešení. Je vytvořená
aplikace s grafickým uživatelským rozhraním GenerátorSLR pro generování soustav li-
neárních rovnic a jejich zapsání do souborů včetně jejich řešení. Ukážeme možnosti
propojení Matlabu se zdrojovým kódem typografického systému LaTEX.

1 Úvod

Ve výuce matematiky je důležité poskytovat studentům množství různých pří-
kladů, na kterých si mohou ověřit své znalosti. V lineární algebře to jsou úlohy
pro výpočet determinantů, hodnosti matic, řešení soustav lineárních rovnic, ma-
ticových rovnic apod. Vytvořili jsme řadu aplikací, ve kterých pomoci Matlabu
vygenerujeme zadání a řešení do texovských souborů.

1.1 Grafické uživatelské rozhraní v Matlabu

Pro tvorbu naší aplikace využijeme tzv. GUI. Jde o zkratku pro Graphical User
Interface neboli grafické uživatelské rozhraní, které umožňuje interaktivní ob-
sluhu a řízení programu. GUI může obsahovat komponenty různých typů, jako
jsou například tlačítka, zaškrtávací políčka, editovatelné texty, nabídka nebo
mohou umožňovat zobrazování dat v podobě tabulek a obrázků. Každá kompo-
nenta má jednu nebo více spustitelných kódů, kterým se říká callback funkce,
a které žádají Matlab o provedení příslušné akce. Vyvolání callback funkce pro-
běhne vždy po určité akci provedené uživatelem, například stiskem tlačítka na
obrazovce, zadáním řetězce, nebo výběrem položky z nabídky, GUI poté reaguje
na uživatelské akce.
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2 Návrh aplikace

Aplikace Generátor soustav lineárních rovnic umožňuje vygenerovat soustavu
lineárních rovnic s předem daným počtem řešení a výstup zapsat do texovského
souboru. Uživatel zadá počet rovnic a počet neznámých, zvolí, zda se jedná
o homogenní soustavu lineárních rovnic nebo nehomogenní. Dále si vybere z ná-
sledujících možností:

• SLR nemá řešení,
• má jedno řešení,
• má nekonečně mnoho řešení závislých na

– 1 parametru,
– 2 parametrech,
– 3 parametrech.

Obr. 1: Náhled na aplikaci

Poté uživatel klikne na tlačítko Generovat soustavu, které zavolá funkci
generující požadovanou SLR, tato funkce bude popsána v kapitole 3. V poli
Soustava lineárních rovnic se objeví SLR a v poli Řešení soustavy její
řešení. Je-li uživatel spokojen s vygenerovanou soustavou zvolí názvy souborů,
např. zadani.tex, reseni.tex. Pokud tyto soubory neexistují vytvoří se po kliknutí
na tlačítko Vytvořit soubory. Poté již může uživatel vygenerované soustavy
opakovaně zapisovat do souboru kliknutím na tlačítko Zapsat do souborů.



Setkání učitelů matematiky 2014 141

Obr. 2: Generování soustav lineárních rovnic

3 Generování soustav lineárních rovnic

K vygenerování příslušné SLR budeme potřebovat následující funkce:

• Funkce generující regulární matici řádu n, jejíž prvky jsou celá čísla z in-
tervalu 〈mink, maxk〉.
[A]=regularni(mink,maxk,n)



142 Zuzana Morávková, Radomír Paláček

• Funkce, která vytvoří lineární kombinací náhodných dvou řádků ai, aj

dané matice, kde i, j ∈ 1, . . . , n.
[radek]=linearnikombinace(A,n)

Sestavení rozšířené matice soustavy probíhá podle typu řešení.

• Soustava nemá řešení: Vygeneruje se matice řádu n a sloupcový vektor
pravých stran téže délky. Poslední řádek rozšířené matice se pozmění tak,
aby hodnost matice a hodnost matice rozšířené byly různé.

• Soustava má jedno řešení: Vygeneruje se regulární matice řádu n a sloup-
cový vektor pravých stran téže délky.

• Soustava má nekonečně mnoho řešení závislých na k parameterech: Vyge-
neruje se regulární matice řádu n a sloupcový vektor pravých stran téže
délky. Přepíše se posledních k řádků rozšířené matice lineární kombinací
dvou náhodně vybraných řádků ai, aj (i, j ∈ 1 . . . , n−k) rozšířené matice.

Pokud je m > n, tak se další řádky vytvoří jako lineární kombinace dvou
náhodně vybraných řádků rozšířené matice. Náhodně přehodíme řádky rozšířené
matice za pomocí příkazu randperm.

4 Propojení TEXu s MATLABEM

Exportovat skripty a zdrojové kódy z Matlabu do TEXu je možné v závislosti na
verzi, ve které jsou vytvářeny. Stejně tak naopak s jistými omezeními je možné
zapisovat texovské řetězce v Matlabu. Jak bylo popsáno v kapitole výše, jedním
z našich cílů byl zápis soustavy a řešení do souborů, které by bylo možné jedno-
duše zkompilovat. Soubory samotné musí také obsahovat texovskou strukturu
alespoň ve své minimální podobě.
Zápis do souboru jsme provedli pomoci příkazu fprintf a dále použijeme

escapovaci sekvenci \n pro zalomení řádku a \\ pro zápis zpětného lomítka.
Připomeňme si definici příkazu fprintf:

fprintf(datový proud,formátovaný řetězec,argumenty)

Datový proud představuje proměnnou zastupující soubor, do kterého zapi-
sujeme. Dále následuje formátovaný řetězec, což je řetězec obsahující oby-
čejné znaky, formátovací specifikace a escapovací sekvence. Nakonec jsou zde
argumenty, které představují data vkládaná do řetězce.
Vytvoření texovské struktury v souboru:

fprintf(fid,’\\documentclass{article}\n’);
fprintf(fid,’\\usepackage{amsmath}\n\n’);
fprintf(fid,’\\begin{document}\n\n’);
fprintf(fid,’\\end{document}\n’);
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Výsledný obsah souboru *.tex:

\documentclass{article}
\usepackage{amsmath}

\begin{document}

\end{document}

Obdobným způsobem byl vytvořen skript pro zápis soustavy, resp. řešení do
souboru. Následuje malá ukázka:

[m,n]=size(A);
fprintf(fid,’\\begin{align*}\n’)
for i=1:m
prvni=1;

for j=1:n
if A(i,j)>0 & A(i,j)~=1

if prvni==1
fprintf(fid,’ %1.0fx_%1.0f ’,A(i,j),j);

else
fprintf(fid,’ + %1.0fx_%1.0f ’,A(i,j),j);

end
elseif A(i,j)==1

if prvni==1
fprintf(fid,’ x_%1.0f ’,j);

else
fprintf(fid,’ + x_%1.0f ’,j);

end
elseif A(i,j)<0 & A(i,j)~=-1

fprintf(fid,’ %1.0fx_%1.0f ’,A(i,j),j);
elseif A(i,j)==-1

fprintf(fid,’ - x_%1.0f ’,j);
end
if A(i,j)~=0

prvni=0;
end

end
fprintf(fid,’ = %1.0f \\\\\n ’, b(i));
end
fprintf(fid,’\\end{align*}\n\n’)
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Při každém dalším zápisu soustavy do souboru se vymaže ukončení texov-
ského souboru (\end{document}), poté dojde k zápisu soustavy a znovu se uza-
vře texovská struktura vložením příslušného řetězce. Nakonec nesmíme zapome-
nout soubor uložit, abychom nepřišli o zapsaná data. To provedeme příkazem
\fclose{fid}.
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Vazby didaktické přípravy a pedagogické

praxe v učitelském studiu matematiky

Oldřich Odvárko, Jarmila Robová

Abstrakt

Příspěvek je věnován změnám v přípravě budoucích učitelů matematiky na MFF UK
Praha. Zaměřuje se na bakalářskou úroveň studia, především na její didaktickou část.
Jsou uvedeny koncepce i obsah inovovaných předmětů „Metody řešení matematických
úloh� a „Pedagogická praxe I� a nově zařazeného předmětu „Pedagogicko-didaktická
propedeutika matematiky�. Při prezentaci příspěvku na konferenci budou uvedeny dílčí
výsledky a zkušenosti z výuky inovovaného předmětu „Metody řešení matematických
úloh�.

1 Úvod

Jedním z hlavních faktorů, které ovlivňují úroveň a kvalitu výuky matematiky,
je učitel, jeho odborné znalosti, schopnost předávat učivo žákům efektivně a při-
měřeně jejich věku i potřebám a jeho celková osobnost.
Za základní v přípravě učitelů považujeme dva faktory – jednak účelné pro-

pojení odborné matematické části přípravy s předměty z oblasti didaktiky mate-
matiky, pedagogiky a psychologie, jednak zdůraznění vazeb teoretické přípravy
učitelů a jejich praxe ve školách.

2 Koncepce učitelského studia na MFF UK v Praze

Studium učitelství matematiky na MFF UK v Praze procházelo postupně řadou
změn, jejichž cílem bylo zkvalitnění přípravy budoucích učitelů. Od akademic-
kého roku 2012/2013 je na MFF UK realizován pod studijním programemMate-
matika nově koncipovaný studijní obor Matematika se zaměřením na vzdělávání
(dvouoborová).
Nová akreditace tohoto bakalářského studijního oboru byla vytvořena s cílem

posílit vazby na budoucí profesi učitele i důsledně provázat odborné a didakticko-
-metodické předměty. Úpravy studijního plánu se týkají jak odborné matema-
tické části, tak i didaktické přípravy.
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V matematické části došlo ke zmírnění přechodového zlomu mezi středoškol-
skou a vysokoškolskou matematikou. Důležitou roli zde hrají předměty nazvané
jako „Základy� (Základy aritmetiky a algebry I, II, Základy rovinné geometrie,
Základy prostorové geometrie, Základy zobrazovacích metod). V těchto předmě-
tech je podstatným rysem kontinuální prohlubování a rozšiřování obsahu mate-
matiky, postupný přechod od středoškolských metod k vysokoškolskýmmetodám
práce v matematice, zvyšování důrazu na exaktnost, abstrakci a důkazové tech-
niky. Významné jsou formy a metody předávání poznatků; uvedené předměty
obsahují tedy i důležité pedagogicko-didaktické aspekty.
Oproti předchozí akreditaci došlo k podstatným změnám v části didaktické

přípravy. Do třetího ročníku bakalářského studia byly z navazujícího magis-
terského studia přeřazeny předměty Metody řešení matematických úloh a Pe-
dagogická praxe I. V tomto ročníku byl současně zřízen zcela nový předmět
Pedagogicko-didaktická propedeutika matematiky. (Tyto tři předměty jsou po-
prvé vyučovány podle nové akreditace v akademickém roce 2014/2015.)
Celkově je tím zdůrazněn učitelský aspekt celého studia již v bakalářském

studiu, které je tak zaměřeno na kvalitní zvládnutí základních matematických
disciplín včetně jejich didaktické stránky. Základní pedagogicko-psychologické
poznatky jsou dále získávány v povinně volitelných a volitelných předmětech.
Změny v bakalářském studiu si vyžádaly úpravy studijních plánů v navazují-

cím magisterském studiu. V současné době MFF UK podala žádost o akreditaci
navazujícího studia, která v případě schválení bude platit od akademického roku
2015/2016.
V nové akreditaci navazujícího magisterského studia jsou zachovány všechny

pedagogicko-psychologické předměty z původního studia, i přesto, že v bakalář-
ské části došlo k jejich navýšení oproti předchozímu stavu.
V odborné matematické části jsou zařazeny náročnější předměty navazující

na bakalářské studium; některé z nich jsou přesunuty z dřívějšího bakalářského
studia do studia navazujícího. V navazujícím magisterském studiu dochází k větší
abstrakci a završení většiny disciplín (Algebra, Geometrie III, Matematická ana-
lýza V, VI, Pravděpodobnost a statistika, Teorie množin).
Celkově lze říci, že většina změn oproti předchozí akreditaci je vedena snahou,

aby pedagogické, didaktické i psychologické aspekty výchovy budoucího učitele
prostupovaly celým studiem.

3 Didaktická příprava v bakalářském studiu na MFF

UK

Změny v rámci nové akreditace bakalářské úrovně přípravy učitelů vyžadují
inovovat nejen obsah přeřazených předmětů a podrobně rozpracovat sylabus
nového předmětu, ale zejména zajistit jejich vzájemnou obsahovou i metodickou
návaznost včetně vytvoření vhodných výukových materiálů.
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Katedra didaktiky matematiky MFF UK, která je garantem studia učitel-
ství matematiky, získala projekt MŠMT v okruhu Profilace a inovace studijních
programů na úrovni předmětů/kurzů a nazvala ho Inovace didaktické přípravy
v studijním oboru „Matematika zaměřená na vzdělávání�. Hlavním cílem pro-
jektu je rozvíjet potřebné schopnosti a dovednosti studentů pro jejich praxi ve
škole; zvláště jde o inovativní metody vyučování matematice s důrazem na akti-
vizaci žáků, na aplikace matematiky, na využívání počítačových technologií a na
mezipředmětové vazby.
Následující schéma (obr. 1) znázorňuje soubor předmětů z oblasti didaktiky

matematiky, pedagogiky, psychologie a pedagogických praxí v obou úrovních
učitelského studia na MFF UK. Jsou zde zachyceny i vazby mezi jednotlivými
předměty.

Obr. 1: Schéma vzájemných vazeb předmětů v didaktické přípravě učitelů

V dalším se soustředíme pouze na tři předměty bakalářského studia z obr. 1
(Metody řešení matematických úloh, Pedagogicko-didaktická propedeutika mate-
matiky, Pedagogická praxe I ). Uvedeme vždy sylabus popisovaného předmětu
doplněný poznámkami.

3.1 Metody řešení matematických úloh

V rámci uvedeného projektu byl sylabus předmětuMetody řešení matematických
úloh podstatně přepracován. Obsah předmětu se nyní zaměřuje na okruhy

• řešení úloh z logiky,
• důkazové metody – důkaz přímý, nepřímý, sporem, matematickou indukcí,
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• rovnice, nerovnice a jejich soustavy (i s parametry),užití grafů funkcí,
• geometrické úlohy planimetrické a stereometrické – syntetické i analytické
metody řešení.

Z hlediska metodického zaměření jde v uvedeném předmětu zejména o
• didaktické aspekty řešení matematických problémů,
• vlastní studentskou tvorbu metodických postupů při řešení matematických
problémů.

Řeší se zde obtížnější úlohy středoškolské matematiky, důraz se klade na ob-
jevení různých metod řešení a na sledování vazeb mezi postupy ve vysokoškolské
a středoškolské matematice.
Metody řešení konkrétních úloh jsou hodnoceny z hlediska matematické i ča-

sové náročnosti a z hlediska vhodnosti pro daný věkový stupeň žáků. Každý
student vystoupí na semináři s drobnou prezentací konkrétního problému v roli
učitele. Vytvářejí se tak dovednosti zdůvodňovat postupy a výsledky, komuni-
kovat s posluchači-studenty učitelství, reagovat na dotazy. Rozsáhlejší problémy
jsou studentům zadávány ve formě písemné seminární práce, ve které jde i o pro-
pedeutiku přípravy na vyučovací proces a práci s textovými editory a grafickými
systémy pro kreslení schémat a obrázků.
Příklady a problémy jsou vybírány zejména z brožur jednotlivých ročníků

matematické olympiády a z publikace [3]. Postupně se vytváří ucelený soubor
úloh vhodných pro účely tohoto semináře.

3.2 Pedagogicko-didaktická propedeutika matematiky

Dalším cílem projektu je promyslet a vytvořit podrobný obsah, metody práce
a výukové materiály pro nový předmět Pedagogicko-didaktická propedeutika ma-
tematiky. Sylabus předmětu v oblasti teoretické didakticko-pedagogické složky
se zaměřuje na

• induktivní a deduktivní metody ve středoškolské matematice,
• analýzu vzdělávacích dokumentů (RVP, ŠVP), učebnic a dalších učebních
materiálů školské matematiky,

• výukový proces školské matematiky (zvláště komunikace se žákem),
• projektování výukového procesu (příprava vyučovacích jednotek),
• hodnocení průběhu a výsledků výukového procesu.

V praktické pedagogicko-didaktické složce jde o
• přípravu na pedagogickou praxi (úvodní instruktáž, zadání úkolů studen-
tům),

• hodnocení pedagogické praxe (studentská vystoupení – sebereflexe první
pedagogické praxe, analýza zkušeností studentů),

• pedagogicko-psychologické aspekty učitelské profese,
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• seznámení s využitím ICT ve výuce a s výukovými metodami s podporou
ICT.

Předpokládáme, že každý student v rámci předmětu vypracuje dvě seminární
práce. První z nich se bude bezprostředně vázat na náslechovou Pedagogickou
praxi I realizovanou ve stejném semestru. Druhá se bude týkat využití ICT
ve výuce konkrétního tématu školské matematiky. V rámci předmětu se čerpá
zejména z literatury uvedené v závěru článku, tj. publikací [1, 2, 4, 5, 6].

3.3 Pedagogická praxe I

V rámci projektu je upravena koncepce předmětu Pedagogická praxe z matema-
tiky I tak, aby bylo možné využívat poznatky z obou výše uvedených předmětů
a současně zpětně reflektovat zkušenosti studentů z této praxe při výuce před-
mětu Pedagogicko-didaktická propedeutika matematiky.
První pedagogická praxe je zaměřena především na náslechy u zkušeného

fakultního učitele. Studenti hospitují v jeho výuce a také ve výuce svých ko-
legů, kteří konají praxi souběžně na téže škole. V průběhu praxe vykoná student
nejméně dva samostatné výstupy. Rovněž pomáhá při přípravě vyučovacích ho-
din, opravách písemných prací, asistuje při výuce v počítačové učebně. Aktivně
se zapojuje do dalších pedagogických povinností (dozor, porady, konzultace, pří-
prava pomůcek apod.). Po ukončení praxe předloží student zápisy ze svých hospi-
tací, písemné přípravy svých hodin, zprávu o průběhu praxe a hodnocení fakult-
ního učitele. Tyto materiály budou dále využívány v předmětu Pedagogicko-
-didaktická propedeutika.
Důraz je kladen na to, aby studenti, kteří jsou přítomni na pedagogickém

výstupu svého spolužáka, hodnotili realizovanou hodinu z hledisek, se kterými
se seznámili v Pedagogicko-didaktické propedeutice.
V předmětu se čerpá zejména z publikace [1].

4 Závěr

Předpokládáme, že výstupy projektu podpoří pozitivní změny ve studiu budou-
cích učitelů na MFF UK, posílí vzájemné vazby mezi jednotlivými složkami
jejich přípravy. Realizované úpravy by také měly přispět k prohloubení spolu-
práce s učiteli matematiky na základních a středních školách. Navržené změny
samozřejmě prověří až realizační fáze projektu v následujících letech.
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Způsoby tvorby úloh s reálným kontextem

Eva Patáková

Abstrakt

Úlohami s reálným kontextem budeme rozumět protipól úloh s čistě matematickým kon-
textem. V článku na ukázkách rozebereme dva mezní přístupy ke tvorbě takových úloh
(fixace reálné situace a dohledávání matematického obsahu úlohy, nebo naopak).

1 Úvod

Úlohami s reálným kontextem budeme rozumět úlohy, jejichž příběh (kontext)
by se v reálném světě (nebo alespoň v pohádce) opravdu mohl odehrát. Jako
druhý pól budeme uvažovat úlohy s čistě matematickým kontextem. (Např.: Je
dán trojúhelník ABC.)
Úlohy s reálným kontextem jsou v dnešní době poměrně vyžadované. Učitelé

je často využívají např. k motivaci žáků. Např. Tarhan a kol. [2] zkoumal, co žáci
vnímají jako charakteristické rysy „kvalitní úlohy	. Její vazba k reálnému životu
byla jedna ze čtyř hlavních charakteristik, které ve svém výzkumu identifikoval.
(Dalšími byly: vazba úlohy k něčemu, co žáci znají, jasně identifikovatelná otázka
a srozumitelná formulace.)
V následující části budou uvedeny dva hraniční způsoby, jak je možné ta-

kové úlohy tvořit. Nejprve se podíváme na konkrétní ukázky, pak oba přístupy
rozebereme a okomentujeme.

2 Tvorba úloh – konkrétní ukázky

Ukázky pochází z experimentu, kde respondenti byli při tvorbě úlohy nahráváni
na videokameru, přičemž byli požádáni, aby nahlas komentovali své myšlenky.1

Na základě přepisů těchto záznamů bylo provedeno několik analýz, mimo jiné
právě kontextu úlohy ve spojitosti se způsobem tvorby.
Respondentky popisované v ukázkách jsou obě učitelkami na osmiletém gym-

náziu. Jejich úkolem bylo: „Vytvořte náročnou úlohu pro žáka deváté třídy zá-
kladní nebo prvního ročníku střední školy, pro jejíž řešení je potřeba využít
následující vztah: Trojúhelníky různého tvaru, které mají společnou délku strany
a stejně dlouhou příslušnou výšku, mají i stejný obsah.	
1Ukázky jsou převzaty z práce [1], kde je podrobně popsán můj výzkum procesu tvorby

úloh.
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2.1 Ukázka Olga

• Olga si nejprve kreslí obrázek několika trojúhelníků se společnou základnou
a stejně dlouhou výškou – viz obr. 1. Vidí v situaci pohyb. Prohlašuje:

Jsem teď zafixovaná na myšlenku, že tady po té rovnoběžce, která je rov-
noběžná se základnou, se bude něco pohybovat, čímž se budou vytvářet ty
trojúhelníky stejnýho obsahu. A neumím vymyslet žádnej objekt, kterej se
bude pohybovat, kterej by dával smysl, aby se tam ty trojúhelníky vytvářely.

Obr. 1: Pohyb v úloze Olgy

• Po několika dalších pokusech ji napadá „dohadování se	. Stavaři – na jakou
střechu je menší spotřeba materiálu? Nebo nějaký vzor z dlaždic? Pointa by
byla v tom, že v závěru by se stejně neuměli dohodnout, protože materiálu
by se na obojí spotřebovalo stejně. (Kreslí si rovnoběžkový pás podobný
jako na obr. 2.)

• Nelíbí se jí, že řešení bude celkem zjevné. Sice by se situace dala vymyslet
nějak, aby neznali žádné konkrétní údaje, ale je do očí bijící, že vybar-
vené části mají obsah poloviny pásu. Přesto však pokračuje v hledání co
nejreálnějšího kontextu.

• Napadá ji vystřihování zubů z lepicí pásky, to by nějaké dítě mohlo chtít.
A je zároveň smysluplné, že maminka bude argumentovat spotřebou pásky.
Situace se jí stále nelíbí. Říká, že by nejraději námět opustila a začala
znova. Hodnotí:

Stejně je to celý takový hrozně umělý. . . Já si totiž pamatuju, jak jsem
jako dítě neměla ráda úlohy, kdy to na mě působilo hrozně vyumělkovaně.
Tak jsem teďko možná až příliš fixovaná na to, abych vytvořila úlohu, která
působí fakt reálným dojmem. A neumím to domyslet. Přijde mi, že bude tak
hrozně moc omezujících podmínek v tý úloze zadanejch, že už to – přesně –
bude působit hrozně nereálně. Proč by si nějaký dítě chtělo do pokoje lepit
zuby? Vždyť to je úplně absurdní. . .

• Odhaduje rozměry lepicí pásky, která lze koupit v obchodě. Odhaduje roz-
měry pokoje, zuby se budou lepit pouze po jedné stěně, aby stačila jedna
páska.

• Aby řešení nebylo tak zjevné, doplňuje do zadání přebytečné údaje.
• Výsledná úloha se jí moc nelíbí, připadá jí umělá a snadná.
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Úloha Olgy: František s maminkou v obchodě zakoupili 3 m dlouhou a 10 cm
širokou bílou lepicí pásku na zeď, z které chce František vystříhat a nalepit
ozdobné zuby na zeď ve svém pokoji. Pak s maminkou diskutují o tvaru zubů.
F: Chtěl bych ty zuby hodně špičatý, aby vypadaly nebezpečně. Trojúhelníkový,
ať se mi dobře stříhají a nemám s tím moc práce.
M: Dobrý nápad. Jaké trojúhelníky?
F: Asi takhle. (Načrtne. Změřením úhlu ve Františkově náčrtku byla zjištěna
jeho velikost 21◦ – viz obr. 2.)
M: To se ti jich tam moc nevejde. Co spíš takhle? (Načrtne. Maminka navrhuje
rovnoramenné trojúhelníky viz obr. 3.)

Obr. 2: Zuby podle Františka Obr. 3: Zuby podle maminky

F: Ty moje vypadají nebezpečněji.
M: Dobře. A jak budou široký?
F: Co třeba taky 10 cm?
M: Mně se zdá, že ty moje zuby jsou větší než ty tvoje, přitom jsou stejně široký
a vysoký jako ty tvoje.
F: Myslíš? Asi máš pravdu. Vypadaj větší.
M: Nebo ne? Já si nejsem jistá.
Které zuby zaujímají větší plochu?

2.2 Ukázka Olivie

• Olivie nejprve vizualizuje situaci obrázkem, který je velmi podobný Olži-
nému (viz obr. 1). Napadá ji, že rovnoběžné přímky jsou cesty, přičemž
buď zanedbáme, nebo nezanedbáme jejich tloušťku. Na cestách se zapích-
nou kolíky, mezi nimi se natáhnou lana. Úkolem by bylo porovnávat obsahy
vyznačených ploch. To však vede k příliš snadné úloze.

• Kreslí různé obrázky. Nejdříve získává trojúhelníky se stejným obsahem
tak, že nakreslí 6 bodů ležících na přímce a všechny je spojí s bodem
mimo tuto přímku.

• Přidává dalších šest bodů ležících v přímce a spojuje je se stejným bodem
jako předchozí šestici bodů, získává dvě skupiny trojúhelníků se stejným
obsahem.

• Zvažuje, že v situaci vidí nekonečno, limity, . . . To se jí však zdá příliš
obtížné pro žáka daného věku.
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• Napadá ji otázka: „Levou	 stranu známe, chceme zkonstruovat „pravou	
stranu tak, aby získané trojúhelníky měly stejný obsah jako trojúhelníky
na „levé	 straně. Říká, že chceme obrázek „překlopit a natáhnout	. Nebo
bychom jej ani nemuseli „překlápět	, stačí jen „natáhnout	.

• Rekapituluje si, co si žáci při řešení musí uvědomit. Zkouší zformulovat
čistě matematicky, kdy zadává názvy bodů a přímek. To se jí ale nelíbí.

• Vymýšlí reálný kontext. Lidé, co drží kolíky, mezi nimi se natahují pro-
vazy. My chceme, aby couvli, ale aby obsah ploch zůstal zachován. (Tj.
verze úlohy bez překlápění.) Co by ale ta plocha znamenala? Vzpomíná na
zahajovací ceremoniál Olympijských her, kdy lidé vytváří „živé obrazce	,
které barevně působí při pohledu z výšky. To jí ale připadá příliš kompli-
kované na zformulování.

• Mohlo by jít o to, že někdo tiskne plakát:
To všetky deti poznajú. Zvlášť keď tlačia na atramentovej tlačiarni, tam
spotreba farby hrá veľkú rolu.

• Trojúhelníky popisuje barvami. Chvíli řeší míšení barev v tiskárnách – jaké
barvy má zadat, aby je tiskárna měla přímo a z žádných si je nemíchala.

• Chvíli ještě zvažuje, zda neztrácí smysl otázka na konstrukci útvarů, když
takový plakát pro tisk by stejně každý vytvářel v nějakém grafickém edi-
toru. Nakonec ale úlohu nechává a vyjadřuje spokojenost, úloha se jí líbí.

Úloha Olivie: Chceme vytlačiť plagát, na ktorom je nasledujúci obrázok (viz
obr. 4).

a) Ktorej farby sa použije najviac?

b) Chceme obrázok roztiahnuť do šírky tak, aby jeho ľavý okraj splynul s ľa-
vým okrajom papiera. (Jeho výšku môžeme meniť.) Chceme, aby spotreba
farby ostala rovnaká. Akú dĺžku bude mať po tejto zmene úsečka A1A2?
Vyrieš konštrukčne!

Obr. 4: Plakát v úloze Olivie
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2.3 Srovnání ukázek Olgy a Olivie

Ukázky Olgy a Olivie jsou si v mnohém podobné. Obě chtějí vytvořit úlohu
s reálným kontextem, oběma se to nakonec podaří, obě dokonce chvíli přemýš-
lejí nad stejnými situacemi (napínání lana, stříhání pásky). Obě dvě jsou také
velmi důsledné, aby i detaily úlohy byly založené na realitě. (Olga se rozpomíná,
jaké rozměry pásky viděla prodávat v obchodě, Olivie řeší systém míšení barev
v tiskárnách, aby předešla případným rozporům.)
V procesu tvorby úlohy se však nachází jeden významný rozdíl: Olga začíná

od reálné situace. Až po jejím vymyšlení začíná pracovat na matematické otázce
úlohy. Oproti tomu Olivie pracuje zpočátku současně na obojím. To se jí nedaří.
Nakonec vymyslí úlohu jako čistě matematickou a k ní potom dotváří reálný
kontext.

3 Závěr

Jako shrnutí lze říci, že v ukázkách jsme viděli dva mezní přístupy tvorby úlohy
s reálným kontextem. Jeden začíná fixací situace (kontextu), ke kterému se nako-
nec hledá vhodná matematická otázka. Druhý krajní způsob je nejprve vytvořit
vhodnou matematickou otázku, ke které se pak nematematický kontext dohledá
zpětně.
Není účelem příspěvku přístupy hodnotit, či dokonce označit některý za lepší.

Ukázali jsme, že je možné vytvořit zajímavé úlohy oběma způsoby. Doufám, že
pro čtenáře byly užitečné nebo alespoň zajímavé i ukázané úlohy včetně popisu
toho, jak byly vytvořeny.
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Didaktická hra Telefon jako diagnostický

nástroj pro porozumění geometrickým

obrazcům – experiment zaměřený na žáky

1. ročníku ZŠ

Ivana Procházková

Abstrakt

Z výsledků TIMSS a PISA vyplývá, že postoj českých žáků k matematice je převážně
negativní. Ptáme se, proč tomu tak je? Kde jsou kořeny vnímání, že na matematiku
je nahlíženo jako na něco nepříjemného? V prezentovaném výzkumu se zaměřujeme
na geometrii. Jirotková říká, že geometrie jako část matematiky je mnohými učiteli
základní školy výrazně méně oblíbená než aritmetika. Může za to i přístup učitele,
který matematiku vyučuje a není si v ní jistý a svoji nejistotu postupně přenáší na
žáky? Náš výzkum se snaží rozšířit pohled na to, jak chápou geometrické obrazce žáci
prvního ročníku, kteří ještě nejsou takovou mírou ovlivněni školskou matematikou a dále
zkoumáme, jaké zajímavé fenomény je možno z jejich výpovědí vysledovat.

1 Úvod

Již při zápisu do první třídy je dítě ve většině případů vyzváno, aby pojme-
novalo obrazce, které jsou před něj předloženy. Jako reprezentant 2D objektů
je mu předložen čtverec, obdélník, kruh a někdy i trojúhelník, který je větši-
nou rovnostranný. Ve většině případů dítko odpoví správně, neboť má v mysli
uloženo schéma těchto obrazců. Jak pevně je ale toto schéma zakořeněno? Je
to pouze formální poznatek nebo je pro něj geometrickou osobností? Pozná žák
tento obrazec, i kdyby měl jiné rozměry či byl jinak natočen? V této chvíli se
ale nezkoumá hloubka porozumění. Požaduje se pouze formální poznatek - po-
jmenování. Nemůže být příčinou neoblíbenosti geometrie i to, že tyto poznatky
přetrvávají a jsou rozvíjeny pouze formálně?
Můžeme si položit otázku, jak rozvíjet porozumění geometrickým 2D ob-

razcům u žáků prvního ročníku? Jedním z klíčových vzdělávacích prvků nabytí
a tříbení znalostí je komunikace o daném. Je tedy dobré žákům předložit úlohu,
u které musí komunikovat o dané problematice. Rozhovorem se spolužáky (spo-
lužákem) dochází k ujasňování, konfrontaci, ale i potvrzení názoru. V mysli žáka
dochází k tříbení, přetvoření či upevnění daného poznatku. Dochází k jakémusi
„poznatkovému růstu	.
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2 Didaktická hra Telefon

V našem experimentu jsme se rozhodli pro didaktickou hru Telefon [3], která
byla použita jako diagnostický nástroj. Cílem experimentu bylo zmapovat míru
porozumění geometrickým obrazcům. Nutnou podmínkou bylo zvolit prostředí,
které bychom pro žáky 1. ročníku cítili jako vhodné a zároveň atraktivní, ne-
boť novost a neznámé je pro malé děti výzvou. Prostředí, ve kterém komuni-
kace probíhala, byla čtvercová síť. Zastupovala ji pomůcka využívaná ve výuku
geometrie – geoboard. Geoboard je čtvercová destička, na které je vyznačena
čtvercová síť a v každém vrcholu je hřebíček. Na hřebíček se může upevňovat
gumička a mohou se tak tvořit obrazce.

Vybráni byli žáci 1. ročníku, kteří mají ještě své představy neupevněné a jsou
ovlivněny různými životními zkušenostmi. Považujeme za klíčové zkoumat žáky
prvního ročníku, neboť od této doby jsou již učitelem systematicky vedeni urči-
tým stylem k určitým znalostem.

2.1 Realizace experimentu

Experiment byl realizován v průběhu prvního pololetí školního roku 2013/2014
na jedné základní škole v Praze. Výzkumu se zúčastnilo 10 dvojic žáků 1. roč-
níku – 4 dvojice chlapců, 4 dvojice dívek a 2 dvojice smíšené (chlapec a dívka).
Experiment byl nahráván na videokameru a následně analyzován. Žáci didaktic-
kou hru hráli odpoledne po vyučování v době, kdy trávili čas ve školní družině.
Experiment nebyl časově omezen. Záleželo nám na tom, aby žáci mohli dosta-
tečně dlouhou dobu se spolužákem komunikovat a sdílet.

Žáci se seznamovali s geoboardem poprvé a bylo tedy nutné dát jim čas
na individuální prozkoumání. Se zaujetím všichni žáci tvořili obrazce na geobo-
ardu pomocí gumičky v rozmezí 10–15 minut, pak již chtěli činnost změnit. Po
tvoření obrazců následovala hra Telefon. Dvojice k sobě byla otočena zády a je-
den z hráčů vymodeloval obrazec na geoboardu. Následně se snažil spolužákovi
obrazec popsat tak, aby ho mohl vymodelovat. Oba hráči mohli společně komu-
nikovat, klást si otázky, ujišťovat se, ale neviděli na sebe. Pro nás bylo důležité
všímat si popisu a vzájemné komunikace.

2.2 Jevy poukazující na neupevnění pojmů

V této části ukážeme několik výňatků z rozhovoru1 dětí, které ukazují, že geo-
metrické obrazce jsou zatím v mysli uloženy pouze formálně.

A pokud není pojem upevněn, záleží na poloze obrazce

1Části rozhovoru, které jsou zde použité jsou autentické – neupravované.
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Situace 1

Ve dvojici modelovaly obrazce dvě dívky – Denisa a Laura. Denisa vymodelo-
vala na geoboardu trojúhelník (obr. 1). Laura se k ní obrátí, podívá se, jaký
obrazce modeluje a říká: „. . . jé, kdybychom si to otočili, tak to vypadá jako
ten . . . em . . . ten . . . em . . . no, šmarja, jak se to jmenuje . . . trojúhelník!� Dívka
má v mysli uloženo schéma trojúhelníku, ale pouze v určité poloze. Není zatím
schopna s obrazcem manipulovat a otáčet ho. Má nedostatek izolovaných mo-
delů [1], které by ji vedly k poznání, že i trojúhelník směřující jedním z vrcholů
k zemi je trojúhelník. Tento formalizmus může vycházet i z předkládání stále
stejného typu modelu trojúhelníka – tedy se stranou vodorovnou s dolním okra-
jem papíru (obr. 2). Je potřeba dítěti nabídnout již v útlém věku různé typy
trojúhelníků, aby neměly zakořeněn pouze jeden model.

Situace 2

Modelují chlapci Matěj a Martin. Každý se soustředí na své modelování.
Martin (01): „. . . joo, mám to! Kosočtverec!� (vykřikne) (obr. 3).
Ex (01): „A jak si poznal, že je to kosočtverec?�
Martin (01): „No, je to takové šikmé.� (objíždí prsty strany obrazce)
Martin cítí, že slovo koso naznačuje něco „šikmého	, ale pod jeho představou

kosočtverce se skrývá i čtverec, směřující jedním vrcholem k dolnímu okraji
papíru. Zatím nemá dostatek izolovaných modelů kosočtverce a čtverce.
Tato představa „kosočtverce	 (obr. 3) se objevila ve většině případů u hry

Telefon.

Obr. 1 Obr. 2: Nejčastěji před-
kládaný typ trojúhelníka

Obr. 3

Situace 3

Modelují chlapci Fanda a Kryštof. Fanda vymodeluje trojúhelník (obr. 4).
Fanda: „. . . jéé, trojúhelník! (váhá) Ale je nějakej divnej.�



160 Ivana Procházková

Obr. 4 Obr. 5 Obr. 6

Kryštof: . . . otočí se k němu, obrazec si prohlédne a říká: „Jo, to je nějakej divnej.
Já bych spíš řek, že je to střecha od domu.�
Fanda má vybudované schéma trojúhelníka, ale je možné, že s touto podobou

pravoúhlého trojúhelníka se ještě nesetkal. Není si tedy jistý, zda se o trojúhelník
jedná či ne. Pro Kryštofa zatím není trojúhelník osobností. I tato situace ukazuje,
že stále potřebuje dotvářet izolované modely.

2.3 Zajímavý fenomén vyplývající ze žákovské komunikace

Dětský svět je ovlivněn zkušeností z okolního prostředí. Děti vedou rozhovory
o věcech a situacích, které přímo prožívají a které ovlivňují jejich každodenní
život. V našem výzkumu se vyskytl silný jev, který byl ovlivněn zkušeností po-
užíváním počítače a hraním her na počítači. Tento jev se neobjevuje u žádných
podobných výzkumů z minulých let. Dá se tedy usuzovat, že zkušenost s hraním
počítačových her ovlivňuje a bude ovlivňovat jazyk budoucích generací.

Situace 1.1

Ve dvojici modelovali obrazce a hráli hru Telefon dva chlapci David a Dominik.
David vymodeloval na geoboardu čtverec (obr. 5) upevněný na 3× 3 hřebíč-

cích (největší možný čtverec na daném geoboardu) a popisuje ho spolužákovi.
Protože se pro experimentátora vyskytla zajímavá situace, vstoupil do komuni-
kace žáků.
David(01): No, udělej takovej jako . . . takovej počítač.
Ex(01): A Daví, jak si poznal, že je to počítač?
David(02): No přece . . . no, tady to je jako ten monitor. No, jako ta obrazovka.
(Objíždí prsty strany čtverce.)
Ex(02): Aha.

Situace 1.2

Dominik vymodeluje obrazec (obr. 6).
Ex(01): Domčo, to je zajímavé, co by to mohlo být? Jak bys to nazval?
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Dominik(01): No, třeba nějakej ten domeček z Minecraftu. (počítačová hra)
Ex(02): Domeček z Minecraftu, jo? A jak vypadá Minecraftovej domeček?
David(01): To je z kostiček . . . (vysvětluje rychle) Dominik(02): Minecraft je
takovej. . .
David(02): Kostičky tam jsou. . .
Dominik(03): No prostě, Minecraft je takovej kostičkovej svět. . .
Oba žáci při svých vyprávěních rádi povídají o tom, jak hrají hry na počítači.

Jejich častá domácí odměna je, že jim rodiče dovolí sedět u počítače a hrát.
Zkušenosti ze hry se následně promítají do obrazců, o kterých mohou vyprávět,
popisovat, pojmenovávat podle své fantazie. Z ukázky je vidět, že snaha dítěte
je své oblíbené představy používat i v běžném světě. Je tedy důležité uvědomit
si, jaké trávení volného času dítěti nabídneme. Podle toho ho také formujeme –
jeho slovník, jeho zkušenosti i jeho pohled na svět.

3 Závěr

Z experimentu vyplývá, že didaktickou hru Telefon lze hrát již se žáky 1. ročníku
ZŠ. Hra nám může ukázat, jak žáci rozumí určitým obrazcům, jevům, jakým
jazykem se vyjadřují, jak objekty popisují. Zda jsou konceptuální či procesuální
typy.
Diagnostika žáka je pro učitele důležitá, neboť při výuce může uplatňovat

získané poznatky o dítěti a může volit taková slovní spojení a takové styly vý-
uky, které budou danému žákovi bližší. Didaktická hra Telefon je vhodná jako
diagnostický nástroj nejen z hlediska 2D objektů.
V prezentaci budou dále ukázány a analyzovány další jevy a fenomény, které

se při didaktické hře Telefon vyskytly.

Poděkování

Tento článek vznikl za podpory projektu SVV 260 108/2014 Vzdělávání a vý-
chova v kontextu proměn společnosti.
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Integrovaná výuka matematiky a cizího jazyka

na PedF UK

Lenka Procházková

Abstrakt

Na základě analýzy příprav na hodinu finanční matematiky v angličtině článek popisuje
některá specifika matematiky v kontextu integrované výuky cizího jazyka a nejazykových
předmětů (CLIL), stručně představuje zásady přípravy budoucích učitelů matematiky na
integrovanou výuku a ukazuje a komentuje konkrétní příklady aktivit pro výuku finanční
matematiky v angličtině.

1 Úvod

Jedním z trendů, který můžeme pozorovat, je integrace předmětů; své místo stále
častěji nachází metodika CLIL, tedy Integrované výuky cizího jazyka a nejazy-
kového předmětu (Content and Language Integrated Learning). Podle zprávy
NIDV [1] nějakou formu integrace cizího jazyka a nejazykového předmětu zařa-
zuje více než 30 % ze 484 oslovených základních a středních škol (dle vyjádření
jejich ředitelů); 80 % ředitelů, na jejichž školách dosud k podobné integraci ne-
dochází, o zařazení prvků CLIL ve výuce v budoucnu rozhodně uvažuje.
Mezi základní principy integrované výuky patří komunikativní přístup za-

měřený na žáka, důraz na objevování a smysluplnou konstrukci poznatků, časté
zařazení spolupracujících forem práce, zařazování vysokého množství vizuálních
a multimediálních materiálů i využití prvků didaktiky cizích jazyků.
Na Katedře matematiky a didaktiky matematiky na Pedagogické fakultě Uni-

verzity Karlovy v Praze je pro magisterské studenty jednooborového studia mate-
matiky otevřen povinný předmět Integrovaná výuka matematiky a cizího jazyka.
Kurz je realizován formou blended learning, kdy je e-learningový modul doplněn
o dva prezenční semináře. Závěrečnou prací studentů v kurzu integrovaná výuka
je pak zpracování komplexní přípravy na jednu vyučovací hodinu integrované
výuky. V letošním roce bylo zadané téma „Finanční matematika pro 9. ročník
ZŠ nebo odpovídající ročník víceletého gymnázia	.
Článek čtenáře seznamuje s některými úskalími matematiky v kontextu CLIL

a se způsobem, jakým pracují studenti v rámci povinného kurzu integrované
výuky na katedře matematiky.



164 Lenka Procházková

2 Integrovaná výuka matematiky a cizího jazyka

Hlavním cílem předmětu Integrovaná výuka matematiky a cizího jazyka na
KMDM PedF UK je rozšířit didaktický repertoár studentů tak, aby se seznámili
s metodami, strategiemi a přístupy CLIL a výuky cizích jazyků a jejich prvky
dokázali využít i ve výuce v mateřském jazyce. Kurz se snaží ukázat potenciální
výhody integrované výuky, ale i upozornit na její rizika a nároky. Za významné
považujeme, abychom studentům předvedli co nejširší repertoár strategií a tech-
nik, na studentech necháváme volbu konkrétních technik pro konkrétní zadání,
vedeme je ke kolektivní reflexi.

2.1 Průběh kurzu

Během úvodního setkání si studenti vyzkouší, jak využít typické aktivity z výuky
cizího jazyka (aktivity na porozumění textu, šablony pro vytváření gramaticky
správných vět, doplňování větných konstrukcí apod.) pro výuku matematiky
v cizím jazyce. Samostatně pak tyto aktivity využívají při zpracování konkrétní
slovní úlohy.
V souvislosti s integrovanou výukou se často používá termín scaffolding,

v češtině doslova
’
lešení‘ , nebo

’
stavění lešení‘ . Scaffolding jsou všechny metody

a strategie, které učitel cíleně používá, aby žákům umožnil smysluplně pracovat
v cizím jazyce, a právě na scaffolding se soustředí praktická část kurzu. Studenti
se seznamují s pomůckami, technikami a postupy, které v hodinách integrované
výuky pomohou žákům vyrovnat se s jazykovou bariérou nebo kognitivními pře-
kážkami.
V závěrečné práci kurzu integrovaná výuka si studenti sami volili přesné

téma zpracovávané hodiny i míru integrace cizího jazyka, tedy jestli bude celá
hodina realizovaná v cizím jazyce, nebo v ní budou jen zařazeny cizojazyčné
prvky (v souladu s literaturou týkající se CLIL [2], která požaduje minimálně
25% využití cizího jazyka v hodině). Studenti měli vytvářet materiál určený pro
veřejně dostupnou databázi.
Práce mají studenti možnost společně projít v závěrečném prezenčním semi-

náři, kde jsou ukázány i silné stránky a problematické aspekty různých navrho-
vaných přístupů.

2.2 Výzkum příprav zpracovaných studenty učitelství matematiky

Práce studentů jsou zařazeny do grantu řešeného na Pedagogické fakultě UK,
Analýza písemně zpracovaných příprav na hodinu pro efektivní přípravu učitelů
pro integrovanou výuku, který mimo jiné porovnává očekávání studentů a učitelů
i jejich konkrétní přípravy na hodinu.
Studenti v listopadu vyplnili dotazník, týkající se jejich představ o ideální

přípravě stažené z internetu, během prosince pak zpracovávali vlastní přípravy.
Dotazník vyplnilo všech 23 účastníků kurzu. Pět nejčetnějších požadavků bylo
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na přítomnost slovníčku pojmů (91 %), na metodické pokyny pro učitele a časové
rozložení hodiny (obojí 78 %), dále pak na kopírovatelný pracovní list pro žáky
(74 %) a navržené techniky scaffoldingu (70 %).
Data z dotazníku byla porovnána s přípravami, které studenti zpracovali jako

závěrečnou práci kurzu. Srovnání studentských očekávání a frekvenci zařazení
požadovaných prvků ilustruje graf 1.

0 %

20 %

40 %

60 %

80 %

100 %

120 %

slovníček postup pro
učitele

časová osa pracovní list scaffolding

požaduje

zařazuje

Graf 1: Srovnání nejžádanějších položek přípravy s jejich výskytem ve vlastních
přípravách (v %)

Je zjevné, že ač studenti některé položky považují za přínosné a důležité,
neznamená to, že je automaticky zařadí do vlastních příprav. Nejmarkantnější
pokles je u časové osy, kterou sice 78 % studentů vnímá jako důležitou, ale vlastní
přípravy ji zařazuje jen 43 % z nich. Nejpřímočařejším vysvětlením těchto jevů
může být jednak nedostatek praxe, jednak specifičnost kontextu (povinný úkol
pro získání zápočtu). Studie hodlá tyto hypotézy ověřovat srovnáním student-
ských prací a dotazníků s daty získanými od učitelů, a to jak učitelů, kteří zku-
šenost s integrací výuky a matematiky mají praktické zkušenosti, tak od těch,
kteří jen prošli nějakým typem školení, ale ve vlastní výuce integrovanou výuku
nevyužívají.

2.3 Ukázky z prací studentů

Principy CLIL, techniky scaffoldingu i jejich uchopení v konkrétních obrysech
nejlépe ukazují závěrečné studentské práce. Na třech příkladech předvedeme ně-
která specifika matematiky v CLIL.
Jednou z doporučovaných technik scaffoldingu je využití tzv. větných rámců.

V ukázce je autor je používá pro ověření znalostí žáků ohledně složeného a jed-
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noduchého úročení. Díky využití rámců nemusejí žáci přemýšlet o správné gra-
matické stavbě vět a nepřímo si zopakují slovní zásobu i její pravopis. Úskalím
níže představených větných rámců je jednak jejich omezenost (žáci mají vyso-
kou šanci na úspěch, i když budou jen tipovat) a také nutnost číst komplikované
vzorce, navíc ne vždy jednoznačně zapsané.

Obr. 1: Větné rámce v hodině finanční matematiky v AJ

Problematiku lokalizace úloh budeme ilustrovat na dalším konkrétním pří-
kladě. Autor zařazuje tuto úlohu: Mrs. Veselá wants to deposit 120000 CZK for
5 years and needs to decide between two banks. The first bank offers 5.2 % simple
interest rate, the second bank offers 4.7 % compound interest rate. Which bank
should Mr. Veselá choose? V zadání používá desetinnou tečku, zápis tisíců už
ale anglofonnímu standardu neodpovídá. Volí české vlastní jméno i měnu, čímž
se vystavuje možné diskuzi nad tím, proč paní Veselá – s ní i žák – řeší tento
problém v cizím jazyce. Volí anglofonní zkratku měny, ale umisťuje ji za čís-
lovku, což zase odpovídá české normě. Odborná veřejnost se neshoduje na tom,
která z variant je jednoznačně správně. Důležitým vodítkem je tak konzistent-
nost v rámci daného předmětu či u daného učitele, který by měl se žáky rizika
lokalizace probrat a seznámit je s platnou normou.1

Další z autorů převzal celou úlohu z amerického pracovního listu (viz obr. 2),
čímž mu odpadly problémy s lokalizací. Původně chtěl žákům předkládat úlohu
1Samostatnou otázkou zůstává volba výše úrokové sazby a absence danění úroku, požadavek

na realističnost školních úloh finanční matematiky samozřejmě při integraci s cizím jazykem
nemizí, zmatek vnáší i překlep Mrs./Mr. Veselá.
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Obr. 2: Text úlohy převzaté z US pracovního listu

k samostatné práci bez dalších informací. Po společné reflexi s ostatními účast-
níky kurzu autor navrhuje techniky scaffoldingu, které by pro zařazení této
úlohy použil: přeformulovat nebo vypustit úvodní odstavec, projít se žáky různé
(v textu použité) výrazy pro ceny a slevy, vysvětlit před zadáním, jak funguje
daň z prodeje, připravit tabulku, do které by žáci doplnili informace z textu.

3 Závěr

Integrovaná výuka matematiky a cizího jazyka může nabídnout studentům za-
jímavé možnosti rozšíření jejich didaktického repertoáru; to potvrzují i zpět-
novazební dotazníky a rozhovory se studenty. Zároveň však nestačí studenty
seznamovat s teorií a jednotlivými technikam, ale je nutné je doplnit o pečlivou
reflexi konkrétních materiálů.
Data získaná dotazníkovým šetřením a analýzou studentských prací ukazují

značné rozpory mezi tím, co studenti považují za důležité, a co poté sami za-
řadí do přípravy. Další výzkum zaměřený tentokrát na učitele s praxí se bude
soustředit na to, jestli podobné rozpory závisí na míře praxe a/nebo na míře
zkušeností s integrovanou výukou.
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Sedm podob badatelsky orientovaného

vyučování matematice II

Filip Roubíček

Abstrakt

Příspěvek je druhou částí třídílné série, jejímž cílem je pomocí různě zaměřených di-
daktických situací vyjasnit podstatu badatelsky orientovaného vyučování matematice.
Tato druhá část je zaměřena na geometrická prostředí, ve kterých hraje důležitou roli
modelování a které umožňují generovat badatelské úlohy různé obtížnosti. V článku jsou
popsány tři podoby badatelsky orientovaného vyučování matematice, a to prostřednic-
tvím badatelských úloh klasifikovaných podle charakteru vstupních informací: kompaktní
(informačně hutná), vizualizovaná (daná obrázkem) a daná prostředím.

1 Úvod

Pojem badatelsky orientované vyučování (BOV), který je vysvětlen v článku [4],
není v didaktice matematiky příliš rozšířen. Podstatou BOV je didaktická situace
založená na bádání, resp. vedoucí k uplatnění badatelských postupů, jako jsou
experimentování, kladení otázek, usuzování, ověřování domněnek, diskutování
závěrů aj. Navodit takovou situaci lze prostřednictvím úloh, které popisují neur-
čitou, nejednoznačnou, neznámou situaci a požadují její komplexní prozkoumání.
Tato počáteční situace by měla být pro řešitele (žáka nebo studenta) zajímavá,
podnětná a také přiměřeně náročná, tzn. uchopitelná prostřednictvím toho, co
žák nebo student již zná. Vstupní informace v úlohách, které označujeme jako ba-
datelské, mohou mít různých charakter. Tři z nich jsou popsány v tomto článku
a další jsou uvedeny v článcích [4, 5].

2 Badatelské úlohy s geometrickým obsahem

Bádání v geometrii je úzce spjato s modelováním (viz [1, 2]); modelování před-
stavuje most mezi reálným světem kolem nás a abstraktním světem geometrie.
Obecně se modelováním rozumí fyzická či mentální činnost s modely jakožto
reprezentacemi zkoumané oblasti reality, které nesou podstatné charakteristiky
sledovaného objektu nebo jevu. Modelování, které zahrnuje celou škálu vzájemně
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provázaných procesů – procesy konstrukce, manipulace, transformace a interpre-
tace, hraje při řešení geometrických úloh významnou roli. Fyzická manipulace
s modely (například sestavování obrazců z mozaikových dílků nebo těles ze sta-
vebnice), vizualizace (například kreslení obrázků ve čtvercové síti nebo dyna-
mické modelování pomocí programu GeoGebra) a užití dalších forem modelo-
vání je velmi důležité pro rozvoj geometrické představivosti. Fyzická manipulace
s modely bývá mnohdy jedinou cestou, jak nahradit chybějící geometrické před-
stavy nebo nalézt všechna řešení dané úlohy.

2.1 Podoba čtvrtá: Kompaktní (informačně hutná)

Vstupní informace úlohy vhodné pro BOV může být buď velmi prostá (viz po-
doba minimalistická v článku [4]), nebo naopak hutná – kompaktní. Situaci, která
je popsána pomocí zhuštěné, ale celistvé informace, je třeba nejprve správně in-
terpretovat. Příkladem úlohy s informačně hutným zadáním je následující úloha:
Jaký obvod má mnohoúhelník, který je sestaven ze čtyř shodných pravoúhlých
trojúhelníků s délkami stran 3, 4, 5?
Z informace o délkách stran je zřejmé, že se jedná o pythagorejský trojúhelník,

tedy pravoúhlý trojúhelník. Vypustíme-li v zadání slovo „pravoúhlých	, bude
trojúhelník stále popsán jednoznačně, ale úloha se stane pro žáky, kteří neznají
Pythagorovu větu, obtížnější. Zkonstruováním takového trojúhelníku sice dojdou
k poznatku, že jde o pravoúhlý trojúhelník, ale potvrdit tuto domněnku bude
pro ně náročné.
Problematickýmmomentem v této úloze je konvexnost mnohoúhelníku. Ome-

zíme-li se jen na konvexní mnohoúhelníky, řešení úlohy se podstatně zjednoduší,
neboť existuje konečný počet takových mnohoúhelníků. Žáci mohou tyto mno-
hoúhelníky všechny vymodelovat a poté porovnat jejich obvody. Zjistí, že mno-
hoúhelníky mají obvod 20, 22, 24, 26 nebo 28 (viz obr. 1). Lze předpokládat,
že i nahodilým způsobem modelování mnohoúhelníků najdou všech pět mož-

Obr. 1: Konvexní mnohoúhelníky sestavené ze čtyř shodných pravoúhlých troj-
úhelníků
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ností. Jen někteří žáci se pokusí použít nějaký systém v modelování, aby nalezli
všechny možné varianty mnohoúhelníků. Takový systém může být založen na-
příklad na kombinování spojených stran, nebo na přikládání dvou trojúhelníků
k určitému základu (např. obdélníku, trojúhelníku apod.).
Objeví-li žáci při sestavování mnohoúhelníků pravidlo, že konvexní mnoho-

úhelník lze získat jen tím způsobem, že spojí stejně dlouhé strany, mohou úlohu
transformovat na hledání kombinací délek spojených stran. Konvexní mnoho-
úhelník obsahuje tři nebo čtyři dvojice spojených stran. Nejmenší obvod má
konvexní mnohoúhelník, ve kterém jsou spojeny všechny strany délky 5 a dvě
strany délky 4, tj. jeho obvod je 3+ 3+ 3+ 3+ 4+ 4 = 20, nebo mnohoúhelník,
ve kterém jsou spojeny všechny strany délek 3 a 4, tj. kosočtverec s obvodem
5 + 5 + 5 + 5 = 20. Konvexní mnohoúhelník s maximálním obvodem obsahuje
dvě dvojice spojených stran délky 3 a jednu dvojici stran délky 4, tj. má obvod
4 + 4 + 5 + 5 + 5 + 5 = 28.

Obr. 2: Nekonvexní mnohoúhelníky sestavené ze čtyř shodných pravoúhlých troj-
úhelníků

V případě nekonvexních mnohoúhelníků existuje nekonečně mnoho různých
variant (viz obr. 2) a řešení zadané úlohy je komplikovanější. Zatímco u kon-
vexních mnohoúhelníků byl obvod vždy sudé celé číslo, u nekonvexních mnoho-
úhelníků lze získat také neceločíselný obvod. Při určování maximálního obvodu
může nastat problém s tím, co je a co už není mnohoúhelník. Spojíme-li čtyři
trojúhelníky tak, aby jejich společné části byly co možná nejkratší úsečky, zís-
káme mnohoúhelník, jehož obvod se blíží součtu obvodu všech čtyř trojúhelníků,
tedy hodnotě 48. Na otázku, jaký obvod má mnohoúhelník sestavený z daných
trojúhelníků, lze tedy odpovědět, že hodnota obvodu leží v intervalu 〈20; 48).
Přestože ve srovnání s minimalistickou podobou badatelské úlohy obsahuje za-
dání této úlohy několik určujících informací, umožňuje řešiteli volit různé cesty
a rozsah oblasti jeho bádání.

2.2 Podoba pátá: Vizualizovaná (daná obrázkem)

Vizuální reprezentace v podobě různých obrázků bývají často součástí zadání
geometrických úloh nebo jejich řešení. Vytváření obrázků kreslením, načrtává-
ním, rýsováním patří mezi běžně používané metody modelování geometrických
objektů, neboť výrazným způsobem usnadňují mentální uchopení zkoumaných
objektů, jejich vlastností a vztahů mezi nimi. Informaci obsaženou v obrázku
vnímáme a zpracováváme zcela jiným způsobem než informaci v podobě textu.
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Práce s obrazovou reprezentací vyžaduje provádět opakovaně analýzu obrazu
jako celku a jeho částí.
Vizuální reprezentace geometrické situace v zadání úlohy sama o sobě nevede

k uplatnění badatelských postupů, podstatná je položená otázka, která vymezí
neurčitost situace a cíl bádání. Badatelská úloha, jejíž vstupní informace je vi-
zualizovaná (reprezentovaná obrázkem), může vypadat následovně: Prohlédni si
dlažbu chodníku na fotografii. Jak lze vytvořit takovou mozaiku?

Obr. 3: Fotografie dláždění chodníku

Řešení této úlohy předpokládá nejprve charakterizovat geometrickoumozaiku
na obrázku a poté provést její analýzu a popsat, jak je konstruována. Z foto-
grafie na obr. 3, která znázorňuje reálnou dlažbu, usuzujeme, že tato mozaika
je sestavena ze shodných dlaždic určitého geometrického tvaru a že tvoří pra-
videlný geometrický vzor. Uvažujeme dvě reálné možnosti: dlaždici tvoří buď
jednotlivé šestiúhelníky v trojím barevném provedení (na obr. 4 vlevo), nebo tro-
jice těchto šestiúhelníků uspořádaná jako nekonvexní dvanáctiúhelník (na obr. 4
vpravo). Uvažujeme-li takové dlaždice, nahlédneme, že jsou uspořádány v pravi-
delné šestiúhelníkové síti a že tyto dlaždice lze vytvořit jednoduchou přeměnou
šestiúhelníku.

Obr. 4: Dva způsoby konstrukce mozaiky v pravidelné šestiúhelníkové síti
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Obecně může být základem pravidelné mozaiky jakákoliv trojúhelníková nebo
čtyřúhelníková síť. Dlaždice, které umožňují vytvořit pokrytí roviny bez mezer
a překrytí, lze získat přeměnou geometrických útvarů, jako jsou čtverec nebo
trojúhelník. V uspořádání dlaždic do pravidelného vzoru se uplatňují shodná
zobrazení: souměrnosti, otočení a posunutí. Výsledkem badatelské činnosti mo-
hou tedy být jednak charakteristiky a konstrukční postupy konkrétní mozaiky na
fotografii, jednak obecná pravidla pro konstruování takové mozaiky a příklady
mozaiky vytvořené pomocí jiných dlaždic. Podrobněji je konstrukce geometrické
mozaiky popsána v článku [3].

2.3 Podoba šestá: Daná prostředím

Trojúhelníková mozaika použitá v úloze 2.1 a dláždění v úloze 2.2 jsou příklady
dvou geometrických prostředí, ve kterých lze uplatnit badatelský přístup. Tako-
vých prostředí existuje celá řada; některá z nich jsou běžně využívána ve školní
praxi, například úlohy řešené ve čtvercové síti (příp. na geoboardu) nebo pomocí
různých stavebnic (např. Polydron, Geomag, Soma kostka), jiná jsou využívána
méně, například úlohy řešené překládáním papíru nebo pomocí zrcátek. Mezi
méně obvyklá prostředí patří také konstruování obrazců v pravidelné trojúhelní-
kové síti. Takové specifické prostředí je dalším možným typem vstupní informace
v badatelské úloze. Badatelská úloha řešená v prostředí pravidelné trojúhelní-
kové sítě může být formulována takto: Sestav různé obrazce tvořené shodnými
rovnostrannými trojúhelníky ze třech párátek. Kolik párátek je potřeba k sestavení
nějakého většího obrazce?
Tato úloha vychází z geometrického prostředí (ve kterém řešitel uvažuje různé

geometrické obrazce), ale jejím výstupem je popis určité pravidelnosti, resp. arit-
metické, případně algebraické vyjádření změny velikosti obrazce. Zadání úlohy
nevymezuje způsob, jakým mají být obrazce zvětšovány. Prodlužování (na obr. 5
vlevo) se vyznačuje jinou kvantitativní změnou než vytváření řady podobných
obrazců (na obr. 5 vpravo). Například při prodlužování lichoběžníku platí pro
počet párátek vztah Ln = 4n+ 3 a při zvětšování rovnostranných trojúhelníků
platí pro počet párátek vztah Tn = 1,5n2 + 1,5n. Ze vztahů pro jednoduché ob-
razce lze vyvodit vztahy pro obrazce vytvořené jejich složením nebo obměnou.

Obr. 5: Zvětšování obrazců vytvořených v trojúhelníkové síti
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3 Závěr

Výše popsané badatelské úlohy zahrnují tři podoby BOVM se zaměřením na
geometrii, ovšem úlohy 2.1 a 2.3 mají přesah do dalších oblastí matematiky. Při
jejich řešení se uplatňují poznatky z aritmetiky a algebry, kombinatoriky nebo
o funkčních závislostech. Změnou vstupních parametrů lze úlohy zjednodušit
(např. omezit počet možných řešení), nebo naopak ztížit (zvýšit míru neurči-
tosti zadané situace). Je však třeba zdůraznit, že volba vhodné situace nebo
prostředí a formulace otázky nebo úkolu v zadání úlohy je nutnou, nikoliv po-
stačující podmínkou pro realizaci BOVM. Stejně důležitá je vlastní badatelská
aktivita žáků a uplatnění badatelského přístupu učitelem, zejména ochota expe-
rimentovat a přijímat nové podněty, poskytovat prostor pro bezprostřední sdílení
a vzájemnou diskusi o tom, co žáci objevili. Učitel by měl být schopen pružně
reagovat na návrhy žáků a analyzovat jejich myšlenkové postupy, podněcovat je
k pokládání otázek a argumentaci. Proto je nezbytné, aby měl velmi dobrou zna-
lost matematického obsahu a jeho didaktického zpracování. Ideální pro aplikaci
badatelského přístupu ve školní praxi je situace, kdy učitel sám prošel takovým
způsobem vzdělávání.

Poděkování

Článek vznikl za podpory GAČR 14-01417S a RVO 67985840.

Literatura

[1] HOŠPESOVÁ, A. a kol. Matematická gramotnost a vyučování matematice.
České Budějovice: Jihočeská univerzita, 2011.

[2] HOŠPESOVÁ, A., SAMKOVÁ, L. Skládání tvarů jako podnět k badatelským
aktivitám v geometrii na ZŠ. In Jak učit matematice žáky ve věku 10–16 let.
Plzeň: Vydavatelský servis, 2012, s. 123–130.

[3] ROUBÍČEK, F. Geometrické konstrukce a pravidelné mozaiky. In Matema-
tika 6. Matematické vzdělávání v primární škole – tradice a inovace. Olo-
mouc: Univerzita Palackého, 2014, s. 227–231.

[4] SAMKOVÁ, L. Sedm podob badatelsky orientovaného vyučování matema-
tice I. In Setkání učitelů matematiky všech typů a stupňů škol 2014, Plzeň:
Vydavatelský servis, 2014, s. 187–192.

[5] TICHÁ, M., HOŠPESOVÁ, A. Sedm podob badatelsky orientovaného vyu-
čování matematice III. In Setkání učitelů matematiky všech typů a stupňů
škol 2014, Plzeň: Vydavatelský servis, 2014, s. 217–223.



Setkání učitelů matematiky 2014 175

Matematika+ aneb jak navracet ztracenou
kvalitu budoucím vysokoškolákům

Eva Řídká, Dana Tomandlová

Abstrakt

V prosinci 2013 bylo vyhlášeno pokusné ověřování prvního ročníku projektu Matemati-
ka+. Jedná se o zavedení státem garantované nepovinné maturitní zkoušky, která svým
obsahem odpovídá výstupům vzdělávacího procesu v matematice na středních školách na
úrovni odpovídající vstupním požadavkům vysokých škol s matematickým, technickým,
ekonomickým nebo přírodovědným zaměřením. Jedním z hlavních úkolů projektu je mo-
tivovat žáky k aktivní snaze dosahovat kvalitních výsledků ve vzdělávání, což je nutným
předpokladem k udržení návaznosti výuky na střední a vysoké škole. Značná část sdě-
lení se věnuje výsledkům letošního ročníku Matematiky+, které jsou mj. porovnávány
s výsledky povinné zkoušky z matematicky ve společné části maturit.

1 Úvod

Za posledních 25 let prošel český vzdělávací systém mnoha změnami. Hodnotíme-
-li kvalitu těchto změn prostřednictvím měřitelných výstupů ze vzdělávání (jako
jsou společná část maturitní zkoušky, projekt Kvalita pro ZŠ apod.) nebo umís-
těním ČR v mezinárodních šetřeních PISSA a TIMS, nelze popřít skutečnost,
že náš vzdělávací systém prodělává hlubokou krizi. Pouze výsledky mezinárodní
matematické, fyzikální a programovací olympiády potvrzují existenci určitých
výjimek.
Mezinárodní šetření rovněž dokazují, že v ČR jsou výsledky ve vzdělávání

velmi silně závislé na vzdělání rodičů a rodinném prostředí. Financování zá-
kladních a středních škol státem v podstatě nesouvisí s jejich kvalitou. ČŠI se
soustředí převážně na administrativní chod školy a kraje a obce, které by mohly
ovlivňovat kvalitu základních a středních škol, zřejmě nemají dostatečné od-
borné zázemí, dobrou metodickou podporu a chybí i motivace stimulovat školy
k lepší práci. Ředitelé škol jsou zavaleni povinnostmi souvisejícími s udržením
chodu školy a zbytky energie velmi často věnují na shánění financí pro školu.
I z tohoto důvodu mnohé školy vítají možnost zapojit se do projektů, což v ně-
kterých případech vede spíše k přetěžování učitelů a vytrácí se tak účel projektu –
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zkvalitnění výuky. Kvalita výuky je z velké míry závislá na osvícenosti ředitelů
a samotných učitelů, kteří navzdory nízkým platům a negativnímu tlaku okolí
ctí jakýsi „vyšší princip	. Pokud takové pedagogy škola nemá, situaci mohou
zachraňovat ještě vzdělaní a motivovaní rodiče.
Nelze popřít ani skutečnost, že státy, které se mohou pyšnit výtečnými vý-

sledky ve vzdělávání, velmi pečlivě kontrolují kvalitu škol, resp. kvalitu výstupů
a nastavují takové podmínky, v nichž mají schopnější studenti lepší příležitosti.
V ČR se ignorují dokonce i přirozené předpoklady žáků charakterizované Gaus-
sovou křivkou a vysokoškolské tituly se přidělují v rozbujelé síti škol jako na
běžícím pásu. Zdá se, že zatím neexistuje síla, která by tomuto přívalu „příleži-
tostí	 zabránila.

2 Maturitní zkouška a Matematika+

První vlaštovkou a relativně účinným nástrojem v procesu kontroly kvality vý-
stupů ze vzdělávání se staly zkoušky ve společné části maturit. Jednou ze dvou
alternativ druhé povinné zkoušky je zkouška z matematiky, druhou alternativou
zkouška z cizího jazyka. Zkoušky nastavují minimální úroveň, na kterou by měl
maturant dosáhnout. Úspěšné absolvování maturitní zkoušky poskytuje absol-
ventům stejná práva, proto jsou zkoušky společné části maturit jednotné pro
všechny maturitní obory.
Během prvních čtyř let byla maturita několikrát modifikována. V prvním roce

mohl žák absolvovat libovolnou zkoušku buď v jedné, nebo ve dvou úrovních ob-
tížnosti, a to jako povinně, tak i nepovinně. V dalším roce došlo k nešťastné
redukci zkoušek společné části a žák už si mohl volit pouze jednu úroveň ob-
tížnosti. Toto opatření způsobilo snížení zájmu o matematiku ve vyšší úrovni
obtížnosti zhruba na třetinu. Naopak část žáků, která si vybrala jako povinnou
zkoušku matematiku ve vyšší úrovni obtížnosti, nebyla dostatečně připravena
a neúměrně tak riskovala. Slabé výsledky některých žáků pak spustily bouřlivý
negativní ohlas v médiích. Ve třetím roce byla zkouška ve vyšší úrovni zrušena
mj. i pro údajný nezájem vysokých škol a žáci si ji nemohli volit ani jako nepovin-
nou zkoušku. Situace nebyla předem konzultována s vysokými školami a některé
z nich tak paradoxně zařadily již neexistující zkoušku mezi kritéria přijímacích
zkoušek.
Prostřednictvím médií se veřejnost dozvídala, že došlo k optimalizaci maturit

a ke zklidnění situace. Určitá část odborné veřejnosti však tento názor nesdílela,
neboť se dostavily i negativní důsledky. V některých školách poklesl zájem žáků
o matematické semináře, jinde se výuka matematiky velmi rychle přizpůsobila
minimálním požadavkům jedné úrovně maturitní zkoušky. Určité zklamání pro-
žívali žáci, kteří zejména na gymnáziích pilně studovali a kvůli absenci zkoušky
na přiměřené úrovni nemohli prokázat a zúročit své kvality v celostátním mě-
řítku. Snad s výjimkou Slovenska všechny okolní státy ve společné části nabízejí
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maturitní zkoušku z matematiky na úrovni odpovídající vstupním požadavkům
vysokých škol. Pod tlakem části odborné veřejnosti a za vydatné podpory JČMF
se ve čtvrtém roce vrátila možnost konat zkoušku z matematiky na úrovni, která
odpovídá požadované kvalitě uchazečů o studium na vysoké škole s matema-
tickým, technickým, ekonomickým nebo přírodovědným zaměřením. V prosinci
2013 bylo vyhlášeno pokusné ověřování prvního ročníku projektu Matematika+.
Požadavky ke zkoušce vycházejí z Katalogů, které navazují na Katalogy poža-
davků v matematice pro maturitní zkoušku ve vyšší úrovni obtížnosti. Učivo je
definováno především RVP pro gymnázia a je rozšířeno o požadavky vysokých
škol obsažené v ŠVP, které předpokládají standardní středoškolskou úroveň ma-
tematiky v oborech s přírodovědným nebo technickým zaměřením. Matematika+
svým obsahem výrazně převyšuje požadavky povinné maturitní zkoušky z ma-
tematiky ve společné části.
Jedním z hlavních úkolů projektu je motivovat žáky k aktivní snaze dosaho-

vat kvalitních výsledků ve vzdělávání, což je nutným předpokladem k udržení
návaznosti výuky na střední a vysoké škole.

3 Přihlášky a výsledky

Zájem škol a žáků byl do jisté míry ovlivněn opožděným vyhlášením projektu –
ve druhém čtvrtletí školního roku. Přesto byl zájem relativně vysoký (dvakrát
vyšší než zájem o maturitu z matematiky ve vyšší úrovni obtížnosti v r. 2012). Na
druhé straně je nutné konstatovat, že adekvátní přípravu ke zkoušce absolvovala
zhruba polovina přihlášených žáků.

Tab. 1: Základní údaje k testování Matematika+ 2014

POČET ŽÁKŮ %
PŘIHLÁŠENI 4 060 100
KONALI 3 623 89,2
NEKONALI 437 10,8
NEUSPĚLI 1 698 41,8
USPĚLI 1 925 47,4
ČISTÁ NEÚSPĚŠNOST 46,9

Zájem škol, rozložení výsledků podle studijních oborů

Zkouška Matematika+ je nepovinná zkouška, která je určena zejména žákům
gymnázií, lyceí a středních průmyslových škol s technickým zaměřením. V po-
sledních letech velmi výrazně klesá úroveň vzdělávání žáků v matematice i na
těchto školách.
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Obr. 1: Struktura žáků přihlášených k Matematice+ 2014

Ze zúčastněných žáků uspěli podle očekávání nejlépe absolventi gymnázií,
žáci středních odborných škol technických za nimi výrazně zaostávají. Absol-
venti středních ekonomických škol, učilišť i nástaveb na zkoušku prakticky ne-
dosáhnou. Přesto nezanedbatelná část z nich míří na vysoké školy s technickým
a ekonomickým zaměřením.

Obr. 2: Rozložení úspěšnosti žáků v Matematice+ 2014 podle oborů
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Obr. 3: Rozložení výsledků v nejpočetnější skupině žáků gymnázií

Z histogramu (obr. 3) je patrné, že didaktický test výtečně diskriminuje.
Jednoznačně lze odlišit kvalitu žáku.
Test mj. obsahuje několik široce otevřených úloh, tedy nevyhýbá se ani hod-

nocení produktivních dovedností žáků. Náhodné skóre testu je nízké (kolem 9 %)
a reliabilita vysoká (přes 90 %).

Obr. 4: Obtížnost úloh

V didaktickém testu1 jsou zastoupeny úlohy ze všech tematických celků, které
jsou předmětem středoškolské výuky (číselné množiny, algebraické výrazy, rov-

1http://www.novamaturita.cz/matematika-1404036723.html
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nice a nerovnice, funkce, posloupnosti, planimetrie, stereometrie, analytická ge-
ometrie, kombinatorika, pravděpodobnost a statistika). Většina úloh má stan-
dardní úroveň obtížnosti. Přesto je do didaktického testu zařazeno několik úloh,
jejichž řešení předpokládá nejen velmi dobré osvojení učiva, ale i schopnost pře-
mýšlet. V těchto úlohách se nejvýrazněji odliší jedničkáři od ostatních řešitelů.

Obr. 5: Rozložení výsledků v Matematice+ 2014

Obr. 6: Percentilové umístění úspěšných žáků v Matematice+ 2014

Z obou grafů (obr. 5, 6) lze vyčíst, že výtečných žáků je opravdu poskrovnu.
Mezi úspěšnými řešiteli je počet čtyřek téměř stejný jako počet jedniček, dvojek
a trojek dohromady. Pokud vysoké školy chtějí zlepšit vstupní úroveň uchazečů,
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měly by se vynasnažit maximálně podpořit snahy o zkvalitnění výuky na střed-
ních školách. Zohledněním výsledků žáků v testech z Matematiky+ u přijímacích
zkoušek tomu mohou význačnou měrou přispět. Již letos se některé vysoké školy
rozhodly přidělit nejlepším řešitelům Matematiky+ jednorázová stipendia, a to
po zápisu na školu, případně po ukončení prvního semestru.
Z výsledků je patrné, že na středních školách by bylo třeba mnohem výrazněji

podpořit kvalitu. Téměř polovina zúčastněných požadavky testu nesplnila, neboť
nedosáhla ani na minimální hranici úspěšnosti.
Část výuky matematiky se dnes přesunuje do seminářů. Nebudou-li se žáci

přihlašovat do matematických seminářů, v podstatě ztratí možnost studovat
na vysoké škole technického zaměření. Naopak budou-li žáci lépe motivováni
k účasti na středoškolských matematických seminářích, je naděje, že se na vysoké
školy technického směru bude hlásit více kvalitních žáků.
Mezi žáky konajícími didaktický test Matematika+ bylo několik úspěšných

řešitelů krajského a celostátního kola matematické olympiády. V testu by získali
známku 1 nebo 2. Zkušenosti z minulých let napovídají, že žáci, kteří v testu
dosáhli alespoň na známku 3, by měli být bezproblémovými studenty vysoké
školy. Z rozložení známek je patrné, že průměrný žák konající letošní test dosáhl
pouze na známku 4. Bohužel velké procento středních škol se soustředí zejména
na požadavky povinných maturitních zkoušek, které nastavují minimální úroveň
obtížnosti. Tato úroveň však nezaručuje možnost zvládnout náročné požadavky
studia na vysoké škole.

4 Porovnání výsledků z matematiky ve společné části

maturit a z Matematiky+

Velká část žáků, kteří absolvovali Matematiku+, konala v květnu letošního roku
i povinnou zkoušku z matematiky ve společné části maturit.

Tab. 2: Žáci přihlášení k Matematice+ 2014 (M+)

Matematika ve
společné části MZ

Konali Nekonali
Neuspěli Uspěli

Matematika+ Nekonali 63 310 64
Konali Uspěli 4 1 713 208

Neuspěli 296 1 209 193

Z celkového počtu 4 060 žáků maturitu nekonalo 64 žáků. Celkem 401 žáků,
kteří konali Matematiku+, si ve společné části maturit zvolilo zkoušku z cizího
jazyka, 208 z nich v Matematice+ uspělo, 193 neuspělo. Dalších 373 přihlá-
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šených žáků se k Matematice+ nedostavilo, ale absolvovalo povinnou zkoušku
z matematiky, z nich 310 úspěšně a 63 neúspěšně. Z 3 222 žáků, kteří konali obě
zkoušky z matematiky, vykonalo 1 713 žáků obě zkoušky úspěšně, 296 žáků ne-
uspělo v žádné z nich, 1 209 žáků uspělo jen v povinné zkoušce a 4 žáci neuspěli
v povinné zkoušce a Matematiku+ zvládli na čtyřku.

Obr. 7: Výsledky žáků konajících obě zkoušky, matematiku ve společné části MZ
a Matematiku+

Plocha je rozdělena podle známek (1–5) v obou zkouškách. Nejčetnější vý-
sledky jsou v blízkosti křivky trendu (obr. 7).

Tab. 3: Průměrné výsledky v Matematice+ (v %) v závislosti na známce z ma-
tematiky ve společné části MZ

Známka z matematiky ve společné části MZ 1 2 3 4 5
Průměrná úspěšnost žáků v % v Matematice+ 64,0 42,1 29,8 20,7 14,8

Obr. 8: Výsledky žáků v Matematice+, kteří si jako druhou povinnou zkoušku
ve společné části maturitní zkoušky vybrali cizí jazyk
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Někteří žáci konající Matematiku+ si ve společné části MZ matematiku ne-
vybírají, neboť si volí zkoušku z cizího jazyka. Jejich výsledky v Matematice+
jsou od nejslabších až po excelentní.

Obr. 9: Výsledky žáků v Matematice+ ve vztahu k výsledkům z matematiky ve
společné části MZ

U skupiny, která byla nejlepší v matematice ve společné části MZ, je prů-
měrný výsledek v Matematice+ 64 %, což odpovídá známce 3. Většina výsledků
této skupiny leží v intervalu 34–100 %. U jednotlivců nelze z výsledků povinné
zkoušky předvídat výsledek v Matematice+. Někteří žáci si mohli v matematic-
kých seminářích osvojit širokou škálu znalostí a dovedností, jiní byli ve škole při-
pravováni jen na povinnou zkoušku, která klade podstatně nižší nároky. V další
skupině (se známkou 2) nejčetnější výsledky odpovídají známce 4, asi třetina
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žáků neuspěla, malá část žáků by získala známku 2 i v Matematice+ a zbytek
žáků má trojky.
Ze skupiny uvedených grafů je patrné, že výsledky v obou zkouškách vý-

znamně korelují (0,78), ale převod individuálních výsledků v obou zkouškách
odlišné úrovnně není možný.
Žáky lze rozdělit také podle známek z Matematiky+.

Tab. 4: Průměrné výsledky (v %) v matematice ve společné části MZ v závislosti
na známce z Matematiky+

Známka v Matematice+ 1 2 3 4 5
Průměrná úspěšnost žáků z matematiky
v % ve společné části maturit

96,2 92,3 84,3 72,3 50,0

Obr. 10: Výsledky žáků v z matematiky ve společné části MZ ve vztahu ke
známce z Matematiky+ v roce 2014
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Některé vysoké školy automaticky přijímají žáky, kteří mají z matematiky
ve společné části MZ známku 1. Této známky dosahuje drtivá většina žáků,
kteří v Matematice+ uspěli na jedničku nebo dvojku. Dokonce i většina trojkařů
v Matematice+ měla z matematiky ve společné části MZ jedničku nebo dvojku.
Průměrný výsledek čtyřkařů v Matematice+ odpovídá v průměru známce 2 z ma-
tematiky ve společné části MZ.

5 Závěr

Úspěšné složení Matematiky+ garantuje velmi slušné vědomosti žáka v mate-
matice. Podle RVP není zaručena příprava na Matematiku+ v dostatečné míře
ani na gymnáziích, avšak velká část škol, jejichž žáci směřují na technické obory
vysokých škol, posiluje výuku matematiky v ŠVP.
Chuť žáků zapojit se do programů s kvalitní výukou matematiky mohou

vysoké školy velmi výrazně podpořit např. akceptováním Matematiky+ u přijí-
macího řízení, zapojením úspěšných žáků do stipendijních programů apod.
Budou-li se žáci na Matematiku+ při výuce na středních školách důsledně

připravovat, na vysokých školách by s matematikou neměli mít problémy.
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Sedm podob badatelsky orientovaného

vyučování matematice I

Libuše Samková

Abstrakt

Tento příspěvek je první částí třídílné série, jejímž cílem je pomocí různě zaměře-
ných příkladů vyjasnit podstatu badatelsky orientovaného vyučování matematice. Člá-
nek uvádí Deweyovu definici bádání a na jejím základě třídí úlohy podněcující bádání
z hlediska charakteru vstupních informací. Představeny jsou tři typy úloh s různými
charaktery vstupních informací: minimalistickým, gradujícím a dynamickým.

1 Úvod

V posledním desetiletí se stále častěji setkáváme s pojmem badatelsky oriento-
vané vyučování (BOV). Nejprve byl tento termín spojován s přírodovědnými
předměty, postupem času se objevil i ve spojitosti s matematikou. V českém
prostředí panuje kolem BOV mnoho nejasností, hlavně kolem badatelsky orien-
tovaného vyučování matematice (BOVM). Přestože mnoho českých vzdělávacích
institucí bylo či je zapojeno v národních i mezinárodních badatelsky orientova-
ných projektech, vztah českého vzdělávacího prostředí a BOV dosud nebyl zcela
vyjasněn.
Tento příspěvek je první částí třídílné série, jejíž snahou je pomocí vhodně

vybraných příkladů vyjasnit odborné veřejnosti naše pojetí BOVM. Dalšími díly
série jsou příspěvky [5, 6].

2 Co to je badatelsky orientované vyučování

Termín badatelsky orientované vyučování je překladem anglického termínu in-
quiry-based education, jedná se o vyučování založené na inquiry neboli bádání.
Bádání jako pedagogický pojem se poprvé objevilo v práci amerického filozofa

a pedagoga Johna Deweye (1859–1952), jenž položil teoretické základy pojmu
a pokusil se je realizovat v praxi. Ve své knize Logic: The theory of inquiry z roku
1938 uvádí tuto definici bádání:
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Bádání je kontrolovaná nebo řízená transformace neurčité situace
v situaci, která je určitá do té míry, nakolik to vyžaduje zařazení
prvků původní situace do nějakého jednotného celku.

[4, s. 104, vlastní překlad]

a v navazujícím textu objasňuje:
Ta počáteční neurčitá situace není pouze „otevřená� bádání, ale je
také otevřená v tom smyslu, že její součásti nedrží pohromadě. . . . Ne-
určité situace mohou být charakterizovány různými pojmenováními.
Jsou znepokojivé, svízelné, nejednoznačné, popletené, plné protichůd-
ných tendencí, mlhavé, apod. [4, s. 105, vlastní překlad]

Pro bádání je tedy potřeba, aby vstupní situace obsahovala něco pro řešitele
neznámého, co je vnímáno jako podnětné nebo zajímavé. Ale bádání je možné
pouze pokud k této neznámé části můžeme přistupovat prostřednictvím věcí již
známých, protože pouze známá fakta a jejich souvislosti mohou vést k domněn-
kám a úsudkům, díky kterým přetvoříme neurčitou vstupní situaci v dostatečně
určitou situaci výslednou.
Pro úlohy podněcující bádání budeme v tomto příspěvku používat označení

badatelská úloha.

3 Badatelsky orientované vyučování matematice a jeho

podoby

Za téměř století, které uběhlo od uveřejnění Deweyovy knihy, si myšlenka vy-
učování založeného na bádání postupně našla cestu do přírodovědného vzdělá-
vání, a to jako součást učení objevováním, aktivizujících metod učení, projektové
metody, apod. V nedávné době se objevilo několik velkých mezinárodních ba-
datelsky orientovaných projektů zaměřených zároveň na přírodovědné předměty
i na matematiku (např. projekt Fibonacci), které plynule propojily BOV i s vý-
ukou matematiky. Nicméně, výzkum v oblasti BOV probíhal dlouho odděleně
od matematiky, a tak není odborně sladěn s výzkumem v oblasti matematic-
kého vzdělávání. Velice podrobnou aktuální konceptualizaci BOVM lze nalézt
v článku [2].
V tomto příspěvku budeme vycházet z Deweyovy definice bádání a na jejím

základě ukážeme některé možné podoby BOVM. Protože klíčovou komponentou
Deweyovy definice je počáteční neurčitá situace, roztřídíme badatelské úlohy
z hlediska charakteru vstupních informací a podle něj také nazveme jednotlivé
podoby BOVM.

3.1 Podoba první: Minimalistická

Nejjednodušší neurčitá počáteční situace je založena na jediné informaci. Příkla-
dem takové informace může být tvrzení „Objem tělesa je 64 cm3.	 Badatelskou
úlohu pak můžeme formulovat takto:
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„Objem neznámého předmětu je 64 cm3. Jak by tento předmět mohl vypadat?�

Starší žáci ji nejspíš pochopí jako impuls k zopakování vzorečků pro objem
základních geometrických těles. Zadání úlohy však umožňuje i jiný typ řešení:
použijeme-li jako pomůcku modelínu o objemu 64 cm3 (větší kelímek Play-doh),
je správným řešením úlohy libovolná figurka, kterou z této modelíny dokážeme
vytvarovat (obr. 1). Takto pojatá badatelská úloha je pak vhodná i pro mladší
žáky, protože směřuje k prekonceptům objemu.

Obr. 1: Čtyři různé předměty o objemu 64 cm3

Badatelské úlohy tohoto typu pracují s minimálním množstvím vstupních
informací. Jsou na vstupu hodně neurčité a díky tomu nabízejí mnoho způsobů,
jak neurčitost transformovat v určitost. Mají tedy velký badatelský potenciál.

3.2 Podoba druhá: Gradující

Badatelskou úlohu můžeme dostat postupným zobecňováním úloh spíše nebada-
telských, jako tomu je u následující šestice úloh:

1. Rozlož číslo 10 na součet dvou (přirozených) čísel a tato dvě čísla vynásob.
Jaký nejmenší a jaký největší součin dostaneš?

2. Číslo 10 rozlož na součet tří (přirozených) čísel a tato tři čísla vynásob.
Jaký nejmenší a jaký největší součin dostaneš?

3. Číslo 10 rozlož na součet libovolného počtu (přirozených) čísel a tato čísla
vynásob. Jaký nejmenší a jaký největší součin dostaneš?

4. Jak bude řešení úloh 1)–3) vypadat pro čísla 7, 8, 9 a 11?

5. Existuje strategie pro řešení úloh 1)–3) nezávislá na volbě rozkládaného
čísla?

6. Jak se situace změní, budeme-li úlohu řešit v oboru racionálních či reálných
čísel?
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Na úlohách 1)–4) si mohou experimentování s čísly vyzkoušet mladší žáci, sada
úloh 1)–5) je určena pro starší žáky, úlohy 1)–6) pro SŠ/VŠ studenty. Ideálními
pomůckami jsou pouze tužka a papír.
Řešení úloh ponecháváme badatelsky na čtenáři, nedočkavci najdou řešení

v [3, s. 7]. Pozornost si rozhodně zaslouží zdůvodnění podoby strategií z úloh 5)
a 6) a jejich vztah.
U souborů badatelských úloh tohoto typu se řešení jedné úlohy stává vstupem

úlohy další. Tento vstup má v sobě prvky neurčitosti, protože nikdy přesně
nevíme, jaké součásti řešení první úlohy jsou pro druhou úlohu relevantní a jaké
nikoliv.

3.3 Podoba třetí: Dynamická

Některé námitky vůči bádání v matematice jsou založeny na tvrzení, že v ma-
tematice není možné experimentovat, protože se neodehrává v laboratoři. Že
tomu tak není, jsme si ukázali již v předchozích úlohách: experimentovat se dá
s běžně dostupnými školními pomůckami (modelínou) či s matematickými ob-
jekty (čísly). Experimentovat můžeme i prostřednictvím počítače. Avšak pozor –
ne každé experimentování s počítačem je badatelské!1

Pro badatelské účely jsou vhodné programy dynamické geometrie (GeoGe-
bra apod.), které například umožňují zkonstruovat trojúhelník daný vrcholy,
vyznačit si jeho vnitřní úhly a jejich velikosti (obr. 2a), a pak s vrcholy libovolně
manipulovat (měnit tvar a umístění trojúhelníku). My takovou dynamickou kon-
strukci použijeme jako součást zadání úlohy

„Jaký je vztah mezi úhly v trojúhelníku?�

Obr. 2: Počítačový experiment: aritmetická verze (a), geometrická verze (b), (c)

Protože s každou změnou tvaru trojúhelníku souvisí změna velikostí úhlů, je
naše dynamická konstrukce vlastně počítačovým experimentem, který je schopen

1V této úloze se inspirujeme příkladem tzv. pseudo-bádání uvedeným v [1].
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generovat libovolné množství dat – trojic čísel α, β, γ. Nyní jen zbývá zkoumat
vztahy mezi těmito daty.
Je takový experiment bádáním? Zajisté. Není však bádáním geometrickým,

přestože zadání úlohy je geometrické. Geometrickou část úlohy „vyřešil počítač	.
K bádání nám přenechal data v podobě trojic čísel, jedná se tedy o záležitost
aritmetickou.
Můžeme experiment přetvořit tak, aby byl bádáním geometrickým? To by-

chom museli vycházet z neurčité geometrické situace a geometrickými úvahami
ji přetvořit v situaci zobrazující nějaký vztah mezi úhly. Z obrázku by musely
zmizet všechny aritmetické atributy, tj. čísla udávající velikosti úhlů. Používat
bychom mohli pouze geometrické úpravy, například nanesení úhlů vedle sebe na
jednu úsečku (obr. 2b) nebo nanesení úhlů vedle sebe do jednoho společného
vrcholu (obr. 2c). Počítačové provedení těchto dvou úprav však nepatří mezi
nejjednodušší. Mnohem pohodlnější a názornější je manipulace s papírovým mo-
delem: papírový trojúhelník roztrhneme na 3 části tak, aby každá obsahovala
jeden jeho vnitřní úhel, a tyto papírové úhly různě přikládáme k sobě (obr. 3).

Obr. 3: Papírový model

Široká nabídka možností dynamického programu svádí k jejich nadměrnému
užívání, které z badatelské úlohy může snadno vytvořit úlohu nebadatelskou.
V naší úloze by tohoto nežádoucího efektu dosáhl třeba interaktivní text uvádě-
jící na pracovní ploše součet velikostí vnitřních úhlů zobrazeného trojúhelníku.

4 Závěr

Na základě Deweyovy definice bádání jsme představili tři různé typy badatel-
ských matematických úloh. Předložená typologie rozhodně není kompletní, další
možné typy naleznete v [5, 6]. Není ani striktní, neboť jednotlivé podoby BOVM
se mohou překrývat. Velkou roli při určování podoby bádání hrají i didaktické
záměry učitele a způsob, jakým učitel bádání řídí (např. u úlohy 3.3 rozhoduje,
zda učitel dá žákům k dispozici nůžky a papír, nebo počítač).
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Didaktické matematické prostředí Krokování

v mateřské škole

Jana Slezáková, Eva Šubrtová

Abstrakt

Byly připraveny přiměřeně náročné úlohy z didaktického matematického prostředí Kro-
kování pro 4–6leté děti a ty byly experimentálně zadány ve skupině cca patnácti dětí
v jedné pražské mateřské škole. Analýza experimentu umožnila hlouběji porozumět
schopnosti dětí synchronizovat rytmus v podobě zpěvu písně s tleskáním a kroková-
ním. Evidované jevy umožní lépe gradovat úlohy z prostředí Krokování zvláště pro děti
předškolního věku a žáky prvních ročníků ZŠ.

1 Úvod

Hloubka porozumění matematickým pojmům u dětí je dána množstvím a boha-
tostí spektra jejich zkušeností s danými pojmy. Didaktické matematické prostředí
Krokování a jeho „příbuzné	 prostředí Schody (uvedené v [1]) vytvářejí a roz-
šiřují zkušenosti dětí s číslem v různých rolích, s operacemi sčítání a odčítání
a s vazbami mezi čísly v daných situacích. „Pobyt	 v těchto prostředích tak
významně přispívá k porozumění pojmu číslo a číselným operacím.
Připravily jsme úlohy z prostředí Krokování pro 4–6leté děti, tedy výrazně

jsme snížily jejich obtížnost v porovnání s úlohami pro žáky 1. stupně ZŠ a u úloh
daly akcent na jiný aspekt, než na počítání a operace. V našem výzkumu se
orientujeme na popis různých úrovní schopnosti 4–6letých dětí synchronizovat
písničku s kroky a tleskáním. Schopnost synchronizace pohybu, zvuků a slov
je důležitým začátkem pro rozvoj schématu číslo. Tedy všechny činnosti, které
u dětí rozvíjejí rytmus, budují schéma číslo [2, 5].

2 Didaktická matematická prostředí

Aby dítě budovalo porozumění matematickému pojmu, jako je číslo, operace
a relace, je důležité, aby se setkávalo s čísly v různých kontextech a rolích: čísla
jako kvantity, stavy, operátory změny, operátory porovnání a identifikátory (tj.
čísla jako adresy a jména). Je rovněž důležité již od raného věku dětí vyváženě
rozvíjet jak procesuální, tak konceptuální porozumění číslům, operacím, relacím
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a situacím. Zanedbávání rovnoměrného rozvíjení obou těchto složek (procesuální
i konceptuální) vede později k obtížím při řešení určitého typu úloh. Podceníme-
-li procesuální složku, můžou mít děti později problém s řešením dynamických
slovních úloh (například úlohy o věku). Podceníme-li konceptuální složku, mohou
mít děti později problém s řešením rovnic a úpravou algebraických výrazů.
Myšlenku didaktického matematického prostředí poprvé, pokud je nám zná-

mo, publikoval E. Wittmann [4]. Tento termín se v didaktice matematiky ve
světě i u nás brzy ujal. Wittmann od prostředí mimo jiné požaduje jeho silné
propojení na matematiku. Tuto podmínku M. Hejný rozvedl a vymezil termín di-
daktické matematické prostředí. Práce v prostředích umožňuje zaměřit výuku na
budování mentálních matematických schémat [2]. V tomto pojetí jedinec získává
znalosti ze životní zkušenosti a přes smyslupné aktivity je ukládá do mentálních
schémat [3].
Didaktická matematická prostředí jsou v současnosti jednak zpracována

v učebnicích matematiky pro 1.–5. ročník ZŠ [1] a dále jsou rozpracovávána
v připravovaných učebnicích i pro 2. stupeň ZŠ. Avšak my se budeme věnovat
aplikaci vybraného didaktického matematického prostředí v mateřské škole.

3 Krokování a experiment v mateřské škole

Didaktické matematické prostředí Krokování je založeno na pohybu dítěte na
krokovacím pásu (značky ve tvaru koleček, čtverců, . . . položených v řadě a vzá-
jemně od sebe vzdálených na délku dětského kroku) v synchronu s vytleskáváným
rytmem a počítáním. Tento kinesteticko-akustický proces se podílí na rozvíjení
představ dítěte o počtu. Počet je přitom reprezentován pomíjivým způsobem
(když kroky a vytleskávání odezní, číslo zaniká), na rozdíl od obrázku, který je
statický, neměnný a dítě se k němu může kdykoliv vrátit.
V mateřské škole Elijáš na Praze 4 (ve třídě dětí 4–6leté) druhá z autorek to-

hoto článku realizovala na podzim 2012 následující experiment. Pro první setkání
dětí s prostředím Krokování byla zvolena píseň „Měla babka čtyři jabka	. Píseň
má výrazný mazurkový (třídobý) rytmus a dvě sloky o čtyřech strofách. Děti
píseň dobře znaly, takže se nepředpokládalo, že by se jejím učením odčerpávala
pozornost. Věděly také, že je to píseň taneční, takže se neočekával údiv, že se při
této písni pohybují. Byly sestaveny dva krokovací pásy z barevných pěnových
koleček rozmístěných do řady, kolečka byla od sebe vzdálena na délku dětského
kroku. Obě řady začínaly červeným kolečkem a následovalo v jedné řadě pět
žlutých a ve druhé řadě pět modrých koleček. Byla vyzvána dvojice dětí, které
si stouply na startovní (červená) kolečka. Všechny děti zpívaly a tleskaly do
rytmu písně, dvojice dětí na krokovacích pásech krokovaly do rytmu následují-
cím způsobem (tab. 1). Na první strofu jedno dítě mělo udělat čtyři kroky na
prvním pásu (krok udělá vždy, když ostatní děti na přízvučnou dobu tlesknou).
Na druhou strofu mělo druhé dítě udělat čtyři kroky na druhém pásu. Na třetí
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strofu první dítě mělo udělat čtyři kroky opačným směrem, tudíž se mělo dostat
na startovní kolečko. Na poslední – čtvrtou strofu se i druhé dítě čtyřmi kroky
opačným směrem mělo dostat zpět. Záměrně byla připravena řada o jeden krok
delší (kolečko navíc), aby se zjistilo, zda to je pro děti matoucí faktor. Po pěti
dnech bylo připraveno druhé setkání s prostředím Krokování. Byly připraveny
stejné krokovací pásy pro dvojici dětí. Dvě dvojice dětí krokovaly s písní „Měla
babka čtyři jabka	. Další dvě dvojice krokovaly s písní „Skákal pes přes oves	
a jedna krokovala s písní „Pec nám spadla	.

Tab. 1: Rytmus ve strofě a krokování

Měla babka čtyři jabka a dědoušek
jen dvě,

1. dítě krokuje, pak se otočí čelem
vzad.

dej mi babko jedno jabko, budeme
mít stejně.

2. dítě krokuje, pak se otočí čelem
vzad.

Měl dědoušek, měl kožíšeka babička
jupku,

1. dítě krokuje.

pojď dědoušku na mazurku, já si
s tebou dupnu.

2. dítě krokuje.

Po devíti dnech a dále ještě po pěti měsících byla připravena další dvě se-
tkání orientovaná již na synchronizaci počítání s tleskáním a krokováním a pak
na propedeutiku sčítání na krokovacím pásu. Ovšem didakticky velmi zajímavá
se ukázala první dvě setkání, proto nebudeme popisovat detailněji další část ex-
perimentu. V prvních dvou setkáních se jednalo o synchronizaci zpěvu písničky,
tleskání do rytmu a pohybu při krokování. Děti byly při krokování natáčeny
videokamerou a následně byly pořizovány záznamy o jejich schopnosti synchro-
nizovat. Zde uvádíme několik výňatků ze záznamů z prvního a druhého setkání.
Pět vybraných ukázek z prvního setkání: Ve dvojici Putri–Jonáš Putri první
dva kroky synchronizuje s tleskáním, krokuje s přísunem, potom však dělá jeden
krok navíc. Jonáš první tři kroky synchronizuje s tleskáním, krokuje s přísunem,
ve slově „budeme� však přidává krok navíc na slabiku „me�, tedy stojí stejně
jako Putri. Ta při cestě zpátky úplně stejným způsobem jako poprvé chce přidat
krok, ale nakonec to neudělá. Jonáš krokuje směrem k začátku se stejnou chybou,
jeden krok si přidává. Ve dvojici Viki–Oliver Viki si neví rady s krokem, střídá
levou a pravou nohu bez přísunu a po třech krocích zůstává bezradně stát. Oliver
si dává na své nohy pozor a provádí přesně čtyři kroky s přísunem, synchronně
s vytleskávaným rytmem. Při cestě zpět se chovají stejně. Ve dvojici Honzík–
Nastěnka Honzík jde čtyři kroky s přísunem tam i zpátky s mírným zpožděním
za tleskáním. Nastěnka jde přesně v synchronu s tleskáním – čtyři kroky s pří-
sunem tam i zpátky. Ve dvojici David–Šarlota David přechází krokovací pás
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až na konec střídavým krokem, zcela bez synchronu s tleskáním. To se děje i při
cestě zpátky. Přitom, když stál na straně s ostatními dětmi, tak vytleskával ryt-
mus písně dobře. Šarlota první dva kroky dělá s přísunem a v synchronu, pak
začne nohy střídat a ztrácí rytmus, jde pět kroků až na konec pásu. Stejně se
chová při cestě zpátky. Ve dvojici Vítek–Vojta jde Vítek střídavým krokem, jen
poslední krok je s přísunem. Podle jeho pohybů je znát, že rytmus vnímá, ale
tleskání ostatních nesynchronizuje se svým krokem. Podobně je tomu na cestě
zpět. Vojta synchronizuje s malým zpožděním, na konci řady si přidává ještě
jeden krok, aby se dostal na konec. Nazpět jde Vojta obezřetně jen čtyři kroky
s přísunem, opět s malým zpožděním.
Pět ukázek z druhého setkání: Ve dvojici Štěpka–Oliver Štěpka dělá čtyři

kroky s přísunem s velmi mírným zpožděním za tleskáním. Oliver dělá čtyři kroky
v přesném synchronu s tleskáním. Nazpátek jdou oba stejně. Ve dvojici Jeník–
David se Jeník velmi těší na krokování, takže se dobře nesoustředí na rytmus
a mezi „čtyři jabka, a dědoušek� udělá krok navíc, krokuje s přísunem. David
dělá dva kroky s přísunem mimo rytmus, pak zaváhá a krokovací pás dojde stří-
davým krokem nezávisle na vytleskávaném rytmu. Po zhodnocení chůze Jeníka
a Davida dětmi nazpátek jdou oba chlapci v synchronu s tleskáním. Ve dvojici
Vítek–Sára (zde píseň „Skákal pes přes oves�) Vítek skáče snožmo v synchronu
s tleskáním, na konci si přidává skok. Sára dělá snožmo čtyři skoky v synchronu
s tleskáním. Nazpátek Vítek skáče čtyři skoky s mírným zpožděním za tleskáním.
Sára skáče stejně. Ve dvojici Jonáš–Štěpán (též píseň „Skákal pes přes oves�)
Jonáš dělá tři skoky snožmo a čtvrtý krok s přísunem v synchronu s tleskáním.
Štěpán dělá tři kroky s přísunem synchronně, čtvrtý bez vazby na vytleskávaný
rytmus. Nazpátek jde Jonáš čtyři kroky s přísunem s mírným zpožděním za tles-
káním. Štěpán dělá dva kroky s přísunem synchronně, pak se v rytmu „ztrácí�
a udělá zbývající kroky bez souvislosti s tleskaným rytmem. Ve dvojici Honzík–
Nastěnka (zde píseň „Pec nám spadla�) oba udělají čtyři kroky s přísunem
v synchronu s tleskáním tam i zpět.
Experiment s prostředím Krokování v uvedené podobě ukázal, že „hra	 se

dětem líbila, opakovaně chtěly krokovat. Děti se samy spontánně otočily před
druhou slokou, očekávaly, že půjdou nazpět k počátečnímu kolečku. Experimen-
tátor nemusel tuto situaci vysvětlovat. Děti se pokoušely verbalizovat a hodnotit
to, co pozorovaly, bohužel povolený rozsah příspěvku nám neumožňuje to dokla-
dovat. Ukázalo se, že jedno kolečko přidané „navíc	 v krokovacím pásu skutečně
bylo matoucím faktorem. Také se projevilo, že některé děti „chybují	 ze soci-
álních důvodů. Chtěly dojít na stejné kolečko, jako došel první z dvojice. Nebo
chtěly využít všechna položená kolečka, protože předpokládaly, že „to tak má
být	, i když jim to rytmicky nevycházelo. Další výsledky těchto setkání byly
formulovány po podrobné analýze chování dětí při krokování.
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4 Výsledky

Nejde ve skutečnosti jen o synchron dvou jevů (tlesknutí a kroku), jak se na
první pohled zdá, ale jde o synchron čtyř složek: zpěv písně, zvuk při tlesknutí,
pohyb rukou při tlesknutí a pohyb při kroku. Přičemž první dvě složky mají
akustický charakter a druhé dvě složky kinestetický charakter. Nezapomeňme
u druhé a třetí složky ještě na charakter haptický, ruce se při tlesknutí dotknou.
Toto krokování s tleskáním a zpěvem rozdělilo děti do pěti skupin: 1. Děti syn-
chronizují jak pohyb při krokování se slyšeným rytmem (zpěv a tleskání), tak
při tleskání synchronizují pohyb rukou se zpěvem, viz Oliver, Nastěnka, Putri.
2. Děti vnímají akustický charakter složek, vnímají rytmus písně, synchronizují
zpěv a tlesknutí, ale nejsou schopny tyto složky s akustickým charakterem syn-
chronizovat s pohybem při krokování, viz David. 3. Děti jsou rušeny zpěvem
a soustředí se na tlesknutí, což je signál pro vykonání kroku. Tudíž krok přichází
se zpožděním. Dalo by se říci, že tlesknutí se stává povelem „udělej krok	, viz
Honzík, Vojta. Přitom však dokáží synchronizovat tleskání se zpěvem bez dalšího
pohybu. 4. Děti vnímají rytmus písně a dokáží ho synchronizovat s pohybem při
krokování (takové děti jdou skoro v tanečním kroku po krokovacím pásu), ale
vytleskávání ostatních je „ruší	 a může se stát, že ani sami tleskání do rytmu
nezvládají, viz Vítek. 5. Děti nesynchronizují žádnou z uvedených složek, viz
Viki.
Je zřejmé, že pro některé děti to byla příliš náročná úloha (krokovat v do-

provodu písně a tleskání), zvláště pro ty, které nesynchronizovaly žádnou z uve-
dených složek. Vyvstávají otázky, v čem spočívá náročnost úlohy a jak tyto
úlohy gradovat. Evidovaly jsme dva aspekty. Prvním je kvalita složek, které
jsou požadovány na synchronizaci. Snadnější úlohy budou pravděpodobně ty,
které požadují synchronizovat dvě složky: píseň a tleskání. Tuto synchronizaci
zvládala většina dětí. Náročnější bude zřejmě synchronizovat píseň a krokování,
nebo tleskání a krokování. Nelze říci, která z uvedených dvojic bude pro synchro-
nizaci snadnější. Bude to individuální, pro jedno dítě bude snadnější vytleskat
píseň, pro jiné bude snadnější píseň odkrokovat. Určitě by měla být prováděna
nejdříve úloha pro dítě snadnější. Po zvládnutí synchronizace všech uvedených
dvojic složek, můžeme zadat úlohu, kde dítě synchronizuje tři složky.
Druhý aspekt se týká typu písně. Pozorovaly jsme, že tleskání dětí do rytmu

nebylo příliš přesné, na konci strofy měly tendenci ještě jedno tlesknutí přidat.
Z toho vyplývá, že s ohledem na přízvučnost textu nebyla zvolena nejjednodušší
píseň. Sama píseň je náročnější tím, že na rozdíl od říkanky má navíc melo-
dii. Říkanka obsahuje pouze rytmus, který vyjadřujeme přízvukem daným na
příslušnou (přízvučnou) slabiku, tento rytmus však můžeme lépe vyjádřit hu-
debním prostředkem – taktem o určitém počtu dob. Např. říkanka „Houpy,
houpy, kočka snědla kroupy, koťata se hněvala, že jim taky nedala.	 Zde
máme dvoudobý takt s přízvukem na první době. V písni „Měla babka čtyři



198 Jana Slezáková, Eva Šubrtová

jabka	 (tab. 1) vnímáme třídobý takt s přízvukem na první době. V písni se
však vyskytuje jedna slabika na druhé době, kterou děti vnímaly jako přízvuč-
nou („. . . budeme mít stejně	). A to se ukázalo jako obtížný moment. Ukázalo
se, že vhodnější písní je „Pec nám spadla	, kde je přízvuk i rytmus jednoznačný.

5 Závěr

V dalším výzkumu bychom chtěly detailněji zaměřit svou pozornost právě na
uvedené dva aspekty: 1. porovnání jednotlivých dvojic složek a míry schopnosti
dětí je synchronizovat; 2. porovnání písní s různým rytmem a míry schopnosti
dětí tyto písně synchronizovat s tleskáním a krokováním. Domníváme se, že
tento výzkum by nám mohl poskytnout nástroj pro tvorbu gradovaných úloh
v prostředí Krokování pro děti v mateřských školách.

Poznámka

Autorky jsou členkami H-mat, o. p. s. (http://www.h-mat.cz).
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Moderní deskriptivní geometrie

Petra Surynková

Abstrakt

Článek pojednává o realizovaných způsobech modernizace výuky deskriptivní geometrie
na Matematicko-fyzikální fakultě Univerzity Karlovy v Praze. Naším cílem je zvýšit
zájem o studium deskriptivní geometrie především prostřednictvím počítačového mo-
delování. Rozšířením o poznatky z počítačové grafiky a počítačové geometrie nabývá
deskriptivní geometrie znovu na významu a její využitelnost a aplikovatelnost v praxi
rostou. Počítačové modelování hodláme využít v plánované rozsáhlé publikaci věnující
se deskriptivní geometrii.

1 Motivace a praktické aplikace

Deskriptivní geometrie představuje jednu z klasických disciplín matematické
vědy. Typická základní úloha, kterou se deskriptivní geometrie zabývá, je promí-
tání prostorových objektů do roviny a rovněž zpětná rekonstrukce prostorového
objektu z promítnutého obrazu. K pochopení souvislostí v deskriptivní geome-
trii je proto třeba znát geometrické principy, vlastnosti geometrických objektů
v rovině i v prostoru a vztahy mezi nimi. Deskriptivní geometrie kromě zobra-
zovacích metod tím pádem také studuje speciální technicky významné křivky
a plochy především stavebně-inženýrské praxe.
Z historického hlediska dosahoval rozvoj deskriptivní geometrie jako vědy

svého vrcholu především v minulém století. Ovšem ani dnes s příchodem a ne-
ustálým rozvojem moderních výpočetních technologií a počítačového vybavení
neztrácí deskriptivní geometrie svůj význam. V oborech, ve kterých je správná
vizualizace a názorné zobrazení prostoru a prostorových objektů rozhodující, má
deskriptivní geometrie stále své místo.
Geometrie se všemi svými podobory je součástí mnoha moderních praktic-

kých aplikací a zasahuje tak do řady odvětví. Motivaci pro studium geometrie
a speciálně i deskriptivní geometrie nacházíme například ve stavebních oborech,
v navrhování architektonických a designových prvků, obecně ve všech odvět-
vích výrobního průmyslu či v konstrukčních a návrhářských činnostech a inže-
nýrství [2]. Obecně je geometrie základem velkého množství velmi aktuálních
postupů ve výzkumu i praxi. Významnými aplikacemi geometrie jsou digitální
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rekonstrukce reálných povrchů pomocí 3D skenování, přenos reálných interiérů
a exteriérů do virtuálních světů počítačových her, replikace tvarů skutečných
předmětů pomocí 3D tisku, úlohy počítačové grafiky či počítačové projektování
a mnoho dalšího [1, 2, 4]. Společným základem všech těchto oblastí jsou právě
geometrické poznatky a principy, přičemž užité metody často vycházejí z ele-
mentární geometrie.
Všeobecně představuje geometrie velmi náročnou vědní oblast vyžadující lo-

gické myšlení a současně široce rozvíjí prostorovou představivost. Jak již bylo
naznačeno, studium geometrie a speciálně deskriptivní geometrie znamená proto
skutečnou výzvu pro výzkum i praxi.
V článku se věnujeme možným inovativním způsobům výuky deskriptivní

geometrie prostřednictvím počítačového 3D modelování a představujeme nově
vznikající studijní materiály a webovou podporu deskriptivní geometrie. Zá-
věrečná část článku je věnována popisu připravované učebnice o deskriptivní
geometrii a budoucí práci.

2 Inovace výuky deskriptivní geometrie

V poslední době nepatří klasická syntetická a deskriptivní geometrie mezi ob-
líbené partie školské matematiky, což má za následek její stále větší vytrácení
z osnov na všech stupních vzdělávání. Setkáváme se s nezájmem o geometrii
dokonce i ze strany pedagogů. Pokud nezbývá ve výuce matematiky čas, bývá
redukována nebo zcela vynechávána právě geometrie. Především v nižších roč-
nících hlavně základních škol by však měl být na kvalitní a dostatečnou výuku
geometrie kladen důraz, protože rozvoj prostorové představivosti je v útlém dět-
ském věku nenahraditelný. Nezájem o geometrii lze do jisté míry vysvětlit a není
nikterak překvapivý, geometrie totiž skutečně patří mezi velmi náročné partie
matematiky.
Součástí studia deskriptivní geometrie ať už na střední nebo vysoké škole je

samozřejmě črtání a rýsování. Mohlo by se zdát, že se ruční rýsování stalo po
nástupu počítačů a moderního softwaru zcela zbytečným a začalo být považováno
za přežitek. Samozřejmě je nutné se při výuce deskriptivní geometrie přizpůsobit
současné době a reálné praxi, neznamená to však, že je klasické rýsování případně
črtání překonané. Na tyto nástroje se spoléháme většinou ve fázích rozvíjení
nápadů či prvotního hledání řešení geometrických problémů. Navíc nás črtání
a klasické rýsování učí preciznosti, přesnosti a trpělivosti.

2.1 Rýsování na počítači a počítačové 3D modelování

Ve výrobních procesech jsou v praxi při konstruování, navrhování či modelování
nejrůznějších objektů dnes již běžně používány moderní CAD systémy (Com-
puter Aided Design) [1]. Tyto pokročilé grafické programy jsou velmi účinnými
nástroji, které urychlují a zpřesňují výrobní postupy. Podobný software lze po-
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užít i ve výuce všech klasických geometrických témat i deskriptivní geometrie
a připravovat tak studenty už během studia na běžnou moderní praxi. Není
nutné pracovat s drahými CAD aplikacemi, neboť na trhu existují levné nebo
dokonce volně dostupné programy pro geometrii i matematiku.
Porozumět složitějším geometrickým úlohám bývá často obtížné. K pocho-

pení prostorové situace může napomoci právě počítačové 3D modelování. Na
Matematicko-fyzikální fakultě UK v Praze používáme v hodinách deskriptivní
geometrie pro tvorbu 3D modelů a modelování prostorových situací komerční
3D modelovací software Rhinoceros (NURBS Modeling for Windows). Rhinoce-
ros je levný a dostupný software obsahující množství profesionálních modelova-
cích nástrojů a funkcí (Katedra didaktiky matematiky vlastní licenci, studenti
mohou software plně využívat v počítačových laboratořích) a je v praxi běžně
užíván. Upřesněme, že deskriptivní geometrie na Matematicko-fyzikální fakultě
UK v Praze je vyučována pět semestrů a pokrývá tradiční látku. Osobně zajiš-
ťuji výuku deskriptivní geometrie pro vyšší ročníky, kde jsou náplní především
složitější projekce (středové promítání a speciálně lineární perspektiva) a plochy
stavební praxe.
Program Rhinoceros využíváme též k tvorbě rysů, tedy k rýsování v rovině.

Jak už bylo zdůrazněno, klasické ruční rýsování v žádném případě neopouštíme.
Zručnost a pečlivost nutnou pro ruční rýsování si kreslením na počítači lze jen
těžko osvojit. Počítačovou tvorbu rysů tedy pokládáme za podpůrnou a moderní
metodu rýsování.
Dále při výuce využíváme dynamický software GeoGebra a to především

k tvorbě rovinných konstrukcí případně k demonstraci platnosti geometrických
zákonitostí. GeoGebra je uživatelsky velice příjemná a i úplný začátečník si její
principy a ovládání rychle osvojí. Navíc je ve výuce matematiky i geometrie dnes
již běžně používána na řadě základních i středních škol.
Snažíme se o výraznější propojení deskriptivní geometrie s praxí a také

o rozšíření deskriptivní geometrie o poznatky z počítačové grafiky a počítačové
geometrie. To se při používání modelovacích softwarů ukazuje jako přirozený
krok.
Využití modelovacích a grafických softwarů ve výuce geometrie zvyšuje zájem

studentů o danou problematiku a zajišťuje též jejich aktivní zapojení do výuky.
To vyplývá z reakcí studentů a také ze zájmu o věnování se těmto tématům
v rámci studentských závěrečných prací.
Podívejme se na ukázky výstupů z 3D modelovacího softwaru Rhinoceros,

které používáme ve výuce deskriptivní geometrie na Matematicko-fyzikální fa-
kultě UK v Praze. Jedná se o 3D počítačové modely různých geometrických
objektů a prostorových situací. Nutno podotknout, že při práci přímo se soft-
warem lze s prostorovým objektem hýbat, prostorovou situaci je možné různě
natáčet, přibližovat či oddalovat. Počítačovým 3D modelováním tak lze do jisté
míry nahradit fyzické modely, přičemž každý student může mít takový virtu-
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a) b) c)

Obr. 1: Ukázky výstupů z 3D modelovacího softwaru Rhinoceros: a) ilustrace
vzniku šroubových ploch, b) rovinné řezy šroubové cyklické plochy, c) užití částí
šroubových ploch v praxi

a) b)

Obr. 2: Ukázky použití 3D modelovacího softwaru Rhinoceros k rýsování v ro-
vině: a) rovinné řezy Küpperova konoidu v kosoúhlém promítání, b) hyperbolický
paraboloid v pravoúhlé axonometrii

ální model k dispozici a může jej využívat při své přípravě. Ukázky takových
výstupů z modelovacího softwaru Rhinoceros můžeme vidět na obr. 1. Příklad
užití softwaru Rhinoceros k rýsování v rovině ilustruje obr. 2.
Do práce s počítačovými programy se, jak již bylo řečeno, zapojují v rámci

svých semestrálních, zápočtových, bakalářských či diplomových prací i naši stu-
denti. Ukázky takových výstupů jsou ukázány na obr. 3.
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Obr. 3: Rysy z konstruktivní fotogrammetrie studentek Kristýny Podhajské
a Anny Otrubové z učitelství deskriptivní geometrie na MFF UK v Praze

2.2 Tvorba nových studijních materiálů a webová podpora pro DG

V rámci projektu FRVŠ jsme v letošním roce výrazně rozšířili sbírku příkladů
pro deskriptivní geometrii a započali jsme s tvorbou nových studijních materiálů,
které se týkají různých geometrických témat. Rovněž již několik let shromažďu-
jeme materiály, které vznikají v rámci přípravy výuky deskriptivní geometrie na
Matematicko-fyzikální fakultě UK v Praze. Všechny tyto výstupy zveřejňujeme
na webových stránkách http://www.surynkova.info/ [3], přičemž stránky jsou neu-
stále průběžně doplňovány a aktualizovány a jsou určeny nejen pro studenty naší
fakulty, ale pro všechny zájemce o geometrii (některé odkazy jsou v anglickém
jazyce). Materiály jsou tak kdykoliv k dispozici pro samostudium.
V současné chvíli jsou sbírky příkladů pro deskriptivní geometrii k dispozici

v elektronické formě na webových stránkách, přičemž příklady jsou rozděleny
podle témat a seřazeny chronologicky do jednotlivých cvičení.
Nové studijní materiály a příklady pro samostudium tvoří podporu témat

probíraných v rámci přednášek a cvičení deskriptivní geometrie. Jedná se o po-
pisy a návody k různým konstrukcím, počítačové modely, ukázky rysů a student-
ských prací apod.
Z nově vytvořených studijních materiálů jmenujme například konstrukce ku-

želoseček jako obrazů kružnice ve středové kolineaci a příklady konstrukcí ku-
želoseček z daných prvků pomocí středové kolineace. Tyto úlohy jsou poměrně
těžkými geometrickými problémy, připravili jsme proto několik dynamických ap-
pletů vytvořených v GeoGebře. Tyto materiály je opět možné nalézt na webo-
vých stránkách pod odkazem http://www.surynkova.info/topics.php [3].

2.3 Příprava nové učebnice o deskriptivní geometrii pro vysoké

školy

Všechny zmiňované výstupy hodláme využít při tvorbě plánované tištěné učeb-
nice deskriptivní geometrie pro vysoké školy primárně určené pro studenty učitel-
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ství deskriptivní geometrie na Matematicko-fyzikální fakultě UK v Praze. Učeb-
nice bude zaměřena především na plochy stavební praxe a při její tvorbě bude
plně využito 3D počítačové modelování. Již nyní pracujeme na teoretickém ob-
sahu publikace, kde se budeme věnovat definicím a vlastnostem v technické praxi
užívaných ploch. Součástí publikace budou rovněž řešené i neřešené příklady na
zobrazování ploch v různých rovnoběžných i středových promítáních.

3 Závěr a budoucí práce

V článku jsme diskutovali realizované přístupy k výuce deskriptivní geometrie na
Matematicko-fyzikální fakultě UK v Praze, jimiž je možné inspirovat se i při vý-
uce geometrie na nižších stupních vzdělávání. Motivace pro modernizaci výuky
a zmírnění současného trendu mizení deskriptivní geometrie z technického vzdě-
lání na středních i vysokých školách je opodstatněné. V praxi se nám opravdu
osvědčuje, že studenti považují rýsování a modelování na počítači za vhodnou
pomůcku a vnímají geometrii skutečně jako moderní disciplínu.
V budoucí práci chceme kromě tvorby učebnice i nadále rozšiřovat a zkva-

litňovat elektronické studijní materiály a sbírky příkladů umisťované na našich
webových stránkách.
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Kombinatorika s důrazem na problem – solving

Pavel Šalom

Abstrakt

Příspěvek představuje připravovaný výukový materiál o středoškolské kombinatorice,
jehož tvorba je inspirována přístupem prof. Hejného k vyučování matematiky. Snahou
výukového materiálu je budovat kombinatoriku pomocí úloh, které předcházejí teorii
a pojmy. Žáci tedy dříve s pojmy pracují a až poté je pojmenují. Snahou je, aby úlohy
byly pro žáky výzvou a zároveň dostatečně jednoduché na to, aby je dokázali vyřešit.
Stručně představíme úlohy z různých „prostředí�, kterými jsou Turnaje, Dopravní linky,
Překlady a Hry.

1 Úvod

Kombinatorika je v několika ohledech odlišná od ostatních témat, kterým se
středoškolská matematika věnuje. Oproti ostatním tematickým celkům je méně
závislá na předchozích matematických zkušenostech a znalostech. Zároveň se v ní
snadno najde mnoho myšlenek, které vyžadují důkladné rozmyšlení. Shledali
jsme proto kombinatoriku jako ideální tematický celek pro rozvinutí naší kon-
cepce zaměřené na problem – solving. Východiskem se staly konstruktivistické
principy a hlavní inspiraci jsme našli v učebnicích prof. Hejného a jeho kolektivu.
Jeho učebnice jsou sice napsány pro první stupeň, ale věříme, že stejné principy
lze uplatnit na všech stupních vzdělávání.
Dále postupně představíme jednotlivá „prostředí	, ve kterých jsme se roz-

hodli kombinatoriku vybudovat. Těmi jsou Turnaje, Dopravní linky, Překlady
a Hry. Myslíme si, že ukázky úloh čtenáři představí naše myšlenky lépe, než
kdybychom popisovali teoretická východiska.

2 Ochutnávka úloh

2.1 Dopravní linky

Prostředí Dopravních linek vede k pochopení nejzákladnějších principů kombi-
natoriky, za které považujeme pravidlo součinu a součtu.

Úloha U každého z měst určete, kolik do něj vede různých cest z města nejzá-
padnějšího. Výsledky vepisujte do kroužků.
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Obr. 1

Prostředí je vhodné například k představení Pascalova trojúhelníku a obje-
vení vztahů mezi kombinačními čísly.

Úloha Pro každé město určete, kolika způsoby se do něj lze dopravit ze severního
města. Čísla vepisujte do kroužků.

Obr. 2

V tomto prostředí rovněž představujeme zásadní myšlenku, na které stojí
počítání některých složitějších kombinatorických objektů jako jsou například
kombinace či permutace s opakováním.

Úloha Kolikrát více způsoby se lze dostat z města A do města C, než z města A
do B?

Obr. 3
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2.2 Turnaje

Toto prostředí má silný edukativní charakter. Jsou v něm budovány pojmy jako
variace, permutace a kombinace. Úlohy navrhujeme tak, aby žáci mohli velkou
část kombinatoriky objevit sami. Začíná se u úloh podobných této:

Úloha Turnaje se účastní Brazílie, Česko, Čína, Německo a Švédsko. Kolik je
možných medailových trojic, ve kterých je

(a) vítězem Švédsko?

(b) vítězem Čína?

(c) vítězem libovolný tým, stříbrným medailistou libovolný jiný tým a bron-
zovým medailistou kterýkoliv ze zbývajících týmů?

(d) Brazílie bronzovým medailistou?

(e) Česko stříbrným medailistou?

Později přicházejí úlohy, v nichž se použijí permutace, kombinace, apod.
Chceme, aby nebyl předem určen prostředek, kterým se má úloha řešit. Žáci
tedy neví, který „vzoreček	 mají použít podle názvu kapitoly. Příkladem tako-
vých úloh jsou následující:

Úloha Na obr. 4 jsou výsledky běhu na 200 m mužů z Olympijských her v Lon-
dýně z roku 2012.

Obr. 4

(a) Kolika způsoby se mohly obsadit stupně vítězů? (tj. dva závody považu-
jeme za různé, pokud se liší alespoň na jedné medailové pozici)

(b) Kolika způsoby mohl závod skončit tak, aby pořadí vlajek bylo úplně stejné
jako na obrázku?

(c) Kolika způsoby mohl závod skončit tak, aby nedošlo ke změnám na me-
dailových pozicích? (z pohledu jednotlivých závodníků)

Úloha Na obr. 5 jsou výsledky běhu na 100 m mužů z Olympijských her v Lon-
dýně z roku 2012.
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Obr. 5

(a) Kolika způsoby mohl závod skončit?
(b) Kolika způsoby mohl závod skončit tak, aby pořadí vlajek bylo úplně stejné
jako na obrázku?

(c) Kolik existuje různých pořadí vlajek?

2.3 Překlady

Prostředím, které možná nejvíce vybočuje z tradičního přístupu ke kombinato-
rice, jsou Překlady. Na rozdíl od všech ostatních úloh, v Překladech nejde o to
dobrat se konkrétního výsledku, tj. například spočítat počet způsobů, kterým
lze něco udělat. V rámci každé úlohy je zadáno několik podúloh a cílem je říct,
které z nich vedou ke stejnému výsledku. Cílem tedy je dílčí úlohu přeložit do
jiného „jazyka	. Schopnost překládat úlohy považujeme za naprosto klíčovou,
a proto jsme toto prostředí vymysleli. Pochopitelně nemůžeme zabránit tomu,
aby žáci dílčí úlohy spočetli a tak došli ke správnému závěru, ale je to pouze
jedna z možných řešitelských strategií (a mnohdy ta méně vhodná).

Úloha
(a) Určete počet různých cest ze západního města do východního.

Obr. 6

(b) Na základní škole je v rámci 1. stupně pět ročníků. V každém z nich jsou
čtyři třídy označeny písmeny A, B, C, D. Kolik tříd je na 1. stupni?

(c) Na večírku se sešlo 5 lidí. Každý z nich si celkem čtyřikrát s někým přiťukl.
Kolik ťuknutí proběhlo?

(d) Kolika způsoby lze ze 4 děvčat a 5 chlapců vybrat taneční pár?
(e) Ve skupině florbalového turnaje se potkalo 5 týmů. Každý sehrál s každým
jedno utkání. Kolik zápasů se celkově hrálo?
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Překlad mezi podúlohami (a) a (b) probíhá například takto: Pokud cesty
ze západního města do města prostředního označíme postupně 1 až 5 a cesty
z prostředního města do města východního označíme písmeny A až D, vidíme, že
každá cesta ze západního města do východního kóduje označení třídy a naopak.
Podúlohy (a) a (b) proto počítají totéž.
Ukázkou obtížnějšího překladu jsou následující úlohy. Ve chvíli, kdy je žáci

řeší, už mají více zkušeností a měli by tak být schopni například „přeložit	 určitý
číselný výraz.

Úloha
(a) 1 + 2 + 3 + . . .+ (n − 2) + (n − 1) + n

(b) Kolik dvojic vypíše následující program?

Obr. 7

(c) Kolik existuje uspořádaných dvojic (s, t) takových, že s, t ∈ {1, . . . , n+1}?
(d) Kolik existuje uspořádaných dvojic (s, t) z části (c), v nichž s < t?

(e) Kolika způsoby lze vybrat dvě různá čísla z čísel 1, . . . , n+ 1?

(f)

(
n+ 1
2

)

Překlad mezi podúlohami (a) a (d) může vypadat takto: Pokud zvolíme t =
= n+1, můžeme k němu vybrat s = 1, 2, . . . , n, což je nmožností. Pokud zvolíme
t = n, můžeme vybrat s = 1, 2, . . . , n − 1, což je dalších n − 1 možností, atd.
Podúloha (d) proto vede ke stejnému výsledku jako podúloha (a).

Úloha
(a) V testu je 10 otázek a každá nabízí odpověď (a) a (b). Kolika způsoby jej
lze vyplnit tak, že 7krát je vybrána odpověď (a) a 3krát odpověd (b)?

(b) Hokejové utkání skončilo výsledkem 7 : 3. Kolika způsoby se mohlo skóre
vyvíjet?

(c) Kolik trojprvkových množin lze vybrat z desetiprvkové množiny?
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(d) Metoděj si z každé závorky vybere buď srdíčko, nebo trojlístek (z každé
závorky tedy vybere přesně jeden symbol). Kolika způsoby si může vybrat
3 srdíčka a 7 trojlístků? Na obrázku jsou naznačeny dva takové výběry.

(♣♥) (♣♥) (♣♥) (♣♥) (♣♥) (♣♥) (♣♥) (♣♥) (♣♥) (♣♥)

1. výběr: ♣ ♥ ♣ ♣ ♥ ♥ ♣ ♣ ♣ ♣
2. výběr: ♣ ♣ ♣ ♣ ♥ ♣ ♣ ♣ ♥ ♥

(e) Kolikrát se objeví člen a7b3 při roznásobení výrazu

(a+ b)(a+ b)(a+ b)(a+ b)(a+ b)(a+ b)(a+ b)(a+ b)(a+ b)(a+ b)︸ ︷︷ ︸
10

?

Překlady se tedy soustřeďují na bijekce. Pomocí důmyslnějších bijekcí lze
žáky dovést třeba i k objevu vztahu

12 + 22 + 32 + . . .+ n2 = 2

(
n+ 1
3

)
+

(
n+ 1
2

)
.

2.4 Hry

Posledním prostředím jsou Hry. Jejich účel je především motivační. Výhodu
Her vidíme v tom, že žáci je nepovažují za součást klasické matematiky a jsou
tak schopni přemýšlet, aniž by byli zatíženi formálními znalostmi. Na závěr si
představme několik her, které je možno v hodinách použít.

Úloha V pravém horním rohu šachovnice 8 × 8 stojí věž, která se v každém
tahu může pohybovat jen dolů nebo doleva (o libovolný počet polí). Hráč, který
nemůže táhnout, prohrál.

Úloha Na tabuli je napsáno číslo 1. Dva hráči se střídají v tazích a každý
ve svém tahu napsané číslo nahradí buď číslem o jedna větším, nebo číslem
dvojnásobným. Kdo překročí číslo 20, prohrál.

Úloha Vašek a Pavel střídavě pokládají na šachovnici 8 × 8 jezdce své barvy.
Vyhrává ten, kdo jako první může vzít jezdce soupeři.
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CLIL a problematické aspekty při práci

s jazykem v matematice

Alena Šteflíčková

Abstrakt

Práce krátce představuje metodu CLIL, shrnuje její hlavní výhody a nevýhody a upo-
zorňuje na některé problematické aspekty, které se objevují při práci českého učitele
s jazykem v matematice, a to především při překladu slovních úloh do angličtiny. Pro-
blematické aspekty, které se při překládání konkrétních úloh různými učiteli objevily,
jsou shrnuty a rozčleněny a mohou sloužit jako podklad pro další výzkum.

1 Úvod

CLIL (zkratka anglického Content and Language Integrated Learning) je me-
toda, která spojuje výuku jazyka a odborného předmětu a to tak, že se na jazyk
i odborný předmět klade stejný důraz a hodina či výuka má dva cíle – jeden cíl
v předmětu a druhý v jazyce. Jazyk se tak učí skrze odborný předmět a odborný
jazyk skrze jazyk. Mehisto, Marsh a Frigols (2008) poukazují na třetí cíl, který
by měl CLIL naplňovat, a to rozvíjení učební dovednosti a strategie žáků.
Výraz CLIL poprvé použil David Marsh z finské univerzity Jyväskylä v roce

1994 [7], ale samotná myšlenka je už velmi stará a vyučování v cizím jazyce se
používalo už například ve starém Římě [1]. Základní rozdíl je v tom, že moderní
CLIL není určen pro elitu, ale pro všechny žáky [2]. V současné době je metoda
CLIL často diskutována, podle MŠMT [7] „patří k významným kurikulárním
trendům současného evropského školství	 a je jednou z možností, jak realizovat
dvojjazyčné vzdělávání a jak zajistit rozšířenější jazykové vzdělávání v nabitých
vzdělávacích plánech dnešních škol. Žáci tak mohou používat jazyk mnohem více
a častěji [4].
CLIL má mnoho výhod a také několik problematických aspektů. Mezi hlavní

výhody patří osvojování jazyka žáky v přirozených podmínkách, neboť žáci jsou
nuceni jazyk aktivně užívat v kontextech jiných, než jaké znají z jazykových
učebnic. Jsou tak lépe motivováni, získávají komunikační dovednosti a větší se-
bevědomí v komunikaci [5]. CLIL má také pozitivní účinky na kognitivní vývoj
a na rozvoj myšlení – Novotná [8] popisuje, že žáci jsou pak schopni nazírat na
problémy pod různými úhly, jako by se dívali přes „brýle různých jazyků	.



212 Alena Šteflíčková

Problematické aspekty CLILu jsou spjaty především s určitou neuchopitel-
ností, která u této metody i přes práci mnoha odborníků zůstává a týká se
především vysokých nároků na učitele. Přesto, že je možné najít k výuce CLI-
Lem mnoho materiálů, neexistují téměř žádné materiály, které by integrovaly
jazyk a odborný předmět kompletně, nejsou téměř žádné učebnice, aspoň ne
v České republice, a učitel, který se rozhodne učit CLILem, musí často pomůcky
a materiály pro svou konkrétní třídu sám vytvářet či aspoň aktivně vyhledávat.
Důležitý je také fakt, aby byl učitel schopen učit v cizím jazyku, ideálně aby
byl aprobovaný, protože CLIL kombinuje a využívá metodologie a didaktické
přístupy obou předmětů – odborného i jazyka. Učitel by si měl být také vědom
problematických aspektů, které přináší výuka právě jeho odborného předmětu
a jazyka. Toto je spojeno také s problematikou hodnocení žáků, kde vyvstává
otázka, co vlastně při hodinách CLILu hodnotit a jak – zda pouze odborný před-
mět, jak to dělá větší část učitelů [3], nebo pouze jazyk, nebo oba předměty –
odborný i jazyk. Při hodnocení obou předmětů je pak otázkou, jak hodnocení
integrovat, aby odpovídalo integraci předmětů, a jak může učitel poznat, zda
obtíže žáka pramení z jazyka nebo z odborného předmětu.

2 Problematické aspekty při práci s jazykem v matema-

tice

Cílem mého pilotního výzkumu bylo zjistit, jaké problematické aspekty se obje-
vují v překládání slovních úloh z mateřského (českého) jazyka pro potřeby výuky
matematiky integrované s angličtinou. Požádala jsem různé učitele, aby přeložili
do angličtiny deset slovních úloh, které jsem jim předložila. V souvislosti s tím,
že CLIL hodiny často učí i učitelé, kteří nemají aprobaci na výuku cizího jazyka,
jsem požádala o překlad i učitele nejazykáře. V závěru jsem dostala tři různé sku-
piny učitelů – učitele angličtiny (6 učitelů), učitele matematiky s nepříliš dobrou
(3 učitelé) a průměrnou znalostí angličtiny (2 učitelé) a učitele dalších předmětů
(7 učitelů). Všichni byli učitelé 2. stupně ZŠ nebo střední odborné školy. Slovní
úlohy byly vybrány z různých oblastí, především z učiva 2. stupně ZŠ, zamě-
ření bylo částečně ovlivněno prací Novotné, Moraové a Hofmannové [9], která se
zabývala problematikou používání autentických učebnic při výuce.
Překlady slovních úloh byly různé úrovně a objevovaly se v nich různé rozdíly

i chyby různých typů. Níže rozděluji tyto rozdíly a chyby na několik částí a uvá-
dím příklady překladů a způsoby, jak se s problematickými aspekty potýkali
učitelé.

2.1 Kulturní aspekty

CLIL není spojen pouze s „čistým	 překladem slovních úloh, protože ve slovních
úlohách se objevuje také určitý kulturní kontext. Rozdíly se vyskytují v různých
situacích a oblastech, například v použití peněz a jednotek.
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Některé mé slovní úlohy na překlad obsahovaly vlastní jména. Učitelé přistu-
povali k překladu různě – někteří jména nahrazovali anglickým ekvivalentem či
prostě jen jiným jménem (např. Petr–Peter, Jaroslav–William), někteří nechávali
jména v originále. Aprobace učitele zde nerozhodovala.
Jedna z úloh se zabývala nákupem látky, která byla udána v centimetrech

(140 cm široká látka byla určena na ubrus na stůl o rozměrech 1,5 metrů krát
1 metr) a cena látky byla uvedena v korunách. Většina učitelů nechala v pře-
ložené úloze původní jednotky i měnu, objevili se dva učitelé, kteří jednotky
i měnu přepočítali, oba tito učitelé jsou angličtináři a oba přepočítali měnu na
libry. Jeden z nich čísla zaokrouhlil, druhý to přepočítal velmi přesně, což v kon-
textu úlohy vypadalo nereálně. Navíc i když kontext zůstal stejný, změnou čísel
se změnila i úloha. Očekávala jsem, že někdo změní pouze měnu a jednotky bez
přepočítávání, ale žádný učitel to neudělal.
V jedné úloze se objevily „rohlíky	 a „housky	. Tato dvě česká slova se často

překládají pouze jedním anglickým slovem „roll	 a učitelé při překladu použí-
vali nejrůznější ekvivalenty jako „buns	 (bochánky), „bagels	 (něco jako kulaté
bagety s otvorem uprostřed), ale také např. „cakes	(koláče), přesto většina uči-
telů nezměnila kontext a druh obchodu (pekařství). Pouze jedna učitelka vyřešila
překlad tím, že změnila prostředí obchodu na zeleninu a místo rohlíků a housek
použila banány a pomeranče, ale nezměnila čísla, tudíž ani matematickou část
příkladu.

2.2 Typy překladů

Různí učitelé překládali slovní úlohy různě, i co se týkalo přesnosti. Objevovaly
se překlady na celé škále od přesných překladů k velmi volným překladům, což
bylo většinou ovlivněno znalostí angličtiny, ale nejen jí. Např. „dvůr	 (ve smyslu
dvůr u domu, jehož nejbližší překlad je pravděpodobně „yard	 – úloha byla
zaměřena na zvířata, která běhala po dvoře), byl překládán nejen jako „yard	,
ale i jako „garden	 (zahrada), „farm	 (statek, farma). Objevil se také „court	,
což je sice dvůr, ale s jiným významem (především soudní). V té samé úloze
někteří používali „ run	 (běhat), ale objevila se i slova „go	 (jít), „walk	 (chodit)
a také sloveso „to be	 (být).
Z lingvistického pohledu učitelé angličtiny používali dlouhé a komplikovanější

věty, ostatní učitelé psali věty jednoduché a krátké, občas se jim podařilo úlohu
velmi zkrátit a zjednodušit. Například větu „Za rok bude dědeček sedmkrát
starší, než je jeho jedenáctiletý vnuk.	 přeložil jeden z učitelů jako: „In one year
a Grandfather will be seven times older then his Grandson who is eleven years
old at the moment.	 a jiný učitel jako: „The grandson is 11. His grandpa will be
older 7times next year.	

2.3 Chyby a rozdíly

Objevovaly se chyby a rozdíly týkající se matematiky i angličtiny, a to spo-
jené s dvojznačností nebo nedorozuměním v obou jazycích (chyba, která nebyla
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spojena přímo s angličtinou), nebo s chybou v jazyku, a to jak běžné chyby
v gramatice, tak v terminologii. Objevovaly se chyby, které změnily význam
slov (například „chicken	× „kitchen	 – kuře× kuchyně, „cook	× „cooker	 – ku-
chař× vařič), a chyby ve větných stavbách, které měnily význam věty. Příkla-
dem může být „at least	 (nejméně) vynechané ve větě „V týmu byly nejméně tři
dívky	, nebo „other	 (další) vynechané ve větě „Průměrná váha dvou melounů
byla 2,4 kilogramů, průměrná váha dalších tří melounů byla 3,8 kilogramů.	.
Vynecháním dochází ke změně slovní úlohy.
Objevovaly se také chyby, které jsou typické pro Čechy, jako vynechávání

určitých a neurčitých členů, které se v českém jazyce většinou nepoužívají, a slo-
vosled a větné struktury, kde se liší angličtina tím, že neskloňuje, a tudíž má
fixní slovosled. Příkladem problematické věty v souvislosti se slovosledem bylo:
„Petr dluží Pavlovi 57 Kč a Jirkovi 14 Kč.	 Z anglického překladu „Peter owes
Pavel 57 CZK and Jirka 14 CZK	 není jasné, zda učitel překládal „Petr dluží
Pavlovi 57 Kč a Jirkovi 14 Kč.	 nebo „Petr dluží Pavlovi 57 Kč a Jirka dluží
Pavlovi 14 Kč	.
Rozdíly v matematice byly způsobeny rozdíly v symbolice a terminologii

a rozdíly v jazyku byly způsobeny rozdíly ve významu. V překladech například
žádný učitel nezměnil český symbol pro pravý úhel na obrázku doprovázejícím
úlohu – otázkou je, zda to bylo proto, že o jiné symbolice učitelé nevěděli, nebo
to byla jejich volba. Slovo „pár	 má v češtině konotace „pár	 i „dvojice	, ale
anglické „couple	 spíše pár ve smyslu partnerského páru. Anglické slovo „quad-
rilateral	 znamená česky čtyřúhelník ale také čtyřstěn, což by mohlo způsobit
problémy žákům, kteří by neznali druhý význam.
Objevily se také rozdíly z pragmatického hlediska jazyka. Např. jedna z mých

úloh byla: „Kolik párů vytvoří 14 dívek a 10 chlapců?	 Jedna z učitelek se mě
ptala, jestli jsem myslela taneční páry, což mě vedlo k tomu, abych se zeptala
v jedné třídě svých žáků, jak to pochopili. Někteří to chápali jako partnerské či
taneční páry dívka–chlapec, někteří jako jakékoli páry (např. pro práci ve třídě).
Dalším zajímavým příkladem byla věta „Na dvoře jsou kuřata a kočky, celkem
30 zvířat.	 Jedna z učitelek to přeložila jako: „In the courtyard are 30 animals,
chickens and cats.	, což někteří žáci chápali jako třicet zvířat plus kuřata a kočky.

3 Závěr

Různí učitelé zvolili různé způsoby překladu slovních úloh a dělali různé chyby.
Co se týká problematiky kulturních aspektů (vlastní jména, jednotky, měny,

symboly, zapisování desetinných čísel), není stanovený způsob, jak je v CLILu
překládat, a je to věc názoru. Učitelé nematematici by si měli především uvě-
domit, že je možné měnit kontext úlohy, ale z hlediska matematiky je nutné
v úlohách dodržovat a neměnit matematickou část úlohy (např. lze vyměnit roh-
líky a housky za banány a pomeranče, pokud není cílem hodiny procvičit se
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žáky terminologii týkající se pečiva). Většinou není vhodné používat pouze au-
tentické cizojazyčné učebnice a materiály, neboť tyto učebnice i materiály mají
jiný kulturní kontext, často bývají příliš těžké a nereflektují druhý – lingvistický
cíl výuky CLILu (např. procvičování nějakého gramatického jevu).
Co se týká typů překladů a chyb a rozdílů, učitelé neangličtináři by měli

dávat pozor na chyby gramatické a na slovní zásobu (slova s dvojím významem,
slova, která jsou v angličtině i češtině podobná, ale mají jiný význam apod.).
Nároky kladené na učitele CLILu jsou vysoké a učitelé by si měli být vědomi,

jaká jsou specifika a úskalí výuky touto metodou, protože jim to pomůže lépe
pochopit obtíže, které mohou mít s výukou žáci. Dalším krokem ve výzkumu by
mělo být to, že dám přeložené úlohy k řešení žákům.

Poděkování

Tento článek vznikl za podpory GAUK 253543 (880213).
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Sedm podob badatelsky orientovaného

vyučování matematice III

Marie Tichá, Alena Hošpesová

Abstrakt

Článek je součástí třídílné série příspěvků připravených pro tuto konferenci. Cílem
je pomocí konkrétních příkladů vyjasnit představu, jak chápat badatelsky orientované
vyučování matematice. Navazujeme v něm také na příspěvek Pravidelnosti a závislosti
jako prostředí pro badatelsky orientované vyučování, který byl prosloven na Setkání
v roce 2012, a rozvíjíme a prohlubujeme myšlenky prezentované ve zmíněném příspěvku.

1 Úvodem

Různá vymezení pojmu bádání (inquiry, enquiry) se shodují v tom, že jádrem
a východiskem bádání je nalezení a formulování problému a otázky. Řešení pro-
blémů je považováno za „nejefektivnější a nejpropracovanější heuristickou výuko-
vou strategii . . . Řešení problémů je typem učení, jenž předpokládá vnitřní pro-
ces zvaný běžně myšlení. . . . Nejvýznamnější podmínkou pro to, abychom učící
se subjekt povzbudili k přemýšlení, je zjištění, že již má o čem přemýšlet.	 [5].
Bádání tedy vyžaduje určité znalosti [11] a specifické výukové prostředí, které
pro bádání vytváří podmínky. Samková [11] a Roubíček [10] ukázali na konkrét-
ních příkladech některé úlohy, které mohou stimulovat badatelské aktivity. Zde
k nim připojíme další.

2 Podoba daná prostředím 2 aneb podnětné prostředí

jako podmínka bádání

Tentokrát se podíváme na zajímavé aritmetické prostředí, které stimuluje zájem
respondentů objevovat. Jsou to číselné trojúhelníky (obr. 1), se kterými je možné
se setkat v různých německých učebnicích a publikacích pro učitele. Toto pro-
středí jsme představili na semináři studentům učitelství pro 1. stupeň ZŠ i nava-
zujícího magisterského studia matematiky se zaměřením na vzdělávání ve formě
konkrétního vyplněného trojúhelníku a zadali jim sérii úkolů a otázek [3, 18].
Uvedeme některé otázky, které se ukázaly zvláště stimulující:

• Najděte a popište pravidlo, podle kterého se čísla doplňují.
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Obr. 1

• Co se stane, když desítku nahradím jedenáctkou?

• Co se stane, když v obdélníčkách budou čísla 6, 13, 14?

• Rozhodněte, které z následujících dvou tvrzení je pravdivé, a své rozhod-
nutí odůvodněte.

Součet vnějších čísel se rovná součtu vnitřních čísel.

Součet všech tří vnějších čísel může být číslo sudé i liché.

Inspirací pro zadání této úlohy byla Wittmannova práce o vytváření pod-
nětných výukových prostředí (Substantial Learning Environments) [18, 7]. Tato
prostředí:

• Představují ústřední cíle, obsahy a principy výuky matematiky na dané
úrovni.

• Týkají se významných matematických obsahů, procesů a postupů.

• Jsou flexibilní a lze je upravit podle konkrétních podmínek ve třídě.

• Spojují matematické, psychologické a pedagogické aspekty výuky matema-
tiky.

E. Wittmann upozornil, že vytváření prostředí podnětných pro učení je jed-
nou z oblastí, ve které se spojují cíle badatelů a učitelů a ve které mohou trvale
a systematicky docela přirozeně spolupracovat badatelé a učitelé. S tímto ná-
zorem je konzistentní přesvědčení J. Vyšína, formulované v začátcích období
„modernizace vyučování matematice	, že výzkum v didaktice matematiky je
třeba provádět současně teoreticky i prakticky [13].
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3 Podoba sedmá: Daná strukturou slovních úloh

Často se připomíná, že matematice se žáci učí prostřednictvím řešení úloh. Člo-
věk řešící nějaký problém se učí jak v průběhu řešení instruovat sám sebe, roz-
hodovat se pro strategii. Přirozenou součástí řešení úloh (nejen) problémového
charakteru je tedy zkoumání, objevování, odůvodňování.
V poslední době se zabýváme tím, jak rozvíjet schopnosti a dovednosti žáků,

studentů učitelství i učitelů vytvářet mentální modely, reprezentace, modelovat
jevy matematickými prostředky, formulovat otázky a tvořit vlastní úlohy. Tuto
potřebu jsme si uvědomili, když jsme se v souvislosti s řešením aplikačních
úloh začali věnovat uchopování situací, v jehož centru je tvoření otázek a úloh
vyrůstajících z určité situace [6].
Ukázali jsme, že zařazování činností spojených s tvořením úloh do vzdělá-

vání učitelů i studentů je jedna z podnětných cest pro rozvíjení profesionality
učitelů matematiky. Například jsme oběma skupinám zadali úkol vytvořit úlohy
(a) vyrůstajících z určité volně popsané situace (příběh, obrázek, prostředí, . . . );
(b) v jejichž zadání se vyskytují určité údaje; (c) při jejichž řešení stačí provést
určitý výpočet [15]. Na základě několika šetření provedených se studenty učitel-
ství i učiteli z praxe jsme se přesvědčili o tom, že vytvořené úlohy (a zvláště
jejich následná společná reflexe) mají významnou funkci ve vzdělávání učitelů,
například upozorní na chyby a miskoncepce a motivují mnohé učitele i studenty
k odstraňování nedostatků, tedy ke zkvalitňování oborově didaktické kompe-
tence.
K tvoření úloh jsme respondenty vyzývali zejména v souvislosti s prohlu-

bováním kontaktů školské matematiky s realitou [13]. Zjistili jsme však, že se
vytvořené úlohy vyznačují stereotypností jak obsahu, tak struktury. Následná
společná reflexe vytvořených úloh ukázala, že stereotyp ve struktuře úloh si stu-
denti neuvědomují. Proto jsme se na tuto problematiku zaměřili [15, 14] a podně-
covali jsme studenty, aby záměrně měnili strukturu úlohy a tvořili úlohy. Využili
jsme k tomu schémat (také označovaných jako větvené řetězce [14], obr. 2–6)
a zadávali jsme například následující úkoly:

• Vytvořte jednoduchou úlohu, příběh, historku k obr. 2.

• Jeden z údajů na obr. 2 nahraďte jednoduchou úlohou (např. jak je to
znázorněno na obr. 3), aby vznikla úloha, k jejímuž vyřešení jsou potřeba
dva výpočty.

• Zamyslete se nad tím, zda větvený řetězec, schéma znázorňuje, modeluje
(a) stavbu (strukturu) úlohy nebo (b) postup jejího řešení.

• Najděte jiné možnosti „rozšíření	 původního jednoduchého schématu
(obr. 2), než je znázorněno na obr. 3. Kde se v obr. 3 skrývá schéma
z obr. 2?
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Obr. 2 Obr. 3

• Načrtněte aspoň tři další řetězce (schémata), které jsou rozšířením výcho-
zího (obr. 2), vyznačte v nich „výchozí řetězec	. Vytvořte úlohy, jejichž
zadání lze jimi modelovat.

• Rozhodněte, které ze schémat, Jirkovo (obr. 4) nebo Hančino (obr. 5), „se
hodí	 k úloze: Rozdávali jsme sešity. Z jednoho balení zbylo 15 a ze dru-
hého 9 sešitů. Ze zbylých sešitů chci udělat balíčky po třech. Kolik balíčků
vytvořím? Své rozhodnutí odůvodněte.

Obr. 4 Obr. 5

Jistým dosavadním dovršením sady úkolů je výzva k vytvoření slovních úloh
ke každému ze tří schémat, které v pokusech algoritmizovat řešení úloh vytvořily
Nesher a Herskovitz jako tři možná uspořádání dvou jednoduchých schémat pro
reprezentaci struktury úloh se dvěma operacemi [9] (obr. 6):
Došli jsme k zajímavému zjištění. Provedené šetření ukázalo rozdíly mezi

respondenty: učitelé i studenti učitelství pro 1. stupeň základní školy zpravidla
chápali schéma jako záznam postupu řešení. Na rozdíl od nich studenti navazují-
cího magisterského studia matematiky se zaměřením na vzdělávání se přikláněli
k tomu vidět v grafickém znázornění strukturu (stavbu) úlohy. Shoda se naopak
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(a) hierarchický (celek
z jednoho schématu se
stává částí ve druhém)

(b) společná část (dvě
schémata mají společnou jednu
část)

(c) společný celek
(dvě schémata mají
společný celek)

Obr. 6

projevila v názoru, že sestavit úlohu k řetězci je obtížnější než řetězec k úloze.
Nezáleží přitom na tom, zda řetězec je vizualizací postupu řešení úlohy nebo její
struktury. Dokumentují to názory respondentů, např.:

Pro mě osobně je daleko složitější pracovat od řetězce k úloze . . . při
tvorbě úlohy se musí přemýšlet zcela jiným způsobem, který vede
k většímu porozumění, a tím i následně snazšímu řešení úlohy.

Připomeňme ještě, že důležitou součástí je společné hodnocení, společná re-
flexe vytvořených úloh. Průběžně proto zadáváme další úkoly, například posu-
zovat schémata vytvořená k dané úloze, posuzovat úlohy vytvořené k danému
schématu, zamýšlet se nad tím, zda a jak je možné využít schémata k tvoření
kaskád úloh.

4 Poznámky na závěr

V posledních letech se zdůrazňuje, že jedna z významných cest poznávání a získá-
vání a osvojování poznatků je badatelsky orientované vyučování. Od jeho uplat-
ňování ve školní praxi se očekává, že přinese žádoucí změny ve vzdělávání. Proto
také studium přínosu a možností uplatňování badatelsky orientovaného vzdě-
lávání je jedním ze směrů probíhajícího výzkumu zaměřeného na hledání cest
zvyšování profesní kompetence učitelů i studentů učitelství. V této fázi se v něm
zaměřujeme na vědomou práci se strukturou úloh a to zvláště při tvoření úloh.
Ovšem jsou také vyslovovány pochybnosti, zda se skutečně jedná o něco no-
vého [12, 15]. Pojem bádání se zpravidla v pracích často citovaných pedagogů
i psychologů, např. Dewey, Vygotsky, Piaget, Okoń, . . . , nevyskytuje. Namísto
toho při studiu heuristických procesů mnozí z nich mluvili o zkoumaní a obje-
vování, tedy o aktivitách, které jsou probadatelsky orientované vyučování cha-
rakteristické. Přitom se upozorňuje, že ve vyučování je samostatné objevování
zastupované metodou řízeného objevování [8].
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Jak jsme se několikrát zmínili, v naší didaktice matematiky se v souvis-
losti se snahami po zkvalitňování matematického vzdělávání zvláště v 60. letech,
v období označovaném jako „modernizace vyučování matematice	, prosazovala
myšlenka genetického vyučování [16, 4, 13]. Navazovalo se na charakteristiky
formulované Brunerem (mluví o learning by discovery, vzdělat někoho znamená
naučit ho podílet se na procesu získávání, zařazování, ukládání poznatků [1]),
Wittmannem (genetický výklad se zakládá na přirozeném poznávacím procesu
ve vytváření a použití matematiky [17]), Freudenthalem (pro genetický prin-
cip je charakteristické řízené znovuobjevování jako krok v procesu učení se [2]).
Podrobněji o významu objevování ve vyučování matematice a o genetickém pří-
stupu shrnul své názory také J. Vyšín [16]. Zmíněné nosné silné myšlenky mají
zastoupení ve vymezování charakteristických rysů badatelsky orientovaného vy-
učování matematice. Vracejí se tak v nové podobě.

Poděkování

Výzkum je podporován granty GAČR 14-01417S a RVO: 67985840
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Vliv používání vizualizace a matematických

operací na úspěšnost žáků v úlohách

týkajících se objemu a obsahu

Veronika Tůmová, David Janda

Abstrakt

Příspěvek je věnován výzkumné studii na téma obsah a objem u žáků ZŠ, který byl
realizován formou klinických rozhovorů se žáky nad sérií komplexnějších úloh. Ana-
lýza získaných materiálů proběhla nejprve kvalitativní formou, následně byla provedena
kvantitativní analýza vzhledem k pozorovaným jevům. Pro potřeby výzkumu byl zaveden
tzv. koeficient relativní úspěšnosti žáků, pomocí kterého byla zkoumána míra korelace
jednotlivých jevů. Pozornost je věnována jak popsané analytické metodě, tak samotným
výsledkům výzkumu, které považujeme za zajímavé.

1 Cíle a podmínky výzkumu

Je všeobecně známo, že žáci mají s pojmy obsah a objem problémy (např. [1, 2,
3]). Cílem prezentované výzkumné studie bylo získat vhled do potíží, které žáci
v této oblasti mají.
Studie vychází z 13 klinických rozhovorů zaznamenaných na videozáznam1,

které byly vedeny s žáky sedmého, osmého a devátého ročníku ZŠ a žáky prvního
ročníku SŠ v rámci projektu GAČR P407/11/1740 Kritická místa matematiky
na základní škole. Žákům, kteří byli vybráni tak, aby byly jejich výsledky v ma-
tematice spíše průměrné, byly postupně zadávány úlohy zaměřené na výpočet
objemu a obsahu geometrických objektů, které měli řešit samostatně či s případ-
nou pomocí tazatelů (každý rozhovor vedl právě jeden tazatel, do výzkumu byly
zahrnuty rozhovory 3 tazatelů). Naším konkrétním cílem bylo identifikovat stra-
tegie, znalosti, dovednosti či způsoby řešení, které nejvíce přispívají k úspěchu
v řešení problémů a úloh z dané oblasti, a to konkrétně v oblastech vizualizace
a práce s matematickými operacemi.

1Výzkum plánujeme v krátké době rozšířit celkem na 25 videí. Dalších 12 videí je pořízeno,
nebyla však k datu napsání tohoto článku ještě analyzována. Tazatelé jsou označeni DJ, VH
a VT, respondenti jsou označeni čísly 1–13.
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Žáci v rozhovorech řešili celkem 4 až 5 úloh, někteří pak i 2 úlohy volitelné.
Zadávané úlohy byly vytvořeny tak, aby vyžadovaly použití ne zcela klasických
postupů a způsobů řešení, podobně jako úlohy pro výzkum PISA. Úlohy připouš-
těly možnost „zjednodušeného	 řešení pomocí geometrického vhledu do situace.
Zadání jednotlivých úloh znělo:2

Majitel koupaliště chtěl postavit bazén. Zvažoval dvě varianty bazénů, jejichž pů-
dorysy jsou na obr. 1. Hloubka bazénu je všude stejná: 160 cm. U obou variant
je plocha dna o čtvrtinu menší, než byla plocha původně plánovaného bazénu.
Úloha 1: Jaký rozměr je reprezentován otazníkem ve variantě 1?
Úloha 2: K vykachlíčkování bazénu chce použít majitel kachličky o rozměru
10 cm × 20 cm. (Kachličky bude pokládat se zanedbatelnými spárami.) Je ně-
která z variant bazénu výhodnější z hlediska spotřeby kachliček?
Úloha 3: viz dále.
Úloha 4: Majitel se rozhodl pro variantu 1. Vždy napouští bazén 20 cm pod
okraj. Kolik ušetřil vody při jednom naplnění bazénu oproti původně plánova-
nému bazénu?
Úloha 5: Bazén se vypouští čerpadly rychlostí 2 100 litrů/min. Za jak dlouho se
bazén vypustí?

Obr. 1: Dvě varianty bazénu, se kterými žáci pracovali

2 Analýza dat

K analýze byl použit software pro kvalitativní analýzu (Atlas.ti), pomocí ně-
hož jsme identifikovali jednotlivé jevy. Tyto jevy jsme ale následně analyzovali
především kvantitativně. Analýzu jsme prováděli ve třech navazujících krocích,
které představíme v samostatných oddílech.

2.1 Definice a měření úspěšnosti

Úspěch definujeme jako situaci, kdy je žák schopen vyřešit daný problém správně
a bez nápověd. Žádný z respondentů v pozorovaném vzorku nebyl v tomto smyslu
úspěšný. Proto jsme vyvinuli způsob měření úspěšnosti pomocí tzv. koeficientu
relativní úspěšnosti (dále též KRÚ).
Koeficient je sestaven jako průměr čtyř ukazatelů: kolikrát musel tazatel žáka

opravovat; četnost nápověd; počet chyb; výskyt situací, kdy žák žádá o pomoc
či vyžaduje potvrzování svého postupu.

2Z prostorových důvodů je zadání úloh zkráceno.
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Hodnota jednotlivých ukazatelů je v intervalu 〈0; 1〉 a určuje relativní pořadí
žáků ve vzorku – a to tak, že 0 představuje nejlepší výsledek, 1 nejhorší a ostatní
výsledky dopočítáme pomocí lineární interpolace – podle vzorce: (hodnota −
−min)/(max−min). Výsledný KRÚ se spočte jako průměr výsledků u jednot-
livých ukazatelů.
Jsme si vědomi, že počet chybových kódů, korekcí i nápověd silně závisí

na přístupu tazatele a správné identifikaci jednotlivých situací relevantních pro
KRÚ. Proto jsou výsledky v prvním kroku vypočteny zvlášť podle jednotlivých
tazatelů.
V dalším kroku jsme sjednotili relativní škály jednotlivých tazatelů na spo-

lečnou osu. K tomuto účelu jsme provedli dvě nezávislá subjektivní hodnocení
úspěšnosti u nejúspěšnějšího a nejméně úspěšného respondenta u tazatelů VH
a VT a pokusili jsme se je umístit na osu mezi respondenty tazatele DJ tak, aby
byl zachován jejich vztah (např. žák č. 12 – nejlepší respondent tazatele VT –
byl posouzen jako významně méně úspěšný než 9 – nejlepší od DJ – ale o trochu
lepší než 3, na společnou osu bude proto umístěn do 34 vzdálenosti mezi žákem
č. 9 a žákem č. 3). Takto ohodnocené rozhovory slouží jako jakési kotvy či viněty
a toto namapování lze s výhodou rozšířit i na další rozhovory těchto tří tazatelů.
Výsledkem je jednotná škála, na které můžeme srovnávat úspěšnost jednotli-

vých žáků. Výsledky našich výpočtů (KRÚ) jsme porovnávali jak se známkami
jednotlivých respondentů, tak s tím, jak hodnotili úspěšnost jednotliví tazatelé
(subjektivně). Koeficient KRÚ velmi dobře oběma hodnocením odpovídá.

2.2 Vybrané jevy a jejich škálování

U žáků jsme během rozhovorů mohli pozorovat řadu různých řešitelských strate-
gií. V této fázi jsme se zaměřili na identifikaci řešitelských strategií a jevů, které
souvisí s vizualizacemi či s prací s matematickými operacemi.
Zkoumali jsme celkem 22 jevů. Jevy jsou hodnoceny buď dichotomicky 0/1

(nevyskytl se/vyskytl se), nebo na celé škále 〈0; 1〉, pokud jsou podmínky spl-
něny jen částečně nebo je projevená míra jevu „někde mezi	. Hodnotí se pouze
přítomnost/projevení daného jevu bez ohledu na to, zda daná strategie vedla ke
správnému řešení či nikoliv.

2.3 Souvislost pozorovaných jevů s úspěšností žáků – vizualizace

Vzhledem k omezenému vzorku dat nejsou závěry statistické analýzy průkazné,
nicméně i tak nám mohou poskytnout vodítko pro zhodnocení důležitosti jed-
notlivých jevů a směr dalšího výzkumu.
Jevy týkající se matematických operací byly z důvodu tematické odlišnosti

analyzovány odděleně od jevů zabývajících se vizualizacemi. Pro obě oblasti jsme
provedli analýzu korelací jednotlivých jevů s KRÚ. Pro oblast vizualizací jsme
se ještě snažili identifikovat jakousi typologii žáka pomocí klastrové analýzy.
Zde se projevily i vzájemné vazby mezi jevy – například žáci, kteří hodně kreslí
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vlastní náčrtky, umí obvykle dobře pracovat se vzorcem pro objem a mají dobrou
představu o jednotkách a pojmech ve 2D i 3D.
V tab. 1 uvádíme pouze jevy, které mají v absolutní hodnotě korelaci s KRÚ

větší než 0,5, a kde tedy můžeme hovořit o poměrně silné korelaci. Vzhledem
k omezenému počtu dat nejsou údaje o statistické významnosti příliš spolehlivé,
nicméně některé korelace jsou opravdu velmi vysoké a budou s velkou pravdě-
podobností pozorovány i na větším vzorku dat.

Tab. 1: Vizualizace – jevy, které nejvíce souvisí s úspěšností

Jméno
proměnné

Hodnota
korelace
s KRÚ

V našich úlohách byli úspěšnější ti žáci, kteří:

Vzorec pro
objem

−0,722 . . .umí lépe pracovat se vzorcem pro objem (znají ho
neformalizovaně a jsou schopní ho vidět jako „podstava
krát výška�).

Ví, co
počítá

−0,680 . . . si udržují přehled o tom, co konkrétně počítají.

Vlastní
náčrtky

−0,660 . . . si hojně a bez pobízení kreslí vlastní náčrtky
a pracují s nimi.

Počet
kachliček

0,616 . . .počítají počet kachliček na stěně pomocí vzorce
„obsah stěny děleno obsah kachličky�.

Geom.
vhled

−0,577 . . .umí hledat řešení pomocí geometrického vhledu.

Manipulace −0,527 . . .dobře pracují s manipulativní či kreslenou nápovědou.
(Jev nemohl být hodnocen pro všechny respondenty.)

3D
představa

−0,523 . . .mají dobrou geometrickou představu jednotek
a pojmů ve 3D.

2D
představa

−0,515 . . .mají dobrou geometrickou představu jednotek
a pojmů ve 2D.

Dalším typem analýzy, který jsme prováděli, byla klastrová analýza s cílem
rozčlenit žáky podle pozorovaných charakteristik (jevů) do skupin, které si budou
blízké. Pro tuto analýzu jsme zvolili pouze ty proměnné, které nejsou součástí
výpočtu KRÚ a kde máme data pro všechny respondenty.
Výsledkem této analýzy jsou dvě skupiny žáků, které při řešení používají

podobné strategie nebo u kterých se vyskytují podobné jevy. Skupina 1 (žáci
4, 5, 6, 7, 9, 12) vykazuje průměrnou úspěšnost KRÚ=0,3 zatímco skupina 2
(žáci 1, 2, 3, 8, 10, 11, 13) vykazuje průměrnou úspěšnost KRÚ=0,72, a je tedy
významně méně úspěšná než skupina 1. Kladli jsme si samozřejmě otázku, v čem
se obě skupiny liší.
Jako jeden z nejvíce odlišujících znaků pro obě skupiny se ukázala překva-

pivě proměnná Počet kachliček – tedy způsob, jak žák zjišťuje počet kachliček
na ploše. Úloha zněla:
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K vykachlíčkování bazénu chce použít majitel kachličky o rozměru 10 cm×20 cm.
(Kachličky bude pokládat se zanedbatelnými spárami.) Zatím vykachlíčkoval dno
a nyní se chystá dokoupit materiál na stěny. Kolik bude potřebovat ještě kach-
liček?
Žáci znají rozměry a tvar bazénu z předchozích úloh. Chtěli jsme prověřit, zda
výsledky mohou být zkresleny tím, že když žák neví, jak počet kachliček určit,
tazatel většinou dává nápovědu směřující k výpočtu kachliček pomocí skládání.
Proto jsme tuto škálu ještě podrobněji odstupňovali a provedli klastrovou ana-
lýzu s touto novou proměnnou (Počet kachliček 2), která zohledňuje, zda žák
použil metodu sám nebo až po nápovědě.
Vzniklé skupiny jsou velmi podobné a opět silně korelované s hodnocením

úspěšnosti: Skupina 1 (úspěšní): žáci 3, 4, 5, 6, 7, 9, 12 s průměrnou úspěšností
0,34 a skupina 2 (méně úspěšní): žáci 1, 2, 8, 10, 11, 13 (oproti předchozímu
rozdělení zde chybí žák 3) s průměrnou úspěšností 0,75. Změnila se však důleži-
tost jednotlivých proměnných pro zařazování do skupin. Skupina úspěšných se
liší od skupiny 2 zejména v těchto aspektech: největší rozdíly jsou u proměnné
Vzorec pro objem. Úspěšní žáci se vzorcem pro objem pracují daleko uvědomě-
leji, nemají ho formalizovaný, pracují s ním i ve tvaru „obecná podstava krát
výška	, takže nemají problém ho použít i pro jiný objekt než kvádr. Další vý-
znamný rozdíl je ve způsobu výpočtu kachliček (proměnná Počet kachliček 2) –
úspěšnější počítají prakticky pouze dělením obsahů. A nakonec proměnná „3D
představa	 (dobrá geometrická představa pojmů a jednotek ve 3D), kde méně
úspěšní žáci tuto představu zcela postrádají.
Nejméně očekávaný je asi velmi silný vliv upravené proměnné Počet kach-

liček 2, která se stále jeví jako jeden z nejlepších prediktorů pro odhadování
úspěšnosti respondentů.

2.4 Souvislost pozorovaných jevů s úspěšností žáků – operace

Jako důležitá se nám vzhledem k KRÚ jeví i problematika operací. V tomto
smyslu se projevily jako významné ukazatele úspěšnosti dva jevy. Míru jejich
korelace s KRÚ určuje tab. 2.

Tab. 2: Operace – jevy, které nejvíce souvisí s úspěšností

Jméno
proměnné

Hodnota
korelace
s KRÚ

V našich úlohách byli úspěšnější ti žáci, kteří:

Tipování 0,613 . . . operaci neodhadují, ale vědí, která operace je pro
daný problém relevantní.

Použití
dělení

0,543 . . .nechybují a neváhají při použití operace dělení při
výpočtech.
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3 Závěr

Podařilo se nám identifikovat skupinu jevů, které velmi silně souvisí s pozo-
rovanou úspěšností respondentů. Jsou to: způsob výpočtu spotřeby kachliček
(úspěšní počítají pomocí dělení obsahů), práce se vzorcem pro objem, používání
náčrtků, geometrická představa 3D jednotek a pojmů, propojení výpočtu s re-
álnou situací (žák ví, co počítá), správné a jisté určení a použití operace dělení
a určení operace potřebné k řešení náhodným výběrem. Naše závěry podporuje
jak korelační, tak klastrová analýza. I když pracujeme s omezeným množstvím
dat, vzájemné závislosti se jeví jako velmi silné a konzistentní, je tedy dobrý
předpoklad, že by se projevily i u většího objemu dat.
Na základě provedené analýzy, interpretace jejích výsledků a zkušeností zís-

kaných během rozhovorů můžeme uvést některá doporučení pro výuku, která by
mohla podpořit úspěšnost žáků při řešení úloh týkajících se obsahu a objemu:

• Klást důraz na získání geometrické/vizuální představy jednotek obsahu
a objemu a souvisejících pojmů.

• Klást důraz na rozvoj vztahů jednotlivých pojmů či početních technik
(obsah-objem, výpočet pomocí „skládání kachliček	 – pomocí dělení).

• Podporovat provázanost výpočtů s reálnou situací.
• Podporovat používání jakékoli formy vizualizace či zobrazování daných
výpočtů.

• Ukazovat použití operace dělení v různých kontextech (zlomky, obsah útva-
ru, úpravy výrazů, obrázku na části, v kontextu času a rychlosti).

Poděkování

Příspěvek byl připraven v rámci projektu GAČR P407/11/1740 Kritická místa
matematiky na základní škole.

Literatura

[1] Kuřina, F. Matematika a řešeni úloh. České Budějovice: Jihočeská univerzita
v ČB, 2011.

[2] Rendl, M., Vondrová, N., a kol. Kritická místa matematiky na základní škole
očima učitelů. Praha: PedF UK v Praze, 2013.

[3] Rendl, M., Vondrová, N. Kritická místa v matematice u českých žáků na
základě výsledků šetření TIMSS 2007. Pedagogická orientace, 2014, roč. 24,
č. 1, 22–57.



Setkání učitelů matematiky 2014 231

Paths to Math

Helena Vacková

Abstrakt

Výukový software Paths to Math je moderní pomůcka k výuce a studiu matematiky.
Je vytvořen v anglickém jazyce, některé části jsou přeloženy do španělštiny a finštiny.
Tvůrci prostředí požádali o otestování prostředí v České republice. Pro testování bylo
vybráno Gymnázium Jírovcova v Č. Budějovicích. V předkládaném článku je uveden
stručný popis prostředí, učebních materiálů, průběh testování a jeho dílčí výsledky.

1 Úvod

Paths to Math je softwarové učební prostředí pro učitele matematiky a studenty
základních a středních škol [1]. Tato inovativní učební pomůcka je kompatibilní
se všemi počítači, tablety a chytrými telefony.
Nová metoda Paths to Math je založena na desetileté výzkumné práci dvou

učitelů matematiky ve Finsku. Katri Espo a Maarit Rossi vytvořili sérii devíti
knih, které pokrývají celé finské matematické vzdělávací osnovy pro 7. až 9. třídu.
Metoda je založená na moderní konstruktivistické teorii učení [2].
Pedagogické konstruktivistické myšlenky jsou jádrem otázek používaných

v mezinárodních hodnoceních, jako je PISA (Program pro mezinárodní hodno-
cení žáků). Software Paths to Math je tak založen na moderním pedagogickém
učení se praxí, učení myšlení, řešení problémů a aplikování teorie na reálné pro-
blémy, situace nebo události [1].
Paths to Math uživatelům poskytuje neomezený přístup k materiálům, kdy-

koliv a kdekoliv, různé styly výuky i učení, videa a interaktivní cvičení pro
studenty, videoprůvodce, pedagogické tipy, stránky s odpověďmi a další užitečné
materiály pro učitele. Studenti mají možnost řešit různé problémy z oblasti teorie
matematiky, počítání, dedukování, modelování a týmové dovednosti.
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Proč používat Paths to Math

Pokusme se nyní vyjmenovat některé skutečnosti, které podporují snahy o vy-
užívání výukové prostředí Paths to Math. Školní rozpočty se neustále snižují,
ubývají finance na opakované pořizování pomůcek (např. na obnovu učebnic).
Česká nakladatelství nijak výrazně nevyvíjejí své vlastní digitální učebnice pro
přenos tištěných materiálů do elektronických učebnic. Mladí lidé jeví zájem o vy-
užívání nových technologií, např. tabletů a chytrých telefonů. Někteří učitelé
chtějí prolomit rutinu tradiční výuky matematiky a nabízet zajímavé vzdělávací
prostředí, které by více oslovilo studenty. Školy jsou připraveny k přechodu od
tištěných učebnic k moderním přístrojům ve třídách a k elektronickým zdrojům.
Velcí dodavatelé technologií se zajímají o školy.
Paths to Math uživatelům poskytuje neomezený přístup k materiálům, kdy-

koliv a kdekoliv, řešení problémů z oblasti teorie matematiky, počítání, deduko-
vání, modelování, týmové dovednosti, různé styly výuky i učení, videa a interak-
tivní cvičení pro studenty, videoprůvodce, pedagogické tipy, stránky s odpověďmi
a další užitečné materiály pro učitele.

2 Popis softwaru

Výukové prostředí Paths to Math je vytvořeno tak, aby bylo pro studenty co nej-
více atraktivní. Texty jsou doprovázené množstvím barevných obrázků. Software
je vytvořen v angličtině, španělštině a finštině.
Výukové materiály jsou rozděleny na 10 kapitol. Každá kapitola se dělí na

podkapitoly, z nichž jedna vždy shrnuje teorii a obsah dané podkapitoly. Kapi-
tola dále obsahuje video, kde je vysvětlena teorie vykládané látky. Tato teorie
je pouze v angličtině a nedá se přepnout do jiného jazyka. Témata jsou hodně
zaměřená na logické myšlení studenta, jeho představivost a orientaci v obráz-
cích, grafech, tabulkách. Součástí každé kapitoly jsou také testy. Některá témata
obsahují krátkou motivaci na úvod hodiny.
Videa jsou dlouhá dvě až pět minut. Názorně vysvětlují teorii na ukázkových

příkladech. Žáci jednak slyší výklad a zároveň vidí pomocí tužky na obrazovce,
jakým způsobem učitel postupuje při řešení dané části úlohy. Pod každým videem
je sada příkladů na procvičení probírané látky.
Testy jsou vytvořeny zábavným stylem, barevně a s obrázky. Test má vždy

dvacet otázek. Student na ně odpovídá pouze zakliknutím správné odpovědi.
Pokud označí špatnou odpověď, okamžitě je upozorněn na chybu a může pokra-
čovat k dalšímu příkladu nebo si může danou otázku zopakovat s jinými čísly. Na
konci se testy automaticky vyhodnotí. Student je odměněn počtem hvězdiček,
které si za řešení zaslouží.
Každé téma obsahuje sadu příkladů, které se dají také vytisknout, takže je

učitel nemusí opisovat na tabuli, ale pouze rozdá vytištěné zadání. Učitel si může
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zobrazit správné odpovědi a také rady pro učitele, např. jaké pomůcky budou
při výpočtu žáci potřebovat, jestli mají pracovat samostatně či ve skupinách.

3 Testování Paths to Math přímo ve výuce

Testování probíhalo ve třech třídách, v tercii, kvartě a prvním ročníku na gym-
náziu Jírovcova v Českých Budějovicích. Učitelé těchto tříd byli ochotni nám
věnovat tři vyučovací hodiny matematiky. Autory softwaru byly k testování
zpřístupněny kapitoly pre-algebra a algebra. V každé z vybraných tříd probíhalo
testování ve třech vyučovacích hodinách v průběhu dvou týdnů. Byly vybrány tři
metody výuky: práce s vytištěným materiálem, práce na počítači, práce s video-
materiálem. Účelem testování bylo zjistit, která metoda bude studentům nejvíce
vyhovovat, jak se jim software líbí a zda by ho chtěli mít přístupný trvale. Na
závěr byl studentům rozdán dotazník.

3.1 Práce s vytištěným materiálem

Při této metodě byly studentům rozdány vytištěné pracovní materiály v anglič-
tině. S vytištěným materiálem jsme pracovali společně. Studenti přeložili otázku,
poté dostali čas na rozmyšlení odpovědi či vypočítání příkladu a společně jsme
pak diskutovali o správné odpovědi. Takto jsme postupovali otázku po otázce.
V průběhu tohoto testování jsme narazili na několik problémů způsobených ne-
jednoznačným pochopením anglické otázky či nepřesnými formulacemi nabíze-
ných odpovědí na uzavřené otázky v procvičování.

3.2 Testování na počítači

V učebně jsme měli zapojeno cca 15 počítačů. Nejdříve jsme se museli všichni
připojit k našim účtům v softwaru. Po přihlášení měli studenti za úkol si na
počítači dělat 2 testy, na otázky odpovídali pouze zakliknutím správné odpovědi.
Testy byly vyhodnoceny počtem hvězdiček, nikoli známkou. Ve zbytku hodiny
měli studenti za úkol vypočítat několik příkladů na papír, k porozumění otázkám
mohli používat slovník.
Velkou nevýhodou této techniky bylo, že při přihlašování nám několikrát

spadl systém a k softwaru se nedalo připojit. Některým studentům se vzhledem
k přetížení výuková stránka nezobrazovala správně, některým dokonce ani nešly
spustit testy. Během testů jsme objevili několik chyb ve výsledcích, například:

7x = 9 → x = 1
2
9
, −20 ∗ 20 = −1, 1

4
∗ 1
4
=
5
16
, což studenty hodně odrazovalo

nebo klesla jejich důvěra k softwaru. Testy měli žáci velmi brzy hotové, protože
jejich náročnost byla nízká. Při výpočtu příkladů na papír studenti oceňovali, že
si každý mohl pracovat svým tempem.
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3.3 Promítání na plátně

Poslední metoda byla velmi náročná na udržení pozornosti studentů. Vyučovací
hodinu jsme začali promítnutím videa s teorií, v angličtině, s názornou ukázkou
na příkladech. V kvartě se probíraly operace se zápornými čísly, v tercii zlomky,
žáci prvního ročníku se věnovali rovnicím. Jelikož videa s teorií jsou krátká,
zabrala nám tato část přibližně čtvrt hodiny. Ve zbytku hodiny jsme promítali
příklady na plátno, což bylo velmi komplikované na koordinaci výuky, protože
žáci počítali různě rychle. Rychlejší žáci pak vyrušovali studenty pomalejší. Pro-
mítali jsme tedy dvě obrazovky s různým zadáním, což bylo náročné technicky
i vzhledem ke koordinaci s dalšími činnostmi učitele v hodině.

4 Výsledky testování

Testování se zúčastnilo 85 studentů. V anonymních dotaznících jsme se jich po
testování ptali např. na atraktivitu softwaru, jazykovou obtížnost, zda by uvítali
spíše hodnocení známkami, zda by ocenili anglické či české titulky, která metoda
jim nejvíce vyhovovala, zda by ocenili přístup k jinému výukovému softwaru,
zda by bylo ochotni za výukový software platit, jestli je on-line výuka vhodná
pro samostudium a zda může nahradit školní docházku.
Většina studentů neměla problém rozumět angličtině. Bylo to dáno i tím, že

žáci všech testovaných tříd studovali angličtinu již od základní školy. Z hlediska
atraktivity softwaru 19 studentů zhodnotilo software jako průměrný a 21 stu-
dentů jako lepší průměr.
Dále jsme se tázali, zda by žáci ocenili českou verzi softwaru. Všichni kromě

15 studentů odpověděli, že ano. Domnívali se, že spousta studentů neumí dobře
anglicky, že se nelze soustředit na pochopení učiva a ještě na překlad angličtiny.
Tercii a kvartě nejvíce vyhovovala práce na počítači a prvnímu ročníku pí-

semná forma. Kvarta možná volila práci na počítači místo písemné formy proto,
že při písemné formě jsme v tématu, s nímž jsme pracovali, našli několik chyb
či jsme dvojznačně pochopili zadání.
Více jak polovina studentů (přesněji 60 studentů) se shodla na tom, že on-

-line výuka je vhodná pro samostudium. Tato situace může být zapříčiněna tím,
že spousta materiálů se dá najít na internetu, studenti i během výuky často po-
užívají počítač např. k vykreslování grafů, k počítání složitějších matematických
úloh atd. Navíc existuje spousta materiálů pro práci s výukovými matematic-
kými softwary, např. [3, 4, 5].
35 studentů souhlasí s tím, že on-line výuka je vhodná pro práci ve škole,

neměla by však zabrat většinu vyučovací hodiny. 71 studentů souhlasí s tím, že
školní docházku nelze nahradit on-line výukou. Nejčastěji argumentovali tím, že
on-line výuka nemůže nahradit sociální kontakt se spolužáky. Pokud student ne-
chápe učivo, nemůže se zeptat učitele, má-li k dispozici jenom software a učební
materiály.
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5 Závěr

Vedení Gymnázia Jírovcova bylo požádáno o otestování výukového prostředí
Paths to Math. K účelu testování bylo poskytnuto zdarma devadesát licencí
po dobu šesti měsíců, k použití ve škole i doma. Licence byly využity učiteli
matematiky Gymnázia Jírovcova a studenty tercie, kvarty a prvního ročníku
čtyřletého studia. Otestovány byly dvě kapitoly a tři různé metody práce.
Podle doposud vyhodnocených výsledků testování se jeví, že software Paths

to Math je výhodnější k použití v nižších ročnících osmiletého gymnázia nebo
na druhém stupni základní školy. Studenti by software využívali jako doplněk ve
výuce, uvítali by českou lokalizaci, rádi by měli podobné prostředí k dispozici
permanentně. Nemají však zájem o náhradu školní docházky on-line výukou.
Testování bylo doposud zaměřeno výhradně na studenty, vyhodnocení v sou-

časné době ještě pokračuje. Plánuje se zjištění názoru učitelů na vhodnost, vý-
hody či nevýhody výukového on-line prostředí. Výsledky testování budou pub-
likovány v diplomové práci.

Poděkování

Autorka děkuje vyučujícím matematiky Gymnázia Jírovcova v Č. Budějovicích
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