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Předmluva

Po dvou letech se ke čtenářům dostává další sborník z konference Setkání učitelů
matematiky všech typů a stupňů škol. Její téma je široké: Matematika a vzděla-
nost. Každý si pod ním může představit trochu něco jiného, jistě se však shod-
neme, že matematika je se vzdělaností úzce spojena. Jak však prostřednictvím
matematiky směřovat ke vzdělanosti je otázka, kterou lze zodpovědět různě. Dů-
ležitost podobných konferencí v době internetu, kdy je možné najít informace
téměř o všem a metodické materiály k mnohému, spatřuji právě ve vyjasňování
našich postojů ke zmíněné otázce. Doporučuji pozornosti čtenářů např. příspěvek
prof. Kuřiny, který se k této problematice přímo vztahuje.
Sborník zdaleka nepokrývá vše, co bude na konferenci řečeno a předneseno.

I tak však, myslím, může být učiteli matematiky dobrým průvodcem, chce-li
se něčemu novému a užitečnému pro svou vlastní praxi přiučit. Je specifikem
této konference, že v plenárních přednáškách poskytuje účastníkům možnost do-
zvědět se něco nejen z didaktiky matematiky (sdělení o výsledcích výzkumu od
P. Eisenmanna, J. Novotné, J. Přibyla), ale též z matematiky (prezentace růz-
ných řešení zajímavé úlohy od A. Slavíka) a pedagogiky či, jako je tomu letos,
psychologie (jak čeští žáci vidí své kompetence v matematice od I. Smetáčkové).
V sekcích se setkáme s konkrétními náměty na výuku matematiky u žáků růz-
ného věku i s výsledky výzkumů jejich porozumění matematickým pojmům,
s příspěvky, které na konkrétních příkladech ukazují potenciál použití různých
prostředků informačních technologiích ve výuce matematiky či v její přípravě,
či s řadou námětů na aplikace matematiky v praxi. Zajímavé budou jistě i dis-
kuse v rámci dvou kulatých stojů, které reagují na současné otázky kurikula
a hodnocení v matematice formou přijímacích zkoušek a maturity a které však
z pochopitelných důvodů ve sborníku nenajdeme.
Doufám, že účastníci shledají jak konferenci, tak i samotný sborník a jeho

texty natolik inspirativní pro svou práci ve škole, že se na konferenci vrátí i za
další dva roky.

Za programový výbor Naďa Vondrová
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Předpoklady žáka k řešení úloh

a různé způsoby jejich řešení

Petr Eisenmann, Jarmila Novotná, Jiří Přibyl

Abstrakt

Příspěvek seznamuje se základními idejemi, které zazněly na přednášce. Předkládáme
stručný pohled na řešení úloh pomocí heuristických strategií, přičemž u každé strate-
gie uvádíme vhodnou úlohu, při jejímž řešení je daná strategie efektivně použita. Dále
seznamujeme čtenáře s výsledky výzkumu, který se zabýval využitím heuristických stra-
tegií ve výuce. Na závěr příspěvku se snažíme zodpovědět otázku, zda je možné zjistit
žákovy předpoklady k řešení matematických úloh.

1 Úvod

Tento příspěvek je stručnou verzí přednášky, kterou jsme navázali na naši před-
nášku z roku 2015, jež zazněla na konferenci Dva dny s didaktikou matematiky
(viz [5]).
Dlouhodobě se zabýváme výukou matematiky a aspekty, které ji ovlivňují.

Náš tým se od roku 2012 zaměřil především na řešení dvou otázek:

1. Jak zlepšit žákovu dovednost řešit úlohy v matematice?

2. Jak poznat, jak na tom je který žák z hlediska řešení matematických úloh?

Jsme si vědomi faktu, že téměř každý učitel matematiky má v zásobě celou
řadu úloh, modelů a situací, kterými působí na žáka tak, aby zlepšil jeho do-
vednost řešit matematické úlohy. Je tedy zřejmé, že odpovědí na první otázku
je více. V rámci naší přednášky jsme nabídli jeden relativně ucelený pohled
na řešení úloh v matematice, a to pomocí heuristických strategií. Že se jedná
o smysluplnou aktivitu, dokládáme výsledky výzkumu, který probíhal v letech
2012–2014. V rámci tohoto dlouhodobého experimentu jsme se pokusili naučit
žáky ve věku od 12 do 18 let používat heuristické strategie při řešení úloh.
Stejně tak se domníváme, že učitelé z praxe dokážou po čase do jisté míry

zodpovědět i druhou otázku. Mohou tak učinit na základě dlouhodobého po-
zorování žáka a analýzy jeho výsledků, avšak obvykle až po delší době výuky.
Jako naši odpověď na druhou otázku představujeme nástroj, na jehož vývoji
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delší dobu pracujeme a jehož teoretické pozadí jsme stručně představili v rámci
naší přednášky. Jeho výhodou je, že učiteli umožní v rámci dvou vyučovacích
hodin otestovat všechny žáky třídy na dovednost řešit matematické úlohy. Tento
nástroj není zaměřen na vyhledávání matematicky nadaných žáků, ale na zma-
pování reálné situace v konkrétní třídě, což může být učiteli k užitku, například
když přechází do nové třídy, nebo potřebuje získat další informace o svých žácích.

2 Řešení úloh použitím heuristických strategií

V rámci tohoto oddílu nabízíme jednu z možností, jak zlepšit žákovu dovednost
řešit úlohy. Nejprve čtenáře seznámíme s tím, jak vnímáme řešení úloh v mate-
matice, a následně mu nabídneme ukázku vybraných heuristických strategií.

2.1 Řešení úloh

Řešení matematických úloh je proces, který je nerozlučně spjat s vyučováním
matematiky na základních a středních školách. G. Pólya v [8, p. ix] charakteri-
zuje řešení úlohy následovně: „Řešit úlohu znamená najít cestu z obtížné situace,
cestu, jak obejít překážku, cestu k dosažení cíle, který nebyl bezprostředně do-
sažitelný.
 Je více způsobů, jak dosáhnout požadovaného cíle. My tyto způsoby
pracovně dělíme do tří základních skupin:

• přímý způsob,
• užití heuristické strategie,
• pokus.

Přímý způsob odpovídá situaci, kdy žák si je vědom toho, jak má řešit úlohu.
Řešení úlohy spočívá tedy v zopakování naučeného postupu nebo v přímém
využití znalosti. Předpokládáme, že žák je také vnitřně motivován k tomu, aby
úlohu vyřešil.
Užití heuristické strategie odpovídá situaci, kdy žák je vnitřně motivován

k tomu, aby úlohu vyřešil, ale chybí mu znalost, naučený postup, dovednost, . . .
V tu chvíli může s úspěchem využít heuristickou strategii. Heuristickou strategii
(někdy též heuristický přístup či heuristiku) vymezujeme jako proces řešení úloh
založený na hledání, zkoumání a experimentování.
Robertson [11, s. 28] uvádí: „Heuristika je vodítko, které může do určité

míry pomoci smysluplně se vypořádat s úlohou (jinými slovy heuristika nahra-
zuje řešení pomocí slepého provádění pokusů a omylů), ale nezaručuje nám, že
najdeme požadované řešení. Heuristika bývá často dávána do kontrastu s algo-
ritmem, který zaručuje, že řešení najdeme, i když to může trvat velmi, velmi
dlouho. Nicméně pokud je úloha algoritmického rázu, pak ji tímto způsobem
vyřešíme. Řekněme si však, že heuristika je také algoritmus.

Poslední přístup žáka k řešení úlohy nazýváme pokusem. Tento způsob popi-

suje situaci, kdy žákovi chybí vnitřní motivace k řešení úlohy. Výsledek prostě



Setkání učitelů matematiky 2018 11

„odhadne
 a obvykle ani nepožaduje zpětnou informaci o úspěšnosti. Žák totiž
ve skutečnosti řeší problém „zbavit se úlohy
.
Domníváme se, že systematické zavedení heuristických strategií do školské

výuky může rozšířit žákův repertoár prostředků k řešení úloh. Jsme si vědomi
skutečnosti, že v řadě případů žáci sami, spontánně, používají heuristické stra-
tegie a jde přitom o přirozený proces. Stejně tak učitelé v řadě případů vhodným
způsobem navádí žáky k použití heuristické strategie, byť to ani jedna strana
vyučovacího procesu tak nenazývá. Vycházíme z předpokladu, že pokud se bude
o těchto strategiích řešení úloh hovořit ve výuce a žáci s nimi budou systema-
ticky seznamováni, pak se žáci nejen zlepší v řešení úloh, ale jak ukazují výsledky
experimentů, dojde i k rozvoji žáka jako takového.

2.2 Představení heuristických strategií

Pojetí heuristických strategií, které preferujeme, vychází z původní práce G. Pó-
lyi [6], kterou má nyní k dispozici i český čtenář [7]. Pólyovo vymezení bylo
pro nás východiskem, od kterého jsme se odrazili a pokusili se o systematické
zpracování jednotlivých heuristických strategií na základě jejich analýzy (více
viz [9]). Představme si nyní postupně jednotlivé heuristické strategie. Po krátké
charakteristice uvedeme vždy jednu nebo dvě úlohy, jejichž řešení bude přísluš-
nou strategii ilustrovat. Řešení některých úloh lze najít v [5].

Zavedení pomocného prvku

Základní idea této strategie spočívá v tom, že zavedením pomocného prvku se
řešení pro řešitele stane snadněji dosažitelné. Pomocný prvek vymezujeme jako
objekt, který se na první pohled v úloze nevyskytuje, a my jej do úlohy vpravíme
s nadějí, že nám usnadní přístup k řešení. U geometrických úloh se obvykle jedná
o přímku, úsečku, bod či obrazec, v případě aritmetických či algebraických úloh
o proměnnou, číslo či funkci. O této strategii pojednává podrobněji článek [10].

Úloha 1 Nechť p je prvočíslo větší než 3. Dokažte, že číslo p2 − 1 je dělitelné
číslem 24.

Řešení: Nejprve zadaný kvadratický dvojčlen rozložíme

p2 − 1 = (p − 1)(p+ 1)

a potom mezi čísla p − 1 a p+ 1 vložíme číslo p (je naším pomocným prvkem).
Uvažujme nyní trojici čísel p − 1, p, p+ 1.
Jsou to tři po sobě jdoucí přirozená čísla. Jedno z nich proto musí být dělitelné

číslem 3. Prvočíslo p dělitelné třemi být nemůže. Proto je třemi dělitelné buď
p− 1 nebo p+1. Protože čísla p− 1 a p+1 jsou obě sudá (jediné sudé prvočíslo
je 2), jsou obě čísla dělitelná dvěma. Vezmeme-li libovolná čtyři po sobě jdoucí
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přirozená čísla, pak jedno z nich je dělitelné čtyřmi. Protože číslo dělitelné čtyřmi
je sudé a čísla p−1 a p+1 je dvojice po sobě jdoucích sudých čísel, potom jedno
z nich je dělitelné čtyřmi. Proto musí být součin

(p+ 1)(p − 1)

dělitelný součinem čísel 3, 2 a 4, tj. číslem 24.

Úloha 2 Je dán libovolný konvexní čtyřúhelník ABCD, viz obr. 1. Spojte středy

M , N stran AD a BC. Zjistěte, jaký je vztah mezi |MN | a 1
2
(|AB| + |CD|).

Obr. 1: Čtyřúhelník ABCD

Řešení: Do úlohy zaveďme pomocný prvek, kterým bude úhlopříčka BD (viz
obr. 2).
Zabývejme se nyní situací ve vzniklých trojúhelnících. Pokud na úhlopříčce

BD sestrojíme střed S, pak úsečkyMS a NS jsou po řadě střední příčky v troj-
úhelnících ABD a CDB (viz obr. 3).

Obr. 2: Čtyřúhelník ABCD s úhlopříč-
kou BD

Obr. 3: Čtyřúhelník ABCD, úhlo-
příčka BD a její střed S
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Proto platí, že

|MS| = 1
2
|AB|

|NS| = 1
2
|CD|

Pomocí trojúhelníkové nerovnosti pro trojúhelník SNM dostaneme:

|MN | < |MS|+ |NS| = 1
2
|AB|+ 1

2
|CD| = 1

2
(|AB|+ |CD|)

Pozn.: Je zřejmé, že rovnost nastává v případě, když bod S (střed úhlopříčky
BD) leží na úsečce MN , tedy v případě, že ABCD je lichoběžník.

Odpověď: V libovolném konvexním čtyřúhelníku ABCD, v němž středy stran
AD a BC označíme po řadě M a N , platí:

|MN | ≤ 1
2
(|AB|+ |CD|)

Analogie

V běžném životě i ve vědě často předpokládáme, že v podobných situacích platí
i obdobné vztahy mezi věcmi, lidmi, jevy, objekty dané disciplíny apod. I v mate-
matice hraje analogie velmi významnou roli. Matematické pojmy izomorfismus
nebo homomorfismus matematických struktur jsou vyjádřením toho, že mezi
těmito strukturami existuje určitá analogie. Tuto analogii pak matematikové
bohatě využívají. Máme-li řešit určitou úlohu, najdeme analogickou úlohu, tj.
úlohu, která bude pojednávat podobným způsobem o analogickém objektu. Po-
kud se nám podaří tuto novou úlohu vyřešit, nebo pokud její řešení již známe,
můžeme často metodu jejího řešení nebo přímo výsledek použít i při řešení úlohy
původní. Podrobněji o této strategii pojednává článek [3].

Úloha 3 Je dána přímka p a pravidelný osmistěn. Určete rovinu, která prochází
přímkou p a rozdělí daný osmistěn na dvě části o stejném objemu.

Řešení: Analogie zde spočívá v tom, že půjdeme o dimenzi níže. Místo pra-
videlného osmistěnu uvažujme čtverec (průmět osmistěnu) a místo přímky bod.
Zadání analogické úlohy:
Je dán čtverec a bod P . Určete přímku, která prochází bodem P a rozdělí

daný čtverec na dva útvary o stejném obsahu.
Řešení analogické úlohy (viz obr. 4):
Využijeme toho, že každá přímka procházející středem rozdělí čtverec na dva

shodné útvary a shodné útvary mají stejný obsah, tudíž i přímka procházející
středem čtverce a bodem P rozdělí čtverec na dva útvary o stejném obsahu.
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Obr. 4: Řešení analogické úlohy

Odpověď na analogickou úlohu: Hledaná přímka prochází středem čtverce.
Odpověď na původní úlohu: Hledaná rovina tudíž prochází středem osmis-

těnu.
Jsme si vědomi toho, že obě dvě odpovědi zůstaly na úrovni hypotéz. Ve shodě

s Polyou [6] se domníváme, že řešení některých úloh ve školské matematice může
být ponecháno na plausibilní úrovni. Zatímco důkaz první hypotézy je relativně
jednoduchý, důkaz druhé již vyžaduje náročnější prostředky.
V následující jednoduché úloze využijeme analogii ve smyslu tvorby úlohy

s „přátelštějšími čísly
. Prezentované řešení je navíc ukázkou analogie mezi vní-
máním zlomku jako čísla a jako části celku. Důkaz o vhodnosti použití analogie
je součástí úlohy č. 10.
Poznamenejme, že jedním z rysů použití analogie je, že řadu přechodů mezi

původní a analogickou úrovní necháváme, na určité úrovni poznání, v plausibilní
rovině. Zatímco žák, který ještě dostatečně neovládá algebru, se v následující
úloze spokojí s tím, že analogii věří, učitel ví, že tato analogie je správná.

Úloha 4 Rozhodněte. Který zlomek je větší:
125
126
, nebo

124
125
?

Řešení: Kromě přímého způsobu řešení výpočtem na kalkulačce či převede-
ním na společného jmenovatele je možno řešit tuto úlohu pomocí analogie.
Zadání analogické úlohy:

Rozhodněte. Který zlomek je větší:
3
4
, nebo

2
3
?

Zde je odpověď zřejmá:
3
4

>
2
3
.

Odpověď na původní úlohu:
125
126

>
124
125
.

Cesta zpět

V matematice se jedná o jednoduchou, často užívanou strategii, kdy známe kon-
cový stav, známe počáteční stav a snažíme se nalézt postup řešení, nebo známe
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koncový stav, postup řešení a snažíme se najít počáteční stav. Řešení úlohy je po-
tom založeno na „otočení
 nalezeného postupu. Obvyklými příklady použití této
strategie na druhém stupni jsou geometrické konstrukční úlohy, kdy na začátku
procesu řešení předpokládáme, že řešení existuje a má hledané atributy. Jejich
analýzou pak dojdeme k počátečním podmínkám úlohy a obrácením celého po-
stupu pak získáme popis konstrukce. Příkladem druhého způsobu použití cesty
zpět jsou „číselní hadi
, se kterými se setkáváme na prvním stupni základních
škol. Na střední škole je možné tento způsob řešení použít při dokazování.

Úloha 5 Adam říká: „Nejprve jsem prohrál čtvrtinu svých skleněnek a pak ještě
čtvrtinu toho, co mi zbylo, takže teď mám jen 18 skleněnek.� Kolik skleněných
kuliček měl Adam původně?

Řešení: Postupujme od konce. Adamovi zbylo na konci hry 18 skleněnek, což

bylo
3
4
skleněných kuliček, které měl před druhou prohrou. Do druhé hry Adam

vstupoval se
4
4
skleněnek, tedy s 24 kuličkami, což bylo

3
4
kuliček, se kterými

hrál první hru. První hru Adam začal se
4
4
kuliček, tedy se 32 skleněnkami, což

byl původní počet.

Odpověď: Adam měl 32 skleněných kuliček.

Pokus–ověření–korekce

Tuto strategii řadíme ke strategiím, pomocí kterých se řešitel snaží experimen-
továním dojít k hledanému výsledku. V řadě publikací (i zahraničních) bývá jed-
nodušší obdoba této strategie označována jako pokus–omyl (trial–error), avšak
my představujeme sofistikovanější variantu, která vychází z dobře prováděné ko-
rekce, a to na základě otázky. Tato strategie patří mezi iterační strategie, kdy se
korekcemi přibližujeme k hledanému řešení. Každý iterační krok se skládá ze tří
po sobě jdoucích kroků:

1. Pokus, neboli volba hodnoty – ve skutečnosti se jedná o samotný experi-
ment. Při první iteraci je volba hodnoty více či méně náhodná. Při dalších
iteracích je již ovlivněná korekcí z předchozí iterace.

2. Ověření – v tomto kroku zjišťujeme, zda a jak se zvolená hodnota liší od
hledané hodnoty. Odpověď na tuto otázku nám řekne, jakým způsobem
provést korekci.

3. Korekce vytvoří novou hodnotu, se kterou provedeme další iterační krok.

Jednotlivými iteracemi se můžeme dobrat k požadovanému řešení, nebo ale-
spoň nalézt řešení, které se od daného řešení liší chybou, která je pro nás již
přijatelná.
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Lze říci, že tato strategie patří k nejuniverzálnějším, neboť v případě, kdy
způsob řešení úlohy je nám neznámý, můžeme získat velmi dobrý vhled do úlohy
právě experimentováním.

Úloha 6 Určete dvě po sobě následující lichá přirozená čísla tak, aby jejich
součin byl 323. (Zadání úlohy je převzato a upraveno z [1, s. 89].)

Řešení: V tabulce 1 jsou ukázány iterační kroky pro jednotlivé zvolené hod-
noty ilustrující proces řešení. Postupně volíme dvě po sobě jdoucí lichá čísla
a zkoumáme jejich součin. Podle posledního sloupce se pak rozhodujeme, zda
čísla zvětšíme, nebo zmenšíme, dokud nezískáme řešení.

Tab. 1: Postupné řešení úlohy

První liché číslo Druhé liché číslo Součin čísel Je to číslo 323?
1 3 3 Není. To je (hodně) málo.
11 13 143 Není. To je málo.
21 23 483 Není. To je moc.
19 21 399 Není. To je moc.
17 19 323 Ano. To je ono.

Odpověď: Hledanými čísly jsou čísla 17 a 19.

Systematické experimentování

Podstatou této strategie je uvědomění si skutečnosti, že lze k výsledku dojít po-
mocí určitého systému v provádění pokusů, kdy každý následující pokus bude
pozměněný oproti předchozímu. V našem pojetí se jedná o modifikovanou verzi
strategie pokus–ověření–korekce, kdy řešitel dokáže najít určitý systém v prová-
dění pokusů. Síla této strategie se ukazuje ve spojení s počítačem, který umož-
ňuje realizovat pokusy v reálném čase. Velmi často se o použití počítače v rámci
systematického experimentování hovoří jako o použití tzv. hrubé síly. Řešení hru-
bou silou vymezujeme jako vyčerpávání jednotlivých možností z množiny všech
potenciálních výsledků. Podrobněji popisujeme tuto strategii ve sborníku [4].

Úloha 7 Část lístků do divadla stála 220 Kč a část byla po 160 Kč. Kolik bylo
kterých, jestliže celková cena za 97 lístků byla 19 300 Kč?

Řešení: K samotnému experimentování využijeme tabulkový procesor. Zde
uvedená tabulka 2 je krácena.
Odpověď: V divadle prodali 63 lístků po 220 Kč a 34 lístků po 160 Kč.

Následující úloha ilustruje situaci, kdy systematické experimentování vede
k ověření či zamítnutí hypotézy.
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Tab. 2: Řešení úlohy tabulkovým procesorem

Počet lístků
za cenu 220 Kč

Cena v Kč
Počet lístků
za cenu 160 Kč

Cena v Kč Celkem v Kč

97 21340 0 0 21 340
96 21120 1 160 21 280
. . . . . . . . . . . . . . .
75 16500 22 3 520 20 020
74 16280 23 3 680 19 960
. . . . . . . . . . . . . . .
64 14080 33 5 280 19 360
63 13 860 34 5 440 19 300
62 13640 35 5 600 19 240
. . . . . . . . . . . . . . .
18 3 960 79 12 640 16 600
17 3 740 80 12 800 16 540
. . . . . . . . . . . . . . .
1 220 96 15 360 15 580
0 0 97 15 520 15 520

Úloha 8 Čísla, která se čtou stejně odpředu i odzadu, jako např. 452 254, se
nazývají palindromy. Můj přítel tvrdí, že všechny čtyřciferné palindromy jsou
dělitelné číslem 11. Je tomu tak?

Řešení: Palindromy jsou např. čísla: 127 721, 94 749, 8 338, 565, 44, 8. Nás
však budou v této úloze zajímat pouze čtyřciferné palindromy. Jsou to např.
čísla 6 776, 1 001, 2 992. Vezměme nyní náhodně několik čtyřciferných palindromů
a vydělme je jedenácti. Dostaneme např.:

4 554 = 414 · 11
1 001 = 91 · 11
8 338 = 758 · 11

Nyní se zdá, že by můj přítel mohl mít pravdu. Jistotu o pravdivosti však
nezískáme, dokud nepřezkoušíme všech 90 možných čtyřciferných palindromů.
K tomu efektivně použijeme tabulkový procesor (viz tabulka 3).
Z posledního sloupce tabulky 3 je zřejmé, že všechny podíly jsou opravdu

celočíselné.

Odpověď: Můj přítel měl pravdu.
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Tab. 3: Řešení úlohy včetně uvedených vzorců

a b „=b2� „=a2�
„=1000*A2+100*B2+

10*C2+1*D2�
„=E2/11�

1 0 0 1 1 001 91
1 1 1 1 1 111 101

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
2 9 9 2 2 992 272

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
9 1 1 9 9 119 829

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
9 9 9 9 9 999 909

Konkretizace a zobecnění

Idea této strategie je založena na tom, že pokud máme úlohu, která je zadána pa-
rametricky nebo neurčitě, provedeme v první fázi řešení volbu konkrétní hodnoty
nebo polohy, popř. volíme speciální případ. Jsme-li schopni zobecnit výsledek
této úlohy, vyslovíme hypotézu o výsledku úlohy původní. Hypotézu buď ne-
cháváme na plausibilní úrovni, nebo dle možností řešitele provedeme její důkaz.
Nejsme-li schopni provést zobecnění, pokračujeme v řešení další konkretizací.

Úloha 9 Obchodník koupil knihu za jednu sedminu její původní ceny a prodal
ji za tři osminy její původní ceny. Jaký zisk v procentech má obchodník?

Řešení: Proveďme konkretizaci úlohy a předpokládejme, že původní cena
knihy byla např. 56 Kč. Obchodník tedy koupil knihu za 8 Kč a prodal jí za
21 Kč. Jeho zisk snadno spočítáme.

21− 8 = 13

Zisk v procentech činí:
13
8

· 100 = 162,5

Na základě naší konkretizace jsme získali jeden výsledek. Několika dalšími
volbami ceny knihy bychom mohli snadno ověřit, že na volbě původní ceny ne-
záleží. A provést tak zobecnění našeho výsledku.

Odpověď: Obchodníkův zisk byl 162,5 %.

Zobecnění a konkretizace

Idea této strategie se opírá o fakt, že u některého typu úloh je jednodušší zabývat
se obecnějším případem než zadaným konkrétním. Poté, co vyřešíme zobecněnou
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úlohu, provedeme volbu konkrétních hodnot tak, abychom získali řešení úlohy
původní.

Úloha 10 Rozhodněte, který zlomek je větší:

123 456 788
123 456 789

nebo
123 456 787
123 456 788

Řešení: Tipněme si výsledek (např. na základě úvahy o analogii s čísly
1
2
a
2
3
)

a proveďme zobecnění úlohy:

Dokažte, že platí: (∀n ∈ N) n

n+ 1
<

n+ 1
n+ 2

.

Důkaz:

0 < 1

n2 + 2n+ 0 < n2 + 2n+ 1

n(n+ 2) < (n+ 1)2

n

n+ 1
<

n+ 1
n+ 2

Konkretizací pro volbu n = 123 456 787 dostáváme řešení úlohy.

Odpověď:
123 456 787
123 456 788

<
123 456 788
123 456 789

Tuto úlohu lze řešit i strategií Analogie, viz úloha č. 4.
Poznamenejme, že touto strategií lze řešit i úlohu č. 3. Zobecněním je, že na

místo konkrétního pravidelného osmistěnu vezmeme v potaz libovolné středově
souměrné těleso.

Vypuštění podmínky

Je zadána úloha, v níž je vysloveno několik podmínek. Pokud nejsme schopni
při řešení takového problému splnit najednou všechny požadované podmínky,
můžeme si položit otázku: „Co přesně činí tento problém tak složitý?
 Podaří-li
se nám určit, která ze vstupních podmínek je tou obtížnou, můžeme se pokusit
ji vypustit. Jestliže se nám povede takto oslabenou úlohu vyřešit, k vypuštěné
podmínce se vrátíme a úlohu se pokusíme dořešit. Typickým představitelem
takových problémů je následující známá úloha.

Úloha 11 Je dán trojúhelník ABC. Vepište do tohoto trojúhelníku čtverec
KLMN tak, aby strana KL ležela na straně AB, vrchol M na straně BC a vr-
chol N na straně AC (viz obr. 5).
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Obr. 5: Trojúhelník ABC s požadovaným řešením

Řešení: Patrně se nám nepodaří sestrojit ihned čtverec splňující všechny pod-
mínky. Pokud však vypustíme podmínku „vrchol M leží na straně BC
, pak
takový čtverec K1L1M1N1 sestrojíme snadno (viz obr. 6). Stačí jej „vepsat
 do
úhlu BAC. Náš hledaný čtverec bude s tímto čtvercem stejnolehlý ve stejnoleh-
losti se středem v bodě A. Bod M proto bude ležet na průsečíku polopřímky
AM1 se stranou BC.

Obr. 6: Trojúhelník ABC s jednou konkrétní volbou čtverce K1L1M1N1

Přeformulování úlohy

Při použití této strategie přeformulujeme zadanou úlohu na novou, která je pro
nás snadnější k řešení. Častým případem použití této strategie je „překlad
 z jed-
noho matematického jazyka do jiného. Klasické problémy geometrie, jako byla
např. trisekce úhlu, se podařilo vyřešit ve chvíli, kdy byly přeloženy do jazyka
algebry. Typickou ukázkou přeformulování úlohy do jiného jazyka je např. ná-
sledující úloha.

Úloha 12 Je dána čtvercová síť (viz obr. 7) a možné směry pohybu na této síti.
Určete, kolik existuje cest z počátečního bodu P do koncového bodu K a kolik
do koncového bodu K ′.
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Obr. 7: Čtvercová síť s vyznačenými body z úlohy č. 11

Řešení: K jinému možnému způsobu zápisu cest použijeme šipky: ↑ (jeden
krok nahoru) a → (jeden krok doprava). Tři cesty ukázané na obr. 8, které
reprezentují cesty z bodu P do bodu K, můžeme pak vyjádřit následovně:

→→↑↑↑, →↑→↑↑, ↑↑→↑→ .

Obr. 8

Každá cesta představuje pětičlennou posloupnost vytvořenou ze dvou druhů
znaků. Je zřejmé, že v každé cestě z počátečního bodu P do koncového bodu K
se znak → v příslušné posloupnosti vyskytuje právě dvakrát a znak ↑ právě
třikrát. Proto můžeme náš problém přeformulovat takto:

Kolik pětičlenných posloupností můžeme vytvořit ze znaků → a ↑, přičemž
znak → se v posloupnosti vyskytuje dvakrát a znak ↑ třikrát?
Řešení tohoto problému je již kombinatorickou záležitostí. Těchto posloup-

ností je:
(2 + 3)!
2! · 3! = 10.

Odpověď na přeformulovanou úlohu: Hledaných posloupností je 10.
Obdobným způsobem určíme i počet šestičlenných posloupností, které jsou

tvořeny znaky → a ↑, přičemž znak → se v posloupnosti vyskytuje čtyřikrát
a znak ↑ dvakrát.
Odpověď: Hledaných cest k bodu K je 10 a hledaných cest k bodu K ′ je 15.
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2.3 Experimentální výuka heuristických strategií

Tento oddíl stručně popisuje průběh a výsledky výukového experimentu, který
proběhl od září roku 2012 do února 2014 ve čtyřech třídách čtyř škol (dvě zá-
kladní školy a dvě gymnázia) s celkem 70 žáky ve věku 12–18 let. Žáci navště-
vovali běžné třídy bez jakéhokoliv zaměření.
Po dobu 18 měsíců se žáci ve výuce matematiky seznamovali s heuristickými

strategiemi, a to prostřednictvím řešení úloh. Učitelé měli k dispozici celkem
120 úloh ilustrujících použití jednotlivých strategií, a to tak, aby je mohli přiro-
zeně zařazovat do své plánované výuky po celou dobu trvání experimentu. Každá
z heuristických strategií byla zastoupena přibližně 20 úlohami. U každé úlohy
bylo uvedeno její řešení přímým způsobem, dále řešení danou strategií (úloha se
pomocí ní dala řešit nejefektivněji) a ještě minimálně jedno další řešení pomocí
jiné heuristické strategie.
Učitelé postupovali ve výuce následovně: Úlohu předložili svým žákům (vět-

šinou písemně, na pracovním listu). Nechali je pracovat a po vhodné době (kdy
alespoň polovina třídy úlohu vyřešila) vyzvali nějakého žáka, aby předvedl své
řešení ostatním. Poté se ujistili, že ostatní žáci prezentované řešení pochopili. Ná-
sledně vyzvali žáky k tomu, aby předvedli své řešení, mají-li jiné. Pokud se mezi
prezentovanými řešeními neobjevilo to, kvůli kterému byla úloha žákům před-
ložena, ukázal toto řešení žákům učitel sám. Žáci byli vždy vyzýváni k tomu,
aby se snažili úlohu vyřešit více způsoby a aby své postupy řešení zapisovali.
V diskusích byli žáci vedeni k tomu, aby obhájili svůj postup před ostatními.
Občas dostávali žáci úlohy jako domácí cvičení. Forma probírání úloh ve škole
ale byla vždy stejná.
Všichni žáci psali na začátku a konci experimentu písemný test, který ob-

sahoval celkem osm úloh. Vybrány byly po několikastupňovém pretestu takové
úlohy, které se daly nejefektivněji řešit jednou z probíraných strategií. Úlohy
byly pochopitelně pro každou třídu jiné, přiměřené věku a znalostem žáků. Tyto
úlohy učitelé se svými žáky během osmnáctiměsíčního experimentu neřešili.
Uveďme nyní stručně nejdůležitější výsledky experimentu, které byly získány
analýzou vstupních a výstupních testů a standardizovaných rozhovorů s žáky
i učiteli.
Je možné konstatovat, že po skončení experimentu došlo k nárůstu pou-

žití všech probíraných heuristických strategií žáky ve výstupních písemných tes-
tech.
Strategie Systematické experimentování, Pokus–ověření–korekce a Cesta zpět

byly voleny žáky jako jediné spontánně i na začátku experimentu – ještě před
zahájením experimentální výuky.
K největšímu nárůstu použití heuristických strategií došlo u Systematického

experimentování, Pokus–ověření–korekce a Zavedení pomocného prvku. Tyto
strategie se žáci naučili nejsnáze aktivně používat.
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Při použití strategií Systematické experimentování a Pokus–ověření–korekce
byli žáci téměř vždy úspěšní. Strategii Systematické experimentování hodnotili
žáci jako relativně univerzální.
Při použití strategie Zavedení pomocného prvku byli žáci úspěšní zhruba

v polovině případů. U této strategie učitelé upozorňovali na to, že žáci musí po-
mocí této strategie vyřešit s pomocí učitele relativně velké množství úloh, aby
byli schopni ji aktivně používat. U geometrických úloh se toto v rámci experi-
mentu podařilo. U této strategie žáci také vyzdvihovali fázi tvorby ilustračního
obrázku, přičemž jako pozitivum označovali použití GeoGebry.
Strategii Analogie oceňovali žáci i učitelé v podobě sestavení úlohy s jedno-

duššími čísly. Na ní se pak podle nich dá pochopit, jak vyřešit úlohu původní.
Co se strategií Konkretizace a zobecnění, Zobecnění a konkretizace, Vypuš-

tění podmínky a Přeformulování úlohy týče, je možné konstatovat, že se během
výukového experimentu nepodařilo žáky v uspokojivé míře tyto strategie naučit
používat. Vyžadují totiž od řešitele velkou míru znalostí a zkušeností a oproti
ostatním se dají hůře naučit opakováním (podrobněji viz [9]).
Za zmínku stojí i výsledky v oblasti získávání kompetencí žáků. Na základě

dlouhodobého pozorování žáků po celou dobu experimentu a strukturovaných
rozhovorů s žáky a učiteli lze u žáků konstatovat především větší ochotu expe-
rimentovat, lepší schopnost komunikovat s ostatními, obhájit a vysvětlit svoje
řešení, reagovat na argumenty oponenta. Častěji jsou také schopni svá řešení
zapsat a více se zabývají zpětnou vazbou (kontrolou výsledku).
Za patrně nejdůležitější výsledek ale považujeme změnu postoje žáků k ře-

šení problémů obecně. Žáci se vesměs přestali bát řešit úlohy, neodkládali je,
pokud jim hned na začátku nebyl jasný postup řešení. Naučili se řešení hledat,
nevzdávat to. Tento jev jsme zaznamenali u zhruba poloviny žáků zapojených
do experimentu.
Na závěr tohoto oddílu poznamenejme, že žáci byli před zahájením a po

skončení experimentu testováni i z hlediska svých předpokladů k řešení úloh.
Touto problematikou se zabývá následující kapitola.

3 Kultura řešení úloh žákem

Tímto oddílem se vracíme ke druhé z úvodních otázek, a to:

Jak poznat, jak na tom je který žák z hlediska řešení matematických úloh?

Učitel má řadu nástrojů, jak na tuto otázku odpovědět. Obecně lze říci,
že na těchto nástrojích je postaveno celé hodnocení žákova školního výkonu.
Pravdou ovšem je, že klasické hodnocení se vztahuje ke konkrétnímu výkonu
žáka, které je vázané na čas a probíranou a ověřovanou látku. Nám jde o něco
jiného. Chceme pomoci učiteli poznat, v čem jsou žákovy slabé a silné stránky
při řešení matematických úloh.
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Pokud bychom chtěli popsat dokonale dovednost žáka řešit matematické
úlohy, potom by samotné testování bylo náročné, protože by se muselo zaměřovat
na volní vlastnosti žáka, vztahově-postojové vlastnosti, jeho vnitřní atributy, ale
také sociálně-kulturní prostředí, ze kterého žák pochází (rodina, společnost) a do
kterého přichází (třída, škola). Opominout bychom nemohli ani jeho předchozí
zkušenosti. Z tohoto je zřejmé, že testování žáků by muselo probíhat jednotlivě,
bylo by zdlouhavé a vyžadovalo by spolupráci více odborníků. Navíc výsledky,
pokud by měly být popsány veškeré vztahy mezi nimi, by byly obtížně inter-
pretovatelné. Uvědomme si, že zmíněné atributy žáka nejsou navzájem od sebe
oddělené, ale tvoří strukturu, jejíž prvky navzájem interagují. Domníváme se, že
není v silách jednotlivců sledovat všechny zmíněné faktory a navíc u celé třídy
najednou, proto jsme se rozhodli vybrat pouze některé.
První verzi této struktury jsme vyvinuli v roce 2010 a pracovně ji nazvali

Kultura řešení úloh žákem. V článku [2] pak byla zavedena anglická zkratka
CPS (Culture of Problem Solving).

3.1 První verze struktury Kultura řešení úloh žákem

Popis struktury CPS

První verze struktury byla tvořená následujícími čtyřmi komponentami:

• inteligence,
• tvořivost,
• čtenářská gramotnost,
• schopnost využít stávajících znalostí v matematice.

V rámci experimentu popsaného v oddíle 2.3 byli všichni žáci ještě před
započetím experimentální výuky a po jejím skončení testováni (s výjimkou testu
inteligence – dle vyjádření psycholožky by po dobu trvání experimentu nemělo
dojít ke změně). První tři komponenty CPS vyšetřovala psycholožka, poslední
položka struktury byla vyhodnocována námi.
Inteligence byla měřena Váňovým inteligenčním testem, který koreluje se

školním výkonem. K měření tvořivosti byl použit Guilfordův test alternativního
užití věcí, který je založen na vymyšlení a popisu použití běžné věci (např. hře-
benu) v nových situacích. Čtenářská gramotnost byla měřena testem, který je
obdobný testům používaným v rámci šetření PISA. Schopnost využít stávají-
cích znalostí v matematice byla testována pomocí tzv. diád úloh. Stručně řečeno
šlo o zjištění faktu, zda je žák schopen vyřešit standardní matematickou úlohu
(znalost má) a zda je schopen tuto znalost použít při řešení aplikační úlohy. Po-
drobně je metodika zjišťování všech výše uvedených komponent CPS popsána
v [11].
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Výsledky experimentu

Představme si nyní stručně výsledky u těch komponent CPS, které byly sle-
dovány před začátkem i po skončení experimentální výuky. Jen pro úplnost
uvádíme v tabulce 4 přehled získaných hodnot inteligence měřených Váňovým
inteligenčním testem, která byla měřena pouze jednou, a to před začátkem ex-
perimentální výuky.

Tab. 4: Inteligence – Váňův inteligenční test

Min Max Průměr
ZŠ 1 90 125 106
ZŠ 2 95 127 105
G 1 100 145 129
G 2 109 141 121

Výsledky se dají shrnout stručně – ze tří sledovaných komponent došlo k vý-
raznému zlepšení pouze u tvořivosti. Index tvořivosti se ve všech třídách v prů-
měru alespoň zdvojnásobil (v případě jedné třídy ztrojnásobil), přičemž toto
zlepšení nelze na základě vyjádření spolupracující psycholožky přičítat pouze
přirozenému zrání žáků, ke kterému v rámci dlouhodobých experimentů dochází.
Domníváme se, na základě analýzy strategií (viz [9]), že toto zlepšení lze přičíst
na vrub způsobu práce s úlohami, kdy některé strategie jako např. Analogie,
Zavedení pomocného prvku či Přeformulování mají potenciál rozvíjet tvořivost
u žáků. Jsme si vědomi skutečnosti, že na těchto změnách se mohou podílet
i další – metakognitivní – faktory, avšak dle vyjádření psycholožky, tyto faktory
by neovlivnily výsledky šetření do té míry, aby došlo ke zjištěnému zlepšení.
Čtenářská gramotnost se nijak výrazně nezměnila a domníváme se, že zazna-

menaný pozitivní posun lze přičíst pouze přirozenému vyzrávání dítěte, neboť
v průběhu experimentu se žáci setkávají s obtížnějšími texty i v učebnicích jiných
předmětů a celkově jsou vedeni k lepší práci s informacemi.
Co se schopnosti využít stávajících znalostí v matematice týče, lze konstato-

vat, že dvě třídy zůstaly na stejné úrovni, jedna třída se výrazně zlepšila a jedna
třída se mírně zhoršila. Je poměrně obtížné určit příčiny změn, neboť se na nich
podepisuje celá řada metakognitivních faktorů, jako je např. změna stylu výuky
učitele, změna vnitřního postoje žáka k matematice apod.

Vývoj struktury CPS

Při interpretacích získaných hodnot, studiu další relevantní literatury a diskusích
na odborných fórech jsme si uvědomili tři následující nedostatky popsané verze
CPS:
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1. Struktura je příliš obecná. Popisuje sice žákovy předpoklady k řešení úloh,
ale jak inteligence, tak i tvořivost jsou obecné atributy žáka, které spíše
popisují celkovou schopnost řešit reálné problémové situace, než schopnost
řešit úlohy v matematice.

2. Struktura ani ve výše zmíněném zúženém pojetí není úplná. Zcela v ní
chybí především paměť a schopnost zopakovat jednou naučený postup.

3. Vyhodnocení inteligence a tvořivosti jsme mohli provádět pouze ve spolu-
práci s psychologem. Psycholog se navíc podílel i na hodnocení čtenářské
gramotnosti.

Z těchto důvodů jsme se rozhodli strukturu přepracovat a vytvořit nástroj,
který by umožnil učiteli lépe a rychleji získat určité povědomí o dovednostech
žáků řešit matematické úlohy.
Při tvorbě upraveného nástroje jsme se řídili následujícími čtyřmi kritérii:
1. Testování třídy musí být schopen provést učitel sám.
2. Administrace testu musí umožnit testování všech žáků najednou, stejně
tak i jednotlivého žáka samostatně.

3. Samotné testování se musí vejít do dvou vyučovacích hodin.
4. Výsledky testování musí být interpretovatelné samotným učitelem, bez
dopomoci dalších profesí (psycholog, sociolog, . . . ).

3.2 Druhá verze struktury Kultura řešení úloh žákem

V současné době je struktura CPS tvořena následujícími sedmi komponentami:
• tvořivost,
• matematická tvořivost,
• matematická inteligence,
• pracovní paměť,
• čtenářská gramotnost,
• schopnost využívat stávající znalosti v matematice,
• schopnost zopakovat jednou naučený postup.
Jsme si vědomi toho, že ani tato struktura nepopisuje žákovy předpoklady

v celé šíři, ale že se jedná o kompromisní řešení. Hlavním záměrem je vytvořit
nástroj, který umožní učiteli poznat úroveň žákovy dovednosti z hlediska řešení
úloh v matematice. Teoretické pozadí tohoto nástroje je tvořeno právě strukturou
CPS, přičemž jednotlivé komponenty struktury se budou měřit příslušnými testy,
které nyní vyvíjíme. V rámci validace těchto testů budeme srovnávat výsledky,
které získáme, s
1. žákovým školním výkonem,
2. hodnocením žáka jeho učitelem,
3. specifickým testem sledujícím žákův výkon v matematice při řešení úloh.

V tuto chvíli můžeme nabídnout pouze výsledky prvního experimentu, který
proběhl v roce 2017.



Setkání učitelů matematiky 2018 27

Experiment – popis a výsledky

Základním cílem výzkumu bylo otestovat nástroje pro měření matematické inteli-
gence, čtenářské gramotnosti, tvořivosti a schopnosti využít stávajících znalostí
z hlediska jejich vztahu k žákovskému školnímu výkonu ve třech vyučovacích
předmětech: matematika, fyzika a český jazyk.
Výzkumu se zúčastnilo 180 žáků ve věku 14–15 let z osmi základních škol

a jednoho gymnázia. Všechny školy jsou v Ústeckém kraji, přičemž z hlediska
žákova školního výkonu byla pokryta celá škála – nadprůměrní, průměrní i pod-
průměrní žáci.
Testování probíhalo v rámci jedné vyučovací hodiny. Testy na matematic-

kou inteligenci a čtenářskou gramotnost trvaly každý 13 minut a zbývající dva
testy trvaly 9 minut. Zatímco test tvořivosti byl použit beze změny oproti první
verzi CPS a testy čtenářské gramotnosti a schopnosti využít stávajících znalostí
v matematice byly pouze mírně pozměněny, test matematické inteligence byl
zcela nový.
Tento test se skládal z osmi úloh, přičemž na logické myšlení byly zaměřeny

dvě úlohy, na představu o nekonečnu také dvě úlohy, na geometrickou představi-
vost v rovině a v prostoru po jedné úloze a na algebraické myšlení a aritmetické
vzory také po jedné úloze.
Na základě zjištěných hodnot můžeme konstatovat, že mezi všemi čtyřmi sle-

dovanými komponentami CPS a jednotlivými školními předměty existují v na-
šem vzorku korelace. Ty nejsilnější byly zjištěny mezi schopností využít stá-
vajících znalostí v matematice a školním výkonem ve všech třech sledovaných
předmětech a potom dále mezi matematickou inteligencí a školním výkonem
v českém jazyce.

4 Závěr

V našem příspěvku jsme se snažili klást důraz především na základní myšlenky
proslovené přednášky a vyjádřit i naše přesvědčení: učme žáky řešit úlohy růz-
nými způsoby. Při řešení problémů v běžném životě je v řadě případů zapotřebí
tvořivost, která se mimo jiné může rozvíjet experimentováním (prováděním po-
kusů) při řešení úloh a hledáním různých způsobů řešení.
Druhou ideou je naše domněnka, že poznáme-li dopředu žákovy předpoklady

k řešení úloh, jeho možnosti a jeho limity, můžeme potom v roli učitele cíleně na
žáka působit tak, abychom ho efektivněji rozvíjeli. Náš cíl, kterého se snažíme
dosáhnout, je vytvořit nástroj k určení zmíněných předpokladů, na jehož tvorbě
v současnosti pracujeme.
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Znají psi matematiku?

Antonín Slavík

Abstrakt

Jak se má zachovat pes stojící na břehu řeku, když se chce co nejdříve dostat k míči
hozenému do vody a přitom umí běhat rychleji než plavat? Této jednoduché úloze je
věnováno překvapivě velké množství publikací a lze ji řešit mnoha různými metodami.
Ukážeme některá elegantní řešení (diferenciální počet, Cauchyova-Schwarzova nerov-
nost, elementární geometrie) a zmíníme se o dalších souvisejících úlohách.

1 Úvod

Hlavním tématem tohoto příspěvku je následující úloha: Pes stojí na břehu řeky
v bodě A a chce se dostat k míči hozenému do vody, který se nachází v bodě B.
Po břehu dokáže pes běžet rychlostí v1, zatímco v řece plave rychlostí v2 <
< v1. Pokud se chce k míči dostat co nejdříve, zdá se, že by mohlo být výhodné
neplavat přímo z bodu A do bodu B, ale urazit nejprve jistou část cesty po
břehu a začít plavat až ve vhodném bodě X (viz obr. 1). Naším úkolem je nalézt
optimální polohu bodu X tak, aby celkový čas potřebný ke zdolání trasy AXB
byl co nejkratší.

B[a, b]

rychlost v1A[0, 0] X [x, 0]

rychlost v2

C[a, 0]

Obr. 1: Pes běží po břehu rychlostí v1 z bodu A do bodu X , poté plave rych-
lostí v2 do bodu B. Bez újmy na obecnosti předpokládáme, že a ≥ 0

Zvolíme soustavu souřadnic tak, že břeh řeky odpovídá ose x, pes vybíhá
z bodu A[0, 0], opustí břeh v bodě X [x, 0] a poté plave k míči v bodě B[a, b],
přičemž předpokládáme 0 ≤ x ≤ a. Je totiž snadno vidět, že možnosti x < 0
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a x > a nikdy nevedou k optimálnímu řešení. Skutečně, cesta přes bod X s x < 0
je vždy pomalejší než přímá cesta z A do B, zatímco cesta přes bod X s x > a
je pomalejší než cesta přes bod C[a, 0] na břehu řeky, který je nejblíže k B.
Celkový čas potřebný ke zdolání trasy AXB je

T (x) =
x

v1
+

√
(a − x)2 + b2

v2
.

Při hledání minima této funkce uvidíme, že důležitou roli hraje poměr rychlostí
v1 a v2, který označíme r = v1/v2; podle předpokladu platí r > 1.
T. J. Pennings píše [4], že při experimentech u Michiganského jezera prokázal

jeho pes Elvis mimořádně dobrou schopnost nalézat cestu k míči, která byla
často blízká optimálnímu řešení. Od té doby se problém stal velmi populární
a byla mu věnována řada dalších článků. Některé z nich zde stručně shrneme
a doplníme.

2 Diferenciální počet

Poměrně přímočaré řešení výše zmíněné úlohy je založeno na využití diferenci-
álního počtu. Vypočteme první a druhou derivaci funkce T :

T ′(x) =
1
v1
+

x − a

v2
√
(a − x)2 + b2

T ′′(x) =
v2

√
(a − x)2 + b2 − v2(x − a)2/

√
(a − x)2 + b2

v22((a − x)2 + b2)
=

=
(a − x)2 + b2 − (x − a)2

v2((a − x)2 + b2)3/2
=

b2

v2((a − x)2 + b2)3/2

Dále hledáme x takové, že T ′(x) = 0; použijeme výše zavedené značení r = v1/v2:

v1
v2
(a − x) =

√
(a − x)2 + b2 (1)

r2(a − x)2 = (a − x)2 + b2

(a − x)2 =
b2

r2 − 1

Protože x ≤ a, dostáváme po odmocnění

x = a −
√

b2

r2 − 1 = a − b√
r2 − 1

. (2)

Nalezený stacionární bod je skutečně minimem funkce T , neboť druhá deri-
vace T je všude kladná. Dosazením (2) do předpisu funkce T získáme hodnotu
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minima; k usnadnění výpočtu přitom využijeme dříve odvozený vztah (1):

T (x) =
x

v1
+

v1
v2
(a − x)

v2
=
1
v1

(
a − b√

r2 − 1

)
+

r

v2

b√
r2 − 1

=

=
a

v1
+

b

v1
√

r2 − 1

(
−1 + v21

v22

)
=

a

v1
+

b

v1

√
r2 − 1

Připomeňme, že nás zajímají pouze situace, kdy 0 ≤ x ≤ a. Řešení (2) splňuje

tuto podmínku, právě když b/
√

r2 − 1 ≤ a, neboli

r ≥
√

a2 + b2

a
. (3)

V opačném případě je řešení x dané vztahem (2) záporné. Funkce T je však
rostoucí na intervalu [x,∞), a tedy její minimum na intervalu [0, a] je v bodě 0.
To znamená, že pokud

r <

√
a2 + b2

a
,

pak nejrychlejší způsob, jak se dostat z bodu A do bodu B, je zvolit přímou
cestu.
Všimněme si ještě zajímavé skutečnosti: Pokud platí podmínka (3), tj. když r

je dostatečně velké nebo když b/a je dostatečně malé, pak optimální poloha
bodu X nezávisí na přesné poloze bodu A, neboť podle (2) je vzdálenost bodů

X , C rovna b/
√

r2 − 1. Podobně úhel v trojúhelníku XCB u vrcholu X nezávisí

na poloze A, neboť jeho tangens je roven b/(a− x) =
√

r2 − 1.

3 Cauchyova–Schwarzova nerovnost

Lze popsanou úlohu řešit i bez diferenciálního počtu? Ukážeme dvě taková ele-
mentární řešení. První z nich je převzato z [5].
Pro každé dva vektory y, z ∈ Rn platí

|y · z| ≤ ‖y‖ ‖z‖

(na levé straně je absolutní hodnota skalárního součinu, na pravé straně součin
velikostí vektorů). Jedná se o tzv. Cauchyovu–Schwarzovu nerovnost a je známo,
že nerovnost přechází v rovnost právě tehdy, když y, z jsou lineárně závislé.
Pro každé dva vektory y = (y1, y2), z = (z1, z2) ∈ R2 tedy platí

(y1z1 + y2z2)2 ≤ (y21 + y22)(z
2
1 + z22), (4)

přičemž rovnost nastává, právě když y1z2 = y2z1. Tento důsledek Cauchyovy–
Schwarzovy nerovnosti lze snadno ověřit i jednoduchým výpočtem:

(y21 + y22)(z
2
1 + z22)− (y1z1 + y2z2)

2 = y21z
2
2 − 2y1y2z1z2 + y22z

2
1 = (y1z2 − y2z1)

2
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Nyní ukážeme, jak pomocí nerovnosti (4) nalézt minimum funkce T . Platí

T (x) =
x

v1
+

√
(a − x)2 + b2

v2
=

v2x+ v1
√
(a − x)2 + b2

v1v2
=

=
v2x+

√
(v22 + (v

2
1 − v22))((a − x)2 + b2)
v1v2

.

Odhadneme-li součin pod odmocninou pomocí nerovnosti (4), přičemž volíme

y1 = v2, y2 =
√

v21 − v22 , z1 = a − x, z2 = b, obdržíme

T (x) ≥ v2x+ v2(a − x) + b
√

v21 − v22
v1v2

=
a

v1
+

b

v1

√
r2 − 1.

Rovnost nastává, právě když

v2b = (a − x)
√

v21 − v22 .

Odtud plyne

x = a − v2b√
v21 − v22

= a − b√
r2 − 1

, (5)

což je v souladu s výsledkem (2).
Stejně jako v předchozí sekci je třeba poznamenat, že hodnota x určená

vztahem (5) představuje optimální řešení jen tehdy, když 0 ≤ x ≤ a, tj. když

r ≥
√

a2 + b2/a; v opačném případě je nejvýhodnější přímá cesta z A do B.

4 Elementární geometrie

Následující elementární řešení popsané v [2] je o něco delší, dává však návod,
jak sestrojit hledaný bod X pomocí pravítka a kružítka.
Místo funkce T zřejmě stačí minimalizovat funkci

U(x) = v1T (x) = x+ r
√
(a − x)2 + b2,

která je kladným násobkem funkce T a má tedy minimum ve stejném bodě.
Označíme-li ještě f(x) =

√
(a − x)2 + b2, pak U(x) = x+ rf(x).

Nyní vyjdeme z obr. 1 a doplníme do něj bod D, který se nachází na ose x
vpravo od bodu A ve vzdálenosti x+ rf(x); viz obr. 2. Bod C[a, 0] je nejbližším
bodem k B ležícím na ose x, úsečka BC je tedy výškou v trojúhelníku XDB.
Zajímá nás, pro jakou volbu x je vzdálenost |AD| = x + rf(x) minimální.

Protože |AD| = |AC| + |CD| a |AC| = a, chceme vlastně vhodnou volbou x
minimalizovat vzdálenost |CD|.
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B[a, b]

A[0, 0] X [x, 0] C[a, 0] D[x + rf (x), 0]

f (x)
b
β

δ

Obr. 2: Vzdálenost bodů A, D je v1-násobkem času potřebného ke zdolání trasy
AXB

Označíme-li velikosti úhlů u vrcholů B, D písmeny β, δ, pak ze sinové věty
plyne

f(x)
sin δ

=
rf(x)
sinβ

.

Odtud a z rovnosti sin2 δ + cos2 δ = 1 obdržíme

1 + cotg2 δ =
1

sin2 δ
=

r2

sin2 β
,

a tedy

|CD| = b cotg δ = b

√
r2

sin2 β
− 1.

Tato hodnota je minimální, právě když sinβ = 1, tj. když β je pravý úhel.
Předpokládejme tedy, že β = 90◦, a pokusme se stanovit příslušnou polohu
bodu X . K tomu zřejmě stačí vypočítat délku úsečky CX . Podle Eukleidovy
věty o odvěsně v trojúhelníku XDB platí

|CX | = |BX |2
|DX | =

f(x)2

rf(x)
=

f(x)
r

.

Použijeme-li ještě Pýthagorovu větu pro trojúhelník XCB, obdržíme

f(x)2

r2
= f(x)2 − b2.

Odtud získáme f(x) = b/
√
1− 1/r2 a následně

|CX | = f(x)
r
=

b√
r2 − 1

.

Můžeme ještě ověřit, že

x = |AC| − |CX | = a − b√
r2 − 1

,



34 Antonín Slavík

což souhlasí s dříve získanými výsledky (2) a (5). Opět podotýkáme, že jde

o optimální řešení jen tehdy, když r ≥
√

a2 + b2/a.
Polohu hledaného bodu X lze nejen vypočítat, ale také zkonstruovat pravít-

kem a kružítkem. Konstrukce je založena na následujícím pozorování: Z předcho-
zích úvah plyne, že |BX |/|CX | = r. Trojúhelníky BCX a DCB jsou podobné
(věta uu), proto |BD|/|BC| = r. Odtud vidíme, že |BD| = r|BC| = rb.

B

A X C D

b
rb

E

Obr. 3: Eukleidovská konstrukce bodu X

Konstrukci bodu X provedeme následovně (viz obr. 3): Nechť je dána přímka
AC a bod B. Dále předpokládejme, že lze pravítkem a kružítkem sestrojit úsečku
délky r (to je např. tehdy, když r je racionální číslo). Pak lze sestrojit bod E
na polopřímce BC takový, že |BE| = rb. Dále uvažujme kružnici se středem B
a poloměrem |BE|; její průsečík s polopřímkou AC je bod D. Hledaný bod X
pak získáme sestrojením kolmice k BD procházející bodem B.
V posledním kroku se může stát, že zmíněná kolmice k BD protne přímku

AC vlevo od bodu A. Dojde k tomu právě tehdy, když úhel BAC je větší než
úhel BXC, což nastává, právě když |AB|/|AC| > |BX |/|CX | = r (podíly jsou
převrácené hodnoty kosinů příslušných úhlů). To je však ekvivalentní s podmín-

kou
√

a2 + b2/a > r, se kterou jsme se již setkali a víme, že v tomto případě je
optimálním řešením přímá cesta z A do B.
Jiný způsob konstrukce bodu X je popsán v článku [6] včetně zdůvodnění

správnosti, které se opírá pouze o syntetickou geometrii.

5 Zobecnění a Snellův zákon lomu

Úlohu popsanou v úvodu článku lze přirozeným způsobem zobecnit: Pes nestojí
přímo na břehu řeky, ale ve vzdálenosti � od břehu, tj. v bodě A[0,−�]; viz obr. 4.
Čas potřebný ke zdolání trasy AXB je nyní

T (x) =

√
�2 + x2

v1
+

√
(a − x)2 + b2

v2
.
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B[a, b]

rychlost v1X [x, 0]

rychlost v2

A[0,−�]
α

β

x

�

b

a− x

Obr. 4: Obecnější verze úlohy

Zkusme najít minimum pomocí diferenciálního počtu:

T ′(x) =
x

v1
√

�2 + x2
+

x − a

v2
√
(a − x)2 + b2

T ′′(x) =
�2

v1(�2 + x2)3/2
+

b2

v2((a − x)2 + b2)3/2

Druhá derivace je všude kladná a první derivace je nulová, právě když

x√
�2 + x2

√
(a − x)2 + b2

a − x
=

v1
v2

. (6)

Pokud bychom z této rovnice chtěli vypočítat x, dostaneme po umocnění obou
stran a úpravě algebraickou rovnici 4. stupně s pěti parametry a, b, v1, v2, �,
jejíž řešení je příliš komplikované.
Situace však není zcela beznadějná. Nejprve si všimněme, že funkce pro-

měnné x na levé straně vztahu (6) je rostoucí na (0, a) (jde o součin dvou ros-
toucích funkcí), pro x → 0+ má limitu 0 a pro x → a− limitu nekonečno. Ze
spojitosti pak plyne, že rovnice (6) má právě jedno řešení x ∈ (0, a).
Označíme-li úhly u vrcholu X písmeny α, β tak, jako na obr. 4, vidíme, že

z rovnice (6) plyne
sinα

sinβ
=

v1
v2

.

Tento vzorec je dobře známý z optiky jako tzv. Snellův zákon lomu: Paprsek
světla, který dopadá na rozhraní dvou prostředí pod úhlem α, se láme pod
úhlem β tak, že poměr sinů těchto úhlů je roven poměru rychlostí světla v obou
prostředích. Zákon lomu formuloval v 17. století Willebrord Snellius. Později si
Pierre de Fermat povšiml, že světelný paprsek šířící se z bodu A do bodu B
se pohybuje po nejrychlejší možné dráze. Tento poznatek se nazývá Fermatův
princip a předchozí výpočet ukazuje, že zákon lomu je jeho důsledkem.
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Lze postupovat i jinak a podobně jako v sekci 3 využít Cauchyovu–Schwar-
zovu nerovnost; následující výpočet je převzat z [5]: Nechť k > 0 je jisté číslo,
jehož hodnotu určíme později. Pak z (4) plyne

T (x) =
v2

√
�2 + x2 + v1

√
(a − x)2 + b2

v1v2
=

=

√
(k2 + (v22 − k2))(�2 + x2) +

√
(k2 + (v21 − k2))((a − x)2 + b2)

v1v2
≥

≥ kx+ �
√

v22 − k2 + k(a − x) + b
√

v21 − k2

v1v2
,

přičemž rovnost nastává, právě když k� = x
√

v22 − k2 a kb = (a − x)
√

v21 − k2.
Po umocnění a úpravě obdržíme

�2 + x2

x2
=

v22
k2

a
b2 + (a − x)2

(a − x)2
=

v21
k2

. (7)

Vydělíme-li druhý vztah prvním, zbavíme se čísla k a dostáváme rovnici (6),
která je ekvivalentní se zákonem lomu. Potřebujeme však zdůvodit, že soustava
(7) skutečně má řešení. Víme, že rovnice (6) má právě jeden kořen x ∈ (0, a).
Pokud toto x dosadíme do prvního vztahu v (7), vidíme, že hodnota dosud

neurčené konstanty k musí být rovna k = v2x/
√

�2 + x2. Pro naše účely není
hodnota k podstatná; důležité je, že soustava (7) má řešení a funkce T tedy
nabývá minima právě v bodě x, pro který platí Snellův zákon (6).
Existuje mnoho dalších způsobů, jak dokázat, že Fermatův princip implikuje

Snellův zákon lomu; viz např. planimetrický důkaz v článku [6].

6 Další úlohy

V literatuře lze najít i další modifikace původní úlohy. Dvě z nich zde stručně
představíme, vynecháme však podrobnosti. Čtenář si je může doplnit sám nebo
dohledat v citovaných zdrojích.
V článku [3] je studována situace, kdy pes nezačíná na souši, ale ve vodě.

Příslušné schéma je na obr. 5. Kromě přímé cesty z A do B může pes nejprve
doplavat na břeh do jistého bodu X , poté běžet do bodu Y , odkud doplave do
bodu B. Tato varianta zabere čas

T (x1, x2) =

√
x21 + y21
v2

+
z − x1 − x2

v1
+

√
x22 + y22
v2

.

Vypočteme-li parciální derivace T a položíme je rovny nule, obdržíme

xi =
yi√

r2 − 1
, i ∈ {1, 2}.
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B
A

X Yz

y1 y2

x1 x2

Obr. 5: Cesta z vody do vody

Z toho výsledku kromě jiného plyne, že úhly vyznačené na obr. 5 u vrcholů X ,
Y jsou stejně velké (neboť jejich tangens je

√
r2 − 1). Dosadíme-li vypočtené

hodnoty xi do funkce T , zjistíme, že čas potřebný ke zdolání trasy AXY B je

z

v1
+
(y1 + y2)

√
v21 − v22

v1v2
.

Přímá cesta z A do B zabere čas
√

z2 + (y2 − y1)2/v2. Porovnáním obou získa-
ných výsledků lze zjistit, pro která z je optimální přímá cesta a kdy je naopak
výhodnější uběhnout část cesty po břehu. V článku [6] je stejná úloha řešena
planimetricky.

A

Ba

x
C

D 1

Obr. 6: Cesta z A do B přes bazén

Jinou úlohu najdeme v článku [1]: Pes se chce dostat z bodu A[0, 1] k míči
v bodě B[1, 0], v cestě mu však stojí bazén ve tvaru čtverce s vrcholy v bodech
[0, 0], [a, 0], [a, a], [0, a], kde a ∈ (1/2, 1); viz obr. 6. Elementárními úvahami lze
zdůvodnit, že nejrychlejší cesta z A do B musí protínat severní a východní okraj
bazénu, a navíc průsečíky C, D jsou symetrické vzhledem k ose y = x. Má-li
bod C souřadnice [x, a], pak ke zdolání trasy ACDB je zapotřebí čas

T (x) =
2
√
(1− a)2 + x2

v1
+

√
2(a − x)

v2
.

Minimum T lze najít pomocí diferenciálního počtu. Pokud r ≥
√
2, pak T ′ nemá

nulové body a je všude záporná, tedy T je klesající a na intervalu [0, a] nabývá
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minima pro x = a. V takovém případě vede optimální cesta přes severovýchodní
roh bazénu a pes celou cestu běží. Pokud naopak r <

√
2, pak T ′ má nulový

bod x = (1−a)r/
√
2/r2 − 1, vlevo od něj je T ′ záporná a vpravo kladná. Z této

informace lze zjistit minimum T na intervalu [0, a] (rozbor v článku [1] se zdá
být neúplný; autoři patrně zapomněli vzít v úvahu, že nulový bod T ′ nemusí
vždy ležet v intervalu [0, a]).
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Cítí se žáci a žákyně ZŠ

kompetentní v matematice?

Irena Smetáčková

Abstrakt

Pro výkony v jakémkoliv předmětu, včetně matematiky, není důležité pouze to, jaké re-
álné znalosti a dovednosti žáci a žákyně mají, ale také to, zda a nakolik si připadají
kompetentní. Zahraniční výzkumy ukazují, že pokud žáci a žákyně důvěřují svým kom-
petencím, pouští se do náročnějších úkolů a jsou vytrvalejší při překonávání překážek,
čímž své kompetence dále prohlubují. Aktuální český výzkum nabízí údaje o míře pocitu
matematických kompetencí mezi žáky a žákyněmi 4. až 9. ročníků ZŠ (n = 1383). Vý-
sledky ukázaly, že pocit kompetence se s věkem snižuje a že ho mají nižší žákyně. V pří-
spěvku budou podrobně představeny výsledky českých i zahraničních výzkumů a hlavní
teoretické přístupy k pocitu žákovské kompetence.





PŘÍSPĚVKY V SEKCÍCH
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Rozvíjející hry pro podporu

matematického myšlení

(nejen) předškolních dětí

Jana Cachová

Abstrakt

Článek se zabývá možnostmi rozvíjení matematických schopností, zejména matematic-
kého myšlení předškolních dětí, a pěstováním jejich sklonu k produktivní matematické
činnosti. Seznamuje čtenáře s u nás ne příliš známou Teorií rozvíjejících her B. P. Ni-
kitina a stručně informuje o rozvíjejících hrách V.V. Voskoboviče.

1 Úvod

Při diskuzích s učiteli mateřských škol k rozvíjení matematických představ dětí
nezřídka dojde na otázku, zda je skutečně možné vhodnými činnostmi docí-
lit toho, aby byly všechny zdravé, intaktní předškolní děti po stránce rozvoje
předmatematických činností a dovedností dobře připravené na vstup do primární
školy, abychom skutečně dobře rozvinuli a nastartovali jejich předmatematickou
gramotnost. „Anebo je oblast matematiky a z matematiky vyrůstajících her ur-
čena jen pro vybrané, matematicky nadané děti?� ptají se učitelé.

2 Hra jako možnost pěstování sklonu k produktivní

matematické činnosti

J. Hlavatá v rámci své bakalářské práce [1] uskutečnila s předškolními dětmi
experiment, zaměřený na rozvoj předmatematických představ v oblasti rovinné
geometrie. Výzkumnou skupinu tvořily předškolní děti ve věku 5-7 ze zájmo-
vého kroužku, který vedla. Experimentální skupina podstoupila speciální šesti-
měsíční vzdělávací program, celkem 10 lekcí po 45 minutách. Kontrolní skupinu
tvořily děti jedné mateřské školy, které takové činnosti neabsolvovaly. „Jeden
z rozdílů mezi experimentální a kontrolní skupinou mě překvapil nejvíce. A to
původ motivace. Děti z výzkumné skupiny našly v hrách a činnostech určených
k rozvoji předmatematických představ v oblasti rovinné geometrie zalíbení. Úkoly
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(nejen při testu) braly jako hru, ne jako učení. Byla u nich velká vnitřní moti-
vace. Chtěly samy sobě dokázat, že to zvládnou. Zatímco děti z kontrolní skupiny
k tomu přistupovaly jako k povinnosti. Jejich motivace byla pouze vnější, chtěly
to splnit, protože jsem to po nich žádala.� Otázkou sice zůstává, nakolik byly
děti, které navštěvovaly kroužek, „jiné
 od vzorku dětí z běžné mateřské školy, či
nakolik je ještě více rozvíjel vzdělávací program, nebo i další činnost v kroužku,
určeném pro zvídavé děti. Nicméně je velmi zajímavé, jak se děti z experimen-
tální skupiny s rozvíjejícími herními činnostmi ztotožnily. Myslím, že popsaný
jev úzce souvisí s pátým z pilířů zdatnosti podle Kilpatricka – pro lepší představu
připomeňme i zbývající pilíře zdatnosti [3, str. 64]:

1. Konceptuální porozumění: chápání matematických pojmů a objektů, mate-
matických operací a vztahů.

2. Procedurální zběhlost: dovednost provádění procedur přesně, vzhledem ke
kontextu vhodně a účinně.

3. Strategické kompetence: schopnost formulovat, znázorňovat a řešit mate-
matické úlohy.

4. Adaptivní úsudek: schopnost logického myšlení, reflexe, vysvětlování a odů-
vodňování.

5. Sklon k produktivní činnosti: běžně projevovaný sklon chápat matematiku
jako smysluplnou, užitečnou a hodnotnou činnost spojenou s vírou v píli
a s vnímavou schopností výkonu.

Různé pedagogicko-psychologické teorie a koncepce potvrzují, že dlouhodobý
systematický rozvoj zdravých, intaktních dětí, má velký vliv na utváření jejich
schopností a dovedností, zejména na rozvíjení matematického myšlení.

3 Nikitinovy rozvíjející hry

Podle výpovědí prvostupňových učitelů je pro některé žáky primární školy ještě
i ve čtvrtém ročníku velmi obtížné se správně orientovat ve čtvercové či obdél-
níkové tabulce podle řádku a sloupce, případně dobře pracovat s kartézským
grafem, orientovat se v souřadném systému. Takové děti si skutečně musí pomá-
hat oběma rukama a posouvat ukazováčky proti sobě po řádku i sloupci, aby se
dobraly ke správnému políčku či bodu. Pro jiné děti jsou naopak tyto dovednosti
docela běžnou záležitostí.
S čím tyto dovednosti souvisejí a jak je rozvíjet? Určitě je možné začít takové

dovednosti rozvíjet už v předškolním věku formou vhodných didakticky zaměře-
ných her a řízených činností. Orientace v tabulce, v souřadném systému, nebo
ve čtvercové síti nutně souvisí s orientací v rovině, ve dvojrozměrném prostoru
vzhledem ke směru a vzdálenosti, tedy s umístěním prvku do příslušného řádku
a sloupce.
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Jednou z možností, jak předškolní děti a mladší školní děti v tomto směru roz-
víjet, je využít tzv. Nikitinovy materiály – matice (tabulky). Jedná se o soubor
12 čtvercových tabulek 4× 4, do kterých děti podle obrázkových instrukcí v zá-
hlaví tabulek vkládají jednotlivé kartičky s odpovídajícími vlastnostmi. Jde o tří-
dění podle dvou vlastností (podle vlastnosti pro řádky a vlastnosti pro sloupce),
tabulka je ve skutečnosti Carrollovým diagramem. Soubor témat tabulek je roz-
manitý, každá z tabulek se váže k jedné oblasti předmatematických představ,
například velikost, množství, počet, délka, uspořádání, skládání vzoru, umístění
v rovině a v prostoru atd. S těmito tabulkami učitelé v mateřských školách
s dětmi často pracují, ale popisovaný soubor je zvláštní tím, že je právě takto
promyšleně provázán s dalšími předmatematickými dovednostmi.
Nikitinovy materiály – matice patří do uceleného souboru her a materiálů

ruského autora B. P. Nikitina. Soubor her se opírá o vlastní teorii Rozvíjejících
her [2]. Nikitinovy podnětné rozvíjející hry se nyní opět dostávají do popředí
zájmu nejen ruské odborné i laické veřejnosti, ale také například německé didak-
tiky matematiky. Právě v Německu jsou Nikitinovy hry vyráběny a prodávány
nakladatelstvím LOGO Lern-Spiel-Verlag.
Kniha [2] vymezuje rozvíjející hry následujícími vlastnostmi: Každou hru

tvoří soubor úloh, dítě ji řeší s pomocí určitého materiálu (krychličky, cihličky,
čtverce, dílky ze stavebnice). Zadání dítě dostává v různé podobě (model, dvoj-
rozměrný nákres, ústní, nebo písemná instrukce) – tak se dítě seznamuje s růz-
nými způsoby předávání informace. Úlohy mají postupně narůstající obtížnost.
Úlohy mají široké rozmezí obtížnosti – od velmi jednoduchých pro 2–3leté dítě,
po složité pro dospělé. Postupně narůstající obtížnost umožňuje dítěti postupovat
dál a samostatně, tj. rozvíjet své tvořivé schopnosti, ne pouze vykonávat dané
pokyny. Z tohoto důvodu není možné dítěti vysvětlovat způsob a postup řešení
úloh, ani mu napovídat slovem, gestem nebo pohledem. Při stavbě modelu dítě
samo prakticky provádí řešení, učí se samo vše poznávat z reálné skutečnosti.
Také není možné požadovat a snažit se, aby dítě hned na první pokus úlohu vy-
řešilo. Možná ještě k tomu nedozrálo a je zapotřebí počkat den, týden, měsíc,
někdy i déle. Řešení úlohy není před dítětem ve tvaru abstraktní odpovědi na
matematickou úlohu, ale ve formě vzoru, obrázku, stavby z kostek, v názorných
modelech a předmětech. To umožňuje dítěti dát vedle sebe zadání i řešení a sa-
mostatně provést kontrolu přesnosti splnění zadání. Většina her není vyčerpána
uvedeným přehledem zadání, ale umožňuje dětem i dospělým tvořit nová zadání,
ale i nové rozvíjející hry. Rozvíjející hry umožňují každému vystoupat na vrchol
svých možností, kde je rozvíjení schopností nejúspěšnější.
Podle publikace [2] tyto hry splňují pět následujících podmínek rozvoje schop-

ností – sice:

1. rozvíjející hry mohou být zdrojem rozvoje tvořivosti od nejranějšího věku;

2. postupně narůstající obtížnost zadání úloh vytváří podmínky, vymezující
rozvoj schopností;
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3. když se dítě vždy samostatně dostane na strop svých možností, rozvíjí se
nejúspěšněji;

4. rozvíjející hry jsou svým obsahem velmi rozmanité, z toho důvodu děti ne-
nudí a mají naopak možnost volného výběru a zábavné tvořivosti;

5. rodiče a učitelé se naučí, aby dítěti nezasahovali do činnosti, aby ho nechali
samostatně přemýšlet a řešit, nedělat za dítě to, co může a musí udělat
samo.

Nikitinovy hry představují soubor vhodných prostředí k rozvíjení matematic-
kého myšlení, které mají široký potenciál pro využití učiteli mateřských škol,
ale i učiteli prvního a druhého stupně základní školy. Velkou výhodou je, že se
tyto materiály dají celkem jednoduše vyrobit, nejsou náročné na speciální po-
můcky. Nikitinovy hry s materiály vycházejí z aktivní práce s úlohou – podobně
jako práci s úlohou pojímá Wollring [6]: jako určitý zobecněný rámec, u nějž
se vhodnou úpravou jeho jednotlivých vlastností a parametrů dosáhne změny
zadání, stupně obtížnosti apod. Principy Nikitinových rozvíjejících her, založené
na samostatné práci s určitým materiálem a souborem úloh s postupně narůs-
tající obtížností, mají z určitého úhlu pohledu blízko k principům Montessori
pedagogiky, k souborům pracovních listů Logico Piccolo nakladatelství Muta-
bene, k práci s podnětnými prostředími Hejného matematiky či s podnětnými
prostředími a úlohami projektu Mathe 2000 Wittmanna a Müllera (např. [7]).
Také velké množství současných dětských logických deskových her je tvořeno

na tomto principu (např. Autoblock, Tři malá prasátka, IQ Blox od Mindok,
Skokani od Dino atd.) her pro jednoho hráče. Hry obsahují kartičky nebo sešit
se zadáním herních úloh s postupně narůstajícím stupněm obtížnosti a také
správné řešení (u Nikitinových her si mají děti kontrolu provádět samy podle
sebe).
Nikitinovy rozvíjející hry mohou sloužit jako další inspirace k rozvíjení ma-

tematického myšlení dětí, ale i jako podnícení snahy učitelů či rodičů posunout
úroveň matematických schopností dítěte o něco výš. Takový posun je možný
u všech zdravých, intaktních dětí v závislosti na jejich aktuálních schopnostech –
důležité je, aby se každé dítě rozvíjelo až na horní hranici těchto možností, tedy
tam, kde je jeho aktuální „strop
, protože tam je rozvíjení nejúčinnější. Tím,
že dítě postupuje postupnými krůčky, stupínky až k tomuto stropu, dostává se
mu právě těmito dílčími úlohami vhodné a podnětné dopomoci, což odpovídá
zóně nejbližšího vývoje [5]. Rozvíjení matematického myšlení prostřednictvím
Nikitinových rozvíjejících her a materiálů patří mezi konstruktivistické přístupy.
Jako ukázku z těchto možností uvedu práci s tzv. růžky (v originále ugolki).

Ty vzniknou slepením tří jednotkových krychliček do tvaru „L
 – jedná se tedy
o prostorové trimino. Růžky jsou ve třech barvách (červená, modrá, žlutá) a děti
podle barevných i černobílých předloh (obrázků dvojrozměrných i trojrozměr-
ných pohledů na složená tělesa) konstruují odpovídající stavby.
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4 Závěr

Na závěr připomenu ještě jedno prostředí, které nepochází od Nikitina, ale se
kterým je možné ve smyslu Nikitinových rozvíjejících her také úspěšně praco-
vat. V. V. Voskobovič vymyslel a sestrojil celý soubor didaktických her, který je
označován jako Voskobovičovy rozvíjející hry [4]. Voskobovičovy ledovky (v ori-
ginále ldinky) představují ucelené prostředí k rozvíjení rovinných představ. Je
určeno pro předškolní děti, ale zároveň je s ním možné pracovat i v primární
škole na základě postupného narůstání obtížnosti úloh. Hrací karty vycházejí
ze čtverce, rozděleného na 16 jednotkových rovnoramenných pravoúhlých troj-
úhelníků. Z jednotkových trojúhelníků jsou sestaveny jejich sjednocením další
útvary – čtverec, lichoběžník, obdélník, větší trojúhelníky, ale i nekonvexní mno-
húhelníky. Tyto útvary se vystřihnou a zataví do původního čtverce v té poloze,
v jaké se v původním čtverci nacházejí. Voskobovič tímto způsobem vytvořil sou-
bor karet (ledovek), ze kterých děti skládají podle vzorů různé obrázky, které
jim připomínají například zvířata, věci apod. Starší děti mohou například k vy-
brané kartě hledat takovou kartu či více karet tak, aby všechny tyto karty spolu
dohromady vyplnily původní čtverec.
Vyber ke své kartě takovou, aby ti, když položíš obě karty přesně na sebe,

vznikl plný čtverec. Který obrázek vznikne, když položíš dva průhledné čtverce
přesně na sebe?
Práce s těmito kartami je v jistém smyslu jiná, než kdyby dítě pracovalo

přímo s vystřiženými tvary. Zde je tvar umístěn do čtverce a při práci s ním
se dítě orientuje pomocí čtverce jako celku, původní dílek je určitým způsobem
orientován vzhledem ke čtverci.
Domnívám se, že má smysl předkládat dětem různého věku, a určitě dětem

předškolním, různá podnětná hravá prostředí, která jim mohou nejen pomoci
„nastartovat
 kladný vztah k matematice, ale především u nich rozvinout sklon
k produktivní matematické činnosti a zároveň rozvíjet jejich matematické schop-
nosti – samozřejmě u každého dítěte jinou měrou, ale pokaždé mohou znamenat
určitý posun v tomto směru.
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Matematickou cestou k technice –

diferenciální kladkostroj

Jan Fiala

Abstrakt

Příspěvek poukazuje na speciální a méně známý druh kladkostroje, tzv. diferenciální
kladkostroj. Pomocí přímé úměrnosti jednoduše modelujeme funkční závislost výsledné
velikosti zdvihu při proměnných poloměrech dvou pevných kladek diferenciálního klad-
kostroje, který chápeme jako prostředek rozvoje matematických dovedností i technických
a fyzikálních znalostí žáků na středních školách.

1 Úvod

V posledních letech stále naléhavěji pociťujeme nezbytnost podporovat zájem
žáků o techniku a přírodní vědy (zvláště při výuce), především s ohledem na mě-
nící se potřeby moderní společnosti. Matematika, zvláště aplikovaná zde přitom
hraje významnou roli: je prostředkem pro nalézání řešení problémů z techniky
a přírodních oborů.
Tématu kladkostrojů a jednoduchým výpočtům s nimi se žáci věnují na zá-

kladních i středních školách pouze ve výuce fyziky. Přes nabytý obsah učiva
a často i nedostatek vyučovacích hodin fyziky i matematiky je podle našeho ná-
zoru občas vhodné zmínit žákům alespoň okrajově i některé zajímavosti z učiva
rozšiřujícího, případně vysokoškolského, které se mohou stát skvělým motivač-
ním impulsem pro další žákovské úvahy a povzbuzením jejich zájmu o mate-
matiku, fyziku a techniku. Demonstrujme tento přístup na tzv. diferenciálním
kladkostroji.

2 Diferenciální kladkostroj

Diferenciální kladkostroj vynalezl v r. 1854 v anglickém městě Birmingham Tho-
mas Aldridge Weston. Diferenciální kladkostroje byly vyráběny sériově ve spo-
lupráci s Richardem a Georgem Tangyeovými, anglickými průmyslníky, a hned
po svém uvedení na trh se dobře prodávaly. Podle Richardovy biografie byl dife-
renciální kladkostroj vyvinut z tzv. rumpálu (obr. 1), jednoduchého stroje, který
se dodnes využívá pro vytahování okovu s vodou ze studny. Oproti rumpálu se
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Obr. 1: Rumpál (Zdroj: [1])

však konečně dlouhé lano nahradilo „nekonečně
 dlouhým řetězem. Kladkostroj
byl vyráběn pro zatížení od 510 kg až do 3 tun.
Diferenciální kladkostroj se skládá ze dvou pevných kladek (pevně spojených

na téže ose, obě kladky mají různé poloměry) a z jedné volné kladky (tzv. klad-
nice), na níž visí břemeno (obr. 2 vlevo). Všechny kladky mají týž smysl otáčení.
Pro další potřeby výpočtů označíme: poloměr větší pevné kladky R, poloměr
menší pevné kladky r, poloměr volné kladky rk, d označuje délku řetězu, o kte-
rou zatáhneme za řetěz, l označuje délku, o kterou se zvedne břemeno ve svislé
ose směrem nahoru (obr. 2 vpravo).

Obr. 2: Model diferenciálního kladkostroje, vpravo jsou vyznačeny proměnné R,
rrkdl (zdroj [2]), Z označuje závaží (břemeno) (obrázek vytvořil autor)

2.1 Diferenciální kladkostroj ve výuce matematiky

Při popisu diferenciálního kladkostroje z matematického hlediska se zajímáme
o délku l zdvihu břemene po zatažení řetězem na pevné kladce o délku d.
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Otočí-li se velká pevná kladka jednou dokola, odvine se řetěz o délku 2πR,
tedy délka d = 2πR, a o tolik se zkrátí řetězový oblouk kladnice, současně se
však malá kladka otočí o 2πr a o tuto délku se zase řetězový oblouk kladnice
prodlouží. Protože je řetězový oblouk kladnice symetrický, bude výsledná délka
l zdvihu rovna pouze polovině rozdílu poloměrů obou pevných kladek. Můžeme
proto psát:

l =
1
2
(2πR − 2πr) = π(R − r). (1)

Ze vztahu (1) vyplývá, že velikost l se zvětšuje s rostoucí velikostí rozdílu R− r.
Vztah (1) vyjadřuje jen závislost l na rozdílu poloměrů R − r. Nás však zajímá
závislost l na d při daných hodnotách R a r.
Nejdříve konkrétně vypočítejme délku l, o kterou se zvedne závaží na diferen-

ciálním kladkostroji pro poloměry R = 20 cm a r = 10 cm, jestliže zatáhneme
řetězem a) tak, že se velká kladka otočí jednou dokola, b) o 100 cm, c) o 200 cm.

a) Po dosazení R = 20 cm a r = 10 cm do vzorce (1) dostaneme: l = π(R− r) =
= 10π=̇31,4 cm, jestliže se velká pevná kladka otočí jednou dokola.

b) Hledáme-li velikost délky l závislé na d, vyjdeme z úvahy, podle které oto-
čení velké pevné kladky jednou dokola o délku d = 2πR odpovídá délce l =
= π(R − r) zdvihu břemene. Můžeme tedy psát: d ∼ l, tedy 2πR ∼ π(R − r)

1d ∼ π(R − r)
2πR

=
R − r

2R
. (2)

Po dosazení R = 20 cm a r = 10 cm do vztahu (2) dostaneme vzorec závis-
losti l na d:

l =
d

4
. (3)

Zatažením řetězu o délku d = 100 cm se zvedne břemeno o čtvrtinu délky d,
tedy o 25 cm.

c) Po dosazení d = 200 cm do vztahu (3) je l = 50 cm.

Zatažením řetězu o délku d = 200 cm se zvedne břemeno o 50 cm.

Vztah (3) je vzorec určující funkci f , která vyjadřuje závislost l na d, proto
lze psát f(d) = l. Funkce f je lineární funkce (speciálně přímá úměrnost), kde
R = 20 cm a r = 10 cm. Obr. 3 ukazuje graf funkce f , kterým je polopřímka
s krajním bodem v soustavě souřadné. Jde o funkci rostoucí.
Doplňme, že pro R = r je l = 0 a břemeno se po zatažení řetězem nezvedá

(i když se kladky točí!).
Výsledky výpočtů velikosti l výsledného zdvihu břemene i průběh grafu

funkce f lze ověřit v appletech s názvy Diferenciální kladkostroj a Diferenciální
kladkostroj – funkce, které jsou volně dostupné na webové stránce [3]. V prvním
appletu je možné pomocí posuvníků měnit hodnoty poloměrů R a r, poloměr rk,
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Obr. 3: Výřez z webové stránky s appletem Diferenciální kladkostroj (uvedeno
v černobílé podobě) (Zdroj: [3])

délku d vytaženého řetězu i měnit výchozí pozici volné kladky (zeleně šrafovaný
kruh), resp. břemene zavěšeného na volné kladce, které však v appletu pro jed-
noduchost není znázorněno. Změnou posuvníku pro délku d vytaženého řetězu
se mění také hodnota l výsledného zdvihu břemene na volné kladce (obr. 3). Oba
applety byly vytvořeny v programu GeoGebra.
Druhý applet slouží ke znázornění funkce f : l = f(d). Opět je možné měnit

hodnoty proměnných R a r. Výřez z kopie appletu je na obr. 4.

Obr. 4: Graf funkce f : l =
d

4
(uvedeno v černobílé podobě) (Zdroj: [3])
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Ještě dodejme, že o výše zmíněné funkci f lze uvažovat v obecné rovině jako

o funkci více (konkrétně tří) proměnných (d, R, r): f : l =
|R − r|
2R

d pro R > r,

nebo R < r. Protože však funkce více proměnných nejsou učivem matematiky
středních škol, doporučujeme tuto informaci předat jen velmi nadaným žákům.

2.2 Diferenciální kladkostroj ve výuce fyziky a v technické

praxi

Přes matematické zaměření příspěvků konference připojujeme několik poznámek
k fyzikálnímu popisu diferenciálního kladkostroje.
Z předběžných znalostí učiva fyziky by měli žáci pro zařazení diferenciálního

kladkostroje do výuky rozumět pojmům kladka a kladkostroj a mít představu,
z čeho se skládají, k čemu se používají a jaké druhy se obecně rozeznávají. In-
ternetovými rešeršemi lze o tomto druhu kladkostroje zjistit řadu informací, za
zcela podstatné se přitom jeví pochopení vlastního principu jeho funkce, což lze
provést buď na fyzickém modelu nebo například na appletu vytvořeném v pro-
gramu GeoGebra (kap. 2.1).
V hodině fyziky by se popis funkce diferenciálního kladkostroje měl zaměřit

na zkoumání velikosti síly F potřebné ke zvednutí břemene zavěšeného na volné
kladce a na nalezení vzorce vyjadřujícího závislost výsledné síly F , kterou mu-
síme táhnout za řetěz, abychom zvedli břemeno, působí-li na něj tíhová síla F1
a poloměry horních pevných souosých pevně spojených kladek jsou R a r. Žáci
by také mohli zkoumat, jak velikost rozdílu poloměrů R− r ovlivňuje výslednou
sílu F .
Působí-li na břemeno tíhová síla F1 způsobená hmotností břemene a táhne-

me-li za řetěz silou F , je velikost této síly dána vztahem:

F = F1
R − r

2R
. (4)

Vzorec (4) platí v ideálním případě, tj. při zanedbání hmotností všech kladek
i lan a při zanedbání veškerého tření.
Čím větší je rozdíl R − r poloměrů obou pevných kladek, tím větší síla F je

potřeba. Také platí, že se zvětšujícím se rozdílem R−r poloměrů roste i velikost l
zdvihu. Naopak: čím menší je rozdíl R − r, tím „pomaleji
 se břemeno zvedá,
resp. klesá.
Diferenciální kladkostroj se často využívá jako součást technických zařízení,

jako jsou například jeřáby či stahovací lanové systémy. Stále jej však lze nalézt
v podobě rumpálu, sloužícího k vytahování okovu s vodou.

3 Závěr

V článku jsme představili tzv. diferenciální kladkostroj. Zabývali jsme se jím pře-
devším z pohledu matematiky a fyziky a ukázali jsme možné zpracování tohoto
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tématu do výuky, které je podle našeho názoru dobrým motivem z oblasti tech-
niky k rozvoji dovedností a znalostí žáků v matematice a fyzice. Pro zařazení do
výuky je vhodná spolupráce učitele matematiky a fyziky, především s ohledem
na správné načasování. Propojit lze toto téma také s výukou v předmětu Pra-
covní vyučování, ve kterém si mohou žáci vytvořit funkční model diferenciálního
kladkostroje a tím také velmi názorně demonstrovat jeho princip a funkčnost.

Poděkování

Financováno z prostředků projektu Matematickou cestou k technice (Matema-
Tech), v rámci programu přeshraniční spolupráce Interreg V-A Rakousko – Česká
republika, 2014–2020, č. ATCZ35.
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Jedno užití rozkladu polynomu na SOS

v přípravě řešitelů matematických olympiád

Jan Frank

Abstrakt

Rozklad polynomu na součet čtverců polynomů (zkráceně SOS z anglického sum of
squares) představuje metodu historicky související s Hilbertovými problémy vymeze-
nými v roce 1900, konkrétně se jedná o znění 17. Hilbertova problému. V případě
hledání rozkladů polynomů vyšších stupňů ve více neurčitých se může jednat o velmi
náročné a rozsáhlé úlohy, u kterých se mnohdy neobejdeme bez matematického soft-
waru. Jednodušší případ představují rozklady polynomů jedné neurčité, kdy se může
jednat o příklady řešitelné i na úrovni středních škol.

1 Úvod a historické souvislosti

V červenci 1885 uvedl německý matematik Hermann Minkowski (1864–1909) při
veřejné obhajobě své disertační práce zaměřené na kvadratické formy silnou do-
mněnku, že musí existovat homogenní, reálný, pozitivně semidefinitní polynom
libovolného stupně vyššího než dva ve více než dvou neurčitých, který není možné
rozložit na součet homogenních, reálných polynomů. Oponentem práce byl Da-
vid Hilbert (1862–1943), jeden z nejvýznamnějších matematiků 20. století, který
na Minkowského myšlenky navázal a sám v roce 1888 dokázal, že uvedená do-
mněnka je správná, konkrétní příklad takového polynomu však neuvedl. Hilbert
se studiem této problematiky zabýval i v následujících letech, kdy zvažoval, zda
je možné libovolný pozitivně semidefinitní polynom p ∈ R[x1, x2, . . . , xn] vyjádřit
jako součet čtverců racionálních funkcí s prvky z R(x1, x2, . . . , xn). [4, 8]
V srpnu roku 1900 vystoupil David Hilbert na 2. mezinárodním kongresu ma-

tematiků konaném v Paříži se svou slavnou a dnes již velmi známou přednáškou
Problémy matematiky, ve které vymezil 23 matematických problémů, které měly
představovat výzvu pro matematiku 20. století, aby zůstala moderní vědou. Dnes
tyto problémy běžně označujeme jako Hilbertovy problémy. Otázce rozkladů na
součty čtverců je věnován 17. Hilbertův problém – formulace je následující:

Nalezněte způsob, jak vyjádřit definitní racionální funkci jako součet
čtverců racionálních funkcí.
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K výše uvedené formulaci problému je nutné dodat, že Hilbert za definitní
racionální funkci považoval nezápornou, tedy pozitivně semidefinitní, racionální
funkci. [2]
Hilbertův 17. problém byl vyřešen již v r. 1927 Emilem Artinem (1898–1962),

který své řešení publikoval v článkuÜber die Zerlegung definiter Funktionen in
Quadrate, a jednalo se o nekonstruktivní důkaz. Algoritmické řešení problému
nalezl až v roce 1984 Charles N. Delzell (nar. 1953). V období mezi těmito ob-
jevy se Hilbertovým 17. problémem zabývali další matematici a v roce 1967
nalezl Theodor S. Motzkin (1908–1970) první jednoduchý příklad pozitivně se-
midefinitního polynomu ve dvou neurčitých, který není možné rozložit na součet
čtverců. Polynom je ve tvaru p(x, y) = x2y2(x2 + y2 − 3) + 1 a dnes je běžně
označován jako Motzkinův polynom. [3, 6]
Metoda rozkladu polynomu na součet čtverců polynomů dodnes předsta-

vuje jeden z vhodných způsobů důkazu, že je daný polynom p pozitivně se-
midefinitní, tedy, že pro všechny reálné neurčité (x1, x2, . . . , xn) je polynom
p(x1, x2, . . . , xn) ≥ 0. V případě polynomů jedné neurčité představuje nalezení
rozkladu na součet čtverců poměrně snadné úlohy řešitelné i studenty na střed-
ních školách a lze jej například využít při ověření řešitelnosti polynomiálních
rovnic. Složitější případ představují rozklady polynomů více neurčitých, kdy
se může jednat o velmi náročné a rozsáhlé úlohy, při jejichž řešení se zpravi-
dla neobejdeme bez počítačové techniky a matematického softwaru. Nutné je
ovšem podotknout, že existují také efektivní tradiční postupy přístupné i učite-
lům středních škol, jeden z takových algoritmů nalezne čtenář v [5].

2 Možnosti zařazení rozkladu na SŠ

Požadavek na provedení důkazu, že je jistý polynom pozitivně semidefinitní,
nebo hledání rozkladu na SOS se opakovaně objevily v zadáních mezinárod-
ních kol matematických olympiád, a to hlavně v období po roce 1967 a objevu
Motzkinova polynomu. Konkrétně lze zmínit úlohu 1971/1 (13. mezinárodní ma-
tematická olympiáda, viz např. [1]) nebo jednu z úloh zadaných na 15. všesvazové
matematické olympiádě v roce 1981 (úloha č. 325 v [9]). Tyto úlohy ovšem před-
stavují náročné problémy pouze pro malý okruh řešitelů a v druhém z uvedených
příkladů se jednalo dokonce přímo o jistou modifikaci Motzkinova polynomu ve
dvou neurčitých.
Jednodušší příklady, jak již bylo řečeno, představují rozklady polynomů jedné

neurčité. Studenti při jejich hledání zpravidla vystačí se základními algebraic-
kými vzorci, doplněním kvadratického trojčlenu na čtverec a určením stupně
daného polynomu, kdy podmínkou pro existenci rozkladu je, aby polynom byl
sudého stupně.
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2.1 Jeden příklad z přípravy řešitelů matematických olympiád

Uveďme na tomto místě konkrétní příklad z přípravy řešitelů matematických
olympiád, včetně jeho kompletního řešení s komentářem a využitím rozkladu na
SOS. Jedná se o příklad pocházející z Finska (viz [7]) s následujícím zadáním:
Určete počet reálných kořenů polynomu:

f(x) = x8 − x7 + 2x6 − 2x5 + 3x4 − 3x3 + 4x2 − 4x+ 5
2
. (1)

Existuje samozřejmě více způsobů, jak tuto úlohu vyřešit, my se ovšem za-
měříme pouze na možnost využití rozkladu zadaného polynomu (1) na součet
čtverců polynomů. Je zřejmé, že tento polynom může mít až 8 kladných kořenů,
což lze snadno ověřit pomocí Descartova znaménkového pravidla. Zabývejme
se nyní otázkou, jak polynom (1) rozložit na součet čtverců. Základní obecnou
myšlenkou rozkladu jistého polynomu f na součet čtverců je nalézt takové reálné
polynomy g1, . . . , gn, pro které platí:

f =
n∑

i=1

g2i .

Při hledání rozkladu zadaného polynomu budeme postupovat v několika díl-
čích krocích. Nejprve ověříme, zda je tento polynom sudého stupně. To je v pří-
padě polynomu (1) splněno, protože se jedná o polynom stupně 8. Nyní začneme
polynom (1) upravovat. Z prvních tří členů vytkneme x6 takovým způsobem, že
člen 2x6 „roztrhneme
 a ponecháme si x6 pro další úpravy:

f(x) = x6(x2 − x+ 1) + x6 − 2x5 + 3x4 − 3x3 + 4x2 − 4x+ 5
2
. (2)

Závorku v polynomu (2) upravíme podle vzorce (a− b)2 = a2− 2ab+ b2. Při

této úpravě nesmíme zapomenout přičíst hodnotu
3
4
:

f(x) = x6

[(
x − 1
2

)2
+
3
4

]
+ x6 − 2x5 + 3x4 − 3x3 + 4x2 − 4x+ 5

2
. (3)

Obdobným způsobem upravíme další trojici členů. V polynomu (3) vytkneme
x4 a pro potřeby dalšího výpočtu si ponecháme 2x4. Analogicky též provedeme
doplnění na čtverec dle uvedeného vzorce:

f(x) = x6

[(
x − 1
2

)2
+
3
4

]
+ x4(x − 1)2 + 2x4 − 3x3 + 4x2 − 4x+ 5

2
. (4)
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Přejdeme k další trojici členů polynomu (4) a použijeme stejných úprav –
vytkneme 2x2, ponecháme si 2x2 pro následující úpravy a vzniklý výraz doplníme
na čtverec jako již dříve:

f(x) = x6

[(
x − 1
2

)2
+
3
4

]
+ x4(x − 1)2 +

+2x2
[(

x − 3
4

)2
+
7
16

]
+ 2x2 − 4x+ 5

2
. (5)

Zbývá upravit poslední trojici členů polynomu (5) a pokusit se celý tento
polynom převést do tvaru součtu čtverců polynomů. Z poslední trojice vytkneme
hodnotu 2 a následně vzniklou trojici doplníme na čtverec dle dříve uvedeného
vzorce. Získáme polynom ve tvaru:

f(x) = x6

[(
x − 1
2

)2
+
3
4

]
+ x4(x − 1)2 +

+2x2
[(

x − 3
4

)2
+
7
16

]
+ 2

[
(x − 1)2 + 1

4

]
. (6)

Ze zápisu polynomu (6) je zřejmé, že se nejedná o zápis ve tvaru součtu
čtverců. S využitím vzorců (ar)s = ar·s, (ab)r = ar ·br a ar ·as = ar+s proto „vno-
říme
 hodnoty „x
 do závorek a čísla odmocníme takovým způsobem, abychom
získali „čistý
 zápis ve tvaru součtu čtverců polynomů:

f(x) =

(
x4 − 1

2
x3

)2
+

(√
3
2

x3

)2
+ (x3 − x2)2 +

[√
2

(
x2 − 3

4
x

)]2
+

+

(√
7
8
x

)2
+ [

√
2(x − 1)]2 +

(√
1
2

)2
.

Výše uvedené vyjádření představuje hledaný rozklad zadaného polynom (1)
na součet čtverců polynomů. Uvážíme-li vliv druhé mocniny na výsledné zna-
ménko umocňovaných závorek, je evidentní, že polynom f(x) nabývá pro všechny
neurčité x ∈ R pouze kladných hodnot. Takový polynom označujeme jako po-
zitivně definitní a vyřešením uvedeného příkladu jsme poukázali na významnou
vlastnost, že pro reálné polynomy jedné neurčité pojmy být pozitivně definitní
a být součtem čtverců splývají. Závěrem lze tedy konstatovat, že zadaný poly-
nom (1) nemá žádné reálné kořeny. Toto tvrzení můžeme podložit též grafem
zadaného polynomu (obr. 1).
Graf zadaného polynomu (1) v žádném bodě neprotne osu x a skutečně tedy

neexistují žádné reálné kořeny tohoto polynomu, jak jsme elegantně dokázali
pomocí rozkladu na SOS.
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Obr. 1: Graf pozitivně definitního polynomu f(x) v programu Wolfram Mathe-
matica 11

3 Závěr

Rozklad polynomu více neurčitých na součet čtverců polynomů může předsta-
vovat náročnou úlohu, při jejímž řešení se neobejdeme bez matematického soft-
waru – konkrétně můžeme uvést programy počítačové algebry jako například
MATLAB v součinnosti s balíčky SeDuMi a SOSTOOLS nebo Wolfram Ma-
thematica. Tento software nám umožňuje nahlížet na klasické matematické pro-
blémy optikou počítačových technologií a řešit je inovativním způsobem s vyu-
žitím moderních metod.
V případě rozkladu polynomu jedné neurčité na součet čtverců polynomů se

však zpravidla jedná jednodušší příklady řešitelné i studenty na středních školách
s využitím běžně vyučovaných postupů a vzorců. Aplikovat tuto metodu důkazu
lze v řadě situací, nutné je ovšem podotknout, že obecně rozklad na SOS není
jednoznačný a různí řešitelé tak mohou dospět k různým správným výsledkům.
Článek byl věnován historickému zakotvení problematiky rozkladu polynomu

na součet čtverců polynomů a jednomu příkladu z přípravy řešitelů matema-
tických olympiád, který dokládá, že rozklad polynomu jedné neurčité na SOS
představuje celkem snadnou úloh. Zároveň poukazuje na důležitý vztah, že být
pozitivně definitní a být součtem čtverců u těchto polynomů splývá. U polynomů
více neurčitých postup rozkladu tak jednoduchý není, jak může čtenář zjistit
studiem uvedené literatury. Motzkinův polynom a další nalezené konstrukce,
například Raphaelem M. Robinsonem (1911–1995) v roce 1973, navíc naznačují
nebezpečí – rozklad vůbec nemusí existovat.
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O jednom typu maturitních úloh

Eduard Fuchs, Eva Zelendová

Abstrakt

V článku je popsán typ úloh na hledání funkčních závislostí, které jsou součástí prakticky
všech celostátních maturitních testů a standardně se vykytují i u přijímacích zkoušek
na střední školy. Úlohy tohoto typu patří k tzv. kritickým místům ve výuce a je nutno
jim věnovat zvýšenou pozornost.

1 Úvod

První květnové dny jsou v posledních letech spojeny s adrenalinovým zážitkem.
Centrum pro zjišťování výsledků ve vzdělávání právě tou dobou zadává státní
maturitní test z matematiky pro žáky středních škol, kteří si matematiku jako
maturitní obor zvolili. Nemalá část české populace netrpělivě očekává, jaké úlohy
budou muset žáci řešit, jak bude obtížná první úloha, zda se v zadání objeví
očekávané typy úloh nebo zda dojde i na úlohy „z reálného života
. A samozvaní
„odborníci na vzdělávání
 se chystají, jak zase najdou chyby i tam, kde nejsou,
a v televizi, novinách a dalších médiích budou hlásat, jak je maturitní test špatný,
jak učitelé špatně učí, jak by se ve školách mělo učit zcela jinak atd.
Hned v úvodu proto chceme zdůraznit, že maturitní testy CERMAT sestavuje

kvalitně, úlohy pokrývají v rámci daných zákonných omezení širokou škálu učiva
a zcela nesmyslné jsou námitky některých pseudoodborníků, že se na tyto testy
„lze naučit
 řešením minulých testů a žáci tak místo učení jen trénují odpovědi
na testové otázky.

2 Kritická místa ve výuce

Každý učitel z vlastní praxe zná typická úskalí ve výuce, partie, které žákům
dělají potíže i při sebelepším způsobu výuky a navzdory častému opakování.
Těmto tzv. kritickým místům ve výuce je věnována obsáhlá literatura. Autoři
se jednomu z těchto kritických míst věnovali na konferenci v Srní v roce 2014
(viz [1]), podrobnější popis kritických míst ve výuce na základní škole lze nalézt
například v publikaci [3].
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Mezi typická kritická místa patří na středních školách vedle slovních úloh
i funkce a posloupnosti, vypozorování a odvození funkční závislosti a vyjádření
nalezených vztahů. Mezinárodní šetření znalostí žáků prokazují, že právě v této
oblasti naši žáci výrazně zaostávají za státy s nejlepšími výsledky. Přitom pocho-
pení textu takové úlohy, nalezení dané závislosti a využití získaných znalostí pro
nalezení řešení je nezbytnou nutností pro každého, kdo se chce uplatnit v sou-
časné „digitální a algoritmické
 době. Proto se uvedené problematice intenzívně
věnuje i zahraniční odborná literatura. Za mnohé citujme alespoň článek [2].
Maturitní didaktické testy z matematiky v posledních letech obsahují i úlohy

výše uvedeného typu. Uveďme na ukázku úlohy z let 2017 a 2018.

3 Maturitní úlohy

První úloha, kterou uvedeme, je z roku 2017. Na ní je přitom názorně vidět
další důležitý rys úloh tohoto typu: nejsou to „rutinní
 úlohy, které pouze testují
„řemeslné
 znalosti, naučené algoritmy apod., neboť je lze většinou řešit několika
odlišnými způsoby.

Obr. 1

Výchozí text byl následující:
V Kocourkově postavili věž ze samých krychlí (viz obr. 1). Dole
je největší krychle s délkou hrany 6 m a každá následující krychle
má hranu o 5 cm kratší. Hrana nejmenší krychle měří 3,5 m.
Každé dvě sousední krychle mají jeden společný vrchol. Při
pohledu shora žádná z krychlí nepřečnívá přes níže položenou
krychli.
Za výchozím textem a obrázkem následovalo zadání:

a) Vypočtěte výšku televizní věže. Výsledek uveďte v metrech
a nezaokrouhlujte.

b) Vypočtěte v m2 obsah všech nezakrytých vodorovných
ploch televizní věže (včetně horní stěny nejmenší krychle).

Úloha a) nečinila žákům větší potíže. Správný výsledek 242,25 m
vypočítala téměř polovina maturantů. Výrazný vhled do schop-
ností a myšlení našich žáků však přinesla úloha b). Pokud žák
postupoval bez přemýšlení, začal postupně počítat obsah neza-
krytých ploch na jednotlivých krychlích, pak bylo nutno sečíst
všechny tyto obsahy a k tomu připočítat horní stěnu nejmenší
krychle. Těmto žákům se pak úloha jevila jako velmi obtížná
a samozřejmě se takto ke správnému výsledku dopočítal málo-
kdo.

Úloha je přitom zcela jednoduchá a nevyžaduje prakticky žádný výpočet.
Stačí si představit, co uvidíme, když se na kocourkovskou věž podíváme shora.
Uvidíme plochu, jejíž obsah je roven obsahu stěny největší krychle, tj. 36 m2.
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Ačkoliv byla tato úloha z celého testu nejsnazší (pro toho, kdo „viděl
),
dopadla ze všech úloh maturitního testu v r. 2017 nejhůře.
Do didaktického testu pro jarní maturitní termín 2018 byla opět zařazena

úloha podobného typu. Její zadání bylo následující:
Obrazce (viz obr. 2) jsou tvořeny bílými a tmavými šestiúhelníky uspořáda-

nými do sloupců. Počet šestiúhelníků ve sloupcích se postupně zvětšuje, a to od
levého, resp. pravého okraje obrazce směrem ke středu.
Každý obrazec vždy začíná a končí sloupcem s jediným bílým šestiúhelníkem.

Obr. 2: Obrazce k maturitní úloze z r. 2018

a) V jednom z dalších obrazců je v nejdelším sloupci 59 šestiúhelníků (nad
sebou). Určete v tomto obrazci počet všech tmavých sloupců.

b) Určete v tomto obrazci počet všech bílých šestiúhelníků.

Úloha a) nevyžaduje prakticky žádný výpočet, stačí si prohlédnout obr. 2. Na
první pohled je zřejmé, že když je v nejdelším sloupci sudý počet šestiúhelníků,
je sloupec tmavý, pokud je sloupec tvořen lichým počtem šestiúhelníků, jsou tyto
šestiúhelníky bílé. Pokud je tedy nejdelší sloupec tvořen 59 šestiúhelníky, je bílý.
Z obrázků také ihned vidíme, co platí pro počet tmavých sloupců. Prohlí-

žejme si obrázky postupně. Obsahuje-li prostřední sloupec dva šestiúhelníky,
je v obrázku jeden tmavý sloupec. Obsahuje-li prostřední sloupec tři šestiúhel-
níky, jsou na obrázku dva tmavé sloupce. Když jsou v prostředním sloupci čtyři
šestiúhelníky, jsou na obrázku tři tmavé sloupce atd. Počet tmavých sloupců
je vždy o jedničku menší, než je počet šestiúhelníků v nejdelším sloupci. Je-li
tedy nejdelší sloupec tvořen 59 šestiúhelníky, musí na obrázku být 58 tmavých
sloupců.
Úlohu b) lze sice řešit různě, při pilotáži úlohy i v maturitním testu však

převážná většina řešitelů viděla jednoduchý postup – jde o vcelku lehkou úlohu
na součet aritmetické posloupnosti. Jak jsme již uvedli, jsou bíle sloupce vždy
tvořeny lichým počtem šestiúhelníků a z obrázků je ihned vidět, že v obrazci
s nejdelším sloupcem z 59 šestiúhelníků je bílých šestiúhelníků 2 · (1 + 3 + 5 +
+ 7 + . . .+ 57) + 59 = 1 741.
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Pro zajímavost: při pilotáži na školách úlohu 22 % žáků neřešilo, 72 % žáků
ihned vidělo aritmetickou posloupnost a pouze 6 % žáků úlohu řešilo jinak, vět-
šinou však neúspěšně.

4 Mediální ohlasy

Jak jsme uvedli již v úvodu, standardní odpůrci prakticky všeho, co se v na-
šem školství děje, i po letošní maturitě vytáhli „do boje
. O. Botlík, který již
řadu let systematicky uráží české učitele, autory učebnic, pracovníky CERMATu
a další, již 24. května 2018 v televizi DVTV prohlašuje, že „maturitní zkouška
testuje pouze to, jak žáci dokážou rutinně provést postup, kterému ani nemusí
rozumět
,1 v České škole 14. 6. 2018 uveřejňuje článek s nadpisem Jak se šíří
hloupost (Proč vedou jednotné testy Cermatu k hloupnutí žáků) a v citování ob-
dobných názorů bychom mohli pokračovat.
O kvalifikaci těchto „odborníků na vzdělávání
 však letos dostatečné svědec-

tví vydal O. Botlík sám. V televizi Seznam komentoval letošní maturitní test
a své myšlenky ilustroval na třech úlohách.2 Čtenářům vřele doporučujeme, aby
tento záznam shlédli. Vystoupení O. Botlíka svědčí dle našeho názoru o jeho
neznalosti školské matematiky a je plné metodických prohřešků.
Jednou ze tří úloh, které v této televizi komentuje, je právě zmíněná úloha

o obrazcích ze šestiúhelníků. Pomiňme to, že jeho „vzorové řešení
, které si pře-
dem připravil, je naprosto ojedinělé. (Autoři článku tuto úlohu na seminářích
předložili desítkám učitelů základních i středních škol a ani jeden to neřešil tak,
jak to předvádí O. Botlík.) To by ještě mohlo znamenat, že našel originální
a tvůrčí řešení. Jeho kostrbatý výklad však ve skutečnosti ani řešení nepřináší,
pomůcka, kterou si pro vystoupení připravil (viz obr. 3), je metodicky nesmyslná
(nejasný výklad dokumentuje na připraveném obrázku se sudým počtem šestiú-
helníků v nejdelším sloupci), takže se k ilustraci řešení úlohy vůbec nehodí.

Obr. 3
1Dostupné na https://domaci.ihned.cz/c1-66147780-povinna-maturita-by-byla-prusvih-deti-se-

uci-jen-pocitat-a-pocitat-to-neni-matematika-rika-botlik-z-maturitni-data-odtajneno
2Viz https://www.seznamzpravy.cz/clanek/je-maturita-z-matematiky-skutecne-tak-tezka-

vybrali-jsme-tri-priklady-ktere-si-muzete-sami-zkusit-vypocitat-47900
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Problematika vzdělávání obecně a výuky matematiky zvláště je samozřejmě
složitá a problémů, které je nutno řešit, je celá řada. Proto je třeba sledovat, kdo
a na jaké úrovni se k tomuto tématu vyslovuje.
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Digitální gramotnost v hodině matematiky

na 1. stupni ZŠ?

Hana Havlínová

Abstrakt

Projekt podpora práce učitelů napomáhá pedagogům mateřských a základních škol při
rozvíjení čtenářské, matematické a digitální gramotnosti dětí a žáků. Předkládaný pří-
spěvek nabízí pohled na problematiku rozvíjení digitální gramotnosti u nejmladších žáků
a budování základních dovedností a návyků, na které budou moci navázat v dalším ob-
dobí. Na příkladu dvou konkrétních aktivit realizovaných ve vzdělávací oblasti Matema-
tika a její aplikace příspěvek ukazuje možný prostor pro rozvíjení digitální gramotnosti
na 1. stupni ZŠ.

1 Proč digitální gramotnost

Digitální gramotnost [1] je pojímána jako soubor vědomostí, dovedností, postojů,
hodnot, které potřebujeme k bezpečnému, sebejistému, kritickému a tvořivému
využívání digitálních technologií při práci, při učení, ve volném čase i při svém
zapojení do společenského života.
Základní charakteristikou je využití digitálních technologií při nejrůznějších

činnostech a při řešení problémů, se kterými se setkáváme v reálném životě.
Z toho plyne proměnlivost těchto vědomostí, dovedností, postojů a hodnot v čase
v závislosti na tom, jak se mění způsob a rozsah využívání digitálních technologií
ve společnosti a v životě člověka.
Projekt podpora práce učitelů (PPUČ), financovaný z Evropských struktu-

rálních a investičních fondů, podporuje pedagogy mateřských a základních škol
v jejich snaze rozvíjet čtenářskou, matematickou a digitální gramotnost dětí
a žáků. Jeho realizaci zajišťuje Národní ústav pro vzdělávání (NÚV).

2 Rozvíjení digitální gramotnosti na 1. stupni ZŠ

Vzdělávací oblasti na 1. stupni základní školy a tedy i Matematika a její apli-
kace poskytují významný prostor pro rozvíjení digitální gramotnosti. V 1. období
1. stupně ZŠ učitel především přirozeně a nenásilně využívá digitálních techno-
logií v situacích, kdy nemá k dispozici reálné prostředí (mikrosvět, makrosvět,
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přírodní úkazy, letecký pohled). Při zpracování dat a informací se žáci učí vyu-
žívat tabulky a jiné typy zápisu.
Ve 2. období 1. stupně již žáci tvoří vlastní tabulky tak, aby uspořádání dat

bylo výhodné pro řešení dané úlohy. Učí se posuzovat úplnost dat s ohledem
na řešení problému. Žáci se postupně učí posuzovat věrohodnost a bezpečnost
zdrojů, ze kterých získávají data a informace. Vhodné je upozornit žáky nejen na
přínosy, ale i na rizika (např. osobní bezpečí), které s sebou využívání digitálních
technologií přináší.

Nejtěžší je začít

Učitelé 1. stupně ZŠ mívají obavy ze začleňování digitálních technologií do vý-
uky. Prvním krokem může být, když si uvědomíme, že digitální gramotnost není
pouze o vlastním používání digitálních technologií, ale že např. cíle v oblasti
Etika v digitálním prostředí učitel naplňuje již ve chvíli, kdy žáky učí dodržovat
pravidla slušného chování v různých komunikačních situacích.
V mnoha učebních činnostech se skrývá propedeutika k dalšímu rozvíjení

jednotlivých oblastí digitální gramotnosti. Pro lepší pochopení, co se pod jed-
notlivými pojmy skrývá, může sloužit materiál Digitální gramotnost v uzlových
bodech vzdělávání, který vznikl v projektu PPUČ. Jakmile se zorientujeme,
snadněji dokážeme stanovit cíl, ke kterému budeme při rozvíjení digitální gra-
motnosti směřovat, a budeme jej sledovat společně se vzdělávacím cílem stano-
veným pro vzdělávací obsah Matematiky.
V následujících podkapitolách jsou uvedeny dvě konkrétní aktivity, které byly

realizovány s cílem ověřit, jakým způsobem lze využívat potenciál vzdělávacího
oboru pro rozvíjení digitální gramotnosti.

2.1 Cestovní kancelář

Pro naplnění oborových očekávaných výstupů, které byly stanoveny na úrovni
ŠVP [5]:

• žák aplikuje znalosti, jak řešit praktické slovní úlohy a problémy;
• orientuje se v čase, vyhledává údaje v jízdních řádech a v ceníku jízdného;

bylo vybráno téma Cestovní kancelář.
Aktivita byla připravena pro 2. období 1. stupně. Realizována byla ve 4. roč-

níku základní školy situované v okrajové části hlavního města. S ohledem na
poměrně široce stanovený cíl vyučovacího bloku:

• žáci společně ve skupinách naplánují jednodenní výlet v regionu školy s ří-
zeným zadáním,

byla naplánovaná časová dotace 5 vyučovacích hodin, které na sebe bezpro-
středně nenavazovaly.
Digitální gramotnost byla rozvíjena v průběhu činnosti společně s naplňová-

ním oborového cíle:
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1. Pro získání potřebných informací využili žáci internet. Je vhodné, aby uči-
tel doporučil, na které webové stránky se mají žáci zaměřit, např. oficiální
stránky měst, hradů, zoo, turistických center, dopravy.

2. Vyhledané informace si žáci ve skupinách zaznamenávali takovým způ-
sobem, který jim vyhovoval a na kterém se skupina domluvila (tabulka,
jednoduché zápisky apod.) – v písemné nebo v elektronické podobě (podle
schopností žáků a podmínek dané třídy). Učitel žáky upozornil, že tyto
poznámky budou součástí závěrečné prezentace a diskuse s ostatními sku-
pinami.

3. Před tvorbou výsledného produktu dal učitel žákům k dispozici také pa-
pírové mapy, jízdní řády apod., aby si mohli nalezené informace zkont-
rolovat/potvrdit z dalšího zdroje. Zmínil důležitost věrohodnosti zdroje
informací.

4. Žáci vytvořili informační leták (obr. 1) nebo prezentaci (obr. 2) pro účast-
níky výletu s potřebnými informacemi s využitím digitálních technologií
(podle podmínek třídy a úrovně schopností a dovedností žáků pracovat
s využitím PC).

Obr. 1: Práce žáků – leták Obr. 2: Práce žáků – prezentace
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Znám místo, kde žiji?

Pro naplnění oborového očekávaného výstupu:
• Žák rozezná, pojmenuje, vymodeluje a popíše základní rovinné útvary
a jednoduchá tělesa; nachází v realitě jejich reprezentaci;

byl vybrán tematický celek Znám místo, kde žiji?
Aktivita byla připravena pro 1. období 1. stupně. Realizována byla v 1. roč-

níku běžné základní školy také situované v okrajové části hlavního města. S ohle-
dem na stanovené cíle vyučovací hodiny:

• žáci ve skupinách modelují stavby podle fotografie a podle plánku ve čtver-
cové síti;

• zakreslí samostatně plánek do čtvercové sítě;
• pokusí se vymodelovat budovu školy a porovnat ji se skutečnou podobou;

byla naplánovaná časová dotace 1 vyučovací hodina.
Digitální gramotnost byla rozvíjena v průběhu činnosti společně s naplňová-

ním oborového cíle:
1. Využitím fotografií a pořízením vlastního záznamu ukazujeme žákům uži-
tečné využití digitálních technologií při školní práci. Porovnáním pracnosti
záznamu pomocí nákresu a při využití mobilního telefonu ukážeme žákům,
že je výhodné použít v některých situacích digitální technologie.

2. Práce se čtvercovou sítí (obr. 3) je kromě propedeutiky k analytické geo-
metrii také propedeutikou k bitmapové grafice a k práci s 3D objekty.

Obr. 3: Práce žáků – plánek ve čtvercové síti

3. Využitím interaktivní tabule nebo dataprojektoru (pokud je k dispozici)
a využití Google Maps nebo Mapy.cz k porovnání budovy školy (pohled
z letadla) se stavbami žáků (obr. 4 a 5).
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Obr. 4: Stavba z kostek – budova školy

Obr. 5: Využití webové aplikace – pohled na budovu školy

3 Závěr

Zdaleka ne všechny činnosti a postupy musí učitel ve výuce řídit a určovat.
V některých situacích může být v roli průvodce, který nabídne žákům prostor
a ukáže jim možné výhody a nevýhody postupů, které si žáci sami zvolí.
Uvedené aktivity jsou pouze malou ukázkou možností, které nabízí vzdělávací

oblast Matematika a její aplikace pro rozvíjení digitální gramotnosti na 1. stupni
ZŠ. Je pouze na učiteli, jakým způsobem tento potenciál přirozeně a nenásilně
využije, aby jeho žáci získávali základy digitální gramotnosti postupně od po-
čátku školní docházky.
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Mathmanager – online systém pro tvorbu,

sdílení a distribuci výukových materiálů

se zaměřením na matematiku

David Janda, Michal Čančara

Abstrakt

Příspěvek je věnován představení elektronického systému pro tvorbu vzdělávacího ob-
sahu k výuce matematiky, který je následně možné editovat, sdílet, distribuovat stu-
dentům a částečně elektronicky vyhodnocovat. Součástí příspěvku je také představení
funkcí, které tvoří nadstavbu existující databázi středoškolských úloh a ukážeme možnou
úsporu v práci učitelů a možný potenciál pro další rozvoj. Závěr příspěvku věnujeme
diskuzi o tomto a podobných systémech a jejich vlivu na výuku matematiky.

1 Úvod

Tradiční učebnice (nejen) matematiky mají některé nedostatky, které je teore-
ticky možné redukovat nebo dokonce odstranit vhodným použitím informačních
technologií. Příkladem může být možnost jednoduše revidovat vytvořené mate-
riály na základě okamžité zpětné vazby uživatelů. Informační technologie navíc
poskytují nové možnosti, jejichž plnohodnotné použití při práci s tištěnými ma-
teriály je problematické. Jako typický příklad takového nástroje vnímáme dyna-
mickou geometrii. V dnešní době se tedy logicky setkáváme s velkým množstvím
(a také s narůstající produkcí) materiálů pro výuku matematiky, které tyto tech-
nologie využívají. Takové materiály mohou být více či méně interaktivní podle
toho, jak pracují se samotným matematickým a didaktickým obsahem, ale i s ko-
munikací se žáky, studenty a učiteli. Ruku v ruce se produkcí elektronických
materiálů a interaktivních aplikací zároveň rozšiřuje i paleta možností, jak jich
využít přímo ve výuce nebo jako doplňků, které mohou žákům a studentům po-
moci při samostudiu. Přitom je potřeba rozlišovat mezi těmito materiály podle
toho, zda slouží pouze jako databáze informací nebo poskytují i určitou interakci
uživatelů při práci s nimi, přičemž si uvědomujeme, že tato hranice je neostrá a je
zřejmé, že při výuce matematiky budou potřeba oba druhy takových materiálů.
Samostatnou kapitolou v této problematice je také vliv samotného využívání
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elektronických materiálů ve výuce na efektivitu výuky. Tato otázka je stále ote-
vřená, je předmětem diskuze a centrálním tématem mnoha odborných časopisů
a konferencí. Naším cílem nebude se k takovým otázkám vyjadřovat, nemáme
totiž zatím k dispozici žádné údaje, které by o této otázce vypovídaly.
Jednoduchou optikou můžeme výše zmiňované elektronické materiály umís-

tit na škálu od těch (aniž bychom jakkoli hodnotili jejich kvalitu), které slouží
k distribuci obsahu (různé sbírky úloh, popisy matematických pojmů,1 popisy
a vysvětlení početních algoritmů,2 elektronické učebnice3 apod.), k těm, které
nabízejí svým uživatelům určitou formu interaktivity.4 Ve své praxi naprostá vět-
šina učitelů na takové materiály a aplikace narazí a je mnohdy těžké se v nich
orientovat, přesto se domníváme, že zde existuje, alespoň v českém prostředí, ur-
čitý prázdný prostor. V našem případě vidíme potenciál pro aplikaci, která a) se
zaměřuje na usnadnění práce učitelům a b) si klade za cíl dlouhodobě uchovávat
a umožnit šíření školského matematického obsahu učitelům matematiky.
V rámci příspěvku seznámíme účastníky s on-line aplikací, kterou nazýváme

Mathmanager a kterou jsme v souladu s těmito záměry navrhovali. Podle na-
šeho přesvědčení, je většina materiálů používaných při výuce matematiky neu-
stále různým způsobem recyklována – jsou vytvářeny stále nové úlohy, učebnice,
sbírky úloh i (interaktivní) online materiály, přičemž většina takových materiálů
se od sebe liší minimálně a často subjektivně (různí učitelé vnímají kvalitu mate-
riálů, úloh apod. jako různě kvalitní. Z tohoto důvodu také není možné vytvořit
„dokonalou
 učebnici, která by vyhovovala všem. My bychom naším nástrojem
rádi učitelům poskytli meta-učebnici, ve které bude možné si vytvářet materi-
ály vlastní, přičemž budou moci vycházet z materiálů ostatních učitelů a tedy
přizpůsobovat si již existující materiály svým vlastním potřebám.

2 Uživatelská nadstavba matematickému obsahu

Veškeré úlohy z naší databáze jsou po registraci volně dostupné na webových
stránkách www.mathmanager.cz a protože jsme si vědomi absence editorské čin-
nosti, která probíhá při tvorbě učebnic, je nutné je neustále zdokonalovat a revi-
dovat. V tomto směru umožňujeme plný přístup k jejich samostatnému využití
a případné zpětné vazbě.
V našem příspěvku se nicméně budeme věnovat funkcím této aplikace, které

tvoří uživatelskou nadstavbu této databázi a o kterých se domníváme, že mohou
učitelům matematiky podstatně pomoci v jejich práci. Proto na začátku každé
z následujících částí uvádíme myšlenku, se kterou jsme danou funkci do aplikace
přidávali.

1Např. wikipedie.cz
2Např. webová stránka matematika.cz.
3Např. realisticky.cz
4Příkladem může být forum.matematika.cz nebo techambition.cz
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2.1 Tvorba vlastních materiálů

Učitel potřebuje pro své žáky a studenty vždy určitou sadu úloh, která se odvíjí
od velkého množství parametrů: stupně a typu školy, ŠVP, náročnosti a způsobu
výuky učitele, složení třídy, apod. Je přitom nevhodné, když daný výukový ma-
teriál obsahuje příliš mnoho nebo příliš málo úloh resp. příliš obtížné nebo příliš
jednoduché úlohy. Zároveň je potřeba možnost tuto sadu úloh kdykoli revidovat
v závislosti na změnách požadavků učitele, školy či celého vzdělávacího systému
(dnes typicky požadavky na maturitu či přijímací zkoušky z matematiky).
Aplikace pracuje s rozdělením kompletních výukových materiálů na jednot-

livé malé části, které nazýváme bloky. Některé bloky mohou vytvářet samotní
učitelé (poznámky, didaktický obsah, nerevidované úlohy), některé vytváříme
my, autoři (revidované úlohy v databázi). To podstatné nicméně přichází až ná-
sledně – každý učitel si může z těchto volně dostupných bloků sestavit vlastní vý-
ukový materiál, tzv. výběr: písemnou práci, domácí úkol, online test, přípravu na
hodinu, seznam úloh k reparátu apod. Všechny materiály je samozřejmě možné
následně dále editovat, upravovat a opravovat. Jako výhodu je možné označit
i online dostupnost všech takových materiálů.

2.2 Sdílení vytvořených materiálů a využití zpětné vazby

uživatelů

Tisíce učitelů vytváří velké množství v zásadě velmi podobných materiálů – úloh,
příprav na hodinu, písemných prací, domácích úkolů apod. Je žádoucí propojit
tyto učitele tak, aby své materiály mohli co nejefektivněji sdílet a následně hod-
notit, revidovat a upravovat na základě svých požadavků.
V předchozí části jsme popsali způsob, jak se dají materiály pomocí aplikace

vytvářet. Z globálního pohledu nicméně vidíme velký potenciál v tom, že bude
takto vytvořené materiály možné sdílet na školní i globální úrovni. Jako důležitý
vnímáme také fakt, že v takovém prostředí může vzniknout určitá samovolná
standardizace výukových materiálů a samovolný přenos zkušeností mezi učiteli.
Podobně jako vzájemná zpětná vazba učitelů nám v naší práci může po-

moci i zpětná vazba žáků a studentů. Například statistická analýza hodnocení
obtížnosti úloh žáky a studenty může umožnit získání dodatečných informací
o úlohách, které učitelé nemusí být schopni nahlédnout. Stejně jako individu-
ální hodnocení učitelů může být důležitým parametrem při vyhledávání úloh
v databázi.

2.3 Online testování

Pokud je to možné a z pohledu učitele efektivní, je žádoucí učitelům umožnit
distribuovat úlohy a získávat jejich řešení zpět elektronicky a v návaznosti na to
analyzovat taková řešení maximálně automatizovaně.
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Rozhodně si nemyslíme, že by písemné práce z matematiky měly v plné míře
nahradit automaticky vyhodnocované testy s uzavřenou odpovědí, tento způ-
sob ověření některých znalostí žáků (zvláště, když na jeho základě nejsou přímo
klasifikováni) se nám nicméně v naší praxi osvědčil. Domníváme se totiž, že za-
tímco vyhovující vyřešení takového testu příliš informací učiteli nepřinese (do-
mácí úkol mohl žák celý správně sám vypracovat, ale také ho mohl opsat, vyřešit
s pomocí jiného softwaru apod.), nevyhovující řešení naopak přináší informací
mnoho (žáka je možno konfrontovat a zjistit, z jakého důvodu úkol nevypracoval,
v jakých úlohách a proč chyboval apod. a s těmito informacemi dále v hodině
pracovat).

2.4 Dynamické generování PDF dokumentů

Je žádoucí redukovat automatizovatelnou práci a stále se opakující tvůrčí práci
učitele matematiky na minimum.
Každý učitel během své praxe vyprodukuje obrovské množství materiálů psa-

ných rukou či s využitím různých elektronických nástrojů (MS Word, LaTEX).
Netvrdíme, že je možné tuto práci zcela eliminovat, podle našeho názoru by ale
bylo možné tuto práci učitele redukovat. Tuto funkci aplikace Mathmanager bu-
deme prezentovat na dvou příkladech. V případě vytváření zadání písemných
prací stejné obtížnosti v různých verzích je potřeba pouze uchovávat několik
variant konkrétních úloh, přičemž následné generování samotné písemné práce
už může být plně automatizované. Jinými slovy, učitel si vytvoří výběr několika
úloh a na základě zvolené šablony je vygenerována písemná práce ve formátu
PDF ve více různých variantách.
Druhým příkladem je situace, ve které se často ocitáme v rolích učitelů na

střední škole. Čato je potřeba vytvářet různé souhrny úloh pro různé příležitosti
(ústní části maturitní zkoušky z matematiky, opakování k písemným pracem, pří-
pravy k reparátům apod.). Tyto materiály je často potřeba revidovat na základě
potřeb školy, je tedy vhodné uchovávat je v elektronické podobě a maximálně
usnadnit učitelům manipulaci s jejich obsahem. To je samozřejmě možné i při
využití cloudových služeb, nicméně bez přístupu k veřejné databázi úloh.

3 Závěr

Prvním cílem příspěvku je představit základní funkce aplikace Mathmanager
a zjistit potenciál jejího využití v práci učitelů matematiky. Jedná se o aplikaci
ve vývoji, je pro nás tedy velice důležité získávat pravidelnou zpětnou vazbu
učitelů a na základě ní vývoj aplikace upravovat. Druhým cílem je potom roz-
šiřovat povědomí o existující databázi výukových materiálů školské matematiky
a možnostech jejího využití v práci běžného učitele.
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Mezipředmětové vztahy

podporující propedeutiku matematiky

v rámci primárního vzdělávání

Dagmar Jordánová, Helena Koldová,
Vladimíra Petrášková, Přemysl Rosa

Abstrakt

Příspěvek pojednává o možném využití integrované výuky a mezipředmětových vztahů
mezi matematikou a informačními technologiemi v průběhu primárního vzdělávání. Na-
vrhujeme sadu matematických úloh a jejich řešení s využitím programovacího jazyka
Scratch. V příspěvku budou představeny vytvořené úlohy a návrhy na jejich využití ve
výuce matematiky.

1 Úvod

Od zavedení státního testování ať už v podobě jednotného příjímacího řízení
nebo státních maturit v České republice dochází každý rok k silné reakci laické
i odborné veřejnosti. Jednou z příčin jsou výsledky testování v matematice,
které každoročně vykazuje nejnižší úspěšnost ze všech maturitních předmětů [3].
Zdá se, že úlohy obsažené v těchto testech nemají standardizovanou podobu,
na kterou jsou žáci a studenti ze své výuky zvyklí. S tím se pojí i jejich řešení,
kde není u všech úloh možné využít naučené algoritmy řešení, a proto musí
řešitelé mnohdy prokázat hlubší pochopení dané problematiky. Domníváme se,
že jednou z možností, jak pomoci žákům a studentům, by mohlo být posílení
výuky matematiky se zaměřením na nestandardizované úlohy, které by rozvíjely
logické myšlení u žáků a aplikaci naučených poznatků.
Autoři se ve svém příspěvku zaměřují na jednu z možných cest, jak dosáh-

nout takového posílení. Jejich záměrem je posilovat výuku geometrie na prvním
stupni základních škol sloužící jako propedeutika k výuce obsahů a obvodů rovin-
ných útvarů na druhém stupni základních škol. Návrh výuky je realizován prací
na jednoduchých úlohách řešených v prostředí programovacího jazyka Scratch.
Žáci tímto způsobem nejen procvičují vybraná geometrická témata, ale zároveň
se i procvičují v algoritmizaci a tvorbě elementárních programů. Dochází tedy
k aplikaci mezipředmětových vztahů mezi matematikou a informačními tech-
nologiemi. V příspěvku budou představeny návrhy úloh, které by bylo možné
použít na základních školách.
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2 Mezipředmětové vztahy

Mezipředmětové vztahy definuje pedagogický slovník [4] jako vztahy mezi jed-
notlivými vyučovacími předměty, které přesahují předmětový rámec a podporují
pochopení souvislostí dílčích vzdělávacích obsahů. Mezipředmětové vztahy chá-
peme jako prostředek integrace obsahu vzdělávání. Výuka realizující mezipřed-
mětové vztahy a usilující o spojení teoretických znalostí s praktickými činnostmi
se nazývá integrovaná výuka. Tento typ výuky je uskutečňován ve čtyřech hlav-
ních formách [2]:

• Integrované předměty, kurzy
• Moduly nebo témata zařazované jako součást několika předmětů
• Projekty spojující poznatky z různých předmětů s praktickými zkuše-
nostmi

• Integrované dny celé školy na společné téma

Problematika mezipředmětových vztahů a integrované výuky je v teorii vzdě-
lávání podrobně studována, ale její aplikace do školní praxe zůstává otázkou. Pří-
prava na vyučování s mezipředmětovým přesahem bývá velmi obtížná a časově
náročná. Navíc se ukázalo, že učitelé v mnoha zemích nejsou dostatečně peda-
gogicky a prakticky připravováni pro aktivní využití integrované výuky. Z toho
důvodu se tento typ vyučování vyskytuje jen výjimečně [1].
Vzdělávací obsah je v Rámcovém vzdělávacím programu pro základní vzdě-

lávání (dále jen RVP ZV) rozčleněn do devíti vzdělávacích oblastí. Tento obsah
si každá škola rozpracovává do jednotlivých vyučovacích předmětů ve svém Škol-
ním vzdělávacím programu (dále jen ŠVP). RVP ZV umožňuje propojení (inte-
graci) vzdělávacího obsahu na úrovni tematických okruhů, případně vzdělávacích
oborů. Integrace však musí respektovat logiku výstavby jednotlivých vzděláva-
cích oborů [5]. Tato integrace předpokládá kvalifikaci učitelů, jejich spolupráci
při tvorbě ŠVP a snahu posilovat „nadpředmětový
 přístup ke vzdělávání.
RVP ZV také stanovuje průřezová témata jako povinnou součást základního

vzdělávání. Tato témata jsou mezipředmětového charakteru a přispívají k pro-
pojení vzdělávacích obsahů oborů. V etapě základního vzdělávání jsou stanovena
tato průřezová témata:

• Osobnostní a sociální výchova
• Výchova demokratického občana
• Výchova k myšlení v evropských a globálních souvislostech
• Multikulturní výchova
• Environmentální výchova
• Mediální výchova
Tato témata přispívají k rozvoji klíčových kompetencí žáka, a především

rozvíjejí osobnost žáka v oblasti postojů a hodnot. Pomáhají žákům utvářet
si integrovaný pohled na danou problematiku a uplatňovat znalosti z různých



Setkání učitelů matematiky 2018 79

oblastí vzdělávání. RVP ZV podrobně popisuje mezipředmětové vztahy výše
zmíněných tematických okruhů, ale zároveň nechává plně v kompetenci školy
jejich zařazení do učebních osnov [5].

3 Scratch

Scratch je plné programovací prostředí vytvořené odborníky z Lifelong Kinder-
garden z Massachusetts Institute of Technology za účelem informálního vzdělá-
vání.
Scratch nabízí:
• plné programovací prostředí s objektovým a událostním programováním;
• komunitu programátorů, kteří přejímají projekty jiných, upravují je, ko-
mentují;

• online dostupnost (pouze registrace na http://scratch.mit.edu, bez nut-
nosti instalace, postačí webový prohlížeč s podporou apletů Flash) umož-
ňuje žákům pracovat ve škole i doma ve stejném prostředí;

• blokové vytváření programu, které znemožňuje jakoukoliv syntaktickou
chybu, která trápí začátečníky;

• cloudové úložiště (na stejném principu jako YouTube nebo GeogebraTube),
umožňující snadno sdílet projekty;

• možnost vytvářet tzv. Studia pro sdružování projektů do větších celků,
např. za účelem výuky jednoho tématu, jedné třídy nebo neformální sdru-
žení s nějakým zaměřením. [6]

4 Vytvořené materiály

V této kapitole budou představeny některé vytvořené materiály, které autoři
doporučují využívat v rámci výuky v mezipředmětových vztazích. Materiály
jsou dostupné jako vyřešené úlohy, které jsou doplněné o metodické komentáře.
Obsahem metodických komentářů jsou návrhy na použití materiálu ve výuce,
na možné modifikace zdrojového kódu pro potřeby úpravy obtížnosti dané úlohy
a informace o tom, které oblasti z obou integrovaných předmětů jsou danou
úlohou podporovány.
Díky tomu, že použité prostředí poskytuje žákům dostatek prostoru pro na-

lézání různých řešení, nemohou autoři poskytnout materiál, který by obsahoval
všechna možná správná řešení. Z tohoto důvodu práce s vytvořenými mate-
riály předpokládá u vyučujících pokročilejší znalost programovacího prostředí
Scratch. Měli by být schopni rozpoznat správnost použitého žákovského řešení
a žáka v tomto řešení podporovat. Dále by měl být vyučující schopen přepra-
covávat vytvořené materiály podle aktuálních schopností a možností žáků, se
kterými bude problém řešit.
Všechny úlohy jsou škálovatelné s ohledem na požadovanou obtížnost. Učitel,

který úlohy připravuje pro své žáky, se sám může rozhodnout, jak velkou část
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kódu ze vzorového řešení přenechá svým žákům. Dále se může rozhodnout, jestli
jim přenechá grafické návrhy jednotlivých postav a případně i pozadí. Obtížnost
se zvyšuje tím, že se žákům přenechává více prostoru pro vlastní iniciativu, tím
se zároveň docílí originálnějších řešení, protože žáci nejsou ovlivněni zvoleným
řešením autorů.
Cílem následujících vybraných úloh je upevnit pojmy: geometrický útvar,

mnohoúhelníky, obsah geometrického útvaru, práce se čtvercovou sítí. Očeká-
vaným výstupem, který souvisí s navrženými úlohami vzdělávací oblasti Mate-
matika a její aplikace [5] je M-9-3-04 Žák odhaduje a vypočítá obsah a obvod
základních rovinných útvarů. Definovaným výstupem jsou indikátory: žák od-
haduje obsah i obvod útvarů pomocí čtvercové sítě, žák určí výpočtem obsah
(v jednodušších případech) trojúhelníku, čtverce, obdélníku, rovnoběžníku, li-
choběžníku, kruhu.

4.1 Urči obsah

Odkaz na materiál: https://scratch.mit.edu/projects/229316655/
Řešením úlohy je rozvíjena prostorová inteligence, geometrická představivost,

schopnost rozpoznat tvar, schopnost vytvářet si mentální představy o tvarech
a měnit je a schopnost grafického záznamu.

Obr. 1: Vzorové řešení úlohy Urči obsah

Tato úloha může být vyřešena jednoduchým způsobem. Většinu zdrojového
kódu lze umístit do pozadí, s jehož pomocí je možné celý program řídit. Do
pozadí můžeme nakreslit libovolný obrazec na jehož obsah se chceme tázat. Takto
můžeme vytvořit libovolné množství různých pozadí, které se budou měnit vždy
při vložení správné odpovědi. Správné řešení můžeme vložit jako název pozadí,
které se podle toho bude kontrolovat v kódu pokaždé, když hráč vloží nějaké číslo
(obsah) a zmáčkne enter. Co se má stát po kontrole je otázkou na žáky. Každý
může nastavit jinou zpětnou vazbu, která ověřuje správnost. Pokud ovládají
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„posílání zpráv
, může pozadí aktivovat jednu z postav, která zhodnotí řešení
úkolu. U této úlohy je nutné, aby se obrazce ukazovaly od začátku od nejlehčího.
Tento aspekt musíme také zohlednit při tvorbě kódu.
Dále žák vytvoří další pozadí a může dojít třeba k výměně programů se

spolužákem. Vše je online a každý má originální obrazce, každý si může zkusit
vyřešit úlohy ostatních spolužáků.

4.2 Kreslení útvaru s daným obsahem

Odkaz na materiál: https://scratch.mit.edu/projects/229317286/
Cílem této úlohy je rozvíjet u žáků hlubší pochopení problematiky obsahů

rovinných útvarů. Úkolem žáků je vytvořit funkční prostředí pro vykreslování
daných útvarů a jejich samotná tvorba. Finální podoba tohoto prostředí musí
žákům umožňovat nakreslení co nejvíce obrazců daného obsahu.

Obr. 2: Vzorové řešení úlohy Kreslení útvaru s daným obsahem

Nejprve vytvoříme vhodné pozadí – pro začátek stačí čtvercová síť. Učitel
může poskytnout již připravené pozadí i s vyznačením centimetru čtverečního.
Nebo vytvoří sami žáci. Do pozadí je vhodné také zakomponovat zadání úkolu,
popřípadě připravit i víc různých zadání, ale pro začátek není nutno. Máme po-
zadí a pro kreslení potřebujeme tužku. Tužku najdeme v šablonách pro postavy –
pouze si upravíme dle libosti velikost a barvy. Tužku je třeba po spuštění nastavit
tak, aby psala a měla nějakou základní pozici po spuštění: Zde by zatím žák ne-
měl mít žádný problém ani bez zkušeností s programováním. Dále potřebujeme
zajistit ovladatelnost tužky. To můžeme vyřešit skokem tužky na myš při stisk-
nutí myši. Žák v tuto chvíli zjistí, že nám již tužka píše, ale píše nám i tehdy,
když o to nestojíme. Přichází na scénu druhý kostým tužky (píše/nepíše). Po
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vytvoření kostýmu musíme upravit kód. Ve chvíli kdy je sestavený kód a tužka
funguje, přecházíme k samotnému řešení vytvořené úlohy. Žák vytváří různé ob-
razce daného obsahu. Žáci mají tendence začínat od elementárních čtyřúhelníků
jako je čtverec a obdélník. Z našich zkušeností vyplývá, že větším problémem
už bývají konkávní mnohoúhelníky, trojúhelníky, rovnoběžníky či lichoběžníky.
Cílem je dovést žáka k pochopení závislosti obsahu trojúhelníku na jeho výšce.
Úlohu je možné dále rozšířit o další úkoly, které integrují výuku matematiky. Za-
jímavou úlohou je převedení práce do kartézské soustavy souřadnic a ovládání
programu s její pomocí.

5 Závěr

Pilotní šetření, provedené se žáky základní školy (8. třída), ve kterém jsme testo-
vali práci s úlohami uvedenými v článku a jinými podobnými, přineslo základní
poznatky, které umožní postupně sestavit design dalšího výzkumu a umožní ori-
entovat se ve sledované problematice.
Autoři po první fázi testování museli upravit výběr plánovaného kurikula

obsaženého v testovaných úlohách, z obou integrovaných vzdělávacích oblastí,
vzhledem k dalšímu plánovanému výzkumu.
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Využití metody Concept Cartoons

ve výuce na ZŠ

Jana Kaňková

Abstrakt

Předložený text představuje možnosti využití výukové metody zvané Concept Cartoons
při výuce matematiky na ZŠ. První část je zaměřena na popis metody Concept Carto-
ons, druhá část je věnována praktickým ukázkám a rozboru Concept Cartoons. Hlavním
cílem příspěvku je motivovat učitel k implementaci výukové metody Concept Cartoons
do výuky.

1 Úvod

V předloženém textu se jako motivační výukové metody objevují kreslené ob-
rázky Concept Cartoons. Jejich název vychází z anglického slova cartoon, tedy
karikatura či kreslený vtip. S původním významem tohoto slova mají společ-
nou pouze část, jsou jakýmsi bublinovým rozhovorem několika postav. Název
Concept Cartoons vymysleli Brenda Keoghová a Stuart Naylor již v roce 1991.
Stručný nástin strategie Concept Cartoons pak autoři poprvé publikovali v roce
1993. Označení i nová strategie Concept Cartoons se ujaly a našly si své příz-
nivce.
V České republice není tento typ úloh příliš využíván a neexistuje pro něj ani

přesný český ekvivalent, i tak lze Concept Cartoons využívat a motivovat žáky
k vyvolání diskuze mezi nimi a přirozeně je zapojit do interaktivního rozhovoru.
Žáci mohou svobodně vyslovovat svoje názory, klást si otázky, navrhovat řešení
a podnítit tak svůj zájem o danou problematiku. Berg a Kruit (2012) uvádějí,
že se Concept Cartoons obyvkle využívá pro skupinovou diskuzi, která vede
k rozhodnutí o nejvíce přijatelném názoru (bublině), je však možné ji využít
i individuálně.
Potenciál Concept Cartoons je velký a s trochou kreativního myšlení ho lze

efektivně využít ve výuce. V České republice můžeme tématiku Concept Car-
toons nalézt například v pracích L. Samkové, avšak žádná přesná příručka či
návod na vedení výuky s touto výukovou metodu není a je pouze na učiteli, zda
a jak tento potenciál využije.
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2 Concept Cartoons jako výuková pomůcka

2.1 Concept Cartoons

Concept Cartoons představují vizuální reprezentaci přírodovědných myšlenek.
Postavy (děti) si na plakátu formou bublinového rozhovoru navzájem sdělují
svoje názory na určitý problém, který je blízký jejich prostředí a velmi často je
součástí jejich každodenního života. Žádný z názorů dětí není nadřazený jinému
a nemusí být všechny nutně správné. Učitel pak vede studenty k debatě nad
jednotlivými názory a snaží se vyvolat diskuzi a podnítit žáky k ospravedlňování
svých vlastních myšlenek. Cílem alternativních myšlenek je, aby se žáci setkali
s nejistotou a kognitivním konfliktem. Lze navíc využít práci s chybou, kde
i méně zdatné děti mohou bez obav vyslovit svůj názor a případný neúspěch
svést na kreslenou postavu v Concept Cartoons.

2.2 Tvorba Concept Cartoons

Univerzální návod na vytvoření Concept Cartoons uvádí například Naylor, Ko-
egh [5]:

• Pro obsahovou náplň využívejte každodenní situace, se kterými se setkávají
vaši studenti.

• Poskytněte alespoň tři nebo čtyři alternativní názory (bubliny). Text mi-
nimalizujte a uveďte ve formě dialogu.

• Zpravidla pouze jedna z odpovědí bývá z přírodovědného hlediska přija-
telná, můžete je však zkomplikovat úvahami typu „to závisí na
, „vezme-
me-li v úvahu
.

• Minimalizujte kontextové stopy, jako jsou například výrazy obličeje nebo
formulace výpovědí, aby je studenti nemohli použít jako nápovědu při ře-
šení.

• Uveďte prázdnou řečovou bublinu, která nechává prostor pro další myš-
lenky, které dosud nebyly zahrnuty do dialogu.

Následující část příspěvku věnuji rozboru již vytvořených Concept Cartoons,
které jsem sama zařadila do své výuky. Zaměřím se na jejich klady i zápory,
které by mohly vzniknout při implementaci do výuky.
Předložené Concept Cartoons vznikly v hodinách jako práce studentů oboru

učitelství pro 1. stupeň ZŠ prezenčního i kombinovaného studia s tématickým
přesahem do učiva 2. stupně ZŠ.
Čtenáři budou předloženy vybrané ukázkové úlohy a k nim zpracovaná meto-

dická poznámka, ve které je vytvořený Concept Cartoons podrobněji diskutován.
Bude proveden rozbor jednotlivých bublin s názory postav na plakátu.
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1. úloha: Porovnávání trojúhelníků

Obr. 1: Úloha porovnávání trojúhelníků

Komentář

Vypracovaný Concept Cartoons na obr. 1 je velmi zdařilou ukázkou pro pro-
cvičení znalostí vlastností a druhů trojúhelníků. Učitel by s daným Concept
Cartoons mohl dále pracovat a nejdříve vymazat obsah bublin a na začátku
použít obrázek s prázdnými bublinami na identifikaci žákových znalostí. Může
takto s žáky diskutovat o této problematice a zavést motivovanou diskuzi. Po
diskuzi může učitel použít obrázek s vyplněnými bublinami a vyzvat žáky, aby
přemýšleli nad obsahem jednotlivých bublin.
Jako nejakceptovatejnější se jeví odpověď v levém horním rohu: „Myslím, že


ABC je tupoúhlý, neboť úhel α je větší než 90◦.
 Tato odpověď je i jedinou
správnou odpovědí v zadaném plakátu.
Odpověď chlapce v pravém horním rohu: „Je-li 
ABC tupoúhlý, může mít

všechny strany stejně dlouhé jako
KLM .
 Je již poměrně náročnější na posou-
zení. Žáci zde musejí znát vlastnosti rovnostranného i tupoúhlého trojúhelníku
a dokázat je využít pro argumentaci a zdůvodnění tohoto mylného výroku.
Odpověď chlapce v levém dolním rohu: „Všechny trojúhleníky jsou stejné.


Je na první pohled mylná, ale mohla by být podnětná pro diskuzi, proč nejsou
trojúhelníky shodné, a pro rozbor jednotlivých žákovských tvrzení.
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Odpověď dívky dole uprostřed: „Úhel β může být stejně velký jako úhel γ
,
nelze také jednoduše zamítnout. Pokud budeme považovat zadané trojúhelníky
za pouhé náčrtky, pak by tato situace mohla nastat. Pokud jsou dané trojúhel-
níky již hotové konstrukce nelze bez měření tuto odpověď zamítnout.
Poslední odpověď na plakátu: „
OPQ je rovnoramenný, takže se úhel γ

může shodovat s úhlem α
, je dle mého názoru pro žáky komplikovanější. Pokud
budeme zadané trojúhelníky opět považovat za náčrtky, tak může platit, že
rovnoramenný trojúhelník může být zároveň tupoúhlým. V tomto případě by se
úhly mohly shodovat. Pokud jsou trojúhelníky přesně zadané a narýsované, pak
si úhly můžeme změřit a odpověď jsme schopni zdůvodnit.
Tento vytvořený plakát hodnotím pozitivně. V hodině můžeme s žáky mimo

jiné procvičit s jeho pomocí měření úhloměrem a vyvolat tak diskuzi o vlastnos-
tech trojúhelníků. Jako výtku bych uvedla chybějící prázdnou bublinu, která je
v této metodě velmi hodnotným nástrojem pro rozvoj diskuze.

2. úloha: Vypočti

Obr. 2: Úloha vypočti

Úlohu na obr. 2 zařazuji jako možnou inspiraci pro jednoduché vytvoření vlast-
ních Concept Cartoons a ukázku, že v Concept Cartoons i méně zdatní kreslíři
nemají problém s vytvořením úlohy.
Zaměříme-li se na vytvořený Concept Cartoons na obr. 2 z obsahového hle-

diska je poměrně triviální a k vyřešení stačí pouze formální znalost početních
operací. Přesto by mohl učitelům nižších ročníků ZŠ poskytnout diagnostickou
zpětnou vazbu o mylných představách studentů, a umožnit tak učiteli efektiv-
nější podporu koncepční změny, Chin a Teou [2, 3].
Postrádám však prázdnou řečovou bublinu, která by žáky pobízela k dalším

dialogům.
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3 Závěr

V tomto příspěvku jsem okrajově představila metodu Concept Cartoons jako
aktivizační pomůcku pro výuku matematiky, kterou může učitel zařadit do své
výuky jak pro opakování látky, tak pro zjištění žákovských znalostí při zavedení
nového tématu.
Hlavním úkolem článku je motivovat učitele pro zařazení výukové metody

Concept Cartoons do svých hodin, seznámit je s problematikou při aplikaci Con-
cept Cartoons a rozborem jednotlivých bublin poukázat na možné problémy,
které mohou při využití nastat. Podnítit učitelovu zvědavost a vyvolat snahu
o nové výukové možnosti. Zároveň si kladu za cíl podnítit diskuzi mezi učiteli
o jejich případných zkušenostech s touto metodou, nechat je vytvořit vlastní
předpřipravené Concept Cartoons a diskutovat s nimi nad jejich názory na tuto
vyučovací metodu.
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Matematika a vzdělanost

František Kuřina

Abstrakt

Příspěvek se skládá ze tří částí. První se týká vztahu společnosti a matematiky a ovliv-
ňování práce školy společenskými poměry. Druhá část se zabývá otázkami vztahu školy
a matematiky. V poslední části se uvádějí možná východiska ke zlepšení úrovně vzdělání
našich žáků.

Společnost nelze změnit. Je vytvářena historickým vývojem a současnými
ekonomickými a politickými realitami. Matematiku rovněž nelze změnit. Je plo-
dem historického vývoje a současného bádání.
Je možné změnit vyučování matematice? Uvážíme-li, že školu dělají žáci, uči-

telé, učivo a společenské poměry, včetně řízení škol, od ředitelů malotřídek až
k ministru školství, musíme i zde přiznat možnost negativní odpovědi. Změna
práce školy v krátkodobé perspektivě není možná. Přesto bychom se měli snažit
práci škol v kladném směru ovlivnit. Žáci i učitelé jsou produktem společnosti,
v nezdravé společnosti prorostlé korupčními skandály a protekcí na nejrůznějších
úrovních nemůže škola dlouhodobě dobře pracovat. Rodinné prostředí dětí ne-
může nemít vliv v kladném i záporném smyslu na žáky od základní školy až po
univerzitu. Vidí-li žák základní školy, že bude, i se špatným prospěchem, přijat
na některou střední školu a pak i na školu vysokou, kde si může koupit seminární,
bakalářskou i magisterskou práci, proč by měla být jeho školní léta naplněna usi-
lovnou prací? Dobří učitelé, a není jich málo, se ovšem snaží zmíněné negativní
vlivy vyloučit. Avšak, jak napsal bývalý ministr školství Petr Piťha: „Mravenec,
který celý den pospíchá na sever po zádech slona houpavě směřujícího na jiho-
západ, je bolestně smutnou paralelou mnoha kvalitních učitelů v málo kvalitní
společnosti.
 [4, s. 33]

1 Matematika a společnost

Je všeobecně známo, že matematické poznatky jsou úzce spjaty s vývojem lidské
společnosti.
Období čtyřicet až deset tisíc let př. n. l. bývá považováno za počátek dělby

práce a směny. To s sebou nese nové poznatky počtářské. V 5. až 4. tisíciletí
př. n. l. se uskutečňuje výstavba zavodňovacích děl na Nilu spjatých s počátky



90 František Kuřina

geometrie. Kolem roku 2500 př. n. l. jsou budovány pyramidy. Z roku 1890 před
naším letopočtem pochází tzv. Rhinský papyrus, v němž je např. odvozen vzorec
pro objem komolého jehlanu se čtvercovou podstavou. Tato úloha je tradiční
úlohou středoškolské matematiky, při jejímž řešení se používá znalost algebry,
kterou tehdejší matematika neznala. Způsob historického odvození tohoto vzorce
spočívá na geniální myšlence přístupné i žáku ZŠ.
Vznik matematických poznatků v souvislosti s řešením společenských pro-

blémů lze dokumentovat až do současnosti. Např. Lobačevskij tyto souvislosti
formuloval lapidárně: Neexistuje jediná oblast matematiky, a to jakkoli abs-
traktní, která by se jednou nedala aplikovat na jevy reálného světa. Počátkem
20. století formuloval David Hilbert matematické problémy aktuální k řešení.
V roce 2000, mezinárodním roce matematiky, vyšla kniha Matematika, hranice
a perspektivy, která má hrát analogickou roli pro 21. století. Sepsalo ji 30 světově
proslulých matematiků (např. Atiah, Gowers, Wiles, Arnold). Posledně jmeno-
vaný charakterizuje matematiku v 21. století jako řešení problémů na straně
jedné a široce založených teoretických programů na straně druhé. Podle Arnolda
lze matematiku rozdělit na tři části:

1. Kryptografii (placenou CIA, KGB, . . . ), která vytvořila teorii čísel, alge-
bru, kombinatoriku a počítače.

2. Hydrodynamiku (podporovanou průmyslem), která zplodila komplexní
analýzu, parciální diferenciální rovnice, Lieovy grupy, kohomologii a vě-
decké programování.

3. Nebeskou mechaniku (financovanou vojenskými institucemi), která je pů-
vodcem dynamických systémů, lineární algebry, topologie, variačního po-
čtu a geometrie.

Nemohu posoudit oprávněnost této klasifikace, podle níž se matematika jeví jako
složka věd o přírodě a společnosti.

2 Matematika a škola

Na problémy matematického vzdělávání poukázali již v polovině dvacátého sto-
letí dva významní čeští matematici Bohumil Bydžovský a Eduard Čech. Formu-
lovali např. následující myšlenky: „Škola si musí stále být vědoma toho, že vý-
chova se neobejde bez jakéhosi třeba sebemírnějšího a sebezastřenějšího nátlaku.
Je kus morálního násilí v tom, že musíme tvora od přírody primitivního, jako
je dítě, v době několika let pozdvihnout ke kulturní úrovni, ke které se lidstvo
probojovávalo s obtížemi a oklikami po tisíciletí
 [2, s. 55]. „Matematika byla,
je a zůstane předmětem těžkým. Lásku k matematice je třeba chápat jako pod-
statnou část lásky k práci vůbec. Problémy ve škole vznikají někdy proto, že ten,
kdo učí, neovládá látku. Zejména často nerozumí souvislosti konkrétního tématu
s celkem. Je příliš otrokem učebnice.
 [3]
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Je i dnes škola školou přinucení, školou nekvalitních učitelů, nesprávného
pojetí matematiky nebo školou radostné práce? Na tyto otázky lze dát stěží jed-
noznačnou odpověď, neboť se liší škola od školy, třída od třídy, učitel od učitele.
Z historie i současnosti je známa řada názorů, že je možné, aby školu i mate-
matiku měli všichni žáci rádi a s nadšením pracovali. Byl bych rád, aby tito
pedagogové byli trvale úspěšní. Úspěch ovšem závisí na úrovni učitelů. Dnes se
na učitelské studium velmi často přijímají všichni přihlášení, univerzitní výuka
někdy trpí formálností, malou hloubkou matematické přípravy, ale i malým zře-
telem k praxi. Současné dvoustupňové studium (bakalářské a magisterské) tyto
problémy jen prohlubuje.
Práce učitele je ovšem obtížná. Ve třídě sedí žáci, kteří mají o matematiku

zájem a chtějí jí porozumět, ale i žáci, kteří usilují o dobrý prospěch a učí se
matematice nazpaměť, jsou tam ovšem i žáci, kteří nemají zájem o nic a ani
špatná klasifikace jim nevadí. Učit žáky, kteří se chtějí učit, je krásné poslání,
avšak učit žáky, kteří se učit nechtějí, je odporné povolání. To jsou myšlenky
Petra Vopěnky. A učitel má snad v každé třídě žáky obou kategorií.
Matematika by měla být každému žáku užitečná, měla by být smysluplná

a prospěšná. Měla by rozvíjet a pěstovat schopnost samostatného a kritického
myšlení, měla by pěstovat zvídavost, umění klást otázky a vést žáky ke kritic-
kým postojům. Měla by rozvíjet pracovní návyky žáků. Žáci by měli poznat, že
matematika je součástí jejich života, je složkou lidské kultury. Takovou mate-
matiku může rozvíjet jen dobrý učitel. Takovou matematiku by ocenil politik,
podnikatel, lékař, filozof, vědec i dělník.
Matematika je součástí vzdělání každého občana. V první třídě, někdy možná

ani před maturitou, nemají někteří žáci jasno o své životní orientaci. Protože
nevíme, zda z Aničky bude atomová fyzička nebo baletka, zda z Jana bude lékař
či profesionální fotbalista, musí společnost zajistit matematické vzdělání každého
žáka – buď jako přípravu pro život nebo pro další vzdělávání.

3 Příprava učitelů

Když jsem v roce 1960 nastupoval na institut vzdělávající učitele, bylo mi jasné,
jak budoucí učitele matematiku učit. Ze studií na Matematicko-fyzikální fakultě
UK v Praze jsem věděl, že matematika je složena z logicky uspořádaných oblastí
popsaných systémem „definice, věta, důkaz
. Věděl jsem, že matematiku musím
vykládat tak, jak ji znám, nebo jak ji nastuduji z literatury. Výklad musí být
logicky uspořádaný, pojmy musí být definovány a věty (až na výjimky) doka-
zovány. Úkolem studentů je vyložené učivo se naučit a prokázat to u zkoušky.
Teprve po letech, a také po bližším kontaktu s praxí, jsem došel k poznání, že
realita učitelského vzdělávání je složitější. Část studentů byla sice pilná a defi-
nice, věty, důkazy a řešení úloh se naučili, ale většinou chápali tuto etapu svého
života jako překážku k cíli stát se učitelem.



92 František Kuřina

Jak zabezpečit, aby studenti vnímali studium jako opravdovou přípravu na
své povolání? Věta „Abyste mohli učit, musíte znát z matematiky více, než je
v učebnicích.
 jim zněla falešně. Tyto souvislosti neobyčejně výstižně formuloval
v roce 1908 německý matematik Felix Klein a připomenul je v roce 1964 ruský
matematik A.A. Markuševič a v roce 1969 náš didaktik Jaroslav Šedivý. Jde
o tzv. systém dvojího zapomínání, který je, zdá se, přítomen i v našem učitelském
vzdělávání. Když přijde student na univerzitu, řekne mu profesor: „Všechno, co
jste se naučil na střední škole, zapomeňte. Opravdovou matematiku vás naučíme
my.
 A když přijde táž osoba po absolvování univerzity na školu, řekne jí ředitel:
„Všechno, co ses naučil na univerzitě, klidně zapomeň. Tady máš učebnici, v ní
je všechna věda.

V řadě přednášek na univerzitě je běžný tento styl: profesor přednáší, stu-

denti píší a pak se před zkouškou snaží všechno naučit. Jeden kolega se mi
svěřil: „Přednáším pro tři studenty, ti mi rozumějí.
 „A co ostatní?
 zeptal jsem
se. „Ti se to naučí.
 (Patrně víceméně zpaměti.) Tyto problémy nejsou vůbec
nové. Např. T.G. Masaryk zdůrazňoval: „Univerzita nedělá nic jiného, než že
se přednáší. To je hodně málo. (. . . ) Mělo by se více vést k myšlení.
 A ame-
rický matematik Robert Courant napsal již téměř před sto lety: „V současnosti
převládající zdůrazňování deduktivně-logického charakteru matematiky považu-
jeme za velmi nebezpečné. Krystalicky čistá deduktivní forma je možná cílem
matematiky, ale její silou je intuice.

Vyučování matematice pro budoucí učitele by podle mého názoru nemělo mít

charakter klasického schématu „definice, věta, důkaz
. Nejen z toho důvodu, že
nefunguje dobře. Zakládá i nesprávný přístup k matematice na základní a střední
škole. Vzdělávání by mělo spíše klást otázky a prostřednictvím úloh učit vidět
potřebu zavádění pojmů, formulaci definic, domněnek, vět a důkazů.
Považuji za účelné spojovat matematickou a didaktickou složku, a to od po-

čátku studia matematiky. Klást důraz na proces utváření pojmů a postupů při
soustavné péči o porozumění matematice. Uveďme příklad takového přístupu
z Pedagogické fakulty UK, a to v předmětu analytická geometrie. V úvodu pu-
blikace Úvod do studia analytické geometrie [5] autoři zdůrazňují: „Při studiu
budeme uvažovat o tom, jak je možné tu nebo onu myšlenku analytické ge-
ometrie zpřístupnit žákům střední a základní školy. Tento cíl zdánlivě náleží
předmětu Didaktika, a nikoliv do analytické geometrie. Na druhé straně podle
našich zkušeností a podle našeho přesvědčení každé hluboké zamyšlení nad tím,
jak budeme tu nebo onu část matematiky vyučovat, nám přináší nové, hlubší
a ucelenější poznání matematiky samé. (. . . ) Kromě toho představa, že jednou
sám bude podobné věci učit, motivuje posluchače k větší intenzitě učení, pro-
světluje jeho práci radostí z očekávaného, mění jeho postoj k předmětu. Nepříliš
povzbudivé je učení pro jednorázovou zkoušku, radostná je ale příprava pro práci
s žáky.
 Je přirozené, že v didakticky koncipované analytické geometrii nemo-
hou autoři začít definicí n-dimenzionálního prostoru, ale využívají zkušeností
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studentů, aby se postupně do n-té dimenze vyšplhali po „dimenzionálním žeb-
říku
.
Studenti spojení matematické teorie s otázkami didaktickými velmi vítají,

neboť vidí aplikace toho, co se učí, v pedagogické praxi, nacházejí smysl pro-
bírané teorie a hlouběji problematice rozumějí. Jsem si vědom toho, že takto
koncipované vyučování je náročné na čas i na učitele. Podle mého názoru by
přesto matematické vzdělání učitelů mělo být od samého začátku zaměřeno na
konstrukci matematických pojmů, nikoli na předávání hotových matematických
struktur. Budoucí učitel by měl na vlastním vzdělávání pocítit, že podstatnou
složkou vzdělávacího procesu je porozumění problematice, které se rozvíjí klade-
ním otázek, řešením problémů, zaváděním pojmů, formulací domněnek a doka-
zováním vět. Základní otázka spočívá v tom, jak koncipovat učitelské vzdělávání
jako školu myšlení a nikoli jako zařízení na přenos matematických poznatků do
poznámek studentů. Jsem přesvědčen, a souhlasím v tom s nizozemským peda-
gogem Fredem Korthagenem, že učitelé učí tak, jak se sami učili, a ne tak jak
jsou poučováni v didaktice.

4 Závěry

Hledat cesty k zvyšování úrovně vzdělání našich žáků je důležitý a aktuální úkol.
Podle mého názoru bychom měli zlepšovat postavení učitelů ve společnosti po
stránce ideové i materiální. Měli bychom také promýšlet koncepci učitelského
studia. Ke koncepci matematického vyučování na základní a střední škole se
jen stručně vyjádřím. Považuji za účelné vypracovat závazné celostátně platné
osnovy. Je otázka, zda v současné době ustálený obsah a metody výuky jsou
pro budoucnost vyhovující. Podle mého názoru by se měla připravovat koncepce
školy s organicky využívanou technikou a posilováním možností tvořivé práce
žáků. Přitom by se měla věnovat náležitá pozornost jak žákům nadaným, tak
i žákům průměrným a podprůměrným. Podrobnější rozbor této problematiky
daleko přesahuje možnosti tohoto příspěvku.
Mohu být optimistou? Zlepšení výsledků práce školy je otázkou praxe. Teo-

retických traktátů o tom, jak učit matematiku, bylo v historii napsáno mnoho.
Najde se v naší republice politická síla, která bude považovat vzdělávání za pr-
vořadý úkol, na jehož řešení by se mělo neprodleně začít pracovat? Ministerstvo
školství bez dlouhodobé perspektivy takový úkol zajistit nemůže.
Podporujme proto práci dobrých učitelů. Jejich úsilí především může po-

stupně dovést naše školství na vyšší úroveň.
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Matematickou cestou k technice –

mostní stavby

Hana Mahnelová

Abstrakt

Jedním ze způsobů, jak vzbudit zájem žáků o technické obory a ukázat význam mate-
matiky, je představení její reálné aplikace. Pro článek byla vybrána aplikace ve stavební
praxi mostů. Autorka se inspirovala jednou z mostních staveb České republiky a vy-
tvořila několik matematických úloh (u většiny včetně řešení) určených žákům převážně
středních škol. V textu čtenář najde také odkazy na další mostní stavby zpracované jako
matematické úlohy.

1 Úvod

Člověk díky svým rozumovým schopnostem a praktickým dovednostem vytváří
obvykle v souladu s přírodou různé objekty, které zkvalitňují jeho život. Mezi ně
beze sporu patří mostní stavby sloužící k překlenutí řek, údolí či jiných překážek.
Existuje mnoho druhů mostů, pokud vybereme hledisko dělení podle statického
působení nosné konstrukce, pak těmi nejznámějšími jsou např. mosty obloukové,
visuté nebo zavěšené. Vlastní stavbě každého z nich předchází architektonický
návrh vycházející z výborné znalosti geometrie, od něj se pak odvíjí případné
technické úpravy a parametry tak, aby architektův model vyhovoval reálným
podmínkám a fyzikálním zákonům. Výsledkem je nejen užitečná stavba, ale často
také ojedinělý umělecký objekt. V článku si ukážeme potřebnou a aplikovanou
matematiku na vybrané mostní stavbě v České republice. O mostu jsou uvedena
základní technická data, případně grafický návrh. Následuje zadání a řešení ně-
kolika matematických problémů, která vyplývají z uvedených dat. Příklady jsou
určeny středoškolákům, některé z nich lze využít i na základní škole. Je však
potřeba seznámit žáky s odbornými termíny mostovka, pylon, závěs. Mostovku
můžeme laicky chápat jako část mostu, kterou tvoří vozovka nebo železnice, čili
jako plochu, po které mohou jezdit vozidla nebo se pohybovat chodci. Pylonem
rozumějme podpůrnou podpěru, obvykle se jedná o sloup (kolmý nebo šikmý),
sahající nad mostovku. Mostní závěsy tvoří nejčastěji ocelová lana nebo kabely,
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spojují např. mostovku s pylonem a stabilizují nosnou konstrukci. U oblouko-
vých mostů se používají pojmy rozpětí a vzepětí. Rozpětí oblouku představuje
maximální vzdálenost např. podpěr, vzepětí je nejkratší vzdálenost vrcholu ob-
louku od spojnice pat podpěr. Oba tyto pojmy obvykle žáci intuitivně z obrázku
správně odvodí.
V České republice najdeme mnoho unikátních mostů, za zmínku stojí např.

Stádlecký most přes Lužnici – jediný řetězový most u nás a dnes již národní
technická památka, v roce 2005 otevřená visutá lávka v Kolíně, jeden z nejhez-
čích zavěšených mostů – dálniční most přes Odru a Antošovické jezero. Mezi
nejznámější obloukové mosty bezesporu patří bechyňská Duha, zajímavý oblouk
má v Českých Budějovicích lávka přes Vltavu pro cyklisty a pěší. Zdroje infor-
mací a technických dat lze čerpat z internetu, mnoho námětů najdeme např. na
stránkách časopisu Stavebnictví1. Autorka též kontaktovala některé architekty
a projektové firmy.
Vybraným mostem pro tento článek je Mariánský most v Ústí nad Labem

(obr. 1). Žáci mají k dispozici fotografii reálné podoby mostu, architektonický
návrh podélného řezu mostu a krátký text. Tyto materiály jsou vodítkem pro
vyřešení pěti zadaných problémů. Žák při jejich řešení využije vlastností rov-
nostranného trojúhelníku, korektní orientaci v konstrukčním obrázku, správné
logické uvažování, aplikuje kosinovou větu a uplatní podobnost trojúhelníků. Je-
den ze zadaných problémů lze řešit také např. užitím aritmetické posloupnosti.
Poslední uvedený námět se týká Bechyňského mostu a úlohy jsou cíleny na apli-
kaci analytické geometrie paraboly. Řešení necháváme na čtenáři samotném.

Obr. 1: Mariánský most [1]

2 Mariánský most, Ústí nad Labem

Inspirací pro základní geometrickou konstrukci architektonického návrhu podoby
mostu se stal rovnostranný trojúhelník a třetinové dělení (obr. 2). Všechna další
menší dělení vycházejí ze šestimetrového modulu, jeho dělitelů a násobků. Na

1https://casopisstavebnictvi.cz/
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Obr. 2: Architektonický návrh Mariánského mostu, vytvořeno podle návrhu ar-
chitekta [2]

obr. 2 je zkonstruována první část návrhu podélného řezu mostu a vyznačen
nejkratší a nejdelší závěs. Uvažujme, že architekt vycházel ze základního rovno-
stranného trojúhelníka ABC o straně 60 m. Strana AC určuje směr pylonu AP
a současně v prodloužení vymezuje konec kratšího pole AB. Úsečka OB znázor-
ňuje mostovku a její délka je 180 m. Hlavní mostní pole je zavěšeno na 2 × 15
závěsech (15 na každé straně mostovky) umístěnými na mostovce ve vodorov-
ném směru ve stejných intervalech vedle sebe a ve vzdálenosti 18 m od z našeho
pohledu levého okraje mostovky (bod O) a od paty A pylonu.

a) Jaký je sklon pylonu?

b) Jaká je kolmá výška pylonu (vzdálenost bodu P od mostovky)?

c) Jaká je vzdálenost umístění sousedních závěsů na mostovce?

d) Jak dlouhý je nejkratší a nejdelší závěs, jestliže nejkratší je na pylonu
zavěšen v polovině strany AC?

e) Jaká je délka AP pylonu nad mostovkou?

Řešení:
Odpovědi na první dvě otázky vyčteme z obrázku. Pylon je postaven tak, aby
s rovinou mostovky svíral úhel 60◦ a kolmá výška pylonu je 60 m.
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Pro správné řešení třetí otázky je potřeba zjistit vzdálenost bodů K, L a uvě-
domit si správný počet mezer mezi 15 závěsy. Platí |KL| = 84 m. Mezi 15 závěsy
musí být 14 mezer a jejich délka nás zajímá. To znamená, že vzdálenost 84 m
musíme rovnoměrně podělit mezi 14 mezer, na každou tak připadá délka 6 m.
Problém lze řešit i pomocí aritmetické posloupnosti.
Délku nejkratšího závěsu, tj. na obr. 2 velikost |LJ |, stanovíme z trojúhelníku

LAJ , ve kterém známe velikosti dvou stran a úhlu jimi sevřeného. Podle kosinové
věty platí

|LJ |2 = |LA|2 + |AJ |2 − 2 · |LA| · |AJ | · cos |� JAL|, |LJ | = 42m.

Nejkratší závěs měří 42 metrů.
Analogicky lze vypočítat délku nejdelšího závěsu. Můžeme vycházet napří-

klad z trojúhelníku KBC. Užitím kosinové věty spočítáme |KC| ≈ 141,86 m.

Obr. 3: Detail návrhu mostu

Největší délka závěsu je asi 142 m a dostáváme první rozměr, který není
násobkem 6, nejbližšími násobky jsou čísla 138 a 144. Je zřejmé, že vždy není
možné ve všech směrech dodržet ideální představu architekta.
Trojúhelníky ANP a ASC v obr. 3 jsou podobné podle věty sus s koeficien-

tem podobnosti k =

√
3
2
, který lze také snadno určit. Abychom zjistili celkovou

délku pylonu nad mostovkou, potřebujeme zjistit vzdálenost |CP |. Ze zmíněné
podobnosti trojúhelníků plyne

|AC|+ |CP |
|PN | =

|AC|
|CS| ⇒ |CP | = |AC| · |PN |

|CS| − |AC|
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a po dosazení

|CP | = 60 · 60
30

√
3

− 60 ≈ 9,28m

Výsledná délka pylonu nad mostovkou je přibližně 69,3 metru.

3 Bechyňská Duha

Od 1. 10. 2014 je Bechyňský most, často označovaný jako Duha nebo Du-
hový most, prohlášen národní kulturní památkou. Jedná se o silniční a sou-
časně železniční most, jehož stavba započala v roce 1926, slavnostně otevřen byl
28. 10. 1928, rekonstrukce proběhla v letech 2003–2004. Most tvoří jeden žele-
zobetonový oblouk o rozpětí 90 m a vzepětí 38 m, přičemž jeho nejvyšší bod je
asi 50 m nad hladinou řeky Lužnice. Předpoklad, že oblouk je parabolický, lze
ověřit i na obrázku pomocí některého z programů DGS (GeoGebra, Cabri).
Načrtněte podélný řez mostu vhodně umístěného do soustavy souřadné a uži-

tím nástrojů analytické geometrie zjistěte parametr paraboly. Jak vysoko nad
vodní hladinou Lužnice leží ohnisko parabolického oblouku?

Obr. 4: Most přes Lužnici v Bechyni [3]

4 Závěr

Všechny vedené úlohy jsou koncipovány tak, aby podpořily mnohdy opomíjenou
čtenářskou gramotnost žáků. Ti musí být schopni porozumět krátkému textu
s důležitými technickými informacemi, bez kterých problém nemohou vyřešit.
Příklady vycházející z technické dokumentace v úvodu zmíněné českobudějovické
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lávky najdeme také například v článku Matematické úlohy inspirované lávkou
přes Vltavu publikovaném v internetovém časopisu SBML2, další pracovní listy
pro žáky středních a základních škol, které může učitel přímo použít ve výuce
na webových stránkách http://www.matematech.cz v sekci materiály.

Poděkování

Financováno z prostředků projektu Matematickou cestou k technice (Matema-
Tech), v rámci programu přeshraniční spolupráce Interreg V-A Rakousko – Česká
republika, 2014–2020, č. ATCZ35.
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Dvojí počítání

Kateřina Medková

Abstrakt

Vysvětlíme podstatu kombinatorických důkazů založených na tzv. dvojím počítání. Po-
stup předvedeme na příkladech zajímavých identit s Fibonacciho čísly.

1 Úvod

Při řešení matematických úloh – ať už školních úkolů, úloh z matematických
soutěží nebo otevřených problémů pro matematiky – je zásadní umět na pro-
blém nahlížet z různých pohledů. Výběr zvolené metody může řešení výrazně
zjednodušit a také poskytnout nadhled, který umožní vyřešit i úlohy analogické.
Pohled z méně obvyklé kombinatorické strany si předvedeme na důkazech

několika identit s Fibonacciho čísly. Ukážeme, že místo algebraického přístupu,
který je přímočarý, ale často poněkud technický, může být někdy výhodné zvolit
dokazování identit použitím vhodné kombinatorické interpretace objektů, které
se v identitě vyskytují.

2 Fibonacciho čísla

Známá Fibonacciho čísla jsou členy posloupnosti s počátečními podmínkami
F1 = 1 a F2 = 1 a rekurentním vztahem Fn = Fn−1 + Fn−2 pro všechna n >
> 2. Počínaje třetím členem Fibonacciho posloupnosti je tedy každé číslo rovno
součtu předchozích dvou čísel. K přímému výpočtu n-tého Fibonacciho čísla
můžeme využít tzv. Binetův1 vzorec

Fn =

(
1+

√
5

2

)n

−
(
1−

√
5

2

)n

√
5

,

jehož platnost lze snadno ověřit například matematickou indukcí. Zájemci mohou
najít řadu zajímavostí nejen o Fibonacciho číslech například v internetovém
zdroji [2].

1Jacques Philippe Marie Binet byl francouzský matematik, fyzik a astronom 1. pol. 19. stol.
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2.1 Kombinatorická interpretace

Máme za úkol vydláždit zahradní chodník pomocí čtvercových dlaždiček délky 1
a obdélníkových dlaždiček délky 2. Kolika způsoby můžeme vydláždit chodník
délky n? Označme tento počet fn. Například pro n = 4 dostáváme pět možností
znázorněných na obr. 1.

Obr. 1: Všechny možnosti dláždění chodníku délky čtyři

Podobně můžeme vyzkoušet, že f1 = 1, f2 = 2, f3 = 3, f4 = 5, f5 = 8
atd. Zdá se, že dostáváme Fibonacciho posloupnost bez prvního členu. Ověřme,
že tomu tak skutečně je. Uvažujme všechny možnosti, jak vydláždit chodník
délky n, takových možností je fn. Nyní tyto možnosti roztřiďme podle toho, který
typ dlaždičky je na začátku chodníku. Možností, ve kterých je první čtvercová
dlaždička, je fn−1, neboť zbytek chodníku délky n−1 lze vydláždit libovolně fn−1
způsoby. Podobně možností, ve kterých je první obdélníková dlaždička, je fn−2.
Pro každé n > 2 tedy dostáváme fn = fn−1 + fn−2 a s ohledem na počáteční
podmínky platí fn = Fn+1. Pro účely dalšího postupu dodefinujeme f0 = 1. Čísla
fn tak můžeme chápat jako kombinatorickou interpretaci Fibonacciho čísel. Tuto
interpretaci nyní využijeme k elegantním důkazům vybraných identit.

3 Identity

O Fibonacciho číslech existuje celá řada hezkých identit. Tyto vztahy jsou mimo
jiné krásné tím, že je lze obvykle dokázat mnoha různými způsoby, jejichž jed-
noduchost, technická proveditelnost a elegance může být dosti rozdílná.
Klasickou možností je dokázat vztah matematickou indukcí za vhodného vy-

užití rekurence. Čtenáře nadšeného Binetovým vzorcem (tedy explicitním vyjá-
dřením n-tého členu posloupnosti) jistě napadne, že některé důkazy je možné
provést také dosazením tohoto vzorce a následnými úpravami.
Vedle těchto klasických algebraických možností můžeme důkaz provést také

kombinatoricky. Kombinatorické důkazy, které si zde ukážeme, jsou založeny na
velice jednoduché myšlence dvojího počítání. V podstatě jde o to spočítat tentýž
počet dvěma různými způsoby. Za tímto účelem si nejprve položíme vhodnou
kombinatorickou otázku a poté na ni najdeme dvě různě vyjádřené odpovědi.
Protože počet objektů je v obou odpovědích ve skutečnosti stejný, dostáváme
porovnáním obou výsledků požadovanou identitu.

Identita 1 Pro všechna m, n ≥ 0 platí fm+n = fmfn + fm−1fn−1.

Otázka: Kolik existuje dláždění chodníku délky m+ n?

1. Takových dláždění je fm+n.
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2. Dláždění rozdělíme do dvou skupin podle toho, jestli je možné je rozdě-
lit ve vzdálenosti m od začátku chodníku nebo ne. Dláždění, které takto
rozdělit lze, můžeme chápat jako dláždění chodníku délky m s připojeným
dlážděním chodníku délky n. Těchto možností je tedy fmfn.

Dláždění, které takto rozdělit nejde, musí obsahovat obdélníkovou dlaždici
začínající ve vzdálenosti m − 1 od počátku. Takové dláždění je tedy tvo-
řeno dlážděním chodníku délky m− 1, poté jedinou obdélníkovou dlaždicí
a poté dlážděním chodníku délky n−1. Počet možností je tedy fm−1fn−1.
Dohromady máme fmfn + fm−1fn−1 možností.

Identita 2 Pro všechna n ≥ 0 platí
(

n

0

)
+

(
n − 1
1

)
+

(
n − 2
2

)
+ · · · = fn, kde

pro n < k definujeme

(
n

k

)
= 0.

Otázka: Kolik existuje různých dláždění chodníku délky n?
1. Takových dláždění je fn.
2. Rozdělme tato dláždění podle počtu obdélníkových dlaždic. Kolik je růz-
ných dláždění s právě i obdélníkovými dlaždicemi? Pokud jsme využili
právě i obdélníkových dlaždic, kde zjevně 0 ≤ i ≤ n/2, potom jsme užili
n− 2i čtvercových dlaždic. Celkem jsme tedy využili n− i dlaždic. Těchto

n − i dlaždic můžeme uspořádat

(
n − i

i

)
různými způsoby. Celkem tedy

máme
∑
i≥0

(
n − i

i

)
možností.2

Identita 3 Pro všechna n ≥ 0 platí
n∑

i=0

f2i = fnfn+1.

Také zde lze sestrojit kombinatorický důkaz využívající dláždění, my si však
místo toho ukážeme kombinatorický důkaz využívající vhodné geometrické vy-
jádření znázorněné na obr. 2. Začneme se čtvercem o délce strany f0 = 1. Poté
provedeme n dalších kroků takových, že v i-tém kroku přilepíme k delší straně
již existujícího obdélníku, která má délku fi−1 + fi−2 = fi, čtverec s délkou
strany fi.
Otázka: Jaký je obsah takto sestrojeného obdélníku?
1. Obsah obdélníku se stranami délek fn a fn + fn−1 = fn+1 je fnfn+1.

2. Obsah je roven součtu obsahů všech čtverců z konstrukce, tedy
n∑

i=0

f2i .

2Všimněme si, že tato kombinační čísla tvoří v Pascalově trojúhelníku „diagonálu�.
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Obr. 2: Konstrukce obdélníku se stranami rovnými po sobě jdoucím Fibonacciho
číslům

4 Závěr

Kombinatorické důkazy obvykle bývají obtížnější na vytváření, když už ale spatří
světlo světa, mohou být velice elegantní, elementární a názorné. Jednoduché
důkazy založené na dvojím počítání existují například také pro různé identity
s kombinačními čísly. Zde uvedené příklady i řadu dalších zajímavých námětů
lze nalézt v publikaci [1].

Poděkování

Autorka za finanční podporu děkuje grantu ČVUT SGS17/193/OHK4/3T/14.
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Jak žáci znázorňují úsečku a polopřímku?

Vlasta Moravcová, Jana Hromadová,
Zdeněk Halas, Jarmila Robová

Abstrakt

Příspěvek podává informace o provedeném testování žáků na začátku 2. stupně vzdě-
lávání. Předmětem zkoumání bylo, jak žáci zobrazují úsečku a polopřímku. V článku
uvádíme přehled žákovských řešení, zamýšlíme se nad jejich příčinami a možnostmi,
jak u žáků podpořit lepší porozumění pojmům úsečka a polopřímka.

1 Úvod

Pojem úsečka bývá zaváděn ve druhém, někdy již v prvním ročníku, pojem
polopřímka zpravidla ve třetím ročníku základní školy. Oba tyto abstraktní po-
jmy jsou žákům přibližovány jako části přímky, tedy části dalšího abstraktního
pojmu. Tyto pojmy se nedefinují, žák si o nich vytváří představu pouze na zá-
kladě příkladů uvedených v učebnici nebo předložených učitelem.
Ve stěžejním současném kurikulárním dokumentu, Rámcovém vzdělávacím

programu pro základní školy (dále jen RVP ZV) je formulován výstup na konci
3. ročníku: „Žák rozezná, pojmenuje, vymodeluje a popíše základní rovinné
útvary, . . . 
, který je ještě upřesněn na minimální doporučené úrovni v rámci
podpůrných opatření tak, že „žák rozezná přímku a úsečku, narýsuje je a ví, jak
se označují
 [1, s. 33]. O polopřímce závazné výstupy mlčí, je uvedena pouze
mezi doporučeným učivem [1, s. 34], a dále ji nalezneme jako součást jednoho
z indikátorů ve Standardech pro základní vzdělávání (příloha RVP ZV).
Jelikož sestrojení úsečky a polopřímky patří mezi základní geometrické úkony,

zajímalo nás, jak si s nimi poradí žáci, kteří právě absolvovali první stupeň
vzdělávání. Proto jsme úlohy na toto téma zařadili jako součást většího testu
zkoumajícího chápání geometrických pojmů, který byl na podzim 2017 anonymně
zadán žákům 6. ročníku základních škol a prim osmiletých gymnázií.
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2 Testované úlohy a jejich hodnocení

Ostrému testování předcházela pilotáž testu na vzorku 43 žáků, v jejímž rámci
jsme na základě polostrukturovaných rozhovorů s osmi žáky ověřovali srozumi-
telnost zadání úloh, vhodnost zvoleného časového limitu atd. V tomto článku
se budeme zabývat pouze úlohami 1a a 1c (obr. 1), které po provedené pilotáži
nebylo třeba nijak upravovat. Do ostré verze testu se zapojilo 505 žáků z 20 tříd
šesti základních škol a šesti gymnázií.

Obr. 1: Zadání sledovaných úloh

2.1 Znázornění úsečky

V úloze 1a měli žáci za úkol sestrojit úsečku BA, jejíž krajní body byly před-
kresleny. Na základě pilotáže jsme předpokládali, že žáci budou rýsovat pouze
požadovanou úsečku a nepovedou čáru dále za hraniční body. V ostrém testu se
však objevila četná řešení s různým typem přetažení. Pro účely vyhodnocení jsme
jednotlivé druhy řešení označili následujícími kódy: OK pro zřetelné vyznačení
(pouze) úsečky, přímka pro zřetelné přetažení za oba krajní body, přetaženo pro
malé přetažení za jeden nebo oba krajní body (řádově do cca 3 mm), polopřímka
pro výrazné přetažení jen za jeden z krajních bodů, přetažená úsečka (zkratka
pú) pro přetažení s vyznačením nových krajních bodů (obr. 2) a chybí v případě,
kdy žák nic nenarýsoval.

Obr. 2: Žákovské řešení úlohy 1a (kód pú)
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Absolutní i relativní četnosti výskytů jednotlivých žákovských řešení jsou
uvedeny v tab. 1. Kód OK jsme přiřadili i těm odpovědím, v nichž sice žáci
úsečku přetáhli, ale její body zřetelně, například barevně, zvýrazili.

Tab. 1: Četnosti výskytů jednotlivých žákovských řešení úlohy 1a

kód OK přímka přetaženo polopřímka pú chybí

četnost 295 149 40 11 7 3

rel. četnost 58,42 % 29,50 % 7,92 % 2,18 % 1,39 % 0,59 %

2.2 Znázornění polopřímky

V úloze 1c bylo úkolem sestrojit polopřímku MK, přičemž oba určující body
byly opět v zadání zobrazeny. Analogicky jako v úloze 1a byly při vyhodnocování
použity kódy OK, přímka, přetaženo a chybí. Dále byly zavedeny kódy KM pro
sestrojení opačné polopřímky a úsečka pro sestrojení úsečky MK. Absolutní
i relativní četnosti výskytů jednotlivých žákovských řešení jsou uvedeny v tab. 2.

Tab. 2: Četnosti výskytů jednotlivých žákovských řešení úlohy 1c

kód OK přímka úsečka KM chybí přetaženo

četnost 177 111 103 77 20 17

rel. četnost 35,05 % 21,98 % 20,40 % 15,25 % 3,96 % 3,37 %

3 Diskuse žákovských řešení

Při požadavku „sestroj úsečku
 zpravidla očekáváme, že žák sestrojí pouze úseč-
ku, tj. nepřetáhne čáru za krajní body. Podobně u polopřímky MK předpoklá-
dáme, že žák sestrojí čáru, která „začíná
 v bodě M a vede dále za bod K.
Při uvedeném zadání je však třeba připustit, že z matematického pohledu lze
za správná řešení v podstatě považovat všechny možnosti, kde se řešení, které
označujeme kódem OK, objeví i jen jako podmnožina (tedy i řešení označená
kódy přetaženo, přímka atd.). U polopřímky navíc není možné, aby žák zadání
splnil, polopřímka je nekonečná a žák vždy sestrojí jen její část.1

Za povšimnutí stojí výskyt řešení s kódem pú (obr. 2). Úsečka BA sice je
v obrázku sestrojena, je však patrné, že tito žáci měli potřebu vyznačit její
krajní body jinde než v zadaných bodech A, B.
Očekávané znázornění polopřímky, popřípadě s malým přetažením za počá-

teční bod, sestrojilo jen přibližně 38 % žáků. Naopak téměř pětina žáků znázor-

1Na úrovni prvního stupně vzdělávání nechceme diskutovat fakt, že úsečka i polopřímka
jsou abstraktní pojmy a sestrojit je vlastně nelze nikdy, vždy rýsujeme jen jejich modely.
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nila opačnou polopřímku nebo nic nenarýsovali. Test tedy naznačil, že pojem
polopřímka žáci na začátku 2. stupně ještě nemají dostatečně zažitý.
Již Chodorová, Juklová [2] zjistily, že s pojmy úsečka a polopřímka mají po-

tíže nejen žáci 4. a 5. ročníku ZŠ, ale i někteří studenti učitelství pro 1. stupeň.
Nám se to rovněž potvrdilo při výzkumné sondě mezi 11 učiteli základních škol,
kterým byl předložen stejný test jako žákům 6. ročníků. Učitelé nad řešením
váhali a často se odvolávali na vyobrazení z používané učebnice jako na dogma.
Po pečlivé analýze prvostupňových učebnic2 se ukázalo, že znázorňování úsečky
ani polopřímky není jednotné (někde přetaženo za krajní body, jinde ne) a ně-
které obrázky mohou být i matoucí, pokud je nedoprovází náležitý komentář
učitele. Dále ze sondy vyplynulo, že pro učitele je zásadní, zda je zakreslená
úsečka striktně ohraničená krajními body, či zda musí být přetažená. Jedni tr-
vali na první, jiní na druhé verzi. Na existenci podobných uměle vytvořených
didaktických problémů upozornila již Kupčáková [3].

4 Závěr

Ukázalo se, že žáci na začátku druhého stupně vzdělávání zobrazují úsečku růz-
nými, často i nekorektními, způsoby a že pojem polopřímky je pro řadu z nich
náročný. Situaci by mohlo zlepšit promyšlenější zpracování učebnic a dalších vý-
ukových materiálů pro první stupeň, ale i větší nadhled prvostupňových učitelů
nad podstatou základních geometrických pojmů a nelpění na nepodstatných de-
tailech. Zařazení pojmu polopřímka již do třetího ročníku ZŠ je diskutabilní,
neboť nemá bezprostřední využití a pro žáka je to jen další zatěžující pojem,
jemuž nepřikládá podstatný význam.

Poděkování

Tento článek vznikl za podpory programu Univerzitní výzkumná centra UK,
č. UNCE/HUM/024, a projektu PROGRES Q17 Příprava učitele a učitelská
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Matematika jako způsob vidění světa

Jiří Nečas

Abstrakt

Matematika je nejen cenným nástrojem k vyjadřování kvantitativních vztahů a exakt-
ních zákonitostí, nýbrž také ovlivňuje lidské postoje, myšlení a vnímání skutečnosti,
podobně jako to dělá umění.

Téma konference je „matematika a vzdělanost
. Myslím, že obě tato sub-
stantiva v myslích různých lidí vyvolávají hodně rozmanité představy. Rád bych
se nejdříve zastavil u druhého z nich, resp. u toho, co se rozumí vzděláním.
Běžně bývá chápáno jako široké spektrum informací uložených v mozku, dopl-
něné schopností je v konkrétních životních situacích, zejména v profesním životě
využívat. V tomto pojetí je hodně vzdáleno moudrosti, která znamená umět žít
vyrovnaně, v harmonii s druhými lidmi i s přírodou a s určitým nadhledem se
vypořádávat s různými životními situacemi. Dnešní svět je hodně komplikovaný
a k životu v něm jsou užitečné různé informace a především schopnost kriticky
myslet. Přirozená, vrozená či životními zkušenostmi získaná moudrost nestačí
a potřebuje jak doplnit různými užitečnými informacemi, tak – a především –
schopností informace třídit a zpracovávat, schopností abstrakce; stává se tak
vzdělaností. V hlubokém smyslu vzdělaný člověk je i člověkem moudrým.
Pod pojmem matematika si lidé představují leccos, většinou cosi mezi schop-

ností vykonávat základní početní výkony (a to nepovažují za nutné – od toho jsou
přece kalkulačky a podobná zařízení) a být s to se orientovat ve finanční a po-
jistné matematice. Není divu, že ji pak považují za něco nezáživného, odděleného
od světa a života. Konec konců, ani finanční či pojistná matematika není vyjá-
dřením nějakých obecně ve světě platných, na člověku nezávislých zákonitostí.
I ve světě plném výpočetní techniky si mnozí lidé uvědomují, že matematika
slouží k rozvoji myšlení. Tuto její roli vyjadřuje jeden ze dvou citátů, které jsem
míval vystavené ve své pracovně. Jde o slova Michaila Vasiljeviče Lomonosova
(1711–1765): „Matematiku už proto je nutné studovat, poněvadž ona rozum do
pořádku dává.

Krátce před druhou světovou válkou vyšla v Holandsku známá Eisteinova

a Infeldova kniha Fyzika jako dobrodružství poznání [1]. Už její název nazna-
čuje, co k vzdělávání neodmyslitelně patří – radost z poznávání, doprovázená
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určitým dobrodružným napětím v očekávání něčeho nového. Takto prožívané
poznávání je výraznou součástí vzdělávání; mění – prohlubuje postoj subjektu
ke skutečnosti.
Teď jsem však odbočil od matematiky k přírodovědě, speciálně k fyzice, která

se bez matematiky neobejde. Nicméně hned se k matematice vrátím. V klasické
matematice vedle sebe existují dva základní přístupy – formalismus a platonis-
mus. Zjednodušeně, první považuje svět matematiky za velice důmyslnou lidskou
konstrukci, druhý jej přijímá jako něco existujícího objektivně a člověka přesa-
hujícího. Snad největší osobnost matematické logiky minulého století, brněnský
rodák Kurt Gödel (1906–1978), byl matematickým platonikem a svými pracemi
tento pohled na matematiku významně podpořil. A setkal jsem se s názorem,
že i mnozí matematici, kteří se hlásili k formalismu, tak činili, protože se to
„slušelo
, a ve svém nitru byli platoniky.
Člověk své poznání vyjadřuje různými texty (články, knihami, . . . ), případně

doplněnými obrázky. Akademičtí pracovníci jsou hodnoceni podle počtu vypro-
dukovaných článků. Dnes nejen texty, ale i obrázky se ukládají do paměti po-
čítačů, tedy ve formě dvojkových číslic. Každý v počítači zapsaný poznatek je
tak vlastně dvojkovým číslem. Znamená to, že veškero lidské vědění se „vejde

do spočetné množiny – do množiny N všech přirozených čísel. Matematika však
pracuje i (či především?) s nespočetnými množinami, především s množinou R
všech reálných čísel a s množinou 2N všech podmnožin přirozených čísel. Tyto
množiny – v platónském pojetí – existují nezávisle na člověku a člověk je v plnosti
nemůže pojmout, jeho poznání „se vejde
 do spočetné množiny. Samozřejmě se
nabízí otázka, zda pro popis reality bychom se spočetnými množinami nevystačili
(ale i těch je nespočetně mnoho). V klasické fyzice běžně pracujeme s veličinami,
jejichž hodnoty (při zvolené soustavě jednotek) jsou reálná čísla. Klasická fyzika
tedy množinu všech reálných čísel potřebuje. Jiný pohled na realitu přináší kvan-
tová fyzika, podle níž některé veličiny nabývají jen přirozenočíselných násobků
určité elementární hodnoty. Nejde však o všechny veličiny; kvantovaný je např.
podíl energie a vlnové délky, avšak nikoli energie či délka samotné. A pro kvan-
tový popis skutečnosti je velice důležitá pravděpodobnost výskytu částice v tom
kterém bodu prostoru, která je výsledkem integrace přes celý prostor. Integrace
ovšem probíhá v množině R, popř. Rn. K nahlédnutí do světa kvantové fyziky
tedy reálná čísla potřebujeme.
Matematika tak zcela racionálními, exaktními prostředky vede člověka za

hranice rozumem a smysly poznatelného světa. Existující realita přesahuje po-
znatelnou realitu. Člověk je tak veden k pokoře ve vědomí toho, že nikdy celou
realitu nepozná. Vždy bude něco, co nás přesahuje. Lze se věnovat matematice
a tyto skutečnosti si neuvědomovat. Věřím však, že angažované studium ma-
tematiky, poznávání jejího světa, k prožitku pokory a úžasu nad velkolepostí
jsoucna vede.
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Člověk žije ve světě a poznává jej. Tímto poznáním je poznávající subjekt
formován. Když proces poznávání takto formulujeme, uvědomíme si, že vedle
vědy zde je i umění. I to ovlivňuje lidi a působí na vnímání reality. Matematika
v sobě spojuje to, čím působí věda s tím, co působí umění. Korektní poznání
v nejrozmanitějších přírodovědných i humanitních oborech je dnes nemyslitelné
bez matematiky. Matematika však dosahuje až za rozumově poznatelný svět,
a tím přináší něco hlubšího, na co samotná věda nestačí. A tak teď, když se
toto zamyšlení blíží ke konci, bych rád zmínil druhý citát, který zdobíval mou
pracovnu. Jde o překlad slov vytesaných do bledského pomníku prvního rektora
Lublaňské university profesora Josipa Plemelje [2]: „Matematika je mi životní
potřebou a uměleckým požitkem.
 Matematika takto chápaná je způsobem vi-
dění světa. Vede k exaktnímu vnímání skutečnosti a zároveň k prožitku velikosti
bytí a vlastní pokory. Je tak neodmyslitelnou součástí vzdělanosti.
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Vnímání porozumění v matematice

Gabriela Novotná

Abstrakt

Vnímání porozumění v matematice nepatří mezi často zkoumaná témata, tento článek
tudíž přináší jen základní náhled do této problematiky. Výzkumy opakovaně ukazují, že
čeští žáci mají závažné nedostatky v porozumění v matematice a v aplikaci základních
poznatků na nestandardní situace. Nabízí se tedy otázka, jak své porozumění vnímají
samotní žáci a co si vlastně pod dobrým porozuměním v matematice představují.

1 Úvod

Na první pohled se může zdát samozřejmé, že žáci chtějí matematice rozumět.
Potvrzují to mnohé výzkumy (např. [1]), ve kterých byli žáci dotazováni, zda
jim jde v matematice právě o dobré porozumění. Výzkumníci se ale shodují, že
pokud je cesta k porozumění pro žáky příliš složitá, žáci se nezřídka uchylují
k pamětnímu uchopení konceptu, často doprovázeného zhoršením postojů [1,
s. 288].
Motivací k napsání tohoto článku byla pilotní studie prezentovaná na jedné

konferenci (viz [4]), kterou provedla autorka v květnu tohoto roku. Devatenácti
žákům soukromého doučování byl zadán krátký dotazník zjišťující jejich postoje
k porozumění a kvalitě vlastních znalostí v matematice, který poukázal na to, že
velká část dotazovaných žáků pravděpodobně chápe koncept porozumění jinak
než ostatní žáci a autorka. Jak žáci vlastně chápou to, že něčemu v matematice
rozumí?

2 Kvalita poznání a porozumění v matematice

Kvalitou poznání a porozumění v matematice se zabývá množství autorů, nej-
hlouběji asi A. Sierpinska. Přiznává, že porozumění je silně ovlivněno kulturou
a navrhuje, že spíše než o porozumění bychom měli mluvil o jeho úrovni, re-
spektive o porozumění a o „dobrém
 porozumění [6, s. 16]. Jak naše znalosti
rostou a rozvíjejí se, mění se i úroveň našeho porozumění. Často prý míváme
pocit, že něčemu nerozumíme pořádně, dokud jsme neporozuměli samotnému
jádru věci. Sierpinska se také rozsáhle zamýšlí nad tím, jak učit, aby nám žáci
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rozuměli, a proč se navzdory všem její snahám stále najdou tací, kteří jí nero-
zumějí a dělají v matematice nesmyslné chyby. Klade čtenáři (nezodpovězenou)
otázku, čemu vlastně žáci nerozumí, respektive čemu rozumí dobře.
R. Skemp mluví o relačním a instrumentálním porozumění (např. [7]). Pod

relačním porozuměním vidí to, co si podle něj vždy představoval pod pojmem
porozumění, a co by Sierpinska pravděpodobně nazvala dobrým porozuměním,
a sice že víme, jak něco udělat, ale zároveň i proč to děláme [7, s. 9]. Naopak
uvádí, že instrumentální porozumění dlouhou dobu ani nepovažoval za pravé
porozumění, a nazývá jej „rules without reason
 (pravidly bez důvodů). Podle
něj považuje většina žáků a jejich učitelů právě instrumentální porozumění, tedy
disponování takovýmto pravidlem a schopnost použít jej za pravé porozumění.
Takový žák často umí pravidlo vyslovit, případně ho i aplikovat ve standardní si-
tuaci, ale neví, proč funguje. Skemp se zamýšlí nad tím, zda je jedno z obou typů
porozumění nadřazené, dochází však k závěru, že ne. Pro matematiku ale pova-
žuje za vhodnější relační porozumění vzhledem k jeho trvalejší a komplexnější
povaze.
Konceptuální a procedurální znalosti autorů J. Hieberta a P. Lefevreové vy-

cházejí z rozdílů mezi procesem a konceptem. Konceptuální znalosti vymezují
autoři jako vědomosti, „které jsou bohaté na vztahy
 a můžeme si je předsta-
vit jako pavučinu, kde jsou spojované informace stejné důležité jako spoje mezi
nimi [3, s. 3–4]. Procedurální znalosti se podle nich skládají ze dvou oddělených
částí. Jednou z nich je formální jazyk nebo symbolická reprezentace pojmu, zahr-
nující používání symbolů a značek popisujících matematické pojmy a myšlenky
včetně jejich syntaxe. Druhá část je složena z pravidel, algoritmů nebo postupů,
které používáme k řešení matematických úloh. Jsou to instrukce krok po kroku,
které předepisují, jak správně vyřešit danou úlohu. J. Star dodává [8], že pro-
cedurální i konceptuální znalosti mohou být různě hluboké či naopak povrchové,
mezi čímž bychom neměli zapomínat rozlišovat.
V českém kontextu se objevuje také označení formální a neformální poznání,

které je opřeno o Teorii generických modelů V. Hejného. Podle ní probíhá pozná-
vání v několika etapách, kdy se žák motivovaný poznávat nejprve setkává s kon-
krétními reprezentanty pojmu (izolované modely), postupně mezi nimi objevuje
souvislosti a prototypy (generické modely), následně přechází do abstraktní ro-
viny, kde začíná místo přirozeného jazyka užívat jazyk matematiky (abstrakce),
a propojuje nově získané znalosti se znalostmi dřívějšími (krystalizace). „Jestliže
se ve vyučování etapám modelu nevěnuje dostatečný čas, jestliže je abstraktní
znalost předkládána žákovi příliš brzy, nemůže žák včlenit novou vědomost do
sítě již připravených konkrétních poznatků a je nucen uchopit ji pouze memoro-
váním jako víceméně izolovaně stojící paměťový údaj, tak dochází k formálnímu
poznání
 [2, s. 154].
Velká část (nejen zmiňovaných) autorů zabývajících se porozuměním nahlíží

na tuto problematiku obdobně. Často rozlišují jednak algoritmickou stránku po-
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rozumění (instrumentální porozumění, procedurální znalosti, formální poznání
apod.) a jednak určité hlubší a důkladnější porozumění (relační porozumění,
konceptuální znalosti, neformální poznání apod.). Na porozumění nahlížejí s ně-
kterými společnými rysy i dotazovaní žáci a učitelé (viz následující kapitola).

3 Výzkum

Jak už bylo zmíněno výše, motivací k napsání tohoto článku byl pilotní výzkum
autorky o důvodech k účasti žáků na soukromém doučování matematiky [4].
Součástí výzkumu byly i dvě položky zaměřené na vnímání porozumění žáků
v matematice:

• položka (c): Vadí mi, když v matematice něčemu nerozumím.
• položka (d): Stačí mi znát postup řešení, nemusím rozumět tomu, jak fun-
guje.

Žáci vyjadřovali u každé položky míru souhlasu s využitím pětibodové Likertovy
škály.1 Ukázalo se, že dotazovaní žáci souhlasí s položkou (c), tedy že jim vadí,
když něčemu v matematice nerozumí (aritmetický průměr 1,74), předpokládalo
se tedy, že s položkou (d) budou spíše nesouhlasit. Ukázalo se ale, že tomu tak
není (aritmetický průměr 3,05).
Vysvětlení získaných výsledků může být více (viz [4]), pro nás to však byl

impulz zabývat se vnímáním poznání hlouběji. V následujících oddílech jsou
představena data ze dvou různých zdrojů – rozhovory s žáky soukromého dou-
čování a rozhovory s učiteli z praxe.

3.1 Rozhovory s žáky soukromého doučování

S osmnácti žáky soukromého doučování byl veden krátký rozhovor nad porozu-
měním v matematice. Každý z žáků dostal stejnou otázku – „Pokus se mi svými
slovy říct, co pro tebe znamená, že něčemu v matematice rozumíš.� Pokud byla
žákova odpověď vágní, byla otázka ještě doplněna dotazem, jak žák pozná, že
něčemu rozumí, jaké má pro to indikátory.
Nejčastější odpovědí (6 žáků) bylo, že žák zvládne správně vypočítat úlohu,

u pěti z nich navíc nebyla třeba doplňující otázka. Další dva žáci uvedli, že znají
(zpaměti) postup řešení, jednou se objevila i odpověď, že žák musí být schopný
zopakovat všechno po učiteli. Tito žáci pravděpodobně neusilují o hloubkové,
neformální porozumění, ale je pro ně uspokojující i formální poznání, pokud
vede ke splnění cíle (vypočítání nebo vyřešení úlohy). Nejsou si tudíž možná ani
vědomi toho, že by mohli jít více do hloubky a že neformální porozumění se snaží
odkrýt třeba i to, proč naučený postup funguje právě daným způsobem.
Na druhou stranu, dva žáci odpověděli, že pro ně je kritériem úlohu vypočítat

a rozumět tomu, proč to tak počítají; dva jiní žáci zmínili, že musí být schopni
daný koncept sami použít a vysvětlit ho někomu dalšímu. Samotné vysvětlení

11 – ano, souhlasím, 2 – spíš souhlasím, 3 – nevím, 4 – spíš nesouhlasím, 5 – ne, nesouhlasím
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konceptu jiné osobě zmínil jeden žák. Jednou se také objevila odpověď, že žák
rozumí tomu, „proč ten postup funguje tak, jak funguje�. Za zajímavé indikátory
považujeme následující odpovědi tří žáků: „napíšu to dobře v testu, tam musím
přemýšlet do hloubky�, kde se žák zmiňuje o použití známé látky v novém, nezná-
mém kontextu; „něco pochopím hned, něco mi docvakne až s dalšíma věcma�,
kde žák popisuje zařazení nových poznatků mezi známé vědomosti (krystali-
zaci); nebo „umím to natolik, abych to dokázal použít i později, než se to učím�,
kde žák poukazuje na to, že neformální znalosti sice časem může zapomenout,
nicméně bývá schopný si je znovu odvodit.
Přesnou polovinu dotazovaných žáků bychom tedy mohli zařadit do kate-

gorie těch, kteří chápou porozumění ve smyslu porozumění formálního, druhou
polovinu mezi žáky, kteří cílí na hlubší, neformální porozumění. Někteří z žáků
usilujících o neformální poznání si po rozhovoru posteskli, že ne vždy je v jejich
silách k tomuto porozumění dojít. Zajímavým zjištěním a možným podnětem
pro další zkoumání může být, že všichni tito žáci navštěvují víceletá gymnázia.

3.2 Rozhovory s učiteli z praxe

Rozhovory s učiteli proběhly v letech 2011–2013 v rámci projektu GAČR, mimo
jiné s cílem shromáždit a analyzovat zkušenosti učitelů týkající se tzv. kritických
míst v matematice základní školy [5]. Dotazováni byli učitelé matematiky 1.
a 2. stupně základních škol a odpovídajících ročníků víceletých gymnázií s delší
dobou praxe, kteří pochází z různých částí České republiky, jsou různého věku,
mají různá pojetí výuky a jsou absolventi různých vysokých škol. Autoři [5]
podotýkají, že se jednalo o kvalifikované a v oblasti matematiky sebevědomé
učitele, o učitele experty. Vzhledem k tomu, že vnímání poznání nebylo cílem
výzkumu (a tedy ani pevnou součástí strukturovaného rozhovoru), ale data byla
autorce zapůjčena pro další analýzu, ne všichni z dotazovaných učitelů se o tomto
tématu zmínili. Celkem jsme zaznamenali výroky o porozumění v matematice
nebo jejím chápání v 8 rozhovorech s učiteli 1. stupně a ve 20 rozhovorech s učiteli
2. stupně a odpovídajících ročníků víceletých gymnázií.2

Velmi často bylo porozumění spojováno se slovními úlohami, které byly ozna-
čeny i za jedno z kritických míst matematiky na základní škole [5]. Učitelé prv-
ního i druhého stupně se zde vyjadřovali o porozumění textu, které žákům dělá
často problémy – že nerozumí textu, nedokáží si slovní úlohu správně rozčlenit
a redukovat ji na důležité informace.
Množství učitelů zmiňovalo porozumění ve spojení se selským rozumem,

který podle nich žákům často chybí. „Oni si tu matematiku nepřivlastní po-
řádně. To myšlení, ten odhad. Napíší, že těleso má výšku 5 km například. Nedají
si to do souvislostí selského rozumu. Jsou rádi, že něco vypočítali.� Takový žák
podle nich nemůže matematice dobře rozumět.

2Některých rozhovorů se účastnilo více učitelů současně.
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Někteří učitelé (pravděpodobně ti, kterým záleží na neformálním poznání)
si stěžovali na to, že se žáci neučí s úmyslem porozumět látce neformálně, ale
chtějí se jen naučit nazpaměť algoritmus řešení: „Ale ty musíš trvat na tom, že
těm věcem přeci musíš porozumět, a ne je jen házet bezmyšlenkovitě do mašiny
(kalkulačka) a pak si počkat na výsledek. Nehledě na to, že pak ani nezískáš
představu o reálnosti takových výsledků. Je to prostě nekonečný boj mezi jejich
pohodlností a tvojí důsledností.�
Několik učitelů se vyjadřovalo o vztahu mezi (dobrým) porozuměním a dri-

lem. Vyskytly se zde protichůdné názory. Někteří učitelé zmínili, že dril bez
předchozího porozumění způsobuje formální poznání, jelikož žáci nejsou nuceni
přemýšlet. Jiná učitelka naopak podotkla, že když se žák něco naučí drilem
nebo nazpaměť (v tomto případě definici), až potom o tom může začít přemýšlet
a snažit se dobře porozumět. Jedna učitelka zmínila, že v některých oblastech
matematiky lze dobrého porozumění docílit pouze drilem, jelikož se tak žáci
naučí vidět souvislosti a shodnosti.
Jen málo dotazovaných učitelů zformulovalo konkrétní indikátory, co podle

nich znamená, že žák látce rozumí. Mimo výše zmíněné se objevily postřehy jako
že je látka propojená s praxí a není to jen abstraktní představa, že žák neza-
pomene, jak jdou kroky algoritmu za sebou, a bude látku umět navždy, že umí
najít, co mají dva prvky společného a hledat mezi nimi souvislosti, umí použít
zobecnění, nebo něco vysvětlit ostatním spolužákům. Jedna učitelka uvedla celou
řadu kritérií, kromě výše zmíněných i parafrázování definice, vytvoření vlastní
úlohy a poučení se z chyby.

4 Shrnutí a závěr

Tento článek je pouze kvalitativním náhledem do oblasti vnímání porozumění
v matematice. V žádném případě si neklade za cíl generalizovat, rádi bychom
však poukázali na to, že žáci a učitelé vidí do velké míry koncept porozumění
obdobně. Provedený výzkum i rešerše literatury naznačily dvě základní pojetí
porozumění, jež můžeme nazývat formální a neformální, povrchové a hloubkové,
instrumentální a relační apod. V tom, na jaké porozumění kdo klade větší důraz,
případně s jakým porozuměním se dotyčný spokojí, se ale zjevně lišíme. Cílem
toho článku není upřednostnit jeden typ porozumění před druhým, avšak učitelé
matematiky by si měli být tohoto rozdílu přinejmenším vědomi.
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Matematické vzdělávací videohry

podle Keitha Devlina

Zuzana Pátíková

Abstrakt

Cílem příspěvku je seznámit čtenáře s knihou Keitha Devlina Mathematics Education
for a New Era: Video Games as a Medium for Learning, ve které je vybudován teore-
tický základ pro využití videoher jakožto ideálního prostředí pro rozvoj matematického
myšlení. Druhá část pak ukazuje na aktuální naplňování autorových vizí a představuje
jednu z nových her, která odpovídá Devlinovým kritériím, a to DragonBox Algebra.

1 Videohry jako učební prostředí

Keith Devlin je americký matematik a autor popularizačních knih o matematice,
který se mimo jiné velmi zajímá i o matematické vzdělávání. V roce 2011 mu
vyšla kniha Mathematics Education for a New Era: Video Games as a Medium
for Learning [1], ve které představuje svou vizi ohledně možnosti budoucího
matematického vzdělávání také prostřednictvím videoher. Videohrami rozumí
software vyžadující displej, tedy hry na počítači, tabletech, mobilních telefonech,
konzolích.
V Devlinovi se snoubí nezaujatost a otevřenost novýmmožnostem, které doba

a technický pokrok přinášejí, spolu s precizní prací vědce podloženou výzkumy
a pevnými myšlenkovými základy. V knize komentuje svou hlavní motivaci, se-
znamuje čtenáře se svým pojetím matematického myšlení, představuje videohry
jako ideální prostředí pro podporu nižšího matematického vzdělávání, rozlišuje
mezi rysy, které by kvalitní videohry k tomuto účelu měly mít, a vývojářům her
ve spolupráci s didaktiky matematiky tak předkládá velmi zajímavou výzvu do
budoucnosti.
Devlin si je vědom ostražitosti učitelů i veřejnosti vůči nadměrnému či ne-

efektivnímu používání elektronických zařízení pro vzdělávací účely. Proto jasně
a srozumitelně uvádí sporné aspekty na pravoumíru. Když mluví o vhodnosti her
pro matematické vzdělávání, myslí tím výchovu k pochopení tzv. „každodenní
matematiky
 (everyday math), která se týká především žáků mezi pěti a čtrnácti
roky. Každodenní matematika je soubor matematických schopností a dovedností
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nutných pro zvládnutí standardních životních situací (myšleno v západní civili-
zaci). Devlin zná i výsledky novodobých výzkumů, které konstatují, že využití
her ve výuce nemá očekávaný efekt. Vysvětlení mimo jiné zahrnuje dva hlavní
postřehy. První je, že testovány byly dosud jen hry existující, které se v naprosté
většině zaměřují pouze na procedurální schopnosti a dovednosti. Devlin věří ve
vytvoření her, jejichž hraní povede k rozvoji procedurálních schopností a do-
vedností ruku v ruce s konceptuálním pochopením a rozvojem matematického
myšlení. Druhý postřeh se týká účelu hraní. Hry nemohou nahradit učitele, ale
mohou být doplňkem a podporou klasického vzdělávacího modelu žák – před-
mět – učitel.
Vhodně navržené hry by mohly být velmi užitečným pomocníkem v mate-

matickém vzdělávání z následujících důvodů. Dnešní žáci tíhnou k elektronice,
hry běžně hrají, přinášejí jim zábavu a potěšení. Devlin shrnuje hlavní rysy her
a jejich vhodnost pro vzdělávání. Tvrdí, že výzkumy potvrzují obrovské roz-
díly v úspěšnosti řešení matematických úloh v reálném životě a při oficiálním
testování ve škole. Přirozené prostředí a motivace mají významný stimulační
charakter při dosahování výsledků. Velkou výhodou her je práce s virtuálními
světy, které hráče myšlenkově vtáhnou do svého prostředí tak, že je začne vnímat
jako přirozené, což může umožnit větší efektivitu vzdělávání skrze hry. Další dů-
ležitou složkou her je také jejich vnitřní mechanismus řídící postup hrou. Tvůrce
hry může do struktury hry a jejího fungování zahrnout didaktické aspekty, které
potřebuje.
Devlin v roce 2011 tvrdí, že hry, které by splňovaly jeho zásady, zatím ne-

existují (vedle velkého množství her vhodných pro procvičování procedurálních
dovedností). Svou knihou představuje svůj koncept jako východisko k tvorbě her,
které by žáky bavily, motivovaly k vytrvalosti a zároveň u nich rozvíjely kon-
ceptuální porozumění matematickým tématům. Vybízí tvůrce her a pracovníky
ve vzdělávání ke spolupráci a věří v její úspěch. Chce naplno využít všech vý-
hod a vzdělávacího potenciálu, které videohry nabízejí, k rozvoji matematického
myšlení.

2 Předpověď se stává skutečností

Po pěti letech od vydání knihy byl autor dotázán, jestli se situace na trhu mate-
matických videoher změnila. Devlin odpověděl článkem What are the best math
games with some evidence of efficacy? [2], ve kterém shrnuje další vývoj situace.
On sám se stal spoluzakladatelem vzdělávací společnosti BrainQuake v rámci
níž spolupracoval na vývoji hry Wuzzit Trouble. Tato hra jako první dosáhla
signifikantních výsledků při testování rozvoje matematického myšlení u žáků.
Devlin také uvedl další hry, které nově vznikly a dle jeho soudu rozvíjejí i kon-
ceptuální pochopení matematických témat. Vedle Wuzzit Trouble jsou to např.
hry s tučňákem Jiji od společnosti Mind Research, hra Ko’s Journey, soubor
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Obr. 1: Ukázka prostředí hry DragonBox Algebra

her DragonBox a hry na výukových portálech DreamBox a Motion Math. Hry
Wuzzit Trouble a DragonBox lze zakoupit přes Google Play, část je přístupná
i přes webové stránky. Ko’s Journey již zdá se není k dispozici. Hry od Dream-
Box, Motion Math a Mind Research jsou dostupné v rámci celých vzdělávacích
portálů po zakoupení členství (DreamBox a Motion Math nabízejí trial přístup
i českým zájemcům, Mind Research umožňuje plnohodnotné i zkušební členství
pouze v rámci USA).
Přibližme nyní jednu ze zmiňovaných her. Hra DragonBox Algebra je součástí

sady her DragonBox vyvinuté společností WeWantToKnow. Tato hra vyhrála ve
Státech v roce 2016 cenu za nejlepší výukovou hru. Jejím vzdělávacím cílem je
zvládnutí algebraických úprav a vyjádření neznámé z rovnice, hráč však tyto
cíle ve hře neidentifikuje, nemá pocit, že dělá matematiku. Motivací je dráček,
kterého je potřeba osvobodit z krabice tím, že krabice zůstane sama ve svém
území. Dráček pak postupně roste. Hra má dvě varianty – Algebra 5+ a Algebra
12+. Myšlenkový základ je zcela shodný, liší se pouze počtem levelů, rychlostí
postupu a konečnou složitostí simulovaných algebraických úprav.
Levely odpovídají neprobádaným ostrovům – Algebra 5+ jich má pět, Alge-

bra 12+ deset a navíc další set úkolů k procvičování. Všechny herní kroky na
sebe navazují postupně, zpočátku jsou ve hře obrázky, poté i čísla a symboly.
Hráč se nenásilně učí používat všechny možné úpravy rovnice, od převádění na
druhou stranu, násobení, dělení, přes práci se zlomky až k práci se závorkami
(ve variantě 12+). Každá úloha má trojí hodnocení – za splnění úkolu, za opti-
mální zjednodušení herního pole a za minimální počet tahů. Jednotlivé tahy jde
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vrátit zpátky, zahraná kola jdou obnovit. Úrovně nelze přeskakovat. Zkušenosti
s využitím hry ve výuce a diskuze efektivity hraní DragonBox Algebra lze najít
např. v článku [3].
Dalšími hrami sady DragonBox jsou Numbers a Big Numbers pro mladší děti

ve věku 4–9 roků a Elements rozvíjecící koncept základních geometrických tvarů
a jejich vlastností pro děti starší 9 let.

3 Závěr

Dnešní doba s sebou přináší technický pokrok skýtající zatím nevyzkoušené mož-
nosti i v oblasti vzdělávání. Podle Keitha Devlina patří budoucnost trendů ve
vzdělávání také virtuální realitě, která může být efektivním učebním prostředím
pro pochopení základních matematických konceptů. Současně vývojem softwarů
a s ním spojeným zlevňováním technologií potřebných k tvorbě videoher v po-
sledních letech začaly vznikat hry s didaktickými cíli, které podporují u žáků
nejen procedurální schopnosti a dovednosti, ale také matematické myšlení a chá-
pání konceptů.

Poděkování

Tento článek vznikl za podpory projektu CZ.02.3.68/0.0/0.0/16 034/0008497.
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IKT v kontextu moderních metod výuky

Jana Příhonská

Abstrakt

Využívání IKT technologií ve výuce s sebou nese spoustu výhod, které jsou podpořeny
řadou výzkumů, přesto jejich využívání má i jistá úskalí. Úkolem učitele by mělo být co
nejvíce eliminovat negativní složku a zaměřit se na pozitivní část, aby dopad na žáky byl
co nejefektivnější. V příspěvku se zamýšlíme nad využíváním interaktivní tabule jako
jedné z forem zařazování IKT technologií do výuky matematiky na základní škole.

1 Úvod

Žáci potřebují k pochopení učiva nejen látku vysvětlit a naučit nové dovednosti.
Potřebují mít zejména příležitost si osvojené vědomosti a dovednosti prakticky
ověřit. Dobrý učitel by se měl zabývat otázkou výběru vhodné vyučovací metody,
aby činnost pro žáky byla zajímavá, poutavá i nestandardní.
Mezi komplexní výukové metody se řadí frontální, skupinová či kooperativní,

partnerská, individuální a individualizovaná výuka, samostatná práce, projek-
tová výuka, výuka dramatem, učení v životních situacích, televizní výuka a v ne-
poslední řadě výuka podporovaná počítačem. Výuková metoda se stává efektivní
v případě, že dokáže dosáhnout trvalých a účinných plánovaných změn u osob-
nosti. Musí být dostatečně informativní, tzn. že zprostředkovává plnohodnotné
informace a dovednosti, dále formativní, rozvíjející poznávací procesy, racionálně
a emotivně působivá, aby dokázala aktivizovat k prožitku učení a poznávání.
V neposlední řadě by měla být výchovná. V současné době se stávají velmi roz-
šířené interaktivní tabule. V podstatě na většině škol (základních i středních) se
nachází alespoň jedna interaktivní tabule. Výhodou tabule je její využitelnost
nejen při výkladu, procvičení či opakování probíraného učiva, ale též fakt, že se
dá využít ve všech předmětech. Díky bohaté galerii připravených obrázků, ani-
mací, galerii flashových objektů, efektů či cvičení je možno využívat ve značné
míře mezipředmětových vztahů a aplikovat matematiku do různých oblastí. Vel-
kou výhodou je v této souvislosti využití zpracovaných interaktivních učebnic
např. z nakladatelství Fraus.
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2 Pozitiva a negativa využívání IKT ve výuce

Rodiče, žáci i samotní učitelé jsou plni očekávání, pokud se týká využití počí-
tačů či tabletů ve vyučování. Nové informační a komunikační technologie nabízejí
nejen v matematice širokou škálu využití – jsou silným motivačním prostředkem,
umožňují do jisté míry zvyšovat názornost ve vyučování (např. prostřednictvím
animací a videí), mohou pomoci žákům se speciálními poruchami učení (u dysle-
xie a kalkulastenie, kdy je třeba mít připravené speciální postupy, žák nemusí
zapisovat zadání a může se více soustředit na problematiku), urychlí chod vy-
učovacího procesu (připravené přesné náčrtky či ilustrace, tabulky, do nichž je
možno již jen vpisovat údaje), umožní rychlé testování žáků (např. algoritmic-
kých postupů, znalostí matematických vzorců), umožňují individuální tempo
žáků při procvičování učiva (zejména v případě, kdy mají žáci prostor indivi-
duálně pracovat na PC), umožňují rychlé vyhledávání informací a tím aktivní
zapojení žáků do vyučovacího procesu (narazí-li se na nějaký neznámý pojem
či problém, žáci mají možnost samostatně vyhledat prostřednictvím interneto-
vého vyhledávače potřebné informace a prezentovat před ostatními). Tím vším
nepřímo rozvíjíme komunikační schopnosti žáka, schopnost správného matema-
tického vyjadřování a získávání a zpracování informací.
Ačkoliv má využívání IKT ve výuce spoustu výhod, existují i jisté zápory

a bariéry, které dosud brání, aby se technologie ve výuce využívaly častěji a ma-
sověji. Bariéry ve využívání IKT technologií spatřujeme na úrovni učitele (ochota
a schopnosti ovládat a využívat tyto technologie), na úrovni školy (vybavenost
škol) či na úrovni školského systému.
V řadě výukových situací skutečně vystupují IKT jako extenze, tedy doplnění

a rozšíření tělesných, smyslových nebo mentálních schopností uživatelů (nejčas-
těji žáků). Nejtypičtěji IKT fungují jako extenze oka, tedy vizualizér [3]. Může
se zdát, že stejnou úlohu plní i učebnice, ve kterých nalezneme velké množství
obrázků, které doplňují textovou část. Výhoda IKT je v jejich větší názornosti.
S obrázky se dá dále manipulovat, přibližovat, rozdělovat, vrstvit na sebe, roz-
pohybovat. To vše vede k lepšímu přiblížení a názornosti pro žáky. Pomocí IKT
takto můžeme kromě obrazu přiblížit i zvuky, pohyb, vzájemnou interakci dvou
či více činitelů.
Novou požadovanou kompetencí učitele je počítačová gramotnost. Ta však

v sobě zahrnuje schopnost učitele ovládat IT technologie po stránce didaktické.
Základem správného využití těchto technologií je schopnost učitele umět využít
všechny jejich přednosti k zefektivnění výuky. Tradiční didaktické postupy, jako
je výklad či opakovací dril, lze výrazně zefektivnit, pokud učitel soustředí svoji
aktivitu na tvořivou činnost a rutinní činnosti ponechá „počítači
. Vše se odvíjí
od výukového stylu učitele.
Zdokonalení schopnosti učitele zvyšovat tvořivost svých žáků předpokládá

podle A. Petrové jeho systematickou přípravu na třech základních úrovních:
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• na vědomostní úrovni jde o rozvíjení a prohloubení vědomostí o tvořivosti
a divergentním myšlení;

• na aplikační úrovni je třeba poskytnout příležitost prakticky využít vědo-
mosti v konkrétních vyučovacích situacích s následnou diskuzí;

• na hodnotící úrovni se rozvíjí schopnost hodnocení tvořivých projevů žáků,
reflexe a znovuobjevení technik rozvíjejících tvořivost a divergentní myš-
lení.

Tvořivost žáka se projeví i ve způsobu, jakým zaznamenává své řešení.
A právě zde se otevírají nové možnosti ve využívání interaktivní tabule.

3 Využití interaktivní tabule v hodinách matematiky

Zapojit interaktivní tabuli do výuky matematiky lze v jakékoliv fázi hodiny.
Důležité je si vždy nejprve stanovit cíl hodiny a poté vhodně využít tabule, aby
byl cíl naplněn. Pokud chceme žáky motivovat, připravit je na novou látku, tak
je vhodné využít tabule v úvodu hodiny. Je dobré mít připravené časově méně
náročné cvičení, které v sobě bude ukrývat problematiku nové látky. Pokud
„přecházíme
 mezi různými tématy během hodiny, tak lze takovéto motivační
cvičení zařadit i v hlavní fázi hodiny. Pokud je naším cílem procvičení a upevnění
probíraného učiva, lze využít tabuli v hlavní fázi hodiny. Práce na interaktivní
tabuli může mít delší časovou dotaci. Zároveň je potřeba, aby žáci v lavicích měli
materiál z tabule vytisknutý na pracovních listech. Tím docílíme větší efektivity.
Tabuli můžeme využít i jako motivační prvek pro zlepšení pracovní morálky ve
třídě. Nejrychlejší, nejpracovitější žáci budou přednostně vypracovávat zajímavé
úlohy na tabuli.
Zpracování zadaného problému může výrazně ovlivnit rozvoj řešitelských

strategií žáka. V následujících dvou ukázkách je předložen problém z kombi-
natoriky (klasický problém hledání všech čísel, která je možno sestavit z daných
číslic a přitom je nutno splnit další zadané podmínky) a logická úloha s využitím
několika rad k řešení.

Ukázka I

Zadání: Z číslic 1, 2, 3, 4 vytvořte všechna možná dvojciferná čísla. Číslice
se v sestavovaném čísle nesmí opakovat.
První způsob řešení nabízí využití tabulkového schématu (obr. 1) – výpis

všech dvojciferných čísel a zakroužkování vyhovujících. Metoda je vhodná pro
žáky základní školy.
Dalším vhodným způsobem řešení pro žáky je manipulace s kartami, na

nichž jsou číslice 1, 2, 3, 4 kombinovány s využitím např. magnetické tabule
pomocí magnetek s uvedenými číslicemi. Manipulace s kartami je možná i při
použití interaktivní tabule SMART Board. Zpracování úlohy v aplikaci SMART
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Obr. 1: Tabulkové schéma

Notebook nabízí žákovi přímo volbu řešitelské strategie, která může být využita
jako kontrola správnosti řešení žáka. Po výběru dané strategie se otevře příslušné
okno (obr. 2).

Obr. 2: Výběr metody řešení
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Ukázka II – Magická šachovnice

Zadání: Všechna pole šachovnice vyplníme čísly od 1–10, každé jen jednou. Číslo
ve žlutém políčku je součtem čísel v sousedních bílých políčkách.
V prostředí SMART Notebook má žák možnost volby problému ze základ-

ního MENU, při řešení problému má možnost volit nápovědu, která je skryta
pod otazníkem (obr. 3), může volit kontrolu odkrytím zastíněných políček, může
přímo psát na tabuli. Po vyřešení problému se může vrátit do základního MENU
a volit další problém, případně může přímo pomocí postupující šipky přejít k dal-
šímu problému.

Obr. 3: Magická šachovnice

Poznámka: V barevném provedení se střídají žlutá a bílá pole šachovnice,
žluté pole je v levém horním rohu.

4 Závěr

Učitelé, kteří chtějí využívat IT technologie ve výuce matematiky, by se měli
držet určitých zásad. Teoretická východiska pro integraci nových metod a forem
práce učitele matematiky včetně mnoha ukázek k možnému aktivnímu využívání
IKT při řešení matematických úloh a souhrnu požadavků na rozvoj učitelových
i žákovských kompetencí vyplývajících z integrace IKT do matematického vzdě-
lávání je možné nalézt v monografické publikaci [4].
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Radost z poznávání v mateřské škole

Lenka Rybová, Jana Slezáková

Abstrakt

Rády bychom se podělily o naše zkušenosti s dětmi předškolního věku i se zkušenostmi,
které máme zprostředkované od zástupců učitelek mateřských škol, které se podílejí na
pilotáži nově vznikající metodické příručky, která vzniká díky projektu Kolegiální pod-
pory společnosti H-mat, o. p. s. Dovolujeme si zde mluvit o radosti z poznávání, pro-
tože se domníváme, že je nezbytnou součástí při cestě za poznáním. Uvedeme zde dvě
prostředí Hranolky a Popeláři s ukázkami výzev, které ilustrují náš přístup k předmate-
matické výchově v mateřské škole.

1 Úvod

Myšlenka, že s rozvojem matematické gramotnosti je potřeba začít již před vstu-
pem na první stupeň základní školy, není nová. Obecně platné a závazné doku-
menty s rozvojem tzv. předmatematické gramotnosti počítají. Otevírá se tedy
otázka, jakým způsobem lze tyto dovednosti a zkušenosti u dětí předškolního
věku rozvíjet co možná nejefektivněji. Na začátku stojí otázka, s jakým cílem
budeme vhodné aktivity zařazovat. Možností a známých i neznámých způsobů
je jistě více, ale my budeme popisovat cestu, kterou jsme se rozhodly vydat
my.
Východiskem pedagogické práce je konstruktivistický model vzdělávání, za-

ložený na myšlence, že dítě si řídí proces učení a zcela přirozeně získává nové
zkušenosti a dovednosti, které díky předchozím zkušenostem a poznáním zdo-
konaluje. Dominantní roli hraje tvořivost žáka, komunikace mezi dětmi a jejich
autonomní poznávací proces.
Dítě je přirozeně zvídavé, touží po poznání. U dětí předškolního věku lze ho-

vořit o tom, že touží po poznávání, což zcela přirozeně vede k poznání mnohých
zákonitostí a skutečností. Pro průvodce dítěte (učitel, rodič) je klíčové vytvářet
podnětné prostředí, které bude tuto přirozenou potřebu dětí dostatečně sytit
a naplňovat. V mnoha případech je dítě motivováno předmětem nebo výzvou,
která je pro dospělého člověka těžko pochopitelná. Důkazem toho jsou mnohá po-
zorování dětí, které dokáží minuty, hodiny a dny pozorovat nejrůznější činnosti,
nad kterými se dospělý člověk již ani nepozastaví (např. pozorování hodinových
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ručiček, sledování otevírání a zavírání posuvných dveří – Kde musí člověk stát,
aby se dveře otevřely/zavřely?). Dalším významným bodem naší cesty je práce
s chybou. Respektive snaha o vnímání chyby jako přirozené cesty učení. I zde si
klademe důležitou otázka, co je vlastně cílem našeho snažení. V tento moment se
s ohledem na zkušenosti při práci s mnohými učiteli z praxe trochu lišíme, neboť
naším cílem není výsledek snažení, ale cesta k výsledku. Pokud s dětmi skládáme
z papíru, zcela jistě najdeme mnohé momenty s velkým významem a přesahem
k rozvoji před-matematické gramotnosti. V našem pojetí však není nutné dojít
ke složené papírové čepici. Důležité je, aby dítě v průběhu zkoušelo, objevovalo,
co se stane s listem papíru, když ho přeloží některým způsobem. A pokud má dítě
z překládání radost, ačkoliv nevytvořilo papírovou čepici, ale slona, je to v po-
řádku. V tomto extrémním případu se může zdát, že si dítě může dělat cokoliv,
hlavně, že má radost. Takto extrémisticky to myšleno není, jde pouze o reálný
příklad z praxe, kdy můžeme respektovat myšlenkové pochody dítěte a dopřát
mu radost z vykonané práce (i když se liší od představ průvodce). Radost z ně-
čeho, co dítě dokázalo, nebo víra, že to dokáže, je nejlepší motivací k další práci.
Klíčovou úlohu v naplňování výše popsaných zásad sehrává průvodce. Ať už se
bavíme o učiteli mateřské školy nebo rodiči. Jde o již známý princip, vycházející
z koncepce Hejného metody. Učitel se stává průvodcem a moderátorem diskuzí.
Vytváří a vyvolává výzvy a situace, během kterých nechává děti tvořit, objevo-
vat a poznávat. Vhodnými otázkami potom průběh práce doplňuje a postará se
i o vytvoření prostoru pro zpětnou vazbu, která má při práci s dětmi předškol-
ního věku mnohá specifika. Přesto se potvrzuje, že již děti v mateřské škole jsou
schopny sebehodnocení i hodnocení práce druhých. Než přistoupíme k popisu
konkrétních aktivit a zkušeností, rády bychom zmínily ještě jeden zásadní roz-
měr námi zvolené cesty, tedy cesty, kterou lze pojmenovat Hejného metoda, a tím
je využití gradovaných úloh. Jde o promyšlený a koncepčně uchopený soubor ak-
tivit, který důsledně postupuje od výzev jednoduchých k výzvám náročnějším.
Což se pokusíme ilustrovat v popisu jednotlivých aktivit.

2 Dvě didaktická matematická prostředí

Vše výše popsané ilustrujeme na dvou prostředích s výzvami pro děti. Jedná se
o prostředí Hranolky a prostředí Popeláři.

2.1 Hranolky

Jedná se o nově zařazené prostředí, které reaguje na vznik didaktického prostředí
Vláčky na 1. stupni ZŠ v koncepci Hejného metody. Jedná se o prostředí, které
svým obsahem přispívá k rozvoji geometrických i aritmetických představ. Toto
prostředí nelze jednoznačně zařadit do skupiny geometrických, strukturálních ani
sémantických prostředí, neboť je prostředím průřezovým. Základním předpokla-
dem pro práci v tomto prostředí je dostatek manipulativ. Využíváme známou



Setkání učitelů matematiky 2018 131

Obr. 1

pomůcku Cuisenairovy hranolky (viz obr. 1). K dispozici máme 10 barevných
hranolků, každý následující hranolek je o jeden dílek delší (Velikost jednoho dílku
je rovna velikosti nejmenšího hranolku). Nyní se můžeme podívat i za hranice
České republiky, kde pro využití této pomůcky existují mnohé metodické mate-
riály. My bychom se s vámi rády podělily o sérii aktivit, kterou jsme v souladu
s uvedenými zásadami realizovaly s dětmi v mateřské škole.

Aktivita 1: Seznámení s pomůckou. Kolik různých hranolků máme k dispozici?
Jakou mají barvu? Jakou barvu má hranolek, který je větší než modrý hranolek?
Kolik hranolků je menších než žlutý hranolek?

Všechny tyto otázky jsou zaměřeny na bližší seznámení s pomůckou a začát-
kem cesty, která může vést k objevení vztahu mezi jednotlivými hranolky.

Aktivita 2: Zkoumáme hranolky. Postavte věž ze dvou hranolků. Tuto věž
nahraďte jedním hranolkem tak, aby byla vaše věž vyšší (nižší), aby byly stejně
vysoké.

V těchto aktivitách využíváme metaforického jazyka, který nám umožní ote-
vřít otázku porovnávání nebo substituce (nahrazujeme dva hranolky jedním).
Děti získávají další zkušenosti s vlastnostmi jednotlivých hranolků (z hlediska
jejich délky).

Aktivita 3: Hrajeme si s hranolky. Zde je popsána široká škála her a aktivit,
které jsou realizovatelné i v dalších prostředích. Jejich hlavním cílem je mani-
pulace s pomůckou, rozvoj fantazie, budování představivosti, orientace a rozvoj
prostorového myšlení a v neposlední řadě budování matematického jazyka. Po-
stav libovolný obrazec (stavbu) z hranolků. Co jsi postavil? Co postavil kamarád?
Postav stejnou stavbu, jako postavil kamarád. Některé děti využijí hranolky ke
kresbě (ačkoliv jde o pomůcku prostorovou, děti popisují výsledek jako rovinný
obrazec). Děti starší se pokoušejí i o trojrozměrnou kresbu.
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Všechny uvedené aktivity a mnohé další vyzkoušely v praxi učitelky z pi-
lotních mateřských škol po celé České republice i tvůrci metodické příručky.
Měřitelnost přínosu aktivit pro rozvoj předmatematické gramotnosti by byla
náročná, ale měřitelnost dětské radosti a chuti do práce je čitelná ze všech pří-
běhů, fotografií nebo videí. Jejich radost z poznávání mnohdy zastínila i jejich
další potřeby.

2.2 Popeláři

Úlohy z tohoto prostředí jsou z několika podoblastí: 1. asociace, 2. třídění, 3. kla-
sifikace, 4. uspořádání. Ještě tam patří hierarchizace, či schématizace. Zde uve-
deme pouze příklady aktivit za první čtyři uvedené oblasti.

Aktivita 1 (asociace): Co kam (k čemu) patří? Jde o běžnou aktivitu, kdy
dítě ke stolu přiřazuje židli, k vidličce nůž, do obýváku pohovku, k dubu žaludy
apod. Můžeme pracovat jak s reálnými předměty, tak s jejich obrázky. Vytváříme
pomíchané dvojice a dítě je dává k sobě a argumentuje, proč je dal k sobě.

Aktivita 2 (třídění): Roztřiďte to. Kritéria (nápisy na krabicích) už máme.
Na jedné krabici je piktogram HOŠI a na druhé DÍVKY. Teď třídíme jména,
která paní učitelka říká. Zjišťujeme, zda bylo dodrženo zadané kritérium a zda
je možné i jiné řešení.

Aktivita 3 (klasifikace): Jak to roztřídíme? Děti dostanou hromádku před-
mětů nebo obrázkových kartiček a mají je roztřídit, (nezadáme kritérium dětem,
tedy nedáme jim krabice s nápisy, kam co patří, oni si kritérium zvolí samy).
Zajímáme se o to, proč ty věci roztřídily zrovna tímto způsobem. Zjišťujeme
a diskutujeme, zda by se ty věci daly roztřídit do jiných skupin a podle jakého
klíče. Součástí tvorby systému v datech je i samotné jejich třídění, které pro-
bíhá takřka současně, děti s obrázky experimentují a ověřují, zda obrázek pasuje
k dané kategorii nebo jestli by nešel dát i jinam. Zde může vzniknout velmi za-
jímavá diskuze mezi dětmi. Škála nabídnutých předmětů nebo obrázků by však
neměla být příliš široká, aby ke klasifikaci mohlo dojít.

Zkušenost z praxe jedné paní učitelky:
Zamýšlela jsem se nad aktivitou, kde by od samotných dětí vyvstala po-

třeba třídění. Děti dostaly do skupiny pytlík s kameny ze hry Qwirkle. Děti
měly k dispozici papírovou krychli (obal od kapslí Dolce Gusto) polepenou bí-
lými papíry. Bílé papíry jsme potřebovali proměnit na barvy. Jaká barva padne
na kostce, takový kámen si můžeme vzít z pytlíčku. Některé skupiny začaly po
jednom z pytlíčku tahat a náhodně dokreslovaly na hrací kostku. Jiná skupina
přišla s nápadem, rozdělit kameny podle barev, potom systematicky dokreslo-
valy. Jedna skupina si s úkolem neporadila, jaký kámen vytáhly, takovou barvu
zakreslily.
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Další příklad: S dětmi jsme udělaly aktivitu, kdy na koberci byla hromada
předmětů (domácí potřeby, zvířata, jídlo, sportovní potřeby). Mimo učebnu byly
misky, ve kterých byly pouze obrázky předmětů (ne shodné, ale velmi podobné –
ve třídě reálná polévková lžíce, na obrázku kreslená, barevná). Děti se chodily
dívat do misek a měly stejné misky vytvořit ve třídě. Velmi zajímavé bylo sledo-
vat, jakým způsobem si rozdělují práci. Nejprve velmi pobouřeně přicházely, že
už ví, kam dát pejska, ale zjistily, že pejsek je již umístěný. Navíc v jiné barvě
misky, než bylo na obrázku. Někdo si barev mističek všímal, někdo ne. Probíhalo
tedy třídění opakovaně a neustále se stav řešení proměňoval. Dalším zajímavým
momentem bylo, když někdo z dětí viděl v misce zvířata kravičku, ale u obrázku
byl kyblík. Tedy kravička s kyblíkem je mléko a dalo se do jídla (ačkoliv na
obrázku byla kravička u zvířat).
Další setkání (protože aktivita trvala dlouho a velmi klesala koncentrace)

jsme vzali misky i obrázky a chtěli jsme zjistit, zda jsme třídili správně. . . Opět
se objevily zajímavé způsoby kontroly – evidence. Někdo přikládal reálný předmět
k obrázku, někdo dával pryč některé obrázky z misky atd.

Aktivita 4 (uspořádání): Sestav pořadí. Sestavujeme pořadí postav v pohádce
O řepě, O budce, Zvířátka pod hříbkem, Máša a tři medvědi apod. podle toho,
jak do příběhu přicházejí. Všude je pořadí postav dáno i jejich velikostí.

Aktivita 5 (uspořádání): Kdo je vyšší? U starších dětí, které jsou již schopny
trochu „poodstoupit
 od přirozeně egocentrického vnímání světa, můžeme při-
kročit k měření vestoje (učitelka udělá značku a děti pak porovnají, čí značka
je výše/níže). Ještě zajímavější ale bude, pokud se děti budou měřit vleže, kdy
mírou jsou například naskládaná dřívka. Mařenka měří 15 dřívek, zatímco Jonáš
jenom 14. Samotné měření vleže pravděpodobně ukáže organizační schopnosti
některých dětí, protože se objeví řada otázek, které budou muset vyřešit. Mě-
říme od natažených špiček nebo si měřená osoba musí o něco opřít chodidla?
Měříme i vlásky rozprostřené kolem hlavy? Jak daleko od postavy leží měřidlo?
Je rovně nebo nakřivo? Může jít o časosběrné měření, kdy se děti změří na za-
čátku, v polovině a na konci školního roku a každý vidí, jak roste. Když máme
změřeno, řadíme se podle velikosti.

3 Závěr

Domníváme se, že výše navržené a realizované aktivity potvrdily, že jsou pro děti
atraktivní a že mají nepochybně význam pro jejich rozvoj. V další práci bychom
se chtěly zaměřit na rozpracování jemnější gradace výzev pro děti předškolního
věku. Určitě neustále prověřujeme zainteresovanost dětí do těchto a dalších pro-
středí. Promýšlíme propedeutiku prostředí pro děti předškolního věku.

Poznámka: Autorky jsou členy H-mat, o. p. s. (www.h-mat.cz).
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Matematickou cestou k technice –

náměty pro učitele

Libuše Samková

Abstrakt

Příspěvek přestavuje tříletý projekt přeshraniční spolupráce zaměřený na systematické
hledání cest a nástrojů, jak zvýšit zájem žáků ZŠ a studentů SŠ o studium technických
a přírodovědných oborů. Partnerskými organizacemi v projektu jsou Jihočeská univer-
zita v Českých Budějovicích, Jihočeská hospodářská komora a Univerzita Johannese
Keplera v Linci. Cílovou skupinou projektu jsou žáci, studenti a učitelé základních
a středních škol z Jihočeského kraje a z Horního Rakouska. Projekt se jmenuje Ma-
temaTech – Matematickou cestou k technice. V příspěvku uvádím čtyři různé okruhy
námětů, které byly předloženy učitelům na začátku projektu jako motivační. Náměty
jsou založeny na středoškolských matematických tématech.

1 Úvod

V reakci na nedostatek technicky vzdělaných pracovníků na trhu práce a neu-
stále se snižující zájem žáků a studentů o studium technických oborů jsme na
katedře matematiky Pedagogické fakulty Jihočeské univerzity v Českých Budějo-
vicích iniciovali vznik tříletého projektu přeshraniční spolupráce zaměřeného na
hledání cest, jak zvyšovat zájem žáků a studentů o studium technických oborů.
Jako partnery jsme do projektu přizvali Jihočeskou hospodářskou komoru a ko-
legy z Univerzity Johannese Keplera v Linci, se kterými dlouhodobě spolupracu-
jeme a kteří stejně jako my vzdělávají budoucí učitele matematiky a organizují
další vzdělávání pro učitele matematiky v praxi. Jako cílovou skupinu projektu
jsme zvolili žáky, studenty a učitele základních a středních škol z obou stran
hranice. Prostřednictvím Jihočeské hospodářské komory jsou na projekt navá-
zány tři průmyslové podniky z Jihočeského kraje: MOTOR JIKOV Group, a. s.,
(konkrétně jeho provozy v Českých Budějovicích a Soběslavi), ZVVZ, a. s., (pro-
voz Milevsko) a Rohde & Schwarz závod Vimperk. Prostřednictvím univerzit
je na projekt navázáno 10 základních a středních škol na každé straně hranice.
Přes rakouskou univerzitu do projektu vstupují i Hospodářská komora Horního
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Rakouska a tři hornorakouské průmyslové podniky. Projekt má název Matema-
Tech – Matematickou cestou k technice.
V projektu MatemaTech vycházíme z dlouhodobých zkušeností, jež nazna-

čují, že možnou cestou, jak čelit poklesu zájmu o technické předměty, je vyučovat
přírodovědné a technické předměty s důrazem na jejich vzájemné propojení a pří-
mou vazbu s reálným životem a využívat matematiku jako prostředníka tohoto
propojení. Hlavními cíli projektu tak jsou:
1. vytvoření přeshraniční sítě pro systematické hledání cest a nástrojů, jak
zvýšit zájem žáků ZŠ a studentů SŠ o studium technických a přírodověd-
ných oborů;

2. propojení výuky matematiky s technickou praxí v průmyslových podnicích;
3. tvorba výukových materiálů pro výuku matematiky, zaměřených na vztah
matematiky a techniky.

Během tří let trvání projektu se uskuteční 21 společných česko-rakouských work-
shopů a seminářů pro partnery projektu a učitele, 12 společných soustředění pro
žáky a studenty z obou stran hranice a 4 akce pro širokou veřejnost. Průběžně
po celou dobu trvání projektu probíhají exkurze žáků a studentů v průmyslo-
vých podnicích. Tyto exkurze jsou vždy připravované ve spolupráci zástupce
podniku s učitelem matematiky, aby se matematická témata mohla promítnout
do obsahu exkurze a obsah exkurze se mohl promítnout do aktivit v hodinách
matematiky. V návaznosti na exkurze a zkušenosti jednotlivých učitelů zapo-
jených do projektu vznikají výukové materiály zaměřené na vztah matematiky
a techniky. Jako jeden z hlavních výstupů bude v závěru projektu vytvořena
dvojjazyčná publikace s výukovými materiály z obou stran hranice.
Vzhledem k tomu, že s kolegy z Univerzity Johannese Keplera v Linci dlouho-

době spolupracujeme na tématech souvisejících s programem GeoGebra [3] (ně-
kteří z členů rakouského týmu jsou zároveň autory a/nebo vývojáři programu),
mnohé ze vznikajících výukových materiálů se o tento software opírají.
V tomto příspěvku se budu věnovat záležitostem předcházejícím tvorbě výu-

kových materiálů na české straně hranice, jako ilustraci zvolím práci s učiteli SŠ.
Konkrétní zkušenosti s tvorbou výukových materiálů a ukázky těchto materiálů
naleznete v konferenčních příspěvcích učitelů zapojených do projektu [1, 5, 11].

2 Náměty pro učitele

Východiskem pro tvorbu výukových materiálů učiteli zapojenými v projektu se
stala otázka „Jak přilákat žáky a studenty ke studiu technických záležitostí?�.
Odpověď na tuto otázku jsem hledala ve svých vlastních výukových a moti-
vačních materiálech, neboť obsahově je otázka velice blízká některým aspektům
badatelsky orientovaného vyučování matematice, kterému se věnuji dlouhodobě
a jež se mj. také zaměřuje na propojení matematiky s každodenními a praktic-
kými záležitostmi [8, 9]. Objevila jsem čtyři hlavní okruhy námětů, tematických
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úvah a činností, které učitelé mohou nabídnout žákům v rámci výuky matema-
tiky a které mají potenciál vzbudit v žácích zájem o technické záležitosti. Jelikož
mám v projektu MatemaTech na starosti učitele středních škol, budu náměty
ilustrovat na středoškolských tématech.

2.1 Nabídnout studentům jednoduché praktické aplikace

související s technikou

Takovou jednoduchou aplikací může být například možnost vymodelovat tech-
nické křivky (kuželosečky) pomocí překládání papíru. Stačí na průsvitný papír
narýsovat přímku d a bod F , který na ní neleží, pak přímky obalující parabolu
s ohniskem v bodě F a řídicí přímkou d získáme jako přehyby, jež na bod F
přemisťují body přímky p. Nahradíme-li přímku d kružnicí k se středem G a po-
loměrem r, dostaneme obdobným postupem přímky obalující elipsu s ohnisky
F , G a poloosou r/2 (pokud bod F leží uvnitř kružnice k) nebo hyperbolu
s ohnisky F , G a poloosou r/2 (pokud bod F leží vně kružnice k). Je-li bod F
zároveň středem kružnice k, dostaneme samozřejmě přímky obalující kružnici se
středem v bodě F a poloměrem r/2 (viz obr. 1). Podrobněji v článku [4].

Obr. 1: Přehyby obalující kružnici namodelované v programu GeoGebra

2.2 Nabídnout studentům zajímavé dynamické konstrukce jako

výzvu

Takovou konstrukcí může být třeba dynamický model přírodovědného pokusu,
při kterém do misky s vodou postavíme zapálenou svíčku a tu překryjeme skle-
něnou baňkou. Svíčka po chvíli zhasne a hladina vody v baňce se zvýší oproti
hladině mimo baňku, bude zabírat zhruba pětinu objemu baňky [2], ilustrační
obrázek na obr. 2 vlevo. Model situace je možné vytvořit v programu GeoGebra,
pomocí posuvníků je možné měnit rozměry baňky i rozměry svíčky (náhled na
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obr. 2 vpravo). Problematiku tvorby podobných modelů řeší článek [10], který
obsahuje i příslušné GeoGebra soubory.
Pro studenty může být model výzvou: Zvládnu si sám podobnou konstrukci

vytvořit? Jaké informace budu k vytvoření modelu potřebovat? Jak určím pětinu
objemu baňky? Kdy bude svíčka stát a kdy plavat?

Obr. 2: Situace z přírodovědného pokusu (vlevo; převzato z [2]) a náhled na její
dynamický model vytvořený v programu GeoGebra (vpravo)

2.3 Představovat studentům na první pohled různé věci, ale ve

společném kontextu

Zůstaneme-li u tématu kuželoseček z odst. 2.1, můžeme žákům představit např.
dynamickou konstrukci umožňující plynule přecházet mezi elipsou a hyperbolou,
v obou případech se limitně blížící k parabole [7, první polovina článku a první
GeoGebra soubor]. Rovnice jednotlivých kuželoseček se dost liší, jak to, že je
taková konstrukce vůbec možná? Jaký jiný společný kontext pro kuželosečky je
možné nalézt?
Kromě odkazu na původ slova kuželosečka a řezy kužele můžeme studenty

odkázat i na výše uvedené překládání papíru: pouhým uvolňováním parametrů
(poloha bodu vůči kružnici, poloměr kružnice) můžeme přecházet mezi různými
kuželosečkami. Případ paraboly je pak limitní v tom smyslu, že přímku chápeme
jako kružnici s nekonečným poloměrem.

2.4 Odpovědět studentům na otázku „Proč se máme zabývat

technickými záležitostmi v době počítačů, když počítače

všechno zvládnou samy?�

Zde je možné poukázat na nespolehlivost počítačových programů, na nutnost vý-
stupy z počítače kontrolovat a ověřovat je. Numerický (přibližný) přístup k da-
tům může snadno způsobit nepřesnosti, jak je tomu například i u programu
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GeoGebra při práci s kuželosečkami. Článek [7] (jeho druhá polovina a druhý
GeoGebra soubor v něm uvedený) upozorňuje na problémy, které počítačový
program i lidské oko mohou mít s rozlišováním přímky a kružnice, elipsy a pa-
raboly. Ukazuje a vytváří konkrétní situace, kdy program není schopen rozli-
šit dva různé body ležící na dvou různých objektech, například pro dostatečně
velký poloměr kružnice mohou programu splývat bod na kružnici a nedotykový
bod na tečně k této kružnici. Počítačové programy se sice neustále velice rychle
zdokonalují, i program GeoGebra má nyní lepší parametry než v době napsání
článku [7], a k aktivaci nápisu oznamujícího rovnost bodů je nyní potřeba větší
hodnoty poloměru než je ta uváděná ve článku, ale podstata problému se ne-
změnila a problém stále trvá.
Také je třeba poukázat na to, že počítač sám nic nevytvoří, potřebuje, aby

tvůrce počítačových modelů věděl, jaké informace jsou pro model potřebné a jaké
nikoliv, jak takové informace do modelu začlenit. Podobně jako v případě dyna-
mického modelu z odst. 2.2.

3 Závěr

V projektovém týmu máme zastoupeny učitele různých aprobací, pro tento pro-
jekt jsou zvláště důležité aprobace související s technickými a přírodovědnými
disciplínami: chemie, fyzika a informatika. Vhled, který tito učitelé mají do pro-
blematiky vztahu matematiky a techniky, je cennou devizou, díky které jsme
schopni vytvářet výukové materiály, jež mohou ve své výuce využívat i učitelé,
kteří přírodovědně nebo technicky zaměřené aprobace nemají. Cenné jsou i zku-
šenosti získané při exkurzích v průmyslových podnicích. Ne každý učitel mate-
matiky má znalosti techniky a znalosti průmyslových provozů potřebné pro vy-
tvoření technicky zaměřeného matematického výukového materiálu. Proto jsou
veškeré záležitosti jdoucí nad rámec matematického učiva v našich výukových
materiálech podrobně vysvětlovány.
Výukové materiály vytvářené v rámci projektu MatemaTech průběžně uve-

řejňujeme na webové stránce projektu [6], všechny materiály mají na titulní
straně tabulku se základními informacemi (téma, požadované znalosti žáků, po-
třebné pomůcky, časová dotace apod.).

Poděkování

Financováno z prostředků projektu Matematickou cestou k technice (Matema-
Tech), v rámci programu přeshraniční spolupráce Interreg V-A Rakousko – Česká
republika, 2014–2020, č. ATCZ35.
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Vybrané kinematicky vytvořené

rovinné křivky

Petra Surynková

Abstrakt

V příspěvku si ukážeme příklady rovinných křivek, přičemž nás bude zajímat jejich vy-
tvoření z pohledu kinematické geometrie. Ze zadání pohybu budeme odhadovat druhy
vzniklých trajektorií. Určení těchto trajektorií činí studentům geometrie na VŠ pro-
blémy. V našich experimentech proto budeme užívat software GeoGebra, který nám
s odhadem může pomoci. Rovinné křivky následně popíšeme matematicky. Vybrané ro-
vinné křivky, např. kuželosečky, je možné zkoumat také na SŠ, přinejmenším v hodinách
matematického semináře.

1 Úvod

Kinematická geometrie v rovině se zabývá vyšetřováním různých typů rovinných
křivek vzniklých pohybem bodů či jiných křivek, vlastnostmi pohybů a praktic-
kými aplikacemi. Abychom mohli zkoumat rovinné křivky a pohyby, kterými
vznikají, je třeba porozumět elementární geometrii, jež využíváme při dokazo-
vání platností geometrických tvrzení. Na Matematicko-fyzikální fakultě UK řadu
let vyučuji geometrické předměty a moje zkušenosti z výuky ukazují, že studen-
tům chybí znalosti základních poznatků z geometrie už při příchodu na vysokou
školu. Už na základní a na střední škole by se výuce geometrie měla věnovat
patřičná pozornost.
Cílem příspěvku je ukázat, jak lze odvozovat vybrané křivky kinematicky

a jak k tomu využít dynamického softwaru GeoGebra. Z hypotéz, které lze zfor-
mulovat na základě experimentů s příklady v GeoGebře, můžeme vycházet ve
formálních důkazech. Právě GeoGebra může studentům pomoci zvládnout odů-
vodnit geometrická tvrzení. Netvrdíme samozřejmě, že obrázek je důkazem, vždy
vyžadujeme syntetický či analytický důkaz.
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2 Kinematická geometrie v rovině

Při studiu rovinných křivek nás bude zajímat pohyb rovinné soustavy. Křivku
budeme tedy chápat jako dráhu nějakého spojitě pohybujícího se bodu. Tento
přístup je velmi intuitivní a studenti s ním většinou nemají problém. Pokud
potřebujeme zavést křivku formálně, lze přirozeně přejít k definici křivky jako
spojitého obrazu nějakého intervalu reálných čísel. Zjednodušeně můžeme říci,
že je křivka dráhou nějakého pohybujícího se bodu a že se pohyb uskutečnil
v časovém úseku, tedy každému okamžiku z tohoto intervalu je přirazen bod
v rovině nebo v prostoru. My se omezíme pouze na rovinné křivky.
K tomu, abychom mohli hovořit o kinematické geometrii v rovině a zadávat

pohyb rovinné soustavy, je potřeba zavést několik pojmů. Dráha, nebo také tra-
jektorie, bodu je křivka, kterou bod při pohybu opisuje. Vylučujeme případ, kdy
by trajektorií bodu byl bod. Obálka křivky, je křivka (může mít více větví nebo
se dokonce redukovat na bod), kterou vytváří pohybující se křivka. Existuje-li
křivka, která se dotýká všech poloh pohybující se křivky, nazýváme tuto křivku
obálkou. Platí tedy, že v každé poloze se pohybující křivka dotýká své obálky, tj.
křivka v dané poloze a její obálka mají v bodě dotyku společnou tečnu. Uveďme
jednoduché příklady obálek. Nechť je dána kružnice a všechny její tečny, tj.
přímky, které se kružnice dotýkají v každém jejím bodě. Kružnice je obálkou
této soustavy tečen. Chápat můžeme tuto situaci i kinematicky. Tečna se pohy-
buje tak, že postupně obaluje kružnici. Případ tzv. bodové obálky si jednoduše
představíme na svazku přímek. Opět z pohledu kinematické geometrie můžeme
uvažovat přímku a otáčet ji kolem pevného bodu, kterým prochází. Bod můžeme
chápat jako kružnici s nulovým poloměrem. Bod je proto obálkou jednotlivých
poloh otáčející se přímky.
Trajektorii bodu A budeme značit τA, obálku křivky a budeme značit (a).
Rovinu, ve které leží trajektorie bodů a obálky křivek, označíme Π. Tato

rovina se nepohybuje, zůstává na místě, tedy i vše, co v ní leží, je neměnné.
Pohybující se body, či křivky, leží v rovině, kterou označíme Σ. Rovina Σ se
jako celek pohybuje po rovině Π, přičemž jsme stále v dvourozměrném pro-
storu. Body a křivky roviny Σ opisují v rovině Π trajektorie a obálky. Říkáme,
že objekty v rovině Σ tvoří tzv. neproměnnou rovinnou soustavu, která se jako
celek pohybuje po neproměnné rovinné soustavě Π, viz například [3]. Objekty
v jednotlivých polohách neproměnné rovinné soustavy Σ jsou navzájem přímo
shodné. Tedy k tomu, abychom jednoznačně definovali pohyb neproměnné ro-
vinné soustavy, je třeba znát přemístěné polohy dvou různých bodů, tj. nějaké
úsečky roviny Σ. K jednoznačnému určení pohybu musíme znát každou polohu
takové pohybující se úsečky. K tomu nám postačí znát trajektorie krajních bodů
této úsečky, tj.:

Pohyb roviny Σ je jednoznačně určený, známe-li trajektorie dvou různých bodů
roviny Σ.
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Lze odvodit také jiná určení pohybu, ale vždy je možné převést tato určení
na zadání pomocí dvou trajektorií.

2.1 Příklady kinematicky vytvořených křivek

Na dvou konkrétních příkladech si ukažme, jak zkoumat kinematicky vytvořené
křivky. Vybrala jsem dva příklady, které lze ukázat i středoškolským studentům.
V prezentaci se plánuji věnovat také složitějším ukázkám křivek.

Úloha 1 Nechť je pohyb dán dvěma navzájem kolmými přímými trajektoriemi
τA a τB dvou různých bodů A a B. Jaké trajektorie opisují body přímky AB
různé od bodů A a B?

V GeoGebře budeme simulovat zadaný pohyb, sledujme obr. 1a). Zakreslili
jsme dané trajektorie τA a τB a výchozí polohu přímky AB. V našem případě
jsme nejdříve zvolili bod A tak, že se může pohybovat pouze po trajektorii τA

(v GeoGebře tzv. částečně vázaný objekt). Dále jsme určili pevně délku úsečky
AB. Víme, že bod B se pohybuje po své trajektorii τB. Tím pádem pro danou
polohu bodu A dostáváme polohu přímky AB. V tomto případě takto dostaneme
dvě polohy bodu B (bude patrné také z výpočtu), tj. dvě polohy pohybující se
soustavy Σ, do obrázku jsme zakreslili polohu jednu. Na přímku AB jsme dále

Obr. 1: Trajektorie tří různých bodů v eliptickém pohybu (a), Thaletova kružnice
jako dráha vrcholu pravého úhlu v kardioidickém pohybu (b), kružnice jako dráha
vrcholu obecného úhlu v kardioidickém pohybu (c)



144 Petra Surynková

zakreslili body K, L, M tak, že jejich vzdálenosti jsou od bodů A a B pevné
(v GeoGebře jsme pro sestrojení těchto bodů užili nástroje kružnice s daným
poloměrem). V GeoGebře můžeme nyní hýbat bodem A a sledovat, jaké tra-
jektorie vykreslují body K, L, M . Vzdálenosti bodů A, B, K, L, M jsou při
pohybu konstantní. Zapnout můžeme také vykreslování stop bodů. Na obrázku
1 jsme naznačili postupné vykreslování trajektorií bodů K, L, M . Můžeme se
domnívat, že trajektoriemi jsou různé elipsy. Dokážeme to analyticky.
Zvolme kartézskou soustavu souřadnic, trajektorie τA a τB nechť splývají

s osami x, y. Libovolný bod X = [xy] přímky p = AB opisuje při daném pohybu
trajektorii τX . Vzdálenost bodů A = [a, 0] a B = [0, b] označme d a zvolme
ji pevně, d > 0, platí tedy a2 + b2 = d2. Souřadnice bodu B tedy lze zapsat
v závislosti na této délce, tj. B = [0,±

√
d2 − a2]. Libovolný bod X přímky p

můžeme vyjádřit jako X = A+(B−A)t, t ∈ R. Označíme-li vzdálenost bodu X

od bodu A jako v, platí v = |td| a |t| = v

d
. Vyjádříme-li a a b z rovnice přímky

a dosadíme-li do a2 + b2 = d2, po úpravě dostáváme rovnici elipsy
x2

d2(1 − t)2
+

+
y2

d2t2
= 1. Pro t > 0 a t �= 1, tj. leží-li bod X na úsečce AB (a je různý

od bodů A, B) nebo na polopřímce AB za bodem B (příkladem jsou body K
a M), dostáváme jako trajektorii bodu X elipsu se středem v počátku soustavy
souřadnic, poloosami o velikostech d − v a v nebo v − d a v na souřadnicových
osách. Pro t < 0 , tj. leží-li bod X na polopřímce BA za bodem A (příkladem je
bod L), dostáváme jako trajektorii bodu X elipsu se středem v počátku soustavy
souřadnic a poloosami o velikostech d+ v a v na souřadnicových osách.
Z našich úvah rovněž vyplývají známé konstrukce elipsy tzv. rozdílová a souč-

tová proužková konstrukce. Pro danou hlavní nebo vedlejší osu elipsy (zde míněno
jak poloha, tak délka) a libovolnou polohu bodu elipsy, tj. jednu polohu bodů K,
L, nebo M , podle předchozího určíme velikost chybějící osy.
Lze uvažovat zobecnění této úlohy, kdy jsou přímky τA a τB různoběžné, ale

svírají jiný než pravý úhel. Nechávám na čtenáři, aby si takový pohyb zkusil
zadat v GeoGebře.

Úloha 2 Nechť je pohyb dán dvěma různými bodovými obálkami (a) a (b) dvou
různoběžných přímek a a b. Jakou trajektorii opisuje průsečík přímek a a b?

Opět budeme pohyb simulovat v GeoGebře. Zvolme na nákresně dva různé
body (a) a (b). Aby šlo se zadáním dobře manipulovat a simulovat pohyb v ro-
vině, sestrojme kružnici se středem v bodě (a) s pevným libovolným poloměrem.
Na tuto kružnici umístěme pomocný bod P (v GeoGebře tzv. částečně vázaný
objekt) a veďme body P a (a) přímku a. Nyní lze pomocí bodu P s přímkou a
hýbat a díky volbě bodu P na kružnici projít všemi možnými polohami přímky a.
Dále sestrojme libovolný pevný úhel α s vrcholem v bodě P a s jedním ramenem
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na přímce a. Bodem (b) potom vedeme přímku rovnoběžnou s druhým rame-
nem úhlu α a dostáváme tak přímku b. Přímky a a b s průsečíkem v bodě C
nyní svírají požadovaný úhel α a při pohybu bodem P zůstává tento úhel kon-
stantní. Podívejme se tentokrát na syntetický důkaz. Jednodušší případ, kdy
jsou přímky a a b navzájem kolmé, tj. α = 90◦, netřeba dlouze zkoumat. Vr-
chol pravého úhlu bod C opisuje Thaletovu kružnici nad průměrem (a)(b), viz
obr. 1b). Pro obecné zadání, kdy přímky a a b svírají jiný úhel než pravý, dostá-
váme jako trajektorii bodu C rovněž kružnici, která je složená z kružnicových
oblouků, k nimž přísluší obvodový úhel α a obvodový úhel 180◦−α, viz obr. 1c).
Pokud bychom zvolili bod různý od bodu C a zkoumali jeho trajektorii,

dostáváme již složitější typy křivek. V GeoGebře je opět možné tyto křivky
modelovat, jedná se o tzv. Pascalovy závitnice. Tyto a další křivky si ukážeme
v prezentaci příspěvku.
Poznamenejme ještě, že pohyb v úloze 1 je tzv. eliptický pohyb a pohyb

v úloze 2 je tzv. kardioidický pohyb. Pohyby jsou navzájem vratné, tj. od jednoho
k druhému lze přejít záměnou rolí rovin Σ a Π. Další podrobnosti lze najít např.
v [3, 4].

3 Výuka na MFF UK a studentské práce

Kinematickou geometrii na MFF UK vyučuji v rámci povinné přednášky pro
studenty učitelství matematiky a deskriptivní geometrie. Studium geometrie je
opravdu náročné a ze střední školy nepřicházejí studenti vždy úplně dobře při-
praveni. Je proto třeba rozvíjet a podporovat geometrické myšlení, vracet se
k elementárním geometrickým zákonitostem. V mnohém může pomoci právě
GeoGebra. Nesnažím se však tvrdit, že vynechávám klasický výklad geometrie,
viz [2]. V rámci přednášek z kinematické geometrie již řadu let využívám Geo-
Gebru a různé fyzické modely. Také studenti GeoGebru aktivně využívají. Řeší
své semestrální práce a někteří si téma kinematické geometrie vybírají také ve
svých absolventských pracích. Za všechny jmenujme diplomovou práci studentky
Zdeňky Javorské – Kinematická geometrie v rovině [2], kterou lze využívat jako
studijní a výukový materiál a s níž studentka zvítězila v česko-slovenské soutěži
SVOČ v roce 2015. Zajímavé příklady v práci naleznou studenti či učitelé jak
středních tak vysokých škol.

4 Závěr a budoucí práce

V článku jsem prezentovala ukázku dvou jednoduchých rovinných křivek defi-
novaných z pohledu kinematické geometrie. Při vyšetřování křivek jsem užívala
softwaru GeoGebra. Hypotézy jsem ověřovala formálním matematickým výpo-
čtem či synteticky. V prezentaci příspěvku ukážu ještě další křivky a zabývat se
budu též obálkami křivek.
V příští práci se hodlám věnovat dalším typům křivek a pohybů. Zaměřit se

chci také na příklady z praxe.
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Logo ve 3D – spojení stereometrie

a programování

Jiří Vančura

Abstrakt

V tomto příspěvku představíme bezplatný nástroj MachineLab Turtleworlds+ (MaLT),
který vznikl na University of Athens. Nástroj vhodně spojuje programování a stereome-
trii. Jedná se o trojrozměrnou obdobu jazyka LOGO, která umožňuje pomocí příkazů
navigovat prostorem avatara, jenž za sebou zanechává stopu. V příspěvku představíme
základní funkce tohoto nástroje a ukážeme jednoduché i složitější příklady, které mohou
žáci řešit. Autor tohoto příspěvku se nepodílel na vývoji nástroje MaLT.

1 Nástroj MaLT

Nástroj MachineLab Turtleworlds + (dále jen MaLT) je bezplatný nástroj do-
stupný online [3]. Po načtení stránky (viz obr. 1) se zobrazí kreslící plocha
(vlevo), pole pro zápis kódu, pole pro chybové hlášky a pole pro dynamickou
manipulaci s proměnnými. V horní části obrazovky je dále lišta se základním
menu, kde najdeme odkaz na seznam příkazů [2], odkaz na podrobný návod [1]
a dále několik vzorových příkladů. Na liště jsou dále tlačítka pro spuštění kódu,
pro restart programu a tlačítko zpět pro vrácení poslední instrukce. Dále na liště
najdeme možnost uložení nebo nahrání programu.
Na začátku je pohled nastaven přesně ve směru osy z, proto vypadá dvou-

rozměrně. Jakmile však tažením myši pohled pootočíme, rychle se v situaci zo-
rientujeme. Začneme vysvětlením základních příkazů, které uvádí tab. 1. Příkaz
forward nebo zkráceně fd následovaný číslem posune avatara kupředu o uvedený
počet kroků. Pokud chceme příkazy provést, musíme je označit a stisknout tla-
čítko pro spuštění. V situaci zachycené na obr. 1 se avatar nejprve otočí doprava
o 90◦, poté se posune kupředu o 70 kroků, dále se otočí vzhůru o 150◦ a doleva
o 54,74◦ a nakonec se avatar posune kupředu o 70 kroků. Další příkazy se již
nevykonají, neboť nejsou označené. Dále je dobré mít na paměti, že prostředí
pracuje s anglickým zápisem a tedy s desetinnou tečkou, nikoliv čárkou.
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Obr. 1: Screenshot uživatelského rozhraní MaLT+

Tab. 1: Seznam základních příkazů pro MaLT

2 Základní úlohy

Podle našich zkušeností se žáci v tomto prostředí rychle zorientují a mohou začít
řešit úlohy na vykreslování různých útvarů. Nejjednodušším útvarem je krychle.
Dalším jednodušším tělesem je pravidelný čtyřboký jehlan. Zde je třeba správně
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zvolit úhel, který svírá boční hrana s podstavou jehlanu, a délku této hrany.
Většina žáků bude pravděpodobně chtít při hledání správných měr postupovat
zkusmo. Úloha ale poskytuje dobrou motivaci pro přesný výpočet, který by žáci
SŠ měli zvládnout. Na jehlanu si žáci mohou také vyzkoušet příkaz repeat.

Jakmile žáci umí nakreslit pravidelný čtyřboký jehlan, mohou zkonstruovat
pravidelný osmistěn. Žáci k sestrojení nejčastěji přistupují pomocí kreslení dvou
jehlanů, zde si musí uvědomit, že boční hrany svírají s podstavou úhel 45◦. Dále
mohou sestrojit pravidelný čtyřstěn, který již nabízí složitější výpočty velikostí
úhlů. Dalším zajímavým tělesem je valbová střecha nebo krychle s tělesovými
úhlopříčkami. Při kreslení tělesových úhlopříček krychle žáci často chybně na-
staví odchylku úhlopříčky a roviny podstavy na 45◦ a minou protilehlý vrchol
krychle. Toto je další dobrá příležitost k přesnému výpočtu daných měr. Některé
základní kódy a jejich výsledky ukazuje obr. 2.

Obr. 2: Křivky a jejich kódy v programu MaLT
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3 Rozšiřující témata

Prostředí MaLT samozřejmě nabízí mnohem více možností, zde uvedeme tři
oblasti.

3.1 Programování

Stejně jako ostatní programovací jazyky můžeme i pomocí prostředí MaLT vy-
tvářet složitější struktury. Program umožňuje větvení pomocí podmínek, práci
s proměnnými i definici vlastních funkcí. Funkce navíc umožňují dynamickou
manipulaci se vstupními parametry. Pokud si například zavedeme funkci pro
kreslení jehlanu s parametrem pro odchylku boční hrany a podstavy, můžeme
pak posuvníkem nastavovat tento parametr. Podrobnosti k těmto možnostem
najdeme v manuálu [1], který je dostupný z hlavního menu. Dále je možné na-
stavovat barvu a tloušťku zanechávané stopy, barvu pozadí a mnoho dalších
parametrů.

3.2 Stereometrie

Pokud pracujeme s nadanými žáky ZŠ nebo SŠ, vysokoškoláky nebo máme dosta-
tek času, můžeme se pustit i do složitějších konstrukcí. Nabízí se vepisování pra-
videlných, duálních mnohostěnů, tedy kreslení osmistěnu vepsaného do krychle
nebo kreslení jednoho čtyřstěnu vepsaného do druhého čtyřstěnu [4]. Samostat-
ným problémem může být konstrukce pravidelného dvanáctistěnu nebo dvace-
tistěnu. Zajímavou úlohou může být také kreslení těles, které vzniknou z krychle
zkosením či zaoblením rohů.
Další samostatnou kapitolou je kreslení šroubovice. Na začátek můžeme žá-

kům zadat zkonstruování „schodiště
, viz obr. 3. Toto „schodiště
 kopíruje po-
vrch pomyslného, čtyřbokého hranolu. Na obr. 3 vidíme dva různé kódy, které

Obr. 3: Dva způsoby nakreslení „schodiště
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kreslí stejné „schodiště
. První program sice provede více příkazů, ale je jedno-
dušší pro představu. Avatar doslova stoupá po pomyslném „schodišti
 tak, že
v rohu se vždy narovná, otočí o 90◦, nakloní se vzhůru a opět stoupá. Naopak
druhý postup je složitější, ale úspornější. V tomto případě avatar „schodiště

prolétává bokem, stejně jako při kreslení šroubovice na obr. 2. Jakmile pocho-
píme druhý kód pro konstrukci „schodiště
, zbývá nám ke šroubovici již jen
krůček. Stačí zkrátit jednotlivé úseky a zatáčet pozvolněji. Za zmínku také stojí
fakt, že parametry u příkazů up a roll odpovídají po řadě křivosti a torzi křivky.

3.3 Teorie grafů

Třetím a posledním rozšiřujícím tématem, které zde nabídneme, je problém op-
timálního nakreslení daného útvaru. Tedy úloha zkonstruovat například krychli
tak, aby avatar urazil co nejkratší dráhu. Z teorie grafů víme, že graf lze nakreslit
jedním tahem, právě když má nejvýše dva vrcholy lichého stupně [5]. Krychle
má osm vrcholů a všechny jsou lichého stupně tři, viz obr. 4 vlevo. Musíme tedy
po některých hranách projít vícekrát. Otázkou je, nejméně kolik hran musíme
projít opakovaně, aby šel výsledný graf nakreslit jedním tahem? Odpověď je, že
stačí tři hrany projít dvakrát, viz obr. 4 uprostřed. Tím se stupeň šesti vrcholů
zvýší na čtyři a zbývají pouze dva vrcholy lichého stupně – start a cíl. Podle
schématu na obr. 4 vpravo můžeme krychli sestrojit pomocí 15 pohybů avatara,
což je minimum. Existuje více různých řešení.

Obr. 4: Kreslení krychle minimálním počtem pohybů avatara

4 Závěr

Prostředí MaLT atraktivním způsobem propojuje programování, prostorovou
představivost a stereometrii. Zajímavé úlohy zde najdou žáci vyšších ročníků zá-
kladní školy, středoškoláci, ale i studenti vysokých škol. Prostředí nabízí mnoho
příležitostí k experimentování a motivuje žáky a studenty k řešení stereometric-
kých úloh.
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Matematickou cestou k technice – šroubovice

Marek Vejsada

Abstrakt

Tento příspěvek vznikl v souvislosti s projektem MatemaTech – matematickou cestou
k technice. Téma šroubovice není obsahem Školního vzdělávacího programu. Nicméně
může být zajímavé v konfrontaci s některými záležitostmi pozorovanými kolem nás.
Tento článek, a s ním spojená rozšiřující prezentace na konferenci, si klade za úkol
zmapovat základní případy výskytu šroubovice v praxi, jejího popisu, určení délky jed-
noho jejího závitu a užití tohoto výpočtu při řešení jednoduché úlohy z technické oblasti.

1 Šroubovice

Šroubovice je prostorová křivka. Můžeme si ji představit například tak, že roz-
točíme rovnoměrně válec a tužkou nakreslíme na jeho povrchu rovnoměrným
pohybem úsečku rovnoběžnou s osou válce. Trajektorie hrotu tužky je právě
šroubovice.
Trochu odborněji: Šroubový pohyb vzniká složením rovnoměrného otáčivého

pohybu kolem pevné přímky (osy) a rovnoměrného posuvného pohybu ve směru
této přímky. Šroubovice je pak dráha bodu při šroubovém pohybu – obr. 1. Část
šroubovice odpovídající jednomu oběhu (tj. otočení o 2π rad) se nazývá závit,
vzdálenost koncových bodů závitu se nazývá výška závitu. [1]
Parametry šroubovice jsou poloměr kružnice, výška závitu a skutečnost, zda

jde o levotočivou nebo pravotočivou šroubovici.

Obr. 1: Vymodelování části šroubovice v programu GeoGebra [2]
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2 Vlastnosti šroubovice

Jak bylo popsáno v předchozí kapitole, půdorysný průmět šroubovice je kružnice,
jejíž parametrické rovnice jsou

x = r cos t,

y = r sin t.

Pokud parametr t představuje úhel v radiánech, a mění od nuly do 2π, opíše bod
se souřadnicemi výše kružnici s poloměrem r. Pokud přidáme třetí souřadnici

z = bt,

začne se bod opisující kružnici ještě „zvedat
 ve směru osy z. Kladný reálný pa-
rametr b udává rychlost zvedání bodu ve směru osy z a určuje výšku závitu 2πb.

Obr. 2: Ilustrace k odvození délky šroubovice, 1. část, vytvořeno v programu
GeoGebra [2]

Bod Hxy se pohybuje po půdorysné kružnici, viz obr. 2. Pro hodnotu para-
metru to se bod H ′

xy dostane do takové vzdálenosti od osy x, která odpovídá
délce kružnicového oblouku, který je v půdorysu vyznačen černou čárkovanou
čarou. Přitom se Bod Hxy „zvedne
 z půdorysné roviny do výšky bto. Délka
šroubovice, odpovídající parametru to, je vyznačena tmavou fialovou úsečkou
HzH

′
xy.
Z předchozí úvahy a obr. 3 vyplývá:

|HxyHz | = bt = 2πb

|HxyH ′
xy| = 2πr

Délka jednoho závitu šroubovice je možno vyjádřit vztahem:

|HzH
′
xy| = 2π

√
b2 + r2

Poslední výraz udává délku jednoho závitu šroubovice.
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Obr. 3: Ilustrace k odvození délky jednoho závitu šroubovice, 2. část, vytvořeno
v programu GeoGebra [2]

3 Šroubovice kolem nás

Rozhlédneme-li se kolem sebe, a víme-li, co máme hledat, můžeme spatřit šrou-
bovici např. v závitu metrického šroubu (obr. 4), u značení nepřemístitelných
překážek (obr. 5), popř. u točitého schodiště (obr. 6). Další příklad bude po-
drobněji rozebrán v kapitole 4.

Obr. 4: Šroubovicový závit metrického šroubu M6× 80, [3]

4 Využití v praxi

V případě, že vodovodní potrubí není v dostatečné hloubce, hrozí nebezpečí pro-
mrznutí. Jedna z možností, jak tomu zabránit, je instalace odporového vodiče,
který se kolem potrubí nebo hadice namotá ve tvaru šroubovice. V případě, že
teplota v blízkosti potrubí klesne pod určitou mez, sepne se obvod a vodičem za-
čne procházet elektrický proud, který okolí potrubí vyhřeje. Uvažujme přívodní
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Obr. 5: Označení nepřemístitelné pře-
kážky na vlakové zastávce Chlumec
u Českých Budějovic, [3]

Obr. 6: Točité schodiště a tobogán –
Stezka korunami stromů na Lipně, [3]

hadici pro vodu, jejíž vnější průměr je 32 mm (tzv. pětičtvrtní, v palcích). Vy-
počítejte délku odporového vodiče namotaného na zmíněnou hadici, má-li délku
10 m a je-li známo, že jedna otočka připadne na 10 cm délky hadice. Zvažte, zda
je možné navíjet vodič těsně na hadici, víte-li, že navíjíme při teplotě 20 ◦C.
Další podobné úlohy a více informací nalezneme v materiálu [4].
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KoncepTesty ve výuce matematiky

Tomáš Zadražil

Abstrakt

Příspěvek si klade za cíl představit možnost využití otázek zaměřených na porozumění
konceptům probírané látky, takzvaných KoncepTestů, ve výuce matematiky. Text dále
obsahuje konkrétní příklady KoncepTestů, které byly realizovány v praxi na nižším
stupni víceletého gymnázia, a ukazuje několik způsobů tvorby těchto otázek.

1 Význam konceptuálního porozumění

V pedagogické praxi se můžeme setkat se situací, kdy se žák při řešení zadané
úlohy neopírá o porozumění příslušných konceptů1. V tom lepším případě si do-
tyčný vybaví vhodnou poučku nebo cestu k řešení typově podobného příkladu
a úlohu prostě „nějak
 vyřeší. V horším případě zůstane žákův papír prázdný
nebo naopak přetéká, z matematického hlediska, nesmyslnými sděleními. Osobně
jsem se opakovaně setkal se skupinou, v níž si takřka každý žák pamatoval, že
součet vnitřních úhlů čtyřúhelníku je 360◦, ale nikdo z přítomných již nebyl scho-
pen vysvětlit, proč tomu tak je. Sama se nabízí otázka, zdali by „uspokojivá

většina žáků, pamatujících si zmíněné pravidlo pro čtyřúhelník, byla schopna
určit, jaký je součet vnitřních úhlů v pětiúhelníku. Rovněž jsem měl možnost
zkoušet žáka, toho času jedničkáře, který natolik věřil domněle zapamatovanému
vzorci pro výpočet velikosti excentricity elipsy, že na základě své odpovědi e =
=

√
a2 + b2 umístil obě ohniska vně zkoumané křivky. V tomto duchu bych mohl

uvádět další a další případy žákovských nezdarů pramenících z neporozumění
příslušným konceptům. Výše uvedené příklady však pro vlastní praxi považuji
za více než postačující motivaci ke kladení většího důrazu na systematické roz-
víjení konceptuálního porozumění žáků. Ve své výuce jsem proto začal využívat
metodu Peer Instruction a po bok typicky učebnicovým úlohám zařazovat úlohy
řešitelné ryze na základě konceptuálního porozumění, a sice KoncepTesty2. Po-
mocí KoncepTestů můžeme přinejmenším včas detekovat koncept, kterému žáci
neporozuměli, a uzpůsobit tomu naši další výuku, ať už za změny dosavadní
strategie, či nikoli.
1Matematickými koncepty budeme v tomto příspěvku rozumět základní pojmy, principy

a hluboké myšlenky matematiky.
2Termín KoncepTest pochází z anglické zkratky pro konceptuální testovou otázku –

ConcepTest.
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2 Metoda Peer Instruction

Peer Instruction je metoda aktivního učení vyvinutá profesorem Erikem Mazu-
rem na počátku devadesátých let dvacátého století, původně pro účely vysoko-
školské fyziky [2]. Vzhledem ke své rostoucí popularitě se však poměrně záhy
rozšířila z fyziky do ostatních disciplín na všechny stupně vzdělávání [4]. Ty-
pická lekce vyučovaná podle Peer Instruction probíhá v několika blocích, přičemž
struktura jednoho takového bloku je znázorněna na obr. 1.

Obr. 1: Průběh jednoho bloku podle Peer Instruction

Každý blok je zahájen krátkou prezentací nového pojmu nebo principu. Poté
následuje zadání KoncepTestu. Žákům je nejprve poskytnut krátký čas na pře-
mýšlení. Po uplynutí stanoveného času žáci učiteli ukáží své odpovědi pomocí
hlasovacích karet, chytrých telefonů (viz obr. 2 a 3) nebo jiných hlasovacích za-
řízení. Na základě rozložení odpovědí učitel žákům napoví (< 35 % správných
odpovědí), rovnou vysvětlí řešení úlohy (< 35 %, případně > 70 %, správných
odpovědí) nebo přejde ke skupinové diskuzi (35 % až 70 % správných odpo-
vědí). Během skupinové diskuze žáci diskutují své odpovědi v tří až čtyřčlenných
skupinkách, přičemž jsou učitelem vybízeni ke zdůvodňování svých stanovisek.
Tímto způsobem se žáci učí od sebe navzájem. Ukazuje se, že žáci, kteří právě
pronikli do diskutovaného konceptu, a živě si tedy pamatují krůček, který pro
to museli učinit, dokáží snáze a efektivněji pomoci svým spolužákům než učitel,
který si již dávno nepamatuje, jaké to bylo danému problému nerozumět [2, 4].
Skupinovou diskuzi završuje opakované hlasování. Prakticky vždy tímto způ-
sobem dojde k signifikantnímu procentuálnímu navýšení ve prospěch správné
odpovědi [2, 4].
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Obr. 2: Využití systému Socrative pro hlasování – co vidí učitel

(a) varianta bez zadání (b) varianta se zadáním (jiná úloha než
v (a))

Obr. 3: Využití systému Socrative pro hlasování – co vidí žák
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3 KoncepTesty

3.1 Definice KoncepTestu

KoncepTest, tak jak jej charakterizoval Erik Mazur [2], je otázka, která:

(1) je zaměřena na porozumění jedinému konceptu či principu,

(2) není založena na paměti ale na porozumění,

(3) disponuje nabídkou adekvátního množství odpovědí,

(4) je položena jednoznačně,

(5) není příliš obtížná ani příliš jednoduchá.

Problémem je bod (1), neboť je ve školské matematice obtížné vytvořit Kon-
cepTest zaměřený na poruzomění jedinému konceptu. Znesnadňujícím činitelem
je paradoxně zejména logická výstavba matematiky, kde jsou spolu jednotlivé
koncepty poměrně těsně provázány a mnohdy jich proto do hry vstupuje více
naráz. Rozumným kompromisem v tomto ohledu může být přiblížení Davida
Talla, kdy uvažujeme formální a osobní definici matematického konceptu na
straně jedné a jeho obraz na straně druhé [3]. Řešíme-li například úlohu týkající
se pravoúhlého trojúhelníku, může se nám v daném kontextu vybavit celá řada
důležitých principů, vět, typově podobných úloh nebo souvisejících konceptů.
Jinými slovy, v daný okamžik evokujeme konkrétní část obrazu konceptu pra-
voúhlého trojúhelníku, která je specifická pro nastalou situaci. Námi evokovaný
obraz však může být chatrný a obsahovat řadu slepých uliček, nesprávných úvah
nebo dokonce miskoncepcí. Hledaným východiskem pro bod (1) tak může být
jak tvorba KoncepTestů zaměřených ryze na porozumění zvolenému konceptu,
tak i KoncepTestů cílených na rozvoj, potažmo opravu, přidruženého obrazu.

3.2 Konkrétní příklady realizovaných KoncepTestů

Úloha o půlkruhu

Rozhodněte, kolik z následujících tvrzení platí pro vyšrafovanou část kruhu K
na obrázku (na obrázku byl vyšrafován půlkruh):

• vyšrafována je výseč kruhu K,

• vyšrafována je úseč kruhu K,

• vyšrafován je půlkruh.

(A) pravdivé není žádné tvrzení,

(B) pravdivé je jedno tvrzení,

(C) pravdivá jsou dvě tvrzení,

(D) pravdivá jsou všechna tvrzení.

Tento KoncepTest ověřuje správné porozumění formální definici pojmů kru-
hová výseč a kruhová úseč. Změnu rozložení žákovských odpovědí po skupinové
diskuzi můžeme pozorovat na obr. 5a. Žáci volící špatnou odpověď často dispo-
novali pouze grafickou představou částí kruhu, tj. nevládli jejich exaktní definicí.
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(Například s kruhovou výsečí je typicky spojená představa jedné osminy pizzy,
nikoli však k ní doplňkové části.) Během skupinové diskuze byl odposlechnut
mimo jiné i tento výrok: „Výseč ohraničují dva poloměry a oblouk. No a prů-
měr jsou dva poloměry, takže je to i výseč.
. V závěru diskuze bylo zřejmé, že
většina žáků dokáže svou představu kruhové výseče i úseče propojit s přísluš-
nými formálními definicemi a tyto útvary správně charakterizovat. Tento závěr
byl rovněž v souladu s výsledky testu zadaného s přibližně týdenním odstupem.
Součástí testu byla například úloha, v níž měli žáci charakterizovat tmavě zvý-
razněné části kruhu (A)–(F) na obr. 4. Pouze dva z 30 žáků tuto úlohu nevyřešili
zcela správně.

Obr. 4: Testová úloha ověřující porozumění formální definici částí kruhu

Úloha o obvodu kruhové výseče

Obvod výseče kruhu K(S, 300mm) příslušející středovému úhlu o velikosti 60◦

činí (pro účely této úlohy uvažujte π
.
= 3,14):

(A) 314mm,

(B) 614mm,

(C) 914mm,

(D) 1 214mm,

(E) 1 884mm,

(F) jiná hodnota.

Tento KoncepTestu s odstupem času následoval předchozí otázku o půlkruhu.
Byl inspirován prověrkou, jež obsahovala prakticky totožnou početní úlohu, po-
žadující po žácích určení obvodu kruhové výseče. Výsledky prověrky však pouká-
zaly, že ačkoli většina žáků dokáže správně popsat kruhovou výseč, s výpočtem
jejího obvodu má potíže více než polovina třídy. V mnohých případech žáci pouze
použili naučený vzorec pro délku oblouku příslušného danému středovému úhlu,
přičemž opomněli zohlednit nutnost výseč zcela ohraničit. U nekorektně uvažu-
jících žáků došlo v daném okamžiku k evokování nesprávného obrazu konceptu
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obvodu rovinného útvaru. Pro nápravu tohoto stavu bylo žádoucí, aby měli žáci
možnost problém diskutovat mezi sebou a z toho důvodu vznikl i tento Kon-
cepTest. Změnu rozložení odpovědí po skupinové diskuzi můžeme pozorovat na
obr. 5b.

(a) (b)

Obr. 5: Diagramy znázorňují změnu rozložení žákovských odpovědí po druhém
hlasování (například pod položkou špatně–dobře nalezneme žáky, kteří v rámci
individuálního hlasování odpověděli špatně, a po skupinové diskuzi svou odpověď
opravili na správnou variantu)

3.3 Jak vytvářet KoncepTesty

Pro potřeby vlastní výuky lze KoncepTesty připravovat několika způsoby:

(1) můžeme využít přímo sešity žáků a hledat obvyklé chyby či miskoncepce,

(2) můžeme zadat KoncepTest formou otevřené otázky,

(3) můžeme vhodně upravit učebnicovou úlohu,

(4) můžeme převzít úlohu ze „sbírky
 KoncepTestů.

Ukázkovým příkladem bodu (1) je úloha o obvodu kruhové výseče z předchozí
části příspěvku. Možnost (2) skýtá nejčastěji doporučovaný způsob, jak genero-
vat odpovědi pro námi designovaný KoncepTest. Stačí pouze vhodně položit
problémovou otázku a mezi nabízenými odpověďmi žáků si jen vybrat projevy
nejběžnějších miskoncepcí. Variantu (3) obvykle představují úlohy označované
jako „pro přemýšlivé
. Způsob (4) pravděpodobně působí nejschůdněji. Avšak
aktuálně existuje jediný česky psaný materiál [1], který by bylo s nadsázkou
možno považovat za sbírku KoncepTestů. Co se zahraničních zdrojů týče, s ne-
malým úsilím lze dohledat články obsahující ukázkové KoncepTesty. Faktem však
zůstává, že matematika v tomto ohledu za fyzikou značně zaostává. Ostatně,
budeme-li chtít přejít k metodě Peer Instruction, s trochou cviku a notnou dáv-
kou odhodlání si můžeme své KoncepTesty připravovat sami a na míru konkrétní
skupině žáků.
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4 Závěr

V úvodu příspěvku byly naznačeny možné problémy žáků pramenící z nedosta-
tečného konceptuálního porozumění základním matematickým pojmům, vzta-
hům a myšlenkám. Byla vyzdvižena nutnost systematicky budovat hluboké po-
rozumění žáků v rámci výuky matematiky. Jako schůdná cesta byla představena
metoda aktivního učení Peer Instruction a její esenciální součást, KoncepTesty.
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Geometrické pojetí teorie forem

v přednášce Hermanna Minkowského

Jan Zeman

Abstrakt

V tomto článku představíme jeden konkrétní problém z přednášky Hermanna Min-
kowského (1864–1909) z roku 1884, a to geometrickou interpretaci minima kvadratické
formy, vytvořené na základě soustavy forem linárních. Použité postupy se pokusíme
konkretizovat a představit je tak, aby byly přístupné i pro současné studenty.

1 Úvod

V tomto článku se zaměříme na přednášku Hermanna Minkowského (1864–1909)
Über positive quadratische Formen (viz [1], originál [2]) z dob jeho studií v Kö-
nigsbergu z roku 1884 a explikací jeho postupů se pokusíme teorii forem, stan-
dardně probírané v rámci lineární algebry, dodat názornosti. Pro metodu geo-
metrické interpretace kvadratických forem, kterou zde Minkowski svým kolegům
představoval jakožto jasnou, se pokusíme nabídnout výklad, zaměřený na sou-
časné studenty, kteří s problematikou seznámeni nejsou. Budeme však předpo-
kládat základní znalost teorie matic.

2 Téma

Mějme reálnou kvadratickou formu o dvou proměnných. Obecně ji zapisujeme

f = c11x
2 + 2c12xy + c22y

2 = (x, y) ·
(

c11 c12
c12 c22

)
· (x, y)T , (1)

kde (cij) je reálná symetrická matice, jejíž determinant pak značíme D. My
se však budeme zabývat tvarem

f = ξ2 + η2, (2)

kde ξ a η jsou lineární formy s reálnými koeficienty aij o dvou proměnných x, y

ξ = a11x+ a12y, (3)

η = a21x+ a22y.

V následujícím budeme probírat minimální hodnotu formy f při celočíselných
proměnných x, y, které však nejsou obě nula. Zkráceně hovoříme o minimu a zna-
číme M .
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3 První možnost výkladu

Minkowski uvedl v záznamu zmíněné přednášky (viz [1, s. 356]) vztah

M ≤
√
4
3
D, (4)

objevený původně C.F. Gaussem v ([3, s. 133–135, art. 171]), a o něco níže
na téže straně geometrické vyjádření tohoto vztahu, taktéž však ponechané
bez důkazu:

Věta 1 V rovnoběžníkovém systému bodů v rovině, vytvořeném podle základního
rovnoběžníku o obsahu

√
D, existuje pro každý bod P alespoň jeden další bod P0,

jehož vzdálenost od P je nejvýše

√√
4
3
D.1

Vedle tohoto textu pak zakreslil obrazec (Obr. 1).

Obr. 1: Minkowského kresba (převzata z [2])

Pochopení uvedeného se těžko dobíráme i při nezištném přijetí (4). Co je
to rovnoběžníkový systém bodů? Co je základní rovnoběžník a proč je jeho ob-
sah

√
D? Proč je nejmenší vzdálenost mezi dvěma body omezena právě uvede-

ným výrazem? Ten se sice na pohled podobá výrazu z (4), souvislost však zcela
zřetelná není a stejně tak ani souvislost s uvedenou kresbou na obr. 1. Minkowski
se pokouší vše vyložit najednou, jistě proto, že u svých kolegů alespoň základní
znalost problému předpokládal.

1(Viz [1, s. 356]): “In einem parallelogrammatischen System von Punkten in einer Ebene,
welches sich nach einem Grundparallelogramm von dem Inhalt

√
D abtheilen lässt, gibt

es zu jedem Punkte P mindestens einen anderen P0, dessen Entfernungen von P nicht grösser

als

√√
4

3
D ist.”
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4 Druhá možnost výkladu

Pokusíme se proto nyní předložit zřetelnější postup výkladu, kde Minkowského
větu 1 uvedeme až na konci. Vyjdeme nejdříve z některé z těchto dvojic lineárních
forem:

ξ=x − 2y
η= y

(a)
ξ= x
η= y

(b)
ξ=x+ y
η= y

(c)

Následně budeme do příslušné dvojice dosazovat celočíselná x, y a uvažovat
o geometrické interpretaci výsledku. Předešleme, že takto budeme konstruovat
mřížku a že jsme uvedené dvojice vybrali záměrně tak, abychom se od nich nako-
nec dostali k jednomu z rovnoběžníků, zakreslených na kresbě (obr. 1). Pro odvo-
zení dalších pravd o mřížce pak naopak vyjdeme z dobře známých geometrických
vět a vypomůžeme si jejím již představeným algebraickým podkladem.

4.1 Konstrukce mřížky

1. V eukleidovské rovině zvolíme počátek a zavedeme ortonormální souřadni-
cový systém. Osy označíme ξ, η a na nich vyznačíme jednotkové vektory �eξ

a �eη (viz obr. 2). Dosazujeme-li následně ve vybrané dvojici forem za x, y,
interpretujeme výsledné hodnoty forem ξ, η jako souřadnice v právě za-
vedeném systému. Všimněme si, že počátek O[0, 0] dostaneme u lineárně
nezávislých forem pouze pro x = 0, y = 0.

2. Dosadíme-li nejprve x = 1, y = 0 a poté x = 0, y = 1 dostaneme sou-
řadnice jiných bázových vektorů �ex a �ey, které určují nový souřadnicový
systém x, y.

O ξ = x

η

�eξ = �ex

�eη�ey

y

�eξ = �ex

�eη = �ey

ξ = x

η = y

O O

�ey

�eξ = �ex

�eη

ξ = x

η y

�ex=(1, 0)
T

�ey =(−2, 1)T
�ex=(1, 0)

T

�ey=(0, 1)
T

�ex=(1, 0)
T

�ey =(1, 1)
T

Obr. 2: Geometrické pojetí forem

Častěji bychom však dnes na naše dvojice forem nahlíželi jako na lineární
zobrazení a vektory �ex, �ey získávali z jednotkových vektorů �eξ, �eη pomocí
matice zobrazení (aij):

�ex = (aij) · �eξ =

(
a11 a12
a21 a22

)
· (1, 0)T = (a11, a21)T , (5)

�ey = (aij) · �eη =

(
a11 a12
a21 a22

)
· (0, 1)T = (a12, a22)T .
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Nalezením souřadnic čtvrtého vrcholu po dosazení x = 1, y = 1 doplníme
vektory �ex a �ey na rovnoběžník (viz též obr. 2).

3. Po dosazování dalších celočíselných hodnot za proměnné x, y dostáváme
v souřadném systému ξ, η souřadnice přípustných bodů P [ξ, η]. Pokud
vyplníme celou rovinu kladením „základního rovnoběžníku
, vytvořeného
v předchozím kroku, vedle sebe, dostaneme uvedené body také ve všech vr-
cholech takto zkopírovaných rovnoběžníků. Tato množina bodů bude tedy
„rovnoběžníkovým systémem bodů
 z věty 1, přičemž tento pojem od-
povídá dnes běžnému pojmu „mřížka
. V našich třech příkladech tedy
dostáváme pokaždé jednu a tutéž mřížku a mění se jen propojení mřížko-
vých bodů (viz obr. 3). Tato naše mřížka a základní rovnoběžníky zároveň
odpovídají původní Minkowského kresbě (obr. 1).

Obr. 3: Tatáž mřížka, rozdílná propojení

4.2 Obsah základního rovnoběžníku

Základní rovnoběžník E, vytčený vektory �ex a �ey, bude mít dle známé věty
z analytické geometrie obsah

vol (E) = | �ex × �ey|. (6)

Z (5) potom plyne

vol (E) =
∣∣(a11, a21)T × (a12, a22)T

∣∣ = | det(aij)|. (7)

Jak se však tento obsah má k determinantu D kvadratické formy f , vytvořené
dle (2)? Rozepíšeme-li ji na skalární součin

f = ξ2 + η2 = (ξ, η) · (ξ, η)T =
[
(x, y)(aij)T

]
·
[
(aij)(x, y)T

]
a srovnáme-livýsledek při zohlednění asociativity násobení matic s (1), bude
matice této kvadratické formy zřejmě rovna

(cij) = (aij)
T · (aij)
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a její determinant D = (det(aij))2. Na základě (7) tedy bude nakonec platit

vol (E) =
√

D, (8)

což Minkowski uvádí ve větě 1, kterou však zatím stále ještě nezmíníme. I tato
vlastnost byla poprvé dokázána C. F. Gaussem, a to v roce 1831 (viz [4, s. 318]).
Ověříme ji na našich příkladech a vizuálně zkontrolujeme na obrázcích z obr. 2,
doplněných o mřížku:

(a)

vol (E) = | �ex × �ey| =
∣∣(1, 0)T × (−2, 1)T

∣∣ = 1
(cij) =

(
1 0
−2 1

)
·
(
1 −2
0 1

)
=

(
1 −2
−2 5

)
f = x2 − 4xy + 5y2

vol (E) =
√

D =
√
5− 4 = 1

O ξ = x

η

�eξ = �ex

�eη�ey

y

(b)

vol (E) = | �ex × �ey| =
∣∣(1, 0)T × (0, 1)T

∣∣ = 1
(cij) =

(
1 0
0 1

)
·
(
1 0
0 1

)
=

(
1 0
0 1

)
f = x2 + y2

vol (E) =
√

D = 1

�eξ = �ex

�eη = �ey

ξ = x

η = y

O

(c)

vol (E) = | �ex × �ey| =
∣∣(1, 0)T × (1, 1)T

∣∣ = 1
(cij) =

(
1 0
1 1

)
·
(
1 1
0 1

)
=

(
1 1
1 2

)
f = x2 + 2xy + 2y2

vol (E) =
√

D =
√
2− 1 = 1

O

�ey

�eξ = �ex

�eη

ξ = x

η y

Naše kvadratické formy mají tedy tentýž determinant D = 1 a příslušné
základní rovnoběžníky tentýž obsah

√
D, což naznačil Minkowski i v kresbě

(obr. 1).

4.3 Vzdálenost nejbližších mřížkových bodů

Jako vztažný bod P stanovme nejprve počátek O. Opět na základě známé geo-

metrické věty bude vzdálenost k bodu P0[ξ0, η0] rovna |P0O| =
√

ξ20 + η20 . Tato
vzdálenost musí být pro nejbliží bod menší nebo rovna vzdálenosti k jakému-
koliv jinému bodu. Problém tak bude zároveň analogický minimalizaci výrazu
ξ2+η2 pod odmocninou pro celočíselná x, y, tedy našemu původnímu algebraic-
kému problému nalezení minima M formy f (viz kap. 3). Hledaná vzdálenost
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tak bude |P0O| =
√

M . Nyní představíme vztah (4) a jeho odmocněním horní
mez pro vzdálenost

|P0O| ≤

√√
4
3
D.

Protože dále v mřížce není žádný bod významnější, lze počátek zvolit v li-
bovolném jejím bodě, a tato horní mez tak bude i horní mezí pro vzdálenost
jakýchkoliv dvou nejbližších bodů P a P0. Uvedením věty 1 můžeme nyní shr-
nout úvahy z předchozích odstavců.

5 Závěr

V tomto článku jsme se v návaznosti na přednášku Hermanna Minkowského
pokusili srozumitelněji předložit tyto aspekty geometrické interpretace kvadra-
tických forem: mřížku, základní rovnoběžník, vztah jeho obsahu k determinantu
kvadratické formy a souvislost horní meze pro vzdálenost nejbližších mřížkových
bodů s horní mezí pro minimum kvadratické formy o dvou neznámých.

Poděkování

Za cennou pomoc s textem děkuji RNDr. Janu Vrškovi, Ph.D., a anonymnímu
recenzentovi.
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