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PREDMLUVA

Po dvou letech se ke ¢tenaitim dostava dalsi sbornik z konference Setkani uciteli
matematiky vSech typt a stupnu skol. Jeji téma je Siroké: Matematika a vzdéla-
nost. Kazdy si pod nim mize predstavit trochu néco jiného, jisté se vsak shod-
neme, ze matematika je se vzdélanosti tzce spojena. Jak vsak prostfednictvim
matematiky sméfovat ke vzdélanosti je otazka, kterou lze zodpovédét rizné. Du-
lezitost podobnych konferenci v dobé internetu, kdy je mozné najit informace
témeér o vSem a metodické materialy k mnohému, spatiuji pravé ve vyjasnovani
nasich postoji ke zminéné otazce. Doporucuji pozornosti ¢tenait napt. prispévek
prof. Kufiny, ktery se k této problematice pfimo vztahuje.

Sbornik zdaleka nepokryva vse, co bude na konferenci fe¢eno a predneseno.
I tak vsak, myslim, muze byt uciteli matematiky dobrym pravodcem, chce-li
se néemu novému a uzitenému pro svou vlastni praxi pfiucit. Je specifikem
této konference, ze v plenarnich prednaskach poskytuje tcastnikim moznost do-
zvédét se néco nejen z didaktiky matematiky (sdéleni o vysledcich vyzkumu od
P. Eisenmanna, J. Novotné, J. Ptibyla), ale téZ z matematiky (prezentace rtz-
nych FeSeni zajimavé tlohy od A. Slavika) a pedagogiky ¢i, jako je tomu letos,
psychologie (jak ¢esti zdci vidi své kompetence v matematice od I. Smetéckové).
V sekcich se setkdme s konkrétnimi naméty na vyuku matematiky u zakt rtz-
ného véku i s vysledky vyzkumt jejich porozuméni matematickym pojmim,
s prispévky, které na konkrétnich prikladech ukazuji potenciil pouziti riznych
prostfedkd informacnich technologiich ve vyuce matematiky ¢i v jeji priprave,
¢i s fadou naméta na aplikace matematiky v praxi. Zajimavé budou jisté i dis-
kuse v rdamci dvou kulatych stoji, které reaguji na soucasné otazky kurikula
a hodnoceni v matematice formou pfijimacich zkousek a maturity a které vSak
z pochopitelnych davodt ve sborniku nenajdeme.

Doufam, ze ucastnici shledaji jak konferenci, tak i samotny sbornik a jeho
texty natolik inspirativni pro svou praci ve Skole, Ze se na konferenci vrati i za
dalsi dva roky.

Za programovy vybor Nada Vondrova
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PREDPOKLADY ZAKA K RESENI ULOH
A RUZNE ZPUSOBY JEJICH RESENI

Petr Eisenmann, Jarmila Novotna, Jifi P¥ibyl

Abstrakt

Prispévek seznamuge se zdkladnimi idejemi, které zaznély na predndsce. Predklddame
strucny pohled na tesent uloh pomoci heuristickych strategii, pricemz u kaZdé strate-
gie wvadime vhodnou dlohu, pri jejimz Teseni je dand strategie efektivné pouZita. Ddle
seznamujeme ctendre s vysledky vyzkumu, ktery se zabyval vyuZitim heuristickych stra-
tegii ve vyuce. Na zdvér prispévku se snaZime zodpovédet otdzku, zda je mozné zjistit
Zakovy predpoklady k esent matematickych uloh.

1 Uvop

Tento prispévek je stru¢nou verzi prednasky, kterou jsme navazali na nasi pred-
nasku z roku 2015, jez zaznéla na konferenci Dva dny s didaktikou matematiky
(viz [5]).

Dlouhodobé se zabyvame vyukou matematiky a aspekty, které ji ovlivnuji.
N4&s tym se od roku 2012 zaméril pfedevsim na feseni dvou otazek:

1. Jak zlepsit zdkovu dovednost Fesit ilohy v matematice?
2. Jak poznat, jak na tom je ktery zak z hlediska FeSeni matematickych tloh?

Jsme si védomi faktu, ze téméi kazdy ucitel matematiky ma v zasobé celou
fadu tloh, modelu a situaci, kterymi pusobi na zaka tak, aby zlepsil jeho do-
vednost Tesit matematické ulohy. Je tedy zfejmé, ze odpovédi na prvni otazku
je vice. V ramci nasi prednasky jsme nabidli jeden relativné uceleny pohled
na fefeni aloh v matematice, a to pomoci heuristickjch strategii. Ze se jedna
o smysluplnou aktivitu, dokldddme vysledky vyzkumu, ktery probihal v letech
2012-2014. V ramci tohoto dlouhodobého experimentu jsme se pokusili naucit
zaky ve véku od 12 do 18 let pouzivat heuristické strategie pfi feseni tuloh.

Stejné tak se domnivame, zZe ucitelé z praxe dokazou po ¢ase do jisté miry
zodpovédét i druhou otédzku. Mohou tak ucinit na zakladé dlouhodobého po-
zorovani zdka a analyzy jeho vysledkt, avSak obvykle az po delsi dobé vyuky.
Jako na$i odpovéd na druhou otézku predstavujeme nastroj, na jehoZ vyvoji
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delsi dobu pracujeme a jehoZ teoretické pozadi jsme stru¢né predstavili v rdmci
nasi prednasky. Jeho vyhodou je, Ze uéiteli umozni v ramci dvou vyucovacich
hodin otestovat vSechny zaky tiidy na dovednost fesit matematické alohy. Tento
nastroj neni zaméfen na vyhledavani matematicky nadanych zakt, ale na zma-
povani realné situace v konkrétni t¥idé, coz muze byt uciteli k uzitku, napriklad
kdyz prechazi do nové t¥idy, nebo potrebuje ziskat dalsi informace o svych zacich.

2 RESENI ULOH POUZITIM HEURISTICKYCH STRATEGI{

V ramci tohoto oddilu nabizime jednu z moznosti, jak zlepsit zakovu dovednost
fesit ulohy. Nejprve ¢tenadfe seznamime s tim, jak vnimame feSeni tiloh v mate-
matice, a nasledné mu nabidneme ukazku vybranych heuristickych strategii.

2.1 RESENT ULOH
Reseni matematickych tloh je proces, ktery je nerozluéné spjat s vyucovanim
matematiky na zakladnich a stfednich skoldch. G. Pélya v [8, p. ix] charakteri-
zuje feseni tlohy nasledovné: , Resit Glohu znamen4 najit cestu z obtizné situace,
cestu, jak obejit pfekazku, cestu k dosazeni cile, ktery nebyl bezprostfedné do-
sazitelny.“ Je vice zpusobi, jak dosahnout pozadovaného cile. My tyto zpisoby
pracovné délime do tii zédkladnich skupin:

e primy zpusob,

e uziti heuristické strategie,

e pokus.

Primy zpiusob odpovida situaci, kdy zak si je védom toho, jak ma resit alohu.
Reseni tlohy spociva tedy v zopakovani nauceného postupu nebo v pifmém
vyuziti znalosti. Predpokladame, ze zak je také vnitfné motivovan k tomu, aby
tlohu vyftesil.

UZiti heuristické strategie odpovida situaci, kdy zak je vnitiné motivovan
k tomu, aby tlohu vyftesil, ale chybi mu znalost, nauceny postup, dovednost, . ..
V tu chvili mize s tspéchem vyuzit heuristickou strategii. Heuristickou strategii
(nékdy téz heuristicky pfistup ¢ heuristiku) vymezujeme jako proces feSeni tiloh
zalozeny na hledani, zkoumani a experimentovani.

Robertson [11, s. 28] uvadi: ,Heuristika je voditko, které muze do urcité
miry pomoci smysluplné se vyporadat s tlohou (jinymi slovy heuristika nahra-
zuje TeSeni pomoci slepého provadéni pokust a omyld), ale nezaruc¢uje nam, ze
najdeme pozadované feSeni. Heuristika byva ¢asto davana do kontrastu s algo-
ritmem, ktery zarucuje, ze feSeni najdeme, i kdyz to muze trvat velmi, velmi
dlouho. Nicméné pokud je tloha algoritmického razu, pak ji timto zptisobem
vyfesime. Reknéme si vSak, Ze heuristika je také algoritmus.“

Posledni pristup zaka k feseni ulohy nazyvame pokusem. Tento zptsob popi-
suje situaci, kdy zakovi chybi vnitfni motivace k feseni tlohy. Vysledek prosté
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,odhadne“ a obvykle ani nepozaduje zpétnou informaci o tspésnosti. Zak totiz
ve skuteénosti fesi problém ,zbavit se tlohy*.

Domnivame se, ze systematické zavedeni heuristickych strategii do Skolské
vyuky muze rozsirit zakav repertoar prostfedki k fesSeni tloh. Jsme si védomi
skutecnosti, ze v fadé pripadi zaci sami, spontanné, pouzivaji heuristické stra-
tegie a jde pritom o pfirozeny proces. Stejné tak ucitelé v fadé pfipadd vhodnym
zpisobem navadi zaky k pouziti heuristické strategie, byt to ani jedna strana
vyucovaciho procesu tak nenazyva. Vychazime z pfedpokladu, ze pokud se bude
o téchto strategiich feseni tloh hovotit ve vyuce a zaci s nimi budou systema-
ticky seznamovani, pak se zaci nejen zlepsi v feseni tiloh, ale jak ukazuji vysledky
experimentti, dojde i k rozvoji zéka jako takového.

2.2 PREDSTAVEN{ HEURISTICKYCH STRATEGII

Pojeti heuristickych strategii, které preferujeme, vychézi z ptivodni prace G. P6-
lyi [6], kterou m& nyni k dispozici i ¢esky ¢tendf [7]. Pdlyovo vymezeni bylo
pro nas vychodiskem, od kterého jsme se odrazili a pokusili se o systematické
zpracovani jednotlivych heuristickych strategii na zakladé jejich analyzy (vice
viz [9]). Pfedstavme si nyni postupné jednotlivé heuristické strategie. Po kratké
charakteristice uvedeme vzdy jednu nebo dvé ilohy, jejichz feseni bude ptislus-
nou strategii ilustrovat. ReSen{ nékterych tiloh Ize najit v [5].

ZAVEDEN{ POMOCNEHO PRVKU

Zakladni idea této strategie spociva v tom, Ze zavedenim pomocného prvku se
feSeni pro Tesitele stane snadnéji dosazitelné. Pomocny prvek vymezujeme jako
objekt, ktery se na prvni pohled v tloze nevyskytuje, a my jej do tlohy vpravime
s nadéji, ze ndm usnadni pFistup k feseni. U geometrickych tloh se obvykle jedna
o primku, tsecku, bod ¢i obrazec, v pripadé aritmetickych ¢i algebraickych tiloh
o proménnou, ¢&islo ¢ funkci. O této strategii pojednava podrobnéji ¢lanek [10].

Uloha 1 Necht p je prvocislo vétsi nez 3. Dokazte, Ze ¢islo p*> — 1 je délitelné
Cislem 24.

Reseni: Nejprve zadany kvadraticky dvojélen rozlozime

pPP-1=p-1p+1)

a potom mezi éisla p — 1 a p 4+ 1 vlozime ¢islo p (je nasim pomocnym prvkem).
Uvazujme nyni trojici ¢isel p — 1, p, p + 1.

Jsou to tfi po sobé jdouci prirozena ¢isla. Jedno z nich proto musi byt délitelné
éislem 3. Prvodislo p délitelné tfemi byt nemtze. Proto je tfemi délitelné bud
p—1 nebo p+ 1. Protoze ¢isla p— 1 a p+ 1 jsou obé suda (jediné sudé prvocislo
je 2), jsou obé ¢isla délitelnd dvéma. Vezmeme-li libovolna étyfi po sobé jdouci
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pfirozena ¢isla, pak jedno z nich je délitelné ¢tyimi. Protoze ¢islo délitelné ¢tyimi

je sudé a ¢isla p—1a p+1 je dvojice po sobé jdoucich sudych ¢isel, potom jedno
z nich je délitelné ¢tyfmi. Proto musi byt soucin

P+1)p-1)
délitelny soucinem c¢isel 3, 2 a 4, tj. ¢islem 24.

Uloha 2 Je ddn libovolng konvexns ctyiihelnik ABCD, viz obr. 1. Spojte stiedy
1
M, N stran AD a BC. Zjistéte, jaky je vztah mezi |MN| a §(|AB| + |CD)).

N

B
Obr. 1: Ctyithelnik ABCD

Reseni: Do tilohy zavedme pomocny prvek, kterym bude tthlopticka BD (viz
obr. 2).

Zabyvejme se nyni situaci ve vzniklych trojihelnicich. Pokud na thlopticce
BD sestrojime stied S, pak tsecky MS a NS jsou po fadé stfedni pricky v troj-
thelnicich ABD a CDB (viz obr. 3).

c C
D D

B B

Obr. 2: Ctytihelnik ABCD s thlop¥ic- Obr. 3: Ctyithelnik ABCD, thlo-
kou BD pricka BD a jeji stied S
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Proto plati, ze
1
MS| = 3|AB|

INS|

1

—|CD

SloD

Pomoci trojuhelnikové nerovnosti pro trojihelnik SNM dostaneme:

1 1 1
|[MN| < |MS|+|NS| = §|AB| + §|CD| = §(|AB| +|CDJ)
Pozn.: Je zfejmé, Ze rovnost nastava v piipadé, kdyz bod S (stfed thlopficky
BD) lezi na tseéce M N, tedy v ptipadé, ze ABCD je lichobé&znik.

Odpovéd: V libovolném konvexnim étyftuhelniku ABCD, v némz stiedy stran
AD a BC oznacime po fadé M a N, plati:

1
[MN] < 2(1AB| +|CD])

ANALOGIE

V bézném zivoté i ve védé Casto predpokladame, ze v podobnych situacich plati
i obdobné vztahy mezi vécmi, lidmi, jevy, objekty dané discipliny apod. I v mate-
matice hraje analogie velmi vyznamnou roli. Matematické pojmy izomorfismus
nebo homomorfismus matematickych struktur jsou vyjadifenim toho, Ze mezi
témito strukturami existuje urcitd analogie. Tuto analogii pak matematikové
bohaté vyuzivaji. Mame-li fesit urc¢itou tlohu, najdeme analogickou tlohu, tj.
ulohu, ktera bude pojednavat podobnym zpisobem o analogickém objektu. Po-
kud se ndm podaii tuto novou tlohu vyfesit, nebo pokud jeji feseni jiz zname,
mizeme Casto metodu jejiho feSeni nebo piimo vysledek pouzit i pii feseni tilohy
ptivodni. Podrobnéji o této strategii pojednava clanek [3].

Uloha 3 Je ddna primka p a pravidelny osmistén. Urcete rovinu, kterd prochdzi
primkou p a rozdéli dany osmistén na dvé cédsti o stejném objemu.

Reseni: Analogie zde spoé¢iva v tom, Ze ptijdeme o dimenzi nize. Misto pra-
videlného osmisténu uvazujme ¢tverec (primét osmisténu) a misto piimky bod.

Zadani analogické tilohy:

Je dan ctverec a bod P. Urcete primku, kterd prochdzi bodem P a rozdéli
dany ctverec na dva utvary o stejném obsahu.

Reseni analogické tilohy (viz obr. 4):

Vyuzijeme toho, ze kazda primka prochézejici sttedem rozdéli ¢tverec na dva
shodné atvary a shodné utvary maji stejny obsah, tudiz i pfimka prochézejici
stfedem cCtverce a bodem P rozdé€li ¢tverec na dva tutvary o stejném obsahu.
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P

Obr. 4: Reseni analogické tlohy

Odpovéd na analogickou tlohu: Hledand pfimka prochdzi stifedem cGtverce.

Odpovéd na ptivodni tlohu: Hledand rovina tudiz prochézi stfedem osmis-
ténu.

Jsme si védomi toho, ze obé dvé odpovédi zistaly na Grovni hypotéz. Ve shodé
s Polyou [6] se domnivame, Ze FeSeni nékterych tloh ve 8kolské matematice muze
byt ponechano na plausibilni tirovni. Zatimco diikaz prvni hypotézy je relativné

V nasledujici jednoduché tloze vyuzijeme analogii ve smyslu tvorby tulohy
s ,,pratelstéjsimi Cisly“. Prezentované feSeni je navic ukazkou analogie mezi vni-
manim zlomku jako ¢isla a jako ¢asti celku. Ditkaz o vhodnosti pouziti analogie
je soucasti ulohy ¢. 10.

Poznamenejme, Ze jednim z rysa pouziti analogie je, ze fadu pfechod mezi
puvodni a analogickou tirovni nechdvame, na urcité arovni poznani, v plausibilni
roviné. Zatimco zak, ktery jesté dostatecné neovlada algebru, se v nésledujici
tloze spokoji s tim, Ze analogii véti, ucitel vi, Ze tato analogie je spravna.

125 124
Uloha 4 Rozhodnéte. Ktery zlomek je vétsi: ——, nebo —— ?

Reseni: Kromé primého zptsobu feseni vypoctem na kalkulacce ¢i prevede-
nim na spole¢ného jmenovatele je mozno fesit tuto tlohu pomoci analogie.
Zadani analogické tlohy:

3 2
Rozhodnéte. Ktery zlomek je vétsi: e nebo 3 ?
3 2
Zde je odpovéd ziejma: 1 > 3
125 124
v 1 o 7 /1 h : X
Odpovéd na ptuvodni tlohu 126 > 125

CESTA ZPET

V matematice se jedna o jednoduchou, casto uzivanou strategii, kdy zname kon-
covy stav, zname pocatecni stav a snazime se nalézt postup reseni, nebo zndme
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koncovy stav, postup feseni a snazime se najit po¢atecni stav. Reseni tilohy je po-
tom zalozeno na ,,otoceni“ nalezeného postupu. Obvyklymi priklady pouziti této
strategie na druhém stupni jsou geometrické konstrukéni dlohy, kdy na zacatku
procesu feseni predpoklddame, ze TeSeni existuje a ma hledané atributy. Jejich
analyzou pak dojdeme k pocatecnim podminkdm tlohy a obracenim celého po-
stupu pak ziskdme popis konstrukce. Pfikladem druhého zptsobu pouziti cesty
zpét jsou ,Ciselni hadi“, se kterymi se setkdvame na prvnim stupni zékladnich
skol. Na stredni skole je mozné tento zptisob feseni pouzit pii dokazovani.

Uloha 5 Adam vikd: ,Nejprve jsem prohrdl ¢turtinu svijch sklenének a pak jesté
Cturtinu toho, co mi zbylo, takZe ted mdm jen 18 sklenének.“ Kolik sklenéngch
kulicek mel Adam plivodné?

Reseni: Postupujme od konce. Adamovi zbylo na konci hry 18 sklenének, coz

bylo % sklenénych kulicek, které mél pied druhou prohrou. Do druhé hry Adam
4 3
vstupoval se 1 sklenének, tedy s 24 kulickami, coz bylo I kulicek, se kterymi

4
hrél prvni hru. Prvni hru Adam zacal se 1 kulicek, tedy se 32 sklenénkami, coz

byl ptivodni pocet.
Odpovéd: Adam mél 32 sklenénych kulicek.

POKUS—OVERENI-KOREKCE

Tuto strategii fadime ke strategiim, pomoci kterych se feSitel snazi experimen-
tovanim dojit k hledanému vysledku. V fadé publikaci (i zahrani¢nich) byva jed-
nodussi obdoba této strategie oznacovana jako pokus—omyl (trial-error), avsak
my piedstavujeme sofistikovanéjsi variantu, kterd vychézi z dobie provadéné ko-
rekce, a to na zdkladeé otdzky. Tato strategie patfi mezi iterac¢ni strategie, kdy se
korekcemi pfiblizujeme k hledanému fesSeni. Kazdy iteracni krok se sklada ze tii
po sobé jdoucich krok:

1. Pokus, neboli volba hodnoty — ve skute¢nosti se jednd o samotny experi-
ment. P¥i prvni iteraci je volba hodnoty vice ¢i méné nahodna. P#i dalsich
iteracich je jiz ovlivnéna korekci z predchozi iterace.

2. Ovéfeni — v tomto kroku zjistujeme, zda a jak se zvolend hodnota 1isi od
hledané hodnoty. Odpovéd na tuto otdzku nam rekne, jakym zpisobem
provést korekci.

3. Korekce vytvori novou hodnotu, se kterou provedeme dalsi itera¢ni krok.
Jednotlivymi iteracemi se mizeme dobrat k pozadovanému feseni, nebo ale-

spon nalézt feSeni, které se od daného TeSeni lisi chybou, ktera je pro nas jiz
prijatelna.
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Lze Tici, Ze tato strategie patf{ k nejuniverzalnéjsim, nebot v pripads, kdy
zpusob Feseni tlohy je ndm neznamy, muzeme ziskat velmi dobry vhled do ulohy
pravé experimentovanim.

Uloha 6 Urcete dvé po sobé ndsledugici lichd prirozend cisla tak, aby jejich
soucdin byl 323. (Zadéni ulohy je pfevzato a upraveno z [1, s. 89].)

Reseni: V tabulce 1 jsou ukazany itera¢ni kroky pro jednotlivé zvolené hod-
noty ilustrujici proces feseni. Postupné volime dvé po sobé jdouci licha c¢isla
a zkoumame jejich soucin. Podle posledniho sloupce se pak rozhodujeme, zda
¢isla zvétsime, nebo zmensime, dokud neziskdme FeSeni.

Tab. 1: Postupné feseni tlohy

Prvni liché ¢islo | Druhé liché ¢islo | Soudin éisel Je to ¢islo 3237
1 3 3 Neni. To je (hodné) malo.
11 13 143 Neni. To je malo.
21 23 483 Neni. To je moc.
19 21 399 Neni. To je moc.
17 19 323 Ano. To je ono.

Odpovéd: Hledanymi ¢isly jsou ¢isla 17 a 19.

SYSTEMATICKE EXPERIMENTOVAN{

Podstatou této strategie je uvédomeéni si skutecnosti, ze Ize k vysledku dojit po-
moci urcitého systému v provadéni pokusti, kdy kazdy nasledujici pokus bude
pozménény oproti pfedchozimu. V nasem pojeti se jednd o modifikovanou verzi
strategie pokus—ovéreni—korekce, kdy rfesitel dokaze najit urcity systém v prova-
déni pokusu. Sila této strategie se ukazuje ve spojeni s pocitacem, ktery umoz-
nuje realizovat pokusy v realném case. Velmi casto se o pouziti poc¢itace v ramci
systematického experimentovani hovoii jako o pouziti tzv. hrubé sily. ReSeni hru-
bou silou vymezujeme jako vycerpavani jednotlivych moznosti z mnoziny vsech
potencidlnich vysledki. Podrobnéji popisujeme tuto strategii ve sborniku [4].
Uloha 7 Cidst listki do divadla stdla 220 K¢ a édst byla po 160 K¢. Kolik bylo
kterych, jestlize celkovd cena za 97 listkd byla 19300 K¢?

Reseni: K samotnému experimentovani vyuzijeme tabulkovy procesor. Zde
uvedend tabulka 2 je kracena.
Odpovéd: V divadle prodali 63 listki po 220 K¢é a 34 listki po 160 Ké.

Nasledujici uloha ilustruje situaci, kdy systematické experimentovani vede
k ovéfeni ¢i zamitnuti hypotézy.
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Tab. 2: Reseni tlohy tabulkovym procesorem

Pocet listkt . Pocet listki . .
o cenu 220 K& Cena v K¢ 2o cenu 160 K& Cena v K¢ | Celkem v K¢

97 21340 0 0 21 340

96 21120 1 160 21280

75 16 500 22 3520 20020

74 16 280 23 3680 19960

64 14080 33 5280 19360

63 13 860 34 5440 19300

62 13640 35 5600 19240

18 3960 79 12640 16 600

17 3740 80 12800 16 540

1 220 96 15360 15580

0 0 97 15520 15520

Uloha 8 Cisla, kterd se ctou stejné odpredu i odzadu, jako napt. 452254, se
nazyvaji palindromy. Muj pritel tvrdi, Ze vsechny ctyrciferné palindromy jsou
délitelné cislem 11. Je tomu tak?

Reseni: Palindromy jsou napf. éisla: 127 721, 94749, 8 338, 565, 44, 8. Nas
vsak budou v této tloze zajimat pouze Ctyfciferné palindromy. Jsou to napfr.
¢isla 6 776, 1 001, 2 992. Vezméme nyni ndhodné nékolik étytcifernych palindromi
a vydélme je jedenacti. Dostaneme napf.:

4554 = 414-11
1001 =91-11
8338 = 75811

Nyni se zd4, ze by muj pritel mohl mit pravdu. Jistotu o pravdivosti vsak
neziskdme, dokud nepiezkousime vsech 90 moznych ¢étyfcifernych palindromd.
K tomu efektivné pouzijeme tabulkovy procesor (viz tabulka 3).

7 posledniho sloupce tabulky 3 je zfejmé, ze vSechny podily jsou opravdu
celociselné.

Odpovéd: Mij pritel mél pravdu.
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Tab. 3: ResSeni tlohy véetné uvedenych vzorctl

=1000*A2+100*B2+4
a b ,=b2%| ,=a2%|” 10*C24+1*D2¢ ”=E2/11“
1 0 0 1 1001 91
1 1 1 1 1111 101
2 9 9 2 2992 272
9 1 1 9 9119 829
9 9 9 9 9999 909

KONKRETIZACE A ZOBECNEN{

Idea této strategie je zaloZena na tom, ze pokud mame tlohu, ktera je zadana pa-
rametricky nebo neurcité, provedeme v prvni fazi feseni volbu konkrétni hodnoty
nebo polohy, popf. volime specidlni pfipad. Jsme-li schopni zobecnit vysledek
této tlohy, vyslovime hypotézu o vysledku tlohy ptvodni. Hypotézu bud ne-
chéavame na plausibilni irovni, nebo dle moznosti fesitele provedeme jeji dikaz.
Nejsme-li schopni provést zobecnéni, pokracujeme v feseni dalsi konkretizaci.

Uloha 9 Obchodnik koupil knihu za jednu sedminu jeji pivodni ceny a prodal
Ji za tTi osminy jeji puvodni ceny. Jaky zisk v procentech ma obchodnik?

Reseni: Provedme konkretizaci tilohy a predpokladejme, %e ptivodni cena
knihy byla napf. 56 K¢. Obchodnik tedy koupil knihu za 8 K¢ a prodal ji za
21 K¢. Jeho zisk snadno spocitame.

21 -8=13

Zisk v procentech ¢ini:

% -100 = 162,5

Na zakladé nasi konkretizace jsme ziskali jeden vysledek. Nékolika dalsimi
volbami ceny knihy bychom mohli snadno ovérit, ze na volbé puvodni ceny ne-
zéalezi. A provést tak zobecnéni naseho vysledku.

Odpovéd: Obchodnikiiv zisk byl 162,5 %.

ZOBECNENI A KONKRETIZACE

Idea této strategie se opird o fakt, Ze u nékterého typu tloh je jednodussi zabyvat
se obecnéjsim pripadem nez zadanym konkrétnim. Poté, co vyfesSime zobecnénou
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tlohu, provedeme volbu konkrétnich hodnot tak, abychom ziskali feseni tlohy
puvodni.

Uloha 10 Rozhodnéte, ktery zlomek je vétsi:

123456 788 b 123456 787
———— nebo ————
123456 789 123456 788
B e o . o / . I
Reseni: Tipnéme si vysledek (napf. na zakladé ivahy o analogii s ¢isly e §)
a provedme zobecnéni tlohy:
n n+1
Dokazte, ze plati: (Vn € N < .
okazte, ze plati: (Vn )n+1 ——
Dikaz:
0<1

n?4+2n+0 < n?+2n+1
n(n+2) < (n+ 1)
n < n+1
n+1 n-+ 2

Konkretizaci pro volbu n = 123 456 787 dostavame Feseni tlohy.
Odpovéd:

123456 787 - 123 456 788

123456788 ~ 123456789

Tuto ulohu lze Tesit i strategii Analogie, viz uloha ¢. 4.

Poznamenejme, ze touto strategii lze fesit i tlohu ¢. 3. Zobecnénim je, Ze na
misto konkrétniho pravidelného osmisténu vezmeme v potaz libovolné stiedové
soumeérné téleso.

VYPUSTENI PODMINKY

Je zadana tuloha, v niz je vysloveno nékolik podminek. Pokud nejsme schopni
pri feSeni takového problému splnit najednou vSechny pozadované podminky,
muzeme si polozit otazku: ,Co presné ¢ini tento problém tak slozity?“ Podafri-li
se nam urcit, ktera ze vstupnich podminek je tou obtiznou, mtzeme se pokusit
ji vypustit. Jestlize se nam povede takto oslabenou tlohu vyfesit, k vypusténé
podmince se vratime a tlohu se pokusime dotesit. Typickym predstavitelem
takovych problému je nasledujici znama uloha.

Uloha 11 Je ddn trojihelnik ABC. Vepiste do tohoto trojihelniku ctverec
KLMN tak, aby strana KL leZela na strané AB, vrchol M na strané BC' a vr-
chol N na strané AC' (viz obr. 5).
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A K L B

Obr. 5: Trojuhelnik ABC s pozadovanym feSenim

Reseni: Patrné se nAm nepodaii sestrojit ihned étverec splitujici véechny pod-
minky. Pokud vSak vypustime podminku ,vrchol M lezi na strané BC“, pak
takovy ¢tverec K7 L1 M;N; sestrojime snadno (viz obr. 6). Staéi jej ,vepsat® do
thlu BAC'. Nas hledany ¢tverec bude s timto ¢tvercem stejnolehly ve stejnoleh-
losti se stiedem v bodé A. Bod M proto bude lezet na priseciku polopfimky
AM; se stranou BC.

M

N, M,

A K, Ly B

Obr. 6: Trojuhelnik ABC' s jednou konkrétni volbou ¢tverce KiLi My Ny

PREFORMULOVAN{ ULOHY

P1i pouziti této strategie preformulujeme zadanou tlohu na novou, ktera je pro
nés snadnéjsi k feseni. Castym piipadem pouziti této strategie je ,,pieklad” z jed-
noho matematického jazyka do jiného. Klasické problémy geometrie, jako byla
napft. trisekce thlu, se podarilo vyresit ve chvili, kdy byly pfelozeny do jazyka
algebry. Typickou ukazkou preformulovani tlohy do jiného jazyka je napf. na-
sledujici uloha.

Uloha 12 Je ddna ctvercovd sit (viz obr. 7) a moiné sméry pohybu na této siti.
Urcete, kolik existuje cest z pocatecniho bodu P do koncového bodu K a kolik
do koncového bodu K'.
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K’

L

P

Obr. 7: Ctvercova sit s vyznacenymi body z tlohy ¢&. 11

Reseni: K jinému moznému zpiisobu zépisu cest pouzijeme sipky: T (jeden
krok nahoru) a — (jeden krok doprava). TFi cesty ukédzané na obr. 8, které
reprezentuji cesty z bodu P do bodu K, miZeme pak vyjadfit nasledovné:

SolMl, =111, 1=l

Obr. 8

Kazda cesta predstavuje péticlennou posloupnost vytvorenou ze dvou druht
znaki. Je zfejmé, ze v kazdé cesté z pocatecniho bodu P do koncového bodu K
se znak — v prislusné posloupnosti vyskytuje pravé dvakrat a znak | pravé
trikrat. Proto muZeme nas problém preformulovat takto:

Kolik péticlenngch posloupnosti miuzZeme vytvorit ze znaki — a T, pricemZ
znak — se v posloupnosti vyskytuje dvakrdt a znak T trikrdt?

Reseni tohoto problému je jiz kombinatorickou zalezitosti. Téchto posloup-

nosti je:
(2+3)!
2l-31

Odpovéd na preformulovanou tlohu: Hledanych posloupnosti je 10.

Obdobnym zpisobem uréime i pocet Sesticlennych posloupnosti, které jsou
tvoreny znaky — a T, pri¢emz znak — se v posloupnosti vyskytuje ctytikrat
a znak T dvakrat.

Odpovéd: Hledanych cest k bodu K je 10 a hledanych cest k bodu K’ je 15.

10.
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2.3 EXPERIMENTALNI VYUKA HEURISTICKYCH STRATEGII

Tento oddil stru¢né popisuje pribéh a vysledky vyukového experimentu, ktery
probéhl od zafi roku 2012 do tnora 2014 ve ¢tyfech tfidach ¢tyf kol (dvé za-
kladni skoly a dvé gymnézia) s celkem 70 zéky ve véku 12-18 let. Zaci navste-
vovali bézné t¥idy bez jakéhokoliv zaméteni.

Po dobu 18 mésict se zaci ve vyuce matematiky seznamovali s heuristickymi
strategiemi, a to prostfednictvim feSeni tloh. Ucitelé méli k dispozici celkem
120 1loh ilustrujicich pouziti jednotlivych strategii, a to tak, aby je mohli pfiro-
zené zatazovat do své planované vyuky po celou dobu trvani experimentu. Kazda
z heuristickych strategii byla zastoupena priblizné 20 tlohami. U kazdé tlohy
bylo uvedeno jeji feSeni pfimym zpisobem, dile FeSeni danou strategii (iloha se
pomoci ni dala Fesit nejefektivnéji) a jesté minimalné jedno dalsi FeSeni pomoci
jiné heuristické strategie.

Utitelé postupovali ve vyuce nasledovné: Ulohu piedlozili svym zakim (vét-
Sinou pisemné, na pracovnim listu). Nechali je pracovat a po vhodné dobé (kdy
alespoii polovina t¥idy tlohu vyfesila) vyzvali néjakého zdka, aby pfedvedl své
feseni ostatnim. Poté se ujistili, Ze ostatni zaci prezentované feseni pochopili. Na-
sledné vyzvali zaky k tomu, aby predvedli své feseni, maji-li jiné. Pokud se mezi
prezentovanymi fesenimi neobjevilo to, kvili kterému byla tloha zaktim pfed-
lozena, ukazal toto fefeni zak@m ucitel sam. Zéaci byli vzdy vyzyvani k tomu,
aby se snazili llohu vytesit vice zplisoby a aby své postupy feSeni zapisovali.
V diskusich byli zaci vedeni k tomu, aby obhajili sviij postup pred ostatnimi.
Obcas dostavali zaci ulohy jako domaci cvic¢eni. Forma probirani tloh ve skole
ale byla vzdy stejna.

Vsichni zaci psali na zacatku a konci experimentu pisemny test, ktery ob-
sahoval celkem osm tloh. Vybrany byly po nékolikastupnovém pretestu takové
tlohy, které se daly nejefektivnéji fesit jednou z probiranjch strategii. Ulohy
byly pochopitelné pro kazdou t¥idu jiné, pfimérené véku a znalostem zaki. Tyto
tlohy ucitelé se svymi zaky béhem osmnactimési¢niho experimentu neresili.
analyzou vstupnich a vystupnich testti a standardizovanych rozhovort s zaky
i uciteli.

Je mozné konstatovat, ze po skonceni experimentu doslo k nartistu pou-
ziti vSech probiranych heuristickych strategii zaky ve vystupnich pisemnych tes-
tech.

Strategie Systematické experimentovani, Pokus—ovéreni—korekce a Cesta zpét
byly voleny zaky jako jediné spontanné i na zacatku experimentu — jesté pred
zahdjenim experimentalni vyuky.

K nejvétsimu narustu pouziti heuristickych strategii doslo u Systematického
experimentovani, Pokus—ovéreni—korekce a Zavedeni pomocného prvku. Tyto
strategie se zaci naucili nejsnaze aktivné pouzivat.
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P pouziti strategii Systematické experimentovani a Pokus—ovéfeni—korekce
byli zaci témér vzdy tspésni. Strategii Systematické experimentovani hodnotili
zaci jako relativné univerzalni.

Pfi pouziti strategie Zavedeni pomocného prvku byli Zaci Gspésni zhruba
v poloviné pripadi. U této strategie ucitelé upozornovali na to, Ze zZaci musi po-
moci této strategie vyfesit s pomoci ucitele relativné velké mnozstvi tiloh, aby
byli schopni ji aktivné pouzivat. U geometrickych tloh se toto v ramci experi-
mentu podafilo. U této strategie zaci také vyzdvihovali fazi tvorby ilustrac¢niho
obrazku, pficemz jako pozitivum oznacovali pouziti GeoGebry.

Strategii Analogie ocenovali zaci i ucitelé v podobé sestaveni tlohy s jedno-
dussimi ¢isly. Na ni se pak podle nich d& pochopit, jak vyfesit ilohu ptvodni.

Co se strategii Konkretizace a zobecnéni, Zobecnéni a konkretizace, Vypus-
téni podminky a Preformulovani tlohy tyce, je mozné konstatovat, ze se béhem
vyukového experimentu nepodarilo zdky v uspokojivé mife tyto strategie naucit
pouzivat. Vyzaduji totiz od fesitele velkou miru znalosti a zkusenosti a oproti
ostatnim se daji hiife naucit opakovanim (podrobnéji viz [9]).

Za zminku stoji i vysledky v oblasti ziskavani kompetenci zakt. Na zakladé

dlouhodobého pozorovani zakd po celou dobu experimentu a strukturovanych
rozhovori s zaky a uciteli lze u zakt konstatovat predevsim vétsi ochotu expe-
rimentovat, lepsi schopnost komunikovat s ostatnimi, obhajit a vysvétlit svoje
feseni, reagovat na argumenty oponenta. Castéji jsou také schopni sva FeSeni
zapsat a vice se zabyvaji zpétnou vazbou (kontrolou vysledku).
Seni problémii obecné. Zaci se vesmés prestali bat Fesit tlohy, neodkladali je,
pokud jim hned na zacatku nebyl jasny postup feseni. Naucili se feseni hledat,
nevzdavat to. Tento jev jsme zaznamenali u zhruba poloviny zaka zapojenych
do experimentu.

Na zavér tohoto oddilu poznamenejme, ze zaci byli pfed zahajenim a po
skonceni experimentu testovani i z hlediska svych predpokladd k feseni tloh.
Touto problematikou se zabyva nasledujici kapitola.

3 KULTURA RESENI ULOH ZAKEM
Timto oddilem se vracime ke druhé z tivodnich otazek, a to:

Jak poznat, jok na tom je ktery Zdk z hlediska Tesent matematickych uloh?

Ucitel ma fadu néstroji, jak na tuto otazku odpovédét. Obecné lze Fici,
Ze na téchto nastrojich je postaveno celé hodnoceni zakova Skolniho vykonu.
Pravdou ovsem je, ze klasické hodnoceni se vztahuje ke konkrétnimu vykonu
zaka, které je vazané na Cas a probiranou a ovéfovanou latku. Nam jde o néco
jiného. Chceme pomoci uditeli poznat, v ¢em jsou zakovy slabé a silné stranky
pfi feSeni matematickych tloh.
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Pokud bychom chtéli popsat dokonale dovednost zaka TeSit matematické
ulohy, potom by samotné testovani bylo naro¢né, protoze by se muselo zamérovat
na volni vlastnosti zaka, vztahové-postojové vlastnosti, jeho vnitini atributy, ale
také socialné-kulturni prostiedi, ze kterého zak pochézi (rodina, spole¢nost) a do
kterého prichédzi (t¥ida, Skola). Opominout bychom nemohli ani jeho pfedchozi
zkusSenosti. Z tohoto je zfejmé, Ze testovani zaka by muselo probihat jednotliveé,
bylo by zdlouhavé a vyzadovalo by spolupraci vice odbornika. Navic vysledky,
pokud by mély byt popsany veskeré vztahy mezi nimi, by byly obtizné inter-
pretovatelné. Uvédomme si, ze zminéné atributy zédka nejsou navzajem od sebe
oddélené, ale tvori strukturu, jejiz prvky navzajem interaguji. Domnivame se, ze
neni v silach jednotlived sledovat vsechny zminéné faktory a navic u celé tiidy
najednou, proto jsme se rozhodli vybrat pouze nékteré.

Prvni verzi této struktury jsme vyvinuli v roce 2010 a pracovné ji nazvali
Kultura teseni uloh Zdkem. V ¢lanku [2] pak byla zavedena anglickd zkratka
CPS (Culture of Problem Solving).

3.1 PRvN{ VERZE STRUKTURY KULTURA RESEN{ ULOH ZAKEM
PoPis STRUKTURY CPS

Prvni verze struktury byla tvofend nasledujicimi ¢tyfmi komponentami:

e inteligence,
e tvorivost,
e Ctenarskd gramotnost,

e schopnost vyuzit stavajicich znalosti v matematice.

V ramci experimentu popsaného v oddile 2.3 byli vSichni zaci jesté pred
zapocCetim experimentdlni vjuky a po jejim skonéeni testovani (s vyjimkou testu
inteligence — dle vyjadreni psycholozky by po dobu trvani experimentu nemélo
dojit ke zméné). Prvni tfi komponenty CPS vySetfovala psycholozka, posledni
polozka struktury byla vyhodnocovana nami.

Inteligence byla métfena Vdnovym inteligencnim testem, ktery koreluje se
skolnim vykonem. K méreni tvorivosti byl pouzit Guilfordiv test alternativniho
uZiti véci, ktery je zaloZen na vymysleni a popisu pouziti bézné véci (napt. hie-
benu) v novych situacich. Ctenéiska gramotnost byla méfena testem, ktery je
obdobny testim pouzivanym v ramci Setfeni PISA. Schopnost vyuzit stavaji-
cich znalosti v matematice byla testovana pomoci tzv. didd dloh. Struéné fec¢eno
§lo o zjisténi faktu, zda je Zak schopen vyfteSit standardni matematickou tlohu
(znalost ma) a zda je schopen tuto znalost pouzit pfi feSeni aplikacéni tlohy. Po-
drobné je metodika zjisfovani vSech vyse uvedenych komponent CPS popséna
v [11].
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VYSLEDKY EXPERIMENTU

Predstavme si nyni stru¢né vysledky u téch komponent CPS, které byly sle-
dovany pred zacatkem i po skonceni experimentalni vyuky. Jen pro tuplnost
uvadime v tabulce 4 prehled ziskanych hodnot inteligence méfenych Vanovym
inteligencnim testem, ktera byla méfena pouze jednou, a to pred zacatkem ex-
perimentalni vyuky.

Tab. 4: Inteligence — Vaniv inteligen¢ni test

Min | Max | Pramér
7S 1 90 | 125 106
7S 2 95 | 127 105
G1 100 | 145 129
G2 109 | 141 121

Vysledky se daji shrnout stru¢né — ze tfi sledovanych komponent doslo k vy-
raznému zlepSeni pouze u tvorivosti. Index tvorivosti se ve vSech tiidach v pri-
méru alesponl zdvojnésobil (v piipadé jedné t¥idy ztrojnasobil), pfiGemZ toto
zlepseni nelze na zakladé vyjadireni spolupracujici psycholozky pric¢itat pouze
prirozenému zrani zakt, ke kterému v ramci dlouhodobych experimentti dochézi.
Domnivédme se, na zdkladé analyzy strategii (viz [9]), Ze toto zlepSeni lze pFicist
na vrub zpusobu prace s tlohami, kdy nékteré strategie jako napf. Analogie,
Zavedeni pomocného prvku ¢ Preformulovani maji potencial rozvijet tvotrivost
u zaki. Jsme si védomi skuteCnosti, Ze na téchto zménach se mohou podilet
i dalsi — metakognitivni — faktory, avsak dle vyjadreni psycholozky, tyto faktory
by neovlivnily vysledky Setfeni do té miry, aby doslo ke zjisténému zlepseni.

Ctenafska gramotnost se nijak vyrazné nezménila a domnivame se, Ze zazna-
menany pozitivni posun lze pri¢ist pouze prirozenému vyzravani ditéte, nebot
v pribéhu experimentu se zaci setkavaji s obtiznéjsimi texty i v ucebnicich jinych
predmétt a celkové jsou vedeni k lepsi praci s informacemi.

Co se schopnosti vyuzit stavajicich znalosti v matematice tyce, 1ze konstato-
vat, ze dvé tridy ztstaly na stejné trovni, jedna trida se vyrazné zlepsila a jedna
t¥{da se mirné zhorsila. Je pomérné obtizné urcit pri¢iny zmén, nebot se na nich
podepisuje celd fada metakognitivnich faktoru, jako je napf. zmeéna stylu vyuky
ucCitele, zména vnitiniho postoje zaka k matematice apod.

VYvVoJ STRUKTURY CPS

Pri interpretacich ziskanych hodnot, studiu dalsi relevantni literatury a diskusich

na odbornych férech jsme si uvédomili t¥i néasledujici nedostatky popsané verze
CPS:



26

1.

Petr Eisenmann, Jarmila Novotna, Jifi Pfibyl

Struktura je prilis obecna. Popisuje sice zakovy predpoklady k feseni tloh,
ale jak inteligence, tak i tvorivost jsou obecné atributy zaka, které spise
popisuji celkovou schopnost fesit readlné problémové situace, nez schopnost
fesit llohy v matematice.

. Struktura ani ve vySe zminéném zUzeném pojeti neni Gplna. Zcela v ni

chybi predevsim pamét a schopnost zopakovat jednou naucdeny postup.
Vyhodnoceni inteligence a tvorivosti jsme mohli provadét pouze ve spolu-
praci s psychologem. Psycholog se navic podilel i na hodnoceni ¢tenarské
gramotnosti.

7 téchto divodi jsme se rozhodli strukturu pfepracovat a vytvorit nastroj,
ktery by umoznil uciteli 1épe a rychleji ziskat urcité povédomi o dovednostech
zakt Tesit matematické tlohy.

Pti tvorbé upraveného néastroje jsme se fidili nasledujicimi ¢tyrfmi kritérii:

1.
2.

@

3.2

Testovani tfidy musi byt schopen provést ucitel sam.

Administrace testu musi umoznit testovani vSech zékt najednou, stejné
tak i jednotlivého zaka samostatneé.

Samotné testovani se musi vejit do dvou vyucovacich hodin.

Vysledky testovani musi byt interpretovatelné samotnym ucitelem, bez
dopomoci dalsich profesi (psycholog, sociolog, ...).

DRUHA VERZE STRUKTURY KULTURA RESENI ULOH ZAKEM

V soucasné dobé je struktura CPS tvofena nasledujicimi sedmi komponentami:

tvotivost,

matematickd tvorivost,

matematicka inteligence,

pracovni pamét,

Ctenatska gramotnost,

schopnost vyuzivat stavajici znalosti v matematice,
schopnost zopakovat jednou nauceny postup.

Jsme si védomi toho, Ze ani tato struktura nepopisuje zakovy predpoklady
v celé §iri, ale ze se jedna o kompromisni feseni. Hlavnim zamérem je vytvorit
nastroj, ktery umozni uciteli poznat troven zakovy dovednosti z hlediska feseni
tloh v matematice. Teoretické pozadi tohoto néastroje je tvoreno pravé strukturou

CPS,

pricemz jednotlivé komponenty struktury se budou méfit prislusnymi testy,

které nyni vyvijime. V ramci validace téchto testti budeme srovnavat vysledky,
které ziskame, s

1.
2.
3.

zéakovym Skolnim vykonem,
hodnocenim zéka jeho ucitelem,
specifickym testem sledujicim zaktv vykon v matematice pfi feSeni tloh.

V tuto chvili miZzeme nabidnout pouze vysledky prvniho experimentu, ktery
probéhl v roce 2017.
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EXPERIMENT — POPIS A VYSLEDKY

Zakladnim cilem vyzkumu bylo otestovat nastroje pro méreni matematické inteli-
gence, Ctenaiské gramotnosti, tvorivosti a schopnosti vyuzit stavajicich znalosti
z hlediska jejich vztahu k zakovskému skolnimu vykonu ve tfech vyucovacich
predmétech: matematika, fyzika a Cesky jazyk.

Vyzkumu se zucastnilo 180 zakt ve véku 14-15 let z osmi zdkladnich skol
a jednoho gymnazia. Vsechny &koly jsou v Usteckém kraji, pficemz z hlediska
zékova skolniho vykonu byla pokryta celd skala — nadpramérni, primérni i pod-
prumeérni zaci.

Testovani probihalo v ramci jedné vyucovaci hodiny. Testy na matematic-
kou inteligenci a ¢tendfskou gramotnost trvaly kazdy 13 minut a zbyvajici dva
testy trvaly 9 minut. Zatimco test tvofivosti byl pouzit beze zmény oproti prvni
verzi CPS a testy ¢tenarské gramotnosti a schopnosti vyuzit stavajicich znalosti
v matematice byly pouze mirné pozménény, test matematické inteligence byl
zcela novy.

Tento test se skladal z osmi tiloh, pficemz na logické mysleni byly zaméreny
dvé tdlohy, na predstavu o nekonec¢nu také dvé tilohy, na geometrickou predstavi-
vost v rovin€ a v prostoru po jedné tloze a na algebraické mysleni a aritmetické
vzory také po jedné uloze.

Na zakladé zjisténych hodnot miazeme konstatovat, ze mezi vSemi ¢tyfmi sle-
dovanymi komponentami CPS a jednotlivymi skolnimi predméty existuji v na-
Sem vzorku korelace. Ty nejsilnéjsi byly zjistény mezi schopnosti vyuzit sta-
vajicich znalosti v matematice a $kolnim vykonem ve vsech tfech sledovanych
pfedmétech a potom déale mezi matematickou inteligenci a skolnim vykonem
v Ceském jazyce.

4 ZAVER

V nasem prispévku jsme se snazili klast diraz predevsim na zékladni myslenky
proslovené prednasky a vyjadrit i nase presvédceni: u¢me zaky fesit lohy riz-
nymi zpusoby. Pti feSeni problémii v bézném zivot€ je v fadé pripadu zapotiebi
tvofivost, kterd se mimo jiné muze rozvijet experimentovanim (provadénim po-
kusit) pii feSeni tloh a hleddnim réznych zptsobu Feseni.

Druhou ideou je nase domnénka, ze pozname-li dopiedu zakovy predpoklady
k feseni tloh, jeho moznosti a jeho limity, miZzeme potom v roli ucitele cilené na
zéka pusobit tak, abychom ho efektivnéji rozvijeli. Nas cil, kterého se snazime
dosdhnout, je vytvorit nastroj k urceni zminénych predpokladi, na jehoz tvorbé
v soucasnosti pracujeme.
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ZNAJI PSI MATEMATIKU?

Antonin Slavik

Abstrakt

Jak se md zachovat pes stojici na brehu Teku, kdyZ se chce co nejdrive dostat k mici
hozenému do vody a pritom umi béhat rychleji neZ plavat? Této jednoduché tloze je
vénovdno prekvapivé velké mnozstvi publikact a lze ji Tesit mnoha ruznymi metodams.
Ukdzeme nékterd elegantni veseni (diferencidlni pocet, Cauchyova-Schwarzova nerov-
nost, elementdrni geometrie) a zminime se o dalsich souvisejicich wlohdch.

1 Uvop

Hlavnim tématem tohoto prispévku je nasledujici tloha: Pes stoji na biehu feky
v bodé A a chce se dostat k mi¢i hozenému do vody, ktery se nachazi v bodé B.
Po biehu dokaze pes bézet rychlosti vy, zatimco v fece plave rychlosti vo <
< v1. Pokud se chce k mici dostat co nejdiive, zda se, ze by mohlo byt vyhodné
neplavat pfimo z bodu A do bodu B, ale urazit nejprve jistou ¢ast cesty po
bfehu a zadit plavat az ve vhodném bodé X (viz obr. 1). Nasim tkolem je nalézt
optimélni polohu bodu X tak, aby celkovy ¢as potfebny ke zdolani trasy AX B
byl co nejkratsi.

Bla, b]

rychlost vo

Lad

A0, 0] X[z,0]  Cla,0] rychlost vy

Obr. 1: Pes bézi po biehu rychlosti v; z bodu A do bodu X, poté plave rych-
losti v do bodu B. Bez Gjmy na obecnosti predpokladame, ze a > 0

Zvolime soustavu souradnic tak, ze bieh feky odpovida ose x, pes vybiha
z bodu A[0, 0], opusti bfeh v bodé X|[z,0] a poté plave k mi¢i v bodé Bla,b],
pri¢emz predpoklddame 0 < z < a. Je totiz snadno vidét, ze moznosti z < 0
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a z > a nikdy nevedou k optimalnimu reseni. Skutecné, cesta pres bod X sx < 0

je vzdy pomalej$i nez primé cesta z A do B, zatimco cesta pfes bod X s ¢ > a

je pomalejsi nez cesta pfes bod Cla, 0] na bfehu Feky, ktery je nejblize k B.
Celkovy ¢as potfebny ke zdolani trasy AX B je

T(x) = Lt + —\/m.

U1 V2

P1i hledani minima této funkce uvidime, ze dtlezitou roli hraje pomér rychlosti
vy a v, ktery oznadime r = vy /vg; podle pfedpokladu plati r > 1.

T. J. Pennings pise [4], Ze pfi experimentech u Michiganského jezera prokazal
jeho pes Elvis mimofadné dobrou schopnost nalézat cestu k mici, ktera byla
¢asto blizkd optimédlnimu feSeni. Od té doby se problém stal velmi popularni
a byla mu vénovana fada dalsich ¢lankt. Nékteré z nich zde struéné shrneme
a doplnime.

2 DIFERENCIALN{ POCET

Pomérné primocaré feseni vyse zminéné tlohy je zaloZzeno na vyuziti diferenci-
alniho poc¢tu. Vypoéteme prvni a druhou derivaci funkce 7"
1 _
T'z) = —+ ra
V1 wgy/(a —x)? + b2
" vor/(a — x)2 + b2 — va(x — a)?/+/(a — x)2 + b2
T'(x) = 2 2132 =
vi((a —x)? +b?)
(a—2)%+b%—(z—a)? b?

va((a — )2 +b2)3/2  wy((a — x)2 + b2)3/2

Déle hleddme x takové, ze T"(z) = 0; pouzijeme vyse zavedené znacenir = vy /vs:

U1

—(a-z) = y/la—z)?+0? (1)

Vo

r?(a—x)? = (a—x)*+ b

2 b?
(Cl — l‘) = m
Protoze x < a, dostavame po odmocnéni
b2 b

s=a—y\5—y=a- i (2)

Nalezeny stacionarni bod je skute¢né minimem funkce 7', nebot druhé deri-
vace T je vSude kladnd. Dosazenim (2) do pfedpisu funkce T' ziskdme hodnotu
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minima; k usnadnéni vypoctu pfitom vyuzijeme diive odvozeny vztah (1):

T(x) = £+M:i(a_ b )JFL b

U1 V2 V1 r2 —1 V2 /72 — 1

b 2 b
I SV EENES
v1 vV =1 v U1

Piipometime, Ze nés zajimaji pouze situace, kdy 0 < z < a. Reseni (2) spliiuje
tuto podminku, pravé kdyz b/+/72 — 1 < a, neboli
Va2 + b2

TZT (3)

V opaéném piipadé je feSeni x dané vztahem (2) zdporné. Funkce T je vSak
rostouci na intervalu [z, 00), a tedy jeji minimum na intervalu [0, a] je v bodé 0.

To znamena, Ze pokud

VT
pak nejrychlejsi zptsob, jak se dostat z bodu A do bodu B, je zvolit pfimou
cestu.

Vsimnéme si jesté zajimavé skutecnosti: Pokud plati podminka (3), tj. kdyz r
je dostatecné velké nebo kdyz b/a je dostateéné malé, pak optimalni poloha
bodu X nezavisi na pfesné poloze bodu A, nebot podle (2) je vzdalenost bodu
X, C rovna b/+/r? — 1. Podobné thel v trojihelniku XCB u vrcholu X nezavisi

na poloze A, nebot jeho tangens je roven b/(a — x) = Vr2 — 1.

3 CAUCHYOVA—SCHWARZOVA NEROVNOST

Lze popsanou ulohu fesit i bez diferencialniho poc¢tu? Ukazeme dvé takova ele-
mentarni feSeni. Prvni z nich je pfevzato z [5].
Pro kazdé dva vektory y, z € R™ plati

ly - z[ <yl =]

(na levé strané je absolutni hodnota skaldrniho sou¢inu, na pravé strané souéin

velikosti vektorit). Jednd se o tzv. Cauchyovu—Schwarzovu nerovnost a je zndmo,

Ze nerovnost prechazi v rovnost pravé tehdy, kdyz y, z jsou lineadrné zavislé.
Pro kazdé dva vektory y = (y1,v2), 2 = (21, 22) € R? tedy plati

(y121 4 y222)° < (3 + v3) (27 + 23), (4)

pri¢emz rovnost nastava, pravé kdyz y;z2 = y221. Tento disledek Cauchyovy—
Schwarzovy nerovnosti lze snadno ovérit i jednoduchym vypoctem:

(y% + yg)(z% + Z%) — (2 + y2Z2)2 = y%zi — 2y1y22122 + y%zf = (Y122 — y2Z1)2



32 Antonin Slavik

Nyni ukdzeme, jak pomoci nerovnosti (4) nalézt minimum funkce 7'. Plati

T(x) = 2+ (@—2)+0 _wvrto/a—2)+0* _

U1 (35 V102
va + /(v3 + (vf — v3))((a — 2)” + °)

V102

Odhadneme-li sou¢in pod odmocninou pomoci nerovnosti (4), pfi¢emz volime

Y1 = U2, Yo = \/v? —v3, 21 = a — x, 23 = b, obdrzime

T(z) > 2EFvle—D+bVi—v o b 5

- V1V U1 U1

Rovnost nastava, pravé kdyz

vob = (a — z)y/v} — v3.

Odtud plyne

b b
r=a— —2 =a— : (5)
v3 — v3 r2 —1

coz je v souladu s vysledkem (2).

Stejné jako v predchozi sekci je tfeba poznamenat, Ze hodnota x urcena
vztahem (5) pfedstavuje optimélni feSeni jen tehdy, kdyz 0 < z < a, tj. kdyz
r > v/ a? + b%/a; v opacném piipadé je nejvyhodnéjsi pfim4 cesta z A do B.

4 FELEMENTARN{ GEOMETRIE

Nésledujici elementérni feSeni popsané v [2] je o néco delsi, dava vSak ndvod,
jak sestrojit hledany bod X pomoci pravitka a kruzitka.
Misto funkce T zfejmé staci minimalizovat funkeci

U(z) =uniT(z)=xz+r\/(a—1x)2+ b2

ktera je kladnym nasobkem funkce 7' a ma tedy minimum ve stejném bodé.
Oznacime-li jesté f(z) = /(a — x)2 + b2, pak U(z) =z + rf(z).

Nyni vyjdeme z obr. 1 a doplnime do néj bod D, ktery se nachézi na ose x
vpravo od bodu A ve vzdalenosti « + r f (z); viz obr. 2. Bod Cla, 0] je nejblizsim
bodem k B lezicim na ose x, tsecka BC je tedy vyskou v trojuhelniku X DB.

Zajimé nds, pro jakou volbu z je vzdalenost |AD| = x + rf(z) minimalni.
Protoze |AD| = |AC| + |CD| a |AC| = a, chceme vlastné vhodnou volbou x
minimalizovat vzdalenost |CD].
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Lad

A0,0]  X[z,0]  Cla,0] Dlz+rf(z),0]

Obr. 2: Vzdélenost bodu A, D je vi-nasobkem ¢asu potiebného ke zdolani trasy
AXB

Oznacime-li velikosti thlid u vrchola B, D pismeny 3, d, pak ze sinové véty

plyne
f@) _rf(=)
sind  sing’

Odtud a z rovnosti sin® § + cos? § = 1 obdrzime
1 r?

. = . )
sin?6  sin? g

2
|CD| =bcotgd = b“% -1
sin” 3

Tato hodnota je minimélni, pravé kdyz sin = 1, tj. kdyz (8 je pravy uhel.
Predpoklddejme tedy, ze 8 = 90°, a pokusme se stanovit piislusnou polohu
bodu X. K tomu zfejmé sta¢i vypocitat délku tsecky C'X. Podle Eukleidovy
véty o odvésné v trojuhelniku X DB plati

[BX[? _ f(@)? _ f(2)

X1 =0T = v~

Pouzijeme-li jesté Pythagorovu vétu pro trojahelnik XC'B, obdrzime
f(2)?
= = f(l')2 o b2'

Odtud ziskdme f(z) =b/4/1 — 1/7? a nésledné

b
|CX|:f5f’): —

1+ cotg?d =

a tedy

Mtzeme jesté ovérit, ze

x=|AC| - |CX|=a—

Vrz =1
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coz souhlasi s dfive ziskanymi vysledky (2) a (5). Opét podotykame, ze jde
o optimdlni feSeni jen tehdy, kdyz r > v/a? + b?/a.

Polohu hledaného bodu X 1ze nejen vypocitat, ale také zkonstruovat pravit-
kem a kruzitkem. Konstrukce je zalozena na nasledujicim pozorovani: Z predcho-
zich uvah plyne, ze |BX|/|CX| = r. Trojihelniky BCX a DCB jsou podobné
(véta wu), proto |BD|/|BC| = r. Odtud vidime, Ze |BD| = r|BC| = rb.

B

rb

A x ¢ D
E

Obr. 3: Eukleidovska konstrukce bodu X

Konstrukei bodu X provedeme nésledovné (viz obr. 3): Necht je ddna pfimka
AC abod B. Déle predpokladejme, Ze lze pravitkem a kruzitkem sestrojit asecku
délky r (to je napf. tehdy, kdyZ r je raciondlni ¢islo). Pak lze sestrojit bod E
na polopiimce BC takovy, ze |BE| = rb. Déale uvazujme kruznici se stifedem B
a polomérem |BE|; jeji prusecik s polopiimkou AC je bod D. Hledany bod X
pak ziskdme sestrojenim kolmice k BD prochazejici bodem B.

V poslednim kroku se muze stat, ze zminéné kolmice k BD protne pifimku
AC vlevo od bodu A. Dojde k tomu pravé tehdy, kdyz ihel BAC je vétsi nez
uhel BXC, coz nastava, pravé kdyz |AB|/|AC| > |BX|/|CX| = r (podily jsou
prevracené hodnoty kosint pfislusnych thla). To je vSak ekvivalentni s podmin-
kou v/ a? + b2/a > r, se kterou jsme se jiz setkali a vime, Ze v tomto pfipadé je
optimalnim FeSenim piimé cesta z A do B.

Jiny zpisob konstrukce bodu X je popsén v élanku [6] véetné zdivodnéni
spravnosti, které se opira pouze o syntetickou geometrii.

5 ZOBECNENI A SNELLUV ZAKON LOMU

Ulohu popsanou v tivodu ¢lanku lze p¥irozenym zptisobem zobecnit: Pes nestoji
pfimo na biehu feky, ale ve vzdalenosti ¢ od btehu, tj. v bodé A[0, —¢]; viz obr. 4.
Cas potiebny ke zdolani trasy AX B je nyni

)= \/fzj:c? .\ \/(af:n)2+b2.

U2
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rychlost vs

rychlost vy

Obr. 4: Obecnéjsi verze tlohy

Zkusme najit minimum pomoci diferencidlniho poctu:

xT Tr—a

T (2) = +
@) = VETe eV iR
2 b2
T"(z) =

01 (2 + 22)3/2 + va((a — 2)2 + b2)3/2
Druhé derivace je vSude kladna a prvni derivace je nulova, pravé kdyz

x (a—z)24+02 v
V02 1+ 12 a—z g

Pokud bychom z této rovnice chtéli vypocitat z, dostaneme po umocnéni obou
stran a uUpravé algebraickou rovnici 4. stupné s péti parametry a, b, vy, vo, ¢,
jejiz feseni je prilis komplikované.

Situace vsSak neni zcela beznadéjna. Nejprve si vSimnéme, ze funkce pro-
ménné x na levé strané vztahu (6) je rostouci na (0, a) (jde o soucin dvou ros-
toucich funkci), pro z — 0+ ma limitu 0 a pro  — a— limitu nekonecno. Ze
spojitosti pak plyne, Ze rovnice (6) ma pravé jedno feseni x € (0, a).

Oznacime-li thly u vrcholu X pismeny «, § tak, jako na obr. 4, vidime, ze
z rovnice (6) plyne

(6)

sin o U1

sin3 vy

Tento vzorec je dobfe znamy z optiky jako tzv. Snelliv zdkon lomu: Paprsek
svétla, ktery dopadd na rozhrani dvou prostfedi pod thlem «, se lame pod
thlem g tak, ze pomér sint téchto thla je roven poméru rychlosti svétla v obou
prostiedich. Zakon lomu formuloval v 17. stoleti Willebrord Snellius. Pozdéji si
Pierre de Fermat povsiml, Ze svételny paprsek S$ifici se z bodu A do bodu B
se pohybuje po nejrychlejsi mozné draze. Tento poznatek se nazyva Fermattv
princip a predchozi vypocet ukazuje, ze zakon lomu je jeho dtsledkem.
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Lze postupovat i jinak a podobné jako v sekci 3 vyuzit Cauchyovu—Schwar-
zovu nerovnost; nasledujici vypocet je pfevzat z [5]: Necht & > 0 je jisté ¢islo,
jehoz hodnotu uréime pozdéji. Pak z (4) plyne

v/ 02 + 22 +v14/(a — x)2% + b2

Tl@) = V102
V(E + (03 = k) (2 + 22) + \/(k2 +(0f — k) (@ —2)* + %)
= >
V1V
kz + 0y/v3 — k2 + k(a — z) + by/vi — k?
= V109 )

piidem? rovnost nastavé, pravé kdyz kf = z4/v3 — k2 a kb = (a — x)4/v? — k2.
Po umocnéni a ipravé obdrzime

62—1—332:11_% . 62—1—(@—33)2:11_% )
x2 k2 (a — z)2 k2

Vydélime-li druhy vztah prvnim, zbavime se ¢isla k a dostdvame rovnici (6),
ktera je ekvivalentni se zakonem lomu. Potfebujeme vsak zduvodit, ze soustava
(7) skutené mé feseni. Vime, Ze rovnice (6) mé pravé jeden kofen x € (0,a).
Pokud toto z dosadime do prvniho vztahu v (7), vidime, Ze hodnota dosud
neurdené konstanty k musi byt rovna k = vex/+/£? + 22. Pro naSe ucely neni
hodnota k podstatna; dtlezité je, ze soustava (7) mé FeSeni a funkce T tedy
nabyva minima pravé v bodé x, pro ktery plati Snelltiv zdkon (6).

Existuje mnoho dalsich zptisob, jak dokéazat, ze Fermattv princip implikuje
Snelliv zédkon lomu; viz napf. planimetricky dikaz v élanku [6].

6 DALSI ULOHY

V literatufe lze najit i dalsi modifikace ptivodni tlohy. Dvé z nich zde strucéné
predstavime, vynechdme vSak podrobnosti. Ctenéf si je mtize doplnit sim nebo
dohledat v citovanych zdrojich.

V ¢&lanku [3] je studovana situace, kdy pes nezac¢ind na sousi, ale ve vodé.
Prislusné schéma je na obr. 5. Kromé primé cesty z A do B miiZe pes nejprve
doplavat na breh do jistého bodu X, poté bézet do bodu Y, odkud doplave do
bodu B. Tato varianta zabere Cas

V242 z—x—=x N/ 12 + y2
T(l‘l,xg) = L Y1 + 1 2 =+ 2 y2.

V2 U1 U2

Vypocteme-li parcidlni derivace T a polozime je rovny nule, obdrzime
Yi

\/ﬁ7 7:6 {172}.

xTr; =
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Obr. 5: Cesta z vody do vody

Z toho vysledku kromé jiného plyne, Ze thly vyznacené na obr. 5 u vrcholi X,
Y jsou stejné velké (nebot jejich tangens je /72 — 1). Dosadime-li vypoétené
hodnoty x; do funkce T, zjistime, Ze Cas potfebny ke zdolani trasy AXY B je

Jr (y1 4+ y2)v/ Vi — Uz

U1 V1V2

Piima cesta z A do B zabere ¢as /22 + (y2 — y1)2/v2. Porovnanim obou ziska-
nych vysledkt lze zjistit, pro kterd z je optimalni pfima cesta a kdy je naopak
vyhodnéjsi ub&hnout Gast cesty po biehu. V ¢lanku [6] je stejnd tloha FeSena
planimetricky.

A

C

:E\Dl

B
a

Obr. 6: Cesta z A do B pfes bazén

Jinou tlohu najdeme v ¢lanku [1]: Pes se chce dostat z bodu A[0, 1] k miéi
v bodé BJ[1,0], v cesté mu vSak stoji bazén ve tvaru ¢tverce s vrcholy v bodech
[0,0], [a,0], [a,a], [0,a], kde a € (1/2,1); viz obr. 6. Elementarnimi tvahami lze
zduvodnit, Ze nejrychlejsi cesta z A do B musi protinat severni a vychodni okraj
bazénu, a navic pruseciky C, D jsou symetrické vzhledem k ose y = z. Ma-li
bod C soutadnice [z, a], pak ke zdolani trasy ACDB je zapotiebi ¢as

T(z) = 2y/(1—a)?+ 22 \/_a—x

V2

Minimum T lze najit pomoci diferencidlniho po¢tu. Pokud r > \/5, pak T’ nem4
nulové body a je vSude zapornd, tedy T je klesajici a na intervalu [0, a] nabyva
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minima pro x = a. V takovém pripadé vede optimalni cesta pres severovychodni
roh bazénu a pes celou cestu bézi. Pokud naopak r < v/2, pak 7" ma nulovy
bod z = (1 —a)r/y/2/r2 — 1, vlevo od né&j je T’ zdporna a vpravo kladna. Z této
informace lze zjistit minimum 7' na intervalu [0, a] (rozbor v ¢lanku [1] se zda
byt netplny; autofi patrné zapomnéli vzit v tvahu, Ze nulovy bod 7" nemusi
vzdy lezet v intervalu [0, al).
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CiTi SE ZACI A ZAKYNE 7S
KOMPETENTN{ V MATEMATICE?

Irena Smetackova

Abstrakt

Pro vgkony v jakémkoliv predmétu, véetné matematiky, neni dileZité pouze to, jaké re-
alné znalosti a dovednosti Zdci a Zdkyné maji, ale také to, zda a nakolik si pripadaji
kompetentni. Zahranicni vyzkumy ukazuji, Ze pokud Zdci a Zdkyné duvéeruji svym kom-
¢imz své€ kompetence ddle prohlubuji. Aktudlni cesky vyzkum nabizi idaje o mire pocitu
matematickych kompetenci mezi Ziky a Zdkynémi 4. az 9. roéniki ZS (n = 1383). Vy-
sledky ukdzaly, Ze pocit kompetence se s vékem sniZuje a Ze ho maji nizsi Zdkyné. V pri-
spévku budou podrobné predstaveny vysledky ceskych i zahranicnich vyzkumi a hlavni
teoretické pristupy k pocitu Zdkovské kompetence.






PRISPEVKY V SEKCICH
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RozviJEjici HRY PRO PODPORU
MATEMATICKEHO MYSLENT{
(NEJEN) PREDSKOLNICH DET]

Jana Cachova

Abstrakt

Cldnek se zabjvd moznostmi rozvijeni matematickych schopnosti, zejména matematic-
kého mysleni predskolnich déti, a péstovdnim jejich sklonu k produktivni matematické
¢innosti. Seznamuge ctendre s u nds ne prilis zndmou Teorii rozvijejicich her B. P. Ni-
kitina a strucéné informugje o rozvijejicich hrach V. V. Voskobovice.

1 Uvop

Pri diskuzich s uciteli matefskych skol k rozvijeni matematickych predstav déti
neztidka dojde na otazku, zda je skutec¢né mozné vhodnymi ¢innostmi doci-
lit toho, aby byly vSechny zdravé, intaktni pfedskolni déti po strance rozvoje
predmatematickych ¢innosti a dovednosti dobte pripravené na vstup do primarni
skoly, abychom skutec¢né dobfe rozvinuli a nastartovali jejich predmatematickou
gramotnost. ,Anebo je oblast matematiky a z matematiky vyrustajicich her ur-
cena jen pro vybrané, matematicky nadané déti?“ ptaji se ucitelé.

2  HRA JAKO MOZNOST PESTOVANI SKLONU K PRODUKTIVNI
MATEMATICKE CINNOSTI

J. Hlavatd v rdmci své bakalafské prace [1] uskuteénila s pfedskolnimi détmi
experiment, zaméreny na rozvoj predmatematickych predstav v oblasti rovinné
geometrie. Vyzkumnou skupinu tvorily predskolni déti ve v€ku 5-7 ze zdjmo-
vého krouzku, ktery vedla. Experimentalni skupina podstoupila specidlni Sesti-
mésicni vzdélavaci program, celkem 10 lekci po 45 minutach. Kontrolni skupinu
tvorily déti jedné materské skoly, které takové ¢innosti neabsolvovaly. ,Jeden
z rozdili mezi experimentdlni a kontrolni skupinou mé prekvapil nejvice. A to
puvod motivace. Déti z vyzkumné skupiny nasly v hrdch a ¢innostech urcengch
k rozvoji predmatematickijch predstav v oblasti rovinné geometrie zalibeni. Ukoly
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(nejen pri testu) braly jako hru, ne jako uceni. Byla u nich velkd vnitini moti-
vace. Chtély samy sobé dokdzat, Ze to zvlddnou. Zatimco déti z kontrolni skupiny
k tomu pristupovaly jako k povinnosti. Jejich motivace byla pouze vnéjsi, chtély
to splnit, protoze jsem to po mich Zddala.“ Otézkou sice zustava, nakolik byly
déti, které navstévovaly krouzek, ,,jiné* od vzorku déti z bézné mateiské skoly, ¢i
nakolik je jesté vice rozvijel vzdélavaci program, nebo i dalsi ¢innost v krouzku,
ur¢eném pro zvidavé déti. Nicméné je velmi zajimavé, jak se déti z experimen-
talni skupiny s rozvijejicimi hernimi ¢innostmi ztotoznily. Myslim, ze popsany
jev uzce souvisi s patym z pilitt zdatnosti podle Kilpatricka — pro lepsi predstavu
pripometime i zbyvajici pilife zdatnosti [3, str. 64]:

1. Konceptudlni porozumeéni: chdpdni matematickych pojmi a objekti, mate-

matickych operaci a vztahi.

2. Procedurdlni zbehlost: dovednost provddeni procedur presné, vzhledem ke
kontextu vhodné a ucinne.

3. Strategické kompetence: schopnost formulovat, zndzornovat a Tesit mate-
maticke ulohy.

4. Adaptivoni usudek: schopnost logického myslent, reflexe, vysvétlovdani a odi-
vodnovdni.

5. Sklon k produktivni ¢innosti: bézné projevovany sklon chdpat matematiku

jako smysluplnou, uzitecnou a hodnotnou cinnost spojenou s virou v pili
a s vnimavou schopnosti vgkonu.

Riazné pedagogicko-psychologické teorie a koncepce potvrzuji, ze dlouhodoby
systematicky rozvoj zdravych, intaktnich déti, ma velky vliv na utvareni jejich
schopnosti a dovednosti, zejména na rozvijeni matematického mysleni.

3 NIKITINOVY ROZVIJEJiCI HRY

Podle vypovédi prvostuprniovych ucitelt je pro nékteré zaky primarni skoly jesté
i ve ¢tvrtém roc¢niku velmi obtiZzné se spravné orientovat ve ¢tvercové ¢i obdél-
nikové tabulce podle fadku a sloupce, pfipadné dobte pracovat s kartézskym
grafem, orientovat se v souradném systému. Takové déti si skuteéné musi pomé-
hat obéma rukama a posouvat ukazovacky proti sobé po radku i sloupci, aby se
dobraly ke spravnému policku ¢i bodu. Pro jiné déti jsou naopak tyto dovednosti
docela béznou zalezitosti.

S ¢im tyto dovednosti souviseji a jak je rozvijet? Urcité je mozné zacit takové
dovednosti rozvijet uz v predskolnim véku formou vhodnych didakticky zamére-
nych her a fizenych ¢innosti. Orientace v tabulce, v soufadném systému, nebo
ve ¢tvercové siti nutné souvisi s orientaci v roviné, ve dvojrozmérném prostoru
vzhledem ke sméru a vzdalenosti, tedy s umisténim prvku do prislusného radku
a sloupce.
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v v

Jednou z moznosti, jak predskolni déti a mladsi skolni déti v tomto sméru roz-
vijet, je vyuzit tzv. Nikitinovy materidly — matice (tabulky). Jedn4 se o soubor
12 ¢étvercovych tabulek 4 x 4, do kterych déti podle obrazkovych instrukci v za-
hlavi tabulek vklddaji jednotlivé karticky s odpovidajicimi vlastnostmi. Jde o t¥i-
déni podle dvou vlastnosti (podle vlastnosti pro fadky a vlastnosti pro sloupce),
tabulka je ve skutecnosti Carrollovym diagramem. Soubor témat tabulek je roz-
manity, kazda z tabulek se vaze k jedné oblasti pfedmatematickych predstav,
napiiklad velikost, mnozstvi, pocet, délka, usporadani, skladani vzoru, umisténi
v roviné a v prostoru atd. S témito tabulkami ucitelé v materskych skolach
s détmi casto pracuji, ale popisovany soubor je zvlastni tim, Ze je praveé takto
promyslené provazan s dalsimi prfedmatematickymi dovednostmi.

Nikitinovy materidly — matice patfi do uceleného souboru her a materiala
ruského autora B. P. Nikitina. Soubor her se opird o vlastni teorii Rozvijejicich
her [2]. Nikitinovy podnétné rozvijejici hry se nyni opét dostavaji do poptedi
zajmu nejen ruské odborné i laické vetfejnosti, ale také naptiklad némecké didak-
tiky matematiky. Pravé v Némecku jsou Nikitinovy hry vyrabény a prodavany
nakladatelstvim LOGO Lern-Spiel-Verlag.

Kniha [2] vymezuje rozvijejici hry néasledujicimi vlastnostmi: KaZdou hru
tvori soubor tloh, dité ji vesi s pomoci urditého materidlu (krychlicky, cihlicky,
Gtverce, dilky ze stavebnice). Zaddni dité dostdvd v rizné podobé (model, dvoj-
rozmérny ndkres, ustni, nebo pisemnd instrukce) — tak se dité seznamuge s riz-
nymi zpusoby preddvdni informace. Ulohy maji postupné naristajici obtiznost.
Ulohy maji Siroké rozmezi obtiznosti — od velmi jednoduchgjch pro 2-3leté dité,
po slozité pro dospélé. Postupné narustajici obtiznost umoznuje ditéti postupovat
ddl a samostatné, tj. rozvijet své tvoriveé schopnosti, ne pouze vykondvat dané
pokyny. Z tohoto divodu neni mozné ditéti vysvétlovat zpusob a postup TeSent
uloh, ani mu napovidat slovem, gestem mebo pohledem. Pri stavbé modelu dité
samo prakticky provddi Tesent, uci se samo vse pozndvat z redlné skutecnosti.
Takée neni mozné poZadovat a snaZit se, aby dit€ hned na prvni pokus ulohu vy-
resilo. Moznd jesté k tomu medozrdlo a je zapotiebi pockat den, tydem, mésic,
nekdy i déle. Resent tlohy neni pred ditétem ve tvaru abstrakini odpovédi na
matematickou ulohu, ale ve formé vzoru, obrdzku, stavby z kostek, v ndzorngjch
modelech a predmeétech. To umoznuje ditéti dat vedle sebe zadani i Teseni a sa-
mostatné provést kontrolu presnosti splnént zaddani. Vétsina her nent vycerpdna
uvedenym prehledem zaddni, ale umoznuje détem i dospelym tvorit novd zaddni,
ale i nové rozvijejict hry. Rozvijejici hry umoznuji kaZdému vystoupat na vrchol
svych moznosti, kde je rozvijeni schopnosti nejuspesnéjsi.

Podle publikace [2] tyto hry spliiuji pét nasledujicich podminek rozvoje schop-
nosti — sice:

1. rozvijejici hry mohou byt zdrojem rozvoje tvorivosti od nejranéjsiho veku;
2. postupné narustajici obtiznost zaddni uloh vytvdri podminky, vymezujici
rozvoj schopnosti;
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3. kdyz se dité vZdy samostatné dostane na strop svych moznosti, rozviji se

4. rozvijejici hry jsou svym obsahem velmi rozmanité, z toho divodu déti ne-
nudi a maji naopak mozZnost volného vybéru a zdbavné tvorivosti;

5. rodice a ucitel€ se nauci, aby ditéti nezasahovali do ¢innosti, aby ho nechali
samostatné premyslet a resit, nedelat za dité to, co muzZe a musi udélat
samo.

Nikitinovy hry predstavuji soubor vhodnych prostiedi k rozvijeni matematic-
kého mysleni, které maji Siroky potenciadl pro vyuziti uciteli matefskych skol,
ale i uciteli prvniho a druhého stupné zakladni skoly. Velkou vyhodou je, Ze se
tyto materialy daji celkem jednodusSe vyrobit, nejsou narocné na specialni po-
micky. Nikitinovy hry s materidly vychazeji z aktivni prace s ilohou — podobné
jako préaci s tlohou pojima Wollring [6]: jako ur¢ity zobecnény ramec, u néjz
se vhodnou tpravou jeho jednotlivych vlastnosti a parametr dosdhne zmény
zadani, stupné obtiznosti apod. Principy Nikitinovych rozvijejicich her, zalozené
na samostatné praci s uréitym materidlem a souborem uloh s postupné narts-
tajici obtiznosti, maji z urcitého thlu pohledu blizko k principim Montessori
pedagogiky, k soubortim pracovnich listid Logico Piccolo nakladatelstvi Muta-
bene, k praci s podnétnymi prostfedimi Hejného matematiky ¢i s podnétnymi
prostfedimi a tlohami projektu Mathe 2000 Wittmanna a Miillera (napt. [7]).

Také velké mnozstvi soucasnych détskych logickych deskovych her je tvofeno
na tomto principu (napf. Autoblock, T¥i mald prasitka, IQ Blox od Mindok,
Skokani od Dino atd.) her pro jednoho hrace. Hry obsahuji karti¢ky nebo sesit
se zadanim hernich loh s postupné nartistajicim stupném obtiznosti a také
spravné feseni (u Nikitinovych her si maji déti kontrolu provadét samy podle
sebe).

Nikitinovy rozvijejici hry mohou slouzit jako dalsi inspirace k rozvijeni ma-
tematického mysleni déti, ale i jako podniceni snahy uciteli ¢i rodi¢i posunout
droven matematickych schopnosti ditéte o néco vys. Takovy posun je mozny
u vSech zdravych, intaktnich déti v zavislosti na jejich aktualnich schopnostech —
dtilezité je, aby se kazdé dité rozvijelo az na horni hranici téchto moznosti, tedy
tam, kde je jeho aktualni ,strop®, protoze tam je rozvijeni nejacinnéjsi. Tim,
ze dité postupuje postupnymi kricky, stupinky az k tomuto stropu, dostava se
mu pravé témito dil¢imi tlohami vhodné a podnétné dopomoci, coz odpovida
z6né nejbliz§iho vyvoje [5]. Rozvijeni matematického mysleni prostfednictvim
Nikitinovych rozvijejicich her a materialt patii mezi konstruktivistické pristupy.

Jako ukdzku z téchto moznosti uvedu préci s tzv. rizky (v origindle ugolks).
Ty vzniknou slepenim t¥i jednotkovych krychlicek do tvaru ,L“ — jedné se tedy
o prostorové trimino. Rizky jsou ve tfech barvach (Gervend, modra, zlutd) a déti
podle barevnych i ¢ernobilych pfedloh (obrazkt dvojrozmérnych i trojrozmér-
nych pohledt na sloZen4 télesa) konstruuji odpovidajici stavby.
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4 ZAVER

Na zéavér pripomenu jeSté jedno prostfedi, které nepochazi od Nikitina, ale se
kterym je mozné ve smyslu Nikitinovych rozvijejicich her také Gspésné praco-
vat. V. V. Voskobovi¢ vymyslel a sestrojil cely soubor didaktickych her, ktery je
oznacovan jako Voskobovicovy rozvijejici hry [4]. Voskobovicovy ledovky (v ori-
gindle Ildinky) pfedstavuji ucelené prostfedi k rozvijeni rovinnych pfedstav. Je
urc¢eno pro predskolni déti, ale zaroven je s nim mozné pracovat i v primarni
skole na zakladé postupného nartistani obtiznosti tloh. Hraci karty vychazeji
ze Ctverce, rozd€leného na 16 jednotkovych rovnoramennych pravothlych troj-
thelnikt. Z jednotkovych trojihelnikid jsou sestaveny jejich sjednocenim dalsi
atvary — ¢tverec, lichobéznik, obdélnik, vétsi trojuhelniky, ale i nekonvexni mno-
hthelniky. Tyto Utvary se vystiihnou a zatavi do ptivodniho ¢tverce v té poloze,
v jaké se v ptivodnim ¢tverci nachéazeji. Voskobovic timto zptisobem vytvoril sou-
bor karet (ledovek), ze kterych déti sklddaji podle vzoru rizné obréazky, které
jim pfipominaji napiiklad zvifata, véci apod. Starsi déti mohou napiiklad k vy-
brané karté hledat takovou kartu ¢i vice karet tak, aby vSechny tyto karty spolu
dohromady vyplnily ptivodni ctverec.

Vyber ke své karté takovou, aby ti, kdyz poloZis obé karty presné na sebe,
vznikl plng ctverec. Ktery obrdzek vznikne, kdyZ poloZis dva pruhledné ctverce
presné na sebe?

Préace s témito kartami je v jistém smyslu jind, nez kdyby dité pracovalo
pfimo s vystfizenymi tvary. Zde je tvar umistén do ¢tverce a pii praci s nim
se dité orientuje pomoci ¢tverce jako celku, ptvodni dilek je urcitym zpisobem
orientovan vzhledem ke ¢tverci.

Domnivam se, ze ma smysl predkladat détem ruzného véku, a urcité détem
predskolnim, riznd podnétna hrava prostiedi, kterd jim mohou nejen pomoci
yhastartovat® kladny vztah k matematice, ale pfedevs$im u nich rozvinout sklon
k produktivni matematické ¢innosti a zaroven rozvijet jejich matematické schop-
nosti — samoziejmeé u kazdého ditéte jinou mérou, ale pokazdé mohou znamenat
urcity posun v tomto sméru.
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MATEMATICKOU CESTOU K TECHNICE —
DIFERENCIALNI KLADKOSTROJ

Jan Fiala

Abstrakt

Prispévek poukazuje na specidlni a méné znamy druh kladkostroje, tzv. diferencidlni
kladkostroj. Pomoci primé umérnosti jednoduse modelujeme funkéni zdvislost vijsledné
velikosti zdvihu pTi promeénngch polomérech dvou pevnich kladek diferencidglniho klad-
kostroje, ktery chdpeme jako prostredek rozvoje matematickych dovednosti i technickych
a fyzikdlnich znalosti Zdku na strednich skoldch.

1 Uvop

V poslednich letech stale naléhavéji pocitujeme nezbytnost podporovat zdjem
78kl o techniku a p¥irodni védy (zv14$té pii vyuce), pfedevsim s ohledem na mé-
nici se potfeby moderni spole¢nosti. Matematika, zvlasté aplikovana zde pfitom
hraje vyznamnou roli: je prostifedkem pro nalézani feSeni problémi z techniky
a prirodnich obort.

Tématu kladkostroji a jednoduchym vypoctiim s nimi se Zaci vénuji na za-
kladnich i stfednich skolach pouze ve vjuce fyziky. Pres nabyty obsah uciva
a Casto i nedostatek vyucovacich hodin fyziky i matematiky je podle naseho na-
zoru obc¢as vhodné zminit zakim alespon okrajové i né€které zajimavosti z uciva
rozsitfujiciho, pfipadné vysokoskolského, které se mohou stat skvélym motivac-
nim impulsem pro dalsi zakovské tivahy a povzbuzenim jejich zdjmu o mate-
matiku, fyziku a techniku. Demonstrujme tento pristup na tzv. diferencidlnim
kladkostroji.

2  DIFERENCIALNT KLADKOSTROJ

Diferencialni kladkostroj vynalezl v r. 1854 v anglickém mésté Birmingham Tho-
mas Aldridge Weston. Diferencialni kladkostroje byly vyrdbény sériové ve spo-
lupraci s Richardem a Georgem Tangyeovymi, anglickymi pramyslniky, a hned
po svém uvedeni na trh se dobfe prodavaly. Podle Richardovy biografie byl dife-
rencialni kladkostroj vyvinut z tzv. rumpaélu (obr. 1), jednoduchého stroje, ktery
se dodnes vyuziva pro vytahovani okovu s vodou ze studny. Oproti rumpélu se
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Obr. 1: Rumpal (Zdroj: [1])

vsak konecné dlouhé lano nahradilo ,nekone¢né“ dlouhym fetézem. Kladkostroj
byl vyrabén pro zatizeni od 510 kg az do 3 tun.

Diferencialni kladkostroj se skldda ze dvou pevnych kladek (pevné spojenych
na téze ose, obé kladky maji riizné poloméry) a z jedné volné kladky (tzv. klad-
nice), na niz visi bfemeno (obr. 2 vlevo). VSechny kladky maji tyZ smysl otaceni.
Pro dalsi potfeby vypocti oznacime: polomér vétsi pevné kladky R, polomér
mensi pevné kladky r, polomér volné kladky rx, d oznacuje délku fetézu, o kte-
rou zatahneme za Tetéz, | oznacuje délku, o kterou se zvedne bfemeno ve svislé
ose smérem nahoru (obr. 2 vpravo).

Obr. 2: Model diferencialniho kladkostroje, vpravo jsou vyznaceny proménné R,
rridl (zdroj [2]), Z oznaluje zévazi (bfemeno) (obrazek vytvoril autor)

2.1 DIFERENCIALNI KLADKOSTROJ VE VYUCE MATEMATIKY

Pii popisu diferencidlniho kladkostroje z matematického hlediska se zajiméame
o délku [ zdvihu bfemene po zatazeni fetézem na pevné kladce o délku d.
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Otoci-li se velkd pevna kladka jednou dokola, odvine se fetéz o délku 27 R,
tedy délka d = 27 R, a o tolik se zkrati retézovy oblouk kladnice, soucasné se
v8ak maléd kladka oto¢i o 27 a o tuto délku se zase fetézovy oblouk kladnice
prodlouzi. Protoze je fetézovy oblouk kladnice symetricky, bude vysledna délka
I zdvihu rovna pouze poloviné rozdilu polomérta obou pevnych kladek. Mtzeme
proto psat:

l= %(27TR—27T7”) =7n(R—r). (1)

Ze vztahu (1) vyplyva, ze velikost [ se zvétSuje s rostouci velikosti rozdilu R — r.
Vztah (1) vyjadiuje jen zavislost | na rozdilu poloméri R — r. Nas vSak zajima
zévislost [ na d pfi danych hodnotach R a 7.

Nejdiive konkrétné vypocitejme délku [, o kterou se zvedne zavazi na diferen-
cidlnim kladkostroji pro poloméry R = 20 cm a r = 10 cm, jestlize zatdhneme
Fetézem a) tak, Ze se velkd kladka otoéi jednou dokola, b) 0 100 c¢m, ¢) o 200 cm.

a) Po dosazeni R = 20 cm a r = 10 cm do vzorce (1) dostaneme: | = m(R—r) =
= 10m=31,4 cm, jestlize se velkd pevna kladka otoci jednou dokola.

b) Hleddme-li velikost délky [ zavislé na d, vyjdeme z tvahy, podle které oto-
¢eni velké pevné kladky jednou dokola o délku d = 2w R odpovida délce | =
= m(R — r) zdvihu bfemene. Mtzeme tedy psat: d ~ [, tedy 2nR ~ m(R — )

m(R—r) R-—r

1d ~ = . 2
2TR 2R (2)

Po dosazeni R = 20 cm a r = 10 cm do vztahu (2) dostaneme vzorec zavis-
losti [/ na d:

=5 (3)

Zatazenim fetézu o délku d = 100 cm se zvedne bfemeno o ¢tvrtinu délky d,
tedy o 25 cm.

¢) Po dosazeni d = 200 cm do vztahu (3) je I = 50 cm.

Zatazenim Tetézu o délku d = 200 cm se zvedne bfemeno o 50 cm.

Vztah (3) je vzorec urcujici funkci f, kterd vyjadiuje zévislost [ na d, proto
lze psat f(d) = I. Funkce f je linedrni funkce (specidlné pfimé tmeérnost), kde
R =20 cm a r = 10 cm. Obr. 3 ukazuje graf funkce f, kterym je polopiimka
s krajnim bodem v soustavé souradné. Jde o funkci rostouci.

Doplime, ze pro R = r je [ = 0 a bfemeno se po zatazeni fetézem nezveda
(i kdyz se kladky todci!).

Vysledky vypoctu velikosti [ vysledného zdvihu bfemene i prubéh grafu
funkce f lze ovérit v appletech s nazvy Diferencialni kladkostroj a Diferencidlni
kladkostroj — funkce, které jsou volné dostupné na webové strance [3]. V prvnim
appletu je mozné pomoci posuvnikti ménit hodnoty polomeért R a r, polomeér rg,
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Obr. 3: Vyfez z webové stranky s

v ¢ernobilé podobé) (Zdroj: [3])

Jan Fiala

Diferencialni kladkostroj

Polomér velké pevné kladky
R=30
———————
Polomér malé pevné kladky
r=13

e

Délka lana vytazeného
d=120

Délka zdvihu volné kladky

l=34cm
Polomér volné kladky
R=13
_.—
Dolni kladkou je mozZno pohybovat

za jeji osu nahoru a doli.

appletem Diferencidlni kladkostroj (uvedeno

délku d vytazeného fetézu i ménit vychozi pozici volné kladky (zelené srafovany
kruh), resp. bfemene zavéSeného na volné kladce, které vSak v appletu pro jed-
noduchost neni znazornéno. Zménou posuvniku pro délku d vytazeného fetézu
se méni také hodnota [ vysledného zdvihu bfemene na volné kladce (obr. 3). Oba
applety byly vytvoreny v programu GeoGebra.

Druhy applet slouzi ke zndzornéni funkce f:1 = f(d). Opét je mozné ménit
hodnoty proménnych R a r. Vyfez z kopie appletu je na obr. 4.

. Funkce f
» zavislosti [ na d
l 120 HEH |R s 7.|
- f = °R d R=20
[em]

W L= f) e
60 d

=<
40 4

l
0 20 40 60 80 100 120 |TD 160 180 200 220 240 260 280 300
d [em]

Obr. 4: Graf funkce f:1 =

A RSH

(uvedeno v ¢ernobilé podobé) (Zdroj: [3])



SETKAN{ UCITELU MATEMATIKY 2018 53

Jesté dodejme, Ze o vyse zminéné funkci f lze uvazovat v obecné roviné jako
|R—r|
s ) . 9 : 2R :
nebo R < r. Protoze vsak funkce vice proménnych nejsou ucivem matematiky
stfednich Skol, doporu¢ujeme tuto informaci pfedat jen velmi nadanym zaktm.

o funkci vice (konkrétné tii) proménnych (d, R,7): f:l = dpro R >r,

2.2  DIFERENCIALNI KLADKOSTROJ VE VYUCE FYZIKY A V TECHNICKE
PRAXI

Pfes matematické zaméteni prispévki konference pripojujeme nékolik poznamek

k fyzikalnimu popisu diferencialniho kladkostroje.

Z pfedbéznych znalosti uciva fyziky by méli zaci pro zarazeni diferencidlniho
kladkostroje do vyuky rozumét pojmim kladka a kladkostroj a mit predstavu,
z Ceho se skladaji, k ¢emu se pouzivaji a jaké druhy se obecné rozeznavaji. In-
ternetovymi reSerSemi lze o tomto druhu kladkostroje zjistit fadu informaci, za
zcela podstatné se pritom jevi pochopeni vlastniho principu jeho funkce, coz Ize
provést bud na fyzickém modelu nebo napriklad na appletu vytvoreném v pro-
gramu GeoGebra (kap. 2.1).

V hodiné fyziky by se popis funkce diferencidlniho kladkostroje mél zamérit
na zkoumani velikosti sily F' potiebné ke zvednuti bfemene zavéseného na volné
kladce a na nalezeni vzorce vyjadiujiciho zavislost vysledné sily F', kterou mu-
sime tahnout za fetéz, abychom zvedli bfemeno, pisobi-li na néj tihova sila Fy
a poloméry hornich pevnych souosych pevné spojenych kladek jsou R a r. Zaci
by také mohli zkoumat, jak velikost rozdilu poloméria R — r ovliviiuje vyslednou
silu F.

Piisobi-li na bfemeno tihova sila F; zptsobena hmotnosti bfemene a tahne-
me-li za Tetéz silou F, je velikost této sily dana vztahem:
RQRT' @

Vzorec (4) plati v idedlnim piipads, tj. pfi zanedbdni hmotnosti vSech kladek
i lan a pfi zanedbani veskerého tieni.

Cim vétsi je rozdil R — r polomérii obou pevnych kladek, tim vétsi sila F je
potfeba. Také plati, Ze se zvétsujicim se rozdilem R—r poloméri roste i velikost [
zdvihu. Naopak: ¢im mensi je rozdil R — r, tim ,pomaleji“ se bfemeno zveda,
resp. klesa.

Diferencialni kladkostroj se ¢asto vyuziva jako soucast technickych zarizeni,
jako jsou naptiklad jefaby ¢i stahovaci lanové systémy. Stéle jej vSak lze nalézt
v podobé rumpaélu, slouziciho k vytahovani okovu s vodou.

F=F

3 ZAVER
V ¢lanku jsme predstavili tzv. diferencialni kladkostroj. Zabyvali jsme se jim pfe-
devsim z pohledu matematiky a fyziky a ukdzali jsme moZné zpracovani tohoto
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tématu do vyuky, které je podle naseho nazoru dobrym motivem z oblasti tech-
niky k rozvoji dovednosti a znalosti zakti v matematice a fyzice. Pro zafazeni do
vyuky je vhodnd spolupréice uditele matematiky a fyziky, pfedevsim s ohledem
na spravné nacasovani. Propojit 1ze toto téma také s vyukou v prfedmétu Pra-
covni vyucovani, ve kterém si mohou zaci vytvorit funkéni model diferencialniho
kladkostroje a tim také velmi nazorné demonstrovat jeho princip a funk¢nost.
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JEDNO UZITI ROZKLADU POLYNOMU NA SOS
V PRIPRAVE RESITELU MATEMATICKYCH OLYMPIAD

Jan Frank

Abstrakt

Rozklad polynomu na soucet ctvercd polynomi (zkrdcené SOS z anglického sum of
squares) predstavuje metodu historicky souvisejici s Hilbertovymi problémy vymeze-
nymi v roce 1900, konkrétné se jednd o znéni 17. Hilbertova problému. V pripadé
hledani rozkladu polynomi vyssich stupnu ve vice neurcitych se muZe jednat o velms
ndroéné a rozsahlé ulohy, u kterych se mnohdy neobejdeme bez matematického soft-
wary. Jednodussi pripad predstavuji rozklady polynomi jedné neurcité, kdy se muZe
jednat o priklady Tesitelné i na drovni strednich skol.

1 UvoD A HISTORICKE SOUVISLOSTI

V éervenci 1885 uvedl némecky matematik Hermann Minkowski (1864-1909) pii
vefejné obhajobé své disertacni prace zaméfené na kvadratické formy silnou do-
mnénku, Ze musi existovat homogenni, redlny, pozitivné semidefinitni polynom
libovolného stupné vyssiho nez dva ve vice nez dvou neurcitych, ktery neni mozné
rozlozit na soucet homogennich, redlnych polynomi. Oponentem prace byl Da-
vid Hilbert (1862-1943), jeden z nejvyznamnéjsich matematiki 20. stoleti, ktery
na Minkowského myslenky navazal a sam v roce 1888 dokazal, ze uvedend do-
mnénka je spravna, konkrétni priklad takového polynomu vsak neuvedl. Hilbert
se studiem této problematiky zabyval i v nasledujicich letech, kdy zvazoval, zda
je mozné libovolny pozitivné semidefinitni polynom p € R[z1, 22, . .., z,] vyjadiit
jako soucet ¢tverct racionélnich funkei s prvky z R(z1, 22, ..., zy). [4, §]

V srpnu roku 1900 vystoupil David Hilbert na 2. mezinarodnim kongresu ma-
tematiki konaném v Pafizi se svou slavnou a dnes jiz velmi znamou prednaskou
Problémy matematiky, ve které vymezil 23 matematickych problémi, které mély
predstavovat vyzvu pro matematiku 20. stoleti, aby ztistala moderni védou. Dnes
tyto problémy bézné oznacujeme jako Hilbertovy problémy. Otézce rozkladi na
soucty ¢tverci je vénovan 17. Hilberttv problém — formulace je nasledujici:

Naleznéte zpisob, jak vyjadiit definitni racionalni funkci jako soucet
ctverci raciondlnich funkci.
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K vySe uvedené formulaci problému je nutné dodat, ze Hilbert za definitni
racionalni funkci povazoval nezapornou, tedy pozitivné semidefinitni, racionalni
funkei. [2]

Hilbertav 17. problém byl vyteSen jiz v r. 1927 Emilem Artinem (1898-1962),
ktery své feseni publikoval v ¢lankuUber die Zerlegung definiter Funktionen in
Quadrate, a jednalo se o nekonstruktivni ditkaz. Algoritmické feSeni problému
nalezl az v roce 1984 Charles N. Delzell (nar. 1953). V obdobi mezi témito ob-
jevy se Hilbertovym 17. problémem zabyvali dalsi matematici a v roce 1967
nalezl Theodor S. Motzkin (1908-1970) prvni jednoduchy pfiklad pozitivné se-
midefinitniho polynomu ve dvou neur¢itych, ktery neni mozné rozlozit na soucet
¢tvercti. Polynom je ve tvaru p(z,y) = 2%y*(2® + y* — 3) + 1 a dnes je b&zné
oznacovan jako Motzkindv polynom. [3, 6]

Metoda rozkladu polynomu na soucet ¢tverct polynomt dodnes predsta-
vuje jeden z vhodnych zptisobti ditkazu, Ze je dany polynom p pozitivné se-
midefinitni, tedy, Ze pro vSechny redlné neuréité (z1,zs,...,2,) je polynom
p(z1,%2,...,2,) > 0. V pfipadé polynomt jedné neurcité predstavuje nalezeni
rozkladu na soucet ¢tverci pomérné snadné tlohy reSitelné i studenty na stied-
nich skolach a lze jej naptiklad vyuzit pfi ovéfeni feSitelnosti polynomialnich
se mize jednat o velmi naroc¢né a rozsahlé ulohy, pii jejichz TeSeni se zpravi-
dla neobejdeme bez pocitacové techniky a matematického softwaru. Nutné je
ovsem podotknout, Ze existuji také efektivni tradi¢ni postupy pristupné i ucite-
lam st¥ednich 8kol, jeden z takovych algoritmi nalezne ¢tenaf v [5].

2  MOZNOSTI ZARAZENI ROZKLADU NA SS

Pozadavek na provedeni dtikazu, Ze je jisty polynom pozitivné semidefinitni,
nebo hledani rozkladu na SOS se opakované objevily v zadanich mezinarod-
nich kol matematickych olympiad, a to hlavné v obdobi po roce 1967 a objevu
Motzkinova polynomu. Konkrétné lze zminit tilohu 1971/1 (13. mezinarodni ma-
tematickd olympidda, viz napf. [1]) nebo jednu z tiloh zadanych na 15. vSesvazové
matematické olympiadé v roce 1981 (tiloha ¢é. 325 v [9]). Tyto tlohy ovSem pied-
stavuji ndro¢né problémy pouze pro maly okruh fesitel a v druhém z uvedenych
prikladu se jednalo dokonce pfimo o jistou modifikaci Motzkinova polynomu ve
dvou neurcitych.

Jednodussi priklady, jak jiz bylo feceno, predstavuji rozklady polynomi jedné
neurcité. Studenti pfi jejich hledani zpravidla vystaci se zakladnimi algebraic-
kymi vzorci, doplnénim kvadratického troj¢lenu na ¢tverec a urcéenim stupné
daného polynomu, kdy podminkou pro existenci rozkladu je, aby polynom byl
sudého stupné.
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2.1 JEDEN PRIKLAD Z PRIPRAVY RESITELU MATEMATICKYCH OLYMPIAD

Uvedme na tomto misté konkrétni piiklad z piipravy Fesitelt matematickych

olympiad, véetné jeho kompletniho reseni s komentarem a vyuzitim rozkladu na

SOS. Jedna se o piiklad pochazejici z Finska (viz [7]) s nasledujicim zad4dnim:
Urcete pocet redlnych kotent polynomu:

f(x):xBfx7+2x672m5+3x4731‘3+41274x+g. (1)
Existuje samoziejmé vice zpiisobt, jak tuto tlohu vyresit, my se ovSem za-
méfime pouze na moznost vyuZiti rozkladu zadaného polynomu (1) na soucet
¢tverct polynomu. Je zfejmé, Ze tento polynom muze mit az 8 kladnych kotent,
coz lze snadno ovérfit pomoci Descartova znaménkového pravidla. Zabyvejme
se nyni otdzkou, jak polynom (1) rozlozit na soudet ¢tverci. Zakladni obecnou
myslenkou rozkladu jistého polynomu f na soucet ¢tverct je nalézt takové realné
polynomy g1, ..., gn, pro které plati:

n
F=> g
=1

Pri hledani rozkladu zadaného polynomu budeme postupovat v nékolika dil-
Cich krocich. Nejprve ovérime, zda je tento polynom sudého stupné. To je v pfi-
padé polynomu (1) splnéno, protoZe se jednd o polynom stupné 8. Nyni za¢neme
polynom (1) upravovat. Z prvnich t¥i élent vytkneme z% takovym zptisobem, Ze
¢len 22° ,roztrhneme® a ponechame si 2% pro dalsi apravy:

5
fl@)=a%a® —z+1)+ 2% —22° 4+ 32" — 32® + 42® — 4z + 5 (2)

Zavorku v polynomu (2) upravime podle vzorce (a —b)? = a® — 2ab + b*. Pii

e

této tpravé nesmime zapomenout pric¢ist hodnotu 7

5
+x672x5+3x473x3+4m274m+5. (3)

Obdobnym zptisobem upravime dalsi trojici éleni. V polynomu (3) vytkneme
z* a pro potieby dalsiho vipoétu si ponechame 2z*. Analogicky téz provedeme
doplnéni na c¢tverec dle uvedeného vzorce:

f(z) =a° Km— %)2 +%

)
+m4(x—1)2+2x4—3x3+4x2—4x+§. (4)
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Piejdeme k dalsi trojici ¢lentt polynomu (4) a pouZijeme stejnych tprav —
vytkneme 2z2, ponechame si 22% pro nasledujici Gpravy a vznikly viraz doplnime
na ¢tverec jako jiz diive:

flx) = af [(:c %>2+%
(-4

Zbyva upravit posledni trojici ¢lentt polynomu (5) a pokusit se cely tento
polynom prevést do tvaru souctu ¢tverct polynomi. Z posledni trojice vytkneme
hodnotu 2 a nasledné vzniklou trojici doplnime na ¢tverec dle dfive uvedeného
vzorce. Ziskame polynom ve tvaru:

+ a2tz —1)2 +

)
+2x2—4x+§. (5)

+2[(x—1)2+—] (6)

Ze zapisu polynomu (6) je zfejmé, Ze se nejednd o zapis ve tvaru soutu
étvercit. S vyuzitim vzorci (a”)® = a”%, (ab)” = a”-b" aa”-a® = a"** proto ,,vno-
Ffime*“ hodnoty ,,x*“ do zavorek a ¢isla odmocnime takovym zpusobem, abychom
ziskali ,,Cisty* zapis ve tvaru souctu ¢tverct polynomu:

o) = (st ) () st (- 2)]

+ (\/Za:>2 +[V2(z - 1) + (@)2

Vyse uvedené vyjadfeni pfedstavuje hledany rozklad zadaného polynom (1)
na soucet ¢tvercti polynomu. Uvazime-li vliv druhé mocniny na vysledné zna-
ménko umociovanych zivorek, je evidentni, Zze polynom f(z) nabyva pro vSechny
neurc¢ité r € R pouze kladnych hodnot. Takovy polynom oznac¢ujeme jako po-
zitivné definitni a vyfeSenim uvedeného piikladu jsme poukézali na vyznamnou
vlastnost, Ze pro realné polynomy jedné neurcité pojmy byt pozitivné definitni
a byt souctem ctvercu splyvaji. Zavérem lze tedy konstatovat, ze zadany poly-
nom (1) nemé zadné realné kofeny. Toto tvrzeni miZzeme podlozit téz grafem
zadaného polynomu (obr. 1).

Graf zadaného polynomu (1) v zddném bodé neprotne osu = a skuteéné tedy
neexistuji zadné redlné koreny tohoto polynomu, jak jsme elegantné dokazali
pomoci rozkladu na SOS.
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Obr. 1: Graf pozitivné definitniho polynomu f(x) v programu Wolfram Mathe-
matica 11

3 ZAVER

Rozklad polynomu vice neurcitych na soucet ¢tverci polynomt muze predsta-
vovat naro¢nou tlohu, pfi jejimz feSeni se neobejdeme bez matematického soft-
waru — konkrétné mizeme uvést programy pocitacové algebry jako naptiklad
MATLAB v souéinnosti s balicky SeDuMi a SOSTOOLS nebo Wolfram Ma-
thematica. Tento software ndm umoznuje nahlizet na klasické matematické pro-
blémy optikou pocitacovych technologii a fesit je inovativnim zptsobem s vyu-
zitim modernich metod.

V piipad€ rozkladu polynomu jedné neurcité na soucet ¢tvercd polynomi se
v8ak zpravidla jedné jednodussi priklady Fesitelné i studenty na st¥ednich skolach
s vyuZitim bézné vyucovanych postupt a vzorcu. Aplikovat tuto metodu diukazu
lze v fadé situaci, nutné je ovSem podotknout, Ze obecné rozklad na SOS neni
jednoznacny a ruzni resitelé tak mohou dospét k riznym spravnym vysledktm.

Clanek byl vénovan historickému zakotveni problematiky rozkladu polynomu
na soucet ¢tvercd polynomu a jednomu prikladu z pfipravy feSiteli matema-
tickych olympiad, ktery dokladé, Ze rozklad polynomu jedné neurcité na SOS
predstavuje celkem snadnou tloh. Zaroven poukazuje na dtlezity vztah, ze byt
pozitivné definitnt a byt souctem ctverci u téchto polynomu splyva. U polynomi
vice neurcitych postup rozkladu tak jednoduchy neni, jak mize Ctenai zjistit
studiem uvedené literatury. Motzkiniv polynom a dalsi nalezené konstrukce,
napiiklad Raphaelem M. Robinsonem (1911-1995) v roce 1973, navic naznacuji
nebezpeci — rozklad viibec nemusi existovat.
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O JEDNOM TYPU MATURITNICH ULOH

Eduard Fuchs, Eva Zelendova

Abstrakt

V élanku je popsdn typ uloh na hleddnt funkcénich zdvislosti, které jsou soucdsti prakticky
vSech celostdtnich maturitnich testi a standardné se vykytuji ¢ u prijimacich zkousek
na stredni Skoly. Ulohy tohoto typu patii k tzv. kritickym mistim ve vjuce a je nutno
jim vénovat zvysenou pozornost.

1 Uvop

Prvni kvétnové dny jsou v poslednich letech spojeny s adrenalinovym zazitkem.
Centrum pro zjistovani vysledkii ve vzdélavani préavé tou dobou zadéava statni
maturitni test z matematiky pro zaky stfednich skol, ktefi si matematiku jako
maturitni obor zvolili. Nemala ¢ast ¢eské populace netrpélivé ocekava, jaké tlohy
budou muset zaci fesit, jak bude obtiznd prvni uloha, zda se v zadani objevi
ocekavané typy uloh nebo zda dojde i na tlohy ,,z redlného Zivota“. A samozvani
,odbornici na vzdélavani“ se chystaji, jak zase najdou chyby i tam, kde nejsou,
a v televizi, novinach a dalsich médiich budou hlésat, jak je maturitni test Spatny,
jak ucitelé spatné uci, jak by se ve skolach mélo ucit zcela jinak atd.

Hned v ttvodu proto chceme zdiraznit, Zze maturitni testy CERMAT sestavuje
kvalitné, ilohy pokryvaji v ramci danych zdkonnych omezeni sirokou skalu uciva
a zcela nesmyslné jsou namitky nékterych pseudoodborniki, Ze se na tyto testy
»ze naucit® fesenim minulych test a zaci tak misto uceni jen trénuji odpovédi
na testové otazky.

2 KRITICKA MISTA VE VYUCE

Kazdy ucitel z vlastni praxe zna typicka tskali ve vyuce, partie, které zakam
délaji potize i pri sebelepsim zpusobu vyuky a navzdory castému opakovani.
Témto tzv. kritickym mistim ve vjuce je vénovana obsahla literatura. Autofi
se jednomu z téchto kritickych mist vénovali na konferenci v Srni v roce 2014
(viz [1]), podrobnéjsi popis kritickych mist ve vyuce na zakladni Skole 1ze nalézt
napiiklad v publikaci [3].
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Mezi typicka kritickd mista patfi na stfednich skolach vedle slovnich dloh
i funkce a posloupnosti, vypozorovani a odvozeni funkéni zavislosti a vyjadieni
nalezenych vztaht. Mezinarodni Setfeni znalosti zakt prokazuji, ze pravé v této
oblasti nasi zaci vyrazné zaostavaji za staty s nejlepsimi vysledky. Pf¥itom pocho-
peni textu takové tlohy, nalezeni dané zavislosti a vyuziti ziskanych znalosti pro
nalezeni feSeni je nezbytnou nutnosti pro kazdého, kdo se chce uplatnit v sou-
Casné ,digitalni a algoritmické“ dobé. Proto se uvedené problematice intenzivné
vénuje i zahrani¢ni odborn4 literatura. Za mnohé citujme alespon ¢lanek [2].

Maturitni didaktické testy z matematiky v poslednich letech obsahuji i tlohy
vyse uvedeného typu. Uvedme na ukdzku tlohy z let 2017 a 2018.

3 MATURITNI ULOHY

Prvni tloha, kterou uvedeme, je z roku 2017. Na ni je pfitom nazorné vidét
dalsi dulezity rys tloh tohoto typu: nejsou to ,rutinni“ tlohy, které pouze testuji
yfemesIné“ znalosti, nauc¢ené algoritmy apod., nebot je lze vétSinou fesit nékolika
odlisnymi zptsoby.

Vychozi text byl nasledujici:

V Kocourkové postavili véz ze samych krychli (viz obr. 1). Dole
je nejvétsi krychle s délkou hrany 6 m a kazda nasledujici krychle
ma hranu o 5 cm kratsi. Hrana nejmensi krychle méfi 3,5 m.
Kazdé dvé sousedni krychle maji jeden spoleény vrchol. Pii
pohledu shora zaddna z krychli nepfecniva pres nize polozenou
krychli.

Za vychozim textem a obrazkem nésledovalo zadani:

a) Vypoctéte vysku televizni véze. Vysledek uvedte v metrech
a nezaokrouhlujte.

b) Vypoctéte v m? obsah vsech nezakrytjch vodorovngch
ploch televizni véZze (véetné horni stény nejmensi krychle).

Uloha a) neéinila zakim vétsi potize. Spravny vysledek 242,25 m
vypocitala témér polovina maturantti. Vyrazny vhled do schop-
nosti a mysleni nagich zaka v8ak pfinesla tloha b). Pokud zak
postupoval bez premysleni, zacal postupné pocitat obsah neza-
krytych ploch na jednotlivych krychlich, pak bylo nutno secist
vSechny tyto obsahy a k tomu pfipocitat horni sténu nejmensi
krychle. Témto zaktim se pak tloha jevila jako velmi obtizna
a samoziejmé se takto ke spravnému vysledku dopocital méalo-
kdo.

Uloha je piitom zcela jednoducha a nevyzaduje prakticky zadny vipocet.
Staci si predstavit, co uvidime, kdyz se na kocourkovskou véz podivame shora.
Uvidime plochu, jejiz obsah je roven obsahu stény nejvétsi krychle, tj. 36 m?.

Obr. 1
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Ackoliv byla tato uloha z celého testu nejsnazsi (pro toho, kdo ,vidél*),
dopadla ze vSech tloh maturitniho testu v r. 2017 nejhtre.

Do didaktického testu pro jarni maturitni termin 2018 byla opét zafazena
tloha podobného typu. Jeji zadani bylo nasledujici:

Obrazce (viz obr. 2) jsou tvofeny bilymi a tmavymi Sestithelniky uspofada-
nymi do sloupcti. Pocet Sestitthelnikd ve sloupcich se postupné zvétsuje, a to od
levého, resp. pravého okraje obrazce smérem ke stfedu.

Kazdy obrazec vzdy za¢ina a konci sloupcem s jedinym bilym Sestitthelnikem.

R s

Obr. 2: Obrazce k maturitni dloze z r. 2018

a) V jednom z dalsich obrazcti je v nejdelsim sloupci 59 Sestithelnika (nad
sebou). Urcete v tomto obrazci pocet vSech tmavych sloupci.

b) Uréete v tomto obrazci pocet vSech bilych Sestitihelniki.

Uloha a) nevyzaduje prakticky zadny vypodet, staci si prohlédnout obr. 2. Na
prvni pohled je zfejmé, Ze kdyz je v nejdelsim sloupci sudy pocet Sestitithelnikd,
je sloupec tmavy, pokud je sloupec tvoren lichym poctem Sestitthelnik, jsou tyto
Sestitthelniky bilé. Pokud je tedy nejdelsi sloupec tvoren 59 Sestitithelniky, je bily.

7 obrazkt také ihned vidime, co plati pro pocet tmavych sloupci. Prohli-
zejme si obrazky postupné. Obsahuje-li prostfedni sloupec dva Sestitthelniky,
je v obrazku jeden tmavy sloupec. Obsahuje-li prostredni sloupec t¥i Sestitithel-
niky, jsou na obrazku dva tmavé sloupce. Kdyz jsou v prostfednim sloupci ¢tyfi
Sestitthelniky, jsou na obrazku tfi tmavé sloupce atd. Pocet tmavych sloupct
je vzdy o jednicku mensi, nez je pocet Sestitthelnikd v nejdelsim sloupci. Je-li
tedy nejdelsi sloupec tvoren 59 Sestithelniky, musi na obrazku byt 58 tmavych
sloupcu.

Ulohu b) Ize sice fesit rtzné, pii pilotazi tlohy i v maturitnim testu vsak
prevazna vétsina fesiteld vidéla jednoduchy postup — jde o vcelku lehkou tlohu
na soucet aritmetické posloupnosti. Jak jsme jiz uvedli, jsou bile sloupce vzdy
tvoreny lichym poc¢tem Sestitthelnik® a z obrazkt je ihned vidét, Ze v obrazci
s nejdelsim sloupcem z 59 Sestitthelnika je bilych Sestitthelnika 2- (1 +3 45 +
F T4 ... +57)+59=1741.
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Pro zajimavost: pri pilotazi na Skolach tlohu 22 % zéki nefesilo, 72 % zaki
ihned vidélo aritmetickou posloupnost a pouze 6 % zaki tlohu Fesilo jinak, vét-
Sinou vSak netspésné.

4 MEDIALNT OHLASY

Jak jsme uvedli jiz v tvodu, standardni odpurci prakticky vSeho, co se v na-
Sem Skolstvi déje, i po letosni maturité vytahli ,,do boje“. O. Botlik, ktery jiz
fadu let systematicky urazi ceské ucitele, autory uc¢ebnic, pracovniky CERMATu
a dalsi, jiz 24. kvétna 2018 v televizi DVTYV prohlasuje, Ze ,maturitni zkouska
testuje pouze to, jak zaci dokazou rutinné provést postup, kterému ani nemusi
rozumét“,! v Ceské skole 14. 6. 2018 uvetejiuje ¢lanek s nadpisem Jak se §i
hloupost (Pro¢ vedou jednotné testy Cermatu k hloupnuti Zdki) a v citovani ob-
dobnych nazort bychom mohli pokracovat.

O kvalifikaci téchto ,,odborniki na vzdélavani“ vsak letos dostateéné svédec-
tvi vydal O. Botlik sdm. V televizi Seznam komentoval letosni maturitni test
a své myslenky ilustroval na t¥ech tlohach.? Ctenaitim viele doporucujeme, aby
tento zaznam shlédli. Vystoupeni O. Botlika svéd¢i dle naseho nazoru o jeho
neznalosti skolské matematiky a je plné metodickych prohfeski.

Jednou ze tii dloh, které v této televizi komentuje, je pravé zminénd tuloha
o obrazcich ze Sestitthelnikti. Pominme to, ze jeho ,,vzorové feSeni*, které si pre-
dem pfipravil, je naprosto ojedinélé. (Autofi ¢lanku tuto dlohu na seminéfich
predlozili desitkdm ucitelt zakladnich i stfednich skol a ani jeden to nefesil tak,
jak to predvadi O. Botlik.) To by jesté mohlo znamenat, Ze nasel originalni
a tvirci feseni. Jeho kostrbaty vyklad vsak ve skutecnosti ani feseni nepfindsi,
pomticka, kterou si pro vystoupeni ptipravil (viz obr. 3), je metodicky nesmyslna
(nejasny vyklad dokumentuje na pfipraveném obrazku se sudym poétem Sestid-
helnikt v nejdelsim sloupci), takZe se k ilustraci FeSeni tilohy viibec nehodi.

|

Obr. 3

!'Dostupné na https: //domaci.ihned.cz/c1-66147780-povinna-maturita-by-byla-prusvih-deti-se-
uci-jen-pocitat-a-pocitat-to-neni-matematika-rika-botlik-z-maturitni-data-odtajneno

2Viz https: //www.seznamzpravy.cz/clanek/je-maturita-z-matematiky-skutecne-tak-tezka-
vybrali-jsme-tri-priklady-ktere-si-muzete-sami-zkusit-vypocitat-47900
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Problematika vzdélavani obecné a vyuky matematiky zvlasté je samoziejmé
slozita a problémi, které je nutno fesit, je celd fada. Proto je tfeba sledovat, kdo
a na jaké tirovni se k tomuto tématu vyslovuje.
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DIGITALNI GRAMOTNOST V HODINE MATEMATIKY
NA 1. STUPNI ZS?

Hana Havlinova

Abstrakt

Projekt podpora prdace uciteli napomdhd pedagogum materskych a zdkladnich skol pri
rozvijeni ctendrské, matematické a digitdlni gramotnosti déti a Zdku. Predklddany pri-
spévek nabizi pohled na problematiku rozvijeni digitdlni gramotnosti u nejmladsich Zdku
a budovdni zdkladnich dovednosti a navyku, na které budou moci navdzat v dalsim ob-
dobi. Na prikladu dvou konkrétnich aktivit realizovanych ve vzdéldvaci oblasti Matema-
tika a jeji aplikace prispévek ukazuje mozny prostor pro rozvijeni digitdlni gramotnosti
na 1. stupni ZS.

1 PROC DIGITALNI GRAMOTNOST

Digitalni gramotnost [1] je pojiméana jako soubor védomosti, dovednosti, postoj,
hodnot, které potfebujeme k bezpecnému, sebejistému, kritickému a tvorivému
vyuzivani digitalnich technologii pfi praci, pri uceni, ve volném cCase i pfi svém
zapojeni do spolecenského zivota.

Zékladni charakteristikou je vyuziti digitalnich technologii pfi nejriznéjsich
¢innostech a prfi feSeni problémi, se kterymi se setkdvame v redlném zivoté.
7 toho plyne promeénlivost téchto védomosti, dovednosti, postojti a hodnot v ¢ase
v zavislosti na tom, jak se méni zptisob a rozsah vyuzivani digitalnich technologii
ve spolecnosti a v zivoté ¢lovéka.

Projekt podpora prace ucitelt (PPUC), financovany z Evropskych struktu-
ralnich a investi¢nich fondu, podporuje pedagogy materskych a zakladnich skol
v jejich snaze rozvijet ctenarskou, matematickou a digitdlni gramotnost déti
a zakt. Jeho realizaci zajistuje Narodni tstav pro vzdélavani (NUV).

2  ROZVIJENI DIGITALNI GRAMOTNOSTI NA 1. STUPNI ZS

Vzdélavaci oblasti na 1. stupni zakladni skoly a tedy i Matematika a jeji apli-
kace poskytuji vyznamny prostor pro rozvijeni digitalni gramotnosti. V 1. obdobi
1. stupné ZS ucitel predevsim piirozené a nenasilné vyuziva digitélnich techno-
logii v situacich, kdy nemé k dispozici realné prostiedi (mikrosvét, makrosvét,
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pfirodni tikazy, letecky pohled). Pii zpracovani dat a informaci se zaci uéi vyu-
zivat tabulky a jiné typy zapisu.

Ve 2. obdobi 1. stupné jiz zaci tvorfi vlastni tabulky tak, aby usporadani dat
bylo vyhodné pro feseni dané tlohy. U¢i se posuzovat tplnost dat s ohledem
na feseni problému. Zaci se postupné uéi posuzovat vérohodnost a bezpeénost
zdroju, ze kterych ziskavaji data a informace. Vhodné je upozornit zaky nejen na
prinosy, ale i na rizika (napf. osobni bezpeci), které s sebou vyuzivani digitalnich
technologii pfinasi.

vz

NEJTEZSI JE ZACIT

Utitelé 1. stupné ZS mivaji obavy ze zaclefiovani digitalnich technologii do vy-
uky. Prvnim krokem muize byt, kdyz si uvédomime, ze digitdlni gramotnost neni
pouze o vlastnim pouzivani digitalnich technologii, ale ze napf. cile v oblasti
Etika v digitalnim prostfedi ucitel napliuje jiz ve chvili, kdy zaky u¢i dodrzovat
pravidla slusného chovani v riznych komunikacnich situacich.

V mnoha ucebnich ¢innostech se skryva propedeutika k dalSimu rozvijeni
jednotlivych oblasti digitdlni gramotnosti. Pro lepsi pochopeni, co se pod jed-
notlivymi pojmy skryva, mize slouzit material Digitalni gramotnost v uzlovych
bodech vzdélavani, ktery vznikl v projektu PPUC. Jakmile se zorientujeme,
snadnéji dokadzeme stanovit cil, ke kterému budeme pii rozvijeni digitalni gra-
motnosti sméfovat, a budeme jej sledovat spolecné se vzdélavacim cilem stano-
venym pro vzdélavaci obsah Matematiky.

V nasledujicich podkapitolach jsou uvedeny dvé konkrétni aktivity, které byly
realizovany s cilem ovéfit, jakym zptsobem lze vyuzivat potencial vzdélavaciho
oboru pro rozvijeni digitalni gramotnosti.

2.1 CESTOVN{ KANCELAR
Pro naplnéni oborovych ocekdvanych vystupu, které byly stanoveny na trovni
SVP [5]:

e 73k aplikuje znalosti, jak FeSit praktické slovni tilohy a problémy;

e orientuje se v Case, vyhledava idaje v jizdnich fadech a v ceniku jizdného;

bylo vybrano téma Cestovni kancelar.

Aktivita byla pripravena pro 2. obdobi 1. stupné. Realizovana byla ve 4. roc-
niku zakladni Skoly situované v okrajové ¢asti hlavniho mésta. S ohledem na
pomérné Siroce stanoveny cil vyucovaciho bloku:

e 7ici spoleéné ve skupinich naplanuji jednodenni vylet v regionu skoly s Ti-

zenym zadanim,

byla napldnovana casova dotace 5 vyucovacich hodin, které na sebe bezpro-
stfedné nenavazovaly.

Digitalni gramotnost byla rozvijena v prubéhu ¢innosti spolecné s napliova-
nim oborového cile:
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1.

Rk 5 20/

Pro ziskani potiebnych informaci vyuzili zaci internet. Je vhodné, aby uci-
tel doporudil, na které webové stranky se maji zaci zamérit, napr. oficialni
stranky mést, hradi, zoo, turistickych center, dopravy.

. Vyhledané informace si zaci ve skupinach zaznamenavali takovym zpu-

sobem, ktery jim vyhovoval a na kterém se skupina domluvila (tabulka,
jednoduché zépisky apod.) — v pisemné nebo v elektronické podobé (podle
schopnosti 7kt a podminek dané tfidy). Uéitel zaky upozornil, Ze tyto
poznamky budou soucéasti zavérecné prezentace a diskuse s ostatnimi sku-
pinami.

. Pred tvorbou vysledného produktu dal ucitel zaktim k dispozici také pa-

pirové mapy, jizdni fady apod., aby si mohli nalezené informace zkont-
rolovat/potvrdit z dalstho zdroje. Zminil dulezitost vérohodnosti zdroje
informaci.

. ZAci vytvorili informaé¢ni letdk (obr. 1) nebo prezentaci (obr. 2) pro téast-

niky vyletu s potiebnymi informacemi s vyuzitim digitalnich technologii
(podle podminek t¥idy a trovné schopnosti a dovednosti zaka pracovat
s vyuwzitim PC).

HRAD
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Obr. 1: Prace zaku — letak

U Simonovi babicky preckame 3h.3min.
Pak pjdeme na KarlStejn pésky 1h.42min.

V 9:30 budeme na hradu Karl3tejn a to zrovna zacina
prohlidka hradu.

Obr. 2: Prace zakt — prezentace
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ZNAM MISTO, KDE Z1JI?
Pro naplnéni oborového ocekavaného vystupu:
e Zak rozezna, pojmenuje, vymodeluje a popise zakladni rovinné utvary
a jednoducha télesa; nachazi v realité jejich reprezentaci;

byl vybran tematicky celek Znam misto, kde ziji?
Aktivita byla pfipravena pro 1. obdobi 1. stupné. Realizovana byla v 1. ro¢-
niku bézné zakladni skoly také situované v okrajové ¢asti hlavniho mésta. S ohle-

dem na stanovené cile vyucovaci hodiny:
e 7aci ve skupindch modeluji stavby podle fotografie a podle planku ve ¢tver-

cové siti;
e zakresli samostatné planek do ¢tvercové sité;
e pokusi se vymodelovat budovu skoly a porovnat ji se skute¢nou podobou;

byla naplanovana ¢asova dotace 1 vyucovaci hodina.

Digitalni gramotnost byla rozvijena v prubéhu ¢innosti spolecné s napliova-

nim oborového cile:

1. Vyuzitim fotografii a pofizenim vlastniho zdznamu ukazujeme zakim uzi-
tecné vyuziti digitalnich technologii pfi Skolni praci. Porovnanim pracnosti
zéznamu pomoci ndkresu a pfi vyuziti mobilniho telefonu ukédzeme zZakam,
ze je vyhodné pouzit v nékterych situacich digitalni technologie.

2. Préce se ¢tvercovou siti (obr. 3) je kromé propedeutiky k analytické geo-
metrii také propedeutikou k bitmapové grafice a k praci s 3D objekty.

o]

Obr. 3: Prace zaka — planek ve ¢tvercové siti

3. Vyuzitim interaktivni tabule nebo dataprojektoru (pokud je k dispozici)
a vyuziti Google Maps nebo Mapy.cz k porovnani budovy skoly (pohled
z letadla) se stavbami zaka (obr. 4 a 5).
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Obr. 4: Stavba z kostek — budova skoly

Obr. 5: Vyuziti webové aplikace — pohled na budovu skoly

3 ZAVER
Zdaleka ne vSechny ¢innosti a postupy musi ucitel ve vyuce fidit a urcovat.
V nékterych situacich mize byt v roli pruvodce, ktery nabidne zadkim prostor
a ukaze jim mozné vyhody a nevyhody postupu, které si zaci sami zvoli.
Uvedené aktivity jsou pouze malou ukazkou moznosti, které nabizi vzdélavaci
oblast Matematika a jeji aplikace pro rozvijeni digitalni gramotnosti na 1. stupni
ZS. Je pouze na uditeli, jakym zptisobem tento potencial piirozené a nenasilné
vyuzije, aby jeho zaci ziskavali zaklady digitalni gramotnosti postupné od po-
¢atku skolni dochézky.
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MATHMANAGER — ONLINE SYSTEM PRO TVORBU,
SDILENI A DISTRIBUCI VYUKOVYCH MATERIALU
SE ZAMERENIM NA MATEMATIKU

David Janda, Michal Canéara

Abstrakt

Prispévek je vénovdn predstaveni elektronického systému pro tvorbu vzdélavaciho ob-
sahu k vyuce matematiky, ktery je ndsledné mozné editovat, sdilet, distribuovat stu-
dentum a castecné elektronicky vyhodnocovat. Soucdsti prispévku je také predstaveni
funkci, které tvori nadstavbu existujici databazi stredoskolskych uloh a ukdZeme mozZnou
usporu v prdci ucitelt a mozny potencidl pro dalsi rozvoj. Zdvér prispévku vénujeme
diskuzi o tomto a podobngch systémech a jejich vlivu na vyuku matematiky.

1 Uvop

Tradiéni ucebnice (nejen) matematiky maji nékteré nedostatky, které je teore-
ticky mozné redukovat nebo dokonce odstranit vhodnym pouZitim informacnich
technologii. Pfikladem muze byt moznost jednoduse revidovat vytvorené mate-
ridly na zdkladé okamzité zpétné vazby uzivatelt. Informacni technologie navic
poskytuji nové moznosti, jejichz plnohodnotné pouziti pri praci s tiSténymi ma-
terialy je problematické. Jako typicky priklad takového nastroje vhimame dyna-
mickou geometrii. V dnesni dobé€ se tedy logicky setkavame s velkym mnozstvim
(a také s nartistajici produkei) materidla pro vyuku matematiky, které tyto tech-
nologie vyuzivaji. Takové materialy mohou byt vice ¢i méné interaktivni podle
toho, jak pracuji se samotnym matematickym a didaktickym obsahem, ale i s ko-
munikaci se zaky, studenty a uciteli. Ruku v ruce se produkci elektronickych
material a interaktivnich aplikaci zaroven rozsifuje i paleta moznosti, jak jich
vyuzit pfimo ve vyuce nebo jako doplnkt, které mohou zakim a studentiim po-
moci pfi samostudiu. Pfitom je potreba rozliSovat mezi témito materialy podle
toho, zda slouzi pouze jako databaze informaci nebo poskytuji i uréitou interakci
uzivatelt pri praci s nimi, pricemz si uvédomujeme, Ze tato hranice je neostra a je
zfejmé, ze pri vyuce matematiky budou potfeba oba druhy takovych material.
Samostatnou kapitolou v této problematice je také vliv samotného vyuzivani
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elektronickych materidli ve vyuce na efektivitu vyuky. Tato otazka je stale ote-
viena, je predmétem diskuze a centralnim tématem mnoha odbornych casopisi
a konferenci. Nasim cilem nebude se k takovym otdzkam vyjadfovat, nemame
totiz zatim k dispozici zadné tdaje, které by o této otazce vypovidaly.

Jednoduchou optikou mizeme vyse zminované elektronické materialy umis-
tit na 8kdlu od téch (aniz bychom jakkoli hodnotili jejich kvalitu), které slouzi
k distribuci obsahu (rfizné sbirky tloh, popisy matematickych pojmi,' popisy
a vysvétleni pocetnich algoritmi,? elektronické u¢ebnice® apod.), k tém, které
nabizeji svym uzivateltim uréitou formu interaktivity.* Ve své praxi naprosta vét-
Sina uciteli na takové materialy a aplikace narazi a je mnohdy té€zké se v nich
orientovat, presto se domnivame, Ze zde existuje, alesponn v ¢eském prostiedi, ur-
¢ity prazdny prostor. V naSem piipadé vidime potencial pro aplikaci, kterd a) se
zaméiuje na usnadnéni prace uéiteliim a b) si klade za cil dlouhodobé uchovéivat
a umoznit Sifeni skolského matematického obsahu ucitelim matematiky.

V rédmci prispévku sezndmime tcastniky s on-line aplikaci, kterou nazyvame
Mathmanager a kterou jsme v souladu s témito zaméry navrhovali. Podle na-
Seho presvédceni, je vétSina materialt pouzivanych pfi vyuce matematiky neu-
stale raznym zpusobem recyklovana — jsou vytvafreny stale nové ulohy, ucebnice,
sbirky tloh i (interaktivni) online materidly, pfiGemz vétsina takovych materialt
se od sebe lisi minimalné a ¢asto subjektivné (rfizni ucitelé vnimaji kvalitu mate-
ridld, iloh apod. jako rtizné kvalitni. Z tohoto divodu také neni mozné vytvorit
,2dokonalou“ ucebnici, ktera by vyhovovala vSem. My bychom nasim nastrojem
radi ucitelim poskytli meta-ucebnici, ve které bude mozné si vytvaret materi-
aly vlastni, pficemz budou moci vychazet z materiali ostatnich ucitelt a tedy
prizpisobovat si jiz existujici materidly svym vlastnim potfebam.

2  UZIVATELSKA NADSTAVBA MATEMATICKEMU OBSAHU

Veskeré ulohy z nasi databaze jsou po registraci volné dostupné na webovych
strankach www.mathmanager.cz a protoze jsme si védomi absence editorské ¢in-
nosti, ktera probiha pti tvorbé ucebnic, je nutné je neustale zdokonalovat a revi-
dovat. V tomto sméru umoznujeme plny pristup k jejich samostatnému vyuziti
a pripadné zpétné vazbé.

V nasem piispévku se nicméné budeme vénovat funkcim této aplikace, které
tvori uzivatelskou nadstavbu této databazi a o kterych se domnivame, ze mohou
ulitelim matematiky podstatné pomoci v jejich praci. Proto na zacatku kazdé
z nasledujicich ¢asti uvadime myslenku, se kterou jsme danou funkci do aplikace
pridavali.

1Na,pi*. wikipedie.cz

2Napt. webova stranka matematika.cz.

3Napt. realisticky.cz

4Prikladem miize byt forum.matematika.cz nebo techambition.cz
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2.1 TVORBA VLASTNICH MATERIALU

Utitel potfebuje pro své zaky a studenty vzdy urcitou sadu tloh, ktera se odviji
od velkého mnozstvi parametrii: stupné a typu skoly, SVP, naro¢nosti a zptisobu
vyuky ucitele, slozeni t¥idy, apod. Je pfitom nevhodné, kdyz dany vyukovy ma-
terial obsahuje prilis mnoho nebo pfilis méalo uloh resp. prilis obtizné nebo prilis
jednoduché ulohy. Zaroven je potfeba moznost tuto sadu tloh kdykoli revidovat
v zavislosti na zménach pozadavki ucitele, skoly ¢i celého vzdélavaciho systému
(dnes typicky pozadavky na maturitu ¢ pfijimaci zkousky z matematiky).

Aplikace pracuje s rozdélenim kompletnich vyukovych materidli na jednot-
livé malé casti, které nazyvame bloky. Nékteré bloky mohou vytvafet samotni
ucitelé (pozndmky, didakticky obsah, nerevidované tlohy), nékteré vytvarime
my, autofi (revidované tlohy v databézi). To podstatné nicméné pfichdzi az na-
sledné — kazdy ucitel si mize z téchto volné dostupnych bloki sestavit vlastni vy-
ukovy material, tzv. vybér: pisemnou praci, doméci tkol, online test, pfipravu na
hodinu, seznam tloh k reparatu apod. VSechny materidly je samoziejmé mozné
nasledné dale editovat, upravovat a opravovat. Jako vyhodu je mozné oznacit
i online dostupnost vSech takovych materidli.

2.2 SDILENf VYTVORENYCH MATERIALU A VYUZITI ZPETNE VAZBY
UZIVATELU

Tisice ucitelt vytvari velké mnozstvi v zdsadé€ velmi podobnych materiald — tloh,
pfiprav na hodinu, pisemnych praci, domécich tkolt apod. Je zddouci propojit
tyto ucitele tak, aby své materialy mohli co nejefektivnéji sdilet a nasledné hod-
notit, revidovat a upravovat na zakladé svych pozadavki.

V predchozi ¢asti jsme popsali zptisob, jak se daji materidly pomoci aplikace
vytvaret. Z globalniho pohledu nicméné vidime velky potencidl v tom, Ze bude
takto vytvorené materialy mozné sdilet na skolni i globalni tirovni. Jako dilezity
vnimame také fakt, ze v takovém prostredi mize vzniknout urcitd samovolna
standardizace vyukovych materidlti a samovolny prenos zkuSenosti mezi uciteli.

Podobné jako vzajemnda zpétna vazba uciteld nam v na$i praci muze po-
moci i zpétna vazba zaku a studentt. Napriklad statistickd analyza hodnoceni
obtiZznosti tloh zaky a studenty muze umoznit ziskédni dodatecénych informaci
o ulohéch, které ucitelé nemusi byt schopni nahlédnout. Stejné jako individu-
alni hodnoceni uciteld mize byt dulezitym parametrem pfi vyhledavani tloh
v databazi.

2.3 ONLINE TESTOVAN{

Pokud je to mozné a z pohledu ucitele efektivni, je zddouci ucitelim umoznit
distribuovat tlohy a ziskavat jejich feseni zpét elektronicky a v ndvaznosti na to
analyzovat takova feSeni maximalné automatizované.
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Rozhodné si nemyslime, Ze by pisemné prace z matematiky mély v plné mire
nahradit automaticky vyhodnocované testy s uzavienou odpovédi, tento zpu-
sob ovéfeni nékterych znalosti zaki (zv1asté, kdyz na jeho zakladé nejsou piimo
klasifikovani) se ndm nicméné v nasi praxi osvédéil. Domnivame se totiz, Ze za-
timco vyhovujici vyFeseni takového testu pfili§ informaci uciteli nepfinese (do-
maci tkol mohl zak cely spravné sim vypracovat, ale také ho mohl opsat, vytesit
s pomoci jiného softwaru apod.), nevyhovujici FeSeni naopak pfinasi informaci
mnoho (zéka je mozno konfrontovat a zjistit, z jakého divodu tkol nevypracoval,
v jakych tlohach a pro¢ chyboval apod. a s témito informacemi dédle v hodiné
pracovat).

2.4 DYNAMICKE GENEROVANI PDF DOKUMENTU

Je zaddouci redukovat automatizovatelnou praci a stale se opakujici tvirci praci
ucitele matematiky na minimum.

Kazdy ucitel béhem své praxe vyprodukuje obrovské mnozstvi materiali psa-
nych rukou ¢ s vyuzitim razngch elektronickych néastroji (MS Word, IATEX).
Netvrdime, Ze je mozné tuto praci zcela eliminovat, podle naseho nazoru by ale
bylo mozné tuto praci ucitele redukovat. Tuto funkci aplikace Mathmanager bu-
deme prezentovat na dvou prikladech. V pfipadé vytvareni zadani pisemnych
praci stejné obtiznosti v rtznych verzich je potfeba pouze uchovavat nékolik
variant konkrétnich tloh, pficemz nésledné generovani samotné pisemné prace
uz muze byt plné automatizované. Jinymi slovy, ucitel si vytvori vybér nékolika
uloh a na zéakladé zvolené Sablony je vygenerovana pisemnd prace ve formatu
PDF ve vice riiznych variantach.

Druhym ptikladem je situace, ve které se casto ocitdme v rolich ucitelti na
stfedni gkole. Cato je potfeba vytvaiet rizné souhrny tloh pro riizné piileZitosti
(Gstni ¢asti maturitni zkousky z matematiky, opakovani k pisemnym pracem, pii-
pravy k reparatiim apod.). Tyto materidly je ¢asto potfeba revidovat na zakladé
potteb skoly, je tedy vhodné uchovavat je v elektronické podobé a maximéalné
usnadnit ucitelim manipulaci s jejich obsahem. To je samoziejmé mozné i pti
vyuziti cloudovych sluzeb, nicméné bez pristupu k verejné databazi tloh.

3 ZAVER

Prvnim cilem prispévku je predstavit zakladni funkce aplikace Mathmanager
a zjistit potencidl jejiho vyuziti v praci ucitelt matematiky. Jedné se o aplikaci
ve vyvoji, je pro nas tedy velice dulezité ziskavat pravidelnou zpétnou vazbu
uCitelid a na zakladé ni vyvoj aplikace upravovat. Druhym cilem je potom roz-

Sifovat povédomi o existujici databazi vyukovych materiala skolské matematiky
a moznostech jejtho vyuziti v praci bézného ucitele.
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MEZIPREDMETOVE VZTAHY
PODPORUJICI PROPEDEUTIKU MATEMATIKY
V RAMCI PRIMARNIHO VZDELAVANT

Dagmar Jordanova, Helena Koldova,
Vladimira Petraskova, Premysl Rosa

Abstrakt

Prispévek pojedndvd o mozném vyuZiti integrované vyuky a mezipredmétovych vztahi
mezi matematikou a informacnimi technologiemi v priubéhu primdrniho vzdéldvani. Na-
vrhujeme sadu matematickych uloh a jejich Teseni s vyuzitim programovaciho jazyka
Scratch. 'V prispévku budou predstaveny vytvorené iulohy a ndvrhy na jejich vyuZiti ve
vyuce matematiky.

1 Uvop

Od zavedeni statniho testovéni at uz v podobé jednotného pi{jimaciho ¥izeni
nebo statnich maturit v Ceské republice dochazi kazdy rok k silné reakci laické
i odborné vefejnosti. Jednou z pficin jsou vysledky testovani v matematice,
které kazdoroéné vykazuje nejnizsi ispésnost ze vSech maturitnich predmétt [3].
7Zda se, ze tlohy obsazené v téchto testech nemaji standardizovanou podobu,
na kterou jsou zaci a studenti ze své vyuky zvykli. S tim se poji i jejich Feseni,
kde neni u vSech tloh mozné vyuzit naucené algoritmy feSeni, a proto musi
fesitelé mnohdy prokazat hlubsi pochopeni dané problematiky. Domnivame se,
ze jednou z moznosti, jak pomoci zaktim a studenttim, by mohlo byt posileni
vyuky matematiky se zaméfenim na nestandardizované tlohy, které by rozvijely
logické mysleni u zakia a aplikaci naucenych poznatkii.

Autofi se ve svém prispévku zaméfuji na jednu z moznych cest, jak dosdh-
nout takového posileni. Jejich zamérem je posilovat vyuku geometrie na prvnim
stupni zédkladnich skol slouzici jako propedeutika k vyuce obsahti a obvodi rovin-
nych atvard na druhém stupni zédkladnich skol. Navrh vyuky je realizovan praci
na jednoduchych tlohach fesenych v prostiedi programovaciho jazyka Scratch.
ZAci timto zptisobem nejen procvicuji vybrana geometricka témata, ale zarovei
se 1 procvicuji v algoritmizaci a tvorbé elementarnich programia. Dochazi tedy
k aplikaci mezipfedmétovych vztahid mezi matematikou a informac¢nimi tech-
nologiemi. V pfispévku budou ptedstaveny navrhy tloh, které by bylo mozné
pouzit na zakladnich skolach.
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2 MEZIPREDMETOVE VZTAHY

Mezipfedmétové vztahy definuje pedagogicky slovnik [4] jako vztahy mezi jed-
notlivymi vyucovacimi predméty, které presahuji predmétovy ramec a podporuji
pochopeni souvislosti dilé¢ich vzdélavacich obsahii. Mezipfedmétové vztahy cha-
peme jako prostiedek integrace obsahu vzdélavani. Vyuka realizujici mezipted-
métové vztahy a usilujici o spojeni teoretickych znalosti s praktickymi ¢innostmi
se nazyva integrovand vyuka. Tento typ vyuky je uskutecriovan ve ¢tyrech hlav-
nich forméch [2]:
e Integrované predmeéty, kurzy

Moduly nebo témata zafazované jako soucast nékolika predmétii

Projekty spojujici poznatky z rdznych predmétti s praktickymi zkuSe-
nostmi
e Integrované dny celé skoly na spole¢né téma

Problematika mezipredmétovych vztahti a integrované vyuky je v teorii vzdé-
lavani podrobné studovana, ale jeji aplikace do skolni praxe ziistava otazkou. Pti-
prava na vyucovani s mezipfedmétovym presahem byva velmi obtiznd a casové
narocna. Navic se ukazalo, ze ucitelé v mnoha zemich nejsou dostatecné peda-
gogicky a prakticky pfipravovani pro aktivni vyuziti integrované vyuky. Z toho
dtvodu se tento typ vyu€ovani vyskytuje jen vyjimecéné [1].

Vzdélavaci obsah je v Ramcovém vzdélavacim programu pro zakladni vzdeé-
lavani (dale jen RVP ZV) rozélenén do deviti vzdélavacich oblasti. Tento obsah
si kazda $kola rozpracovava do jednotlivich vyucovacich pfedmétii ve svém Skol-
nim vzdélavacim programu (dale jen SVP). RVP ZV umoziiuje propojeni (inte-
graci) vzdélavaciho obsahu na tirovni tematickych okruhti, pfipadné vzdélavacich
oboru. Integrace vSak musi respektovat logiku vystavby jednotlivych vzdélava-
cich obort [5]. Tato integrace predpoklada kvalifikaci uéiteld, jejich spolupraci
pfi tvorbé SVP a snahu posilovat ,nadpiedmétovy” pifstup ke vzdélavani.

RVP ZV také stanovuje prurezova témata jako povinnou soucast zakladniho
vzdélavani. Tato témata jsou mezipredmétového charakteru a prispivaji k pro-
pojeni vzdélavacich obsahti obori. V etapé zakladniho vzdélavani jsou stanovena
tato prufezova tématas:

Osobnostni a socialni vychova

Vychova demokratického obcana

Vychova k mysleni v evropskych a globalnich souvislostech
Multikulturni vychova

Environmentalni vychova

Medialni vychova

Tato témata prispivaji k rozvoji klicovych kompetenci zaka, a predevsim
rozvijeji osobnost zaka v oblasti postoji a hodnot. Pomahaji zaktm utvatet
si integrovany pohled na danou problematiku a uplatiiovat znalosti z raznych
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oblasti vzdélavani. RVP ZV podrobné popisuje mezipredmétové vztahy vyse
zminénych tematickych okruht, ale zaroven nechava plné v kompetenci skoly
jejich zafazeni do ucebnich osnov [5].

3 SCRATCH

Scratch je plné programovaci prostfedi vytvorené odborniky z Lifelong Kinder-
garden z Massachusetts Institute of Technology za uc¢elem informalniho vzdéla-
vani.

Scratch nabizi:

e plné programovaci prostfedi s objektovym a udéalostnim programovanim;

e komunitu programéatori, ktefi prejimaji projekty jinych, upravuji je, ko-
mentuji;

e online dostupnost (pouze registrace na http://scratch.mit.edu, bez nut-
nosti instalace, posta¢i webovy prohlize¢ s podporou aplettt Flash) umoz-
nuje zaktm pracovat ve skole i doma ve stejném prostiedi;

e blokové vytvareni programu, které znemoznuje jakoukoliv syntaktickou
chybu, kterd trapi zacatecniky;

e cloudové tlozisté (na stejném principu jako YouTube nebo GeogebraTube),
umoznujici snadno sdilet projekty;

e moznost vytvaret tzv. Studia pro sdruzovani projektt do vétsich celk,
napi. za ucelem vyuky jednoho tématu, jedné t¥idy nebo neformalni sdru-
Zeni s néjakym zaméfenim. [6]

4 VYTVORENE MATERIALY

V této kapitole budou predstaveny nékteré vytvorené materialy, které autofi
doporucuji vyuzivat v ramci vyuky v mezipfedmétovych vztazich. Materialy
jsou dostupné jako vyresené tlohy, které jsou doplnéné o metodické komentare.
Obsahem metodickych komentait jsou navrhy na pouziti materidlu ve vyuce,
na mozné modifikace zdrojového kédu pro potieby tpravy obtiznosti dané tlohy
a informace o tom, které oblasti z obou integrovanych predmétu jsou danou
tlohou podporovany.

Diky tomu, Ze pouzité prostiedi poskytuje zaktim dostatek prostoru pro na-
1ézani riiznych feseni, nemohou autori poskytnout material, ktery by obsahoval
vSechna mozné spravna feSeni. Z tohoto divodu prace s vytvofenymi mate-
ridly predpokladd u vyucujicich pokrocilejsi znalost programovaciho prostiedi
Scratch. Méli by byt schopni rozpoznat spravnost pouzitého zakovského reseni
a zaka v tomto feSeni podporovat. Dale by mél byt vyucujici schopen prepra-
covavat vytvorené materiadly podle aktualnich schopnosti a moznosti zakd, se
kterymi bude problém Tresit.

Vsechny tlohy jsou skalovatelné s ohledem na pozadovanou obtiznost. Ucitel,
ktery tlohy pripravuje pro své zéky, se sim muze rozhodnout, jak velkou ¢ast



80 Dagmar Jordanova, Helena Koldova, Vladimira Petraskova, Pfemysl Rosa

kédu ze vzorového feseni preneché svym zakiam. Déle se muze rozhodnout, jestli
jim prenecha grafické navrhy jednotlivych postav a pfipadné i pozadi. Obtiznost
se zvySuje tim, Ze se zaktim pienechava vice prostoru pro vlastni iniciativu, tim
se zaroven docili originalnéjSich feSeni, protoze Zaci nejsou ovlivnéni zvolenym
feSenim autord.

Cilem nasledujicich vybranych tloh je upevnit pojmy: geometricky atvar,
mnohothelniky, obsah geometrického dtvaru, prace se ¢tvercovou siti. Oceka-
vanym vystupem, ktery souvisi s navrzenymi tilohami vzdélavaci oblasti Mate-
matika a jeji aplikace [5] je M-9-3-04 Zak odhaduje a vypo¢ita obsah a obvod
zékladnich rovinnych atvart. Definovanym vystupem jsou indikatory: zak od-
haduje obsah i obvod atvart pomoci ¢tvercové sité, zak urci vypoctem obsah
(v jednodussich pfipadech) trojihelniku, ¢tverce, obdélniku, rovnobézniku, li-
chobézniku, kruhu.

4.1 URCI OBSAH
Odkaz na materidl: https://scratch.mit.edu/projects/229316655/

Resenim tilohy je rozvijena prostorova inteligence, geometricka piedstavivost,
schopnost rozpoznat tvar, schopnost vytvaret si mentalni pfedstavy o tvarech
a ménit je a schopnost grafického zadznamu.

4

Jaky je obsah tohoto obrazce?

| o I

Obr. 1: Vzorové reseni tlohy Urci obsah

Tato tloha mtze byt vyresena jednoduchym zpiisobem. Vétsinu zdrojového
kédu lze umistit do pozadi, s jehoz pomoci je mozné cely program fidit. Do
pozadi mtizeme nakreslit libovolny obrazec na jehoz obsah se chceme tazat. Takto
muzeme vytvorit libovolné mnozstvi raznych pozadi, které se budou ménit vzdy
pri vlozeni spravné odpovédi. Spravné feseni muzeme vlozit jako nazev pozadi,
které se podle toho bude kontrolovat v kédu pokazdé, kdyz hrac vlozi néjaké ¢islo
(obsah) a zmdackne enter. Co se mé stat po kontrole je otdzkou na zéky. Kazdy
mize nastavit jinou zpétnou vazbu, ktera ovéfuje spravnost. Pokud ovladaji
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Lposilani zprav®, muze pozadi aktivovat jednu z postav, kterd zhodnoti feseni
tkolu. U této tlohy je nutné, aby se obrazce ukazovaly od za¢atku od nejleh¢iho.
Tento aspekt musime také zohlednit pfi tvorbé kédu.

Déle zak vytvori dalsi pozadi a muze dojit tfeba k vyméné programu se
spoluzédkem. Vse je online a kazdy méa originalni obrazce, kazdy si mutze zkusit
vyfesit lohy ostatnich spoluzaki.

4.2 KRESLENI UTVARU S DANYM OBSAHEM

Odkaz na material: https://scratch.mit.edu/projects/229317286/

Cilem této tlohy je rozvijet u zak hlubsi pochopeni problematiky obsahi
rovinnjch atvart. Ukolem zakt je vytvorit funkéni prostfedi pro vykreslovani
danych utvart a jejich samotnd tvorba. Findlni podoba tohoto prostfedi musi
zaktim umoznovat nakresleni co nejvice obrazcti daného obsahu.

% Nakresli co nejvice riiznych titvari, které
ohrani&uji plochu o obsahu 8 cm”

Obr. 2: Vzorové reseni tlohy Kresleni ttvaru s danym obsahem

Nejprve vytvofime vhodné pozadi — pro zacdatek staci ¢tvercova sit. Ucitel
muze poskytnout jiz pripravené pozadi i s vyznacenim centimetru ¢tvere¢niho.
Nebo vytvori sami zaci. Do pozadi je vhodné také zakomponovat zadani tkolu,
poptipadé pripravit i vic réiznych zadani, ale pro zacatek neni nutno. Mame po-
zadi a pro kresleni potfebujeme tuzku. Tuzku najdeme v Sablonach pro postavy —
pouze si upravime dle libosti velikost a barvy. Tuzku je tfeba po spusténi nastavit
tak, aby psala a méla néjakou zakladni pozici po spusténi: Zde by zatim zak ne-
mél mit zadny problém ani bez zkuSenosti s programovanim. Dale potfebujeme
zajistit ovladatelnost tuzky. To mtizeme vytesit skokem tuzky na mys pri stisk-
nuti mysi. Zak v tuto chvili zjisti, Ze nam jiz tuzka piSe, ale piSe nam i tehdy,
kdyZ o to nestojime. Pfichézi na scénu druhy kostym tuzky (piSe/nepise). Po
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vytvoreni kostymu musime upravit kéd. Ve chvili kdy je sestaveny kdéd a tuzka
funguje, pfechdzime k samotnému feseni vytvorené tlohy. Zak vytvaii riizné ob-
razce daného obsahu. Zaci maji tendence za¢inat od elementérnich &tyfthelnikt
jako je ¢tverec a obdélnik. Z naSich zkuSenosti vyplyva, ze vétsim problémem
uz byvaji konkdvni mnohothelniky, trojahelniky, rovnobézniky ¢i lichobézniky.
Cilem je dovést zaka k pochopeni zavislosti obsahu trojihelniku na jeho vysce.
Ulohu je mozné déle rozsitit o dalsi tikoly, které integruji vyuku matematiky. Za-
jimavou tlohou je pfevedeni prace do kartézské soustavy soufadnic a ovlddani
programu s jeji pomoci.
5 ZAVER
Pilotni Setfeni, provedené se zaky zakladni Skoly (8. t¥ida), ve kterém jsme testo-
vali praci s tlohami uvedenymi v ¢lanku a jinymi podobnymi, pfineslo zakladni
poznatky, které umozni postupné sestavit design dalsiho vyzkumu a umozni ori-
entovat se ve sledované problematice.

Autofi po prvni fazi testovani museli upravit vybér planovaného kurikula

obsazeného v testovanych tilohach, z obou integrovanych vzdélavacich oblasti,
vzhledem k dalsimu planovanému vyzkumu.
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VyuziTi METODY CONCEPT CARTOONS
VE VYUCE NA 7S

Jana Kankova

Abstrakt

Predlozeny text predstavuje moznosti vyuziti vyukové metody zvané Concept Cartoons
pri vjuce matematiky na ZS. Pruni ¢dst je zamérena na popis metody Concept Carto-
ons, druhd cdst je vénovdna praktickym ukdzkdm a rozboru Concept Cartoons. Hlavnim
cilem prispevku je motivovat ucitel k implementaci vyukoveé metody Concept Cartoons
do vyuky.

1 Uvop

V predloZzeném textu se jako motivac¢ni vyukové metody objevuji kreslené ob-
razky Concept Cartoons. Jejich nazev vychazi z anglického slova cartoon, tedy
karikatura ¢i kresleny vtip. S puvodnim vyznamem tohoto slova maji spoleé-
nou pouze ¢ast, jsou jakymsi bublinovym rozhovorem nékolika postav. Nazev
Concept Cartoons vymysleli Brenda Keoghova a Stuart Naylor jiz v roce 1991.
Strucny nastin strategie Concept Cartoons pak autofi poprvé publikovali v roce
1993. Oznaceni i nova strategie Concept Cartoons se ujaly a nasly si své pfiz-
nivce.

V Ceské republice neni tento typ tloh piili§ vyuzivdn a neexistuje pro néj ani
presny Cesky ekvivalent, i tak lze Concept Cartoons vyuzivat a motivovat zaky
k vyvolani diskuze mezi nimi a pfirozené je zapojit do interaktivniho rozhovoru.
Zaci mohou svobodné vyslovovat svoje nazory, klast si otdzky, navrhovat Feseni
a podnitit tak sviij zdjem o danou problematiku. Berg a Kruit (2012) uvadéj,
ze se Concept Cartoons obyvkle vyuziva pro skupinovou diskuzi, ktera vede
k rozhodnuti o nejvice pfijatelném nazoru (bubling), je vSak mozné ji vyuzit
i individualné.

Potencial Concept Cartoons je velky a s trochou kreativniho mysleni ho 1ze
efektivné vyuzit ve vyuce. V Ceské republice miizeme tématiku Concept Car-
toons nalézt napriklad v pracich L. Samkové, avsak zadna presna pfirucka ¢i
navod na vedeni vyuky s touto vyukovou metodu neni a je pouze na uciteli, zda
a jak tento potencial vyuzije.
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2  CONCEPT CARTOONS JAKO VYUKOVA POMUCKA

2.1 CoNCEPT CARTOONS

Concept Cartoons pfedstavuji vizualni reprezentaci prirodovédnych myslenek.
Postavy (déti) si na plakdtu formou bublinového rozhovoru navzijem sdéluji
svoje nazory na urcity problém, ktery je blizky jejich prostiedi a velmi casto je
soudasti jejich kazdodenniho Zivota. Zadny§ z nazor déti neni nadfazeny jinému
a nemusi byt vSechny nutné spravné. Ucitel pak vede studenty k debaté nad
jednotlivymi nazory a snazi se vyvolat diskuzi a podnitit zaky k ospravedlnovani
svych vlastnich myslenek. Cilem alternativnich myslenek je, aby se zaci setkali
s nejistotou a kognitivnim konfliktem. Lze navic vyuzit praci s chybou, kde
i méné zdatné déti mohou bez obav vyslovit svilj nazor a pripadny neuispéch
svést na kreslenou postavu v Concept Cartoons.

2.2 TvVvORBA CONCEPT CARTOONS

Univerzalni navod na vytvofeni Concept Cartoons uvadi napiiklad Naylor, Ko-
egh [5]:

e Pro obsahovou napln vyuzivejte kazdodenni situace, se kterymi se setkavaji
vasi studenti.

e Poskytnéte alesponl tfi nebo ¢tyfi alternativni ndzory (bubliny). Text mi-
nimalizujte a uvedte ve formé dialogu.

e Zpravidla pouze jedna z odpovédi byva z prirodovédného hlediska pfija-
telnd, mizete je vSak zkomplikovat ivahami typu ,to zavisi na“, ,vezme-
me-li v avahu®.

e Minimalizujte kontextové stopy, jako jsou napiiklad vyrazy obli¢eje nebo
formulace vypovédi, aby je studenti nemohli pouzit jako napovédu pfi fe-
Seni.

e Uvedte prazdnou fecovou bublinu, kterd nechava prostor pro dalsi mys-
lenky, které dosud nebyly zahrnuty do dialogu.

Nésledujici ¢ast prispévku vénuji rozboru jiz vytvorenych Concept Cartoons,
které jsem sama zatadila do své vyuky. Zaméfim se na jejich klady i zapory,
které by mohly vzniknout pii implementaci do vyuky.

Predlozené Concept Cartoons vznikly v hodinach jako prace studentit oboru
ucitelstvi pro 1. stupeii ZS prezen¢niho i kombinovaného studia s tématickym
pfesahem do uéiva 2. stupné ZS.

Ctenéfi budou piedlozeny vybrané ukazkové tlohy a k nim zpracovana meto-
dicka poznamka, ve které je vytvoreny Concept Cartoons podrobnéji diskutovan.
Bude proveden rozbor jednotlivych bublin s nazory postav na plakatu.



SETKAN{ UCITELU MATEMATIKY 2018 85

1. ULOHA: POROVNAVANI TROJUHELNIKU

Je-Lh AAve TuPOdHLY,
MOk miT vseomy

M1sLIM,ZE BABC
JE TUPOUHLY,

Nesol' (iHew oL JE
VETS NEZ 90°.

STRANY - STEINE
PLOUHE yAko 4 gy

51 4 0PQ JE RovNO -
A@&\ RAMENNY | 12\5_;“2
Vs € £ fr HUE
SHoDOWAT $ 4ol

TROVHEWILY

’ STEINE VELKY
Jsou STEINE

Jrko uTiEL/“

POROVNAVANI™ TROJUHELNIKU

Obr. 1: Uloha porovnavéni trojithelnikii

KOMENTAR

Vypracovany Concept Cartoons na obr. 1 je velmi zdafilou ukézkou pro pro-
cviceni znalosti vlastnosti a druhu trojuhelnikta. Ucitel by s danym Concept
Cartoons mohl dale pracovat a nejdfive vymazat obsah bublin a na zacatku
pouZit obrazek s prazdnymi bublinami na identifikaci zdkovych znalosti. Muze
takto s zaky diskutovat o této problematice a zavést motivovanou diskuzi. Po
diskuzi mtze ucitel pouzit obrazek s vyplnénymi bublinami a vyzvat zéky, aby
premysleli nad obsahem jednotlivych bublin.

Jako nejakceptovatejnéjsi se jevi odpovéd v levém hornim rohu: ,Myslim, Ze
NABC je tupouhly, nebot thel a je vétsi nez 90°.“ Tato odpovéd je i jedinou
spravnou odpovédi v zadaném plakétu.

Odpovéd chlapce v pravém hornim rohu: ,Je-li AABC tupothly, mtze mit
zeni. Zéci zde museji znat vlastnosti rovnostranného i tupothlého trojuhelniku
a dokazat je vyuzit pro argumentaci a zduvodnéni tohoto mylného vyroku.

Odpovéd chlapce v levém dolnim rohu: ,,VSechny trojthleniky jsou stejné.*
Je na prvni pohled mylna, ale mohla by byt podnétné pro diskuzi, pro¢ nejsou
trojuhelniky shodné, a pro rozbor jednotlivych zdkovskych tvrzeni.
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Odpovéd divky dole uprostfed: ,,Uhel 3 mtize byt stejné velky jako thel v,
nelze také jednoduse zamitnout. Pokud budeme povazovat zadané trojuhelniky
za pouhé nacrtky, pak by tato situace mohla nastat. Pokud jsou dané trojihel-
niky jiz hotové konstrukce nelze bez méfeni tuto odpovéd zamitnout.

Posledni odpovéd na plakatu: ,AOPQ je rovnoramenny, takze se tihel
mize shodovat s ithlem o, je dle mého nazoru pro zadky komplikovanéjsi. Pokud
budeme zadané trojihelniky opét povazovat za nacrtky, tak mize platit, ze
rovnoramenny trojuhelnik mtze byt zdroven tupothlym. V tomto ptipadé by se
thly mohly shodovat. Pokud jsou trojihelniky pfesné zadané a narysované, pak
si tthly mtiZzeme zmé&fit a odpovéd jsme schopni zdtivodnit.

Tento vytvofeny plakat hodnotim pozitivné. V hodin€ mtzeme s zdky mimo
jiné procvicit s jeho pomoci méfeni thlomérem a vyvolat tak diskuzi o vlastnos-
tech trojahelniku. Jako vytku bych uvedla chybéjici prazdnou bublinu, ktera je
v této metodé velmi hodnotnym néstrojem pro rozvoj diskuze.

2. ULOHA: VYPOCTI

Obr. 2: Uloha vypoéti

Ulohu na obr. 2 zafazuji jako moznou inspiraci pro jednoduché vytvoreni vlast-
nich Concept Cartoons a ukazku, ze v Concept Cartoons i méné zdatni kreslifi
nemaji problém s vytvorenim tlohy.

Zaméfime-li se na vytvofeny Concept Cartoons na obr. 2 z obsahového hle-
diska je pomérné trividlni a k vyfeseni staci pouze formélni znalost pocetnich
operaci. Pfesto by mohl uéitelim nizsich ro¢nikt ZS poskytnout diagnostickou
zpétnou vazbu o mylnych predstavach studentii, a umoznit tak uciteli efektiv-
néjsi podporu koncepéni zmény, Chin a Teou [2, 3].

Postradam vsak prazdnou fe¢ovou bublinu, ktera by zaky pobizela k dalsim
dialogtim.
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3 ZAVER

V tomto prispévku jsem okrajové predstavila metodu Concept Cartoons jako
aktivizacni pomutcku pro vyuku matematiky, kterou muze ucitel zaradit do své
vyuky jak pro opakovani latky, tak pro zjisténi zakovskych znalosti pri zavedeni
nového tématu.

Hlavnim tkolem c¢lanku je motivovat ucitele pro zatfazeni vyukové metody
Concept Cartoons do svych hodin, seznamit je s problematikou pfi aplikaci Con-
cept Cartoons a rozborem jednotlivych bublin poukizat na mozné problémy,
které mohou pri vyuziti nastat. Podnitit ucitelovu zvédavost a vyvolat snahu
o nové vyukové moznosti. Zaroven si kladu za cil podnitit diskuzi mezi uciteli
o jejich pripadnych zkuSenostech s touto metodou, nechat je vytvorit vlastni
predpripravené Concept Cartoons a diskutovat s nimi nad jejich nazory na tuto
vyucovaci metodu.
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MATEMATIKA A VZDELANOST

Frantisek Kurina

Abstrakt

Prispévek se skladd ze tri ¢dsti. Proni se tykd vztahu spolecnosti a matematiky a ovliv-
niovdni prace Skoly spolecenskymi pomeéry. Druhd cdst se zabyvd otdazkami vztahu Skoly
a matematiky. V posledni cdsti se uvadéji moznd vychodiska ke zlepSeni urovné vzdeéldani
nasich zZaki.

Spolecnost nelze zménit. Je vytvarena historickjm vyvojem a soucasnymi
ekonomickymi a politickymi realitami. Matematiku rovnéz nelze zménit. Je plo-
dem historického vyvoje a souc¢asného badani.

Je mozné zménit vyucovani matematice? Uvazime-li, ze skolu délaji zaci, uci-
telé, ucivo a spolecenské pomeéry, véetné rizeni skol, od feditelid malotfidek az
k ministru skolstvi, musime i zde priznat moznost negativni odpovédi. Zména
prace skoly v kratkodobé perspektivé neni mozna. Presto bychom se méli snazit
préci skol v kladném sméru ovlivnit. Zaci i uéitelé jsou produktem spole¢nosti,
v nezdravé spolecnosti prorostlé korupénimi skandaly a protekci na nejriiznéjsich
arovnich nemuze skola dlouhodobé dobfe pracovat. Rodinné prostfedi déti ne-
mize nemit vliv v kladném i zdporném smyslu na zéky od zakladni skoly az po
univerzitu. Vidi-li zak zdkladni skoly, ze bude, i se Spatnym prospéchem, pfijat
na nékterou stredni Skolu a pak i na skolu vysokou, kde si mize koupit seminarni,
bakalarskou i magisterskou praci, pro¢ by méla byt jeho skolni 1éta naplnéna usi-
lovnou praci? Dobfi ucitelé, a neni jich malo, se ovSem snazi zminéné negativni
vlivy vyloudit. AvSak, jak napsal byvaly ministr Skolstvi Petr Pitha: ,Mravenec,
ktery cely den pospicha na sever po zadech slona houpavé smétujiciho na jiho-
zapad, je bolestné smutnou paralelou mnoha kvalitnich uciteld v malo kvalitni
spole¢nosti.“ [4, s. 33]

1 MATEMATIKA A SPOLECNOST

Je vSeobecné znamo, ze matematické poznatky jsou tzce spjaty s vyvojem lidské
spole¢nosti.

Obdobi ¢tyticet az deset tisic let pt. n. 1. byva povaZzovano za pocatek délby
prace a smény. To s sebou nese nové poznatky poctarské. V 5. az 4. tisicileti
pr. n. 1. se uskutecnuje vystavba zavodnovacich dél na Nilu spjatych s pocatky
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geometrie. Kolem roku 2500 pf. n. 1. jsou budovany pyramidy. Z roku 1890 pred
nasim letopoctem pochazi tzv. Rhinsky papyrus, v némz je napf. odvozen vzorec
pro objem komolého jehlanu se ¢tvercovou podstavou. Tato tloha je tradi¢ni
tlohou stiedoskolské matematiky, pfi jejimz feSeni se pouziva znalost algebry,
kterou tehdejsi matematika neznala. Zptusob historického odvozeni tohoto vzorce
spo¢iva na genialni myslence pifstupné i zdku ZS.

Vznik matematickych poznatkt v souvislosti s fesenim spolecenskjch pro-
blémt lze dokumentovat az do soucasnosti. Napt. Lobacevskij tyto souvislosti
formuloval lapidarné: Neexistuje jedind oblast matematiky, a to jakkoli abs-
traktni, kterd by se jednou nedala aplikovat na jevy realného svéta. Pocatkem
20. stoleti formuloval David Hilbert matematické problémy aktudlni k feSeni.
V roce 2000, mezinarodnim roce matematiky, vysla kniha Matematika, hranice
a perspektivy, kterda ma hrat analogickou roli pro 21. stoleti. Sepsalo ji 30 svétové
proslulych matematikt (napf. Atiah, Gowers, Wiles, Arnold). Posledné jmeno-
vany charakterizuje matematiku v 21. stoleti jako feseni problémt na strané
jedné a Siroce zaloZenych teoretickych programu na strané druhé. Podle Arnolda
lze matematiku rozdélit na tfi casti:

1. Kryptografii (placenou CIA, KGB, ...), kterd vytvofila teorii ¢isel, alge-
bru, kombinatoriku a pocitace.

2. Hydrodynamiku (podporovanou priimyslem), kterd zplodila komplexni
analyzu, parcidlni diferencidlni rovnice, Lieovy grupy, kohomologii a vé-
decké programovani.

3. Nebeskou mechaniku (financovanou vojenskymi institucemi), kterd je pi-
vodcem dynamickych systémit, linearni algebry, topologie, varia¢niho po-
¢tu a geometrie.

Nemohu posoudit opravnénost této klasifikace, podle niz se matematika jevi jako
slozka véd o pfirodé a spolecnosti.

2 MATEMATIKA A SKOLA

Na problémy matematického vzdélavani poukazali jiz v poloviné dvacatého sto-
leti dva v§znamni ¢esti matematici Bohumil BydZovsky a Eduard Cech. Formu-
lovali napi. nasledujici myslenky: ,,Skola si musi stéle byt védoma toho, Ze vy-
chova se neobejde bez jakéhosi tfeba sebemirnéjsiho a sebezastienéjsiho natlaku.
Je kus moralniho néasili v tom, ze musime tvora od pfirody primitivniho, jako
je dité, v dobé nékolika let pozdvihnout ke kulturni tirovni, ke které se lidstvo
probojovavalo s obtizemi a oklikami po tisicileti“ [2, s. 55]. ,Matematika byla,
je a zustane predmétem tézkym. Lasku k matematice je tfeba chapat jako pod-
statnou ¢ast lasky k praci viibec. Problémy ve skole vznikaji nékdy proto, Ze ten,
kdo uéi, neovlada latku. Zejména casto nerozumi souvislosti konkrétniho tématu
s celkem. Je prili§ otrokem uéebnice.” [3]
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Je i dnes skola skolou prinuceni, skolou nekvalitnich uciteld, nespravného
pojeti matematiky nebo Skolou radostné prace? Na tyto otazky lze dat stézi jed-
noznac¢nou odpovéd, nebot se lisi §kola od gkoly, t¥ida od t¥idy, ucitel od uditele.
7 historie i soucasnosti je znama fada nazori, ze je mozné, aby Skolu i mate-
matiku méli vSichni zaci radi a s nadsenim pracovali. Byl bych rad, aby tito
pedagogové byli trvale tispésni. Uspéch oviem zavisi na tirovni uditeléi. Dnes se
na ucitelské studium velmi ¢asto pfijimaji vSichni prihlaSeni, univerzitni vyuka
nékdy trpi forméalnosti, malou hloubkou matematické p¥ipravy, ale i malym zie-
telem k praxi. Soucasné dvoustupiiové studium (bakalafské a magisterské) tyto
problémy jen prohlubuje.

Préce ucitele je ovSem obtizné. Ve tfidé sedi zaci, ktefi maji o matematiku
zajem a chtéji ji porozumét, ale i zaci, ktefi usiluji o dobry prospéch a uci se
matematice nazpamét, jsou tam ovSem i Zéci, ktefl nemaji zajem o nic a ani
Spatna klasifikace jim nevadi. U¢it zaky, kteri se chtéji ucit, je krasné poslani,
avSak ucit zaky, kteri se ucit nechtéji, je odporné povolani. To jsou myslenky
Petra Vopénky. A ucitel ma snad v kazdé t¥idé zaky obou kategorii.

Matematika by méla byt kazdému zaku uziteénéd, méla by byt smysluplna
a prospésna. Méla by rozvijet a péstovat schopnost samostatného a kritického
mysleni, méla by péstovat zvidavost, uméni klast otazky a vést zaky ke kritic-
kym postojim. Méla by rozvijet pracovni navyky zakt. Zaci by méli poznat, ze
matematika je soucasti jejich Zivota, je slozkou lidské kultury. Takovou mate-
matiku mize rozvijet jen dobry ucitel. Takovou matematiku by ocenil politik,
podnikatel, 1éka¥, filozof, védec i délnik.

Matematika je soucasti vzdélani kazdého obcana. V prvni tfidé, nékdy mozna
ani pfed maturitou, nemaji né€kteii zaci jasno o své zivotni orientaci. Protoze
nevime, zda z Ani¢ky bude atomova fyzicka nebo baletka, zda z Jana bude 1ékaf
¢i profesionalni fotbalista, musi spole¢nost zajistit matematické vzdélani kazdého
zéka — bud jako pfipravu pro zivot nebo pro dalsi vzdélavani.

3 PRIPRAVA UCITELU

Kdyz jsem v roce 1960 nastupoval na institut vzdélavajici ucitele, bylo mi jasné,
jak budouci ucitele matematiku ucit. Ze studii na Matematicko-fyzikalni fakulté
UK v Praze jsem védél, ze matematika je slozena z logicky usporadanych oblasti
popsanych systémem , definice, véta, dikaz*. Védél jsem, Ze matematiku musim
vykladat tak, jak ji znam, nebo jak ji nastuduji z literatury. Vyklad musi byt
logicky usporadany, pojmy musi byt definovany a véty (aZ na vyjimky) doka-
zovany. Ukolem studentt je vyloZené uéivo se naucit a prokazat to u zkousky.
Teprve po letech, a také po blizsim kontaktu s praxi, jsem dosel k poznani, ze
nice, véty, diikkazy a Teseni tilloh se naucili, ale vétsinou chapali tuto etapu svého
zivota jako prekazku k cili stat se ucitelem.
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Jak zabezpecit, aby studenti vnimali studium jako opravdovou pfipravu na
své povolani? Véta ,Abyste mohli ucit, musite znat z matematiky vice, nez je
v ucebnicich. jim znéla falesné. Tyto souvislosti neobycejné vystizné formuloval
v roce 1908 némecky matematik Felix Klein a pfipomenul je v roce 1964 rusky
matematik A.A. Markusevi¢ a v roce 1969 nas didaktik Jaroslav Sedivy. Jde
0 tzv. systém dvojiho zapominani, ktery je, zda se, pritomen i v nasem ucitelském
vzdélavani. Kdyz pfijde student na univerzitu, fekne mu profesor: , VSechno, co
jste se nauéil na stfedni skole, zapomenite. Opravdovou matematiku vas nauc¢ime
my.“ A kdyz ptijde taz osoba po absolvovani univerzity na $kolu, fekne ji feditel:
, VSechno, co ses naucil na univerzité, klidné zapomen. Tady més ucebnici, v ni
je vSechna véda.“

V radé prednasek na univerzité je bézny tento styl: profesor prednasi, stu-
denti pisi a pak se pfed zkouskou snazi vSechno naucit. Jeden kolega se mi
svéril: ,, Piednasim pro tfi studenty, ti mi rozuméji.“ , A co ostatni?“ zeptal jsem
se. ,Ti se to naudi.* (Patrné viceméné zpaméti.) Tyto problémy nejsou viibec
nové. Napr. T.G. Masaryk zdurazioval: Univerzita ned€la nic jiného, nez ze
se prednasi. To je hodné maélo. (...) Mélo by se vice vést k mysleni.“ A ame-
ricky matematik Robert Courant napsal jiz témér pted sto lety: ,,V soucasnosti
prevladajici zdiraznovani deduktivné-logického charakteru matematiky povazu-
jeme za velmi nebezpecéné. Krystalicky ¢ista deduktivni forma je mozna cilem
matematiky, ale jeji silou je intuice.“

Vyucovani matematice pro budouci ucitele by podle mého nazoru nemeélo mit
charakter klasického schématu ,definice, véta, diikaz“. Nejen z toho divodu, ze
nefunguje dobfe. Zaklada i nespravny pristup k matematice na zdkladni a stfedni
gkole. Vzdélavani by mélo spiSe klast otazky a prostifednictvim tloh ucit vidét
potfebu zavadéni pojmu, formulaci definic, domnének, vét a dikazi.

Povazuji za ¢elné spojovat matematickou a didaktickou slozku, a to od po-
¢atku studia matematiky. Klast diraz na proces utvareni pojmid a postupii pri
soustavné pééi o porozuméni matematice. Uvedme piiklad takového pFistupu
z Pedagogické fakulty UK, a to v pfedmétu analyticka geometrie. V tivodu pu-
blikace Uvod do studia analytické geometrie [5] autoti zdtraziuji: ,Pii studiu
budeme uvazovat o tom, jak je mozné tu nebo onu myslenku analytické ge-
ometrie zpristupnit zaktim stfedni a zdkladni Skoly. Tento cil zdanlivé nélezi
predmétu Didaktika, a nikoliv do analytické geometrie. Na druhé strané podle
nasich zkuSenosti a podle naseho presvédcéeni kazdé hluboké zamysleni nad tim,
jak budeme tu nebo onu ¢ast matematiky vyucovat, nam pfinasi nové, hlubsi
a ucelenéjsi pozndni matematiky samé. (...) Kromé toho predstava, Ze jednou
sam bude podobné véci ucit, motivuje posluchace k vétsi intenzité uceni, pro-
svétluje jeho praci radosti z ocekdvaného, méni jeho postoj k predmétu. Neptilis
povzbudivé je uceni pro jednorazovou zkousku, radostna je ale pfiprava pro praci
s zaky.“ Je prirozené, ze v didakticky koncipované analytické geometrii nemo-
hou autofi zacit definici n-dimenzionalniho prostoru, ale vyuzivaji zkusenosti
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studentt, aby se postupné do n-té dimenze vysplhali po ,,dimenzionalnim zeb-
fiku®.

Studenti spojeni matematické teorie s otdzkami didaktickymi velmi vitaji,
nebot vidi aplikace toho, co se uéi, v pedagogické praxi, nachéazeji smysl pro-
birané teorie a hloubéji problematice rozuméji. Jsem si védom toho, ze takto
koncipované vyucovani je naro¢né na cCas i na ucitele. Podle mého nazoru by
presto matematické vzdélani uciteld mélo byt od samého zac¢atku zaméfeno na
konstrukci matematickych pojmt, nikoli na pfedavani hotovych matematickych
struktur. Budouci ucitel by mél na vlastnim vzdélavani pocitit, Zze podstatnou
slozkou vzdélavaciho procesu je porozuméni problematice, které se rozviji klade-
nim otazek, feSenim problému, zavadénim pojmu, formulaci domnének a doka-
zovanim vét. Zakladni otazka spociva v tom, jak koncipovat ucitelské vzdélavani
jako skolu mysleni a nikoli jako zafizeni na pienos matematickych poznatkt do
poznamek studentti. Jsem presvédcéen, a souhlasim v tom s nizozemskym peda-
gogem Fredem Korthagenem, ze ucitelé uci tak, jak se sami udili, a ne tak jak
jsou poucovani v didaktice.

4 ZAVERY

Hledat cesty k zvySovani trovné vzdélani nasich zaku je dilezity a aktualni tkol.
Podle mého nazoru bychom meéli zlepSovat postaveni ucitelti ve spolec¢nosti po
strance ideové i materiadlni. Méli bychom také promyslet koncepci ucitelského
studia. Ke koncepci matematického vyucovani na zékladni a stfedni skole se
jen struéné vyjadiim. Povazuji za ticelné vypracovat zavazné celostatné platné
osnovy. Je otazka, zda v soucasné dobé ustaleny obsah a metody vyuky jsou
pro budoucnost vyhovujici. Podle mého nazoru by se méla pripravovat koncepce
skoly s organicky vyuzivanou technikou a posilovianim moznosti tvorivé préace
zakl. Pritom by se méla vénovat nalezitd pozornost jak zakdim nadanym, tak
i zdktim pramérnym a podprimérnym. Podrobnéjsi rozbor této problematiky
daleko presahuje moznosti tohoto prispévku.

Mohu byt optimistou? Zlepseni vysledkt prace skoly je otazkou praxe. Teo-
retickych traktatd o tom, jak ucit matematiku, bylo v historii napsdno mnoho.
Najde se v nasi republice politicka sila, ktera bude povazovat vzdélavani za pr-
vorady tkol, na jehoZ feSeni by se mélo neprodlené zacit pracovat? Ministerstvo
skolstvi bez dlouhodobé perspektivy takovy tkol zajistit nemize.

Podporujme proto praci dobrych uciteli. Jejich tsili predevsim mutze po-
stupné dovést nase skolstvi na vyssi aroven.
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MATEMATICKOU CESTOU K TECHNICE —
MOSTNI STAVBY

Hana Mahnelova

Abstrakt

Jednim ze zpusobu, jak vzbudit zdjem Zdku o techmické obory a ukdzat vyznam mate-
matiky, je predstavent jeji redlné aplikace. Pro clanek byla vybrdna aplikace ve stavebni
prazi mosti. Autorka se inspirovala jednou z mostnich staveb Ceské republiky a vy-
tvofila nékolik matematickych uloh (u vétsiny véetné feSent) urdengch Zdkim prevdiné
strednich skol. 'V textu ctendr najde také odkazy na dalsi mostni stavby zpracované jako
matematické ulohy.

1 Uvob

Clovék diky svym rozumovym schopnostem a praktickym dovednostem vytvaii
obvykle v souladu s pfirodou riizné objekty, které zkvalitnuji jeho Zivot. Mezi né
beze sporu patii mostni stavby slouzici k preklenuti rek, idoli ¢i jinych prekazek.
Existuje mnoho druhti mostd, pokud vybereme hledisko déleni podle statického
pusobeni nosné konstrukce, pak témi nejznaméjsimi jsou napf. mosty obloukové,
visuté nebo zavésené. Vlastni stavbé kazdého z nich predchazi architektonicky
navrh vychézejici z vyborné znalosti geometrie, od néj se pak odviji pripadné
technické tpravy a parametry tak, aby architektiv model vyhovoval redlnym
podminkam a fyzikalnim zdkonim. Vysledkem je nejen uzitecna stavba, ale casto
také ojedinély umélecky objekt. V ¢lanku si ukdzeme potiebnou a aplikovanou
matematiku na vybrané mostni stavbé v Ceské republice. O mostu jsou uvedena
zékladni technickéa data, pfipadné graficky navrh. Nasleduje zadéani a feSeni né-
kolika matematickych problém, ktera vyplyvaji z uvedenych dat. Piiklady jsou
urceny stredoskolaktim, nékteré z nich lze vyuzit i na zdkladni skole. Je vsak
potieba seznamit zaky s odbornymi terminy mostovka, pylon, zdves. Mostovku
muzeme laicky chapat jako ¢ast mostu, kterou tvori vozovka nebo zeleznice, ¢ili
jako plochu, po které mohou jezdit vozidla nebo se pohybovat chodci. Pylonem
rozuméjme podpirnou podpéru, obvykle se jedné o sloup (kolmy nebo Sikmy),
sahajici nad mostovku. Mostni zavésy tvori nejc¢astéji ocelova lana nebo kabely,
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spojuji napf. mostovku s pylonem a stabilizuji nosnou konstrukci. U oblouko-
vych mostd se pouzivaji pojmy rozpéti a vzepéti. Rozpéti oblouku predstavuje
maximalni vzdalenost napt. podpér, vzepéti je nejkratsi vzdalenost vrcholu ob-
louku od spojnice pat podpér. Oba tyto pojmy obvykle Zaci intuitivné z obrazku
spravné odvodi.

V Ceské republice najdeme mnoho unikatnich mostfi, za zminku stoji napi.
Stadlecky most pres Luznici — jediny fetézovy most u nas a dnes jiz narodni
technickd pamatka, v roce 2005 oteviend visutd lavka v Koliné, jeden z nejhez-
¢ich zavésenych mosti — dalniéni most pres Odru a AntoSovické jezero. Mezi
nejznameéjsi obloukové mosty bezesporu patii bechynska Duha, zajimavy oblouk
mé, v Ceskych Budéjovicich lavka pies Vltavu pro cyklisty a pési. Zdroje infor-
maci a technickych dat lze Cerpat z internetu, mnoho nadmétt najdeme napf. na
strankach ¢asopisu Stavebnictvil. Autorka téz kontaktovala nékteré architekty
a projektové firmy.

Vybranym mostem pro tento ¢lanek je Mariansky most v Usti nad Labem
(obr. 1). Zéci maji k dispozici fotografii realné podoby mostu, architektonicky
navrh podélného fezu mostu a kratky text. Tyto materidly jsou voditkem pro
vyfeSeni péti zadanjch problémt. Zak pii jejich feSeni vyuzije vlastnosti rov-
nostranného trojihelniku, korektni orientaci v konstrukénim obrazku, spravné
logické uvazovani, aplikuje kosinovou vétu a uplatni podobnost trojihelniki. Je-
den ze zadanych problému lze fesit také napf. uzitim aritmetické posloupnosti.
Posledni uvedeny namét se tyka Bechyrniského mostu a tlohy jsou cileny na apli-
kaci analytické geometrie paraboly. ReSeni nechavame na ¢tenaii samotném.

Obr. 1: Maridnsky most [1]

2 MARIANSKY MOST, USTi NAD LABEM

Inspiraci pro zakladni geometrickou konstrukei architektonického navrhu podoby
mostu se stal rovnostranny trojuhelnik a tfetinové déleni (obr. 2). VSechna dalsi
mensi déleni vychazeji ze Sestimetrového modulu, jeho déliteld a nasobkt. Na

https: //casopisstavebnictvi.cz/
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Obr. 2: Architektonicky navrh Maridnského mostu, vytvoreno podle ndvrhu ar-
chitekta [2]

obr. 2 je zkonstruovana prvni ¢ast navrhu podélného fezu mostu a vyznacen
nejkratsi a nejdelsi zavés. Uvazujme, ze architekt vychézel ze zadkladniho rovno-
stranného trojihelnika ABC' o strané 60 m. Strana AC uréuje smér pylonu AP
a soucasné v prodlouzeni vymezuje konec kratsiho pole AB. Usecka OB znézor-
nuje mostovku a jeji délka je 180 m. Hlavni mostni pole je zavéseno na 2 x 15
zévésech (15 na kazdé strané mostovky) umisténymi na mostovce ve vodorov-
ném smeéru ve stejnych intervalech vedle sebe a ve vzdalenosti 18 m od z naseho
pohledu levého okraje mostovky (bod O) a od paty A pylonu.

a) Jaky je sklon pylonu?

b) Jaka je kolmé vyska pylonu (vzdélenost bodu P od mostovky)?

c¢) Jaka je vzdalenost umisténi sousednich zavést na mostovce?

d) Jak dlouhy je nejkratsi a nejdelSi zaveés, jestlize nejkratsi je na pylonu
zavésen v poloviné strany AC?

e) Jaka je délka AP pylonu nad mostovkou?
Reseni:
Odpovédi na prvni dvé otazky vycteme z obrazku. Pylon je postaven tak, aby
s rovinou mostovky sviral ithel 60° a kolmé vyska pylonu je 60 m.
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Pro spravné feseni tieti otazky je potieba zjistit vzdalenost bodu K, L a uveé-
domit si spravny pocet mezer mezi 15 zavésy. Plati | K L| = 84 m. Mezi 15 zdvésy
musi byt 14 mezer a jejich délka nas zajima. To znamené, ze vzdalenost 84 m
musime rovnomérné podélit mezi 14 mezer, na kazdou tak pripada délka 6 m.
Problém lze fesit i pomoci aritmetické posloupnosti.

Délku nejkratsiho zavésu, tj. na obr. 2 velikost |LJ|, stanovime z trojahelniku

LAJ, ve kterém zname velikosti dvou stran a hlu jimi sevieného. Podle kosinové
véty plati

|LJ|? = |LA|? + |AJ|> —2- |LA| - |AJ| - cos| X JAL|, |LJ|=42m.
Nejkratsi zavés méri 42 metra.
Analogicky lze vypocitat délku nejdelsiho zavésu. MuZeme vychézet napii-

klad z trojuhelniku K BC. Uzitim kosinové véty spocitame |KC| ~ 141,86 m.

’

Obr. 3: Detail navrhu mostu

Nejvétsi délka zavésu je asi 142 m a dostdvame prvni rozmér, ktery neni
nasobkem 6, nejbliz§imi nasobky jsou ¢isla 138 a 144. Je zfejmé, ze vzdy neni
mozné ve vSech smérech dodrzet idedlni predstavu architekta.

Trojahelniky ANP a ASC v obr. 3 jsou podobné podle véty sus s koeficien-

3
tem podobnosti k = - ktery lze také snadno uréit. Abychom zjistili celkovou

délku pylonu nad mostovkou, potfebujeme zjistit vzdélenost |C'P|. Ze zminéné
podobnosti trojihelnikd plyne

|AC| + |CP| _ |AC]

|AC| - |PN|
|PN| —|CS|

CS]

= |CP| = — |AC|
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a po dosazeni

60 - 60
CP|l= ——= —60~928m
ICP 30v/3

Vysledné délka pylonu nad mostovkou je pfiblizné 69,3 metru.

3 BECHYNSKA DuHA

Od 1. 10. 2014 je Bechynisky most, casto oznacovany jako Duha nebo Du-
hovy most, prohldSen narodni kulturni pamatkou. Jedna se o silni¢éni a sou-
casné zelezniéni most, jehoz stavba zapocala v roce 1926, slavnostné otevien byl
28. 10. 1928, rekonstrukce probéhla v letech 2003-2004. Most tvori jeden zele-
zobetonovy oblouk o rozpéti 90 m a vzepéti 38 m, pricemz jeho nejvyssi bod je
asi 50 m nad hladinou feky Luznice. Pfedpoklad, ze oblouk je parabolicky, 1ze
ovéfit i na obrazku pomoci nékterého z programtt DGS (GeoGebra, Cabri).

Nacrtnéte podélny fez mostu vhodné umisténého do soustavy souradné a uzi-
tim nastrojii analytické geometrie zjistéte parametr paraboly. Jak vysoko nad
vodni hladinou Luznice lezi ohnisko parabolického oblouku?

Obr. 4: Most pfes Luznici v Bechyni [3]

4 ZAVER
Vsechny vedené tulohy jsou koncipovany tak, aby podpofily mnohdy opomijenou
Ctenatskou gramotnost zakid. Ti musi byt schopni porozumét kratkému textu

s dulezitymi technickymi informacemi, bez kterych problém nemohou vyfesit.
Priklady vychéazejici z technické dokumentace v ivodu zminéné ¢eskobudéjovické
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lavky najdeme také naptiklad v clanku Matematickée ulohy inspirované lavkou
pres Vitavu publikovaném v internetovém ¢asopisu SBML?, dalsi pracovni listy
pro zaky strednich a zakladnich skol, které miize ucitel piimo pouzit ve vjuce
na webovych strankach http://www.matematech.cz v sekci materialy.

PODEKOVANT

Financovano z prostfedkl projektu Matematickou cestou k technice (Matema-
Tech), v ramci programu preshrani¢ni spolupréce Interreg V-A Rakousko — Ceské
republika, 2014-2020, ¢. ATCZ35.
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2http: //home.pf.jcu.cz/~sbml/wp-content /uploads/Mahneloval.pdf



SETKAN{ UCITELU MATEMATIKY 2018 101

DvoJi POCITANI

Katefina Medkova

Abstrakt

Vysvétlime podstatu kombinatorickych dukazi zaloZenych na tzv. dvojim pocitani. Po-
stup predvedeme na prikladech zajimavych identit s Fibonacciho cisly.

1 Uvop

Pri feSeni matematickych tloh — af uz $kolnich ukold, tloh z matematickych
soutézi nebo otevienych problémi pro matematiky — je zdsadni umét na pro-
blém nahlizet z raznych pohledd. Vybér zvolené metody muze feSeni vyrazné
zjednodusit a také poskytnout nadhled, ktery umozni vyftesit i ilohy analogické.

Pohled z méné obvyklé kombinatorické strany si pfedvedeme na dikazech
nékolika identit s Fibonacciho ¢isly. Ukazeme, Ze misto algebraického pristupu,
ktery je pfimocary, ale ¢asto ponékud technicky, mtze byt nékdy vyhodné zvolit
dokazovani identit pouzitim vhodné kombinatorické interpretace objekti, které
se v identité vyskytuji.

2 FIBONACCIHO CiSLA

Znaméa Fibonacciho ¢isla jsou ¢leny posloupnosti s pocatecnimi podminkami
Fiy =1a Fy, =1 arekurentnim vztahem F,, = F,,_1 + F,,_o pro vSechna n >
> 2. Poc¢inaje tfetim ¢lenem Fibonacciho posloupnosti je tedy kazdé cislo rovno
souctu predchozich dvou ¢isel. K pfimému vypoctu n-tého Fibonacciho ¢isla
miizeme vyuzit tzv. Binettv! vzorec

jehoz platnost 1ze snadno ovérit naptiklad matematickou indukci. Zajemci mohou
najit fadu zajimavosti nejen o Fibonacciho ¢islech napiiklad v internetovém
zdroji [2].

1Jacques Philippe Marie Binet byl francouzsky matematik, fyzik a astronom 1. pol. 19. stol.
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2.1 KOMBINATORICKA INTERPRETACE

Mame za tkol vydlazdit zahradni chodnik pomoci ¢tvercovych dlazdicek délky 1
a obdélnikovych dlazdicek délky 2. Kolika zpusoby mizeme vydlazdit chodnik
délky n? Oznacme tento pocet f,,. Naptiklad pro n = 4 dostavame pét moznosti
znazornénych na obr. 1.

HNEEREE BN Hp BER

Obr. 1: VSechny moznosti dlazdéni chodniku délky ctyii

Podobné muzeme vyzkouset, ze f1 = 1, fo = 2, f3 =3, f41 =5, f5 = 8
atd. Zda se, ze dostavame Fibonacciho posloupnost bez prvniho ¢lenu. Ovéime,
ze tomu tak skutecné je. Uvazujme vSechny moznosti, jak vydlazdit chodnik
délky n, takovych moznosti je f,,. Nyni tyto moznosti roztfidme podle toho, ktery
typ dlazdic¢ky je na zacatku chodniku. Moznosti, ve kterych je prvni ¢tvercova
dlazdicka, je f,—1, nebot zbytek chodniku délky n—1 lze vydlazdit libovolné f,_1
zpusoby. Podobné moznosti, ve kterych je prvni obdélnikova dlazdicka, je f,—o.
Pro kazdé n > 2 tedy dostavame f,, = f,_1 + fn—2 a s ohledem na pocatec¢ni
podminky plati f,, = F, ;1. Pro t¢ely dalsiho postupu dodefinujeme fo = 1. Cisla
fn tak muZeme chapat jako kombinatorickou interpretaci Fibonacciho ¢isel. Tuto
interpretaci nyni vyuzijeme k elegantnim dikaztim vybranych identit.

3 IDENTITY

O Fibonacciho ¢islech existuje cela fada hezkych identit. Tyto vztahy jsou mimo
jiné krasné tim, ze je lze obvykle dokézat mnoha riznymi zpusoby, jejichz jed-
noduchost, technickd proveditelnost a elegance muze byt dosti rozdilna.

Klasickou moznosti je dokazat vztah matematickou indukci za vhodného vy-
uziti rekurence. Ctenéie nadseného Binetovym vzorcem (tedy explicitnim vyja-
dfenim n-tého ¢lenu posloupnosti) jisté napadne, ze nékteré dikazy je mozné
provést také dosazenim tohoto vzorce a naslednymi tipravami.

Vedle téchto klasickych algebraickych moznosti mizeme dikaz provést také
kombinatoricky. Kombinatorické dikazy, které si zde ukazeme, jsou zalozeny na
velice jednoduché myslence dvojiho pocitani. V podstaté jde o to spocitat tentyz
pocet dvéma rtiznymi zptisoby. Za timto ticelem si nejprve polozime vhodnou
kombinatorickou otazku a poté na ni najdeme dvé rtzné vyjadiené odpovédi.
Protoze pocet objektt je v obou odpovédich ve skutecnosti stejny, dostavame
porovnanim obou vysledkid pozadovanou identitu.

Identita 1 Pro vsechna m,n > 0 plati frin = fiufn + fr—1fn-1.

Otazka: Kolik existuje dlazdéni chodniku délky m + n?
1. Takovych dlazdéni je fr,yn-
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2. Dlazdéni rozdélime do dvou skupin podle toho, jestli je mozné je rozdé-
lit ve vzdalenosti m od zacatku chodniku nebo ne. Dlazdéni, které takto
rozdélit 1ze, mizeme chapat jako dlazdéni chodniku délky m s pfipojenym
dldzdénim chodniku délky n. Téchto moznosti je tedy finfn.

Dlazdéni, které takto rozdélit nejde, musi obsahovat obdélnikovou dlazdici
zacinajici ve vzdélenosti m — 1 od pocatku. Takové dlazdéni je tedy tvo-
feno dlazdénim chodniku délky m — 1, poté jedinou obdélnikovou dlazdici
a poté dlazdénim chodniku délky n — 1. Pocet moznosti je tedy fr—1fn_1.
Dohromady méame f,, fn + fin—1fn—1 moznosti.

-1 -2
Identita 2 Pro vsechna n > 0 plati (:)L) + (n 1 ) + (n 9 ) +-= fp, kde

pron < k definujeme Z =0.

Otazka: Kolik existuje raznych dlazdéni chodniku délky n?

1. Takovych dlazdéni je f,.

2. Rozdélme tato dlazdéni podle poctu obdélnikovych dlazdic. Kolik je riz-
nych dlazdéni s pravé i obdélnikovymi dlaZzdicemi? Pokud jsme vyuzili
pravé i obdélnikovych dlazdic, kde zjevné 0 < ¢ < n/2, potom jsme uzili
n — 2i ¢tvercovych dlazdic. Celkem jsme tedy vyuzili n — i dlazdic. Téchto

n—i
n — 1 dlazdic mizeme usporadat < . ruznymi zpusoby. Celkem tedy
i

, n—1 . .9
mame E . moznosti.
7

i>0

n
Identita 3 Pro vsechna n > 0 plati Z ff = fofnti-
i=0

Také zde lze sestrojit kombinatoricky dikaz vyuzivajici dlazdéni, my si vSak
misto toho ukazeme kombinatoricky dikaz vyuzivajici vhodné geometrické vy-
jadreni znazornéné na obr. 2. Za¢neme se ¢tvercem o délce strany fo = 1. Poté
provedeme n dalSich krokud takovych, ze v i-tém kroku prilepime k delsi strané
jiz existujiciho obdélniku, kterd ma délku f;—1 + fi_o = f;, Ctverec s délkou
strany f;.

Otazka: Jaky je obsah takto sestrojeného obdélniku?

1. Obsah obdélniku se stranami délek f, a f, + frn—1 = fat1 je fufnt1-

2. Obsah je roven souctu obsahu vSech ¢tverct z konstrukee, tedy Z fL2
i=0

2Vgimnéme si, ze tato kombinacni ¢isla tvori v Pascalové trojuhelniku ,diagonalu®.
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-1

Obr. 2: Konstrukce obdélniku se stranami rovnymi po sobé jdoucim Fibonacciho
Cislim

4 ZAVER

svétlo svéta, mohou byt velice elegantni, elementarni a nazorné. Jednoduché
dikazy zalozené na dvojim podcitani existuji naptiklad také pro rtzné identity
s kombinac¢nimi ¢isly. Zde uvedené piiklady i fadu dalsich zajimavych namétt
lze nalézt v publikaci [1].

PODEKOVANI
Autorka za finanéni podporu dékuje grantu CVUT SGS17/193/OHK4/3T/14.
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JAK ZACI ZNAZORNUJI USECKU A POLOPRIMKU?

Vlasta Moravcova, Jana Hromadova,
Zden¢k Halas, Jarmila Robova

Abstrakt

Prispévek poddva informace o provedeném testovani Zdki na zacdtku 2. stupné vzdé-
lavani. Predmétem zkoumdni bylo, jak Zdci zobrazuji usecku a poloprimku. V céldnku
uvddime prehled Zdkovskych tesent, zamyslime se nad jejich pricinami a mozZnostmi,
jak u Zdki podporit lepsi porozumeéni pojmium usecka a poloprimka.

1 Uvop

Pojem dsecka byva zavadén ve druhém, nékdy jiz v prvnim roc¢niku, pojem
polopFimka zpravidla ve tfetim ro¢niku zakladni skoly. Oba tyto abstraktni po-
jmy jsou zakim priblizovany jako ¢asti pfimky, tedy ¢asti dalsitho abstraktniho
pojmu. Tyto pojmy se nedefinuji, zak si o nich vytvari pfedstavu pouze na za-
kladé prikladti uvedenych v ucebnici nebo predlozenych ucitelem.

Ve stézejnim soucasném kurikuldrnim dokumentu, Rdmcovém vzdéldvacim
programu pro zdkladni skoly (dale jen RVP ZV) je formulovan vystup na konci
3. ro¢éniku: ,Zak rozezni, pojmenuje, vymodeluje a popiSe zakladni rovinné
atvary, ...“, ktery je jesté upresnén na miniméalni doporucené urovni v ramci
podpiirnych opatfeni tak, ze ,zak rozezna primku a tsecku, narysuje je a vi, jak
se oznacuji“ [1, s. 33]. O polopfimce zdvazné vystupy mléi, je uvedena pouze
mezi doporucenym ucivem [1, s. 34], a dale ji nalezneme jako soucést jednoho
z indikatort ve Standardech pro zdkladni vzdéldvini (piiloha RVP ZV).

Jelikoz sestrojeni tsecky a poloprimky patii mezi zakladni geometrické tkony,
zajimalo nas, jak si s nimi poradi zaci, ktefi pravé absolvovali prvni stupen
vzdélavani. Proto jsme tlohy na toto téma zaradili jako soucast vétsiho testu
zkoumajiciho chapani geometrickych pojmi, ktery byl na podzim 2017 anonymné
zadan zaktm 6. ro¢niku zdkladnich skol a prim osmiletych gymnézii.
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2 TESTOVANE ULOHY A JEJICH HODNOCENT

Ostrému testovani predchazela pilotaz testu na vzorku 43 zakt, v jejimz ramci
jsme na zakladé polostrukturovanych rozhovort s osmi zaky ovérovali srozumi-
telnost zadani uloh, vhodnost zvoleného ¢asového limitu atd. V tomto ¢lanku
se budeme zabyvat pouze tlohami la a lc (obr. 1), které po provedené pilotazi
nebylo tfeba nijak upravovat. Do ostré verze testu se zapojilo 505 zaka z 20 t¥id
Sesti zakladnich skol a Sesti gymnazii.

1) Sestroj:
a) usecku BA, ¢) polopiimku MK,
b) kolmici ¢ bodem A k tseéce AB, d) pfimku p prochdzejici bodem L rovnobézné
s piimkou JM.
A+ I+
M
+
+ + +
B K L

Obr. 1: Zadéani sledovanych tloh

2.1 ZNAZORNEN{ USECKY

V tloze la méli zaci za tkol sestrojit tsecku BA, jejiz krajni body byly pred-
kresleny. Na zékladé pilotaze jsme predpokladali, ze zaci budou rysovat pouze
pozadovanou tsecku a nepovedou ¢aru dale za hrani¢ni body. V ostrém testu se
vsak objevila ¢etna feseni s riznym typem pretazeni. Pro ticely vyhodnoceni jsme
jednotlivé druhy feseni oznacili nasledujicimi kédy: OK pro zfetelné vyznaceni
(pouze) usecky, piimka pro zfetelné pretazeni za oba krajni body, pretaZeno pro
malé pfetaZeni za jeden nebo oba krajni body (fadové do cca 3 mm), poloprimka
pro vyrazné pretaZeni jen za jeden z krajnich bodd, pretaZend tdsecka (zkratka
pu) pro pretazeni s vyznacenim novych krajnich bodi (obr. 2) a chybi v pfipadé,
kdy zak nic nenarysoval.

'
/B

Obr. 2: Zakovské feseni tilohy la (kéd pi)
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Absolutni i relativni Cetnosti vyskytu jednotlivych zakovskych feSeni jsou
uvedeny v tab. 1. K6d OK jsme prifadili i tém odpovédim, v nichz sice zZaci

tasecku pretahli, ale jeji body zfetelné, naptiklad barevné, zvyrazili.

Tab. 1: Cetnosti vyskytt jednotlivych zakovskych feseni tlohy la

kéd OK primka | pretaZeno | poloprimka pu chybi
Cetnost 295 149 40 11 7 3
rel. Cetnost | 58,42 % | 29,50 % 7,92 % 2,18 % 1,39 % | 0,59 %

2.2 ZNAZORNEN{ POLOPRIMKY

V tloze 1c bylo tkolem sestrojit polopfimku M K, pricemz oba urcujici body
byly opét v zadani zobrazeny. Analogicky jako v tloze 1a byly pfi vyhodnocovéani
pouzity kédy OK, primka, pretaZeno a chybi. Dale byly zavedeny kédy KM pro
sestrojeni opacné polopfimky a wsecka pro sestrojeni tisecky M K. Absolutni
i relativni Cetnosti vyskytt jednotlivych zadkovskych feSeni jsou uvedeny v tab. 2.

Tab. 2: Cetnosti vyskytt jednotlivich zakovskych feseni tlohy 1c

kéd OK primka usecka KM chybi | pretaZeno
cetnost 177 111 103 7 20 17
rel. Cetnost | 35,05 % | 21,98 % | 20,40 % | 15,25 % | 3,96 % 337 %

3 DISKUSE ZAKOVSKYCH RESENI

Pri pozadavku ,sestroj tisecku“ zpravidla ocekavame, ze zak sestroji pouze tsec-
ku, tj. nepretahne ¢aru za krajni body. Podobné u polopfimky M K predpokla-
dame, ze zak sestroji ¢aru, kterd ,zacind“ v bodé M a vede dale za bod K.
Pii uvedeném zadani je vSak tfeba pripustit, Ze z matematického pohledu lze
za spravna feseni v podstaté povazovat vsechny moznosti, kde se feSeni, které
oznacujeme kédem OK, objevi i jen jako podmnozina (tedy i FeSeni oznacend
kédy pretazeno, primka atd.). U polopfimky navic neni mozné, aby zak zadani
splnil, polopfimka je nekoneéna a zak vzdy sestroji jen jeji ¢ast.t

Za povsimnuti stoji vyskyt feseni s kédem pi (obr. 2). Usecka BA sice je
v obrazku sestrojena, je vSak patrné, ze tito zaci méli potifebu vyznacit jeji
krajni body jinde nez v zadanych bodech A, B.

Ocekavané znazornéni polopfimky, popfipadé s malym pretazenim za poca-
te¢ni bod, sestrojilo jen priblizné 38 % zakti. Naopak témér pétina zakt znézor-

'Na tirovni prvniho stupné vzdélavani nechceme diskutovat fakt, Ze tsecka i polopfimka
jsou abstraktni pojmy a sestrojit je vlastné nelze nikdy, vzdy rysujeme jen jejich modely.
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nila opacnou polopfimku nebo nic nenarysovali. Test tedy naznacil, Zze pojem
polopfimka Zaci na zacatku 2. stupné jesté nemaji dostatecné zazity.

Jiz Chodorové, Juklova [2] zjistily, Ze s pojmy tsecka a polopfimka maji po-
tiZe nejen Zaci 4. a 5. ro¢niku ZS, ale i néktefi studenti ucitelstvi pro 1. stupe.
Nam se to rovnéz potvrdilo pfi vyzkumné sondé mezi 11 uciteli zakladnich skol,
kterym byl predlozen stejny test jako zaktim 6. roc¢nikd. Ucitelé nad fesenim
vahali a Casto se odvolavali na vyobrazeni z pouzivané ucebnice jako na dogma.
Po peclivé analjze prvostupiiovych ucebnic? se ukazalo, Ze znazoriiovani usecky
ani polopfimky neni jednotné (nékde pretazeno za krajni body, jinde ne) a né-
které obrazky mohou byt i matouci, pokud je nedoprovazi nalezity komentar
ucitele. Dale ze sondy vyplynulo, Ze pro ucitele je zasadni, zda je zakreslend
usecka striktné ohranic¢ena krajnimi body, ¢i zda musi byt pretazena. Jedni tr-
vali na prvni, jini na druhé verzi. Na existenci podobnych uméle vytvorenych
didaktickych problémt upozornila jiz Kupédkova [3].

4 ZAVER

Ukézalo se, Ze zaci na zacatku druhého stupné vzdélavani zobrazuji tsecku riz-
nymi, ¢asto i nekorektnimi, zptsoby a Ze pojem polopfimky je pro fadu z nich
naro¢ny. Situaci by mohlo zlepsit promyslenéjsi zpracovani uc¢ebnic a dalsich vy-
ukovych materiald pro prvni stupen, ale i vétsi nadhled prvostupnovych ucitelti
nad podstatou zakladnich geometrickych pojmt a nelpéni na nepodstatnych de-
tailech. Zafazeni pojmu polopfimka jiz do tietiho roéniku ZS je diskutabilni,
nebot nemé bezprostfedni vyuziti a pro zdka je to jen dalsi zatézujici pojem,
jemuz nepiiklada podstatny vyznam.
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MATEMATIKA JAKO ZPUSOB VIDENI SVETA

’,

Jirf1 Necas

Abstrakt

Matematika je nejen cennym ndstrojem k vyjadrovani kvantitativnich vztahi a erakt-
nich zdkonitosti, nybrz také ovliviiuje lidské postoje, mysleni a vnimdni skutecnosti,
podobné jako to deéld umeénd.

Téma konference je ,matematika a vzdélanost“. Myslim, Ze obé tato sub-
stantiva v myslich riznych lidi vyvolavaji hodné rozmanité predstavy. Rad bych
se nejdrive zastavil u druhého z nich, resp. u toho, co se rozumi wvzdélanim.
Bézné byva chapano jako Siroké spektrum informaci uloZzenych v mozku, dopl-
néné schopnosti je v konkrétnich Zivotnich situacich, zejména v profesnim zivoté
vyuzivat. V tomto pojeti je hodné vzdaleno moudrosti, kterd znamena umét zit
vyrovnané, v harmonii s druhymi lidmi i s pfirodou a s ur¢itym nadhledem se
vyporadavat s riznymi zivotnimi situacemi. Dnesni svét je hodné komplikovany
a k zivotu v ném jsou uZite¢né ruzné informace a predevsim schopnost kriticky
myslet. Pfirozenda, vrozena ¢i zZivotnimi zkuSenostmi ziskand moudrost nestaci
a potfebuje jak doplnit riznymi uziteénymi informacemi, tak — a pfedevsim —
schopnosti informace tfidit a zpracovavat, schopnosti abstrakce; stava se tak
vzdélanosti. V hlubokém smyslu vzdélany clovek je i ¢lovekem moudrym.

Pod pojmem matematika si lidé predstavuji leccos, vétSinou cosi mezi schop-
nosti vykonavat zakladni pocetni vykony (a to nepovazuji za nutné — od toho jsou
prece kalkulacky a podobné zafizeni) a byt s to se orientovat ve finanéni a po-
jistné matematice. Neni divu, Ze ji pak povazuji za néco nezazivného, oddéleného
od svéta a zivota. Konec koncil, ani financ¢ni ¢i pojistnd matematika neni vyja-
dfenim néjakych obecné ve svété platnych, na ¢loveku nezavislych zakonitosti.
I ve svété plném vypocetni techniky si mnozi lidé uvédomuji, Ze matematika
slouzi k rozvoji mysleni. Tuto jeji roli vyjadfuje jeden ze dvou citati, které jsem
mival vystavené ve své pracovné. Jde o slova Michaila Vasiljevice Lomonosova
(1711-1765): ,,Matematiku uz proto je nutné studovat, ponévadz ona rozum do
poradku dava.“

Kratce pred druhou svétovou valkou vysla v Holandsku znaméa Eisteinova
a Infeldova kniha Fyzika jako dobrodruzstvi poznéani [1]. Uz jeji ndzev nazna-
Cuje, co k vzdélavani neodmyslitelné patii — radost z poznédvani, doprovazena



110 Jifi Necas

ur¢itym dobrodruznym napétim v ocekavani néceho nového. Takto prozivané
poznévani je vyraznou soucasti vzdélavani; méni — prohlubuje postoj subjektu
ke skutec¢nosti.

Ted jsem vSak odbo¢il od matematiky k pfirodovédé, specidlné k fyzice, ktera
se bez matematiky neobejde. Nicméné hned se k matematice vratim. V klasické
matematice vedle sebe existuji dva zakladni pfistupy — formalismus a platonis-
mus. Zjednodusené, prvni povazuje svét matematiky za velice dimyslnou lidskou
konstrukci, druhy jej pfijima jako néco existujiciho objektivné a ¢lovéka presa-
hujictho. Snad nejvétsi osobnost matematické logiky minulého stoleti, brnénsky
rodak Kurt Godel (1906-1978), byl matematickym platonikem a svymi pracemi
tento pohled na matematiku vyznamné podpotil. A setkal jsem se s nazorem,
7e 1 mnozi matematici, ktefi se hlasili k formalismu, tak ¢inili, protoze se to
»sluselo“, a ve svém nitru byli platoniky.

Clovek své poznani vyjadiuje riznymi texty (¢lanky, knihami, . .. ), piipadné
doplnénymi obrazky. Akademic¢ti pracovnici jsou hodnoceni podle poctu vypro-
dukovanych ¢lankt. Dnes nejen texty, ale i obrazky se ukladaji do paméti po-
Citact, tedy ve formé dvojkovych ¢islic. Kazdy v pocitaci zapsany poznatek je
tak vlastné dvojkovym ¢islem. Znamena to, ze veskero lidské védéni se ,vejde“
do spocetné mnoziny — do mnoziny N vSech pfirozenych ¢isel. Matematika vsak
pracuje i (¢i pfedevs§im?) s nespocetnymi mnozinami, pfedev§im s mnozinou R
vSech realnych ¢isel a s mnozinou 2N Viech podmnozin prirozenych ¢isel. Tyto
mnoziny — v platénském pojeti — existuji nezavisle na ¢lovéku a ¢lovek je v plnosti
nemuze pojmout, jeho poznani ,se vejde* do spocetné mnoziny. Samoziejmé se
nabizi otazka, zda pro popis reality bychom se spo¢etnymi mnozinami nevystacili
(ale i téch je nespoetné mnoho). V klasické fyzice béZné pracujeme s veli¢inami,
jejichz hodnoty (pfi zvolené soustavé jednotek) jsou realnd ¢isla. Klasickd fyzika
tedy mnozinu vSech realnych ¢isel potfebuje. Jiny pohled na realitu pfinasi kvan-
tova fyzika, podle niZ nékteré veli¢iny nabyvaji jen pfirozenociselnych nasobki
urcité elementarni hodnoty. Nejde vsak o vSechny veliciny; kvantovany je napft.
podil energie a vinové délky, avsak nikoli energie ¢i délka samotné. A pro kvan-
tovy popis skutecnosti je velice dulezita pravdépodobnost vyskytu ¢astice v tom
kterém bodu prostoru, ktera je vysledkem integrace pres cely prostor. Integrace
ovSem probihd v mnoziné R, popt. R”. K nahlédnuti do svéta kvantové fyziky
tedy realna cisla potfebujeme.

Matematika tak zcela racionalnimi, exaktnimi prostfedky vede cClovéka za
hranice rozumem a smysly poznatelného svéta. Existujici realita presahuje po-
znatelnou realitu. Clovék je tak veden k pokofe ve védomi toho, Ze nikdy celou
realitu nepozna. Vzdy bude néco, co nas presahuje. Lze se vénovat matematice
a tyto skutecnosti si neuvédomovat. Vérim vsak, ze angazované studium ma-
tematiky, poznavani jejiho svéta, k prozitku pokory a tzasu nad velkoleposti
jsoucna vede.
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Clovék Zije ve svété a poznava jej. Timto poznanim je poznavajici subjekt
formovan. Kdyz proces poznavani takto formulujeme, uvédomime si, ze vedle
védy zde je i uméni. I to ovliviuje lidi a pisobi na vnimani reality. Matematika
v sobé spojuje to, ¢im pusobi véda s tim, co ptisobi uméni. Korektni poznani
v nejrozmanitéjsich prirodovédnych i humanitnich oborech je dnes nemyslitelné
bez matematiky. Matematika vsSak dosahuje az za rozumové poznatelny svét,
a tim prinasi néco hlubsiho, na co samotnd véda nestaci. A tak ted, kdyZ se
toto zamysleni blizi ke konci, bych rdd zminil druhy citat, ktery zdobival mou
pracovnu. Jde o pfeklad slov vytesanych do bledského pomniku prvniho rektora
Lublaiiské university profesora Josipa Plemelje [2]: ,Matematika je mi Zivotni
potfebou a umeéleckym pozitkem.“ Matematika takto chapana je zptsobem vi-
déni svéta. Vede k exaktnimu vniméani skutecnosti a zaroven k prozitku velikosti
byti a vlastni pokory. Je tak neodmyslitelnou soucasti vzdélanosti.
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VNIMANI POROZUMENI V MATEMATICE

Gabriela Novotna

Abstrakt

Vnimdni porozuméni v matematice nepatii mezi casto zkoumand témata, tento clanek
tudiz prindsi jen zdkladni ndhled do této problematiky. Vyzkumy opakované ukazuji, Ze
cesti Zdaci maji zavazné€ nedostatky v porozuméni v matematice a v aplikaci zdkladnich
poznatkd na nestandardni situace. Nabizi se tedy otdzka, jak své porozuméni vnimaji
samotni Zdci a co si vlastné pod dobrym porozuménim v matematice predstavugi.

1 Uvop

Na prvni pohled se mize zdat samoziejmé, ze zaci chtéji matematice rozumét.
Potvrzuji to mnohé vyzkumy (napf. [1]), ve kterych byli Zici dotazovani, zda
jim jde v matematice pravé o dobré porozuméni. Vyzkumnici se ale shoduji, ze
pokud je cesta k porozuméni pro zaky prilis slozita, zaci se neziidka uchyluji
k pamétnimu uchopeni konceptu, ¢asto doprovazeného zhorSenim postoji [1,
s. 288].

Motivaci k napsani tohoto ¢lanku byla pilotni studie prezentovana na jedné
konferenci (viz [4]), kterou provedla autorka v kvétnu tohoto roku. Devatenacti
zéktim soukromého doucovani byl zadan kratky dotaznik zjistujici jejich postoje
k porozuméni a kvalité vlastnich znalosti v matematice, ktery poukazal na to, ze
velka ¢ast dotazovanych zaku pravdépodobné chape koncept porozumeéni jinak
nez ostatni zaci a autorka. Jak Zaci vlastné chapou to, ze né¢emu v matematice
rozumi?

2  KVALITA POZNANI A POROZUMENI V MATEMATICE

Kvalitou poznani a porozuméni v matematice se zabyva mnozstvi autori, nej-
hloubéji asi A. Sierpinska. Pfiznava, ze porozuméni je silné ovlivnéno kulturou
a navrhuje, Ze spiSe nez o porozuméni bychom méli mluvil o jeho trovni, re-
spektive o porozuméni a o ,dobrém* porozumeéni [6, s. 16]. Jak naSe znalosti
rostou a rozvijeji se, méni se i troveii naseho porozuméni. Casto pry mividme
pocit, ze né¢emu nerozumime poradné, dokud jsme neporozuméli samotnému
jadru véci. Sierpinska se také rozsahle zamysli nad tim, jak uéit, aby ndm zaci
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rozumeéli, a pro¢ se navzdory vsem jeji snahdm stéle najdou taci, ktefi ji nero-
zuméji a délaji v matematice nesmyslné chyby. Klade ¢tenédii (nezodpovézenou)
otazku, ¢emu vlastné zaci nerozumi, respektive ¢emu rozumi dobre.

R. Skemp mluvi o relaénim a instrumentalnim porozumeéni (napt. [7]). Pod
rela¢nim porozuménim vidi to, co si podle néj vzdy predstavoval pod pojmem
porozumeéni, a co by Sierpinska pravdépodobné nazvala dobrym porozumeénim,
a sice Ze vime, jak néco udélat, ale zaroveii i pro¢ to délame [7, s. 9]. Naopak
uvadi, ze instrumentalni porozumeéni dlouhou dobu ani nepovazoval za pravé
porozuméni, a nazyva jej ,rules without reason“ (pravidly bez divodu). Podle
néj povazuje vétsina zakd a jejich ucitelti praveé instrumentalni porozumeéni, tedy
disponovani takovymto pravidlem a schopnost pouzit jej za pravé porozumeéni.
Takovy zak ¢asto umi pravidlo vyslovit, pfipadné ho i aplikovat ve standardni si-
tuaci, ale nevi, pro¢ funguje. Skemp se zamysli nad tim, zda je jedno z obou typu
porozuméni nadiazené, dochézi vsak k zavéru, ze ne. Pro matematiku ale pova-
zuje za vhodnéjsi relacni porozuméni vzhledem k jeho trvalejsi a komplexné;jsi
povaze.

Konceptualni a proceduralni znalosti autord J. Hieberta a P. Lefevreové vy-
chézeji z rozdild mezi procesem a konceptem. Konceptualni znalosti vymezuji
autofi jako védomosti, ,které jsou bohaté na vztahy“ a mizeme si je predsta-
vit jako pavucinu, kde jsou spojované informace stejné dulezité jako spoje mezi
nimi [3, s. 3-4]. Proceduralni znalosti se podle nich skladaji ze dvou oddélenych
¢asti. Jednou z nich je formalni jazyk nebo symbolicka reprezentace pojmu, zahr-
nujici pouzivani symboli a znacek popisujicich matematické pojmy a myslenky
vcetné jejich syntaxe. Druhd ¢ast je slozena z pravidel, algoritmt nebo postupi,
které pouzivame k Feseni matematickych tloh. Jsou to instrukce krok po kroku,
které ptredepisuji, jak spravné vyfesit danou tlohu. J. Star dodavé [8], Ze pro-
ceduralni i konceptualni znalosti mohou byt rizné hluboké ¢i naopak povrchové,
mezi ¢imz bychom neméli zapominat rozliSovat.

V ceském kontextu se objevuje také oznaceni forméalni a neformalni poznani,
které je opfeno o Teorii generickych modeld V. Hejného. Podle ni probihéa pozna-
vani v nékolika etapach, kdy se zak motivovany poznavat nejprve setkava s kon-
krétnimi reprezentanty pojmu (izolované modely), postupné mezi nimi objevuje
souvislosti a prototypy (generické modely), nésledné prechéazi do abstraktni ro-
viny, kde za¢ina misto pfirozeného jazyka uzivat jazyk matematiky (abstrakce),
a propojuje nové ziskané znalosti se znalostmi d¥ivéjsimi (krystalizace). ,Jestlize
se ve vyucovani etapam modelu nevénuje dostatecny cas, jestlize je abstraktni
znalost predkladana zakovi pfilis brzy, nemize zak vélenit novou védomost do
sité jiz pripravenych konkrétnich poznatki a je nucen uchopit ji pouze memoro-
vanim jako viceméné izolované stojici pamétovy udaj, tak dochéazi k formalnimu
poznani® [2, s. 154].

Velkd ¢ast (nejen zminovanych) autord zabyvajicich se porozuménim nahlizi
na tuto problematiku obdobné. Casto rozlisuji jednak algoritmickou stranku po-



SETKAN{ UCITELU MATEMATIKY 2018 115

rozuméni (instrumentélni porozumeéni, procedurdlni znalosti, formalni poznédni
apod.) a jednak uréité hlubsi a dikladnéjsi porozumeéni (relaéni porozuméni,
konceptudlni znalosti, neformélni poznani apod.). Na porozuméni nahliZeji s né-
kterymi spoleénymi rysy i dotazovani zaci a ucitelé (viz nésledujici kapitola).

3 VYzZKUM

Jak uZ bylo zminéno vyse, motivaci k napsani tohoto ¢lanku byl pilotni vyzkum
autorky o duavodech k tcasti zakd na soukromém doucovéni matematiky [4].
Souéasti vyzkumu byly i dvé polozky zaméfené na vniméni porozuméni zaku
v matematice:

e polozka (c): Vadi mi, kdyZ v matematice néemu nerozumim.

e polozka (d): Sta¢i mi znét postup FeSeni, nemusim rozumét tomu, jak fun-

guje.

Z4ci vyjadiovali u kazdé polozky miru souhlasu s vyuzitim pétibodové Likertovy
skaly.! Ukazalo se, ze dotazovani zaci souhlasi s polozkou (c), tedy Ze jim vadi,
kdyz nécemu v matematice nerozumi (aritmeticky primér 1,74), pfedpokladalo
se tedy, Ze s polozkou (d) budou spiSe nesouhlasit. Ukézalo se ale, Ze tomu tak
neni (aritmeticky primér 3,05).

Vysvétleni ziskanych vysledkid miZze byt vice (viz [4]), pro nas to vSak byl
impulz zabyvat se vnimanim poznani hloubé&ji. V nasledujicich oddilech jsou
predstavena data ze dvou raznych zdroju — rozhovory s zaky soukromého dou-
¢ovani a rozhovory s uciteli z praxe.

3.1 ROZHOVORY S ZAKY SOUKROMEHO DOUCOVANI

S osmnacti zdky soukromého doucovani byl veden kratky rozhovor nad porozu-
ménim v matematice. Kazdy z zaki dostal stejnou otazku — , Pokus se mi svymsi
slovy Tict, co pro tebe znamend, Ze nécemu v matematice rozumis.“ Pokud byla
zékova odpoved vagni, byla otdzka jesté doplnéna dotazem, jak zék poznd, Ze
nécemu rozumi, jaké ma pro to indikatory.

Nejcastéjsi odpovédi (6 zaki) bylo, Ze zék zvladne spravné vypocéitat tlohu,
u péti z nich navic nebyla tfeba dopliujici otazka. Dalsi dva zaci uvedli, ze znaji
(zpaméti) postup feSeni, jednou se objevila i odpovéd, Ze zak musi byt schopny
zopakovat vSechno po uciteli. Tito zaci pravdépodobné neusiluji o hloubkové,
neformalni porozuméni, ale je pro né uspokojujici i formalni poznani, pokud
vede ke splnéni cile (vypodéitani nebo vyfeseni tilohy). Nejsou si tudiz mozné ani
védomi toho, Ze by mohli jit vice do hloubky a Ze neformalni porozumeéni se snazi
odkryt tfeba i to, pro¢ nauceny postup funguje pravé danym zptsobem.

Na druhou stranu, dva zaci odpovédéli, ze pro né je kritériem tlohu vypocitat
a rozumeét tomu, pro¢ to tak pocitaji; dva jini zZaci zminili, Ze musi byt schopni
dany koncept sami pouzit a vysvétlit ho nékomu dalsimu. Samotné vysvétleni

11— ano, souhlasim, 2 — spis souhlasim, 3 — nevim, 4 — spis$ nesouhlasim, 5 — ne, nesouhlasim



116 Gabriela Novotna

konceptu jiné osobé& zminil jeden zak. Jednou se také objevila odpovéd, Ze zak
rozumi tomu, ,proc¢ ten postup funguje tak, jok funguje®. Za zajimavé indikatory
povazujeme nasledujici odpovédi t¥i zaku: ,napisu to dobre v testu, tam musim
premyslet do hloubky“, kde se zak zminuje o pouziti znamé latky v novém, nezna-
mém kontextu; ,,néco pochopim hned, néco mi docvakne aZ s dalsima vécma*,
kde 7zdk popisuje zafazeni novych poznatkd mezi zndmé védomosti (krystali-
zaci); nebo ,umim to natolik, abych to dokdzal pouZit i pozdéji, nez se to ucéim*,
kde zdk poukazuje na to, Ze neforméalni znalosti sice ¢asem miZe zapomenout,
nicméné byva schopny si je znovu odvodit.

Pfesnou polovinu dotazovanych zakt bychom tedy mohli zafadit do kate-
gorie téch, ktefi chdpou porozumeéni ve smyslu porozuméni formalniho, druhou
polovinu mezi zaky, ktefi cili na hlubsi, neforméalni porozuméni. Nékteti z zaka
usilujicich o neformalni poznani si po rozhovoru posteskli, Ze ne vzdy je v jejich
silach k tomuto porozuméni dojit. Zajimavym zjisténim a moznym podnétem
pro dalsi zkoumani mize byt, ze vSichni tito zaci navstévuji viceleta gymnéazia.

3.2 ROZHOVORY S UCITELI Z PRAXE

Rozhovory s uciteli probéhly v letech 2011-2013 v ramci projektu GACR, mimo
jiné s cilem shromézdit a analyzovat zkuSenosti uciteli tykajici se tzv. kritickych
mist v matematice zékladni $koly [5]. Dotazovéni byli uéitelé matematiky 1.
a 2. stupné zakladnich skol a odpovidajicich ro¢nikt viceletych gymnazii s delsi
dobou praxe, ktefi pochazi z riiznych ¢asti Ceské republiky, jsou rtizného véku,
maji riznd pojeti vyuky a jsou absolventi réiznych vysokych skol. Autofi [5]
podotykaji, Ze se jednalo o kvalifikované a v oblasti matematiky sebevédomé
ucitele, o ucitele experty. Vzhledem k tomu, Ze vniméni poznani nebylo cilem
vyzkumu (a tedy ani pevnou soucésti strukturovaného rozhovoru), ale data byla
autorce zapujcena pro dalsi analyzu, ne vSichni z dotazovanych uciteli se o tomto
tématu zminili. Celkem jsme zaznamenali vyroky o porozuméni v matematice
nebo jejim chapani v 8 rozhovorech s uciteli 1. stupné a ve 20 rozhovorech s uciteli
2. stupné a odpovidajicich roéniki viceletych gymnazii.>

Velmi ¢asto bylo porozumeéni spojovano se slovnimi tlohami, které byly ozna-
Ceny 1 za jedno z kritickych mist matematiky na zékladni skole [5]. U¢itelé prv-
niho i druhého stupné se zde vyjadrovali o porozumeéni textu, které zaktim déla
Casto problémy — Ze nerozumi textu, nedokazi si slovni tlohu spravné rozclenit
a redukovat ji na dulezité informace.

Mnozstvi uciteld zminovalo porozuméni ve spojeni se selskym rozumem,
ktery podle nich zaktim ¢asto chybi. ,Oni si tu matematiku neptivlastni po-
radné. To myslent, ten odhad. Napist, Ze teleso ma vysku 5 km napriklad. Nedaji
si to do souvislosti selského rozumu. Jsou rddi, Ze néco vypocitali.“ Takovy zak
podle nich nemiize matematice dobfe rozumét.

2Nék‘cerych rozhovori se Gcastnilo vice ucitelt soucasné.
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Neéktefi ucitelé (pravdépodobné ti, kterym zalezi na neformélnim poznani)
si stézovali na to, Ze se Zaci neu¢i s imyslem porozumét latce neformalné, ale
chtéji se jen naudit nazpamét algoritmus reseni: ,Ale ty musis trvat na tom, Ze
tem vécem preci musis porozumeét, a ne je jen hazet bezmyslenkovité do masiny
(kalkulacka) a pak si pockat na vysledek. Nehledé na to, Ze pak ani neziskds
predstavu o redlnosti takovych vysledki. Je to prosté nekonecny boj mezi jejich
pohodlnosti a tvoji duslednosti.“

Neékolik ucitelii se vyjadfovalo o vztahu mezi (dobrym) porozuménim a dri-
lem. Vyskytly se zde protichidné nazory. Neékteri ucitelé zminili, ze dril bez
predchoziho porozumeéni zpisobuje formalni poznani, jelikoz Zaci nejsou nuceni
premyslet. Jind ucitelka naopak podotkla, ze kdyz se zak néco nauci drilem
nebo nazpamét (v tomto piipadé definici), az potom o tom muiiZe zadit pfemyslet
a snazit se dobfe porozumét. Jedna ucitelka zminila, ze v nékterych oblastech
matematiky lze dobrého porozuméni docilit pouze drilem, jelikoz se tak zaci
nauci vidét souvislosti a shodnosti.

Jen malo dotazovanych uciteld zformulovalo konkrétni indikatory, co podle
nich znamena, ze zak latce rozumi. Mimo vyse zminéné se objevily postiehy jako
ze je latka propojena s praxi a neni to jen abstraktni predstava, ze zdk neza-
pomene, jak jdou kroky algoritmu za sebou, a bude latku umét navzdy, ze umi
najit, co maji dva prvky spole¢ného a hledat mezi nimi souvislosti, umi pouzit
zobecnéni, nebo néco vysvétlit ostatnim spoluzaktm. Jedna ucitelka uvedla celou
fadu kritérii, kromé vyse zminénych i parafrazovani definice, vytvoreni vlastni
tlohy a pouceni se z chyby.

4 SHRNUTI A ZAVER

Tento ¢lanek je pouze kvalitativnim nahledem do oblasti vniméani porozumeéni
v matematice. V zadném pripadé si neklade za cil generalizovat, radi bychom
vsak poukéazali na to, ze zaci a ucitelé vidi do velké miry koncept porozuméni
obdobné. Provedeny vyzkum i reserse literatury naznacily dvé zakladni pojeti
porozumeéni, jez mizeme nazyvat formélni a neformalni, povrchové a hloubkové,
instrumentalni a rela¢ni apod. V tom, na jaké porozuméni kdo klade vétsi dtraz,
pfipadné s jakym porozuménim se doty¢ny spokoji, se ale zjevné lisime. Cilem
toho ¢lanku neni upfednostnit jeden typ porozumeéni pred druhym, avsak ucitelé
matematiky by si méli byt tohoto rozdilu prinejmensim védomi.
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MATEMATICKE VZDELAVACI VIDEOHRY
PODLE KEITHA DEVLINA

Zuzana Patikova

Abstrakt

Cilem prispévku je sezndmit c¢tendre s knihou Keitha Devlina Mathematics Education
for a New Era: Video Games as a Medium for Learning, ve které je vybudovdn teore-
ticky zdklad pro vyuZiti videoher jakoZzto idedlniho prostredi pro rozvoj matematického
mysleni. Druhd édst pak ukazuje na aktudlni napliovdni autorovych vizi a predstavuje
jednu z novych her, ktera odpovida Devlinovym kritériim, a to DragonBox Algebra.

1 VIDEOHRY JAKO UCEBNI PROSTREDI

Keith Devlin je americky matematik a autor popularizac¢nich knih o matematice,
ktery se mimo jiné velmi zajima i o matematické vzdélavani. V roce 2011 mu
vysla kniha Mathematics Education for a New Era: Video Games as a Medium
for Learning [1], ve které pfedstavuje svou vizi ohledné moZnosti budouciho
matematického vzdélavani také prostiednictvim videoher. Videohrami rozumi
software vyzadujici displej, tedy hry na pocitaci, tabletech, mobilnich telefonech,
konzolich.

V Devlinovi se snoubi nezaujatost a otevienost novym moznostem, které doba
a technicky pokrok prinaseji, spolu s precizni praci védce podlozenou vyzkumy
a pevnymi myslenkovymi zaklady. V knize komentuje svou hlavni motivaci, se-
znamuje Ctenare se svym pojetim matematického mysleni, predstavuje videohry
jako idealni prostfedi pro podporu nizsiho matematického vzdélavani, rozlisuje
mezi rysy, které by kvalitni videohry k tomuto acelu mély mit, a vyvojartm her
ve spolupraci s didaktiky matematiky tak predklada velmi zajimavou vyzvu do
budoucnosti.

Devlin si je védom ostrazitosti uciteltl i vefejnosti vii¢i nadmérnému ¢i ne-
efektivnimu pouzivani elektronickych zafizeni pro vzdélavaci tcely. Proto jasné
a srozumitelné uvadi sporné aspekty na pravou miru. Kdyz mluvi o vhodnosti her
pro matematické vzdélavani, mysli tim vychovu k pochopeni tzv.  kazdodenni
matematiky® (everyday math), ktera se tyka pfedevsim 74kt mezi péti a ¢trndcti
roky. Kazdodenni matematika je soubor matematickych schopnosti a dovednosti
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nutnych pro zvladnuti standardnich Zivotnich situaci (mysleno v zépadni civili-
zaci). Devlin znd i vysledky novodobych vyzkumt, které konstatuji, ze vyuziti
her ve vyuce nemé ocekavany efekt. Vysvétleni mimo jiné zahrnuje dva hlavni
postiehy. Prvni je, Ze testovany byly dosud jen hry existujici, které se v naprosté
vétsiné zaméruji pouze na proceduralni schopnosti a dovednosti. Devlin véri ve
vytvoreni her, jejichz hrani povede k rozvoji proceduralnich schopnosti a do-
vednosti ruku v ruce s konceptualnim pochopenim a rozvojem matematického
mysleni. Druhy postieh se tyka ti¢elu hrani. Hry nemohou nahradit ucitele, ale
mohou byt doplikem a podporou klasického vzdélavaciho modelu zak — pfed-
mét — ucitel.

Vhodné navrzené hry by mohly byt velmi uzite¢nym pomocnikem v mate-
matickém vzdélavani z nésledujicich dtivodd. Dnesni zaci tithnou k elektronice,
hry bézné hraji, pfindseji jim zdbavu a potéseni. Devlin shrnuje hlavni rysy her
a jejich vhodnost pro vzdélavani. Tvrdi, ze vyzkumy potvrzuji obrovské roz-
dily v tspésnosti feseni matematickych tloh v redlném zivoté a pfi oficidlnim
testovani ve Skole. Pfirozené prostfedi a motivace maji vyznamny stimula¢ni
charakter pfi dosahovani vysledkid. Velkou vyhodou her je prace s virtualnimi
svéty, které hrace myslenkoveé vtahnou do svého prostiedi tak, ze je zacne vnimat
jako prirozené, coz muze umoznit vétsi efektivitu vzdélavani skrze hry. Dalsi di-
lezitou slozkou her je také jejich vnitini mechanismus fidici postup hrou. Tvtirce
hry mize do struktury hry a jejiho fungovani zahrnout didaktické aspekty, které
potfebuje.

Devlin v roce 2011 tvrdi, ze hry, které by spliiovaly jeho zasady, zatim ne-
existuji (vedle velkého mnozstvi her vhodnych pro procvic¢ovani proceduralnich
dovednosti). Svou knihou pfedstavuje sviij koncept jako vychodisko k tvorbé her,
které by zaky bavily, motivovaly k vytrvalosti a zaroven u nich rozvijely kon-
ceptudlni porozumeéni matematickym tématim. Vybizi tviirce her a pracovniky
ve vzdélavani ke spolupraci a véri v jeji tspéch. Chce naplno vyuzit vSech vy-
hod a vzdélavaciho potencialu, které videohry nabizeji, k rozvoji matematického
mysleni.

2 PREDPOVED SE STAVA SKUTECNOSTI

Po péti letech od vydani knihy byl autor dotazan, jestli se situace na trhu mate-
matickych videoher zmeénila. Devlin odpovédél ¢lankem What are the best math
games with some evidence of efficacy? [2], ve kterém shrnuje dalsi vyvoj situace.
On sadm se stal spoluzakladatelem vzdélavaci spole¢nosti BrainQuake v ramci
niz spolupracoval na vyvoji hry Wuzzit Trouble. Tato hra jako prvni dosahla
signifikantnich vysledkt pii testovani rozvoje matematického mysleni u zaka.
Devlin také uvedl dalsi hry, které nové vznikly a dle jeho soudu rozvijeji i kon-
ceptudlni pochopeni matematickych témat. Vedle Wuzzit Trouble jsou to napf.
hry s tuéndkem Jiji od spolecnosti Mind Research, hra Ko’s Journey, soubor
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Obr. 1: Ukazka prostfedi hry DragonBox Algebra

her DragonBox a hry na vyukovych portalech DreamBox a Motion Math. Hry
Wuzzit Trouble a DragonBox lze zakoupit pres Google Play, ¢ast je pristupna
i pres webové stranky. Ko’s Journey jiz zd4 se neni k dispozici. Hry od Dream-
Box, Motion Math a Mind Research jsou dostupné v rdmci celych vzdélavacich
portali po zakoupeni ¢lenstvi (DreamBox a Motion Math nabizeji trial pFistup
i Ceskym zajemctim, Mind Research umoziuje plnohodnotné i zkusebni ¢lenstvi
pouze v ramci USA).

Pfiblizme nyni jednu ze zminovanych her. Hra DragonBox Algebra je souc¢asti
sady her DragonBox vyvinuté spolecnosti WeWantToKnow. Tato hra vyhrala ve
Statech v roce 2016 cenu za nejlepsi vyukovou hru. Jejim vzdélavacim cilem je
zvladnuti algebraickych tprav a vyjadfeni neznamé z rovnice, hrac¢ vsak tyto
cile ve hie neidentifikuje, nema pocit, ze déla matematiku. Motivaci je dracek,
kterého je potfeba osvobodit z krabice tim, Ze krabice zlistane sama ve svém
tzemi. Dracek pak postupné roste. Hra ma dvé varianty — Algebra 5+ a Algebra
12+. Myslenkovy zaklad je zcela shodny, lisi se pouze poctem levelt, rychlosti
postupu a konecnou slozitosti simulovanych algebraickych tprav.

Levely odpovidaji neprobddanym ostrovim — Algebra 5+ jich ma pét, Alge-
bra 12+ deset a navic dalsi set tkolu k procvicovani. Vsechny herni kroky na
sebe navazuji postupné, zpocatku jsou ve hie obrazky, poté i ¢isla a symboly.
Hrac se nenéasilné uc¢i pouzivat vSechny mozné tpravy rovnice, od pfevadéni na
druhou stranu, nasobeni, déleni, pfes praci se zlomky az k préci se zavorkami
(ve varianté 12+). Kazda dloha m4 troji hodnoceni — za splnéni tkolu, za opti-
malni zjednoduseni herniho pole a za minimalni pocet tahti. Jednotlivé tahy jde
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vratit zpatky, zahrana kola jdou obnovit. Urovné nelze pieskakovat. Zkusenosti
s vyuzitim hry ve vyuce a diskuze efektivity hrani DragonBox Algebra lze najit
napf. v ¢lanku [3].

Dalgimi hrami sady DragonBox jsou Numbers a Big Numbers pro mladsi déti
ve veéku 4-9 rokt a Elements rozvijecici koncept zédkladnich geometrickych tvara
a jejich vlastnosti pro déti starsi 9 let.

3 ZAVER

Dnesni doba s sebou pfinési technicky pokrok skytajici zatim nevyzkousené moz-
nosti i v oblasti vzdélavani. Podle Keitha Devlina patifi budoucnost trendt ve
vzdélavani také virtualni realité, ktera muze byt efektivnim ucebnim prostiedim
pro pochopeni zakladnich matematickych konceptti. Souc¢asné vyvojem softwart
a s nim spojenym zleviiovanim technologii potfebnych k tvorbé videoher v po-
slednich letech zacaly vznikat hry s didaktickymi cili, které podporuji u zaka

nejen proceduralni schopnosti a dovednosti, ale také matematické mysleni a cha-
pani koncept.
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IKT v KONTEXTU MODERNICH METOD VYUKY

Jana Prihonska

Abstrakt

Vyuzivani IKT technologii ve vjuce s sebou nese spoustu vyhod, které jsou podpoteny
radou vyzkumii, presto jejich vyuFivdni md i jistd uskali. Ukolem uditele by mélo byjt co
nejvice eliminovat negativnt slozku a zameérit se na pozitivni ¢dst, aby dopad na Zdky byl

co nejefektivnéjsi. V prispévku se zamyslime nad vyuZivanim interaktivni tabule jako
jedné z forem zarazovani IKT technologii do vijuky matematiky na zdkladni skole.

1 Uvop

Z4ci potfebuji k pochopeni uéiva nejen latku vysvétlit a naucit nové dovednosti.
Potfebuji mit zejména prilezitost si osvojené védomosti a dovednosti prakticky
ovérit. Dobry ucitel by se mél zabyvat otdzkou vybéru vhodné vyucovaci metody,
aby ¢innost pro zdky byla zajimava, poutava i nestandardni.

Mezi komplexni vyukové metody se fadi frontalni, skupinova ¢i kooperativni,
partnerska, individualni a individualizovana vyuka, samostatna prace, projek-
tova vyuka, vyuka dramatem, uceni v zivotnich situacich, televizni vyuka a v ne-
posledni fadé vyuka podporovand pocitacem. Vyukova metoda se stava efektivni
v pripadé, ze dokaze dosahnout trvalych a G¢innych planovanjch zmén u osob-
nosti. Musi byt dostateéné informativni, tzn. Ze zprostiedkovava plnohodnotné
informace a dovednosti, dale formativni, rozvijejici poznavaci procesy, racionalné
a emotivné pusobiva, aby dokazala aktivizovat k prozitku uceni a poznavani.
V neposledni fadé by méla byt vychovna. V soucasné dobé se stavaji velmi roz-
§ifené interaktivni tabule. V podstaté na vétsing skol (zdkladnich i stfednich) se
nachézi alespon jedna interaktivni tabule. Vyhodou tabule je jeji vyuzitelnost
nejen pii vykladu, procviceni ¢i opakovani probiraného uciva, ale téz fakt, zZe se
da vyuzit ve vSech pfedmétech. Diky bohaté galerii pfipravenych obrazkd, ani-
maci, galerii flashovych objekti, efektti ¢i cviceni je mozno vyuzivat ve znacné
mife mezipfedmétovych vztaht a aplikovat matematiku do rtiznych oblasti. Vel-
kou vyhodou je v této souvislosti vyuziti zpracovanych interaktivnich ucebnic
napi. z nakladatelstvi Fraus.
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2  POZITIVA A NEGATIVA VYUZIVANT IKT VE VYUCE

Rodice, zaci i samotni ucitelé jsou plni ocekavani, pokud se tyka vyuziti poci-
taci ¢i tabletti ve vyucovani. Nové informacni a komunikac¢ni technologie nabizeji
nejen v matematice Sirokou skalu vyuziti — jsou silnym motivaénim prostiedkem,
umoziiuji do jisté miry zvySovat ndzornost ve vyucovani (napt. prostfednictvim
animaci a videi), mohou pomoci zaktm se specidlnimi poruchami uéeni (u dysle-
xie a kalkulastenie, kdy je tfeba mit pfipravené specidlni postupy, zak nemusi
zapisovat zaddni a miZze se vice soustfedit na problematiku), urychli chod vy-
ucovaciho procesu (pfipravené presné nacrtky ¢i ilustrace, tabulky, do nichz je
mozno jiz jen vpisovat tdaje), umozni rychlé testovani zékt (napft. algoritmic-
kych postupi, znalosti matematickych vzorct), umoziuji individudlni tempo
7akid pii procviGovani uciva (zejména v piipadé, kdy maji Zaci prostor indivi-
duélné pracovat na PC), umoziiuji rychlé vyhleddvani informaci a tim aktivni
zapojeni zdk do vyudovaciho procesu (narazi-li se na néjaky neznidmy pojem
¢i problém, zaci maji moznost samostatné vyhledat prostfednictvim interneto-
vého vyhleddvace potfebné informace a prezentovat pfed ostatnimi). Tim v§im
nepfimo rozvijime komunika¢ni schopnosti zédka, schopnost spravného matema-
tického vyjadfovani a ziskdvani a zpracovani informaci.

Ackoliv ma vyuzivani IKT ve vyuce spoustu vyhod, existuji i jisté zapory
a bariéry, které dosud brani, aby se technologie ve vjuce vyuzivaly ¢astéji a ma-
sovéji. Bariéry ve vyuzivani IKT technologii spatfujeme na tirovni uéitele (ochota
a schopnosti ovladat a vyuzivat tyto technologie), na tGrovni skoly (vybavenost
skol) ¢i na drovni Skolského systému.

V fadé vyukovych situaci skutecné vystupuji IKT jako extenze, tedy doplnéni
a rozsifeni télesnych, smyslovych nebo mentalnich schopnosti uZivatelt (nejcas-
t&ji zakd). Nejtypictéji IKT funguji jako extenze oka, tedy vizualizér [3]. MuzZe
se zdat, ze stejnou ulohu plni i ucéebnice, ve kterych nalezneme velké mnozstvi
obrazki, které doplnuji textovou ¢ast. Vyhoda IKT je v jejich vétsi nazornosti.
S obrazky se da dale manipulovat, priblizovat, rozd€élovat, vrstvit na sebe, roz-
pohybovat. To vSe vede k lepSimu pfibliZzeni a nazornosti pro zaky. Pomoci IKT
takto mizeme kromé obrazu ptiblizit i zvuky, pohyb, vzajemnou interakci dvou
¢i vice Ciniteld.

Novou pozadovanou kompetenci ucitele je pocitacova gramotnost. Ta vSak
v sobé zahrnuje schopnost ucitele ovladat IT technologie po strance didaktické.
Zakladem spravného vyuziti téchto technologii je schopnost ucitele umét vyuzit
vSechny jejich prednosti k zefektivnéni vyuky. Tradi¢ni didaktické postupy, jako
je vyklad ¢i opakovaci dril, 1ze vyrazné zefektivnit, pokud ucitel soustiedi svoji
aktivitu na tvorivou ¢innost a rutinni ¢innosti poneché ,pocitac¢i“. Vse se odviji
od vyukového stylu ucitele.

Zdokonaleni schopnosti ucitele zvySovat tvorivost svych zaka predpoklada
podle A. Petrové jeho systematickou pfipravu na tfech zdkladnich tirovnich:
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e na védomostni urovni jde o rozvijeni a prohloubeni védomosti o tvorivosti
a divergentnim myslent;

e na aplikacni urovni je tfeba poskytnout prilezitost prakticky vyuzit védo-
mosti v konkrétnich vyucovacich situacich s naslednou diskuzi;

e na hodnotici urovni se rozviji schopnost hodnoceni tvorivych projevi zaki,

reflexe a znovuobjeveni technik rozvijejicich tvofivost a divergentni mys-
leni.

Tvorivost zaka se projevi i ve zpusobu, jakym zaznamendva své TFeSeni.
A préavé zde se oteviraji nové moznosti ve vyuzivani interaktivni tabule.

3  VYUZITI INTERAKTIVNI TABULE V HODINACH MATEMATIKY

Zapojit interaktivni tabuli do vyuky matematiky lze v jakékoliv fazi hodiny.
Dulezité je si vzdy nejprve stanovit cil hodiny a poté vhodné vyuzit tabule, aby
byl cil naplnén. Pokud chceme zaky motivovat, pfipravit je na novou latku, tak
je vhodné vyuzit tabule v ivodu hodiny. Je dobré mit pfipravené ¢asové méné
narocné cviCeni, které v sobé bude ukryvat problematiku nové latky. Pokud
,prechdzime“ mezi riznymi tématy béhem hodiny, tak lze takovéto motivacni
cviceni zatradit i v hlavni fazi hodiny. Pokud je na$im cilem procvi¢eni a upevnéni
probiraného uciva, lze vyuzit tabuli v hlavni fazi hodiny. Prace na interaktivni
tabuli mtze mit delsi ¢asovou dotaci. Zaroven je potteba, aby zaci v lavicich méli
material z tabule vytisknuty na pracovnich listech. Tim docilime vétsi efektivity.
Tabuli miizeme vyuzit i jako motivac¢ni prvek pro zlepSeni pracovni moralky ve
t¥idé. Nejrychlejsi, nejpracovitéjsi zaci budou pfednostné vypracovavat zajimavé
tlohy na tabuli.

Zpracovani zadaného problému muze vyrazné ovlivnit rozvoj fesitelskych
strategii zaka. V nasledujicich dvou ukazkach je pfedlozen problém z kombi-
natoriky (klasicky problém hledani vSech éisel, kterd je mozno sestavit z danych
¢islic a pfitom je nutno splnit dalsi zadané podminky) a logicka tloha s vyuzitim
nékolika rad k feSeni.

UkAzKA 1
Zadani: Z dslic 1, 2, 3, 4 vytvoite vSechna mozna dvojciferna éisla. Cislice
se v sestavovaném c¢isle nesmi opakovat.

Prvni zptisob feseni nabizi vyuziti tabulkového schématu (obr. 1) — vypis
vSech dvojcifernych ¢isel a zakrouzkovani vyhovujicich. Metoda je vhodna pro
zéky zakladni skoly.

Dalsim vhodnym zpiisobem feSeni pro zaky je manipulace s kartami, na
nichz jsou cislice 1, 2, 3, 4 kombinovany s vyuzitim napf. magnetické tabule
pomoci magnetek s uvedenymi Cislicemi. Manipulace s kartami je mozna i pii
pouziti interaktivni tabule SMART Board. Zpracovani ulohy v aplikaci SMART
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Obr. 1: Tabulkové schéma

Notebook nabizi zédkovi primo volbu fesitelské strategie, kterd maze byt vyuzita
jako kontrola spravnosti feSeni zaka. Po vybéru dané strategie se otevie pfislusné
okno (obr. 2).

Tvorba dvojic B8 Tabulkové schéma

Ciselné feeni

) DO TABULKY

Obr. 2: Vybér metody reseni
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UKAZKA II — MAGICKA SACHOVNICE

Zadani: Vsechna pole Sachovnice vyplnime ¢éisly od 1-10, kazdé jen jednou. Cislo
ve zlutém policku je souctem ¢isel v sousednich bilych polickach.

V prostiedi SMART Notebook méa zak moznost volby problému ze zaklad-
niho MENU, pfi feseni problému ma moznost volit napovédu, kterad je skryta
pod otaznikem (obr. 3), miZe volit kontrolu odkrytim zastinéngch poli¢ek, muize
primo psat na tabuli. Po vyfeSeni problému se miize vratit do zakladniho MENU
a volit dalsi problém, pfipadné miaze pfimo pomoci postupujici Sipky prejit k dal-
§imu problému.

Magicka Sachovnice Magicka Sachownice

Toto je nade magicka Sachovnice. Pro ndzornost jesté Logické feSeni—N&k( Cisla 1,2, .5 musi

jednou 2adani. Viechna pole $achovnice vyplnime &isly spravnému vysledku | byt v bilych polich,
od 1 - 10, kaZdé jen jednou. Cislo ve Zlutém politkuje  —~ ——T— \cci af

souctem cisel v sousednich bilych polickach.

4

Zlutych

Cislo 10 nemize byt v
rozich Sachovnice. 1 0

1

ANITNIA PEDAGOGICKA E FAKULTA PRIRODOVEONE-HUMANITNIA PEDAGOC <A

IO TCE A UMIVERTTTA VTS RC TECHNICKA UNIVERZITA V LIBERCI —

Obr. 3: Magicka Sachovnice

Poznamka: V barevném provedeni se stfidaji zlutd a bilad pole Sachovnice,
zluté pole je v levém hornim rohu.

4 ZAVER

Utcitelé, kteti chtéji vyuzivat IT technologie ve vjuce matematiky, by se méli
drzet urcitych zasad. Teoretické vychodiska pro integraci novych metod a forem
prace ucitele matematiky véetné mnoha ukazek k moznému aktivnimu vyuzivani
IKT pfi feSeni matematickych tloh a souhrnu pozadavku na rozvoj ucitelovych
i zakovskych kompetenci vyplyvajicich z integrace IKT do matematického vzdé-
lavani je mozné nalézt v monografické publikaci [4].
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RADOST Z POZNAVANI V MATERSKE SKOLE

Lenka Rybova, Jana Slezakova

Abstrakt

Rady bychom se podelily o nase zkusenosti s détmi predskolniho véku i se zkusenostmi,
které mdme zprostredkované od zdstupcu ucitelek materskiych skol, které se podileji na
pilotdazi nove vznikajici metodické prirucky, kterd vznikd diky projektu Kolegidlni pod-
pory spolecnosti H-mat, o.p.s. Dovolujeme si zde mluvit o radosti z pozndvdani, pro-
toZe se domnivdme, Ze je nezbytnou soucdsti pri cesté za pozndnim. Uvedeme zde dvé
prostredi Hranolky a Popeldri s ukdzkami vyzev, které ilustruji nds pristup k predmate-
matick€ vychové v materske skole.

1 Uvop

Myslenka, Ze s rozvojem matematické gramotnosti je potieba zacit jiz pred vstu-
pem na prvni stupen zakladni skoly, neni nova. Obecné platné a zavazné doku-
menty s rozvojem tzv. pfedmatematické gramotnosti pocitaji. Otevira se tedy
otazka, jakym zptisobem lze tyto dovednosti a zkusenosti u déti predskolniho
véku rozvijet co moznd nejefektivnéji. Na zacatku stoji otédzka, s jakym cilem
budeme vhodné aktivity zafazovat. Moznosti a znamych i neznamych zpusobu
je jisté vice, ale my budeme popisovat cestu, kterou jsme se rozhodly vydat
my.

Vychodiskem pedagogické prace je konstruktivisticky model vzdélavani, za-
lozeny na myslence, ze dité si fidi proces uceni a zcela prirozené ziskava nové
zkusSenosti a dovednosti, které diky predchozim zkuSenostem a poznanim zdo-
konaluje. Dominantni roli hraje tvorivost zaka, komunikace mezi détmi a jejich
autonomni poznavaci proces.

Dité je prirozen€ zvidavé, touzi po poznani. U déti pfedskolniho veku lze ho-
vofit o tom, Ze touzi po poznavani, coz zcela prirozené vede k poznani mnohych
zékonitost] a skute¢nosti. Pro privodce ditéte (ucitel, rodi¢) je kli¢ové vytvaret
podnétné prostiedi, které bude tuto prirozenou potiebu déti dostatecné sytit
a napliiovat. V mnoha pifipadech je dité motivovano predmétem nebo vyzvou,
ktera je pro dospé€lého ¢loveka tézko pochopitelné. Ditkazem toho jsou mnohé po-
zorovani déti, které dokazi minuty, hodiny a dny pozorovat nejrtiznéjsi ¢innosti,
nad kterymi se dospély ¢lovék jiz ani nepozastavi (napf. pozorovani hodinovych
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rucicek, sledovani otevirani a zavirani posuvnych dveri — Kde musi ¢lovek stat,
aby se dvefe oteviely/zaviely?). Dalsim vyznamnym bodem nasi cesty je prace
s chybou. Respektive snaha o vniméani chyby jako pfirozené cesty uceni. I zde si
klademe diilezitou otazka, co je vlastné cilem naseho snazeni. V tento moment se
s ohledem na zkuSenosti pfi praci s mnohymi udéiteli z praxe trochu liSime, nebot
nasim cilem neni vysledek snazeni, ale cesta k vysledku. Pokud s détmi skladame
z papiru, zcela jisté najdeme mnohé momenty s velkym vyznamem a presahem
k rozvoji pred-matematické gramotnosti. V nasem pojeti v§ak neni nutné dojit
ke slozené papirové ¢epici. Dilezité je, aby dité v prubéhu zkouselo, objevovalo,
co se stane s listem papiru, kdyz ho pirelozi nékterym zptsobem. A pokud mé dité
z prekladani radost, ackoliv nevytvorilo papirovou cCepici, ale slona, je to v po-
rfadku. V tomto extrémnim pripadu se muze zdat, ze si dité mize délat cokoliv,
hlavné, Ze mé radost. Takto extrémisticky to mysleno neni, jde pouze o redlny
ptiklad z praxe, kdy mtzeme respektovat myslenkové pochody ditéte a doptat
mu radost z vykonané prace (i kdyz se lisi od pfedstav priivodce). Radost z né-
¢eho, co dité dokézalo, nebo vira, ze to dokaze, je nejlepsi motivaci k dalsi praci.
Kli¢ovou tlohu v napliiovani vySe popsanych zdsad sehrédva privodce. At uz se
bavime o uciteli matefské skoly nebo rodici. Jde o jiz znamy princip, vychazejici
z koncepce Hejného metody. Ucitel se stava privodcem a moderatorem diskuzi.
Vytvari a vyvolava vyzvy a situace, béhem kterych nechava déti tvofit, objevo-
vat a poznavat. Vhodnymi otdzkami potom pritbéh prace dopliuje a postara se
i o vytvoreni prostoru pro zpétnou vazbu, kterd ma pri praci s détmi predskol-
niho véku mnoha specifika. Pfesto se potvrzuje, Ze jiz déti v matefské skole jsou
schopny sebehodnoceni i hodnoceni prace druhych. Nez pfistoupime k popisu
konkrétnich aktivit a zkusenosti, rady bychom zminily jesté jeden zasadni roz-
mér nami zvolené cesty, tedy cesty, kterou lze pojmenovat Hejného metoda, a tim
je vyuziti gradovanych tloh. Jde o promysleny a koncepéné uchopeny soubor ak-

Vv

Coz se pokusime ilustrovat v popisu jednotlivych aktivit.

2 DVE DIDAKTICKA MATEMATICKA PROSTREDI

Vse vysSe popsané ilustrujeme na dvou prostiedich s vyzvami pro déti. Jednéa se
o prosttedi Hranolky a prostiedi Popelari.

2.1 HRANOLKY

Jedn4 se o nové zafazené prostiedi, které reaguje na vznik didaktického prostiedi
Vlacky na 1. stupni ZS v koncepci Hejného metody. Jedn4 se o prostiedi, které
svym obsahem pfispiva k rozvoji geometrickych i aritmetickych predstav. Toto
prostiedi nelze jednoznacné zaradit do skupiny geometrickych, strukturalnich ani
sémantickych prostfedi, nebot je prostredim prifezovym. Zakladnim predpokla-
dem pro praci v tomto prostiedi je dostatek manipulativ. Vyuzivime zndmou
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Obr. 1

pomtcku Cuisenairovy hranolky (viz obr. 1). K dispozici mame 10 barevnych
hranolkt, kazdy nasledujici hranolek je o jeden dilek delsi (Velikost jednoho dilku
je rovna velikosti nejmensiho hranolku). Nyni se miZeme podivat i za hranice
Ceské republiky, kde pro vyuziti této pomiicky existuji mnohé metodické mate-
ridly. My bychom se s vami rady podélily o sérii aktivit, kterou jsme v souladu
s uvedenymi zasadami realizovaly s détmi v matefské skole.

Aktivita 1: Seznameni s pomuckou. Kolik riznych hranolki mame k dispozici?
Jakou maji barvu? Jakou barvu méa hranolek, ktery je vétsi nez modry hranolek?
Kolik hranolkt je mensSich nez zluty hranolek?

Vsechny tyto otazky jsou zaméfeny na blizsi seznameni s pomuickou a zacat-
kem cesty, kterd miize vést k objeveni vztahu mezi jednotlivymi hranolky.

Aktivita 2: Zkoumame hranolky. Postavte véz ze dvou hranolkti. Tuto véz
nahradte jednim hranolkem tak, aby byla vase véz vyssi (nizsi), aby byly stejné
vysoké.

V téchto aktivitach vyuzivame metaforického jazyka, ktery ndm umozni ote-

viit otdzku porovndvani nebo substituce (nahrazujeme dva hranolky jednim).
Déti ziskavaji dalsi zkuSenosti s vlastnostmi jednotlivych hranolki (z hlediska
jejich délky).
Aktivita 3: Hrajeme si s hranolky. Zde je popsana Siroka skala her a aktivit,
které jsou realizovatelné i v dalsich prostfedich. Jejich hlavnim cilem je mani-
pulace s pomuckou, rozvoj fantazie, budovani predstavivosti, orientace a rozvoj
prostorového mysleni a v neposledni fadé budovani matematického jazyka. Po-
stav libovolny obrazec (stavbu) z hranolka. Co jsi postavil? Co postavil kamarad?
Postav stejnou stavbu, jako postavil kamarad. Nékteré déti vyuziji hranolky ke
kresbé (ackoliv jde o pomiicku prostorovou, déti popisuji vysledek jako rovinny
obrazec). Déti starsi se pokouseji i o trojrozmérnou kresbu.
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Vsechny uvedené aktivity a mnohé dalsi vyzkousely v praxi ucitelky z pi-
lotnich mateiskych kol po celé Ceské republice i tviirci metodické piirucky.
Meétitelnost piinosu aktivit pro rozvoj predmatematické gramotnosti by byla
naroc¢na, ale métitelnost détské radosti a chuti do prace je Citelna ze vSech pfi-
béht, fotografii nebo videi. Jejich radost z poznavani mnohdy zastinila i jejich
dalsi potteby.

2.2 POPELARI

Ulohy z tohoto prostiedi jsou z nékolika podoblasti: 1. asociace, 2. t¥idéni, 3. kla-
sifikace, 4. usporadani. Jesté tam patii hierarchizace, ¢i schématizace. Zde uve-
deme pouze piiklady aktivit za prvni ¢tyfi uvedené oblasti.

Aktivita 1 (asociace): Co kam (k ¢emu) patii? Jde o bé&znou aktivitu, kdy
dité ke stolu ptirazuje zidli, k vidli¢ce niiz, do obyvaku pohovku, k dubu zaludy
apod. MiZzeme pracovat jak s redlnymi pfedmeéty, tak s jejich obrazky. Vytvarime
pomichané dvojice a dité je dava k sobé a argumentuje, proc¢ je dal k sobé.

Aktivita 2 (t¥idéni): Roztfidte to. Kritéria (ndpisy na krabicich) uz mame.
Na jedné krabici je piktogram HOSI a na druhé DIVKY. Ted t¥idime jména,
kterd pani uditelka fikd. Zjistujeme, zda bylo dodrZeno zadané kritérium a zda
je mozné i jiné feSeni.

Aktivita 3 (klasifikace): Jak to roztfidime? Déti dostanou hromadku pfed-
méti nebo obrézkovych karti¢ek a maji je roztfidit, (nezaddme kritérium détem,
tedy nedame jim krabice s napisy, kam co patfi, oni si kritérium zvoli samy).
Zajimame se o to, pro¢ ty véci roztfidily zrovna timto zptsobem. Zjistujeme
a diskutujeme, zda by se ty véci daly roztfidit do jinych skupin a podle jakého
klice. Soucasti tvorby systému v datech je i samotné jejich tfidéni, které pro-
biha takika soucasné, déti s obrazky experimentuji a ovéfuji, zda obrazek pasuje
k dané kategorii nebo jestli by nesel dat i jinam. Zde muze vzniknout velmi za-
jimava diskuze mezi détmi. Skéla nabidnutjch pfedmétii nebo obrazkd by vsak
neméla byt prili§ siroka, aby ke klasifikaci mohlo dojit.

ZkuSenost z praxe jedné pani ucitelky:

Zamyslela jsem se nad aktivitou, kde by od samotnych déti vyvstala po-
tfeba tridéni. Déti dostaly do skupiny pytlik s kameny ze hry Qwirkle. Déti
mély k dispozici papirovou krychli (obal od kapsli Dolce Gusto) polepenou bi-
lymi papiry. Bilé papiry jsme potfebovali proménit na barvy. Jaka barva padne
na kostce, takovy kamen si mtizeme vzit z pytlicku. Nékteré skupiny zacaly po
jednom z pytlicku tahat a nahodné dokreslovaly na hraci kostku. Jiné skupina
prisla s napadem, rozdélit kameny podle barev, potom systematicky dokreslo-
valy. Jedna skupina si s tkolem neporadila, jaky kamen vytahly, takovou barvu
zakreslily.
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Dalsi priklad: S détmi jsme udélaly aktivitu, kdy na koberci byla hromada
pfedmétii (domaci potteby, zvitata, jidlo, sportovni poteby). Mimo uc¢ebnu byly
misky, ve kterych byly pouze obrazky predmétti (ne shodné, ale velmi podobné —
ve t¥idé redlna polévkova lZice, na obrazku kreslend, barevna). Déti se chodily
divat do misek a mély stejné misky vytvorit ve tridé. Velmi zajimavé bylo sledo-
vat, jakym zptisobem si rozd€luji praci. Nejprve velmi poboutené prichazely, ze
uz vi, kam dat pejska, ale zjistily, ze pejsek je jiz umistény. Navic v jiné barveé
misky, nez bylo na obrazku. Nékdo si barev mistic¢ek vS§imal, nékdo ne. Probihalo
tedy tfidéni opakované a neustale se stav feSeni proménoval. DalSim zajimavym
momentem bylo, kdyz nékdo z déti vidél v misce zvirata kravicku, ale u obrazku
byl kyblik. Tedy kravicka s kyblikem je mléko a dalo se do jidla (ackoliv na
obrazku byla kravicka u zvitat).

Dalsi setkdni (protoZe aktwita trvala dlouho a velmi klesala koncentrace)
jsme vzali misky i obrdzky a chtéli jsme zjistit, zda jsme tridili spravné... Opét
se objevily zagimave zpusoby kontroly — evidence. Nékdo priklddal redlny predmeét
k obrdzku, neékdo daval pryc nékteré obrdazky z misky atd.

Aktivita 4 (usporadani): Sestav pofadi. Sestavujeme pofadi postav v pohadce
O fepé, O budce, Zvifatka pod hiibkem, M&sa a t¥i medvédi apod. podle toho,
jak do pribéhu prichazeji. Vsude je poradi postav dano i jejich velikosti.

Aktivita 5 (usporadani): Kdo je vyssi? U starsich déti, které jsou jiz schopny
trochu ,poodstoupit” od prirozené egocentrického vniméni svéta, mizeme pfi-
kro¢it k méfeni vestoje (ucitelka udéla znacku a déti pak porovnaji, ¢i znacka
je vySe/nize). Jesté zajimavéjsi ale bude, pokud se déti budou mérit vleze, kdy
mirou jsou naptiklad naskladana diivka. Marenka méri 15 diivek, zatimco Jonas
jenom 14. Samotné meéreni vleze pravdépodobné ukaze organizac¢ni schopnosti
nékterych déti, protoze se objevi fada otézek, které budou muset vytesit. Mé-
fime od nataZenych S$pi¢ek nebo si méfend osoba musi o néco opfit chodidla?
Meéfime i vlasky rozprostrené kolem hlavy? Jak daleko od postavy lezi méridlo?
Je rovné nebo nakfivo? MiZe jit o ¢asosbérné méfeni, kdy se déti zméii na za-
¢atku, v poloviné a na konci Skolniho roku a kazdy vidi, jak roste. Kdyz mame
zméreno, fadime se podle velikosti.

3 ZAVER

Domnivame se, Ze vySe navrzené a realizované aktivity potvrdily, Ze jsou pro déti
atraktivni a Zze maji nepochybné vyznam pro jejich rozvoj. V dalsi praci bychom
se chtély zamérit na rozpracovani jemnéjsi gradace vyzev pro déti predskolniho
véku. Urcité neustéale provérujeme zainteresovanost déti do téchto a dalsich pro-
stfedi. Promyslime propedeutiku prostiedi pro déti predskolniho véku.

Poznamka: Autorky jsou ¢leny H-mat, o.p.s. (www.h-mat.cz).
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MATEMATICKOU CESTOU K TECHNICE —
NAMETY PRO UCITELE

LibuSe Samkova

Abstrakt

Prispévek prestavuje trilety projekt preshranicni spoluprdace zameéreny na systematické
hleddni cest a ndstroji, jak zvysit zdjem #dki ZS a studentii SS o studium technickijch
a prirodovéednych obori. Partnerskymi organizacemi v projektu jsou Jihoceskd univer-
zita v Ceskych Budéjovicich, Jihoceskd hospoddiskd komora a Univerzita Johannese
Keplera v Linci. Cilovou skupinou projektu jsou Zdci, studenti a ucitelé zdkladnich
a strednich skol z Jihoceského kraje a z Horniho Rakouska. Projekt se jmenuje Ma-
temaTech — Matematickou cestou k technice. V prispévku wvddim ctyri rizné okruhy
namétu, které byly predloZeny ucitelim na zacdtku projektu jako motivacni. Nameéty
jsou zaloZeny na stredoskolskych matematickych tématech.

1 Uvop

V reakci na nedostatek technicky vzdélanych pracovnikt na trhu prace a neu-
stale se snizujici zdjem zakl a studentd o studium technickych obort jsme na
katedfe matematiky Pedagogické fakulty Jihoceské univerzity v Ceskych Budéjo-
vicich iniciovali vznik tFiletého projektu preshrani¢ni spoluprace zaméreného na
hledani cest, jak zvySovat zajem zakl a studentd o studium technickych oborti.
Jako partnery jsme do projektu prizvali Jihoceskou hospodarskou komoru a ko-
legy z Univerzity Johannese Keplera v Linci, se kterymi dlouhodobé spolupracu-
jeme a kteri stejné jako my vzdélavaji budouci ucitele matematiky a organizuji
dalsi vzdélavani pro ucitele matematiky v praxi. Jako cilovou skupinu projektu
jsme zvolili zéky, studenty a uclitele zakladnich a stfednich $kol z obou stran
hranice. Prostfednictvim Jihoceské hospodaiské komory jsou na projekt nava-
zany tii priamyslové podniky z Jihoceského kraje: MOTOR JIKOV Group, a.s.,
(konkrétné jeho provozy v Ceskych Budéjovicich a Sobéslavi), ZVVZ, a.s., (pro-
voz Milevsko) a Rohde & Schwarz zadvod Vimperk. Prostfednictvim univerzit
je na projekt navazano 10 zakladnich a stfednich skol na kazdé strané hranice.
Pres rakouskou univerzitu do projektu vstupuji i Hospodarské komora Horniho
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Rakouska a tfi hornorakouské priamyslové podniky. Projekt ma nazev Matema-
Tech — Matematickou cestou k technice.

V projektu MatemaTech vychézime z dlouhodobych zkuSenosti, jez nazna-
¢uji, ze moznou cestou, jak celit poklesu zajmu o technické predmeéty, je vyucovat
prirodovédné a technické predméty s dirazem na jejich vzajemné propojeni a pii-
mou vazbu s redlnym Zivotem a vyuzivat matematiku jako prostfednika tohoto
propojeni. Hlavnimi cili projektu tak jsou:

1. vytvoreni pfeshranicni sité pro systematické hledani cest a nastroju, jak
zvysit zajem zaki ZS a studenttt SS o studium technickych a piirodovéd-
nych obori;

2. propojeni vyuky matematiky s technickou praxi v primyslovych podnicich;

3. tvorba vyukovych materialt pro vyuku matematiky, zaméfenych na vztah
matematiky a techniky.

Béhem t¥i let trvani projektu se uskutecéni 21 spole¢nych cesko-rakouskych work-
shopi a seminait pro partnery projektu a ucitele, 12 spole¢nych soustfedéni pro
zéky a studenty z obou stran hranice a 4 akce pro Sirokou vefejnost. Pribézné
po celou dobu trvani projektu probihaji exkurze zakd a studenttt v primyslo-
vych podnicich. Tyto exkurze jsou vzdy pripravované ve spolupraci zastupce
podniku s ucitelem matematiky, aby se matematickd témata mohla promitnout
do obsahu exkurze a obsah exkurze se mohl promitnout do aktivit v hodinach
matematiky. V navaznosti na exkurze a zkusenosti jednotlivych ucitelti zapo-
jenych do projektu vznikaji vyukové materidly zaméfené na vztah matematiky
a techniky. Jako jeden z hlavnich vystupt bude v zavéru projektu vytvofena
dvojjazycna publikace s vyukovymi materidly z obou stran hranice.

Vzhledem k tomu, ze s kolegy z Univerzity Johannese Keplera v Linci dlouho-
dobé spolupracujeme na tématech souvisejicich s programem GeoGebra [3] (né-
ktefi z ¢lent rakouského tymu jsou zaroveil autory a/nebo vyvojifi programu),
mnohé ze vznikajicich vyukovych material se o tento software opiraji.

V tomto prispévku se budu vénovat zalezitostem predchazejicim tvorbé vyu-
kovych materiald na eské strané hranice, jako ilustraci zvolim praci s uciteli SS.
Konkrétni zkusenosti s tvorbou vyukovych materialt a ukazky téchto materialt
naleznete v konferenénich pfispévcich uéiteld zapojenych do projektu [1, 5, 11].

2 NAMETY PRO UCITELE

Vychodiskem pro tvorbu vyukovych materidlti uciteli zapojenymi v projektu se
stala otazka ,Jak prildkat Zdiky a studenty ke studiu technickych zdleZitosti?“.
Odpovéd na tuto otdzku jsem hledala ve svych vlastnich vyukovych a moti-
vac¢nich materidlech, nebot obsahové je otazka velice blizka nékterym aspektiim
badatelsky orientovaného vyucovani matematice, kterému se vénuji dlouhodobé
a jez se mj. také zaméfuje na propojeni matematiky s kazdodennimi a praktic-
kymi zalezitostmi [8, 9]. Objevila jsem éty¥i hlavni okruhy ndméti, tematickych
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ivah a Cinnosti, které ucitelé mohou nabidnout zakim v ramci vyuky matema-
tiky a které maji potencial vzbudit v zacich zajem o technické zalezitosti. Jelikoz
mam v projektu MatemaTech na starosti ucitele stfednich skol, budu naméty
ilustrovat na stfedoskolskych tématech.

2.1 NABIDNOUT STUDENTUM JEDNODUCHE PRAKTICKE APLIKACE
SOUVISEJIcf S TECHNIKOU

Takovou jednoduchou aplikaci miize byt napiiklad moznost vymodelovat tech-
nické kiivky (kuZelosecky) pomoci piekladani papiru. Staci na prusvitny papir
narysovat pfimku d a bod F, ktery na ni nelezi, pak pfimky obalujici parabolu
s ohniskem v bodé F' a fidici pfimkou d ziskdme jako piehyby, jez na bod F'
premistuji body pfimky p. Nahradime-li pfimku d kruznici k se stfedem G a po-
lomérem r, dostaneme obdobnym postupem pfimky obalujici elipsu s ohnisky
F, G a poloosou r/2 (pokud bod F lezi uvnitf kruznice k) nebo hyperbolu
s ohnisky F', G a poloosou /2 (pokud bod F' lezi vné kruznice k). Je-li bod F
zaroven stfedem kruznice k, dostaneme samoziejmé primky obalujici kruznici se
stfedem v bodé F a polomérem r/2 (viz obr. 1). Podrobné&ji v ¢lanku [4].

F=G

Obr. 1: Piehyby obalujici kruznici namodelované v programu GeoGebra

2.2 NABIDNOUT STUDENTUM ZAJIMAVE DYNAMICKE KONSTRUKCE JAKO
VYZVU

Takovou konstrukci miize byt tfeba dynamicky model pifirodovédného pokusu,
pri kterém do misky s vodou postavime zapalenou svicku a tu prekryjeme skle-
nénou bankou. Svicka po chvili zhasne a hladina vody v bance se zvysi oproti
hladiné mimo barku, bude zabirat zhruba pétinu objemu banky [2], ilustracni
obrazek na obr. 2 vlevo. Model situace je mozné vytvofit v programu GeoGebra,
pomoci posuvnikl je mozné ménit rozméry baiky i rozméry svicky (ndhled na
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v/ v

obr. 2 vpravo). Problematiku tvorby podobnych modelt fesi ¢lanek [10], ktery
obsahuje i pfislusné GeoGebra soubory.

Pro studenty muze byt model vyzvou: Zvladnu si sdm podobnou konstrukci
vytvorit? Jaké informace budu k vytvoreni modelu potfebovat? Jak uréim pétinu
objemu banky? Kdy bude svicka stat a kdy plavat?

r=4
®k=5
rho=1.3
L 2
@cl=5
cr=0.5
(0}

Obr. 2: Situace z pfirodovédného pokusu (vlevo; pfevzato z [2]) a ndhled na jeji
dynamicky model vytvofeny v programu GeoGebra (vpravo)

2.3 PREDSTAVOVAT STUDENTUM NA PRVN{ POHLED RUZNE VECI, ALE VE
SPOLECNEM KONTEXTU

Ztstaneme-li u tématu kuzelosecek z odst. 2.1, mizeme zaktim predstavit napr.
dynamickou konstrukci umoznujici plynule prechazet mezi elipsou a hyperbolou,
v obou piipadech se limitné blizici k parabole [7, prvni polovina ¢lanku a prvni
GeoGebra soubor|. Rovnice jednotlivich kuzelosecek se dost lisi, jak to, Ze je
takova konstrukce vibec mozna? Jaky jiny spole¢ny kontext pro kuzelosecky je
mozné nalézt?

Kromé odkazu na pivod slova kuzelosecka a fezy kuzele miizeme studenty
odkézat i na vysSe uvedené prekladani papiru: pouhym uvoliiovianim parametri
(poloha bodu viéi kruznici, polomér kruznice) miZeme pfechdzet mezi riznymi
kuzeloseckami. Pfipad paraboly je pak limitni v tom smyslu, ze pfimku chapeme
jako kruznici s nekone¢nym polomérem.

2.4 ODPOVEDET STUDENTUM NA OTAZKU ,,PROC SE MAME ZABYVAT
TECHNICKYMI ZALEZITOSTMI V DOBE POCITACU, KDYZ POCITACE
VSECHNO ZVLADNOU SAMY?*

Zde je mozné poukézat na nespolehlivost pocitacovych programi, na nutnost vy-

stupy z podcitade kontrolovat a ovéfovat je. Numericky (pfiblizny) p¥istup k da-

tim mize snadno zptusobit nepiesnosti, jak je tomu napiiklad i u programu
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GeoGebra pii praci s kuzeloseckami. Clanek [7] (jeho druhd polovina a druhy
GeoGebra soubor v ném uvedeny) upozoriiuje na problémy, které pocitacovy
program i lidské oko mohou mit s rozliSovanim primky a kruznice, elipsy a pa-
raboly. Ukazuje a vytvari konkrétni situace, kdy program neni schopen rozli-
it dva rtzné body lezici na dvou raznych objektech, napriklad pro dostatecné
velky polomér kruznice mohou programu splyvat bod na kruznici a nedotykovy
bod na tec¢né k této kruznici. Pocitacové programy se sice neustale velice rychle
zdokonaluji, i program GeoGebra ma nyni lepsi parametry nez v dobé napsani
¢lanku [7], a k aktivaci ndpisu oznamujiciho rovnost bodi je nyni potieba vétsi
hodnoty poloméru nez je ta uviddéna ve ¢lanku, ale podstata problému se ne-
zménila a problém stale trva.

Také je tfeba poukazat na to, ze pocita¢ sdm nic nevytvori, potiebuje, aby
tvirce pocitacovych modeld védél, jaké informace jsou pro model potiebné a jaké
nikoliv, jak takové informace do modelu zaclenit. Podobné jako v piipadé dyna-
mického modelu z odst. 2.2.

3 ZAVER

V projektovém tymu mame zastoupeny ucitele riznych aprobaci, pro tento pro-
jekt jsou zvlasté dulezité aprobace souvisejici s technickymi a prirodovédnymi
disciplinami: chemie, fyzika a informatika. Vhled, ktery tito ucitelé maji do pro-
blematiky vztahu matematiky a techniky, je cennou devizou, diky které jsme
schopni vytvafet vyukové materidly, jez mohou ve své vyuce vyuzivat i ucitelé,
ktefi prirodovédné nebo technicky zaméfené aprobace nemaji. Cenné jsou i zku-
Senosti ziskané pri exkurzich v priamyslovych podnicich. Ne kazdy ucitel mate-
matiky méa znalosti techniky a znalosti pramyslovych provozi potfebné pro vy-
tvoreni technicky zaméfeného matematického vyukového materidlu. Proto jsou
veskeré zalezitosti jdouci nad ramec matematického uciva v nasich vyukovych
materidlech podrobné vysvétlovany.

Vyukové materidly vytvarené v ramci projektu MatemaTech pribézné uve-
fejliujeme na webové strance projektu [6], vSechny materidly maji na titulni
strané tabulku se zdkladnimi informacemi (téma, pozadované znalosti zdk, po-
tfebné pomticky, ¢asova dotace apod.).

PODEKOVANT

Financovano z prostfedkt projektu Matematickou cestou k technice (Matema-
Tech), v rémci programu preshrani¢ni spolupréace Interreg V-A Rakousko — Ceska
republika, 2014-2020, ¢. ATCZ35.
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VYBRANE KINEMATICKY VYTVORENE
ROVINNE KRIVKY

Petra Surynkova

Abstrakt

V prispévku si ukaZeme priklady rovinnych krivek, pricemz ndas bude zajimat jejich vy-
tvorent z pohledu kinematické geometrie. Ze zaddni pohybu budeme odhadovat druhy
vzniklych trajektorii. Uréeni téchto trajektorii ¢ini studentim geometrie na VS pro-
blémy. V nasich experimentech proto budeme uZivat software GeoGebra, ktery ndm
s odhadem muze pomoci. Rovinné kiivky ndsledné popiseme matematicky. Vybrané ro-
vinné krivky, napr. kuZelosecky, je mozné zkoumat také na SS, prinejmensim v hodindch
matematického semindre.

1 Uvop

Kinematicka geometrie v roviné se zabyva vysSetfovanim riiznych typa rovinnych
kiivek vzniklych pohybem bodu ¢i jinych kfivek, vlastnostmi pohybt a praktic-
kymi aplikacemi. Abychom mohli zkoumat rovinné kiivky a pohyby, kterymi
vznikaji, je tfeba porozumét elementarni geometrii, jez vyuzivame pii dokazo-
vani platnosti geometrickych tvrzeni. Na Matematicko-fyzikalni fakulté UK fadu
let vyucuji geometrické predméty a moje zkusenosti z vyuky ukazuji, ze studen-
tlim chybi znalosti zakladnich poznatkt z geometrie uz pfi piichodu na vysokou
gkolu. Uz na zakladni a na stfedni skole by se vyuce geometrie méla vénovat
patfi¢né pozornost.

Cilem ptispévku je ukazat, jak lze odvozovat vybrané kiivky kinematicky
a jak k tomu vyuzit dynamického softwaru GeoGebra. Z hypotéz, které lze zfor-
mulovat na zakladé experimentt s ptriklady v GeoGebre, mizeme vychazet ve
formalnich dikazech. Pravé GeoGebra muze studentiim pomoci zvladnout odu-
vodnit geometricka tvrzeni. Netvrdime samoziejmé, ze obrazek je diikazem, vzdy
vyzadujeme synteticky ¢i analyticky dikaz.
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2 KINEMATICKA GEOMETRIE V ROVINE

Pii studiu rovinnych kfivek nas bude zajimat pohyb rovinné soustavy. K¥ivku
budeme tedy chapat jako drahu néjakého spojité pohybujiciho se bodu. Tento
pfistup je velmi intuitivni a studenti s nim vétSinou nemaji problém. Pokud
potifebujeme zavést kiivku formélné, lze pfirozené prejit k definici kiivky jako
spojitého obrazu néjakého intervalu redlnych ¢isel. Zjednodusené muzeme Fici,
ze je kfivka drahou néjakého pohybujiciho se bodu a ze se pohyb uskutecnil
v Casovém useku, tedy kazdému okamziku z tohoto intervalu je pfirazen bod
v roviné nebo v prostoru. My se omezime pouze na rovinné kiivky.

K tomu, abychom mohli hovofit o kinematické geometrii v roviné a zadavat
pohyb rovinné soustavy, je potieba zavést nékolik pojmt. Drdha, nebo také tra-
jektorie, bodu je kfivka, kterou bod pfi pohybu opisuje. Vylucujeme ptipad, kdy
by trajektorii bodu byl bod. Obdlka kiivky, je kiivka (mtize mit vice vétvi nebo
se dokonce redukovat na bod), kterou vytvaii pohybujici se kiivka. Existuje-1i
kiivka, ktera se dotyka vSech poloh pohybujici se k¥ivky, nazyvame tuto kiivku
obéalkou. Plati tedy, Ze v kazdé poloze se pohybujici kiivka dotyka své obélky, tj.
k¥ivka v dané poloze a jeji obalka maji v bodé dotyku spoleénou te¢nu. Uvedme
jednoduché piiklady obélek. Necht je ddna kruznice a vSechny jeji tecny, tj.
primky, které se kruznice dotykaji v kazdém jejim bodé. Kruznice je obalkou
této soustavy tecen. Chapat mizeme tuto situaci i kinematicky. Te¢na se pohy-
buje tak, ze postupné obaluje kruznici. Pfipad tzv. bodové obdlky si jednoduse
predstavime na svazku primek. Opét z pohledu kinematické geometrie mizeme
uvazovat pfimku a otacet ji kolem pevného bodu, kterym prochéazi. Bod mtizeme
chapat jako kruznici s nulovym polomérem. Bod je proto obalkou jednotlivych
poloh otéacejici se primky.

Trajektorii bodu A budeme znaéit 74, obalku k¥ivky a budeme znacit (a).

Rovinu, ve které lezi trajektorie bodt a obalky kfivek, oznacime II. Tato
rovina se nepohybuje, zustava na misté, tedy i vSe, co v ni lezi, je neménné.
Pohybujici se body, ¢i kiivky, lezi v roviné, kterou oznacime 3. Rovina ¥ se
jako celek pohybuje po roviné II, pficemz jsme stale v dvourozmérném pro-
storu. Body a kiivky roviny ¥ opisuji v roviné II trajektorie a obalky. Rikdme,
ze objekty v roviné ¥ tvori tzv. nepromeénnou rovinnou soustavu, kterd se jako
celek pohybuje po neproménné rovinné soustavé I, viz naptiklad [3]. Objekty
v jednotlivych polohach neproménné rovinné soustavy X jsou navzajem pfimo
shodné. Tedy k tomu, abychom jednozna¢né definovali pohyb neproménné ro-
vinné soustavy, je tfeba znat premisténé polohy dvou rtiznych bodi, tj. néjaké
tsecky roviny X. K jednoznacnému urceni pohybu musime znat kazdou polohu
takové pohybujici se tsecky. K tomu nam postaci znat trajektorie krajnich bodi
této usecky, tj.:

Pohyb roviny ¥ je jednoznacne urceny, zname-li trajektorie dvou ruzngch bodu
roviny 2.
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Lze odvodit také jina urceni pohybu, ale vzdy je mozné prevést tato urceni
na zadani pomoci dvou trajektorii.

2.1 PRIKLADY KINEMATICKY VYTVORENYCH KRIVEK

Na dvou konkrétnich prikladech si ukazme, jak zkoumat kinematicky vytvorené
kiivky. Vybrala jsem dva priklady, které lze ukazat i stfedoskolskym studenttim.

vvvvv

Uloha 1 Necht je pohyb ddn dvéma navzdjem kolmgymi primymi trajektoriems
TAa a T dvou ruznych bodi A a B. Jaké trajektorie opisuji body primky AB
ruzné od bodi A a B?

V GeoGebte budeme simulovat zadany pohyb, sledujme obr. 1a). Zakreslili
jsme dané trajektorie 74 a 75 a vychozi polohu p¥imky AB. V naSem pifipadé
jsme nejdiive zvolili bod A tak, Ze se miZe pohybovat pouze po trajektorii 74
(v GeoGebfe tzv. ¢astecné vazany objekt). Déle jsme uréili pevné délku tsecky
AB. Vime, ze bod B se pohybuje po své trajektorii 75. Tim padem pro danou
polohu bodu A dostavame polohu pfimky AB. V tomto ptipadé takto dostaneme
dvé polohy bodu B (bude patrné také z vypoctu), tj. dvé polohy pohybujici se
soustavy ¥, do obrazku jsme zakreslili polohu jednu. Na pfimku AB jsme déle

B

a)

Obr. 1: Trajektorie tii riznych bodi v eliptickém pohybu (a), Thaletova kruznice
jako dréha vrcholu pravého thlu v kardioidickém pohybu (b), kruznice jako draha
vrcholu obecného thlu v kardioidickém pohybu (c)
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zakreslili body K, L, M tak, Ze jejich vzdalenosti jsou od bodi A a B pevné
(v GeoGebie jsme pro sestrojen{ téchto bodl uzili néstroje kruznice s danym
polomérem). V GeoGebfe mizeme nyni hybat bodem A a sledovat, jaké tra-
jektorie vykresluji body K, L, M. Vzdélenosti bodu A, B, K, L, M jsou pfi
pohybu konstantni. Zapnout muzeme také vykreslovani stop bodt. Na obrazku
1 jsme naznacili postupné vykreslovani trajektorii boda K, L, M. Muzeme se
domnivat, ze trajektoriemi jsou rtizné elipsy. Dokazeme to analyticky.

Zvolme kartézskou soustavu souradnic, trajektorie 74 a 7 necht splyvaji
s osami z, y. Libovolny bod X = [zy| pfimky p = AB opisuje pfi daném pohybu
trajektorii 7x. Vzdéalenost bodit A = [a,0] a B = [0,b] oznacme d a zvolme
ji pevné, d > 0, plati tedy a® + b?> = d°. Soufadnice bodu B tedy lze zapsat
v zavislosti na této délce, tj. B = [0,£+/d? — a?]. Libovolny bod X ptimky p
mizeme vyjadiit jako X = A+ (B — A)t, t € R. Oznac¢ime-li vzdélenost bodu X
od bodu A jako v, plati v = |td| a |t| = 2 Vyjadiime-li @ a b z rovnice pfimky

2

a dosadime-li do a? 4+ b? = d2, po Gpravé dostavame rovnici elipsy pE +
2

(1—1)?

+ # =1.Prot > 0at # 1, tj lezi-li bod X na tise¢ce AB (a je rtzny
od bodi A, B) nebo na polopfimce AB za bodem B (pfikladem jsou body K
a M), dostédvame jako trajektorii bodu X elipsu se stfedem v pocatku soustavy
soufadnic, poloosami o velikostech d — v a v nebo v — d a v na souradnicovych
oséch. Pro t < 0, tj. lezi-li bod X na polopfimce BA za bodem A (ptikladem je
bod L), dostavame jako trajektorii bodu X elipsu se stfedem v poc¢atku soustavy
soufadnic a poloosami o velikostech d 4+ v a v na soufadnicovych osach.

Z nagich ivah rovnéz vyplyvaji znamé konstrukce elipsy tzv. rozdilovd a souc-
tovd prouzkovd konstrukce. Pro danou hlavni nebo vedlejsi osu elipsy (zde minéno
jak poloha, tak délka) a libovolnou polohu bodu elipsy, tj. jednu polohu bodt K,
L, nebo M, podle predchoziho ur¢ime velikost chybéjici osy.

Lze uvazovat zobecnéni této ulohy, kdy jsou pfimky 74 a 75 riznobézné, ale
sviraji jiny nez pravy thel. Nechavam na Ctenari, aby si takovy pohyb zkusil
zadat v GeoGebfe.

Uloha 2 Necht je pohyb ddn dvéma riznymi bodovymi obdlkami (a) a (b) dvou
ruznobéznich primek a a b. Jakou trajektorii opisuje prisecik primek a a b?

Opét budeme pohyb simulovat v GeoGebie. Zvolme na nakresné dva razné
body (a) a (b). Aby $lo se zadanim dobfe manipulovat a simulovat pohyb v ro-
ving, sestrojme kruznici se stfedem v bodé (a) s pevnym libovolnym polomérem.
Na tuto kruznici umistéme pomocny bod P (v GeoGebfe tzv. ¢astetné vizany
objekt) a vedme body P a (a) pfimku a. Nyni lze pomoci bodu P s piimkou a
hybat a diky volbé bodu P na kruznici projit vSemi moznymi polohami pfimky a.
Dale sestrojme libovolny pevny tihel a s vrcholem v bodé P a s jednim ramenem
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na piimce a. Bodem (b) potom vedeme pfimku rovnobéZznou s druhym rame-
nem thlu « a dostdavame tak primku b. Pfimky a a b s prasecikem v bodé C'
nyni sviraji pozadovany tthel o a pfi pohybu bodem P zlstava tento tihel kon-
stantni. Podivejme se tentokrat na synteticky dikaz. Jednodussi pripad, kdy
jsou primky a a b navzdjem kolmé, tj. a = 90°, netifeba dlouze zkoumat. Vr-
chol pravého thlu bod C' opisuje Thaletovu kruznici nad primérem (a)(b), viz
obr. 1b). Pro obecné zadani, kdy pfimky a a b sviraji jiny Ghel nez pravy, dosté-
vame jako trajektorii bodu C rovnéz kruznici, kterd je sloZzena z kruznicovych
oblouki, k nimz pf¥islusi obvodovy thel a a obvodovy thel 180° — a, viz obr. 1c).

Pokud bychom zvolili bod rtzny od bodu C a zkoumali jeho trajektorii,
modelovat, jedna se o tzv. Pascalovy zdvitnice. Tyto a dalsi kiivky si ukazeme
v prezentaci prispévku.

Poznamenejme jesté, ze pohyb v tloze 1 je tzv. elipticky pohyb a pohyb
v uloze 2 je tzv. kardioidicky pohyb. Pohyby jsou navzajem vratné, tj. od jednoho
k druhému lze prejit zaménou roli rovin ¥ a II. Dalsi podrobnosti lze najit napf.
v [3, 4]

3 Vyuka NA MFF UK A STUDENTSKE PRACE

Kinematickou geometrii na MFF UK vyucuji v rdmci povinné pfednasky pro
studenty ucitelstvi matematiky a deskriptivni geometrie. Studium geometrie je
opravdu narocné a ze stfedni skoly neprichazeji studenti vzdy uplné dobie pfi-
praveni. Je proto tfeba rozvijet a podporovat geometrické mysleni, vracet se
k elementarnim geometrickym zikonitostem. V mnohém muze pomoci pravé
GeoGebra. Nesnazim se vSak tvrdit, ze vynechdvam klasicky vyklad geometrie,
viz [2]. V ramci prednések z kinematické geometrie jiz fadu let vyuzivdm Geo-
Gebru a riizné fyzické modely. Také studenti GeoGebru aktivné vyuzivaji. Resi
své semestralni prace a néktefi si téma kinematické geometrie vybiraji také ve
svych absolventskych pracich. Za vsechny jmenujme diplomovou praci studentky
Zderiky Javorské — Kinematickd geometrie v roviné [2], kterou lze vyuzivat jako
studijni a vyukovy materidl a s niz studentka zvitézila v cesko-slovenské soutézi
SVOC v roce 2015. Zajimavé piiklady v praci naleznou studenti ¢i uéitelé jak
stfednich tak vysokych skol.

4 ZAVER A BUDOUCI PRACE

V c¢lanku jsem prezentovala ukizku dvou jednoduchych rovinnych kiivek defi-
novanych z pohledu kinematické geometrie. Pfi vySettovani kiivek jsem uzivala
softwaru GeoGebra. Hypotézy jsem ovérovala formalnim matematickym vypo-
¢tem ¢i synteticky. V prezentaci piispévku ukazu jesté dalsi kiivky a zabyvat se
budu téz obalkami kfivek.

V pristi praci se hodlam vénovat dalsim typim kfivek a pohybti. Zaméfit se
chci také na priklady z praxe.
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Loco VE 3D — SPOJENI STEREOMETRIE
A PROGRAMOVANT

Jiri Vandéura

Abstrakt

V tomto prispévku predstavime bezplatny ndstroj MachineLab Turtleworlds+ (MaLT),
ktery vznikl na University of Athens. Ndstroj vhodné spojuje programovani a stereome-
tris. Jednd se o trojrozmérnou obdobu jazyka LOGO, kterd umoznuje pomoci prikazi
navigovat prostorem avatara, jenZ za sebou zanechdvd stopu. V prispevku predstavime
zakladni funkce tohoto ndstroje a ukdzeme jednoduché i slozitéjsi priklady, které mohou
Zdci Tesit. Autor tohoto prispévku se nepodilel na vyvoji ndstroje MaLT.

1 NASTROJ MALT

Néstroj MachineLab Turtleworlds + (dale jen MaLT) je bezplatny néstroj do-
stupny online [3]. Po naéteni stranky (viz obr. 1) se zobrazi kreslici plocha
(vlevo), pole pro zapis kédu, pole pro chybové hlasky a pole pro dynamickou
manipulaci s proménnymi. V horni ¢asti obrazovky je dale lista se zakladnim
menu, kde najdeme odkaz na seznam prikazt [2], odkaz na podrobny navod [1]
a déle nékolik vzorovych ptikladt. Na listé jsou dale tlac¢itka pro spusténi kodu,
pro restart programu a tlacitko zpét pro vraceni posledni instrukce. Dale na listé
najdeme moznost ulozeni nebo nahrani programu.

Na zacatku je pohled nastaven presné ve sméru osy z, proto vypada dvou-
rozmérné. Jakmile vSak tazenim mysi pohled pootocime, rychle se v situaci zo-
rientujeme. Zacneme vysvétlenim zakladnich prikazt, které uvadi tab. 1. Piikaz
forward nebo zkracené fd nasledovany Cislem posune avatara kupiedu o uvedeny
pocet kroki. Pokud chceme prikazy provést, musime je oznacit a stisknout tla-
¢itko pro spusténi. V situaci zachycené na obr. 1 se avatar nejprve otoci doprava
0 90°, poté se posune kuptedu o 70 kroki, dale se otoc¢i vzhiru o 150° a doleva
0 54,74° a nakonec se avatar posune kupfedu o 70 krokt. Dalsi ptikazy se jiz
nevykonaji, nebof nejsou oznacéené. Déle je dobré mit na paméti, Ze prostredi
pracuje s anglickym zapisem a tedy s desetinnou teckou, nikoliv ¢arkou.
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Menu, kde najdeme seznam
ptikazli i podrobny manual.

back 70
right 54.74
down 3Q

et Kod, ktery chceteme
REAE provést, je tieba oznadit.

Tlagitka pro spusténi
koédu a restart rogramu

2

Nastroje pro navigaci
pohledu

Obr. 1: Screenshot uzivatelského rozhrani MaLT+

Tab. 1: Seznam zakladnich ptikazi pro MaLT

Prikaz, zkratka Vyznam Priklad pouziti

forward, fd Posunout vpred fd -20 posune avatara vzad o 20 krokl
back, bk Posunout vzad bk 3.5 posune avatara dozadu o 3,5 kroku
right, rt Otocit doprava rt 90 otoci avatara doprava o 90°

left, 1t Otocit doleva 1t -90 otoci avatara doprava o 90°

up Otocit vzhiru up 60 otoéi avatara vzhdru o 60°

down, dn Otogit doll dn 12.5 otoéiavatara doprava o 12,5°

roll right, rr Rotovat kolem své osy doprava rr 30 otociavatara o 30° doprava kolem osy

roll left, rl Rotovat kolem své osy doleva rl 720 nezméni smér avatara

repeat x [] Opakovat pfikazy v zavorce x-krat repeat 4 [fd 50 rt 90] Nakresli Gtverec
penup, pu Ukoncit kresleni stopy pu f£d 100 nenakreslinic

pendown, pd Spustit kresleni sotpy repeat 10 [pd £d 10 pu £d 7]

nakresli arkovanou ¢aru

2 ZAKLADNI ULOHY

Podle nasich zkusSenosti se zaci v tomto prostredi rychle zorientuji a mohou zacit
fesit tlohy na vykreslovani riznych utvart. Nejjednodussim ttvarem je krychle.
Dalsim jednodussim télesem je pravidelny ¢tyrboky jehlan. Zde je tfeba spravné
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zvolit thel, ktery svird bo¢ni hrana s podstavou jehlanu, a délku této hrany.
Vétsina zakt bude pravdépodobné chtit pii hledani spravnych mér postupovat
zkusmo. Uloha ale poskytuje dobrou motivaci pro presny vypocet, ktery by zaci
SS méli zvladnout. Na jehlanu si zaci mohou také vyzkouset piikaz repeat.

Jakmile zaci umi nakreslit pravidelny ¢tyrboky jehlan, mohou zkonstruovat
pravidelny osmistén. Zaci k sestrojeni nejcastéji p¥istupuji pomoci kresleni dvou
jehlant, zde si musi uvédomit, Ze boéni hrany sviraji s podstavou tihel 45°. Déle
mohou sestrojit pravidelny ¢tyfstén, ktery jiz nabizi slozitéjsi vypocty velikosti
thla. Dalsim zajimavym télesem je valbova stfecha nebo krychle s télesovymi
thloptickami. P#i kresleni télesovych tthlopficek krychle zaci ¢asto chybné na-
stavi odchylku thlopficky a roviny podstavy na 45° a minou protilehly vrchol
krychle. Toto je dalsi dobra prilezitost k pfesnému vypoctu danych mér. Nékteré
zakladni kédy a jejich vysledky ukazuje obr. 2.

1. KRYCHLE 2. CTYRSTEN 3. OSMISTEN 4. SROUBOVICE
forward 50 right 90 right 180 left 78

right 90 forward 70 up 90

forward 50 up 150 repeat 100 [
right 90 left 54.74 repeat 2 [ forward 3
forward 50 forward 70 repeat 4 [ roll_left 2
right 90 back 70 left 45 up 10
forward 50 right 54.74 up 45 ]

up 90 down 30 forward 100

forward 50 forward 70 back 100

up 90 up 150 down 45 3

forward 50 left 54.74 right 45

up 90 forward 70 forward 100

forward 50 back 70 left 90

back 50 right 54.74 1

right 90 down 30 roll right 180

forward 50 forward 70 right 90

left 90 up 150 1 4>

forward 50 left 54.74

back 50 forward 70

up 90 back 70

forward 50 right 54.74 2 4 N
down 90 4
forward 50 1 ’

back 50 y

left 90

forward 50

Obr. 2: K¥ivky a jejich kédy v programu MaLT
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3 RozSIRUJICI TEMATA

Prostfedi MalLT samoziejmé nabizi mnohem vice mozZnosti, zde uvedeme t¥i
oblasti.

3.1 PROGRAMOVANI{
Stejné jako ostatni programovaci jazyky miZzeme i pomoci prostiedi MaLT vy-

tvaret slozitéjsi struktury. Program umoznuje vétveni pomoci podminek, praci
s proménnymi i definici vlastnich funkci. Funkce navic umoznuji dynamickou
manipulaci se vstupnimi parametry. Pokud si naptiklad zavedeme funkci pro
kresleni jehlanu s parametrem pro odchylku bo¢ni hrany a podstavy, mtzeme
pak posuvnikem nastavovat tento parametr. Podrobnosti k témto mozZnostem
najdeme v manuélu [1], ktery je dostupny z hlavniho menu. Déle je mozné na-
stavovat barvu a tloustku zanechdvané stopy, barvu pozadi a mnoho dalSich

parametru.

3.2 STEREOMETRIE

Pokud pracujeme s nadanymi zaky ZS nebo SS, vysokoskoldky nebo mame dosta-
tek casu, miizeme se pustit i do slozitéjsich konstrukci. Nabizi se vepisovani pra-
videlnych, dudlnich mnohosténti, tedy kresleni osmisténu vepsaného do krychle
nebo kresleni jednoho ¢tyfsténu vepsaného do druhého ¢tyfsténu [4]. Samostat-
nym problémem muze byt konstrukce pravidelného dvanactisténu nebo dvace-
tisténu. Zajimavou tlohou mize byt také kresleni téles, které vzniknou z krychle
zkosenim ¢i zaoblenim roht.

Dalsi samostatnou kapitolou je kresleni sroubovice. Na zacatek mtizeme za-
kum zadat zkonstruovani ,schodisté*, viz obr. 3. Toto ,schodisté* kopiruje po-
vrch pomyslného, ¢tyibokého hranolu. Na obr. 3 vidime dva rtézné kddy, které

SCHODY 1 SCHODY 2

down 80 right 80

repeat 15 [ roll left 10
down 10 repeat 15 [
right 90 forward 60
up 10 roll right 20
forward 60 up 88.33

1 1

Obr. 3: Dva zpusoby nakresleni ,schodisté“
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kresli stejné ,schodisté“. Prvni program sice provede vice piikazu, ale je jedno-
dussi pro predstavu. Avatar doslova stoupa po pomyslném ,schodisti tak, ze
v rohu se vzdy narovné, otoéi o 90°, nakloni se vzhiiru a opét stoupé. Naopak
prolétava bokem, stejné jako pfi kresleni Sroubovice na obr. 2. Jakmile pocho-
pime druhy kéd pro konstrukci ,schodisté“, zbyva nam ke sroubovici jiz jen
kricek. Staci zkratit jednotlivé tiseky a zatacet pozvolnéji. Za zminku také stoji
fakt, Ze parametry u piikazi up a roll odpovidaji po fadé kiivosti a torzi kiivky.

3.3 TEORIE GRAFU

Ttetim a poslednim rozsitujicim tématem, které zde nabidneme, je problém op-
timalniho nakresleni daného utvaru. Tedy tloha zkonstruovat naptiklad krychli
tak, aby avatar urazil co nejkratsi drahu. Z teorie graf vime, ze graf lze nakreslit
jednim tahem, pravé kdyz m4 nejvyse dva vrcholy lichého stupné [5]. Krychle
ma osm vrcholll a vSechny jsou lichého stupné t¥i, viz obr. 4 vlevo. Musime tedy
po nékterych hranach projit vicekrat. Otazkou je, nejméné kolik hran musime
projit opakované, aby Sel vysledny graf nakreslit jednim tahem? Odpovéd je, Ze
staci tfi hrany projit dvakrat, viz obr. 4 uprostied. Tim se stupen Sesti vrchold
zvysi na Ctyfi a zbyvaji pouze dva vrcholy lichého stupné — start a cil. Podle
schématu na obr. 4 vpravo mtizeme krychli sestrojit pomoci 15 pohybii avatara,
coz je minimum. Existuje vice riiznych feseni.

Start

Obr. 4: Kresleni krychle minimalnim poc¢tem pohybi avatara

4 ZAVER

Prostfedi MaLT atraktivnim zptsobem propojuje programovani, prostorovou
predstavivost a stereometrii. Zajimavé ulohy zde najdou zaci vyssich ro¢nika za-
kladni skoly, stfedoskolaci, ale i studenti vysokych skol. Prostiedi nabizi mnoho

prilezitosti k experimentovani a motivuje zaky a studenty k feseni stereometric-
kych dloh.
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MATEMATICKOU CESTOU K TECHNICE — SROUBOVICE

Marek Vejsada

Abstrakt

Tento prispévek vznikl v souvislosti s projektem MatemaTech — matematickou cestou
k technice. Téma Sroubovice neni obsahem Skolniho vzdéldvaciho programu. Nicméné
muze byt zajimavé v konfrontaci s nékterymi zdleZitostmi pozorovanymi kolem nds.
Tento clanek, a s nim spojend rozsitujici prezentace na konferenci, si klade za kol
zmapovat zdkladni pripady vyskytu sroubovice v praxi, jejtho popisu, urceni délky jed-
noho jejiho zdvitu a uZiti tohoto vypoctu pri Tesent jednoduché ulohy z technické oblasti.

1 SROUBOVICE

Sroubovice je prostorova kiivka. Miizeme si ji predstavit napiiklad tak, Ze roz-
toCime rovnomeérné véilec a tuzkou nakreslime na jeho povrchu rovnomérnym
pohybem tusecku rovnobéznou s osou valce. Trajektorie hrotu tuzky je pravé
Sroubovice.

Trochu odbornéji: Sroubovy pohyb vznika sloZenim rovnomérného otacivého
pohybu kolem pevné piimky (osy) a rovnomérného posuvného pohybu ve sméru
této piimky. Sroubovice je pak draha bodu pfi sroubovém pohybu — obr. 1. Cést
Sroubovice odpovidajici jednomu obéhu (tj. otoceni o 27 rad) se nazyva zdvit,
vzdélenost koncovych bodt zavitu se nazyva vyska zdvitu. [1]

Parametry sroubovice jsou polomér kruznice, vyska zavitu a skutecénost, zda
jde o levotocivou nebo pravotocivou Sroubovici.

\l||\‘||\|!|\'||Hllmu ‘
m il

ml\lH

4 HH Il e

il

i

Obr. 1: Vymodelovani ¢asti Sroubovice v programu GeoGebra [2]
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2 VLASTNOSTI SROUBOVICE
Jak bylo popsano v predchozi kapitole, pudorysny praumét sroubovice je kruznice,
jejiz parametrické rovnice jsou

r = rcost,

y = rsint.

Pokud parametr ¢ pfredstavuje tthel v radianech, a méni od nuly do 27, opise bod
se soufadnicemi vySe kruznici s polomérem r. Pokud prfidame tfeti souradnici

z = bt,

Obr. 2: Tlustrace k odvozeni délky Sroubovice, 1. ¢ast, vytvofeno v programu
GeoGebra [2]

Bod H,, se pohybuje po ptidorysné kruznici, viz obr. 2. Pro hodnotu para-
metru ¢, se bod H',, dostane do takové vzdélenosti od osy z, kterd odpovida
délce kruznicového oblouku, ktery je v pudorysu vyznacen ¢ernou ¢arkovanou
carou. Pfitom se Bod H,, ,zvedne® z ptudorysné roviny do vysky bt,. Délka
Sroubovice, odpovidajici parametru t,, je vyznacena tmavou fialovou tseckou

H.H',,.
Z predchozi tvahy a obr. 3 vyplyva:
|HeyH.| = bt =2mb
|HyyH oyl = 27

Délka jednoho zavitu sroubovice je mozno vyjadrit vztahem:

|H H' | =27/ 0% + 12

Posledni vyraz udava délku jednoho zavitu Sroubovice.
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Obr. 3: Tlustrace k odvozeni délky jednoho zavitu sroubovice, 2. ¢ast, vytvoreno
v programu GeoGebra [2]

3  SROUBOVICE KOLEM NAS

Rozhlédneme-li se kolem sebe, a vime-li, co mame hledat, mizeme spatfit Srou-
bovici napf. v zdvitu metrického Sroubu (obr. 4), u znaeni nepfemistitelnych
prekazek (obr. 5), popf. u tocitého schodisté (obr. 6). Dalsi piiklad bude po-
drobnéji rozebran v kapitole 4.

Obr. 4: Sroubovicovy zévit metrického sroubu M6 x 80, [3]

4  VYUZITI V PRAXI

V pripadé, ze vodovodni potrubi neni v dostateéné hloubce, hrozi nebezpeci pro-
mrznuti. Jedna z moznosti, jak tomu zabranit, je instalace odporového vodice,
ktery se kolem potrubi nebo hadice namota ve tvaru Sroubovice. V piipadé, ze
teplota v blizkosti potrubi klesne pod urcitou mez, sepne se obvod a vodi¢em za-
¢ne prochézet elektricky proud, ktery okoli potrubi vyhfeje. Uvazujme pfivodni
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Obr. 5: Oznaceni nepfemistitelné pfe-  Obr. 6: Tocité schodisté a tobogan —
kazky na vlakové zastavce Chlumec Stezka korunami stromt na Lipné, [3]
u Ceskych Budé&jovic, [3]

hadici pro vodu, jejiz vnéjsi prameér je 32 mm (tzv. pétictvrtni, v palcich). Vy-

pocitejte délku odporového vodice namotaného na zminénou hadici, ma-li délku

10 m a je-li zndmo, zZe jedna otocka pfipadne na 10 cm délky hadice. Zvazte, zda

je mozné navijet vodi¢ tésné na hadici, vite-li, ze navijime p¥i teploté 20 °C.
Dalsi podobné tlohy a vice informaci nalezneme v materidlu [4].
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KONCEPTESTY VE VYUCE MATEMATIKY

Tomas Zadrazil

Abstrakt

Prispévek si klade za cil predstavit mozZnost vyuZiti otdzek zamérenych na porozumeént
konceptim probirané latky, takzvangch KoncepTestu, ve vyuce matematiky. Text ddle
obsahuje konkrétni priklady KoncepTestu, které byly realizovdny v prazri na nizZsim
stupni viceletého gymndzia, a ukazuje néekolik zpusobu tvorby téchto otazek.

1 VYZNAM KONCEPTUALNIHO POROZUMENT

V pedagogické praxi se muzeme setkat se situaci, kdy se zak pri feSeni zadané
tlohy neopira o porozuméni piislusngch koncepti'. V tom lepsim piipadé si do-
ty¢ny vybavi vhodnou poucku nebo cestu k feseni typové podobného prikladu
a ulohu prosté ,néjak® vyfesi. V horsim pfipadé zistane zaktv papir prazdny
nebo naopak pretéka, z matematického hlediska, nesmyslnymi sdélenimi. Osobné
jsem se opakované setkal se skupinou, v niz si takika kazdy zak pamatoval, Ze
soucet vnitinich thli ¢tyfuhelniku je 360°, ale nikdo z p¥itomnych jiz nebyl scho-
pen vysvétlit, pro¢ tomu tak je. Sama se nabizi otazka, zdali by ,uspokojiva*
vétSina zakl, pamatujicich si zminéné pravidlo pro ¢tyituhelnik, byla schopna
urcit, jaky je soucet vnitinich thld v pétithelniku. Rovnéz jsem mél moznost
zkouset zéka, toho ¢asu jednickare, ktery natolik véril domnéle zapamatovanému
vzorci pro vypocet velikosti excentricity elipsy, ze na zakladé své odpovédi e =
= v/ a2 + b? umistil obé& ohniska vné zkoumané kiivky. V tomto duchu bych mohl
uvadét dalsi a dalsi pripady zakovskych nezdarti pramenicich z neporozuméni
prislusnym konceptiim. VySe uvedené priklady vsak pro vlastni praxi povazuji
za vice nez postacujici motivaci ke kladeni vétsiho dirazu na systematické roz-
vijeni konceptualniho porozumeéni zdki. Ve své vyuce jsem proto zacal vyuzivat
metodu Peer Instruction a po bok typicky u¢ebnicovym tloham zarazovat ilohy
fesitelné ryze na zakladé konceptualniho porozuméni, a sice KoncepTesty?. Po-
moci KoncepTesti mizeme pfinejmensim vcas detekovat koncept, kterému zaci
neporozumdli, a uzpusobit tomu nasi dalsi vyuku, at uZ za zmény dosavadni
strategie, ¢i nikoli.

! Matematickymi koncepty budeme v tomto pfispévku rozumét zakladni pojmy, principy
a hluboké myslenky matematiky.

2Termin KoncepTest pochazi z anglické zkratky pro konceptudlni testovou otézku —
ConcepTest.
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2 METODA PEER INSTRUCTION

Peer Instruction je metoda aktivniho uceni vyvinuta profesorem Erikem Mazu-
rem na pocatku devadesatych let dvacatého stoleti, pivodné pro ucely vysoko-
skolské fyziky [2]. Vzhledem ke své rostouci popularité se vSak pomérné zdhy
rozsitila z fyziky do ostatnich disciplin na vSechny stupné vzdglavéani [4]. Ty-
pické lekce vyucovana podle Peer Instruction probiha v nékolika blocich, pficemz
struktura jednoho takového bloku je znazornéna na obr. 1.

| Kratka prezentace |

¥

| Zadani KoncepTestu |
Individualni odpovidani |
studentd |

'

| Analyza odpovédi :

35 — 70 % spravné < 35 % spravné

| Skupinova diskuze |<«——  Napoveda

| > 70 % spravné |

Strucné vysvétleni

| Struéné vysvétleni | [ Studenti reviduji |
y

| l své odpovédi

Obr. 1: Pribéh jednoho bloku podle Peer Instruction

Kazdy blok je zahdjen kratkou prezentaci nového pojmu nebo principu. Poté
nésleduje zadani KoncepTestu. Zaktim je nejprve poskytnut kratky ¢as na pie-
mysleni. Po uplynuti stanoveného casu zaci uciteli ukazi své odpovédi pomoci
hlasovacich karet, chytrych telefonti (viz obr. 2 a 3) nebo jinych hlasovacich za-
Fizeni. Na zdkladé rozlozeni odpovédi ucitel zéktm napovi (< 35 % spravnych
odpovédi), rovnou vysvétli feseni dlohy (< 35 %, piipadné > 70 %, spravnych
odpovédi) nebo prejde ke skupinové diskuzi (35 % az 70 % sprévnych odpo-
védi). Béhem skupinové diskuze zéci diskutuji své odpovédi v t¥{ az étyiclennych
skupinkach, pficemz jsou ucitelem vybizeni ke zduvodnovani svych stanovisek.
Timto zptsobem se Zaci uéi od sebe navzajem. Ukazuje se, Ze zaci, ktefi pravé
pronikli do diskutovaného konceptu, a zivé si tedy pamatuji kriicek, ktery pro
to museli ucinit, dokazi snze a efektivnéji pomoci svym spoluzaktm nez ucitel,
ktery si jiz ddvno nepamatuje, jaké to bylo danému problému nerozumét [2, 4].
Skupinovou diskuzi zavrsuje opakované hlasovani. Prakticky vzdy timto zpu-
sobem dojde k signifikantnimu procentualnimu navysSeni ve prospéch spravné
odpovédi [2, 4].
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TCTMAT v 587 Tomas v

QuIZZES ROOMS REPORTS RESULTS

ABCDEF (2)

‘:] Zvolte prévé jednu z moZnosti A, B, C, D, E, F.

23/23 students answered

I - 4%
- B 13%
BE 0%
B 4%
B E 13%
T E 65%

Obr. 2: Vyuziti systému Socrative pro hlasovani — co vidi ucitel

TCTMAT

Zvolte pravé jednu z moznostfA, B, C, D, E, F.

A

) zoom

Pred vice nez 4 000 lety vytycovali takzvanf
harpedonapté pravé Uhly pro zakladanf
egyptskych chrdm. Rozhodnéte, u kterého z
napinacl na obrazku se nachazf pravy dhel.

@ Umuze |
E

° Umuze Il
@ U muze lll

_Jolelolele

© sy
nevznikne).
(a) varianta bez zadani (b) varianta se zadanim (jind tloha nez

v (a))

Obr. 3: Vyuziti systému Socrative pro hlasovani — co vidi zdk



160 Tomaéas Zadrazil

3 KONCEPTESTY

3.1 DEFINICE KONCEPTESTU

KoncepTest, tak jak jej charakterizoval Erik Mazur [2], je otdzka, ktera:
(1) je zaméfena na porozuméni jedinému konceptu ¢ principu,

(2) neni zaloZena na paméti ale na porozuméni,

(3) disponuje nabidkou adekvatniho mnozstvi odpovédi,

(4

(

5

je polozena jednoznacné,

)
)
)
) neni pfili§ obtiZzné ani pfili§ jednoducha.

Problémem je bod (1), nebot je ve skolské matematice obtizné vytvorit Kon-
cepTest zaméfeny na poruzoméni jedinému konceptu. Znesnadnujicim ¢initelem
je paradoxné zejména logickd vystavba matematiky, kde jsou spolu jednotlivé
koncepty pomérné té€sné provazany a mmnohdy jich proto do hry vstupuje vice
naraz. Rozumnym kompromisem v tomto ohledu muze byt pfiblizeni Davida
Talla, kdy uvazujeme formalni a osobni definici matematického konceptu na
strané jedné a jeho obraz na strané druhé [3]. Resime-li nap¥iklad tlohu tykajici
se pravothlého trojihelniku, mize se nam v daném kontextu vybavit cela fada
dtlezitych principt, vét, typové podobnych tloh nebo souvisejicich konceptt.
Jinymi slovy, v dany okamzik evokujeme konkrétni ¢ast obrazu konceptu pra-
vouhlého trojuhelniku, ktera je specificka pro nastalou situaci. Nami evokovany
obraz vSak mtze byt chatrny a obsahovat fadu slepych ulicek, nespravnych avah
nebo dokonce miskoncepci. Hledanym vychodiskem pro bod (1) tak miize byt
jak tvorba KoncepTestti zamérenych ryze na porozumeéni zvolenému konceptu,
tak i KoncepTestt cilenych na rozvoj, potazmo opravu, pfidruzeného obrazu.

3.2 KONKRETNI PRIKLADY REALIZOVANYCH KONCEPTESTU
ULOHA O POLKRUHU

Rozhodnéte, kolik z nasledujicich tvrzeni plati pro vysrafovanou ¢ast kruhu K
na obrazku (na obrazku byl vysrafovdn ptlkruh):

e vysrafovana je vysec¢ kruhu K, e vysrafovan je pulkruh.

e vysrafovana je use¢ kruhu K,

(A) pravdivé neni 7z4dné tvrzeni, (C) pravdiva jsou dvé tvrzeni,
(B) pravdivé je jedno tvrzeni, (D) pravdivé jsou vSechna tvrzeni.

Tento KoncepTest ovéruje spravné porozuméni formalni definici pojmu kru-
hovéa vyse¢ a kruhova use¢. Zménu rozlozeni zakovskych odpovédi po skupinové
diskuzi miZeme pozorovat na obr. 5a. Zaci volici §patnou odpovéd ¢asto dispo-
novali pouze grafickou predstavou ¢asti kruhu, tj. nevladli jejich exaktni definici.
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(Napiiklad s kruhovou vyseci je typicky spojenéd predstava jedné osminy pizzy,
nikoli v8ak k ni doplitkové ¢asti.) Béhem skupinové diskuze byl odposlechnut
mimo jiné i tento vyrok: ,Vyse¢ ohranic¢uji dva poloméry a oblouk. No a pru-
mér jsou dva polomeéry, takze je to i vysec.“. V zavéru diskuze bylo ziejmé, ze
vétsina zakt dokaze svou predstavu kruhové vysece i tiseCe propojit s prislus-
nymi formalnimi definicemi a tyto tvary spravné charakterizovat. Tento zaveér
byl rovnéz v souladu s vysledky testu zadaného s pfiblizné tydennim odstupem.
Soudasti testu byla napfiklad tloha, v niz méli zaci charakterizovat tmaveé zvy-
raznéné ¢asti kruhu (A)—(F) na obr. 4. Pouze dva z 30 zakt tuto ulohu nevytesili
zcela spravneé.

A) (B) (©)

(&)

Obr. 4: Testova uloha ovéfujici porozuméni formalni definici ¢asti kruhu

ULOHA O OBVODU KRUHOVE VYSECE

Obvod vyseée kruhu K (.S, 300 mm) pfislusejici stfedovému thlu o velikosti 60°
¢ini (pro ucely této tlohy uvazujte m = 3,14):

(A) 314 mm, (C) 914 mm, (E) 1884 mm,
(B) 614mm, (D) 1214 mm, (F) jina hodnota.

Tento KoncepTestu s odstupem ¢asu nasledoval predchozi otazku o pilkruhu.
Byl inspirovan provérkou, jez obsahovala prakticky totoznou pocetni tlohu, po-
zadujici po zacich uréeni obvodu kruhové vysece. Vysledky provérky vsak pouka-
zaly, ze ackoli vétsina zakt dokaze spravné popsat kruhovou vysec, s vypoctem
jejiho obvodu ma potize vice nez polovina tfidy. V mnohych ptfipadech zéci pouze
pouzili nauceny vzorec pro délku oblouku pfislusného danému stfedovému thlu,
pri¢emz opomnéli zohlednit nutnost vyse¢ zcela ohranicit. U nekorektné uvazu-
jicich zakt doslo v daném okamziku k evokovani nespravného obrazu konceptu
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obvodu rovinného utvaru. Pro napravu tohoto stavu bylo zadouci, aby méli zaci
moznost problém diskutovat mezi sebou a z toho divodu vznikl i tento Kon-
cepTest. Zménu rozlozeni odpovédi po skupinové diskuzi mizeme pozorovat na
obr. 5b.

Obvod kruhové vysece Uloha o ptilkruhu

dobfe-Spatné dobfe-spatné dobie - dobfe
$patné-Spatné __4

spatne- spatne

dobre - dobre

Spatné - dobre

Spatné - dobre

(a) (b)

Obr. 5: Diagramy znazornuji zménu rozlozeni zakovskych odpovédi po druhém
hlasovani (napfiklad pod polozkou $patné—dobfe nalezneme zaky, ktefi v ramci
individuélniho hlasovani odpovédéli Spatné, a po skupinové diskuzi svou odpoveéd
opravili na spravnou variantu)

3.3 JAK VYTVARET KONCEPTESTY
Pro potieby vlastni vjuky lze KoncepTesty pripravovat nékolika zpusoby:
(1) miZzeme vyuzit pfimo sesity zdkt a hledat obvyklé chyby ¢i miskoncepce,
(2) muzeme zadat KoncepTest formou oteviené otazky,
(3) mtizeme vhodné upravit u¢ebnicovou tlohu,
(4) muzeme prevzit tlohu ze ,sbirky“ KoncepTesti.

Ukézkovym piikladem bodu (1) je tloha o obvodu kruhové vysece z pfedchozi
Césti piispévku. Moznost (2) skyta nejéastéji doporucovany zptisob, jak genero-
vat odpovédi pro ndmi designovany KoncepTest. Sta¢i pouze vhodné polozit
problémovou otdzku a mezi nabizenymi odpovédmi zéki si jen vybrat projevy
nejbéznéjsich miskoncepci. Variantu (3) obvykle predstavuji lohy oznacované
jako ,pro premyslivé“. Zptsob (4) pravdépodobné ptisobi nejschiidnéji. Avsak
aktudlné existuje jediny Cesky psany materidl [1], ktery by bylo s nadsazkou
mozno povazovat za sbirku KoncepTesti. Co se zahrani¢nich zdroju tyce, s ne-
malym usilim lze dohledat ¢lanky obsahujici ukazkové KoncepTesty. Faktem vsak
zustava, ze matematika v tomto ohledu za fyzikou znacné zaostava. Ostatné,
budeme-li chtit prejit k metodé Peer Instruction, s trochou cviku a notnou dév-
kou odhodlani si mtizeme své KoncepTesty pripravovat sami a na miru konkrétni
skupiné zaki.
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4 ZAVER

V avodu pfispévku byly naznaceny mozné problémy zaka pramenici z nedosta-
tecného konceptualniho porozumeéni zakladnim matematickym pojmum, vzta-
him a myslenkam. Byla vyzdvizena nutnost systematicky budovat hluboké po-

rozumeéni zakt v rdmci vyuky matematiky. Jako schtidna cesta byla predstavena
metoda aktivniho uceni Peer Instruction a jeji esencidlni soucast, KoncepTesty.
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GEOMETRICKE POJETI TEORIE FOREM
V PREDNASCE HERMANNA MINKOWSKEHO

Jan Zeman

Abstrakt

V tomto clanku predstavime jeden konkrétni problém z predndsky Hermanna Min-
kowského (1864—-1909) z roku 1884, a to geometrickou interpretaci minima kvadratické
formy, vytvorené na zdkladé soustavy forem lindrnich. PouZité postupy se pokusime
konkretizovat a predstavit je tak, aby byly pristupné i pro soucasné studenty.

1 Uvop

V tomto ¢lanku se zaméfime na predndsku Hermanna Minkowského (1864-1909)
Uber positive quadratische Formen (viz [1], original [2]) z dob jeho studii v Ko-
nigsbergu z roku 1884 a explikaci jeho postupt se pokusime teorii forem, stan-
dardné probirané v ramci linearni algebry, dodat nézornosti. Pro metodu geo-
metrické interpretace kvadratickych forem, kterou zde Minkowski svym kolegiim
predstavoval jakoZto jasnou, se pokusime nabidnout vyklad, zaméreny na sou-
Casné studenty, ktefi s problematikou seznameni nejsou. Budeme vSak predpo-
kladat zakladni znalost teorie matic.

2 TEMmA
Méjme realnou kvadratickou formu o dvou proménnych. Obecné ji zapisujeme
2 2 C11  C12 T
= c112° + 2c122y + ¢ = (z,y) - - (x, , 1
f=end® 4 2oyt en? = @) ((£2 02 ) @ )

kde (c;j) je realna symetrickd matice, jejiz determinant pak znac¢ime D. My
se vSak budeme zabyvat tvarem

f=&+n, (2)
kde £ a 7 jsou linearni formy s redlnymi koeficienty a;; o dvou proménnych z,y
§ =anz+ay, (3)

1 = a21T + ay.

V nésledujicim budeme probirat minimalni hodnotu formy f pii celo¢iselnych
proménnych x, y, které vsak nejsou obé nula. Zkracené hovotfime o minimu a zna-
¢ime M.
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3 PRVNI MOZNOST VYKLADU

Minkowski uvedl v zédznamu zminéné prednasky (viz [1, s. 356]) vztah

M< @ (4)

objeveny ptivodné C.F. Gaussem v ([3, s. 133135, art. 171]), a o néco nize
na téze strané geometrické vyjadieni tohoto vztahu, taktéz vsak ponechané
bez dikazu:

Véta 1 V rovnobéznikovém systému bodu v rovine, vytvoreném podle zdkladniho
rovnobézniku o obsahu VD, ezistuje pro kazdy bod P alespori jeden dalsi bod Py,

4
jehoZ vzddlenost od P je nejvyse \/1/ §D.1

Vedle tohoto textu pak zakreslil obrazec (Obr. 1).

Obr. 1: Minkowského kresba (pfevzata z [2])

Pochopeni uvedeného se tézko dobirdme i pfi nezistném piijeti (4). Co je
to rovnobéznikovy systém bodu? Co je zakladni rovnobéznik a proc je jeho ob-
sah V' D? Pro¢ je nejmensi vzdalenost mezi dvéma body omezena pravé uvede-
nym vyrazem? Ten se sice na pohled podoba vyrazu z (4), souvislost vSak zcela
zietelna neni a stejné tak ani souvislost s uvedenou kresbou na obr. 1. Minkowski
se pokousi vSe vylozit najednou, jisté proto, ze u svych kolegii alespon zakladni
znalost problému predpokladal.

L(Viz [1, s. 356]): “In einem parallelogrammatischen System von Punkten in einer Ebene,

welches sich nach einem Grundparallelogramm von dem Inhalt v D abtheilen lidsst, gibt
es zu jedem Punkte P mindestens einen anderen Py, dessen Entfernungen von P nicht grosser

[ [4. .
als =D ist.”
3
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4 DRUHA MOZNOST VYKLADU

Pokusime se proto nyni predlozit zietelnéjsi postup vykladu, kde Minkowského
vétu 1 uvedeme az na konci. Vyjdeme nejdiive z nékteré z téchto dvojic linearnich
forem:

N S RSN (O BRSO

n=y n=y n=y
Nasledné budeme do prislusné dvojice dosazovat celociselna x,y a uvazovat
o geometrické interpretaci vysledku. Pfedesleme, ze takto budeme konstruovat
mfizku a Ze jsme uvedené dvojice vybrali zdmérné tak, abychom se od nich nako-
nec dostali k jednomu z rovnobézniki, zakreslenych na kresbé (obr. 1). Pro odvo-
zeni dalsich pravd o mfiZce pak naopak vyjdeme z dobfe znamych geometrickych
vét a vypomuzeme si jejim jiz predstavenym algebraickym podkladem.

4.1 KONSTRUKCE MRIZKY
1. V eukleidovské roviné zvolime pocatek a zavedeme ortonormalni souradni-
covy systém. Osy oznacime &, n a na nich vyznacime jednotkové vektory eg
a €, (viz obr. 2). Dosazujeme-li nasledné ve vybrané dvojici forem za z,y,
interpretujeme vysledné hodnoty forem &,7n jako soufadnice v pravé za-
vedeném systému. V§imnéme si, Zze pocatek O[0,0] dostaneme u linedrné
nezavislych forem pouze pro z =0, y = 0.

2. Dosadime-li nejprve x = 1,y = 0 a poté x = 0,y = 1 dostaneme sou-
fadnice jinych bazovych vektort €; a €, které urcuji novy souradnicovy
systém x, y.

<Y U 0= ey
ﬂ o R o L €y
€y €n Ene=aty n
Ole=c,c=x Olég=é == ) lé=é =2
So e
S~o ///

- T ~ T 3 T
el’:(lao) 693:(170) 693:(1;0)
- T - T - 7
ey:(*zvl) ey:(ovl) € :(Ll)

Obr. 2: Geometrické pojeti forem

Casté&ji bychom vSak dnes na nase dvojice forem nahliZeli jako na linearni
zobrazeni a vektory ez, €, ziskdvali z jednotkovych vektori €z, €;, pomoci
matice zobrazeni (a;;):

» = a a
G o= (gm0 00— a9

- - ail  ai2
€y = ay) €;= < e 4] ) (0,1)7 = (a12,a22)"
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Nalezenim soufadnic ¢tvrtého vrcholu po dosazeni x = 1,y = 1 doplnime
vektory €, a €, na rovnobéznik (viz téz obr. 2).

3. Po dosazovani dalsich celociselnych hodnot za proménné x,y dostavame
v soufadném systému &, soufadnice pfipustnych bodt P[,n]. Pokud
vyplnime celou rovinu kladenim ,,zédkladniho rovnobézniku“, vytvoreného
v predchozim kroku, vedle sebe, dostaneme uvedené body také ve vsech vr-
cholech takto zkopirovanych rovnobéznikt. Tato mnozina bodt bude tedy
yrovnobéznikovym systémem bodd“ z véty 1, priCemZ tento pojem od-
povidd dnes béznému pojmu ,mfizka“. V nasich tfech piikladech tedy
dostavame pokazdé jednu a tutéz mrizku a méni se jen propojeni miizko-
vych bodl (viz obr. 3). Tato nase m¥izka a zdkladni rovnobézniky zaroverl
odpovidaji ptvodni Minkowského kresbé (obr. 1).

Obr. 3: Tataz mtizka, rozdilnd propojeni

4.2 OBSAH ZAKLADNIHO ROVNOBEZNIKU

Zakladni rovnobéznik E, vytéeny vektory €, a €, bude mit dle zndmé véty
z analytické geometrie obsah

vol (E) = |€; X éy]. (6)
Z (5) potom plyne
vol (E) = ‘((111,&21)T X (a12,a22)T‘ = | det(as;)|. (7)

Jak se vSak tento obsah mé k determinantu D kvadratické formy f, vytvorené
dle (2)? RozepiSeme-li ji na skaldrni souéin

f=+n"=¢&n- &0 = [(@y)(ay)"] - [(ai)(z,y)"]

a srovname-livysledek pii zohlednéni asociativity ndsobeni matic s (1), bude
matice této kvadratické formy zfejmé rovna

(cij) = (aiy)" - (a)
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a jeji determinant D = (det(a;;))?. Na zakladé (7) tedy bude nakonec platit
vol (E) = VD, (8)

coz Minkowski uvadi ve vété 1, kterou vSak zatim stale jesté nezminime. I tato
vlastnost byla poprvé dokizana C.F. Gaussem, a to v roce 1831 (viz [4, s. 318]).
Ovérime ji na nasich prikladech a vizualné zkontrolujeme na obrazcich z obr. 2,
doplnénych o mfizku:

VOI(E) = |e_;c X e_g;| = ‘(1,0)T X (—2,1)T| =1 ~¥ e .
Z, ;
10 1 -2 1 —2 y
(a) (cu)(_21>.(0 . )_<_2 5) SN
f=a® —day + 57 . ! A

vol(E) = VD =+5—-4=1

vol (E) = |e; x ;| =|(1,0)" x (0,1)"| =1 IO I
€y = €y
10 10 10
(b) (Cij)—(o 1)'(01)‘(0 1) Olec=ce==
f:x2+y2 . " . .
vol(E) = VD =1
y A
vol(E) = |é x 6] = (1,007 x (1,7 =1 . . ; EaG
10 11 1 !
(C) (Cij)_(ll)'( ) (1 ) 0 e = &=u
f = 2%+ 2zy + 2y - <

vol(E) = VD=+v2—-1=1

Nase kvadratické formy maji tedy tentyz determinant D = 1 a prislusné
zékladni rovnobé&Zniky tenty# obsah VD, co# naznacil Minkowski i v kresbé
(obr. 1).

4.3 VZDALENOST NEJBLIZSICH MRIZKOVYCH BODU

Jako vztazny bod P stanovme nejprve pocatek O. Opét na zdkladé zndmé geo-

metrické véty bude vzdalenost k bodu Py[&o, 70] rovna |PyO| = /&2 + n2. Tato
vzdalenost musi byt pro nejblizi bod mensi nebo rovna vzdalenosti k jakému-
koliv jinému bodu. Problém tak bude zaroven analogicky minimalizaci vyrazu
€2+ 12 pod odmocninou pro celoéiselné z, y, tedy nasemu ptivodnimu algebraic-
kému problému nalezeni minima M formy f (viz kap. 3). Hledan vzdalenost
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tak bude |PyO| = vV M. Nyni pfedstavime vztah (4) a jeho odmocnénim horni

mez pro vzdalenost
[ /4
|PO| < §D'

Protoze dale v mrizce neni zadny bod vyznamnéjsi, lze pocatek zvolit v li-
bovolném jejim bodé, a tato horni mez tak bude i horni mezi pro vzdalenost
jakychkoliv dvou nejblizsich bodd P a Fy. Uvedenim véty 1 mtzeme nyni shr-
nout tvahy z predchozich odstavei.

5 ZAVER

V tomto ¢lanku jsme se v névaznosti na pfednasku Hermanna Minkowského
pokusili srozumitelnéji predlozit tyto aspekty geometrické interpretace kvadra-
tickych forem: mfizku, zédkladni rovnobéznik, vztah jeho obsahu k determinantu

kvadratické formy a souvislost horni meze pro vzdalenost nejblizsich miizkovych
bodu s horni mezi pro minimum kvadratické formy o dvou neznamych.
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