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TECHNOLOGIE VE V�UCE MATEMATIKY 

POMOC I �SKAL�

Helena Binterov�
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Abstrakt: V př�spěvku popisujeme sv� zkušenosti s uplatněn�m interaktivn�ch prostředků a 
poč�tače ve v�uce. Na motivačn�m př�kladu demonstrujeme, jak lze poč�tače využ�t k řešen� 
probl�mů, k pochopen� slovn�ch �loh a k interpretaci nalezen�ho řešen�. Popisujeme využit� 
poč�tače nejen k řešen� probl�mů, ale i jako n�stroje motivačn�ho a pojmotvorn�ho.

Kl�čov� slova: didaktika matematiky, informačn� technologie

�VOD

Již delš� dobu kolem sebe slyš�me, že současnost si ž�d� z�sadn� změny nejen ve 
všedn�m životě, ale i ve vzděl�v�n�.. Před několika lety, před n�stupem internetu do všech 
oblast� života, si nikdo nedok�zal představit, jak velkou změnou fakticky bude proměna naš� 
společnosti ve společnost informačn�. Pro instituce zab�vaj�c� se vzděl�v�n�m tato změna 
přinesla – kromě jin�ho – i nutnost definovat nově standard učitele a profil absolventa. 

�koly současn� školy jsou nelehk�, vezmeme-li v �vahu, že s rostouc�mi požadavky na 
absolventy se současně zmenšuje motivace evropsk� populace ke vzděl�v�n�. Vskutku kr�sn� 
př�klad nepř�m� �měrnosti, že?

V t�to situaci mus� vyučuj�c� na všech stupn�ch škol řešit řadu nelehk�ch �kolů. Jak se 
co nejl�pe zhostit �kolů, kter� před n�mi stoj� a jak�mi prostředky tohoto zlepšen� dos�hnout? 
Jak využ�vat modern� didaktick� metody (např�klad skupinovou nebo projektovou v�uku)? 
Jak do v�uky smysluplně zapojit nov� technologie (poč�tače, interaktivn� tabule apod.)? Jak
budeme směrovat naše ž�ky a studenty při hled�n� informac� a při aktivn�m pozn�v�n� světa?
Kde je hranice mezi z�sk�v�n�m potřebn� matematick� gramotnosti a zbytečn�m poč�t�n�m 
těžk�ch př�kladů, při nichž ž�ci mechanicky memoruj� nacvičen� algoritmy bez porozuměn� 
podstatě věci?
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Při vš� nutnosti změn přitom mus�me m�t na paměti, že sebelepš� reforma sama o sobě 
změny k lepš�mu nepřinese. Pro jej� �spěch mus� změna nastat v srdc�ch učitelů. Jinak je 
reformou pouze form�ln� a vyučov�n� v „duchu nov� doby“ je pouhou proklamac�. 

Dnes již definitivně skončilo poč�tečn� euforick� obdob�, v němž jsme objevovali 
možnosti poč�tačů, setk�vali jsme se na semin�ř�ch a konferenc�ch a radostně si sdělovali, co 
všechno dan� matematick� program um� a jak kr�sně se n�m povedlo rozpohybovat obr�zky 
z geometrie a vyřešit soustavy rovnic i s grafick�m řešen�m v nov�m okně. Dnes již jistě –
alespoň u většiny učitelů – převl�d� vědom�, že technika sama o sobě naše probl�my nevyřeš� 
a stejně jako dř�ve mus�me řešit probl�my, jak ž�ky motivovat, jak je naučit spr�vn�mu 
ch�p�n� pojmů, jak vypěstovat nezbytnou početn� gramotnost atd. Jen jsme k řešen� těchto 
probl�mů z�skali nov� a mocn� pomocn�ky. 

STRUČNĚ O NAŠICH UČEBNIC�CH

V učebnic�ch Aritmetiky a Geometrie pro 6-9. tř�du (viz [1]-[6]) se snaž�me využ�vat 
interaktivn� prostředky k tomu, aby naši ž�ci uměli přem�šlet, tř�dit a vyb�rat nab�zen� 
informace a aby je dok�zali samostatně použ�vat v každodenn�m životě. Chceme, aby na 
z�kladě nab�zen�ch probl�mů vyslovovali sv� n�zory, aby je uměli samostatně zformulovat a 
aby je uměli obh�jit.

Jsme přesvědčeni, že experimentov�n�m, porovn�v�n�m situac�, kter� děti znaj� 
z běžn�ho života, hled�n�m skryt�ch z�konitost�, postupn�m vytv�řen�m spr�vn� 
terminologie, nen�siln�m veden�m ke spr�vn�mu vyjadřov�n� a označov�n� věc�, jsou ž�ci 
vedeni k tomu, aby matematiku ch�pali jako mocn� n�stroj k pozn�v�n� světa. Snaž�me se, 
aby se pro ně matematika nestala neobl�ben�m předmětem, kter� př�liš nesouvis� s jejich 
životem, neboť se skl�d� z podivn�ch vzorců a formul�, jimž př�liš nerozum� a jež po 
ukončen� školy stejně zapomenou. Je n�m jasn�, že tento postup je časově n�ročn� a mnohem 
obt�žnějš� než klasick� „front�ln�“ v�uka, kdy učitel v systematick�m v�kladu sezn�m� ž�ky 
s nov�m t�matem a db� pouze na to, aby mu ž�ci pokud možno dobře porozuměli.

Uvědomujeme si, že učitel s �vazkem 23 hodin t�dně a s dalš�mi povinnostmi, kter� 
vypl�vaj� z pedagogick� profese, nem� většinou dostatek času k tomu, aby se mohl věnovat 
důsledn�mu propracov�n� sv�ch př�prav pro v�uku s nov�mi technologiemi z hlediska 
matematick�ho obsahu a s respektov�n�m principů a z�sad modern� didaktiky matematiky. 
Snaž�me se proto, aby takov� materi�ly nalezl v interaktivn� podobě našich učebnic.
Vzhledem k tomu, že se na jejich tvorbě pod�lel nejen autorsk� kolektiv učebnic, ale cel� řada 
dalš�ch odborn�ků z praxe, že interaktivn� učebnice vznikaly postupně s vědom�m řady 
souvislost� a n�vaznost�, po řadě konzultac� a se zohledněn�m připom�nek učitelů 
z praxe, douf�me, že se interaktivn� podoba učebnic setk� s př�zniv�m ohlasem učitelů. 

PR�CE S TECHNOLOGIEMI

Chtěli bychom v�s nechat nahl�dnout do v�uky t�matu funkc� a řešen� slovn�ch �loh 
pomoc� rovnic s našimi učebnicemi tak, jak jsme ji přichystali pro vyučov�n� s interaktivn� 
tabul� a s pomoc� poč�tače. Př�klad, kter� uv�d�me, bychom z hlediska pojmotvorn�ho 
procesu mohli zařadit jako motivačn�. V průběhu řešen� ž�ci diskutuj�, hledaj� možn� řešen� 
situac�, modeluj�, prostřednictv�m vizualizac� pronikaj� do podstaty probl�mu a v neposledn� 
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řadě se pokoušej� hledat různ� formy interpretace řešen� č�seln�, grafick� i slovn�. Př�klad 
zařazujeme jako motivačn� i proto, že slouž� k tomu, aby vznikl rozpor v psychice ž�ků –
nev�m jak probl�m vyřešit, chci vědět v�c, abych probl�m vyřešil! Takto a na z�kladě dalš�ch 
př�kladů postupně vznik� představa o dan�m pojmu a n�sledně pojem s�m. 

Dan� př�klad je n�sleduj�c�

Z Ostravy do Prahy vyjel v devět hodin pan Březina osobn�m automobilem průměrnou 
rychlost� 60 km/h. Půl hodiny po něm vyjela z Ostravy t�mž směrem jeho př�telkyně, pan� 
Križ�nkov�, kter� jela osobn�m automobilem průměrnou rychlost� 70 km/h. Určete, v jak� 
vzd�lenosti od Ostravy se potkaj�. Zakreslete grafy funkc�, kter� vyjadřuj� z�vislost 
vzd�lenosti obou aut od Ostravy na době jejich j�zdy (kreslete do jednoho grafu). Zapište 
rovnice, kter�mi je charakterizov�n předpis obou funkc�, a porovnejte je s jejich grafy. 
Napište v�sledky porovn�n�. Jak se liš� rovnice a graf popisuj�c� j�zdu pana Březiny od 
rovnice a grafu popisuj�c�ho j�zdu pan� Križ�nkov�? Můžete použ�t i poč�tač!

Obr. 1

Situace, kterou vid�te na obr.1, představuje řešen� ž�ků, kter� vedlo k uchopen� �lohy a 
ke hled�n� řešen� pomoc� dalš�ch připraven�ch odkazů. V�uku jsme realizovali na jednom 
z našich klinick�ch pracovišť, na z�kladn� škole v Česk�ch Budějovic�ch. 

Vyučuj�c�, kter� pro n�s hodinu s takto připraven�m př�kladem realizoval, dětem 
vysvětlil situaci, kter� nastala. S�m n�m sdělil, že podle jeho n�zoru neum� ž�ci takov� �lohy 
řešit většinou proto, že nerozum� situaci.

Na zač�tku hodiny děti musely vyřešit probl�my:
 m�stn� orientaci – kde je Praha, kde Ostrava, jak� je vzd�lenost mezi městy?
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 orientaci v probl�mu: jak� důsledky m� skutečnost, že jeden z nich vyjel o 30 minut
dř�ve?

Simulace na obrazovce pomoc� řady naklonovan�ch tvarů aut umožnila, že si Magda 
uvědomila, že v čase nula vlastně nastala situace, jako by pan� Križ�nkov� byla 35 km 
opačn�m směrem od Ostravy, než je Praha. Pak už Karel, kter� se přihl�sil, že už v� jak na to, 
snadno napsal rovnici popisuj�c� pohyb rychlejš�ho auta.

Ani nyn� však většina ž�ků ještě dobře nerozuměla tomu, co oba spoluž�ci objevili a tak 
jim jejich vyučuj�c� uk�zal, co se skr�v� pod prvn�m odkazem na str�nce. Otevřel program, 
kter� umožňuje vizualizaci �loh popisuj�c�ch pohyb. Někter� děti potřebovaly kratš�, jin� 
delš� dobu k pochopen�, ale nakonec se všichni ve tř�dě shodli na stejn�m v�sledku. 

Obr. 2

V t�to f�zi hodiny ještě st�le ž�ci nevěděli nic o t�matu, kter� budou prob�rat, jen se snažili na 
z�kladě předchoz�ch zkušenost� analyzovat a řešit danou situaci. Nastal silně motivačn� 
moment: chci vědět v�c. Jak se takov� �lohy daj� vyřešit? Řešili jsme již podobnou situaci? 
Pak si pod veden�m učitele dokreslili graf na interaktivn� tabuli, kter� zakreslovali do předem 
připraven�ho souřadnicov�ho syst�mu s připraven�mi hodnotami na os�ch (viz obr. 2) a 
diskutovali o průseč�ku př�mek, kter� jim vyšly jako řešen�. Jana vymyslela jako prvn�, že „je 
to vlastně to setk�n�“. Program GeoGebra, kter� jsme zvolili pro kreslen� grafu, je podle n�s
v�hodn� proto, že umožňuje přesn� nanesen� bodů grafu a n�slednou kontrolu rovnic př�mek i 
souřadnic bodů v algebraick�m okně (obr. 3).

V t�to chv�li reagoval vyučuj�c� na dotazy dět�, kter� chtěly vědět, co znamenaj� uveden� 
rovnice. Vysvětlil jim, že to co jim zobrazil poč�tač v algebraick�m okně, jsou rovnice 
př�mek, kter� jsou uvedeny na zobrazen�m grafu. Co jsou rovnice, to se už ž�ci učili, a tak 
jim v t�to chv�li navrhl, ať se společně pod�vaj� na posledn� připraven� odkaz pod růžov�m 
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čtverečkem. V n�sleduj�c� chv�li opravdu velk� č�st tř�dy se z�jmem sledovala, co jim chce 
učitel uk�zat a jak jim asi vysvětl� souvislost mezi grafem, př�mkou a rovnic�. 

Obr. 3

Otevřel se jim soubor v programu Derive6 (obr. 4). Zaj�m� v�s, proč program vykreslil 
pro každou rovnici zrovna takov�to graf? Chtěli byste to tak� umět? Počkejte si, dozv�te se 
všechno v dalš�ch hodin�ch matematiky. Takov� věty zněly tř�dou a vyvol�valy silně 
motivačn� n�ladu. Jako kdyby skončil prvn� d�l filmu na pokračov�n�.

�loha, kterou ž�ci řešili, je matematick� model re�ln� situace, je aplikac� na situaci 
z běžn�ho života. Diskuse, kter� v hodině prob�hala, byla věcn� a ot�zky k diskusi byly
věrohodn�. Pro pr�ci v hodině to znamenalo, že matematika posloužila jako prostředek pro 
vyřešen� re�ln� situace. Po diskusi o v�sledc�ch matematick�ch aktivit společně všichni tento 
v�sledek vr�tili do re�ln�ho života. N�sledn� ot�zky typu Co kdyby  zjistili až za 40 minut, že 
nem� pan Březina dokumenty, stihli by si je předat?  Jak rychle by musela jet v tomto př�padě 
pan� Križ�nkov�? Co kdyby po cestě měla zdržen�? Co by se stalo…byly jen modelov�n�m
běžn�ch situac� a n�sledn� diskuze představovala silnou motivac�. 

Na z�věr hodiny m�sto klasick�ho SHRNUT� zazněla ot�zka: proč si mysl�te, že je 
dobr� zn�t řešen� takov�to �lohy? Nejv�stižnějš� asi bude uv�st odpovědi ž�ků To se může 
st�t i mně a jak to pak budu řešit…Chci ale všechno. Chci to zn�t pokažd�, nechci jen 
odhadovat, někdy na přesnosti může z�viset kari�ra, život…atd.

Z�věrem bychom snad jen mohli konstatovat, že bylo velmi pozitivn� vidět průběh 
hodiny, ve kter� byla diskuze veden� přirozen�m způsobem, ve kter� nebylo chybou 
neodpovědět spr�vně, kde bylo c�tit u větš� č�sti tř�dy opravdov� z�jem. Z�jem ne pro 
zn�mky, naoko, pro �spěch u učitele, ale z�jem opravdov�. M�sto s�rie �loh, kter� jsou děti 
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zvykl� řešit, se z jedn� �lohy takto stane mnoho �loh dalš�ch, souvisej�c�ch, kter� prověř�, jak 
tomu kdo ve tř�dě rozum�.

Obr. 4
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Abstrakt: Příspěvek se zabývá výukou, zápočty a předmětovými zkouškami z matematiky na 
stavební fakultě ČVUT Praha, zejména z hlediska užití výpočetní techniky. Diskutovaná 
problematika se týká zvláště úvodu studia. 
 

Klíčová slova: výuka matematiky, počítačová podpora, kontrola znalostí 

 
1. Úvod - krátké ohlédnutí do historie.  
 Začneme pohledem do historie způsobu kontroly získaných znalostí, v tomto případě 
z matematiky. V minulosti ani do současné doby obecně nic jiného, než je tzv. zkouška, 
jakožto prostředek pro kontrolu znalostí, vymyšleno nebylo. Podle studijního a zkušebního 
řádu víme, že zkouška může mít různé formy, může být písemná, ústní, praktická, atd. 
případně jejich vzájemně se doplňující kombinace.  
 Z matematiky si mnozí možná pamatujeme klasickou závěrečnou předmětovou 
zkoušku, skládající se z části písemné a ústní. Písemná část spočívala většinou v počítání úloh 
a v ústní části se zkoušela teorie. Obvyklé bylo, že kdo uspěl v písemné části, postoupil 
k ústní části. Celkový výsledek byl pak stanoven podle jistých kriterií zkoušejícím. Práce 
během semestru byla obvykle hodnocena na základě práce na cvičení, různých samostatných 
prací apod. a dále různých kontrolních písemek na cvičení, předem ohlášených, případně 
předem neohlášených. Tyto práce byly obvykle opravovány a hodnoceny cvičícími a mnohdy 
hodnocení záviselo na přístupu a kriteriích cvičícího, i když obecné zásady byly stanoveny. 
Příklady v písemných pracích, ať už na cvičeních nebo v závěrečné písemce, byly počítány 
„ručně“, případně numerické operace a hodnoty byly zpracovávány s pomocí kapesních 
kalkulaček. 
 
2. Druhá etapa – nástup počítačů 
 S rozvojem počítačů začala další etapa vývoje jak výuky, tak i kontroly znalostí. 
Zejména grafické výstupy znamenaly přínos ve výuce; vedly k vyšší představivosti, lepšímu 
pochopení látky a celkově bezesporu k vyšší efektivitě výukového procesu. V souvislosti se 
zvyšujícím se počtem studentů vznikla snaha uplatnit počítače také při kontrole získaných 
znalostí a to zejména v průběhu semestru. Důvodů bylo více. S počtem studentů také rostl 
počet studijních skupin, což mělo za následek nutnost většího počtu různých zadání písemek, 
zvláště na cvičení. Opravy písemek se stávaly pracnější a časově náročnější, většinou je 
prováděli cvičící a hodnocení nebyla vždy jednotná. Zvláště, pokud byla úspěšnost 
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v kontrolních písemkách spojena s udělením či neudělením zápočtu, vyvstal do popředí 
požadavek jakési objektivity hodnocení a nezávislosti na lidském subjektu. 
 Na Katedře matematiky Fakulty stavební ČVUT Praha se zabýváme intenzivně touto 
problematikou již dlouhou dobu. Zejména v úvodu studia, kdy se jedná o velký počet studentů 
se osvědčila forma počítačově generovaných a vyhodnocovaných testů a pro tento způsob 
testování byly nejvhodnější testy s volitelnými výsledky. Na katedře matematiky byl k tomuto 
účelu vytvořen příslušný software, umožňující generování individuálních testů z příslušných 
databází pro každý příklad. Zpočátku byly počítačově vygenerované testy vytištěny na papír, 
rozdány studentům, kteří je vypracovali a označili z nabídky správný výsledek. Tyto výsledky 
byly pak zpět vloženy do počítače a počítačově vyhodnoceny. Testování bylo realizováno 
obvykle během cvičení. 
 
3. Třetí etapa – internetové prostředí 
 „Papírový“ způsob testování byl samozřejmě náročný také na spotřebu papíru a i když 
„opravování“ bylo značně snadnější, bylo nutno výsledky zpětně vložit do počítače. Proto 
byla snaha provádět testy přímo na počítačích s možností přihlašování se na testy předem. 
Rozšíření internetu toto umožnilo. Z důvodů organizačních a zpočátku malého počtu počítačů 
bylo realizováno testování s podporou počítačů on-line v počítačové učebně experimentálně 
jen na vybraném studijním programu. Testování probíhalo mimo cvičení a studenti se 
přihlašovali na jimi zvolený termín prostřednictvím internetu. Tento způsob byl příznivě přijat 
také studenty. Výhodou byla možnost využít dobu cvičení v plné míře k výuce a také 
skutečnost, že vyhodnocení výsledků nebylo závislé na lidském subjektu. Studenti se 
dozvěděli výsledky testu bezprostředně po ukončení testu. K tomuto účelu byly vytvořeny 
rozsáhlé databáze vybraných příkladů s volitelnými výsledky. Tento způsob testování se 
ukázal velmi efektivní a byl postupně rozšířen na všechny studijní programy v prvním a 
druhém semestru. Závěrečná předmětová zkouška zůstává i nadále „klasická“, tedy „ručně“ 
vypracovávaná studenty, opravovaná a hodnocená vyučujícími.  
 
4. Vývoj bodování a požadavků k zápočtu 
 Volba systému bodování a způsobu jak s body „nakládat“, je principiální záležitost a 
byla řešena velmi intenzivně. Bylo nutné nějakým způsobem penalizovat chybná řešení, ale 
tak, aby jeden chybně vyřešený příklad neznamenal dominanci vzhledem k ostatním správně 
vyřešeným příkladům. Jako nejvhodnější se ukázal systém pozitivních bodů 4 a 8 (dvě 
kategorie „obtížnosti“ úloh) a chybné řešení minus jeden bod. Neřešený příklad znamená 0 
bodů. V jednom testu jsou vždy 4 úlohy a možnost získat maximálně 24 bodů a vzhledem 
k penalizaci minimálně -4 body. Jako optimální se ukázal počet 3 testů za semestr, tedy 
možnost získat maximálně 72 a minimálně -12 bodů.  

Systémů, jak s body „nakládat“ bylo vyzkoušeno několik. Zmíníme se o dvou 
hlavních, které se týkají testování a zápočtů. Jeden spočíval v požadavku k zápočtu získat 
alespoň 24 bodů v součtu ze všech tří testů (včetně záporných bodů). To odpovídá například 
jednomu testu bez chyby. Ale nebyla povinnost zúčastnit se všech tří testů, pouze získat 
stanovený minimální limit bodů. Druhý systém, který je v principu platný v současnosti, 
nepožaduje získat žádný minimální limit bodů, je pouze postačující podmínka pro zápočet 
získat 24 bodů, ale je povinnost zúčastnit se všech tří testů. Je samozřejmě možnost 
náhradního termínu v případě vážných důvodů neúčasti v hlavním termínu. V obou případech 
jsou získané kladné body z testů přepočítány na 20% přínosu bodů ze závěrečné písemky a 
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zahrnuty do hodnocení celé zkoušky. V prvním případě byly přepočítané body z testů 
zahrnuty do celkových bodů vyjadřujících stupnici hodnocení, ve druhém případě jsou body 
z testů body „navíc“, tedy jako body „bonusové“,  tj. je možné získat hodnocení výborně 
(písmeno A) i „bez“ bodů z testů. V tomto případě je navíc požadavek získat stanovený 
minimální limit z finální zkouškové písemky k úspěšnosti zkoušky, bez ohledu na body 
z testů. Úspěšnost testů v obou systémech v první matematice je porovnána v práci [1]. 

Pro analýzu úspěšnosti úvodních testů ve druhé matematice a získaných bodů jsou 
zvoleny čtyři průměrné studijní skupiny (tj. nevybraných studentů). V následující tabulce jsou 
uvedeny počty studentů, kteří získali uvedené rozmezí bodů, číslo v závorce znamená počet 
studentů ve skupině. 
 
 <0 0-4 5-9 10-14 15-19 20-24 
1(21) 2 4 6 4 4 1 
2(18) 1 2 6 5 4 0 
3(15) 1 3 2 3 4 2 
4(21) 2 2 3 4 6 4 
 
Pro přehlednost a porovnání jsou údaje jednotlivých skupin uvedeny v následujících grafech.  
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Obr. 1: Skupina označená 1 
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Obr. 2: Skupina označená 2 
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Obr. 3: Skupina označená 3 
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Obr. 4: Skupina označená 4 

 
 
Údaje v jednotlivých studijních skupinách pro porovnání vyjádřené v procentech jsou 
uvedeny v následujícím diagramu. 
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Obr. 6: Zastoupení jednotlivých rozmezí bodů v %. 
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Z grafů a diagramu je například patrné, že zisky jednotlivých skupin bodů jsou 

srovnatelné, ale studijní skupiny se přesto liší. Ve skupině 2 je nejvíce získaných  bodů 
v rozmezí 5 až 9, pak 10 až 14, ale plný počet bodů nezískal v této skupině žádný student. 
Tím se tato skupina odlišuje od ostatních. Ve všech skupinách je počet studentů se ziskem 
záporných bodů srovnatelný. Můžeme to přisoudit také skutečnosti, že body z testů jsou body 
„navíc“, nemají likvidační charakter v souvislosti se zápočtem a někteří studenti se neobávají 
označit výsledek, i když si jeho správností nejsou úplně jisti. Dále si můžeme povšimnout, že 
plný počet bodů získalo nejvíce studentů ze skupiny 4 a z této skupiny i nejvíce studentů 
získalo body v rozmezí 15 až 19. Tato studijní skupina má více „lepších“ studentů. 

Dosavadní výsledky zatím ukazují, že přestože je povinnost účast na všech testech a 
není „povinnost“ získat body, studenti k testům přistupují se snahou kladné body a to v co 
největší míře získat. Získané body z testů mají také „informativní“ charakter při stanovení 
výsledného hodnocení předmětu a to v tom smyslu, že pokud student získá celkový počet 
bodů těsně pod dolní hranicí pro lepší známku, v případě většího počtu bodů z testů může 
obdržet příslušnou lepší známku. Obvykle nejdůležitější pro studenty je rozhraní mezi být 
úspěšný u zkoušky a nebýt úspěšný.  

Jak se tento bodovací systém a příslušné požadavky projeví v celkových znalostech 
studentů a tedy získaných výsledných známkách  bude předmětem dalších analýz. 
 
Literatura: 
 
[1] Bubeník, F.: Příspěvek k testování znalostí v matematických předmětech, Sborník 
příspěvků 6. konference o matematice a fyzice na vysokých školách technických, str. 65-70, 
Univerzita obrany, Brno, 2009. 
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OD POČÍTÁNÍ NA PRSTECH KE KALKULAČCE – 
PRVNÍ ZKUŠENOSTI ZE SONDY S KALKULAČKAMI 

V PRVNÍ TŘÍDĚ 
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Abstrakt: 
Příspěvek přináší informace o experimentální sondě „Od počítání na prstech ke kalkulačce“, 
která se letos rozbíhá v pěti prvních třídách ZŠ. Experiment se opírá o myšlenku, že 
kalkulačky běžně používané od první třídy pomáhají dětem lépe poznávat svět čísel, hlouběji 
je seznamovat se strukturou přirozených čísel, jejími vlastnostmi a vztahy, otevírají jim nové 
obzory (např. desetinná a záporná čísla, „velká čísla“ atd.). Kromě sady kalkulaček je 
k dispozici počítačový program, který simuluje prostředí kalkulačky, se kterou žáci pracují. 
 
Klíčová slova: 
první třída primární školy, kalkulačky, svět čísel, struktura přirozených čísel, otevírání 
nových obzorů 
 
Aritmetika jako zajímavé a podnětné prostředí 
 
Příspěvek týká 1. stupně základní školy. Podívejme se nejprve na následující úlohy: 
 
• Kolik je ti let? Kolik ti bude příští rok, kolik za 2 roky, za 10 let, za 50 let? Kolik let ti 

bylo loni, předloni, před 5 lety? 
• Který rok máme letos? Který rok budeme mít příští rok, který rok byl loni? Který rok 

bude za deset, sto let, …? 
• Počítej po dvou (po třech, po čtyřech, po pěti, …), „kam až to dotáhneš“. 
• Každé číslo větší než 1 má dva sousedy: nejbližší menší a nejbližší větší číslo. Urči 

sousedy čísel 10, 100, 1000. 
• Urči sousedy čísel 5, 15, 25, 500, 5000. 
• Urči sousedy sousedů čísla 10. 
• Počítej účet z maminčina nákupu v samoobsluze. 

 
Ve kterém ročníku mohou děti řešit výše uvedené úlohy? 
 
Pokud tuto otázku položíme učitelům primární školy, můžeme nejspíš očekávat odpovědi, že 
nejdříve ve třetí (čísla v oboru do 1000), ale spíše až ve čtvrté, popř. páté třídě (desetinná čísla 
na účtence). 

18



Co když ale dáme dětem do ruky kalkulačku jako nástroj, který mohou pravidelně při 
vyučování používat, neposune se tato hranice? 
 
J. Holt (1995) ve své knize píše: 
 
„… kdyby byla aritmetika považována za to, čím ve skutečnosti je – za území, které má být 
prozkoumáno, a ne za seznam pravidel, které je třeba se naučit, zvládly by ji děti, aspoň 
většina z nich rychlostí, kterou bychom ani ve snu nepokládali za možnou.“ 
 
„… prvňáčci, když dostali volnost, po chvilce sčítali např. 230 + 500 nebo 340 + 420 …Krok 
za krokem, počítáním stále složitějších příkladů, děti samy objevily – ne všechny, ale mnohé 
z nich  - většinu pravidel pro sčítání. Během týdne – zabývaly se tím jen pár minut denně – 
pochopily látku, jejímž vyučováním se škola chystala zabývat celé roky …“  
 
Že skutečně není namístě děti podceňovat, ale je naopak třeba věřit v jejich schopnosti, 
dokládají výsledky testu, který jsme s čerstvými prvňáčky realizovali začátkem letošního 
školního roku. Testu se zúčastnilo kolem 160 respondentů, pro naše účely zde budu uvádět 
pouze odpovědi 81 dětí, které se testu zúčastnily ihned začátkem září. Během individuálního 
rozhovoru děti odpovídaly na 9 otázek. Jako ilustraci jsem vybrala odpovědi na tři následující 
otázky: 
 
• Počítej od jedné, kam až umíš. 
 

Graf ukazuje, kolik dětí (z celkového počtu 81 respondentů) dospělo ve svém počítání po 
jedné až do příslušného intervalu. Celkem zajímavé je, že hodně dětí překročilo číslo 50. 
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Obrázek 1 
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• Zapiš číslicemi, jak jsi počítal. 
 

Jen malé procento dětí nedokázalo napsat žádnou číslici, naopak téměř polovina 
respondentů dokáže zapsat všechny číslice a také z nich skládat čísla druhé desítky. 
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Obrázek 2 
 
• Kolik je: 1 a 1, 2 a 1, 3 a 1, 2 a 3, 3 a 7, 5 a 6, 10 a 10, 12 a 3, 17 a 6? 
 

(Dětem byly úmyslně početní úlohy zadávány namísto „plus“ s „a“, protože se domníváme, 
že je to pro předškolní děti přirozenější.) 
Následující sloupcový graf přináší přehled o počtu správných odpovědí, které jsme obdrželi 
k jednotlivým úlohám (z celkového počtu 81 respondentů). 
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Obrázek 3 
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Domnívám se, že ačkoli je vzorek dětí poměrně malý a ačkoli zde neuvádím přehled 
odpovědí na další otázky testu, přesto je možné z jednotlivých grafů vyčíst zajímavé 
informace – že totiž mnohé děti skutečně vstupují do první třídy s určitými prvními 
zkušenostmi s čísly, že jejich číselné představy zdaleka nejsou „tabula rasa“. 
Počátkem rozvíjení matematické kultury žáků je pěstování jejich matematické gramotnosti, 
tedy dobrého fungování matematiky, kterou se učí. Aby vyučování skutečně rozvíjelo 
matematickou gramotnost žáka, musí jej vést k hlubšímu porozumění matematice, nejen 
k pouhému odříkání vyloženého učiva. Takové vyučování rozvíjí matematiku v mysli dítěte, 
posouvá hranice jeho dosavadního poznání. Jednou z možných cest, jak takové vyučování 
realizovat ve školní praxi, je uplatňování tzv. podnětného vyučování (tj. vyučování, které se 
opírá o zásady didaktického či realistického konstruktivizmu). 
 
Již Kehr a Krček (1889) ve své knize pro učitele Praxe ve škole obecné uvádějí: 
„… pravidla početní se nepodávají, nýbrž vyhledávají, vyvozují se od žáků cestou názoru a 
cvičení…“ 
Domníváme se, že prostřednictvím činností s kalkulačkou od první třídy primární školy je 
možné představit žákům aritmetiku jako podnětné a zajímavé prostředí, právě v duchu 
podnětného vyučování. 
Spolu s ostatními reprezentacemi mohou činnosti s kalkulačkou napomáhat utváření číselných 
představ dětí. Vedou k hlubšímu porozumění struktury přirozených čísel, k postupnému 
otevírání matematických obzorů (desetinná či záporná čísla), k poznávání dalších, pro děti 
„nových“ zákonitostí. Jsme přesvědčeni (a výsledky výše zmíněných testů nás v tom 
utvrzují), že se děti učí poznávat svět čísel stejně přirozeně, jako mluvit. Tak, jako z hlásek 
sestavují slova (M – Á – M – A → MÁMA), sestavují z číslic zápisy čísel, a to způsobem, 
který známe z placení penězi, máme-li k dispozici pouze koruny, desetikoruny, stokoruny a 
tisícikoruny. 
 
Experimentální sonda v první třídě „Od počítání na prstech ke kalkulačce“ 
 
V naší experimentální sondě, která v pěti první třídách primární školy probíhá od letošního 
září, jsme vybavili každého prvňáčka kalkulačkou Sencor SEC 176 (viz. obr. 5), která je 
dvouřádková (zobrazuje se počítaný výraz) a zachovává pořadí početních operací. 
 

    
Obrázek 4        Obrázek 5 
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Prvňáčky v našich experimentálních třídách rozhodně nechceme učinit závislými na 
kalkulačkách. Naopak jim chceme poskytnout další matematické prostředí bohaté na 
podněty, zajímavé a užitečné. Navíc to, co umí každý prvňáček na konci roku bez 
kalkulačky, musí umět na konci školního roku i naši žáci v experimentálních třídách rovněž 
bez užití kalkulaček. Tzn. domníváme se, že naše experimentální výuka nezpůsobí v žádném 
případě úpadek základních počtářských dovedností. 
 
Pro práci na interaktivní tabuli, v počítačové učebně, o přestávkách na počítači v kmenové 
třídě či k dalším činnostem na počítači doma je určen podpůrný program (autor J. Vaníček), 
který simuluje prostředí kalkulačky, se kterou žáci pracují. Navíc tento program umožňuje 
propojení s dalšími enaktivními (viz. podrobně Bruner, 1977) modely čísla – penězi (viz. 
obr. 6), kuličkami, prsty, číselnou osou, či  nabízí dětem hru Rozbitá kalkulačka. 
 

 
Obrázek 6 
 
Jsme přesvědčení o tom, že práce s kalkulačkou posiluje tvořivost, samostatnost, 
odpovědnost, sebekontrolu žáka (i učitele). Navíc již mnohé předškolní děti mají 
s kalkulačkou nějaké zkušenosti. To ostatně potvrdil i náš test s prvňáčky – děti vidí 
kalkulačku používat rodiči, prarodiči či staršími sourozenci, levné kalkulačky se najdou mezi 
jejich hračkami, kalkulačky jsou rovněž součástí vybavení mobilů nebo počítačů. 
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Ve školní matematice má kalkulačka dvě hlavní role (viz. Kuřina, 2008), sice 
 je technický prostředek, který „snadno a rychle“ poskytuje výsledky numerických 

výpočtů, 
 je ale také bohatým matematickým prostředím pro přirozené poznávání číselných 

struktur a jejich vlastností a pro děti prostředím pro jejich experimentování. 
V naší sondě chceme obě role vzájemně propojit – technické možnosti kalkulačky mají dětem 
pomoci získat nadhled, děti se nemusí soustředit na provádění dílčích úkonů, mají možnost 
sledovat vztahy a vlastnosti. 
Nejde tedy prioritně o „snadné a rychlé“ numerické výsledky, jde především o co nejhlubší 
porozumění kvantitativním vztahům okolního světa, jde o to žákům účinně pomáhat 
v procesu utváření představ o přirozených číslech a práci s nimi. Kalkulačka není zvláštní 
model čísel, ale můžeme ji nahlížet jako nástroj, který umožní dětem uchopit jednotlivá 
matematická prostředí, na která by bez kalkulačky nedosáhly. Věříme, že letošní 
experimentální sonda „Od počítání na prstech ke kalkulačkám“ tyto předpoklady potvrdí. 
 
Literatura:  
[1] Bruner, J., S.: The Growth of Representational Processes in Childhood, ruský překlad 

Psichologija poznanija. Progress, Moskva 1977. 

[2] Holt, J.: Jak se děti učí. Strom, Praha 1995. 

[3] Krček, F., Kehr, C.: Praxe ve škole obecné. Knihkupectví K. Winklera, Brno, 1889. 

[4] Kuřina, F.: Matematika a kalkuly. Matematika, fyzika, informatika, č.1, 2008. 
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Abstrakt
Předkládaný příspěvek si klade za cíl ilustrovat možné využití volně dostupného matematick-
ého softwaru Maxima při výuce. Cílem není poukázat na vhodnost jeho použití ve studovaném
oboru, nebot’ to univerzálně nelze, ale demonstrovat některé jeho možnosti tak, aby studenti
přestali vnímat lineární algebru jako nepraktický blackbox.

Klíčová slova: Maxima, lineární algebra

1 Úvod
Výuka lineární algebry se na vysokých školách, zaměřených na jiné obory nežli matematika
či fyzika, opírá především o vybudování praktických dovedností v oblasti maticového a vek-
torového počtu. Absolvent základních kurzů si z předmětu často odnáší pocit její omezené
použitelnosti v praxi, nebot’ je většinou naprosto neobeznámen s aplikovatelností ve studovaném
oboru. Navíc základní kurz algebry přináší velice málo nových informací, které by efektivně
‘přetížily’1 dosavadní méně efektivní, avšak plně pochopený znalostní aparát. Typickým přík-
ladem je řešení rozsáhlejších soustav rovnic – velká část studentů dá přednost středoškolskému
postupu před lineárně-algebraickým, byt’ v podstatě jde o totéž (což nebývá pochopeno) a mati-
cová forma je kromě přehlednosti méně ‘upsaná’. Jiným příkladem je výpočet vektorového
součinu, který mnoho studentů i po absolvování algebry bude počítat nepraktičtějším, avšak
více zažitým středoškolským vzorcem namísto determinantu. Navíc ne zrovna povzbudivý je
i fakt, že velká část absolventů vysokých škol nedokáže k řešení podobných problémů ani žádný
software použít.

Problém je však ještě mnohem palčivější, než bylo dosud naznačeno. Základní kurzy alge-
bry, jež jsou často jedinými takto zaměřenými předměty na vysokých školách, povětšinou ab-
strahují od témat vyžadujících využití výpočetní techniky při výuce. Typickým představitelem
takové tématiky jsou špatně podmíněné matice, které lze bez počítačů jen těžko řešit. V důsledku
toho pak studentům uniká poměrně zásadní problematika, se kterou se mohou setkat, např.
ve statistice v souvislosti s kovariančními maticemi a jejich inverzemi. To může mít dokonce
dopady na vědeckou činnost absolventů – jeden ze spoluautorů tohoto článku se setkal s vědec-
kým článkem publikovaném na tuzemské konferenci, který využíval Kalmanův filtr (rekurzivní

1Slovo přetížily je potřeba chápat ve smyslu jak jej zavádí computer science v programovacích jazycích.
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odhadovač parametrů lineárního systému) a každý krok se vyznačoval potřebou inverze ko-
varianční matice. Takové řešení, jakkoliv vědecké, se vyznačuje potenciálně silně nestabilním
chováním, jež může v konečném důsledku celý přístup zdiskredivat.

Článek nepojednává o tom, kterak zmíněné problémy řešit, nebot’ to lze univerzálně jen stěží
a bylo by úkolem spíše pro teoretiky v problematice didaktiky. Nelze totiž jednoduše říci, který
aparát je pro daný obor důležitý a který ne, jaká by měla být vhodná hodinová dotace tak, aby se
z matematiky nedělal předmět důležitější než je nezbytné (jak je ostatně i v současnosti studenty
často vnímáno) atd. Namísto toho článek představuje volně dostupný systém CAS (Computer
Algebra System), umožňující provádět jednoduše a přehledně výpočty, se kterými se student
běžně setkává. Vhodným nasazením (ideálně svobodného, tedy zdarma dostupného) softwaru
do výuky je totiž možné ve studentech vzbudit pocit nekomplikovanosti základní lineární alge-
bry a dopřát jim pochopení kterak tento relativně přímočarý a přitom mocný obor funguje.

Struktura samotného článku je následující: po úvodu a krátkém seznámení s minulostí soft-
waru Maxima je přiblíženo několik problémů z lineární algebry. Začátek je věnován úpravám
matic do stupňovitého tvaru a ukázání souvislostí se soustavami rovnic. Je zařazena u studentů
nepopulární problematika parametru v rovnici, demonstrující nekomplikovanost takové úlohy.
Stejně tak je parametr použit u ukázky výpočtu determinantu, kde jej lze použít k hledání sin-
gulárních matic. Další v pořadí je velice důležitá avšak opomíjená problematika špatně pod-
míněných matic, demonstrující jejich efekt na příkladě. Poté je představen způsob rozkládání
matic na dolní a horní trojúhelníkové matice a speciální případ tohoto rozkladu – Choleského
faktorizace.

2 Maxima
Maxima [1] je svobodný zástupce matematických výpočetních systémů orientovaných na alge-
bru, tedy tzv. computer algebra systémů (CAS). Jeho hlavní předností je schopnost provádět
především symbolické výpočty, nicméně vyniká i v numerických operacích s čísly o libovolné
přesnosti, omezené pamětí počítače. Maxima je postavena na původně nesvobodném softwaru
Macsyma, vyvíjeném od roku 1982 na Massachussets Institute of Technology (MIT) za ště-
drého sponzoringu americké vlády, která jejímu vývojáři v roce 1998 umožnila uvolnit zdrojový
kód softwaru pod licencí GPL (General Public License). Ten je dále spravován již pod názvem
Maxima skupinou vývojářů. Obě verze softwaru, komerční Macsyma i svobodná Maxima jsou
navzájem částečně kompatibilní, nicméně již představují dva rozdílné systémy.

Maxima je naprogramována v jazyce Common Lisp, pomocí kterého lze vytvářet i uživa-
telské skripty a funkce. Systém navíc umožňuje generování zdrojových kódů pro Fortran, což
je výhodné především pro výpočetně náročné úlohy. Grafické funkce Maximy jsou realizovány
pomocí rovněž svobodného softwaru gnuplot.

Maxima je ve skutečnosti konzolový software, fungující podobně jako klasický příkazový
interpret. Jelikož k tomuto pojetí mají dnešní studenti, zvyklí na grafická rozhraní, nepříliš
kladný vztah, je prakticky nezbytné aby měli k dispozici nějaké vhodné GUI. Pro Maximu
jich existuje několik, asi nejpříjemnější na ovládání je wxMaxima (viz Obr. 2), která spojuje
výhody interpretu v grafickém okně s rozsáhlým menu, umožňujícím přehledný výběr funkcí
a příkazů. Navíc obsahuje kvalitní přístup k nápovědě.
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Obrázek 1: Grafické rozhraní wxMaxima

Výhodou software Maxima respektive wxMaxima je možnost jejího použití na hned něko-
lika operačních systémech včetně MS Windows a GNU/Linux, kde je navíc součástí balíčků
většiny distribucí.

3 Základy lineární algebry

3.1 Stupňovitý tvar
Jednou z prvních úloh v rámci výuky lineární algebry je převádění matic do stupňovitých tvarů
(angl. echelon form) za účelem řešení soustav rovnic nebo hledání hodnosti matic. Zde lze
s výhodou použít funkci echelon. Postup je následující:

(%i1) A: matrix([1, 2, 1],[1, 4, 2],[1, 0, 1]);

(%o1)

1 2 1
1 4 2
1 0 1


(%i2) echelon(A);
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(%o2)

1 0 1
0 1 0
0 0 1


Uvedený příklad demonstroval výpočet matic při absenci parametru, nicméně lze podobně pos-
tupovat i při jeho zavedení do původní matice například v podobě sloupce pravých stran při
hledání různě zadaných požadovaných řešení nehomogenních soustav:

(%i20) rozsirena: addcol(A, [1,0,a]);

(%o20)

1 2 1 1
1 4 2 0
1 0 1 a


(%i21) echelon(rozsirena);

(%o21)

1 4 2 0
0 1 1

2
−1

2

0 0 1 a− 2


Ve stejném příkladě lze ukázat na skutečnou spojistost mezi výše zmíněnou rozšířenou maticí
a soustavou rovnic v klasickém zápisu:

(%i34) radek1: x + 2*y + z = 1;

(%o34) z + 2 y + x = 1

(%i35) radek2: x + 4*y + 2*z = 0;

(%o35) 2 z + 4 y + x = 0

(%i36) radek3: x + z = a;

(%o36) z + x = a

(%i37) solve([radek1, radek2, radek3], [x,y,z]);

(%o37) [[x = 2, y = −a− 1

2
, z = a− 2]]

kde i bez hlubšího zkoumání je zjevná rovnost mezi třetím řádkem matice soustavy v stupňovitém
tvaru a výsledkem proměnné z při výpočtu pomocí funkce solve.
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3.2 Determinant
Výpočet determinantu a důkaz jeho souvislosti s regularitou matic patří mezi základní učivo
v úvodních kurzech lineární algebry. Využijme tuto vlastnost pro hledání hodnot parametru
způsobujícího singularitu matice.

(%i52) M: matrix([1,2,3],[3,2,1],[2,4,a]);

(%o52)

1 2 3
3 2 1
2 4 a


(%i53) determinant(M);

(%o53) −2 (3 a− 2) + 2 a + 20

(%i54) ratsimp(%);

(%o54) 24− 4 a

Příkaz ratsimp způsobil zjednodušení zápisu, ze kterého již jasně vyplývá, že matice M bude
singulární pro a = 6. Pokud bychom všechny prvky matice nahradili proměnnými, dostali
bychom obecný tvar pro výpočet determinantu matice daných rozměrů, což lze snadno oveřiti
příkazem

(%i1) A: matrix([a11, a12, a13], [a12, a22, a23], [a31, a32, a33])
(%i2) determinant(A)

3.3 Podmíněnost
Necht’ je zadána soustava rovnic [2]

0.835x + 0.667y = 0.168

0.333x + 0.266y = 0.067

Přesný výsledek takové soustavy rovnic, spočítaný výše uvedeným způsobem, je x = 1, y = −1.
Pokud ale provedeme jen minimální změnu pravé strany u druhé rovnice odečtením 0.001,
potom se výsledek rapidně změní na x = −666, y = 834. Taková soustava je tedy špatně
podmíněná. Jelikož tato vlastnost se vyskytuje v celé řadě především především stochastic-
kých aplikací (rekurzivní nejmenší čtverce, filtrace), je vhodné s ní a s jejími důsledky studenty
seznámit. Jelikož demonstrace důsledků špatné podmíněnosti je bez využití výpočetní techniky
komplikovanější, může být Maxima vhodným pomocníkem. Nezbytnou podmíněnost matice
cp = ||A|| · ||A−1|| spočítá funkce mat_cond, která ve výše uvedeném případě dává hodnotu
přesně 1754335.999957344 při přesnosti float. Probrání této problematiky je vhodné doplnit
o Sherman-Morrisonův update (rank-1 update) inverze součtu matic, nebot’ tento má v mnoha
praktických aplikacích důležitou roli.
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Obrázek 2: Determinant ve wxMaxima

3.4 Maticové rozklady
Rozklady matic hrají v praktických aplikacích významnou roli, nebot’ umožňují numericky sta-
bilní řešení i špatně podmíněných soustav. Mezi nejběžnější rozklady patří LU rozklad na dolní
a horní trojúhelníkovou matici, Choleského rozklad jenž je speciálním případem LU pro sy-
metrické matice, LDLT a LT DL rozklady symetrických matic na dolní trojúhelníkovou matici
L a diagonální matici D (z nichž první je triviální odvozeninou Choleského rozkladu) resp.
LDU rozklad nesymetrických matic kde U je horní trojúhelníková matice, SVD rozklad podle
singulárních hodnot atd. Nejjednodušší zmínený rozklad je LU, realizovaný v Maximě násle-
dovně:

(%i145) A: matrix([2, 1], [1, 4]);

(%o145)

(
2 1
1 4

)
(%i147) lu_factor(A, floatfield);

(%o147) [

(
2.0 1.0
0.5 3.5

)
, [1, 2], floatfield, 2.5, 4.821428571428571]
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kde první vrácená hodnota je LU rozklad v ‘zabalené’ formě – dolní trojúhelníkovou matici
dostaneme z prvků pod diagonálou a dosazením jedniček na diagonálu, horní trojůhelníková
matice potom odpovídá prvkům na diagonále a nad ní. Druhá navrácená hodnota je vektor
permutací, zajišt’ující stabilitu řešení. floatfield vede k řešení v float číslech (tedy de-
setinných). Podobně lze pomocí funkce cholesky spočítat Choleského rozklad. Při řešení
rozkladů je rozhodně na místě zmínit jejich praktickou aplikaci, aby si student neodnášel pocit
jejich zbytečnosti.

4 Závěr
Cílem článku bylo pojednat o možnostech počítání úloh lineární algebry v softwaru Maxima
a demonstrovat jednoduchost a přímočarost jejího použití při výuce. Částečné nasazení softwaru
do výuky totiž umožňuje efektivní probrání i složitější problematiky, na kterou jinak nezbývá
v běžných seminářích čas z důvodu značné rozvláčnosti a časové náročnosti ručních výpočtů.
Inspirovat se lze například v knize [2]

Lineární algebrou ovšem možnosti tohoto softwaru nekončí. Maxima je vhodná i pro celou
řadu jiných matematických oborů, např.

• základní i pokročilý kalkulus

• diferenciální rovnice

• Laplaceova a Fourierova transformace

• tenzorový počet

• vybrané speciální funkce

• vybrané numerické metody

• teorie čísel, symetrií a grup

• a mnoho dalších.
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Abstrakt: Předkládaný příspěvek je věnován tématu geografických informačních systémů 
(dále GIS) a jejich uplatnění při aplikačních úlohách v hodinách matematiky na gymnáziu. 
GIS jsou technologií, která napomáhá propojovat a analyzovat informace z na první pohled 
nesourodých oblastí lidského poznání. Právě až toto multidisciplinární synergické propojení 
dává možnost získat z dílčích informací komplexní náhled na danou problematiku. GIS mají 
s matematikou mnoho společného. Bez matematických základů by nebylo GIS. 
 
Klí čová slova:  
 
Geografické informační systémy, GIS, RVP-G, průřezová témata, aplikace matematiky, 
počítač v matematice, multidisciplinarita 
 

Co je GIS 

Často slýcháváme, že žijeme v informační společnosti. Ano, naše společnost je lačná po 
informacích různého druhu. Pro sběr, ukládání, zpracování, zpřístupnění a prezentaci 
informací (dat) nám slouží informační systémy. Podle definice, kterou jsem si vypůjčila od 
kolegy Ing. Zenkla z jeho školících přednášek, je informační systém „funkční celek, sloužící 
k získávání, uchování, zpracování a zpřístupnění údajů, nebo který automatizovaně podporuje 
výkon určitých činností.“ 

Informace existují v čase a rovněž v prostoru (v území). Pro sběr takových informací slouží 
„informační systémy o území“, dnes říkáme „geografické informační systémy“, zkráceně GIS. 

Co je vlastně GIS? GIS je informační systém, který popisuje vlastnosti objektů a jevů, avšak 
navíc popisuje jejich: 

• umístění, 
• geometrický tvar, 
• a vzájemné prostorové vztahy. 

Výhodou GIS je možnost grafické interpretace dat (resp. geografické interpretace). 
Geografická interpretace dat (říkáme též vizualizace dat) je ve většině případů čitelnější než 
interpretace dat ve formě kódů či tabulek, neboť je to interpretace našemu reálnému vnímání 
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bližší, je vizuální. Interpretací dat v GIS může být např. mapa v počítači, ale GIS zdaleka není 
jen mapa v počítači. GIS je interaktivní systém, který v sobě integruje data z různých zdrojů. 
Co vše v sobě GIS zahrnuje? V literatuře se dočteme, že GIS jsou: 

• data, 
• technické, programové, komunikační vybavení, 
• organizační, personální, znalostní zabezpečení. 

S jakými daty se v GIS setkáme? Data v GIS jsou data geografická či v některé literatuře se 
setkáme s pojmem prostorová data. Prostorová data představují vlastně model reálného světa 
s jistou mírou zjednodušení (generalizace).  

Geografická data se skládají ze složky geometrické a popisné. Geometrická složka popisuje 
tvar, velikost, umístění objektu v území (např. stavební parcela), složka popisná zakódované 
informace o vlastnostech objektu či jevu (např. název katastrálního území, číslo parcely, druh 
pozemku apod.). Navíc existuje vlastnost, která se nazývá chování (pravidla). Existují 
pravidla jednak pro geometrickou složku, a jednak pro atributy. Pravidla pro geometrickou 
složku nazýváme topologie. Topologie slouží především pro studium prostorových vztahů 
a pro kontrolu chyb v geometrickém popisu. U geometrické reprezentace parcel to může být 
pravidlo, že každá parcela musí být reprezentována polygonem, který je uzavřený a jehož 
obvod je spojitý či že se nesmějí plochy parcel vzájemně překrývat, tedy jejich průnik je 
nulový apod. Pravidla popisné složky jsou např. kontrola přípustných hodnot pro jednotlivé 
atributy (plocha parcely nesmí nabývat záporné hodnoty apod.) popř. vazby mezi tabulkami. 

Data jsou v GIS buď ve formě vektorové nebo rastrové. Vektorová data (body, linie, plochy) 
jsou vhodná pro reprezentaci objektů a jevů, která popisují tvar prvků pomocí diskrétních 
souřadnic - body (a pomocí předpisu pro jejich spojení - linie a plochy). Rastrová data jsou 
naproti tomu vhodná pro reprezentaci spojitě se měnících jevů (např. reliéf terénu, družicové 
snímky apod.). 

Bylo již výše zmíněno, že data GIS reprezentují objekty a jevy reálného světa a vytvářejí tak 
jeho model. Při této reprezentaci hraje klíčovou roli uložení informací o umístění daných 
objektů a jevů v území, tj. prostorová lokalizace. Lokalizovat geografické prvky v GIS lze 
dvojím způsobem: přímo a nepřímo.  

Přímou lokalizací jsou geodetické souřadnice objektu. Proces přiřazení geodetických 
souřadnic se nazývá georeferencování. Tento proces je důležitý při importu dat z různých 
zdrojů, která mohou být v různých souřadnicových systémech. Pak je třeba data sjednotit, 
vybrat jeden souřadnicový systém a data z ostatních souřadnicových systémů do zvoleného 
souřadnicového systému transformovat. Výběr vhodné transformace je velmi důležitý pro 
další použití dat. 

Nepřímá lokalizace spočívá v tom, že u prvku nejsou uvedeny jeho souřadnice, ale odkaz na 
jiný prvek, který souřadnicovou (přímou) lokalizaci má (např. adresa objektu, kód obce, 
název státu, číslo silnice apod.). Nepřímé lokalizaci se říká geokódování. 
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Data užívaná v GIS pocházejí většinou z různých zdrojů (např. existující geografická data, 
skenované papírové mapy, tabelární data – databázové tabulky jiného IS, družicové snímky, 
terénní geodetická měření - např. pomocí GPS, digitální modely terénu apod.). Výhodou GIS 
je schopnost taková data integrovat do jedné geografické databáze a společně je analyzovat 
a zobrazovat.  

Aby bylo možné velký objem dat, která se v GIS vyskytují, dobře využívat, je třeba je vhodně 
uspořádat. Data se proto v GIS člení do tzv. tematických vrstev. Tematická vrstva obsahuje 
skupinu objektů, které spolu souvisejí (např. vodní toky, silniční síť apod.). 

Hlavní výhodou geografických informačních systémů je jejich schopnost analyzovat data, 
tj. hledat a zkoumat vztahy a souvislosti v území.  

Analyzovat data znamená hledat odpovědi na otázky:  

• Co je zde?  
• Kde je ...?  
• Co se změnilo od ...?  
• Jaké je prostorové uspořádání?  
• Co kdyby?  

Odpovědi na výše uvedené otázky nalezneme pomocí následujících funkcí GIS: dotazování 
(Co je zde?), vyhledávání (Kde je ...?), trendy (Co se změnilo od ...?), uspořádání (Jaké je 
prostorové uspořádání?), modelování (Co kdyby?). 

Tolik letmý náhled do tajů a možností GIS a seznámení s GIS. 

V dalších kapitolách bude popsáno, jak je GIS využíván při výuce ve škole v návaznosti na 
Rámcový vzdělávací program pro gymnázia a jak je možno jej využít při názorné výuce 
aplikací matematiky.  

 

Vzdělávací oblasti v RVP-G a využití GIS při výuce 

GIS může být podpůrným prostředkem v mnoha z výše uvedených vzdělávacích oborů. 
Na následujícím obrázku (Obr. 1) je uveden přehled oborů a je zde barevně zvýrazněno, ve 
kterých vzdělávacích oborech má dle názoru autora GIS své nezastupitelné místo (tzv. „hlavní 
oblasti pro využití GIS“ a zvýrazněno modrou barvou) a ve kterých je GIS podpůrným 
prostředkem (tzv. „doplňkové oblasti pro využití GIS“ a zvýrazněno oranžovou barvou).  
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Obr. 1: Oblasti pro uplatnění GIS ve výuce 
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Obr. 2: Hlavní vzdělávací obory, GIS a jejich vzájemné vazby 

 

Jak se prolínají RVP-G s GIS? Na části A) ARGUMENTACE A OVĚŘOVÁNÍ vzdělávacího 
obsahu RVP-G je ukázáno, které funkce a nástroje GIS mohou být pro výuku daného okruhu 
použity. Výčet možností není dozajista zcela vyčerpávající (více [1]), ale věřím, že poskytne 
alespoň rámcově představu o širokých možnostech a provázaní obsahu matematiky a GIS. 
Podrobněji se touto tématikou zabývá práce autorky s názvem“Geografické informační 
systémy v matematice“, která vznikla jako závěrečná práce studia DPS na UJEP v roce 2009 
pod vedením Prof. RNDr. Jiřího Cihláře, CSc [2]. 
 

A) ARGUMENTACE A OVĚŘOVÁNÍ 

Očekávané výstupy 
žák 

• čte a zapisuje tvrzení v symbolickém jazyce matematiky – SQL dotazování do 
databáze 

• užívá správně logické spojky a kvantifikátory – SQL dotazování do databáze 
• rozliší definici a větu, rozliší předpoklad a závěr věty 
• rozliší správný a nesprávný úsudek– úsudek může být kontrolován GIS analýzou, viz 

výše úloha 1 
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• vytváří hypotézy, zdůvodňuje jejich pravdivost a nepravdivost, vyvrací nesprávná 
tvrzení – zdůvodnění může být podpořeno GIS analýzou 

• zdůvodňuje svůj postup a ověřuje správnost řešení problému – nutná podmínka při 
argumentaci a obhájení svého stanoviska, postupu, řešení apod. v jakémkoli oboru  

Učivo 
• základní poznatky z matematiky – výrok, definice, věta, důkaz 
• množiny – inkluze a rovnost množin, operace s množinami – práce s topologií v mapě, 

překryvová analýza (průnik a překryv, sjednocení vrstev, ořez vrstev…) 
• výroková logika 

Závěr 

Geografické informační systémy mají matematické základy a dozajista mají své místo v 
aplikačních úlohách z matematiky. GIS je již hojně využíván na školách jako podpůrný 
prostředek převážně v předmětu Geografie, buď formou volitelných seminářů nebo přímo při 
výuce Geografie. Často se uplatňuje ve formě projektové výuky. GIS je využíván i jako 
součást obsahu předmětu Informatika, k níž má svou podstatou jako informační systém 
rovněž velmi blízko. Tvrdím, že GIS má své místo i v předmětu Matematika a její aplikace, 
neboť je postaven na matematických základech, které je třeba znát. Byla bych ráda, kdyby 
práce sloužila jako inspirace pro vyučující matematiky. Práce si neklade za cíl vyčerpat 
všechny možnosti využití GIS, neboť jsou dle mého názoru nevyčerpatelné. Pro ty zájemce, 
kteří by GIS chtěli využít doporučuji prostudovat následující odkazy [3] a [4]. Domnívám se, 
že stejně jako v životě i ve výuce si každý pedagog hledá vlastní cestu, jak předávat informace 
svým studentů. Protože každý člověk je jedinečný a neopakovatelný, je i obsah každého 
výkladu jedinečný. V úplném závěru snad jen přání otevřené mysli pedagogické a zvídavých 
studentů. 
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Abstract. The paper deals with a verification of Brahmagupta’s theorem using dynamic
geometry system and also with a proof of the theorem by classical way. Main part of the
paper deals with a proof of the theorem by method of automatic theorem proving.

Key Words: Brahmagupta’s theorem, automatic theorem proving.

1 Introduction
In this paper we will demonstrate how to prove Brahmagupta’s theorem by computer.
First we will describe and verify the theorem in dynamic geometry system GeoGebra.
Further we will show a classical proof of this theorem. Finally we will prove this theorem
by method of automatic theorem proving [1]. We will use a program CoCoA for this part.

2 Description of a problem
Theorem. In a cyclic quadrilateral having perpendicular diagonals, a perpendicular to a
side from the point of intersection of diagonals always bisects the opposite side.
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In a figure above we have a cyclic quadrilateral ABCD that has perpendicular diag-
onals AC and BD. A perpendicular to a side CD goes through the intersection point I
of diagonals and has a feet F .

It is good to take a note here that in all another parts of this paper we will prove the
theorem only for one side of cyclic quadrilateral. The proof for another sides of cyclic
quadrilateral is analogical.

3 Verification in GeoGebra
First we have to construct the figure in GeoGebra. The steps of construction are as
follows:

1)k; k = (S, r)

2)AC; A, C ∈ k

3)BD; B, D ∈ k ∧BD⊥AC

4)I; I ∈ AC ∩BD

5)FI; F ∈ CD ∧ FI⊥CD

6)M ; M ∈ AB ∧ |AM | = |MB|

In this part we are to show that the midpoint M of side AB of the cyclic quadrilateral
ABCD belongs to perpendicular FI. In fact that is very easy. The only thing we have to
do is to ask GeoGebra to find relation between two objects. In our case that is relation
between the midpoint M and perpendicular FI. GeoGebra will tell us that the point M
lies on the line FI. Thus the verification is done.

4 Classical proof
We are to prove that point M ∈ FI∩AB is a midpoint of side AB of the cyclic quadrilat-
eral. We can also say that M is a midpoint of side AB if and only if the line FI divides
right-angled triangle M BIA onto two isosceles triangles.
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From the figure above we can see that

|]CAB| = |]CDB|.

The equality comes from properties of cyclic quadrilateral exactly from the inscribed angle
theorem.

Next we have to realize that perpendicular FI divides triangles M CFI and M DIF
onto two similar triangles.

|]FIC| = |]FDI| = |]CDB|

Further we can see that ]FIC and ]MIA are vertical angles that are equal in size.

|]FIC| = |]MIA| (1)

As we have said above the triangle M BIA is right-angled. It implies

|]ABI| = 90− |]IAB| = 90− |]CAB| and |]BIM | = 90− |]MIA|. (2)

Now we can see that (1) and (2) implies

|]ABI| = |]BIM |.

From above we can see that M IAM and M BIM are isosceles with common arm MI.
This implies

|AM | = |MI| = |MB|

so point M is a midpoint of side AB of cyclic quadrilateral ABCD. Hence the classical
proof of Brahmagupta’s theorem is done.
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5 Automatic proof by computer

5.1 Introduction of a coordinate system

For this proof we will choose Cartesian coordinate system. As we can see from the figure
below we denoted by S = [m, n] the center of circle, by A = [a, 0], B = [0, b], C =
[c, 0], D = [0, d] the vertices of cyclic quadrilateral, by I = [0, 0] the point of intersection
of diagonals AC and BD of cyclic quadrilateral, by F = [e, f ] the foot of perpendicular
FI, and finally by M = [a

2
, b

2
] the midpoint of side AB.

5.2 Algebraic formulation of a problem

First we have to translate geometric properties of objects into algebraic formulations.
Like in classical proof we have some hypotheses (h1, . . . , h6) and a conclusion (c). We
can express that four points belong to a circle with following equations. These equations
come from Pythagorian theorem.

r = |AS| ⇔ h1 : (a−m)2 + n2 − r2 = 0

r = |BS| ⇔ h2 : m2 + (b− n)2 − r2 = 0

r = |CS| ⇔ h3 : (c−m)2 + n2 − r2 = 0

r = |DS| ⇔ h4 : m2 + (d− n)2 − r2 = 0

Foot F of perpendicular FI belongs to side CD of cyclic quadrilateral ABCD:

F ∈ CD ⇔ h5 : de + cf − dc = 0

Side CD of cyclic quadrilateral ABCD is perpendicular to line FI:

CD⊥FI ⇔ h6 : ce− df = 0
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We want to show that midpoint M of side AB belongs to line FI. We can express
this relation by following equation:

M ∈ FI ⇔ c : fa− eb = 0

5.3 Proof of a statement

Now we will use computer algebra system CoCoA to do some hard work for us. First we
have to tell CoCoA which indeterminates we will use so we enter:

Use R::=Q[a,b,c,d,e,f,m,n,r,t];

We want to find out whether conclusion polynomial c belongs to ideal generated by
hypotheses polynomials h1, . . . , h6. In CoCoA we enter:

I:=Ideal((a-m)^2+n^2-r^2, m^2+(b-n)^2-r^2, (c-m)^2+n^2-r^2,
m^2+(d-n)^2-r^2, de+cf-dc, ce-df);
NF(fa-eb, I);

We get

-be+af

as a result. If result is not equal to zero then it means that our conclusion polynomial
does not belong to ideal I.

We will try a second method, the stronger criterion. We will ask CoCoA whether
conclusion polynomial c belongs to a radical of ideal I. All we have to do is to add
negation of conclusion to the set of generators of ideal I. Hence we get ideal J and we ask
if 1 belongs to ideal J. In CoCoA we enter:

J:=Ideal((a-m)^2+n^2-r^2, m^2+(b-n)^2-r^2, (c-m)^2+n^2-r^2,
m^2+(d-n)^2-r^2, de+cf-dc, ce-df, (fa-eb)t-1);
NF(1, J);

We get

1

as a result. As in previous case if we get anything other than 0 as a result then it means
that our conclusion polynomial is not an element of ideal J. Hence the statement is not
generally true. It is necessary to look for additional conditions now.
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5.4 Searching for additional conditions

In this step we have to find conditions for which the theorem is not meaningless. These
conditions are called non-degeneracy conditions. These conditions are in form of in-
equations ( 6=) and are expressed only by independent indeterminates. To eliminate all
dependent indeterminates and a slack variable t in ideal J, in CoCoA we enter:

Elim(e..t, J);

We get

Ideal(1/4abc - 1/4bc^2 - 1/4acd + 1/4c^2d,
1/4abd - 1/4bcd - 1/4ad^2 + 1/4cd^2)

as a result. This ideal is called elimination ideal. It is generated by two polynomials in
our case. Now we will factor the first polynomial using CoCoA. We enter:

Factor(1/4abc - 1/4bc^2 - 1/4acd + 1/4c^2d);

We get

[[c, 1], [b - d, 1], [a - c, 1], [1/4, 1]]

as a result. These could be the desired conditions. What do they mean?

c 6= 0 . . . If c = 0 then vertices B, C, D would be collinear.
b− d 6= 0 . . . If b = d then vertices B and D would coincide.
a− c 6= 0 . . . If a = c then vertices A and C would coincide.

Finally we have to add these conditions to ideal I. Thus we obtain ideal K and we can
find a normal form of our conclusion polynomial c. In CoCoA we enter:

K:=Ideal((a-m)^2+n^2-r^2, m^2+(b-n)^2-r^2, (c-m)^2+n^2-r^2,
m^2+(d-n)^2-r^2, de+cf-dc, ce-df, c(b-d)(a-c)t-1);
NF(fa-eb, K);

We get

0

as a result. It means that conclusion polynomial c belongs to ideal K. Hence the theorem
is generically true and the computer proof is done.
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ČÍSELNÉ ŘADY NA POČÍTAČI 
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Abstrakt: V příspěvku je popsán případ, kdy byl počítač použit při objevení jedné hypotézy 
ve výuce matematiky. Tato hypotéza se týká rychlosti růstu řad s kladnými členy a odkrývá 
krásnou souvislost mezi harmonickou řadou a Eulerovým číslem e. 

 
Klíčová slova: Harmonická řada, konvergence a divergence číselné řady, Eulerovo číslo 

 
Harmonická řada 

...1...
3
1

2
11 +++++

n
 

je známým příkladem divergentní řady (se součtem + ∞), která přitom splňuje nutnou 
podmínku konvergence, tj. posloupnost  n-tých členů řady konverguje k nule. V článku [1] se 
autoři snažili přiblížit vlastnosti harmonické řady studentům - středoškolákům a tato snaha 
vedla i nás k vyšetřování dalších jejích zajímavých vlastností, zejména rychlosti růstu 
posloupnosti {sn} částečných součtů, kde 

sn= 
n
1...

3
1

2
11 ++++ . 

V učebnicích matematické analýzy (viz např. [2]) se dočteme, že 
s1000 = 7,48... ,   s1000000 = 14,39... 

Chceme-li získat hodnoty sn , lze první výpočty provést pomocí kalkulátoru. Tak můžeme 
např. zjistit (s přesností na 7 desetinných míst): 

s1 = 1,0000000     s6 = 2,4500000     s11 = 3,0198773 

s2 = 1,5000000     s7 = 2,5928571     s12 = 3,1032107 

s3 = 1,8333333     s8 = 2,7178571     s13 = 3,1801338 

s4 = 2,0833333     s9 = 2,8289683     s11 = 3,2515623 

s5 = 2,2833333     s10 = 2,9289683                .…. 

Zaujaly nás součty s1, s4, s11, ... , kdy částečný součet poprvé dosáhne hodnot 1, 2, 3, ... . 
Příslušné indexy 1, 4, 11, ... jsme označili p1 , p2 , p3, ... . Tedy pn je index právě toho 
částečného součtu harmonické řady, pro nějž platí 

                                               spn −1 <  n ,  spn
≥  n .                                   (1) 
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Pro získání dalších hodnot členů posloupnosti {pn} však již kalkulátor nedostačuje, 
protože posloupnost {pn} velmi rychle roste, tj. k získání hodnot dalších členů je třeba sečítat 
stále víc a více členů harmonické řady. 

Proto jsme sestavili program (uvádíme verzi v gwbasicu pro výpočet M členů): 

10 REM Harmonicka rada 

20 CLS : PRINT "Harmonicka rada" : PRINT 
30 S#=0 : P#=1 : N=1 : M=12 

40 S#=S#+1/P# : P#=P#+1 : IF S#<N THEN 40 
50 PRINT N,P#-1,S# 

60 N=N+1 : IF N<=M THEN 40 
70 END 

Výpočty čísel pn s rostoucím n zvyšují svou časovou náročnost, spotřeba času závisí 
ovšem i na použitém počítači. Dostaneme tak (ve sloupcích uvádíme 18 členů posloupnosti 
{pn}): 

1  227  33 617   4 989 191 

4  616  91 380   13 562 027 
11  1674  248 397  36 865 412 

31  4550  675 214       ….. 
83  12367  1 835 421 
 

Když jsme si zobrazili část grafu posloupnosti {[sn]}, kde symbol [x] značí funkci „celá 
část čísla x“, zdálo se nám, že každý další „stupeň“ je asi třikrát delší než předchozí. Pro 
ověření této hypotézy jsme provedli (opět s využitím výpočetní techniky) výpočty poměru 
pn+1 / pn a dostali jsme posloupnost (ve sloupcích): 

4                         2,7136...            2,7182675... 

2,75                    2,7175...            2,7182862... 
2,8181...             2,718040...             .…. 

2,6774...             2,718021...    
2,7349...             2,7182825... 
 

Její členy se na první pohled překvapivě blíží Eulerovu číslu e. Bylo tedy možno vyslovit 
zpřesněnou hypotézu 

                                                      
n

n

n p
p 1lim +

∞+→
 = e .                                      (2) 

Na druhý pohled však tento výsledek již tak překvapivý není, když si uvědomíme 
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souvislost částečných součtů harmonické řady s integrálem 

A
A

x
dx ln

1
=∫ . 

Je-li tedy hypotéza (2) správná, znamená to, že {pn} je určitá „kvazigeometrická“ 
posloupnost s kvocientem e. Hodnotu dalších jejích členů je pak možné přibližně odhadnout 
již bez výpočtů částečných součtů harmonické řady. 

Dá se skutečně ukázat (viz [3]), že pro každé přirozené číslo n platí 

                                           1 - 
np

1  < ln 
n

n
p

p 1+  < 1 + 
np

1  .                       (3) 

Protože posloupnost {1/pn} je nulová, plyne z věty o třech posloupnostech, že 

                                                    
n

n
n p

p 1lnlim +
∞+→

 = 1 

a hypotéza (2) je tak dokázána. 
Podívejme se nyní na to, jak lze určit další členy posloupnosti {pn}. Z (3) dostaneme 

postupnými úpravami 

                                      pn. e
pn

1
1

−

  <   pn+1   <   pn
. e pn

1
1

+

  ,                          (4) 
 

odkud lze na základě znalosti členu pn odhadnout člen pn+1. 

Vyzkoušejme si tento odhad při výpočtu p10 pomocí p9. Podle (4) tedy platí 

                                  4550 . e
1

1
4550

−
  <  p10  <  4550. e

1
1

4550
+

 

                                          12365,4... < p10  < 12370,9... , 

takže  p10 ∈ {12366, 12367, 12368, 12369, 12370}.  Viděli  jsme,  že  správná  hodnota  je  
p10 = 12 367. 

Zabývejme se nyní otázkou přesnosti určení pn+1 užitím vzorce (4). Zajímá nás délka 

nnn αβδ −=2  intervalu ( )nn ,βα , kde  

                                                            αn = pn. e
pn

1
1

−
 

                                                            βn = pn
. e pn

1
1

+

. 

Užitím l´Hospitalova pravidla vypočteme  
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                                                           elim n
n

22 =
∞+→

δ . 

Pokud tedy položíme ( )nnnp βα +≈+ 2
1

1 , odchýlíme se od skutečné hodnoty o méně než 

nδ , přičemž nδ  konverguje k e. 
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Abstrakt. Prostorová představivost je složením mnoha dílčích schopností. Jednou z nich je 
schopnost prostorové orientace. V příspěvku ukážeme jednu možnost, jak tuto schopnost 
sledovat pomocí počítačové hry a záznamů o jejím řešení. Hra je jednoduchá webová 
aplikace, která umožňuje testovat a trénovat lidskou představu o poloze v trojrozměrném 
prostoru a udržení této představy při pohybu. V průběhu hry vidí hráč „drátěný model“ 
prostoru rozděleného do krychlí – přesněji hrany krychle, v níž se nachází a hrany krychle 
před sebou. Na začátku každé úlohy ho aplikace postupnými kroky přesune do nějaké nové 
polohy. Hráč přitom sleduje své pohyby a jeho úkolem potom je dostat se (pomocí kroků 
vpřed a otočení) zpět do výchozí krychle. Schopnosti žáků je možné cvičit a testovat na 
několika různých sadách úloh. 
Záznamy o všech pokusech hráčů jsou ukládány do databáze a je tedy možné následně 
vyhodnotit zvolené strategie hráčů a jejich úspěšnost, stejně jako obtížnost představy pro  
jednotlivé druhy pohybu a obtížnost cest (úloh). Předvedeme možnosti vyhodnocování hry, 
zejména prostorové zobrazení získaných dat ve formě 3D scény a některé výsledky 
vyhodnocení experimentů v různých sadách hry. 
 
Klíčová slova: Orientace v prostoru, prostorová představivost, otáčení v prostoru, hra, web, 
Flash-aplikace 

Labyrint – hra na webu 
Labyrint je on-line aplikace, která umožňuje formou počítačové hry testovat a cvičit představu 
o poloze hráče v prostoru. Její prostředí a ovládání je jednoduché, hráč vystačí s několika 
klávesami. To nejdůležitější je jeho soustředěnost a schopnost dostatečně rychle si představit 
okamžitou změnu polohy v prostoru. Prostor je reprezentován krychlovou mřížkou, v níž se 
za pomoci animace hráč pohybuje. Pohled do scény ukazuje hráči pouze hrany krychle, kde 
právě stojí a krychle, která je před ním. Animace naznačuje otáčení kolem směrů všech 
souřadnicových os a kroky vpřed. Pravidla hry jsou přímočará: na začátku každé úrovně 
(cesty) simuluje prostředí hry pohyb mřížkou (otáčení nahoru, dolů, otáčení a naklápění vlevo 
a vpravo a kroky vpřed ve směru pohledu). Po skončení animace se hráč musí vrátit (výše 
vyjmenovanými pohyby) zpět do výchozí krychle. Není třeba otáčet se do výchozího směru, 
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rozhoduje pouze správná krychle. Pokud hráč uspěje, může postoupit do další úrovně hry. 
Každou úlohu může libovolně opakovat. Hru může hrát kdokoli, stačí k tomu běžné vybavení 
počítače: webový prohlížeč a plug-in pro přehrávání Flash-aplikací. Podrobnější popis hry 
může čtenář nalézt v článku [1]. 

On-line sledování průběhu hry 
Hráči se do hry hlásí jedinečným jménem (přezdívkou) a heslem. Hru mohou kdykoli přerušit 
a pokračovat v ní po opětovném přihlášení později. Jejich dosažené úrovně se zaznamenají 
a mohou pokračovat od úrovně, kde skončili. Po vyřešení všech 40 cest sady hra končí.  

Po úspěšném vyřešení úlohy se hráči zpřístupní další úroveň hry, při nezdaru se hráči 
ukáže obrazovka s informací, jak velká byla jeho chyba, o kolik kroků se odchýlil od 
požadovaného cíle. 

Webové prostředí obsahuje kromě hry samotné ještě žebříček úspěšnosti, který obsahuje 
seznam jmen (přezdívek) s číslem nejvyšší dosažené úrovně v dané sadě. Ten umožňuje 
soutěžit s ostatními hráči – ať již anonymními nebo těmi, jejichž přezdívky hráč zná. 

Obtížnost úloh se obvykle ve hře postupně zvyšuje, záleží však na záměru autora 
konkrétního projektu. 

Pokud si hráči hrají sami, řídí si svůj postup spontánně. Taková hra, která je zcela 
dobrovolná a v níž může hráč hru kdykoli opustit, bývá nejpřínosnější. Při řízené hře, kdy 
jsou hráči do hry pobízeni, je důležité respektovat náročnost hry, mít na paměti možnou 
únavu hráčů a snažit se jí předejít. 

Sledování průběhu hry vyhodnocením uložených dat 
Data všech pokusů (všech hráčů všech sad úloh) jsou ukládána do databáze. To dovoluje 
nejen vytvořit zmíněný žebříček, který hráči při hře vidí, ale následné zpracování těchto dat 
dává možnost detailněji sledovat průběh hry. Nejdůležitější ukládané údaje jsou: název sady, 
jméno hráče, číslo úlohy, cesta (tj. posloupnost jednotlivých dílčích pohybů), zdar/nezdar. 

 
Obr.1: Graf úspěšnosti při řešení úloh jedné sady 
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Jedním ze sledovaných jevů může být schopnost adaptovat se na prostředí hry a řešit další 
typy úloh. V grafu na Obr. 1 můžeme vidět postupné výsledky jednoho řízeného experimentu, 
v němž studenti dvou skupin nižšího gymnázia řešili sadu úloh, v níž postupně přibývaly nové 
typy otočení. V prvých dvaceti úlohách se hráči setkali jen s otočeními doleva a doprava. 
Úlohy 11–16 byly opakováním úloh 3–8 se záměnou těchto dvou otočení, úlohy 19, 20 
obsahovaly obtížně zapamatovatelnou dlouhou cestu. Úlohy 21–30 byly kopiemi prvých úloh, 
ale místo doleva–doprava obsahovaly otočení nahoru–dolů. Graf ukazuje, jak se studenti učili 
orientovat v prostoru. Ukazuje podíl úspěšných (světlý sloupec) a neúspěšných (tmavý 
sloupec) pokusů na každou úlohu. Je vidět, že v úlohách 11–18 úspěšnost rostla a při setkání 
s novým otočením se vrátila na původní hodnoty. 

V dalších řízených experimentech můžeme sledovat další jevy, například vliv věku hráčů 
na průběh hry. V našem dalším experimentu se vliv věku hráčů projevil pouze větší 
„rozvážností“ a soustředěností starších hráčů, vliv na úspěšnost měřenou nejvyšší dosaženou 
úrovní v sadě se neukázal. 

Grafické znázornění cest hráčů ve virtuální 3D scéně 
Výše uvedené způsoby vyhodnocení získaných dat dávají spíše kvantitativní informaci pro 
autora sady úloh či pro učitele, kteří chtějí sledovat schopnosti studentů. Pro hráče samotné je 
zajímavé spíše jejich umístění v žebříčku než výše uvedené grafy. Často ale chtějí vědět, proč 
nevyřešili úlohu správně, kde vlastně zabloudili, kam se měli otočit po druhém kroku atd. Ze 
samotného výpisu cesty sice odpověď plyne, ale získat o ní představu je jen o málo snazší než 
vyřešit úlohu samotnou. Můžeme jim tedy dát odpověď v podobě virtuální scény, v níž cestu 
znázorníme. Pro zobrazení cest jsme zvolili jazyk VRML. K prohlížení scén stačí webový 
prohlížeč s VRML pluginem. (ověřeno pro MSIE a VRML prohlížeč Cortona) Obrázek 2 
ukazuje jedno správné a jedno nesprávné řešení úlohy: tmavá kulička představuje startovní 
pozici hry (a tedy místo, kam se má hráč vrátit), tmavá cesta je ta, po níž hráče „vezla“ 
aplikace, kužel ukazuje směr, v němž hráč stojí před návratem zpět. Světle je vyznačena cesta 
hráče a místo, kde skončil. 

 
Obr. 2: Správné a nesprávné řešení úlohy 

 
Pokud chceme posoudit obtížnost jednotlivých úloh, zobrazíme si správné a bludné cesty 

všech hráčů, kteří řešili danou úlohu. Ty vidíme na Obr. 3.  
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Obr. 3: Správná a nesprávná řešení jedné úlohy 

 
Při zobrazení bludných cest dobře vyniknou nejčastější chyby – bývá to nesprávné otočení 
v některém místě cesty. Méně častá byla řešení s nesprávným počtem kroků „vpřed“. Pokud 
takovou chybu hráč udělal, snadno ji po zprávě o chybě opravil. Stejně tak si hráči většinou 
dobře pamatovali počet „rovných částí“ cesty. Ukázku vidíme na Obr. 4 vpravo. (Pokud 
necháme zobrazit příliš mnoho nesprávných cest, nejspíš bude scéna přeplněná a málo 
přehledná a je vhodnější data rozdělit – viz Obr. 4 vlevo.) 
 

 
Obr. 4: Vlevo přeplněná scéna, vpravo scéna vhodná k analýze chyb 

 
Při zvoleném způsobu reprezentace cest hráčů – vytvoření trojrozměrného modelu 

v jazyce VRML – můžeme v prostředí prohlížeče sledovat cesty opravdu detailně, scénu 
můžeme pomocí ovladačů pluginu interaktivně přibližovat, otáčet s ní apod. Obr. 5 ukazuje 
prostředí interaktivní webové stránky s vloženou VRML scénou, která dovoluje vybrat 
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a zobrazit cesty jednotlivých pokusů pro libovolnou úlohu ze zvolené sady. Můžeme také 
vyfiltrovat a následně zobrazit  řešení jednotlivých úloh pro konkrétního hráče. 

 
Obr. 5: Ukázka prostředí pro prohlížení 3D modelů cest 

Strategie řešení úloh 
Při řešení úlohy nás zajímaly dvě strategie: zapamatování si a kopírování původní cesty (tedy 
návrat po cestě, po níž byl hráč veden ve hře) a naproti tomu cesty, kterými hráč šel na 
základě správného určení polohy, v níž se v každém jednotlivém kroku nachází. Grafické 
zobrazení tyto dvě strategie dobře ukáže a rozliší, zatímco jejich vyhledání v textové podobě 
by bylo téměř nemožné. První z následujících obrázků (Obr. 6) ukazuje řešení úlohy, jejíž 
cesta byla krátká a snadno zapamatovatelná. Patřila k těm snazším a k jejímu řešení se 
probojovalo více hráčů. Je vidět, že většina řešitelů si cestu zapamatovala a vracela se po ní 
(čím silnější cesta v obrázku, tím více hráčů ji sledovalo). Navíc i zdatní hráči neměli důvod 
sledovat jinou cestu, protože originální cesta byla jednou z nejkratších cest. 

 
Obr. 6: Převaha sledování původní cesty 
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Úlohy na druhém obrázku (Obr. 7 vlevo a vpravo) řešilo méně hráčů – jen ti, kteří se 
dokázali dostat do vyšší úrovně hry a mnozí z nich se vraceli vlastní cestou. 

   
Obr. 7: Řešení úloh s členitější cestou 

Další podpora Labyrintu 
Pro sledování konkrétních schopností hráčů a různých strategií je vhodné sestavit odlišné sady 
úloh. Podobně pro mladší hráče, kteří se snadno unaví, je třeba úlohy přizpůsobit a volit 
snazší a motivační úlohy. V současné době jsou na webu k dispozici různé sady úloh, které je 
možné hrát bez omezení. K dispozici je také pomalejší verse hry a cvičná verse lokální, která 
však neobsahuje databázovou podporu a z ní plynoucí funkce. Uvedené verse jsou přístupné 
z odkazů, které čtenář najde na webové stránce http://3dhricky.wz.cz. 

Zájemci o online testování pomocí vlastních sad úloh, jejich vyhodnocení či o lokální 
versi Labyrintu, prosíme, kontaktujte nás na výše uvedených e-mailových adresách. Těšíme 
se na všechny zprávy, návrhy a připomínky. 

Závěr 
Labyrint je hra, kterou si se zájmem zahráli studenti i dospělí. Bez schopnosti představy 
o poloze v prostoru či bez pokročilých prostorových úvah ji úspěšně hrát není možné. A i při 
neúspěších prostorovou představivost cvičí a posiluje. Je velice intenzivní a náročná, děti ve 
věku do 14–15 let se při hraní její původní (tj. ne pomalé) verse rychle unaví nebo o ni ztratí 
zájem. Starší ji už hrají s chutí, vracejí se k ní – a to bez omezení věku. 
Vyhodnocení a prostorové zobrazení cest zvyšuje atraktivitu hry, protože hráčům poskytuje 
estetickou, přehlednou a srozumitelnou zpětnou informaci o vlastních chybách. Ve hře samé 
je hráč ponořen „ve tmě“, jeho „baterka“ nedohlédne za hranice jedné kostky. Model cest mu 
nabídne pohled zvenku do celého prostoru, který prošel. 

Literatura: 
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OVĚŘOVÁNÍ STEREOMETRICKÝCH ÚVAH 
POMOCÍ CABRI 3D  
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Abstrakt. Program Cabri 3D může nalézt uplatnění nejen přímo při výuce kapitol 
stereometrie, ale i jako nástroj názorné demonstrace v situacích, kdy řešíme úlohy týkající se 
trojrozměrné situace a kdy vedeme prostorové úvahy. Zmíníme několik příkladů využití 
tohoto programu v souvislosti s řešením úloh metodami analytické geometrie a pro objasnění 
zadání a ověření výsledků úloh o extrémech funkcí pro trojrozměrné problémy.  
 
Klíčová slova: Cabri 3D, stereometrie, demonstrace, analytická geometrie, množiny bodů 
dané vlastnosti, extrém funkce 
 
1. Úlohy o extrémech funkcí – objasnění problému 
Při řešení slovních úloh vedoucích na vyšetřování extrémů funkce metodami diferenciálního 
počtu často narazíme – a to častěji než na problémy plynoucí z nepochopení principů a metod 
diferenciálního počtu – na problém nepochopení daného reálného problému. Jde-li o problém 
prostorový, platí to tím více. Takový problém těžko demonstrujeme na reálném modelu (aby 
bylo možné reálně sledovat vliv změny parametrů, musel by být model dostatečně variabilní 
a modifikovatelný) a zpravidla ho ilustrujeme náčrtkem. Vyhotovení vhodného náčrtku už ale 
předpokládá pochopení problému – musíme předem vědět, jaké vztahy je třeba v náčrtu 
zobrazit. Pokud žáci nezískají s řešením takových úloh dostatek zkušeností (a na to obvykle 
není dost času), zůstávají tyto úlohy obtížně řešitelné.  
Prostorový virtuální model nám pomůže při 
○ objasnění zadání úlohy 
○ vytvoření představy o vzájemné poloze těles a prostorových objektů 
○ objasnění konstrukce požadovaného objektu 
○ nalezení potřebných vztahů mezi rozměry objektů 
○ vizuální „ověření“ výsledku 
Možnosti dynamické geometrie pak navíc umožní názorný přechod od řešení úloh s pevnými 
hodnotami parametrů k úlohám zadaných obecně, k objasnění vzájemné polohy zkoumaných 
objektů a ověření výsledku obecně zadané úlohy při plynulé změně zadaných parametrů. 
V následujících ukázkách citujeme doslovně znění úloh z [3] a zmíníme případná úskalí 
zobecnění úlohy. 
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 ÚLOHA: DO KOULE O POLOMĚRU 3 CM VEPIŠTE (ROTAČNÍ) KUŽEL MAXIMÁLNÍHO 
OBJEMU. URČETE POLOMĚR PODSTAVY A VÝŠKU KUŽELE. 

Tato úloha patří k těm snazším, přesto její řešení potřebuje několik úvah: 
○ Co je to vepsaný kužel (do koule)? 
○ Jak nějaký sestrojit? 
○ Jak najít vztah mezi rozměry kužele a koule? 

Postup řešení a získaný výsledek může nastolit otázku možnosti obecného řešení, neboli 
„Proč je poloměr koule právě 3 cm a je to pro řešení úlohy důležité?“. 

Prostorový model může pomoci odpovědět na výše uvedené otázky, po nalezení 
potřebných vztahů lze konstatovat, že úlohu můžeme bez omezení řešit pro obecný poloměr 
koule. Jedno možné odvození  a potřebné vztahy k nalezení požadovaného extrému (bez 
precizního ověření existence extrému) uvádíme.  
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Model pomůže s optickým ověřením, je-li nalezený extrém opravdu požadovaným 

výsledkem úlohy. 

 KOULI O POLOMĚRU 3 CM OPIŠTE (ROTAČNÍ) KUŽEL MINIMÁLNÍHO OBJEMU. URČETE 
JEHO ROZMĚRY. 
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Obtížnost řešení úlohy je srovnatelná s předchozí úlohou. Měli bychom však – a snadno 
můžeme – demonstrovat, proč hledáme minimum, nikoliv maximum, jako v předchozí úloze. 
Některým studentům také může vrtat hlavou, jak opsaný kužel sestrojit. I tato úloha umožňuje 
obecnou formulaci, na poloměru koule nezáleží.  

 DO ROTAČNÍHO KUŽELE O ROZMĚRECH R = 6 CM, V = 3 CM VEPIŠTE (ROTAČNÍ) VÁLEC 
MAXIMÁLNÍHO OBJEMU TAK, ABY OSA VÁLCE SPLÝVALA S OSOU KUŽELE.  
URČETE ROZMĚRY VÁLCE. 

Po předchozích úlohách nejspíš nebude pro studenty obtížné představit si polohu válce 
v kuželi a nalézt potřebné vztahy mezi rozměry válce a kužele. Pro samotné řešení možné 
nebudeme trojrozměrný model potřebovat. Ale dynamický model i zde ukáže hledaný extrém 
i to, že úlohu je možné formulovat obecně, pro kužel o poloměru r a výšku v. 

 
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3
2 2

,

30 2 0 0

2 ,
3 3

pro 6, 3 : 4, 1
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Úlohu modelu však oceníme v následující úloze. 

 DO ROTAČNÍHO KUŽELE O ROZMĚRECH R = 6 CM, V = 3 CM VEPIŠTE VÁLEC 
MAXIMÁLNÍHO OBJEMU TAK, ABY OSA VÁLCE BYLA KOLMÁ NA OSU KUŽELE. URČETE 
ROZMĚRY VÁLCE. 

Odvozené vzájemné vztahy mezi rozměry kužele a válce budou velmi podobné těm 
z předchozí úlohy, pro jejich obměnu bychom možná model nepotřebovali ani zde. Tato 
úlohy však vyžaduje ujasnit formulaci „vepište válec“. I zde je míněn rotační válec, ale ani tak 
nemusí být prostorová situace zcela zřejmá. 

 
Na první pohled není vidět, proč bychom i tuto úlohu nemohli řešit pro obecně zadané 

rozměry r a v. Zkusme tedy při výpočtu můžeme místo s konkrétními rozměry počítat 
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s poloměrem r a výškou v kužele. Při daných rozměrech snadno ověříme původní výsledek. 
Při manipulaci s modelem však snadno objevíme, že válec požadovaných parametrů nemusí 
být pro obecné parametry r a v do kužele vepsán, ale může kužel protínat! 
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a pro jiné rozměry?
2,

3 3
pro 3, 6 : 2, 2?
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R v v 

 
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Nabízí se tedy otázka, kdy (pro jaké rozměry kužele) bude spočtené „obecné řešení“ 
skutečně hledaným extrémem a kdy bude extrém funkce v krajním bodě intervalu 
vymezujícího definiční obor, protože poloha bodu, v němž existuje nulové derivace funkce 
padne mimo definiční obor zkoumané proměnné. (Jasně se tak ukáže nutnost určení 
definičního oboru.) Bohužel, odpověď není zcela snadná a souvisí s výpočtem poloměru 
oskulační kružnice ve vrcholu hyperboly. Tato znalost nepatří do povinného učiva, ale zde 
řešení uvedeme: 

Předchozím výpočtem získaná hodnota extrému je zároveň požadovaným maximem 
právě tehdy, pokud poloměr oskulační kružnice hyperboly řezu kužele rovinou, která určuje 
podstavu vepsaného válce je větší nebo roven poloměru této podstavy. Jinak podstavná 
kružnice válce kužel protíná. 
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2. Množiny bodů dané vlastnosti – Základní množiny bodů v prostoru 
V kapitole věnované planimetrii zkoumají studenti také množiny bodů dané vlastnosti a ty 
základní znají a používají. Obdobné úvahy pro množiny bodů v prostoru se však většinou 
neprovádějí, byť některé množiny jsou známy také – např. kulová plocha jako množina bodů 
konstantní nenulové vzdálenosti od daného bodu či rovina souměrnosti úsečky. Při zkoumání 
těch množin bodů, které jsou prostorovou modifikací rovinných formulací, narazíme jak na 
problémy snadné, které jsou pouhou analogií úvah rovinných (i tak ale stojí za připomenutí), 
tak i na nové či překvapivé výsledky a  problémy, které mnohdy přesáhnou rozsah povinného 
učiva. Jistě však – jako přijatelné rozšíření – mohou studenty zaujmout. Vyjmenujme nyní 
jednotlivé úlohy a posuďme možnosti jejich syntetického řešení (s podporou Cabri 3D) 
a řešení metodami analytické geometrie. Budeme zkoumat množiny bodů v prostoru, které 
mají stejnou vzdálenost od daných objektů: 
○ bod – bod 
○ rovina – rovina 
○ přímka – přímka 
○ bod – rovina 
○ bod – přímka 
○ přímka – rovina 
○ rovina – kulová plocha 
○ dvě soustředné kulové plochy 

 BOD – BOD 
Tento případ uvádíme jen pro úplnost. Je to snadná analogie osy úsečky v rovině – nástroj 
ROVINA SOUMĚRNOSTI ÚSEČKY je v Cabri 3D přímo k dispozici, opticky ověřit danou vlastnost 
pomocí nástroje DÉLKA je také snadné. Pro precizní důkaz (který studenti bohužel nebudou 
žádat, protože „to je přeci zřejmé“) bychom mohli použít metodu souřadnic se zvoleným 
umístěním daných bodů    1;0 , 1,0A B . Snadnou úlohu můžeme využít k vysvětlení, co je 
důkaz a co jen grafický názor, optické ověření vlastnosti a také vysvětlení toho, proč lze bez 
újmy na obecnosti volit souřadnice zadaných bodů tak, jak jsme uvedli. 

 ROVINA – ROVINA 
Při řešení této úlohy, která je opět snadnou analogií rovinné úvahy, je třeba rozlišit případ 
rovnoběžných a různoběžných rovin. O konstrukci v Cabri 3D budeme muset přemýšlet více, 
neboť přímý nástroj ke konstrukci roviny souměrnosti dvou rovin zde není, k dispozici máme 
pouze nástroj ROVINA SOUMĚRNOSTI ÚHLU. Při řešení metodou analytické geometrie můžeme 
s výhodou volit takovou soustavu souřadnic, v níž dané rovnoběžné roviny budou určeny 
obecnými rovnicemi 1 a 1x x  

, 0y kx k  
, pro různoběžné roviny ji zvolíme tak, aby pro dané 

roviny platily vztahy Pro různoběžné 
roviny pak vede řešení k rovnici 

,  tedy rovnice 0 a 0. kx y kx y   
,  tedy ke dvojici rovin 0 a 0. kx y kx y kx y      

 PŘÍMKA – PŘÍMKA 
Po předchozích úvahách mohou studenti očekávat opět snadnou analogii známého, úloha však 
přináší překvapení a možná nečekané obtíže v okamžiku, kdy analogii s rovinou použít nelze. 
Úlohu rozdělíme na tři případy, které budeme řešit samostatně. Pro rovnoběžné a různoběžné 
přímky snadno vymodelujeme prostorovou scénu. Řešení analytickou metodou také vede ke 
snadno reprodukovatelnému závěru. 
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Pokud však začneme zkoumat dvojici mimoběžek, stane se jak sestrojení modelu, tak 
analytické řešení zdrojem překvapení a obtíží. Pro analytické řešení bude velice důležitá 
vhodná volba zadaných prvků. Jednu možnost (spolu s důkladnou analýzou problému) můžete 
najít v [1], zde navrhujeme volbu jinou: bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že 
soustava souřadnic je taková, že dané mimoběžné přímky v ní mají analogicky k výše vedené 
volbě pro různoběžky následující vyjádření. 
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Určení objektu s touto rovnicí přesahuje rámec povinného učiva, jeho prozkoumání ale 
může vést k lepšímu pochopení vyjadřování metodou souřadnic. Vidíme, že se jedná 
o nějakou kvadratickou plochu. Pro motivaci bychom si mohli daný útvar zobrazit. Bohužel, 
Cabri 3D nemá nástroj k zobrazování objektů zadaných rovnicemi, se souřadnicovým 
vyjádřením se v něm dá pracovat jen velmi omezeně. Vezmeme-li na pomoc nějaký systém 
CAS, uvidíme pozoruhodnou a možná ne zcela neznámou plochu (my jsme použili program 
Derive): 
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V obrázcích jsou již znázorněny roviny, které protínají plochu ve známých křivkách. 
Využijeme je v následujících úvahách. 

Zkusme vést řezy plochy rovinami rovnoběžnými se souřadnicovými rovinami. Zjistíme, 
že se jedná o přímkovou plochu, na níž leží hyperboly. Pokud si troufneme i na řezy rovinami 
procházejícími osou z, dostaneme paraboly (vysvětlení lokální rovinné soustavy souřadnic ve 
zvolené rovině řezu a jeho vztah k získané rovnici však vyžaduje přinejmenším komentář 
a není zcela snadné, na první pohled může vést k chybné představě o jednotkách na osách). 
roviny  nebox konst y konst

z Cy z Cx
přímky

 

    
roviny z konst

C xy
hyperboly


   2

roviny proložené osou : z y mx
z C x
paraboly



  

Získaná plocha je hyperbolický paraboloid, který je hojně využívaný v architektuře 
například  k zastřešení staveb, ať již nenápadných či velkoryse vyhlížejících rozměrných hal. 

V Cabri 3D je modelování plochy obtížnější, ale můžeme vytvořit model, který ukáže 
vzájemnou plohu křivek na ploše a charakteristickou vlastnost bodů plochy. 

 
Poznamenejme, že ve [2] lze nalézt obdobný příklad, jeho řešením je jednodílný hyperboloid. 

 BOD – ROVINA 
Touto úlohou se vracíme ke snadným analogiím rovinných úvah. Známe definici paraboly 
jako množiny všech bodů v rovině, které mají stejnou vzdálenost od dané přímky a daného 
bodu mimo ni. Pokud v naší úvaze proložíme daným bodem A libovolnou rovinu  kolmou 
k dané rovině  (kolmou proto, že vzdálenosti bodů od roviny měříme právě v ní), dostáváme 

59



parabolu jako řešení úlohy pro body zvolené roviny. Rotací zvolené roviny a výsledné 
paraboly kolem osy – přímky procházející daným bodem kolmo k dané rovině – dostáváme 
řešení prostorové úlohy – rotační parabolickou plochu. 

Analytické řešení není při vhodné volbě soustavy souřadnic obtížné a nabízí se ke 
snadnému objasnění významu získané rovnice:  

[ ]
( ) ( )2 22 2

2 2

  pro 0;0;1 , : 1 platí 

odtud plyne:  1 1

rotační parabolická plocha:  4

A z XA X

x y z z

x y z

α α= − =

+ + − = +

+ =

 

Pro modelování v Cabri 3D nemáme přímý nástroj, nejsnazší bude vymodelovat plochu 
jako stopu křivky. Názornější je asi stopa vytvořená kružnicí, jejíž bod posouváme po 
parabole, rotaci paraboly naznačí otáčení pomocné roviny. 
Plocha však vypadá lépe v programu Derive. 
 

 

 

 

• BOD – PŘÍMKA 
V této úloze obměníme prostorovou úvahu z předcházející úlohy. Vzdálenost bodu od přímky 
měříme v rovině k přímce kolmé. Tak dostáváme svazek rovnoběžných rovin. V každé z nich 
můžeme hledat body, které jsou stejně daleko od jejího bodu P (průsečíku dané přímky se 
zvolenou kolmou rovinou) a daného bodu A. Jak víme, takovou množinou v rovině je osa 
souměrnosti úsečky AB. Hledaná plocha bude tedy plocha přímková a dalšími úvahami lze 
dospět k závěru, že jde o parabolickou válcovou plochu. Názornější může být jiná představa: 
V rovině α  určené danými prvky je řešením parabola. Hledejme nyní body požadované 
vlastnosti v rovinách rovnoběžných s touto rovinou. Vzdálenost bodu jejího bodu M od bodu 
A i od přímky a jsou přepony pravoúhlých trojúhelníků, jejichž společná odvěsna leží na 
kolmici vedené bodem M k rovině α. Přepony mají stejnou délku právě tehdy, rovnají-li se 
druhé odvěsny – úsečky v rovině α. Tím jsme úlohu převedli na předcházející rovinou úvahu 
v rovině α. Řešením je parabolická válcová plocha. Při úvaze pomůže Cabri 3D model. 

Analytické řešení odvodíme snadno a výslednou rovnici i snadno interpretujeme, válcové 
plochy s osou rovnoběžnou s některou ze souřadnicových os jsou snadným rozšířením 
povinného učiva. Určitě stojí za zmínku ukázat, že válcová plocha nemusí být pouze rotační. 
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 PŘÍMKA – ROVINA 
Úlohu budeme řešit pro tři různé případy: přímka rovnoběžná s rovinou, speciální případ, kdy 
je přímka kolmá k dané rovině a nejobtížnější úvahu povedeme pro případ, kdy jsou přímka 
s rovinou různoběžné, ale ne kolmé. 
 
a   
Pokud studenti absolvovali předchozí úlohu, bude řešení snadné. Možná je trochu překvapivé, 
že obě úlohy mají shodné řešení. Volba pomocných rovin kolmých k dané přímce a je 
nasnadě, analytické řešené ve vhodně zvolené soustavě souřadnic snadno interpretovatelné. 
Model v Cabri 3D opět přímo nesestrojíme, ale můžeme vymodelovat konstrukční postup 
s posuvnými pomocnými rovinami. 
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a   
Vzdálenost bodu od přímky a měříme v rovině k ní kolmé, vzdálenost bodu od roviny  na 
přímce k rovině   kolmé, pomocné roviny tedy povedeme danou přímkou (pak budou kolmé 
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k dané rovině ) a v nich budeme hledat body stejně vzdálené od dané přímky a a jejich  
průsečnice s rovinou . Víme, že jde o dvě navzájem kolmé přímky, osy vzniklého pravého 
úhlu. Jejich rotací kolem přímky a vznikne rotační kuželová plocha. Tu přímo vymodelujeme 
pomocí Cabri 3D. 
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, nejsou kolméa   

Řešení tohoto případu je nejobtížnější ze všech v textu uváděných úloh. Nejpřímější postup je 
řešení analytické, vhodná volba soustavy souřadnic však není intuitivní a výsledek je obtížně 
interpretovatelný. Řešením je kosý kužel. Tento závěr odvodíme z analytického výsledku 
podobně jako z prostorového modelu. Pro názorné zobrazení si plochy vyjádřené analyticky 
jsme zvolili opět program Derive. V obrázku je zobrazena i daná přímka a rovina. 
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Prostorovou úvahu nejlépe ilustruje Cabri 3D model na dalším obrázku. Opírá se o shodnost 
pravoúhlých trojúhelníků a konstrukci kolmic. Označme P průsečík daných prvků, P a   . 
Pokud vedeme bodem B přímky a rovinu  k ní kolmou, bude vzdálenost libovolného bodu 
M roviny  od počátku P přeponou pravoúhlého trojúhelníku s jednou odvěsnou PB. Pokud 
sestrojíme rotační válcovou plochu s podstavnou kružnicí o poloměru r PB  v rovině  
bude vzdálenost bodu N na této ploše od počátku P přeponou pravoúhlého trojúhelníku 
s jednou odvěsnou délky r PB . Budou-li mít zmíněné trojúhelníky stejně dlouhé přepony, 
budou stejně dlouhé i jejich druhé odvěsny, které jsou tedy hledanými vzdálenostmi od dané 
roviny a dané přímky. Navíc, pokud najdeme jeden takový společný vrchol trojúhelníků 
M=N, bude podmínkám úlohy vyhovovat i celá přímka MP.  

Je vidět, že hledanými body roviny  jsou právě body elipsy e, která je řezem rotační 
válcové plochy rovinou  a žádné jiné. Kuželová plocha s řídící elipsou e a vrcholem P je 
množinou všech bodů požadované vlastnosti. 
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 ROVINA – KULOVÁ PLOCHA 
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Řešení předposlední úlohy je prostorovou analogií množiny všech bodů roviny, které mají 
stejnou vzdálenost od přímky a kružnice. Vybrali jsme ji, abychom ukázali současné možnosti 
programu Cabri 3D a jeho omezení. Omezením je časová náročnost výpočtu při manipulacích 
v  sestrojeném modelu, která kazí výsledný dojem z dynamické konstrukce. Úloha je 
konstrukčně náročná, výsledný efekt je ale pozoruhodný. Výsledné plochy – dvojice rotačních 
paraboloidů – dobře ukáže opět CAS. Odvodit jejich rovnice zvládneme po prostorové úvaze 
snadným postupem. Je třeba vzít v úvahu možnost vnitřního i vnějšího dotyku.  
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 DVĚ SOUSTŘEDNÉ KULOVÉ PLOCHY 
Tuto úlohu zařazujeme jako velmi snadnou analogii úlohy rovinné. Prostorová úvaha je 
v tomto případě snazší než vytvoření prostorového modelu. To je kvůli obtížnému přístupu 
k prvkům uzavřeným uvnitř sestrojené kulové plochy velmi nepohodlné (vyžaduje skrývání 
a opětovné zobrazování ploch) a výsledný efekt v dostupných grafických možnostech 
programu je omezený. 
 
Závěr 
Při prostorových úvahách je pomoc nástrojem schopným dynamicky vytvářet a zobrazovat 
prostorové konstrukce nepostradatelná. Prostorové úvahy jsou samy o sobě obtížné a bez 
možnosti ověření smyslovým vnímáním chybí zpětná vazba o správnosti řešení. Tvorba 
hmotných modelů je často nemožná, zůstává možnost ověření pomocí obrázků či animací. 
Stránku s ukázkami a dalšími příklady najdete na adrese: http://sarka.gbn.cz/cabri/3D/. 
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Abstrakt: Článek představuje několik vybraných možností využití programu GeoGebra ve 
výuce. Je určen především pro čtenáře, kteří mají s programem minimální zkušenosti. 
Inspiraci si z něj však mohou odnést i čtenáři pokročilejší. Článek se věnuje některým 
funkcím, které jsou pro programy dynamické geometrie méně obvyklé.  Jedná se například o 
tabulku, symbolické úpravy mnohočlenů nebo možnost geometrické transformace obrázků na 
nákresně. 
 
Klíčová slova: dynamický geometrický systém, GeoGebra, výuka matmatiky 
 
Úvod 
Cílem článku je ukázat základní možnosti využití programu GeoGebra v hodinách 
matematiky. Je určen především učitelům matematiky, kteří s tímto programem ještě nejsou 
seznámeni. Své by v něm však mohl najít i zkušenější uživatel programu. V článku 
nenajdeme detailní popisy algoritmů řešení daných úloh. Autor by byl spokojen, kdyby byl 
článek pro čtenáře impulsem pro bližší seznámení se s programem a inspirací pro jeho 
použití. Ovládání programu je natolik jednoduché a intuitivní, že nemá smysl text zatěžovat 
úplným seznamem kroků, které vedou k vyřešení úloh. 
 
1. Program GeoGebra 
GeoGebra je dynamický geometrický program (DGS), který však svými funkcemi překračuje 
rámec geometrie. Je volně šiřitelný a jeho instalaci je možno si stáhnout z webové stránky 
www.geogebra.org, na které jsou v rubrice Nápověda k dispozici ke stažení i uživatelské 
příručky. Protože program disponuje i tabulkou, jejíž ovládání není v těchto materiálech 
popsáno, doporučuji zájemci o využití tabulky ke stažení ještě materiál [3]. 
 
1.1. Nákresna a algebraické okno 
Jméno GeoGebra je akronymem vzniklým ze slov geometrie a algebra. Tomu trochu 
odpovídá rozhraní programu, kterým se nám představí. Kromě okna pro kreslení, tzv. 
Nákresny, kterou budeme nazývat též geometrické okno, máme k dispozici ještě vstupní řádek 
a algebraické okno. V tomto algebraickém okně se zobrazuje analytické vyjádření objektů, 
s nimiž pracujeme v geometrickém okně. Nutno poznamenat, že toto analytické vyjádření není 
čistě symbolické. Tak jak to u programů DGS bývá, pracuje i GeoGebra s přibližnými 
číselnými hodnotami. Kromě zmíněných oken můžeme využívat ještě okno s tabulkou (viz 
funkce Zobrazit v hlavní nabídce). Kombinace uvedených nástrojů činí z programu mnohem 
silnější prostředek pro zkoumání tajů matematických vztahů než jakým je prostý program 
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dynamické geometrie. Cílem článku je ukázat některé z méně očekávaných funkcí programu. 
Upozorňuji ovšem, že jenom některé.   

Graf funkce 
Program GeoGebra je ideálním prostředkem pro nakreslení grafu funkce a vyšetření průběhu 
této funkce. Pomocí posuvníku můžeme místo jedné funkce zkoumat celý systém 
parametrických funkcí. Tuto možnost si můžeme ilustrovat na klasickém školském příkladu 
věnovaném závislosti průběhu exponenciální funkce na hodnotě základu. 

ÚKOL 1: Nakreslete graf funkce : 2xf y = . Rozhodněte, jak závisí průběh grafu 
exponenciální funkce xy a=  na hodnotě základu a. 

 
Pro nakreslení grafu uvedené funkce stačí do vstupního řádku zapsat rovnost y=2^x a odeslat 
klávesou Enter. Graf této konkrétní funkce je vykreslen bezprostředně (Obr. 1).  

 
Obr. 1: Graf exponenciální funkce 

 

Víme, že zadaná funkce patří do kategorie exponenciálních funkcí ,xay =  kde základem a 
mocniny může být libovolné kladné reálné číslo. Pomocí nástrojů programu GeoGebra 
snadno vyzkoumáme či ukážeme, jak hodnota tohoto základu ovlivňuje průběh příslušné 
funkce. Z dostupných nástrojů se nabízí především posuvník. S jeho pomocí můžeme úlohu 
řešit dynamicky. Pohybem posuvníku měníme hodnotu parametru úlohy, v našem případě se 
jedná o základ mocniny a. Na základě těchto změn se ihned překresluje obrázek. Popišme si 
stručně, jak na to. Na vstupní řádek zapíšeme  a=1. Vidíme, že v algebraickém okně se 
parametr a s touto hodnotou zařadil mezi Volné objekty (Obr. 2). S volným objektem je 
spojen posuvník, s jehož pomocí můžeme hodnoty objektu měnit. Zatím však není vidět. 
Nejrychleji ho zobrazíme kliknutím na, v tuto chvíli prázdný, kroužek nalevo od rovnosti pro 
a v algebraickém okně (Obr. 2). 
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Obr. 2: Algebraické okno 

Potom už stačí dvojitým kliknutím na definici funkce f (Obr. 1) otevřít dialog pro 
předefinování objektu (Obr. 3) a nahradit hodnotu základu 2 parametrem a. 

 
Obr. 3: Dialogové okno pro předefinování výrazu 

 
Pro vyšetření systému funkcí s parametrem můžeme využít i příkaz Posloupnost, případně již 
zmíněnou tabulku, která je v programu GeoGebra k dispozici. Výsledek zadání příkazu 
Posloupnost[a^x, a, 0.1, 2, 0.1] vidíme na obrázku 4. Použití tabulky se budeme věnovat 
v následující podkapitole článku. 

 
Obr. 4: Posloupnost exponenciálních funkcí 

 
1.2. Tabulka 
Kromě geometrického okna (Nákresny) a algebraického okna je v programu GeoGebra 
uživateli k dispozici jednoduchá tabulka. Její funkce sice nelze srovnávat s klasickým 
spreadsheetem ale přesto, díky svému propojení s nákresnou, nám může být užitečným 
nástrojem. Ukážeme si, že tabulku můžeme využít k různým účelům. Od těch nejjednodušších 
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úkolů, jako je tvorba zadání pro pracovní listy, přes dynamický průzkum systému funkcí až 
po modelování pohybu planet a ověřování Keplerových zákonů.  

Dobrým uvedením do možností tabulky v GeoGebře je prostudování materiálu [3]. 
Zde si jenom řekněme, že tabulka nám dovoluje znázorňovat v sousedních buňkách dvojice 
souřadnic [x, f(x)], kde f(x) je funkce definovaná předpisem v algebraickém okně nebo přímo 
výrazem zapsaným v odpovídající buňce. Na obsah buňky tabulky se odkazujeme způsobem 
obvyklým u všech tabulkových procesorů, tj. pomocí proměnné vytvořené spojením označení 
záhlaví sloupce (písmeno od A do Z) a čísla řádku (číslo od 1 do 100), například D27. Po 
zvýraznění oblasti uvedených dvojic souřadnic (viz Obr. 6) je možno z nich vytvořit seznam 
bodů (příslušnou nabídku zobrazíme stisknutím pravého tlačítka myši), který se bezprostředně 
zobrazí v grafickém okně jako skupina bodů (Obr. 5, Obr. 6). Pokud obsahuje předpis funkce 
f(x) nějaké parametry, jejichž hodnoty jsou ovládány posuvníky, reakcí na pohyb posuvníku 
je jak změna obsahu tabulky tak i překreslení odpovídajících bodů. Tímto způsobem můžeme 
například vytvářet různá zadání následujícího úkolu.  
 
ÚKOL 2:  Pokuste se odhalit předpis funkce y = g(x), jejíž graf prochází danými body (viz 
Obr. 5).   
 

                       
Obr. 5: Dvě zadání do pracovního listu 

 
Tvorba zadání uvedeného úkolu, které můžeme využít v pracovních listech, tištěných i 
elektronických, je naznačena na obrázku 6. 
 

 
Obr. 6: Konstrukce zadání pomocí tabulky 
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Vraťme se k úkolu 1, v němž jsme zkoumali závislost průběhu exponenciální funkce na 
hodnotě jejího základu. Možným nástrojem takovéhoto zkoumání je i tabulka. Jak vidíme na 
obrázku 7, můžeme vytvořit libovolně rozsáhlou tabulku exponenciálních funkcí o různých 
základech a tyto funkce graficky znázornit, každou zvlášť nebo všechny dohromady. Obsah 
vybraných buněk tabulky spolu s jejich grafickou reprezentací můžeme dynamicky obarvit 
v závislosti na hodnotách nějakých proměnných. V našem případě jsme obarvili jednotlivé 
exponenciální funkce podle hodnoty jejich základu.  

 

 
Obr. 7: Posloupnost exponenciálních funkcí 

 
Možnosti tabulky nás přímo vybízejí k jejímu využití pro opakující se numerické výpočty 
a jejich grafické znázornění. Příkladem takovéhoto využití může být výpočet tabulky poloh 
satelitu, který podléhá gravitačnímu působení jiného vesmírného tělesa.  
 

 
Obr. 8: Druhý Keplerův zákon 
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Následující postup vychází z řešení této úlohy uvedeného v [1]. Představme si například 
planetu obíhající kolem Slunce. Vstupními parametry takovýchto výpočtů jsou počáteční 
podmínky pohybu (velikost a směr rychlosti, vzdálenost satelitu od vesmírného tělesa) a 
Newtonův gravitační zákon. Hmotnosti obou těles a hodnotu gravitační konstanty volíme tak, 
aby byly výpočty co nejjednodušší. Pak už stačí jenom ujasnit si vztahy mezi zrychlením, 
rychlostí a okamžitou polohou tělesa. Tyto vztahy vhodně zakomponujeme do tabulky. 
Postupným kopírováním řádků tabulky dojde k vypočítání jednotlivých poloh. Ty potom 
znázorníme. Výsledkem je bodové zobrazení trajektorie uvažovaného satelitu (Obr. 9). Pokud 
volíme parametry pohybu tak, aby se satelit pohyboval po uzavřené trajektorii, můžeme tuto 
trajektorii, spolu s nástroji programu GeoGbra, využít například k ověření platnosti 
Keplerových zákonů (Obr. 8).  
 

 
Obr. 9: Gravitační působení planety (hvězdy) na pohyb satelitu  

 
2. Další vybrané příklady užití programu 
2.1. Geometrická úloha 
Ambicí článku je poukázat na některé přesahy programu GeoGebra mimo rámec očekávaný u 
programu dynamické geometrie. Není možné ale v článku zcela pominout klasickou roli 
tohoto dynamického geometrického programu. Na následující úloze si kromě konstrukce 
ukážeme i další funkce programu, které sice nejsou nijak mimořádné, přesto mohou být 
užitečné. Jedná se o funkce: Vztah mezi dvěma objekty, Zobrazení zápisu konstrukce, 
Krokování konstrukce, Převod do HTML. 
 
ÚKOL 3: Dokažte, že body souměrně sdružené s průsečíkem výšek podle stran trojúhelníka 
leží na kružnici trojúhelníku opsané. 
 
Na dané úloze je samozřejmě, kromě samotného sděleného faktu, nejkrásnější synteticky 
provedený důkaz. Nicméně, než se student pustí do hledání argumentů, může se prostředky 
programu přesvědčit o správnosti onoho tvrzení (Obr. 10). Využije k tomu funkci Vztah mezi 
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dvěma objekty. Ta mu jednoduše sdělí, zda vybraný bod (první objekt), např. D1’, má něco 
společného s vybranou kružnicí (druhý objekt), v našem případě k0.  
 

 
Obr. 10: Ověření platnosti tvrzení 

 
 
Odpovědí programu je konstatování, že vybraný bod D1’ leží na kružnici k0 (Obr. 11). 
 

 
Obr. 11: Bod leží na kružnici 

Ke geometrické konstrukční úloze patří popis konstrukce. Program GeoGebra vytváří popis 
konstrukce sám a na požádání nám ho zobrazí. Tento zápis (Obr. 12) lze prohlížet, editovat, 
přehrávat. K přehrávání konstrukce můžeme ale použít i volbu pro zobrazení navigačního 
panelu pro krokování konstrukce: z nabídky příkazů vybereme posloupnost Zobrazit – 
Navigační panel ... 
Předností programu GeoGebra je možnost exportu obrázku. Můžeme ho uložit v různých 
souborových formátech (např. png, eps nebo pdf), ale také ho můžeme exportovat do souboru 
html, který potom funguje jako www stránka ve formě dynamického pracovního listu. 
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Obr. 12: Popis konstrukce 

 
2.2. Obrázek na nákresně - vyšetření rovnice křivky 
Umisťování obrázků na nákresnu a modelování křivek na nich přítomných zná možná některý 
čtenář z programu Derive [2]. Následující příklady ukazují, že program GeoGebra jde 
v možnostech zpracování obrázků na nákresně ještě dále.  
 

ÚKOL 4: Pokuste se najít předpis funkce jedné proměnné, jejíž graf co nejlépe odpovídá 
křivce vykreslené tryskající vodou na obrázku vpravo.  
 

 
Obr. 13: Analýza křivky na fotografii 
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Kombinace možnosti umístění obrázku na nákresnu s použitím geometrických nástrojů 
programu GeoGebra nám umožňuje zajímavým způsobem demonstrovat vlastnosti 
a fungování geometrických transformací. Tato metoda se přímo nabízí pro využití v různých 
žákovských aktivitách. Téměř každý žák má k dispozici digitální fotoaparát, není proto 
problém uspořádat například lov na rozmanité geometrické tvary v našem okolí.    

 
2.3. Transformace obrázku na nákresně 
ÚKOL 5: Umístěte na nákresnu obrázek kytka.jpg. Změňte jeho velikost a výsledný obrázek 
zobrazte v libovolné osové souměrnosti (otočení, stejnolehlosti, ...). Proveďte zkosení daného 
obrázku. 
 

 
Obr. 14: Geometrické transformace v rovině 

 
2.4. Vyšetření polynomu   
Program GeoGebra disponuje i omezenými prostředky pro symbolickou manipulaci s výrazy. 
Jedná se například o výpočet derivace či neurčitého integrálu. V případě mnohočlenů potom 
můžeme v programu provádět rozklad na součin činitelů v oboru reálných čísel, roznásobení 
nebo určení nulových bodů. Samozřejmě, že každý výraz o jedné proměnné lze v programu 
okamžitě graficky zobrazit. Výsledný obrázek graf má potom velice dobrou grafickou úroveň 
a jak bylo již řečeno, lze ho exportovat do různých grafických formátů případně jednoduše 
zkopírovat do dokumentu prostřednictvím schránky.  Následující příklad demonstruje využití 
takového obrázku v zadání školní úlohy.  

 
ÚKOL 6:  Na obrázku (Obr. 15) je graf funkce dané předpisem 

( 1) ( 2) ( 3) ( 4)k l m ny x x x x= − − − − . 
Určete hodnoty k, l, m, n, tj. násobnosti jednotlivých kořenů příslušného polynomu. 
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Obr. 15: Graf polynomické funkce 

 
  
 
Závěr 
Jak bylo řečeno v úvodu, článek nepřináší kompletní přehled všech možností programu 
GeoGebra, ale jenom vybrané ukázky. Věřím však, že předložený výběr čtenáře zaujal a snad 
i inspiroval k vlastním experimentům s programem. Rovněž doufám, že se mi alespoň trochu 
podařilo ukázat, že program GeoGebra se může stát významným pomocníkem při výuce 
i studiu matematiky. Jedná se o prostředek, který se těší velkému zájmu odborníků na výuku 
matematiky z celého světa. Tento zájem se nepromítá jenom do úvah o jeho možném využití, 
ale přímo do vývoje tohoto programu, který je založen na principu „open source“. Do vývoje 
programu se tak může zapojit každý zájemce. Kromě rozvíjení stávajících nástrojů se pracuje 
na modulu symbolické počítačové algebry, jehož první verze je ohlášena na rok 2010.   

 
Literatura 
[1] Feynman, R.P., Leighton, R.B., Sands, M.: Feynmanove prednášky z fyziky I, Alfa, 
Bratislava, 1985. 
[2] Hašek, R.: Užití Derive ve výuce matematiky, Europeon, České Budějovice, 2007. 

[3] Spreadsheet View and Basic Statisics Concepts, 
http://foresthillsggb.pbworks.com/f/GeoGebra_WS_9.pdf. 

[4] http://www.geogebra.org; oficiální stránka programu Geoebra. 
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FUNKCE JEDNÉ PROMĚNNÉ V PROGRAMU 
GEOGEBRA 

 

Jiří Haviger 

Fakulta informatiky a management, Univerzita Hradec Králové 
e‐mail: jiri.haviger@uhk.cz 

Abstrakt 
V příspěvku budou popsány možnosti, které nabízí program GeoGebra pro demonstraci 
vybraných pojmů matematické analýzy funkcí jedné proměnné. Konkrétněji se bude jednat o 
operace s grafy funkcí včetně analytického vyjádření, aritmetické operace s funkcemi a 
grafické vytvoření složené funkce, dále grafické zobrazení grafu derivace, Riemannových 
součtů funkce a Taylorovy řady funkcí. Budou ukázány příklady funkcí s nespojitou první 
derivací a s nespojitou druhou derivací. 
 

Klíčová slova 
GeoGebra, matematická analýza, funkce 

Stručný úvod 
V několika bodech shrňme základní myšlenky, které příspěvek obsahuje a které naopak 
neobsahuje: 

1. Příspěvek popisuje pouze autorovy vlastní zkušenosti s několikaletým využíváním 
programu GeoGebra pro prezentaci analýzy funkce jedné proměnné.  

2. V příspěvku budou předvedeny aktivně využívané příklady. 
3. Bude popsáno využití pouze základních procedur programu GeoGebra, přístupných 

každému uživateli bez znalostí programování a bez vyhledávání a instalování 
přídavných modulů.  

4. Nebude presentován výzkum ani statistické ověření přínosu pro studenty. 
5. Není cílem důkladná analýza schopností GeoGebry. 
6. Není cílem porovnávat GeoGebru s jinými programy. 

 

Stručný popis programu 
GeoGebra je program pro dynamickou geometrii, který je volně šiřitelný. Práce s ním je 
intuitivní, vkládání bodů, úseček, přímek, kuželoseček či mnohoúhelníků je velmi snadná. 
Taktéž zcela intuitivní je ovládání dynamických možností, tedy to, že změnou zadaných 
vstupů se mění celá konstrukce. Velmi příjemné je „zoomování“ s využitím kolečka myši či 
posun obrazu při stisknutém ctrl+levé tlačítko myši.  
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Vyzdvihněme alespoň něco z toho, čím může GeoGebra zaujmout: po informatické stránce je 
zajímavé že GeoGebra je založena na Javě, což umožňuje spouštět aktuální verzi bez nutnosti 
instalace přímo z webu (i když možnost downloadu a instalace je zachována). Pro ředitele a 
studenty je jistě zajímavá licenční politika (GeoGebra je volně šiřitelná), a pro učitele a 
některé studenty může být přínosem i kompletní lokalizace do češtiny. Další příjemné 
vlastnosti i její grafické rozhraní budeme demonstrovat na příkladech. 

Obraťme tedy pozornost na hlavní téma příspěvku, kterým je možnost zadání funkcí do 
programu a následnou prací s těmito funkcemi.  

Zadání funkce 
Funkci do programu zadáváme v dolním příkazovém řádku, a tu buď s názvem: 
f(x)=sin(x^2), nebo bez názvu, název pak přidělí sama GeoGebra: (x^3-x)^(1/5). 
Kliknutí pravým tlačítkem na graf funkce se otevře dialog vlastnosti a v něm můžeme nastavit 
například barvu či styl čáry, jakou se graf vykreslí. V levé části obrazovky máme okno se 
zadanými nebo vytvořenými objekty včetně jejich analytického popisu. Pokud funkci 
znázorníme modře, bude i tento předpis zobrazen modře, což je velmi užitečná vlastnost. 
V seznamu funkcí, které lze využít, je nutné vyzdvihnout funkce ne zcela běžně 
podporované,například funkci znaménka , funkce faktoriál  nebo Gama funkce 

.  

Operace s funkcemi 
Při zadávání funkcí můžeme využít i již definované funkce. Můžeme provádět jak aritmetické 
operace , tak skládání funkcí . V levém sloupci se nám 
zobrazí aktuální funkční předpis (tedy ne vytvářející vztah). Nově vytvořené funkce jsou 
vedeny jako závislé objekty, nelze s nimi tedy manipulovat, ale jakákoli manipulace 
s původní funkcí změní i nově vytvořenou.  

Využívanou vlastností je možnost „myší uchopit a posunout“ graf funkce.  Pokud například 
zadáme funkce a posuneme ji z počátku do bodu , zobrazí se v levém sloupci 
aktuální funkční předpis a lze tedy snadno demonstrovat, jaké operace s výrazem způsobují 
tyto posuny. Téhož lze využít i pro jiné objekty (např. kružnici).  

Vše doposavad řečené demonstrujme na obrázku 
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vstupní pole

stejná barva

posun grafu myší

 
 
Derivace funkce, primitivní funkce 
Pro zadání funkce můžeme využít také dvě derivace nebo primitivní funkce. Pokud například 
máme definovanou funkci f(x)=x^3-x, můžeme použít příkazy Derivace[f(x)] a 
Integral[f(x)], které vykreslí derivaci funkce f a primitivní funkci funkce f 
(procházející nulou). Je třeba poznamenat, že tyto příkazy fungují korektně pro polynomy, při 
složitějších funkcích se občas objeví „nedefinováno“ ačkoli z matematického hlediska by 
neměl být problém. Konkrétní funkce je třeba vyzkoušet. GeoGebra dále disponuje příkazy 
NuloveBody[f(x)] a InflexniBod[f(x)]které fungují pouze u polynomů (viz 
nápověda). Poměrně zajímavou možností je zobrazení horních a dolních součtů pro 
demonstraci určitého integrálu v Riemannově pojetí. Příkazy 
horniSoucet[f(x),0,1,n] a  horniSoucet[f(x),0,1,n] nejenže tyto hodnoty 
spočtou, ale vykreslí příslušné obdélníky na intervalu 0,1 rozděleném na n dílků.  

 
 

Krokování vybraných bodů konstrukce 
V tomto odstavci se bude demonstrovat další z velmi příjemných vlastností GeoGebry – 
možnosti krokovat konstrukce (s výběrem, které kroky budeme zvýrazňovat).  
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Menu zobrazit nabízí položku zápis konstrukce, po jejímž zaškrtnutí se objeví zápis 
konstrukce. Pokud v tomto dialogu v menu zobrazit vybereme položku body zastavení, 
můžeme zaškrtnout ty kroky konstrukce, které považujeme za podstatné. Když v tomto menu 
vybereme položku zobrazit jen body zastavení, zobrazí se nám pouze vybrané body zastavení. 
Když uzavřeme tento dialog, můžeme v hlavním okně v menu zobrazit vybrat položku 
navigační panel pro krokování konstrukce, která nám v dolní části okna zobrazí navigační 
panel, který krokuje (ručně nebo automaticky) konstrukci podle námi vybraných bodů 
zastavení. 

 

 
Ukázky zpracování - složená funkce 
V následující ukázce je vytvoření složené funkce „zelená(x)=modrá(žlutá(x))“. Nejprve 
nalezněme funkční hodnotu na žluté funkci pro bod A. Nalezenou hodnotu „žlutá(A)“ 
přeneseme na osu x a nalezneme funkční hodnotu modré funkce. Složená funkce nám 
„zkracuje cestu“, jde přímo z bodu A do modré funkční hodnoty.  
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Celý postup je studentům demonstrován po krocích s příslušnými komentáři. Na závěr je 
využita možnost „zanechání stopy“ bodu K a posunem bodu A po ose x je vykreslena složená 
funkce.  

Ukázky zpracování – funkce s nespojitou derivací 
V celém kurzu jsou materiály vytvářeny jednotně, „velkými modrými body“lze pohybovat, 
ostatní jsou pevné nebo závislé. Na tomto příkladu studenti mohou sledovat sklon tečny, 
příslušný bod na grafu první derivace a mohou si udělat představu, jak vypadá okolí bodu, ve 
kterém je první derivace nespojitá. Významné body jsou zvýrazněny: lokální extrémy včtně 
zdůraznění, že v nich je první derivace nulová, inflexní bod se zdůrazněním, že v něm má 
první derivace maximum a bod, ve kterém je zlom, tedy nespojitá první derivace. byla použita 
funkce g(x) = sgn(x)* 0.2 (x + 2)² x + 0.5 , konstanty 0,2 a 0,5 byly 
doladěny tak, aby obrázek „pěkně vypadal“ GeoGebra neměla problém s derivací této funkce. 

 
Ukázky zpracování – Taylorova řada 
Program Geogebra disponuje také možností vytváření Taylorových polynomů jednoduchým 
příkazem TaylorovaRada[f(x), 0, 3]. Tento příkaz vytvoří Taylorův polynom 
funkce f stupně 3 pro x=0. Na obrázku první tři Taylorovy polynomy pro funkci 
y=exp(x)*sin(8*x). 
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Prezentace na webu, obrázky do LaTeXu či wordu 
Ukázky byly vybrány z kurzu základů matematiky pro studenty kombinované formě studia. 
Jsou využívány při přednáškách a pro domácí přípravu studentů. Pro jejich zveřejnění bylo 
využito toho, že GeoGebra umožňuje velmi snadné publikování na www stránkách, dostupné 
i pro začátečníka. Přímo v GeoGebře lze v menu soubor – export zvolit dynamickou 
webovskou stránku, kterou stačí s vytvořenými soubory uložit na web. Studenti pak při studiu 
mohou využívat interaktivity a dynamiky v GeoGebře.  

GeoGebra taktéž podporuje export do obrázkových formátů png, svg či eps, které lze vkládat i 
do LaTeXových souborů  

Shrnutí 

Tento příspěvek se snažil ukázat reálné využití programu GeoGebra ve výuce úvodu do 
matematické analýzy. Snažil se vyzdvihnout některé její velmi pozitivní vlastnosti, konkrétně: 

1/ cena, lokalizace, 

2/ intuitivní ovládání, 

3/ generování java souboru a webových stránek, 

4/ výhody využití dynamických prvků pro prezentaci vlastností a analýzy funkcí jedné 
proměnné. 

Autorovy známy jen minimální nedostatky tohoto programu (např. nespolehlivá derivace na 
obecné funkce), považuje jej za velmi vhodný pro demonstraci pojmů v úvodních kurzech 
matematické analýzy 

 
Literatura:  
[1] http://edu.uhk.cz/~havigji1/zmat1/ 
[2] http://www.geogebra.org/cms/ 
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HISTORIE A SOUČASNOST POČÍTA ČOVÉHO 
DOKAZOVÁNÍ 1 

 
Jaroslav Hora 

KMT FPE ZČU Plzeň 

horajar@kmt.zcu.cz 

 

Abstrakt  Mohl by být počítač naším pomocníkem při hledání důkazů vět středoškolské či 
bakalářské úrovně obtížnosti? Počítačové dokazování začalo snad až příliš obtížným 
problémem čtyř barev a muselo překonávat i psychologické bariéry, nyní však existuje řada 
oblastí elementární matematiky, v nichž jsou počítačové důkazy realizovatelné a bylo by 
případně s nimi možné seznámit talentované studenty, řešitele úloh MO atd.  

Klíčová slova: dokazování nerovností, klasické metody, úlohy matematické olympiády, 
eliminace kvantifikátorů v tělese reálných čísel, 17. Hilbertův problém, počítačové programy 
Mathematica, Matlab, SOSTOOLS, didaktické poznámky. 

0 Úvod 
Odborníky není nutné přesvědčovat o nutnosti provádět důkazy matematických vět, 

ostatně matematika se nazývá vědou exaktní. Jak ale o nutnosti dokazovat matematické věty 
přesvědčit studenty? Někdy, např. na technických vysokých školách, je zapotřebí probrat 
mnoho látky a na dokazování „nezbývá čas“. Jindy vadí nízká motivace studentů. 

Hezkou ukázkou by mohl být známý Eulerův polynom P(x) = x2 + x + 41 produkující 
dlouhou řadu prvočísel.  Je P(0) = 41, P(1) = 43, P(2) = 47, P(3) = 53, P(4) = 61, ..., P(9) = 
131, ..., takže bychom snad byli v pokušení uvěřit, že toto generování prvočísel nikdy 
nepřestane. Je však P(40) = 1 681 = 41.41, což je složené číslo. Intuice by nás oklamala. 

Ještě brutálnějším dokladem o potřebnosti dokazování matematických tvrzení je 
staročínská hypotéza, podle níž přirozené číslo n > 2 je prvočíslem právě tehdy, když n dělí 
2n-1 – 1. Vskutku, platí ekvivalence  3 je prvočíslo ñ 3 dělí 22  – 1; 

 4 není prvočíslo ñ 4 nedělí 23  – 1; 

 5 je prvočíslo ñ 5 dělí 24  – 1; 

 6 není prvočíslo ñ 6 nedělí 25  – 1; 

                                                 
1  Článek byl vypracován s podporou grantu FRVŠ 371 /2009. 
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 7 je prvočíslo ñ 7 dělí 26  – 1; 

 8 není prvočíslo ñ 8 nedělí 27  – 1; 

 9 není prvočíslo ñ 9 nedělí 28  – 1; 

 10 není prvočíslo ñ 10 nedělí 29  – 1; 

 11 je prvočíslo ñ 1 dělí 210  – 1 atd. 

  

Snad bychom byli ochotni uvěřit... . A přece se platnost hypotézy naruší! Nastane to 
však až pro n = 341, kdy jde o číslo složené (341 = 11.31), ale 341 dělí 2340 – 1. Tak byla 
objevena složená čísla, která procházejí tzv. 2 – prvočíselným testem (tzv. 2 – 
pseudoprvočísla). Je jich jen 7 menších než 2 000, konkrétně 341, 561, 645, 1 105, 1 387, 
1 729, 1 905. (Porovnejme toto „znečištění“ množiny prvočísel, které ovšem matematika 
odstraňuje dalšími dokonalejšími testy prvočíselnosti, s běžnou praxí v technických oborech 
či chemii, kdy se např. běžně toleruje jisté znečištění vyrobené chemikálie). 

Důkazy matematických hypotéz jsou tedy nezbytné. Je však nutné „uhlídat“ korektnost 
matematického důkazu. 

Příklad: Platí rovnost 0, 499 999 999 ... = 0,5 ? Postupujme podle tohoto schématu: 

Označme S = 0,499 999 … , 10 S = 4, 999 999 …, odečti 9 S = 4, 5, S = ½. Je patrné, že 
podobný stručný důkaz není korektní. Kdybychom zcela analogicky psali  

S = 1 – 2 + 4 – 8 + 16 – 32 + … = 1 – 2(1 – 2 + 4 – 8 + 16 – …) = 1 – 2 S, dostali 
bychom 3 S = 1, S = 1/3, čili nalezli bychom součet řady, která vůbec konvergentní není … . 

Mohl by nám při tomto „těžkém řemesla“, při dokazování hypotéz, jejichž obtížnost 
odpovídá kupř. úrovni MO či prvních ročníků VŠ, pomoci počítač?  

Před více než třiceti lety, 21. 6. 1976, oznámili Kenneth Appel a Wolfgang Haken, že za 
pomoci počítače dokončili důkaz „velké“ matematické věty, věty o čtyřech barvách. Jak je 
všeobecně dobře známo, otázka, zda čtyři barvy postačí na obarvení každé rovinné mapy, 
napadla Francise Guthrieho při barvení mapy anglických hrabství. Jeho bratr Frederick Guthrie 
problém předložil dne 23. 10. 1852 svému profesoru Augustu de Morganovi. Řešení tohoto 
problému zaujalo jak přední matematiky, tak i řadu amatérů a lze říci, že i díky tomuto 
problému vyrostla nová matematická disciplína, teorie grafů. (Podrobněji se o historii 
problému psalo v PMFA v článku [1]). 

V závěrečné fázi důkazu bylo třeba prozkoumat konečnou, ale rozsáhlou množinu tzv. 
nevyhnutelných reducibilních konfigurací. Proto Appel a Haken spolu s Johnem Kochem museli 
využít hned tří počítačů firmy IBM, využili 1200 hodin strojového času, příprava metod a programu 
trvala tři a půl roku a dalšího půl roku si vyžádala práce s počítači.  

Z druhé strany rozpaky … . „První velká věta, dokázaná pomocí počítače, bez možnosti 
přímého ověření jinými matematiky.“ 

Zastánci názoru, že „počítačové“ dokazování má jakýsi smysl, byli předem dost 
handicapováni. V roce 1971 totiž vystoupil Y. Shimamoto s údajným důkazem věty o čtyřech 
barvách s rozsáhlým využitím počítačů. V programu se však nalezla chyba a tak se stalo, že 
jistá konfigurace byla chybně označena jako D – reducibilní. Dále, zkoumaný problém byl 
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nepochybně krajně obtížný, počítače tehdy ještě zdaleka nebyly dostupné všem a strojový čas 
byl drahý. Obecně vzato, objeví –li se nějaká nová důkazová technika, pak často musí 
překonat i značnou psychologickou bariéru (čistě existenční důkazy, důkazy využívající 
axiom výběru). K dispozici nebyly programy počítačové algebry, realizující symbolické 
výpočty. Dnes se systémy počítačové algebry (CAS, Computer Algebra Systems) stávají 
dostupnými široké matematické veřejnosti a vyvstávají i otázky, zda se nějakým způsobem 
dotknou vyučování na středních (základních!?) školách. Samozřejmě, že nemáme na mysli 
důkazy vět takového stupně obtížnosti, jako představoval problém čtyř barev, ale půjde o věty 
středoškolské matematiky. 

1 Předběhneme po čítač? 
Přemýšlivý zájemce o matematiku a o programy počítačové algebry, mírně frustrovaný 

tím, že jej tyto programy předčí v rychlosti a absenci chyb, by mohl naplánovat pomstu. 
Existují různé důmyslné „lidské“ postupy při sčítání konečných či nekonečných řad. Některé 
jsou známy z kursu matematické analýzy. 

Příklad 1: Určete součet řady ( )( )1

1

3 2 3 1n n n

∞

= − +∑   (1) 

Řešení: Přímý výpočet posloupnosti částečných součtů se nám asi nepodaří, ale 

vyzkoušíme tzv. „teleskopickou“ metodu. Zapíšeme an =  ( )( )
1

3 2 3 1n n− +
 = 

3 2 3 1

a b

n n
+

− +
, 

určíme stejně jako při výpočtu neurčitých součinitelů  metody a =
1

3
, b = – 

1

3
, čili  an = 

1

3

1 1

3 2 3 1n n
 − − + 

. Nyní máme  

s1 = a1 = 
1

3
 

1
1

4
 − 
 

, 

s2 = s1 + a2 = 
1

3
 

1
1

4
 − 
 

 + 
1

3
 

1 1

4 7
 − 
 

 = 
1

3

1 1 1
1

4 4 7
 − + − 
 

= 
1

3

1
1

7
 − 
 

. Zaznamenali jsme 

první úspěch „teleskopické“ metody, „anihilaci“ zlomku 
1

4
. Obdobně 

s3 = s2 + a3 = 
1

3

1
1

7
 − 
 

 + 
1

3
 

1 1

7 10
 − 
 

= 
1

3

1 1 1
1

7 7 10
 − + − 
 

= 
1

3

1
1

10
 − 
 

, 

s4 = s3 + a4 =
1

3

1
1

13
 − 
 

, obecně pak  
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sn = 
1

3

1
1

3 1n
 − + 

. To je dobré, člověk může snadno spočítat např. s1000000  = 

1

3

1
1

3 000 001
 − 
 

 a „hloupý“ počítač, který bude sčítat mnoho zlomků, nemá proti člověku 

šanci. Dále, člověk snadno určí součet s řady (1), neboť s = lim n
n

s
→∞

 = 
1

3
. 

Jenomže když kupř. spustíme i nějakou dnes již mírně zastaralou verzi programu 
Maple, dočkáme se zklamání: n – tý částečný součet, částečný součet s1 000 000, jakož i součet 
nekonečné číselné řady (1) jsou získány rychle, v několika vteřinách: 

sum(1/((3*n-2)*(3*n+1)),n=1..n); 
1

3
 - 

1

3 3 n + 1( )
 

sum(1/((3*n-2)*(3*n+1)),n=1..1000000); 
 
1000000/3000001 
sum(1/((3*n-2)*(3*n+1)),n=1..infinity); 
 
1/3 

2 Jak to ten po čítač zvládne? 
Domnívám se, že pro posluchače učitelství s matematikou by nemuselo být zbytečné se 

seznámit s Gosperovým algoritmem. Ten je znám přibližně třicet let (viz [7]), takže je již 
algoritmem „klasickým“, ale i přes to, že existují jeho rozšíření a novější algoritmy s „širším 
záběrem“, je dobré zahájit studium sumačních algoritmů právě u něj.  Mnoho předběžných 
vědomostí nebude třeba – stačí jen znalost rezultantu polynomů. Jinak se Gosperův 
algoritmus opírá výpočty s polynomy a byl by v podstatě přístupný již i talentovanému 
středoškolskému studentu, např. řešiteli úloh MO. Pro tyto zájemce jej kvůli dokumentační 
úplnosti uvádíme, ale přece jen je jistý komentář vhodný. 

Gosperův algoritmus (upraveno podle [5]). 

1. r:= true 

2. if an = 0 then s(n) := 0; return fi 

3.  p(n):= 1 

 q(n):= citatel
( )

( )
a n

a n−










1
 

 r(n):= jmenovatel
( )

( )
a n

a n−










1
 

4. while resn(q(n), r(n + j∗) ) has a non − negative integer root j∗ do 
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  g(n):= D( q(n), r(n + j∗) ) 

  q(n):= 
( )
( )

q n

g n
 

  r(n):= 
( )

( )
r n

g n j− ∗
 

  p(n):= p(n).g(n).g(n − 1). ... .g(n − j∗ + 1) 

  od 

5. lp := st( q(n + 1) + r(n) ) 

 lm := st( q(n + 1) − r(n) ) 

 if lp ≤ lm then k := st( p(n) ) − lm 

 else 

  k0 := ( ) ( ) ( )[ ] ( )− − − + −l coef q l coef q l coef r l coef q lp p p p p. , , , ,1 1  

  if ( k0 is integer) then k := max(k0, st( p(n) ) − lp + 1) 

  else k := st( p(n) ) − lp + 1 

  fi 

 fi  

 if k < 0 then r:= false; return fi; 

6. [determination of f] 

  determine a polynomial f(n) satisfying p(n) = q(n + 1) f(n) − r(n).f(n − 1),
 st(f(n)) ≤  k, by solving a system of linear equations for the indeterminate coefficients 
 of f(n) = ck n

k + ... + c1 n + c0  

 if (solution does not exist) then r:= false; return fi; 

7. sn′ := 
( ) ( )

( )
q n a f n

p n
n+ 1 . .

; 

 sn := sn′ − s0′ ; 

 return 

Uveďme nyní slíbené komentáře a vysvětlivky. Nemůžeme zajisté očekávat, že by 
nějaký sumační algoritmus mohl být univerzálně použitelný. Proto i v Gosperově algoritmu 
může někdy nastat situace, kdy algoritmus nejde použít, daná řada není gosperovsky 
sčítatelná. To je v algoritmu signalizováno hodnotou proměnné r:= false.  

Představme si nyní na okamžik, že se nám podařilo pro každé přirozené číslo stanovit 

součet 
1

m

n
n

a
=
∑ = sm  − s0 až na jistou aditivní konstantu, kterou bychom posléze snad mohli určit 
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(uvidíme posléze, že toto lze skutečně zvládnout vhodnou volbou parametru). Mohli bychom 

pak psát an = sn − sn-1. Předpokládejme, že 
1

n

n

s

s −

 je racionální lomená funkce v proměnné n. 

Pak stejnou vlastnost bude mít i 
1

n

n

a

a −

, což je vidět ze zápisu 
1

n

n

a

a −

 = 1

1 1

n n

n n

s s

s s
−

− −

−
−

 =  1

2

1

1

1

n

n

n

n

s

s
s

s

−

−

−

−

−
. 

Požadavkem, aby všechny členy an byly nenulové, se zbavíme technických obtíží.  Nyní 
vymezíme jednu třídu posloupností. 

Definice: Posloupnost { } 1n n
a

∞

=
 se nazývá hypergeometrická, právě když pro všechna  

n ∈ N lze podíl dvou následujících členů posloupnosti vyjádřit ve tvaru 
1

n

n

a

a −

 = 
( )
( )

u n

v n
, kde 

u(n), v(n) jsou polynomy. 

Následující dvě věty poskytují Gosperovu algoritmu teoretický základ. První z nich 

říká, že racionální funkci 
( )
( )

u n

v n
 lze reprezentovat v jistém, pro další postup velice užitečném, 

tvaru. 

Věta 1: Každou racionální funkci 
( )
( )

u n

v n
 nad tělesem T lze zapsat ve tvaru 

 
( )
( )

u n

v n
 =

( ) ( )
( ) ( )

.

1 .

p n q n

p n r n−
, (2) 

kde p, q, r jsou polynomy splňující podmínku  

 
 D(q(n), r(n + j) ) = 1 (3) 

pro všechna j ∈ N0. 

Přitom polynomy p, q, r lze nalézt algoritmicky. 

Důkaz věty nalezne zájemce např. v [7] či v [12]. Připomeňme pojem rezultantu 
polynomů. 

Definice: Nechť f(x) = an xn + an-1 xn-1 + ... + a1 x + a0  a  g(x) = bm xm +  bm -1 xm-1 + ... + 
b1 x + b0  dva polynomy kladných stupňů z T[x], kde T  je komutativní těleso. Rezultantem R 
= resx(f(x), g(x)) polynomů f(x), g(x) je determinant (4): 
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R = 

1 0

1 0

1 0

1 0

1 0

1 0

...

... ...

. . . . . . . .

...

...

...

. . . . . . . .

...

n n

n n

n n

m m

m m

m m

a a a

a a a

a a a

b b b

b b b

b b b

−

−

−

−

−

−

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 

 (4)  

(Přitom v prvních m řádcích tohoto determinantu jsou koeficienty ai, i = n, n – 1, ... , 0,  

v dalších n řádcích pak koeficienty bi, i = m, m – 1, ..., 0 a ve „zbývajících“ místech se píší 

nuly.) Následující kriterium je velice dobře známé. 

Věta (Sylvesterovo kritérium): 

Nechť f(x), g(x) ∈ T[x] jsou dva polynomy kladných stupňů. Polynomy f(x), g(x) jsou 
dělitelné nekonstantním společným dělitelem ϕ(x) právě tehdy, když resx(f (x), g (x)) = 0. 

Vrátíme se teď k větě 1 a zamyslíme se nad tím, kdy bude narušena platnost podmínky 
(3). Zřejmě tehdy, když existuje jisté j∗ ∈ N0 tak, že největší společný dělitel D(q(n), r(n + j∗) 
) ≠ 1, což však nastane podle Sylvesterovy věty právě tehdy, když resn(q(n), r(n + j∗)) = 0. 
Vypočítáme tedy R(j) = resn (q(n), r(n + j) ) a budeme testovat, zda R(j∗) = 0 pro jisté j∗ ∈ N0. 
Pokud žádný kořen j∗ příslušné rovnice neleží v množině N0, znamená to, že je splněna 
podmínka (3) a proces končí.  

Jestliže naopak má rovnice R(j) = 0 alespoň jeden kořen j∗ v množině N0, pak položíme 
  
g(n) := D(q(n), r(n + j∗) ) , 

 p(n) := p(n). ( )
1

0

j

k

g n k
∗−

=

−∏ ,  

 q(n) :=
( )
( )

q n

g n
, 

 r(n) :=
( )

( )
r n

g n j− ∗
. 

Přímým výpočtem lze prověřit, že polynomy p, q, r stále splňují podmínku (2). Pokud je 
splněna i podmínka (3), pak výpočet končí a trojice polynomů p, q, r z věty 1 je 
(algoritmicky) nalezena. Pokud ne, vypočítáme opět nové polynomy g(n), p(n), q(n), r(n) a 
proces pokračuje, avšak nikoli do nekonečna − je zřejmé, že stupně polynomů q tvoří 
konečnou klesající posloupnost přirozených čísel. 

Polynomy p, q, r  z věty 1 lze tedy vypočítat v konečně mnoha krocích. 
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Definice: Nechť 
( )
( )

u n

v n
 je racionální funkce nad tělesem T a polynomy p, q, r mají 

vlastnosti uvedené ve větě 1. Pak trojici p, q, r nazýváme regulární reprezentací podílu 
u

v
.  

Příklad 2: Nalezněme regulární reprezentací podílu
1

n

n

a

a −

, kde an = ( )( )
1

3 2 3 1n n− +
 (viz 

příklad 1). 

Řešení: Máme 
1

n

n

a

a −

 = 
( )( )

( )( )

1
3 2 3 1

1
3 5 3 2

n n

n n

− +

− −

 = 
3 5

3 1

n

n

−
+

. Při hledání regulární reprezentace 

tohoto podílu položíme p(n) = 1, q(n) = 3n − 5 a r(n) = 3n + 1. Dále vypočteme R(j) = 

resn(q(n), r(n + j) ) = resn(3n − 5, 3n + 3j + 1) =  
3 5

3 3 1j

−
+

= 9(j + 2 ). Polynom R(j) = j + 2 má 

kořen j = −2, který ale nepatří do množiny N0. Proces končí a regulární reprezentaci podílu 

1

n

n

a

a −

tedy tvoří p(n) = 1, q(n) = 3n − 5 a  r(n) = 3n + 1. 

Následující věta ukazuje, proč je výhodné mít vypočtenu regulární reprezentaci podílu 

1

n

n

a

a −

. 

Věta 2: Nechť { } 1n n
a

∞

=
 je hypergeometrická posloupnost nad tělesem T a nechť 

polynomy p, q, r tvoří regulární reprezentaci podílu 
1

n

n

a

a −

. 

Jestliže i posloupnost{ } 0n n
s

∞

=
, kde sn =

1

n

i
i

a
=
∑ , je hypergeometrická, pak lze n − tý 

částečný součet sn vyjádřit ve tvaru  

sn = 
( )

( ) ( )1
. .n

q n
a f n

p n

+
   (5) 

pro jistý polynom f(n) splňující podmínku  

p(n) = q(n + 1).f(n) − r(n).f(n − 1). (6) 

Větu nebudeme dokazovat (čtenář nalezne důkaz např. ve [7] či v [12]). Uvědomme si 

ale, že pokud je { } 0n n
s

∞

=
 hypergeometrická posloupnost, pak nás od výsledku, tj. vyjádření sn, 

dělí již jen „maličkost“ − určení polynomu f. To by mělo být zvládnutelné ze vztahu (6). 
Vyzkoušejme to!  
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Příklad 3: Dokončeme výpočet posloupnosti částečných součtů řady ( )( )1

1

3 2 3 1n n n

∞

= − +∑ . 

Řešení: V příkladu 2 jsme již nalezli regulární reprezentaci podílu 
1

n

n

a

a −

ve tvaru p(n) = 

1, q(n) = 3n − 5, r(n) = 3n + 1. Pokusme se nyní nalézt polynom f(n) takový, že pro něj platí 
vztah (6), tj.  

1 = (3n − 2) . f(n) − (3n + 1) . f(n − 1). 

Přispějme ještě nápovědou o stupni polynomu f: je to polynom 1. stupně. Zapišme jej  
ve tvaru  
f(n) = c1 . n + c0, kde c0, c1 jsou neurčité koeficienty. Pak  

1 = (3n − 2) . (c1 . n + c0) − (3n + 1). ( )1 0 1.c n c c + −    

a po krátkém výpočtu dostáváme podmínku 1 = c1 − c0. 

Hledaných polynomů f(n) je dokonce nekonečně mnoho: volíme -li c0 = p, je c1 = p + 1 
a f(n) = (p + 1) . n + p. Volme p = 0 – realizujeme tím ono vpředu avizované „nastavení“ 
aditivní konstanty: pak f(n) = n a dosazením do (3)  

sn = ( )
(3   2) 1

. .
1 (3   2) 3 1

n
n

n n

−
− +

 =
3 1

n

n+
. 

To je ve shodě s výsledkem, který jsme nalezli při tradičním řešení „teleskopickou 
metodou“  

v příkladu 1: sn =
3 1

n

n +
 = 

1

3
 
3 1 1

3 1

n

n

+ −
+

 =
1

3
 

1
1

3 1n
 − + 

. 

V průběhu řešení jsme přijali nápovědu o stupni k polynomu f(n). Ukazuje se ale, že 
číslo k lze rovněž určit algoritmicky. Označme lp := st( q(n + 1) + r(n) ), lm := st( q(n + 1) − 
r(n) ). 

1. Pokud lp  ≤ lm, pak k := st(p(n)) − lm. 

2. Pokud lp  > lm, je nejprve vypočteno číslo k0. (Dohodněme se, že zápisem coef(p(n), i) 
se míní koeficient u mocniny ni v polynomu p(n ) ).  

k0 = ( ) ( ) ( ). , , 1 , 1p p p pl coef q l coef q l coef r l − − − + −   / coef(q, lp). 

Jestliže je k0 celé číslo, pak položme k := max (k0, st(p(n) ) − lp + 1). 

Pokud k0 není celé, pak položme k := st(p(n) ) − lp + 1. 

Nakonec, je -li k < 0, pak teorie říká, že { } 0n n
s

∞

=
 není hypergeometrická posloupnost a 

tedy řada 
1

n

i
i

a
=
∑  není gosperovsky sčítatelná. Jinak můžeme ve výpočtu pokračovat. 

Konkrétně v příkladu 3 bylo 
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lp := st( q(n + 1) + r(n) ) = st ( n + n + 1) = st ( 2 n + 1) = 1, lm := st( q(n + 1) − r(n) ) = st 
( n − (n + 1)) = 0, tj. lp  > lm. Nastal případ 2. a bude tudíž nutné spočítat pomocné číslo k0:  

k0 = ( ) ( ) ( ) ( ). , , 1 , 1 ,p p p p pl coef q l coef q l coef r l coef q l − − − + −  = [−1.1 − (−1)+ 1]/1 =  1. 

Vyšlo celé číslo, proto položíme k = max (k0, st (p(n)) − lp +1) = max (1, 0 − 1 + 1) = 1. 

Naštěstí nevyšlo záporné k, mohli jsme hledat lineární polynom a řada ( )( )1

1

3 2 3 1n n n

∞

= − +∑  byla 

gosperovsky sčítatelná. 

Příklad 4: Pomocí Gosperova algoritmu vypočtěme
1

2 1

3n
n

n∞

=

−
∑ . 

Řešení: Je an =
2 1

3n

n −
, an -1 = 1

2 3

3n

n
−

−
, 

1

n

n

a

a −

 = 

1

2 1
3

2 3
3

n

n

n

n
−

−

− = ( )
2 1

3 2 3

n

n

−
−

. Položíme p(n) = 1, q(n) = 

2n − 1, r(n) = 6n − 9 a vypočteme resn(q(n), r(n + j)) = resn(2n − 1, 6n + 6j − 9) =  
2 1

6 6 9j

−
−

= 

12j − 18 + 6 = 12( j − 1). Nacházíme kladný kořen j∗ = 1, proto předefinujeme polynomy p, q, 

r. Nejprve g(n) := 2n − 1, p(n) := 1.g(n) = 2 n − 1, q(n) := 1, r(n) := 
( )

( )1

r n

g n−
=  

6 9

2 3

n

n

−
−

 = 3. 

Nalezli jsme regulární reprezentaci podílu 
1

n

n

a

a −

 a dále vypočteme lp =  st( q(n + 1) + r(n) ) = 

st(1 + 3) = st(4) = 0, obdobně lm = 0. Je lp  ≤  lm a můžeme spočítat stupeň k polynomu f(n) 
jako k = st(p(n)) − lm = 1. 

Polynom f budeme hledat ve tvaru f(n) = c1.n + c0   s tím, že je řešením rovnice 

  p(n) = q(n + 1) . f(n) − r(n) . f(n − 1), tj.  

  2n − 1 = 1.( c1.n + c0) − 3.[ c1.(n − 1) + c0 ]. 

Porovnáním koeficientů u n0, n1 dostáváme soustavu  

  −1 = c0 + 3c1 − 3c0 

  2 = c1 − 3 c1. 

Je c1 = −1, c0 = −1 a f(n) = −n − 1. Tento příklad není tak idealizovaný jako naše první 
ukázka, kdy se  problém s nastavením parametru p vyřešil velmi snadno. V daném případě 
jsme neměli možnost „nastavit“ v posloupnosti částečných součtů s0 = 0. Pišme proto 

  ns′ = 
( ) ( )

( )
1 . .nq n a f n

p n

+
 = ( )1 2 1

. . 1
2 1 3n

n
n

n

− − −
−

=  
1

3n

n+−  a  0s′ = −1. Ve shodě s 

částí 7 Gosperova algoritmu tedy máme sn  =  ns′  − 0s′  = 1
1

 
3n

n +− . 
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Nakonec s = lim n
n

s
→∞

= 1. Daná číselná řada nejen konverguje (což bylo zřejmé), ale 

Gosperův algoritmus nás v tomto případě přivedl až k určení součtu nekonečné řady. 

Závěrem poznamenejme, že je také nesmírně zajímavé sledovat „rozjíždějící se vlak“, 
tedy to, jak jsou sumační algoritmy stále zdokonalovány a zařazovány do vyšších verzí 
programů, kupř. programu Maple. O tom více v [7], resp. [9], [12]. Mnoho informací o 
počítačové sumaci obsahuje [12], což je titul, který lze po zadání A = B např. v Google 
dokonce snadno stáhnout z internetu. 

3 Důkazy vět elementární geometrie 
Veliký pokrok udělala matematika v poslední třetině minulého století v teorii 

polynomiálních ideálů. O tom více např. ve [3]. Z toho může mít dnes prospěch každý student 
střední školy. Má –li kupř. vyřešit soustavu f1 (x, y) = x2 + 2x – 2y – 6 = 0, f2 (x, y) = y2 + 2x + 
8y + 19 = 0 v R x R, resp. C x C, pak se na displeji jeho kalkulátoru třídy TI-92 může objevit 
cosi jako na obr. 1. Kalkulátor „umí“ v jednoduchém případě spočítat Gröbnerovu bázi 
ideálu!  

 Obr.1 

Konkrétně je (jednoznačně určená) Gröbnerova báze ideálu generovaného polynomy f1 

(x, y), f2 (x, y) při lexikografickém uspořádání rovna g1 (x, y) = x + 1
2 y2 + 4y + 19

2 , g2 (y) = y4 + 

16 y3 + 98 y2 + 264 y +261 = (y + 3)(y2 + 10 y + 29). Vzhledem k tomu, že původní soustava 
rovnic má stejné řešení jako soustava g1 (x, y) = 0, g2 (y) = 0, je již lehké dokončit výpočet. 
Vidíme jistou „tendenci k eliminaci“, tentokrát proměnné x, která není obsažena ve druhé 
rovnici. Využijeme jí i v následujícím počítačovém důkazu Heronova vzorce. 

A = O

y

c

C = @x, yD

B = @c, 0D

ab

x
Obr. 2  
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V obr. 2 zřejmě platí vztahy x2 + y2 = b2, ( c – x)2 + y2 = a2 a obsah P trojúhelníka ABC 
je P = 12 c y. Pro další výpočet můžeme využít kupř. program CoCoA, který je volně stažitelný 

a má elektronický manuál (totéž platí o programu Singular). Sdělíme programu CoCoA, 
s jakými proměnnými má počítat, přičemž za proměnnou pro obsah volíme malé p. Po 
zapsání ideálu I generovaného našimi relacemi požádáme o provedení eliminace parametrů x, 
y.  

Use S ::= Q[x,y,a,b,c,p]; 

I := Ideal(x^2+y^2-b^2,(x-c)^2+y^2-a^2,2p-cy); 

Elim(x..y,I); 

Ideal(1/2a^4 - a^2b^2 + 1/2b^4 - a^2c^2 - b^2c^2 + 1/2c^4 + 8p^2) 

Nalezený eliminační ideál je generován polynomem, který je velmi zajímavý. 
Vyjádříme z něj 16 p2 = – a4 – b4 – c4 + 2 a2 b2 + 2 a2 c2 + 2 b2 c2 a provedeme –li ještě 
faktorizaci pravé strany, obdržíme 16 p2 = (a + b + c) (–a + b + c) (a – b + c) (a + b – c). Po 
vydělení  šestnácti a odmocnění již vidíme, že při označení s = ( )1

2 a b c+ + platí vztah  

P = ( )( ) ( )s s a s b s c− − − , což je Heronův vzorec. 

Ve výpočetní teorii ideálů je vyřešena otázka náležení do ideálu. Proto se můžeme 
počítače „zeptat“, zda z daných předpokladů vyplývá závěr, tvrzení geometrické věty. Více o 
těchto záležitostech nalezne čtenář např. v [3], [8], [9], [11], [16]. Počítačové programy a 
balíčky dnes zvládnou více, než jen pouhé dokazování vět elementární geometrie. Kupř. 
knihovna Epsilon pracující pod Maple dospěla k automatickému „rozvažování“, kdy odvodí 
případné dodatečné podmínky, za nichž věta platí. Můžeme se tak kupř. dozvědět, že daná 
věta neplatí v obecném trojúhelníku, ale jen v trojúhelníku rovnoramenném atd. Dále, nemusí 
jít jen o věty elementární školské geometrie, ale i geometrie diferenciální. 

4 Dvě aktuální úlohy matematických olympiád 
Úlohy na dokazování algebraických nerovností jsou podstatnou částí mnoha prací 

profesionálních matematiků. Využívá se tu známý fakt, že důležité číselné obory jsou 
uspořádány pomocí nerovností. Tento fakt nalézá z jedné strany mnohá důležitá uplatnění 
v řadě technických a dalších aplikacích. V rámci přípravy budoucích učitelů matematiky se 
této látce věnuje pozornost ve skupině předmětů typově nazývaných Metody řešení 
matematických úloh. 

To souvisí i s tím, že prakticky v každém ročníku národní či mezinárodní matematické 
olympiády nalezneme úlohy z této kategorie včetně dosti náročných důkazových úloh. Tak 
tomu mimochodem bylo i v letošním III. kole kategorie A matematické olympiády, které se 
letos ČR konalo v Plzni. Zde byla zadána následující úloha: 

Najděte nejmenší kladné číslo x, pro něž platí: Jsou –li a, b, c, d libovolná kladná čísla, 
jejichž součin je 1, potom 

ax  +  bx  + cx + d x   ¥ 
1

a
 + 

1

b
  + 

1

c
 + 

1

d
 . (7) 
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Autorské řešení využívá toho, že pro libovolné x > 0 platí podle nerovnosti mezi 
aritmetickým a geometrickým průměrem trojice čísel ax,  bx,  cx  vztah  13  ( ax  +  bx  + cx) ¥ 

3 x x xa b c  = 3
1

xd
. Volbou x = 3 dostáváme nerovnost 1

3 (a3 + b3 + c3) ¥ 1/d.  Analogické 

nerovnosti dostaneme cyklickou záměnou i pro 1/a, resp. 1/b , resp. 1/c.  Jejich sečtením 
zjistíme, že zadaná nerovnost platí pro x = 3.  

Dalšími úvahami se pak zjistí, že pro každé kladné x  3 již lze nalézt protipříklad k (7), 
čili že x = 3 je  hledanou nejmenší hodnotou. 

Někteří účastníci se na celostátní kolo zřejmě připravovali velice pečlivě a znali 
i některá na internetu publikovaná specializovaná pomocná tvrzení, která pak musela komise 
pro opravy úloh ověřovat.  

Většina populace včetně mnoha matematiků pracujících v jiných oblastech by měla 
s důkazem tvrzení (7) potíže. V daném případě by nám zřejmě příliš nepomohly ani programy 
počítačové algebry. Ty dobře pracují s algebraickými nerovnostmi (tj. mohou dokazované 
tvrzení zvládat pomocí operací s polynomy). V daném případě „vadí“ x v exponentu. Je ale 
řada problémů, při jejichž řešení  budou počítačové důkazy úspěšné. Podívejme se ještě na 
část jedné úlohy, tentokrát dokonce z minulé již 49. mezinárodní matematické olympiády. 

Dokažte, že nerovnost 

( )
2

2
1

x

x −
 + 

( )
2

2
1

y

y −
 + 

( )
2

2
1

z

z−
 ¥ 1  (8) 

platí pro libovolná od 1 různá reálná čísla x, y, z taková, že x.y.z =1. 

Není k zahození mít dobrý nápad. V daném případě je jím označit 
1

x

x −
 = a, 

1

y

y −
 = b, 

1

z

z−
 = c. Pak je jistě a ∫ 1, b ∫ 1, c ∫ 1 a snadno vyjádříme x = 

1

a

a −
, y = 

1

b

b−
, z = 

1

c

c −
. 

Podmínku x.y.z =1 poté přepíšeme v ekvivalentním tvaru (a – 1) (b – 1) (c – 1) = a b c.  

Po roznásobení a malé úpravě máme a + b + c – 1 = a b + b c + a c , po vynásobení 
dvěma  

2 (a + b + c – 1) = (a + b + c)2 – (a2 + b2 + c2).   Dále 

a2 + b2 + c2  – 1 = (a + b + c)2 – 2 (a + b + c) + 1  a odtud již 

a2 + b2 + c2  – 1 = (a + b + c – 1)2 . 

Odtud již plyne nerovnost a2 + b2 + c2  
¥ 1 a tím je dokázána i platnost (8), neboť jsme 

prováděli vesměs ekvivalentní úpravy. 

5 Tarski, Collins, Mathematica “ ... 
Běžný student učitelství s matematikou může říci, že jsou to úlohy moc těžké, že jej ty 

„finty“ nenapadnou atd. Snad by tu mohl být určitým pomocníkem počítač a snad by mohl 
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přinést i jistou motivaci ke studiu oněch „lidských“ fint a klasických postupů. Pohled na 
celkový posun v počítačových algoritmech i na globální vývoj matematiky ve dvacátém 
století by též nemusel být nezajímavý. Pokusíme se nyní o stručný nástin.  

Dotkneme se nejprve eliminace kvantifikátorů v tzv. elementární teorii reálně 
uzavřených těles (jedním z modelů této teorie, studované v matematické logice, je těleso 
reálných čísel). Fakt, že zde je eliminace kvantifikátorů je možná, dokázal polský matematik a 
logik A. Tarski  (viz [13], [14]). Připomeňme jen heslovitě, o jakou záležitost jde. Nechť  G  = 
(Qm+1 xm+1) ... ( Qn xn) F(x1, ... , xn) je kvantifikovaná formule zapsaná v prenexním tvaru, 
v níž jsou proměnné x1, ... , xm volné a proměnné xm+1, ... , xn vázané (tj. Qi, i = m +1, ..., n 
značí buďto existenční kvantifikátor $ nebo obecný kvantifikátor "). F(x1, ... , xn) je přitom 
logickou kombinací polynomiálních rovnic a nerovnic celočíselnými koeficienty 
v proměnných x1, ... , xn. Tarski dokázal, že pak vždy existuje formule H v proměnných x1, ..., 
xm, která již neobsahuje kvantifikátory a která je ekvivalentní formuli G. 

Vidíme i jistá omezení metody. Nemůžeme kupř. pracovat s goniometrickými funkcemi 
či s exponenciální funkcí.  Dále je dobré si uvědomit, že jde o logiku prvního řádu, tj. 
kvantifikovat lze jen individua (reálná čísla).  

Původní Tarského metoda měla veliký význam pro matematickou logiku, neboť 
ukázala, že teorie reálně uzavřených těles je úplná. Z pohledu výpočetní složitosti však jde o 
metodu naprosto neuspokojivou. To nezměnila ani vylepšení pocházející od Seidenberga a 
Cohena. V r. 1973 však G. Collins navrhl (a v r. 1975 publikoval) metodu válcové 
algebraické dekompozice (cylindrical algebraical decomposition, CAD). Tato metoda byla 
dále vylepšována Collinsem a Hongem (metoda částečné válcové dekompozice, r. 1991). 
Vznikl program QEPCAD, který je nyní vylepšován Ch. Brownem. Více informací lze nalézt 
na http://www.cs.usna.edu/~qepcad/B/QEPCAD.html. QEPCAD si lze stáhnout a provozovat 
pod operačním systémem Linux. Program QEPCAD (nyní ve verzi QEPCAD B) si lze 
stáhnout bezplatně. 

Zřejmě prvním z „velkých“ komerčních programů, který využívá cylindrickou 
algebraickou dekompozici a realizuje eliminaci kvantifikátorů, je Mathematica”. Nyní je 
k dispozici verze 7.0, která si „poradí“ i se zlomky, tj. odpovídající polynomy si „připraví“ 
sama. Můžeme proto psát 

Resolve[Exists[{x,y}, x^2 + y^2 = = 0 ], Reals] 

True 

 

Resolve[Exists[{x,y}, x^2 + y^2= = 0 && x ≠  y], Reals] 

False 

Komentujme získaný výsledek. Předložené formule obsahovaly dva kvantifikátory 
a dvě jimi vázané proměnné a žádné další parametry, proto bylo možné přímo rozhodnout 
o pravdivosti daných formulí. (Tarského výsledek říká, že teorie reálně uzavřených těles je 
úplná). To dává šanci ověřit platnost tvrzení (8): 
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Resolve [ForAll[{x,y,z}, x*z*y = = 1 && x ∫1 && y∫1 && z∫1, (x/(x-1))^2+(y/(y-

1))^2+(z/(z-1))^2¥1], Reals] 

True 

Získali jsme „strojový důkaz“ nerovnosti (8). 

6 Novější pohled na 17. Hilbert ův problém.  
Svůj slavný 17. problém formuloval Hilbert takto: Buď f œ R[x1, x2, ..., xn] nezáporný 

polynom. Lze nalézt racionální funkce gj œ R(x1, x2, ..., xn) , j = 1, ..., k takové, že  f  = 2
1g  + 

2
2g  + ... + 2

kg ? 

Úplné řešení sedmnáctého Hilbertova problému podal Emil Artin v r. 1927. Jeho důkaz 
byl však neefektivní. V dnešní „počítačové“ době jsou však činěny pokusy o efektivní 
vyřešení problému. Nerozvíjejme ale teorii a pokusme se dokázat vztah (8). Nejprve jej (za 
pomoci počítače) upravíme do jediného zlomku a označíme si jeho jmenovatel jako polynom 
1: 

Together [x^2/ (x-1)^2 + y^2/(y-1)^2 + z^2/(z-1)^2 -1] 

(-1 + 2 x + 2 y - 4 x y + x2 y2 + 2 z - 4 x z - 4 y z + 8 x y z - 2 x2 y2 z + x2 z2- 2 x2 y z2 + 

y2 z2- 2 x y2 z2 + 2 x2 y2 z2) /((-1+x)2 (-1+y)2 (-1+z)2) 

polynom1 = Numerator[%] 

-1 + 2 x + 2 y - 4 x y + x2 y2 + 2 z - 4 x z - 4 y z + 8 x y z - 2 x2 y2 z + x2 z2 - 2 x2 y z2 

+y2 z2- 2 x y2 z2 + 2 x2 y2 z2 

V získaném polynomu jsme provedli substituci vyplývající ze vztahu x.y.z =1 , získaný 
výraz jsme převedli na jediný zlomek a jeho čitatel, který rozhoduje o znaménku zlomku, 
jsme označili jako polynom 2: 

polynom1/.zÆ1/(x*y) 

9 + 1/x2 - 6/x + 2 x + 1/y2 - 6/y + 2/(x y) + 2 y - 6 x y + x2 y2 

Together[%] 

(x2 + 2 x y - 6 x2 y + y2- 6 x y2 + 9 x2 y2 + 2 x3 y2 + 2 x2 y3 - 6 x3 y3 + x4 y4) /(x2 y2) 

polynom2 = Numerator[%] 

x2 + 2 x y - 6 x2 y + y2 - 6 x y2 + 9 x2 y2 + 2 x3 y2 + 2 x2 y3 

- 6 x3 y3 + x4 y4 
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Nyní bychom potřebovali ukázat, že posledně získaný polynom nabývá pro všechna 
reálná x, y pouze nezáporných hodnot. Pod Matlabem lze za součinnosti nástrojů 
SOMTOOLS a Sedumi získat následující výpis (upraveno, zkráceno): 

syms x y; 

>>p=x^2+2*x*y-6*x^2*y+y^2-6*x*y^2+9*x^2*y^2+2*x^3*y ^2+2*x^2*y^3-

6*x^3*y^3 

+x^4*y^4;  

>> [Q,Z,D]=findsos(p,'rational') 

Q = 

     1     1    -3     1 

     1     1    -3     1 

    -3    -3     9    -3 

     1     1    -3     1 

ZT = (y, x, x*y, x^2*y^2) 

D =1 

Program vydal pozitivně semidefinitní matici Q a vektor Z takový, že ZT
*Q*Z = p. 

(Připomeňme, že matice Q je  pozitivně semidefinitní, jestliže pro každý vektor u œ Rn  platí 
uT

*Q*u ¥ 0). Odtud již tvrzení o tom, že polynom p nabývá pro všechna reálná x, y pouze 
nezáporných hodnot bezprostředně plyne. V daném (hodně triviálním) případě již není těžké 
dostat vyjádření p = (x2 y2  – x(3 y – 1) + y2)2 . Tím je problém z MMO i počítačově vyřešen. 
Obecně je však získávání rozkladů polynomů v součin čtverců zatím asi mimo současné 
možnosti výpočetní techniky. 
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Abstrakt: Článek představuje studii zaměřenou na sledování výskytu a kvality odborných 
článků z matematiky na portále Wikipedia. Pro testování bylo zvoleno 45 témat z algebry, 
analýzy a geometrie. Kromě samotných článků byla sledována i četnost a kvalita odkazů. 
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Úvod 
Internet od svého vzniku prochází nepřetržitým vývojem. Neustále se na něm objevují nové 
služby a nástroje. Některé získávají všeobecnou oblibu, jiné upadají v zapomnění. Jednou 
z internetových služeb, která vznikla na počátku 21. století (rok vzniku 2001), je Wikipedia 
(http://www.wikipedia.org), mnohojazyčná webová encyklopedie se svobodným (otevřeným) 
obsahem, na jejíž tvorbě spolupracují dobrovolní přispěvatelé z celého světa. Cílem 
Wikipedie je tvorba a celosvětové šíření volně přístupných encyklopedických informací. 
V současné době Wikipedie tímto způsobe nabízí vice jak 13 000 000 hesel v 250 jazycích. 

Wikipedia jako zdroj informací 
Průzkum provedený mezi studenty učitelství matematiky na Pedagogické fakultě Univerzity 
Karlovy v Praze ukázal, že Wikipedii využívá 85 % studentů a takřka čtvrtina studentů 
dokonce považuje Wikipedii za jeden z nejdůležitějších zdrojů informací ((jako druhý nebo 
třetí nejčastější po vlastních zápiscích z přednášek). Potvrzuje se tak fakt, že studenti stále 
častěji rezignují na vyhledávání doporučené literatury v univerzitních knihovnách, a jako 
jediný zdroj přípravy ke zkouškám používají internetové zdroje. 
Vystává tedy oprávněná otázka, nakolik je Wikipedie seriózním zdrojem odborných 
informací a podkladů pro vysokoškolské studium a nakolik je využitelná při tvorbě  
e-learningových podpůrných materiálů ke studiu.  
První významnější studie srovnávající Wikipedii s klasickými zdroji vznikla v roce 2005, kdy 
časopis Nature publikoval srovnávací analýzu článků mezi Wikipedií a encyklopedií 
Britannica ([1]). Tato studiu poukázala na skutečnost, že obě encyklopedie obsahují chyby, 
přičemž rozdíl v jejich počtu (v absolutních číslech) nebyl příliš velký. Výsledek studie 
vzbudil velké vzrušení a emoce. Zastánci klasických encyklopedií často upozorňují na nízkou 
kvalitu mnohých hesel ve Wikipedii, ačkoli tato hesla (podle výše zmíněné studie) formální 
chyby neobsahují. Výhodou Wikipedie je nepochybně rychle narůstající objem hesel, vysoká 
schopnost Wikipedie opravovat chyby ve velmi krátkém čase (srovnej [2]) a také schopnost 
Wikipedie reagovat téměř okamžitě na nové vědecké objevy. Díky neustálému rozvoji se tak 
Wikipedie stává stále větším konkurentem klasických informačních zdrojů. 
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Wikipedie a lokalizace 
V rámci výše zmíněného průzkumu na Pedagogické fakultě Univerzity Karlovy v Praze bylo 
také zjišťováno, jaká část studentů využívá Wikipedii v národním jazyce a jaká část využívá 
anglickou verzi. Ze studentů, kteří využívají Wikipedii, jich pouze 35 % využívá při studiu 
i anglickou verzi. Tedy takřka dvě třetiny studentů používají pro studium výhradně hesla ve 
svém mateřském jazyce – v češtině. To motivovalo autora k šetření, nakolik jsou hesla 
související s předmětem studia lokalizována do jednotlivých jazyků a nakolik jsou tato hesla 
dostupná v češtině a zda lze Wikipedii využít jako podporu a zdroj dalších, rozšiřujících 
informací při tvorbě e-learningových kurzů. 
Zajímavé je jak srovnání „české“ Wikipedie s „anglickou“, tak jejich porovnání v konkrétním 
oboru – matematice. V současnosti obsahuje česká verze Wikipedie více než 140 000 hesel. 
Tedy přibližně 5% všech hesel je lokalizováno do českého jazyka. Lokalizace u odborných 
hesel je však mnohem větší než lokalizace hesel „univerzálních“. 

Wikipedie a matematika 
Pro testování využitelnosti Wikipedie jako zdroje informací při studiu učitelství matematiky 
bylo vybráno 45 témat, která jsou součástí požadavků na závěrečné zkoušky bakalářského 
studia. U 42 z nich (93,3 %) se podařilo nalézt odpovídající heslo v anglické verzi Wikipedie. 
V jednom případě – Circle inversion – bylo téma zmíněno jako podtéma širšího celku 
(Inversive geometry), dvě témata na Wikipedii zcela chyběla. Jednalo se o téma Apollonius' 
Tangency Problem and „reper“. 
Do českého jazyka je lokalizováno 38 hesel (84 % hesel), přičemž tři témata jsou zmíněna 
v rámci jiného tématu (Homogenní transformace, konvergence řad a primitivní funkce) a čtyři 
témata zcela v českém jazyce chybí: Mongeova věta, kruhová inverze, Apolloniovy úlohy 
a repér). Matematická témata jsou tedy do matematiky lokalizována mnohem více (v 88 %), 
než je průměr (cca 5 % všech témat).  
Jako význačný problém u českých hesel se ukázala jejich kvalita. Velká část témat je příliš 
stručná a neposkytuje, na rozdíl od anglické verze, dostatečné informace o zvoleném tématu. 
Například anglické heslo Linear map obsahuje 2 602 slov, jeho česká verze má pouze 
413 slov. (Počty slov jsou ve všech případech přebírány přímo z údajů Wikipedie). Celkem 
bylo zjištěno 8 témat, jejichž česká verze poskytovala pouze strohou základní informaci, a pro 
přípravu studentů se tak jevila jako málo přínosná. 
Dalším význačným rozdílem je skutečnost, že zatímco anglická hesla obsahovala takřka 
v 80 % i odkaz na tištěné zdroje (monografie, skripta, odborné články), u české verze 
obsahovalo odkaz na tištěné materiály pouze 6 hesel, tedy přibližné 15 % hesel. 
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Všechna nalezená matematická hesla byla lokalizována do dalších jazyků. Do nejméně jazyků 
bylo lokalizováno heslo Monge's theorem, které je kromě angličtiny dostupné již jen 
v Ukrajinštině a Švédštině. Naopak nejčastěji překládaným heslem je heslo Set theory, které 
lze nalézt v šedesáti jazykových verzích, což je takřka jedna třetina jazyků použitých ve 
Wikipedii. V průměru bylo možné každé z hesel nalézt v 28 jazycích. Základní matematická 
hesla jsou tedy ve většině případů zařazena ve všech světových jazycích a v mnoha 
překladech do jazyků menších národů.  
V případě lokalizace se však obsah hesel v mnohých případech omezuje pouze na základní 
definici a neposkytuje rozšiřující informace, které by bylo možné použít při tvorbě  
e-learningového vzdělávacího kurzu. Jako velice vhodné se však jeví využití odkazů na 
anglickou verzi, která uvádí hesla v širším kontextu a zároveň seznamuje studenty s anglickou 
terminologií. 
 
Závěr 
Srovnání české a anglické podoby Wikipedie prokázalo očekávaný fakt, že anglická 
Wikipedia je rozsáhlejší (obsahuje více hesel) a zároveň že v ní jsou hesla propracovanější 
(delší, s více odkazy, s více obrázky, grafy a fotografiemi a také s více odkazy na odbornou 
literaturu). Lokalizace odborných témat, na něž se průzkum zaměřil, ukázal, že odborná 
témata jsou překládána mnohem více než témata jiná. Přesto i u těchto témat se prokázala 
mnohem větší stručnost hesel. Navíc míra lokalizovanosti se liší obor od oboru. Výhodou 
lokalizovaných hesel je, že v některých případech nabízejí odkazy na literaturu v národních 
jazycích, případně na literaturu v jiném světovém jazyku než v angličtině. Z hlediska 
možnosti využití při tvorbě e-learningových kurzů se použití odkazů na českou verzi 
Wikipedie jeví minimálně jako problematické. 
Jedno z možných řešení tohoto problému spatřuji ve vytvoření odborných portálů 
lokalizovaných do národních jazyků a založených na podobných principech, jako je 
Wikipedie, které ale budou: 
a) uzamčené (tedy ke změně hesel dochází koordinovaně), 
b) autorizované, garantované resp. oponované (tedy kvalitu hesel garantuje odborník). 
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Abstrakt – The artickle treats of the using of the interactive board Smart Board
during the teaching of mathematics at college or secondary school. The project
has run this year in May at a grammar school in České Budějovice. There par-
ticipated second year students and by this interactive board they were getting
known a new and not allways loved scope of Mathematics - combinatorics.

Klíčová slova – kombinatorika, interaktivní tabule, Smart Board, výuka, mate-
matika

Úvod
Je možné v dnešní době „ve zkratce� charakterizovat vyrůstající mládež? Ano,

napadá mě jedno velmi přesné spojení – „počítačová mládež�. Děti se narodily
a žijí v době, kde mít doma počítač, neomezený přístup na internet, v kapse
mobilní telefon a MP 3, berou jako samozřejmost. Když pak přijdou do školy,
kde podobné technické vymoženosti do jisté míry očekávají, nezřídka se stává, že
klasická výuka, tj. používání tabule a křídy, není pro ně atraktivní.
Existuje mnoho možností, jak žákům výuku zpestřit – formou výletů, exkurzí,

dokumentárních filmů, zahraničních pobytů, různých projektů apod. Je zřejmé,
že určité předměty (biologie, zeměpis, dějepis, cizí jazyky) mají lepší výchozí
podmínky pro výběr takové metody. Jak se však vypořádat s ne příliš oblíbeným
předmětem – matematikou? Nabízí se nějaká možnost, jak žákům i matematiku
zpestřit, ulehčit a umožnit jim ji lépe pochopit? Matematika je velmi specifický
předmět, u kterého není snadné vybrat vhodný prostředek. Domnívám se, že
kromě různých matematických programů a e-learningu by mohla být další mož-
ností interaktivní tabule, kterou lze uplatnit při výuce téměř všech vyučovaných
předmětů, tedy i matematiky – a to nejenom při výkladu, ale i při opakování a
zkoušení z probrané látky.
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Interaktivní tabule
Interaktivní tabule je nová technologie, která umožňuje zábavnější a méně

stereotypní formu výuky. Jedná se o dotykovou plochu, ke které je připojen počí-
tač a dataprojektor. Z počítače je na povrch tabule projektorem promítán obraz,
se kterým se dá pracovat už bez použití počítače (ten samozřejmě musí být stále
zapnut). Na tento dotykový displej, tj. interaktivní tabuli, je pak možné psát
prstem, speciálním fixem, pohybovat s obrázky, malovat, pouštět si připravené
animace, videa, zvuky, nahrávat si postup řešení aj.

Obr. 1: Žák při prezentaci

Na trhu je možné vidět několik typů interaktivních tabulí. Mezi nejznámější
u nás patří interaktivní tabule SMART Board a Activ Board. Přestože zrod in-
teraktivních tabulí spadá do devadesátých let minulého století, díky jejich vysoké
ceně se o ně naše školy začaly zajímat až v posledních cca 4–5 letech. A jako
každá technologie i interaktivní tabule má své pozitivní i negativní stránky.

Mezi hlavní výhody bych zařadila především následující:

• nabízí učiteli možnost připravit si předem veškeré detaily výuky,
• umožňuje díky vhodným obrázkům, animacím a jiným didaktickým pomůc-
kám zefektivnit výuku,

• z interaktivní tabule lze spouštět aplety zaměřené na experimenty; studen-
tům tak lze ukázat jevy a důsledky, k nimž by nebylo možné dojít při
realizaci daného pokusu ve třídě,

• možnost využívání při výuce většiny předmětů,
• využitelnost při výuce různých věkových kategorií,
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• lepší motivace k učení,
• text napsaný přímo ve výuce je možno uložit a poté prostřednictvím inter-
netu sdílet se studenty,

• možnost zapojit internet do výuky.

Mezi hlavní nevýhody patří zejména:

• technika může převážit nad rozumným využitím interaktivní tabule,
• připravený výukový materiál může žáky rozptylovat, a tak snižovat jejich
soustředěnost na probíranou látku,

• příprava hodin je pro učitele časově velmi náročná,
• žák se může dostat do role „pasivního diváka� (animace místo reálných
experimentů, pokusů),

• interaktivita v popředí nad dobrým obsahem výuky,
• schopnost a ochota, resp. neschopnost a neochota učitele efektivně využívat
tento nástroj spolu s ostatními potřebnými technologiemi,

• nesprávné využívání tabule – např. jako projekční plátno,
• světlo projektoru na interaktivní tabuli může mít negativní dopad na zrak
(u interaktivních tabule s přední projekcí),

• interaktivní tabule je často namontována „napevno�,
• ve třídě je zabudovaná pouze interaktivní tabule,
• nutná elektrická energie.

Je nesmysl se domnívat, že používáním interaktivních tabulí vzroste enormně
zájem studentů o danou problematiku, že se ze čtyřkaře stane jedničkář apod.
Nicméně si myslím, že vhodně používaná interaktivní tabule, tzn. interaktivní
tabule používaná zkušeným, vzdělaným a technicky zdatným učitelem (a ne při
každé hodině), může být jednoznačně výbornou pomůckou do škol.

Výuka kombinatoriky a interaktivní tabule
V loňském roce jsem uskutečnila na několika gymnáziích v České republice

anketu, ve které mimo jiné maturanti označovali 3 středoškolské matematické
okruhy, které se jim zdají, resp. zdály nejtěžší (z hlediska porozumění a pochopení
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látky). Přestože při řešení kombinatorických úloh studentům postačí mít pouze
základní algebraické znalosti, řadili právě kombinatoriku na „nejvyšší příčky�,
tzn. kombinatorika je mezi středoškoláky považována za velmi obtížné téma. Mys-
lím si, že hlavní roli zde hraje např. logické myšlení, lidově řečeno „zdravý selský
rozum�, který nejspíš mnoho studentů postrádá. Dalším důvodem, proč tato látka
není oblíbená, je ten, že kombinatorika nedává přesný návod, jak úlohy řešit a
většinou ani není možné se o správnosti výsledku přesvědčit zkouškou. Každý
student vám řekne, že kombinatorické úlohy jsou zábavné a ze života. Tento fakt
však, bohužel, kombinatoriku nikdy nedostane z „pytle� nejobávanějších středo-
školských matematických okruhů, neboť kombinatorické úlohy jsou oproti úlohám
z ostatních okruhů jiné – neexistuje obecný algoritmus či vzorec, pomocí kterého
by se dal řešit jeden příklad za druhým.
Na mnoha školách se učí kombinatorika standardním způsobem, tzn. studenti

se nejprve naučí kombinatorické pravidlo součtu a součinu, poté se seznámí s va-
riacemi, permutacemi a kombinacemi bez opakovaní spolu s danými vzorci pro
výpočet příkladů a řešení jednotlivých úloh probíhá následovně: nejprve je nutné
uhodnout, o jaký typ příkladu se jedná a poté se určuje n a k ve vzorci. Stejným
stylem se řeší kombinatorické úlohy s opakování a studenti tak nikdy neproniknou
do tak krásné části matematiky a bohužel ji často ani nepochopí.
Při vyhodnocování již zmíněné ankety se nabídly tyto otázky:

„Proč nezkusit vyučovat kombinatoriku jinak?�
„Např. s využitím interaktivní tabule?�
„Bude mít takový výukový proces pozitivní vliv na pochopení látky? Opravdu se
studentům zpestří hodiny matematiky?�
To jsou otázky, na které jsem v této době už do jisté míry schopna odpovědět,

neboť mi bylo umožněno takovým způsobem kombinatoriku odučit.

Tento výzkum, tedy výuka kombinatoriky s využitím interaktivní tabule, byl
uskutečněn v květnu tohoto roku na jednom českobudějovickém gymnáziu. Do
procesu se zapojili studenti druhého ročníku čtyřletého gymnázia a předem mu-
sím konstatovat, že interaktivní tabule měla na výuku pozitivní vliv. Pro studenty
to byla v podstatě novinka, neboť interaktivní tabule byla nainstalovaná do školy
začátkem tohoto roku. Studentům se neprozradily vzorce k jednotlivým typům
kombinatorických příkladů, a tak řešili úlohy pouze s využitím pravidla součtu a
součinu. V průběhu výuky se samozřejmě pro ulehčení výpočtů seznámili s kom-
binačním číslem a s číslem n!, ale o názvech - variace, permutace, kombinace se
dozvěděli až ke konci celého výukového procesu.

Průběh výuky:

• seznámení se s pravidlem součtu a součinu

• řešení kombinatorických úloh bez opakování
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• 1. test

• Pascalův trojúhelník

• řešení kombinatorických úloh s opakováním i bez opakování

• 2. test (např. binomická věta se učila už bez zapojení interaktivní tabule)

Obr. 2: Ukázka přípravy na interaktivní tabuli

Díky interaktivní tabuli bylo rovněž možné studentům zpestřovat hodiny růz-
nými kvizy, jež úzce souvisely se zadáním připravených úloh. Pro lepší pochopení
látky byly připraveny různé prezentace a animace, objevovaly se různé obrázky a
studenti se v hodinách aktivně zapojovali. Oba dva připravené testy měly zjistit,
do jaké míry studenti pochopili probíranou látku, kteří studenti mají s kombina-
torikou větší problémy, jaké byly nejčastější způsoby řešení jednotlivých příkladů,
zda se známky z testů markantně liší od známek z jiných matematických okruhů
apod. Mohu konstatovat, že výsledky mě docela mile překvapily. Nejenom, že žáky
výuka kombinatoriky zjevně bavila, ale známky z obou testů se vůbec nelišily od
ostatních získaných známek z matematiky během celého roku, což podle mého
názoru, je velmi pozitivní zjištění. Studenti nad řešením příkladů přemýšleli, což
se velmi zřetelně projevovalo během vyučovacích hodin, kdy kladli otázky, zda
by se to nedalo řešit jejich jiným způsobem. Interaktivnost výuky je takříkajíc
„vtáhla� do procesu aktivního přemítání nad každým řešením úkolu.

Závěr
Podle mého názoru připravené hodiny kombinatoriky na interaktivní tabuli

splnily svůj úkol, studentům výuku zatraktivnily, probíranou látku ulehčily a
umožnily látku do jisté míry lépe pochopit.
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Abstrakt – Cílem příspěvku je seznámení odborné veřejnosti s volně přístupným softwarem 
Dataplot, který je využitelný pro statistickou a grafickou analýzu dat, jejich vizualizaci, pro 
nelineární modelování a optimalizaci inženýrských procesů. Předkládaná práce popisuje 
stručně ovládání softwaru Dataplot, zařazeny jsou internetové odkazy na software, základní 
informace, návody ke stažení a instalaci, odkazy na podporu a dokumentaci. Článek také 
referuje o interaktivním propojení Dataplotu s elektronickou rozsáhlou učebnicí statistických 
metod, kterou lze vhodně využít při výuce statistiky. 
 
Klíčová slova – software Dataplot, NIST, NIST/SEMATECH e-Handbook of Statistical 
Methods 
 
 

1. Úvod 
 

Dataplot je volně přístupný software, který je produktem Národního institutu standardů  
a technologie (NIST, National Institute of Standards and Technology, dříve National Bureau 
of Standards, NBS). Původní verze softwaru byla vyvinuta v roce 1978 pro podporu práce 
NIST. Tvůrci poskytují podporu i uživatelům mimo NIST. Nejde o typickou komerční 
softwarovou podporu, není garantován oficiální support, přednost mají pracovníci NISTu, 
avšak i ostatním uživatelům je v rámci časových a jiných možností podpora nabízena. 
Podpora zahrnuje např. možnost ohlášení chyb v Dataplotu, pomoc při řešení problémů při 
stahování a instalaci Dataplotu, konzultace softwaru atd. 
      Software Dataplot je interaktivně propojen s elektronickou rozsáhlou učebnicí 
statistických metod (NIST/SEMATECH e-Handbook of Statistical Methods). Zmíněná 
učebnice obsahuje 8 rozsáhlých kapitol.  
 
 

2. Software Dataplot 
 
2.1 Dataplot – základní informace 
 
-    všechny základní informace lze zjistit na webových stránkách NISTu [1] 
- Dataplot je volně přístupný interaktivní software pro statistickou a grafickou analýzu 

dat, jejich vizualizaci, pro nelineární modelování a  optimalizaci inženýrských procesů  
- byl vyvinut ve Fortranu 77 
- pracuje pod  OS Linux, Unix, Windows 95/98/ME/XP/NT/2000/ Vista … 
- původní verze byla uvedena v roce 1978  
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- návod ke stažení a instalace jsou podrobně uvedeny v [2]  
- obsahuje dva exe soubory, 1. DATAPLOT.EXE (používá se pro spuštění a práci 

Dataplotu v příkazovém režimu), 2. DPLAHEY.EXE (práce v grafickém režimu, GUI, 
tento režim je přehledný a dá se v něm pracovat bez hlubší znalosti programu) 

- oba režimy (příkazový i grafický) používají Intel Fortran compiler 
- standardní instalace zpřístupní oba režimy 
- pro instalaci stačí přibližně 100 MB volného prostoru 
- Dataplot podporuje Postscript 
- Odpovědi na často kladené otázky (FAQ) lze nalézt v [3]    
- rozsáhlá dokumentace k Dataplotu je k dispozici v [4]    
- Dataplot nabízí podrobnou příručku uživatele, která je velmi  srozumitelná a obsahuje 

podrobné návody a příklady [1]  
- Dataplot umožnuje interaktivní práci [5]    
- Velkým přínosem je propojení Dataplotu s interaktivní učebnicí NIST/SEMATECH 

Engineering Statistics Handbook [6]  
 
 

2.2 Nástroje Dataplotu 
 

Dataplot mj. zahrnuje [7]   
- základní nastavení grafiky (2D, 3D, barvy, znaky … ) 
- základní grafiku (grafy funkcí, vykreslení dat … ) 
- průzkumovou analýzu dat (EDA) 
- analýzu časových řad 
- vyrovnání dat 
- fitování dat 
- obecnou datovou analýzu (popisná statistika – výpočty i grafika, náhodnost dat, t-test, 

Chi-kvadrát test, ANOVA…) 
- výpočty pravděpodobností a statistik (tabulky, knihovny pravděpodobnostních funkcí) 
- analýzu více proměnných  
- statistickou kontrolu procesů 
- matematické nástroje (rozbor funkce, grafy, kořeny, analytické derivování  

a integrování, rozsáhlé knihovny matematických funkcí, aritmetické operace, maticové 
operace, logické operace, řešení diferenciálních rovnic …) 

- grafické techniky [8] (4- plot, 6- plot, bihistogram, blokový diagram krabicový 
diagram, Boxův - Coxův graf homoskedasticity, Boxův - Coxův graf linearity, Boxův 
- Coxův graf normality, grafy korelací, histogram, lag plot, grafy rozdělení, sekvenční 
diagram, různé grafy pro statistické výstupy.) Součástí jsou i fortranovské programy 
pro uvedené grafické techniky a jejich popisy. 

 
 
2.3 NIST/SEMATECH  Engineering Statistics Handbook  
 

Elektronická velmi rozsáhlá učebnice statistických metod (NIST/SEMATECH e-Handbook of 
Statistical Methods) [8] vznikla s cílem pomoci vědcům a inženýrům při zpracování jejich 
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experimentů a analýz. Učebnice je propojena s Dataplotem, obsahuje názorný výklad pojmů 
a metod s propojením na velký počet příkladů.  
      Zařazeno je množství odkazů na nástroje a pomůcky pro uživatele, např. odkaz pro časté 
inženýrské otázky, vyhledávač klíčových slov, rejstřík, odkaz na galerii grafických technik, 
odkaz na galerii kvantitativních technik, přehled případových studií (přístupných on-line), 
přehled rozdělení pravděpodobností, tabulky rozdělení.  
  Uveden je i odkaz na pdf soubory pro tisk kompletního obsahu učebnice (celkový objem 
pdf souborů je přibližně 20 Mb.) Tyto pdf soubory nejsou aktualizovány tak často jako  
e-Hanbook. Mohou tak být mírně odlišné než html verze.  
     Učebnice je rozdělena do 8 kapitol: 

1. Exploratory Data Analysis 
2. Measurement Process Characterization 
3. Production Process Characterization 
4. Process Modeling 
5. Process Improvement 
6. Process or Product Monitoring and Control 
7. Product and Process Comparisons 
8. Assessing Product Reliability 

       
 
2.4 Dataplot – úvod do ovládání  
 

Dataplot pracuje ve dvou režimech, příkazovém a grafickém. Grafický režim je přehledný 
a jednoduchý. Vybereme – li si práci v grafickém režimu, můžeme všechny procedury 
spouštět z nabídkové lišty pomocí tlačítek. Pole GetStarted v této liště obsahuje helpy, 
umožní provést uživatele Dataplotem, lze se seznámit s postupem zadávání i zpracování dat. 
Na jednoduchém příkladu lze tyto základní dovednosti vyzkoušet (je uveden návod pro 
příkazový i pro grafický režim). Grafický režim (Dataplot Gui) nabízí 6 oken: 
1) hlavní menu – nabídková lišta Dataplotu, umístěná v horní liště  
2) alfanumerický výstup – vlevo nahoře (SET GUI ON) 

- výstup je tvořen „stránkami“ 
- výstup pro každý příkaz je uložen na zvláštní stránce výpisu 
- je zobrazeno počítadlo (v pravém horním rohu) 
- výstupem je možné listovat 

3) grafické okno – v pravém horním kvadrantu (Graph) 
- k zobrazení grafů 
- horní lišta nabízí menu pro nastavení možností grafu, pro výstup grafu do souboru, na 

tiskárnu…     
4)     příkazové okno – vlevo dole (Command History) 
         - zobrazuje aktuálně vykonané příkazy Dataplotu 
5)     tabulka (Spreadsheet) 
         - může být použita pro vkládání dat z klávesnice 
         - zobrazuje aktuálně vykonané příkazy Dataplotu (např. načtení dat ze souboru atd…) 
         - tlačítko Set Decimals umožní zadat počet desetinných míst použitých pro zobrazení dat  
           (ve standardu jsou data zobrazena v exponenciálním formátu) 
         - tlačítko Apply se používá k načtení manuálně zadávaných dat 
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         - Replot aktualizuje poslední výstup (např. po úpravě grafu) 
         - Refresh obnoví aktuální grafické okno 

- NoUpdate se používá k potlačení aktualizací dat v tabulce (tuto volbu je vhodné  
používat pro rozsáhlé datové soubory) 

6)     příkazový řádek (Command Line) – pro ruční vstup příkazů Dataplotu (příkazový režim) 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 

 

2.5 Zadávání dat 
 

1)      - data lze zadat ručně přímo do tabulky 
         - implicitně je nastaven exponenciální formát (lze změnit užitím tlačítka Set Decimals) 
         - zadávat lze numerická data 

- Dataplot nenačte např. data z Excelu, je nutné je převést do ASCII formátu a potom 
teprve načíst do Dataplotu  

2)      - nejběžnějším případem je vstup dat z ASCII souboru 
         - před načítáním větších souborů (1000 a více řádků) je doporučeno kliknout na tlačítko   
           NoUpdate  
         - postup pro načtení datového souboru :  
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READ FILE.DAT Y X1 X2 
              nebo  READ FILE.DAT Y X1 X2 
  NAME X1 TEMP 
  NAME X2 PRESSURE 
         - pokud nepoužíváme zkušební data z NISTu přímo přístupná z Dataplotu, zadáme cestu 

ručně: např.: READ “C:\MyDocuments\SAMPLE.DAT” Y X1 X2 
         - pokud data obsahují záhlaví, lze je přeskočit příkazem SKIP N (N identifikuje, kolik 

řádků přeskočit)  
         - pro načtení části souboru použijeme příkaz ROW LIMITS N1 N2 (N1, N2 označí 

první a poslední řádek), obdobně COLUMN LIMITS C1 C2 
         - je výhodné používat data ve formátovaném tvaru 
3)      - data z Excelu je nutné konvertovat do ASCII tvaru  

- možný postup: xls soubor lze uložit s příponou txt (oddělovač – tabelátor), nutné je           
zaměnit desetinné čárky za desetinné tečky, které jsou podporovány Dataplotem 

4)      - Dataplot umožňuje generovat data 
         - např. lze použít tlačítko „Files/Data“  v hlavní liště grafického režimu 
         - generovat lze např. posloupnosti, náhodná dat atd… 
 
 

2.6  Výstup 
 

Dataplot podporuje 3 výstupní zařízení, která pracují nezávisle na sobě: 
DEVICE 1  - monitor – výstup je užíván ke generování grafiky na obrazovku a je automaticky 
nastaven v grafickém prostředí (GUI) 
DEVICE 2 - postscript – výstup není standardně nastaven, k nastavení je třeba zadat 
v příkazovém řádku příkaz DEVICE 2 POSTSCRIPT 
- výstup bude nahrán do souboru dppl1F.dat v aktuálním adresáři 
- všechny předchozí výstupy dppl1F.dat se přepíší 
- tento typ výstupu lze zrušit příkazem DEVICE 2 CLOSE 
DEVICE 3 – výstup do souboru dppl2F.dat v aktuálním adresáři, který Dataplot automaticky 
otevírá a zavírá 
- grafy jsou vytvářeny v Postscriptu 
- dppl2F.dat je používán ve spojení s příkazy PP (Print Current Plot) 
- tlačítko Print  v grafickém okně nabízí PP příkazy – volby pro nastavení tisku 
Podporované formáty pro výstup: Word, Excel, PowerPoint, LaTech. 
 
 

3. Případová studie – ukázka použití Dataplotu 
 
Výstup z Dataplotem provedené analýzy dat ukážeme na náhodně vygenerovaném souboru 
dat (většina statistických softwarů včetně softwaru Dataplot obsahuje generátor náhodných 
čísel). Budeme zjišťovat, zda data lze popsat lineárním modelem. 
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3.1 Grafické metody (4 – plot) 
 

Prvním krokem k vyhodnocování souboru může být užití grafických metod. 
 
 
       
       
 

 
           
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Sekvenční diagram (vlevo nahoře) nesignalizuje žádné posunutí polohy ani existenci 
odlehlých bodů v testovaném souboru. 
Lag plot (vpravo nahoře) nesignalizuje žádné nenáhodné datové vzorky. 
Histogram (vlevo dole) je symetrický, v koncích se neobjevují odlehlé body, data lze 
aproximovat náhodným rozdělením. 
Normální rozdělení pravděpodobnosti (graf vpravo dole) potvrzuje oprávněnost předpokladu 
náhodného rozdělení dat. 
 
 

3.2 Souhrnné charakteristiky 
 
Interaktivně lze spočítat charakteristiky souboru. Dataplot postupně dává informace  
o spočtených charakteristikách. Podrobný popis postupu zpracování dat přesahuje rámec 
tohoto příspěvku. Uvedeme alespoň sumarizaci výsledků (výpis z Dataplotu). 
 

• Závěrečný výstup výsledků (sumarizace) 
 

list report.tex 
   
   
 Analysis for 500 normal random numbers 
   
 1: Sample Size                           = 500 
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 2: Location 
    Mean                                  = -0.00294   
    Standard Deviation of Mean            = 0.045663 
    95% Confidence Interval for Mean      = (-0.09266,0.086779) 
    Drift with respect to location?       = NO 
   
 3: Variation 
    Standard Deviation                    = 1.021041 
    95% Confidence Interval for SD        = (0.961436,1.088585) 
    Drift with respect to variation? 
    (based on Bartletts test on quarters 
    of the data)                          = NO 
   
 4: Distribution 
    Normal PPCC                           = 0.996172 
    Data are Normal? 
      (as measured by Normal PPCC)        = YES 
   
 5: Randomness 
    Autocorrelation                       = 0.045059 
    Data are Random? 
      (as measured by autocorrelation)    = YES 
   
 6: Statistical Control 
    (i.e., no drift in location or scale, 
    data are random, distribution is 
    fixed, here we are testing only for 
    fixed normal) 
    Data Set is in Statistical Control?   = YES 
   
 7: Outliers? 
    (as determined by Grubbs' test)       = NO 
 
 

 
Ze sumarizace lze vyčíst, že byl zpracováván soubor 500 dat. Lze zjistit charakteristiky 
polohy i variability, normálnost a náhodnost dat, neexistenci odlehlých bodů. Všechny 
předpoklady pro správnost lineárního modelu ii ECY +=  byly ověřeny. Jeho tvar je: 

ii EY +−= 00294.0 . Intervalový odhad pro konstantu C na hranici 95% je 
( )086779.0,09266.0− . 
 
 

4.  Závěr  
 
V příspěvku byl představen volně šiřitelný matematický software Dataplot, který je silným 
prostředkem pro inženýrská zpracování dat. Uvedený software lze s výhodou využít jako 
alternativu také při výuku matematiky na středních a vysokých školách. Velkým kladem  
a přínosem je interaktivní statistická učebnice, která kromě teoretického přehledu, velkého 
počtu příkladů a interaktivního propojení na Dataplot obsahuje také Course Builder,  software 
pro vytvoření balíčků pro učitele specializovaných matematických kurzů.  
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Abstrakt: V reálnom živote patrí rozhodovanie o optimálnom riešení problému medzi 
najčastejšie sa vyskytujúce úlohy. Optimalizačné úlohy a riešenie tzv. real-life úloh 
pokladáme za vhodné na dosiahnutie vyšších cieľov matematického vzdelávania na strednej 
škole. Rozvíja sa schopnosť vyslovovať hypotézy, experimentovať, argumentovať, aplikovať 
matematické vedomosti aj v kontexte úloh reálneho života. 
 
Kľúčové slová: IKT, optimalizačné úlohy, real-life úlohy, stredoškolské vzdelávanie 
matematiky, free matematický softvér. 
 
Úvod:  
V dokumentoch Európskeho parlamentu sa uvádza: „Matematická kompetencia je schopnosť 
rozvíjať a používať matematické myslenie na riešenie rôznych problémov v každodenných 
situáciách.“ Je to veľmi výstižná charakteristika toho, čo chcú stredoškolskí učitelia 
matematiky dosiahnuť vo vyučovaní na väčšine stredných škôl. Naplnenie tohto 
vzdelávacieho cieľa je ale zložitá otázka a okrem iných zdrojov môžu učitelia nájsť na ňu 
odpoveď aj v novom vzdelávacom programe Ministerstva školstva SR. V novom Štátnom 
vzdelávacom programe MŠ SR sa o matematike okrem iného uvádza: 
 „žiaci by sa mali naučiť:  

• tvoriť jednoduché hypotézy a skúmať ich pravdivosť 
• samostatne analyzovať texty úloh,  riešiť ich, odhadovať, hodnotiť a zdôvodňovať 

výsledky 
• používať matematiku vo svojom budúcom živote 
• používať prostriedky ICT na vyhľadávanie, spracovanie, uloženie a prezentáciu 

informácií, čo by malo uľahčiť niektoré namáhavé výpočty alebo postupy a umožniť 
tak sústredenie sa na podstatu riešeného problému“  

a ďalej v tom istom dokumente sa uvádza o rozvoji kľúčových kompetencií v rámci 
vyučovania matematiky:  
• používať matematické myslenie na riešenie praktických problémov v každodenných 

situáciách 
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• uplatňovať pri riešení problémov vhodné metódy založené na analyticko-kritickom a 
tvorivom myslení 

• efektívne využívať dostupné informačno-komunikačné technológie“ 
Ako tieto ciele dosiahnuť v reálnom vyučovacom procese stredoškolskej matematiky? Ako 
pritom využiť fenomén IKT a voľne dostupného matematického a didaktického softvéru? 
 
Čo učiť? Ako učiť?  
Pri tejto otázke sa stredoškolský učiteľ môže oprieť o nové poznatky didaktiky matematiky 
v kontexte využívania IKT (uvádzame len heslovite): 

• procesuálne koncepcie:  
▫ heuristické vyučovanie (problémové vyuč.) 
▫ skúsenostné vyučovanie (projektové vyučovanie) 

• kognitivistické koncepcie:  
▫ konštruktivistické didaktické prístupy 

Vyučovacie metódy (vhodné pre vyučovanie stredoškolskej matematiky s využitím IKT):  
• Heuristické metódy 
• Výskumné metódy 
• Metóda objavovania (konštruktivistický prístup ) 
• metóda  Interactive Lecture Demostrations  
• metóda Peer Instruction  
• Workshopová metóda 

 
Ako na to s IKT? Niekoľko ukážkových úloh:  
V nasledujúcej časti uvádzame niekoľko príkladov využitia voľne dostupného softvéru pri 
riešení optimalizačných úloh stredoškolskej matematiky. 
 
Úloha 1: 
Cesta 
Poľná cesta medzi Abrahámovom a Bezinkou sa skladá z dvoch na seba kolmých rovných 
úsekov. Dlhší úsek meria 12,1 km, kratší 2,8 km. V mieste, kde poľná cesta mení smer, stojí 
osamelý dom Zastupiteľstvo sa rozhodlo nahradiť túto poľnú cestu asfaltovou. Poslanci 
zastupiteľstva však stáli pred problémom, kade by mala nová cesta viesť.  

 
Odborníci odhadli, že  

• výstavba 1 km cesty vedenej po trase pôvodnej poľnej cesty by stála asi 183 000 €, 
• výstavba 1 km cesty mimo trasy pôvodnej poľnej cesty by stála asi 220 000 €.  

Poslankyňa Čížiková navrhla inú trasu: nová cesta povedie z Abrahámova najprv po poľnej 
ceste a od určitého miesta sa odkloní a povedie rovno do Bezinky. 
Starosta má rozhodnúť, po akej trase sa má nová cesta stavať, aby bola čo najlacnejšia.  
 
Riešenie pomocou Cabri geometria: 
Pomocou softvéru Cabri geometria II Plus môžeme úlohu nielen graficky znázorniť, ale aj 
graficky znázorniť vzťah medzi trasou cesty a cenou bez znalosti funkčných závislostí. 
Graficky a experimentálne môžu študenti nájsť optimálne riešenie. 
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Riešenie pomocou MS EXCEL: 
 
Pomocou softvéru MS EXCEL môžu študenti vytvoriť tabuľku funkčných hodnôt závislosti 
ceny od trasy. Pritom im stačí znalosť Pytagorovej vety! Načrtnutím grafu na základe tabuľky 
môžu nájsť optimálne riešenie. Diskusia o „kroku“ v tabuľke buduje u študentov kompetenciu 
vyhodnotenia reálneho problému (napríklad otázka: s akou presnosťou vedia cestári 
vybudovať novú cestu? s presnosťou 0,5 km? ... ) 
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Riešenie pomocou Graphmatica: 
 
Pomocou free kresliča grafov – softvéru Graphmatica študenti najprv analyzujú reálnu úlohu 
a pomocou znalostí z matematiky vytvoria funkčný predpis pre vzťah cesta a jej cena. Potom 
na základe grafu funkcie a jej definičného oboru odčítajú optimálne riešenie. 
 

 
Úloha 2: 
Lekári chcú drahšie cigarety 
Britský lekársky časopis "The Lancet" varuje pred celosvetovou epidémiou rakoviny pľúc a 
požaduje drastický nárast ceny cigariet. Rakovina pľúc sa stala jednou z najrozšírenejších 
druhov rakoviny, zdôrazňuje najstarší lekársky časopis. Podľa svetovej banky nárast ceny 
tabaku o 10% zníži dopyt o 8%.  
 
Riešenie pomocou MS EXCEL: 
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Úloha 3: 
Maximálny zisk 
Spoločnosť vyrába dva produkty A a B na dvoch strojoch I. a II. Spoločnosť zarobí 3 € na 
každom výrobku A a 4 € na každom výrobku B. Výroba výrobku A trvá na stroji I. 6 minút a 
potom ešte na stroji II. 5 minút. Výroba výrobku B trvá na stroji I. 9 minút a potom ešte na 
stroji II. 4 minút. Počas jednej zmeny môže stroj I. pracovať maximálne 5 hodín a stroj II. 
Maximálne 3 hodiny. Koľko výrobkov ktorého druhu treba vyrobiť, aby zisk bol maximálny?  
 
Riešenie pomocou CASIO : 
 
Študenti môžu využiť grafický kalkulátor (ktorý je free na internete, viď. literatúra). Po 
analýze úlohy nasleduje grafické riešenie. 
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Abstract 
Starting in the 1990's, interactive geometry software has become more and more one of the 
fundamental pieces of technology that can enhance mathematics teaching. In my talk I would 
like to point out how this changes the way students interact with mathematics and how it 
influences their learning processes. I will also show how teachers and researchers can find 
access to the necessary tools, for example using the Intergeo platform. Finally, I will give a 
personal view on future developments of such tools, in particular blended experimentation 
that will enable students to connect real-life experiences with simulated and theoretical 
approaches. 
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PYTHAGOROVA VĚTA V PROJEKTU INTERGEO 
 

Pavel Leischner,  

JU v Českých Budějovicích, Pedagogická fakulta 

leischne@pf.jcu.cz 
 

Abstrakt.  Článek poskytuje informaci o těch dynamických pomůckách pro podporu výuky 
Pythagorovy věty, které jsou dostupné v českém jazyce na portálu I2G. 
 
Klíčová slova. Cabri geometrie, Pythagorova věta. 
 
1. Úvod 
Projekt Intergeo, financovaný z programu eContentPlus, si klade za cíl sjednotit úsilí o 
modernizaci výuky geometrie z různých evropských zemí vytvořením webové platformy pro 
sdílení výukových materiálů vytvořených prostřednictvím programů dynamické geometrie. 
Portál I2G, vybudovaný v rámci projektu Intergeo, má za cíl zajistit, aby byly materiály 
vytvořené různými autory v různých zemích a pomocí různých nástrojů dynamické geometrie 
více dostupné, klasifikované a snadno použitelné nezávisle na software a jazykovém  
prostředí uživatele. Může jej využívat prakticky kdokoliv, má však sloužit především 
učitelům matematiky a studentům. S možnostmi využití portálu I2G se může čtenář seznámit 
přímo na jeho stránkách [2], podrobný návod v českém jazyce poskytuje například [1].  

Na  29. konferenci o geometrii a grafice (Doubice 2009) si Roman Hašek vybral klíčové slovo 
Pythagorova věta k názorné demonstraci, jak užívat portál I2G. Při zadání klíčového slova 
mu byl kromě řady zahraničních materiálů nabídnut pouze jediný český soubor. Byl to Důkaz 
Pythagorovy věty, který vytvořil Jiří Vaníček a který se rovněž nachází v jeho monografii [3]. 
To mne motivovalo k průzkumu zmíněného portálu k podrobnějšímu průzkumu a přidání 
třinácti interaktivních souborů na téma Pythagorova věta k dosavadním dvěma. O všech 
těchto souborech, jež se na dané téma v češtině vyskytují, je podána stručná informace 
v tomto příspěvku. 
 

2. Vyhledávání souborů na portálu i2geo 
K otevření portálu doporučujeme použít adresu http://i2geo.net/xwiki/bin/view/Main/ . Pokud 
chcete jen vyhledávat soubory a pracovat s nimi, není nutné se přihlašovat. Úvodní strana má 
v horní části uprostřed nadpis Společná interaktivní geometrie pro Evropu a pod ním 
v pravé horní části obrazovky  zadáváme hledaná hesla do okna v červeném poli. Po zadání 
hesla se objeví sloupec nabídek. V jeho prvním řádku je nabízeno vyhledání Vámi zadaných 
slov jako textu, v dalších jsou pak možnosti výběru ze standartních nabídek které poznáme 
podle značky modrého kruhu s vepsaným bílým „T“. Nutno upozornit, že program ještě nemá  
definitivní formu, a tak je někdy pracné najít, co požadujete.  Když nenaleznete požadovaný 
soubor volbou standartní nabídky „Pythagorova věta“, zkuste zadat „Pythagorova věta“ jako 
text. Pokud ani v tomto případě při hledání mých souborů neuspějete, zadejte slovo 
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„Leischner“ jako text. V posledních dvou případech se vám otevře nabídka několika set 
souborů (po 25 názvech na stránce), mezi kterými musíte trpělivě hledat. 

 

Obr. 1 

Požadovaný soubor otevřeme kliknutím na jeho název. Na obr. 1 vidíme příklad nabídky, 
která se po kliknutí zobrazí. Popíšeme zde funkci jen dvou tlačítek (funkci ostatních zjistí 
uživatel vyzkoušením). Nabídku v dolním okně (pod fotografií autora) měníme volbou 
nadpisů nad ním. Kliknutím na políčko Information (vpravo vpravo od Content) se zobrazí 
okno popisem pomůcky a stručným návodem k použití. Text je možno zkopírovat do 
schránky a z ní uložit např. do wordu. kliknutím. Chceme-li soubor otevřít v Cabri, vrátíme se 
na  Content a klikneme Download nebo na 
modrý název souboru. Pak již můžeme se 
souborem pracovat nebo si jej uložit pro 
osobní potřebu do svých dokumentů. 

3. Soubory s tématikou Pythagorova věta. 
V době psaní tohoto článku jsem z českých 
souborů k tématu Pythagorova věta od jiných 
autorů   nalezl jen již zmíněný Vaníčkův 
Důkaz Pythagorovy věty (obr. 2). Pohybem 
vrcholu C měníme tvar pravoúhlého 
trojúhelníka, přitom se odpovídajícím 
způsobem mění tvar dílů čtverců v pravé 
části obrázku. Čtverce představují  
skládačku,  pomocí  níž  se věta  dokazuje  na                                 Obr. 2 
základní škole. 
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Další české soubory, které lze na portálu nalézt, vznikly inovací některých souborů, které 
jsem vytvořil v letech 2001-2002 - viz též [2]. Uvedu jen jejich stručný přehled.  
Pythagorova věta 00_PV ZÁKLADNÍ DŮKAZ (obr. 3) je víceúčelová pomůcka na principu 
výše zmíněné skládačky. Pokud ji používáme jako pracovní list, mačkáme tlačítka vlevo dole 
v pořadí, jak jsou očíslovány. Pod nadpisem se zobrazují jednotlivé úkoly. Před zobrazením 
textu dalšího úkolu je nutno předchozí text skrýt příslušným tlačítkem. 

Obr. 3 

PYTHAGOROVA VĚTA důkaz 1 je modifikace předchozího souboru. 

Pythagorova věta 02_PV PERIGAL 1. Pomůcka představuje známý Perigalův důkaz 
Pythagorovy věty, pokyny zobrazíte pomocí tlačítek 1 a 2 (v daném pořadí). Obrázek je též 
možno zkopírovat přes schránku do Wordu, pak upravit velikost, vytisknout a rozstříháním 
vyrobit skládačku.  

Pythagorova věta 03_PV POSUNUTÍ 1. Důkaz Pythagorovy věty ve formě skládačky, 
pokyny zobrazíte pomocí tlačítka 1. Tlačítko 2 pouze skrývá označení některých dalších 
vrcholů. Obrázek je též možno zkopírovat přes schránku do Wordu, pak upravit velikost, 
vytisknout a rozstříháním vyrobit skládačku. 

 
04_PV POSUNUTÍ 2. Důkaz Pythagorovy věty a současně i Eukleidovy věty o odvěsně ve 
formě skládačky. 
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Pythagorova věta 05_PV PERIGAL 2. Perigalova obměna jeho původního důkazu, který 
jsme poznali v souboru 02_PV PERIGAL 1. Pohybem bodu C můžeme měnit poměr velikostí 
stran čtverců. Doporučujeme žákům ukázat, že úloha převedení dvou čtverců na jediný je 
vlastně důkaz Pythagorovy věty. 
Pythagorova věta 06_PV NEVĚSTINO KŘESLO 1. Další z důkazů Pythagorovy věty, který 
byl znám v 9. století v Indii. Indové jej nazývali „nevěstino křeslo.“ Dva čtverce máme 
rozdělit dvěma přímkami a ze vzniklých částí sestavit čtverec stejného obsahu, jako má 
sjednocení původních dvou. Řešení zobrazíme mačkáním tlačítek v daném pořadí. Po 
zmáčknutí tlačítka 3 přemístíme vybarvené trojúhelníky nahoru uchopením za vrcholy A, B. 
Doporučujeme žákům ukázat, že úloha převedení dvou čtverců na jediný je vlastně důkaz 
Pythagorovy věty. 

Pythagorova věta 07_PV NEVĚSTINO KŘESLO 2 a 08_PV ČTVERCE jsou podobné 
skládačky jako předchozí. 

Pythagorova věta 09_PV DLAŽDICE. Některé 
důkazy Pythagorovy věty jsou skryty ve čtvercových 
dlaždicích. Pomůcka nabízí aktivity, jak je hledat. 
Pythagorova věta 10_PV ZOBECNĚNÍ 1 (obr. 4). 
Demonstrace 31. věty z VI. Knihy Euklidových 
základů: Jestliže nad stranami pravoúhlého 
trojúhelníka sestrojíme navzájem podobné a stejným 
způsobem umístěné rovinné útvary, pak je obsah 
útvaru nad přeponou roven součtu obsahů nad 
odvěsnami. Tato věta jedním z řady zobecnění věty 
Pythagorovy. Návod na práci s pomůckou zobrazíte 
pomocí tlačítka v pravé dolní části obrázku. Důkaz 
věty demonstrujeme v následujícím souboru 11_PV 
ZOBECNĚNÍ 2.  

                                                                                                                      Obr. 4 
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Abstrakt: Článek seznamuje s výzkumem při výuce tematického celku Osová souměrnost. 
U vybraných skupin žáků probíhala výuka bez klasických rýsovacích potřeb, pouze s pomocí 
počítačové aplikace dynamické geometrie Cabri. Záměrem bylo pomocí standardních 
prověřovacích testů včetně rýsování porovnat úspěšnost žáků vyučovaných pouze s počítačem 
se žáky vzdělávanými tradičním způsobem. Způsob výuky, interaktivní počítačové úlohy, 
výzkumná metoda i závěry výzkumu budou prezentovány a komentovány na konferenci. 

Otázky úspěšnosti výuky geometrie pomocí počítače 
Je zcela legitimní ptát se, zda nové metody výuky přináší lepší výsledky než klasické, na 
školách zaběhnuté. Je však současně velice obtížné na tuto otázku zodpovědět. V případě 
použití počítačů ve výuce by stačilo argumentovat, že dostatečné důvody pro jejich nasazení 
jsou dány společenskými potřebami a požadavky trhu práce. Tyto argumenty však 
neodpovídají na otázku, zda lze od nasazení technologií opravdu očekávat zkvalitnění výuky, 
či zda se stanou sice nedílnou, ale pouze atraktivní součástí vzdělávacího prostředí bez 
významného vlivu na rozvíjení kompetencí a mentálních schopností jedince ve vztahu k dané 
vzdělávací oblasti. 
 
Z pohledu tradičního lze výuku s počítačem chápat jako určitou odchylku od „normálu“. 
Parafrázujeme-li Piageta, lze očekávat tři druhy učitelových reakcí na tuto odchylku:  
• ignorování odchylky; 
• zahrnutí odchylky do stávajícího systému dílčími změnami;  
• komplexní změna, odchylka je překonána a ztrácí svůj rušivý vliv [Laborde, 1998]. 
 
Ve světě najdeme množství výzkumů, zabývajících se dopadem výuky s počítačem na 
kvalitativní změny a přínos pro rozvoj jedince (shrnutí najdeme např. v [Heid, 1997] nebo 
[Blume, 2008]), ovšem velice málo srovnání, jak je tato výuka úspěšná. Důvodem pro ostych 
před zkoumáním úspěšnosti výuky pomocí počítače může být fakt, že tato komplexní změna 
zahrnuje nové paradigma přístupu k výuce. Podle Kuhnovy teorie jsou totiž jednotlivá 
paradigmata navzájem nesouměřitelná, protože podávají tak rozdílný pohled na svět, že není 
možné hodnotit jedno na základě druhého [Kuhn, 1992]. Jinak řečeno, výuka geometrie 
pomocí počítače se svými možnostmi, které přináší (individualizace výuky, konektivismus, 
dynamika geometrických figur, změna role učitele [Vaníček, 2009]) zcela mění přístup k 
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výuce matematiky a je velice těžké najít souměřitelné hodnocení, které by bylo vyvážené pro 
původní i nový přístup. 
 
Cíle a povaha výzkumu 
I přes argumenty vznesené v předchozím odstavci jsme se pokusili porovnat výsledky výuky 
s počítačem podle kritérií daných paradigmatem klasické výuky, tak jak by asi uvažoval 
běžný učitel, rozhodující se pro změnu ve své práci. Rozhodli jsme se vyhodnotit výuku 
s počítačem podle kritérií, která platí pro tradiční výuku geometrie s tužkou, papírem a 
rýsovacími potřebami. 
 
Ve třech experimentálních třídách ve dvou primách víceletých gymnáziích a jedné šesté třídě 
základní školy jsme připravili a realizovali výuku tematického celku Shodnost a osová 
souměrnost s podporou počítačového software Cabri. Žákům experimentální třídy nebylo 
umožněno používat k rýsování tužku a papír, mohli rýsovat pouze v počítači. Po krátkém 
kurzu ovládání programu Cabri se uskutečnila výuka ve stejném rozsahu, jako je tomu 
v běžných třídách. V závěru tématického celku byla formou dvou písemných testů porovnána 
úroveň nabytých znalostí se třemi kontrolními třídami, vzdělávanými bez podpory počítače. 
Rýsovací prověrka měla prověřit konstrukční dovednosti s rýsovacími potřebami. Druhý test 
byl spíše vědomostní, grafické schopnosti žáci projevovali pouze črtáním. 
 
Zajímalo nás především, zda nově pojatá výuka skutečně bude (jak by se dalo asi 
předpokládat) mít za následek zhoršení výsledků v tradičních školních testech. Dále jaký 
dopad na schopnost vytváření pojmů a vlastní grafický projev bude pro žáky mít absence 
ručního rýsování. 

Průběh výuky a testování 
Realizační tým připravil kurikulum přípravného kurzu ovládání programu Cabri a také 
tematického celku Osové souměrnosti. Před zahájením vlastní výuky tématu Osová 
souměrnost žáci experimentální skupiny absolvovali kurz ovládání aplikace Cabri II Plus 
v rozsahu 4 vyučovacích hodin. Výuka probíhala v počítačové učebně s projekcí, kdy každý 
žák nebo dvojice žáků měla svůj počítač. Cílem těchto lekcí bylo seznámení s prostředím 
softwaru, vytváření jednoduchých konstrukcí, popis základních geometrických obrazců a 
motivace k práci se softwarem. Žáci se naučili konstruovat a manipulovat s trojúhelníkem, 
různými druhy přímek, čtvercem, obdélníkem a vyzkoušeli si pohybovat i s dalšími objekty.  
 
Výuka tématického celku Osová souměrnost  
Celá výuka tohoto tématu probíhala bez použití papíru, tužky a rýsovacích pomůcek, 
k rýsování žáci používali pouze počítač. Kurz pro experimentální (testovací) třídu trval stejně 
dlouho jako při klasické výuce, tj. 9 hodin. Ne všechny příklady byly předem připravené, 
některé žáci rýsovali celé sami na čistou nákresnu. Některé připravené příklady žáci 
dodělávali, s jinými jen zkoušeli manipulovat. Výsledné příklady či některé postupy byly 
zobrazovány na projekční plátno tak, aby je každý mohl porovnat se svým výsledkem. 
 
V úvodní kapitole se žáci seznámili se shodným a neshodným zobrazením za pomoci 
manipulace s interaktivními objekty. Byly zařazeny příklady shodného zobrazení (čtverec, 
trojúhelník), ale i neshodného zobrazení. Žáci ověřovali shodnost útvarů. Díky rychlému 
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rýsování v počítači bylo možno využít ušetřeného času v experimentální skupině k objevování 
místo výkladu, k procvičování více úloh stejného typu. Pokračovalo se seznámením s osovou 
souměrností: ukázky vzoru a obrazu různých útvarů (trojúhelník, písmeno L) nebo obrazy 
podle různých os, sestrojování osové souměrnosti na jednodušších objektech jako je přímka, 
čtyřúhelník. Zde žáci experimentální skupiny využili možností software k objevování 
algoritmu konstrukce obrazu v osové souměrnosti, tedy bez použití nástroje Osová 
souměrnost. V dalších hodinách žáci zkoumali vlastnosti osové souměrnosti, zjistili, co jsou 
to samodružné body, hledali osy souměrnosti a zkoumali objekty osově souměrné. 
Vyzkoušeli několik příkladů aplikačních úloh a téma zakončili jednu hodinou věnovanou 
projektům s osovou souměrností. 
 
Ověření znalostí 
Po realizované výuce následovalo vypracování testů - prověrek pro porovnání výsledků 
v základní a kontrolní skupině. První byla klasická samostatná práce, rýsování s tužkou a 
rýsovacími potřebami; druhá, ve formě vědomostního testu, obsahovala úlohy směřující 
k psaným odpovědím, k náčrtkům, k dokreslení částečně zobrazeného řešení. Ve druhém testu 
žáci nepotřebovali rýsovat. Žádná část prověřování znalostí a dovedností nebyla realizována 
s pomocí počítače. Jako srovnávací práce byly použity poslední čtvrtletní práce, které 
posloužily k porovnání vstupní úrovně experimentálních a kontrolních skupin. 
 
Typy úloh, které se objevovaly v testech, byly vybrány z kontrolních prací již používaných 
v praxi. Každý test obsahoval po jedné otázce o dvou variantách různé obtížnosti; tento 
příklad sloužil k rozlišení míry sebevědomí žáků obou skupin při řešení takového typu úlohy. 

Vyhodnocení testů a výsledky 
Statistický test významnosti 
V kvantitativně orientovaném výzkumu jsme ověřovali, zda mezi výsledky z písemných prací 
obou skupin jsou statisticky významné rozdíly. Pro ověření výsledků jsme použili Studentův 
t-test, který patří k nejpoužívanějším statistickým testům významnosti pro metrická data 
získaná měřením ve dvou různých skupinách objektů. Statistickou hypotézu jsme neověřovali 
přímo, ale proti tzv. nulové hypotéze, která prostřednictvím statistických termínů tvrdí, že 
mezi proměnnými není vztah.  
 
Ve výzkumu byla tedy ověřována statistická hypotéza, že mezi průměrným počtem bodů 
dosaženým ve skupině experimentální a průměrným počtem bodů dosaženým ve skupině 
kontrolní je statisticky významný rozdíl. Tato hypotéza byla testována proti nulové hypotéze, 
která tvrdí, že mezi dosaženými průměry v obou skupinách není statisticky významný rozdíl.  
 
Nulovou hypotézu jsme testovali pomocí kritéria t vypočítaného ze vztahu 
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kde 1x je průměr experimentální skupiny, 2x průměr kontrolní skupiny, n1, n2 četnosti obou 
testovacích skupin a s je směrodatná odchylka. 
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Směrodatná odchylka s se vypočetla z tzv. nestranného odhadu rozptylu s2 podle vzorce 
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kde ix1  a jx2 jsou naměřené hodnoty v obou testovacích skupinách. 
Vypočítaná hodnota t byla srovnána s kritickou hodnotou testového kritéria pro zvolenou 
hladinu významnosti α = 0,05 a počet stupňů volnosti určený podle vztahu f = n1 + n2 – 2. 
 
Statistické výpočty všechny tři porovnávané práce 
Vypočítanou hodnotu t jsme porovnali s kritickou hodnotou Studentova t pro zvolenou 
hladinu významnosti α = 0,05 a počet stupňů volnosti f . Z tabulky Kritické hodnoty testového 
kritéria t jsme vyčetli nejbližší tabelovanou hodnotu. Pokud byla vypočítaná hodnota menší 
než hodnota kritická, přijali jsme hypotézu nulovou. V opačném případě byla přijata hypotéza 
alternativní. 
 
 

Srovnávací práce z M Škola č.1 Škola č.2 Škola č.3 Souhrnné 
testování 

Kritérium t 0,985 0,398 0,086 0,689 
Počet stupňů volnosti f 34 55 51 144 
Nejbližší tabelovaná 
hodnota 2,030 2,004 2,009 1,977 
Hypotéza nulová nulová nulová nulová 
Zhoršení exper. skupiny ne ne ne ne 
 
 
 

Prověrka s rýsovacími 
potřebami Škola č.1 Škola č.2 Škola č.3 Souhrnné 

testování 
Kritérium t 0,165 3,690 3,466 3,617 
Počet stupňů volnosti f 37 56 52 149 
Nejbližší tabelovaná 
hodnota 2,030 2,004 2,009 1,977 
Hypotéza nulová alternativní alternativní alternativní 
Zhoršení exper. skupiny ne ano ano ano 
 
 
 
Prověrka bez rýsovacích 

potřeb Škola č.1 Škola č.2 Škola č.3 Souhrnné 
testování 

Kritérium t 0,479 1,756 3,028 3,111 
Počet stupňů volnosti f 37 57 52 150 
Nejbližší tabelovaná 
hodnota 2,030 2,004 2,009 1,977 
Hypotéza nulová nulová alternativní alternativní 
Zhoršení exper. skupiny ne ne ano ano 
 

Tab. č.1 

Tab. č.2 

Tab. č.3 
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Z výsledků T-testu tedy vyplynulo, že při výuce pomocí počítače bez používání rýsovacích 
potřeb došlo v prověrce s rýsováním u dvou tříd ke zhoršení, u jedné nikoliv; u vědomostního 
testu bez rýsování došlo u jedné třídy ke zhoršení, u dvou nikoliv.  
 
Ověření shodnosti rozptylů statistických souborů  
Předpokladem pro použití Studentova t-testu je shodnost rozptylů statistických souborů. 
Rovnost rozptylů jsme zjistili provedením Fisherova-Snedecorova F-testu. V tomto testu 
významnosti se rozptyly posuzují pomocí testového kritéria F 
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kde  2
1s je rozptyl v experimentální skupině, 2

2s  rozptyl v kontrolní skupině, ix1  jsou 

jednotlivé hodnoty v experimentální skupině, jx2 jednotlivé hodnoty v kontrolní skupině, 1x , 

2x jsou aritmetické průměry hodnot v obou skupinách a 2n , 1n  jsou četnosti v obou skupinách. 
Vypočítaná hodnota F se srovnávala s kritickou hodnotou kritéria pro zvolenou hladinu 
významnosti α = 0,05 a počet stupňů volnosti určených podle vztahu pro každou skupinu 

111 −= nf a 122 −= nf . 
 
Během ověření shodnosti rozptylů statistických souborů byla ověřována statistická hypotéza, 
že rozptyly výsledků ve skupinách jsou rozdílné. Tato hypotéza byla testována proti nulové 
hypotéze, která tvrdí, že rozptyl výsledků ve skupině experimentální a rozptyl výsledků ve 
skupině kontrolní je stejně veliký.  
 
Vypočtené hodnoty ve všech testovacích školách u srovnávací písemné práce, práce bez 
rýsovacích pomůcek a s rýsovacími potřebami byly menší než hodnota kritická, a proto jsme 
mohli přijmout nulovou hypotézu. Mezi rozptyly v obou skupinách tedy nejsou statisticky 
významné rozdíly, a použití Studentova t-testu bylo oprávněné. 

Analýza výsledků 
Do každého testu byla zařazena jedna úloha s možností volby lehčí a těžší úrovně. Z výsledků 
výběrů vyplývá výrazné snížení sebedůvěry žáků vyučovaných pouze s počítačem. 
V rýsovacím testu si ve třídách na víceletém gymnáziu těžší úlohu vybralo podstatně méně 
žáků experimentální skupiny oproti skupině kontrolní. Volba úloh byla na ZŠ vyrovnanější. 
Správnost řešení zvolené těžší úlohy ale dosahovala ve všech skupinách téměř sta procent. 
Pokles sebedůvěry u žáků experimentální skupiny lze zdůvodnit „strachem z neznáma“. 
Protože si klasické rýsování při hodinách nemohli vyzkoušet a dostatečně posílit své 
konstrukční dovednosti, nechtěli tak v testu zbytečně riskovat. 
 
Analýza prověrky prověřující konstrukční schopnosti a dovednosti 
Odhlédneme-li od kvality vlastního rýsování, které nebylo záměrem zkoumání, pak lze 
konstatovat, že sestrojit obraz daného útvaru v osové souměrnosti zvládnou žáci vyučovaní 
pouze s PC bez větších potíží. Ztrátu bodů způsobila pouze nedůslednost žáků zvýraznit 
silnější čarou celý obraz objektu. Je třeba jim to v zadání úlohy připomenout.  
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V úloze, kde měli najít polohu osy souměrnosti a tuto narýsovat, byl-li zadán vzor a obraz, už 
se ukázaly výrazné odlišnosti mezi experimentálními a kontrolními třídami. Asi největší 
rozdíl byl zaznamenán v příkladu dvou různoběžných přímek (vzor a její obraz). Průměrná 
úspěšnost žáků experimentálních tříd při řešení této úlohy byla 12 % ve srovnání 
s kontrolními skupinami, jejichž průměrná úspěšnost činila 36 %. Část žáků sledované 
skupiny napsala, že osa souměrnosti daných přímek neexistuje. U jiných se projevila 
neschopnost osy úhlů narýsovat. Tak ji aspoň načrtli. Prověrka však byla rýsovací, takže za 
náčrtek nemohli získat body. Do budoucna bude třeba zařadit do metodických úloh výuky 
počítačem více takových, kde se pracuje jen s dvojicí přímek v různé poloze. 
 
Další z příkladů rýsovací prověrky obsahoval v zadání symbolický zápis: );( SASk , se 
kterým testovaní žáci převážně neměli žádné problémy. Tuto kružnici měli sestrojit (zadány 
body S, A, A’) a dále kružnici s ní osově souměrnou podle stejné osy souměrnosti jako je osa 
bodů A, A’. Na jedné z testovaných škol se znovu projevil větší rozdíl mezi třídou 
experimentální a kontrolní. Žáci vyučovaní pomocí počítače sice přibližně najdou polohu osy 
souměrnosti, nicméně mají problémy s vlastní konstrukcí. Je otázka, jak zodpovědně při 
výuce s PC žáci prováděli podrobnou konstrukci osy souměrnosti, zda nevyužívali častěji 
nástroj softwaru Cabri II plus – osa úsečky, osa úhlu. Sestrojit osově souměrnou kružnici 
zvládli bez větších potíží. 
 
Analýza prověrky prověřující porozumění tématu a logické myšlení 
Jestliže jsme striktně očekávali v rýsovacím testu prokázání konstrukčních dovedností žáka, 
pak druhý test byl zaměřen na představivost, přemýšlení a schopnost nastínit polohu 
hledaných objektů. Obsahoval především úlohy prověřující pochopení vztahů mezi osově 
souměrnými útvary. Měl prozkoumat schopnost představit si umístění objektů spojených 
s danou osovou souměrností a dovednost načrtnout jejich pozici do připraveného obrázku. 
 
V první úloze měli žáci za úkol zvolit správnost tvrzení o počtu os souměrnosti čtverce, 
obdélníka a rovnoramenného trojúhelníka. Zde byly výsledky obou skupin srovnatelné, 
v případě správných odpovědí na počet os rovnoramenného trojúhelníka byly o něco málo 
žáci experimentálních skupin lepší.  
 
Zajímavý výsledek ukázala úloha, kde bylo potřeba najít a zakreslit všechny osy souměrnosti 
vlajek zemí Burundi, Grenada a Švýcarsko. Žákům experimentálních skupin na gymnáziích 
při řešení tohoto úkolu chyběl smysl pro detail. Obvykle zobrazení vlajky chápali jen jako 
obrys obdélníka (čtverce) a nebrali v úvahu jeho vnitřní výplň. V této úloze byl zjištěn 
největší rozdíl úspěšnosti mezi oběma sledovanými skupinami. 
 
V další úloze zaměřené na aplikaci osové souměrnosti při práci se souřadným systémem u 
základní skupiny žákům zpravidla nečinilo potíže správně zakreslit obraz osově souměrného 
bodu v kartézském souřadném systému. Zapsat jeho souřadnice už byl však pro řadu z nich 
problém, což může být podnětem k přípravě takové úlohy v Cabri, kde jsou nuceni pracovat 
se souřadnicemi bodů. 
 
V nejtěžší úloze tohoto testu byl zadán třípísmenný palindrom KRK, ke kterému žáci měli 
načrtnout obraz v osové souměrnosti, jejíž osu si mohli dle obtížnosti zvolit (buď ve svislém 
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směru, nebo šikmo vzhledem k umístění slova). I v tomto případě lépe dopadli žáci 
kontrolních skupin. Častou chybou u žáků experimentálních skupin se jevila neschopnost 
představy polohy obrazu celého slova, a to i v případě, kdy zvolili jednodušší variantu polohy 
osy.  

Závěr 
Realizovaný výzkum byl proveden na školách na přelomu května a června 2009 a představuje 
první pretestaci předpokládaného dalšího výzkumu. Některé z cílů provedené pretestace měly 
zjistit, do jaké míry lze v plném rozsahu nahradit dosud aplikované metody výuky 
tématického celku Shodnost a Osová souměrnost interaktivním užitím dynamického softwaru 
Cabri II Plus a jak je tento proces výuky přínosný.   
 
Výzkum své cíle splnil. Připravil a v praxi ověřil metodický materiál k výuce základního 
ovládání programu Cabri geometrie a tématického celku Shodnost a Osová souměrnost 
s užitím počítače. Zjistil nedostatky např. ve formulacích některých úloh, poukázal na 
nepřiměřenost určitých úloh a inspiroval k vytvoření nových, vhodných k zařazení do výuky 
s počítačem. Poukázal na potřebu důslednější přípravy učitele vést výuku v počítačové učebně 
a na jeho vyšší hlasové zatížení.  
 
Výsledná analýza evaluačních testů přinesla několik zajímavých závěrů. Výuka s počítačem 
způsobila výrazný pokles sebedůvěry většiny žáků při volbě náročnosti úlohy. Řešitelé 
přejímali některé modely konstrukcí z obrazovky, např. konstrukce osy souměrnosti dvou 
bodů – sestrojovali celé pomocné kružnice, neuvědomovali si, že jim stačí jen kruhové 
oblouky. Málo dodržovali formální stránku vlastní konstrukce (vytahování výsledného 
objektu silnou čarou). Užití dynamického softwaru v edukačním procesu nabízí možnosti 
experimentálního objevování invariant při hýbání objekty. Prověřit takové kompetence žáků 
zvolené testy však nedokázaly. 

Poznámka: Výzkum byl podpořen grantem GAČR 406/08/0710. 
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Abstrakt: Zavádzanie a najmä využívanie informačno-komunikačných technológií vo 
vyučovaní matematiky je dnes ešte vždy aktuálna téma. Konkrétne použitie vo výchovno-
vzdelávacom procese je podmienené prípravou učiteľa a technickým vybavením školy. 
V našom príspevku podávame prehľad počítačových programov, softvérov a aplikácií, ktoré 
môžu byť využité v rámci vyučovacieho procesu. 
 
Kľúčové slová: IKT, výučba matematiky, počítačová geometria, počítačom podporované 
vyučovanie. 
 
Úvod 
Informačné a komunikačné technológie si už našli miesto v každodennom živote. Počítač 
s pripojením na Internet už nie je luxus, ale našiel si miesto vo väčšine domácností. Väčšina 
škôl už tiež má aspoň jednu učebňu s počítačmi pripojenými do siete Internet. S tým súvisí aj 
stále väčšie množstvo vyvíjaných programov pre podporu výučby rôznych predmetov, 
vrátane matematiky.  
V našom príspevku by sme chceli ukázať niekoľko programov využiteľných v rôznych 
ročníkoch, v rôznych tematických celkoch a v rôznych fázach vyučovacieho procesu. 
 
Podľa (Fulier a Ďuriš, 2006) napomáhajú IKT najmä v týchto činnostiach: 

1. tvorba a spracovávanie matematických (príp. iných) dokumentov; 
2. tvorba matematických prezentácií, pomocou ktorých možno konkretizovať, simulovať 

a vizualizovať mnohé matematické pojmy a tvrdenia; 
3. tvorba matematických testov; 
4. zaznamenávania a vyhodnocovanie výsledkov výučby, hodnotenie didaktických 

testov, evidencia známok a klasifikácia; 
5. vyhľadávanie a získavanie dodatočných informačných zdrojov pre vzdelávanie sa 

v matematike (elektronické učebnice, študijné materiály, applety ilustrujúce dané 
pojmy a teórie); 

6. vymieňanie informácií a skúseností medzi učiteľskou verejnosťou. 
 
Ako uvádza Partová (2005), vhodnosť programu nie je zárukou, že učiteľ ho bude vedieť 
vybrať a správne používať. Zároveň formuluje aj požiadavky na prípravu učiteľa, ktorý vo 
vyučovaní bude používať IKT: 
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1. výber vhodného softvéru podľa učiva pred začiatkom školského roku, minimálne dva 
týždne pred začiatkom tematického celku; 

2. optimálna frekvencia zaradenia softvéru do vyučovania; 
3. organizácia vyučovania (presun do inej triedy, zapnutie počítača, nastavenie programu 

a pod.) 
4. striedanie činností tak, aby práca s počítačom netrvala viac ako 10 minút (optimum je 

5-7 min); 
5. príprava úloh pre jednotlivé dvojice, resp. jednotlivých žiakov; 
6. dodržať vhodný pomer úloh napísaných do počítača, slovne zadaných a manipuláciu 

so skutočnými predmetmi – pre jasné oddelenie virtuálneho sveta od skutočného; 
7. zmena foriem hodnotenia. 

 
 
Možnosti využitia IKT na 1. stupni ZŠ 
Na 1. stupni základnej školy sa žiaci učia pracovať s číslami, vlastnosti a pomenovanie 
základných rovinných útvarov a priestorových telies. Rysujú prvé priamky, úsečky a kruhy. 
Učia sa pracovať s počítačom, píšu prvé písmenká a kreslia prvé obrázky. 
 
Práve pri kreslení obrázkov môžeme využiť program Skicár. 
Už v škôlke kreslia deti strechu domčeka ako trojuholník, dom, okná, dvere ako štvorec alebo 
obdĺžnik, kuriatko (alebo iné zvieratká) pomocou kruhu (obr. 1). Pri kreslení rôznych 
obrázkov sa deti naučia, čo je trojuholník, štvorec, obdĺžnik, kruh. Vo vyšších ročníkoch 
môžeme využiť skicár aj pri úvode do celku Obvod a obsah útvaru. 

 
Obr. 1: Ukážka programu Skicár pri vyučovaní základných rovinných útvarov 

 
V programe Detský kútik 1 sú hravou formou spracované čísla a základné rovinné útvary. 
Pomocou Babičkinho hlasu si žiaci najprv vypočujú potrebné informácie, a potom za splnené 
úlohy dostávajú hviezdičky.  
Najprv nás babička naučí jednotlivé číslice od 1 do 10, a potom overí, či sme si ich správne 
zapamätali. Ukáže nás predmety, a my máme určiť ich počet – vyberáme z ponúknutých 
možností. Keď úlohu vyriešime správne, dostaneme hviezdičku, ktorá sa nám zobrazí 
namiesto bodky na dolnom okraji okna programu (obr. 2). Bodky znamenajú jednotlivé úlohy 
(na každú číslicu jedna úloha). 
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Obr. 2: Ukážka z programu Detský kútik 1 – poznáš čísla? 

 
Ukážka pre štvorec: na obrázku 3 vidíme predmety, ktoré sú tvaru štvorca . Potom nám 
babička dá za úlohu vybrať veľké štvorce z rôznych druhov útvarov a veľkostí. Označené 
útvary začnú blikať a keď nájdeme všetky riešenia, dostaneme od babičky hviezdičku.  
 

   
Obr. 3: Ukážka z programu Detský kútik 1 – útvar štvorec 

 
Na precvičovanie sčitovanie, odčitovanie, násobenia a delenia je vhodný applet Počítame. 
Program vygeneruje 10 príkladov na zvolenú operáciu do 100, alebo do 1000 podľa výberu. 

 

 
Obr. 4: Výber operácie a obtiažnosti v applete Počítame. 
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Obr. 5: Operácia delenie s obtiažnosťou malá násobilka 

 
Tento applet je vhodný aj pre rodičov, aby nemuseli vymýšľať v rámci domácej prípravy 
a opakovania do školy nové a nové príklady. Tlačidlo Nové príklady vždy vygeneruje ďalších 
10 príkladov. 
 
Na precvičovanie tematických celkov učiva aritmetiky 1. stupňa základnej školy môžeme 
využiť aj sadu programov TS Rozprávková matematika. Nájdeme tu príklady na operácie 
sčítanie – doplniť súčet (obr. 6) alebo sčítanca (obr. 7), odčítanie, násobenie, delenie.  
 

      
Obr. 6     Obr. 7 

 
Porovnávanie čísel (obr. 8), doplniť číslo menšie a väčšie od daného čísla (obr. 9), určiť číslo 
na číselnej osi (obr. 10) a zaokrúhľovanie čísel (obr. 11). 

      
Obr. 8     Obr. 9 
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Obr. 10    Obr. 11 

 
Nechýba ani počítanie so zátvorkou (obr. 12), a písomné násobenie (obr. 13). 

      
Obr. 12    Obr. 13 

 
Veľkou výhodou týchto programov je, že dávajú žiakom spätnú väzbu okamžite, a ak sme 
nepočítali správne, ponúkne nám možnosť opraviť. 
Programy umožňujú celkové hodnotenie jednotlivých častí vo formáte zobrazenom 
na obr. 14. Je to výhodné pre učiteľa (pri domácom použití i pre rodiča), že vie sledovať 
aktivitu a výsledky žiaka bez toho, aby stál priamo za jeho chrbtom. 
 

 
Obr. 14 

 

138



Pri spoznávaní priestorových telies je veľmi vhodný program Ferdova matematika 
Program slúži najmä pre žiakov 2. ročníka základných škôl, ale možno ho využiť pri práci aj 
s nadanejšími  mladšími žiakmi, alebo so staršími žiakmi v rámci opakovania.  Ich úlohou je 
vybrať a označiť požadované teleso na obrázku (obr. 15), kde sa nachádza viac druhov telies 
s rôznymi veľkosťami a polohami. Pri nesprávnej voľbe ich program na chybu upozorní. 

 
Obr. 15:  Ukážka programu Ferdova matematika pre teleso kužeľ 

 

Možnosti využitia IKT na 2. stupni ZŠ 
Študenti na druhom stupni základnej školy už vedia pracovať s počítačom, nie je pre nich 
problém naučiť sa pracovať už aj s ťažším programom, ako je napr. Cabri geometria, MS 
Excel, a mnoho ďalších. 
 
Program Building houses (umiestnený na http://www.fi.uu.nl/toepassingen/00249/toepassing 
_wisweb.en.html) umožňuje žiakom stavať kockové telesá na základe daného plánu, alebo 
šifrového zápisu, prípadne na základe fantázie.  
Ukážka č. 1 
Podľa daného plánu postavte stavbu. 

2

2

2 3

1

11

1

1

1 1

1

 
V programe si ako prvé nastavíme, na akom veľkom pláne chceme stavať (potrebujeme šírku 
5, tak si nastavíme číslo 5). Vyberieme funkciu Build, a pomocou myši pridávame kocky na 
stavbe. Ak sa pomýlime, pomocou funkcie Break down odoberieme nechcenú kocky zo 
stavby. Program umožňuje stavbu otáčať rôznymi smermi, a tým stavať aj v „neviditeľnom“ 
priestore. 

139



 
Obr. 16: Stavba podľa plánu 

 
Ukážka č. 2 
Diktát 
Učiteľ diktuje šifrovaný zápis telesa a žiaci v programe krok po kroku stavajú teleso. Učiteľ 
(alebo žiaci navzájom) si potom skontroluje, či je postavené teleso naozaj obrazom 
šifrovaného zápisu). 
 
Použité znaky v šifrovanom zápise: 

( )
( )

( )
# ( )

polož kocku
choď dozadu od seba
choď dopredu k sebe
choď doľava
choď doprava
choď hore o poschodie vyššie
choď dole o poschodie nižšie

↑

↓
←
→
≡

 

 
Zadanie diktátu: ← ← ≡ →→ ≡ ← ← . 

 
Obr. 17: Riešenie diktátu 

 
Pri tvorbe diktátu učiteľ nesmie zabúdať, že študenti nemôžu pridávať kocku „pod plán“, ani 
mimo plánu. Je vhodné žiakom presne určiť pozíciu na pláne, kde majú začať stavať. 
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Ukážka programu MS Excel vo vyučovaní tematického celku Zlomky 
Program MS Excel je dostupný na každej škole v Slovenskej republike. Môže poslúžiť ako 
prostriedok na vyrobenie interaktívnych pracovných listov pre samostatnú prácu žiakov. 
Nasledujúci hárok (obr.18) je vytvorený učiteľkou základnej školy. Spája počítanie so 
zlomkami s premenou niektorých jednotiek. Učiteľ pracovný list skopíruje do každého 
počítača (alebo použije Internet, resp. inú možnosť zdieľania súborov). 
 

 
Obr. 18 

 
Úloha je sformulovaná aj v rámci pracovného listu. Žiaci môžu pracovať samostatne, resp. vo 
dvojiciach. Na vypracovanie by malo žiakom stačiť 5-7 minút. Zvolená forma spätnej väzby 
(obr. 19) ešte nezaručuje správnosť všetkých výsledkov. Preto je dôležité ich skontrolovať. 
 

 
Obr. 19 

 
Podobné pracovné listy môžeme vytvoriť pre rôzne tematické celky.  
Na nasledujúcich pracovných listoch (obr. 20-22) chceme ilustrovať rôzne možnosti 
spätnej väzby pre žiaka. Pre veľký rozsah sú vhodné skôr na domácu úlohu, ako na 
precvičovanie na hodine. 
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Na obr. 20 je pracovný list, kde je spätná väzba ku každému výsledku. Na obr. 21 je 
verzia, kde sa žiak dozvie, iba počet správnych, resp. nesprávnych odpovedí. Prípadne, 
môžeme dať k úlohám ešte doplňujúce otázky ako na obr. 22. 
 

 
Obr. 20 

 
Pre zobrazenie správne/nesprávne použijeme v MS Excel príkaz IF. Používa sa 
IF(podmienka; hodnota bunky ak je podmienka splnená; hodnota bunky, ak podmienka 
nie je splnená). Ak použijeme IF(C1=3;"správne";"nesprávne"), kde C1 je bunka, do 
ktorej má žiak zapísať výsledok, bude v hodnotiacom stĺpci (v riadku 1) zobrazené 
„nesprávne“, až kým žiak nedoplní správny výsledok. Ak chceme, aby na začiatku boli 
tieto bunky prázdne, vnoríme tento príkaz ešte do jedného IF. Zápis dvoch po sebe idúcich 
úvodzoviek znamená prázdne políčko, celý príkaz bude teda vyzerať nasledovne 
IF(C1="";""; IF(C1=3;"správne";"nesprávne")). Farebné rozlíšenie nastavíme pomocou 
podmieneného formátovania. 
 
V nasledujúcom pracovnom liste sme použili tento istý príkaz, ale výsledok zobrazenia je 
bielou farbou. Počet správnych odpovedí sme zistili pomocou funkcie COUNTIF, ktorej 
syntax je nasledovná COUNTIF(rozsah buniek; hodnota, ktorej výskyt chceme zrátať). 
V našom prípade sú žiacke výsledky v bunkách C1 až C14 (zelené políčka), príkaz na 
zistenie počtu správnych odpovedí bude teda vyzerať nasledovne 
COUNTIF(D1:D14;"správne"). Ak použijeme tento zápis, žiaci budú po zapísaní 
výsledku vedieť, či tento bol správny alebo nesprávny. 
 
Ak by sme chceli zobraziť počet odpovedí až po vyplnení všetkých políčok, musíme 
pridať ešte jednu podmienku IF, ktorá zistí, či boli vyplnené všetky výsledky. Jedna 
z možností je:  
=IF((COUNTIF(D1:D14;"správne")+COUNTIF(D1:D14;"nesprávne"))=14;COUNTIF(D
1:D14;"správne");"") 
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Počet nesprávnych odpovedí môžeme vypočítať ako COUNTIF(D1:D14;"nesprávne") 
alebo odpočítať počet správnych odpovedí od počtu všetkých. V našom prípade  
14- COUNTIF(D1:D14;"správne"). 
 
Pre tvorcu pracovného listu je najjednoduchšia posledná možnosť, kedy sa overuje 
odpoveď iba na jedinú otázku. Opäť použijeme IF. V najjednoduchšom prípade 
IF(D21=16;“správne“;“nesprávne“). Ak chceme, aby slovo „nesprávne“ nebolo zobrazené 
aj pred vložením výsledku, vnoríme tento príkaz do ešte jedného, ktorý otestuje, či už 
niečo v odpoveďovej bunke zapísané je:  
IF(D21="";"";IF(D21=16;"správne";"nesprávne")) 

 
Obr. 21 

 

 
Obr. 22 
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Nasledujúca úloha zadaná formou pracovného listu (obr. 23) je vhodná na použitie na 
vyučovacej hodine. Na riešenie rovníc pozeráme z druhej strany. Úloha je opäť sformulovaná 
v rámci pracovného listu. V každom riadku riešenia chýba nejaké číslo. Všetky sa však dajú 
dopočítať z predchádzajúceho alebo nasledujúceho kroku výpočtu. Pri kontrolovaní 
výsledkov sa zopakujú aj možné úpravy rovníc, keď okrem správnych čísel žiaci povedia, 
akou úpravou autor nekompletného výpočtu dospel k ďalšiemu kroku. 
Napr. najprv roznásobil zátvorku, potom od oboch strán rovníc odpočítal 3x a pod. 
 

 
Obr. 23 

 
Program Veveričky je určený na rozvíjanie priestorovej predstavivosti pomocou motivačne 
príťažlivých cvičení. Žiak musí zvoliť pre zobrazenú kocku správny plášť z piatich 
ponúknutých možností (obr. 24a).  
Program dáva na výber trénovanie alebo skúšanie „naostro“. Žiak si vyberá až z piatich 
úrovní náročnosti (obr. 24b): 

• prvá úroveň – sieť kocky pozostáva len zo štvorcov a správna je len jedna možnosť, 
• druhá úroveň – sieť kocky tvoria štvorce a väčšie trojuholníky, správna je len jedna 

možnosť, 
• tretia úroveň – sieť kocky tvoria iba štvorce, ale je 0-5 správnych možností, 
• štvrtá úroveň – sieť kocky je tvorená zo štvorcov a väčších trojuholníkov, je  

0 –5 správnych možností, 
• piata úroveň – sieť kocky sa skladá zo štvorcov, väčších a menších trojuholníkov, je 

0 – 5 správnych možností. 
Za správnu odpoveď dostane žiak od veveričiek do košíka odmenu – lieskovec.  

a) b) 
Obr. 24: Ukážka programu Veveričky 
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Možnosti využitia IKT na SŠ 
Informatická gramotnosť študentov stredných škôl je už zvyčajne na vynikajúcej úrovni, čo sa 
týka obsluhy jednotlivých programov. Šikovnejší študenti sú schopní už vytvárať aj vlastné 
programy, applety a animácie.  
 
Ukážky programu Animovaná matematika 
V programe je animáciami spracovaná teoretická časť tematických celkov učiva strednej 
školy – všetko čo potrebuje maturant z matematiky vedieť. Niektoré kapitoly je možné použiť 
aj na základnej škole – napr. povrch a objem kocky, uhly, štvoruholníky, počítanie 
s mocninami, odmocninami, atď. Program odporúčame aj študentom (nielen) matematiky na 
vysokej škole, ako opakovanie základných vzorcov  a vzťahov. Pomocou animácií rýchlo 
pochopíme, kedy aký vzťah a prečo použijeme pri postupe riešenia danej úlohy. Menej 
šikovní žiaci si môžu animáciu spustiť znova a znova, keďže nie nadarmo sa hovorí: 
„Opakovanie je matkou múdrosti!“ 
 

 
Obr. 25: Ukážka programu pre riešenie rýdzo kvadratickej rovnice 
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Obr. 26: Ukážka programu pre rozklad mnohočlenov 

 
Program Rezy kocky slúži na výučbu rysovania rezov kocky. Pomocou jednoduchých 
úkonov môže žiak narysovať rez kocky, pričom ho počítač skontroluje, prípadne môže rez 
počítač nakresliť sám. Program umožňuje otáčanie, zmenu veľkosti a posúvanie. Obrázok ide 
vždy otáčať jedným so šiestich tlačidiel s kruhovými šípkami. Zmenšovanie a zväčšovanie je 
možné pomocou tlačidiel + a -. Posúvanie sa robí kliknutím pravým tlačidlom priamo na 
obrazovú plochu. Obraz sa posunie tak, aby bod, kde sa kliklo, bol v strede. Tlačidlo NORM 
vráti všetko do pôvodného stavu. Po stlačení Poraď počítač urobí jeden krok rezu a tlačidlo 
Urob celý nakreslí celý rez. Na začiatku označíme 3 body roviny rezu ako zadanie úlohy 
alebo ich označí počítač (obr. 27). Nevýhodou programu je, že ako zadané body program 
berie len body hrán kocky.   

 
Obr. 27: Ukážka programu Rezy telies – zadanie úlohy 
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Po skonštruovaní nám program umožňuje vyznačenie strán mnohouholníka (obr. 28), ktorý je 
hľadaným rezom kocky. 

 
Obr. 28: Rez kocky 

 

Program Poly je vhodne využiteľný pri výučbe sietí (nielen) platónskych telies. Obsahuje 
pohľad na sieť telesa ako rovinného útvaru, po pohybe myšou možnosť rôznych pohľadov na 
priestorové teleso. Program obsahuje aj „video - aplikáciu“, ktorá umožňuje žiakom vidieť 
naraz skladanie priestorového telesa z rovinnej siete (obr. 29) a naopak, rozklad priestorového 
telesa na rovinnú sieť.  

   
Obr.  29: Ukážka programu Poly pre pravidelné teleso Dvadsaťsten 

 

Geometrický softvér Cabri Geometria II je interaktívny (dynamický) a vhodný  pre všetky 
vekové kategórie od 2. stupňa základných škôl. Najvhodnejšie je ho použiť pri výučbe 
planimetrie – konštrukčné úlohy, ale svoje uplatnenie nájde i v rámci vyučovania 
stereometrie, napr. pri výučbe voľného rovnobežného premietania. V práci učiteľa môže 
programový produkt Cabri pomôcť aj pri demonštrácii zložitejších, časovo náročnejších 
konštrukcií, ktorých cieľom nie je samotná konštrukcia, ale je prostriedkom k ďalším cieľom 
vyučovania. 

Jeho najvýznamnejšia vlastnosť je, že umožňuje meniť niektoré vlastnosti základných 
geometrických útvarov, a tým skúmať množinu všetkých riešení daného geometrického 
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problému. Svojim dizajnom pripomína jednoduchý grafický editor, avšak jeho silnou stránkou 
je konštrukcia objektov na základe rôznych vzájomných a transformačných vzťahov. Má 
schopnosť zachovávať vlastnosti objektov, na základe ktorých boli skonštruované 
a aktualizovať konštrukcie po zmene atribútov jednotlivých prvkov.  

 
Obr. 30: Rez kocky ABCDEFGH rovinou PQR v programe Cabri geometria II 

( konštrukcia vo voľnom rovnobežnom premietaní) 
 
Cabri 3D je didaktický softvér pre priestorovú geometriu telies. Má interaktívne a dynamické  
vlastnosti podobné ako jeho planimetrický predchodca Cabri Geometria II.  Pomocou Cabri 
3D je možné ľahko sa naučiť konštrukciám a manipulácii so všetkými druhmi objektov 
v troch rozmeroch. Cabri 3D je prvý nástroj, ktorý priamo konštruuje v priestore, čo je pre 
niektorých používateľov neobvyklé, a preto kladie vysoké nároky na predstavivosť. Ale na 
druhej strane, práve tu je veľká sila tohto programu. Umožňuje zostrojovať geometrické 
objekty v trojrozmernom priestore, budovať dynamické konštrukcie od najjednoduchších po 
zložitejšie a voľne manipulovať, meniť a predefinovávať objekty podľa potreby, prechádzať 
stereometrické konštrukcie, merať geometrické veličiny a zobrazovať stereometrické situácie 
v niekoľkých typoch premietania. Prostredníctvom Cabri 3D objavíme pozoruhodný nástroj, 
ktorý je efektívny pri riešení mnohých geometrických problémov. 

Počítačom podporovaná konštrukcia geometrických útvarov prináša nové dimenzie do 
klasického spôsobu konštrukcie používajúcej papier, ceruzku, pravítko a kružidlo. Prakticky, 
ak útvar už bol raz skonštruovaný, môže byť ľubovoľne manipulovateľný, môžu sa 
sformulovať a otestovať hypotézy, merania a výpočty sa môžu prakticky previesť. 

  
Obr. 31: Ten istý rez kocky z dvoch rôznych pohľadov v programe Cabri 3D 
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Pomocou programu Cabri 3D vieme vymodelovať algebrickú identitu 
( )3 3 2 2 33 3a b a a b ab b+ = + + + . Na obr. 32  vidíme, ako sme kocku s hranou dĺžky a b+  

rozobrali na dve kocky s objemami 3 3;a b , tri kvádre s obsahom podstavy 2a  a výškou b  a tri 
kvádre s obsahom podstavy 2b  a výškou a . 

 
Obr. 32: Geometrická interpretácia vzorca ( )3 3 2 2 33 3a b a a b ab b+ = + + +  (Vallo, 2006) 

 
Ukážka programu Derive™ 6 vo vyučovaní tematického celku Goniometrické funkcie, 
časť Vlastnosti a grafy zložených goniometrických funkcií 
V tejto ukážke poukážeme na to, že program Derive™ 6 je veľmi nápomocný pri vyučovaní 
goniometrických funkcií. Myslíme si, že je vhodné ho využívať práve s popísanou metodikou 
– problémové vyučovanie, aby študenti pracovali sami a systematickým experimentovaním 
objavovali nové poznatky a vzťahy. 
 
Problém? 

.sin( . )By A x DC= + +  
Ako ovplyvnia jednotlivé argumenty A, B, C, D základné vlastnosti a graf funkcie siny x= ? 
Postupným skúmaním grafov funkcií sin( )y Bx= , sin( )Cy x= + , .siny xA= , siny Dx= +  
sa pokúsime formulovať vlastnosti týchto funkcií – zmeny definičného oboru, oboru hodnôt a 
periódy. 
 
Argument B 
Skúmajme funkcie sin 2y x=  a sin 3y x= . 
V programe vykreslíme postupne grafy funkcií siny x=  a sin 2y x=  (obr. 33) a v druhom 
grafickom okne grafy funkcií siny x=  a sin 3y x=  (obr. 34). 
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Obr. 33 

 
Vidíme, že graf funkcie sin 2y x=  „sa viac vlní“ – to znamená, že na základnom intervale 

0; 2π  sa graf funkcie siny x=  opakuje raz, kým graf funkcie sin 2y x=  sa opakuje 
častejšie – „je tam dvakrát“ – perióda sa zmenšila dvojnásobne. Perióda funkcie sin 2y x=  je 

teda 1 1. .2
2 2

p ππ= = . 

 
Obr. 34 

 
Vidíme, že graf funkcie sin 3y x=  sa na základnom intervale 0; 2π  opakuje až trikrát - 

perióda sa zmenšila trojnásobne: 1 1 2. 2
3 3 3

p π π= = . 

Vidíme, že perióda funkcie sa zmenšuje, keď 1B > .  
 
Skúmajte, ako sa zmení perióda, ak 0 1B< < . 

Nakreslíme v programe grafy funkcií siny x=  a 1sin
2

y x⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (obr. 35). 

 
Obr. 35 
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Vidíme, že graf funkcie 1sin
2

y x⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 „sa menej vlní“ – to znamená, že na základnom 

intervale 0; 2π  sa graf funkcie siny x=  opakuje raz, kým z grafu funkcie 1sin
2

y x⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 je 

tam iba polovička – perióda sa zväčšila dvakrát. Perióda funkcie 1sin
2

y x⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 je potom 

1 .2 41
2

π π= . 

V druhom grafickom okne vykreslíme grafy funkcií siny x=  a 1sin
3

y x⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (obr. 36). 

 
Obr. 36 

 

Vidíme, že prvá perióda grafu funkcie 1sin
3

y x⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 sa vykreslí na intervale 0; 6π  - na 

tomto intervale sa základná funkcia siny x=  opakuje trikrát – to znamená, že perióda funkcie 
1sin
3

y x⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

sa vzhľadom k funkcii siny x=  zväčšila trikrát: 1 .2 61
3

π π= . 

 
Skúmajme prípad, ak argument B je záporné číslo. 

V programe nakreslíme grafy funkcií sin( 2. )y x= −  a 1sin .
2

y x⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. V jednom grafickom 

okne (obr. 37) si vykreslíme grafy funkcií siny x= , sin(2. )y x=  a nakoniec sin( 2. )y x= − . 
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Obr. 37 

V druhom grafickom okne (obr. 38) grafy funkcií siny x= , 1sin
2

y x⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 a nakoniec 

1sin
2

y x⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 
Obr. 38 

 
Vidíme, že funkcie so záporným argumentom B sú osovo súmerné podľa osi x s funkciami 

sin( )y Bx= , keď B je kladné číslo. 
 
Zhrnutie: Funkcia sin( )y Bx=  má rovnaký definičný obor a obor hodnôt ako funkcia 

siny x= . Ak číslo B > 0, zmení sa iba perióda funkcie z p na .1 p
B

.  Ak číslo B < 0, zmení 

sa perióda funkcie z p na .1 p
-B

 a graf funkcie je osovo súmerný podľa osi x  s grafom 

funkcie sin( )y xB= − . 
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Argument C 

Skúmajme funkcie sin
2

y x π⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 a 3sin
4

y x π⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 napíšme jej základné vlastnosti. 

Nakreslíme grafy funkcií siny x=  a sin
2

y x π⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (obr. 39). 

 
Obr. 39 

 
Funkcia má rovnaký definičný obor, obor hodnôt a periódu. Zmenilo sa iba umiestnenie – 

začiatok 0 sa posunul o 
2
π  v smere zápornej polosi osi x.  

V druhom grafickom okne (obr. 40) nakreslíme grafy funkcií siny x=  a 3sin
4

y x π⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 
Obr. 40 

 
Funkcia má rovnaký definičný obor, obor hodnôt a periódu. Zmenilo sa iba umiestnenie – 

začiatok 0 sa posunul o 3
4
π  v smere kladnej polosi osi x. 

 
Zhrnutie: Funkcia sin( )Cy x= +  má rovnaký definičný obor, obor hodnôt a periódu ako 
funkcia siny x=  – zmení sa iba umiestnenie funkcie - číslo C nám posunie bod 0 po osi 
x. Ak C<0, posúva bod 0 v smere kladnej polosi x, ak C>0, posúva bod 0 v smere 
zápornej polosi x. 
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Argument A 

Skúmajme funkcie 2.siny x=  a 1 .sin
3

y x=  napíšme jej základné vlastnosti. 

V programe vykreslíme grafy funkcií siny x=  a 2.siny x=  (obr. 41). 

 
Obr. 41 

 
Skúmame, ktoré vlastnosti funkcie sa zmenili: definičný obor je pre danú funkciu rovnaký 
ako pre funkciu siny x= , perióda ostáva 2π . Vidíme, že sa zmenil obor hodnôt – pre danú 
funkciu je obor hodnôt 2; 2− . 

V druhom grafickom okne grafy funkcií siny x=  a 1 .sin
3

y x=  (obr. 42). 

 
Obr. 42 

Definičný obor je pre danú funkciu rovnaký ako pre funkciu siny x= , perióda ostáva 2π . 

Zmenil sa obor hodnôt – pre danú funkciu je obor hodnôt 1 1;
3 3

− . 

Vidíme, že argument A ovplyvňuje iba obor hodnôt funkcie. 
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Skúmajme funkciu, ak argument A je záporné číslo, napr. 2siny x= −  a 1 sin
2

y x= − . 

V jednom grafickom okne si vykreslíme grafy funkcií siny x= , 2siny x=  a nakoniec 
2siny x= − (obr. 43). 

 
Obr. 43 

 

V druhom grafickom okne (obr. 44) si vykreslíme grafy funkcií siny x= , 1 sin
2

y x=  a 

nakoniec 1 sin
2

y x= − . 

 
Obr. 44 

 
Vidíme, že funkcie so záporným argumentom A sú osovo súmerné podľa osi x s funkciami 

.sin( )Ay x= , kde A je kladné číslo. 
 
Zhrnutie: Funkcia .sin( )Ay x=  má rovnaký definičný obor a periódu ako funkcia 

siny x= . Ak A > 0, zmení sa iba obor hodnôt funkcie na ,A A− . Ak A < 0 zmení sa 

obor hodnôt funkcie na ,A A−  a graf funkcie je osovo súmerný podľa osi x s grafom 

funkcie .sin( )Ay x= −  a obor hodnôt je ,A A− . 
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Argument D 
Skúmajme funkcie sin 2y x= + , sin 3y x= −  a napíšte jej základné vlastnosti. 
Vykreslíme grafy funkcií: siny x=  a sin 2y x= +  (obr. 45). 

 
Obr. 45 

 
Vidíme, že definičný obor ani perióda sa nemenia. Graf sa posunul smerom po kladnej polosi 
osi y – zmenil sa obor hodnôt na 1; 3 . 
V druhom grafickom okne grafy funkcií siny x=  a sin 3y x= −  (obr. 46). 

 
Obr. 46 

 
Graf sa posunul smerom po zápornej polosi osi y – zmenil sa obor hodnôt na 2; 4− − . 
 
Zhrnutie: Funkcia sin( )y x D= +  má rovnaký definičný obor a periódu ako funkcia 

siny x=  – zmení sa iba obor hodnôt funkcie na 1 ,1D D− + + . 
 
 
 

156



Záver 
Na záver spomenieme dva národné projekty: „Modernizácia vzdelávacieho procesu na 
základných školách“ a „Modernizácia vzdelávacieho procesu na stredných školách“. 
Základným zámerom projektov je pripraviť učiteľov na aktívnu realizáciu školskej reformy - 
prispôsobenie vzdelávacieho systému potrebám vedomostnej spoločnosti.  
Ciele projektov: 

• inovovať a modernizovať obsah, metódy a výstupy vyučovacieho procesu pre nové 
kompetencie práce v Modernej škole 21. storočia.  

• zvyšovať podiel učiteľov participujúcich na programoch ďalšieho vzdelávania s 
cieľom získania a rozvoja ich kompetencií potrebných pre vedomostnú spoločnosť.  

Cieľovými skupinami projektov bude 6 850 učiteľov ZŠ a SŠ ako primárna cieľová skupina a 
347 000 žiakov ZŠ a SŠ ako sekundárna cieľová skupina. Projekty sú realizované v rokoch 
2009 až 2013. Ich realizátorom je Ústav informácií a prognóz školstva. 
Projekty realizujú rôzne aktivity, z ktorých vzdelávanie pre účastníkov projektu patrí medzi 
najdôležitejšie. Vzdelávanie bude realizované formou modulov nasledovne: 
Modul 1: Digitálna gramotnosť učiteľa  
V rámci školenia prvého modulu sa učitelia oboznámia s technikou (PC a projektory) a 
následne ju budú využívať po celú dobu projektu pri napĺňaní úloh projektu, zameraných na 
modernizáciu vzdelávania. Cieľom modulu bude vytvorenie rovnakej „štartovacej pozície“ v 
oblasti všeobecnej digitálnej gramotnosti pre zúčastnených učiteľov, teda: získanie či ďalší 
rozvoj digitálnej gramotnosti, ktorej súčasťou môže byť okrem napr. aj rozvoj kompetencií 
učiteľa pre celoživotné vzdelávanie, spoznanie otázok bezpečnosti a rizík pre žiakov učiacich 
sa vo virtuálnom priestore a pod. 
Modul 2: Moderná didaktická technika v práci učiteľa 
Cieľom modulu bude oboznámenie účastníkov s modernou (IKT) didaktickou technikou, jej 
efektívnym používaním vo vzdelávacom procese. Učiteľ sa okrem iného oboznámi s 
didaktikou práce s obrázkami, animáciami, grafmi, s multimédiami, zvukom, fotografiou a 
hudbou, s didaktikou práce s internetom, s didaktikou riadenia digitálnych zariadení, spozná 
nové formy organizovania vzdelávacieho procesu na báze využívania interaktívnych tabúľ, 
vrátane alternatívnych vzdelávacích systémov a technológií (využívanie videokonferencií, 
IPTV riešení, blogov, nástrojov pre kolaboratívnu prácu a pod.). 
Modul 3: Využitie IKT v danom predmete 
Cieľom je vytvorenie tak vlastného kontextu modernizácie vzdelávania vo vybraných 
predmetoch (vytvoriť vlastné didaktické modely aplikácií IKT do vyučovania v uvedených 
predmetoch), ako aj zoznámiť sa s príkladmi modelov aplikácií digitálneho obsahu s 
podporou IKT do vyučovania na ZŠ a ŠŠ. Tento modul predstavuje vlastné jadro metodickej 
prípravy účastníkov vzdelávania. Obsah bude primerane a vhodne zostavený pre potreby 
jednotlivých cieľových skupín – učiteľov vybraných predmetov. 
 
Medzinárodný projekt COMPASS (Common problem solving strategies as a link between 
mathematics and science - Spoločné metódy riešenia úloh ako spojenie medzi matematikou 
a prírodnými vedami) je podporený Európskou úniou v rámci programu Comenius LLP.  
V riešiteľskom kolektívne je zastúpených 6 krajín: Slovensko (Univerzita Konštantína 
Filozofa v Nitre), Nemecko (Pädagogishe Hochschule, Freiburg), Španielsko (Universidad de 
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Jaén), Veľká Británia (University of Manchester), Holandsko (Freudenthal Institute, Utrecht) 
a Cyprus (Cyprus University of Technology).  
Hlavným cieľom projektu je nájsť a popísať vyučovaciu metódu, ktorá spája prírodné vedy 
a matematiku s každodenným životom študenta a jeho komunity. Jedným z výstupov projektu 
bude zbierka úloh ukazujúca práve toto spojenie využívajúca IKT.  
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Abstrakt: 

Příspěvek pojednává o možnostech řešení kapitoly ze středoškolské matematiky, Soustava 
lineárních rovnic, pomocí programu Maple a tabulkového kalkulátoru Calc, který je součástí 
balíku OpenOffice.org. Ukáže jednak řešení pomocí maticové algebry a také přímo funkce, 
které jsou součástí programu Maple. 

Klíčová slova: 
Soustavy, matice, Calc, Maple 

1. Soustavy lineárních rovnic 

Se soustavami lineárních rovnic a jejich řešením se běžně setkáváme na střední škole. 
Zpočátku se při řešení používají metody známé již ze školy základní, tj. dosazovací a sčítací 
metoda. Ty jsou však využitelné pouze při menším počtu rovnic, pokud je rovnic více, řešení 
je závislé na parametru, popř. nemá řešení, tak již nemusí být dostačující. V těchto případech 
se využívají maticové metody: Gaussova eliminační metoda (GEM), Cramerovo pravidlo, 
využití inverzní matice. 

V příspěvku si ukážeme výpočet kořenů soustavy právě za použití inverzní matice 
v programu Calc a poté pomocí speciálních funkcí v programu Maple. 

2. Calc – součást OpenOffice 

Pro práci s maticemi je Calc vybaven následujícími maticovými funkcemi:  
 MDETERM(matice) - vrátí determinant dané matice 
 MINVERSE(matice) - vrátí inverzní matici 
 MMULT(matice1;matice2) - vrátí součin dvou matic 

 Některé z nich úspěšně využijeme při řešení soustav lineárních rovnic.  

 Použití metody spočívá ve třech následujících krocích: 

1. zápis množiny rovnic do maticového formátu: A*x = b 

  A ... matice koeficientů 
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  x ... vektor neznámých 

  b ... vektor pravých stran 
2. vytvoření matice A-1 - matice inverzní k A 

  pomocí funkce MINVERSE (  ) 
3. vynásobení matice A-1 (zleva) a vektoru b  x=A-1*b 

  pomocí funkce MMULT (  ) 

 Obdržíme vektor x, který představuje řešení soustavy lineárních rovnic. 

 Prakticky si toto ukážeme při řešení těchto 3 soustav lineárních rovnic: 

Soustava 1) 

 řešení: 
–2x1 + x2   – x3 = -8 x1= 2 
  3x1         –2x3 =  4 x2=-3 
    x1 – x2 + 4x3 =  9 x3= 1 
 

 
Ukázka 1)  Řešení soustavy rovnic 1) v programu OpenOffice - Calc 

Soustava 2) řešení: 
   x1 +   3x2 + 2x3 = 0 x1=11t 
 2x1 –     x2 + 3x3 = 0 x2=     t 
 3x1 –   5x2 + 4x3 = 0 x3= –7t 
   x1 + 17x2 + 4x3 = 0 t - parametr 
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Ukázka 2) Řešení soustavy rovnic 2) v programu OpenOffice - Calc 

 Při pokusu řešit tuto soustavu pomocí Calcu narážíme na problém, že  k matici A 
neexistuje její inverzní matice. Podobný problém nastane i při pokusu řešení soustavy č.3. 

Soustava 3) řešení: 
 2x1 – 3x2 + 4x3 =   8 soustava nemá řešení, protože  
 3x1 + 5x2  –  x3 = 10 hodnost matice A a matice rozšířené je různá 
 7x1 –   x2 + 7x3 = 15 h(A)=3, h(A´)=4 
 

 
Ukázka 3) Řešení soustavy rovnic 3) v programu OpenOffice - Calc 

 Z těchto 3 jednoduchých příkladů je patrné, že program Calc umí řešit pouze takové 
soustavy lineárních rovnic, kdy výsledek je určen exaktně. Nepoznáme tedy, zdali soustava 
nemá řešení nebo zda je dáno s pomocí parametrů. Nešťastným následkem použití matic pro 
řešení soustav lineárních rovnic také je, že přesnost řešení může záviset na pořadí, ve kterém 
rovnice zapíšeme. Program Calc zvládne pracovat s maticemi rozměru maximálně 60x60, 
osobně se však domnívám, že toto není tak velké omezení. 
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3. Maple 

Nyní bychom si ukázali možnost, jak řešit soustavy lineárních rovnic v programu Maple, a to 
s pomocí matic a poté funkcemi speciálně připravenými pro řešení tohoto problému. Soustavy 
budou stejné jako v předchozí ukázce. 

 Při řešení za pomoci matic nejprve nadefinujeme matice koeficientů A resp. B resp. C 
a k nim příslušné vektory pravých stran.  

definování matic: 

 název_matice:=array( [[1.řádek] , [2.řádek], ... ,[n-tý řádek]] );  

K obdržení výsledků, tj. zjištění vektoru neznámých x z maticové rovnice A*x=a, slouží 
funkce linsolve , jejíž syntaxe je následující:  

 linsolve ( A,a ,’r’,v); 
 -A ... matice koeficientů 
 - a ... vektor pravých stran 
 - v ... volba pojmenování parametrů (implicitně t) 
 - nenajde-li řešení, nevrátí nic 
 - existuje-li více řešení, zavádí parametry 
 - před použitím příkaz  linsolve musí dojít k aktivaci knihovny linalg (pomocí  
with(linalg): ) 
with(linalg): 
> A := array( [[-2,1,-1],[3,0,-2],[1,-1,4]] ); 

 

> a := array( [-8,4,9] ); 
 

> linsolve(A, a); 
 

 
Ukázka 4) Řešení soustavy rovnic 1) pomocí matic v programu Maple 

 
> B:=array([[1,3,2],[2,-1,3],[3,-5,4],[1,17,4]]); 

 

 
> b:=array([0,0,0,0]); 
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> linsolve(B,b); 
 

Ukázka 5) Řešení soustavy rovnic 2) pomocí matic v programu Maple 

> C:=array([[2,-3,4],[3,5,-1],[7,-1,7]]); 

 

 
> c:=array([8,10,15]); 

 
 

> linsolve(C,c); 
Ukázka 6)  Řešení soustavy rovnic 3) pomocí matic v programu Maple 

 
 Z výsledků je patrné, že program Maple vyřešil všechny 3 zadané soustavy pomocí 
matic správně. Odhalil i parametrické řešení soustavy č.2, u soustavy č.3 jako výsledek 
nevrátil nic, a tím nás informoval o její neřešitelnosti. 

 Speciální funkce k řešení soustav lineárních rovnic je v programu Maple  solve.  

 

funkce  solve({soustava rovnic},{neznámá(é)}); 
 - řeší soustavy rovnic pro specifikované neznámé 
 - nejsou-li neznámé zadány, bude vyřešeno pro všechny 
 - není-li uvedena pravá strana rovnice, automaticky pokládá = 0 
 - výsledkem je výpis řešení ve tvaru {x = x-řešení , y = y-řešení ...} 
 - nenajde-li řešení, nevrací žádný výsledek 
> solve({-2*x+y-z=-8,3*x-2*z=4,x-y+4*z=9},{x,y,z}); 

 
> solve({x+3*y+2*z=0,2*x-y+3*z=0,3*x-5*y+4*z=0, 

 x+17*y+4*z=0},{x,y,z}); 
 

> solve({2*x-3*y+4*z=8,3*x+5*y-z=10,7*x-y+7*z=15},{x,y,z}); 
Ukázka 7) Řešení soustav lineárních rovnic v programu Maple 

Za použití funkce solve se nám opět podařilo vyřešit všechny tři zadané soustavy lineárních 
rovnic. 

I zde můžeme využít maticového počtu jako u programu Calc. Nadefinujeme matici 
koeficientů levé strany rovnic a vektor pravých stran. Vypočteme matici inverzní a po jejím 
vynásobení s vektorem pravých stran dostaneme řešení.  
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Ukážeme si pouze řešení příkladu č.1 

>  
>  

 

>  

 

>  

 

> vysledekA:=invA.a; 

 

Ukázka 8) Řešení soustavy rovnic 1) pomocí maticové algebry v programu Maple 

 

4. Závěr 

Na příkladech uvedených v příspěvku jsme viděli, že program Maple nám tedy dokázal 
vyřešit všechny tři soustavy správně, a to jak s pomocí matic, tak s pomocí funkcí k tomuto 
řešení určených. Program Calc si poradil pouze tehdy, pokud jsme dostali exaktní řešení. 
Z tohoto pohledu tedy odpověď na otázku, která je v nadpisu článku by zněla: jednoznačně 
komerce – program Maple. Vlastně se ani není čemu divit, vždyť je to čistokrevný program 
pro řešení matematických problémů. Program Calc takové ambice samozřejmě nemá, byl 
vytvořen pro zcela jiné účely.  

 

Literatura 
[1] Waterloo Maple Inc. – dokumenty o Maple 13  < http://www.maplesoft.com/>. 
[2] Monagan, M. B. Maple - Programming Guide. Waterloo Maple, 2001 
[3] Elektronická učebnice Calculus Study Guide 
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Abstrakt: Příspěvek informuje o koncepci výuky matematiky pro bakaláře, podporované 

matematickým softwarem, na Vysoké škole logistiky v Přerově. Je poukázáno především 

na využití freeware programů s matematickou tématikou, dále na jejich klady a zápory. 

Součástí příspěvku je také využití MS Excel k řešení lineárního programování. 

 

Klíčová slova: Analýza, freeware, Funkce, Graph, GraphDrawer, ICT, MathGV, 

Math Studio, Matice, MS Excel, Smath, wxMaxima 

 

 

1. Úvod 

Vysoká škola logistiky o.p.s. v Přerově (dále jen VŠLG) se řadí mezi technické školy 

univerzitního typu. Výuka matematiky v bakalářském studijním programu probíhá formou 

přednášek a cvičení s využitím softwarové podpory, v obou případech s časovou dotací dvou 

vyučovacích hodin týdně. Vzhledem k tomu, že výuka probíhá pouze v zimním semestru, 

bylo nutné ovlivnit rozsah i obsah přednášené (procvičované) látky. Jako standard, z něhož 

bylo vycházeno při organizaci výuky, posloužila VŠB-TU v Ostravě, kde řadu let působil 

i současný garant matematické výuky na VŠLG doc. PaedDr. Vladislav Šmajstrla. Celá 

koncepce na VŠLG doplňuje a rozšiřuje tradiční učivo středoškolské matematiky ve třech 

hlavních celcích: 

 

A. Lineární algebra (seznámení se základními pojmy z algebry a jejich využití v praxi – 

vektory, matice a operace s nimi, soustavy rovnic a lineární programování) 

B. Diferenciální počet funkcí jedné nezávisle proměnné (vybudovat standardní aparát 

podle něhož budou studenti schopni analyzovat průběh libovolné funkce – limity, 

derivace, grafy) 

C. Integrální počet funkce jedné nezávisle proměnné (seznámení s principy 

integrálního počtu, definice primitivní funkce a její využití – neurčitý integrál, 

aplikace určitého integrálu)     

 

Samozřejmostí je aplikace matematických znalostí a dovedností do reálného světa. Studenti 

se tak v hodinách matematiky seznámí s výrobním plánováním, kde využijí vektory a matice, 

dovedou analyzovat průběh zvolené funkce v technice nebo ekonomii, využijí určitého 

integrálu při řešení praktických úloh v geometrii nebo mechanice. Důraz je kladen 

na vyuţití matematického softwaru při řešení konkrétních příkladů a slovní manipulaci 

s matematickými pojmy. 
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Na VŠLG Přerov je celkem pět učeben vybavených informačními technologiemi, v každé 

z nich je dvacet počítačů a dvě projekční plátna. Během cvičení má každý student k dispozici 

svůj počítač, navíc jedna z dalších učeben je přizpůsobena pro studenty jako Informační 

centrum – ITC (šestnáct počítačů, bez projekčního plátna), kde si mohou i mimo rámec výuky 

software vyzkoušet nebo si práci v nich procvičit.  

 

 

2. Matematický freeware – výhody a nedostatky 

V této kapitole bych se pozastavil nad hlavními přednostmi a nedostatky užívání 

nekomerčních programů. Matematický freeware vzniká často na základě diplomových prací, 

je výsledkem (součástí) některého z grantů nebo vznikl jen tak pro radost některého 

vášnivého matematika či programátora. Tedy jednoznačně nevznikl jako prostředek 

k výdělku. Jeho užívání, ale také šíření, nepodléhá žádným licencím, je zdarma. Dalšími 

výhodami jsou snadná ovladatelnost a nízké nároky na PC. Úroveň programů je však velmi 

odlišná. Často se setkáme s nekomerčními programy, ve kterých, tu a tam, nalezneme chyby. 

Ty však, dle našich zkušeností, autoři dovedou v krátké době opravit v dalších verzích 

(aktualizacích) programu, navíc většinou ještě přidají další možnosti využití programu. 

Z matematického hlediska je to sice bezvýznamné, ale často narazíme v nápovědách 

programů na slangové pojmy. O vlastní estetice prostředí programů nemusíme ani psát. 

Ovšem i přes zmíněné nedostatky, se matematické nekomerční programy v „rukách“ 

matematika stávají mocným nástrojem, jak oživit a často i zjednodušit výuku. 

 

 

3. Matematický software 

Není možné vypsat u vybraných programů veškeré jejich dovednosti, chceme-li možnosti 

jejich užití. V této kapitole jsou uvedeny pouze ty, které jsou, u daného programu, využívány 

nejčastěji. Záleží na konkrétním uživateli, kterému programu dá přednost při řešení 

matematického problému.    

 

a) Analýza 

Program Analýza je vhodný převážně na geometrickou aplikaci určitého integrálu. Pohodlně 

a rychle si může uživatel vypočítat objem rotačního tělesa, plochu pláště, plochu obrazce nebo 

také délku křivky. Analýza umožňuje také numerický výpočet první a druhé derivace z různě 

zadaných křivek. Výsledky jsou rychlé, ale pouze s omezeným počtem desetinných míst. 

 

b) MS Excel 

Tento program není třeba podrobněji popisovat. V našem seznamu je uveden proto, že jej 

na VŠLG používáme při lineárním programování. Pokud bychom měli být přesnější, 

pak zvláště součásti s názvem Řešitel. Pomocí Řešitele hledáme konkrétní souřadnice, jimiž 

prochází optimální funkce. Navíc nám MS Excel vypočítá také jednoduše hodnotu účelové 

funkce ( Maxz  nebo Minz ). Řešitele využíváme jako zpřesnění grafických šetření lineárního 

programování, u nichž nejsou často výsledné souřadnice optimálního bodu snadno čitelné. 

Díky jednoduchému zápisu a velkému množství matematických funkcí, využíváme MS Excel 

také jako pomocníka při řešení rovnic (i soustav), hledání extrémů funkcí, při výpočtech 

hodnot determinantů, při operacích s maticemi, případně také MS Excel využíváme 

při počítání s vektory.  
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c) Funkce 
V programu Funkce lze při zápisech funkcí využívat parametrů. Uživatelské rozhraní je navíc 

vhodně doplněno o posuvníky. Nedostatkem programu bychom označili nemožnost volit 

rozsahy souřadnic mimo již nabídnuté. 

 

d) Graph 

Graph je program určený převážně pro vykreslování křivek. Nicméně má i řadu dalších 

dovedností, které můžeme využít. Příkladem může být vykreslování tečen v bodech dotyku 

(aniž bychom znali rovnici tečen), aplikace určitého integrálu (délka křivky, plocha 

pod křivkou). Grafické šetření lineárního programování (viz Excel) bylo provedeno také 

v tomto programu.  

 

e) MathGV 

MathGV slouží převážně ke konstrukcím grafů funkcí jedné proměnné. V tomto programu 

není třeba zadávat rozsah proměnných, graf se dá upravit dodatečně, navíc pomocí posuvníků 

velmi jednoduše. MathGV má i funkce slušného grafického editoru. Údaje o grafu funkce 

ukládá do úsporného textového souboru, což činí případnou úpravu (opravu) velmi snadnou. 

 

f) Math Studio 

Math Studio se využívá převážně pro operace s funkcemi (vyčíslení, limity, derivace, řešení 

rovnic, integrace apod.). Jako silnou stránku tohoto programu bychom mohli označit 

symbolické derivování. Naopak slabou stránku můžeme nalézt ve vykreslování grafů funkcí 

jedné proměnné (ohraničení grafů).  

 

g) Matice 

Již podle názvu je zřejmé, k čemu slouží program Matice. Pokud pomineme základní operace 

s maticemi (matice transponovaná, inverzní, součin matic), můžeme v něm rychle a pohodlně 

upravovat soustavy rovnic v maticovém tvaru. Autor vložil do tohoto programu také část 

zabývající se determinanty, jejich hodnoty však program vypočítává chybně! 

 

h) SmMath (GraphDrawer) 

Dalším užitečným programem je GraphDrawer. Jeho hlavní využití je opět v jednoduchém 

a pohodlném vykreslování grafů funkcí. Navíc řeší určité integrály a šrafuje oblast integrace. 

Výhodou je také vědecká kalkulačka. 

 

i) wxMaxima 

Na VŠLG se používá Maxima ve verzi pro Windows, tedy wxMaxima. Využití programu 

je velice široké. Předností jsou symbolické výpočty (limity, derivace, integrály). Oproti již 

zmíněným programům, si musí uživatel jen zvyknout, na jiný způsob zadávání příkazů. 
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4. Odkazy na internetové stránky jednotlivých matematických programů 

Studenti mají zvolené programy k dispozici na školní síti, navíc je dostávají na CD jako 

součást elektronických pomůcek pro studium během zápisu do 1. ročníku bakalářského 

studia. 

 

Tab. 1: Odkazy na internetové stránky jednotlivých matematických programů  

Program (verze) Odkaz na www stránku 

Analýza (1.2) http://thanzak.sweb.cz/ 

Funkce (2.01) http://funkce.argh.cz/ 

Graph (4.3) http://www.padowan.dk/graph/ 

MathGV (4) http://www.mathgv.com/ 

Math Studio (1.5) http://math.pomeranc.cz  

Matice (2.2.0) http://matice.jpexs.com/ 

SMath (4) http://www.itpro.cz/ 

wxMaxima (0.7.4) http://wxmaxima.sourceforge.net 

 

 

5. Závěr 

Zmíněné programy slouží jako pomocník studentům. Můžou si ověřovat výsledky příkladů 

a lépe si tak procvičit přednášenou látku. Pokud bychom se na tyto programy podívali očima 

vyučujícího, můžeme využít jejich snadné obsluhy k řešení i takových příkladů, které by byly 

na tabuli vypočítávány (řešeny) jen obtížně, navíc často s vysokou časovou dotací. Výuka 

bakalářské matematiky na VŠLG je silně ovlivněna hodinovou dotací. Pomocí programů však 

můžeme tento handicap částečně zmírnit.  

 

 

6. Literatura:  
[1] Vrbenská, H., Bělohlávková, J.: Základy matematiky I., Skripta VŠB-TU Ostrava, 1997. 

[2] Vrbenská, H., Bělohlávková, J.: Základy matematiky II., Skripta VŠB-TU Ostrava, 1997. 

[3] Šmajstrla, V.: Komentář ke skriptům Vrbenská, Bělohlávková jako elektronická opora 

k distančnímu studiu, VŠLG Přerov, 2007.  

[4] Šmajstrla, V.: Počítačem podporovaná výuka matematických předmětů – matematika pro 

bakaláře na Vysoké škole logistiky v Přerově. Sborník z 29. konference VŠTEZ, Zlín, 

2006, s. 190-192.  
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7. Ukázky z programů 

 

 
Obr. 1: Řešitel v MS Excel. 

 

 

  
Obr. 2, 3: Program Analýza. 

 

 

 
Obr. 4: Program MathGV. 
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Obr. 5: Program Matice. 

 

 

 
Obr. 6: Lineární programování v programu Graph. 
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Obr. 7: Program Funkce. 

 

 

 
Obr. 8: Program GraphDrawer. 
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Obr. 9: Program Graph. 

 

 

 
Obr. 10: Program wxMaxima. 
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Obr. 11: Program Math Studio. 
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ROZVÍJENÍ  FINANČNÍ  GRAMOTNOSTI 
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Abstrakt: Koncem roku 2007 byl vládou České republiky schválen dokument „Systém 
budování finanční gramotnosti na základních a středních školách“. Zároveň vláda požádala 
představitele vysokých škol, které připravují učitele matematiky pro základní a střední školy, 
o zařazení problematiky finanční gramotnosti do obsahu příslušných vysokoškolských 
programů. Článek pojednává o situaci v této oblasti na Pedagogické fakultě JU v Českých 
Budějovicích. 
 
Klíčová slova: finanční vzdělávání, finanční gramotnost, interaktivní pomůcka 
 

1. Úvod 
Finanční produkty, jako například běžný účet, stavební spoření, penzijní připojištění, 

splátkový prodej, spotřební či hypoteční úvěr, tvoří samozřejmou součást našeho života. Z 
toho vyplývá, že každý občan by měl mít soubor znalostí a dovedností nezbytných pro 
orientaci v problematice peněz a cen, včetně správy finančních aktiv a finančních závazků s 
ohledem na měnící se životní situace. Tento soubor znalostí a dovedností můžeme označit 
jako finanční gramotnost ([4]). Poznamenejme, že někteří autoři ([1]) doplňují pojem  
finanční gramotnost pojmem finanční způsobilost, kterým postihují schopnosti správné 
aplikace finanční gramotnosti.  

Otázkou finanční gramotnosti se na mezinárodní úrovni zabývá mezinárodní 
Organizace pro hospodářskou spolupráci a rozvoj  (dále OECD). Ta v roce 2003 odstartovala 
mezivládní projekt Financial Education Project [5] zaměřený na vybudování uceleného 
systému finančního vzdělávání, jehož cílem bylo zvyšování úrovně finanční gramotnosti. 
Výsledky celého projektu byly shrnuty do publikace Improving Financial Literacy [3].  

V České republice věnuje, v rámci ochrany spotřebitele na finančním trhu, pozornost 
aktivitám v oblasti finančního vzdělávání Ministerstvo financí České republiky. Na 
doporučení uvedená v publikaci Improving Financial Literacy (ČR je členem OECD od roku 
1995) navázalo vydáním dokumentu Strategie finančního vzdělávání [4]. Cílem této strategie 
je vytvoření uceleného systému finančního vzdělávání, který by přispěl ke zvyšování úrovně 
finanční gramotnosti v České republice. V dokumentu je mimo jiné popsán současný stav 
úrovně finanční gramotnosti v ČR, který byl zmapován na základě průzkumu provedeného 
společností STEM/MARK v roce 2007 [6]. Cílem tohoto průzkumu bylo zjistit postoj 
českých občanů k problematice finančního vzdělávání a míru jejich potřeby dále se v tomto 
směru vzdělávat. Výsledky průzkumu prokázaly nezbytnost systematického rozvíjení 
finančního vzdělávání v České republice [6]. V dokumentu Strategie finančního vzdělávání 
[4] navrhuje ministerstvo financí priority a cílové skupiny projektů finančního vzdělávání. 
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Přiklání se při tom k dvoupilířové struktuře: vzdělání počáteční (předškolní, základní, střední 
a vyšší odborné) a další (vzdělávání celoživotní). 

V tomto článku se zaměříme na vzdělání  počáteční. Na dokument Strategie finančního 
vzdělávání navazuje dokument Systém budování finanční gramotnosti na základních a 
středních školách, který byl schválen vládou v prosinci 2007. Jde o společný dokument 
Ministerstva financí, Ministerstva školství, mládeže a tělovýchovy a Ministerstva průmyslu a 
obchodu České republiky. Ten obsahuje konkrétní standardy, které stanovují cílový stav 
finančního vzdělávání pro základní a střední vzdělávání. V roce 2008 byly standardy finanční 
gramotnosti v plném rozsahu implementovány do schválených rámcových vzdělávacích 
programů (RVP) pro gymnaziální a střední odborné vzdělávání. K zapracování standardů 
finanční gramotnosti do RVP pro základní vzdělávání zatím nedošlo. Dle harmonogramu 
implementace finanční gramotnosti do RVP, resp. ŠVP (školních vzdělávacích programů) na 
ZŠ a SŠ byly v roce 2008 vytvořeny metodické materiály pro učitele SŠ a ZŠ. Klíčovým 
metodickým materiálem je příručka pro učitele základních a středních škol „Finanční 
gramotnost – obsah a příklady z praxe škol“ [2], kterou připravil Výzkumný ústav 
pedagogický (VÚP) ve spolupráci s učiteli vybraných základních a středních škol a 
s Národním ústavem odborného vzdělávání (NÚOV). Účelem příručky je seznámit širší 
pedagogickou veřejnost s problematikou finanční gramotnosti a možnostmi její aplikace 
v prostředí školy. Text se zaměřuje na vysvětlení finanční problematiky, jejíž jednotlivá 
témata i jejich didaktické možnosti ilustruje na konkrétních příkladech. Seznamuje učitele a 
další uživatele z řad širší pedagogické veřejnosti se základními finančními pojmy, pojetím 
finanční gramotnosti na základních a středních školách a způsoby jejího možného rozvíjení ve 
výuce.  

2. Pěstování finanční gramotnosti na PF JU 
V souladu s dokumentem Systém budování finanční gramotnosti na základních a 

středních školách oslovil Odbor vysokých škol MŠMT  děkany fakult vysokých škol, které 
připravují učitele pro ZŠ a SŠ, a vyzval je k začlenění standardů finanční gramotnosti do 
obsahu příslušných vysokoškolských programů/oborů vzdělávání. Pedagogická fakulta 
Jihočeské univerzity v Českých Budějovicích (dále PF JU) na tuto výzvu reagovala tím, že od 
akademického roku 2009/2010 nabízí svým studentům předmět Úvod do financí (hodinová 
dotace 2+0). Ten je pro studenty oboru Matematika se zaměřením na vzdělávání1 povinně 
volitelný. Studenti ostatních programů/oborů všech součástí univerzity si jej mohou zapsat 
jako předmět výběrový v rámci univerzitního základu. Obsah předmětu Úvod do financí je 
v souladu s finančními standardy určenými pro střední vzdělávání. Tyto standardy jsou 
zaměřeny na tři oblasti, a to peníze, hospodaření domácností a finanční produkty.  

V současné době na PF JU ještě dobíhá předmět Finanční matematika2, který má 
hodinovou dotaci 2+1.  Tento předmět byl určen především studentům odborného 

                                                
1 Od akademického roku 2009/2010 PF  JU přechází z nestrukturovaného studia na strukturované, tzn. např. 
místo pětiletého magisterského studijního oboru Učitelství matematiky  pro 2.stupeň ZŠ studenti musí 
vystudovat tříletý  bakalářský obor Matematika se zaměřením na vzdělávání a následně dvouletý magisterský 
obor Učitelství matematiky pro 2.stupeň ZŠ.. 
2 Výuka předmětu Finanční matematika bude ukončena v LS akademického roku 2009/2010. V tomto 
akademickém  roce běží v LS i předmět Úvod do financí. Od akademického roku 2010/2011 bude již probíhat 
pouze výuka předmětu Úvod do financí. 
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bakalářského studijního oboru Finanční matematika, kteří byli připravováni pro finanční 
sféru. Studentům oboru Učitelství matematiky pro 2.stupeň ZŠ a oboru Učitelství matematiky 
pro SŠ byl nabízen jako předmět výběrový. Přestože šlo o předmět výběrový, zapsali si ho 
vesměs všichni tito studenti. Dá se předpokládat, že vzhledem k zavádění standardů finanční 
gramotnosti do RVP, pociťují potřebu se v této oblasti dovzdělat. Obsah tohoto předmětu je 
z větší části stejný jako obsah předmětu Úvod do financí. Hlavní témata vyučovaná v obou 
předmětech jsou úrokování, běžný účet a jeho správa, řešení otázky přebytku finančních 
prostředků (spoření, stavební spoření, spořící účty, cenné papíry),   řešení otázky nedostatku 
finančních prostředků (úvěry – spotřebitelské, hypotéční, leasing). 

Při výuce obou předmětů se používají následující výukové prostředky: 
• Interaktivní multimediální pomůcka, která je umístěna na www stránkách Pedagogické           
fakulty www.pf.jcu.cz/~fim/,  
• učební texty ((http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry/m/uf), 
• internet (www.mesec.cz, www.penize.cz, www.finance.cz ).  

Interaktivní multimediální pomůcka 
Dlouhodobá zkušenost s výukou finanční matematiky na PF JU ukázala, že většinu 

pojmů z oblasti finančnictví a bankovnictví studenti obtížně chápou. Jejich hlubšímu 
porozumění a zkoumání vztahů mezi nimi napomáhají ukázková řešení vybraných úloh a 
modelování probíraných vztahů.  Pro tyto účely se osvědčilo použití programu typu CAS 
(Systém počítačové algebry), konkrétně programu Maple 11. Pro modelování finančních 
vztahů je neocenitelná kombinace symbolických, numerických a grafických možností tohoto 
programu. Verze 11 navíc umožňuje vzájemné propojení s programem Microsoft Excel. 
Z tohoto důvodu byla vytvořena interaktivní pomůcka multimediálního charakteru - www 
stránka, která umožňuje výklad teorie a řešení úloh z finanční matematiky užitím Maple, 
přitom je studentovi poskytnut nástroj pro vlastní experimentování. Zároveň však jako jediná 
zajišťuje možnost neustálé aktualizace dle okamžitého stavu trhu s finančními produkty 
současně s trvalou dostupností pro všechny studenty v denní i kombinované formě studia 
nebo v programu dalšího vzdělávání učitelů.   

Základní myšlenka www stránky je následující: V levé části okna je umístěn obsah 
stránky. Jeho položky odpovídají základním tématům učiva finanční matematiky. Po kliknutí 
na některou z nich, např. Hypotéční úvěr, se v hlavním panelu okna objeví zadání příslušných 
vzorových úloh. U každého zadání si uživatel může vybrat ze tří aplikací Maple a jedné 
aplikace ve formátu pdf, které se k úloze váží.  Konkrétní aplikaci pak vyvolá kliknutím na 
příslušné heslo. Za heslem „Tutorial“ se skrývá tzv. „smart document“. Jedná se o interaktivní 
dokument obsahující podrobně zpracované a komentované vzorové řešení, který navíc 
umožňuje změnou parametrů vytvářet a řešit celou třídu podobných úloh. Tento dokument 
představuje kombinaci textu a matematických formulí, na které můžeme uplatnit symbolické, 
numerické i grafické nástroje programu. Pod heslem „Tutoriál(PDF)“ najdeme dokument, 
který byl umístěn pod heslem „Tutoriál“ ve formátu pdf. To je pro případ, že čtenář nemá na 
počítači nainstalován Maple 11 (nebo jeho vyšší verzi).  Heslo „Maplet“ představuje speciální 
interaktivní aplikaci vytvořenou v programu Maple, která se váže k zadání úlohy. Aplikace 
běží v samostatném okně, k jehož otevření není třeba mít spuštěn program Maple. Okno 
mapletu je možno vybavit řadou různých ovládacích prvků, vstupními a výstupními 
textovými i grafickými poli, nápovědou, komentáři apod. Uživatel tak dostane do rukou 
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nástroj, s jehož pomocí může využívat všech možností programu Maple, aniž by tento 
program ovládal (podrobné informace o tvorbě mapletů získá čtenář zadáním příkazu 
>?roadmap; programu Maple). Heslo „Maple code“ pak přináší kód řešení úlohy zapsaný 
v klasickém řádkovém režimu programu. Uživateli obeznámenému se syntaxí programu 
Maple tak dovoluje rychlý vhled do řešení úlohy a umožňuje mu experimentování se zadáním 
a objevovat skryté vazby mezi jednotlivými parametry úlohy. 

Vzhledem k tomu, že studenti PF JU v Českých Budějovicích jsou s programem Maple 
seznámeni  jednak v předmětu Výpočetní technika pro matematiky (povinný předmět), a 
jednak v předmětu Řešení problémů užitím Derive a Maple (výběrový předmět), nedělá jim 
práce s touto interaktivní pomůckou žádné potíže.  

Učební texty 
Pro výuku předmětu Finanční matematika/Úvod do financí byly vytvořeny učební texty, 

které můžeme najít na www stránce http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry/m/uf. Tato www 
stránka obsahuje základní témata vyučovaná v předmětu Finanční matematika/Úvod do 
financí. U každého tématu je učební text, který umožňuje studentům se zorientovat v dané 
problematice. Tento text je neustále aktualizován podle měnících se podmínek finančního 
trhu. V rámci učebních textů se student seznamuje i s internetovými kalkulačkami (např. 
úvěrová kalkulačka, kalkulačka pro spořící účty…), které mu umožňují některé výpočty bez 
složitých matematických operací. 

Internet 
Vzhledem k tomu, že značná část informací je i na webových stránkách www.mesec.cz, 

www.finance.cz, www.penize.cz, jsou studenti s těmito stránkami seznámeni. Tyto stránky 
obsahují různé typy kalkulaček (např. kalkulačka pro výpočet RPSN, daňové kalkulačky...), 
dále www stránky umožňují i srovnání produktů z různých hledisek. Např. hypoteční úvěry 
mohou být porovnány z hlediska výše úrokové sazby, poplatků za vedení účtu, schvalovacího 
poplatku, atd. 

Závěrečný test 
Podmínkou pro absolvování předmětu Finanční matematika/Úvod do financí je úspěšné 

složení závěrečného písemného testu. Jednu z variant testu můžeme shlédnout v Příloze 
tohoto článku. Test je rozdělen do dvou částí. První část obsahuje standardní úlohy. 
Studentům ke zvládnutí této části stačí, aby se uměli zorientovat v základních vzorcích a 
uměli dosadit do nich správné parametry (prokazují tím finanční gramotnost). Těžiště druhé 
části testu spočívá v hledání optimálního řešení navozené situace z běžného života, např. 
financování rekonstrukce, popř. koupě bytu, nákup spotřebního zboží, investování 
přebytečných finančních prostředků atd. (prokazování finanční způsobilosti). 

3. Experimentální výuka 
Interaktivní pomůcka pro výuku finanční matematiky byla dokončena v akademickém 

roce 2008/2009. V tomto roce také proběhl následující experiment. Předmět Finanční 
matematika byl vyučován ve dvou skupinách. První skupina používala pouze standardní 
učební texty (viz výše) a Internet. Druhá skupina vedle těchto výukových prostředků 
používala navíc nově vytvořenou interaktivní pomůcku. Autoři této interaktivní pomůcky se 
touto formou výuky snažili zjistit, zda bude její užití mít vliv na výsledky studentů v daném 
předmětu, jehož  úspěšné ukončení je završeno napsáním výše zmíněného závěrečného testu. 
Výsledky tohoto srovnávacího experimentu můžeme vidět v tabulce 1. 
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Tabulka 1: Výsledky testu 
1.část testu 2.část testu 

Úspěšnost 
řešení 

Úspěšnost 
řešení 

Úspěšnost 
řešení 

Úspěšnost 
řešení 

 
 

úlohy 

1.skupina 2.skupina 

 
 
 

úlohy 

1.skupina 2.skupina 

1. Složené 
úrokování 

63,3% 73,3% 1. Hypotéční 
úvěr  

36,4% 
 

72,7% 

2. Hypotéční 
úvěr 

86,7% 90% 2. Spotřebi- 
telský úvěr 

18,2% 40% 

3. Efektivní 
úroková míra  

70% 80% 3. Spoření  18,2% 
 

36,4% 

4. Směnky 93,3% 
 

99% 4. Směnky 45,5% 
 

90,9% 

5. Spoření  76,7% 86,7% 5. Inflace 27,3% 
 

45,5% 

Z tabulky 1 je patrné, že v 1.části testu jsou výsledky obou skupin přibližně na stejné 
úrovni, tzn. stejná úroveň finanční gramotnosti obou skupin. Výsledky 2.části testu jsou již 
značně odlišné. Skupina používající interaktivní pomůcku byla dvakrát úspěšnější. U druhé 
skupiny můžeme tedy konstatovat vyšší finanční způsobilost. 

Zajímavým poznatkem je, že studenti  obou skupin ovládají na vysoké úrovni směnečné 
transakce, ačkoliv v běžném životě se pravděpodobně se směnkou nesetkají. Problémy jim 
naopak dělají spotřebitelské a hypoteční úvěry, tzn. pro většinu obyvatel nejpoužívanější 
finanční produkty. Výsledky testu též korespondují s některými výsledky získané na základě 
již zmíněného průzkumu provedeného společností STEM/MARK, ve kterém pouze jedna 
třetina respondentů neměla problémy s odhadem inflace (úloha 5, 2.část testu).  

4. Závěr 
Zavedení povinně volitelného předmětu Úvod do financí do studijního oboru  

Matematika se zaměřením na vzdělávání  se jeví, vzhledem k implementaci standardů 
finanční gramotnosti do RVP, popř. ŠVP, jako nezbytné. Tento předmět poskytne budoucím 
učitelům teoretický i praktický základ dané problematiky tak, aby byli schopni vychovat 
finančně gramotného občana.  

Literatura: 
[1] Atkinson, A., McKay, S., Kempson, E. and Collard, S.: Levels of Financial Capability in 
the UK: Results of a Baseline survey. Prepared for the Financial Services Authority by 
Personal Finance Research Centre, University of Bristol, 2006. 
[2] Klínský, P., Chromá, D., Tesařová, S., Janák, M.: Finanční gramotnost – obsah a příklady 
z praxe škol, NÚOV, Praha, 2008. 
[3] Improving Financial Literacy: Analysis of Issues and Policie, OECD, 2005. 
[4] Strategie finančního vzdělávání, Ministerstvo financí, 2007. 
[5] http://www.oecd.org/document 
[6]  http://www.mfcr.cz/cps/rde/xchg/mfcr/xsl/fintrh_fin_vzdelavani.html 
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Příloha  
Závěrečný test 

Část 1 
1. Na kolik Kč vzroste vklad 15 000 Kč uložený 3 roky a 5 měsíců při úrokové sazbě 

10,5%p.a s pololetním, čtvrtletním, nebo měsíčním  připisováním úroků? 
2. Hypotéční úvěr ve výši 1 000 000 Kč má být umořen polhůtními ročními anuitami za 10 

let při neměnné úrokové sazbě 5,4% p.a. a ročním připisování úroků. Určete výši roční 
anuity a sestavte umořovací plán. 

3. S jakou úrokovou mírou je veden účet úročený složeným úrokem s měsíční frekvencí, 
jestliže odpovídající efektivní roční úroková míra je přibližně 3,2% p.a.? 

4. Raiffeissenbank byla 5.dubna 2009 nabídnuta k eskontu směnka s datem vystavení 
11.2.2009, nominální hodnotou 1 000 000,-Kč a datem splatnosti 1.8. 2009. Určete částku, 
kterou v den eskontu klient obdrží, jestliže banka má 8% diskontní sazbu. 

5. Kolik naspoříme za 4 roky, ukládáme-li počátkem každého měsíce 1200Kč při úrokové 
sazbě 7,5%p.a. a ročním úrokovém období? 

Část 2 
1. Mladí manžele si chtějí pořídit byt v hodnotě 1 500 000Kč. Mají uspořeno 300 000 Kč. 

Zbývající částku si musí vypůjčit. Mohou se rozhodnout mezi hypotečním úvěrem a 
americkou hypotékou. Hypotéční úvěr je úročen 4,5% p.a., doba splatnosti je jim 
vypočtena na 20 let, poplatek za schválení úvěru je 0,8% z vypůjčené částky, poplatek za 
vedení účtu 150Kč/měsíc. Americká hypotéka je úročena 7% p.a. a doba splatnosti je 15 
let, poplatek za schválení úvěru je 0,75% z vypůjčené částky, poplatek za vedení účtu 
150Kč/měsíc. Vypočtěte výši měsíční splátky u obou produktů, předpokládejme měsíční 
připisování úroků. Vypočtěte výši úroků u obou produktů, kterou manželé zaplatí. 
Rozhodněte jaký produkt je výhodnější. 

2. Mladá rodina se rozhodla pořídit myčku nádobí v hodnotě 37 850 Kč. Požadovanou 
částku nemá k dispozici, ale může ji získat buď  

a) od banky jako spotřebitelský úvěr s úrokovou sazbou 13,4% p.a., měsíční 
splátkou ve výši 1807 Kč, dobou splatnosti 2 roky, poplatkem za schválení 
úvěru ve výši 400 Kč a ročním poplatkem za vedení účtu ve výši 588 Kč nebo 

b) od splátkové společnosti, kdy  na počátku zaplatíme 20% z ceny zboží a 
zbývající částku budeme splácet měsíčními splátkami ve výši 3 000 Kč po 
dobu jednoho roku. 

Která varianta je výhodnější? 
3. Pan Martin plánuje nákup nového auta za 3 roky, počítá s nákupní cenou 320 000,-Kč. 

Svůj současný 2 roky starý vůz hodlá prodat na protiúčet, odhaduje výnos prodeje na 80 
000,-Kč. Na zbytek ceny nového vozu chce pan Martin ukládat každého čtvrtroku 
potřebnou částku, vždy stejnou, na svůj účet v bance při 3% p.a. a pololetním připisování 
úroků. Kolik bude činit každá úložka? 

4. Směnka o nominální hodnotě 10 000000Kč má být prodaná 6 měsíců před datem 
splatnosti za 9 800 000Kč. Kupec může své finanční prostředky investovat též 
prostřednictvím termínovaného vkladu úročeného 3,5% p.a. Která z investic je pro kupce 
výhodnější? 

5. Jaká je čistá reálná míra zisku, jestliže hrubá nominální míra zisku je 2,8%, daň ze zisku 
je 15% a míra inflace 1,8%? 
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Abstrakt: Studenti středních škol se při hodinách matematiky seznamují s nekonečnými 

posloupnostmi i s tím, že posloupnost je zadána buď funkčním předpisem pro n-tý člen posloupnosti 

nebo rekurentně. Výuka se pak převážně soustředí na aritmetickou, resp. geometrickou posloupnost a 

jejich rekurentní zadání. Jiným méně známým aplikacím rekurentně zadaných posloupností již ve 

výuce není věnována pozornost. Pomocí počítačových animací lze snadno ukázat, že rekurentně 

zadané posloupnosti stojí v pozadí relativně nových oborů matematiky, jako jsou např. dynamické 

systémy nebo teorie chaosu.  Zmíněným způsobem lze studentům poměrně rychle a názorně představit 

takové koncepty jako stacionární bod rekurentní rovnice, pavučinový diagram, stabilita řešení 

rekurentní rovnice, závislost řešení rekurentní rovnice na počátečních podmínkách a parametrech. 

Hlavní výhodou grafického přístupu ke zmíněným konceptům je možnost pozorovat změny chování 

rekurentně zadaných posloupností v závislosti na hodnotách parametrů. 

 

Klíčová slova: číselná posloupnost, rekurentní zadání posloupnosti, rekurentní rovnice, lineární 

rekurentní rovnice, logistická rovnice, pavučinový diagram, stacionární řešení, bifurkace, bifurkační 

diagram, animace, Maple  

1. Rekurentně zadané posloupnosti 

Je dobře známo, že posloupnost lze definovat buď předpisem pro n-tý člen nebo rekurentně, 

což zjednodušeně znamená, že pro výpočet určitého členu posloupnosti jsou použity hodnoty 

předcházejících členů. Jinými slovy, v případě rekurentně zadané posloupnosti je třeba pro 

výpočet hodnoty určitého členu posloupnosti znát hodnoty členů předchozích. Je také dobře 

známo, že rekurentně zadané posloupnosti mají v matematice mnoho zajímavých aplikací, 

např. v numerické matematice, kde lze s jejich pomocí hledat kořeny nelineárních rovnic. 

Rekurentně zadané posloupnosti však můžeme nalézt také v modelech týkajících se problémů 

biologie nebo ekonomie. Na většině středních škol v České republice však není dostatek 

prostoru k tomu, aby mohly být zajímavé aplikace rekurentně zadaných posloupností 

ukázány, i když by pravděpodobně přispěly k oživení hodin matematiky a vzbudily zvědavost 

a zájem některých středoškolských studentů. Několik zajímavých aplikací rekurentně 

zadaných posloupností, které mají souvislost s problémy finanční matematiky, lze nalézt v 

článku [4]. Chceme-li  však studentům alespoň přiblížit některé vlastnosti, které se týkají 

rekurentně zadaných posloupností, můžeme použít IT a speciálně CAS. Bez větší námahy a 

časových nároků pak můžeme vysvětlit takové pojmy jako stacionární bod, pavučinový 

diagram, stabilita řešení rekurentní rovnice, závislost a citlivost řešení na počátečních 

podmínkách, případně na hodnotách parametru rovnice, bifurkace nebo chaos. Přesné definice 
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těchto pojmů lze nalézt např. v [3]. Většinu těchto pojmů je možné prezentovat graficky a 

tento grafický přístup má ještě tu výhodu, že umožňuje sledovat změny chování v závislosti 

na různých hodnotách parametrů. Cílem tohoto příspěvku je popsat některé animace, které 

mohou být studentům prezentovány při výuce nebo s nimiž mohou studenti experimentovat a 

zkoumat chování a vlastnosti rekurentně zadaných posloupností. 

Připomeňme nejdříve základní formulaci rekurentně zadaných posloupností. Nechť f je reálná 

funkce reálné proměnné a nechť x0 je reálné číslo nazývané počáteční podmínka, pak můžeme 

uvažovat následující posloupnost iterací hodnoty x0  pomocí dané funkce f: 

x0, x1 = f(0, x0), x2 = f (1, f(0, x0)),  x3 = f(2, f(1, f(0, x0))), ... 

Taková posloupnost se nazývá rekurentně zadaná posloupnost a je zřejmé, že její členy lze 

stručněji zapsat ve tvaru 

x0, x1 = f(0, x0), x2 = f(1, x1),  x3 = f(2, x2), ... 

To znamená, že pro dané x0 lze libovolný člen posloupnosti xt, kde t = 0, 1, 2, …, určit podle 

vztahu xt+1 = f (t, xt). Tento vztah je společně s počáteční podmínkou x0 nazýván rekurentní 

rovnice prvního řádu. Řešením této rovnice je pak libovolná posloupnost xt, která je tímto 

přepisem vytvořena. 

2. Řešení rekurentních rovnic v Maple 

V některých případech je možné, že pro rekurentně zadané posloupnosti lze nalézt vzorec pro 

jejich n-tý člen, ve většině případů je tomu však naopak. Studenti středních škol jsou obvykle 

schopni takový předpis nalézt pouze pro aritmetickou nebo geometrickou posloupnost. 

Chceme-li studentům ukázat, že předpis pro n-tý člen lze nalézt, můžeme k tomu na začátku 

využít možností, které nabízejí CAS. Konkrétně v Maple je možné použít příkaz rsolve. 

Uvažujme například následující rekurentní rovnici 

> eq1:=x(t+1)=a*x(t)+b, 

kde a i b jsou reálné konstanty.  Rovnice tohoto typu je známa jako lineární rekurentní 

rovnice prvního řádu a funkce na pravé straně rovnice f: y = ax+b je samozřejmě lineární 

funkce. Je-li a = 1 obdržíme definici aritmetické posloupnosti. Je-li b = 0 a a  {0, 1} 

obdržíme definici geometrické posloupnosti. Daná rovnice má konstantní řešení p = b/(1-a), 

které je nazýváno stacionární bod nebo rovnovážný bod. Pro nalezení vzorce, který popisuje 

řešení lze v Maple jednoduše zadat  

> rsolve(eq1, x). 

Konkrétně pro  a ≠ 1 získáme   

.
11
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O obecném řešení této rovnice pojednává také autorův článek [5]. Jakmile byl získán vzorec 

popisující řešení dané rekurentní rovnice, můžeme začít studovat, jak se toto řešení chová 

v závislosti na hodnotách parametrů rovnice. Nejvíce přirozenou cestou je nakreslit graf xt 

jako funkci přirozených čísel t a sledovat, jak se v závislosti na hodnotách parametrů mění 

tvar tohoto grafu. V Maple jsme připravili animaci, která změny tohoto chování umožňuje 
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sledovat. Jeden z grafů této animace je možné vidět na obr. 1. Pomocí této animace je možné 

demonstrovat, že posloupnost xt, která řeší lineární rekurentní rovnici prvního řádu, může buď 

monotónně klesat a konvergovat ke stacionárnímu bodu p, nebo může tlumeně oscilovat 

kolem stacionárního bodu p, nebo může divergovat do +, -, nebo konečně může vykazovat 

explozivní oscilace kolem stacionárního bodu p 

 

Obrázek 1: Řešení lineární rekurentní rovnice. 

Posloupnost xt vykazuje tlumené oscilace kolem 

stacionírního bodu p, x0>p=b/(1-a), -1<a<0, b>0. 

 

Obrázek 2: Turbulentní vývoj řešení xt logistické 

rovnice xt+1=3.99027 xt(1-xt), x0=0.1. 

 

Tímto způsobem lze experimentovat s mnoha rekurentně zadanými posloupnostmi a není 

těžké odhalit, že existují rekurentní rovnice, pro které nelze nalézt vztah pro jejich n-tý člen. 

Jednou z těchto rovnic je logistická rovnice, viz obr. 2. Níže v tomto článku se touto rovnicí 

ještě budeme zabývat.  

3. Rekurentní rovnice a pavučinový diagram 

Pavučinový diagram lze považovat za jednoduchou grafickou techniku, pomocí které lze 

sledovat vlastnosti řešení rekurentních rovnic, aniž by bylo třeba znát explicitní vztah pro 

jejich řešení. Lze ho však použít i pro ty rovnice, u kterých je explicitní vztah pro jejich řešení 

znám.  Byla připravena animace, která jednak demonstruje konstrukci pavučinového 

diagramu, ale také ukazuje vlastnosti řešení příslušné rekurentní rovnice. Při konstrukci 

pavučinového diagramu je třeba uvažovat méně obecný tvar rekurentně zadaných 

posloupností než v předchozí části. Konkrétně budeme uvažovat počáteční podmínku x0 a 

rekurentní vztah ve tvaru xt+1 = f(xt), kde f je libovolné zobrazení intervalu [0, 1] do intervalu 

[0, 1]. Takový problém se nazývá autonomní rekurentní rovnice a v tomto případě lze 

zkonstruovat soustavu souřadnic s vodorovnou osou xt a svislou osou xt+1. Nyní lze 

připomenout, jak lze pavučinový diagram zkonstruovat. Nejdříve zakreslíme graf funkce f 

společně s grafem identické funkce y = x, jejíž graf představuje osu prvního a třetího 

kvadrantu. Pak graficky nalezneme hodnotu první iterace, tj. nakreslíme úsečku kolmou 

k vodorovné ose, jejíž jeden krajní bod je určen počáteční hodnotou x0, tj. jedná se o bod  se 

souřadnicemi (x0, 0) a druhý krajní bod tvoří průsečík kreslené úsečky s grafem funkce f. 

Daný průsečík má druhou souřadnici x1 = f(x0), tj. získali jsme bod o souřadnicích (x0, x1). 

V následujícím kroku nakreslíme vodorovnou úsečku, která spojuje tento bod a bod na ose 

prvního kvadrantu. Druhá souřadnice průsečíku této úsečky a osy má stále hodnotu x1, takže 
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jsme získali bod (x1, x1). Hodnotu x1 lze použít pro nalezení druhého členu posloupnosti, takže 

opakováním předchozích kroků postupně získáme hodnoty x2, x3, x4, ... rekurzivně definované 

posloupnosti. Jeden z obrázků vytvořené animace je zachycen na obr. 3. Více iterací pro jiné 

zobrazení lze vidět na obr. 4. 

 
Obrázek 3: Jeden z obrázků, který ukazuje konstrukci 

pavučinového diagramu pro logistickou rovnici 

xt+1=4xt(1-xt).  

 
Obrázek 4: A Více detailní pavučinový diagram pro 

rekurentní rovnici xt+1=1-2|xt-1/2|, x0=0.64, který 

znázorňuje cyklus {0.8, 0.4} s periodou 2. 

 

Všimněme si, že průsečík grafu funkce f a osy prvního a třetího kvadrantu je stacionární bod p 

příslušné rekurentní rovnice. Vzhledem k tomu, že tento bod představuje řešení rovnice  x = 

f(x), lze pavučinový diagram považovat jako grafickou reprezentaci postupného hledání 

tohoto kořene. Pokud se pavučina od stacionárního bodu nevzdaluje, je stacionární bod 

stabilní, v opačném případě se jedná o nestabilní stacionární bod. V případě, že je stabilní 

stacionární bod zároveň limitou rekurentně dané posloupnosti, jedná se o bod asymptoticky 

stabilní. V tomto případě představují členy rekurentně dané posloupnosti stále se zlepšující 

přiblížení ke kořenu rovnice  x = f(x). Tato přiblížení mohou být hledána přímo pomocí 

Maple. Pokud nám bude stačit nalézt např. stý člen takové rekurentně zadané posloupnosti, 

můžeme jednoduše použít příkaz  

> stationary_point:=(f@@100)(x0) 

Posloupnost postupných iterací x0  podle funkce  f 

x0, x1 = f(x0), x2 = f(x1) = f 
(2)

(x0), x3 = f(x2) = f 
(3)

(x0), ... 

může prezentovat různé jevy. Abychom tyto jevy mohli popsat bude třeba zavést další pojmy: 

řetězec různých bodů p1, p2, ..., pK, kde K   a kde N je množina přirozených čísel, tvoří 

cyklus délky K nebo stručněji K-cyklus, jestliže  f
 (K)

(pi) = pi pro všechny i, 1 ≤ i ≤ K, a body pi 

jsou nazývány periodické body zobrazení f s periodou K.  To znamená, že každý periodický 

bod s periodou K je stacionární bod složeného zobrazení f
 (K)

. Tento nový pojem může být 

také demonstrován pomocí pavučinového diagramu, viz obr. 4, kde lze pozorovat cyklus 

s periodou dva. 
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4. Logistická rovnice a její vlastnosti 

Uvažujme následující rekurentní rovnici 

> eq2:=x(t+1)=a*x(t)*(1-x(t)) 

která je známa jako logistická rovnice a funkce f: y = ax(1-x), x [0,1], která generuje pravou 

stranu rovnice je známa jako logistické zobrazení.  Pokud vybereme a = 2, pak je možné 

nalézt explicitní vztah pro řešení této rovnice, ale pro ostatní hodnoty příkaz solve  řešení 

nenalezne. Chceme-li nalézt a studovat grafy řešení, je tedy třeba použít přímo rekurentní 

vztah, který posloupnost definuje. Připravili jsme animaci, s jejíž pomocí lze sledovat změnu 

vlastností řešení v závislosti na hodnotě parametru a. Graf řešení pro a = 3.99027 lze nalézt 

na obr. 2.  

Logistické zobrazení je jednoduchá kvadratická funkce. To je možná důvod, proč celý 

problém vypadá na první pohled nevinně. Nicméně, jak je uvedeno v článku [1], posloupnost 

generovaná logistickým zobrazením vykazuje mnoho neočekávaných jevů. Zde se 

soustředíme pouze na jevy, které se týkají počtu cyklů v závislosti na hodnotě parametru a  

[0, 4].  Z tohoto důvodu jsme připravili animaci složeného zobrazení f
 (k)  

pro různé hodnoty k 

a různé hodnoty parametru a. Průsečík grafu f
 (k)

 a osy prvního a třetího kvadrantu, tj. grafu 

identického zobrazení y = x, označuje periodický bod s periodou k. Jedna z obrazovek této 

animace je na obr. 5. Připravená animace také umožňuje prezentovat známý výrok, že 

“perioda tři implikuje chaos”, viz [2]. Počet periodických bodů s periodou k může být 

znázorněn pomocí bifurkačního diagramu. Ten získáme jako graf relace mezi hodnotou 

parametru a a hodnotami periodických bodů periody k. Připravili jsme proceduru, která 

umožňuje studovat bifurkační diagramy pro různá zobrazení. Bifurkační diagram pro 

logistické zobrazení je na obr. 6. 

 

Obrázek 5: Graf složené funkce f
(3)

, pro f: y= 

3.99027 x(1-x). Kromě stacionárních bodů můžeme 

registrovat i periodické body s periodou 3, které lze 

nalézt na přímce y = x.  

 

Obrázek 6: Bifurkační diagram pro logistické 

zobrazení. Pro různé hodnoty parametru a na 

vodorovné ose uvádí přehledně počet i hodnotu 

stacionárních bodů nebo bodů s periodou k na svislé 

ose.  
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5. Závěr 

Počítačové experimenty na jedné straně výrazně přispěly k novým matematickým objevům a 

rozvoji matematické disciplíny nazvané dynamické systémy, na druhé straně nám počítačové 

animace umožňují pojmy a jevy této matematické disciplíny názorně prezentovat. V článku 

jsme několik takových animací popsali. Věříme, že s jejich pomocí lze diskutované pojmy 

přiblížit studentům na různých typech škol. Vzhledem k tomu, že za výchozí a základní pojem 

může být považována rekurentně zadaná číselná posloupnost, usuzujeme, že většinu 

uvedených poznatků lze předat i studentům středních škol a naplnit tak doporučení Roberta 

Maye. Ten ve svém článku [1] uvedl, že s nelineárními rovnicemi, jako je např. logistická 

rovnice, je třeba studenty seznamovat co nejdříve, protože “nejenom ve výzkumu, ale také 

v každodenním světě politiky a ekonomie by se nám všem dařilo lépe, pokud by si lidé 

uvědomovali, že jednoduché nelineární systémy nemusí mít jednoduché dynamické 

vlastnosti.” 

Autorovi je známo, že české střední školy nemají mnoho prostředků na koupi profesionálních 

CAS a že existuje problém nedostatečného vybavení škol jak hardwarovými tak i 

softwarovými prostředky. Tam, kde není možné použít Maple, bude třeba připravit alespoň 

ukázky a poněkud méně uspokojivou prezentaci konceptů diskutovaných v tomto článku 

v Excelu. Těmito možnostmi jsme se zde nezabývali, nicméně předpokládáme, že se v 

budoucnu tomuto problému budeme také věnovat, viz též [4]. 
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Abstrakt: Tento článek pojednává o autorském softwaru pro usnadnění tvorby multimediál-
ních podpor pro výuku matematiky. V článku jsou představeny základní schopnosti aplikace
TechSmith Camtasia Studio umožňující záznam prováděné činnosti na obrazovce. Jsou uká-
zány možnosti jejich využití při tvorbě studijních materiálů pro výuku matematiky.

Klíčová slova: multimédia, výuka, didaktika, matematika, video

1 Úvod
V současné době jsou na vyučující kladeny stále vyšší nároky na kvalitu výuky, studenty je
nutné stále více motivovat a upoutat jejich pozornost. Toho lze, kromě jiného, dosáhnout pro-
středky, na které jsou studenti zvyklí z každodenního života, pomocí multimediálních zařízení.
Hardwarová řešení jsou velmi efektivní, avšak pořizovací cena takových zařízení je příliš vy-
soká a většina škol na ně nemá finanční prostředky. V takovém případě je jediným řešením
pro využití multimediálních technologií použití softwarových aplikací, které jsou schopné pří-
slušný úkol zpracovat. Nižší pořizovací náklady na straně jedné s sebou přínáší vyšší nároky
na technické zpracování, nutnost použít výkonné výpočetní systémy a čas nutný pro následné
zpracování pořízených multimediálních záznamů na straně druhé. Vhodným programem pro
tvorbu multimediálních výukových podpor může být program Camtasia Studio, který maxi-
málně zjednodušuje a usnadňuje úpravu a zpracování nahraného záznamu a přibližuje tím tech-
nicky náročnou a odbornou práci i běžným uživatelům znalým základům práce na počítači.

2 Popis programu
S programem Camtasia Studio můžeme nahrávat činnosti prováděné na pracovní ploše počí-
tače a vytvářet multimediální materiály, které demonstrují postupy, produkty nebo myšlenky.
Výsledný materiál lze publikovat ve formě videa. Celý proces tvorby takového materiálu je
rozdělen na čtyři základní fáze.

1. Nahrání příslušné činnosti na pracovní ploše.
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2. Úprava zaznamenané činnosti.

3. Produkce výsledného záznamu ve formě videa.

4. Zpřístupnění vytvořeného materiálu.

Pro plynulé nahrávání a bezproblémovou editaci jsou kladeny minimální požadavky na systém:

• Microsoft Windows XP, Windows Vista nebo Windows 7,

• Microsoft DirectX 9 nebo novější,

• 1.0 GHz procesor (je doporučeno alespoň 3.0 GHz pro záznamy z aplikace PowerPoint a
z kamery),

• 512 MB RAM, doporučeno alespoň 2.0 GB,

• 115 MB volného místa na pevném disku pro instalaci programu.

Program Camtasia Studio americké firmy TechSmith [1] je možné vyzkoušet po stáhnutí share-
warové verze nabízené na jejích webových stránkách.

2.1 Nahrávání
Před zahájením nahrávání činnosti na obrazovce je nutné zvolit oblast nahrávání. Volit můžeme
ze tří variant: celá obrazovka, okno aplikace nebo oblast vymezená přesnými rozměry. Kromě
záznamu vlastní činnosti na obrazovce můžeme nastavit souběžné nahrávání zvuku a sekun-
dárního video záznamu z externího zdroje, např. z webkamery (obr. 1). Po spuštění nahrávání
provádíme činnosti, které se na obrazovce zaznamenávají.

Obrázek 1: Camtasia Studio: okno pro volbu oblasti nahrávání

2.2 Editace nahrané činnosti
Po ukončení nahrávání se program přepne do editačního režimu, kde lze s naším projektem pro-
vádět následné úpravy. Kromě základních úprav videa, smazání, rozšíření nebo přidání části,
program nabízí dodatečné přidání nebo nahrazení aktuální zvukové stopy, přidání sekundár-
ního obrazového kanálu, tzv. PIP (Picture In Picture), rozšíření videa o značky, popisky nebo
titulky. V prostředí editace je k dispozici speciální funkce pro zaměření na detail, označovaná
jako SmartFocus. Pracovní oblast v režimu editace je zobrazena na obr. 2, detail seznamu úloh
na obr. 3, vpravo.
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Obrázek 2: Camtasia Studio: uživatelské prostředí v režimu editace záznamu

2.2.1 Úprava videa

V rámci editace projektu můžeme importovat další multimédia pro následné použití. Z nabí-
zených formátů lze zvolit obrázek, soubory se zvukem nebo s videem. Vlastní úpravu časo-
vého uspořádání provádíme na časové ose, kde celý projekt sestavujeme a kde aktivujeme nebo
deaktivujeme další mediální stopy. Zde lze také zkrátit, případně prodloužit, jednotlivé části
obrazového nebo zvukového záznamu. Pokud obrazový záznam rozdělíme, můžeme přidat pře-
chodový efekt mezi jednotlivé klipy videa.

2.2.2 Úprava zvukového záznamu

Rovněž editace zvukového záznamu probíhá na časové ose. Můžeme využít až tři audio stopy.
Jednotlivé stopy se zpracovávají samostatně, teprve ve výsledném videu jsou sloučeny. Kromě
přidání zvukové nahrávky na zvolenou stopu, můžeme stopu rozpojit a pracovat s každým zvu-
kovým klipem samostatně. Klipy lze vzájemně přesouvat nejen v rámci jedné stopy, ale také
mezi stopami ostatními. Samozřejmostí je možnost exportu zvolené stopy do formátu wav nebo
mp3.

V případě, že jsme při nahrávání nevyužili možnost záznamu prováděné činnosti společně
se zvukovým komentářem, program nabízí volbu namluvit náš komentář dodatečně.
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Pro opravdu kvalitní zvukový výstup můžeme naše audio záznamy zpracovat nabízenými
funkcemi. Na výběr máme funkce pro sjednocení úrovně hlasitosti, filtr pro odstranění sykavek
nebo pro odstranění praskání ze záznamu. Zajímavou funkcí je filtr pro odstranění zvuků při
klikání myší.

2.2.3 Používání efektů

Camtasia Studio nabízí velké množství doplňujících efektů k našemu surovému video záznamu.
Většinou jako úvod k našemu videu využijeme schopnosti vytvořit nadpisy ve zvoleném for-
mátování. Naproti tomu během přehrávání lze na požadovaná místa zobrazit popisky ve formě
rozličných šipek a obdélníků, upoutávající pozornost na konkrétní části obrazovky nebo popi-
sující prováděné činnosti, s možností vepsání formátovaného textu. Pokud pro výsledné video
zvolíme formát Flash, zvolené popisky fungují jako aktivní oblasti, tedy po kliknutí myší se
provede předem nastavená akce, např. spustí prohlížeč webových stránek s určenou adresou,
přeskočí se na označené místo ve výsledném videu nebo pozastaví, resp. spustí pozastavené
přehrávání videa.

Celý záznam můžeme doplnit o titulky a zpřístupnit tím výsledné video širšímu obecenstvu.
Omezením, dle našeho názoru nikterak závažným, je skutečnost, že titulky fungují jen u videa
produkovaného do formátu Flash. Student si potom u výsledného videa sám zvolí, zda titulky
chce zobrazit či nikoliv.

Zajímavou schopností je funkce označovaná SmartFocus. Tento proces nabízí uživateli, že
v celém nahraném záznamu program automaticky označí význačné pasáže a aktivuje funkci
inteligentního přibližování. V takto vybraných částech videa je dílčí část obrazovky zvětšena
do celé promítané plochy a umožňuje tím snadněji sledovat prováděnou činnost. Jakmile je ve
video záznamu zaměřen prostor mimo tuto zvětšenou oblast (např. přesun myši nebo aktivace
menu), je velikost zvětšené oblasti přizpůsobena a výřez vrácen na původní místo a velikost.

Uživateli je ponechána možnost všechny automaticky nalezené oblasti upravovat, měnit ve-
likost výřezů, posunovat jejich pozici, přidávat další oblasti pro zaměření či je odstraňovat a
ponechat tak příslušnou pasáž v původní podobě.

Další efekt umožňuje celý obraz v prezentaci naklánět. Tím se jednak výrazným způsobem
upoutá pozornost na právě probíhající činnost, a za druhé se uvolní část místa na obrazovce pro
případné doplňující popisky a ukazatele.

Funkce PIP (obraz v obraze) již byla zmíněna. Časová osa umožňuje přidat zvukovou a
obrazovou stopu pro externí audiovizuální zdroj. Nejčastěji této stopy bývá využito ve spojení
se záznamem z webkamery, ale můžeme tuto stopu využít na libovolný jiný záznam, který jsme
si importovali do knihovny médií v editačním režimu programu Camtasia. Při úpravě takové
stopy postupujeme analogicky jako se stopami ostatními.

Tento záznam lze také dohrát dodatečně v případě, že jsme spolu s upravovaným záznamem
tuto možnost nevyužili.

U současných programů pro editaci videa očekáváme schopnost navolit si požadovaný pře-
chod střihu mezi snímky jednotlivých klipů. Program Camtasia studio není výjimkou a nabízí
na výběr takovýchto přechodů velké množství.

Překvapivou funkcí tohoto programu je schopnost vytvářet kvízy a průzkumy. Program na-
bízí generování kvízů nejčastějšího typu: výběr z více možností (multiple choice), doplňování
hodnoty (fill in the blank) a doplnění krátké odpovědi (short answer). Poslední nabízený typ
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kvízu není započítáván do výsledného hodnocení kvízu. Výsledné hodnocení lze dále zpra-
covávat ve vlastním LMS, kam se importuje dle standardu SCORM. Zobrazení zpětné vazby
můžeme nastavit u každé odpovědi zvlášt’ nebo až hromadně na konci kvízu. Kvízy a průzkumy
je nutné produkovat ve výsledném video formátu Flash.

Obrázek 3: Camtasia Studio: vlevo: připravená nastavení pro produkci; vpravo: seznam úloh

2.3 Vytvoření videa
Po finálních úpravách zbývá ze zpracovaného záznamu vytvořit video. Výběr výstupního for-
mátu je široký, k dispozici jsou již přednastavené hodnoty pro produkci k různým účelům,
včetně CD, DVD produkce, HD videa, prezentace na webové stránky nebo pro přenosná za-
řízení (obr. 3, vlevo). V případě, že nám žádná volba nevyhovuje, nastavíme si výstupní for-
mát sami. Použijeme-li multimediální kontejner AVI, máme na výběr z již integrovaných video
kodeků, včetně optimalizovaného vlastního formátu společnosti TechSmith. Dále je nabízen
formát Flash video FLV, případně zapouzdření Flash videa do formátu SWF pro vystavení na
stránkách WWW. Pokud máme nainstalovanou podporu QuickTime firmy Apple, můžeme vy-
tvářet videa v kontejneru MOV nebo ve formátu iPod. Od společnosti Microsoft je k dispozici
formát WMV. Pravděpodobně pro kratší záznamy nebo záznamy s většinou statických záběrů
bude použitelný obrázkový formát animovaný GIF.
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2.4 Sdílení
V průběhu vytvoření finálního videa program nabízí volbu přímého nahrání výsledku na server
Screencast.com pod uživatelským účtem. Tento video portál nabízí věškeré možnosti běžného
vzdáleného úložiště dat. Videa nahraná na tento server můžeme dále sdílet s ostatními uživateli
internetu dle námi přidělených oprávnění, sami si prohlížet nebo jen uchovávat pro výhody
vyplývající ze vzdáleného video archivu.

Další volbou je nahrání výsledného videa pomocí protokolu FTP na vzdálený server v inter-
netu. Podporovány jsou režimy pasivní i aktivní, stejně tak přístup přes oprávněného uživatele
nebo pomocí anonymního účtu.

3 Závěr
Multimediální materiály umístěné na server je možné opětovně využívat, studenti si mohou
před výukou učební látku prostudovat, což ušetří čas během výuky a vyučující se může věnovat
probírané látce detailněji, či následně se studenti mohou k dané látce znovu vrátit a vše si znovu
oživit.

Multimediální podpory pro výuku vytváří podmínky pro intenzívnější vnímání učební látky
a také zapojují do celkového edukačního procesu další receptory, zejména zrakové a sluchové.
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Abstrakt:  Příspěvek podává přehled dostupných 3D programů dynamické geometrie 
a srovnává jejich vlastnosti z hlediska potřeb výuky středoškolské geometrie. Obsahuje 
ukázky řešení konkrétních stereometrických úloh v různých programech.  
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Úvod 

V posledních letech mohou učitelé matematiky základních či středních škol využívat 
při výuce stereometrie některý z programů dynamické geometrie 3D. Nabídka těchto 
programů je však menší, než je tomu u rovinného software. To je dáno jednak tím, že 
výukové geometrické programy 3D jsou vyvíjeny teprve v několika posledních letech, jednak 
je jejich tvorba náročnější.  

Počítačové programy dynamické geometrie 3D mají obdobné vlastnosti jako rovinné 
dynamické programy. Umožňují uživateli nejen rychle a přesně vytvářet prostorové objekty, 
ale především měnit volné prvky v již hotové konstrukci při zachování všech vazeb do té 
doby vytvořených geometrických objektů. Kromě této základní vlastnosti mají kvalitní 
programy k dispozici prostředky, které výrazně zvyšují jejich didaktický přínos k výuce 
geometrických témat. Zejména se jedná o nástroje zprostředkující stopy objektů, animace či 
vytváření množin bodů dané vlastnosti. Díky tomu přinášejí dynamické programy do 
vyučování geometrie kromě vizualizace geometrických objektů zejména nové metody práce. 
Konkrétně se jedná o metodu experimentování, kdy dynamické prostředí programu pomáhá 
žákům objevovat a formulovat hypotézy o vlastnostech a vztazích mezi geometrickými 
objekty a následně je také prověřovat. Současně tím dynamická geometrie podporuje 
konstruktivistický přístup k výuce geometrických témat. 

 
Přehled a charakteristika 3D programů 

Dostupné výukové programy 3D můžeme rozdělit do dvou základních skupin. Do 
první z nich patří komplexní programy, které svými programovacími prostředky pokrývají 
převážnou část učiva stereometrie a které mají k dispozici dynamické nástroje jako je Stopa či 
Animace. Druhá skupina dynamických 3D programů je tvořena specializovanými programy, 
zaměřenými na práci s tělesy, a to zejména na mnohostěny.    

Ke komplexním programů patří Cabri 3D [4] a Archimedes Geo3D [11]. U nás je 
rozšířen, především díky rovinné verzi Cabri II Plus, komerční software Cabri 3D. Na 
koncepci programu je patrné, že autoři vycházeli ze školského přístupu a snažili se 
respektovat potřeby školské stereometrie. Program nabízí jednoduché předdefinované 
konstrukce pro přímky, roviny i tělesa včetně základních metrických příkazů (vzdálenost 
a délka, velikost úhlu, povrch a objem tělesa). Uživatel zde může využívat příkaz pro řez 
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mnohostěnu rovinou, v případě řezu kužele program sestrojí pouze průsečnici roviny a pláště 
tělesa (obr. 1). Tento software má k dispozici nástroje pro stopu i pohyb bodu, neumožňuje 
však vytvářet makrokonstrukce, ani množiny bodů dané vlastnosti. Funkčnost některých 
příkazů působí uživateli občas drobné nepříjemnosti – např. obtížná identifikace vrcholů 
tělesa při jejich popisu, mazání všech objektů bez zachování základní roviny.  

           
        Obr. 1: Řez kuželové plochy rovinou v Cabri 3D        Obr. 2: Řez kuželové plochy v Archimedes Geo3D 

Program Archimedes Geo3D je distribuován ve verzi shareware, tj. může být 
bezplatně vyzkoušen, ale při jeho trvalém používání je třeba zaplatit registrační poplatek. 
Jedná se o německý program zveřejněný v roce 2006. Program získal v roce 2007 cenu 
německé vlády za vynikající výukový software. Obdobně jako v Cabri 3D i zde lze kreslit 
body, přímky, roviny a tělesa včetně jejich průniku (obr. 2). Kromě shodných zobrazeních 
v prostoru a volby zobrazení objektů v rovnoběžném či středovém promítání, jež jsou 
k dispozici také v Cabri 3D, nabízí tento program navíc i konstrukce některých kvadrik 
a osvětlení pracovní scény. Oproti Cabri 3D jsou zde k dispozici příkazy pro vytvoření 
množiny bodů dané vlastnosti a vytvořené konstrukce se dají ukládat jako makrokonstrukce. 
Program navíc umožňuje zadávat přímky, roviny, křivky a plochy pomocí jejich rovnic, což 
připomíná možnosti programu Geogebra. Z uvedeného je zřejmé, že Archimedes Geo3D má 
širší nabídku příkazů. Z pohledu běžného uživatele je však jeho ovládání méně intuitivní, 
práce v tomto prostředí je náročnější, než je tomu v Cabri 3D. 

Do první skupiny komplexních programů lze rovněž zařadit program PyGeo [10]. 
Program se z hlediska licence řadí ke svobodnému software, neboť programovací jazyk 
Python, ve kterém jsou geometrické objekty vytvářeny, je tzv. open source. PyGeo je určen 
pro vytváření dynamických geometrických konstrukcí v rovině a v prostoru, grafické 
prostředí připomíná Cabri 3D (obr. 3, obrázek je převzat z webových stránek programu). 
Z hlediska školského využití je však značnou nevýhodou skutečnost, že jednotlivé 
geometrické konstrukce uživatel nejdříve programuje v jazyce Python a následně je zobrazí.  

Kromě výše uvedeného software existují i další 3D programy, které se zaměřují jen na 
některé téma středoškolské stereometrie. Převážně se jedná o programy určené pro 
modelování těles, řezy těles, případně i pro řešení metrických úloh na tělesech. Tyto 
programy však nemívají nástroje Stopa či Množina bodů. K takovým geometrickým 
programům patří maďarský software Euler 3D [5], který je zdarma, ale je doporučena 
registrace. Tělesa zde lze nejen vytvářet, ale i rozkládat na části (obr. 4, obrázek je převzat 
z webu programu) a konstruovat průniky s dalšími mnohostěny. Kromě konstrukce těles je 
program vybaven rovněž zobrazeními v prostoru a možností animovat vytvořené rysy. I když 
je k dispozici anglické a slovenské menu programu, je ovládání programu Euler 3D 
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v porovnání s Cabri 3D složitější, jednotlivé konstrukce nevycházejí přímo ze školského 
přístupu. Uživatel zadává souřadnice vrcholů tělesa, zobrazené vrcholy pak spojuje hranami a 
pomocí vrcholů definuje stěny tělesa. Vytvořené rysy lze exportovat na web, rysy jsou 
podporovány dalšími grafickými programy.   

                         

       Obr. 3: Řez kuželové plochy rovinou v PyGeo                     Obr. 4: Rozklad tělesa v programu Euler 3D           

K dalším programům specializovaným na práci s mnohostěny patří holandský 
Doorzien [6]. Jedná se o volně dostupný Java aplet, který slouží k zobrazování některých 
těles, jejich řezů a sítí (obr. 5 a 6); uživatel vybírá tělesa z nabídky v programu. S apletem lze 
pracovat v režimu online, či si jej stáhnout do počítače. Výhodou je, že uživatel může řez 
konstruovat jednak sám, jednak použít příkaz pro řez tělesa rovinou. I když jsou příkazy 
v holandštině, je ovládání programu relativně intuitivní, takže učitel i žáci se s ním mohou 
naučit pracovat během krátké doby. 

              
                Obr. 5: Řez jehlanu v Doorzien                                                  Obr. 6: Síť tělesa v Doorzien 

Poněkud odlišným pojetím se vyznačuje nekomerční program Geometria [7], který je 
vyvíjen od roku 2000 a je šířen jako svobodný software. Program je totiž zaměřen na 
vytváření a řešení interaktivních cvičení z tématického celku tělesa. Učitel v programu vytvoří 
zadání problému včetně jeho řešení. Žák potom řeší zadaný problém, jeho řešení je 
zaznamenáno a učitel si ho může později prohlédnout. V závěru žákova řešení se porovná 
výsledek s vzorovým řešením učitele a žák se tak dozví, zda problém správně vyřešil (obr. 7, 
viz tutorial programu Geometria). V programu lze konstruovat pouze konvexní mnohostěny 
a jejich řezy, otáčet je a využívat metrické nástroje. Tyto nástroje však fungují jen na povrchu 
těles. Program je vybaven menším počtem příkazů než Cabri 3D, a proto je jeho využití 
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omezené. Grafika programu působí na uživatele spíše dojmem 2D software. Možný 
didaktický přínos programu pro výuku stereometrie spočívá v jeho zaměření na vytváření 
interaktivních cvičení.  

         

       Obr. 7: Interaktivní cvičení v programu Geometria              Obr. 8: Kopule z mnohoúhelníků v Poly Pro 

I další kanadský software Poly Pro [8] patří ke specializovaným programům a je určen 
pro práci se speciálními mnohostěny (obr. 8, viz webové stránky programu). Je distribuován 
ve verzi shareware. Umožňuje vytvářet různá tělesa, včetně Platónských a Archimédovských, 
a manipulovat s nimi. Pomocí programu lze zobrazená tělesa zkoumat z hlediska počtu jejich 
vrcholů, stěn či hran [3]. Uživatel má možnost exportovat vytvořené rysy na webové stránky, 
či do dalších programů. 

Komerční britský program Yenka 3D Shapes [12] je opět určen pro práci s tělesy 
a jejich sítěmi (obr. 9, viz výukové video programu). Program nabízí knihovnu 2D a 3D 
objektů, ze kterých uživatel vytváří složitější objekty, včetně jejich sítí, a řeší některé 
metrické úlohy jako je určení objemu, povrchu tělesa. Grafické prostředí programu je zdařilé, 
pro domácí využití je software zdarma. 

             
                Obr. 9: Síť válce v Yenka 3D Shapes                           Obr. 10: Řez jehlanu v Dynamické geometrii 

Kromě zahraničních 3D programů nalezne zájemce na internetu nabídku na zakoupení 
českého programu Dynamická geometrie v prostoru [9]. Software nabízí zobrazování bodů, 
přímek, rovin a těles (hranolů a jehlanů) včetně jejich řezů, dále i metrické příkazy pro 
určování vzdáleností a odchylek. Určitou nevýhodou z pohledu výuky je skutečnost, že 
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zadávání bodů na hranách tělesa není jednoduché, takže sestrojení řezu vlastními silami je 
poměrně náročnou záležitostí. Grafické prostředí programu navíc spíše připomíná 2D 
programy (obr. 10), pro zobrazení prostorových objektů je použita axonometrie. 

Uvedený přehled dynamických 3D programů není jistě vyčerpávající, obsahuje však 
nejvíce rozšířené programy. Vzhledem k rychlosti, s jakou se mění svět výpočetní techniky, 
můžeme předpokládat, že postupem doby se objeví další geometrické 3D programy, jiné 
naopak zaniknou. 
 
Vlastnosti 3D programů z hlediska potřeb výuky stereometrie 

Pokud se učitel rozhodne ve svých hodinách stereometrie využívat počítačový 
software, může si vybrat z relativně široké nabídky 3D dynamických programů. Geometrické 
programy, používané ve středoškolské výuce, by měly splňovat základní vlastnosti jak 
z hlediska vzdělávacího obsahu a metod školské geometrie, tak z hlediska uživatele (tj. učitele 
i žáka), včetně kvalitních technických vlastností. Na základě několikaletých zkušeností 
s používáním různých geometrických dynamických programů ve výuce budoucích učitelů 
matematiky k těmto základním vlastnostem podle mého názoru patří: 

• respektování učiva školské geometrie (příkazy a možnosti programu by měly 
vycházet ze školských potřeb tak, aby se program dal využívat v různých partiích 
stereometrie – např. při řešení polohových i metrických úloh, při syntetickém 
i analytickém přístupu ke geometrickým problémům), 

• respektování metod používaných ve školské geometrii (koncepce  
předdefinovaných konstrukcí by měla vycházet ze školského přístupu, tj. žáci by 
při používání programu měli při řešení úloh postupovat obdobným způsobem jako 
při klasickém způsobu výuky),  

• zařazení nástrojů podporujících rozvoj prostorové představivosti 
a konstruktivistické přístupy ve vyučování geometrie (např. změna úhlu pohledu na 
zobrazené objekty, stopa daného geometrického objektu, vytvoření množiny bodů 
dané vlastnosti, animace apod.), 

• jednoduché a intuitivní ovládání včetně případné možnosti omezení používání 
některých příkazů z výukových důvodů (např. nepovolení příkazu Průsečík 
v okamžiku, kdy se žáci teprve učí sestrojit průsečík přímky a tělesa), 

• kvalitní grafické zpracování (různé barvy a druhy čar pro rozlišení objektů, 
možnost skrývání pomocných objektů, možnost předefinování objektu, změna 
měřítka), 

• publikování dynamických rysů na webových stránkách (program by měl 
umožňovat export rysů na webové stránky, aby učitel mohl vytvářet pro své žáky 
výukové webové materiály), 

• kvalitní technické parametry (jednoduchá instalace, funkčnost). 
 
Dynamický geometrický software přináší do školské stereometrie řadu pozitivních 

prvků. K těm nejdůležitějším patří zvýšení názornosti výuky včetně zájmu studentů 
o probíranou látku a možnost zařazení heuristických metod do syntetické geometrie. 
Programy 3D však nenahradí zkušenosti, které žáci získají při práci s reálnými modely těles. 
Je proto třeba, aby etapě virtuálních manipulací s 3D objekty předcházela práce s reálnými 
modely.  
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I když programy dynamické geometrie představují mocný nástroj pro odhalování 
vlastností a vazeb mezi geometrickými objekty, nejmocnějším nástrojem zůstává vaše vlastní 
představivost. ([1], s. 53) 

Závěr 
Komplexních programů dynamické 3D geometrie, které jsou orientovány na 

středoškolskou stereometrii, existuje v současné době jen velmi málo. Pro výuku lze 
doporučit software Cabri 3D a Archimedes Geo3D. První z nich je velmi dobře vybaven pro 
potřeby výuky zejména syntetické stereometrie a celkově svou koncepcí odpovídá potřebám 
středoškolské výuky. Druhý uvedený program pak nabízí navíc dynamické nástroje pro 
konstrukci množiny bodů dané vlastnosti a pro tvorbu makrokonstrukcí, nemá však českou 
lokalizaci. Oba programy v podstatě splňují výše uvedené požadavky na kvalitní výukový 
software. 

Většina 3D programů, které jsou označovány jako interaktivní či dynamické, je 
převážně zaměřena na práci s tělesy, často jen s mnohostěny, a nenabízí uživateli heuristické 
dynamické nástroje známé z rovinného software jako je Množina či Stopa. Z programů, které 
patří do této kategorie a které jsou určeny pro volné využití, lze doporučit holandský Java 
aplet Doorzien. 
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Abstrakt: V tomto článku je popsána série čtyř vyučovacích hodin, v nichž se žáci 6. roč-
níku poprvé seznámili s programem GeoGebra, a to prostřednictvím úloh týkajících se
kružnice vepsané a opsané trojúhelníku. Je předložen a okomentován pracovní list s grado-
vanou sérií úloh týkajících se dané problematiky a uvedeny některé zkušenosti, které jsme
při výuce získaly.

Klíčová slova: Geogebra, kružnice opsaná a vepsaná trojúhelníku, obtíže začátečníků,
úvod do ovládání programu

Úvod
Programy dynamické geometrie Cabri či její freewarové varianty Geogebra a Geonext

zřejmě není třeba blíže představovat. Na internetu existuje velké množství zdrojů, které
se těmito programy zabývají a navrhují i jejich konkrétní využití ve výuce matematiky.2

V tomto článku se budeme věnovat jedné konkrétní výukové situaci, a sice využití programu
GeoGebra ve výuce ve dvou třídách šestého ročníku jedné základní školy v Praze. Ve třídě
6.A vyučovala první z autorek, ve třídě 6.B druhá z autorek.

Každý učitel, který je nadšen možnostmi programů dynamické geometrie, stojí před
problémem, jak jejich využití začlenit do běžné výuky, když „je tak málo časuÿ. „Jak
rychle se děti naučí pracovat s programem a nebudu se tím příliš zdržovat?ÿ „Jak jim
práci usnadnit?ÿ „Jak zabránit tomu, aby se nevěnovalo více pozornosti obsluze programu
než matematice?ÿ

Již při rozhodování, kdy vlastně Geogebru3 využít, jsme dospěly k přesvědčení, že tak
učiníme v okamžiku, kdy bude pravděpodobné, že využití počítače přinese nezanedbatelnou
„přidanou hodnotuÿ oproti klasické výuce. Odmítly jsme myšlenku, že by se děti postupně
učily program používat na nějakých jednoduchých úlohách, pro něž ani počítač není nutný.
K optimismu ohledně doby potřebné pro alespoň základní zvládnutí programu nás vedla
zkušenost, kterou jsme získaly během hodin matematiky v počítačové místnosti, kdy jsme
využívaly např. online applety. Děti neměly téměř žádné technické problémy a ochotně
samostatně experimentovaly, pokud si nebyly jisté, co se od nich žádá.

1Příspěvek byl zpracován v rámci projektu GAUK 4309/2009/A-PP/PedF.
2Nikde jsme však nenašly zpracováno, jakým způsobem do programu žáky co nejúčinněji zasvětit tak,

aby to nebylo příliš časově náročné.
3V naší škole nebyl zakoupen program Cabri, musely jsme se tedy poohlédnout po freewarové variantě.
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Dobrá příležitost, kdy se dalo s úspěchem využít GeoGebry, se naskytla, když jsme
v matematice dospěly ke kružnici opsané a vepsané trojúhelníku.4 Podařilo se nám také
zařídit, že obě třídy strávily tzv. Den s GeoGebrou na fakultě, kde pracovaly s notebooko-
vou učebnou. Pro práci jsme tedy měly celkem čtyři po sobě jdoucí vyučovací hodiny.

Příprava souboru úloh

Rozhodly jsme se, že připravíme soubor gradovaných, na sebe navazujících úloh, které
budou děti řešit víceméně samostatně. Tak jsme doufaly docílit diferencovaného přístupu a
umožnit žákům postupovat vlastním tempem. Jak uvádí Vaníček, „organizace hodiny [v níž
je využit software] klade zcela jiné nároky na učitele, který má větší možnost věnovat se
tomu, kdo pomoc potřebuje, ale omezenou možnost vést třídu jako celek.ÿ [3] Již dříve
jsme udělaly zkušenost, že frontální způsob práce je při použití počítačů nepříliš vhodný.
Žáci jsou často nepozorní a netrpěliví, protože práce na počítači je pro ně velmi motivující
a společná práce je „zdržujeÿ.5

Den s GeoGebrou začal poměrně krátkým seznámením s programem. Po něm následo-
valy tři úkoly, jejichž řešení se prezentovala frontálně, a nakonec došlo na vlastní gradova-
nou sérii úloh. Každý žák6 si vyzvedl část pracovního listu, vyřešil uvedené úkoly a nechal
si je od nás zkontrolovat. Poté dostal další sadu úkolů. Tím jsme chtěly zabránit, aby si
žáci nevybírali jen některé úlohy, nebo se naopak nesnažili zvládnout všechny i za cenu, že
některé odbydou.

Otázkou bylo, jak zajistit, aby žáci získali i nějaký hmatatelný výsledek, s nímž by mohli
následně pracovat doma. Ideální, avšak neproveditelné, bylo, aby si každý mohl výsledek
práce vytisknout a odnést. Nakonec jsme se rozhodly doplnit většinu úkolů výzvou, aby
žáci překreslili (nebo přerýsovali) určité obrazce do pracovních listů, které si následně vlepí
do sešitu.

Na začátku práce s GeoGebrou žáci uměli v prostředí čistého papíru konstruovat osu
úhlu a osu úsečky, věděli, co je těžnice a co výška trojúhelníka.

První fáze: Seznámení s programem GeoGebra

Žákům jsme pomocí projekce na dataprojektoru ukázaly, jak se program GeoGebra
spustí, a pak jsme demonstrovaly, jak se provedou některé základní konstrukce: bod, úsečka,
přímka, trojúhelník (jako mnohoúhelník), kolmice, rovnoběžka, střed. Žáci si měli vše po-
stupně zkoušet na svých počítačích. Dále jsme ukázaly, jak se pomocí pravého tlačítka
myši zobrazí popis objektu, jak se vždy vrátit do základního režimu pomocí ukazovátka,
jak se pohybuje objekty a jak se objekty ruší. Věřily jsme, že další funkce programu děti po-
stupně objeví samy, jak je budou potřebovat při řešení úkolů. Aby se žáci nemuseli zdržovat
označováním objektů, nechaly jsme zapnutou funkci jejich automatického pojmenovávání.

4Tato látka je podle školního vzdělávacího programu naší školy zařazena již do 6. ročníku.
5Proto jsme často závěrečné shrnutí výsledků dosažených na počítači dělaly až následující hodinu

v běžné třídě.
6Někteří žáci pracovali samostatně, jiní, vzhledem k počtu počítačů, ve dvojicích.
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Druhá fáze: Jednoduché úkoly s frontální prezentací

Úkol A: Narýsujte na obrazovce domeček se zahrádkou.

Úkol B: Udělejte úsečku AB a narýsujte její osu. Ověřte pomocí nabídky Úhel, že
úsečka svírá s osou pravý úhel, a pomocí nabídky Vzdálenost, že osa úsečku půlí.

Komentář: Teprve když žáci provedli tuto konstrukci, k níž potřebovali nabídku Průse-
čík útvarů, stejným způsobem jako na papíře, jsme je upozornily na nabídku Osa úsečky,
kterou měli nadále používat. Účelem bylo, aby si uvědomili, že program nevytváří kon-
strukce nahodile, ale podle předem daného algoritmu, který sami znají. Nabídka programu
pak pro ně slouží jako zkratka.

Úkol C: Narýsujte libovolný úhel a jeho osu.

Komentář: Podobně jako u úkolu B žáci nejprve zkonstruovali úhel7 a jeho osu postu-
pem, který znali z prostředí čistého papíru (viz obr. 1), a teprve pak se seznámili s nabídkou
programu Osa úhlu.

Překvapivé pro žáky bylo, když jim program vykreslil osy úhlů dvě (obr. 2). Následovala
krátká diskuse, proč to tak je – přitom jsme ukázaly, jak se dá osa vnějších úhlů skrýt.

Obr. 1 Obr. 2

Prezentací výsledků úloh A–C v podstatě skončila frontální výuka. Žáci dále pracovali
individuálně nebo ve dvojicích a my jsme poskytovaly zpětnou vazbu, případně rady.

7Vesměs neoznačili, který ze dvou možných úhlů vlastně zamýšleli (tedy co je vnitřek a co vnějšek
úhlu), to bylo zřejmé z následné konstrukce osy.
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Třetí fáze: Pracovní list8

Úkol 1: Vytvořte trojúhelník a změřte jeho vnitřní úhly (nabídka Úhel). (Velikost úhlů
se objeví v desetinných číslech, ne ve stupních a minutách.) Pohybujte jedním z vrcholů
trojúhelníka tak, aby vznikl tupoúhlý trojúhelník. Trojúhelník sem načrtněte a napište,
jak velké jsou jeho úhly.

Úkol 2: V trojúhelníku z předchozího úkolu změřte i strany (nabídka Vzdálenost).
Pohybujte jedním z vrcholů, až vytvoříte nějaký rovnoramenný trojúhelník. Trojúhelník
sem načrtněte a popište ho velikostí jeho stran i úhlů.

Úkol 3: Vytvořte libovolný pravoúhlý trojúhelník. Popište sem konstrukci co nejpo-
drobněji. (Trojúhelník je v Geogebře správně sestrojen, pokud se jeho tvar nezmění, když
pohneme nějakým jeho vrcholem!)
Nechte si svou práci zkontrolovat a dostanete další sadu úkolů.

Komentář: Cílem první trojice úloh bylo, aby si žáci uvědomili dynamické možnosti
programu a aby přemýšleli nad různými druhy trojúhelníků. Třetí úloha je měla upozornit
na to, že co se na obrazovce jeví jako pravoúhlý trojúhelník, nemusí pravoúhlý trojúhelník
skutečně být. O tom jsme se lehce přesvědčily při kontrole. Hodně žáků bylo ochotno pro-
hlásit za pravoúhlý trojúhelník i takový, který se pravoúhlému „hodně blížilÿ (viz obr. 3).
Jde o vliv klasického rýsování, kde to také „nejde udělat úplně přesněÿ, a určitá míra
nepřesnosti se tedy toleruje.

Obr. 3

Úkol 4: Narýsujte libovolný ostroúhlý trojúhelník (pomocí nabídky Mnohoúhelník).
Pomocí nabídky Úhel změřte velikosti jeho úhlů. Sestrojte všechny tři jeho výšky. Vý-

8Žáci měli na pracovním listu vynechaná místa, aby mohli načrtnout obrázky. Pokyny psané kurzívou
označují místa, kdy si žáci nechávali svou práci zkontrolovat a dostávali další sérii úkolů.
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sledný obrázek sem načrtněte (nezapomeňte vyznačit, kde je pravý úhel, i velikosti úhlů
v trojúhelníku).

Úkol 5: V předchozím úkolu jste narýsovali všechny tři výšky, a pokud jste to udělali
správně, protnuly se v jednom bodě. Pokud jste skutečně narýsovali ostroúhlý trojúhelník,
byl tento bod uvnitř trojúhelníka. Najděte trojúhelník, pro který je tento bod (tedy průsečík
výšek) ve vrcholu trojúhelníka (nápověda: pohybujte vrcholy trojúhelníka, aby se měnil
jeho tvar). Trojúhelník sem načrtněte a napište i velikosti jeho úhlů.

Můžeme něco říci o všech trojúhelnících, pro které je průsečík výšek v nějakém vrcholu
trojúhelníka?

Úkol 6: Stejný úkol jako předchozí, ale tentokrát hledáte takový trojúhelník, pro který
se průsečík výšek ocitne mimo trojúhelník, vně trojúhelníka. Opět sem takový trojúhelník
načrtněte a popište velikostmi jeho úhly.

Můžeme něco říci o všech trojúhelnících, pro které je průsečík výšek mimo trojúhelník?

Nechte si práci zkontrolovat a dostanete další sadu úkolů.

Komentář: Cílem další trojice úkolů již bylo, aby žáci začali samostatně objevovat, jak
ovlivňuje tvar trojúhelníka polohu průsečíku výšek. Žáci své poznatky formulovali písemně,
zatím značně nedokonale.

Úkol 7: V obrázku vymažte výšky a vše ostatní nechte (tedy máte na obrazovce troj-
úhelník s vyznačenými velikostmi úhlů). Nejdříve z něj pomocí posunutí vrcholů udělejte
opět ostroúhlý trojúhelník. Pak do něj narýsujte všechny tři těžnice.

Pokud jste rýsovali dobře, všechny tři těžnice se protnuly v jednom bodě, který je uvnitř
trojúhelníka. Vytvořte ten bod pomocí průsečíku přímek (tj. použijte volbu Průsečíky
objektů). Průsečík tří těžnic se označí písmenkem; tomuto průsečíku budeme říkat těžiště
trojúhelníka.

Změřte vzdálenost těžiště od vrcholů trojúhelníka i od středů stran. Napište sem ony
vzdálenosti pro každou ze tří těžnic.

Nevidíte nějaké pravidlo? Pokud ne, zkuste pohybovat vrcholy trojúhelníka tak, aby
vzdálenost těžiště od nějakého středu strany trojúhelníka byla 1. Nevidíte něco teď?

Úkol 8: Existuje trojúhelník, pro který platí, že je těžiště na straně trojúhelníka nebo
mimo něj? Pokud ano, načrtněte ho sem a popište velikostmi jeho úhlů.

Nechte si práci zkontrolovat a dostanete další sadu úkolů.

Komentář: Úkol 7 byl značně obtížný, problém dělalo porozumění poměrně dlouhému
textu. Proto jsme žáky, kteří byli s prací pomalejší, vyzvaly, aby tento úkol zatím vynechali
a pokračovali další sadou. Přesto na to, v jakém poměru dělí těžiště těžnice, několik žáků
přišlo, když uposlechli rady a vytvořili trojúhelník, kde vzdálenost těžiště od středu strany
byla 1 (obr. 4). Pro jiné žáky byla situace nepřehledná, protože obrázek obsahoval příliš
mnoho informací. Příště by bylo lepší, kdyby v obrázku nebyly alespoň velikosti úhlů.
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Obr. 4

Úkol 9: V trojúhelníku z předchozího úkolu vymažte těžnice. Zůstane vám jen ost-
roúhlý trojúhelník s vyznačenými velikostmi vnitřních úhlů. Narýsujte osy všech tří stran
(pomocí nabídky Osa úsečky). Pokud jste rýsovali správně, protnuly se vám všechny tři osy
stran v jednom bodě a ten je uvnitř trojúhelníka. Pomocí volby Průsečík objektů tento bod
označte (jedná se o průsečík os stran). Situaci, kterou máte na obrazovce, sem načrtněte.

Úkol 10: Najděte trojúhelník, pro který se průsečík os stran ocitne na některé straně
trojúhelníka. Takový trojúhelník sem načrtněte a popište velikostí jeho úhlů. Načrtněte
osy stran a jejich průsečík.

Můžeme něco říci o všech takových trojúhelnících, pro které je průsečík os stran na
straně trojúhelníka?

Úkol 11: Najděte trojúhelník, pro který se průsečík os stran ocitne mimo trojúhelník.
Takový trojúhelník sem načrtněte a popište velikostí jeho úhlů. Načrtněte i osy stran a jejich
průsečík.

Můžeme něco říci o všech takových trojúhelnících, pro které je průsečík os stran mimo
trojúhelník?

Nechte si práci zkontrolovat a dostanete další sadu úkolů.

Komentář: Překvapilo nás, že někteří žáci měli problém s pochopením slova „osÿ ve
spojení „os stranÿ. Neviděli, že jde o tvar slova osy.

Úkol 12: Narýsujte kružnici se středem v průsečíku os stran z předchozího úkolu,
která prochází některým z vrcholů trojúhelníka (pomocí nabídky Kružnice daná středem
a bodem). Co pozorujete? Načrtněte celý obrázek sem.
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Pohybujte nějakým vrcholem trojúhelníka a pozorujte, co se děje s kružnicí.

Dojděte si pro odpověď a pro další úkol.

Odpověď: Jedná se o kružnici opsanou trojúhelníku. Její střed je v průsečíku os stran
a prochází všemi třemi vrcholy trojúhelníka. Ať měníme tvar trojúhelníka jakkoli, jeho
vrcholy stále leží na této kružnici.

Komentář: Odpověď jsme záměrně žákům dávaly na zvláštních lístečcích, které si na-
lepili do sešitu pod záznam z vlastního experimentování, aby měli viditelné shrnutí své
práce.

Úkol 13: V trojúhelníku z předchozího úkolu vymažte kružnici i osy stran. Narýsujte
osy všech tří vnitřních úhlů trojúhelníka (pomocí nabídky Osa úhlu). Pokud jste rýsovali
správně, protnuly se vám všechny tři osy úhlů v jednom bodě. Pomocí volby Průsečík
objektů tento bod označte (jedná se o průsečík os úhlů). Situaci, kterou máte na obrazovce,
sem načrtněte.

Úkol 14: Průsečíkem os úhlů z předchozího úkolu veďte kolmici na některou ze stran
trojúhelníka. Pomocí volby Průsečík objektů najděte průsečík této kolmice a oné strany.
Počítač vám tento bod označí.

Narýsujte kružnici se středem v průsečíku os úhlů z předchozího úkolu, která prochází
průsečíkem kolmice z tohoto bodu a strany trojúhelníka (pomocí nabídky Kružnice daná
středem a bodem). Co pozorujete? Načrtněte celý obrázek sem.

Pohybujte nějakým vrcholem trojúhelníka a pozorujte, co se děje s kružnicí.

Dojděte si pro odpověď.

Odpověď: Jedná se o kružnici vepsanou trojúhelníku. Její střed je v průsečíku os úhlů
a dotýká se všech stran trojúhelníka. Ať měníme tvar trojúhelníka jakkoli, jedná se stále
o kružnici vepsanou.

Komentář: U úkolu 14 se nejvíce projevila chyba začátečníků (viz níže), kdy žáci nepro-
vedli konstrukci správně, a tak se jim figura při pohybu trojúhelníka rozpadla. Na obr. 5 je
vidět na první pohled korektně zkonstruovanou kružnici vepsanou trojúhelníku. Z obr. 6 je
však patrné, že žák nenašel bod E jako průsečík kolmice na stranu procházející průsečíkem
os úhlů (na obrázku je vyčárkovaná) a strany, ale volně jej umístil na stranu trojúhelníka.
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Obr. 5 Obr. 6

Celou práci jsme již na fakultě nestihly shrnout. To jsme udělaly následující den v běžné
hodině matematiky, kdy jsme také zkontrolovaly pracovní listy a společně se žáky dali
dohromady zápis o tom, co objevili, do sešitu.

Diskuse

Zhodnoťme nyní výše uvedenou praktickou zkušenost.
Ukázalo se, že téma kružnice vepsané a opsané trojúhelníku bylo zvoleno dobře. Vý-

hoda použití počítače oproti klasickému rýsování byla nesporná. Mohly bychom o něm
říci to, co Vaníček uvádí o tématu shodná zobrazení, a sice, že v něm získávání poznatků
tradičním způsobem pomocí zdlouhavého rýsování tužkou na papíře „zdržuje a zastiňuje
vlastní učeníÿ a že jej „lze zrychlit a rozšířit o experimenty s dynamikou, bez počítače
realizovatelné pouze jako myšlenkové a řadě žáků tak nepřístupnéÿ.[3] Dynamické měnění
figur hraje zcela zásadní úlohu při pochopení, jak se např. mění poloha průsečíku výšek
v závislosti na tvaru trojúhelníku, apod. V jazyce teorie generických modelů [1] můžeme
říci, že žáci získávají velké množství izolovaných modelů, které vedou k pozdější abstraktní
znalosti.

V této souvislosti Kutzler přirovnává učení se matematice ke stavění domu o několika
patrech, přičemž počítač může sloužit jako lešení. [2] V našem případě pomoc počítače
spočívá v tom, že na žákův příkaz vyřeší jednotlivé dílčí kroky a tím mu umožní koncent-
rovat myšlení pouze na vyšší úroveň – při rýsování na počítači se žák soustředí na postup
konstrukce, na výsledný produkt, který má určité matematické vlastnosti, a ne na tech-
nické zvládnutí konstrukce a její přesnost (která je pro některé z nich velmi obtížná, ne-li
nemožná).

Co se týče zvládnutí programu žáky, bylo překvapivě bezproblémové. Žáci byli schopni
po našem stručném úvodu samostatně v programu pracovat; experimentovali s neznámými
nabídkami, hledali vlastní postupy. Je zřejmé, že se přitom nevyhnuli začátečnickým chy-
bám, které popisuje např. Vaníček [3]. Příkladem byla situace na obr. 5 a 6, kde se figura
kružnice vepsané trojúhelníku zcela rozpadla kvůli nesprávné konstrukci. Příčinou tohoto
jevu je, že žáci si „nedokáží představit možnou dynamiku figury nebo ji vůbec neberou
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v úvahuÿ [3]. Pro ně existuje v dané chvíli jen konkrétní figura, konkrétní trojúhelník,
který mají narýsovaný na obrazovce, a objekty vnímají tak, jak se na pohled jeví. Ostatně,
všechna jejich dosavadní zkušenost s rýsováním v prostředí čistého papíru je v tomto oče-
kávání utvrzuje.

Při kontrole figur, které žáci vytvářeli, jsme se snažily na konkrétních příkladech ukázat
rozdíl mezi volným objektem, objektem ukotveným na dalším objektu a vázanými objekty,
což je, jak známo, pro začátečníka základním kamenem úrazu ([3]).

Konečně zmiňme ještě, jak se osvědčila naše metoda předkládání úkolů žákům na jed-
notlivých oddělených kartičkách, postupně, jak je řešili. Nespornou výhodou bylo, že náš
přístup byl do značné míry individualizován. Mohly jsme okamžitě reagovat, pokud byl
některý žák pozadu, a vybrat mu takový úkol, který byl pro něj v dané době zvládnutelný
(žáci tedy mohli některé úlohy vynechat). Rychlejší žáci nebyli zdržováni pro ně nedůle-
žitým vysvětlováním. Jen malá část žáků vypracovala všechny úkoly a na druhé straně
bylo několik žáků, kteří se potýkali s několika málo úkoly celou dobu výuky. Většina žáků
vyřešila asi tři čtvrtiny úkolů.

Nevýhodou našeho přístupu bylo, že úkoly někdy obsahovaly větší množství textu, pro-
tože jsme se snažily vysvětlit vše, co by mohli žáci při jejich řešení potřebovat.9 Žáci sice
byli na tento způsob zvyklí, protože při každé práci na počítači dostali kromě adres, kde
se např. nacházejí výukové applety, také pokyny, jak s nimi pracovat. Nicméně i tentokrát
se do značné míry projevila jejich malá schopnost (nebo v řadě případů spíše nechuť) po-
rozumět psanému testu. Někteří žáci se raději ptali, co mají dělat, než aby dočetli pokyny.
V tom jsme je však nepodporovaly, neboť se domníváme, že i v matematice bychom měli
pěstovat čtenářskou gramotnost. Problémy, které žáci měli, pramenily tedy spíše z nepo-
rozumění psanému textu než z nepochopení, jak se pracuje v GeoGebře.

Závěr

Cílem článku bylo na konkrétním příkladu ukázat jednu z možností, jak lze žáky 6. roč-
níku, začátečníky, efektivně uvést do prostředí dynamické geometrie. Program GeoGebra
se učili ovládat, zatímco řešili úlohy, které patří do jejich učebního plánu a pro jejichž ře-
šení je výhodnost použití softwaru nesporná. Domníváme se, že u daného tématu vepsané
a opsané kružnice trojúhelníku se podařilo danou časovou jednotku využít efektivně. Moti-
vačně byla práce na počítači pro děti velmi silná. Zatímco k rýsování na papíře má většina
z nich bohužel odpor,10 alternativní přístup k rýsování „na obrazovceÿ je motivoval k tomu,
aby nad daným matematickým tématem přemýšleli a aby ho zkoumali.

Konečně je třeba zdůraznit, že v následných hodinách žáci pracovali klasicky, tj. rýsovali
na papír. I v dalším ročníku, pokud se probírá geometrické téma, se snažíme oba přístupy
vhodně kombinovat. Pokud je použití počítače přínosné, pracujeme v GeoGebře. Jinak děti
rýsují na papír.

9Přerušování práce žáků a frontální vysvětlování, co mají dělat u každého úkolu, nám nepřipadalo
vhodné.
10který se projevil ihned na začátku 6. ročníku
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Abstrakt: Příspěvek představuje projekt Fondu rozvoje vysokých škol, jehož cílem je 
vytvořit sbírku zkouškových příkladů z deskriptivní geometrie v elektronické podobě. 
Příklady budou vytvořeny v programu OtherCAD  a spolu se stručným matematickým 
zápisem postupu konstrukce vloženy do programu Zoner Context.  Cílem projektu je sestavit 
ucelenou sbírku výhradně zkouškových příkladů (řešených i neřešených), tak aby se studenti 
mohli přesvědčit, zda jsou jejich znalosti dostatečné na to, aby byli sami schopni příklad 
narýsovat. 
 
Klíčová slova: sbírka  příkladů, deskriptivní geometrie, kótované promítání, Mongeovo 
promítání, axonometrie, šroubovice, šroubové plochy, zborcené plochy, středové promítání, 
lineární perspektiva, OtherCAD, Zoner Context. 
 

1. Představení projektu 
 
Příspěvek představuje projekt Fondu rozvoje vysokých škol, F6 558/2009 – 

„Multimediální sbírka zkouškových příkladů z deskriptivní geometrie“, jehož cílem je vytvořit 
sbírku zkouškových příkladů z deskriptivní geometrie v elektronické podobě. Sbírka obsahuje  
příklady, jež svou náročností odpovídají zkouškovým příkladům z tohoto předmětu. Umožní 
studentům procházet krok za krokem jednotlivé konstrukce, vracet se v konstrukci, 
zobrazovat detaily jednotlivých částí příkladů a pomocné konstrukce také skrývat. 

 

2. Konkrétní výstupy 
 
Výsledkem projektu bude volně dostupná sbírka přibližně 70 příkladů, uveřejněná 

v komprimované podobě na stránkách Ústavu matematiky a deskriptivní geometrie Fakulty 
stavební Vysokého učení technického v Brně (http://math.fce.vutbr.cz/). 

Sbírka je rozdělena do šesti kapitol, které zahrnují stěžejní část látky probírané v předmětu 
Deskriptivní geometrie pro obory všeobecného stavitelství, architektura pozemních staveb a 
obor geodézie a kartografie. Tři kapitoly zahrnou základní promítání probíraná v tomto kurzu 
- Mongeovo promítání, kolmou axonometrii, středové promítání a lineární perspektivu. Další 
dvě kapitoly jsou věnovány plochám - šroubovým a zborceným. Poslední kapitola obsahuje 
příklady z kótovaného promítání a je určena pouze pro studenty oboru geodézie.  
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Obr.  1: Sbírka zkouškových příkladů z deskriptivní geometrie 

 
 

 
Obr.  2: Sbírka zkouškových příkladů z deskriptivní geometrie 
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Obr. 3: Sbírka zkouškových příkladů z deskriptivní geometrie 

 
 

 
Obr. 4: Sbírka zkouškových příkladů z deskriptivní geometrie 
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Každá kapitola obsahuje především řešené příklady, je však doplněna i o soubor příkladů 
neřešených. V závěru sbírky je uvedeno několik písemných prací použitých v minulých letech 
u zkoušky.  

Příklady jsou vytvořeny v programu OtherCAD, který pomocí nadstavby nazvané 
Slideshow ukazuje postup rýsování. Jednotlivé konstrukce jsou uloženy do vrstev a za pomocí 
Slideshow rozbaleny v novém okně. Konstrukce přibývají postupně od zadání k výsledku, 
každá nová konstrukce se barevně odliší, všechny předcházející kroky mají stejnou barvu. 
V příkladě je možné pohybovat se libovolně vpřed i vzad po jednotlivých krocích. Detaily je 
možné podle potřeby zvětšit. Přebytečné konstrukce lze bez problému skrývat. Každou 
konstrukci lze doplnit o krátký text, umožňující lepší pochopení daného kroku. 

 

 
Obr. 5: OtherCAD s nadstavbou Slideshow 

 
Příklady vytvořené v programu OtherCAD byly spolu se stručným matematickým 

zápisem postupu konstrukce vloženy do programu Zoner Context. Tento systém je univerzální 
a výkonný autorský nástroj pro elektronické publikování. Má poměrně velmi dobře vyřešeno 
zpracovávání textu a jeho vlastní fulltextová technologie zvládne jakkoliv obsáhlé publikace. 

 

3. Cílová skupina projektu 
 
Cílovou skupinou projektu jsou studenti 1. ročníku oborů stavitelství a stavební 

inženýrství, dále pak oboru geodézie a kartografie a architektura pozemních staveb. Jelikož je 
v těchto oborech náplň předmětu z části odlišná, bude tato sbírka obsahovat sjednocení 
tématických celků všech tří oborů.  
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Tím, že bude sbírka volně dostupná na internetu, bude k dispozici i studentům jiných 
oborů a škol, kteří studují deskriptivní geometrii v rámci svých oborů. 

 

4. Důvody vzniku projektu  
 
Stěžejním učebním textem je pro naše studenty CD Deskriptivní geometrie pro I. ročník 

kombinovaného studia, primárně určené pro kombinované studium. Toto elektronické 
skriptum obsahuje hlavně teorii a základní konstrukce. Od doby, kdy bylo CD vytvořeno, 
došlo v osnovách k dalším změnám. Je zapotřebí na tyto změny reagovat a vytvořit aktuální 
ucelenou sbírku příkladů, která bude tyto změny zahrnovat.  

 

 
Obr. 6: OtherCAD s nadstavbou Slideshow 

 
V současné době je studentům k dispozici několik učebních textů a sbírek příkladů 

v elektronické podobě. Většinu z nich je možné stáhnout z internetových stránek ústavu Ma-
DG. Tyto sbírky z větší části obsahují jednodušší příklady na procvičení dané látky, případně 
příklady, které jsou považovány za jakousi nadstavbu probírané látky. Všechny tyto studijní 
opory umožňují studentům úspěšné zvládnutí náročného předmětu, kterým deskriptivní 
geometrie bezesporu je.  

Deskriptivní geometrie je jedním z nejtěžších předmětu na stavební fakultě. Na ostatních 
fakultách jiných vysokých škol bude situace jistě obdobná. Studenti nastoupí na fakultu 
z různých typů středních škol a je pro ně náročné začít studovat předmět založený téměř 
výhradně na prostorové představivosti; mnohdy se setkávají s deskriptivní geometrií poprvé a 
přednášky, cvičení a skripta pro ně nejsou, i vzhledem k obsáhlosti látky, dostačující studijní 
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oporou. Ve vyrýsovaných příkladech ve skriptech jsou často kvůli přehlednosti potlačeny 
nebo úplně vynechány dílčí konstrukce.  

Cílem projektu je sestavit ucelenou sbírku výhradně zkouškových příkladů, tak aby se 
studenti mohli přesvědčit, zda jsou jejich znalosti dostatečné na to, aby byli sami schopni 
příklad narýsovat.  

Příklady budou doplněny krátkým matematickým zápisem konstrukce. Účelem projektu 
není studentům zdůvodňovat jednotlivé fáze konstrukce, vysvětlovat proč v daném kroku 
použijí daný postup apod. Naopak, ve chvíli, kdy studenti začnou tuto sbírku používat, by 
měli být schopni si taková zdůvodnění podat sami. V příkladech si pak jen ověří, zda umí 
základní postupy použít při řešení složitějších úloh. Neméně důležitým cílem je i sjednotit 
náročnost příkladů jednotlivých přednášejících. 

Často se stává, že studenti, a to hlavně ti, kteří předmět opakují, vyhledávají vyučující, 
u nichž předpokládají snazší získání zkoušky. Tato snaha bývá velice často založena na 
subjektivním vnímání vyučujícího. U toho učitele, který se po celý semestr ke studentům 
nechová příliš laskavě, se jaksi automaticky předpokládá, že jeho písemky budou velmi těžké. 
A naopak, u hodného a usměvavého učitele, si ani nedokážeme představit, že by mohl dát ke 
zkoušce náročnější příklady. Oba dva tyto předpoklady bývají téměř vždy mylné a budeme-li 
chtít, aby studenti nepreferovali první nebo druhý typ učitele, musí sami vědět, že požadavky 
na ně kladené budou u všech přednášejících stejné. 
 

 
Obr.  7: OtherCAD s nadstavbou Slideshow 

 
Celý projekt je směřován k tomu, aby si studenti mohli sami prorýsovat větší množství 

příkladů, které byly v minulých letech použity u zkoušky, případně takové příklady, které 
svou náročností odpovídají příkladům u zkoušek a v mírně modifikované formě mohou být 
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v dalších letech u zkoušky použity. Ve chvíli, kdy student prorýsuje většinu příkladů, by měl 
být schopen bez potíží složit zkoušku.  

 

5. Způsob řešení 
 
Postup řešení projektu byl rozdělen do tří fází: 
 V první fázi byly shromážděny příklady od jednotlivých přednášejících, a to takové, které 

byly použity u zkoušek v minulých letech a které byly vyučující ochotni poskytnout. Další 
část sbírky tvoří typické příklady, které svou náročností a obsahem vyhovují zkouškovým 
příkladům, tedy takové příklady, které se často, s malými obměnami, vyskytují u zkoušek.  

 Druhou, časově nejnáročnější fází bylo kreslení příkladů a popis konstrukce. Nakreslené 
obrázky a texty byly stylisticky sjednoceny a na závěr vloženy do programu Zoner 
Context. 

 V poslední fázi, tj. na konci roku 2009 bude sbírka uveřejněna na internetu. 
 

6. Souvislost s dalšími projekty 
 

Projekt navazuje na úspěšně dokončený grant Podpora realizace nové struktury a 
modulární skladby studijních programů VUT v Brně.  

V rámci tohoto grantu již vzniklo několik učebních pomůcek. Většina těchto textů je jako 
CD-ROM v komprimované verzi volně dostupná na internetu na stránce 
http://math.fce.vutbr.cz/vyuka/.  
 

 
Obr. 8: http://math.fce.vutbr.cz/vyuka/ 
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Učitelé deskriptivní geometrie byli rovněž zapojeni do projektu evropského sociálního 

fondu Modernizace výuky na fakultě stavební VUT v Brně v rámci bakalářských a 
magisterských studijních programů. V rámci tohoto projektu vznikla sbírka zahrnující 
základní geometrické konstrukce, opakování geometrie ze střední školy a nejjednodušší 
příklady z promítání.  
 

 
Obr. 9: http://math.fce.vutbr.cz/esf/ 

 
Na tento projekt bychom rádi navázali příští rok dalším projektem FRVŠ Elektronická 

sbírka příkladů z deskriptivní geometrie pro obor architektura pozemních staveb. V letech 
2010 až 2013 by měl na naší fakultě rovněž probíhat projekt Inovace studijních programů 
Geodézie a kartografie, v jehož rámci dojde i k inovaci předmětu Deskriptivní geometrie. 
 

7. Použité technologie 
 

7.1. OtherCAD 
 

Rozfázované konstrukce jsou narýsovány v programu OtherCAD firmy ALPRO, s.r.o. a 
na CD je použita jeho minimální verze doplněná o Slideshow od Petra Slepičky. 

Systémy OtherCAD umožňují práci s vektorovou i rastrovou grafikou a jsou určeny i pro 
rozsáhlé aplikace. Jedná se o modulární grafický systém, který neklade příliš velké nároky na 
počítač ani na kapacitu disku. K základnímu systému lze doplnit velké množství profesních 
knihoven a nadstaveb. 
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Obr. 10: OtherCAD 

 
 

 
Obr. 11: Zoner CONTEXT 
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7.2. Zoner CONTEXT 
 

Jako celkové prostředí je opět zvolen Zoner CONTEXT firmy ECON info, s.r.o., který 
umožňuje tvorbu multimediálních CD-ROMů. Tento systém je univerzální a výkonný 
autorský nástroj pro elektronické publikování. Má velmi dobře vyřešeno zpracovávání textu a 
jeho vlastní fulltextová technologie zvládne jakkoliv obsáhlé publikace. 

 

8. Realizační tým 
 

 Jana Bulantová 

 Květoslava Prudilová 

 Josef Roušar 

 Jan Šafařík 

 Lucie Zrůstová 
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Abstrakt: Rámcové vzdělávací programy umožňují školám implementovat ve svých školních 
vzdělávacích programech také výuku vybraných předmětů v cizím jazyce. Článek seznamuje 
čtenáře s možností využití Java apletů, které jsou v českém i cizím jazyce volně přístupné 
na internetu, v hodinách matematiky. Využití apletů prezentujících vybranou matematickou 
učební látku může sloužit jako první krok k implementaci metody CLIL ve výuce 
matematiky. 

Klíčová slova: CLIL, Java aplet, výuka matematiky 

Úvod 

V současné době se na základních, středních a vysokých školách na celém světě rychle rozvíjí 
výuka nejazykových předmětů v cizím jazyce. Tento typ výuky je obvykle označován jako 
Content and Language Integrated Learning (zkráceně CLIL). V roce 2003 schválila Evropská 
unie dokument pod názvem Podpora jazykového vzdělávání a lingvistické rozmanitosti: 
Akční plán 2004–2006 (Promoting Language Learning and Linquistic Diversity: An Action 
Plan 2004–2006) jako součást strategie, jejímž cílem je pro všechny obyvatele EU do roku 
2010 dosáhnout – kromě mateřštiny – aktivního osvojení dvou cizích jazyků. Součástí 
„Akčního plánu“ Evropské unie je i myšlenka integrace obsahového a jazykového vzdělávání. 
Díky pečlivě připravenému vzdělávacímu programu se žáci učí vybranému předmětu 
prostřednictvím cizího jazyka. 

Také v České republice došlo v posledních letech k výrazným změnám učebních osnov, kdy 
se začaly uplatňovat na základních školách a nižším stupni víceletých gymnázií školní 
vzdělávací programy (ŠVP) navazující na rámcové vzdělávací programy (dále jen RVP). Tyto 
vzdělávací programy nabízejí školám možnost pojmout výuku stávajících vzdělávacích 
předmětů alternativní formou, zvolit ve vzdělávacím procesu netradiční učební metody nebo 
se určitým způsobem profilovat. V rámci ŠVP je možné uplatňovat mimo jiné také výuku 
metodou CLIL. 

Přínos CLIL 

Podle (Langé, 2001) přináší výuka metodou CLIL následující výhody: 
• díky expozici zajímavějšího a autentického obsahu jsou žáci více motivovaní 

v procesu učení, 
• díky interaktivní a kooperativní podstatě výuky CLIL se u žáků rozvíjí sebedůvěra, 

sebeúcta, buduje se jejich nezávislost a organizační schopnosti, 
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• díky zvýšenému počtu kontaktu s cílovým jazykem je žákům umožněno významně 
prohloubit znalosti cílového jazyka a dosáhnout jejich vysoké jazykové zdatnosti. 

Jazykové kompetence učitelů 

Problémem v úspěšné implementaci výuky metodou CLIL na většině škol je nedostatek 
kvalitních učitelů a obava ze zavádění této výuky v praxi. Tato obava je zapříčiněna několika 
faktory. Jednak je to neznalost problematiky CLIL ze strany učitelů, kteří by se rádi výuce 
matematiky v cizím (cílovém) jazyce věnovali. Dále je to obava, že jejich znalost daného 
cílového jazyka je pro výuku metodou CLIL nedostatečná a v neposlední řadě je to 
i skutečnost, že učitelé neví, jakým způsobem danou výuku pojmout a jakým způsobem ji do 
klasické výuky začlenit. Obavy týkající se jazykové kompetence učitelů matematiky byly 
formulovány na základě provedené ankety, která proběhla na začátku tohoto roku mezi učiteli 
matematiky na základních a středních školách. 
Provedená anketa ukázala následující: 

• 22 % učitelů na základních školách a 28 % učitelů středních škol si myslí, že jejich 
obecná znalost cílového jazyka je dostatečná pro výuku matematiky metodou CLIL; 

• 16 % učitelů na základních školách a 26 % učitelů středních škol si myslí, že jejich 
znalost matematické terminologie v cílovém jazyce je dostatečná pro výuku metodou 
CLIL; 

• pouze 6 % učitelů na základních školách a 28 % učitelů středních škol si myslí, že 
znalost cílového jazyka jejich žáků a studentů je dostatečná k tomu, aby se mohli učit 
metodou CLIL; 

• 16 % učitelů na základních školách a 30 % učitelů středních škol by bylo ochotno 
učit matematiku metodou CLIL, skoro polovina z nich (42 %) si myslí, že jejich 
znalost cílového jazyka je pro tuto metodu výuky dostatečná. 

Výsledky provedené ankety ukazují, že zájem učitelů o výuku matematiky metodu CLIL není 
tak velký, a že jazykové kompetence většiny učitelů také nejsou podle jejich názoru 
dostatečné. Přesto by byla určitě škoda, aby tento nedostatek ve znalosti cílového jazyka 
bránil učitelům, kteří by měli o takovou metodu výuky zájem, v implementaci metody CLIL 
v jejich hodinách matematiky. 

Java aplety 

Na internetu je možné najít nespočet materiálů pro výuku matematiky v cizích jazycích. Jedná 
se o materiály prezentující matematická témata vyučovaná na všech stupních škol spolu 
s nejrůznějšími pracovními listy, sbírek příkladů a interaktivních aplikací. Mezi interaktivní 
aplikace patří i nejrůznější aplety, prezentující dynamickým způsobem vybrané matematické 
vlastnosti. 

Výhodou těchto apletů z hlediska problematiky CLIL je skutečnost, že jsou již zpracovány 
v cílovém jazyce. Další výhodou interaktivní prezentace je vysoká pravděpodobnost, že 
aktivní práce s aplety dokáže většinu žáků zaujmout. Pokud žáci nebo studenti pracují 
s danými aplety samostatně nebo ve dvojicích u počítače, pro učitele není potřeba ve velké 
míře aktivně používat daný cílový jazyk. Proto by se využití těchto apletů ve výuce 
matematiky mohlo stát prvním krokem k pozvolnému zavedení výuky matematiky v cílovém 
jazyce metodou CLIL u učitelů, kteří mají obavy, že by nebyli schopni dané téma prezentovat 
svým žákům nebo studentům běžnou formou výuky u tabule nebo při skupinové práci. 
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Jelikož se také učitelé často obávají, že jejich žáci nebo studenti nemají dostatečné znalosti 
cílového jazyka potřebné pro výuku matematiky metodou CLIL, vhodné využití těchto apletů 
při domácí přípravě může sloužit jako prostředek k seznámení se s danou matematickou 
terminologií. Pokud žáci nebo studenti určitým výrazům nerozumí, přepnutím se do českého 
prostředí si snadno zjistí, co dané výrazy nebo instrukce znamenají. Tato aktivita může být 
pojmuta jako forma domácího úkolu. 

Další využití těchto apletů je možné při přípravě budoucích učitelů matematiky, kteří se 
zajímají o problematiku CLIL. Tyto aplety slouží jako cenné zdroje při přípravě materiálů 
v cílovém jazyce pro jejich budoucí působení ve škole a slouží také jako efektivní nástroj 
k osvojení si odborné terminologie v cílovém jazyce, což vede k jejich profesnímu růstu. 
Práce s aplety shledávají budoucí učitelé matematiky z Pedagogické fakulty Jihočeské 
univerzity jako zajímavé a inspirativní. Aplety jsou využity při přípravě materiálů pro 
prezentaci zvoleného tématu v anglickém jazyce před svými kolegy v rámci předmětu 
zaměřeného na CLIL v matematice.  

Konkrétní příklad  

Jako příklad lze uvést následující Java aplety, které jsou volně přístupné na internetové adrese 
http://www.walter-fendt.de/m14d. Tyto aplety jsou přeloženy do 12 světových jazyků 
(angličtiny, němčiny, francouzštiny, řečtiny atd.), včetně češtiny. 

 

 
Obr. 1: Úvodní strana matematických Java apletů 

 
Uvedený zdroj nabízí učitelům matematiky interaktivní aplety zaměřené na prezentaci a 
procvičení následujících matematických témat: 

• aritmetika, 
• základní algebra, 

220



• planimetrie, 
• stereometrie, 
• goniometrické funkce, 
• vektorová algebra, analytická geometrie, 
• matematická analýza, 
• komplexní čísla, 
• pravděpodobnost. 

Jedná se o témata, která se vyučují na základních, středních i vysokých školách. U každého 
z témat má učitel k dispozici zpracovanou odbornou matematickou terminologii v uvedených 
jazycích, která může sloužit jako cenný zdroj pro další využití v hodinách matematiky.  

Matematická terminologie byla zpracována ve spolupráci s učiteli matematiky, kteří jsou 
rodilými mluvčími daného cílového jazyka. To svým způsobem garantuje odborný překlad 
a věcně i jazykově správné užití dané matematické terminologie, což je ve výuce metodou 
CLIL klíčové. Výhodou těchto apletů je i fakt, že nevykazují „rušivé“ prvky, se kterými se 
často můžeme setkat při používání originálních učebnic, které uvádí např. Novotná, Moarová, 
Hofmannová (2003) a mezi které patří například používání kulturně specifické každodenní 
slovní zásoby, jež je žákům v České republice neznámá apod. 

Závěr 

Tyto aplety a další materiály, pokud jsou vhodně začleněné do hodin matematiky, mohou 
dobře posloužit jako jedna z efektivních strategií, jak otevřít cestu k postupnému zavádění 
výkladu vybraného matematického učiva v cílovém jazyce – implementaci metody CLIL. Ta 
se může odehrávat formou různých několika minutových aktivit nebo postupně vedením 
celých hodin v cílovém jazyce. Výuka metodou CLIL může být vhodným a smysluplným 
zpestřením hodin matematiky, vede ke smysluplnému užití a nezáměrnému osvojení cílového 
jazyka žáky a studenty. Co se týče budoucích učitelů matematiky, vhodné využití těchto 
apletů a jiných internetových zdrojů jim může pomoci vylepšit své schopnosti prezentovat 
matematiku správně nejen v mateřském ale i v cizím jazyce, což se na trhu práce v současné 
době hodně cení. 
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Abstrakt:  
Genetické algoritmy jsou optimalizační metody založené na populacích jedinců, kteří se 
postupem evoluce vylepšují. Každý  jedinec reprezentuje jedno řešení v optimalizační úloze. 
Tento příspěvek popisuje originální implementaci jednoduchého genetického algoritmu a jeho 
modifikací v systému Mathematica. V závěru naznačuje nové principy pro reprezentaci a 
reprodukci jedinců. 
 
Klí čová slova: Genetické algoritmy, optimalizace, Mathematica 
 

Úvod 
Mnoho teoretických úloh i úloh z reálného světa vede na řešení úlohy optimalizace. 
Optimalizace je obecně proces úpravy stávajícího řešení  problému za účelem zlepšení jeho 
vlastností. Při optimalizaci zkoušíme různé varianty řešení a znalostí, kterých během toho 
nabýváme, se snažíme využívat tak, abychom postupně získávali stále lepší a lepší řešení [3]. 
Můžeme také říci, že matematická úloha optimalizace je snahou o nalezení takových hodnot 
proměnných, pro které daná cílová či účelová funkce nabývá minimální nebo maximální 
hodnoty. Nalezení obecného řešení takového problému může být nesnadné například v 
případě, že má funkce příliš mnoho extrémů nebo má další obtížné vlastnosti. 
Optimalizační metoda je nástroj, který pomůže extrém nalézt. Místo a hodnota extrému 
funkce, kterou vyhodnotí optimalizační metoda, je jen určitým přiblížením ke skutečnému 
extrému. Kde leží skutečný extrém, lze prohlásit jen při analytickém nalezení extrému 
matematicky zadané funkce. Přesnost, se kterou metoda lokalizuje extrém, je však většinou 
dostatečná. 
Druhů optimalizačních metod i metod samotných je nespočet. V posledních letech se pro 
hledání globálního extrému takových funkci používají stochastické algoritmy, zejména 
algoritmy inspirované přírodními procesy [1, 2, 3, 7].  
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Klasické genetické algoritmy 
Genetické algoritmy jsou stochastické iterační vyhledávací metody, které napodobuji 
přirozenou biologickou evoluci. 
Genetických algoritmů existuje značné množství, všechny však vznikly úpravami (někdy 
ovšem poměrně zásadními) a vylepšením původního, tzv. standardního genetického algoritmu 
(SGA). 
 
SGA [2, 7, 11] pracují na populaci s konstantním počtem jedinců (potenciálních řešení) a 
aplikují na ni principy přežití nejlepších jedinců k produkci lepších a lepších aproximací 
řešení. 
Jedinec je u standardních genetických algoritmů reprezentován řetězcem 0 a 1(genotypem), 
který je ekvivalentem informací uložených v chromozomech jednotlivých organismů. Pomocí 
tohoto řetězce je zakódováno místo v daném prohledávaném prostoru. Vlastností každého 
jedince je jeho hodnota tzv. fitness funkce. Její velikost nám dává při porovnání s ostatními 
jedinci kriterium kvality řetězce. Její hodnotou může být např. při optimalizaci hodnota 
funkce v bodě, který kóduje daný jedinec. 
Každá nová generace vznikne z předchozí za použití genetických operátorů, reprodukce 
(výběru), křížení a mutace. 
Hlavní síla genetického algoritmu je v tom, že prohledává více bodů prostoru řešení najednou 
(celou populaci). Z toho vyplývá hlavně jeho odolnost proti uváznutí v nějakém lokálním 
extrému. Genetický algoritmus je tak schopen pracovat bez zvláštních požadavků na 
prohledávaný prostor (např. jeho spojitost) a umí na rozdíl od jiných metod nalézt dobré 
řešeni i když je prohledávaný prostor složitý. 
 

Implementace 
Vybrané klasické genetické techniky jsem originálně implementovala v systému 
Mathematica. Tyto techniky budou sloužit jako východisko pro vytváření a testování nových 
principů.  

Mathematica 
Mathematica je komplexní systém, který obsahuje stovky funkcí pro vykonávání různých 
úkolů ve vědě, matematice a inženýrství včetně výpočtů, programování, analýzy dat, 
strukturování znalostí a vizualizaci informací. 
Mathematica má rozsáhlý soubor nástrojů, které umožňují rychle a přirozeně přeložit 
formulace problému do programu. Silnou stránkou tohoto systému je vlastní programovací 
jazyk na bázi jazyků umělé inteligence. Více o tomto systému můžete nalézt v 
[8,13,14,16,17]. 

Reprezentace 
Základem standardního genetického algoritmu je reprezentace pomocí chromozomů fixní 
délky. Pro kódování chromozomů je v mnou implementovaném modulu na výběr binární kód 
nebo Grayův kód. 
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Selekce 
Součástí jednoho kroku algoritmu jsou operace selekce jedinců ze stávající populace do 
následující. Selekce, stejně jako v Darwinově přirozeném výběru, zajišťuje výběr jedinců do 
další generace s ohledem na jejich kvalitu. 
Základní implementované selekční principy, které jsou v modulu na výběr, jsou ruletové kolo 
a turnajová selekce.  
 

� Ruletová selekce – implementace 
Předpokládá se ohodnocení i-tého jedince reálným číslem fi  a pro populaci o N jedincích se 
generuje N-krát náhodné číslo r z intervalu <0,1). Jedinec se stává rodičem následující 
generace, pokud platí: 
 

r œ X
⁄ j=1

i-1 f j

⁄ j=1
N f j

,
⁄ j=1

i f j

⁄ j=1
N f j

)
 

 
 
� Turnajová selekce – implementace 

Implementace této selekce je jednoduchá. Při turnajové selekci jsou náhodně vybráni dva 
jedinci a jedinec s lepším ohodnocením je vybrán pro reprodukci. Mohli bychom uvažovat i o 
turnaji, kde se utká více jedinců, ale to by přinášelo příliš rychlou konvergenci. 

Genetické operátory 
� Křížení 

K vytvoření potomků využívám základní jednobodové křížení. Náhodně je vybrán pár jedinců 
a náhodně zvolena pozice v jejich řetězci. Oba řetězce se v tomto bodě rozdělí a vznikají nové 
dva řetězce, kdy každý potomek dostane část od obou rodičů. Jednobodové křížení jsem 
implementovala obecně. Lze tedy nastavit k bodů pro křížení a použít tak k-bodové křížení. 
Další implementovanou verzí křížení je uniformní. 
 

� Mutace 
Na křížením vytvořené jedince je implementován genetický operátor mutace. V klasickém 
algoritmu má jednoduchou podobu. S velmi malou pravděpodobností mění náhodně hodnotu 
jednotlivých bitů. Pravděpodobnost mutace lze uživatelsky nastavit. Obvyklé nastavení se 
pohybuje v rozmezí od 0,1%  do 5%  [5, 10, 11]. 

Vytvo ření nové populace 
Pro vytvoření nové populace jsem v modulu implementovala princip založený opět na 
klasickém genetickém algoritmu, proto nechává předchozí populaci zcela vymřít a nahradí ji 
jejími potomky. Aby nedocházelo ke ztrátě velmi nadějných jedinců, je zde použít princip 
elitismu. Tato strategie vybere mezi všemi jedinci jednoho nebo několik nejlepších (dle 
nastavení), kteří beze změny přejdou do nové populace.  
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Praktická implementace 
V systému Mathematica jsem výše uvedený principy implementovala do dvou modulů, které 
lze připojit ke kterémukoli notebooku vytvářeného v tomto prostředí.  
 
<< GA.m  
První modul obsahuje samotný genetický algoritmus – hlavní programovou smyčku a 
pomocné funkce. 
 
<< genetic-operatory.m 
Druhý modul obsahuje všechny genetické operátory, které byly popsány. 
 
Po připojení těchto modulů musíme nastavit několik důležitých parametrů a formulovat 
řešenou úlohu pomocí fitness funkce: 
 
Fitness[{x_,y_},min]:=x 2+y 2-10*(Cos[2* π*x]+Cos[2* π*y]) 
Například v tomto případě hledáme bod, ve kterém nabývá uvedená funkce svého globálního 
minima.  
 
Promenne={{x,-100,100,24},{y,-100,100,24}};  
V tomto vstupu definujeme požadavky na prohledávaný prostor a přesnost výsledku. Máme-li 
dvě proměnné v d=2, bude tento vektor obsahovat dva podvektory. Podvektor obsahuje název 
proměnné a další dvě hodnoty uvádějí rozsah prohledávaného prostoru. Poslední parametr 
uvádí délku binárního řetězce. Čím zadáme větší řetězec, tím lze zakódovat více čísel 
v zadaném rozsahu a dostaneme tak přesnější výsledek. Čím přesnější požadujeme výsledek, 
tím ale bude i náročnější pro genetický algoritmus nalézt uspokojivé řešení. Počet dimenzí 
funkce můžeme libovolně přidávat. 
 
Dále inicializujeme počáteční populaci, která je generována náhodně v závislosti na 
zvolených parametrech. 
 
Poté stačí nastavit ukončovací podmínku, která udává, kolik populací bude vytvořeno a 
kolikrát tedy proběhne smyčka genetického algoritmu. Při potvrzení tohoto příkazu dochází 
k spuštění celého procesu. 
 
galgorithm[100]; 
 

Testování genetických algoritm ů 
Tyto klasické genetické techniky pro optimalizaci nyní v systému Mathematica testuji podle 
standardních metodik a výsledky budu porovnávat s testy nových principů.  
K testování stochastických algoritmu pro globální optimalizaci se užívá celá řada funkcí, u 
kterých je známé správné řešení (globální minimum, resp. maximum). Příklady těchto funkcí 
lze nalézt např. v [1, 15]. 
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Rastriginova funkce 
Typická funkce pro testování je například tzv. Rastriginova funkce: 
 

f  HxL =‚
i=1

d

xi - 10*‚
i=1

d

cos H2p xi L
 

 
Globální minimum této funkce je x= (0,0,..0), f(x) = -10d, prohledávaný prostor je stanoven 
na -100§  xi § 100, i=1,...,n. Graf funkce pro d = 2 na intervalu  -5 §  xi §  5, i=1,...,n je na 
obrázku 1.  
 
 
 

 
Obrázek 1: Rastriginova funkce pro d=2 

 
 

V testech jsou nejčastěji užívány dimenze d=2, d=10. 
 
Při aplikaci genetického modulu vytvořeného v systému Mathematica na tento příklad, 
dostaneme v prvním kroku algoritmu náhodně rozmístěnou populaci sta jedinců. Protože je 
použit binární vektor, jehož délka závisí na požadované přesnosti, zvolila jsem přesnost na pět 
desetinných míst. Pro výběr individuí jsem použila turnajovou selekci. Dále byly aplikovány 
genetické operátory - jednobodové a uniformní křížení. Pravděpodobnost křížení jsem 
nastavila na p=0,9 a pravděpodobnost mutace na p=0,01. Optimalizační smyčka je omezena 
na 100 generací. 
 
Chování algoritmu při jednom testovacím běhu, je vidět na obrázku 2, kde lze porovnat 
nejlépe hodnoceného jedince v každé generaci a průměrné ohodnocení celé populace.  
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Obrázek 2: Grafické znázornění běhu algoritmu při hledání globálního minima funkce f(x1,x2) 

 
V tomto případě bylo řešení nalezeno v 68. populaci.  
{{0.×10 -5 ,0.×10 -5 ,-20.00000}} 
 
 
Na obrázku 3 je populace, která odpovídá sté generaci. Je vidět konvergence celé populace 
(černé body) ke globálnímu minimu (graf pro přehlednost natočen).  
 
 
 
 

 
Obrázek 3: Graf funkce se stou populací  

 
 
Při mnohonásobném opakování chodu algoritmu byly výsledky velmi podobné. 
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Globální optimalizace v systému Mathematica - Rastr iginova funkce 
Pro porovnání jsem tuto testovací funkci zkusila řešit i metodami, které jsou v systému 
Mathematica standardně k dispozici pro globální optimalizaci. 
 
 

1. V prvním případě jsem nechala volbu metody čistě na systému: 
 

NMinimizeAx2 + y2 − 10∗HCos@2∗ π∗ xD+ Cos@2∗ π ∗ yDL, 8x, y<E 
8−18.0101 , 8x → 0.994959 , y → 0.994959 << 
 
Z řešení je patrné, že se k minimu přiblížíme, ale výsledek je stále vzdálený od skutečného 
extrému.  
 

2. Dále jsem zkusila najít minimum pomocí simulovaného žíhání: 
 

NMinimizeAx2 + y2 − 10∗HCos@2∗ π∗ xD+ Cos@2∗ π ∗ yDL, 8x, y<, Method → "SimulatedAnnealing"E 
9−19.005, 9x → −0.994959, y → 5.04871 × 10−29== 
 
Řešení je o něco lepší, ale stále horší než jsme nalezli genetickým algoritmem. 

 
3. Další metodou je Nelder-Meadova metoda, známá jako simplexová metoda: 
 

NMinimizeAx2 + y2 − 10∗HCos@2∗ π∗ xD+ Cos@2∗ π ∗ yDL, 8x, y<, Method → "NelderMead"E 
8−18.0101 , 8x → 0.994959 , y → 0.994959 << 
 
Podle řešení lze usoudit, že toto byla metoda, kterou si Mathematica zvolila sama v prvním 
bodě. 

 
4. Další metoda je náhodné prohledávání: 
 

NMinimizeAx2 + y2 − 10∗HCos@2∗ π∗ xD+ Cos@2∗ π ∗ yDL, 8x, y<, Method → "RandomSearch"E 
9−20., 9x → −8.23143 ×10−10 , y → −1.56821 ×10−9== 
 
Zde už jsme se řešení dočkali. 
 

5. Poslední možná metoda je diferenciální evoluce. Zde tedy Mathematica využívá také 
evoluční metody a to v té nejjednodušší podobě. V této metodě nejsou použity žádné 
genetické operátory ani mutace. Vždy je z populace vybrán náhodně jeden jedinec. K němu je 
náhodně vygenerováno nové řešení. Pokud nové řešení je lepší než vybraný jedinec, 
postupuje do nové generace. Jinak je do nové populace zařazen původní jedinec. 
 
NMinimizeAx2 + y2 − 10∗HCos@2∗ π∗ xD+ Cos@2∗ π ∗ yDL, 8x, y<, Method → "DifferentialEvolution"E 
9−20., 9x → −1.53657 ×10−20 , y → 8.27181 ×10−24== 
 
I zde jsme řešení dostali. 
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V tomto případě neměl implementovaný genetický algoritmus žádné problémy s nalezením 
řešení ani při velkém počtu testovacích pokusů. Metody standardně implementované 
v systému Mathematica si už tak dobře nevedly, ale i v tomto případě bychom při volbě 
vhodné metody řešení dostali. Při použití obtížnějších testovacích funkcí si Mathematica ale 
už tak dobře nevedla. 

Schwefelova funkce 
Tím případem je i Schwefelova funkce. Její testování přineslo překvapivé výsledky. 

f  HxL = ‚
i=1

d

- Bxi * sin J Abs@ xiD NF
 

 
Globální minimum této funkce je f(x*) = -418.9829d, xi = 420.9685, i = 1 ,...,n, prohledávaný 
prostor je stanoven na -512 §  xi §  511, i=1,...,n.  
 
 

 
 

Obrázek 4: Schwefelova funkce pro d=2  s počáteční populací 
 
 
Graf funkce pro d = 2 je na obrázku 4. Černé body reprezentují náhodně rozmístěnou populaci 
sta jedinců v prvním kroku algoritmu. 
Parametry genetického algoritmu byly nastaveny stejně jako v předešlém případě.  
Výsledek běhu programu můžeme vidět graficky na obrázku 5 (graf pro přehlednost natočen). 
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Obrázek 5: Obrázek 6: Graf funkce se stou populací  

 
V tomto případě bylo řešení nalezeno už v 58 populaci. 
{{420.9685,420.9685,-837.9658}} 

Globální optimalizace v systému Mathematica -  Schwefelova funkce 
Pro porovnání jsem tuto testovací funkci opět zkusila řešit metodami systému Mathematica. 
Ani po použití všech výše uvedených metod jsem nedostala ani přibližné řešení. Všechny 
metody našly pouze lokální extrém, který se ani vzdáleně neblížil skutečnému. 
Zde je vidět nejlepší dosažené řešení:  
 
NMinimizeB−x∗SinB Abs@xD F − y∗SinB Abs@yD F, 8x, y<F

 
8−7.8906 , 8x → 5.2392 , y → 5.2392 << 
 
Protože jsem tímto postupem výsledek nedostala, zkusila jsem ještě použít metody, pro 
hledání lokálních extémů.  
Do metody jsem omezila prohledávaný prostor na -500§ x,y§ 500. Výsledek byl velmi 
překvapivý.  
 
FindMinimumB−x∗SinB Abs@xD F − y∗SinB Abs@yD F, 8x, −500, 500<, 8y, −500, 500<F

 
8−1114.32 , 8x → −559.149 , y → −559.149 << 
 
Mathematica sice našla nějaký extrém, ten ale neleží v zadaném prohledávaném prostoru. 
Zřejmě se tedy jedná o chybičku, která se vloudila programátorům Wolfram Research.  
(Když jsem zkusila aplikovat opakovaně genetický algoritmus při takto rozšířeném 
prohledávaném prostoru, tento extrém algoritmus také našel. Bylo to ale korektně vzhledem k 
podmínkách kladeným na prostor.)  
 
V této funkci neměl implementovaný genetický algoritmus opět žádné problémy s nalezením 
řešení ani při velkém počtu testovacích pokusů. Metody standardně implementované 
v systému Mathematica si s úlohou neporadily. 
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Závěr 
Globální optimalizace je úloha, kterou je nutno řešit v mnoha praktických problémech. Je 
tedy nutné hledat algoritmy, které jsou pro řešení konkrétních problému použitelné. 
V posledních letech se s poměrným úspěchem využívají stochastické algoritmy zejména 
evolučního typu. Genetické algoritmy jsou ve své podstatě jednoduchými modely Darwinovy 
evoluční teorie vývoje populací. 
Genetické a evoluční principy byly a jsou předmětem intenzivního výzkumu a zůstává zde 
stále velký prostor pro nové modifikace a další výzkum. 
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Výuka matematiky na střední škole s pomocí počítače 
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Střední škola aplikované kybernetiky v Hradci Králové  
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Abstrakt: příspěvek pojednává o možnostech využití matematického softwaru při výuce 
matematiky na střední škole. Zabývá se použitím programu CAS Mathematica a programu 
dynamické geometrie GeoGebra na Střední škole aplikované kybernetiky v Hradci Králové, 
kde se snažíme tyto programy používat nejen při výkladu, ale také pro samostatnou práci 
žáků. 

 

Klíčová slova: Mathematica, GeoGebra, dynamická geometrie, střední škola, matematika. 

 

Úvod 
V současné době už většina žáků středních škol přístup k počítači má a do jisté míry ho umí 
používat. Ve školách se ukazuje, že použití počítače a práce s ním zvyšuje zájem žáků o 
předmět a probíranou látku, v níž učitel počítač použije. To pochopitelně platí i o matematice, 
která je pro použití počítače velmi vhodná. Jaké programy jsou vhodné pro podporu výuky 
matematiky? 

1. tabulkové kalkulátory 
2. programy dynamické geometrie 
3. programy CAS (Computer Algebra System) 

Programy používané při výuce matematiky 
Učím na Střední škole aplikované kybernetiky v Hradci Králové, což je už dle svého názvu 
škola zaměřená na používání výpočetní techniky, počítačů. V oblasti tabulkových kalkulátorů 
preferujeme Microsoft Excel, který je dnes už jakýmsi standardem v této oblasti. Není to sice 
program pro výuku matematiky, nezvládá symbolické výpočty, ale jeho výhodou je to, že je a 
bude dostupný většině našich žáků i po dokončení studia. V Excelu zpracováváme data, lze 
ho využít při statistice, při tvorbě jednoduchých grafů. Excel pochopitelně využíváme při 
řízení školy, v naší škole v něm kupříkladu každý rok vytváříme rozvrh celé školy - dnes už 
16 tříd denního studia a dalších tříd studia dálkového. Velkou nevýhodou programu MS Excel 
je to, že nepočítá symbolicky. V Excelu lze s pomocí doplňku Řešitel (Solver) řešit rovnice ze 
středoškolské matematiky i rovnice transcendentní (např. cos x  = x), soustavy n lineárních 
rovnic o n neznámých, optimalizační úlohy, vše ale počítá pouze  numericky. V programu MS 
Excel lze velmi pěkně sestrojovat grafy funkcí jedné i dvou proměnných.  
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V oblasti dynamické geometrie jsme dlouhou dobu používali program Cabri Geometry. 
V současné době používáme pro výuku matematiky v této oblasti program GeoGebra. Tento 
program je od začátku vyvíjen jako open source. Je tedy zdarma dostupný školám, učitelům i 
žákům.  

GeoGebra má být, jak vyplývá už z jejího názvu, jakýmsi mezistupněm mezi programy 
dynamické geometrie a programy typu CAS. Slučuje některé výhody obou typů programu, 
umožňuje využívat jak grafickou, tak i algebraickou reprezentaci geometrických objektů, 
kombinovat přístupy k nim, i když samotné algebraické matematické programy (Derive, 
Mathematica a další) přeci jen nemůže plnohodnotně nahradit. Výhodné je, že pokud máme 
zobrazeno algebraické i geometrické okno programu, vidíme jak analytický popis útvarů, se 
kterými pracujeme, tak i jejich geometrické umístění v rovině, vztahy mezi těmito útvary. 
Program je tak použitelný nejen pro výuku planimetrie, případně funkcí, ale jeho použití je 
možné (a vhodné) také v analytické geometrii, zvláště pak v učivu o kuželosečkách, se 
kterými umí GeoGebra dobře pracovat synteticky i analyticky, s využitím jejich ohniskových 
vlastností. 

V oblasti programů typu CAS (Computer Algebra System) je možností výběru víc. Mezi 
nejznámější programy tohoto typu patří např. Maple, MATLAB, dříve Derive, nebo ze 
svobodného softwaru např. Maxima. 

My jsme zvolili po důkladném výběru program Mathematica. 

Co může učitel a žák od tohoto programu očekávat? Podtitulem systému Mathematica je „A 
System for Doing Mathematics by Computer“.  Mathematica je systémem velmi výkonným 
pro řešení matematických problémů, to však ocení spíše uživatelé v praxi, vědečtí pracovníci 
a učitelé vysokých škol, je však také vynikajícím systémem použitelným při výuce 
matematiky, v neposlední řadě právě na střední škole. Žáci velmi rychle mohou zvládnout 
základní příkazy systému potřebné k řešení úloh středoškolské matematiky, pak už mohou 
postupně své znalosti rozšiřovat na složitějších příkladech. 

Mathematica je programový systém, který lze používat „jednořádkovými“ přímými 
příkazy, např. pro řešení rovnice, nerovnice, zobrazení grafů funkcí a relací, lze v něm i 
programovat, Mathematica má vestavěn vlastní programovací jazyk vytvořený na základě 
jazyků umělé inteligence. Mathematica má prostředky pro řešení úloh symbolicky (s použitím 
názvů parametrů, proměnných), tak i numericky, pokud nás zajímá (jen) číselné řešení.  

Systém Mathematica lze na střední škole využívat dvojím způsobem:  

 Program Mathematica může používat učitel, připravit si s její pomocí výklad, 
demonstrační úlohy, písemné práce a testy pro žáky 

 Program Mathematica ke své práci používají i žáci, zvládnou ji v rámci výuky 
matematiky, pomáhá jim při pochopení látky, řešení příkladů, usnadňuje a urychluje 
výpočty 

Na naší škole se snažíme používat systém Mathematica obojím způsobem, s důrazem na 
práci žáků. Naší výhodou je, že používáme neomezenou licenci programu, která umožňuje 
používat program Mathematica všem žákům i učitelům školy ve škole i na jejich domácích 
počítačích. Žáci tak mají přístup k programu prakticky 24 hodin denně, což někteří z nich 
téměř zcela využívají. S pomocí programu Mathematica počítají domácí úkoly, připravují se 
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na výuku matematiky, fyziky a programování. Každá třída má týdně jednu hodinu 
matematiky v počítačové učebně a je pak jen na rozhodnutí učitele, zda bude vyučovat 
klasicky nebo jestli do výuky matematiky zapojí počítač. Navíc mezi žáky velmi stoupá počet 
notebooků, které jim umožňují používat programové vybavení kdekoliv. 

Myslíme si na základě zkušeností z předchozích let, že lze rozpoznat, že naše volba 
matematického softwaru byla správná. U žáků, kteří s programem pracují, se zvyšuje zájem o 
matematiku, o vlastní práci při řešení příkladů s podporou počítače. Mathematica žákům po 
zvládnutí programu umožňuje soustředit se na vlastní matematickou podstatu problému. 
Technické, mnohdy pracné výpočty mohou předat počítači. Nenahraditelná je Mathematica 
při vizualizaci problémů, při tvorbě grafů.  

Zároveň žáci vidí, že k řešení matematického problému nestačí jen ovládat počítač, že 
k tomu, aby daný problém vyřešili, musí především znát samotnou matematiku. Program jim 
práci jen usnadňuje, provádí rutinní výpočty. Vhodně problém matematizovat, zadat výpočty 
a správně interpretovat výsledky ale nemůže počítač ani program, jen člověk. 

Použití programu Mathematica má svůj přínos nejen pro žáky, ale i pro učitele. Jedna 
nevýhoda je podstatná: zvláště v počátku tohoto způsobu výuky zabere učiteli příprava na 
vyučování mnohem víc času. Dost času spotřebuje i to, aby učitel přiměřeným způsobem 
program Mathematica zvládl. Po jeho zvládnutí už následují výhody použití softwaru. 
Pokusme se jich několik vyjmenovat bez určení pořadí jejich důležitosti. 

 větší radost z práce, protože žáky matematika baví  

 snazší a rychlejší příprava na vyučování po zvládnutí práce s programem Mathematica 

 snazší výběr příkladů k řešení. Podpora programu umožní řešit i úlohy, které 
nevycházejí příliš hezky numericky. Žáci tak navíc uvidí, že ne vše v praxi vychází jako 
ve školské matematice (skoro) celočíselně, což je nešvar mnoha příkladů. Obvykle, 
když žák při počítání příkladu narazí na „nehezký“ výsledek, vrací se ve výpočtu zpět a 
hledá chybu. 

 příprava a oprava písemných prací. Mathematica umožňuje při minimální znalosti 
programování generování různých sad úloh stejné obtížnosti. Zároveň umožňuje 
generovat i jejich řešení.  

 lepší grafická prezentace probíraného učiva. Mathematica umožňuje kreslit nejen grafy 
funkcí a křivek ve 2D a 3D, ale i vytvářet animace, které žákům studovanou látku velmi 
názorně přiblíží. Možnost animací a dynamických grafů se velmi vylepšila od verze 6.0 
programu Mathematica. Mnoho drobných aplikací na toto téma je už vytvořených a 
volně dostupných na stránkách programu: http://demonstrations.wolfram.com/ 

 mnoho „hotových“ řešených příkladů. Mathematica je systémem ve světě velmi 
rozšířeným, procházením webových stránek lze nalézt mnoho matematických (i 
středoškolských) příkladů s pomocí tohoto programu řešených. 

To vše je výhodné jak pro učitele, tak i pro žáky. Jaké další výhody přináší výuka matematiky 
s podporou programu Mathematica žákům? 

Kromě výhod popsaných výše je to jistě možnost naučit se pracovat s programem, se kterým 
se často setkají jako studenti vysokých škol, které často program Mathematica používají jak 
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při svých kurzech matematiky, tak i dále v odborných předmětech. Důležité pro žáky je 
pochopitelně nejen zvládnout syntaxi programu, ale především zvládnout použití programu. 
Nejen řešení rovnic a nerovnic, sestrojení grafu funkce, žáci se musí naučit matematizovat 
reálné problémy, sestavit postup řešení, s jehož technickou realizací jim počítač pomůže. Žáci 
při řešení úloh vidí, že především musí umět matematiku, pak teprve se mohou naučit použít 
matematický program. Bez znalosti matematiky mnoho nedokážou, program sám žádnou 
úlohu nevyřeší.  

Ukažme si možnosti, které dává žákům použití programu Mathematica: 

Příklad 1: Řešte nerovnici ݒ ܴ: ଵିଶ௫
௫మିଵ

൏ 0 

Řešení: použijeme příkaz Reduce. 

Reduce[(1-2x)/(x2-1)0,x] 
 
 -1<x1/2||x>1 

Zde je potřeba správně interpretovat řešení, které systém Mathematica napsal. Řešení 
nerovnice můžeme i graficky znázornit pomocí příkazu RegionPlot. Musíme doplnit y-ovou 
souřadnici. 
RegionPlot[(1-2 x)/(x2-1)0,{x,-3,3},{y,-1,1},AspectRatioAutomatic] 
 

 

Příklad 2: Řešte soustavu rovnic x2+4x y+y2=4 , 5x2-4x y+2y2=8  v  R2. 

Řešení: Na příkladu chceme demonstrovat numerické schopnosti systému při řešení rovnic, 
zároveň chceme na příslušných grafech ukázat, že se jedná o hledání průsečíků dvou 
kuželoseček. 
cp1=ContourPlot[x2+4xy+y2-40,{x,-4,4},{y,-4,4}, 
PlotPoints60,ContourShadingFalse];  
 
cp2=ContourPlot[5 x2-4xy+2y2-80,{x,-4,4},{y,-4,4}, 
PlotPoints60,ContourStyleDashing[{0.01}],ContourShadingFals
e]; 
Show[cp1,cp2,Frame->False,Axes->Automatic,AxesOrigin->{0,0}] 
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K hledání kořenů použijeme příkaz FindRoot s příslušnými parametry. 
 
FindRoot[{x2+4x y+y2==4,5x2-4x y+2y2==8},{x,1},{y,0.25}] 
 
 {x1.39262,y0.348155} 
 
 FindRoot[{x2+4x y+y2==4,5x2-4x y+2y2==8},{x,-1},{y,-0.25}] 
 
 {x-1.39262,y-0.348155} 
 
Nalezli jsme dva průsečíky - dva kořeny dané soustavy. Zbývající kořeny by se určovaly 
obdobně. 
Systém Mathematica umí uvedenou soustavu rovnic pochopitelně řešit i přímo – příkazem 
Solve. 
 
Solve[{x2+4x y+y2==4,5x2-4x y+2y2==8},{x,y}] 
 

ሼሼݔ ՜ 0, ݕ ՜ െ2ሽ, ሼݔ ՜ 0, ݕ ՜ 2ሽ, ሼݔ ՜ െ
8

√33
, ݕ ՜ െ

2

√33
ሽ, ሼݔ ՜

8

√33
, ݕ ՜

2

√33
ሽሽ 

 
Zde pak jsou vidět všechna 4 řešení soustavy rovnic. 
 
 
Mathematica má v posledních verzích doplněné dynamické možnosti, které umožní změny 

236



hodnot proměnných přímo při výpočtu, lze tak dynamicky ovlivňovat výpočty i grafy. 
 
Závěr: na základě zkušeností z výuky matematiky s pomocí softwaru na Střední škole 
aplikované kybernetiky lze říci, že takto pojatá výuka žáky více baví, motivuje je, přivádí 
jejich zájem blíže k matematice a snad žáky i lépe připravuje pro jejich další studium a praxi.    
 
Literatura: 
[1] Cheung, C-K., Keough, G.E., Gross, R.H., Landraitis, Ch.: Getting Started with 
Mathematica, John Willey & Sons, 2005 
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[3] Kolesárová, A., Kováčová, M., Záhonová, V.:Matematika I, II.  Návody na cvičenia 
s programovým systémom Mathematica, VydavateľstvoSTU Bratislava 2004 

[4] Dobrakovová, J., Kováčová, M., Záhonová, V.: Mathematica pre stredoškolských učiteľov 
– tréninkové materiály, STU Bratislava 2008 
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[6] www.geogebra.org 
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REALITA POUŽITÍ ICT V MATEMATICE 
 

Radek Trča 

Gymnázium, České Budějovice, Jírovcova 8 

VŠTE, České Budějovice, Okružní 10 

trca@gymji.cz 

 
Abstrakt: V příspěvku je sumář vybavení jednoho běžného státního gymnázia  prostředky IT. 
Následně charakterizuje reálnou situaci a možnosti jejich využití ve výuce matematiky. 
Závěrem se krátce dotkne problematiky efektivity jejich zařazení ve vzdělávacím procesu. 
 
Klíčová slova: IT prostředky, gymnázium, výuka matematiky 
 
 Gymnázium Jírovcova 8, České Budějovice je běžné státní gymnázium. Ve škole 
může studovat 450 studentů  v celkem 16 třídách (osmi třídách osmiletého typu studia            
a v osmi třídách čtyřletého cyklu).  

Základními předpoklady použití ITC  je vybavenost školy těmito prostředky. Na škole 
jsou dvě počítačové učebny I1 se 16 a I2 s 15 počítači a dalším standardním vybavením. 
Interaktivní tabule propojená s příslušnou stanicí je v učebně 303. Dále lze využít vybavení 
kabinetu matematiky, které spočívá ve dvou setech grafických kalkulátorů TI 81 a TI 92+     
po 17 kusech, dále dva notebooky a jeden dataprojektor. Ze softwarového vybavení se jedná 
konkrétně o programy MS Excel, Cabri Geometrie II, Cabri 3D, Matik, Matlab                        
a Mathematica. Dalším nutným předpokladem jsou „nadšení“ vyučující matematiky, kteří se 
snaží efektivně využívat příslušného vybavení školy.  
 Nutné podmínky použití příslušného vybavení značně závisí na přístupnosti učeben     
a dalších prostředků pro hodiny matematiky. Obrázky 1 – 3 udávají obsazenost příslušných 
učeben, hodiny matematiky nasazené přímo a volné hodiny využitelné, pokud jsou souběžné 
s trvalým rozvrhem v jednotlivých třídách. V učebně I1 je z 50 disponibilních hodin nasazeno 
39, z toho 2 matematiky. V učebně I2 je situace nepatrně lepší z nasazených 34 hodin jsou 
matematiky 4. Pokud se týká učebny s interaktivní tabulí je to 6 matematik na 37 nasazených 
hodin. Samozřejmě lze využívat volné hodiny, pokud tyto korespondují s rozvrhovými 
matematikami nasazenými v jiných učebnách. Situace zdaleka není ideální, zejména 
uvědomíme-li si, že do počítačových učeben je optimální brát studenty z půlených hodin. 
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Obrázek 1 

 
 
Obrázek 2 
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Obrázek 3 

 
 
 
V souvislosti se zmíněnými počty je užitečné zmínit celkovou týdenní dotaci hodin 
matematiky na našem gymnáziu v letošním školním roce – obr. 4. 
 

Školní rok 2009/2010 
 

 

Týdenní počet hodin uveden pouze  při rozdílné dotaci ve formě zlomku Ž/U. 
 

 

Třída TU Č A N Fr Šp ZSV D Z M F Ch Bi SPL IVT, 
DIG 

Hv Vv TvH TvD 

I Po 5/6 
Bb 

5  Ši 
5  Vi - - - 1,5 

Hč 
2 
Bb 

2 
Lj 

5/6 
Rb 

1,5 
Bl - PŘE 2 

Po - 1/2 
Tp/Tp 

1 
Bř 

2 
Sm 

2 
Sd 

2 
Sd 

II Ic 4/5 
Ug 

4  
Čd 
4  

2 
Kp - 2 

Ls 
1 
Hč 

2 
Dř 

2 
Lj 

4/5 
Ic 

2 
Bl 

2 
Ul 

PŘE 2 
Ic - 

DIG ½ 
Tp, Tp 

 

1 
Bř 

1 
Sm 

2 
Sd 

2 
Ps 

III Kv 4 
Sm 

3  Ši 
3  Vt 

1 
Op 

2 
Dř 

1 
Lj 

4/5 
Ku 

2 
Bl 

2 
Po 

ČVZ 
3 
Ic 

1/2 
Bl/Po 

DIG/SPE 
½   

Bl/Bl 

1 
Bř 

1 
Sm 

2 
Kv 

2 
Kv 

IV Pt 4/5 
Bř 

3  Ši 
3  Vt 
 

3  
Kp 
3  Sd 
3  
Ug 

3  Lc - 
1 

Op 
2,5 
Bb 

2 
Lj 

4/5 
Pt 

2 
Bl 

2,5 
Po 

2 
Ul - 1/2 

Tp/Vy 
1 
Bř 

1 
Sm 

2 
Vn 

2 
Ps 

1. A Tč 3 
Bř 

3  Sk 
3  Vt 

1 
Hč 

2 
Bd 

2 
Ps 

5/6 
Tč 

2,5/3 
Bl 

3,5/4 
Čd 

2 
Po - 2/4 

Bl/Tp 

2* (s V) 
Bř 
Ps 

2 
Sm 

2 
Vn 

2* (s V) 
Ps 
Ps 

1. B Sd 3 
Bb 

3  
Čd 
3  Vt 

3  
Kp 
3  Sd 

3  
Mn 3  Ls 

1 
Hč 

2,5 
Dř 

2 
Ps 

4/5 
Ma 

2,5/3 
Tč 

3,5/4 
Ul 

2,5/3 
Ul - 2/4 

Tp/Vy 
2 
Bř 

2 
Sm 

2 
Sd 

2 
Sd 
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V Ps 3/4 
Ug 

3  Sk 
3  Ši 3  Rf 3  Lc - 1 

Hč 
2,5 
Dř 

2 
Ps 

4/5 
Vm 

2,5/3 
Pp 

3,5/4 
Ul 

2,5/3 
Po - 2/4 

Kv/Tp 
* (s 1.A) 

Bř 
2 

Sm 
2 

Vn 
* (s 1.A) 

Ps 

2. A Hč 3 
Bb 

3  
My 
3  Sk 

3  Rf 3  
Mn - 1 

Hč 
2 
Bb 

2 
Ps 

5/5,5 
Pt 

2,5/3 
Pp 

2,5/3 
Po 

3/4 
Hč - 2/4 

Bl/Kv 
2 

Sm 
2 

Vn 
2 
Ps 

VI Vt 3 
Vi 

3  Vt 
3  Vt 

3  
Kp 3  Lc - 1 

Hč 
2 
Bb 

2 
Ps 

5/5,5 
Ku 

3,5/4 
Tč 

3/4 
Po 

2,5/3 
Ic - 1/2 

Kv/Vy 

2 
Bř 2 

Sm 
2 

Vn 
2 
Ps 

3. A Sk 3 
Ug 

4  Sk 
4  Sk 
4  

2 
Op 

2 
Bd 

- 
 

3/3,5 
Pt 

2,5/3 
Pp 

2 
Čd 

2,5/3 
Ul - - - - 

2** (se 
VII) 

Sd 

3. B Dř 3 
Bř 

4  Sk 
4  Ši 
 

4  Rf 
4  Lc 
4  
Kp 

4  
Mn     - 

2 
Op 

2 
Dř 

- 
 

3/4 
Ma 

2,5/3 
Pp 

2 
Li 

2,5/3 
Ul - - - - 

2 
Vn 2 

Ps 

VII Vn 3 
Vi 

4 
Vi/D 
4 

4  Lc 4  
Mn - 2 

Hč 
2 
Dř - 3/4 

Pt 
2,5/3 

Pp 
2 
Po 

2,5/3 
Vn - - - - 2 

Vn 
** (se 3. 

A) 

Sd 

4. A Čd 4 
Tr - 3 

Op - - 4 
Tč 

2 
Pp - - - - - - 2 

Vn 
2# (s VIII) 

Sd 

4. B Ug 4 
Ug 

 

3  Ši 
3  Vi 
3  
My 

3  Rf 
3  
Kp 

3  
Mn 
3  Lc - 3 

Op 
2 
Dř - 4 

Ku - - - - - - - 2 
Sd 

VIII My 4 
Tr 

3  
My 
3  

3  
Kp 
3  Rf 

- - 3 
Hč 

2 
Dř - 4/4,5 

Tč - - - - - - - 

2 
Vn 

# (se 4.A) 
Sd 

 
 

VOLITELNÉ PŘEDMĚTY 
 

T ř í d a : P ř e d m ě t : 
3. A, 3.B, VII   (2 hodiny) 4. A, 4. B  (3 hodiny) 

 Seminář z českého jazyka a 
literatury 

 -------------              ---   1 oddělení: Ug/Bb 

 Konverzace v anglickém jazyce   4 oddělení:     Bd, Čd, My, Vi   4 oddělení: Čd, Čd, My,Vi + Dd 
 + St 

 Konverzace ve francouzském 
jazyce 

1 oddělení:      Mn 

 Konverzace v německém jazyce   1 oddělení:            Rf   1 oddělení:   Rf 

 Společenskovědní seminář   2 oddělení:         Hč, Hč   2 oddělení:   Op, Op 

 Základy ekonomie   -------------             ---   1 oddělení:   Bl 

 Seminář z dějepisu   1 oddělení:            Dř   1 oddělení:   Dř 

 Seminář ze zeměpisu   1 oddělení:            Vč   1 oddělení:   Vč 

 Seminář a cvičení z matematiky   3 oddělení:        Kl, Kl, Ma   3oddělení:    Kl, Kl, Ku 

 Deskriptivní geometrie 1 oddělení:      Ku 

 Seminář a cvičení z fyziky   1 oddělení:            Pp   1 oddělení:   Pp 

 Seminář a cvičení z chemie   1 oddělení:            Čd   1 oddělení:   Li 

 Seminář a cvičení z biologie   2 oddělení:          Ic, Ic   1 oddělení:   Ic 
 Informatika a výpočetní 
technika 

  1 oddělení:            Vy   2 oddělení:   Kv, Kv 
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Využívání dataprojektoru  ve spojení s notebookem není předcházejícím způsobem 
omezováno a jeví se jako průchodnější cesta. Limitující je však použití na demonstrační 
účely, ať již učitelem, nebo studenty při prezentacích maturitních prací, seminárních prací či 
referátů. Částečně je ovšem problém s časovou prodlevou při zapojování a rozebírání 
systému. 
Grafické kalkulátory se zdají, vzhledem k výše uvedeným záležitostem, efektivní variantou, 
i když ze své podstaty, je jejich použití limitovanější než využití počítače s vhodným 
software. 
 
 Je nenahraditelnou a jedinečnou rolí učitele matematiky zvážit vhodné a efektivní 
zařazení prostředků ICT do hodiny, využít jejich možnosti k motivaci studentů, při výkladové 
části k demonstraci, použít je v situacích procvičovacích, opakovacích, kontrolních, 
automatizačních a v neposlední řadě k prohloubení vhledu a rozšíření spektra řešeným úloh    
a problémů.  
 
Na našem gymnáziu používáme prostředky ICT v dále uvedených oblastech a činnostech: 
 
Grafické kalkulátory 

- teorie čísel 
- řešení rovnic, nerovnic a jejich soustav 
- funkce 
- základy vyšší matematiky (posloupnosti, řady, derivace, integrály) 

 
Cabri Geometrie II 

- objevování a tvorba hypotéz 
- složitější konstrukce 
- geometrie pohybu a v pohybu 

 
Cabri 3D 

- polohové úlohy 
- sítě těles 

 
Excel 

- základní pomocník 
- projektová výuka - statistické šetření 

 
Matlab 

- seminář z matematiky 3. a 4. ročník 
- seminární práce 
- SOČ 

 
Připravujeme využívání programu Mathematica 7, který jsme pořídili v rámci projektu „Péče 
o talentované studenty v matematice“ v září letošního roku. 
Na nižším stupni gymnázia je využíván uzavřený systém MATIK při autoevaluaci žáků. 
 
V souvislostech výše zmíněných si opakovaně si klademe otázky „Proč? Kdy? Jak?“              
a snažíme se nalézat odpovědi. 
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 Nyní se stručně zmíním o pohledu na efektivitu využívání ICT prostředků ve výuce 
matematiky. Atributy jako atraktivita, rychlost a dynamičnost, rozvoj kreativity, týmová 
spolupráce jsou nezpochybnitelným přínosem. Užitečným cvičením je i častá situace hledání 
chyby nebo nedostatku v transformaci úlohy pro ICT techniku v případě, že přístroj  
„nespolupracuje“ či dává nesmyslné, popřípadě zavádějící výsledky. Podstatná je  též 
možnost řešit realističtější, náročnější a komplexnější problémy. Naopak mezi negativní 
dopady patří občasné povýšení formy nad obsah, nekritická důvěra v software, 
problematičnost hodnocení výsledku a posouzení míry samostatnosti řešitele.  
 
 
Závěrem kopie z české wikipedie: 
Informační technologií je každý elektronický přístroj schopný zpracovávat nějaké informace 
(neboli provádět algoritmus), tedy přijmout nějaká vstupní data, samostatně s nimi provést 
nějaké operace a vydat příslušná data výstupní (popřípadě část této technologie). 
 
 
Literatura:  
 
[1] Kalová J.: SOČ na gymnáziu, Sborník příspěvků 3. konference Užití počítačů ve výuce 
matematiky, České Budějovice, 2007,s. 98-103 
[2] http://cs.wikipedia.org 
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VÝUKA SLOVNÍCH ÚLOH SE ZLOMKY 
PODPOROVANÁ POČÍTAČEM 

 
Dana Tržilová 

Jihočeská univerzita v Českých Budějovicích, Pedagogická fakulta 
trzilova@pf.jcu.cz 

 
Abstrakt. V článku jsou shrnuty zkušenosti s výukou slovních úloh se zlomky v rozsahu 
učiva základní školy. Problémy obsažené v úlohách jsou řešeny několika metodami 
využívající program tabulkový kalkulátor. 
 
Klíčová slova. Základní škola, zlomky, tabulkový kalkulátor 
 
 Slovní úlohy se zlomky hodnotí žáci základních škol jako neoblíbenou, či dokonce 
obávanou část učiva. Setkávají se zde s problémy, které neumí okamžitě řešit. Tyto obtíže 
můžeme u žáků překonat vypěstováním schopnosti využívat různých technik a přístupů 
k řešení úlohy. V následujícím článku se budeme věnovat klasickým metodám řešení úloh, 
které budeme porovnávat s metodami využívajícími tabulkový kalkulátor. 
 
 První úloha, jejíž řešení budeme analyzovat má následující zadání: 
 
V myším doupěti je 1/4 myší bílých a 3/4 myší šedých. Červené oči má polovina myší bílých a 
pětina myší šedých. Kolik myší žije v doupěti, jestliže celkem 99 myší má červené oči? 
 
Žáci na 2.stupni ZŠ řeší tento problém pomocí sestavení a vyřešení odpovídající rovnice. 
Nejprve určí, co budou pokládat za neznámou  „x“ (v našem příkladu počet myší v doupěti). 
Poté postupně za pomoci algebraických symbolů zaznamenávají vztahy v úloze: 

• počet bílých myší x
4
1 ; 

• počet šedých myší x
4
3 ; 

• počet bílých myší s červenýma očima x
4
1

2
1

∗ ; 

• počet šedých myší s červenýma očima x
4
3

5
1

∗ . 

Naznačený postup vede na řešení rovnice 99
4
3*

5
1

4
1*

2
1

=+ xx . Výsledkem 360=x . Tuto 

úlohu však mohou řešit i nadanější žáci z 1.stupně ZŠ. Tito žáci sice nedovedou sestavit a 
řešit rovnici se zlomky. Avšak po krátké úvodní práci s tabulkovým procesorem  mohou do 
tabulky zaznamenat vztahy v úloze, viz 1.tabulka a 2.tabulka. Vyřešení problému popsaného 
v tabulce žáci provádějí experimentováním s daty. Tj.  dosazují číselný odhad hodnoty 
proměnné „celkem myší“a vyvozují závěry z výsledku, který tabulkový procesor  
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zobrazuje v políčku „červené oči“. Cílem je v tomto políčku dostat číslo 99, které odpovídá 
počtu myší s červenýma očima. Takového používání a trénování odhadů je pro žáky užitečné 
i v jejich praktickém životě. 
 
  A B 

1 celkem myší 300 
2     
3 bílé myši 75 
4 šedé myši 225 
5     
6 červené oči 82,5 

1.tabulka: Zaznamenání vztahů mezi údaji v první úloze.První odhad žáka (300 myší) 
nevedl ke správnému výsledku. 

 
  A B 
1 celkem myší 300 
2     
3 Bílé myši =1/4*B1 
4 šedé myši =3/4*B1 
5     
6 červené oči =1/2*B3+1/5*B4 

2.tabulka Zápis vzorců v příslušných buňkách 
 
 Druhý zadaný problém má následující znění: 
 
Na rybník se sneslo hejno divokých kachen. Kdyby jich bylo dvakrát tolik a ještě o polovinu a 
čtvrtinu víc než jich teď je a kdyby do hejna přijali ještě kačera, bylo by jich přesně 100. Kolik 
je kachen teď? 
 
Na rozdíl od předchozí úlohy tento problém mohou nadanější žáci 1.stupně ZŠ vyřešit 
použitím klasických pomůcek „tužka, papír“. Napovíme jim, že se mají pokusit začít řešit 
úlohu od konce: 
 

• celkem…100 ptáků; 
• bez kačera…99 kachen; 
• dále v textu obsažené vztahy vyjádříme pomocí čtvrtin (nejmenší vyskytující se 

zlomek): dvakrát tolik celků odpovídá osmi čtvrtinám; polovina celku odpovídá 
dvěma čtvrtinám; čtvrtina celku;  

• celkový počet čtvrtin je11 a protože celek je 99, vychází na čtvrtinu 9 kachen 
• celé hejno bez kačera představuje čtyři čtvrtiny, tj.36 kachen. 
 

Tuto úlohu však podstatně jednodušším způsobem vyřešíme pomocí tabulkového kalkulátoru. 
Žáci zde mohou postupovat v řešení úlohy od jejího začátku a nemusejí hledat nejmenší 
zlomek, pomocí něhož vyjádří všechny v úloze se vyskytující zlomky. Způsob řešení pomocí 
tabulkového kalkulátoru je naznačen v tabulce číslo 3 a 4. 
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  A B 

1 počet kachen 40 
2     
3 dvojnásobek 80 
4 polovina 20 
5 čtvrtina 10 
6 kačer 1 
7     

8 dohromady 111 
3.tabulka     4.tabulka 
      
Mezi problematické úlohy u žáků na 2.stupni ZŠ patří úlohy, kdy se jednotlivé zlomky  
vztahují k různým celkům. Klasickým příkladem těchto úloh následující úloha.  
 
Polovinu provázku spotřebovala matka na balení, polovinu zbytku si vzal syn, polovinu 
dalšího zbytku si vzal otec. Dvě pětiny z toho co zbylo, si vzala dcera. Zůstalo 30 cm 
provázku. Jak byl původně dlouhý? 
 
Žáci 1.stupně mohou vyřešit tuto úlohu postupným zápisem vyskytujících se vztahů od konce 
zadání úlohy: zbylo…30 cm, což odpovídá 3/5 posledního celku; 

dcera…2/5 posledního celku, což odpovídá 20 cm; 
otec…1/2 předposledního celku, což odpovídá 50 cm; 
podobně: syn si vzal 100 cm dalšího celku, matka dalšího celku 200 cm; 
celý provázek potom měřil 400 cm 

Rovněž zde je podstatně jednodušší a přehlednější řešení pomocí tabulkového procesoru viz 
5. a 6. tabulka 
 
  A B 

1 provázek 500 
2 Matka 250 
3 Syn 125 
4 Otec 62,5 
5 Dcera 25 
6   37,5 
   

5.tabulka 
  A B 
1 provázek 500 
2 matka =B1/2 
3 Syn =(B1-B2)/2 
4 Otec =(B1-B2-B3)/2 
5 dcera =(B1-B2-B3-B4)*2/5 
6   =B1-B2-B3-B4-B5 

6.tabulka 
 

  A B 
1 počet kachen 40 
2     
3 dvojnásobek =B1*2 
4 polovina =B1/2 
5 čtvrtina =B1/4 
6 kqčer 1 
7     
8 dohromady =SUMA(B3:B6) 
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Následující úloha představuje komplikovanější formu předchozí úlohy. Pro porovnání 
jsou zde uvedena dvě řešení, klasické řešení „tužka-papír“ a řešení využívající tabulkový 
procesor. 
 
Vypočtěte kolik má Martin kuliček, jestliže svým dvěma kamarádům řekl: Já mám tolik 
kuliček, že když dám Petrovi třetinu a ještě  jednu kuličku, Honzovi třetinu zbytku a čtyři 
kuličky, pak pro mě zbude šest kuliček. 
 
Schéma klasického řešení „tužka-papír“ analyzující úlohu od konce 
 

Martin(zbytek)…6 
 
Honza   Petr   
dvě třetiny-4…6  dvě třetiny-1…15 
dvě třetiny…10  dvě třetiny…16 
jedna třetina …5  jedna třetina…8 
třetina+4…9  třetina+1…9 

 
Martin(celek)…6+9+9 = 24 kuliček 

 
Tabulky představující řešení pomocí počítače: 
 
  A B 

1 martin 33 
2     
3 Petr 12 
4 honza 11 
5     
6 zbyde 10 

 
7.tabulka    8.tabulka 
 
 

Závěrem lze říci, že ze zkušeností z výuky vyplývá že tabulkový procesor podněcuje 
aktivitu žáka při vyučování. Myslím si, že pro žáky je důležité poznání nové metody práce, 
tabulkový procesor umožňuje žákům přehledný zápis, pozorování a experimentování. 
 
Literatura: 
 
[1] Učebnice a sbírky úloh pro základní školy 

  A B 
1 martin 33 
2     
3 petr =B1/3+1 
4 honza =(B1-B3)/3+4 
5     
6 zbyde =B1-B3-B4 
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Kreslení obrázků v deskriptivní geometrii 
Milan Vacka  

Vysoká škola technická a ekonomická, České Budějovice 

 

Při návštěvě technické školy v rakouském Linci jsme zjistili, že ve výuce deskriptivní geometrie 
souběžně probírají Mongeovu projekci, kosoúhlé promítání i pravoúhlou axonometrii. Aniž bychom 
jejich výuku považovali za kvalitnější než v České republice, nechali jsme se tímto nápadem inspirovat 
a zavedli ji i u nás. Ostatně při samostatné výuce Mongeovy projekce si učitel často vypomáhá tzv. 
volnou rovnoběžnou projekcí, což při této metodě odpadá. Naše zkušenost je jednoznačně pozitivní. 
Po počátečních, pro začátečníky možná obtížnějších přibližně pěti hodinách, kdy se seznamují se 
soustavou souřadnou, průmětnami, průměty atd., dochází k pochopení dané problematiky a jasnému 
prostorovému vnímání. Z letité zkušenosti s výukou vím, že často při souvislé výuce Mongeovy 
projekce student bezproblémově sestrojoval stopníky přímek, průsečnice rovin atd. a zcela zapomínal 
na jejich polohy a smysl. To v tomto případě většinou odpadá. Že při probírání jednotlivých témat u 
Mongeova promítání odbíháme na úlohy s metrikou studentům nevadí. Jako problém se objevil 
studijní materiál. Používání klasických učebnic a neustálé přeskakování stránek není vhodné. To mě 
přesvědčilo o nutnosti napsání učebního textu. Ten musí být samozřejmě doplňován množstvím 
obrázků. Jejich kreslení „v ruce“ jsem zavrhl a rozhodl se pro užití počítače. Vzhledem k tomu, že 
pracuji na technické škole, k volbě AutoCADu nebylo daleko. Problém však působí, že tento software 
je určen pro jiné účely, přičemž obrázky musí vypadat tak, jako by byly opravdu rýsovány. Při 
sestrojování obrázků je nutné neustále odmazávat části čar, které bych při rýsování nekreslil. Jako 
ukázku jsem zvolil sestrojení osy úhlu, viz obrázek 1. Byla nakreslena ramena úhlu. Zvolen střed 
kruhového oblouku ve vrcholu úhlu a z určitého bodu „natažen“ tento oblouk. V jeho průsečících 
zvoleny středy kružnic a určeny poloměry. Vrchol úhlu pak spojen s průsečíky kružnic. Takto bychom 
ale konstrukci nerýsovali, a proto následuje odmazávání přebytečných čar, viz obrázek 2. 

        

  obrázek 1    obrázek 2 

Jako ukázku z deskriptivní geometrie jsem zvolil následující příklad: 

Sestrojte průměty pravidelného šestibokého jehlanu, který je dán osou a vrcholem podstavy. 

 . 

Kreslení tohoto příkladu jsem rozdělil jen do několika málo fází. V obrázku 3 je vyneseno zadání 
příkladu včetně v AutoCADu nezbytných čar. V sousedním obrázku 4 jsou už odmazány nadbytečné 
čáry, provedení je takové, jako by příklad byl rýsován. 
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obrázek 3   obrázek 4 

V obrázku 5 už je po otočení roviny podstavy do půdorysny s využitím osové afinity sestrojen půdorys 
tělesa, v obrázku 6 pak opět odmazány „plevelní“ čáry. V obrázcích 7 a 8 je nakreslena závěrečná 
fáze příkladu. 

 

               

 obrázek 5   obrázek 6 

                 

obrázek 7   obrázek 8 
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Jako další ukázku jsem zvolil princip středového promítání (obrázek 9), princip rovnoběžného 
promítání (obrázek 10). 

 

 obrázek 9       obrázek 10 

V obrázcích 11, 12 a 13 pak představuji Mongeovu projekci, kosoúhlé promítání a pravoúhlou 
axonometrii. Zatímco ve výše uvedeném příkladu zobrazování jehlanu jsem použil klasickou 
levotočivou soustavu souřadnic, v těchto ukázkách je soustava pravotočivá. Na technických školách 
se musela deskriptivní geometrie přizpůsobit vyučovaným CADovým systémům, aby stejné příklady 
v deskriptivní geometrii a v CADu nebyly zrcadlově souměrné. 

 

  obrázek 11      obrázek 12 

 

  obrázek 13 
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Obrázek 14 znázorňuje jednu z nejužívanějších vět deskriptivní geometrie  - leží-li přímka v rovině, 
potom její stopníky leží na odpovídajících stopách. 

 

 obrázek 14 

V obrázcích 15 a 16 je pak této věty využito k sestrojení stop roviny ρ=ABC. 

 

 obrázek 15    obrázek 16 
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PROJEKTY VE VÝUCE MATEMATIKY  
S VYUŽITÍM TECHNOLOGIÍ  

 
Jiří Vaníček 

Jihočeská univerzita v Českých Budějovicích, Pedagogická fakulta 

vanicek@pf.jcu.cz 
 
Abstrakt: Přednáška se zabývá projekty ve výuce matematiky za použití počítače s cílem 
zpřesnit učitelovu představu žákovského projektu především z pohledu cílů výuky a  
vysvětlit, čím se projekt při vyučování matematice liší od neprojektové práce. První, 
teoretická část přednášky, obsahuje shrnutí důvodů, proč nejsou projekty často učiteli 
odmítány, a také obecný návod, jak kvalitní projekt připravit, řídit a např. pomocí metody 3S 
hodnotit. Ve druhé části přednášky, která je praktičtěji zaměřena, budou představeny náměty 
na realizaci konkrétních projektů za použití počítačů, a to jak za použití komunikačních 
možností Internetu, tak prostředí dynamické geometrie Cabri. Text přednášky vychází 
z vybraných pasáží autorovy knihy [1]. 

Matematika a projektová výuka – patří k sobě? 
Hledání nových postupů, jak žákům zpřístupnit možnost reálného uplatnění jejich 
geometrických dovedností, vede ke snahám o používání výukových projektů a úloh 
s otevřeným koncem. Nelze popřít nesporný přínos práce na projektech ve výuce (projekt 
nejvíce připomíná práci samostatného zaměstnance, testuje dovednosti v komplexním 
pohledu, zkoumá schopnost použít naučené při konkrétním úkolu). Projektová výuka, která si 
hledá cesty i v tradiční výuce matematiky, není tedy pouze jakýmsi „nařízením shora“, 
protože řada výtečných učitelů projekty sama vyhledává, vytváří a používá. S projekty 
v matematice je situace složitější. 
 
Z povahy chápání matematiky jako vědy zřejmě vyplývá obecně přijímaný názor, že 
v matematice je více než v jiných vyučovacích předmětech školní vzdělávání 
„objektivizujícím předáváním toho, co je v učebnicích a osnovách“ [2, s. 37]. Na základě 
tohoto názoru má žák jediný úkol, naučit se tomu, co je mu „v dobré víře“ předkládáno. 
Znaky takto pojatého přístupu k vyučování jsou: 
• formálnost – učitel se odvolává na význam matematiky pro žáka, aniž by k tomu 
poskytl přijatelné důkazy; 

• nátlakovost – je jen na zodpovědnosti žáka, jak se bude učit tomu, co bylo pro něho ve 
škole interpretováno z matematických poznatků; 

• jednostrannost – veškeré motivační a hodnotící snahy jsou soustředěny především na 
vnější motivaci žáka [3, s. 182]. 
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Šetření, která prováděla Kubínová [3], potvrdila, že pro naši školu je charakteristická 
dominance poznatkové složky kurikula a absence složek zaměřených na rozvoj klíčových 
kompetencí žáků. 

 

obr.1 – Postavení problému a metody v běžné životní situaci a ve školní matematice 

Projekty umožňují jiný než školský přístup k výuce matematiky. Jestliže skutečný život 
předkládá před jedince problémové situace tak, že je dán problém a člověk vybírá mezi 
metodami, kterými bude problém řešit (obr. 1 vlevo), pak ve škole je ústřední metoda, pro 
jejíž zvládnutí se hledají problémy, které pomocí ní mohou být řešeny (obr. 1 vpravo) [4]. 
Kladení úkolů před žáka během projektu i vlastní smysl použití projektu jako výukové formy 
připomíná více skutečný život než tradiční školní vyučování. 
 
Matematika se jeví jako školní předmět, který není pro projektovou výuku vhodný. Hlavní 
náplní tradiční výuky je řešení úloh, a i ty složité a komplexní úlohy stále nemají povahu 
projektů, v nichž by se žák mohl mj. podílet na zadání. Interdisciplinární projekty, v nichž 
část určeného času žák počítá či rýsuje, jsou z pohledu výuky matematiky vnímány jako 
projekty aplikační. Jejich nasazování ovšem naráží na vcelku pochopitelný odpor učitelů, 
kterým připadá, že projekty nejsou dostatečně intenzívní, že v nich dochází k rozředění 
matematického obsahu a cílů výuky.  
 
Učitel může mít pocit, že pouze část projektu se opravdu věnuje matematice a tím že mu 
projekt ubírá prostor pro výuku matematických kompetencí. Z hlediska celkové výchovy 
člověka je to postoj falešný, protože práce na projektech a v týmu je velice cenná, ovšem to 
nevyvrátí učitelovy obavy, že takovéto aplikační projekty zvláště u starších žáků matematiku 
odsouvají do pozadí. K těmto obavám někdy přispívá počáteční pedagogický nezdar (učitel 
neumí projekty vést a připravovat, žáci neumí projektově pracovat, protože se to v jiném 
předmětu také nenaučili). 
 
Možností, jak najít vhodné aplikační prostředí pro projekty, a přitom neztrácet těžiště výuky 
mimo oblast matematiky, je použít výpočetní techniku jako nástroj pro aplikaci 
matematických dovedností. Kromě zvýšené motivace, která přes počítače může přitáhnout 
k matematice nové žáky, je kladem i fakt, že je možné téměř celý projekt realizovat jako 
matematickou záležitost. 
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Jak poznat, co je žákovský projekt? 
Chceme-li zařadit projektovou výuku do stávající struktury vyučovacích forem, tak z hlediska 
sociálních forem ji lze umístit mezi práci v celé třídě a práci ve skupině, z hlediska povahy 
žákovských aktivit mezi tzv. související formu (žák se pohybuje v oblasti učitelem 
prezentované látky) a řízené objevování (znovuobjevování obecně známého poznatku „pro 
sebe“). Nejedná se tedy o individuální výuku a nejde o tzv. volný výzkum (s otevřeným 
koncem) [5]. 
 
Projekt má své charakteristické vlastnosti: samoorganizovanost a zodpovědnost, cílenost, 
orientace na produkt, důraz na praktickou činnost, orientace na zájmy zúčastněných, situační 
zřetel, sociální učení a v neposlední řadě mezipředmětovost [5]. 
 
Je třeba rozlišovat mezi učitelským projektem a žákovským projektem. Pokud si učitel 
připravuje svoji výuku netradičními formami, např. za pomoci experimentování, objevování, 
s aktivním zapojením žáka, zařazením nových témat a jejich provázáním apod., je to velice 
záslužná činnost. Zde se jedná o učitelův projekt jeho výuky, automaticky to však neznamená, 
že také žáci budou pracovat projektovým způsobem. 
 
Velmi dobře lze rozeznat projekt od neprojektové práce podle míry podílu řešitele na zadání 
úlohy. V praxi projekt většinou vyžaduje podíl toho, kdo projekt realizuje, na upřesnění, 
specifikaci zadání nebo někdy i rozsáhlejší změnu zadání (po konzultaci se zadavatelem). 
Vychází se z toho, že zadavatel nemá tolik odborných zkušeností, nezná technologické 
postupy, novinky v oboru apod., aby problém byl schopen uchopit v plné šíři a zadání 
specifikovat. Žákovské projekty se snaží právě toto simulovat. 
 
Práce na projektu připomíná nejvíce práci samostatného zaměstnance ve firmě. Ten dostává 
úkoly od svého nadřízeného a k danému termínu má předložit zpracované řešení, které 
vyhovuje vstupním požadavkům zadání a které má další kvality, vyplývající ze schopností 
ovládat výpočetní techniku, ze zkušeností a znalostí z dalších oborů, ze schopnosti pracovat 
tvořivě, v týmu. 
 
Na projektu je podstatná možnost žáka podílet se na zadání projektu (možnost „upravit si 
jej podle svého“). Toto je nesmírně důležitý prvek žákovského projektu, protože při tomto 
„přizpůsobení“ dochází ke ztotožnění žáka s projektem (žák jej „vezme za svůj“). Dalšími 
výraznými znaky žákovského projektu jsou otevřenost (není znám předem výsledek ani 
vlastní postup), cílenost (výsledkem má být nějaké dílo), samoorganizovanost, kreativita, 
aktivita a originalita. 
 
Projektem není sled krátkých navazujících úloh, které má žák provést. Projektem není ani 
dlouhodobá činnost, pokud má žák přesně předepsáno, co má dělat, a nemůže se sám svojí 
aktivitou zapojit do přípravy projektu. Projekt mívá často ne zcela konkrétní zadání, nicméně 
má stanoveny podmínky (kritéria), které musí řešitel projektu splnit. 
 
Často se za projekt vydává tzv. integrovaná tematická výuka [6], v níž některé téma zastřešuje 
a překrývá řadu výukových aktivit ve třídě. Na první pohled jde o tentýž typ výuky: učitel 
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připravuje často rozsáhlé přípravy, má originálně sestavené kurikulum, zařazuje netypické 
úlohy, výuka se může odehrávat ve více vyučovacích předmětech atd. 
 
Tím nechceme říci, že takováto výuka je nevhodná, horší než projektová nebo že by neměla 
být vyučována. Naopak, tyto aktivity jsou velmi často učitelem dobře připraveny, a protože 
nevyžadují nějaký nový přístup k řízení výuky, jsou i standardně dobře odučeny. Pouze 
chceme sdělit, že v tomto případě nejde o žákovský projekt, a učitel, který takovou výuku 
připravuje, by měl mít na zřeteli, že její realizací netrénuje ty dovednosti a postoje žáka, které 
jsou pro projektový způsob práce potřebné. 

Fáze realizace žákovského projektu 
 
Před projektem 
V této fázi učitel připravuje (vybírá a přizpůsobuje) obsah projektu, hledá jednotící téma 
projektu, které má význam pro motivaci, pro počáteční identifikaci žáků s projektem. 
Důležitější jsou dovednosti a znalosti, které chce žáky v projektu naučit, a především jim 
přizpůsobit dílčí aktivity i kritéria pro hodnocení výsledné práce. Do většiny projektů lze 
„naroubovat“ i velmi heterogenní aktivity z naprosto odlišných oborů, spojovací prvek se 
vždy najde. 
 
Učitel si potřebuje projekt dobře naplánovat. Protože se jedná o aktivitu s otevřeným koncem, 
je potřeba počítat s časovou rezervou, zvláště u začátečníků (a to jak u žáků, tak u učitelů, 
kteří s projektovou výukou začínají) a u nových, nevyzkoušených projektů. Je zásadně 
důležité, aby projekt byl dokončen a odpovídajícím způsobem zhodnocen; s tím je třeba 
v časovém rozvrhu předem počítat. 
 
Příprava projektu ve třídě  
Před žáky učitel předstupuje s jasnou vizí obsahu projektu. Učitel seznámí žáky s tématem 
a zaměřením projektu a nejlépe v diskusi či formou brainstormingu také s obsahem 
a předpokládaným nebo možným způsobem provedení projektu. Učitelovým zájmem je, aby 
žák projekt přijal za svůj, aby se s ním ztotožnil, což se dobře pozná právě mírou spolupráce 
žáka na dotváření zadání projektu (co by mohl obsahovat, jak jej realizovat atd.). Zde nesmí 
učitel litovat času, chvátat apod., protože v této fázi vzniká žákova představa výsledné práce. 
Výsledkem diskuse má být žákovo pochopení požadavků učitele na výslednou práci 
a nalezení cesty, jak projekt realizovat. 
 
Na konci přípravy projektu ve třídě učitel jednoznačně stanoví kritéria: co má projekt 
obsahovat, kdy má být dokončen, klade podmínky podobně jako zákazník, který zadává 
zakázku. Jasné a stručné vyjádření přispívá k rychlému startu projektu a pomáhá také při 
vyhodnocení. Do kritérií může přidat i některé velice konkrétní a specifické požadavky, aby 
měl zaručeno, že žák bude při projektu postupovat nebo použije určité dovednosti; konkrétní 
kritéria by však neměla převládat, aby se zachoval charakter projektové činnosti.  
 
Vlastní realizace - děti pracují 
V této části projektu učitel ustupuje do pozadí, v popředí je žák (nebo tým) a jeho práce na 
projektu. Učitel přejímá roli konzultanta a „hlídače času“, aby udržel směr a tempo (často se 
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stane, že se žáci příliš pohrouží do dílčích činností a projekt by nestihli vypracovat celý). Je 
nutné ovšem vědět, že právě při těchto dílčích činnostech se žáci intenzívně učí na 
problémech, které přináší reálné situace. 
 
Je vhodné konkretizovat cíle na danou vyučovací hodinu nebo její část (např. „v této části 
hodiny budeme dokončovat ... a je potřeba, abyste začali ...“). Po dokončení určitých etap je 
možno dosavadní práci vyhodnotit a stanovovat další dílčí cíle. Realizaci projektu je možno, 
je-li to nutné, přerušit a vložit krátké pasáže nové látky, seznámení s novými pojmy nebo 
zopakování, a poté v projektové činnosti navázat.  
 
Učitel musí být připraven, že projekt může přinášet „zapeklité“ problémy „jak něco udělat“, 
že bude žáky dotázán na velmi pokročilý nebo netradiční problém. Musí být připraven na to, 
že může nastat situace, kdy bude nucen přiznat, že neví. Bude muset posoudit, zda si žáci 
nestanovili příliš vysoký úkol, zda k cíli nepovede jednodušší cesta. Nemusí tedy pouze radit, 
„jak na to“, ale také ukázat směr další práce. 
 
Dokončení projektu 
Jde o důležitou část, ve které žáci dokončí projekt se všemi detaily, odevzdají jej a prezentují. 
K úplnému dokončení je potřeba dostatek času – celý projekt by neměl smysl, kdyby nebyl 
zcela dokončen. Velice podstatné je zhodnocení projektu (publikování, předvedení před 
třídou, komentář učitele, hodnocení ostatních, v případě mezipředmětových aplikací využití 
v jiném předmětu).  

Hodnocení projektu 
Velkou nevýhodou projektu je komplikovanost jeho hodnocení učitelem. Hodnocení projektu 
vyžaduje jistou zkušenost (vědět, co je podstatné, co je páteří projektu, které nedostatky jsou 
závažné a které nejsou podstatné). Žákova práce na projektu, často dlouhodobá, musí být 
adekvátně ohodnocena, ovšem komplexnost projektu to neusnadňuje. Projekt má být 
zhodnocen komplexně, proto bodování ani pouhé hledání chyb není optimální metoda. Cenné 
je, když hodnocení učitelem poskytuje zpětnou vazbu k jednotlivým aspektům projektu. 
Sdělení učitelova hodnocení žákovi podle určitých předem daných kritérií má velký 
zpětnovazební význam, větší než klasifikace. Nese totiž potenciál zkvalitnění žákovy práce na 
budoucích projektech. 
 
Pro hodnocení projektů můžeme použít metodu tří S [6]: 
 
• Splnění říká, zda byl úkol dokončen, zkompletován a odevzdán (prezentován), zda 
splňuje zadání (tzn. zda jsou splněna právě ta kritéria, vyjmenovaná na začátku projektu). 

• Správnost hodnotí, zda práce obsahuje správné poznatky a úvahy, zda žák předvedl 
hodnocené dovednosti, zda je při práci čerpáno z více než jednoho zdroje, zda práce odpovídá 
normám pro tuto práci, zda žák nedělal věcné či další chyby, zda projekt správně prezentoval. 

• Souhrnnost říká, zda je na práci vidět pečlivost v myšlení a hledání řešení, přehled 
v oboru, zda jde rozeznat, zda žák rozumí pojmům objevujícím se v práci, zda práce není 
jednostranná, nakolik je kreativní, nakolik se projevil vlastní přístup, iniciativa či netradiční 
řešení. 
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Náměty na geometrické projekty s použitím počítače 
Přehlídka projektů v této části článku chce ukázat jiný způsob, jak zhodnotit žákovu 
geometrickou zdatnost, než je použití počítače jako interaktivního geometrického náčrtníku 
při řešení náročných konstrukčních úloh olympiádní povahy [1]. 
 
Projekt Eratosthenes 
Mezi projekty, v nichž hraje komunikace hravní roli při získávání měřených dat, můžeme 
jmenovat např. projekt Eratosthenes, který se nechal inspirovat starořeckým matematikem, 
který z rozdílu délky stínu o rovnodennosti mezi Alexandrií a rovníkem jako první odhadl 
obvod zeměkoule (obr. 2 vlevo). Děti měřily tzv. „stínový úhel“, tedy úhel mezi paprsky 
slunce a svislicí v poledne o rovnodennosti, kdy na rovníku svislá tyč nevrhá žádný stín. 
Výsledky sdílely se stovkami škol po celém světě a obdržely od nich výsledky jejich měření. 
V závěru projektu diskutovaly, proč změřené hodnoty stínového úhlu (sloupec Shadow angle 
v tabulce 1) odpovídají zeměpisné šířce školy (sloupec Lat. v tabulce 1). Společné odhalení 
faktu, že jde o střídavé úhly, je pak odměnou učiteli i žákům (obr. 2 vpravo). 
 

 

obr.2 – Projekt Eratosthenes, porovnávání změřeného tzv. „stínového úhlu“ se zemepisnou šířkou ve stovkách 
škol po celém světě. 

 

tab. 1 – Výsledky projektu Eratosthenes (výběr) 
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Projekt Ornamenty 
Analogicky k rýsování ornamentů skládáním kružnic pouhým kružítkem na papír lze vytvářet 
ornamentální tvary z kružnic a dalších objektů (např. pravidelných mnohoúhelníků). Statické 
ornamenty mohou vytvářet i začátečníci; projekt pak slouží k obeznámení se s filozofií 
ovládání software. Dynamické obrázky mohou v jednodušší verzi zachovávat tvar při 
zvětšování či zmenšování či při otáčení kolem svého středu (obr. 1 vlevo), ve složitější verzi 
může jeden ornament přecházet v jiný, s jiným stupněm souměrnosti nebo poměrem proporcí 
jednotlivých komponent (obr. 1 uprostřed a vpravo). Při tvorbě statických tvarů se jako 
pracovní technika uplatní prosté vytváření objektů na jiných objektech, u složitějších 
dynamických figur je vhodnou technikou použití shodných zobrazení. 

 

obr.3 – Projekt Ornamenty. Vlevo ornament poskládaný z kružnic, uprostřed a vpravo z mnohonásobných 
obrazů pravidelného pětiúhelníka v otočení kolem jednoho jeho vrcholu (figury se liší úhlem otočení). 

U konstrukcí za použití otočení se ornament vytváří např. tak, že se jeden pravidelný 
mnohoúhelník otočí kolem svého vrcholu o úhel daný číslem na nákresně. Toto otočení se 
vždy s novým objektem mnohokrát zopakuje. Dodatečně lze měnit úhel otočení a tak 
rozmístit objekty pravidelně kolem středu (obr. 3 uprostřed a vpravo).   
 
Projekt Papírový model trojbokého jehlanu 
Žáci mají za úkol vytvořit v prostředí dynamické geometrie síť libovolného tělesa, které má 
čtyři stěny a půjde slepit v papírový model (obr. 4). Figura by měla být vytvořena tak, aby 
prostým pohnutím některým z vrcholů vznikla nová síť, ze která ovšem opět půjde slepit nový 
čtyřstěn. Po vytvoření sítě se rys vytiskne, vystřihne a zkontroluje slepením.  
 
Typický průběh projektu vypadá tak, že žák nejprve vytvoří pevný model sítě s neměnnými 
stranami (použije přitom např. měření délek stran) a teprve potom uvažuje nad tím, že by 
vytvořil takovou figuru, kterou bude moci manipulovat a přitom bude síť vždy „slepitelná“. 
Zjistí, které strany musí být stejně dlouhé a jak je sestrojit. Žáci mohou v počítači obarvit ty 
hrany budoucího tělesa, které se budou lepit k sobě. Obměnou zadání je vytvoření papírového 
modelu jiného tělesa. Náročnější úlohou pro bystré a pracovité žáky je úkol vytvořit modely 
tří jehlanů tak, aby jejich slepením vznikl hranol. 
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obr. 4 – Síť čtyřstěnu jako dynamický model určený k vytištění, vystřihnutí a slepení (na prostředním obrázku 
s přidanými záložkami vytvořenými použitím makrokonstrukce). 

Projekt: Dlaždice 
Žáci dláždí rovinu z dlaždic stejného tvaru. Jako základní tvar dlaždice použijí trojúhelník 
nebo čtyřúhelník, mohou to být i složitější tvary. Kopie základní dlaždice sestrojí jako obrazy 
ve středové nebo osové souměrnosti, případně v posunutí. Podstatnou podmínkou je, aby 
dlažba byla proměnlivá; manipulací s původní dlaždicí se bude měnit celá figura, mozaika se 
nesmí zbortit. 
 

 

obr. 5 – Projekt Dlaždice, vlevo ze základního čtyřúhelníka, vpravo z trojúhelníka 

Žáci musí odhalit zákonitosti konstruování určujících prvků shodných zobrazení pro 
vytvoření dalších dlaždic (např. správné umístění vektoru posunutí nebo středu souměrnosti). 
Učitel může použít připravenou makrokonstrukci, která vytvoří po označení strany záložku 
pro slepení. Problémovou úlohou pak je správné umístění těchto záložek na síť tělesa. 
 
Další náměty k vyplňování roviny i s potřebnou teorií naleznete čtenář v práci Kuřinově [7, 
s. 196] 
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Projekt Mozaiky pomocí tzv. řídkých množin 
Vhodným spojením geometrie s rozvojem výtvarného cítění a vnímání matematického 
„krásna“ u dětí jsou aktivity vybarvování rovinných struktur [8, s. 114]. Vytváření kostry 
mozaiky pomocí množin objektů dané vlastnosti je zase nejednoduchý geometrický problém 
pro vyspělejší žáky. 
 
Cabri umožňuje nastavit počet objektů, které vykreslují sestrojenou množinu (nástroj 
Nastavit/Nastavit prostředí, záložka Množiny). Zmenšením počtu vykreslovaných objektů lze 
využít pravidelnosti v jejich rozmístění a změnách tvaru ke konstrukci kostry mozaiky. Tu je 
možno exportovat jako obrázek (kopírováním nebo užitím klávesy PrintScreen) a dodatečně 
vybarvit v grafickém editoru (např. v Malování) nebo vytisknout a vybarvit ručně. 

 

obr. 5 – Mozaiky vytvořené z řídkých množin v Cabri, dodatečně obarvené v grafickém editoru. 

 

obr. 6 – Konstrukce kostry mozaiky. Pravidelné rozmístění svislých čar je dáno pohybem řídícího bodu po 
úsečce, rozmístění vodorovných čar pak pohybem bodu po kružnici. 

Bystří žáci mohou po zapracování sami objevovat nové postupy pro tvorbu kostry mozaiky. 
Hotová grafika se může stát součástí diplomu ve školní matematické soutěži apod.  
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Komentáře k obrázkům: 

• Na 5 vlevo je patrné pravidelné rozmístění objektů (odpovídající rovnoměrnému 
pohybu bodu po úsečce).  

• Na obr. 5 uprostřed je efekt vyboulení docílen projekcí rovnoměrného pohybu po 
kružnici na úsečku (znázorněno na obr. 6).  
Na obr. 5 vpravo je řídká množina hyperbol zkonstruovaných z pěti bodů, z nichž jeden se 
pohybuje po dané úsečce. 
 
Materiály k tomuto projektu (vzorové Cabri soubory, grafický editor Cabri omalovánky) 
najde čtenář na webové adrese http://www.pf.jcu.cz/vanicek/mozaiky) 
 
 
Projekt Modelování jednoduchých mechanismů 
Jde o vytváření modelů reálných předmětů, situací (jízda na kole, kolotoč, větrný mlýn, 
hodiny, automobil nebo spalovací motor), které jsou vytvářeny jako geometrické konstrukce. 
Tyto projekty najde čtenář podrobněji popsány v publikaci [1]. 

 

obr. 7 – Modelování jednoduchých mechanismů. Akvárium, žákovská práce (9. třída). Pohyb oka jedné z ryb 
ovládá pohyb ostatních, sestrojených  pomocí souměrnosti a stejnolehlosti. Pohybuje-li se pak dopředu jedna 

ryba, plavou dopředu všechny. Podobně všechny bublinky jsou obrazem jediné bublinky v posunutí a jsou jejím 
pohybem ovládány. 

 
Projekt Kaleidoskop 
Zrcadla kaleidoskopu jsou modelována pravidelným trojúhelníkem, do něhož jsou naskládány 
malé objekty (obr. 8). Jejich obrazy v osové souměrnosti vytvoří obrazce jako v krasohledu. 
Aby byla úloha ztížena, není dovoleno provádět žádné pomocné konstrukce nových os. 
 
Žákům v tomto projektu činí největší potíž vytvořit trojúhelník tak, aby při otáčení neměnil 
velikost. K tomu je potřeba jej sestrojit jako pravidelný mnohoúhelník vepsaný kružnici (která 
na obrázku není viditelná). Žáci dovedou sestrojit obrazy objektů umístěných uvnitř 
trojúhelníku, podle jeho stran, ale mají potíže odhalit, jak se vytvářejí další obrazy. Někteří 
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žáci si zkonstruovali pomocné osy jako rovnoběžky se stranami trojúhelníka, procházející 
jeho vrcholy. Bystří žáci mohou přijít na konstrukci bez použití žádných dalších os, pouze 
užitím stran trojúhelníka. 
Je potřeba žáky upozornit, že střípky uvnitř kaleidoskopu musí umístit tak, aby při jeho 
otáčení „nevyčuhovaly“ ven. Kontrolní otázka učitele, v jaké oblasti se smějí nacházet 
objekty – vzory, vede k odpovědi o vepsané kružnici trojúhelníka, případně k její konstrukci. 
Obměnou úlohy může být jiný tvar kaleidoskopu (pravoúhlý trojúhelník, pětiúhelník apod.) 

                 

obr. 8 – Projekt Kaleidoskop. Figura (vlevo) simuluje chování reálného krasohledu (vpravo). Otáčením 
trojúhelníku zrcadel se mění pozorovaný obrázek. 

Projekt: Pes a jeho rasy 
Úkolem je vytvořit „psa“ nějaké zvláštní „rasy“, což se bude projevovat v jeho chování poté, 
když s ním bude manipulováno. Žáci dostanou tzv. „původního psa“ tvaru mnohoúhelníka 
(obr. 9) a jejich úkolem bude sestrojit jiný mnohoúhelník, který bude vypadat jako naprosto 
shodný s původním, ale při tahání za bod oka se jeho tvar bude měnit. Některý pes se třeba 
bude zvětšovat, jiný prodlužovat, další protahovat nohy nebo mu bude růst ocásek – fantazii 
se meze nekladou. 
 
Projekt vede k tomu, aby žák objevoval, jakou geometrickou konstrukcí může vyjádřit pohyb 
objektu (psa nebo jeho části), který si sám navrhne. Jiný pozorovaný postup, vedoucí 
k vytváření nových psích ras, je založený na náhodném experimentování. 
 
Postup tvorby takového „psa“: z původního mnohoúhelníka se nějakou konstrukcí 
(stejnolehlost, posunutí) vytvoří nový mnohoúhelník, původní objekt se poté skryje. Aby bylo 
možno tahat psa za oko, vede vektor posunutí z oka „původního“ do oka „nového psa“. 
Náročnější konstrukce vznikají tak, že obrazy některých vrcholů mnohoúhelníka se 
předefinují na volné body (které jsou zcela nezávislé na původním mnohoúhelníku, např. 
tlapky nohou se pohybují se zbytkem psa – obrázek psa vlevo dole). Mohou se také sestrojit 
jiným postupem než obrazy zbylých vrcholů (např. konec ocásku se bude posouvat o jiný 
vektor než ostatní body, tím se ocásek bude „vrtět“ nebo prodlužovat – obr. 9 vpravo dole). 
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obr.9 m– Projekt Pes a jeho rasy, studentské práce. Původní tvar psa a „rasy“, ve které se původní tvar plynule 
mění táhnutím myší. 

 
Projekt Cylindrické zrcadlení  
Vytváření obrazů v cylindrickém zrcadlení podle předem definovaných makrokonstrukcí. Po 
vytvoření obrazu a vytisknutí se přikládá skutečné válcové zrcadlo. Žák se formou 
experimentu seznamuje s neshodným zobrazením z reálného světa okolo nás. 

 

obr. 10 - cylindrické zrcadlení 

Popišme fyzikální podstatu jevu, který vytváří anamorfická zobrazení. Z předmětu vychází 
paprsek, dopadá na válcové zrcadlo (rotační válcová plocha) a odráží se do oka pozorovatele 
(stojícího v nekonečnu). Pozorovatel je klamán svou zkušeností, že světlo se šíří přímočaře, a 
"vidí" tedy v zrcadle obraz předmětu. Vzhledem k charakteru zrcadla nejsou obraz a vzor 
shodné (obr. 10).  

263



 

obr. 11 - žákovský projekt v cylindrickém zrcadlení práce žáka sekundy gymnázia. 

K získání vhledu do situace žákovi postačí názorný pokus. Učitel si připraví válcové zrcadlo 
(většinou postačí zrcadlová samolepící tapeta nalepená na PET láhvi, izolační vložka do 
termosky apod. - obr. 12) a vytiskne na papír obrázek tohoto zobrazení, v němž poloměr 
kružnice k přesně odpovídá poloměru podstavy vyrobeného válcového zrcadla. Umístí-li žák 
zrcadlo na papír, vidí obraz v zrcadle přesně v tomtéž místě, v němž je "sestrojen" počítačem. 
Tato zkušenost žákovi postačí k vytvoření představy o tom, aby se mohl pokusit sám na 
počítači s cylindrickým zobrazením experimentovat.  

 

obr. 12 - fotografie studentského projektu 

Žák může měnit tvar předmětu a pozorovat obraz, může se pokusit sestrojit zobrazení bodu 
sám či za pomoci učitele, může následovat vlastní kreativita dětí při vytváření svého vzoru. 
Program Cabri Geometrie má pro tyto aktivity šikovné nástroje (množiny objektů, 
makrokonstrukce), které umožní zobrazit v tomto zrcadlení i poměrně složité obrázky.  
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Pěknou aktivitou je předpovídání obrazu - žák v Cabri vytvoří inverzní zobrazení, takže může 
zadat počítači, jak má vypadat obraz v zrcadle, a počítač vytiskne papírovou “předlohu”. 
Dítěti, obeznámenému s konstrukcí obrazu v tomto zobrazení, může učitel dávat vytištěné 
předlohy a nechat jej uhodnout, co je obrazem v zrcadle (obr. 13).  

 

obr. 13 - která kuželosečka je vzorem v cylindrickém zrcadlení pro křivku na obrázku? Umísti válcové zrcadlo na 
kružnici (zadání úlohy pro žáka). 

 

obr. 14 – změnu směru pozorování lze zařídit pouhým pootočením polopřímky ve figuře. „Vzory“ na vytištěných 
papírech jsou pak diametrálně odlišné, ovšem v zrcadle bude pořád vidět tentýž obraz (pouze pootočený). Zde 

žák hmatatelně „cítí“ neshodnost tohoto zobrazení. 

Ukázku souvislostí shodných a neshodných zobrazení můžeme studentům připravit v takové 
konstrukci cylindrického zrcadlení, která umožní měnit plynule poloměr kružnice až na 
nekonečný. V tu chvíli se vlastně kružnice mění v přímku, válcové zrcadlo na rovinné a 
cylindrické zrcadlení se na obrazovce plynule mění ve shodnost, v osovou symetrii. (obr. 15). 

Materiály k tomuto projektu, především konstrukce vytvořené v Cabri, lze nalézt na webové 
stránce http://eamos.pf.jcu.cz/amos/kat_mat/externi/kat_mat_9782/projektczrc.htm. Každý 
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z vystavených souborů v sobě obsahuje makrokonstrukci k vytvoření „vzoru“ vně zrcadla pro 
obrázek, který se nakreslí dovniř zrcadla.  

Postup pro vytvoření vlatního „vzoru“ (jako na obr. 11) je následující:  
1. Na některý z objektů obrázku nakresleného dovnitř kružnice zrcadla umístíme bod. 
2. Tento bod obrazíme v cylindrickém zrcadlení (najdeme nástroj Cylindrické zrcadlení 

v nabídce Cabri, je vhodné též použít nápovědu v Cabri k tomuto nástroji). 
3. Obraz, který vznikne, bude ležet na hledaném „vzoru“. Ten zkonstruujeme pomocí 

nástroje Množina (označíme nejprve tento bod a pak jeho vzor, původní bod na 
objektu uvnitř kružnice). 

4. Tento postup zopakujeme pro všechny použité objekty. 

 

obr. 15 - souvislosti mezi cylindrickým zrcadlením a osovou souměrností 

 
Poznámka: Výzkum byl částečně podpořen grantem GAČR 406/08/0710. 
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Abstrakt: Funkce jsou pro studenty jednou z nejobtížnějších oblastí matematiky. Několik let 
jsem pracovala na vytvoření výukového programu pro podporu této kapitoly. Mým cílem bylo 
v  co  nejvyšší  míře  využít  možností  počítačového  zpracování,  abych  doplnila  klasické 
učebnice o názornou pomůcku a umožnila tak žákům toto rozsáhlé téma lépe pochopit.

Klíčová slova: funkce, graf   

Jsem  učitelkou  matematiky  na  obchodní  akademii  a  zároveň  učím  matematiku  studenty 
bakalářského studia. Díky výuce na střední škole vím, jak je oblast funkcí pro žáky náročná, 
že nemají ucelenou představu o funkcích a jejich vlastnostech a problémy mají i s orientací 
v elementárních funkcích.  Při  výuce na bakalářském studiu jsou funkce předpokladem pro 
zvládnutí  matematické  analýzy  a  neustále  se  potýkám  s  rozdílnými  vstupními  znalostmi 
studentů. V roce 2003 jsem proto začala pracovat na pomůcce, která by pomohla učitelům 
urychlit  a  zpřehlednit  opakování  tématu,  studentům by posloužila  pro samostudium a  při 
výuce na střední  škole  by umožnila  učitelům ilustrovat  probíranou látku na animovaných 
příkladech nebo interaktivních grafech elementárních funkcí. 

O programu

Program je rozdělen pomocí hlavního menu do čtyř hlavních částí:  Úmluva,  Teorie,  Sbírka 
úloh a  Test znalostí.  Krom nich  menu  obsahuje  doplňkové  položky  Program,  Schovat a 
Konec. Student může kapitoly procházet přes toto hlavního menu, což je ovšem nepohodlné, 
proto má v horní části obrazovky k dispozici i tlačítka, kterými se může rychle přepínat do 
následující či předchozí kapitoly, ze sbírky příkladů do teorie a naopak. Některé kapitoly jsou 
řešeny  postupným zobrazováním objektů  (podobně  jako  v  PowerPointu),  pomocí  tlačítek 
můžeme  pozastavit  zobrazování  těchto  objektů,  krokovat  toto  zobrazování  či  zopakovat 
znovu stejnou kapitolu.  Teorie a  Sbírka úloh tvoří logický celek,  proto obě části  obsahují 
stejné kapitoly a při přepínání mezi teorií a sbírkou zůstáváme v téže kapitole.

Hlavní nabídka programu a ovládací tlačítka
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Teorie

Teoretická část je rozdělena na dva hlavní oddíly –  Vlastnosti funkcí a  Elementární funkce. 
Mimo ně je do teorie zařazen oddíl  Úvod,  kde se studenti  s funkcemi seznámí a kapitoly 
Funkce inverzní a Graf libovolné funkce, které jsem do žádných oddílů nezařazovala.

Mým hlavním cílem bylo využít proměnlivých obrázků, které nelze zachytit v tištěné učebnici 
ani na tabuli. Pro ilustraci většiny kapitol jsou využity grafické příklady a přímo do zadaných 
grafů  se  postupně  vyznačuje  řešení.  V kapitolách  o  elementárních  funkcích  žák  pracuje 
s interaktivním  grafem  dané  funkce,  může  tak  zkoumat  vliv  parametrů.  Podobnost  změn 
nakonec může porovnat v kapitolách Funkce s absolutní hodnotou a Vliv parametrů na graf  
funkce, kde má k dispozici několik grafů najednou.
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Sbírka úloh

Sbírka úloh doplňuje teorii o řešené i neřešené příklady. Výhodou počítačového zpracování je 
opět  možnost  postupného  zobrazování  řešení  příkladů.  Každá  kapitola  obsahuje  několik 
řešených příkladů a ke každému příkladu cvičení se stejným zadáním. V řešených příkladech 
se  zobrazí  nejprve  pouze  zadání  a  žák  má  možnost  pokusit  se  příklad  vyřešit  sám.  Má 
k dispozici dvě ikonky – tužku a otazník. 

Otazník  je  ikonka  nápovědy.  Nápověda  však  skutečně  pouze  napovídá,  zobrazí  většinou 
pouze část  řešení příkladu.  Student má pak možnost příklad dál dořešit sám. Když se mu 
nedaří, může znovu kliknout na nápovědu. Dokud je otazník aktivní, napovídá. V případě, že 
student vyčerpal veškerou nápovědu a příklad je dořešen, otazník přestane být aktivní.

Tužka je ikonkou pro zobrazení výsledku. V tomto případě spíše závěru, aby student mimo 
jiné věděl, jaká odpověď se od něj očekává v neřešeném cvičení. Cvičení obsahuje dalších 
osm nebo deset úloh stejného typu, pro zobrazení výsledku slouží opět tužka.  

Grafy ve sbírce jsou poměrně malé, učitel má proto k dispozici lupu. Po kliknutí na libovolný 
obrázek sbírky se tento obrázek otevře v novém okně přibližně čtyřikrát zvětšený, a to včetně 
tloušťky čar.

Test znalostí

V části nazvané  Test znalostí jsem se pokusila shrnout úlohy z oblasti funkcí a umožnit tak 
studentům komplexní procvičení této části matematiky. Každý test obsahuje deset úloh, které 
jsou generovány náhodně z celkového počtu 168 zadání. Mezi úlohami jsou i typy, které se 
vyskytují u přijímacích zkoušek z matematiky.
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Při zvolení  Testu znalostí student dostane otázku, má na výběr z pěti možností. Po zvolení 
možnosti a odeslání pomocí tlačítka hotovo se ihned dozví, zda jeho odpověď byla správná a 
pokud ne, která z možností měla být označena. Program pak čeká na stisknutí tlačítka další. 
Objeví  se  další  úloha  a  stejným  způsobem  žák  vyřeší  celý  test.  Na  závěr  se  objeví 
informativní tabulka, kolik odpovědí bylo chybných, jakou by žák dostal známku a kolik času 
potřeboval  pro  vyřešení  testu.  Pro  vygenerování  nového  testu  stačí  kliknout  na  tlačítko 
zopakuj v  horní  části  obrazovky.  Každá  úloha je  vybírána  z  jednoho souboru podobných 
zadání, nemůže se stát, že by žák řešil deset úloh stejného typu.

Úlohy většinou nejsou triviální, při řešení testu žák musí pracovat s tužkou a papírem. Tuto 
část  nelze  využít  pro  hodnocení  žáků,  protože  úrovně  obtížnosti  úloh  jsou  v rámci 
jednotlivých souborů různé. Mým cílem nebylo vytvoření „písemkových“ testů, ale kapitoly, 
na které si žáci mohou vyzkoušet, zda oblast funkcí zvládli.

Závěr

Nutno podotknout, že jsem elektronickou učebnici nezamýšlela jako jediný studijní materiál 
pro  výuku  funkcí,  ale  jako  doplněk  tištěných  učebnic.  S počítačem  se  otevírají  zajímavé 
možnosti  zpracování,  které  v  knize  nelze  realizovat,  naopak snaha  vyrovnat  se  například 
množstvím textu tištěné učebnici by podle mého názoru programu spíše uškodila. Pokusila 
jsem se beze zbytku využít všech nabízejících se výhod a věřím, že můj program přispěje 
k oživení hodin matematiky a ukáže žákům, že funkce nejsou jen rozsáhlou kapitolou, ale 
také kapitolou zajímavou.
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Abstrakt

Hlavnı́ cı́l článku směřuje k jednoduchému popisu základnı́ch pojmů teorie chaosu v dyna-
mických systémech s podporou grafického prostředı́. S pomocı́ vhodného matematického modelu
lze dospět k formulacı́m jednoduchých úloh, k jejichž řešenı́ nenı́ třeba budovat složitou teorii a
postačı́ vycházet ze základů středoškolské matematiky. K pochopenı́ souvislostı́ mezi základnı́mi
pojmy budeme vycházet z analýzy grafického modelovánı́.

Klı́čová slova: iterace, pevný bod, přitahujı́cı́ bod, odpuzujı́cı́ bod, orbit, bifurkačnı́ diagram

Úvod
Podnětem k sepsánı́ tohoto článku je postupné zjišt’ovánı́ faktu, že studenti jak střednı́ch, tak
vysokých škol majı́ stále většı́ problém ”čı́st z grafu“ a vůbec chápat spojenı́ grafu s reálnou
situacı́. Vybrali jsme tedy záměrně téma, které se běžně v osnovách škol neobjevuje, a budeme
se snažit na základě výběru vhodné posloupnosti grafů funkcı́ a pomocı́ jednoduchých úvah
samostatně dospět k definicı́m základnı́ch pojmů a jednoduchým závěrům v úvodu do teorie
chaosu v dynamických systémech. V reálném světě se prostřednictvı́m různých médiı́ denně
setkáváme s mnoha modely at’ už v oblasti ekonomické, meteorologické či biologické. K odvozenı́
základnı́ch pojmů teorie chaosu by mohla posloužit analýza vhodněho matematického modelu.
Zaměřı́me se pro názornost na jednoduché populačnı́ modely. K sepsánı́ tohoto článku velkou
měrou inspirovala publikace [1].

1
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Motivace
Model 1
Laboratornı́mi testy bylo zjištěno, že množstvı́ bakteriı́ téhož druhu se za stejných podmı́nek za
hodinu zdvojnásobı́. Tuto závislost můžeme popsat pomocı́ funkce f(x) následovně

f(x) = 2x,

kde x představuje množstvı́ bakteriı́ a nahradit ji modelem

xn+1 = f(xn) = 2xn,

kde n = 1, ..., xn představuje počet bakteriı́ v čase n a x1 je počátečnı́ množstvı́ bakteriı́. Tedy
množstvı́ bakteriı́ za dvě časové jednotky je dáno hodnotou f(f(x1)) = f(x2) = x3. Jedná se zde
o skládánı́ totožných funkcı́. Tento model by zřejmě nebylo možné uplatnit na lidskou populaci
vzhledem k faktům, že na jejı́ vývoj má vliv mnoho faktorů a

lim
n→∞

f(xn) =∞.

Pokusı́me-li se nahradit předchozı́ model ”vylepšeným modelem“, může model realitu vystiho-
vat ”lépe“.

Model 2
Definujme funkci g(x) následovně

g(x) = 2x(1− x),

kde počet obyvatelstva x je zadán v milionech, tedy hodnota x = 0, 01 odpovı́dá hodnotě deseti
tisı́cům. Pokud je populace nı́zká, je faktor (1 − x) blı́zký k jedné a tı́m se model přibližuje
modelu 1. Je-li populace vysoká, pak je hodnota g(x) dána součinem 2x a zbytkového množstvı́
(1 − x). Porovnánı́m obou modelů pro počátečnı́ hodnotu x = 0, 01, kdy čas měřı́me v letech,
zjistı́me zajı́mavý výsledek. Po dvanácti letech by podle modelu 1 dosahovala populace počtu
f 12(0, 01) = 4096.109 a dle modelu 2 zı́skáme g12(0, 01) = 0, 5 = g13(0, 01) = g14(0, 01)
atd. Výpočtu každé hodnoty funkce f nebo g budeme řı́kat iterace. Tedy počet obyvatelstva se
dle modelu 2 ustálı́ na hodnotě 0, 5 milionu. Snadno zaznamenáme, že pokud zvolı́me libovolný
počátečnı́ stav x ∈ (0, 1), vždy se po jistém počtu iteracı́ dostaneme k bodu x = 0, 5. Tento
bod budeme nazývat pevným bodem funkce a budeme jej označovat x∗. Pevný bod má v reálné
praxi určitě svůj význam, protože nás samozřejmě bude zajı́mat, zda a kdy se stav studovaného
systému ustálı́.
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Základnı́ vlastnosti
Hledánı́ pevného bodu funkce f(x) a g(x) představuje řešenı́ rovnic

g(x) = x = 2x(x− 1) a f(x) = 2x = x. (1)

Znázorněme si tento proces graficky:

obr.1a obr.1b

Na obr. 1a je jediným průsečı́kem funkce f(x) a y = x bod s x−ovou souřadnicı́ x = 0. Všechny
zı́skané iteračnı́ body jsou bodem x = 0 odpuzovány. Na obr. 1b vidı́me dva průsečı́ky obou
grafů a to v bodech s x−ovou souřadnicı́ x = 0 a x = 0.5. Oba dva body jsou body pevnými,
ale lišı́ se podstatně jednou vlastnostı́. Jakoukoliv volbou počátečnı́ iterace x ∈ (0, 1) jsou dalšı́
body iterace ”přitahovány“ k bodu x = 0.5 a od bodu x = 0 jsou odpuzovány. Budeme tedy
odlišovat pevný bod přitahujı́cı́ a pevný bod odpuzujı́cı́. Jaké musı́ mı́t vlastnosti daná funkce,
aby pevný bod byl přitahujı́cı́m či odpuzujı́cı́m bodem? S pomocı́ následujı́cı́ho grafu lze velmi
snadno nalézt odpověd’. Pokud tečna sestrojená v každém bodě iterace má směrnici menšı́ než
má přı́mka y = x, nebo-li

|g(́x)| < 1, (2)

pak platı́
lim

n→∞
g(xn) = x∗,

kde x1 je vhodně zvoleno. Svı́rá-li tečna s osou x většı́ úhel než přı́mka y = x resp. menšı́ úhel
s osou x než přı́mka y = −x, bude pevný bod funkce g(x) odpuzujı́cı́, v opačných přı́padech se
bude jednat o pevné body přitahujı́cı́ viz. obr. 2.
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obr.2

Množinu iteracı́ {x1, x2, x3, ...} zkonstruovanou procesem xn+1 = f(xn) pro n = 1, ... budeme
nazývat orbitem (přı́slušným k funkci f(x) a bodu x1). Pro přehledné znázorněnı́ orbitu můžeme
použı́t lineárnı́ lomenou čáru spojujı́cı́ body [x1, 0] , [x1, f(x1] a [f(x1, f(x1] atd. Pak jsou z grafu
velmi snadno rozpoznatelné oba přı́pady a to orbit s odpuzujı́cı́m pevným bodem viz. obr. 3a a
obr. 3b a přitahujı́cı́m pevným bodem viz obr. 4a a obr. 4b.
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obr.3a

obr.3b
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obr.4a

obr.4b
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Na následujı́cı́ch obrázcı́ch je znázorněna situace, kdy se body orbitu periodicky opakujı́, v přı́pa-
dě obr. 5a se jedná o takzv. 2-periodický orbit funkce f(x) = 3.3x(1 − x), kde f(p1) = p2,
f(p2) = p1 a obr. 5b ukazuje 4-periodický orbit funkce g(x) = 3.5x(1− x), kde g(p1) = p2,
g(p2) = p3, g(p3) = p4 a g(p4) = p1. Oba přı́pady zastupujı́ přitahujı́cı́ orbity a naznačujı́

”ustálenı́ stavu“.

obr.5a
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obr.5b

Následujı́cı́ grafy ukazujı́, že každá iterace xn+1 = f(xn) představuje ve skutečnosti výpočet
hodnoty složených funkcı́ v bodě x1, tedy platı́

f(x1) = x2, f(f(x1)) = x3, ..., f
n(x1) = xn+1.

Tudı́ž pevný bod funkce fn−1(x) je pevným bodem funkce fn(x). Na obr. 6a je znázorněno
skládánı́ funkce 0.5x(1 − x), na obr. 6b se jedná o funkci 3x(1 − x), obr. 6c ukazuje složenı́
funkce 3.3x(1 − x) a poslednı́ obr. 6d představuje složenı́ funkce 4x(1 − x). Je patrné, jak se
postupně situace komplikuje a objevujı́ se dalšı́ pevné body. Na obr. 6a a 6b je stav ”ustálený“ a
v přı́padě obr. 6c a 6d je již velice nepřehledný.
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obr.6a

obr.6b
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obr.6c

obr.6d

281



obr.7a

obr.7b
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Obrázky 7a (f(x) = 4x(1 − x)) a 7b (f(x) = sinx) znázorňujı́ nekonečný omezený orbit
funkce, jehož body se generujı́ bez jakékoliv závislosti. Zřejmě zde funkce nemá žádný přitahujı́-
cı́ pevný bod ani přitahujı́cı́ periodický orbit. Z vlastnosti derivace složené funkce pak pro každý
k-periodický orbit {p1, p2, ...pk} platı́(

fk
)́

(p1) = f́ (p1) f́ (p2) ...f́ (pk) (3)

a na základě zobecněnı́ vlastnosti (2) můžeme vyslovit hypotézu, že pokud platı́

|f́ (p1) ||f́ (p2) |...|f́ (pk) | < 1, (4)

bude k-periodický orbit {p1, p2, ...pk} přitahujı́cı́m orbitem. Je-li možno dokázat, že prvky omeze-
ného orbitu nekonvergujı́ v nekonečnu k nějakému k-periodickému přitahujı́cı́mu orbitu, pak je
odtud již malý krůček k formulaci definice pojmu chaos.

Co je to chaos?
Definice: Necht’ f(x) je reálná funkce a necht’ {x1, x2, .., xn, ...} je omezený orbit funkce f(x).
Pak orbit {x1, x2, .., xn, ...} je chaotický, jestliže nenı́ konvergentnı́ k žádnému periodickému
orbitu přı́slušnému funkci f(x) a bodu x1 pro n→∞ a platı́

lim
n→∞

(1/n)(ln|f́ (x1) |+ ln|f́ (x2) |+ ... + ln|f́ (xn))| > 0,

pokud uvedená limita existuje.

Prvnı́ podmı́nka v definici bývá formulována také tak, že orbit {x1, x2, .., xn, ...} nenı́ asymp-
toticky periodický. Limita limn→∞(1/n)(ln|f́ (x1) |+ln|f́ (x2) |+...+ln|f́ (xn))| bývá nazývána
Ljapunovovým exponentem přı́slušným k funkci f a bodu x1 viz [1].

Chaos

283



Bifurkačnı́ diagram

obr.8a f(x) = 2x(1− x) obr.8b f(x) = 3.3x(1− x)

obr.8c f(x) = 3.5x(1− x) obr.8d f(x) = 3.8x(1− x)

Uvažujme funkci f(x) = ax(1 − x), kde a je prvkem intervalu 〈1, 4〉. Graf, který znázorňuje
všechny pevné body funkce f(x) na intervalu 〈0, 1〉 pro měnı́cı́ se hodnoty parametru a, se
nazývá bifurkačnı́m diagramem. Z tohoto diagramu lze velmi přehledně sledovat, pro které hod-
noty parametru a je stav ustálený či chaotický, kde má funkce periodické orbity a kde je pevný
bod jediný. Situace znázorněná na obr. 8a, 8b, 8c a 8d odpovı́dá informacı́m, které vyčteme
z bifurkačnı́ho diagramu viz obr. 9.

284



obr.9

Název bifurkačnı́ho diagramu je odvozen z anglického slova ”bifurcation“, což v překladu zna-
mená ”rozdvojenı́“ a z obr. 9 je zřejmé proč. Levá část diagramu odpovı́dajı́cı́ hodnotám a z in-
tervalu (1,3) viz obr. 8a představuje ustálený stav systému, po prvnı́m rozdvojenı́ se pak systém
pohybuje mezi dvěma stavy viz. obr. 8b, dále následuje interval, ve které má funkce 4-periodický
orbit viz. obr. 8c. V pravé části diagramu se střı́dajı́ úseky chaosu a k-periodických stavů. ”Bı́lé“
oblasti bývajı́ nazývány okny bifurkace [1].

Problém
V celém textu jsme se záměrně vyhýbali problematice volby počátečnı́ iterace, nebot’ je to otázka
velmi citlivá a potřebovala by ke studiu mnohem většı́ prostor. Na poslednı́m zařazeném obrázku
je patrné, jak je volba počátečnı́ho bodu důležitá. Při dvou různých volbách bodu x1 má funkce
jiný pevný přitahujı́cı́ bod.
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obr.10

Závěr
Pomocı́ výběru vhodné posloupnosti grafů funkcı́ jsme dospěli k formulacı́m základnı́ch pojmů
v úvodu do teorie chaosu v dynamických systémech. Z grafů je patrné, kdy je pevný bod přitahujı́-
cı́ a kdy odpuzujı́cı́, kdy se orbit stává k-periodickým. Znázorněnı́m skládánı́ funkcı́ jsme přiblı́žili
pojem iterace z jiného úhlu pohledu. V závěru jsme pomocı́ bifurkačnı́ho diagramu ověřili vlast-
nosti studovaných funkcı́. Grafy byly zpracovány pomocı́ softwaru Derive 6. Uvedené téma může
být vhodné jako motivačnı́ téma na cvičenı́ch, kde se studenti seznamujı́ s některým matematic-
kým softwarem.
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