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Predmluva

Sbornik obsahuje prispévky, které zaznély na ctvrté konferenci ,,Uziti pocitaci ve vyuce
matematiky*, ktera se konala na ptidé Jiho&eské univerzity v Ceskych Budgjovicich ve dnech
5.—17. listopadu 2009. Konference probihala ve spolupraci se Spolecnosti u€iteli matematiky
JCMEF a &eskobudgjovickou pobockou Jednoty Geskych matematiki a fyzikd.

Plenarni prednasky piednesli Jaroslav Hora (ZCU Plzen), Ulrich Kortenkamp (Pidagogischen
Hochschule Karlsruhe, Némecko), Vladimira Petraskova (JU C. Bud&jovice) a Jifi Vanicek
(JU C. Budgjovice). Texty prednasek jsou uvedeny ve sborniku podle abecedy.

Prispévky z této konference se soustiedily na dvé oblasti: uziti systéml pocitacové algebry
(CAS) a uziti systémt dynamické geometrie (DGS) ve vyuce na zékladnich, stfednich
a vysokych skolach. Cast piispévki byla vénovana e-learningu a daliim novym technologiim
a jejich vyuziti ve Skolach. Celkem zaznélo kromé plendrnich prednasek 35 referata.
Prispévky jsou sefazeny podle jmen autorti.

Pod¢kovani patfi ¢lenim organiza¢niho vyboru a studentiim za obé&tavou praci pii piiprave
i v dob¢ kondni konference. Dik patii rovnéz vedeni univerzity a vedeni koleji a menzy za
velmi vstiicny pristup.

Programovy vybor konference pracoval ve slozeni
doc. RNDr. Eduard FUCHS, CSc.
doc. RNDr. Jaroslav HORA, CSc.
doc. Ph.Dr. Alena HOSPESOVA, Ph.D.
prof. Dr. Ulrich KORTENKAMP
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TECHNOLOGIE VE VYUCE MATEMATIKY
POMOC I USKALI

Helena Binterova

Pedagogicka fakulta, JihoCeska univerzita,
Jeronymova 10, 371 15 Ceské Bud¢€jovice
e-mail hbinter@pf.jcu.cz

Eduard Fuchs

Ptirodovédecka fakulta, Masarykova univerzita,
Kotlarska 2, 611 37 Brno
e-mail fuchs@math.muni.cz

Abstrakt: V pfispévku popisujeme své zkusSenosti s uplatnénim interaktivnich prostredkii a
pocitace ve vyuce. Na motivacnim piikladu demonstrujeme, jak lze pocitace vyuzit k feSeni
problémd, k pochopeni slovnich tloh a k interpretaci nalezeného feSeni. Popisujeme vyuziti
pocitace nejen k feSeni problémd, ale i jako nastroje motiva¢niho a pojmotvorného.

Klic¢ova slova: didaktika matematiky, informacni technologie

UvVoD

Jiz delSi dobu kolem sebe slySime, Ze soucasnost si zdd4 zasadni zmény nejen ve
vSednim zivoté, ale 1 ve vzdélavani.. Pfed nékolika lety, pfed nastupem internetu do vSech
oblasti zivota, si nikdo nedokazal predstavit, jak velkou zménou fakticky bude proména nasi
spolecnosti ve spole¢nost informacni. Pro instituce zabyvajici se vzdélavanim tato zména
pfinesla — kromé jiného — i nutnost definovat nové standard ucitele a profil absolventa.

Ukoly soudasné $koly jsou nelehké, vezmeme-li v Givahu, Ze s rostoucimi pozadavky na
absolventy se souc¢asné zmensuje motivace evropské populace ke vzdélavani. Vskutku krasny
ptiklad nepfimé umérnosti, ze?

V této situaci musi vyucujici na vSech stupnich Skol fesit fadu nelehkych ukoll. Jak se
co nejlépe zhostit ukold, které pfed ndmi stoji a jakymi prostiedky tohoto zlepSeni dosdhnout?
Jak vyuzivat moderni didaktické metody (naptiklad skupinovou nebo projektovou vyuku)?
Jak do vyuky smysluplné zapojit nové technologie (pocitace, interaktivni tabule apod.)? Jak
budeme smérovat nase zaky a studenty pfi hledani informaci a pti aktivnim poznavani svéta?
Kde je hranice mezi ziskdvanim potiebné matematické gramotnosti a zbyte€nym pocitanim
tézkych prikladi, pfi nichz Zaci mechanicky memoruji nacvi¢ené algoritmy bez porozuméni
podstaté véci?



Pii v§i nutnosti zmén pfitom musime mit na paméti, ze sebelepsi reforma sama o sobé
zmény k lepSimu nepfinese. Pro jeji Gspéch musi zména nastat v srdcich ucitelt. Jinak je
reformou pouze formdlni a vyucovani v ,,duchu nové doby* je pouhou proklamaci.

Dnes jiz definitivn¢ skoncilo pocatecni euforické obdobi, v némZz jsme objevovali
moznosti pocitact, setkavali jsme se na seminafich a konferencich a radostné si sdélovali, co
vSechno dany matematicky program umi a jak krasné se nam povedlo rozpohybovat obrazky
z geometrie a vyiesit soustavy rovnic i s grafickym feSenim v novém okné. Dnes jiZ jisté —
alesponi u vétSiny ucitelll — prevldda védomi, Ze technika sama o sobé€ nase problémy nevyiesi
a stejn¢ jako diive musime fteSit problémy, jak Zaky motivovat, jak je naucit spravnému
chapani pojmu, jak vypéstovat nezbytnou pocetni gramotnost atd. Jen jsme k feSeni téchto
problémi ziskali nové a mocné pomocniky.

STRUCNE O NASICH UCEBNICICH

V ucebnicich Aritmetiky a Geometrie pro 6-9. tfidu (viz [1]-[6]) se snazime vyuzivat
interaktivni prostfedky k tomu, aby naSi Zaci uméli premyslet, tfidit a vybirat nabizené
informace a aby je dokdzali samostatné pouzivat v kazdodennim zivoté. Chceme, aby na
zaklad€ nabizenych problémi vyslovovali své nazory, aby je umé€li samostatn¢ zformulovat a
aby je uméli obh4jit.

Jsme presvédceni, ze experimentovanim, porovndvanim situaci, které déti znaji
z bézné¢ho zivota, hledanim skrytych zakonitosti, postupnym vytvafenim spravné
terminologie, nenasilnym vedenim ke spravnému vyjadfovani a oznacovani véci, jsou zéci
vedeni k tomu, aby matematiku chapali jako mocny nastroj k pozndvani svéta. Snazime se,
aby se pro né¢ matematika nestala neoblibenym pfedmétem, ktery pfili§ nesouvisi s jejich
zivotem, nebot’ se sklddd z podivnych vzorct a formuli, jimz pfili§ nerozumi a jez po
ukonceni Skoly stejné zapomenou. Je ndm jasné, Ze tento postup je ¢asové narocny a mnohem
obtizn&jsi nez klasicka ,.frontalni“ vyuka, kdy ucitel v systematickém vykladu sezndmi zaky
s novym tématem a dba pouze na to, aby mu zaci pokud mozno dobie porozuméli.

Uvédomujeme si, ze ucitel s tvazkem 23 hodin tydné a s dalSimi povinnostmi, které
vyplyvaji z pedagogické profese, nema vétSinou dostatek Casu k tomu, aby se mohl vénovat
dislednému propracovani svych piiprav pro vyuku snovymi technologiemi z hlediska
matematického obsahu a s respektovanim principli a zdsad moderni didaktiky matematiky.
Snazime se proto, aby takové materidly nalezl v interaktivni podob¢é naSich ucebnic.
Vzhledem k tomu, Ze se na jejich tvorbé podilel nejen autorsky kolektiv u¢ebnic, ale cela fada
dalSich odbornikli z praxe, Ze interaktivni ucebnice vznikaly postupné s védomim ftady
souvislosti a navaznosti, po fad¢ konzultaci a se zohlednénim pfipominek ucitelt
z praxe, doufdme, Ze se interaktivni podoba ucebnic setkd s ptiznivym ohlasem ucitelt.

PRACE S TECHNOLOGIEMI

Chtéli bychom vas nechat nahlédnout do vyuky tématu funkci a feSeni slovnich tloh
pomoci rovnic s naSimi uc¢ebnicemi tak, jak jsme ji pfichystali pro vyucovani s interaktivni
tabuli a spomoci pocitace. Ptiklad, ktery uvadime, bychom =z hlediska pojmotvorného
procesu mohli zafadit jako motivacni. V pribéhu feSeni Zzaci diskutuji, hledaji mozna feSeni
situaci, modeluji, prostfednictvim vizualizaci pronikaji do podstaty problému a v neposledni



fadé¢ se pokouseji hledat rizné formy interpretace feSeni Ciselné, grafické i slovni. Ptiklad
zafazujeme jako motivacni i proto, ze slouzi k tomu, aby vznikl rozpor v psychice zakt —
nevim jak problém vyfesit, chei védét vic, abych problém vyfesil! Takto a na zakladé dalSich
ptikladd postupné vznika predstava o daném pojmu a nasledné pojem sam.

Dany ptiklad je nasledujici

Z Ostravy do Prahy vyjel v devét hodin pan Brezina osobnim automobilem primérnou
rychlosti 60 km/h. Piil hodiny po ném vyjela z Ostravy tymz smérem jeho pritelkyné, pani
Krizankova, ktera jela osobnim automobilem primeérnou rychlosti 70 km/h. Urcete, v jaké
vzdalenosti od Ostravy se potkaji. Zakreslete grafy funkci, které vyjadruji zavislost
vzdalenosti obou aut od Ostravy na dobé jejich jizdy (kreslete do jednoho grafu). Zapiste
rovnice, kterymi je charakterizovan predpis obou funkci, a porovnejte je s jejich grafy.
Napiste vysledky porovnani. Jak se lisi rovnice a graf popisujici jizdu pana Breziny od
rovnice a grafu popisujiciho jizdu pani Krizankové? Miizete pouZzit i pocitac!
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Obr. 1

Situace, kterou vidite na obr.1, predstavuje feSeni zaka, které vedlo k uchopeni ulohy a
ke hledéani feSeni pomoci dalSich ptipravenych odkazli. Vyuku jsme realizovali na jednom
z nagich klinickych pracovist, na zakladni $kole v Ceskych Budéjovicich.

Vyucujici, ktery pro nds hodinu s takto pfipravenym piikladem realizoval, détem
vysvétlil situaci, kterd nastala. Sdm nam sdélil, Ze podle jeho ndzoru neumi Zéci takové ulohy
fesit vétSinou proto, Ze nerozumi situaci.

Na zacatku hodiny déti musely vyftesit problémy:
e mistni orientaci — kde je Praha, kde Ostrava, jaka je vzdalenost mezi mésty?



e orientaci v problému: jaké dusledky ma skutecnost, Ze jeden z nich vyjel o 30 minut
diive?

Simulace na obrazovce pomoci fady naklonovanych tvarti aut umoznila, ze si Magda
uvédomila, Zze v case nula vlastné nastala situace, jako by pani Krizankova byla 35 km
opacnym smérem od Ostravy, nez je Praha. Pak uz Karel, ktery se ptihlésil, ze uz vi jak na to,
snadno napsal rovnici popisujici pohyb rychlejsiho auta.

Ani nyni vSak vétSina zaki jeSté dobie nerozumeéla tomu, co oba spoluzaci objevili a tak
jim jejich vyucujici ukazal, co se skryva pod prvnim odkazem na strance. Oteviel program,
ktery umozinuje vizualizaci Gloh popisujicich pohyb. Nékteré déti potfebovaly kratsi, jiné
delsi dobu k pochopenti, ale nakonec se vSichni ve tfidé shodli na stejném vysledku.
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Obr. 2

V této fazi hodiny jesté stale Zaci nevédéli nic o tématu, které budou probirat, jen se snazili na
zaklad¢ predchozich zkuSenosti analyzovat a fesit danou situaci. Nastal silné motivaéni
moment: chci védét vic. Jak se takové ulohy daji vyfesit? Resili jsme jiz podobnou situaci?
Pak si pod vedenim ucitele dokreslili graf na interaktivni tabuli, ktery zakreslovali do predem
pfipraveného soufadnicového systému s pfipravenymi hodnotami na osach (viz obr. 2) a
diskutovali o priuseciku ptimek, které jim vysly jako feSeni. Jana vymyslela jako prvni, ze ,,je
to vlastné to setkani“. Program GeoGebra, ktery jsme zvolili pro kresleni grafu, je podle nas
vyhodny proto, ze umoziuje presné naneseni boda grafu a naslednou kontrolu rovnic pfimek i
soutadnic bodi v algebraickém okné (obr. 3).

V této chvili reagoval vyucujici na dotazy déti, které chtély védét, co znamenaji uvedené
rovnice. Vysvétlil jim, Ze to co jim zobrazil pocitac¢ v algebraickém okné&, jsou rovnice
pfimek, které jsou uvedeny na zobrazeném grafu. Co jsou rovnice, to se uz zaci ucili, a tak
jim v této chvili navrhl, at’ se spolecné podivaji na posledni ptfipraveny odkaz pod rizovym
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ctvereckem. V nésledujici chvili opravdu velka ¢ast tfidy se zdjmem sledovala, co jim chce
ucitel ukazat a jak jim asi vysvétli souvislost mezi grafem, ptimkou a rovnici.
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Obr. 3

Otevtel se jim soubor v programu Derive6 (obr. 4). Zajima vdas, proc program vykreslil
pro kazdou rovnici zrovna takovyto graf? Chtéli byste to také umét? Pockejte si, dozvite se
v§echno v dalsich hodinach matematiky. Takové véty znély tfidou a vyvolavaly silné
motivacni naladu. Jako kdyby skoncil prvni dil filmu na pokra¢ovani.

Uloha, kterou Zaci fesili, je matematicky model realné situace, je aplikaci na situaci
z bézného zivota. Diskuse, kterd v hodin€ probihala, byla vécna a otazky k diskusi byly
vérohodné. Pro préaci v hodiné to znamenalo, Ze matematika poslouzila jako prostfedek pro
vyfeseni realné situace. Po diskusi o vysledcich matematickych aktivit spolecné vSichni tento
vysledek vratili do realného zivota. Nasledné otazky typu Co kdyby zjistili az za 40 minut, Ze
nema pan Brezina dokumenty, stihli by si je predat? Jak rychle by musela jet v tomto pripadé
pani Krizankova? Co kdyby po cesté méla zdrzeni? Co by se stalo...byly jen modelovanim
béznych situaci a ndsledné diskuze ptedstavovala silnou motivaci.

Na zavér hodiny misto klasického SHRNUTI zaznéla otazka: proc¢ si myslite, Ze je
stat i mne a jak to pak budu resit...Chci ale vSechno. Chci to znat pokazdeé, nechci jen
odhadovat, nékdy na presnosti miize zaviset kariéra, Zivot...atd.

Zavérem bychom snad jen mohli konstatovat, ze bylo velmi pozitivni vidét prabch
hodiny, ve které byla diskuze vedena piirozenym zpusobem, ve které nebylo chybou
neodpovédet spravné, kde bylo citit u vetsi ¢asti tfidy opravdovy zdjem. Zajem ne pro
znamky, naoko, pro uspéch u ucitele, ale zdjem opravdovy. Misto série loh, které jsou déti

11



zvyklé tesit, se z jedné Ulohy takto stane mnoho tloh dal$ich, souvisejicich, které proverti, jak
tomu kdo ve tfid¢€ rozumi.
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ANALYZA VYUKY MATEMATIKY A ZKOUSEK
NA FAKULTE STAVEBNI CVUT PRAHA

FrantiSek Bubenik
Katedra matematiky, FSv CVUT Praha, Thakurova 7, 166 29, Praha 6

e-mail: bubenik(@mat.fsv.cvut.cz

Abstrakt: Prispévek se zabyva vyukou, zapocCty a pfedmetovymi zkouskami z matematiky na
stavebni fakult¢ CVUT Praha, zejména z hlediska uZziti vypocetni techniky. Diskutovana
problematika se tyka zvlasté ivodu studia.

Klicova slova: vyuka matematiky, poCitacova podpora, kontrola znalosti

1. Uvod - krétké ohlédnuti do historie.

Zatneme pohledem do historie zptisobu kontroly ziskanych znalosti, v tomto piipadé
z matematiky. V minulosti ani do soucasné¢ doby obecné nic jiného, nez je tzv. zkouska,
jakozto prostifedek pro kontrolu znalosti, vymysleno nebylo. Podle studijniho a zkusebniho
fadu vime, Ze zkouska muze mit rizné formy, muze byt pisemnd, Ustni, praktickd, atd.
pripadné jejich vzajemné se dopliujici kombinace.

Z matematiky si mnozi moznad pamatujeme klasickou zavére¢nou predmétovou
zkousku, skladajici se z ¢asti pisemné a Gstni. Pisemna ¢ast spocivala vétSinou v pocitani tloh
a v ustni ¢asti se zkousela teorie. Obvyklé bylo, ze kdo uspél v pisemné casti, postoupil
k ustni ¢asti. Celkovy vysledek byl pak stanoven podle jistych kriterii zkouSejicim. Prace
behem semestru byla obvykle hodnocena na zéklad¢ prace na cviceni, riiznych samostatnych
praci apod. a dale riznych kontrolnich pisemek na cviceni, pfedem ohlaSenych, ptfipadné
piredem neohlasenych. Tyto prace byly obvykle opravovany a hodnoceny cvicicimi a mnohdy
hodnoceni zéviselo na pfistupu a kriteriich cvi¢iciho, i kdyz obecné zésady byly stanoveny.
Ptiklady v pisemnych pracich, at’ uz na cvic¢enich nebo v zavérecné pisemce, byly pocitany
»rueng®, ptipadné numerické operace a hodnoty byly zpracovavany s pomoci kapesnich
kalkulacek.

2. Druha etapa — nastup pocitacu

S rozvojem pocitacii zacala dal$i etapa vyvoje jak vyuky, tak i kontroly znalosti.
Zejména grafické vystupy znamenaly piinos ve vyuce; vedly k vyssi pfedstavivosti, lepSimu
pochopeni latky a celkové bezesporu k vyssi efektivit¢ vyukového procesu. V souvislosti se
zvySujicim se poctem studentli vznikla snaha uplatnit pocitace také pii kontrole ziskanych
znalosti a to zejména v pribéhu semestru. Divodl bylo vice. S poctem studentd také rostl
pocet studijnich skupin, coz mélo za nasledek nutnost vétsiho poctu riznych zadani pisemek,

NS 24

provadeli cvicici a hodnoceni nebyla vzdy jednotnd. Zvlasté, pokud byla uspesnost

13


mailto:bubenik@mat.fsv.cvut.cz

v kontrolnich pisemkach spojena sudélenim ¢i neudélenim zapoctu, vyvstal do poptredi
pozadavek jakési objektivity hodnoceni a nezavislosti na lidském subjektu.

Na Katedfe matematiky Fakulty stavebni CVUT Praha se zabyvame intenzivné touto
problematikou jiz dlouhou dobu. Zejména v tivodu studia, kdy se jednd o velky pocet studentti
se osvedcila forma pocitaCové generovanych a vyhodnocovanych testli a pro tento zptlisob
testovani byly nejvhodné&;jsi testy s volitelnymi vysledky. Na katedife matematiky byl k tomuto
ucelu vytvoren pfisluSny software, umoziujici generovani individudlnich testa z ptislusnych
databazi pro kazdy ptiklad. Zpoc€atku byly pocitacové vygenerované testy vytistény na papir,
rozdany studenttim, ktefi je vypracovali a oznacili z nabidky spravny vysledek. Tyto vysledky
byly pak zpét vlozeny do pocitae a pocitacové vyhodnoceny. Testovani bylo realizovano
obvykle béhem cviceni.

3. Treti etapa — internetové prostiredi

»Papirovy* zpiisob testovani byl samoziejmé narocny také na spotiebu papiru a 1 kdyz
»opravovani“ bylo zna¢né snadné€jsi, bylo nutno vysledky zpétné vlozit do pocitace. Proto
byla snaha provadét testy pfimo na pocitacich s moznosti piihlasovani se na testy predem.
Rozsifeni internetu toto umoznilo. Z diivoda organizacnich a zpocatku malého poctu pocitact
bylo realizovano testovani s podporou pocitacli on-line v pocitacové ucebné experimentalné
jen na vybraném studijnim programu. Testovani probihalo mimo cviceni a studenti se
ptihlaSovali na jimi zvoleny termin prostfednictvim internetu. Tento zplsob byl pfiznivée piijat
také studenty. Vyhodou byla moznost vyuzit dobu cvi¢eni v plné mife k vyuce a také
skutecnost, ze vyhodnoceni vysledkli nebylo zavislé na lidském subjektu. Studenti se
dozvédeli vysledky testu bezprostiedné po ukonceni testu. K tomuto ucelu byly vytvoreny
rozsahlé databaze vybranych piikladi s volitelnymi vysledky. Tento zplisob testovani se
ukazal velmi efektivni a byl postupné rozsifen na vSechny studijni programy v prvnim a
druhém semestru. Zavére¢na predmétova zkouska zistava i nadale ,klasicka®, tedy ,,ruéné*
vypracovavana studenty, opravovana a hodnocena vyucujicimi.

4. Vyvoj bodovani a pozadavkii k zapoctu

Volba systému bodovani a zplsobu jak s body ,,nakladat“, je principialni zalezitost a
byla feSena velmi intenzivné. Bylo nutné néjakym zplisobem penalizovat chybna feSeni, ale
tak, aby jeden chybné vyteseny piiklad neznamenal dominanci vzhledem k ostatnim spravné
vyfeSenym piikladim. Jako nejvhodnéjsi se ukazal systém pozitivnich boda 4 a 8 (dvé
kategorie ,,obtiznosti* uloh) a chybné feSeni minus jeden bod. NefeSeny ptiklad znamena 0
bodi. V jednom testu jsou vzdy 4 ulohy a moznost ziskat maximaln¢ 24 bodl a vzhledem
k penalizaci minimdlné¢ -4 body. Jako optimalni se ukdzal pocet 3 testli za semestr, tedy
moznost ziskat maximalné 72 a minimalné -12 bodu.

Systémt, jak sbody ,naklddat“ bylo vyzkouSeno né€kolik. Zminime se o dvou
hlavnich, které se tykaji testovani a zapoctii. Jeden spocCival v pozadavku k zapoctu ziskat
alesponi 24 bodil v souctu ze vSech tii testil (v€etné zapornych bodl). To odpovida napiiklad
jednomu testu bez chyby. Ale nebyla povinnost zucastnit se vSech tii test, pouze ziskat
stanoveny minimalni limit bodt. Druhy systém, ktery je v principu platny v soucasnosti,
nepozaduje ziskat zadny minimalni limit bodt, je pouze postacujici podminka pro zapocet
ziskat 24 bodul, ale je povinnost zucastnit se vSech tii testd. Je samoziejmé moznost
nahradniho terminu v ptfipad€ vaznych divodi neucasti v hlavnim terminu. V obou piipadech
jsou ziskané kladné body z testi pfepocitany na 20% piinosu bodi ze zavérecné pisemky a
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zahrnuty do hodnoceni celé¢ zkouSky. V prvnim pfipadé byly piepocitané body z testt
zahrnuty do celkovych boda vyjadiujicich stupnici hodnoceni, ve druhém piipade jsou body
z testi body ,,navic®, tedy jako body ,,bonusové®, tj. je mozné ziskat hodnoceni vyborné
(pismeno A) i ,.bez” bodi ztestli. V tomto ptipadé je navic pozadavek ziskat stanoveny
minimalni limit z finalni zkouSkové pisemky k tspéSnosti zkouSky, bez ohledu na body
z testd. Usp&$nost testll v obou systémech v prvni matematice je porovnana v praci [1].

Pro analyzu uspésnosti uvodnich testi ve druhé matematice a ziskanych boda jsou
zvoleny Ctyfi primérné studijni skupiny (tj. nevybranych studentil). V nésledujici tabulce jsou
uvedeny pocty studenti, kteti ziskali uvedené rozmezi bodi, Cislo v zavorce znamena pocet
studentl ve skupiné.

<0 0-4 5-9 10-14 15-19 20-24
1(21) 2 4 6 4 4 1
2(18) 1 2 6 5 4 0
3(15) 1 3 2 3 4 2
421) 2 2 3 4 6 4

Pro ptehlednost a porovnani jsou udaje jednotlivych skupin uvedeny v nasledujicich grafech.

/ \ \ [—o—1(21) |
o~ \\

<0 0az4 5az9 10 az 14 15az 19 20 az 24

S = N W b 00 O N

Obr. 1: Skupina oznacena 1

/ [—m—2(18) |

-// \\\

<0 0az4 5az9 10 az 14 15az 19 20az24

©C = N W b~ 01O N

Obr. 2: Skupina oznacena 2
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Obr. 3: Skupina oznacena 3

—_— =
/

© = N W b~ 01O N

<0 0az4 5az9 10 az 14 15az 19 20az 24

Obr. 4: Skupina oznacena 4

Udaje v jednotlivych studijnich skupinach pro porovnani vyjadiené v procentech jsou
uvedeny v nasledujicim diagramu.

m1(21)
m2(18)
03(15)
04(21)

<0 0az4 5az9 10az14 15az19 20az24

Obr. 6: Zastoupeni jednotlivych rozmezi bodl v %.
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Z graf a diagramu je napiiklad patrné, ze zisky jednotlivych skupin bodl jsou
srovnatelné, ale studijni skupiny se piesto lisi. Ve skupin€ 2 je nejvice ziskanych boda
vrozmezi 5 az 9, pak 10 az 14, ale plny pocet bodi neziskal v této skupiné zadny student.
Tim se tato skupina odlisSuje od ostatnich. Ve vSech skupinach je pocet studentii se ziskem
zépornych bodl srovnatelny. Mizeme to pfisoudit také skutecnosti, ze body z testl jsou body
»havic®, nemaji likvida¢ni charakter v souvislosti se zdpoctem a nekteti studenti se neobavaji
oznacit vysledek, 1 kdyz si jeho spravnosti nejsou upln¢ jisti. Dale si miizeme povSimnout, Ze
plny pocet bodi ziskalo nejvice studentl ze skupiny 4 a z této skupiny i1 nejvice studentl
ziskalo body v rozmezi 15 az 19. Tato studijni skupina ma vice ,,lepSich* studentt.

Dosavadni vysledky zatim ukazuji, ze pfestoze je povinnost ucast na vSech testech a
neni ,,povinnost™ ziskat body, studenti k testim pfistupuji se snahou kladné body a to v co
nejvetsi mife ziskat. Ziskané body z testl maji také ,,informativni®“ charakter pii stanoveni
vysledného hodnoceni pfedmétu a to v tom smyslu, Ze pokud student ziska celkovy pocet
bodl tésn¢ pod dolni hranici pro lepsi znamku, v piipadé vétSiho poctu bodl z testi mize
obdrzet pfislusnou lepsi znamku. Obvykle nejdulezitéjsi pro studenty je rozhrani mezi byt
uspesny u zkousky a nebyt uspesny.

Jak se tento bodovaci systém a piislusné pozadavky projevi v celkovych znalostech
studenti a tedy ziskanych vyslednych znamkach bude pfedmétem dalSich analyz.

Literatura:
[1] Bubenik, F.: Prispévek ktestovani znalosti v matematickych predmétech, Sbornik

piispévkl 6. konference o matematice a fyzice na vysokych skolach technickych, str. 65-70,
Univerzita obrany, Brno, 2009.
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OD POCITANI NA PRSTECH KE KALKULACCE -
PRVNI ZKUSENOSTI ZE SONDY S KALKULACKAMI
V PRVNI TRIDE

Jana Cachova

katedra matematiky PAF UHK

jana.cachova@uhk.cz

Abstrakt:

Prispévek piindsi informace o experimentalni sond¢ ,,Od pocitani na prstech ke kalkulacce*,
ktera se letos rozbihd v péti prvnich tfidach ZS. Experiment se opird o myslenku, Ze
kalkulacky bézn¢ pouzivané od prvni tfidy pomahaji détem 1épe poznavat svét Cisel, hloubéji
je seznamovat se strukturou ptirozenych cisel, jejimi vlastnostmi a vztahy, oteviraji jim nové
obzory (napf. desetinnd a zéporna c¢isla, ,,velkd cisla® atd.). Krom¢ sady kalkulacek je
k dispozici pocitatovy program, ktery simuluje prostiedi kalkulacky, se kterou zaci pracuji.

Klicova slova:
prvni tfida primarni Skoly, kalkulacky, svét Cisel, struktura pfirozenych Ccisel, otevirani
novych obzorti

Aritmetika jako zajimavé a podnétné prostredi
Prispévek tyka 1. stupné zakladni Skoly. Podivejme se nejprve na nasledujici ulohy:

o Kolik je ti let? Kolik ti bude pfisti rok, kolik za 2 roky, za 10 let, za 50 let? Kolik let ti
bylo loni, ptedloni, pted 5 lety?

e Ktery rok mame letos? Ktery rok budeme mit pfisti rok, ktery rok byl loni? Ktery rok
bude za deset, sto let, ...?

e Pocitej po dvou (po tiech, po ¢tyfech, po péti, ...), ,,kam az to dotdhnes*.

e Kazdé cCislo vétsi nez 1 méa dva sousedy: nejbliz§i mensi a nejbliz§i vétsi ¢islo. Urci
sousedy ¢isel 10, 100, 1000.

o Urci sousedy cisel 5, 15, 25, 500, 5000.

o Urci sousedy sousedu ¢isla 10.

e Pocitej ucet z mamincina nakupu v samoobsluze.

Ve kterém roc¢niku mohou déti resit vySe uvedené ulohy?
Pokud tuto otdzku polozime uciteliim primarni Skoly, miizeme nejspis o¢ekavat odpovédi, ze

nejdiive ve tieti (Cisla v oboru do 1000), ale spiSe az ve Ctvrté, popt. paté tfidé (desetinna Cisla
na uctence).
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Co kdyz ale dame détem do ruky kalkulacku jako nastroj, ktery mohou pravidelné pfi
vyucovani pouzivat, neposune se tato hranice?

J. Holt (1995) ve sv¢é knize piSe:

., ... kdyby byla aritmetika povazovana za to, ¢im ve skutecnosti je — za uzemi, které ma byt
prozkoumdno, a ne za seznam pravidel, které je treba se naucit, zvladly by ji déti, aspon
vétsina z nich rychlosti, kterou bychom ani ve snu nepokladali za moznou.

., ... prviiacci, kdyz dostali volnost, po chvilce scitali napr. 230 + 500 nebo 340 + 420 ...Krok
z nich - veétsinu pravidel pro scitani. Behem tydne — zabyvaly se tim jen par minut denné —
pochopily latku, jejimz vyucovanim se Skola chystala zabyvat celé roky ... *

Ze skute¢né neni namisté déti podcenovat, ale je naopak tfeba véfit v jejich schopnosti,
dokladaji vysledky testu, ktery jsme s Cerstvymi prviidcky realizovali zacatkem letoSniho
Skolniho roku. Testu se zucastnilo kolem 160 respondentii, pro naSe ucely zde budu uvadét
pouze odpovédi 81 déti, které se testu zacastnily ihned zacatkem zati. Behem individualniho
rozhovoru déti odpovidaly na 9 otazek. Jako ilustraci jsem vybrala odpovédi na tii nasledujici
otazky:

e Pocitej od jedné, kam aZ umis.

Graf ukazuje, kolik déti (z celkového poctu 81 respondentit) dospélo ve svém pocitani po
jedné az do prislusného intervalu. Celkem zajimavé je, ze hodné déti piekrocilo cislo 50.

OPocita do:
20 -
18 ]
16 [ ]
14 =
12 |
10 |
8 |
6 |
4 |
2 |
0 | —/
0-5 | 6-10 | 11-20 | 21-30 | 31-40 | 41-50 | 51-100 1\10',;:
[@Positado: | 1 1 17 18 6 4 19 15

Obrazek 1
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e Zapis Cislicemi, jak jsi pocital.

Jen malé procento déti nedokadzalo napsat Zadnou ¢islici, naopak témét polovina
respondentli dokaze zapsat vSechny ¢islice a také z nich skladat Cisla druhé desitky.

OPiSe do:

45 -
40
35 —
30 L
25 -
20 —
15 —
10 L

5 -

e [

neumi 0-3 4-5 6-9 10 a vice
[@Pise do: 3 5 17 16 40

Obrazek 2

o Kolikje: 1lal,2al,3al,2a3,3a7,5a6,10a10,12a3,17 a6?
(Détem byly umysiné pocetni ulohy zadavany namisto ,,plus“ s ,,a*, protoze se domnivame,
Ze je to pro predskolni deti prirozenéjsi.)
Nasledujici sloupcovy graf piinasi prehled o poctu spravnych odpovédi, které jsme obdrzeli
k jednotlivym tloham (z celkového poctu 81 respondentt).

o Kolik je?

90 4
80

70 44 —5—

60 - — |—

50 44 |— — —

a0 — —] —

30 4 — — —

ig:::: j;

1a1 2a1 3ai1 2a3 | 3a7 5a6 |10a10|12a3 |17a6

O Kolik je? 78 7 65 60 23 26 46 23 1"

Obrazek 3
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Domnivam se, ze ackoli je vzorek déti pomérné¢ maly aackoli zde neuvadim piehled
odpovédi na dal$i otdzky testu, piesto je mozné zjednotlivych grafi vycist zajimavé
informace — Ze totiz mnohé déti skutecné vstupuji do prvni tfidy s ur€itymi prvnimi
zkuSenostmi s €isly, Ze jejich Ciselné predstavy zdaleka nejsou ,,fabula rasa “.

Pocatkem rozvijeni matematické kultury zaka je pestovani jejich matematické gramotnosti,
tedy dobrého fungovani matematiky, kterou se u¢i. Aby vyufovani skutecné rozvijelo
matematickou gramotnost zdka, musi jej vést k hlubsSimu porozuméni matematice, nejen
k pouhému odiikani vyloZzeného uciva. Takové vyu€ovani rozviji matematiku v mysli ditcte,
posouva hranice jeho dosavadniho poznani. Jednou z moznych cest, jak takové vyucovani
realizovat ve Skolni praxi, je uplatiiovani tzv. podnétného vyucovani (tj. vyucovani, které se
opira o zasady didaktického ¢i realistického konstruktivizmu).

Jiz Kehr a Krcek (1889) ve své knize pro ucitele Praxe ve Skole obecné uvadéji:

., ... pravidla pocetni se nepodavaji, nybrz vyhledavaji, vyvozuji se od zZdkii cestou ndazoru a
cviceni...

Domnivame se, ze prostfednictvim ¢innosti s kalkulaCkou od prvni tfidy primarni skoly je
mozné predstavit zdklim aritmetiku jako podnétné a zajimavé prostfedi, pravé v duchu
podnétného vyucovani.

Spolu s ostatnimi reprezentacemi mohou ¢innosti s kalkulackou napomahat utvareni Ciselnych
predstav déti. Vedou k hlubSimu porozuméni struktury ptirozenych cisel, k postupnému
otevirani matematickych obzorti (desetinna ¢i zaporna Cisla), k poznavani dalSich, pro déti
»hovych® zakonitosti. Jsme piesvédCeni (a vysledky vySe zminénych testi nas v tom
utvrzuji), ze se déti u¢i poznavat svét Cisel stejné piirozene, jako mluvit. Tak, jako z hlasek
sestavuji slova (M — A — M — A — MAMA), sestavuji z &islic zapisy &isel, a to zptisobem,
ktery zname z placeni penézi, mame-li k dispozici pouze koruny, desetikoruny, stokoruny a
tisicikoruny.

Experimentalni sonda v prvni tiidé ,,Od pocitiani na prstech ke kalkulacce*
V nasi experimentalni sond¢, kterd v péti prvni tfidach primarni Skoly probiha od letoSniho

zati, jsme vybavili kazdého prviacka kalkulackou Sencor SEC 176 (viz. obr. 5), ktera je
dvouradkova (zobrazuje se pocitany vyraz) a zachovava potradi po€etnich operaci.

Obrazek 4 Obrazek 5
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Prvnacky v naSich experimentalnich tfidach rozhodné nechceme udinit zavislymi na
kalkulackach. Naopak jim chceme poskytnout dalSi matematické prostiedi bohaté na
podnéty, zajimavé a uziteCné. Navic to, co umi kazdy prvinaéek na konci roku bez
kalkulacky, musi umét na konci Skolniho roku i nasi Zaci v experimentalnich tfidach rovnéz
bez uziti kalkulacek. Tzn. domnivadme se, ze naSe experimentalni vyuka nezpisobi v zddném
piipadé tipadek zakladnich poctarskych dovednosti.

Pro praci na interaktivni tabuli, v po¢itatové ucebné, o prestavkach na pocitaci v kmenové
tfid€ ¢i k dalSim ¢innostem na pocitaci doma je urcen podpiirny program (autor J. Vanicek),
ktery simuluje prostfedi kalkulacky, se kterou Zaci pracuji. Navic tento program umoziiuje
propojeni s dalSimi enaktivnimi (viz. podrobné¢ Bruner, 1977) modely ¢isla — penézi (viz.
obr. 6), kulickami, prsty, ¢iselnou osou, ¢i nabizi détem hru Rozbita kalkulacka.

& kalkulackaN

':'a"' Start | P_listy f @i rachova_p...
Obrazek 6

Jsme presvédCeni otom, ze prace s kalkulackou posiluje tvorivost, samostatnost,
odpovédnost, sebekontrolu zidka (i ucitele). Navic jiz mnohé ptredskolni déti maji
s kalkulackou néjaké zkuSenosti. To ostatné¢ potvrdil ind$ test sprviidcky — déti vidi
kalkulacku pouZzivat rodici, prarodici ¢i starSimi sourozenci, levné kalkulacky se najdou mezi
jejich hrackami, kalkulacky jsou rovnéz soucasti vybaveni mobilti nebo pocitact.
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Ve skolni matematice ma kalkulacka dvé hlavni role (viz. Kufina, 2008), sice
* je technicky prostiedek, ktery ,snadno a rychle” poskytuje vysledky numerickych
vypoctu,
* je ale také bohatym matematickym prostiedim pro pfirozené poznavani ¢iselnych
struktur a jejich vlastnosti a pro déti prostiedim pro jejich experimentovani.
V nasi sond¢ chceme obé¢ role vzajemné propojit — technické moznosti kalkulacky maji détem
pomoci ziskat nadhled, déti se nemusi soustfedit na provadéni dil¢ich tkonti, maji moznost
sledovat vztahy a vlastnosti.
Nejde tedy prioritn€ o ,,snadné a rychlé* numerické vysledky, jde pfedevSim o co nejhlubsi
porozuméni kvantitativnim vztahim okolniho svéta, jde o to zdkim ucinné pomdhat
v procesu utvareni predstav o pfirozenych Cislech a praci s nimi. Kalkulacka neni zvlastni
model ¢isel, ale mizeme ji nahliZzet jako néstroj, ktery umozni détem uchopit jednotliva
matematickd prostiedi, na ktera by bez kalkulacky nedosdhly. Vé&fime, Ze letoSni
experimentalni sonda ,,0d pocitani na prstech ke kalkulackam* tyto ptedpoklady potvrdi.
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Abstrakt

Predkladany prispévek si klade za cil ilustrovat mozné vyuZiti volné dostupného matematick-
ého softwaru Maxima pfi vyuce. Cilem neni poukdzat na vhodnost jeho pouZziti ve studovaném
oboru, nebot’ to univerzdlné nelze, ale demonstrovat nékteré jeho mozZnosti tak, aby studenti
prestali vnimat linedrni algebru jako neprakticky blackbox.

Klic¢ova slova: Maxima, linearni algebra

1 Uvod

Vyuka linedrni algebry se na vysokych Skoldch, zaméfenych na jiné obory nezli matematika
¢i fyzika, opira predev§im o vybudovéni praktickych dovednosti v oblasti maticového a vek-
torového poctu. Absolvent zdkladnich kurzt si z predmétu Casto odndsi pocit jeji omezené
pouZzitelnosti v praxi, nebot’ je vétSinou naprosto neobezndmen s aplikovatelnosti ve studovaném
oboru. Navic zdkladni kurz algebry pfinasi velice mélo novych informaci, které by efektivné
‘pretizily’! dosavadni méné efektivni, avSak plné pochopeny znalostni aparat. Typickym piik-
ladem je feseni rozsahlejSich soustav rovnic — velka ¢ast studentil da prednost stfedoskolskému
postupu pred linearné-algebraickym, byt’ v podstaté jde o totéZ (coZ nebyva pochopeno) a mati-
covd forma je kromé prehlednosti méné ‘upsand’. Jinym piikladem je vypocet vektorového
soucinu, ktery mnoho studentil i po absolvovani algebry bude pocitat nepraktictéjsim, avsak
vice zazitym stfedoSkolskym vzorcem namisto determinantu. Navic ne zrovna povzbudivy je
i fakt, Ze velka Cast absolventl vysokych $kol nedokaZe k feseni podobnych problémt ani Zadny
software pouZit.

Problém je vSak je$t€¢ mnohem pal€ivéjsi, nez bylo dosud naznaceno. Zakladni kurzy alge-
bry, jez jsou Casto jedinymi takto zaméfenymi predméty na vysokych Skoldch, povétSinou ab-
strahuji od témat vyzadujicich vyuZiti vypocetni techniky pfi vyuce. Typickym predstavitelem
takové tématiky jsou Spatné podminéné matice, které 1ze bez pocitaci jen té€zko fesit. V disledku
toho pak studentim unikd pomérn¢ zasadni problematika, se kterou se mohou setkat, napf.
ve statistice v souvislosti s kovarian¢nimi maticemi a jejich inverzemi. To miiZe mit dokonce
dopady na védeckou ¢innost absolventli — jeden ze spoluautorti tohoto ¢lanku se setkal s védec-
kym ¢lankem publikovaném na tuzemské konferenci, ktery vyuzival Kalmanav filtr (rekurzivni

ISlovo pretiZily je potfeba chdpat ve smyslu jak jej zavadi computer science v programovacich jazycich.
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odhadova¢ parametrt linedrntho systému) a kazdy krok se vyznacoval potfebou inverze ko-
variancni matice. Takové feSeni, jakkoliv védecké, se vyznacuje potencidlné siln€ nestabilnim
chovanim, jez mize v konecném disledku cely pristup zdiskredivat.

Clanek nepojednava o tom, kterak zminéné problémy fesit, nebot’ to Ize univerzalné jen stézi
a bylo by dkolem spiSe pro teoretiky v problematice didaktiky. Nelze totiZ jednoduse fici, ktery
apardt je pro dany obor dulezity a ktery ne, jaka by méla byt vhodna hodinova dotace tak, aby se
z matematiky nedélal predmét dulezitéjsi nez je nezbytné (jak je ostatné i v soucasnosti studenty
casto vnimano) atd. Namisto toho Clanek predstavuje volné€ dostupny systém CAS (Computer
Algebra System), umoZziiujici provadét jednodusSe a prehledné vypocty, se kterymi se student
bézné setkdva. Vhodnym nasazenim (idedlné svobodného, tedy zdarma dostupného) softwaru
do vyuky je totiZ mozné ve studentech vzbudit pocit nekomplikovanosti zdkladni linearni alge-
bry a dopfat jim pochopeni kterak tento relativné pfimocary a pfitom mocny obor funguje.

Struktura samotného ¢lanku je nasledujici: po tivodu a kratkém sezndmeni s minulosti soft-
waru Maxima je pribliZzeno né€kolik problémi z linearni algebry. Zacatek je vénovan upravam
matic do stupriovitého tvaru a ukdzani souvislosti se soustavami rovnic. Je zarazena u studentd
nepopularni problematika parametru v rovnici, demonstrujici nekomplikovanost takové tlohy.
Stejné tak je parametr pouZit u ukidzky vypoctu determinantu, kde jej 1ze pouZzit k hledani sin-
guldrnich matic. Dalsi v poradi je velice dilezitd av§ak opomijena problematika Spatné pod-
minénych matic, demonstrujici jejich efekt na piiklad€. Poté je predstaven zpisob rozkladani
matic na doln{ a horni trojihelnikové matice a specialni pripad tohoto rozkladu — Choleského
faktorizace.

2 Maxima

Maxima [1] je svobodny zastupce matematickych vypocetnich systémi orientovanych na alge-
bru, tedy tzv. computer algebra systémt (CAS). Jeho hlavni prednosti je schopnost provadét
predevs§im symbolické vypocCty, nicméné vynikd i v numerickych operacich s Cisly o libovolné
presnosti, omezené paméti pocitace. Maxima je postavena na pivodné nesvobodném softwaru
Macsyma, vyvijeném od roku 1982 na Massachussets Institute of Technology (MIT) za Sté-
drého sponzoringu americké vlady, kterd jejimu vyvojafi v roce 1998 umoznila uvolnit zdrojovy
kod softwaru pod licenci GPL (General Public License). Ten je dédle spravovan jiZ pod ndzvem
Maxima skupinou vyvojaii. Obé verze softwaru, komeréni Macsyma i svobodnd Maxima jsou
navzdjem Casteéné kompatibilni, nicméné jiz predstavuji dva rozdilné systémy.

Maxima je naprogramovana v jazyce Common Lisp, pomoci kterého lze vytvéret i uZiva-
telské skripty a funkce. Systém navic umoznuje generovani zdrojovych kédi pro Fortran, coz
je vyhodné predevsim pro vypocetné narocné ulohy. Grafické funkce Maximy jsou realizovany
pomoci rovnéZ svobodného softwaru gnuplot.

Maxima je ve skutecnosti konzolovy software, fungujici podobné jako klasicky piikazovy
interpret. JelikoZ k tomuto pojeti maji dneSni studenti, zvykli na grafickd rozhrani, nepfili§
kladny vztah, je prakticky nezbytné aby méli k dispozici n€jaké vhodné GUI. Pro Maximu
jich existuje né€kolik, asi nejprijemnéjsi na ovladani je wxMaxima (viz Obr. 2), kterd spojuje
vyhody interpretu v grafickém okné s rozsahlym menu, umoziujicim pfehledny vybér funkci
a prikazii. Navic obsahuje kvalitni pfistup k ndpovéde.
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wxMaxima 0.7.1 [unsaved ]
File Edit Maxima Equations Algebra Calculus Simplify Elotting Numeric Help

B & DX s

~

%1163) X: matrix([3, 2, 11, [2, 5, 31, [1, 3, 81);
3 21

%0l63) |2 5 3

%1164) cholesky(X];
S ENC 0
2 A1
%0164) |30 &3
1 743 2417
A3 3411 A11

o]

%1165)

4 | 1111 |I| :
INPUT:| |<!ﬂ El

Simplify Simplify (r) Factor Expand Solve... Plot 2D...

Simplify (tr) | Expand (tr) | Reduce (tr) | Rectform | Solve ODE...| Plot 3D...

| ‘Ready for user input

Obrazek 1: Grafické rozhrani wxMaxima

Vyhodou software Maxima respektive wxMaxima je moZnost jejtho pouZiti na hned néko-

lika operacnich systémech véetné MS Windows a GNU/Linux, kde je navic soucdsti balickd
vétSiny distribuci.

3 Zaklady linearni algebry

3.1 Stupnovity tvar

Jednou z prvnich dloh v ramci vyuky linedrni algebry je prevadéni matic do stupiiovitych tvard
(angl. echelon form) za tcelem feSeni soustav rovnic nebo hleddni hodnosti matic. Zde lze
s vyhodou pouZit funkci echelon. Postup je nasledujici:

($il1) A: matrix([1, 2, 11,I[1, 4

(%01)

—_
O =N
[ N gy

(%12) echelon (A);
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1 1
(%02) 0 0
0 1

o = O

Uvedeny priklad demonstroval vypocet matic pfi absenci parametru, nicméné 1ze podobné pos-
tupovat i pii jeho zavedeni do pivodni matice napiiklad v podobé sloupce pravych stran pfi
hledani rizné zadanych pozadovanych feSeni nehomogennich soustav:

(%$120) rozsirena: addcol (A, [1,0,al);

1 2 1 1
(%020) 14 2 0
1 01 a
(%121) echelon(rozsirena);
1 4 2 0
(%021) 0135 —3
001 a—-2

Ve stejném piikladé 1ze ukazat na skuteCnou spojistost mezi vyse zminénou rozsifenou matici
a soustavou rovnic v klasickém zdpisu:

($134) radekl: x + 2%y + z = 1;

(%034) z4+2y+x=1

(%$135) radek2: x + 4%y + 2%z = 0;

(%035) 2z+4y+x=0

(%136) radek3: x + z = a;

(%036) z+r=a

(%137) solve([radekl, radek2, radek3], [x,v,2]);

(%037) [[xz?,y:—agl,z:a—Q]]

kde 1 bez hlubSiho zkouméni je zjevnd rovnost mezi tfetim faidkem matice soustavy v stupniovitém
tvaru a vysledkem proménné z pii vypocCtu pomoci funkce solve.
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3.2 Determinant

Vypocet determinantu a dikaz jeho souvislosti s regularitou matic patii mezi zakladni ucivo
v uvodnich kurzech linedrni algebry. Vyuzijme tuto vlastnost pro hledani hodnot parametru
zpusobujiciho singularitu matice.

(%$152) M: matrix([1,2,31,103,2,1]1,102,4,al);

1 2 3
(%052) 3 2 1
2 4 a
(%$153) determinant (M) ;
(%154) ratsimp(%);
(%ho54) 24 —4a

Piikaz rat simp zpisobil zjednoduseni zapisu, ze kterého jiz jasné vyplyva, Ze matice M bude
singuldrni pro a = 6. Pokud bychom vSechny prvky matice nahradili proménnymi, dostali
bychom obecny tvar pro vypocet determinantu matice danych rozmért, coZ lze snadno overiti
piikazem

o\

(

il
(%12) determinant (A)

3.3 Podminénost

Necht’ je zad4na soustava rovnic [2]

0.8352 + 0.667y = 0.168
0.333z 4+ 0.266y = 0.067

Presny vysledek takové soustavy rovnic, spocitany vyse uvedenym zpisobem, jex = 1,y = —1.
Pokud ale provedeme jen minimélni zménu pravé strany u druhé rovnice odecCtenim 0.001,
potom se vysledek rapidné zméni na x = —666,y = 834. Takova soustava je tedy Spatné
podminénd. JelikoZ tato vlastnost se vyskytuje v celé fadé predevSim predevSim stochastic-
kych aplikaci (rekurzivni nejmensi Ctverce, filtrace), je vhodné s ni a s jejimi disledky studenty
seznamit. JelikoZ demonstrace disledki $patné podminénosti je bez vyuZiti vypocetni techniky
komplikovanéjsi, mize byt Maxima vhodnym pomocnikem. Nezbytnou podminénost matice
¢, = ||A]| - [|A7Y| spotitd funkce mat_cond, kterd ve vySe uvedeném piipadé ddvd hodnotu
presné 1754335.999957344 pfti presnosti float. Probrani této problematiky je vhodné doplnit
o Sherman-Morrisontiv update (rank-1 update) inverze souctu matic, nebot’ tento ma v mnoha
praktickych aplikacich dileZitou roli.
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File Edit Maxima Equations Algebra Calculus Simplify Elotting Mumeric Help

EBA & ® L0 E QL
/* B
wxMaxima 0.7.1 http://wxmaxima.sourceforge.net

Maxima 5.17.1 http://maxima.sourceforge.net

Using Lisp GNU Common Lisp (GCL) GCL 2.6.7 (aka GCL)
Distributed under the GNU Public License. See the file COPYING.
Dedicated to the memory of William Schelter.

The function bug_report() provides bug reporting information.

%il) M: matrix([1,2,31, [1,0,11, [-2, 3, 21);
1 2 3

(%01) 1 01

%12) determinant (M);

%0Z2) - 2
%13) -
(=]
INPUT:| | A =
Simplify Simplify (r) Factor Expand Solve... Plot 2D...

simplify (tr) | Expand (tr) | Reduce (tr) | Rectform | Solve ODE.. | Plot 3D...

| |Readyfor user input

Obrazek 2: Determinant ve wxMaxima

3.4 Maticové rozklady

Rozklady matic hraji v praktickych aplikacich vyznamnou roli, nebot’ umoznuji numericky sta-
bilni feSeni i Spatné podminénych soustav. Mezi nejbéznéjsi rozklady patii LU rozklad na dolni
a horni trojuhelnikovou matici, Choleského rozklad jenz je specidlnim pripadem LU pro sy-
metrické matice, LDL” a LT DL rozklady symetrickych matic na doln{ trojihelnikovou matici
L a diagondlni matici D (z nichZ prvni je trividlni odvozeninou Choleského rozkladu) resp.
LDU rozklad nesymetrickych matic kde U je horni trojihelnikovd matice, SVD rozklad podle
singuldrnich hodnot atd. Nejjednodussi zmineny rozklad je LU, realizovany v Maximé nésle-
dovné:

(%$1145) A: matrix([2, 11, [1, 41);

(%0145) G D

(%1147) 1lu_factor (A, floatfield);

(%0147) [(gg ;1»,2) ,[1,2], floatfield, 2.5, 4.821428571428571]
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kde prvni vricend hodnota je LU rozklad v ‘zabalené’ formé — dolni trojihelnikovou matici
dostaneme z prvkl pod diagondlou a dosazenim jednicek na diagondlu, horni trojihelnikova
matice potom odpovidd prvkim na diagondle a nad ni. Druhd navracend hodnota je vektor
permutaci, zajiSt'ujici stabilitu feSeni. floatfield vede k feSeni v float Cislech (tedy de-
setinnych). Podobné 1ze pomoci funkce cholesky spocitat Choleského rozklad. Pfi feSeni
rozkladi je rozhodné na misté zminit jejich praktickou aplikaci, aby si student neodndasel pocit
jejich zbytecnosti.

4 7Zaver

Cilem ¢lanku bylo pojednat o moznostech pocitani tloh linearni algebry v softwaru Maxima
a demonstrovat jednoduchost a pfimocarost jejitho pouZiti pfi vyuce. Caste¢né nasazeni softwaru

vvvvvv

v béznych seminafich ¢as z diivodu znac¢né rozvlacnosti a ¢asové narocnosti ruc¢nich vypoctu.
Inspirovat se 1ze naptiklad v knize [2]

Linearni algebrou ov§em moZnosti tohoto softwaru nekon¢i. Maxima je vhodnd i pro celou
fadu jinych matematickych obort, napf.

e zdakladni i pokrocily kalkulus

e diferencidlni rovnice

e Laplaceova a Fourierova transformace
e tenzorovy pocet

e vybrané specidlni funkce

e vybrané numerické metody

e teorie Cisel, symetrif a grup

e a mnoho dalSich.
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Geografické informaéni systémy v matematice

Ing. MiluSe Dolanska, Ph.D.
VSTE vCeskych Budjovicich
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Abstrakt: Predkladany fgispivek je wnovan tématu geografickych infordmch systér
(dale GIS) ajejich uplatmi pi aplikatnich Ulohach v hodindch matematiky na gymnaziu.
GIS jsou technologii, ktera napomaha propojovahayaovat informace z na prvni pohled
nesourodych oblasti lidského poznéni. Braz toto multidisciplinarni synergické propojeni
dava moznost ziskat z &ith informaci komplexni nahled na danou problemat®IS maji

s matematikou mnoho spoéleho. Bez matematickych zakialy nebylo GIS.

Kli ¢ova slova:

Geografické informéni systémy, GIS, RVP-G, fifezova témata, aplikace matematiky,
pacitac v matematice, multidisciplinarita

Coje GIS

Casto slychavame, Ze Zijeme v inforiné spolé€nosti. Ano, nase spaleost je l&na po

informacich 6zného druhu. Pro 8h ukladani, zpracovani, #ptupréni a prezentaci
informaci (dat) nam slouzi inforriiai systémy. Podle definice, kterou jsem sidjypa od

kolegy Ing. Zenkla z jeho Skolicictrgunasek, je inforngai systém ,funkni celek, slouzici
k ziskavani, uchovani, zpracovani digmpréni udaji, nebo ktery automatizovamodporuje
vykon ugitych ¢innosti.”

Informace existuji Wase a rovée v prostoru (v Uzemi). Pro &btakovych informaci slouzi
.informagni systémy o Uzemi*, dnékame ,geografické informami systémy*, zkracenGIS.

Co je vlastg GIS? GIS je informéni systém, ktery popisuje vlastnosti objekt jevi, avSak
navic popisuje jejich:

« umiseni,
+ geometricky tvar,
« avzajemné prostorové vztahy.

Vyhodou GIS je moznost grafické interpretace dagsgr geografické interpretace).

Geograficka interpretace daikame téz vizualizace dat) je vétsine pripadi citelngjSi nez
interpretace dat ve forkrkdda ¢i tabulek, nebt je to interpretace naSemu realnému vnimani
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e

jen mapa v pdtaci. GIS je interaktivni systém, ktery v sbimtegruje data ziznych zdroj.
Co vSe v sobGIS zahrnuje? V literate se déteme, Ze GIS jsou:

+ data,
« technické, programove, komunikd vybaveni,
« organiz&ni, personalni, znalostni zabezemei.

S jakymi daty se v GIS setkame? Data v GIS jsoa dabgrafick&i v nekteré literatie se
setkame s pojmem prostorova data. Prostorova datistavuji viast model realného sta
S jistou mirou zjednoduSeni (generalizace).

Geograficka data se skladaji ze slozky geometrick®pisné. Geometricka sloZzka popisuje
tvar, velikost, umighi objektu v Uzemi (n&pstavebni parcela), sloZzka popisna zakédované
informace o vlastnostech objekiiujevu (nag. ndzev katastralniho Uzendislo parcely, druh
pozemku apod.). Navic existuje vlastnost, kteranagyva chovani (pravidla). Existuji
pravidla jednak pro geometrickou slozku, a jednadk a@tributy. Pravidla pro geometrickou
slozku nazyvame topologie. Topologie slouégevsim pro studium prostorovych vziah
a pro kontrolu chyb v geometrickém popisu. U geoitiet reprezentace parcel taibe byt
pravidlo, Ze kazda parcela musi byt reprezentoy@iggonem, ktery je uzdgny a jehoz
obvod je spojity¢i Ze se neskji plochy parcel vzijemnprekryvat, tedy jejich pmik je
nulovy apod. Pravidla popisné slozky jsou ihdmntrola @ipustnych hodnot pro jednotlivé
atributy (plocha parcely nesmi nabyvat zaporné btydapod.) pop vazby mezi tabulkami.

Data jsou v GIS hdi ve forme vektorové nebo rastrové. Vektorova data (bodye liplochy)
jsou vhodna pro reprezentaci objekd jewa, ktera popisuji tvar prik pomoci diskrétnich
souadnic - body (a pomociiedpisu pro jejich spojeni - linie a plochy). Ras&alata jsou
naproti tomu vhodna pro reprezentaci sgag nénicich jewi (nag. reliéf terénu, druZicové
snimky apod.).

Bylo jiz vySe zmigno, Ze data GIS reprezentuji objekty a jevy redn&lita a vytvdeji tak
jeho model. B této reprezentaci hraje ktivou roli ulozeni informaci o umisti danych
objekth a jevi v Uzemi, tj. prostorova lokalizace. Lokalizovatogeafické prvky v GIS lze
dvojim zpisobem: pimo a nepimo.

Pfimou lokalizaci jsou geodetické gadnice objektu. Procesftifazeni geodetickych
soudadnic se nazyva georeferencovani. Tento procesilgzity pri importu dat z@iznych

zdroji, ktera mohou byt viznych soiadnicovych systémech. Pak jelia data sjednotit,
vybrat jeden saiadnicovy systém a data z ostatnichiadnicovych systéindo zvoleného
soudadnicového systému transformovat. ¥ytvhodné transformace je velmiildzity pro

dalSi pouziti dat.

Neptima lokalizace spidva v tom, Ze u prvku nejsou uvedeny jehotadunice, ale odkaz na

jiny prvek, ktery sotadnicovou (pimou) lokalizaci ma (nap adresa objektu, kod obce,
nézev statwislo silnice apod.). Néfme lokalizaci séik& geokddovani.
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Data uzivana v GIS pochazejgtsinou z fiznych zdroj (nag. existujici geograficka data,
skenované papirové mapy, tabelarni data — datab&atmulky jiného 1S, druzicové snimky,
terénni geodeticka &reni - nap. pomoci GPS, digitalni modely terénu apod.). Vyho&IS
je schopnost takova data integrovat do jedné géokéadatabaze a spdle je analyzovat
a zobrazovat.

Aby bylo mozné velky objem dat, ktera se v GIS wysk, dokie vyuzivat, jeieba je vhod&é
uspdadat. Data se proto v Gk¥eni do tzv. tematickych vrstev. Tematicka vrsti@msahuje
skupinu objeki, které spolu souviseji (napsrodni toky, silnéni s’ apod.).

Hlavni vyhodou geografickych informiaich systém je jejich schopnost analyzovat data,
tj. hledat a zkoumat vztahy a souvislosti v Uzemi.

Analyzovat data znamena hledat odgtivna otazky:

« Cojezde?

+ Kdeje..?

+ Cosezmnilood...?

« Jakeé je prostorové usfamani?
« Co kdyby?

Odpowdi na vySe uvedené otazky nalezneme pomoci nastédujfunkci GIS: dotazovani
(Co je zde?), vyhledavani (Kde je ...?), trendy goznnilo od ...?), usp@dani (Jaké je
prostorové usp@dani?), modelovani (Co kdyby?).

Tolik letmy n&hled do téja mozZnosti GIS a seznameni s GIS.

V dalSich kapitolach bude popséano, jak je GIS warzigi vyuce ve Skole v navaznosti na
Ramcovy vzdlavaci program pro gymnazia a jak je mozno jej Vyyti nazorné vyuce
aplikaci matematiky.

Vzdélavaci oblasti v RVP-G a vyuziti GIS i vyuce

GIS mize byt podprnym prostedkem v mnoha z vySe uvedenych &tadacich obai.
Na néasledujicim obrazkuwpr. 1) je uveden fehled oboll a je zde barewnzvyrazrEno, ve
kterych vzalavacich oborech ma dle nazoru autora GIS své hgatedné misto (tzv. ,hlavni
oblasti pro vyuziti GIS* a zvyrazno modrou barvou) a ve kterych je GIS padym
prostedkem (tzv. ,dopikové oblasti pro vyuziti GIS* a zvyraZmo oranZovou barvou).
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Jazyk a jazykova
5.1 komunikace

I> Vzdeélavaci oblasti Vzdelavaci obory

5.1.1Cesky jazyk a literatura
5.1.2Cizi jazyk
5.1.3Dalsi cizi jazyk

5.2Matematika a jeji aplikace

5.2.1 Matematika a jeji aplikace

5.3Clovék a pFiroda

5.3.1Fyzika
5.3.2Chemie
5.3.3Biologie
5.3.4 Geografie
5.3.5Geologie

5.4Clovék a spoleénost

5.4.1 Ob&ansky a spole€enskovédni zaklad
5.4.2Déjepis
5.4.3 Geografle

5.5Clovék a svét prace

5.5.1Clovék a svét prace

5.6Uméni a kultura

5.6.1 Hudebni obor
5.6.2Vytvarny obor

5.7Clovék a zdravi

5.7.1Vychova ke zdravi
5.7.2 Télesna vychova

Informatika a informacni a
5.8komunikacni technologie

5.8.1Informatika a informaéni a kemunikaéni technologie

.5 Medialni vychova

[6. Prurezova témata

5.1 Osobnostni a socialni vychova

6.2 Vychova k mysleni v evropskych a globalnich souvislostech
6.3 Multikultumi vychova

.4 Environmentalni vychova

hlavni oblasti pro wyuziti GIS
doplfikove oblasti pro vyuziti GIS

Obr. 1: Oblasti pro uplateni GIS ve vyuce

34




MAT#INF

informatika

biologie

geografie

(matematické zaklady G|S

chemie
a dalsi

matematika

Obr. 2: Hlavni vzdlavaci obory, GIS a jejich vzajemné vazby

Jak se prolinaji RVP-G s GIS? NastiA) ARGUMENTACE A OVEROVANI vzdlavaciho
obsahu RVP-Ge ukazano, kt&r funkce a nastroje GIS mohou byt pro vyuku darerahu
pouzity. Vyéet moznosti neni dozajista zcelaegpavajici (vice [1]), ale&im, Ze poskytne
alesp@ ramcow predstavu o Sirokych moznostech a provazani obsaheanmagiky a GIS.
Podrobgji se touto tématikou zabyva prace autorky s naz@mugrafické informani
systémy v matematice”, ktera vznikla jako &&¢na prace studia DPS na UJEP v roce 2009
pod vedenim Prof. RNDr.&iiho Cihl&e, CSc [2].

A) ARGUMENTACE A OVEROVANI

Ocekéavané vystupy

zak

¢te a zapisuje tvrzeni v symbolickém jazyce matekgatt SQL dotazovani do
databaze

uziva spravé logické spojky a kvantifikatory SQL dotazovani do databaze

rozliSi definici a ¥tu, rozlisi gedpoklad a z&r véty

rozlisi spravny a nespravny Usudelisudek mize byt kontrolovan GIS analyzou, viz
vySe Uloha 1
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» vytvéii hypotézy, zdvodiuje jejich pravdivost a nepravdivost, vyvraci néspa
tvrzeni— zdivodreni mize byt podp&eno GIS analyzou

o zdavodiuje swij postup a ovfuje spravnosteSeni problému nutnd podminkap
argumentaci a obhdjeni svého stanoviska, posttgsieni apod. v jakémkoli oboru

» zakladni poznatky z matematiky — vyrok, definic&ay dikaz

* mnoziny — inkluze a rovnost mnozin, operace s nmayhi— prace s topologii v map
prekryvova analyza (gnik a pekryv, sjednoceni vrstevigz vrstev...)

» vyrokova logika

Zavér

Geografické informéni systémy maji matematické zaklady a dozajistai rea¢ misto v
aplikatnich ulohach z matematiky. GIS je jiz h&jwyuzivan na Skolach jako poitoy
prostedek pevazre v prednttu Geografie, bdi formou volitelnych semirféd nebo gimo @i
vyuce GeografieCasto se uplauje ve forng projektové vyuky. GIS je vyuZzivan i jako
souwast obsahu fedn®tu Informatika, k niZz ma svou podstatou jako infafmi systém
rovrez velmi blizko. Tvrdim, Ze GIS mé& své misto ife@netu Matematika a jeji aplikace,
neba’ je postaven na matematickych zakladech, kteréejgatznat. Byla bych rada, kdyby
prace slouZila jako inspirace pro wyjici matematiky. Prace si neklade za cikenpat
vSechny moznosti vyuziti GIS, nebgsou dle mého nazoru neigrpatelné. Pro ty zajemce,
kteri by GIS chili vyuzit doporéuji prostudovat nasledujici odkazy [3] a [4]. Dowérh se,
Ze steji jako v Zivot i ve vyuce si kazdy pedagog hleda vlastni ceatupjedavat informace
svym student. ProtoZze kazdyloveék je jedin€ny a neopakovatelny, je iobsah kazdého
vykladu jedingny. V Uplném zasru snad jen fani otevené mysli pedagogické a zvidavych
student.
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Abstract. The paper deals with a verification of Brahmagupta’s theorem using dynamic
geometry system and also with a proof of the theorem by classical way. Main part of the
paper deals with a proof of the theorem by method of automatic theorem proving.

Key Words: Brahmagupta’s theorem, automatic theorem proving.

1 Introduction

In this paper we will demonstrate how to prove Brahmagupta’s theorem by computer.
First we will describe and verify the theorem in dynamic geometry system GeoGebra.
Further we will show a classical proof of this theorem. Finally we will prove this theorem
by method of automatic theorem proving [1]. We will use a program CoCoA for this part.

2 Description of a problem

Theorem. In a cyclic quadrilateral having perpendicular diagonals, a perpendicular to a
side from the point of intersection of diagonals always bisects the opposite side.
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In a figure above we have a cyclic quadrilateral ABC' D that has perpendicular diag-
onals AC' and BD. A perpendicular to a side C'D goes through the intersection point [
of diagonals and has a feet F'.

It is good to take a note here that in all another parts of this paper we will prove the
theorem only for one side of cyclic quadrilateral. The proof for another sides of cyclic
quadrilateral is analogical.

3 Verification in GeoGebra

First we have to construct the figure in GeoGebra. The steps of construction are as
follows:

Dk k = (S,7)

2)AC; A, C €k
3)BD;B,D € k A BDLAC
NI 1 € ACNBD
5)FI;F € CDAFILCD
6)M: M € AB A|AM| = |MB]

In this part we are to show that the midpoint M of side AB of the cyclic quadrilateral
ABCD belongs to perpendicular F'I. In fact that is very easy. The only thing we have to
do is to ask GeoGebra to find relation between two objects. In our case that is relation
between the midpoint M and perpendicular F'I. GeoGebra will tell us that the point M
lies on the line F'I. Thus the verification is done.

¢% -+ GeoGebra - Relation : X

Foint M lies on Line Fl

4 Classical proof

We are to prove that point M € FINAB is a midpoint of side AB of the cyclic quadrilat-
eral. We can also say that M is a midpoint of side AB if and only if the line F'I divides
right-angled triangle A BI A onto two isosceles triangles.
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From the figure above we can see that
|{CAB| = |£CDB].

The equality comes from properties of cyclic quadrilateral exactly from the inscribed angle

theorem.
Next we have to realize that perpendicular FI divides triangles A C'F'I and A DIF

onto two similar triangles.
|LFIC| = |{FDI| =|£CDB]|
Further we can see that L FIC and £ MIA are vertical angles that are equal in size.
|LFIC| = |{LMIA| (1)
As we have said above the triangle A BI A is right-angled. It implies
|LABI| =90 — |[{IAB| =90 — |£CAB| and |£BIM| =90 — |[{MIA]. (2)
Now we can see that (1) and (2) implies
|{ABI| = |£BIM|.

From above we can see that A TAM and A BIM are isosceles with common arm M 1.
This implies

|AM| = |M1I| = |MBj

so point M is a midpoint of side AB of cyclic quadrilateral ABC'D. Hence the classical
proof of Brahmagupta’s theorem is done.
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5 Automatic proof by computer

5.1 Introduction of a coordinate system

For this proof we will choose Cartesian coordinate system. As we can see from the figure
below we denoted by S = [m,n| the center of circle, by A = [a,0], B = [0,b], C =
[c,0], D = [0,d] the vertices of cyclic quadrilateral, by I = [0, 0] the point of intersection
of diagonals AC' and BD of cyclic quadrilateral, by F' = [e, f] the foot of perpendicular
FI, and finally by M = [2, £] the midpoint of side AB.

272

5.2 Algebraic formulation of a problem

First we have to translate geometric properties of objects into algebraic formulations.
Like in classical proof we have some hypotheses (hi,...,hs) and a conclusion (c¢). We
can express that four points belong to a circle with following equations. These equations
come from Pythagorian theorem.

r=|AS| & hi:(a—m)*+n*—r*=0
r=|BS| & hy:m*+(b—n)*—1r*=0
r=|CS| < hy:(c—m)*+n*—1r*=0
r=|DS| & hy:m*+(d—n)*—r*=0

Foot F of perpendicular F'I belongs to side C'D of cyclic quadrilateral ABCD:

FeCD & hy:de+cf—dec=0

Side C'D of cyclic quadrilateral ABC'D is perpendicular to line F'I:

CDLlFI & hg:ce—df =0
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We want to show that midpoint M of side AB belongs to line F'I. We can express
this relation by following equation:

MeFI & c:fa—eb=0

5.3 Proof of a statement

Now we will use computer algebra system CoCoA to do some hard work for us. First we
have to tell CoCoA which indeterminates we will use so we enter:

Use R::=Q[a,b,c,d,e,f,m,n,r,t];

We want to find out whether conclusion polynomial ¢ belongs to ideal generated by
hypotheses polynomials hq, ..., hg. In CoCoA we enter:

I:=Ideal((a-m)~2+n"2-r~2, m~2+(b-n)~2-r~2, (c-m)"2+n"2-r"2,
m~2+(d-n) ~2-r~2, de+cf-dc, ce-df);
NF (fa-eb, I);

We get
-be+af

as a result. If result is not equal to zero then it means that our conclusion polynomial
does not belong to ideal I.

We will try a second method, the stronger criterion. We will ask CoCoA whether
conclusion polynomial ¢ belongs to a radical of ideal 1. All we have to do is to add
negation of conclusion to the set of generators of ideal I. Hence we get ideal J and we ask
if 1 belongs to ideal J. In CoCoA we enter:

J:=Ideal((a-m)~2+n"2-r~2, m~2+(b-n)~2-r~2, (c-m)~2+n"2-r"2,
m~2+(d-n) ~2-r~2, de+cf-dc, ce-df, (fa-eb)t-1);
NF(1, J);
We get
1
as a result. As in previous case if we get anything other than 0 as a result then it means

that our conclusion polynomial is not an element of ideal J. Hence the statement is not
generally true. It is necessary to look for additional conditions now.
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5.4 Searching for additional conditions

In this step we have to find conditions for which the theorem is not meaningless. These
conditions are called non-degeneracy conditions. These conditions are in form of in-
equations (#) and are expressed only by independent indeterminates. To eliminate all
dependent indeterminates and a slack variable ¢ in ideal J, in CoCoA we enter:

Elim(e..t, J);
We get

Ideal(1/4abc - 1/4bc~2 - 1/4acd + 1/4c~2d,
1/4abd - 1/4bcd - 1/4ad~2 + 1/4cd"~2)

as a result. This ideal is called elimination ideal. It is generated by two polynomials in
our case. Now we will factor the first polynomial using CoCoA. We enter:

Factor(1/4abc - 1/4bc~2 - 1/4acd + 1/4c~2d);
We get
[[c, 1], [b -4d, 1], [a - ¢, 1], [1/4, 1]]

as a result. These could be the desired conditions. What do they mean?

c#0 ... If ¢ =0 then vertices B, C, D would be collinear.
b—d=#0 ... If b=d then vertices B and D would coincide.
a—c#0 ... Ifa=cthen vertices A and C would coincide.

Finally we have to add these conditions to ideal I. Thus we obtain ideal K and we can
find a normal form of our conclusion polynomial ¢. In CoCoA we enter:

K:=Ideal((a-m)"2+n~2-r~2, m~2+(b-n)~2-r~2, (c-m)~2+n~2-r~2,
m~2+(d-n)~2-r~2, de+cf-dc, ce-df, c(b-d)(a-c)t-1);
NF(fa-eb, K);

We get
0

as a result. It means that conclusion polynomial ¢ belongs to ideal K. Hence the theorem
is generically true and the computer proof is done.
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CISELNE RADY NA POCITACI

Petr Eisenmann
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Abstrakt: V ptispévku je popsan piipad, kdy byl pocita¢ pouzit pfi objeveni jedné hypotézy
ve vyuce matematiky. Tato hypotéza se tyka rychlosti rastu fad s kladnymi ¢leny a odkryva
krasnou souvislost mezi harmonickou fadou a Eulerovym ¢islem e.

Kli¢ova dova: Harmonicka fada, konvergence a divergence ¢iselné fady, Eulerovo ¢islo

Harmonicka fada

11 1
L e T e
2

3 n

je znamym piikladem divergentni fady (se souftem + ¥), kterd pfitom spliiuje nutnou
podminku konvergence, tj. posloupnost n-tych ¢lent fady konverguje k nule. V ¢lanku [1] se
autofi snazili pfiblizit vlastnosti harmonické fady studentim - stiedoskoldktim a tato snaha
vedla i nads k vySetfovani dalSich jejich zajimavych vlastnosti, zejména rychlosti ristu
posloupnosti {S,} caste¢nych soucti, kde
1,1 1
S=1+_+_+.+—.
" 2 n
V ucebnicich matematické analyzy (viz napf. [2]) se doCteme, Ze

S1000 = 7,48... , S = 14,39...

1000000

Chceme-li ziskat hodnoty S,, lze prvni vypocty provést pomoci kalkulatoru. Tak miizeme
napf. zjistit (s pfesnosti na 7 desetinnych mist):

s, =1,0000000 s, =2,4500000 s, =3,0198773
s,=1,5000000 §=2,5928571 s, =3,1032107
s,=1,8333333  §,=2,7178571 s,=3,1801338
s,=2,0833333 5 =2,8289683 s, =3,2515623
5,=2,2833333 5, =2,9289683

Zaujaly nds soulty S, S, S, , ... , kdy Castecny soucet poprvé dosdhne hodnot 1, 2, 3, ... .
Pfislusné indexy 1, 4, 11, ... jsme oznacili pi , P, , P, ... . Tedy p je index prav€ toho
castecného souctu harmonické fady, pro néjz plati

3
Sp-1 <N, s °n. (1)
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Pro ziskani dalSich hodnot ¢lenii posloupnosti {p } vSak jiz kalkulator nedostacuje,
protoze posloupnost {p_} velmi rychle roste, tj. k ziskani hodnot dalSich ¢leni je tieba secitat

stale vic a vice ¢lenti harmonické fady.

Proto jsme sestavili program (uvadime verzi v gwbasicu pro vypocet M ¢lent):

10 REM Harmonicka rada

20 CLS : PRINT "Harmonicka rada" : PRINT
30 S#=0 : P#=1 : N=1 : M=12

40 S#=S#+1/P# : P#=P#+1 : IF S#<N THEN 40
50 PRINT N,P#-1,S#

60 N=N+1 : IF N<=M THEN 40

70 END

Vypocty ¢isel p, s rostoucim n zvySuji svou Casovou naroCnost, spotieba Casu zavisi

ovSem i na pouzitém pocitaci. Dostaneme tak (ve sloupcich uvadime 18 ¢lent posloupnosti

{p,h):
1
4
11
31
83

227
616
1674
4550
12367

33617 4989 191
91380 13 562 027
248 397 36 865 412
675214

1 835421

Kdyz jsme si zobrazili ¢ast grafu posloupnosti {[Sn]}, kde symbol [X] zna¢i funkei ,,cela
Cast Cisla X*, zddlo se nam, ze kazdy dalsi ,,stupen” je asi trikrat delSi nez ptredchozi. Pro
ovéfeni této hypotézy jsme provedli (opét s vyuzitim vypocetni techniky) vypocéty poméru
P,., / P, adostali jsme posloupnost (ve sloupcich):

4
2,75

2,8181...
2,6774...
2,7349...

2,7136... 2,7182675...
2,7175... 2,7182862...
2,718040...

2,718021...

2,7182825...

Jeji ¢leny se na prvni pohled ptekvapiveé blizi Eulerovu ¢islu e. Bylo tedy mozno vyslovit

zptesnénou hypotézu

lim P — e @)

n® +¥ pn

Na druhy pohled vsSak tento vysledek jiz tak piekvapivy neni, kdyz si uvédomime
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souvislost ¢aste¢nych souctti harmonické fady s integralem

A

Y

o
X

=InA.

Iy

Je-li tedy hypotéza (2) spravnd, znamena to, ze {p } je urcitd ,kvazigeometricka*
posloupnost s kvocientem €. Hodnotu dalSich jejich ¢lent je pak mozné ptiblizné odhadnout
jiz bez vypoctla ¢astecnych souctid harmonické fady.

Da se skute¢né ukazat (viz [3]), ze pro kazdé ptirozené ¢islo n plati

1 1

<In pn+1<1+7. (3)
Pn Pn Pn

ProtoZe posloupnost {1/p_} je nulova, plyne z véty o tiech posloupnostech, ze

1 -

lim PR+l =
n® +¥ Pn

a hypotéza (2) je tak dokazana.
Podivejme se nyni na to, jak lze urcit dalsi ¢leny posloupnosti {p }. Z (3) dostaneme
postupnymi upravami

1-i 1+L

pe ™ <p. <pe ™, 4)

odkud lze na zéklad€ znalosti ¢lenu p_ odhadnout ¢len p_, .

Vyzkousejme si tento odhad pfi vypoctu p,, pomoci p,. Podle (4) tedy plati
1- L 1+L
4550 . 30 < p < 4550.e 0

12365,4... <p,, <123709...,

takze p 1 {12366, 12367, 12368, 12369, 12370}. Vid¢li jsme, ze spravna hodnota je
P, = 12367.

Zabyvejme se nyni otdzkou piesnosti ur€eni p_,, uZitim vzorce (4). Zajima nas délka

o b

an=p.€ ™

1+L

bn:pn'e pn.

Uzitim 1'Hospitalova pravidla vypocteme
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lim 2d, =2e.
n® +¥%

Pokud tedy polozime p,4; » % (a ntbn ), odchylime se od skute¢né hodnoty o méné nez

dy,, pficemz d,, konverguje k e.
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Abstrakt. Prostorova ptedstavivost je slozenim mnoha dil¢ich schopnosti. Jednou z nich je
schopnost prostorové orientace. V piispévku ukdzeme jednu moznost, jak tuto schopnost
sledovat pomoci pocitacové hry azdznaml o jejim feSeni. Hra je jednoduchd webova
aplikace, kterd umoziuje testovat a trénovat lidskou piedstavu o poloze v trojrozmérném
prostoru audrZeni této predstavy pii pohybu. V pribéhu hry vidi hrac¢ ,,dratény model*
prostoru rozdéleného do krychli — presnéji hrany krychle, v niz se nachdzi a hrany krychle
pred sebou. Na zacatku kazdé ulohy ho aplikace postupnymi kroky piesune do néjaké nové
polohy. Hra¢ ptitom sleduje své pohyby a jeho tkolem potom je dostat se (pomoci kroki
vpied a otoceni) zpét do vychozi krychle. Schopnosti zaki je mozné cvicit a testovat na
n¢kolika riznych sadach tloh.

Zaznamy o vSech pokusech hraci jsou ukladany do databdze aje tedy mozné nasledné
vyhodnotit zvolené strategie hraca a jejich UspéSnost, stejn¢ jako obtiznost predstavy pro
jednotlivé druhy pohybu a obtiznost cest (tloh). Pfedvedeme moznosti vyhodnocovani hry,
zejména prostorové zobrazeni ziskanych dat ve form¢ 3D scény anékteré vysledky
vyhodnoceni experimentil v riiznych sadach hry.

Kli¢ova slova: Orientace v prostoru, prostorova predstavivost, otdeni v prostoru, hra, web,
Flash-aplikace

Labyrint — hra na webu

Labyrint je on-line aplikace, ktera umozinuje formou pocitacové hry testovat a cvicit predstavu
o poloze hrace v prostoru. Jeji prostiedi a ovladani je jednoduché, hra¢ vystaci s nékolika
klavesami. To nejdalezitéjsi je jeho soustiedénost a schopnost dostate¢né rychle si predstavit
okamzitou zménu polohy v prostoru. Prostor je reprezentovan krychlovou mtizkou, v niz se
za pomoci animace hrac¢ pohybuje. Pohled do scény ukazuje hraci pouze hrany krychle, kde
prave stoji a krychle, kterd je pted nim. Animace naznacuje otaceni kolem smért vSech
soufadnicovych os a kroky vpted. Pravidla hry jsou pfimocara: na zac¢atku kazdé urovné
(cesty) simuluje prostiedi hry pohyb miizkou (ota€eni nahoru, dold, otd€eni a naklapéni vlevo
a vpravo a kroky vpted ve sméru pohledu). Po skon¢eni animace se hra¢ musi vratit (vyse
vyjmenovanymi pohyby) zpét do vychozi krychle. Neni tfeba otacet se do vychoziho sméru,
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rozhoduje pouze spravna krychle. Pokud hra¢ uspéje, miize postoupit do dalsi urovné hry.
KaZzdou tlohu mtze libovolné opakovat. Hru miize hrat kdokoli, staci k tomu bézné vybaveni
pocitace: webovy prohlize¢ a plug-in pro prehravani Flash-aplikaci. Podrobnéjsi popis hry
muze ¢tenaf nalézt v ¢lanku [1].

On-line sledovani priibéhu hry

Hraci se do hry hlasi jedine¢nym jménem (pfezdivkou) a heslem. Hru mohou kdykoli pierusit
a pokracovat v ni po opétovném piihlaSeni pozd¢ji. Jejich dosazené urovné se zaznamenaji

a mohou pokracovat od urovné, kde skoncili. Po vyfeseni vSech 40 cest sady hra kon¢i.

Po Gspésném vyteSeni tlohy se hraci zptistupni dalsi uroven hry, pii nezdaru se hraci
ukéze obrazovka s informaci, jak velké byla jeho chyba, o kolik krokti se odchylil od
pozadovaného cile.

Webové prostiedi obsahuje kromé hry samotné jesté zebticek uspésnosti, ktery obsahuje
seznam jmen (pfezdivek) s ¢islem nejvyssi dosazené irovné v dané sad€. Ten umozituje
soutézit s ostatnimi hraci — at’ jiz anonymnimi nebo témi, jejichz prezdivky hra¢ zna.

Obtiznost tloh se obvykle ve hie postupné zvySuje, zalezi vSak na zaméru autora
konkrétniho projektu.

Pokud si hraci hraji sami, tidi si sviij postup spontann¢. Takova hra, kterd je zcela
dobrovolna a v niz mtze hra¢ hru kdykoli opustit, byva nejpiinosnéjsi. Pii fizené hie, kdy
jsou hraci do hry pobizeni, je dulezité respektovat narocnost hry, mit na paméti moznou
unavu hraci a snazit se ji predejit.

Sledovani pribéhu hry vyhodnocenim uloZenych dat

Data vsech pokust (vSech hract vSech sad tloh) jsou ukladana do databéze. To dovoluje
nejen vytvorit zminény zebticek, ktery hraci pii hie vidi, ale nasledné zpracovani téchto dat
dava moznost detailnéji sledovat pritb¢h hry. Nejdulezitéjsi ukladané udaje jsou: nazev sady,
jméno hrace, ¢islo tlohy, cesta (tj. posloupnost jednotlivych dil¢ich pohybti), zdar/nezdar.
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a0% 4
40%
30% 4
20% o
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Obr.1: Graf aspésnosti pri FeSeni uloh jedné sady
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Jednim ze sledovanych jevl miize byt schopnost adaptovat se na prostfedi hry a fesit dalsi
typy uloh. V grafu na Obr. 1 miizeme vidét postupné vysledky jednoho fizeného experimentu,
v némz studenti dvou skupin niz§iho gymnazia tesili sadu tloh, v niz postupné piibyvaly nové
typy otoceni. V prvych dvaceti ulohach se hraci setkali jen s otocenimi doleva a doprava.
Ulohy 11-16 byly opakovéanim tloh 3-8 se zaménou t&chto dvou otoéeni, Glohy 19, 20
obsahovaly obtizné zapamatovatelnou dlouhou cestu. Ulohy 21-30 byly kopiemi prvych tloh,
ale misto doleva—doprava obsahovaly oto¢eni nahoru—doli. Graf ukazuje, jak se studenti ucili
orientovat v prostoru. Ukazuje podil uspésnych (svétly sloupec) a netispésnych (tmavy
sloupec) pokusti na kazdou ulohu. Je vidét, ze v llohach 11-18 Gspésnost rostla a pii setkani
s novym otoc¢enim se vratila na ptivodni hodnoty.

V dalsich fizenych experimentech mtizeme sledovat dalsi jevy, naptiklad vliv v€ku hract
na pribéh hry. V nasem dalSim experimentu se vliv véku hraca projevil pouze vétsi
,,r0zvaznosti* a soustiedénosti starSich hraci, vliv na GspésSnost métenou nejvyssi dosazenou
urovni v sad¢ se neukazal.

Grafické znazornéni cest hraci ve virtualni 3D scéné

Vyse uvedené zpisoby vyhodnoceni ziskanych dat davaji spise kvantitativni informaci pro
autora sady uloh ¢i pro ucitele, ktefi chtéji sledovat schopnosti studentii. Pro hrace samotné je
zajimavé spise jejich umisténi v Zebiicku nez vyse uvedené grafy. Casto ale chtji védét, prod
nevyfesili tlohu spravné, kde vlastné zabloudili, kam se méli oto€it po druhém kroku atd. Ze
samotného vypisu cesty sice odpovéd’ plyne, ale ziskat o ni pfedstavu je jen o malo snazsi nez
vyftesit tlohu samotnou. Miizeme jim tedy dat odpoveéd’ v podobé virtudlni scény, v niz cestu
znazornime. Pro zobrazeni cest jsme zvolili jazyk VRML. K prohliZeni scén staci webovy
prohlize¢ s VRML pluginem. (ovéteno pro MSIE a VRML prohlize¢ Cortona) Obrazek 2
ukazuje jedno spravné a jedno nespravné feseni tlohy: tmava kulicka predstavuje startovni
pozici hry (a tedy misto, kam se ma hrac vratit), tmava cesta je ta, po niz hrace ,,vezla*
aplikace, kuzel ukazuje smér, v némz hra¢ stoji pred navratem zpét. Svétle je vyznacena cesta
hrace a misto, kde skonéil.

Obr. 2: Spravné a nespravné reseni ilohy

Pokud chceme posoudit obtiznost jednotlivych tiloh, zobrazime si spravné a bludné cesty
vSech hrac, ktefi fesili danou tlohu. Ty vidime na Obr. 3.
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Cesta Kostka iprice |
OK Zabloudili

Obr. 3: Spravna a nespravna reSeni jedné ulohy

Pti zobrazeni bludnych cest dobtfe vyniknou nejcastéjsi chyby — byva to nespravné otoceni
v nékterém misté cesty. Méné Casté byla feseni s nespravnym pocétem kroku ,,vpred*. Pokud
takovou chybu hra¢ ud¢lal, snadno ji po zpravé o chybé opravil. Stejné tak si hraci vétsinou
dobfte pamatovali pocet ,,rovnych ¢asti“ cesty. Ukazku vidime na Obr. 4 vpravo. (Pokud
nechame zobrazit pfili§ mnoho nespravnych cest, nejspis bude scéna pieplnéna a malo
prehledna a je vhodnéjsi data rozdélit — viz Obr. 4 vlevo.)

Obr. 4: Vlevo preplnéna scéna, vpravo scéna vhodna k analyze chyb

Pti zvoleném zplisobu reprezentace cest hracli — vytvoreni trojrozmérného modelu
v jazyce VRML — miizeme v prostiedi prohlizece sledovat cesty opravdu detailn€, scénu
muzeme pomoci ovladact pluginu interaktivné ptiblizovat, otacet s ni apod. Obr. 5 ukazuje
prostiedi interaktivni webové stranky s vlozenou VRML scénou, ktera dovoluje vybrat
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a zobrazit cesty jednotlivych pokust pro libovolnou tlohu ze zvolené sady. Mluzeme také
vyfiltrovat a ndsledn¢ zobrazit feSeni jednotlivych uloh pro konkrétniho hrace.

Cesta Kostka lipnico g
OK Zabloudili

A Cortona A Cortona

Obr. 5: Ukazka prostiedi pro prohliZeni 3D modeli cest

Strategie FeSeni tiloh

Pti feSeni ulohy nas zajimaly dv¢ strategie: zapamatovani si a kopirovani ptiivodni cesty (tedy
navrat po ceste, po niz byl hrad¢ veden ve hie) a naproti tomu cesty, kterymi hrac Sel na
zéklad¢ spravného urceni polohy, v niz se v kazdém jednotlivém kroku nachazi. Grafické
zobrazeni tyto dvé strategie dobie ukaze a rozlisi, zatimco jejich vyhledani v textové podobée
by bylo témét nemozné. Prvni z nasledujicich obrazkti (Obr. 6) ukazuje feSeni tlohy, jejiz
cesta byla kratka a snadno zapamatovatelna. Patfila k t€ém snazSim a k jejimu feSeni se
probojovalo vice hract. Je vidét, ze vétSina fesiteli si cestu zapamatovala a vracela se po ni
(¢im silngjsi cesta v obrazku, tim vice hract ji sledovalo). Navic i zdatni hraci neméli dtivod
sledovat jinou cestu, protoze originalni cesta byla jednou z nejkratSich cest.

Obr. 6: Pfevaha sledovani piivodni cesty
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Ulohy na druhém obrazku (Obr. 7 vlevo a vpravo) fesilo mén¢ hracl — jen ti, ktefi se
dokézali dostat do vys$si urovné hry a mnozi z nich se vraceli vlastni cestou.

Obr. 7: Reseni tloh s ¢lenitéjsi cestou

Dalsi podpora Labyrintu
Pro sledovani konkrétnich schopnosti hra¢l a riznych strategii je vhodné sestavit odlisné sady
uloh. Podobné¢ pro mladsi hrace, kteti se snadno unavi, je tfeba tlohy ptizpisobit a volit
snazsi a motivaéni tlohy. V soucasné dob¢ jsou na webu k dispozici rizné sady tloh, které je
mozné hrat bez omezeni. K dispozici je také pomalejsi verse hry a cvicna verse lokalni, ktera
vSak neobsahuje databdzovou podporu a z ni plynouci funkce. Uvedené verse jsou ptistupné
z odkazi, které ¢tenaf najde na webové strance http://3dhricky.wz.cz.

Zajemci o online testovani pomoci vlastnich sad uloh, jejich vyhodnoceni ¢i o lokalni
versi Labyrintu, prosime, kontaktujte nas na vyse uvedenych e-mailovych adresach. TéSime
se na vSechny zpravy, navrhy a ptipominky.

Zavér

Labyrint je hra, kterou si se zajmem zahrali studenti 1 dospé€li. Bez schopnosti piedstavy

o poloze v prostoru ¢i bez pokrocilych prostorovych uvah ji uspésn¢ hrat neni mozné. A i pfi
neuspéSich prostorovou predstavivost cvici a posiluje. Je velice intenzivni a nadro¢na, déti ve
veéku do 14-15 let se pfi hrani jeji ptivodni (tj. ne pomalé) verse rychle unavi nebo o ni ztrati
zajem. Star$i ji uZ hraji s chuti, vraceji se k ni — a to bez omezeni véku.

Vyhodnoceni a prostorové zobrazeni cest zvySuje atraktivitu hry, protoze hra¢im poskytuje
estetickou, pfehlednou a srozumitelnou zpétnou informaci o vlastnich chybach. Ve hie samé
je hra¢ ponoten ,,ve tme*, jeho ,,baterka* nedohlédne za hranice jedné kostky. Model cest mu
nabidne pohled zvenku do celého prostoru, ktery prosel.

Literatura:

[1] Gergelitsova, S., Holan, T.: Orientace v Labyrintu z krychli, 29. Konference
o geometrii a grafice, Doubice, 2009.
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OVEROVANI STEREQMETRICKYCH UVAH
POMOCI CABRI 3D

Sarka Gergelitsova
Gymnazium BeneSov

email: sarka@gbn.cz

Abstrakt. Program Cabri 3D muze nalézt uplatnéni nejen piimo pii vyuce kapitol
stereometrie, ale 1jako nastroj nazorné¢ demonstrace v situacich, kdy fesime ulohy tykajici se
trojrozmérné situace a kdy vedeme prostorové uvahy. Zminime né¢kolik ptikladi vyuziti
tohoto programu v souvislosti s feSenim uloh metodami analytické geometrie a pro objasnéni
zadani a ovéteni vysledki uloh o extrémech funkci pro trojrozmérné problémy.

Kli¢ova slova: Cabri 3D, stereometrie, demonstrace, analytickd geometrie, mnoziny bodi
dané vlastnosti, extrém funkce

1. Ulohy o extrémech funkci — objasnéni problému

Pti feSeni slovnich uloh vedoucich na vySetfovani extrému funkce metodami diferencialniho
poctu Casto narazime — a to Castéji nez na problémy plynouci z nepochopeni principli a metod
diferencialniho poctu — na problém nepochopeni dané¢ho realného problému. Jde-li o problém
prostorovy, plati to tim vice. Takovy problém tézko demonstrujeme na redlném modelu (aby
bylo mozné redln¢ sledovat vliv zmény parametrti, musel by byt model dostatecné¢ variabilni
a modifikovatelny) a zpravidla ho ilustrujeme nacrtkem. Vyhotoveni vhodného nacrtku uz ale
predpoklada pochopeni problému — musime predem veédét, jaké vztahy je tfeba v nacrtu
zobrazit. Pokud Zéci neziskaji s feSenim takovych tlloh dostatek zkuSenosti (a na to obvykle
neni dost asu), zustavaji tyto ulohy obtizné fesitelné.

Prostorovy virtualni model ndm pomiize pfi

O objasnéni zadani tlohy

o vytvofeni pfedstavy o vzajemné poloze téles a prostorovych objektl

o objasnéni konstrukce pozadovaného objektu

o nalezeni potfebnych vztahii mezi rozméry objektt

o vizudlni ,,ovéfeni“ vysledku

Moznosti dynamické geometrie pak navic umozni nazorny prechod od feseni uloh s pevnymi
hodnotami parametrt k iloham zadanych obecné, k objasnéni vzajemné polohy zkoumanych
objektli a oveteni vysledku obecné zadané ulohy pii plynulé zméné zadanych parametrt.

V nasledujicich ukdzkach citujeme doslovné znéni uloh z [3] a zminime piipadna tskali
zobecnéni ulohy.
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e ULOHA: DO KOULE O POLOMERU 3 CM VEPISTE (ROTACN{) KUZEL MAXIMALNIHO

OBJEMU. URCETE POLOMER PODSTAVY A VYSKU KUZELE.

Tato uloha patii k tém snazs§im, ptesto jeji feSeni potiebuje nékolik tivah:
o Co je to vepsany kuzel (do koule)?

o Jak néjaky sestrojit?

o Jak najit vztah mezi rozméry kuzele a koule?

Postup teseni a ziskany vysledek miize nastolit otdzku moznosti obecného feseni, neboli
,,Proc je polomér koule pravé 3 cm a je to pro feSeni ulohy dulezité?*.

Prostorovy model mtize pomoci odpoveédét na vyse uvedené otdzky, po nalezeni
potiebnych vztahti Ize konstatovat, ze ilohu miizeme bez omezeni fesit pro obecny polomér
koule. Jedno mozné odvozeni a potfebné vztahy k nalezeni pozadovaného extrému (bez
precizniho ovéfeni existence extrému) uvadime.

33,5009 em’ |/ :%(Rz’ +R%x — Rx? _x3) U 33,5000 om?
v'=" (R -2Rx-32%)
3

V=0 x= ? (x =—R nevyhovuje)

4 N2
x _N4p
3PS

Model pomtze s optickym ovéfenim, je-li nalezeny extrém opravdu pozadovanym
vysledkem ulohy.

e KOULI O POLOMERU 3 CM OPISTE (ROTACNI) KUZEL MINIMALNIHO OBJEMU. URCETE
JEHO ROZMERY.

V—éﬁpzv
R : P P
=sing =—=———=
v—R d "vz.’_pz
RZ _ p2
(v_R)Z v2+p2
2Rp* =v(p2 —RZ)

_27 e p'
3 p-F
V'=0o pt=2R
p=2R,v=4R
proR=3: v=12,p=3«/§

v
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Obtiznost feSeni tlohy je srovnatelna s ptedchozi ulohou. M¢éli bychom vsak — a snadno
muzeme — demonstrovat, pro¢ hleddme minimum, nikoliv maximum, jako v ptedchozi uloze.
Neékterym studenttim také mtize vrtat hlavou, jak opsany kuzel sestrojit. I tato uloha umoziuje
obecnou formulaci, na poloméru koule nezalezi.

e DO ROTACNIHO KUZELE O ROZMERECH R =6 CM, V =3 CM VEPISTE (ROTACNI) VALEC
MAXIMALNIHO OBJEMU TAK, ABY OSA VALCE SPLYVALA S OSOU KUZELE.
URCETE ROZMERY VALCE.
Po ptedchozich ulohéach nejspis nebude pro studenty obtizné predstavit si polohu valce
v kuzeli a nalézt potfebné vztahy mezi rozméry vélce a kuzele. Pro samotné fesSeni mozné
nebudeme trojrozmérny model potiebovat. Ale dynamicky model i zde ukaze hledany extrém
1 to, ze Glohu je mozné formulovat obecné, pro kuzel o poloméru r a vysku v.

V =™V
R-x R

y v
p=x, vV=y

3
V=nx*y=nv xz—x—

V’=0<:>2—'%x=0 (x#0)

2Ry
3773

proR=6,v=3: V' =4,p=1

Ulohu modelu vS§ak ocenime v nasledujici uloze.

e DO ROTACNIHO KUZELE O ROZMERECH R =6 CM, V =3 CM VEPISTE VALEC
MAXIMALNIHO OBJEMU TAK, ABY OSA VALCE BYLA KOLMA NA OSU KUZELE. URCETE
ROZMERY VALCE.

Odvozené vzajemné vztahy mezi rozméry kuzele a valce budou velmi podobné tém

z predchozi ulohy, pro jejich obménu bychom mozna model nepotiebovali ani zde. Tato

ulohy vSak vyzaduje ujasnit formulaci ,,vepiSte valec*. I zde je minén rota¢ni valec, ale ani tak

nemusi byt prostorova situace zcela ziejma.

Na prvni pohled neni vidét, pro¢ bychom i tuto illohu nemohli fesit pro obecné zadané
rozméry r a v. Zkusme tedy pii vypoctu miizeme misto s konkrétnimi rozméry pocitat
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s polomérem 7 a vySkou v kuzele. Pti danych rozmérech snadno ovétime piivodni vysledek.
Pfi manipulaci s modelem vSak snadno objevime, ze valec pozadovanych parametrii nemusi
byt pro obecné parametry  a v do kuzele vepsan, ale mize kuzel protinat!

==, V=2
y v 2
yoZ TR o) P)_ZR( L ¥
2 2 v 2 v

N
proR=6,v=3: VvV =4,p=1
a pro jiné rozmery?

R 2v
X=—,Yy=—

3 3
proR=3,v=6: V' =2,p=2?

re¢

Nabizi se tedy otazka, kdy (pro jaké rozméry kuzele) bude spocétené ,,obecné feseni
skutecné hledanym extrémem a kdy bude extrém funkce v krajnim bod¢ intervalu
vymezujiciho defini¢ni obor, protoze poloha bodu, v némz existuje nulové derivace funkce
padne mimo defini¢ni obor zkoumané proménné. (Jasné se tak ukaZe nutnost urceni
defini¢niho oboru.) Bohuzel, odpoveéd’ neni zcela snadné a souvisi s vypoctem poloméru
oskula¢ni kruznice ve vrcholu hyperboly. Tato znalost nepatii do povinného uciva, ale zde
feSeni uvedeme:

Predchozim vypoctem ziskana hodnota extrému je zaroven pozadovanym maximem
prave tehdy, pokud polomér oskulacni kruznice hyperboly fezu kuzele rovinou, ktera urcuje
podstavu vepsaného vélce je vEtsi nebo roven poloméru této podstavy. Jinak podstavna
kruznice valce kuzel protina.

poloosy hyperboly fezu jsou a, b,

polomér oskula¢ni kruznice ve vrcholu oznacime

a v
y A%
:—:—’ b:—
P73 3
¥ RR
y=—=——
a v3

Nalezené feSeni (maximum) je spravné

pouze pro R > v.

56



2. Mnoziny bodi dané vlastnosti — Zakladni mnoZiny bodi v prostoru

V kapitole vénované planimetrii zkoumaji studenti také mnoziny bodti dané vlastnosti a ty
zakladni znaji a pouZzivaji. Obdobné uvahy pro mnoziny bodl v prostoru se vSak vétSinou
neprovadéji, byt nékteré mnoziny jsou znamy také — napt. kulova plocha jako mnozina bodi
konstantni nenulové vzdalenosti od dané¢ho bodu ¢i rovina soumérnosti usecky. Pii zkoumani
téch mnozin bod, které jsou prostorovou modifikaci rovinnych formulaci, narazime jak na
problémy snadné, které jsou pouhou analogii uvah rovinnych (i tak ale stoji za pfipomenuti),
tak 1 na nové¢ ¢i prekvapiveé vysledky a problémy, které mnohdy presahnou rozsah povinného
uciva. Jisté vSak — jako pfijatelné rozSifeni — mohou studenty zaujmout. Vyjmenujme nyni
jednotlivé ulohy a posud'me moznosti jejich syntetického feseni (s podporou Cabri 3D)

a feSeni metodami analytické geometrie. Budeme zkoumat mnoziny boda v prostoru, které
mayji stejnou vzdalenost od danych objektt:

bod — bod

rovina — rovina

pfimka — pfimka

bod — rovina

bod — piimka

piimka — rovina

rovina — kulova plocha

dvé soustfedné kulové plochy

O O O 0O O O O O

e BOD-BOD

Tento ptipad uvadime jen pro uplnost. Je to snadné analogie osy usecky v roviné — nastroj
ROVINA SOUMERNOSTI USECKY je v Cabri 3D pfimo k dispozici, opticky ovétit danou vlastnost
pomoci nastroje DELKA je také snadné. Pro precizni ditkaz (ktery studenti bohuzel nebudou
zadat, protoze ,.to je pfeci ziejmé*) bychom mohli pouZzit metodu soutadnic se zvolenym
umist&nim danych bodii A[-1;0], B[1,0]. Snadnou ulohu miZzeme vyuzit k vysvétleni, co je
dikaz a co jen graficky ndzor, optické ovéfeni vlastnosti a také vysvétleni toho, pro¢ 1ze bez
Uujmy na obecnosti volit soufadnice zadanych bodt tak, jak jsme uvedli.

¢ ROVINA —ROVINA

Pti feseni této tlohy, ktera je opét snadnou analogii rovinné uvahy, je tieba rozlisit piipad
rovnobéznych a riznobéznych rovin. O konstrukci v Cabri 3D budeme muset piemyslet vice,
nebot’ piimy nastroj ke konstrukci roviny soumérnosti dvou rovin zde nent, k dispozici mame
pouze nastroj ROVINA SOUMERNOSTI UHLU. Pfi feSeni metodou analytické geometrie miizeme
s vyhodou volit takovou soustavu soutfadnic, v nizZ dané rovnobézné roviny budou urcéeny
obecnymi rovnicemi x =—1ax =1, pro riznobézné roviny ji zvolime tak, aby pro dané
roviny platily vztahy y =+tkx, k # 0, tedy rovnice kx+ y =0 a kx — y = 0. Pro riznobézné
roviny pak vede feSeni k rovnici |kx - y| = |kx + y|, tedy ke dvojici rovin kx=0ay =0.

® PRIMKA — PRIMKA

Po predchozich ivahach mohou studenti ocekavat opét snadnou analogii znamého, uloha vsak
pfinasi piekvapeni a mozna nec¢ekané obtiZe v okamziku, kdy analogii s rovinou pouZit nelze.
Ulohu rozdélime na tii piipady, které budeme fesit samostatng. Pro rovnob&zné a riiznob&zné
ptimky snadno vymodelujeme prostorovou scénu. Reseni analytickou metodou také vede ke
snadno reprodukovatelnému zavéru.

57



pro al|b zvolme ‘Ex§”

. :[—1;0;2], b [l;O;z] proa=A+ts plati|Xa| == ”§”
(x+1) +57 = (x-1) 47 (e, 2) < (:05k)| = (.. 2) < (1:0: k)|
x=0 (e = 23 y3=ky )| = |(~hox = z; 33 kv )|

proa jt b zvolme
a=[t;0;kt], b=[p;0;—kp]

Pokud vsak zaéneme zkoumat dvojici mimobézek, stane se jak sestrojeni modelu, tak
analytické feSeni zdrojem piekvapeni a obtiZi. Pro analytické feSeni bude velice dillezita
vhodna volba zadanych prvki. Jednu moznost (spolu s dikladnou analyzou problému) miizete
najit v [1], zde navrhujeme volbu jinou: bez Gjmy na obecnosti miZzeme piedpokladat, ze
soustava soufadnic je takova, ze dané mimob¢zné piimky v ni maji analogicky k vyse vedené
volbé pro riznobézky nasledujici vyjadieni.

a =[t;kt;1] =[0;0;1]+1(1;4;0),

b= p;—kp;=1]=[0;0;=1]+ p(1;—k:0)
4% <]
g
”(x v,z — 1 lkO” ||xy,z+1 x(1; k'O)”
[(k(1=2), 2= Lioc=y)| = (k14 2), 2+ 1,~c = )|

B (1-z) +(1-z2) +(ke-y) =k (1+2) +(1+2) +(~he—y)’
—z(k2+1)=kxy, tedy z=Cxy

Urceni objektu s touto rovnici piesahuje ramec povinného uciva, jeho prozkoumani ale
muze vést k lepSimu pochopeni vyjadfovani metodou soufadnic. Vidime, ze se jedna
o néjakou kvadratickou plochu. Pro motivaci bychom si mohli dany tvar zobrazit. Bohuzel,
Cabri 3D nema néstroj k zobrazovani objektti zadanych rovnicemi, se soufadnicovym
vyjadfenim se v ném d4 pracovat jen velmi omezené. Vezmeme-li na pomoc néjaky systém
CAS, uvidime pozoruhodnou a mozna ne zcela nezndmou plochu (my jsme pouzili program
Derive):

e =k~

x=0vz=0

ze vztahu |Xa|

pro a = A+¢s plyne

[T

i
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V obrazcich jsou jiz znazornény roviny, které protinaji plochu ve znamych kiivkach.
Vyuzijeme je v nasledujicich tvahach.

Zkusme vést fezy plochy rovinami rovnobéznymi se soufadnicovymi rovinami. Zjistime,
ze se jedna o ptfimkovou plochu, na niz lezi hyperboly. Pokud si troufneme i na fezy rovinami
prochazejicimi osou z, dostaneme paraboly (vysvétleni lokalni rovinné soustavy soufadnic ve
zvolené roving fezu a jeho vztah k ziskané rovnici v§ak vyzaduje pfinejmenSim komentar
a neni zcela snadné, na prvni pohled miize vést k chybné ptedstavé o jednotkach na osach).

roviny x = konst nebo y = konst | roviny z = konst roviny proloZené osou z: y = mx
z=Cy z=Cx C'=xy z=C"x’
primky hyperboly paraboly

Ziskana plocha je hyperbolicky paraboloid, ktery je hojné vyuzivany v architektute
napiiklad k zastfeSeni staveb, at’ jiz nendpadnych ¢i velkoryse vyhliZejicich rozmérnych hal.

vvvvvv

vzajemnou plohu kiivek na plose a charakteristickou vlastnost bodi plochy.

Poznamenejme, Ze ve [2] Ize nalézt obdobny ptiklad, jeho feéeni je jednodilny hyperboloid.

e BOD—ROVINA

Touto tlohou se vracime ke snadnym analogiim rovinnych tivah. Zname definici paraboly
jako mnoziny vSech bodii v roving, které maji stejnou vzdalenost od dané piimky a daného
bodu mimo ni. Pokud v nasi tivaze prolozime danym bodem A libovolnou rovinu £ kolmou

k dané rovin¢ « (kolmou proto, ze vzdalenosti bodii od roviny méfime prave v ni), dostdvame
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parabolu jako feSeni tlohy pro body zvolené roviny. Rotaci zvolené roviny a vysledné
paraboly kolem osy — ptimky prochézejici danym bodem kolmo k dané roviné — dostavame
feSeni prostorové ulohy — rota¢ni parabolickou plochu.
Analytické feSeni neni pii vhodné volbé soustavy soutradnic obtizné a nabizi se ke
snadnému objasnéni vyznamu ziskané rovnice:
pro A[0;0;1], a:z=-1 plati XA/ =|Xa|

odtud plyne: X* +y* +(z- 1)2 = (z+1)2

rotaéni parabolické plocha: X* +y* =4z

Pro modelovani v Cabri 3D nemame piimy nastroj, nejsnazsi bude vymodelovat plochu
jako stopu kiivky. Nazornéjsi je asi stopa vytvotena kruznici, jejiz bod posouvame po
parabole, rotaci paraboly naznaci ota¢eni pomocné roviny.
Plocha vsak vypada lépe v programu Derive.

BOD — PRIMKA
V této tloze obménime prostorovou iivahu z predchazejici ulohy. Vzdalenost bodu od ptimky
meéfime v rovin€ k pfimce kolmé. Tak dostavame svazek rovnobéznych rovin. V kazdé z nich
muzeme hledat body, které jsou stejné¢ daleko od jejiho bodu P (priseciku dané piimky se
zvolenou kolmou rovinou) a dan¢ho bodu A. Jak vime, takovou mnozinou v roving je osa
soumeérnosti usecky AB. Hledana plocha bude tedy plocha ptfimkova a dal$imi uvahami lze
dospét k zaveru, ze jde o parabolickou valcovou plochu. Nazorngjsi mize byt jind predstava:
V roviné a urcené danymi prvky je feSenim parabola. Hledejme nyni body pozadované
vlastnosti v rovinach rovnobéznych s touto rovinou. Vzdalenost bodu jejiho bodu M od bodu
A i od pfimky a jsou piepony pravouhlych trojuhelniki, jejichz spolecna odvésna lezi na
kolmici vedené bodem M k roving a. Pfepony maji stejnou délku prave tehdy, rovnaji-li se
druhé odvésny — usecky v rovin¢ a. Tim jsme tlohu pfevedli na piedchazejici rovinou uvahu
v roviné a. Redenim je parabolick4 valcova plocha. Pii tivaze pomitize Cabri 3D model.

Analytické feSeni odvodime snadno a vyslednou rovnici i snadno interpretujeme, valcové
plochy s osou rovnobéznou s n€kterou ze souradnicovych os jsou snadnym rozsirenim
povinného uciva. Urcité stoji za zminku ukazat, Ze valcova plocha nemusi byt pouze rotacni.
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A[0;0;1]
a =[x;0;—1]=[0;0;-1]+x(1;0;0)
XA| :|Xa|

x’ +y2+(z—1)2 =y’ +(z+l)2
x* =4z

valcova parabolické plocha

e PRIMKA —ROVINA

Ulohu budeme fesit pro tii rizné ptipady: ptimka rovnobé&zna s rovinou, specialni ptipad, kdy
je ptimka kolma k dané rovin¢ a nejobtiznéjsi tvahu povedeme pro piipad, kdy jsou pfimka

s rovinou ruznobézné, ale ne kolmé.

alla

Pokud studenti absolvovali pfedchozi tllohu, bude feSeni snadné. Mozna je trochu piekvapive,
ze ob¢ ulohy maji shodné feSeni. Volba pomocnych rovin kolmych k dané piimce a je
nasnadé¢, analytické feSené ve vhodné zvolené soustavé soufadnic snadno interpretovatelné.
Model v Cabri 3D opét pfimo nesestrojime, ale mizeme vymodelovat konstrukéni postup

$ posuvnymi pomocnymi rovinami.

a:z=-1, a=[0;y;1]

el |4
(z+1)2 =x’ +(z—1)2
4z =x*

valcova parabolicka plocha

ala

Vzdalenost bodu od ptimky a métime v roviné k ni kolmé, vzdéalenost bodu od roviny & na
primce k roviné « kolmé, pomocné roviny tedy povedeme danou ptimkou (pak budou kolmé
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k dané rovin¢€ «) a v nich budeme hledat body stejné vzdalené od dané piimky « a jejich
prisecnice s rovinou a. Vime, Ze jde o dvé navzajem kolmé ptimky, osy vzniklého pravého
uhlu. Jejich rotaci kolem ptimky a vznikne rotacni kuzelova plocha. Tu ptfimo vymodelujeme
pomoci Cabri 3D.

ala
a:z=0, a=[0;0;z]
xal=

22 =x2+y2

rotacni kuzelova plocha

feSeni analytické, vhodna volba soustavy soutadnic vSak neni intuitivni a vysledek je obtizné
interpretovatelny. Resenim je kosy kuzel. Tento zavér odvodime z analytického vysledku
podobné jako z prostorového modelu. Pro ndzorné zobrazeni si plochy vyjadiené analyticky
jsme zvolili opét program Derive. V obrazku je zobrazena i dand pfimka a rovina.

alfa pro roviny y = mx
a:z=kx, a=[0;0;z] xz(m2+1)=(loc2—z)2
xe] | o o
(ke-z)’ C* = (ke=z)
el H 4y
K+ xC==+(kx—2z)
kosa kuzelova plocha dvojice ptimek

Prostorovou uvahu nejlépe ilustruje Cabri 3D model na dal§im obrazku. Opira se o shodnost
pravouhlych trojahelnikil a konstrukei kolmic. Ozna¢me P priisecik danych prvki, P=ana.
Pokud vedeme bodem B piimky a rovinu B k ni kolmou, bude vzdalenost libovolného bodu
M roviny B od poc¢atku P preponou pravouhlého trojuhelniku s jednou odvésnou PB. Pokud
sestrojime rota¢ni valcovou plochu s podstavnou kruznici o poloméru » = |PB| v roviné a.,
bude vzdalenost bodu N na této ploSe od poc¢atku P ptfeponou pravouhlého trojahelniku
s jednou odvésnou délky » = |PB| . Budou-li mit zminéné trojuhelniky stejné dlouhé piepony,
budou stejné dlouhé i jejich druhé odvésny, které jsou tedy hledanymi vzdalenostmi od dané
roviny a dané piimky. Navic, pokud najdeme jeden takovy spole¢ny vrchol trojuhelnikt
M=N, bude podminkam ulohy vyhovovat i cela ptimka MP.

Je vidét, ze hledanymi body roviny 3 jsou prave body elipsy e, ktera je fezem rotacni
valcové plochy rovinou  a zadné jiné. Kuzelova plocha s fidici elipsou e a vrcholem P je
mnozinou vsech bodli poZzadované vlastnosti.
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e ROVINA —KULOVA PLOCHA

k=(S[0;0;S],r) a:z=0
| Xk|=| X al
| XS|=|Xa|£r

\/x2+yz+(z—s)2 :|zir|
x2+y2:22(sir)+r2—S2
x2+y2=(s+r)(2z—(s—r))

nebo
x2+y2:(s—r)(2z—(s+r))

V= {0; O;ﬂ} nebo V = [O;O;ﬂ}

2 2

rotacni parabolické plochy

Reseni piedposledni tlohy je prostorovou analogii mnoziny viech bodi roviny, které maji
stejnou vzdalenost od ptimky a kruznice. Vybrali jsme ji, abychom ukazali sou¢asné moznosti
programu Cabri 3D a jeho omezeni. Omezenim je casova naro¢nost vypoctu pii manipulacich
v sestrojeném modelu, ktera kazi vysledny dojem z dynamické konstrukce. Uloha je
konstrukéné naro¢na, vysledny efekt je ale pozoruhodny. Vysledné plochy — dvojice rota¢nich
paraboloidli — dobie ukaze opét CAS. Odvodit jejich rovnice zvladneme po prostorové uvaze
snadnym postupem. Je tfeba vzit v ivahu moznost vnitifniho 1 vnéj$iho dotyku.
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e DVE SOUSTREDNE KULOVE PLOCHY

Tuto ulohu zafazujeme jako velmi snadnou analogii ilohy rovinné. Prostorova tivaha je

v tomto ptipad¢ snazsi nez vytvoreni prostorového modelu. To je kviili obtiznému ptistupu
k prvkiim uzavienym uvnitf sestrojené kulové plochy velmi nepohodiné (vyzaduje skryvani
a opctovné zobrazovani ploch) a vysledny efekt v dostupnych grafickych moznostech
programu je omezeny.

Zavér

Pti prostorovych uvahach je pomoc nastrojem schopnym dynamicky vytvaret a zobrazovat
prostorové konstrukce nepostradatelnd. Prostorové tivahy jsou samy o sob¢ obtizné a bez
moznosti ovéfeni smyslovym vnimanim chybi zpétnd vazba o spravnosti feseni. Tvorba
hmotnych modelt je ¢asto nemozna, ziistava moznost ovéieni pomoci obrazki ¢i animaci.
Stranku s ukdzkami a dal§imi ptiklady najdete na adrese: http://sarka.gbn.cz/cabri/3D/.
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VYBRANE PRiKLADY vvuZm’ PROGRAMU
GeoGebra VE VYUCE

Roman Hasek
Jiho&eska univerzita v Ceskych Budg&jovicich
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Abstrakt: Clanek predstavuje nékolik vybranych moZnosti vyuziti programu GeoGebra ve
vyuce. Je urcen piedev§im pro ctenafe, ktefi maji s programem minimalni zkuSenosti.
Inspiraci si zn&j vsak mohou odnést i &tenafi pokrocilejsi. Clanek se vénuje nékterym
funkcim, které jsou pro programy dynamické geometrie méné obvyklé. Jedna se naptiklad o
tabulku, symbolické upravy mnohoc¢lenti nebo moznost geometrické transformace obrazki na
nakresné.

Kli¢ova dova: dynamicky geometricky systém, GeoGebra, vyuka matmatiky

Uvod

Cilem Cclanku je ukazat zakladni moznosti vyuziti programu GeoGebra v hodinich
matematiky. Je uréen predevSim ucitelim matematiky, kteti s timto programem jesté nejsou
seznameni. Své by vném vSak mohl najit i zkuSenéj$i uzivatel programu. V ¢lanku
nenajdeme detailni popisy algoritmt feSeni danych uloh. Autor by byl spokojen, kdyby byl
Clanek pro Ctendfe impulsem pro bliz§i seznameni se s programem a inspiraci pro jeho
pouziti. Ovladani programu je natolik jednoduché a intuitivni, Ze nemé smysl text zatézovat
uplnym seznamem kroki, které vedou k vyteseni loh.

1. Program GeoGebra

GeoGebra je dynamicky geometricky program (DGS), ktery v§ak svymi funkcemi prekracuje
radmec geometrie. Je volné Sifitelny a jeho instalaci je mozno si stdhnout z webové stranky
www.geogebra.org, na které jsou v rubrice Napoveéda k dispozici ke stazeni i uzivatelské
ptirucky. Protoze program disponuje i tabulkou, jejiz ovladani neni v téchto materidlech
popsano, doporucuji zajemci o vyuziti tabulky ke stazeni jeSté material [3].

1.1. Nakresna a algebraické okno

Jméno GeoGebra je akronymem vzniklym ze slov geometrie a algebra. Tomu trochu
odpovidd rozhrani programu, kterym se nam piedstavi. Krom& okna pro kresleni, tzv.
Nakresny, kterou budeme nazyvat téz geometrické okno, mame k dispozici jesté vstupni fadek
a algebraické okno. V tomto algebraickém okné se zobrazuje analytické vyjadieni objektd,
s nimiz pracujeme v geometrickém okné. Nutno poznamenat, Ze toto analytické vyjadfeni neni
Cisté¢ symbolické. Tak jak to u programi DGS byva, pracuje i GeoGebra s pribliznymi
¢iselnymi hodnotami. Krom¢ zminénych oken mizeme vyuzivat jesté okno s tabulkou (viz
funkce Zobrazt v hlavni nabidce). Kombinace uvedenych nastroji ¢ini z programu mnohem
siln¢jsi prostfedek pro zkoumani taji matematickych vztahli nez jakym je prosty program

65


mailto:hasek@pf.jcu.cz
http://www.geogebra.org

dynamické geometrie. Cilem ¢lanku je ukazat nékteré z méné ocekdvanych funkci programu.
Upozornuji ovSem, ze jenom nekteré.
Graf funkce

Program GeoGebra je idealnim prostfedkem pro nakresleni grafu funkce a vySetieni prib&hu
této funkce. Pomoci posuvniku mizeme misto jedné¢ funkce zkoumat cely systém
parametrickych funkci. Tuto moznost si mizeme ilustrovat na klasickém Skolském ptikladu
vénovaném zavislosti pritbéhu exponencialni funkce na hodnot¢ zakladu.

UK OL 1: Nakreslete graf funkce f :y=2*. Rozhodnéte, jak zavisi priibéh grafu

exponencialni funkce y =a* na hodnoté zakladu a.

Pro nakresleni grafu uvedené funkce staci do vstupniho fadku zapsat rovnost y=2"x a odeslat
klavesou Enter. Graf této konkrétni funkce je vykreslen bezprostifedné (Obr. 1).

EG&UGebra | =
Soubor Upravy Zobrazit Mastaven Nastruje Okno Napuveda
[ :‘ Posunout nakresnu: Posouvani D
Ll '/ nakresny nebo osy (Shift + tahnout)
) Wolng Dhjek[y
@ fx) = 2%x

JZawsIe ohjekty

@ vstup 2 v||lo v Pfikaz ... v

Obr. 1: Graf exponencialni funkce

Vime, Zze zadana funkce patii do kategorie exponencialnich funkci y =a*, kde zakladem a

mocniny muaze byt libovolné kladné redlné cCislo. Pomoci néstrojii programu GeoGebra
snadno vyzkoumame ¢i ukazeme, jak hodnota tohoto zakladu ovliviiuje prubéh piislusné
funkce. Z dostupnych nastroji se nabizi predev§im posuvnik. S jeho pomoci mizeme ulohu
fesit dynamicky. Pohybem posuvniku ménime hodnotu parametru ulohy, v naSem piipadé se
jedna o zaklad mocniny a. Na zdklad¢ téchto zmén se ihned prekresluje obrazek. PopiSme si
strucng, jak na to. Na vstupni fadek zapiSeme a=1. Vidime, ze v algebraickém okné se
parametr a s touto hodnotou zaradil mezi Volné objekty (Obr. 2). S volnym objektem je
spojen posuvnik, s jehoz pomoci mizeme hodnoty objektu ménit. Zatim vSak neni vidét.
Nejrychleji ho zobrazime kliknutim na, v tuto chvili prazdny, krouzek nalevo od rovnosti pro
av algebraickém okné (Obr. 2).
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“olne ohjekty *
@ a=22

Zavisle objekty
~ @ f(x) = 2.2%x

Obr. 2: Algebraické okno

Potom uz stac¢i dvojitym kliknutim na definici funkce f (Obr. 1) oteviit dialog pro
predefinovani objektu (Obr. 3) a nahradit hodnotu zékladu 2 parametrem a.

Predefinovat El
Funkce
) = 3ty : ¥« ¥

[ Ok ” Storno H Pouit ]

Obr. 3: Dialogové okno pro piedefinovani vyrazu

Pro vysetteni systému funkci s parametrem mtzeme vyuzit i piikaz Posoupnost, ptipadné jiz
zminénou tabulku, kterd je v programu GeoGebra k dispozici. Vysledek zadani prikazu
Posloupnost[a”x, a, 0.1, 2, 0.1] vidime na obrazku 4. Pouziti tabulky se budeme vénovat

v nasledujici podkapitole ¢lanku.

E GeoGebra - Exponencialni_funkcce.ggb
Soubar  Uprawy Zobrazt Mastaven! Nastroje Okno  Mapoveda

A B 5 (‘{L \ Ukazovatko Presouvanl neno wogr

12 volng ohjekty

@ a=15

) Zavislé ohjekty

@ f(x) = 1.5

@ seznam1 = {0.14x, 0.2*x, 0.34x

< | >
® vstup ‘ ||2 \'||E( V||PF|'kaz... v

Obr. 4: Posloupnost exponencialnich funkci

1.2. Tabulka

Kromé geometrického okna (Nakresny) a algebraického okna je v programu GeoGebra
uzivateli k dispozici jednoduchd tabulka. Jeji funkce sice nelze srovnavat s klasickym
spreadsheetem ale ptesto, diky svému propojeni s nakresnou, ndm mize byt uzite¢nym
nastrojem. UkazZeme si, ze tabulku mizeme vyuzit k riznym ucelim. Od téch nejjednodussich

67



ukolti, jako je tvorba zadani pro pracovni listy, pfes dynamicky prizkum systému funkei az
po modelovani pohybu planet a ovérovani Keplerovych zakond.

Dobrym uvedenim do moznosti tabulky v GeoGebie je prostudovani materialu [3].
Zde si jenom feknéme, ze tabulka ndm dovoluje znazoriiovat v sousednich buiikach dvojice
soufadnic [x, f(x)], kde f(x) je funkce definovana ptfedpisem v algebraickém okné nebo piimo
vyrazem zapsanym v odpovidajici butnice. Na obsah buiiky tabulky se odkazujeme zptisobem
obvyklym u vSech tabulkovych procesord, tj. pomoci proménné vytvoiené spojenim oznaceni
zahlavi sloupce (pismeno od A do Z) a ¢isla fadku (Cislo od 1 do 100), naptiklad D27. Po
zvyraznéni oblasti uvedenych dvojic soufadnic (viz Obr. 6) je mozno z nich vytvofit seznam
bodt (ptislusnou nabidku zobrazime stisknutim pravého tlacitka mysi), ktery se bezprostfedné
zobrazi v grafickém okné jako skupina bodu (Obr. 5, Obr. 6). Pokud obsahuje predpis funkce
f(x) n¢jaké parametry, jejichz hodnoty jsou ovladany posuvniky, reakci na pohyb posuvniku
je jak zména obsahu tabulky tak i ptekresleni odpovidajicich bodd. Timto zpisobem miizeme
naptiklad vytvaret rizna zadani nasledujiciho ukolu.

UK OL 2: Pokuste se odhalit predpis funkce y = g(X), jejiz graf prochazi danymi body (viz
Obr. 5).

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 3 2 1 0 1 2 3 4

Obr. 5: Dv¢ zadani do pracovniho listu

Tvorba zadani uvedeného ukolu, které miizeme vyuzit v pracovnich listech, tiSténych i
elektronickych, je naznacena na obrazku 6.

¥ GeoGebra =13
Soubor Upravy Zobrazit Mastaveni Nastroje Okno Napovéda
h A / . [ @ £ d'._, N-, ae2 Posunout nakresnu _‘
e 3 AL Sl \ | RN | Posouvani nakresny nebo osy (Shift + thnout)
Volné objekty A B
e 5
D a=05 1 1 x f(x) =
e 2 -2 0
Zavislé objekty
SO )= 08X+ 4] 3 -1 o5 |
~O g(x)=0.5x+1 4 o 1
@ seznam1 = {(-2, 0), (-1, 0.5), (0, 1), (1, 5 1 1.5
# seznam2 = {(-2, 3), (-1, 1.5), (0, 1), (1, . 3] * 6 2 2
7 x g(x)
2| 8 -2 3
9 -1 1.5
. [ ] 10 0 1
e 1 1 1.5/
12 2 3|
13
. . . 0 . . : 14
-3 -2 -1 0 1 2 3 = -
]| [ [N ;I_I

@ Vstup: I I= LI ,E”Pﬁkaz,,, ﬂ
Obr. 6: Konstrukce zadani pomoci tabulky
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Vratme se k tkolu 1, vnémz jsme zkoumali zavislost pribéhu exponencidlni funkce na
hodnoté jejiho zédkladu. Moznym néstrojem takovéhoto zkoumadni je i tabulka. Jak vidime na
obrazku 7, mizeme vytvoftit libovolné rozsédhlou tabulku exponencialnich funkci o riznych
zakladech a tyto funkce graficky znazornit, kazdou zvlast’ nebo vSechny dohromady. Obsah
vybranych bunék tabulky spolu s jejich grafickou reprezentaci miizeme dynamicky obarvit
v zavislosti na hodnotach néjakych proménnych. V nasem piipadé jsme obarvili jednotlivé
exponencialni funkce podle hodnoty jejich zakladu.

& GeoGebra - Tabulka_exp_fce.ggb _[ofx]
Soubor Uprawy Zobrazit Nastaveni Nistroje Okno Népovéda
. D o .. a &
I REErE R ENEe -
2 A B c
1 |a a*x -]
2 01
3 0.3
4 05|
5 0.7
8 0.9
7 14 1.14x|
8 1.3 1.34%|
9 15 1.5%x|
10 17| 1.74%|
11 1.9 1.94x|
12 21 2.14x|
13 2.3 2.34x|
14 25 2.54%)
15 27 2.74x|
16 29
7
12
19
20
™ = 21
(T Fi Jis ST E—" i 8 j 1 . T T L= -
LT ;l_l
@ vetup: | [ =] [ =] [pricez =l

Obr. 7: Posloupnost exponencialnich funkci

Moznosti tabulky nds ptimo vybizeji k jejimu vyuziti pro opakujici se numerické vypocty
a jejich grafické znazornéni. Prikladem takovéhoto vyuziti miize byt vypocet tabulky poloh
satelitu, ktery podléha gravitacnimu ptisobeni jiného vesmirného télesa.

% GeoGebra - Pohyb_planet_3 ggb _ O[]
Soubor Uprawy Zobrazit Nastaveni Nistroje Okno Napovéda
. O off .- Posunout nakresnu &
ks il 'Av /'; /J .“/\‘v ‘QV OJ '{.v \, —E—ZVJ E Posouvni nkresny nebo osy (Shift + tannout) j
A B E D E F E H
k=1 1 [ ax ay - a
2 0 0.5 0.5] 4 0 0.2 178
o8 ”® ef e g, 3 041 0.48 0478 051194 357751 132666 -0.55775 164733
o®® LI 4 02| 042422 034273 054537 261525 -2.11287 0.81928) 143605
.o° . 5 03| 03423 048634 050472 -1.62729| -2.31206 0982 1.20484
2 ° 6 04 02441 o060682] 065408 -0.87232) -2.16858 -1.06924] 098798
--' ° 7 05 013717 070562] 071883 0.36931] 189073 -1.10617] 079801
& ° 8 0.6| 002656 078542| 078587 0.05472) 1.61827 -1.11164] 0.63618
ok 9 07| 008461 084004 085324 01362 -1.36681 -1.09802)  0.4995 ||
o 10 08| 019441 089893 091977 0.24985 115536  -1.07303|  0.38397
0.0445 EL 11 08 -030171) 083738 008475 031595 098163 -1.04144]  0.2858
..' 12 1| -0.40586) 0.86597| 1.04777] 0.35284) 083079 -1.00615] 0.20182
e 13 14| 050647 098615 11086 037173 072379 -0.96898) 0.12045
H U 14 12| 060337 099908 116715  0.37949) 062838 -0.93103]  0.06661
e L] 15 13| 069647 1.00575 1.22336) 03804 054932 -0.89299| 0.01168
3 16 14| 078577 1.00692] 1.27724] 0.37712] 048326 -0.85528) -0.03665
[ ® 17 15| 0.8713  1.00326| 1.32879 0.37136] 04276 -0.81814] -0.07941
e o 18 16| 095312 098532] 1.57807] 0.36418] 038032 078173 011744
L5 19 17| 103129 098357 142512 035631 033982 0.74608) -0.15142
'-' . 20 1.8 11058 096843 1.46999 034816 030488 071128 -0.18191
., ° 21 18] 117702)  095024] 151273  0.34002) 027451 -0.67728) -0.20036
%o, ° 22 2| 124475 00203 155330 033208 024792 -0.64407] -0.23416
%o, I 23 21| 130016 090588 1.59202) 0.32445 022451 -0.61162) -0.25661
%= 05 oo, cesnss® L) 24 22| 137032 088023 1.62867) 031719 020375 05799 -0.27698
-— 25 23| 142831 085253  1.66339 031034 018524 -0.54887|  -0.2055
V=0 26 24| 14832 082298 1.69622) 0.30391 016863  -0.51848) -0.31237
-~ W=D 27 25| 153505 079174  17272) 020792 015366  -0.48869) -0.32773
28 26| 158392 075897 1.75637) 0.20234] 014008 -0.45845] 034174
o8 29 27| 162086 072479] 1.78375) 0.28718] 0412771 -0.43074] 035451 =
< o
@) Vstup: Iﬁqu()() Isqrt(x) ﬂ lE”F’Fikaz LI

Obr. 8: Druhy Keplertv zakon
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Nasledujici postup vychazi zfeSeni této tlohy uvedeného v [1]. Pfedstavme si naptiklad
planetu obihajici kolem Slunce. Vstupnimi parametry takovychto vypocéti jsou pocatecni
podminky pohybu (velikost a smér rychlosti, vzdalenost satelitu od vesmirného télesa) a
Newtontv gravitaéni zdkon. Hmotnosti obou téles a hodnotu gravita¢ni konstanty volime tak,
aby byly vypocty co nejjednodussi. Pak uz staci jenom ujasnit si vztahy mezi zrychlenim,
rychlosti a okamzitou polohou télesa. Tyto vztahy vhodné zakomponujeme do tabulky.
Postupnym kopirovanim tadka tabulky dojde k vypocitani jednotlivych poloh. Ty potom
zndzornime. Vysledkem je bodové zobrazeni trajektorie uvazovaného satelitu (Obr. 9). Pokud
volime parametry pohybu tak, aby se satelit pohyboval po uzaviené trajektorii, mizeme tuto
trajektorii, spolu snastroji programu GeoGbra, vyuzit napiiklad k oveéfeni platnosti
Keplerovych zakonti (Obr. 8).

% GeoGebra - Pohyb_planet_4_ggb
Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno NApovida
M on / /l, ,‘\/-" Q | @” -éf“_, XJ B ” Posunout nakresnu :l
r ol ol ol |l |
k=1
[
s s e,
L)
L] .l
L) --
L)
s
)
)
[]
]
)
H
H
L)
o
L]
N
L)
o
°
L)
L)
.
- L]
L)
. s®®
o
[ L)
s e e
=14 °
=0
S
iy =0.38
p= 038
© vetup: [sartx) [saen =] o ] [Pikaz .. =]

Obr. 9: Gravita¢ni ptisobeni planety (hvézdy) na pohyb satelitu

2. Dal§i vybrané piiklady uZiti programu
2.1. Geometricka uloha

Ambici ¢lanku je poukazat na nékteré presahy programu GeoGebra mimo ramec ocekavany u
programu dynamické geometrie. Neni mozné ale v ¢lanku zcela pominout klasickou roli
tohoto dynamického geometrického programu. Na nésledujici uloze si kromé konstrukce
ukazeme i dalsi funkce programu, které sice nejsou nijak mimotadné, pfesto mohou byt
uzite¢né. Jedna se o funkce: Vztah mezi dvema objekty, Zobrazeni zapisu konstrukce,
Krokovani konstrukce, Prrevod do HTML.

UK OL 3: Dokazte, Ze body soumérné sdruzené s priseikem vysek podle stran trojihelnika
lezi na kruZznici trojihelniku opsané.

Na dané tloze je samoziejmé, kromé samotného sdéleného faktu, nejkrasnéjsi synteticky

provedeny dikaz. Nicméné, nez se student pusti do hledani argumentti, mize se prostiedky
programu piesvédCit o spravnosti onoho tvrzeni (Obr. 10). Vyuzije k tomu funkci Vztah mez
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dvema objekty. Ta mu jednoduse sdéli, zda vybrany bod (prvni objekt), napf. D;’, ma néco
spole¢ného s vybranou kruznici (druhy objekt), v naSem ptipadé ko.

E GeoGebra - Ortocentrum.ggb !E
Soubor Uprawy Zobrazit MNastaveni Nastroje Okno Napovéda
% A / . ~, @ I,-r-\ E . '%’ Posuvnik: Kliknout na nakresnu,
i o ! | s \‘/'v * — | aby se nastavila pozice posuvniku =
“ % ~ |0 232 Posuwnik
| v | —
. D, o S
N b H * ZaSkitavaci politko pro zobrazeni/ skryti objektu
ABC Vlozit text
LY e 2
@y Vloit obrazek
ISR
| | - h
@ Vstup: I I= LI Iu V”F’h’kaz... LI

Obr. 10: Ovéfeni platnosti tvrzeni

Odpovédi programu je konstatovani, ze vybrany bod D;’ lezi na kruznici ko (Obr. 11).

GeoGebra - Vztah

Bod '_1 le#i na KruZnice k_o

Obr. 11: Bod lezi na kruznici

Ke geometrické konstrukcni tloze patii popis konstrukce. Program GeoGebra vytvari popis
konstrukce sdm a na pozadani ndm ho zobrazi. Tento zapis (Obr. 12) lze prohlizet, editovat,
prehravat. K ptehravani konstrukce mtizeme ale pouzit i volbu pro zobrazeni naviga¢niho
panelu pro krokovani konstrukce: z nabidky ptikazti vybereme posloupnost Zobrazit —
Navigacni pand ...

Ptednosti programu GeoGebra je moznost exportu obrazku. Mizeme ho ulozit v rliznych
souborovych formatech (napt. png, eps nebo pdf), ale také ho mizeme exportovat do souboru
html, ktery potom funguje jako www stranka ve formé dynamického pracovniho listu.
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Ezépis konstrukce x|
Soubor  Zobrazit Mapovéda
G [MNazev | Definice |
1 BodA -]
2 BodB
3 BodC
4 |Trojuhelnik mnohodhelnik!  Mnohodhelnik A, B,
4 |Uszeékac Usetka [, B] nalefejici dtvaru;
4 |Useikaa Usetka [B, C] naleZejici itvaru:
4 |Usefkab Usetka [C, A] ndlegejic Gtvaru:
5 Pfimka v Pfimka bodern C kalmo ke
6 Pfimka v, PFimka bodern A kalmo k a
7 Pfimka ¥, Pfimka bodern B kolmo kb
2 |BodD Prﬁseﬁikvb,vc
g Pfimka o, Osac
10 |Pfimka o, Osaa
11 |Pfimka o, Osab
12 |Body Priisedik 0,0,
13 |Kruznice k, KruZnice bodern A se stfedem v
14 |Bod D'1 obiraz D v soumérnosti podle ¢ =
15 |Bod DYy obraz D v soumérnosti podle a LI
s I LR =

Obr. 12: Popis konstrukce

2.2. Obréazek na nakresné - vySetieni rovnice k¥ivky

Umist'ovani obrazkli na nakresnu a modelovani kiivek na nich ptitomnych znd mozné néktery
Ctenar z programu Derive [2]. Néasledujici ptiklady ukazuji, ze program GeoGebra jde

v moznostech zpracovani obrazki na nakresné jesté dale.

UK OL 4: Pokuste se najit predpis funkce jedné proménné, jejiz graf co nejlépe odpovida
ktivce vykreslené tryskajici vodou na obrazku vpravo.

[#jGeoGebra - Vodotrysk_Reseni.ggb: o [=] 559
Soubar Upravy Zobrazit Mastaveni Mastroje Okna Napovéda

ry \ ® O 0| . Ukazovitko -
LI /: ) I:v A2 o - . ‘%’v Presouvéni nebo vibér objektll Zrugit Kidvesou Esc) Y
|3 Volne objekty X
-2 a=04
|5 Zavislé obiekly
@ Giy=-0.4¢
@) vstup: | |z :I T v IPF\'kaz LI

Obr. 13: Analyza kiivky na fotografii
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Kombinace moznosti umisténi obrazku na nékresnu s pouzitim geometrickych nastroji
programu GeoGebra nam umoziuje zajimavym zpusobem demonstrovat vlastnosti
a fungovani geometrickych transformaci. Tato metoda se pfimo nabizi pro vyuziti v riznych
zakovskych aktivitach. Témét kazdy zak ma k dispozici digitalni fotoaparat, neni proto
problém usporadat naptiklad lov na rozmanité geometrické tvary v nasem okoli.

2.3. Transfor mace obréazku na nakresné

UK OL 5: Umistéte na nakresnu obrazek kytka.jpg. Zméiite jeho velikost a vysledny obrazek
zobrazte v libovolné osové soumérnosti (otoceni, stejnolehlosti, ...). Proved’te zkoseni daného
obrazku.

% GeoGebra - kytka.ggh o ] B3
Soubor Uprawy Zobrazit MNastaveni Mastoje Okno Napovéda
A i w . ,ﬁ; Ukazovatko: Piesouvani nebo whér &

L /v /’J I>.v ®v OJ '{‘.A-V xv av) ‘%’v nhjektl (zrudit klsvesou Esc) Pod
I Wolne objekly X a

@ A=(-0.33,-0.00)

3 B =(4.97,-1.86)

) C = (1.86, 4.62)

0 D=(4.42,0.8)
| Zavislé objekty

@ a:3.82x + 2.56y = 18.93
@Vslup I I2 ﬂ 0w IPiikaz LI

Obr. 14: Geometrické transformace v roving

2.4. Vy&etieni polynomu

Program GeoGebra disponuje i omezenymi prostiedky pro symbolickou manipulaci s vyrazy.
Jedna se naptiklad o vypocet derivace ¢i neurcitého integralu. V piipadé mnohoclenti potom
mizeme v programu provadét rozklad na soucin Cinitelii v oboru redlnych ¢isel, roznasobeni
nebo urceni nulovych bodl. Samoziejmé, ze kazdy vyraz o jedné proménné lze v programu
okamzité graficky zobrazit. Vysledny obrazek graf ma potom velice dobrou grafickou troven
a jak bylo jiz feCeno, lze ho exportovat do riznych grafickych formatt ptipadné jednoduse
zkopirovat do dokumentu prostfednictvim schranky. Nésledujici ptiklad demonstruje vyuziti
takového obrazku v zadani Skolni tlohy.

UK OL 6: Na obrazku (Obr. 15) je graf funkce dané piedpisem
y=(x- DM(x- 2)"(x- 3)"(x- 4)".
Urcete hodnoty K, |, m, n, tj. nasobnosti jednotlivych kofent pfislusného polynomu.
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Obr. 15: Graf polynomické funkce

Zavér

GeoGebra, ale jenom vybrané ukazky. Veérim vsak, ze predlozeny vybér ¢tenatfe zaujal a snad
1 inspiroval k vlastnim experimentiim s programem. Rovnéz doufam, ze se mi alespoi trochu
podafilo ukézat, ze program GeoGebra se miize stdt vyznamnym pomocnikem pii vyuce
i studiu matematiky. Jedna se o prostiedek, ktery se t€si velkému zajmu odbornikd na vyuku
matematiky z celého svéta. Tento zajem se nepromita jenom do tivah o jeho mozném vyuziti,
ale ptimo do vyvoje tohoto programu, ktery je zalozen na principu ,,open source®. Do vyvoje
programu se tak miize zapojit kazdy zdjemce. Kromé rozvijeni stavajicich nastroji se pracuje
na modulu symbolické pocitacové algebry, jehoz prvni verze je ohlaSena na rok 2010.
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FUNKCE JEDNE PROMENNE V PROGRAMU
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Abstrakt

V ptispévku budou popsany moznosti, které nabizi program GeoGebra pro demonstraci
vybranych pojmi matematické analyzy funkci jedné proménné. Konkrétnéji se bude jednat o
operace s grafy funkci vcetné analytického vyjadfeni, aritmetické operace s funkcemi a
grafické vytvoreni slozené funkce, dale grafické zobrazeni grafu derivace, Riemannovych
souctl funkce a Taylorovy fady funkci. Budou ukédzany ptiklady funkci s nespojitou prvni
derivaci a s nespojitou druhou derivaci.

Kli¢ova slova
GeoGebra, matematickd analyza, funkce

Stru¢ny dvod
V nékolika bodech shriime zakladni myslenky, které ptispévek obsahuje a které naopak
neobsahuje:

1. Prispévek popisuje pouze autorovy vlastni zkusenosti s nékolikaletym vyuZzivanim
programu GeoGebra pro prezentaci analyzy funkce jedné proménné.

2. V ptispévku budou predvedeny aktivné vyuzivané piiklady.

3. Bude popsano vyuziti pouze zakladnich procedur programu GeoGebra, ptistupnych
kazdému uzivateli bez znalosti programovani a bez vyhledavani a instalovani
ptidavnych modult.

4. Nebude presentovan vyzkum ani statistické ovéteni pfinosu pro studenty.

Neni cilem dikladné analyza schopnosti GeoGebry.
6. Neni cilem porovnavat GeoGebru s jinymi programy.

e

Struény popis programu

intuitivni, vkladani bodu, usecek, primek, kuzeloseéek ¢i mnohouhelnikii je velmi snadna.
Taktéz zcela intuitivni je ovladani dynamickych moznosti, tedy to, ze zménou zadanych
vstupti se méni cela konstrukce. Velmi pfijemné je ,,zoomovani s vyuzitim koleCka mysi ¢i
posun obrazu pii stisknutém ctrl+levé tlacitko mysi.
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Vyzdvihnéme alespon néco z toho, ¢im miize GeoGebra zaujmout: po informatické strance je
zajimavé ze GeoGebra je zaloZena na Javé€, coz umoziiuje spoustet aktualni verzi bez nutnosti
instalace ptimo z webu (i kdyZ moznost downloadu a instalace je zachovana). Pro feditele a
nckteré studenty miize byt piinosem i1 kompletni lokalizace do ceStiny. Dalsi pfijemné
vlastnosti 1 jeji grafické rozhrani budeme demonstrovat na ptikladech.

Obratme tedy pozornost na hlavni téma ptispévku, kterym je moznost zadani funkci do
programu a naslednou praci s témito funkcemi.

Zadani funkce

Funkci do programu zaddvame v dolnim pifikazovém ftadku, a tu bud sndzvem:
f (x)=sin (x"2), nebo bez nazvu, ndzev pak piidéli sama GeoGebra: (x"3-x) " (1/5) .
Kliknuti pravym tla¢itkem na graf funkce se otevie dialog vlastnosti a v ném mizeme nastavit
naptiklad barvu ¢i styl ¢ary, jakou se graf vykresli. V levé Casti obrazovky mame okno se
zadanymi nebo vytvofenymi objekty vcetné jejich analytického popisu. Pokud funkci
znazornime modfe, bude i tento predpis zobrazen modie, coz je velmi uzite¢na vlastnost.
V seznamu funkci, které lze wvyuzit, je nutné vyzdvihnout funkce ne zcela bézné
podporované,napiiklad funkci znaménka 5g7n{x} funkce faktorial ¥ nebo Gama funkce
garmmua(x),

Operace s funkcemi

Pti zadavani funkci miizeme vyuzit i jiz definované funkce. Mizeme provadét jak aritmetické
operace h(x) = f(x]+g(x), tak skladani funkei {(x) = f{a(x}}. Vlevém sloupci se nam
zobrazi aktudlni funkéni predpis (tedy ne vytvarejici vztah). Nové vytvofené funkce jsou
vedeny jako zavislé objekty, nelze snimi tedy manipulovat, ale jakékoli manipulace
s pivodni funkei zméni i nové vytvorenou.

Vyuzivanou vlastnosti je moznost ,,mys$i uchopit a posunout™ graf funkce. Pokud naptiklad

zadame funkce ¥ -x a posuneme ji z pocatku do bodu [2.2], zobrazi se v levém sloupci
aktudlni funkéni predpis a Ize tedy snadno demonstrovat, jaké operace s vyrazem zplsobuji
tyto posuny. Téhoz lze vyuzit i pro jiné objekty (napt. kruznici).

Vse doposavad fe¢ené demonstrujme na obrazku
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posun grafu mysi
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Derivace funkce, primitivni funkce

Pro zadéani funkce miizeme vyuzit také dvé derivace nebo primitivni funkce. Pokud naptiklad
mame definovanou funkci f (x)=x"3-x, mizeme pouzit piikazy Derivace[f (x)] a
Integral [f(x)], které vykresli derivaci funkce f a primitivni funkci funkce f
(prochazejici nulou). Je tfeba poznamenat, ze tyto ptikazy funguji korektne pro polynomy, pii
slozit¢jSich funkcich se obCas objevi ,,nedefinovano® ackoli z matematického hlediska by
nem¢l byt problém. Konkrétni funkce je tfeba vyzkouset. GeoGebra dale disponuje piikazy
NuloveBody[f (x)] a InflexniBod[f (x) ]které funguji pouze u polynomu (viz
napoveéda). Pomérné zajimavou moznosti je zobrazeni hornich a dolnich soucti pro
demonstraci urcitého integralu v Riemannové pojeti. Piikazy
horniSoucet[f (x),0,1,n] a horniSoucet[f (x),0,1,n] nejenze tyto hodnoty
spoctou, ale vykresli ptislusné obdélniky na intervalu 0,1 rozdéleném na n dilkd.
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Krokovani vybranych bodii konstrukce

V tomto odstavci se bude demonstrovat dal$i z velmi piijemnych vlastnosti GeoGebry —
moznosti krokovat konstrukce (s vybérem, které kroky budeme zvyraznovat).
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Menu zobrazit nabizi polozku zapis konstrukce, po jejimz zaskrtnuti se objevi zapis
konstrukce. Pokud vtomto dialogu v menu zobrazit vybereme polozku body zastaveni,
muzeme zaSkrtnout ty kroky konstrukce, které povazujeme za podstatné. Kdyz v tomto menu
vybereme polozku zobrazit jen body zastaveni, zobrazi se ndm pouze vybrané body zastaveni.
Kdyz uzavieme tento dialog, mizeme v hlavnim okné¢ v menu zobrazit vybrat polozku
navigacni panel pro krokovani konstrukce, kterd nam v dolni Césti okna zobrazi navigacni
panel, ktery krokuje (ru¢né¢ nebo automaticky) konstrukci podle nami vybranych bodua
zastaveni.
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Ukazky zpracovani - sloZena funkce

V nasledujici ukéazce je vytvoreni slozené funkce ,,zelend(x)=modra(zluta(x))“. Nejprve
naleznéme funk¢éni hodnotu na zluté funkci pro bod A. Nalezenou hodnotu ,,zluta(A)*“
pfeneseme na osu x a nalezneme funkéni hodnotu modré funkce. Slozend funkce ndm
»zkracuje cestu®, jde pfimo z bodu A do modré funk¢ni hodnoty.
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Cely postup je studentim demonstrovan po krocich s pfislusnymi komentafi. Na zavér je
vyuzita moznost ,,zanechéani stopy* bodu K a posunem bodu A po ose x je vykreslena slozena
funkece.

Ukazky zpracovani — funkce s nespojitou derivaci

V celém kurzu jsou materidly vytvareny jednotné, ,,velkymi modrymi body*“lze pohybovat,
ostatni jsou pevné nebo zavislé. Na tomto piikladu studenti mohou sledovat sklon tec¢ny,
prislusny bod na grafu prvni derivace a mohou si udélat predstavu, jak vypada okoli bodu, ve
kterém je prvni derivace nespojitd. Vyznamné body jsou zvyraznény: lokalni extrémy vEétné
zdliraznéni, ze v nich je prvni derivace nulova, inflexni bod se zdlraznénim, ze v ném ma
prvni derivace maximum a bod, ve kterém je zlom, tedy nespojitd prvni derivace. byla pouzita
funkce g(x) = sgn(x)* 0.2 (x + 2)2 x + 0.5, konstanty 0,2 a 0,5 byly
doladény tak, aby obrazek ,,p¢kné vypadal*“ GeoGebra neméla problém s derivaci této funkce.

% GeoGebra -0 %]
File Edit ¥iew Options Tools Window Help
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L4 3 /7 — @7 /‘ LM | . ‘%'7 Drag o select objects |
15
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B B F J
— 03
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1 .
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@ Input: ‘ " ﬂ a4 |Cnmmand j

Ukazky zpracovani — Taylorova Fada

Program Geogebra disponuje také moznosti vytvareni Taylorovych polynomt jednoduchym
piikazem TaylorovaRada[f (x), 0, 3]. Tento ptikaz vytvoii Tayloriv polynom
funkce f stupné 3 pro x=0. Na obrazku prvni tfi Taylorovy polynomy pro funkci
y=exp(x)*sin(8*x).
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Prezentace na webu, obrazky do LaTeXu ¢i wordu

Ukézky byly vybrany z kurzu zékladlh matematiky pro studenty kombinované formé studia.
Jsou vyuzivany pii prednaskach a pro domaéci ptipravu studentl. Pro jejich zvefejnéni bylo
vyuzito toho, Ze GeoGebra umoZiiuje velmi snadné publikovani na www strankach, dostupné
i pro zacateCnika. Piimo v GeoGebie lze v menu soubor — export zvolit dynamickou
webovskou stranku, kterou staci s vytvofenymi soubory uloZzit na web. Studenti pak pii studiu
mohou vyuzivat interaktivity a dynamiky v GeoGebfe.

GeoGebra taktéz podporuje export do obrazkovych formati png, svg €i eps, které Ize vkladat i
do LaTeXovych souboril

Shrnuti

Tento piispévek se snazil ukdzat redlné vyuziti programu GeoGebra ve vyuce Gvodu do
matematické analyzy. Snazil se vyzdvihnout nékter¢ jeji velmi pozitivni vlastnosti, konkrétné:

1/ cena, lokalizace,
2/ intuitivni ovladani,
3/ generovani java souboru a webovych stranek,

4/ vyhody vyuziti dynamickych prvku pro prezentaci vlastnosti a analyzy funkci jedné
proménné.

Autorovy znamy jen minimalni nedostatky tohoto programu (napt. nespolehliva derivace na
obecné funkce), povazuje jej za velmi vhodny pro demonstraci pojmil v ivodnich kurzech
matematické analyzy

Literatura:
[1] http://edu.uhk.cz/~havigjil/zmat1/
[2] http://www.geogebra.org/cms/
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HISTORIE A SOUCASNOST POCITA COVEHO
DOKAZOVANI *

Jaroslav Hora
KMT FPE Z CU Plzai

horajar@kmt.zcu.cz

Abstrakt Mohl by byt pa@itac naSim pomocnikemiphledani dikazi vét sttedoSkolsk&i
bakald&ské uUrove obtiznosti? P&tacové dokazovani zalo snad az ifliS obtiznym
problémenxtyi barev a museloipkonavat i psychologické bariéry, nyni vSak exestada
oblasti elementarni matematiky, v nichZ jsowifaové dikazy realizovatelné a bylo by
piipadré s nimi mozné seznamit talentované studeiesitele tuloh MO atd.

Kliéova slova: dokazovani nerovnosti, klasické metody, Glohy mateké olympiédy,
eliminace kvantifikatal v t¢lese realnyciisel, 17. Hilberiv problém, poitatové programy
Mathematica, Matlab, SOSTOOLS, didaktické poznamky.

0 Uvod

Odborniky neni nutnéipswdcovat o nutnosti provad dikazy matematickych &,
ostatd matematika se nazyv&dou exaktni. Jak ale o nutnosti dokazovat mateketicty
preswdcéit studenty? Nkdy, nag. na technickych vysokych Skolach, je zapbt probrat
mnoho latky a na dokazovani ,nezbyas". Jindy vadi nizk& motivace studient

Hezkou ukazkou by mohl byt znamy Euterpolynom PX) = x* + x + 41 produkuijici
dlouhouiadu prva@isel. Je P(0) = 41, P(1) = 43, P(2) = 47, P(3B8=M4) = 61, ..., P(9) =
131, ..., takZze bychom snad byli v pokuSentfily Ze toto generovani prvisel nikdy
negestane. Je vSak P(40) = 1 681 = 41.41, coz jersdaislo. Intuice by nas oklamala.

Nviw

star@inska hypotéza, podle nififpzenécislon > 2 je prva@islem pra¢ tehdy, kdyzn déli
2" — 1. Vskutku, plati ekvivalence 3 je ptislo = 3 &kli 22 —1;

4 neni prvoislo < 4 nedli 2° — 1;
5 je prva@islo < 5 dsli 2* — 1;
6 neni prveislo = 6 nedli 2° — 1;

! Clanek byl vypracovén s podporou grantu FRVS 370920
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7 je prva@islo = 7 asli 2° — 1;

8 neni prveislo < 8 nedli 2" —1;

9 nenf prvoislo < 9 nedli 2° —1;
10 neni prvoislo < 10 nedli 2° — 1;
11 je prva@islo = 1 &li 2'° — 1 atd.

Snad bychom byli ochotni &iit... . A prece se platnost hypotézy naruSi! Nastane to
viak aZ pran = 341, kdy jde asislo sloZzené (341 = 11.31), ale 34di®%**° — 1. Tak byla
objevena sloZzen&isla, ktera prochazeji tzv. 2 — poiselnym testem (tzv. 2 -
pseudoprvéisla). Je jich jen 7 menSich nez 2 000, konkr&#l, 561, 645, 1 105, 1 387,
1729, 1905. (Porovnejme toto ,Zm&eni“ mnoziny prva@isel, které ovSem matematika
odstrauje dalSimi dokonalejSimi testy priselnosti, s 82nou praxi v technickych oborech
¢i chemii, kdy se nap bézre toleruje jisté zn&steni vyrobené chemikalie).

Dtkazy matematickych hypotéz jsou tedy nezbytné.Sa& wutné ,uhlidat* korektnost
matematickéhoikazu.

Piiklad: Plati rovnost 0, 499 999 999 ... = 0,5 ? Postupypodle tohoto schématu:

Ozna&me S =0,499 999 ... ,10 S =4,999 999 ...ctideS =4, 5, S = %. Je patrné, Ze
podobny striiny dikaz neni korektni. Kdybychom zcela analogicky psali

S=1-2+4-8+16-32+..=1-21-2+8+16-...)=1-2S, dostali
bychom 3 S =1, S = 1/8ili nalezli bychom sotetiady, ktera ubec konvergentni neni ... .

Mohl by nam pi tomto ,t€zkémtemesla“, pi dokazovani hypotéz, jejichz obtiznost
odpovida kup arovni MOC¢i prvnich r@nika VS, pomoci péitac?

Pred vice neZiiceti lety, 21. 6. 1976, oznamili Kenneth Appel @Ngang Haken, Ze za
pomoci paitace dokowrili dukaz ,velké" matematické &y, véty o ¢tyiech barvach. Jak je
vSeobect dolre znamo, otazka, zdayii barvy postai na obarveni kazdé rovinné mapy,
napadla Francise Guthriehé parveni mapy anglickych hrabstvi. Jeho bFaéderick Guthrie
problém pedlozil dne 23. 10. 1852 svému profesoru AugustuMimganovi. ReSeni tohoto
problému zaujalo jak fiedni matematiky, tak fadu amatér a Izeftici, Zze i diky tomuto
problému vyrostla nova matematicka disciplina, ieeagrafi. (Podrobgji se o historii
problému psalo v PMFA #lanku [1]).

V zawrecné fazi dikazu bylo teba prozkoumat kogdeou, ale rozsahlou mnozinu tzv.
nevyhnutelnych reducibilnich konfiguraci. Proto &pm Haken spolu s Johnem Kochem museli
vyuzit hned iti pcgitaca firmy IBM, vyuzili 1200 hodin strojovéhéasu, piprava metod a programu
trvala ti a pal roku a dalSiho { roku si vyZadala prace s .

Z druhé strany rozpaky ... . ,Prvni velk&ta, dokdzana pomoci §itece, bez moZznosti
ptimého o¥feni jinymi matematiky."

Zastanci nazoru, Ze ,ptacové” dokazovani ma jakysi smysl, bylitggem dost
handicapovani. V roce 1971 totiZ vystoupil Y. Shin@o s udajnym tkazem ¥ty o ¢tyiech
barvach s rozsahlym vyuzitim gtacta. V programu se vSak nalezla chyba a tak se stalo,
jistd konfigurace byla chyknozna&ena jako D — reducibilni. Dale, zkoumany problénh by
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nepochybg krajré obtizny, p@itace tehdy jest zdaleka nebyly dostupné vSem a strojoayg

byl drahy. Obech vzato, objevi —li se &akd nova dkazova technika, pakasto musi
piekonat i zn&nou psychologickou bariérwigte existerni dikazy, dikazy vyuzivajici
axiom vykEru). K dispozici nebyly programy paacové algebry, realizujici symbolické
vypocty. Dnes se systémy pitacové algebry (CAS, Computer Algebra Systems) stavaji
dostupnymi Siroké matematickéregnosti a vyvstavaji i otdzky, zda s&akym zpisobem
dotknou vyw@ovani na sednich (zakladnich!?) Skolach. Saregag, Ze nemame na mysli
dukazy &t takového stuphobtiznosti, jako fedstavoval problénityi barev, ale fijde o &ty
stredoskolské matematiky.

1 Pfredbéhneme po €itaé?

Premyslivy zdjemce o matematiku a o programyifadoveé algebry, miré frustrovany
tim, Ze jej tyto programy ipdi v rychlosti a absenci chyb, by mohl naplanovamptu.
Existuji izné dimysiné ,lidské* postupy ip s¢itani kon€nych ¢i nekon€nychtad. Nekteré
jsou znamy z kursu matematické analyzy.

Piiklad 1: Urcete sodetiady ) L

2 -2+ ] @

Redeni Pimy vypaet posloupnosti¢asténych sodti se ndm asi nepotia ale

- . o 1
vyzkouSime tzv. ,teleskopickou* metodu. ZapiSeme =_2 4 b ,
(3n-2)(3n+1) 3n-2 3:n+1
uréime steji jako @i vypoctu neutitych sowiniteli metodya :%, b=- % Cili a, =
1 1 1 L
= - . Nyni mame
3 (Sn -2 A+ 1)

322314'8.2:} (1-1) +l (E_Ej =

PO ) P . Zaznamenali jsme
3\4 7 7

1
3 3

prvni Usgch ,teleskopické” metody, ,anihilaci® zIomk%. Obdobr

=5 +ag = 1(1_1j 41 (1-&} 1(1_1+1__1j= 1(14)
3 7 317 10) 3 7 7 10 3 10)’

1 1
=s3+a,==|1-—|, obecs pak
U=zt as 3( 1?)) p
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S = %(1—31”}. To je dobré,clovék mize snadno spitat nap. Sioo0000 =
n

1 (1—;Jj a ,hloupy” paitac, ktery bude &tat mnoho zlomi, nema proticlovéku
3 3 000 00

Sanci. Dale¢lovek snadno uii sowetstady (1), nebds=lims, = :—13

JenomzZe kdyZ kup spustime i &akou dnes jiz miré zastaralou verzi programu
Maple, dékame se zklamanh — ty cast&ny souet, Cast&ny sowket s; oo 00e jakoz i sodet
nekongnéciselnérady (1) jsou ziskany rychle, &kolika vtainach:

sum(1/ ((3*n-2)*(3*n+1l)), n=1..n);
1 1
3 3(3n+1)

sum( 1/ ((3*n-2)*(3*n+l)), n=1..1000000);

1000000/3000001
sum(1/ ((3*n-2)*(3*n+1)),n=1..infinity);

1/3

2 Jak to ten po ¢ita€ zvladne?

Domnivam se, Ze pro poslu@eaLtitelstvi s matematikou by nemuselo byt zloyie se
seznamit s Gosperovym algoritmem. Ten je zn&blipné tiicet let (viz [7]), takZe je jiz
algoritmem ,klasickym*, ale i fes to, Ze existuji jeho ro¥8hi a nowjSi algoritmy s ,SirSim
zakkrem®“, je dobré zahdjit studium susméch algoritnéi praw u néj. Mnoho gedkEZnych
védomosti nebudetfeéba — st&d jen znalost rezultantu polyndm Jinak se Gospév
algoritmus opir4 vypty s polynomy a byl by v podstatpiistupny jiz i talentovanému
stredoSkolskému studentu, rfapesiteli uloh MO. Pro tyto zajemce jej i dokumentani
Uplnosti uvadime, alerece jen je jisty koment&hodny.

Gospeniv algoritmus (upraveno podle [5]).
1.r:=true

2. if a, = 0 thens(n) := O; return fi
3. p(n):=1

qn):= citatel[ a(i( T)l)j

r(n):= JmenovateE%j

4. while reg(q(n), r(n +j0 ) has a nor negative integer rogtldo
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5

6

g(n):=D(a(n), r(n+j0) )

- an
q(n): o)
r(n):= —r(n)
g(n- |
p(n):=p(n).g(n).g(n—1). ... g(n—j0+ 1)
od

dp=st(gin+ 1) +r(n) )

Im:=st(q(n+ 1)-r(n))
if I, < Imthenk := st(p(n) ) — Im
else

ko := [—Ip.coef(q, Ip)— coe1( q J>_1)+ coe( r,!—l)]/ coe(f ,qp)
if (ko is integer) therk := maxko, st(p(n) ) = I, + 1)
elsek :=st(p(n) ) -lp+1
fi
fi

if k<O thenr:= false return fi

.[determination of]

determine a polynomid(n) satisfyingp(n) = q(n + 1) f(n) — r(n).f(n — 1),
stf(n)) < k, by solving a system of linear equations for tigeterminate coefficients
of f(n) =N+ ... +ci N+ o

if (solution does not exist) ther= false return fi
.. an+1).3.f(n

7. S‘| ]
p(n)
SIS -
return

Uvedme nyni slibené komert a vys¥étlivky. Nemizeme zajisté ¢ekavat, Zze by

néjaky
muze rekdy nastat situace, kdy algoritmus nejde pouzithadgada neni gosperovsky
itatelna. To je v algoritmu signalizovano hodnopoamennér:= false.

sumgni algoritmus mohl byt univerzainpouzitelny. Proto i v Gosper&walgoritmu

Predstavme si nyni na okamzik, ze se nam pladpro kazdé firozenécislo stanovit

souwet Zan = sy — S az na jistou aditivni konstantu, kterou bychomi¢mes snad mohli @it

n=1
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(uvidime posléze, Ze toto Ize skine zvladnout vhodnou volbou parametru). Mohli bychom

pak psata, = s, — sv1. Predpokladejme, seh je racionalni lomena funkce v prémrmén.
-1

S

Pak stejnou vlastnost bude m|'t3|‘—, coZ je vidt ze zapisu H o= 5 TS o Se
a . S S 1_£
S

PoZzadavkem, aby vSechijeny a, byly nenulové, se zbavime technickych obtiZzi. Nyn
vymezime jednuitdu posloupnosti.

Definice: Posloupnos{a,}™ se nazyvéypergeometrickg praw kdyz pro viechna
n O N Ize podil dvou nasledujiciatieni posloupnosti vyjaiit ve tvarui = % kde

)

u(n), v(n) jsou polynomy.

Nasledujici d¥ veéty poskytuji Gosperovu algoritmu teoreticky zakl&tvni z nich

n

fika, Ze racionalni funkc+u§—§ |ze reprezentovat v jistém, pro dalSi postup eelizit&ném,
v(n

tvaru.

. . u(n
Véta 1. Kazdou racionalni funkc& nad tlesem T lze zapsat ve tvaru

()
u(v) __p(r).a( 2

v(n)  p(n-1).r(n)’

kdep, g, r jsou polynomy spiujici podminku

D(a(n), r(n+j)) =1 3
pro vSechna [ No.
Pritom polynomyp, q, r I1ze nalézt algoritmicky.

Dukaz Wty nalezne zajemce napv [7] ¢i v [12]. Ffipomaime pojem rezultantu
polynom.

Definice: Nechlt f(X) =a, Xn + @n1 X1 + ... tau X+ag a g(X) =bmXm + bmaXm1 + ... +
b; X + by dva polynomy kladnych st z T[X], kde T je komutativniéteso. Rezultanter®
= res(f(x), 9(x)) polynomi f(x), g(x) je determinant (4):
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a a4 - &
a &4 - &
R= a G % )
bm m-1 b)
bm brn—l b)
b, b,, .. h
(Ptitom v prvnichm fadcich tohoto determinantu jsou koeficieatyi =n,n—1, ..., 0,
v dalSichn fadcich pak koeficient, i = m, m- 1, ..., 0 a ve ,zbyvajicich* mistech se piSi

nuly.) Nésledujici kriterium je velice di#gznamé.

Véta (Sylvesterovo kritérium):

Nech’ f(x), g(x) O T[X] jsou dva polynomy kladnych st Polynomyf(x), g(x) jsou
delitelné nekonstantnim spaleym dlitelem @(x) praw tehdy, kdyz regf (x), g (X)) = 0.

Vratime se t& k v¢t¢ 1 a zamyslime se nad tim, kdy bude naruSena glapoalminky
(3). Z'ejme tehdy, kdyz existuje jistg10] Npotak, Ze nej¥tsSi spolény cklitel D(q(n), r(n +j0)
) £ 1, coz vSak nastane podle Sylvestero¥ty \praw tehdy, kdyz regq(n), r(n +j0)) = O.
Vypocitame tedy R} = res (g(n), r(n +j) ) a budeme testovat, z&§) = O pro jistg 1] No.
Pokud Zadny kien jO prisluSné rovnice nelezi v mnoZiNo, znamend to, Ze je sgim
podminka (3) a proces k&in

Jestlize naopak ma rovni&j) = 0 alespd jeden kdéenj0v mnoziré No, pak polozime

g(n) :=D@(M), r(n+j0 ),

p(n) := p(n). H g(n-k),

=30
am =2

r(n) ::Ln)_.
g(n-ijd
Ptimym vypdaitem lze pro¥iit, Ze polynomyp, g, r stale spiuji podminku (2). Pokud je
splrena i podminka (3), pak vypet korti a trojice polynom p, g, r z Wty 1 je
(algoritmicky) nalezena. Pokud ne, vyftdme ogt nové polynomyg(n), p(n), q(n), r(n) a
proces pokréuje, avSak nikoli do nekomiea — je Zejmé, Ze stuph polynomu q tvori
konenou klesajici posloupnostipzenychcisel.

Polynomyp, g, r z vty 1 Ize tedy vypéitat v kon€né mnoha krocich.
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)

u(n
Definice: Necht E— je racionalni funkce nadtlesem T a polynomy, g, r maji
v(n

)

vlastnosti uvedené veit¢ 1. Pak trojicip, g, r nazyvameegularni reprezentaci podilu —.
\

Piiklad 2: Nalezréme regularni reprezentaci pod—ﬁa—, kdea, =

-1

_ (viz
(3n-2)(n+1])

piiklad 1).

N s -5 . - "
ReSeni Mame = = . P hledani regularni reprezentace
a., 3n+1

1
a, _ (3-2(x+) _ =
1

(3n-5)(n-2
tohoto podilu polozime(n) = 1,q9(n) = 3n = 5 ar(n) = 3n + 1. Dale vypéteme R|) =

3 -5
=9( +2). PolynonR(j) =j + 2 ma
. 31.4 § +2). PolynoR() =] +2 ma

kofenj = -2, ktery ale nepé&tdo mnoziny N. Proces ko&i a regularni reprezentaci podilu

itedy tvaip(n)=1,q(n)=3n-5ar(n) =3+ 1.

-1

res(g(n), r(n+j)) =res(3n-5 N+3J +1) = ‘

Nasledujici ¥ta ukazuje, prd je vyhodné mit vyp&tenu regularni reprezentaci podilu

S
a4
Véta 22 Nectt {a} _ je hypergeometrickd posloupnost nadesem T a nech
polynomyp, q, r tvoii regularni reprezentaci podﬂgj‘“—.
-1

Jestlize i posloupnoft}” , kdes, =) a, je hypergeometricka, pak lze - ty
i=1
castény souet s, vyjadrit ve tvaru

q(n+1)
=———>"a.f(n (5)
o[ (n)
pro jisty polynomf(n) spkujici podminku
p(n) =q(n + 1)f(n) —r(n).f(n-1).  (6)
Vétu nebudeme dokazovatténd nalezne dkaz nap. ve[7] ¢i v [12]). Uvédomme si
ale, ze pokud j¢s} " hypergeometricka posloupnost, pak nas od vyslegikuyjadreni's,,

déli jiz jen ,malickost” — urceni polynomuf. To by n€lo byt zvladnutelné ze vztahu (6).
VyzkouSejme to!
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, , , , > 1
Ptiklad 3: Dokonteme vypdet posloupnosttast&nych soudta fad —_ .
¥ ypaet posloup y it y;(gn_z)(aqﬂ)

Reseni V piikladu 2 jsme jiZz nalezli regularni reprezentaailjo ive tvarup(n) =
-1
1,q(n) = 3n—-5,r(n) = 3n + 1. Pokusme se nyni nalézt polyn&m) takovy, Ze pro & plati
vztah (6), tj.
1=(-2).f(n)-(Bn+1).f(n-1).

Prispéjme jeSt napowdou o stupni polynomti je to polynom 1. stugn ZapiSme jej
ve tvaru
f(n) =c; . n + ¢y, kdecy, ¢ jsou newtité koeficienty. Pak

1=(@-2).C.n+c) - (Bn+1).[c.n+(g-g)]

a po kratkém vyptiu dostavame podminku 1cz— cp.

Hledanych polynorin f(n) je dokonce nekogeé mnoho: volime -lico=p, jeci=p+1
afin)= @+ 1) .n+p. Volmep = 0 — realizujeme tim ono igdu avizované ,nastaveni”
aditivni konstanty: pakn) =n a dosazenim do (3)

_(3n-2) 1 . n
= . n = .
1 G -2(3+) 3n+1

To je ve shod s vysledkem, ktery jsme nalezltigradicnim feSeni ,teleskopickou
metodou*

v prikladu 1:s, =

n _13n+1-1_1 [1_ 1 j
3n+1 3 3n+l1 3 3n+1)’

V prabéhu feSeni jsme ijali ndpowdu o stupnik polynomuf(n). Ukazuje se ale, ze
¢islok Ize rovreéz ucit algoritmicky. Oznamel, := st(q(n + 1) +r(n) ), I := st(q(n + 1) -
r(n)).

1. Pokudj < I, pakk:=stp(n)) — Im.

2. Pokud, > Iy, je nejprve vypétenocislo k. (Dohodrgme se, ze zapisem cogfit), i)
se mini koeficient u mocniny v polynomup(n) ).

ko = [—Ip.coef( o} Ip)— coef( q L—1)+ coe( ri- ])] I coef@, Ip).
Jestlize jeko celécislo, pak poloZzmé := max Ko, st@(n) ) — 1, + 1).
Pokudk, neni cel€, pak polozme= stp(n) ) — I, + 1.

Nakonec, je -lik < 0, pak teorigika, 29{%}:;0 neni hypergeometrickad posloupnost a
tedyfadaZa,. neni gosperovskyatelna. Jinak rizeme ve vypé&tu pokraovat.
i=1

Konkrétre v prikladu 3 bylo
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lo:=st(ga+1)+rq))=st(n+n+1)=st(Nn+1)=1ln:=st(qn+1)-r(n)) = st
(n=(n+1))=0,t.l, >y Nastal pipad 2. a bude tudiz nutné sfiat pomocnéislo ko:

ko = [—Ip.coef(q, Ip)— coef( q !)—1)+ coe( rJ—])]/ coe(f qu: [-1.1-(-1)+ 1/1 = 1.
Vyslo celécislo, proto polozim& = max &, st p(n)) — I, +1) = max (1, 0- 1 + 1) = 1.

NaSgsti nevyslo zapornk mohli jsme hledat linearni polynontada )’ 1

22 TR

gosperovskydtatelna.

Piiklad 4: Pomoci Gosperova algoritmu vyjiéme Zr;n—l_
n=1
2n-1
< o 2n-1 2n-3 a, 3 2n-1 ¢
Reseni Jea, = , Ay 1= , = = . Polozimep(n) = 1,q(n) =
@n n 1 37T on-3 3(2n_3) ep(n) q(n)
3n—1

2n—1,r(n) = 6n -9 avypdteme regq(n), r(n+j)) =res(2n-1,n+§ —-9) =

2 -1
6 6j-9
12 - 18 + 6 =12 — 1). Nachazime kladny kenj[J= 1, proto pedefinujeme polynomp, q,

r(n) _ 6n-9 _
= =3,
g(n-1) 2n-3

r. Nejprveg(n) :==2n-1,p(n) :=1g(n) =2n-1,q(n) := 1,r(n) :=

Nalezli jsme regularni reprezentaci podifl'%l— a dale vypstemel,= st(q(n+ 1) +r(n) ) =
-1

st(1 + 3) = st(4) = 0, obdobr,, = 0. Jel, < |, a mizeme spéitat stupé k polynomuf(n)
jakok = stp(n)) - I, = 1.
Polynomf budeme hledat ve tvaf(n) = c;.n + ¢y s tim, Ze jgeSenim rovnice
p(n) =qg(n+ 1) .f(n) —r(n) . f(n— 1), tj.
2n-1=1.(ct.n+cy)-3[ci.(n—1) +co].
Porovnanim koeficieftu n’, n* dostavame soustavu
-1=co+ 31— 30
2=c—3¢C.

Jec; =-1,c0=-1 af(n) = —n - 1. Tento piklad neni tak idealizovany jako nase prvni
ukazka, kdy se problém s nastavenim paranmetryieSil velmi snadno. V danéntipact
jsme nendli moznost ,nastavit* v posloupnostast&nych sogtia s = 0. PiSme proto

s = q(n+:))('$'f(n) = an_l. 2ng]_l.(—n—l): —n;l a s=-1. Ve shod s
¢asti 7 Gosperova algoritmu tedy maspe= s, — 5, = 1- n;l.
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Nakonecs = lims,= 1. Dané&ciselndtada nejen konverguje (coz byldemmé), ale

n- o

Gospetv algoritmus nas v tomtorjpact privedl az k uéeni sodtu nekonénéiady.

Zawrem poznamenejme, Ze je také nestizajimavé sledovat ,rozjizfici se vlak",
tedy to, jak jsou suntai algoritmy stale zdokonalovany atraaovany do vysSich verzi
progranii, kupgt. programu Maple. O tom vice v [7], resp. [9], [1RInoho informaci o
pocitatové sumaci obsahuje [12], coZ je titul, ktery Iz zadani A = B nap v Google
dokonce snadno stahnout z internetu.

3 Dukazy v ét elementarni geometrie

Veliky pokrok udilala matematika v posledniretiné minulého stoleti v teorii
polynomiélnich idedl. O tom vice naip ve [3]. Z toho nize mit dnes prosph kazdy student
stredni skoly. Ma —li kup vyiesit soustavh (X, y) =x¢ + 2X— 2 — 6 = 0,f,(X, y) =y + X +
8y+19=0VRXR,resp. CxC, pak se na disjpd¢jo kalkulatoruitidy TI-92 miZe objevit
cosi jako na obr. 1. Kalkulator ,umi* v jednoduchémtipad spcaitat Grobnerovu bazi
idedlu!

rfi T Fev Trsz ruvT FE T FE~ T]
va Algebra|Calc|0ther|Prgnld{Clean Up

meolveluf 42 8 -2 y-6=0 and g2+ 240

®w= -2 and y= -3
'C-SD].UE'[:X2+2'X—2"=I—6=E| and '=|2+2-><"
X=2-4 and gy= -3 +2-1 or x= -2-1 and 'p

csoluveix*2+2x—2u—6=0 and w2+,
= Obr.1

Lu] EAD AUTO FUHC 2430

Konkrétrg je (jednoznéné uréena) Grobnerova béze idealu generovaného polydomy
(%, ), f2(x, y) pii lexikografickém usptadani rovnay, (x,y) =x + %yz +ay+ 2 p(y) = v+
16y* + 98y* + 264y +261 =  + 3)¢* + 10y + 29). Vzhledem k tomu, Zeipodni soustava
rovnic ma stejnéeSeni jako soustav@ (x, y) = 0, @ (y) = 0, je jiz lehké dokait vypocet.
Vidime jistou ,tendenci k eliminaci®, tentokrat prgnné x, ktera neni obsazena ve druhé
rovnici. VyuZzijeme ji i v nasledujicim g@acovém dikazu Heronova vzorce.

y C=[x,Y]
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V obr. 2 zejmg plati vztahy® +y* = b% (¢ —x)? +y* = a® a obsah P trojuhelnika ABC
je P =1cy. Pro dalSi vyp&et mizeme vyuzit kup program CoCoA, ktery je volrstazitelny

a ma elektronicky manual (totéz plati o programaog8iar). Sdlime programu CoCoA,
s jakymi prondnnymi ma pditat, gicemz za profnnou pro obsah volime malé p. Po
zapsani idealu | generovaného naSimi relacemi @godad provedeni eliminace parametr

y.
Use S ::= Q[x,y,a,b,c,p];
| := Ideal(x"2+y"2-b"2,(x-c)"2+y"2-a"2,2p-cy);
Elim(x..y,D);
Ideal(1/2a4 - a"2b"2 + 1/2b"4 - at2c”2 - b 2c P/2cN4 + 8p”2)

Nalezeny eliminéni ideal je generovan polynomem, ktery je velmiimajy.
Vyjadiime z & 16 p? = —a* —b* —c* + 2a%b* + 2a° c® + 2 b? ¢® a provedeme —li jest
faktorizaci pravé strany, obdrzime p6= (a+b+c) (-a+b+c)(@a—-b+c) (@a+b—c). Po
vydgleni Sestnacti a odmoami jiz vidime, Zze fi oznaenis = i(a+b+c)plati vztah

P= \/s(s— d( s B( s ¥, cozje Herofv vzorec.

Ve vypaetni teorii idedl je vyfeSena otazka naleZeni do idealu. Proto é2eme
pcoitace ,zeptat®, zda z danychredpoklad vyplyva zavr, tvrzeni geometrickééty. Vice o
téchto zalezitostech nalezri¢en& nag. v [3], [8], [9], [11], [16]. P@&itacové programy a
balicky dnes zvladnou vice, nez jen pouhé dokazovéhielementarni geometrie. Kip
knihovna Epsilon pracujici pod Maple dékpk automatickému ,rozvazovani“, kdy odvodi
piipadné dodatmé podminky, za nichZéta plati. Mizeme se tak kup dozwdét, Ze dana
véta neplati v obecném trojuhelniku, ale jen v trejaiiku rovnoramenném atd. Dale, nemusi
jit jen o Wty elementérni Skolské geometrie, ale i geometfexehcialni.

4 Dvé aktualni ulohy matematickych olympiad

Ulohy na dokazovani algebraickych nerovnosti jsaaspatnouc¢asti mnoha praci
profesionalnich matematik Vyuzivd se tu znamy fakt, Zedldzité ciselné obory jsou
uspdadany pomoci nerovnosti. Tento fakt naléza z jedradys mnoha dlezita uplaténi
v fadé technickych a dalSich aplikacich. V rdméippavy budoucich titelt matematiky se
této latce ¥nuje pozornost ve skupginpredneta typow nazyvanych MetodyreSeni
matematickych uloh.

To souvisi i s tim, Ze prakticky v kazdéntméu narodniéi mezinarodni matematicke
olympiaddy nalezneme Ulohy z této kategortetws dosti narénych dikazovych udloh. Tak

tomu mimochodem bylo i v letosnim IlI. kole kategoA matematické olympiady, které se
letosCR konalo v Plzni. Zde byla zadana nésledujici tloha

Najdete nejmensi kladnéislo x, pro @z plati: Jsou —li a, b, ¢, d libovolna kladdésla,
jejichz soudin je 1, potom

a+ b +cf+d* =

o

+ 1y
b

olr

1
+H' (7)
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Autorské reSeni vyuziva toho, Ze pro libovolné> 0 plati podle nerovnosti mezi
aritmetickym a geometrickym fimérem trojice¢isela®, b, c* vztah { (& + b +c) >

Jab*ct = ‘S/d_lx' Volbou x = 3 dostavame nerovnodtia® + b® + ¢®) > 1/d. Analogické

nerovnosti dostaneme cyklickou z&mou i pro 14, resp. 1b , resp. 1¢. Jejich sé&tenim
zjistime, Ze zadan& nerovnost plati pro 3.

DalSimi ivahami se pak zjisti, Ze pro kazdé kladré3 jiz Ize nalézt protifiklad k (7),
Cili Ze x = 3 je hledanou nejmensi hodnotou.

Nektefi Ucastnici se na celostatni kolaepmé pripravovali velice peélivée a znali
i nékterd na internetu publikovana specializovana poradurzeni, kterd pak musela komise
pro opravy uloh ogtovat.

VétSina populace detrg mnoha matematik pracujicich v jinych oblastech byéha
s dikazem tvrzeni (7) potiZze. V danérfigad by ndm zejme priliS nepomohly ani programy
pocitatové algebry. Ty dale pracuji s algebraickymi nerovnostmi (tj. mohowkamvané
tvrzeni zvladat pomoci operaci s polynomy). V dargipact ,vadi“ x v exponentu. Je ale
fada problém, pri jejichZz feSeni budou pitacové dikazy UsgSné. Podivejme se jéSha
¢ast jedné ulohy, tentokrat dokonce z minulé jizm@zinarodni matematické olympiady.

Dokazte, Ze nerovnost

X2 y2 Z2
+ + >1 8
T = ©

plati pro libovolna odl riizna realn&isla x, y, z takova, Ze x.y.4.=

Neni k zahozeni mit dobry napad. V danétipaxk je jim ozn&it x)il =3a, y - b,

y-1
b c

i:c.Pakjejiséaqt1,b¢1,c¢1asnadnovyjéﬁnex: a VY = ,Z= .
z-1 a-1 b-1 c-1

Podminkux.y.z =1 poté pepiSeme v ekvivalentnim tvara{ 1) b—1)c—1)=abc

Po roznasobeni a malé uptawamea+b +c—1 =ab+ b c+ ac, po vynasobeni
dvéma

2@+b+c—1)=@+b+c-@+b*+c?. Déle
a®+b’+c?—1=@+b+c’-2@+b+c)+1 aodtud jiz
a®+b*+c>—1=@+b+c—1Y.

Odtud iz plyne nerovnosf® + b*> + ¢ = 1 a tim je dokazana i platnost (8), néfgme
provadili vesmes ekvivalentni Gpravy.

5 Tarski, Collins, Mathematica ® ...

Bézny student &itelstvi s matematikou fiZzeftici, Ze jsou to ulohy mo@iké, Ze jej ty
Jfinty“ nenapadnou atd. Snad by tu mohl bygitym pomocnikem p&tac a snad by mohl
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piinést i jistou motivaci ke studiu éch ,lidskych* fint a klasickych postup Pohled na
celkovy posun v p#itacovych algoritmech ina globélni vyvoj matematiky deacatém
stoleti by téZ nemusel byt nezajimavy. Pokusinmgyséo strigny nastin.

Dotkneme se nejprve eliminace kvantifikdiow tzv. elementérni teorii reain
uzawenych &les (jednim z modél této teorie, studované v matematické logice,é&lesb
realnychéisel). Fakt, Ze zde je eliminace kvantifikét¢e mozna, dokazal polsky matematik a
logik A. Tarski (viz [13], [14]). Bpomaime jen heslové, o jakou zaleZitost jde. Ne€thG =
(Qme1 Xm1) - (Qn X0) F(X1, ... , Xy) je kvantifikovana formule zapsana v prenexnim tyaru
V NiZ jsou promnnéxy, ... , Xy Volné a promnneé Xm.1, ... , % vazané ({jQ;, i = m+1, ...,n
znai bud'to existerni kvantifikatord nebo obecny kvantifikator). F(x, ... , X)) je @itom
logickou kombinaci polynomialnich rovnic a nerovnicelctiselnymi koeficienty
v promgnnychxy, ... ,%,. Tarski dokazal, Ze pak vzdy existuje formule Herpinnychx, ...,

Xm, ktera jiz neobsahuje kvantifikatory a ktera jeiglentni formuli G.

Vidime i jista omezeni metody. Neégreme kup. pracovat s goniometrickymi funkcemi
¢i s exponencialni funkci. Dale je dobré siédemit, Ze jde o logiku prvnihgadu, tj.
kvantifikovat Ize jen individua (realnssla).

Pavodni Tarského metoda &a veliky vyznam pro matematickou logiku, né&bo
ukazala, Ze teorie re&muzavenych €les je Uplné. Z pohledu vypetni slozitosti vSak jde o
metodu naprosto neuspokojivou. To némita ani vylepSeni pochazejici od Seidenberga a
Cohena. Vr. 1973 v8ak G. Collins navrhl (a vr.739publikoval) metodu valcové
algebraické dekompozice (cylindrical algebraicatateposition, CAD). Tato metoda byla
dale vylepSovana Collinsem a Hongem (metodst&né valcové dekompozice, r. 1991).
Vznikl program QEPCAD, ktery je nyni vylepSovan @mownem. Vice informaci lze nalézt
na http://www.cs.usna.edu/~gepcad/B/QEPCAD.html. Q&EPGi Ize stdhnout a provozovat
pod oper&nim systémem Linux. Program QEPCAD (nyni ve verHEPQAD B) si lze
stdhnout bezplain

Ztejmé¢ prvnim z ,velkych® kometnich program, ktery vyuZiva cylindrickou
algebraickou dekompozici a realizuje eliminaci kifélcatori, je Mathematicd Nyni je
k dispozici verze 7.0, kter4 si ,poradi“ i se zlomkj. odpovidajici polynomy si jpravi*
sama. Mizeme proto psat

ResolvgEXxistg{x,y}, X2 + y*2 = =0 ], Reals]
True

ResolvgExistg{x,y}, x"2 + y"2==0 && X ¢ VY], Reals]

False

Komentujme ziskany vysledek.id@llozené formule obsahovaly dva kvantifikatory
a dw jimi vazané prornné a zadné dalSi parametry, proto bylo moziig rozhodnout

o pravdivosti danych formuli. (Tarského vysled@d, Ze teorie re&tnuzavenych &les je
aplnd). To dava Sanci s&fit platnost tvrzeni (8):
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Resolve [ForAll[{x,y,z}, x*z*y = = 1 && X #1 && y+1 && z+1, (X/(X-1))"2+(y/(y-
1)"2+(z/(z-1))"21], Reals]

True
Ziskali jsme ,strojovy @kaz" nerovnosti (8).

6 Nov &jSi pohled na 17. Hilbert v problém.

Swyj slavny 17. problém formuloval Hilbert takto: 8U € R[xi, X, ..., Xn] Nnezaporny
polynom. Lze nalézt racionalni funkgee R(x, Xz, ..., %) ,j = 1, ...,k takové, zef = g7 +
g, + .. +9¢?

UpInéteseni sedmnéactého Hilbertova problému podal EmihArt. 1927. Jehotkaz
byl vSak neefektivni. V dnesni ,pidacové” dok® jsou vSakcinény pokusy o efektivni
vyieSeni problému. Nerozvijejme ale teorii a pokusmelakdzat vztah (8). Nejprve jej (za
pomoci pgitace) upravime do jediného zlomku a o&imae si jeho jmenovatel jako polynom
1

Together [x"2/ (x-1)"2 + y"2/(y-1)"2 + z"2/(z-1)"2 -1]
(1+2Xx+2y-4dxXy+Xy?+22z-4xz-4yz+8xyz-Z2yz+X-2Xy7+
y' 2= 2x ¥ 2+ 2 Xy 2) [((-1+x) (-1+y) (-1+2))

polynom1 =Numerator[%]

A+ 2X+2y-AXY+XY+2272-4Ax2-4yz+8xyz-Z¥Wz+XF-2Xy7
HW-2x Y P+2X VP

V ziskaném polynomu jsme provedli substituci vypalyei ze vztahwx.y.z =1 , ziskany

vyraz jsme pevedli na jediny zlomek a jeh&tatel, ktery rozhoduje o znaménku zlomku,
jsme oznaili jako polynom 2:

polynom1.z—-1/(x*y)

9+ 1/C-6/x+2x+1/§-6ly +2/(xy) + 2y -6 XYy +Xy

Togethe%]
C+2XYy-6XYy+V-6XYV+9IXV+2xXV+2xXy-6xX Y+ xy)I0¢ VD)
polynom2 =Numerator[%]

X2+ 2 Xy -6x2y +y*- 6 xy*+9x>yr+2x3y?+2x%y3

_6X3y3+x4y4
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Nyni bychom patbovali ukazat, Ze posleglziskany polynom nabyva pro vSechna
readlnd x, y pouze nezapornych hodnot. Pod Matlabem Ize z&irsmsti nastraj
SOMTOOLS a Sedumi ziskat nasledujici vypis (uprayekiceno):

Syns X y;

>>PEXA2+2XXFY-BHFXN2RY+YND-GRXFYND +QFRADFYAD £ DHXNTHY AD+ 2K A2RYNF-
6*x"3*y"3

+X/\4*y/\4;

>> [Q,Z,D]=findsos(p,'rational’)

Q=

1 1 -3 1

1 1 -3 1

-3 -3 9 -3

1 1 -3 1
ZT = (y, X, X*y, xA2*y"2)
D=1

Program vydal pozitivh semidefinitni matici Q a vektor Z takovy, ?2d-@.Z = p.
(Pripomeime, Ze matice Q je pozitigrsemidefinitni, jestlize pro kazdy vektoreuR" plati
u-Q-u = 0). Odtud jiZ tvrzeni o tom, Ze polynom p nabyva pSechna realn#, y pouze
nezapornych hodnot bezpriedre plyne. V daném (hodntrivialnim) pgiipadt jiz neni gzké
dostat vyjageni p = (X y* —x(8y — 1) + §*. Tim je problém z MMO i p&itatové vyreSen.
Obecrt je vSak ziskavani rozkladpolynomi v sowin ¢tveral zatim asi mimo sawasné
moznosti vypoetni techniky.
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WIKIPEDIE A VYUKA MATEMATIKY
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Abstrakt: Clanek predstavuje studii zaméfenou na sledovani vyskytu a kvality odbornych
¢lankd z matematiky na portale Wikipedia. Pro testovani bylo zvoleno 45 témat z algebry,
analyzy a geometrie. Kromé samotnych ¢lankt byla sledovana i ¢etnost a kvalita odkazt.

Klic¢ova slova: Wikipedia, vyuka matematiky, e-learning, studijni materialy

Uvod

Internet od svého vzniku prochézi nepietrzitym vyvojem. Neustdle se na ném objevuji nové
sluzby a nastroje. Nékteré ziskdvaji vSeobecnou oblibu, jiné upadaji v zapomnéni. Jednou
z internetovych sluzeb, kterd vznikla na pocatku 21. stoleti (rok vzniku 2001), je Wikipedia
(http://www.wikipedia.org), mnohojazycna webova encyklopedie se svobodnym (otevienym)
obsahem, na jejiz tvorbé spolupracuji dobrovolni pfispévatelé z celého svéta. Cilem
Wikipedie je tvorba a celosvétové Sifeni volné pfistupnych encyklopedickych informaci.
V soucasné dob¢ Wikipedie timto zplisobe nabizi vice jak 13 000 000 hesel v 250 jazycich.

Wikipedia jako zdroj informaci

Prizkum provedeny mezi studenty ucitelstvi matematiky na Pedagogické fakult¢ Univerzity
Karlovy v Praze ukézal, ze Wikipedii vyuzivd 85 % studentl a takika ctvrtina student
dokonce povazuje Wikipedii za jeden z nejdilezitéjSich zdroji informaci ((jako druhy nebo
treti nejCastéj$i po vlastnich zéapiscich z ptednasek). Potvrzuje se tak fakt, Ze studenti stale
Castéji rezignuji na vyhledavani doporucené literatury v univerzitnich knihovnach, a jako
jediny zdroj ptipravy ke zkouSkdm pouzivaji internetové zdroje.

Vystava tedy opravnéna otazka, nakolik je Wikipedie seriéznim zdrojem odbornych
informaci a podkladii pro vysokoSkolské studium a nakolik je vyuZzitelnd pifi tvorbé
e-learningovych podpiirnych materialti ke studiu.

Prvni vyznamnéj$i studie srovnavajici Wikipedii s klasickymi zdroji vznikla v roce 2005, kdy
Casopis Nature publikoval srovndvaci analyzu c¢lankGt mezi Wikipedii a encyklopedii
Britannica ([1]). Tato studiu poukazala na skutecnost, ze ob& encyklopedie obsahuji chyby,
pficemz rozdil v jejich poctu (v absolutnich cislech) nebyl piili§ velky. Vysledek studie
vzbudil velké vzruSeni a emoce. Zastanci klasickych encyklopedii ¢asto upozoriiuji na nizkou
kvalitu mnohych hesel ve Wikipedii, ackoli tato hesla (podle vySe zminéné studie) formalni
chyby neobsahuji. Vyhodou Wikipedie je nepochybné rychle naristajici objem hesel, vysoka
schopnost Wikipedie opravovat chyby ve velmi kratkém case (srovnej [2]) a také schopnost
Wikipedie reagovat téméf okamzité na nové védecké objevy. Diky neustdlému rozvoji se tak
Wikipedie stava stale vétsim konkurentem klasickych informacnich zdroj.
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Wikipedie a lokalizace

V rdmci vySe zminéného priazkumu na Pedagogické fakult¢ Univerzity Karlovy v Praze bylo
také zjiStovano, jaka Cast studentit vyuziva Wikipedii v ndrodnim jazyce a jakd ¢ast vyuziva
anglickou verzi. Ze studentd, kteti vyuZzivaji Wikipedii, jich pouze 35 % vyuZziva pii studiu
i anglickou verzi. Tedy takika dvé tietiny studentli pouzivaji pro studium vyhradné hesla ve
svém matefském jazyce — v cCestin€é. To motivovalo autora k Setfeni, nakolik jsou hesla
souvisejici s pfedmétem studia lokalizovana do jednotlivych jazyki a nakolik jsou tato hesla
dostupna v cestiné a zda lze Wikipedii vyuzit jako podporu a zdroj dalSich, rozsitujicich
informaci pfi tvorb¢ e-learningovych kurzi.

Zajimavé je jak srovnani ,,ceské* Wikipedie s ,,anglickou®, tak jejich porovnani v konkrétnim
oboru — matematice. V soucasnosti obsahuje Ceska verze Wikipedie vice nez 140 000 hesel.
Tedy pfiblizn€ 5% vSech hesel je lokalizovano do €eského jazyka. Lokalizace u odbornych
hesel je v§ak mnohem vétsi nez lokalizace hesel ,,univerzalnich®.

Wikipedie a matematika

Pro testovani vyuzitelnosti Wikipedie jako zdroje informaci pfi studiu ucitelstvi matematiky
bylo vybrano 45 témat, kterd jsou soucésti pozadavkl na zavérecné zkousky bakalarského
studia. U 42 z nich (93,3 %) se podatilo nalézt odpovidajici heslo v anglické verzi Wikipedie.
V jednom piipadé — Circle inversion — bylo téma zminéno jako podtéma SirSiho celku
(Inversive geometry), dvé témata na Wikipedii zcela chybéla. Jednalo se o téma Apollonius'
Tangency Problem and ,,reper*.

Do ceského jazyka je lokalizovano 38 hesel (84 % hesel), pficemz tii témata jsou zminéna
v ramci jiného tématu (Homogenni transformace, konvergence fad a primitivni funkce) a Ctyfi
témata zcela v Ceském jazyce chybi: Mongeova véta, kruhova inverze, Apolloniovy ulohy
a repér). Matematicka témata jsou tedy do matematiky lokalizovdna mnohem vice (v 88 %),
nez je priamér (cca 5 % vsech témat).

Jako vyznacény problém u Ceskych hesel se ukézala jejich kvalita. Velkd ¢ast témat je piilis
stru¢na a neposkytuje, na rozdil od anglické verze, dostatecné informace o zvoleném tématu.
Naptiklad anglické heslo Linear map obsahuje 2 602 slov, jeho ceskd verze ma pouze
413 slov. (Pocty slov jsou ve vSech ptipadech piebirany pfimo z idaji Wikipedie). Celkem
bylo zjisténo 8 témat, jejichz Ceskd verze poskytovala pouze strohou zdkladni informaci, a pro
pripravu studentti se tak jevila jako malo pfinosna.

Dal$im vyzna¢nym rozdilem je skuteCnost, Ze zatimco anglickd hesla obsahovala takika
v 80 % 1 odkaz na tisténé zdroje (monografie, skripta, odborné ¢lanky), u Ceské verze
obsahovalo odkaz na ti§téné materidly pouze 6 hesel, tedy pfiblizné 15 % hesel.
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Vsechna nalezend matematické hesla byla lokalizovana do dalSich jazykd. Do nejméné jazykt
bylo lokalizovano heslo Monge's theorem, které je kromé angliCtiny dostupné jiz jen
v Ukrajinsting a Svédsting. Naopak nejéastéji prekladanym heslem je heslo Set theory, které
lze nalézt v Sedesati jazykovych verzich, coz je takika jedna tfetina jazykd pouzitych ve
Wikipedii. V priméru bylo mozné kazdé¢ z hesel nalézt v 28 jazycich. Zakladni matematické
hesla jsou tedy ve vétSiné piipadl zafazena ve vSech svétovych jazycich a v mnoha
piekladech do jazykti mensich narodu.

V ptipadé lokalizace se vSak obsah hesel v mnohych ptipadech omezuje pouze na zakladni
definici a neposkytuje rozSifujici informace, které by bylo mozné pouzit pii tvorbé
e-learningového vzdélavaciho kurzu. Jako velice vhodné se vSak jevi vyuziti odkazi na
anglickou verzi, kterd uvadi hesla v $ir§Sim kontextu a zaroveil seznamuje studenty s anglickou
terminologii.

Zavér

Srovnani Ceské a anglické podoby Wikipedie prokazalo ocekavany fakt, ze anglicka
Wikipedia je rozsahlejsi (obsahuje vice hesel) a zaroven ze v ni jsou hesla propracovangjsi
(delsi, s vice odkazy, s vice obrazky, grafy a fotografiemi a také s vice odkazy na odbornou
literaturu). Lokalizace odbornych témat, na néz se prizkum zaméfil, ukazal, ze odborna
témata jsou preklddana mnohem vice nez témata jind. Piesto i u téchto témat se prokdzala
mnohem vétsi strucnost hesel. Navic mira lokalizovanosti se 1is§i obor od oboru. Vyhodou
lokalizovanych hesel je, Ze v n€kterych ptipadech nabizeji odkazy na literaturu v narodnich
jazycich, pfipadné¢ na literaturu v jiném svétovém jazyku nez v anglictin€é. Z hlediska
moznosti vyuziti pfi tvorbé e-learningovych kurzii se pouziti odkazii na Ceskou verzi
Wikipedie jevi minimaln¢ jako problematické.

Jedno zmoznych feSeni tohoto problému spatfuji ve vytvofeni odbornych portala
lokalizovanych do narodnich jazykti a zalozenych na podobnych principech, jako je
Wikipedie, které¢ ale budou:

a) uzamcené (tedy ke zmén¢ hesel dochazi koordinovang),

b) autorizované, garantované resp. oponované (tedy kvalitu hesel garantuje odbornik).
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VYUKA KOMBINATORIKY S VYUZITIM
INTERAKTIVNI TABULE

Marika Kafkova
Katedra aplikované matematiky a informatiky
Ekonomicka fakulta JU

Studentska 13
370 05 Ceské Budéjovice, Ceska republika

E-mail: mkafkova@ef.jcu.cz

Abstrakt — The artickle treats of the using of the interactive board Smart Board
during the teaching of mathematics at college or secondary school. The project
has run this year in May at a grammar school in Ceské Budé&jovice. There par-
ticipated second year students and by this interactive board they were getting
known a new and not allways loved scope of Mathematics - combinatorics.

Kli¢ova slova — kombinatorika, interaktivni tabule, Smart Board, vjuka, mate-
matika

Uvod

Je mozné v dnesni dobé ,ve zkratce* charakterizovat vyrustajici mladez? Ano,
napada mé jedno velmi presné spojeni — ,pocitacova mladez“. Déti se narodily
a ziji v dobé, kde mit doma pocita¢, neomezeny pristup na internet, v kapse
mobilni telefon a MP 3, berou jako samoziejmost. Kdyz pak pfijdou do skoly,
kde podobné technické vymozenosti do jisté miry ocekavaji, nezridka se stava, ze
klasicka vyuka, tj. pouzivani tabule a kiidy, neni pro né atraktivni.

Existuje mnoho moznosti, jak zaktim vyuku zpesttit — formou vyleti, exkurzi,
dokumentarnich filmt, zahrani¢nich pobytl, riznych projekti apod. Je zfejmé,
ze urCité predméty (biologie, zemépis, dé&jepis, cizi jazyky) maji lepsi vychozi
podminky pro vybér takové metody. Jak se vSak vyporadat s ne prilis oblibenym
predmétem — matematikou? Nabizi se néjaka moznost, jak zakim i matematiku
zpestiit, uleh¢it a umoznit jim ji 1épe pochopit? Matematika je velmi specificky
predmeét, u kterého neni snadné vybrat vhodny prostfedek. Domnivam se, Ze
kromé rtiznych matematickych programi a e-learningu by mohla byt dalsi moz-
nosti interaktivni tabule, kterou lze uplatnit pti vyuce témér vsech vyucovanych
predméti, tedy i matematiky — a to nejenom pii vykladu, ale i pfi opakovani a
zkouseni z probrané latky.
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Interaktivni tabule

Interaktivni tabule je nova technologie, kterda umoziuje zabavnéjsi a méné
stereotypni formu vyuky. Jedné se o dotykovou plochu, ke které je pfipojen poci-
tac¢ a dataprojektor. Z pocitace je na povrch tabule projektorem promitan obraz,
se kterym se d& pracovat uz bez pouZiti pocitace (ten samoziejmé musi byt stéle
zapnut). Na tento dotykovy displej, tj. interaktivni tabuli, je pak mozné psat
prstem, specidlnim fixem, pohybovat s obrazky, malovat, poustét si ptripravené
animace, videa, zvuky, nahravat si postup feseni aj.

Obr. 1: Zak p¥i prezentaci

Na trhu je mozné vidét nékolik typt interaktivnich tabuli. Mezi nejznaméjsi
u nas patii interaktivni tabule SMART Board a Activ Board. Pfestoze zrod in-
teraktivnich tabuli spada do devadesatych let minulého stoleti, diky jejich vysoké
cené se o né nase skoly zacaly zajimat az v poslednich cca 4-5 letech. A jako
kazda technologie i interaktivni tabule ma své pozitivni i negativni stranky.

Mezi hlavni vyhody bych zaradila predevsim nasledujici:
e nabizi uciteli moznost pripravit si pfedem veskeré detaily vyuky,

e umorznuje diky vhodnym obrazkim, animacim a jinym didaktickym pomiic-
kam zefektivnit vyuku,

e 7 interaktivni tabule 1ze spoustét aplety zaméfené na experimenty; studen-
tim tak lze ukazat jevy a disledky, k nimz by nebylo mozné dojit pfi
realizaci daného pokusu ve ttidé,

e moznost vyuzivani pfi vyuce vétsiny predméti,

e vyuzitelnost pti vyuce rtiznych vékovych kategorii,
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lepsi motivace k uceni,

text napsany primo ve vyuce je mozno ulozit a poté prostfednictvim inter-
netu sdilet se studenty,

moznost zapojit internet do vyuky.

Mezi hlavni nevyhody patii zejména:

technika muiize prevazit nad rozumnym vyuzitim interaktivni tabule,

pripraveny vyukovy materidl miize zaky rozptylovat, a tak snizovat jejich
soustiedénost na probiranou latku,

priprava hodin je pro ucitele casové velmi naroc¢na,

zék se muze dostat do role ,pasivniho divdka“ (animace misto realnych
experimentti, pokusi),

interaktivita v popredi nad dobrym obsahem vyuky,

schopnost a ochota, resp. neschopnost a neochota ucitele efektivné vyuzivat
tento nastroj spolu s ostatnimi potiebnymi technologiemi,

nespravné vyuzivani tabule — napt. jako projekéni platno,

svétlo projektoru na interaktivni tabuli miize mit negativni dopad na zrak
(u interaktivnich tabule s pfedni projekei),

interaktivni tabule je ¢asto namontovana ,napevno*,
ve tridé je zabudovana pouze interaktivni tabule,

nutna elektricka energie.

Je nesmysl se domnivat, Ze pouzivanim interaktivnich tabuli vzroste enormné
zajem studentl o danou problematiku, Ze se ze ¢tyrkare stane jednickar apod.
Nicméné si myslim, Ze vhodné pouzivana interaktivni tabule, tzn. interaktivni
tabule pouzivané zkuSenym, vzdélanym a technicky zdatnym ucitelem (a ne pii
kazdé hoding), muze byt jednoznacné vybornou pomuckou do gkol.

Vyuka kombinatoriky a interaktivni tabule
V loniském roce jsem uskutec¢nila na nékolika gymnéziich v Ceské republice
anketu, ve které mimo jiné maturanti oznacovali 3 stiedoskolské matematické

Vv
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latky). PrestoZe pfi FeSeni kombinatorickych tloh studentiim posta¢i mit pouze
zékladni algebraické znalosti, fadili pravé kombinatoriku na ,nejvyssi pricky“,
tzn. kombinatorika je mezi stfedoskolaky povazovana za velmi obtizné téma. Mys-
lim si, Ze hlavni roli zde hraje napt. logické mysleni, lidové feceno ,zdravy selsky
rozum‘, ktery nejspis mnoho studentii postrada. Dalsim diivodem, proc tato latka
neni oblibena, je ten, ze kombinatorika nedava presny navod, jak tulohy fesit a
vétsinou ani neni mozné se o spravnosti vysledku presvédcit zkouskou. Kazdy
student vam fekne, Ze kombinatorické tlohy jsou zabavné a ze zivota. Tento fakt
vsak, bohuzel, kombinatoriku nikdy nedostane z ,,pytle“ nejobavanéjsich stfedo-
skolskych matematickych okruhti, nebot kombinatorické tilohy jsou oproti ilohdm
z ostatnich okruhi jiné — neexistuje obecny algoritmus ¢i vzorec, pomoci kterého
by se dal Tesit jeden priklad za druhym.

Na mnoha skolach se uc¢i kombinatorika standardnim zptisobem, tzn. studenti
se nejprve nauci kombinatorické pravidlo souc¢tu a soucinu, poté se seznami s va-
riacemi, permutacemi a kombinacemi bez opakovani spolu s danymi vzorci pro
vypocet prikladl a feseni jednotlivych tiloh probiha nasledovné: nejprve je nutné
uhodnout, o jaky typ pfikladu se jedna a poté se urcuje n a k ve vzorci. Stejnym
stylem se Tesi kombinatorické tlohy s opakovani a studenti tak nikdy neproniknou
do tak krasné casti matematiky a bohuzel ji ¢asto ani nepochopi.

P1i vyhodnocovani jiz zminéné ankety se nabidly tyto otazky:

»Proc¢ nezkusit vyucovat kombinatoriku jinak?“

»Napr. s vyuZitim interaktioni tabule?“

,Bude mit takovy vyukovy proces pozitivni vliv na pochopeni ldtky? Opravdu se
studentum zpestri hodiny matematiky?“

To jsou otazky, na které jsem v této dobé uz do jisté miry schopna odpovédét,
nebot mi bylo umoznéno takovym zptisobem kombinatoriku odudit.

Tento vyzkum, tedy vyuka kombinatoriky s vyuzitim interaktivni tabule, byl
uskutecnén v kvétnu tohoto roku na jednom ceskobudéjovickém gymnéziu. Do
procesu se zapojili studenti druhého roc¢niku ¢tyrletého gymnéazia a predem mu-
sim konstatovat, ze interaktivni tabule méla na vyuku pozitivni vliv. Pro studenty
to byla v podstaté novinka, nebot interaktivni tabule byla nainstalované do skoly
zaCatkem tohoto roku. Studentiim se neprozradily vzorce k jednotlivym typtm
kombinatorickych ptikladi, a tak fesili alohy pouze s vyuzitim pravidla souctu a
souc¢inu. V pribéhu vyuky se samoziejmé pro ulehceni vypoctl seznamili s kom-
bina¢nim c¢islem a s ¢islem n/, ale o nazvech - variace, permutace, kombinace se
dozvédeéli az ke konci celého vyukového procesu.

Priabéh vyuky:
e seznameni se s pravidlem souc¢tu a soucinu

e feSeni kombinatorickych tuloh bez opakovani
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1. test

Pascaltv trojihelnik

feSeni kombinatorickych tloh s opakovanim i bez opakovani

2. test (napf. binomickéa véta se ucila uz bez zapojeni interaktivni tabule)

ar af
= o+ 8 Na Sachoviici 8 x § umistéte obé viéze (tzn. Semou a bilow) 1k, aby emnd stila na
dermném policku, bild na bilém a aby jedna nevyhodila druhou, tzn. obé véZe se nesmi
nachizet ve stejném Fadku ani ve stejném sloupci. (Posor: neodpovidd pravidiim kachové hry.)
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Obr. 2: Ukazka pripravy na interaktivni tabuli

Diky interaktivni tabuli bylo rovnéz mozné studentim zpestifovat hodiny rtiiz-
nymi kvizy, jez zce souvisely se zadanim pfipravenych tloh. Pro lepsi pochopeni
latky byly pripraveny rtizné prezentace a animace, objevovaly se riizné obrazky a
studenti se v hodinach aktivné zapojovali. Oba dva pripravené testy mély zjistit,
do jaké miry studenti pochopili probiranou latku, ktefi studenti maji s kombina-
torikou vétsi problémy, jaké byly nejcastéjsi zptisoby feseni jednotlivych prikladi,
zda se znamky z testti markantneé lisi od znamek z jinych matematickych okruht
apod. Mohu konstatovat, ze vysledky mé docela mile prekvapily. Nejenom, ze zaky
vyuka kombinatoriky zjevné bavila, ale znamky z obou testti se viibec nelisily od
ostatnich ziskanych znamek z matematiky béhem celého roku, coz podle mého
nazoru, je velmi pozitivni zjisténi. Studenti nad fesenim prikladi premysleli, coz
se velmi zretelné projevovalo béhem vyucovacich hodin, kdy kladli otazky, zda
by se to nedalo Tesit jejich jinym zptsobem. Interaktivnost vyuky je takiikajic
,vtahla® do procesu aktivniho pfemitani nad kazdym feSenim tkolu.

Zavér

Podle mého nazoru pripravené hodiny kombinatoriky na interaktivni tabuli
splnily sviij tkol, studentiim vyuku zatraktivnily, probiranou latku ulehcily a
umoznily latku do jisté miry lépe pochopit.
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INTERAKTIVNI SOFTWARE DATAPLOT

RNDr. Ing. Jana Kalov4, Ing. Kamil Dedecius
VSTE, Okruzni 10, Ceské Budgjovice

kalova@mail.vstecb.cz

Abstrakt — Cilem ptispévku je seznameni odborné vefejnosti s volné pfistupnym softwarem
Dataplot, ktery je vyuzitelny pro statistickou a grafickou analyzu dat, jejich vizualizaci, pro
nelinearni modelovani a optimalizaci inzenyrskych procest. Piedkladanid prace popisuje
struéné ovladani softwaru Dataplot, zafazeny jsou internetové odkazy na software, zakladni
informace, navody ke staZeni a instalaci, odkazy na podporu a dokumentaci. Clanek také
referuje o interaktivnim propojeni Dataplotu s elektronickou rozsahlou ucebnici statistickych
metod, kterou Ize vhodné vyuzit pti vyuce statistiky.

Kli¢ovad dova — software Dataplot, NIST, NIST/SEMATECH e-Handbook of Statistical
Methods

1. Uvad

Dataplot je volné pfistupny software, ktery je produktem Narodniho institutu standardii
a technologie (NIST, National Institute of Standards and Technology, diive National Bureau
of Standards, NBS). Puvodni verze softwaru byla vyvinuta v roce 1978 pro podporu prace
NIST. Twviirci poskytuji podporu i uzivatelim mimo NIST. Nejde o typickou komeréni
softwarovou podporu, neni garantovan oficidlni support, ptednost maji pracovnici NISTu,
avSak 1 ostatnim uZzivatelim je vradmci Casovych a jinych moznosti podpora nabizena.
Podpora zahrnuje napf. moznost ohlaseni chyb v Dataplotu, pomoc pii feSeni problémui pti
stahovani a instalaci Dataplotu, konzultace softwaru atd.

Software Dataplot je interaktivné propojen s elektronickou rozsdhlou ucebnici
statistickych metod (NIST/SEMATECH e-Handbook of Statistical Methods). Zminéna
ucebnice obsahuje 8 rozsahlych kapitol.

2. Software Dataplot
2.1 Dataplot —zakladni informace

- vSechny zakladni informace lze zjistit na webovych strankach NISTu [1]

- Dataplot je voln¢ ptistupny interaktivni software pro statistickou a grafickou analyzu
dat, jejich vizualizaci, pro nelinedrni modelovani a optimalizaci inzenyrskych procesii

- byl vyvinut ve Fortranu 77

- pracuje pod OS Linux, Unix, Windows 95/98/ME/XP/NT/2000/ Vista ...

- puvodni verze byla uvedena v roce 1978
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- navod ke stazeni a instalace jsou podrobn¢ uvedeny v [2]

- obsahuje dva exe soubory, 1. DATAPLOT.EXE (pouzivd se pro spusSténi a praci
Dataplotu v ptikazovém rezimu), 2. DPLAHEY.EXE (préce v grafickém rezimu, GUI,
tento rezim je prehledny a da se v ném pracovat bez hlubsi znalosti programu)

- obarezimy (ptikazovy i graficky) pouzivaji Intel Fortran compiler

- standardni instalace zpfistupni oba rezimy

- pro instalaci staci ptiblizné¢ 100 MB volného prostoru

- Dataplot podporuje Postscript

- Odpovédi na Casto kladené otazky (FAQ) Ize nalézt v [3]

- rozsahla dokumentace k Dataplotu je k dispozici v [4]

- Dataplot nabizi podrobnou ptiruc¢ku uzivatele, kterd je velmi srozumitelna a obsahuje
podrobné navody a ptiklady [1]

- Dataplot umoznuje interaktivni praci [5]

- Velkym piinosem je propojeni Dataplotu s interaktivni ucebnici NIST/SEMATECH
Engineering Statistics Handbook [6]

2.2 Néstroje Dataplotu

Dataplot mj. zahrnuje [7]

- zakladni nastaveni grafiky (2D, 3D, barvy, znaky ... )

- zakladni grafiku (grafy funkci, vykresleni dat ... )

- pruzkumovou analyzu dat (EDA)

- analyzu ¢asovych fad

- vyrovnani dat

- fitovani dat

- obecnou datovou analyzu (popisna statistika — vypocty i grafika, ndhodnost dat, t-test,
Chi-kvadrat test, ANOVA...)

- vypocty pravdépodobnosti a statistik (tabulky, knihovny pravdépodobnostnich funkci)

- analyzu vice proménnych

- statistickou kontrolu procesti

- matematické nastroje (rozbor funkce, grafy, kofeny, analytické derivovani
a integrovani, rozsahlé knihovny matematickych funkci, aritmetické operace, maticové
operace, logické operace, feseni diferencidlnich rovnic ...)

- grafické techniky [8] (4- plot, 6- plot, bihistogram, blokovy diagram krabicovy
diagram, Boxiv - Coxiv graf homoskedasticity, Boxtiv - Coxtiv graf linearity, Boxtv
- Coxtv graf normality, grafy korelaci, histogram, lag plot, grafy rozdéleni, sekven¢ni
diagram, rizné grafy pro statistické vystupy.) Soucasti jsou i fortranovské programy
pro uvedené grafické techniky a jejich popisy.

2.3 NIST/SEMATECH Engineering Statistics Handbook

Elektronicka velmi rozséhla uc¢ebnice statistickych metod (NIST/SEMATECH e-Handbook of
Statistical Methods) [8] vznikla s cilem pomoci védcim a inZzenyrim pii zpracovani jejich
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experimentl a analyz. Ucebnice je propojena s Dataplotem, obsahuje nazorny vyklad pojmu
a metod s propojenim na velky pocet prikladi.

Zatazeno je mnozstvi odkazli na nastroje a pomucky pro uzivatele, napt. odkaz pro Casté
inzenyrské otazky, vyhledava¢ klicovych slov, rejstiik, odkaz na galerii grafickych technik,
odkaz na galerii kvantitativnich technik, ptehled ptipadovych studii (ptistupnych on-line),
prehled rozdéleni pravdépodobnosti, tabulky rozdéleni.

Uveden je i odkaz na pdf soubory pro tisk kompletniho obsahu ucebnice (celkovy objem
pdf souborl je ptiblizné¢ 20 Mb.) Tyto pdf soubory nejsou aktualizovany tak casto jako
e-Hanbook. Mohou tak byt mirn¢€ odlisné nez html verze.

Ucebnice je rozdélena do 8 kapitol:

1. Exploratory Data Analysis
Measurement Process Characterization
Production Process Characterization
Process Modeling
Process Improvement
Process or Product Monitoring and Control
Product and Process Comparisons
Assessing Product Reliability

e A i

2.4 Dataplot —avod do ovladani

Dataplot pracuje ve dvou rezimech, ptikazovém a grafickém. Graficky rezim je piehledny
a jednoduchy. Vybereme — li si praci v grafickém rezimu, mizeme vSechny procedury
spoustét z nabidkové listy pomoci tlacitek. Pole GetStarted v této list€ obsahuje helpy,
umozni provést uzivatele Dataplotem, Ize se seznamit s postupem zaddvani i zpracovani dat.
Na jednoduchém prikladu lze tyto zakladni dovednosti vyzkouset (je uveden ndvod pro
ptikazovy i pro graficky rezim). Graficky rezim (Dataplot Gui) nabizi 6 oken:
1)  hlavni menu — nabidkova liSta Dataplotu, umisténa v horni listé
2)  alfanumericky vystup — vlevo nahote (SET GUI ON)

- vystup je tvofen ,strankami

- vystup pro kazdy ptikaz je uloZen na zvlastni strance vypisu

- je zobrazeno pocitadlo (v pravém hornim rohu)

- vystupem je mozné listovat
3) grafické okno — v pravém hornim kvadrantu (Graph)

- k zobrazeni grafi

- horni liSta nabizi menu pro nastaveni moznosti grafu, pro vystup grafu do souboru, na

tiskarnu...

4) ptikazové okno — vlevo dole (Command History)

- zobrazuje aktualné vykonané prikazy Dataplotu
5) tabulka (Spreadsheet)

- miize byt pouzita pro vkladani dat z klavesnice

- zobrazuje aktualné vykonané piikazy Dataplotu (napf. nacteni dat ze souboru atd...)

- tlacitko Set Decimals umozni zadat pocet desetinnych mist pouZzitych pro zobrazeni dat

(ve standardu jsou data zobrazena v exponencialnim formatu)
- tla¢itko Apply se pouziva k nacteni manualné zadavanych dat
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- Replot aktualizuje posledni vystup (napf. po Gpravé grafu)
- Refresh obnovi aktualni grafické okno
- NoUpdate se pouziva k potla¢eni aktualizaci dat v tabulce (tuto volbu je vhodné
pouzivat pro rozsahlé datové soubory)
6) ptikazovy fadek (Command Line) — pro ru¢ni vstup ptikazi Dataplotu (ptikazovy rezim)

R
Files/D ata Plat DEX Fit Fieliability Frob TimeSernies One Yarni Help e-Handbook | Home Page
Get Started Flotkdod Qual/SPC Stat Eutal b ath MIST Two Vari DiagGraph Fioadmap Exit

| sereuton l=ES|] Graph =loix|

<« | >>| Fie Commands Help (GofB[|| Fie Edt Draw Size Help Fleplotl F!efreshl Printl 348 964
1=

SET GUI OH

Character variable GUI = OH
>
4 I PI

—_—

Commna oy R oresinesr 101X
File  Commands Set Decimals Appl_l,ll Heplotl Hefreshl [~ NoUpdate
DEVICE 1 GENERAL CODED PACKED =S | | I | ﬂ
SET HELP LINES 1868888 9= I 9. I - I
SET GUI DH 1

2
3
= L
‘ [ «” | 3
e —————
i
I DKl Clear | Wariables |I
2.5 Zadavani dat

1) - data lze zadat ru¢né ptimo do tabulky
- implicitné je nastaven exponencialni format (Ize zménit uzitim tlacitka Set Decimals)
- zadavat lze numericka data
- Dataplot nenacte napt. data z Excelu, je nutné je prevést do ASCII formatu a potom
teprve nacist do Dataplotu
2) - nejbéznéjSim pripadem je vstup dat z ASCII souboru
- pred nacitanim vétSich soubort (1000 a vice fadki) je doporuceno kliknout na tlacitko
NoUpdate
- postup pro nacteni datového souboru :



READ FILE.DAT Y X1 X2
nebo READ FILE.DAT Y X1 X2
NAME X1 TEMP
NAME X2 PRESSURE
- pokud nepouzivame zkusSebni data z NISTu ptimo piistupna z Dataplotu, zadame cestu
ruén¢: napt.: READ “C:\MyDocuments\SAMPLE.DAT” Y X1 X2
- pokud data obsahuji zahlavi, Ize je preskocit ptikazem SKIP N (N identifikuje, kolik
radku preskocit)
- pro nacteni ¢asti souboru pouzijeme ptikaz ROW LIMITS N1 N2 (N1, N2 oznaci
prvni a posledni fadek), obdobn¢ COLUMN LIMITS C1 C2
- je vyhodné pouzivat data ve formatovaném tvaru
3) - data z Excelu je nutné konvertovat do ASCII tvaru
- mozny postup: xls soubor lze ulozit s piiponou txt (oddélova¢ — tabelator), nutné je
zaménit desetinné ¢arky za desetinné tecky, které jsou podporovany Dataplotem
4) - Dataplot umoziuje generovat data
- napt. Ize pouzit tlacitko ,,Files/Data“ v hlavni listé grafického rezimu
- generovat lze napt. posloupnosti, nahodna dat atd...

2.6 Vystup

Dataplot podporuje 3 vystupni zafizeni, ktera pracuji nezévisle na sobé¢:

DEVICE 1 - monitor — vystup je uzivan ke generovani grafiky na obrazovku a je automaticky
nastaven v grafickém prostiedi (GUI)

DEVICE 2 - postscript — vystup neni standardné¢ nastaven, k nastaveni je tfeba zadat
v ptikazovém tadku piikaz DEVICE 2 POSTSCRIPT

- vystup bude nahran do souboru dppl1F.dat v aktualnim adresati

- vSechny piedchozi vystupy dppl1F.dat se piepisi

- tento typ vystupu lze zrusit piikazem DEVICE 2 CLOSE

DEVICE 3 — vystup do souboru dppl2F.dat v aktualnim adresafi, ktery Dataplot automaticky
otevira a zavira

- grafy jsou vytvateny v Postscriptu

- dppl2F.dat je pouzivan ve spojeni s piikazy PP (Print Current Plot)

- tla¢itko Print v grafickém okné nabizi PP ptikazy — volby pro nastaveni tisku

Podporované formaty pro vystup: Word, Excel, PowerPoint, LaTech.

3. P¥ipadova studie — ukazka pouZiti Dataplotu
Vystup z Dataplotem provedené analyzy dat ukdzeme na ndhodné vygenerovaném souboru

dat (vétsina statistickych softwarli véetné softwaru Dataplot obsahuje generator ndhodnych
¢isel). Budeme zjist'ovat, zda data lze popsat linearnim modelem.
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3.1 Grafické metody (4 —plot)

Prvnim krokem k vyhodnocovani souboru miize byt uziti grafickych metod.

10 -5 0 5 10 3917071 2 3

Sekvencni diagram (vlevo nahoie) nesignalizuje z4dné posunuti polohy ani existenci
odlehlych bodt v testovaném souboru.

Lag plot (vpravo nahote) nesignalizuje zadné nenahodné datové vzorky.

Histogram (vlevo dole) je symetricky, vkoncich se neobjevuji odlehlé body, data lze
aproximovat ndhodnym rozdélenim.

Normalni rozdeleni pravdepodobnosti (graf vpravo dole) potvrzuje opravnénost piedpokladu
nahodného rozdéleni dat.

3.2 Souhrnné charakteristiky
Interaktivné 1ze spocitat charakteristiky souboru. Dataplot postupné¢ dava informace

o spoctenych charakteristikdich. Podrobny popis postupu zpracovani dat piesahuje ramec
tohoto prispévku. Uvedeme alesponl sumarizaci vysledkt (vypis z Dataplotu).

Zavérecny vystup vysledkid (sumarizace)

list report.tex

Anal ysis for 500 normal random nunbers

1: Sample Size = 500
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2: Location

Mean = -0.00294
St andard Devi ati on of Mean = 0. 045663
95% Confi dence Interval for Mean = (-0.09266, 0. 086779)
Drift with respect to location? = NO
3. Variation
St andard Devi ati on 1.021041

95% Confi dence Interval for SD
Drift with respect to variation?
(based on Bartletts test on quarters
of the data)

(0.961436, 1. 088585)

NO

4: Distribution
Nor mal PPCC = 0.996172
Data are Nornmal ?
(as measured by Normal PPCC) = YES

5. Randommess
Aut ocorrel ati on = 0. 045059
Data are Randon?
(as nmeasured by autocorrel ation) = YES

6: Statistical Control
(i.e., nodrift in location or scale,
data are random distribution is
fixed, here we are testing only for
fixed normal)
Data Set is in Statistical Control ? = YES

7: Qutliers?
(as determ ned by Grubbs' test)

&

Ze sumarizace lze vycist, ze byl zpracovavan soubor 500 dat. Lze zjistit charakteristiky
polohy i variability, normalnost a nahodnost dat, neexistenci odlehlych bodi. VSechny
predpoklady pro spravnost linedrniho modelu Y, =C+E, byly ovéfeny. Jeho tvar je:

Y, =-0.00294 + E,. Intervalovy odhad pro konstantu C na hranici 95% je
(- 0.09266,0.086779).

4. Zavér

V ptispévku byl predstaven volné Sifitelny matematicky software Dataplot, ktery je silnym
prostfedkem pro inzenyrskd zpracovani dat. Uvedeny software lze s vyhodou vyuzit jako
alternativu také pii vyuku matematiky na stfednich a vysokych Skolach. Velkym kladem
a pfinosem je interaktivni statisticka ucebnice, kterd kromé teoretického ptehledu, velkého
poctu prikladi a interaktivniho propojeni na Dataplot obsahuje také Course Builder, software
pro vytvoreni balickt pro ucitele specializovanych matematickych kurzi.
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VYUZITJ E VOINE DOSTUPNEHO SOFTVERU A ICH
EFEKTIVNOST PRI RIESENI OPTIMALIZACNYCH
ULOH SKOLSKEJ MATEMATIKY.

PaedDr. Lilla Korenova, PhD.
FMFI Univerzita Komenského Bratislava
PaedDr. Zsolt Simonka, PhD.

Katedra matematiky, Ekonomické univerzita v Bratislave

korenova@fmph.uniba.sk
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Abstrakt: V realnom zivote patri rozhodovanie o optimalnom rieSeni problému medzi
najCastejSie sa vyskytujice ulohy. Optimalizaéné ulohy a rieSenie tzv. real-life uloh
pokladdme za vhodné na dosiahnutie vysSich cielov matematického vzdelavania na strednej
Skole. Rozvija sa schopnost’ vyslovovat hypotézy, experimentovat’, argumentovat’, aplikovat’
matematické vedomosti aj v kontexte tiloh realneho zivota.

KPucové dova: IKT, optimalizaéné ulohy, real-life ulohy, stredoSkolské vzdelavanie
matematiky, free matematicky softvér.

Uvod:
V dokumentoch Eurdopskeho parlamentu sa uvadza: ,,Matematicka kompetencia je schopnost’
rozvijat’ a pouzivat matematické myslenie na rieSenie roznych problémov v kazdodennych
situdciach.” Je to velmi vystizna charakteristika toho, ¢o chct stredoskolski ucitelia
matematiky dosiahnut vo vyucovani na vicSine strednych §kol. Naplnenie tohto
vzdelavacieho ciela je ale zlozita otazka a okrem inych zdrojov mozu ucitelia najst’ na fu
odpoved” aj v novom vzdeldvacom programe Ministerstva $kolstva SR. V novom Statnom
vzdeldvacom programe MS SR sa o matematike okrem iného uvadza:
,Zacl by sa mali naucirz:
e tvorit jednoduché hypotézy a skimat ich pravdivost’
e samostatne analyzovat’ texty uloh, riesit’ ich, odhadovat, hodnotit’ a zdévodnovat
vysledky
e pouzivat’ matematiku vo svojom buducom Zivote
e pouzivat’ prostriedky ICT na vyhladdvanie, spracovanie, uloZenie a prezentaciu
informacii, ¢o by malo ul'ah¢it’ niektoré namahavé vypocty alebo postupy a umoznit
tak ststredenie sa na podstatu rieSeného problému*
a d’alej vtom istom dokumente sa uvadza o rozvoji kl'icovych kompetencii v ramci
vyucovania matematiky:
* pouzivat’ matematické myslenie na rieSenie praktickych problémov v kazdodennych
situaciach
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e uplatiovat’ pri rieSeni problémov vhodné metddy zalozené na analyticko-kritickom a
tvorivom mysleni
» efektivne vyuzivat’ dostupné informa¢no-komunika¢né technologie*
Ako tieto ciele dosiahnut’ v redlnom vyucovacom procese stredoskolskej matematiky? Ako
pritom vyuzit fenomén IKT a vol'ne dostupného matematického a didaktického softvéru?

Co u&it? Ako ugit?
Pri tejto otazke sa stredoSkolsky ucitel moze opriet’ o nové poznatky didaktiky matematiky
v kontexte vyuzivania IKT (uvadzame len heslovite):

* procesudlne koncepcie:
= heuristické vyuCovanie (problémové vyuc.)
= skusenostné vyucovanie (projektoveé vyucovanie)
* kognitivistické koncepcie:
= konstruktivistické didaktické pristupy
Vyucovacie metdédy (vhodné pre vyucovanie stredoskolskej matematiky s vyuzitim IKT):
e Heuristické metody
e Vyskumné metody
* Metdda objavovania (konstruktivisticky pristup )
* metoda Interactive Lecture Demostrations
* metoda Peer Instruction
*  Workshopova metoda

Ako nato sIKT? Niekorko uk&zkovych uloh:
V nasledujicej Casti uvadzame niekol’ko prikladov vyuZitia vol'ne dostupného softvéru pri
rieSeni optimalizanych uloh stredoskolskej matematiky.

Uloha 1:
Cesta
Pol'nd cesta medzi Abrahdmovom a Bezinkou sa sklada z dvoch na seba kolmych rovnych
usekov. DIhsi usek meria 12,1 km, krats$i 2,8 km. V mieste, kde poI'nd cesta meni smer, stoji
osamely dom Zastupitel'stvo sa rozhodlo nahradit’ tito polnu cestu asfaltovou. Poslanci
zastupitel'stva vSak stali pred problémom, kade by mala nova cesta viest'.

B

<]

Abrahamove

Bezinka

Odbornici odhadli, ze

* vystavba 1 km cesty vedenej po trase povodnej pol'nej cesty by stala asi 183 000 €,

* vystavba 1 km cesty mimo trasy povodnej pol'nej cesty by stala asi 220 000 €.
Poslankyna Cizikova navrhla ind trasu: nova cesta povedie z Abrahamova najprv po polnej
ceste a od urcitého miesta sa odkloni a povedie rovno do Bezinky.

Starosta ma rozhodnit’, po akej trase sa ma nova cesta stavat’, aby bola ¢o najlacnejsia.

RieSenie pomocou Cabri geometria:

Pomocou softvéru Cabri geometria I Plus mézeme ulohu nielen graficky zndzornit', ale aj
graficky znazornit’ vztah medzi trasou cesty acenou bez znalosti funkénych zavislosti.
Graficky a experimentalne mozu Studenti ndjst’ optimalne rieSenie.

117



#% Cabri I Plus - [cesta.fig *]
Sibory Upravy Nastavenia Konitrukcia Oknd  Pomocnik
7 = D

&) [ ]HO] A x| =] [~

cm

-
Abrahamove S D
%, Cm
3cm
—

W Bezinka

183000
220000

Vysledok: 5.36

RieSenie pomocou MS EXCEL:

Pomocou softvéru MS EXCEL mo6zu Studenti vytvorit’ tabul’ku funkénych hodndt zévislosti
ceny od trasy. Pritom im sta¢i znalost’ Pytagorovej vety! Nacrtnutim grafu na zaklade tabulky
moZu najst’ optimalne rieSenie. Diskusia o ,,kroku* v tabulke buduje u Studentov kompetenciu
vyhodnotenia redlneho problému (napriklad otazka: sakou presnostou vedia cestari
vybudovat’ novu cestu? s presnostou 0,5 km? ... )

A B & D E F G H 1 i K L M N o [ Q R 5 T

1 AX XB CENA
2 o] 12420| 2732343 A 124 km
3 o5 11,933 2716792
4 1|  11,448| 2701496

15| 10964| 2686487

2| 10,81] 2671806

2,5| 10,000| 2657500

3| 9,521] 2643626

35|  9,044] 2630252
10 4| 8570 2617465
11 45| 8,099 2605364]
12 5 7,632| 2594077 cena starej cesty 183000
13 5,5 7,169| 2583763 cena novej cesty 220000
14 6| 6712| 2574625 :!
15 65|  6.261] 2566918 ! > B
16 7| s.818| 2560077 CENA |XB| —! \: 2’8" + (12’1 — IAXD"
17 75|  s5385| 2557236
18 8| 4,965| 2556273 gL
19 85 4561 2558854 2800000 4 CENA = |AX|.183000 + |BX|.220000 €
20 9|  4,177| 2566010 e /
21 95|  3,821] 2579119 ~ f
55 10|  3,500| 2600000 2700000
23 105  3,225| 2630979 2650000 \ 7(
24 11| 3,008[ 2674831 \ /
25 11,5|  2,864| 2734484 S W
26 12| 2,802| 2812393 2550000
27 12,1]  2,800[ 2830300 2500000
28 0 2 4 3 g 10 12 14
29
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RieSenie pomocou Graphmatica:

Pomocou free kreslica grafov — softvéru Graphmatica Studenti najprv analyzuju redlnu tlohu
a pomocou znalosti z matematiky vytvoria funkény predpis pre vztah cesta a jej cena. Potom
na zaklade grafu funkcie a jej definicného oboru od¢itajii optimalne rieSenie.

=T

%l Graphmatica - cesta.gr
File Edit View Options Tools Calculus Help

DSEHE®R v i ¥YY¥Y¥Xx aasmd ~L 0k~ B

Point Tables (=]
Equation(s):
y=x*183000+(sqrt(x"2+{12 1-x)"2))*220000
{01215 (1)

y=x*183000+(sqri(x" 2+({12 1-x)*2))*220000
{x:0,0319,1211}(2)

4x10”~

&

X
0/2,6620¢10
1,0/2,6349x10...
20/2,6311%10
3,0/2,6570x10
4,0/2,7194x10...
5,02,8256x10...
5.0(2.9304x10
7,0/3,1864x10...
8.0(3,4417x10...
9.0(3,7412x10
10,0/4,0780x10...
11,0/4,4451x10...
12,0/4,6361%10

¥

y2

2,6349..
26311
26570
2,7194..
2,8255...
2,0804
3,1864..
3,4417...
37412
4,0780...
44451
4,8361

Uloha 2:

Lekari chcu drahSe cigarety
Britsky lekarsky casopis "The Lancet" varuje pred celosvetovou epidémiou rakoviny plic a
pozaduje drasticky ndrast ceny cigariet. Rakovina pltic sa stala jednou z najrozsirenejSich
druhov rakoviny, zdoraziuje najstarsi lekarsky casopis. Podla svetovej banky narast ceny
tabaku o 10% znizi dopyt o 8%.

RieSenie pomocou MS EXCEL:

A B

5 cena

Vo

dopyt

8

15,00

500,00

16,50

460,00

18,15

423,20

19,97

389,34

21,96

358,20

24,16

329,54

26,57

303,18

3
0N o u s e N(e|e

29,23

278,92

32,15

256,61

H
9
]

35,37

236,08

H
&

=
o

38,91

217,19

H
i

=
[

42,80

199,82

H
o

=
~N

47,08

183,83

0,36767

]

E ' G H 1 1 K L M N o P o}

a. "Po 12 zdraZeniach o 10% je pokles dopytu 12 - 8% = 96%
zostava dopyt 4%.“ Je toto tvrdenie pravdivé?

600,00

500,00

400,00

300,00

200,00

s

'\k.\.\k-

i ]

—e—cena

—— dopyt

100,00

0 2 4 6 8 10 12 14

N(12) = Np - 0,9272 = 0,368 - Ny
Dopyt nebude 4%, ale priblizne 36,8 % pdvodného dopytu.
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A B C D E F G ] ] K ks M N 0 P Q R 5 1]
1] x P N_|cenav%|dopyt vis| 1,17 | 0,927x
e -
2 o| 150 1000 o000%| 000%| 000000 00000 a.Naplste predpls pre dOth Po tabaku,
. ,

3 1| 165 o920 1000%| 800%| 021000 00800 ak Sa cena ZdVlhla X krat PO Sebe 010%.

2| 182] 846| 2100%| 1536%| o0,2100] 0,1536

3| 200] 77e| 33a0%| 22,13%| o03310] 02213

4] 220[ 71| a641%| 2836%| 04641 0,2836 [ _|

5| 242] 659 6L05%| 3400%| o06105] 03400

6| 265| 608| 7718%| 39.36%| 07718| 03836 Po (cena) 5|zvyZenie ceny| 10
g 7| 292| 558 ossTn| as22%| o9487| 04822 No (dopyt) 500 |zniZenie dopy] 8
10 8| 322] 513| 11436%| a4ssen| 1.1438] 04868
11 o| 354] 472] 13570%] s2,78%| 13579 05278 Pociato&na cena nech je Py, podiatoény dopyt Np.
12] 0] 389] 434] 159,37%| 56,56%| 1.5937| 0.5656
13 11| 428 4o00] 185,31%| 60,04%| 18531 o0,6004 P(x) = Pg - 1.1%; N(x) = Np - 0,92%,
14 12] 47,1 368 213.,84%| 63,23%| 2,1384| 0,6323 x je poéet postupnych zvySeni ceny tabaku o 10%.
15 13| 518[ 338] 245,23%] esi17%| 24523 o0,6617
16 14] 570] 311] 279.75%| 688E%| 2.7975] 0.6888 1200,0
17 15| e2,7] 286| siz7am| 71,37%| sa7v2| 07137
18 16| 88| 263| 3so50%| 7366%| 3.5950) 07366 1000,0
10 7] 58| 243| aps45%| 75,77%| 4.0545] 07577
20 18] 34| 203| 45599%| 77.71%| 45599 07771 800,0
21 19| 91,7] 205] 511,59%| 79,49%| 51158 o0,7949
22 20[ 1003| 189| s7a,75%| B113%| 57275 o813 500,0 ——F
23 21| 1110] 174 e40,00%| ®264%| 6.4002] 08264 e
28] 23] 1221] 160] 714,03%| 84,03%| 7.1403] 0,8403 400,0
25 23| 1343 147 795,43%| 8531%| 79543 o0,8531
26 24| 147,7| 135| 88497%| 86,48%| 8,8497| 0,8648 200,0
27 5] 1625] 124| os347%| e75e%| 98347] 08756
28] 26] 1788| 114|1091,82%| 8856%| 10.9182[ 0,8856 0,0
29 27| 196,6| 105/1211,00%| 89.47%| 12,1100 0,8947 0 5 10 15 20 25 20 35 40
30 28] 2163]  o7|1342,10%| o032%| 13.4210( 09032
31 20| 2378  s9[14ms,31%| o100%| 148631 09100

Uloha 3:

Maximalny zsk
Spolocnost’ vyraba dva produkty A a B na dvoch strojoch 1. a II. Spolo¢nost’ zarobi 3 € na
kazdom vyrobku A a 4 € na kazdom vyrobku B. Vyroba vyrobku A trva na stroji I. 6 minut a
potom este na stroji II. 5 mintt. Vyroba vyrobku B trva na stroji I. 9 mintt a potom eSte na
stroji II. 4 minat. Pocas jednej zmeny moze stroj I. pracovat’ maximalne 5 hodin a stroj II.
Maximalne 3 hodiny. Kol'’ko vyrobkov ktorého druhu treba vyrobit’, aby zisk bol maximalny?

RieSenie pomocou CAS O :

Studenti mozu vyuzit' graficky kalkulator (ktory je free na internete, vid. literatira). Po
analyze ulohy nasleduje grafické riesenie.

6x + 9y = 300

5x + 4y =180

z=3x+4y
max z = 2?77

[ Edit Action Interactive

Fe it [Eafdrl [

- Edit Soor Analysis # IZII

Eat] -
]
BEEC]
AN ]
& +5 L AR
= x+9 2360
Sar+d a1 BEH
Sextd-pz120

Solve G 2+ L300, 3
{yé —[ & xg—SlaEi) }

solve S x+ds el B0, 3
{yé—(ﬁ-x“—lﬂlﬁ)}

Alg Standard Feal Fad g

Fad Feal
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INTERACTIVE GEOMETRY FOR TEACHING
MATHEMATICS

Ulrich Kortenkamp
Padagogischen Hochschule Karlsruhe, Némecko

kortenkamp@ph-karlsruhe.de

Abstract

Starting in the 1990's, interactive geometry software has become more and more one of the
fundamental pieces of technology that can enhance mathematics teaching. In my talk I would
like to point out how this changes the way students interact with mathematics and how it
influences their learning processes. I will also show how teachers and researchers can find
access to the necessary tools, for example using the Intergeo platform. Finally, I will give a
personal view on future developments of such tools, in particular blended experimentation
that will enable students to connect real-life experiences with simulated and theoretical
approaches.
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PYTHAGOROVA VETA V PROJEKTU INTERGEO

Pavel L eischner,
JU v Ceskych Budgjovicich, Pedagogické fakulta

leischne@pf.jcu.cz

Abstrakt. Clanek poskytuje informaci o téch dynamickych pomiickach pro podporu vyuky
Pythagorovy véty, které jsou dostupné v ceském jazyce na portalu 12G.

Kli¢ova dova. Cabri geometrie, Pythagorova véta.

1. Uvod

Projekt Intergeo, financovany z programu eContentPlus, si klade za cil sjednotit usili o
modernizaci vyuky geometrie z riznych evropskych zemi vytvorenim webové platformy pro
sdileni vyukovych materiali vytvofenych prostiednictvim programii dynamické geometrie.
Portal 12G, vybudovany v ramci projektu Intergeo, ma za cil zajistit, aby byly materialy
vytvofené riznymi autory v riznych zemich a pomoci riznych néstroji dynamické geometrie
vice dostupné, klasifikované a snadno pouzitelné nezavisle na software a jazykovém
prostfedi uzivatele. Muze jej vyuzivat prakticky kdokoliv, ma vsak slouzit predevSim
ucitelim matematiky a studentim. S moznostmi vyuziti portalu I12G se miize ¢tenar seznamit
ptimo na jeho strankach [2], podrobny navod v ¢eském jazyce poskytuje naptiklad [1].

Na 29. konferenci o geometrii a grafice (Doubice 2009) si Roman Hasek vybral kli¢ové slovo
Pythagorova véta k nazorné demonstraci, jak uzivat portal 12G. Pfi zadani kli¢ového slova
mu byl krom¢ fady zahrani¢nich materiald nabidnut pouze jediny ¢esky soubor. Byl to Diikaz
Pythagorovy vety, ktery vytvoril Jiti Vanicek a ktery se rovnéz nachazi v jeho monografii [3].
To mne motivovalo k prizkumu zminéného portalu k podrobnéj$imu prizkumu a ptidani
tfinacti interaktivnich souborti na téma Pythagorova veéta k dosavadnim dvéma. O vSech
téchto souborech, jez se na dané téma v CeStiné vyskytuji, je poddna strucnd informace
v tomto prispévku.

2. Vyhledavani soubori na portalu i2geo

K otevieni portalu doporucujeme pouzit adresu http://i2geo.net/xwiki/bin/view/Main/ . Pokud
chcete jen vyhledévat soubory a pracovat s nimi, neni nutné se ptihlasovat. Uvodni strana ma
v horni ¢asti uprostied nadpis Spole¢né interaktivni geometrie pro Evropu a pod nim
v pravé horni ¢asti obrazovky zadavame hledand hesla do okna v Cerveném poli. Po zadani
hesla se objevi sloupec nabidek. V jeho prvnim fadku je nabizeno vyhledani Vami zadanych
slov jako textu, v dalSich jsou pak moznosti vybéru ze standartnich nabidek které¢ pozname
podle znacky modrého kruhu s vepsanym bilym ,, T*. Nutno upozornit, Ze program jesté nema
definitivni formu, a tak je nékdy pracné najit, co pozadujete. Kdyz nenaleznete pozadovany
soubor volbou standartni nabidky ,,Pythagorova véta®, zkuste zadat ,,Pythagorova véta® jako
text. Pokud ani vtomto piipadé pii hleddni mych souborid neuspéjete, zadejte slovo
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,Leischner jako text. V poslednich dvou pfipadech se vam otevie nabidka nékolika set
soubort (po 25 nazvech na strance), mezi kterymi musite trpélivé hledat.

Py THAGOROYW A WETA 00_PY ZAKLADM DUKAZ

D Favorite | [ share | [E:J Flag | G%’JPrint

PYTHAGOROVA VETA 00_PV ZAKLADNi DUKAZ

Cortributed By: Pavel Leischrer, JCU, cz
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Obr. 1

Pozadovany soubor otevieme kliknutim na jeho nazev. Na obr. 1 vidime piiklad nabidky,
ktera se po kliknuti zobrazi. PopiSeme zde funkci jen dvou tlaitek (funkci ostatnich zjisti
uzivatel vyzkouSenim). Nabidku v dolnim okné (pod fotografii autora) ménime volbou
nadpisti nad nim. Kliknutim na policko Information (vpravo vpravo od Content) se zobrazi
okno popisem pomiicky a struénym navodem k pouziti. Text je mozno zkopirovat do
schranky a z ni ulozit napt. do wordu. kliknutim. Chceme-li soubor otevtit v Cabri, vratime se

na Content a klikneme Download nebo na
modry nazev souboru. Pak jiz mlizeme se
souborem pracovat nebo si jej ulozit pro
osobni potfebu do svych dokumentt.

3. Soubory stématikou Pythagorova véta.

V dob¢ psani tohoto ¢lanku jsem z ¢eskych
souborl k tématu Pythagorova véta od jinych
autord  nalezl jen jiz zminény Vanickiv
Diitkaz Pythagorovy vety (obr. 2). Pohybem
vrcholu C ménime tvar pravouhlého
trojuhelnika, pfitom se odpovidajicim
zptisobem méni tvar dild ctvercd v pravé
Casti  obrazku. Ctverce  predstavuji
skladacku, pomoci niz se véta dokazuje na
zakladni Skole.
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Dalsi ¢eské soubory, které lze na portalu nalézt, vznikly inovaci nékterych soubort, které
jsem vytvoftil v letech 2001-2002 - viz téz [2]. Uvedu jen jejich struény ptehled.

Pythagorova véta 00_PV ZAKLADNI DUKAZ (obr. 3) je viceutelova pomiicka na principu
vyse zminéné skladacky. Pokud ji pouzivame jako pracovni list, mackame tlacitka vlevo dole
v potadi, jak jsou ocislovany. Pod nadpisem se zobrazuji jednotlivé tikoly. Pied zobrazenim
textu dal$iho tikolu je nutno predchozi text skryt prislusnym tlacitkem.

PYTHAGOROVA VETA

2. Kliknutim na tlacitko P zobrazte pismena a prirad’te tiseckam BL, KL, AK
spravie délly. (Pouzijte co nejmeéne riziych znaki.) Pak prepnéte na dalii ukol.

C I | B b F

(]

a

a L
b

D b K a E

[1[2]3]a]5]6 |7 |

Obr. 3
PYTHAGOROVA VETA diikaz 1 je modifikace pfedchoziho souboru.

Pythagorova véta 02 PV PERIGAL 1. Pomiicka ptedstavuje znadmy Perigaliv dikaz
Pythagorovy véty, pokyny zobrazite pomoci tlacitek 1 a 2 (v daném poradi). Obrazek je téz
mozno zkopirovat pres schranku do Wordu, pak upravit velikost, vytisknout a rozstfthanim
vyrobit skladacku.

Pythagorova véta 03 PV POSUNUTI 1. Diikaz Pythagorovy véty ve formé skladacky,
pokyny zobrazite pomoci tlacitka 1. Tlacitko 2 pouze skryvd oznaceni nékterych dalSich
vrchold. Obrazek je téz mozno zkopirovat pies schranku do Wordu, pak upravit velikost,
vytisknout a rozstfithanim vyrobit skladacku.

04_PV POSUNUTI 2. Diikaz Pythagorovy véty a sou¢asné i Eukleidovy véty o odvésné ve
forme skladacky.
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Pythagorova véta 05 PV PERIGAL 2. Perigalova obména jeho pivodniho dikazu, ktery
jsme poznali v souboru 02 PV PERIGAL 1. Pohybem bodu C mtizeme ménit pomér velikosti
stran ¢tvercli. Doporucujeme zaktim ukézat, ze uloha prevedeni dvou ctvercli na jediny je
vlastn¢ dikaz Pythagorovy véty.

Pythagorova véta 06_PV NEVESTINO KRESLO 1. Dalsi z ditkazi Pythagorovy véty, ktery
byl zndm v 9. stoleti v Indii. Indové jej nazyvali ,nevéstino kieslo.” Dva ¢tverce mame
rozdélit dvéma primkami a ze vzniklych ¢asti sestavit ¢tverec stejného obsahu, jako ma
sjednoceni ptvodnich dvou. Re$eni zobrazime mackanim tladitek v daném potadi. Po
zmacknuti tlacitka 3 pfemistime vybarvené trojuhelniky nahoru uchopenim za vrcholy A, B.
Doporucujeme zaklim ukazat, ze loha prevedeni dvou ¢tvercli na jediny je vlastn¢ dikaz
Pythagorovy véty.

Pythagorova véta 07_ PV NEVESTINO KRESLO 2 a 08 PV CTVERCE jsou podobné
skladacky jako ptredchozi.

Pythagorova véta 09 PV DLAZDICE. Ngkteré
dikazy Pythagorovy véty jsou skryty ve Ctvercovych
dlazdicich. Pomticka nabizi aktivity, jak je hledat.

Pythagorova véta 10 PV ZOBECNENI 1 (obr. 4).
Demonstrace 31. véty z VI. Knihy Euklidovych
zaklad:  Jestlize nad  stranami  pravouhlého
trojuhelnika sestrojime navzajem podobné a stejnym
zpisobem umisténé rovinné utvary, pak je obsah
utvaru nad pieponou roven souctu obsahli nad
odvésnami. Tato véta jednim z fady zobecnéni véty
Pythagorovy. Néavod na préaci s pomickou zobrazite
pomoci tla¢itka v pravé dolni Casti obrazku. Dtikaz
véty demonstrujeme v nasledujicim souboru 11 PV
ZOBECNENI 2.

Obr. 4
Literatura:
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[3] Vanicek, J.: Pocitacové kognitivni technologie ve wyuce geometrie, UK v Praze -
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Abstrakt: Clanek seznamuje s vyzkumem pii vyuce tematického celku OSova soumérnost.
U vybranych skupin zakii probihala vyuka bez klasickych rysovacich potieb, pouze s pomoci
pocitacové aplikace dynamické geometrie Cabri. Zamérem bylo pomoci standardnich
provétovacich testli véetné rysovani porovnat Uspésnost zaki vyu¢ovanych pouze s pocitacem
se zaky vzdélavanymi tradicnim zpilisobem. Zptlisob vyuky, interaktivni pocitacové ulohy,
vyzkumna metoda i zavéry vyzkumu budou prezentovany a komentovany na konferenci.

Otazky uspésnosti vyuky geometrie pomoci poéitace

Je zcela legitimni ptat se, zda nové metody vyuky pfindsi lepsi vysledky nez klasické, na
Skolach zabéhnuté. Je vSak soucasné velice obtizné na tuto otdzku zodpovédét. V pripade
pouziti pocitacli ve vyuce by stacilo argumentovat, ze dostatecné diivody pro jejich nasazeni
jsou dany spoleCenskymi potiebami apozadavky trhu prace. Tyto argumenty vSak
neodpovidaji na otazku, zda Ize od nasazeni technologii opravdu ocekévat zkvalitnéni vyuky,
¢i zda se stanou sice nedilnou, ale pouze atraktivni soucasti vzdélavaciho prostfedi bez
vyznamného vlivu na rozvijeni kompetenci a mentalnich schopnosti jedince ve vztahu k dané
vzdélavaci oblasti.

Z pohledu tradi¢niho lze vyuku s pocitaem chapat jako uréitou odchylku od ,,normalu.
Parafrazujeme-li Piageta, Ize oc¢ekavat tfi druhy ucitelovych reakci na tuto odchylku:
ignorovani odchylky;
zahrnuti odchylky do stavajiciho systému dil¢imi zménami;
komplexni zména, odchylka je piekonana a ztraci sviij rusivy vliv [Laborde, 1998].

Ve svété¢ najdeme mnozstvi vyzkumt, zabyvajicich se dopadem vyuky s pocitacem na
kvalitativni zmény a piinos pro rozvoj jedince (shrnuti najdeme napt. v [Heid, 1997] nebo
[Blume, 2008]), ovsem velice malo srovnani, jak je tato vyuka spésnd. Divodem pro ostych
pred zkoumanim uspésnosti vyuky pomoci pocitace miize byt fakt, ze tato komplexni zména
zahrnuje nové paradigma pfistupu k vyuce. Podle Kuhnovy teorie jsou totiz jednotliva
paradigmata navzajem nesouméfitelna, protoze podavaji tak rozdilny pohled na svét, Ze neni
mozné hodnotit jedno na zdkladé¢ druhého [Kuhn, 1992]. Jinak feceno, vyuka geometrie

vvvvv

dynamika geometrickych figur, zména role ucitele [Vanicek, 2009]) zcela méni ptistup k
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vyuce matematiky a je velice tézké najit soumétitelné hodnoceni, které by bylo vyvazené pro
puvodni i novy ptistup.

Cile a povaha vyzkumu

I pfes argumenty vznesené v piedchozim odstavci jsme se pokusili porovnat vysledky vyuky
s pocitatem podle kritérii danych paradigmatem klasické vyuky, tak jak by asi uvazoval
bézny uclitel, rozhodujici se pro zménu ve své praci. Rozhodli jsme se vyhodnotit vyuku
s pocitatem podle kritérii, kterd plati pro tradicni vyuku geometrie s tuzkou, papirem a
rysovacimi potfebami.

Ve tfech experimentalnich tfidach ve dvou primach viceletych gymnaziich a jedné Sesté tiidé
zékladni Skoly jsme pfipravili a realizovali vyuku tematického celku Shodnost a osova
soumernost s podporou poéitadového software Cabri. Zakim experimentalni téidy nebylo
umoznéno pouzivat k rysovani tuzku a papir, mohli rysovat pouze v pocitaci. Po kratkém
kurzu ovladani programu Cabri se uskutecnila vyuka ve stejném rozsahu, jako je tomu
v béznych tfidach. V zavéru tématického celku byla formou dvou pisemnych testdl porovnana
uroven nabytych znalosti se tfemi kontrolnimi tfidami, vzdélavanymi bez podpory pocitace.
Rysovaci provérka méla provéfit konstrukéni dovednosti s rysovacimi pottebami. Druhy test
byl spise védomostni, grafické schopnosti zaci projevovali pouze ¢rtanim.

Zajimalo nas predevsim, zda nové pojatd vyuka skutecné¢ bude (jak by se dalo asi
predpokladat) mit za nasledek zhorSeni vysledkli v tradi¢nich Skolnich testech. Dale jaky
dopad na schopnost vytvareni pojml a vlastni graficky projev bude pro zaky mit absence
ru¢niho rysovani.

Prabéh vyuky a testovani

Realiza¢ni tym pfipravil kurikulum ptipravného kurzu ovladani programu Cabri a také
tematického celku Osové soumérnosti. Pfed zahajenim vlastni vyuky tématu Osova
soumérnost zaci experimentalni skupiny absolvovali kurz ovladani aplikace Cabri II Plus
v rozsahu 4 vyucovacich hodin. Vyuka probihala v pocitacové ucebné s projekcei, kdy kazdy
zak nebo dvojice zakti méla svij pocitac. Cilem téchto lekci bylo seznameni s prostiedim
softwaru, vytvareni jednoduchych konstrukci, popis zdkladnich geometrickych obrazcii a
motivace k praci se softwarem. Zaci se nauéili konstruovat a manipulovat s trojithelnikem,
riznymi druhy pfimek, ¢tvercem, obdélnikem a vyzkouseli si pohybovat i s dalSimi objekty.

Vyuka tématického celku Osova soumérnost

Celd vyuka tohoto tématu probihala bez pouziti papiru, tuzky a rysovacich pomicek,
k rysovani zaci pouzivali pouze pocitac. Kurz pro experimentalni (testovaci) tfidu trval stejné
dlouho jako pfti klasické vyuce, tj. 9 hodin. Ne vSechny ptiklady byly pfedem ptipravené,
nékteré zaci rysovali celé sami na cistou ndkresnu. Neékteré pripravené piiklady zéci
dodélavali, s jinymi jen zkouSeli manipulovat. Vysledné ptiklady ¢i nckteré postupy byly
zobrazovany na projekcni platno tak, aby je kazdy mohl porovnat se svym vysledkem.

V tivodni kapitole se zaci seznamili se shodnym a neshodnym zobrazenim za pomoci

manipulace s interaktivnimi objekty. Byly zatazeny ptiklady shodného zobrazeni (Ctverec,
trojuhelnik), ale i neshodného zobrazeni. Zaci ovétrovali shodnost utvard. Diky rychlému
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rysovani v pocitaci bylo mozno vyuzit usetfeného ¢asu v experimentalni skupiné k objevovani
misto vykladu, k procvicovani vice uloh stejného typu. Pokracovalo se sezndmenim s osovou
soumérnosti: ukadzky vzoru a obrazu rtiznych utvart (trojuhelnik, pismeno L) nebo obrazy
podle riznych os, sestrojovani osové soumérnosti na jednodussich objektech jako je piimka,
Ctyfuhelnik. Zde zaci experimentdlni skupiny vyuzili moznosti software k objevovani
algoritmu konstrukce obrazu v osové soumérnosti, tedy bez pouziti nastroje Osova
soumérnost. V dalSich hodindch zaci zkoumali vlastnosti osové soumérnosti, zjistili, co jsou
to samodruzné body, hledali osy soumérnosti a zkoumali objekty osové soumérné.
Vyzkouseli nékolik piikladii aplikacnich tloh a téma zakoncili jednu hodinou vénovanou
projektiim s osovou soumérnosti.

Ovéieni znalosti

Po realizované vyuce nasledovalo vypracovani testli - provérek pro porovnani vysledkil
v zékladni a kontrolni skupiné. Prvni byla klasickd samostatnd prace, rysovani s tuzkou a
rysovacimi potifebami; druha, ve formé védomostniho testu, obsahovala ulohy sméiujici
k psanym odpovédim, k nacrtklim, k dokresleni ¢astecné zobrazeného feseni. Ve druhém testu
7aci nepotiebovali rysovat. Zadna ¢ast provéfovani znalosti a dovednosti nebyla realizovana
s pomoci pocitace. Jako srovndvaci prace byly pouzity posledni ctvrtletni prace, které
poslouzily k porovnani vstupni urovné experimentalnich a kontrolnich skupin.

Typy uloh, které se objevovaly v testech, byly vybrany z kontrolnich praci jiz pouzivanych
v praxi. Kazdy test obsahoval po jedné otdzce o dvou variantdch rtizné obtiznosti; tento
ptiklad slouzil k rozliseni miry sebevédomi zakti obou skupin pfi feSeni takového typu ulohy.

Vyhodnoceni testu a vysledky

Statisticky test vyznamnosti

V kvantitativn¢ orientovaném vyzkumu jsme ovétovali, zda mezi vysledky z pisemnych praci
obou skupin jsou statisticky vyznamné rozdily. Pro ovéteni vysledki jsme pouzili Studentiv
t-test, ktery patii k nejpouzivanéj$im statistickym testim vyznamnosti pro metricka data
ziskana méfenim ve dvou riznych skupinach objektt. Statistickou hypotézu jsme neovérovali
ptimo, ale proti tzv. nulové hypotéze, kterd prostiednictvim statistickych termini tvrdi, ze
mezi proménnymi neni vztah.

Ve vyzkumu byla tedy ovéfovana statisticka hypotéza, ze mez prumernym poctem bodii
dosazenym ve skupiné experimentalni a primernym poctem bodii dosaZenym ve skupine
kontrolni je statisticky vyznamny rozdil. Tato hypotéza byla testovana proti nulové hypotéze,
ktera tvrdi, Ze mezi dosaZenymi prizmery v obou skupinéach neni statisticky vyznamny rozdil.

Nulovou hypotézu jsme testovali pomoci kritéria t vypocitaného ze vztahu
X=X | * n,
S n, +n,

tO

kde Z je prumér experimentalni skupiny, X_zprﬁmér kontrolni skupiny, ni, Ny cetnosti obou
testovacich skupin a S je smérodatnéa odchylka.
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Smérodatna odchylka s se vypo&etla z tzv. nestranného odhadu rozptylu §* podle vzorce
O PO
2a.Xli'Xl aij'Xz

§?=—"
n +n,-

kde X; a X,; jsou naméfené hodnoty v obou testovacich skupinach.

Vypocitand hodnota t byla srovnana s kritickou hodnotou testového kritéria pro zvolenou
hladinu vyznamnosti o = 0,05 a pocet stupnii volnosti uréeny podle vztahu f = n; + np — 2.

Statistické vypoéty vSechny t¥i porovnavané prace

Vypocitanou hodnotu t jsme porovnali s kritickou hodnotou Studentova t pro zvolenou
hladinu vyznamnosti « = 0,05 a pocet stuptit volnosti f . Z tabulky Kritické hodnoty testového
kritéria t jsme vycetli nejblizsi tabelovanou hodnotu. Pokud byla vypoc¢itana hodnota mensi
nez hodnota kritickd, ptijali jsme hypotézu nulovou. V opacném piipad¢ byla piijata hypotéza

alternativni.

Tab. ¢.1
Srovnavaci prace z M Skola ¢.1 Skola &.2 Skola &.3 Souhrr’m§
testovani
Kritérium t 0,985 0,398 0,086 0,689
Pocet stupriti volnosti 34 55 51 144
Nejblizsi tabelovana 2,030 2,004 2,009 1,977
hodnota
Hypotéza nulova nulova nulova nulova
Zhorseni exper. skupiny ne ne ne ne
Tab. ¢.2
HROT ) S rysovacimi Skola ¢.1 Skola &.2 Skola &.3 SOUhH,m?
pottebami testovanit
Kritérium t 0,165 3,690 3,466 3,617
Pocet stuptiti volnosti f 37 56 52 149
Nejblizsi tabelovana 2,030 2,004 2,009 1,977
hodnota
Hypotéza nulova alternativni alternativni alternativni
Zhorseni exper. skupiny ne ano ano ano
Tab. ¢.3
R be% SEOESN Skola ¢.1 Skola &.2 Skola &.3 SOUhH,m?
potieb testovani
Kritérium t 0,479 1,756 3,028 3,111
Pocet stuptiti volnosti f 37 57 52 150
Nejblizsi tabelovana 2,030 2,004 2,009 1,977
hodnota
Hypotéza nulova nulova alternativni alternativni
Zhorseni exper. skupiny ne ne ano ano
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Z vysledkt T-testu tedy vyplynulo, Ze pfi vyuce pomoci pocitace bez pouzivani rysovacich
potieb doslo v provérce s rysovanim u dvou tfid ke zhorSeni, u jedné nikoliv; u védomostniho
testu bez rysovani doslo u jedné tfidy ke zhorSeni, u dvou nikoliv.

Ovéreni shodnosti rozptyli statistickych soubora

Predpokladem pro pouziti Studentova t-testu je shodnost rozptyli statistickych soubord.
Rovnost rozptyll jsme zjistili provedenim Fisherova-Snedecorova F-testu. V tomto testu
vyznamnosti se rozptyly posuzuji pomoci testového kritéria F

o —\2

a(Xn'Xl *nz'l

0 —\R _

a (ij - Xz) -1

kde s’ je rozptyl vexperimentdlni skupiné, S, rozptyl v kontrolni skuping, X, jsou

2
F:iz:
S

jednotlivé hodnoty v experimentalni skupin€, X,; jednotlivé hodnoty v kontrolni skuping, Z,

Z jsou aritmetické priméry hodnot v obou skupinach a n,, n, jsou ¢etnosti v obou skupinach.
Vypocitand hodnota F se srovnavala s kritickou hodnotou kritéria pro zvolenou hladinu
vyznamnosti oo = 0,05 a pocet stupiii volnosti urcenych podle vztahu pro kazdou skupinu
f,=n-1laf,=n,-1.

Béhem ovéteni shodnosti rozptylt statistickych soubort byla ovérovana statisticka hypotéza,
ze rozptyly vydedkii ve skupinéach jsou rozdilné. Tato hypotéza byla testovana proti nulové
hypotéze, ktera tvrdi, ze rozptyl vydedkii ve skupine experimentéini a rozptyl vydedki ve
skupiné kontrolni je stejne veliky.

Vypoctené hodnoty ve vSech testovacich skolach u srovnavaci pisemné prace, prace bez
rysovacich pomticek a s rysovacimi pottebami byly mensi nez hodnota kriticka, a proto jsme
mohli pfijmout nulovou hypotézu. Mezi rozptyly v obou skupinach tedy nejsou statisticky
vyznamné rozdily, a pouziti Studentova t-testu bylo opravnéné.

Analyza vysledku

A4
A4

A4

Pokles sebedivéry u zak experimentdlni skupiny lze zddvodnit ,strachem znezndma®.
Protoze si klasické rysovani pfi hodindch nemohli vyzkouSet a dostatecné posilit své
konstruk¢ni dovednosti, nechtéli tak v testu zbyte¢né riskovat.

Analyza provérky provéiujici konstrukéni schopnosti a dovednosti

Odhlédneme-li od kvality vlastniho rysovani, které nebylo zamérem zkouméani, pak Ize
konstatovat, Ze sestrojit obraz dané¢ho utvaru v osové soumernosti zvladnou zaci vyucovani
pouze s PC bez vétsich potizi. Ztratu bodd zplsobila pouze nedlslednost zakti zvyraznit
siln¢jsi Carou cely obraz objektu. Je tfeba jim to v zadani ulohy ptipomenout.
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V uloze, kde méli najit polohu osy soumérnosti a tuto narysovat, byl-li zadan vzor a obraz, uz
se ukdzaly vyrazné odliSnosti mezi experimentdlnimi a kontrolnimi tfidami. Asi nejvétsi
rozdil byl zaznamenan v ptikladu dvou riznobéznych ptimek (vzor a jeji obraz). Primérna
uspésnost zakl experimentdlnich t¥id pii feSeni této ulohy byla 12 % ve srovnani
s kontrolnimi skupinami, jejichz primérna Gspésnost ¢inila 36 %. Cést zakl sledované
skupiny napsala, ze osa soumérnosti danych pifimek neexistuje. U jinych se projevila
neschopnost osy thli narysovat. Tak ji aspon nacrtli. Provérka vSak byla rysovaci, takze za
nacrtek nemohli ziskat body. Do budoucna bude tfeba zatadit do metodickych uloh vyuky
pocitacem vice takovych, kde se pracuje jen s dvojici pfimek v rizné poloze.

Dalsi z prikladd rysovaci provérky obsahoval v zadani symbolicky zapis: K(S;

A), se

kterym testovani zaci prevazné neméli zadné problémy. Tuto kruznici méli sestrojit (zadany
body S, A, A’) a dale kruznici s ni osové soumérnou podle stejné osy soumérnosti jako je osa
bodi A, A’. Na jedné ztestovanych Skol se znovu projevil vétsi rozdil mezi tfidou
experimentalni a kontrolni. Zaci vyu¢ovani pomoci poéitade sice pfiblizné najdou polohu osy
soumérnosti, nicméné maji problémy s vlastni konstrukci. Je otazka, jak zodpovédné pii
vyuce s PC zaci provadéli podrobnou konstrukci osy soumérnosti, zda nevyuzivali Castéji
nastroj softwaru Cabri II plus — 0sa Usecky, osa Uhlu. Sestrojit osové soumérnou kruznici
zvladli bez vétsich potizi.

Analyza provérky provéiujici porozuméni tématu alogické mysleni

Jestlize jsme striktné ocekavali v rysovacim testu prokazani konstrukénich dovednosti zéka,
pak druhy test byl zaméfen na predstavivost, premysleni a schopnost nastinit polohu
hledanych objektti. Obsahoval pfedev§im ulohy provétujici pochopeni vztahi mezi osové
soumérnymi utvary. Mél prozkoumat schopnost piedstavit si umisténi objektd spojenych
s danou osovou soumérnosti a dovednost nacrtnout jejich pozici do ptipraveného obrazku.

V prvni uloze méli Zaci za ukol zvolit spravnost tvrzeni o poctu os soumérnosti ¢tverce,
obdélnika a rovnoramenného trojihelnika. Zde byly vysledky obou skupin srovnatelné,
v ptipad¢ spravnych odpovédi na pocet os rovnoramenného trojuhelnika byly o néco malo
zaci experimentalnich skupin lepsi.

Zajimavy vysledek ukazala tloha, kde bylo potieba najit a zakreslit vSechny osy soumérnosti
vlajek zemi Burundi, Grenada a Svycarsko. Zakiim experimentalnich skupin na gymnaziich
pti feSeni tohoto tkolu chybél smysl pro detail. Obvykle zobrazeni vlajky chéapali jen jako
obrys obdélnika (Ctverce) a nebrali vuvahu jeho vnitini vypli. V této tloze byl zjistén
nejvetsi rozdil ispéSnosti mezi obéma sledovanymi skupinami.

V dalsi tloze zamétené na aplikaci osové soumérnosti pii praci se souradnym systémem u
zakladni skupiny zakiim zpravidla necinilo potize spravné zakreslit obraz osové soumérného
bodu v kartézském souradném systému. Zapsat jeho soutadnice uz byl vSak pro fadu z nich
problém, coz muze byt podnétem k ptipraveé takové ulohy v Cabri, kde jsou nuceni pracovat
se soufadnicemi bodi.

V nejtézsi Gloze tohoto testu byl zadan tfipismenny palindrom KRK, ke kterému zaci méli
nacértnout obraz v osové soumérnosti, jejiz osu si mohli dle obtiznosti zvolit (bud’ ve svislém
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sméru, nebo Sikmo vzhledem kumisténi slova). I vtomto ptipadé¢ Iépe dopadli Zaci
kontrolnich skupin. Castou chybou u zakid experimentédlnich skupin se jevila neschopnost
predstavy polohy obrazu celého slova, a to i v ptipadé, kdy zvolili jednodussi variantu polohy
0sy.

Zaveér

Realizovany vyzkum byl proveden na Skolach na pfelomu kvétna a ¢ervna 2009 a predstavuje
prvni pretestaci predpokladaného dalSiho vyzkumu. Nekteré z cilii provedené pretestace mély
zjistit, do jaké miry Ize vplném rozsahu nahradit dosud aplikované metody vyuky
tématického celku Shodnost a Osova soumeérnost interaktivnim uzitim dynamického softwaru
Cabri II Plus a jak je tento proces vyuky piinosny.

Vyzkum své cile splnil. Ptipravil a v praxi ovéfil metodicky material k vyuce zakladniho
ovladani programu Cabri geometric a tématického celku Shodnost a Osova soumernost
s uzitim pocitaCe. Zjistil nedostatky napt. ve formulacich nékterych uloh, poukazal na
nepiimétenost urcitych loh a inspiroval k vytvoteni novych, vhodnych k zafazeni do vyuky
s pocitacem. Poukézal na pottebu dislednéjsi pripravy ucitele vést vyuku v pocitacové ucebné
a na jeho vyssi hlasové zatizeni.

Vysledna analyza evaluacnich testl ptinesla né¢kolik zajimavych zavéri. Vyuka s pocitacem
zpisobila vyrazny pokles sebediivéry vétsiny zak pfi volbé naro¢nosti tlohy. Regitelé
prejimali nékteré modely konstrukci z obrazovky, napt. konstrukce osy soumérnosti dvou
bodli — sestrojovali celé pomocné kruznice, neuvédomovali si, ze jim staci jen kruhové
oblouky. Malo dodrzovali formalni stranku vlastni konstrukce (vytahovani vysledného
objektu silnou carou). Uziti dynamického softwaru v edukacnim procesu nabizi moznosti
experimentalniho objevovani invariant pti hybani objekty. Provétit takové kompetence zakl
zvolené testy vSak nedokazaly.

Poznamka: Vyzkum byl podpofen grantem GACR 406/08/0710.
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Abstrakt: Zavadzanie anajmd vyuZzivanie informacno-komunikacnych technologii vo
vyuCovani matematiky je dnes eSte vzdy aktudlna téma. Konkrétne pouzitie vo vychovno-
vzdeldvacom procese je podmienené pripravou ulitela atechnickym vybavenim skoly.
V nasom prispevku podavame prehlad pocitatovych programov, softvérov a aplikacii, ktoré
mdzu byt vyuzité v rdmcei vyucovacieho procesu.

Krlacéové slova: IKT, vyucba matematiky, pocitaova geometria, poc¢itaCom podporované
vyucovanie.

Uvod

Informacné a komunikacné technologie si uz nasli miesto v kazdodennom zivote. Pocita¢
s pripojenim na Internet uz nie je luxus, ale naSiel si miesto vo vd¢Sine domacnosti. Vac¢sina
$kol uz tieZ ma aspon jednu ucebiiu s pocitacmi pripojenymi do siete Internet. S tym stvisi aj
stale vdcsie mnozstvo vyvijanych programov pre podporu vyucby réznych predmetov,
vratane matematiky.

V nasom prispevku by sme chceli ukazat' niekol’ko programov vyuziteInych v réznych
ro¢nikoch, v r6znych tematickych celkoch a v r6znych fazach vyucovacieho procesu.

Podla (Fulier a Duri§, 2006) napomahaju IKT najmé v tychto ¢innostiach:

1. tvorba a spracovéavanie matematickych (prip. inych) dokumentov;

2. tvorba matematickych prezentacii, pomocou ktorych mozno konkretizovat’, simulovat’
a vizualizovat’ mnohé matematické pojmy a tvrdenia;

3. tvorba matematickych testov;

4. zaznamendvania a vyhodnocovanie vysledkov vyucby, hodnotenie didaktickych
testov, evidencia znamok a klasifikacia;

5. vyhladdvanie a ziskavanie dodatoénych informaénych zdrojov pre vzdeldvanie sa
v matematike (elektronické ucebnice, Studijné materidly, applety ilustrujuce dané
pojmy a teorie);

6. vymienanie informdcii a skusenosti medzi ucitel'skou verejnost'ou.

Ako uvadza Partova (2005), vhodnost’ programu nie je zarukou, ze ucitel’ ho bude vediet

vybrat’ a spravne pouzivat. Zaroven formuluje aj poziadavky na pripravu ucitel’a, ktory vo
vyucCovani bude pouzivat’ IKT:
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1. vyber vhodného softvéru podla uciva pred zaciatkom Skolského roku, minimdlne dva
tyzdne pred zaciatkom tematického celku;

2. optimalna frekvencia zaradenia softvéru do vyucovania;

3. organizacia vyucovania (presun do inej triedy, zapnutie pocitaca, nastavenie programu
apod.)

4. striedanie ¢innosti tak, aby praca s poc¢itaom netrvala viac ako 10 minut (optimum je
5-7 min);

5. priprava uloh pre jednotlivé dvojice, resp. jednotlivych ziakov;

6. dodrzat’ vhodny pomer uloh napisanych do pocitaca, slovne zadanych a manipulaciu
so skutoénymi predmetmi — pre jasné oddelenie virtudlneho sveta od skutocného;

7. zmena foriem hodnotenia.

Moznosti vyuZitia IKT na 1. stupni ZS

Na 1. stupni zakladnej Skoly sa ziaci ucia pracovat’ s ¢islami, vlastnosti a pomenovanie
zakladnych rovinnych ttvarov a priestorovych telies. Rysuju prvé priamky, usecky a kruhy.
Ucia sa pracovat’ s pocitacom, piSu prvé pismenka a kreslia prvé obrazky.

Prave pri kresleni obrazkov mozeme vyuzit’ program Skicar.

Uz v skolke kreslia deti strechu domceka ako trojuholnik, dom, okné, dvere ako Stvorec alebo
obdiznik, kuriatko (alebo iné zvieratkd) pomocou kruhu (obr. 1). Pri kresleni rdznych
obrazkov sa deti naucia, ¢o je trojuholnik, Stvorec, obdiznik, kruh. Vo vysSich roc¢nikoch
moézeme vyuzit' skicar aj pri uvode do celku Obvod a obsah utvaru.

Obr. 1: Ukazka programu Skicar pri vyucovani zakladnych rovinnych utvarov

V programe Detsky kutik 1 si hravou formou spracované Cisla a zédkladné rovinné utvary.
Pomocou Babickinho hlasu si ziaci najprv vypocujui potrebné informacie, a potom za splnené
ulohy dostavaju hviezdicky.

Najprv nas babic¢ka nauci jednotlivé Cislice od 1 do 10, a potom overi, ¢i sme si ich spravne
zapamaitali. Uk4ze nas predmety, a my mame urcit ich pofet — vyberdme z pontknutych
moznosti. Ked’ ulohu vyrieSime spravne, dostaneme hviezdicku, ktord sa ndm zobrazi
namiesto bodky na dolnom okraji okna programu (obr. 2). Bodky znamenaju jednotlivé tlohy
(na kazdu ¢islicu jedna tloha).
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Obr. 2: Ukdzka z programu Detsky kutik 1 — poznas cisla?

Ukéazka pre Stvorec: na obrazku 3 vidime predmety, ktoré su tvaru Stvorca . Potom nédm
babicka da za ulohu vybrat’ vel'ké Stvorce z réznych druhov utvarov a velkosti. Oznacené
utvary za¢nu blikat’ a ked’ ndjdeme vSetky rieSenia, dostaneme od babicky hviezdicku.

Obr. 3: Ukdzka z programu Detsky kutik 1 — utvar Stvorec

Na precvicovanie sCitovanie, odCitovanie, nasobenia a delenia je vhodny applet Pocitame.
Program vygeneruje 10 prikladov na zvolent operaciu do 100, alebo do 1000 podl'a vyberu.

'vher si priklady, ktoré chced pocitat: Vyber si priklady, ktoré chees pocitat’:

Operacia: Operacia: stitovanie ¥

Obtiainost’: T |[» Obtiainost’:

odéitovanie
nasobenie
delenie

Obr. 4: Vyber operdcie a obtiaznosti v applete Pocitame.
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Hréme sa s &islami

10 : 10=
72 : 8= EN
70 : 7 =
28 : 4 =
40 : 4 =
6 : 6=
21 1 7=

rome sa s cislami

6
2

18 :
10 :
15 :
45 :

8

0 W wa O N=

[ Skontroluj ] [ MNowé priklady ]

Obr. 5: Operdacia delenie s obtiaznostou mald nasobilka

Tento applet je vhodny aj pre rodi¢ov, aby nemuseli vymyslat’ v ramci domacej pripravy
a opakovania do Skoly nové a nové priklady. Tlacidlo Nové priklady vzdy vygeneruje dalSich

10 prikladov.

Na precviCovanie tematickych celkov uciva aritmetiky 1. stupnia zékladnej Skoly mozeme
vyuzit' aj sadu programov TS Rozpravkova matematika. Najdeme tu priklady na operacie
s¢itanie — doplnit’ sucet (obr. 6) alebo sc¢itanca (obr. 7), od¢itanie, nasobenie, delenie.

| Vypo£itaj priklad

Doplii chybajace islo |

'l ? + 0 = a4
|

Obr. 6

Obr. 7

Porovnévanie ¢isel (obr. 8), doplnit’ ¢islo mensie a viacsie od daného Cisla (obr. 9), urcit’ ¢islo

na Ciselnej osi (obr. 10) a zaokrahl'ovanie ¢isel (obr. 11).

Porovnaj isla Doplii sprivne Eislo |
- r,{ =T | Napi# &islo, ktoré je pred &islom 7 |
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Zapis Eislo, ktoré je zobrazené na osi

e B A e R S ST A Zaoknihli na desiatky

T

spravoych odpovedi {
mrpﬂwﬂa ndpnmdl

Nechyba ani pocitanie so zatvorkou (obr. 12), a pisomné nasobenie (obr. 13).
Vypocitaj priklad Vypoéitaj priklad

== d

136 +(82:2)= 2

spravnych odpovedi 0
-I . masprisnych adpovadi o

dlhian

sprivoych odpovedi 0
B nesprayaych odpovedi | 0

Obr. 12 ' Obr. 13

Velkou vyhodou tychto programov je, ze davaju ziakom spétnti vizbu okamzite, a ak sme
nepocitali spravne, ponikne nam moznost’ opravit’.

Programy umoZiiuji celkové hodnotenie jednotlivych casti vo formate zobrazenom
na obr. 14. Je to vyhodné pre ulitela (pri domacom pouziti i pre rodica), ze vie sledovat
aktivitu a vysledky Ziaka bez toho, aby stal priamo za jeho chrbtom.

Matematika pre zdkladné Skoly x
Precvitovanie typ prikladov

jednotlivych typov Cizelng rad
prikladov. Porovnavanie Eisel

Celkovo: Poimy pred a za
Od&itani
Scitanie a odEitanie
et Dopliiovanie cisel

Cely program [rozpravka) - zavereéné hodnotenie

Celkovo:
typ prikladov chyby
Ciselng rad neprecvicované 1} =
Porovnavanie Gisel neprecvicované 1} -
- — = hodnotenie [bodow]:
Pojmy pred a za neprecvicované 1} za spréviost
S Eitanie neprecvitované 1] (. 1000):
Odéitanie neprecvicované 1} hons 2a Eas
Séitanie a odE&itanie neprecvicované L]
Doplfiovanie &isel neprecvicované 1]
& Tt Zaviiel:

Obr. 14
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Pri spoznavani priestorovych telies je ve'mi vhodny program Ferdova matematika

Program sluzi najmé pre ziakov 2. ro¢nika zédkladnych $kol, ale mozno ho vyuzit pri praci aj
s nadanej§imi mladSimi Ziakmi, alebo so starSimi Ziakmi v rdmci opakovania. Ich ulohou je
vybrat’ a oznacit’ pozadované teleso na obrazku (obr. 15), kde sa nachddza viac druhov telies
s roznymi vel'kost'ami a polohami. Pri nespravnej vol'be ich program na chybu upozorni.

GEOMETRIA - KUZEL i

Z “_,‘

r ‘a *‘%% N
/“ ‘iﬁ_ﬁ

7 “’:}:\

&
Obr. 15: Ukazka programu Ferdova matemattka pre teleso kuzel

Moznosti vyuZitia IKT na 2. stupni ZS

Studenti na druhom stupni zékladnej §koly uz vedia pracovat’ s po&itatom, nie je pre nich
problém naucit’ sa pracovat’ uz aj s taz$im programom, ako je napr. Cabri geometria, MS
Excel, a mnoho d’alsich.

Program Building houses (umiestneny na http://www.fi.uu.nl/toepassingen/00249/toepassing
_wisweb.en.html) umoziuje ziakom stavat’ kockové telesa na zaklade daného planu, alebo
Sifrového zapisu, pripadne na zaklade fantazie.

Ukézka €. 1

Podl'a daného plédnu postavte stavbu.

i1
1
2]

[
||_\r—\c.ol\>

V programe si ako prvé nastavime, na akom velkom plane chceme stavat’ (potrebujeme Sirku
5, tak si nastavime Cislo 5). Vyberieme funkciu Build, a pomocou mysi pridavame kocky na
stavbe. Ak sa pomylime, pomocou funkcie Break down odoberieme nechcenu kocky zo
stavby. Program umoziuje stavbu otacat’ réznymi smermi, a tym stavat’ aj v ,,neviditel'nom*
priestore.
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Show views

= Build
~ Break down

Fill up D 5 ’

Number of cubes: 17

Obr. 16: Stavba podla planu
Ukézka €. 2
Diktat
Ucitel’ diktuje Sifrovany zapis telesa a ziaci v programe krok po kroku stavaja teleso. UcCitel

(alebo ziaci navzdjom) si potom skontroluje, ¢i je postavené teleso naozaj obrazom
Sifrovaného zapisu).

Pouzité znaky v Sifrovanom zapise:
poloz kocku

chod’ dozadu (od seba)
chod’ dopredu (k sebe)

chod’ dolava

chod’ doprava

| 1+ ¢« —>o@

chod’ hore (o poschodie vyssie)

T+

chod’ dole (o poschodie nizsie)

Zadanie diktatu: 0«0« 0O0=0—> > O0=0<«0<«0O0.

Obr. 17: RieSenie diktatu

Pri tvorbe diktatu ucitel’ nesmie zabudat, ze Studenti nemé6zu pridavat’ kocku ,,pod plan®, ani
mimo planu. Je vhodné Ziakom presne urcit’ poziciu na plane, kde maju zacat’ stavat’.
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Ukazka programu MS Excel vo vyucovani tematického celku Zlomky

Program MS Excel je dostupny na kazdej Skole v Slovenskej republike. M6ze posluzit’ ako
prostriedok na vyrobenie interaktivnych pracovnych listov pre samostatni pracu Ziakov.
Nasledujaci harok (obr.18) je vytvoreny ucitel’kou zakladnej Skoly. Spaja pocitanie so
zlomkami s premenou niektorych jednotiek. Ucitel pracovny list skopiruje do kazdého
pocitaca (alebo pouzije Internet, resp. ini moznost’ zdiel'ania suborov).

Box-dlilaa e [

v o RS U EEWEH A

3
hodiny = mint
| 6
74 _
1068 m= o
2
~ |roka= mesiacov
§ . i ——
100 kg = g

- | T ] W

ULOHA

Vypotitaj uvedené dlohy, vysledok zapis do
2itého pola. Vaetky vysledky spotitaj. Ak si
spravne podital, dostanes ¢islo 200,

Tvoje Cislo je: -

Ak tvoj vysledok nebol spravny, potitaj este
raz pozome

Obr. 18

Uloha je sformulovana aj v ramci pracovného listu. Ziaci mozu pracovat’ samostatne, resp. vo
dvojiciach. Na vypracovanie by malo ziakom sta¢it’ 5-7 minut. Zvolena forma spétnej vizby
(obr. 19) este nezarucuje spravnost’ vietkych vysledkov. Preto je dolezité ich skontrolovat’.

T3] g gy e wer Sews beos Gt O ek Aagerr

gl i a3 T A 0

Br-siil e i

g sl N R EN RN

HE - &
S — . —

3

— |dfia= 18 |hodin
.4

5 .

— |hodiny = | 50 |minut
la (i}

74

— m= 74 |cm

100
. 2

~ |roka= & |mesiacov
(L2 =

— kg = 5 |g

1040

[) | ] ] 3

ULOHA

Vypotitaj uvedené Olohy, vysledok zapis do
2itého pola, Véetky vysledky spocitaj. Ak si
spravne pocital, dostanes gislo 200.

Tvoje &islo je: -

Ak tvoj vysledok nebol spravny, potitaj este
raz pozoerne

Obr. 19

Podobné pracovné listy mozeme vytvorit’ pre rozne tematické celky.
Na nasledujucich pracovnych listoch (obr. 20-22) chceme ilustrovat’ r6zne moznosti
spitnej vdzby pre ziaka. Pre velky rozsah st vhodné skor na domécu tlohu, ako na

precvicovanie na hodine.
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Na obr. 20 je pracovny list, kde je spdtna védzba ku kazdému vysledku. Na obr. 21 je
verzia, kde sa ziak dozvie, iba pocet spravnych, resp. nespravnych odpovedi. Pripadne,
mozeme dat’ k uloham este dopliujuce otazky ako na obr. 22.

£ Microsoft Excel - rovnice

@ Sibor  Uprawy  Zobrazit  Wio¥Y Formét  MNastroje  Udaje  Okno  Pomocnik  Adobe PDF

arial S0~ B I UEE =R %o g EE gv&vgl
NEEHRSIGRIPE $Bm-F9-0-18 = -4 W -of
oozl

Fg - &

A B | e | o [ E [ FE [ 6 [ H [ T [ J ]
1 2x=6 X= 3 |spravne
5 -4=4x X= 1 |nespravne
5 5x=15 X= 1 |nespravne .
ULOHA

4 x-1=5 X= 1 |nespravne
5 2x+4=10 X= 1 |nespravne

3-4x=11 X= 1 |nespravne Rl‘evSte LSO aJ WSIedEy
6 zapiste do zeleného poli¢ka
> 2x-4=x+3 X= 1 |nespravne
a x-1=5+3x X= 1 |nespravne
g 3-2x=2x-5 X= 1 |nespravne | |

Obr. 20

Pre zobrazenie spravne/nespravne pouzijeme v MS Excel prikaz IF. Pouziva sa
IF(podmienka; hodnota bunky ak je podmienka splnend; hodnota bunky, ak podmienka
nie je splnend). Ak pouzijeme IF(C1=3;"spravne";"nespravne"), kde C1 je bunka, do
ktorej ma Zziak zapisat vysledok, bude v hodnotiacom stipci (v riadku 1) zobrazené
»hespravne®, az kym ziak nedoplni spravny vysledok. Ak chceme, aby na zacCiatku boli
tieto bunky prazdne, vnorime tento prikaz eSte do jedného IF. Zapis dvoch po sebe iducich
uvodzoviek znamend prazdne policko, cely prikaz bude teda vyzerat nasledovne
IF(C1="";""; TF(C1=3;"spravne";"nespravne")). Farebné rozliSenie nastavime pomocou
podmieneného formatovania.

V nasledujucom pracovnom liste sme pouzili tento isty prikaz, ale vysledok zobrazenia je
bielou farbou. Pocet spravnych odpovedi sme zistili pomocou funkcie COUNTIF, ktorej
syntax je nasledovnda COUNTIF(rozsah buniek; hodnota, ktorej vyskyt chceme zratat).
V nasom pripade su ziacke vysledky v bunkidch C1 az C14 (zelené policka), prikaz na
zistenie  poCtu  spravnych  odpovedi  bude teda  vyzerat’  nasledovne
COUNTIF(D1:D14;"spravne"). Ak pouzZijeme tento zapis, ziaci budi po zapisani
vysledku vediet,, ¢i tento bol spravny alebo nespravny.

Ak by sme chceli zobrazit' pocet odpovedi az po vyplneni vSetkych poli¢ok, musime
pridat’ eSte jednu podmienku IF, ktora zisti, ¢i boli vyplnené vSetky vysledky. Jedna
Z moznosti je:
=[F((COUNTIF(D1:D14;"spravne")+COUNTIF(D1:D14;"nespravne"))=14;COUNTIF(D
1:D14;"spravne");"")
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Pocet nespravnych odpovedi mézeme vypocitat ako COUNTIF(D1:D14;"nespravne")
alebo odpocitat’ pocet spravnych odpovedi od poctu vSetkych. V naSom pripade
14- COUNTIF(D1:D14;"spravne").

Pre tvorcu pracovného listu je najjednoduchSia posledna moznost, kedy sa overuje

odpoved’ iba na jedini otazku. Opit pouzijeme IF. V najjednoduchSom pripade

IF(D21=16;"“spravne*;“nespravne*). Ak chceme, aby slovo ,,nespravne* nebolo zobrazené

aj pred vlozenim vysledku, vnorime tento prikaz do este jedného, ktory otestuje, ¢i uz

nieco v odpoved'ovej bunke zapisané je:

[F(D21="";"";1F(D21=16;"spravne"; " nespravne"))
A B C oD

E | F | & [ H [ T |
1 |2x=6 X= 3
2 |-4=4x X= 1
3 |5x=15 X= 1
4 |x-1=5 X= 1 ’
5 |2x+4=10 X= 1 ULOHA
i 3411 = 1 Rieste rovnice a vysledky
i 2x-4=x+3 X2 1 zapiste do zeleného policka
8 |x-1=5+3x X= 1 P P
9 |3-2x=2x-5 X= 1
10| x-1=3x+9 X= 6
11 | 2(x-1)=x+3 X= 1
12 | 2%-8=4(x+5) X= 2
13 | %-5=-3(1-x) X= 1
14| 2(x+4)=10 X= 1
|15 |
| 15 |Poget spravnych odpovedi 2
| 17 |PoCet nespravnych odpovedi 12
Obr. 21

A B | ¢ | b [ E | F | & | H [ 1 |
1 [2x=6 X=
2 |-4=4x X= -1
3 |5x=15 X=
4 |x-1=5 X= 4 ‘
5 [2x+4=10 X= 3 ULOHA
Rl a = Rieste rovnice a vysledky
Z|2x-4=x43 a ! zapiste do zeleného politka
8 |x-1=5+3x X= -3 P P
9 |3-2x=2x-5 X= 2
10 | x-1=3x+9 X= -5
1| 2(%=1)=x+3 X= 5
12 | 2x-8=4(x+5) X= -14
13 | %-5=-3(1-x) X= -1
14| 2(x+4)=10 X= 1
|15 |
16 | Kolko z rie$eni rovnic
17 |je véésSich ako nula? 8
18 |ma absolutnu hodnotu 37 4
19 |je delitelnych dvoma? 4
| 20|
| 21 | S¢itajte odpovede na tieto otazky neswﬂvne
77

Obr. 22
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Nasledujaca uloha zadand formou pracovného listu (obr. 23) je vhodnd na pouzitie na
vyudovacej hodine. Na rie§enie rovnic pozerame z druhej strany. Uloha je opét’ sformulovana
v ramci pracovného listu. V kazdom riadku rieSenia chyba nejaké Cislo. VSetky sa vSak daja
dopocitat’ z predchadzajiiceho alebo nasledujiceho kroku vypocétu. Pri kontrolovani
vysledkov sa zopakuju aj mozné uUpravy rovnic, ked’ okrem spravnych ¢isel Ziaci povedia,
akou upravou autor nekompletného vypoctu dospel k d’alSiemu kroku.

Napr. najprv roznasobil zatvorku, potom od oboch stran rovnic odpocital 3x a pod.

Al B lcloleE[F] 6 [ W [ 0 | o | kK [ L [ M | N [

1

2 ULOHA
'3 2(4x- 3)= 5-3x
|4 | 8 x -6 = 5-3x “Whravo e riegenie jednej ravnice. Doplf chybajice gisla do zelenych poligak.
s 1Mx -6 = 5 Ak si spréwne podital, sufet tjchta disel bude 27,
16 11 x = 11 Tvoj siicet 27
| 7| X = 1 Ak visledok nie je spravny, skontroluj si vypoéet este raz.
| 8 |

=]

Obr. 23

Program Vevericky je urCeny na rozvijanie priestorovej predstavivosti pomocou motivacne
pritazlivych cvifeni. Ziak musi zvolit pre zobrazeni kocku spravny plast z piatich
ponuknutych moznosti (obr. 24a).
Program déva na vyber trénovanie alebo skiiSanie ,,naostro. Ziak si vybera az z piatich
urovni naroc¢nosti (obr. 24b):
e prva urovein — siet’ kocky pozostava len zo Stvorcov a spravna je len jedna moznost,
e druha troven — siet’ kocky tvoria Stvorce a vécSie trojuholniky, spravna je len jedna
moznost’,
e tretia Uroven — siet’ kocky tvoria iba Stvorce, ale je 0-5 spravnych moznosti,
e Stvrtd uroven — siet’ kocky je tvorend zo Stvorcov a vidcSich trojuholnikov, je
0 —5 spravnych moZznosti,
e piata Uroven — siet’ kocky sa sklada zo Stvorcov, vicsich a mensich trojuholnikov, je
0 — 5 spravnych moznosti.
Za spravnu odpoved’ dostane ziak od vevericiek do kosika odmenu — lieskovec.

'|' + BT}

\

! T * Vyber si obtiaznost'...

Pomiiz

[Fia:

Obr. 24: Ukazka programu Vevericky
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Moznosti vyuZitia IKT na SS

Informaticka gramotnost’ Studentov strednych §kol je uz zvycajne na vynikajtcej urovni, €o sa
tyka obsluhy jednotlivych programov. Sikovnej$i Studenti st schopni uz vytvarat’ aj vlastné
programy, applety a animacie.

UkazKky programu Animovana matematika

V programe je animdciami spracovana teoretickd Cast’ tematickych celkov uciva strednej
Skoly — vSetko o potrebuje maturant z matematiky vediet. Niektoré¢ kapitoly je mozné pouzit
aj na zékladnej Skole — napr. povrch aobjem kocky, uhly, Stvoruholniky, pocitanie
s mocninami, odmocninami, atd’. Program odporucame aj Studentom (nielen) matematiky na
vysokej Skole, ako opakovanie zdkladnych vzorcov a vztahov. Pomocou animacii rychlo
pochopime, kedy aky vztah apreCo pouzijeme pri postupe rieSenia danej ulohy. Menej
Sikovni Ziaci si mdézu animéciu spustit’ znova aznova, kedze nie nadarmo sa hovori:
»Opakovanie je matkou mudrosti!“

kapitola: Rovnice a nerovnice pojem: RieSenie rydzo kvadratickej rovnice

9 R}'-‘dzo kvadraticka rovaica ma tvar ...

al+e=0

... & Fiesi sa jednak vieobecnym postupom platnym pre vietky kvadratické rovnice (wpodet diskriminantu,
vyjadrenie kovenov), alebo sa viesi vozkladom na suéin (s vvuZitim vhodnyveh binomickyeh vzorcov).

Vhodnym rozloZenim na suéin (rovaajiici sa nule) sa rieSenie kvadratickej rovnice gfjednodudi a meni sa
na riesenie dvoch jednoduchyeh linedrveh rovnic.

Napr.: #w2-9=0
o3
/=
(2x+3).(2x-3) =0 / £ 2
1. linedrna rovnica ... (2x+3)=10
2. linedrna rovnica ... (2x-3) =10
\ -3
=5

CIR 0 0 D C€D XD CID 2B

Obr. 25: Ukazka programu pre rieSenie rydzo kvadratickej rovnice
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kapitola: Mocniny, odmocniny, algebraické vyrazy pojem: Rozklad mnohoélenov

Jednm z casto pouZivanyeh sposobov vwjadrenia mnohodlena, ako siucinu mnohoclenov niziieho stupna, je pouZitie
nasledovnych binomickyeh vioreov ..

(at 8 = a + 2ab + b2 al+b3=(a+b). (a?-ab+b) (at by = a® 307+ 3a0° £1°
al-b2=(a+b).@-h at- b3 =(a-b). @ +ab+b%)
Napr.: X2 2x+1 ... polvnom je drulicho stupiia, a preto sa bude dat’ vyjadrit ako sicin

polyndmav prvého stupiia.

pouZijeme binomicky vzorec .. ﬂz -2ab + bZ =fa-b).(a-b)=(a- b)z

llz:.\'z fa4=X
2ab = 2x =

=1 b=1
I

X2 2x+I=(c-1).(x-1)=(x-1)?

Ccmw 0 O Cspit OF “Vored OFf oru S Povcace

Obr. 26: Ukazka programu pre rozklad mnohoclenov

Program Rezy kocky slizi na vyucbu rysovania rezov kocky. Pomocou jednoduchych
ukonov moze ziak narysovat’ rez kocky, pricom ho pocitac skontroluje, pripadne moze rez
pocitac nakreslit’ sdm. Program umoznuje otacanie, zmenu velkosti a postivanie. Obrazok ide
vzdy otacat’ jednym so Siestich tla¢idiel s kruhovymi Sipkami. ZmenSovanie a zvacSovanie je
mozné pomocou tla¢idiel + a -. Postivanie sa robi kliknutim pravym tlac¢idlom priamo na
obrazovu plochu. Obraz sa posunie tak, aby bod, kde sa kliklo, bol v strede. Tlacidlo NORM
vrati vSetko do povodného stavu. Po stlaceni Porad’ pocitac urobi jeden krok rezu a tlacidlo
Urob cely nakresli cely rez. Na zaciatku oznac¢ime 3 body roviny rezu ako zadanie ulohy
alebo ich oznaci pocita¢ (obr. 27). Nevyhodou programu je, Ze ako zadané¢ body program

berie len body hran kocky.

8! Rezy kocky g@@

MoZnosti

Priamka | Rovnobeks
Oznaé rez
2 B
Porad’ Urab celp
MNova kocka

Obr. 27: Ukazka programu Rezy telies — zadanie ulohy
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Po skonstruovani ndm program umoznuje vyznacenie stran mnohouholnika (obr. 28), ktory je
hl'adanym rezom kocky.

@
E5]

&' Rezy kocky
Mosnosti

NORM

[+ 5[5
5[5 |
EE15

\ J \ i)

o | &

Nové kocka

Obr. 28: Rez kocky

Program Poly je vhodne vyuzitelny pri vyucbe sieti (nielen) platonskych telies. Obsahuje
pohl'ad na siet’ telesa ako rovinného Utvaru, po pohybe mySou moznost’ r6znych pohl'adov na
priestorové teleso. Program obsahuje aj ,,video - aplikaciu®, ktord umoznuje ziakom vidiet
naraz skladanie priestorového telesa z rovinnej siete (obr. 29) a naopak, rozklad priestorového
telesa na rovinnu siet’.

Obr. 29: Ukazka programu Poly pre pravidelné teleso Dvadsatsten

Geometricky softvér Cabri Geometria II je interaktivny (dynamicky) a vhodny pre vSetky
vekoveé kategorie od 2. stupnia zakladnych $ko6l. NajvhodnejSie je ho pouzit’ pri vyucbe
planimetrie — konstrukéné ulohy, ale svoje uplatnenie ndjde i v ramci vyucovania
stereometrie, napr. pri vyucbe vol'ného rovnobezného premietania. V praci ucitela moze
programovy produkt Cabri pomoct aj pri demonstracii zlozitejSich, ¢asovo narocnejsich
konStrukeii, ktorych cielom nie je samotna konStrukcia, ale je prostriedkom k d’al§im cielom
vyucovania.

Jeho najvyznamnejSia vlastnost’ je, Ze umoZiiuje menit niektoré vlastnosti zakladnych
geometrickych utvarov, atym skumat mnozinu vsetkych rieSeni daného geometrického
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problému. Svojim dizajnom pripomina jednoduchy graficky editor, avSak jeho silnou strankou
je konstrukcia objektov na zdklade rdéznych vzajomnych a transformacnych vztahov. Ma
schopnost” zachovavat' vlastnosti objektov, na =zaklade ktorych boli skonStruované
a aktualizovat’ konStrukcie po zmene atributov jednotlivych prvkov.

; ‘s -
/ Ly -~
f -7
/ =TT
‘ = N

T
: H /

1
Q i 1

;

Obr. 30: Rez kocky ABCDEFGH rovinou PQOR v programe Cabri geometria Il
( konstrukcia vo volnom rovnobeznom premietani)

Cabri 3D je didakticky softvér pre priestorovu geometriu telies. M4 interaktivne a dynamické
vlastnosti podobné ako jeho planimetricky predchodca Cabri Geometria II. Pomocou Cabri
3D je mozné l'ahko sa naucit’ konStrukcidm a manipulacii so vSetkymi druhmi objektov
v troch rozmeroch. Cabri 3D je prvy nastroj, ktory priamo konstruuje v priestore, ¢o je pre
niektorych pouzivatelov neobvyklé, a preto kladie vysoké naroky na predstavivost. Ale na
druhej strane, prave tu je vel'kd sila tohto programu. Umoziiuje zostrojovat’ geometrické
objekty v trojrozmernom priestore, budovat’ dynamické konstrukcie od najjednoduchsich po
zlozitejSie a vol'ne manipulovat, menit’ a predefinovavat’ objekty podla potreby, prechadzat
stereometrické konstrukcie, merat’ geometrické veliiny a zobrazovat stereometrické situacie
v niekol’kych typoch premietania. Prostrednictvom Cabri 3D objavime pozoruhodny néstroj,
ktory je efektivny pri rieSeni mnohych geometrickych problémov.

Pocitacom podporovana konstrukcia geometrickych ttvarov prinasa nové dimenzie do
klasického sposobu konstrukcie pouzivajlcej papier, ceruzku, pravitko a kruzidlo. Prakticky,
ak utvar uz bol raz skonStruovany, moéze byt l'ubovolne manipulovatelny, mézu sa
sformulovat’ a otestovat’ hypotézy, merania a vypoCty sa mozu prakticky previest’.

_____ Pt LA

-

Obr. 31: Ten isty rez kocky z dvoch roznych pohl’adovlv programe Cabri 3D
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Pomocou  programu Cabri 3D  vieme  vymodelovat  algebricki  identitu
(a+b)3 =a’ +3a’h+3ab’ +b’. Na obr. 32 vidime, ako sme kocku s hranou dizky a+5

rozobrali na dve kocky s objemami a’; b’ , tri kvadre s obsahom podstavy a” a vyskou b a tri

kvédre s obsahom podstavy 5° a vyskou a.

#. Cabri 30 - [Kubicky clan.cg3®]

TR Fin Fdt Daply Docoment Wiakow bl BE

e Y

lllll
x

<

Obr. 32: Geometrickd interpretdcia vzorca (a+b)' =a* +3a’b+3ab* +b* (Vallo, 2006)

Ukazka programu Derive™ 6 vo vyucovani tematického celku Goniometrické funkcie,
¢ast’ Vlastnosti a grafy zlozenych goniometrickych funkcii

V tejto ukazke poukézeme na to, ze program Derive™ 6 je vel'mi napomocny pri vyucovani
goniometrickych funkcii. Myslime si, Ze je vhodné ho vyuzivat’ prave s popisanou metodikou
— problémové vyucovanie, aby Studenti pracovali sami a systematickym experimentovanim
objavovali nové poznatky a vztahy.

Problém?

y=Asm(Bx+C)+ D
Ako ovplyvnia jednotlivé argumenty 4, B, C, D zékladné vlastnosti a graf funkcie y =sinx ?
Postupnym skumanim grafov funkcii y =sin(5x), y=sin(x+C), y=A.sinx, y=sinx+D

sa pokusime formulovat’ vlastnosti tychto funkcii — zmeny defini¢éného oboru, oboru hodnét a
periody.

Argument B

Skiimajme funkcie y =sin2x ay =sin3x.

V programe vykreslime postupne grafy funkcii y=sinx a y=sin2x (obr. 33) a v druhom
grafickom okne grafy funkcii y =sinx a y =sin3x (obr. 34).
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-3 -2.6m il -1.6m —-0.%m 0. 3m 1.5m m ZVH
-1

y=sIn{2x)

Obr. 33

Vidime, ze graf funkcie y =sin2x ,sa viac vlni“ — to znamen4, Ze na zékladnom intervale
<0; 27z> sa graf funkcie y=sinx opakuje raz, kym graf funkcie y=sin2x sa opakuje

CastejSie — ,,je tam dvakrat™ — peridda sa zmenSila dvojnasobne. Peridda funkcie y =sin2x je

1 1
teda —.p=—27=1r.
Pyt TE

T 1. 5 - -0.5m 0.5m 1.5 T

y=sin(3x) YZS1NX

Obr. 34

Vidime, Ze graf funkcie y =sin3x sa na zadkladnom intervale <0; 27z> opakuje az trikrat -

perioda sa zmenSila trojndsobne: % p= %27[ = E” .

Vidime, Ze peridda funkcie sa zmensuje, ked’

Sktimajte, ako sa zmeni peridda, ak

Nakreslime v programe grafy funkcii y =sinx a y =sin (% xj (obr. 35).

Y=51Nnx

ADVANARNAN
ZARVANY IRVANY/

Obr. 35

y=s1n{0,5.%)

150



. . (1 .
Vidime, ze graf funkcie yzsm(ng »sa menej vlni“ — to znamend, Ze na zakladnom
intervale <0; 27z> sa graf funkcie y =sinx opakuje raz, kym z grafu funkcie y =sin (5 xj je

tam iba polovicka — peridoda sa zvicsila dvakrat. Perioda funkcie y =sin (Exj je potom

1
I.2ﬂ=47r.

2
V druhom grafickom okne vykreslime grafy funkcii y =sinx a y =sin (% j (obr. 36).

v=sINCCL/33=D +
1

=sin

-1

Obr. 36

Vidime, Ze prva perioda grafu funkcie y =sin (%xj sa vykresli na intervale <0; 67z> - na
tomto intervale sa zédkladna funkcia y =sinx opakuje trikrat — to znamena, ze perioda funkcie
y =sin (% xj sa vzhl'adom k funkcii y =sinx zvacsila trikrat: %.27[ =6rx.

3
Skumajme pripad, ak argument 5 je zaporné Cislo.

V programe nakreslime grafy funkcii y =sin(-2.x) a y= sin(—%.xj. V jednom grafickom

okne (obr. 37) si vykreslime grafy funkcii y =sinx, y =sin(2.x) a nakoniec y =sin(-2.x).
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yY=S inx

BVAVAVA YR AVAVAYRYA
VAVAVANAY WAV AV

y=sin(2x)

Obr. 37
V druhom grafickom okne (obr. 38) grafy funkcii y=sinx, y=sin(%x] a nakoniec

. 1
=S| ——x |.
Y ( 2 j

1 .
=sin|—x Y=51NxX
7 (2 ]

1.5m i

2.5m 3 8 L 4.5m 517

-2.5m # -1.5m B -0.5m 0.5m

-1

Obr. 38

Vidime, ze funkcie so zapornym argumentom B st osovo sumerné podla osi x s funkciami
y =sin(Bx), ked’ B je kladné ¢islo.

Zhrnutie: Funkcia y =sin(5x) ma rovnaky definicny obor a obor hodnot ako funkcia

; T PR y . 1 0 .
y=sinx. Ak Cislo , zmeni sa iba perioda funkcie z p na E.p . Ak cislo , Zzmeni

1
sa perioda funkcie z p na —B.p a graf funkcie je osovo simerny podla osi X s grafom

funkcie y =sin(—/5x).
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Argument C

Skimajme funkcie y =sin (x +%j a y=sin (x —%72’) napiSme jej zadkladné vlastnosti.

Nakreslime grafy funkcii y =sinx a y = sin(x +%j (obr. 39).

~1.57 N —o/ Ear 0. b \\17” 2.5 3\
1

B y=5inx

ST

Obr. 39

Funkcia ma rovnaky defini¢ny obor, obor hodndt a periddu. Zmenilo sa iba umiestnenie —

o V4 . . .
zaciatok 0 sa posunul o By v smere zapornej polosi osi x.

V druhom grafickom okne (obr. 40) nakreslime grafy funkcii y =sinx a y = sin(x —%z] .

Y =51Nnx

A\ <A ﬂ \ /

Obr. 40

Funkcia ma rovnaky defini¢ny obor, obor hodndt a periddu. Zmenilo sa iba umiestnenie —

zaciatok 0 sa posunul o %7[ v smere kladnej polosi osi x.

Zhrnutie: Funkcia y =sin(x+ C) ma rovnaky defini¢ny obor, obor hodnét a periéodu ako
funkcia y =sinx — zmeni sa iba umiestnenie funkcie - ¢islo C nam posunie bod 0 po osi

x. Ak C<0, posuva bod 0 v smere kladnej polosi x, ak C>0, posuva bod 0 v smere
zapornej polosi x.
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Argument A

Skiimajme funkcie y =2.sinx a y= §.s1nx napiSme jej zakladné vlastnosti.

V programe vykreslime grafy funkcii y =sinx a y =2.sinx (obr. 41).

\y=2.s51n

Obr. 41

Skiamame, ktoré vlastnosti funkcie sa zmenili: defini¢ny obor je pre dant funkciu rovnaky
ako pre funkciu y =sinx, perioda ostdva 27 . Vidime, Ze sa zmenil obor hodndt — pre dant

funkciu je obor hodndt <—2; 2> .

V druhom grafickom okne grafy funkcii y=sinx a y= %.sinx (obr. 42).

Obr. 42
Defini¢ny obor je pre danu funkciu rovnaky ako pre funkciu y =sinx, peridda ostava 27 .

Zmenil sa obor hodnot — pre danu funkciu je obor hodnot <—%; §> .

Vidime, ze argument A ovplyviluje iba obor hodndt funkcie.
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. . . . 1 .
Skiimajme funkciu, ak argument A je zaporné ¢islo, napr. y =—2sinx a y =——sinx.

V jednom grafickom okne si vykreslime grafy funkcii y=sinx, y=2sinx a nakoniec
y =-2sinx (obr. 43).

¥
n

!: ok
N
[
-r.
1

1

I
Obr. 43

V druhom grafickom okne (obr. 44) si vykreslime grafy funkcii y=sinx, y =%sinx a

: 1 .
nakoniec y =- 5 sinx.

Obr. 44

Vidime, ze funkcie so zapornym argumentom A s osovo sumerné podla osi x s funkciami
vy = A.sin(x), kde 4 je kladné ¢islo.

Zhrnutie: Funkcia y= A.sin(x) ma rovnaky definicny obor a periodu ako funkcia
y=sinx. Ak A > 0, zmeni sa iba obor hodnot funkcie na <—A, A>. Ak A < (0 zmeni sa

obor hodnot funkcie na <—A, A> a graf funkcie je osovo simerny podla osi x s grafom

funkcie y =—A4.sin(x) a obor hodnét je <A, - A> .
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Argument D

Skiimajme funkcie y =sinx+2, y =sinx—3 a napiSte jej zdkladné vlastnosti.

Vykreslime grafy funkcii: y =sinx a y=sinx+2 (obr. 45).

3

2.5m 2m -1.5m = —0.5m

Obr. 45

Vidime, Ze defini¢ny obor ani peridda sa nemenia. Graf sa posunul smerom po kladnej polosi

osi y — zmenil sa obor hodndt na <1; 3> .

V druhom grafickom okne grafy funkcii y =sinx a y =sinx—3 (obr. 46).

™ y=sinx-3

Obr. 46

Graf sa posunul smerom po zapornej polosi osi y — zmenil sa obor hodnét na <—2; — 4> .

Zhrnutie: Funkcia y=sin(x)+D ma rovnaky definicny obor a periodu ako funkcia

y=sinx —zmeni sa iba obor hodnét funkcie na <—1 +D, 1+ D>.
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Zaver

Na zaver spomenieme dva narodné projekty: ,,Modernizacia vzdelavacieho procesu na
zakladnych Skolach* a ,,Modernizécia vzdelavacieho procesu na strednych Skolach*.
Zékladnym zdmerom projektov je pripravit ucitelov na aktivnu realizaciu Skolskej reformy -
prispdsobenie vzdeldvacieho systému potrebam vedomostnej spolocnosti.
Ciele projektov:

e inovovat a modernizovat’ obsah, metdédy a vystupy vyucovacieho procesu pre nové

kompetencie prace v Modernej skole 21. storocia.
e zvySovat podiel ucitelov participujicich na programoch d’alSieho vzdelavania s
cielom ziskania a rozvoja ich kompetencii potrebnych pre vedomostnil spolo¢nost’.

Ciel'ovymi skupinami projektov bude 6 850 uéitelov ZS a SS ako primarna cielova skupina a
347 000 ziakov ZS a SS ako sekundarna cielova skupina. Projekty su realizované v rokoch
2009 az 2013. Ich realizatorom je Ustav informacii a prognoz skolstva.
Projekty realizuju rozne aktivity, z ktorych vzdeldvanie pre ucastnikov projektu patri medzi
najdolezitejSie. Vzdelavanie bude realizované formou modulov nasledovne:
Modul 1: Digitalna gramotnost’ ucitel’a
V ramci Skolenia prvého modulu sa ucitelia oboznamia s technikou (PC a projektory) a
nasledne ju budil vyuzivat' po celti dobu projektu pri napliiani uloh projektu, zameranych na
modernizaciu vzdeldvania. Cielom modulu bude vytvorenie rovnakej ,,Startovacej pozicie™ v
oblasti vSeobecnej digitdlnej gramotnosti pre zacastnenych ucitel'ov, teda: ziskanie ¢i d’alsi
rozvoj digitalnej gramotnosti, ktorej sucastou mdze byt okrem napr. aj rozvoj kompetencii
ucitel’a pre celozivotné vzdelavanie, spoznanie otazok bezpecnosti a rizik pre Ziakov uciacich
sa vo virtualnom priestore a pod.
Modul 2: Moderna didakticka technika v praci uditel’a
Cielom modulu bude oboznadmenie ucastnikov s modernou (IKT) didaktickou technikou, jej
efektivnym pouzivanim vo vzdelavacom procese. Ucitel sa okrem iného oboznami s
didaktikou prace s obrazkami, animaciami, grafmi, s multimédiami, zvukom, fotografiou a
hudbou, s didaktikou prace s internetom, s didaktikou riadenia digitadlnych zariadeni, spozna
nové formy organizovania vzdelavacieho procesu na baze vyuzivania interaktivnych tabul,
vratane alternativnych vzdeldvacich systémov a technologii (vyuzivanie videokonferencii,
IPTV rieSeni, blogov, nastrojov pre kolaborativnu pracu a pod.).
Modul 3: Vyuzitie IKT v danom predmete
Cielom je vytvorenie tak vlastného kontextu modernizdcie vzdelavania vo vybranych
predmetoch (vytvorit’ vlastné didaktické modely aplikacii IKT do vyucovania v uvedenych
predmetoch), ako aj zoznamit’ sa s prikladmi modelov aplikacii digitdlneho obsahu s
podporou IKT do vyu¢ovania na ZS a SS. Tento modul predstavuje vlastné jadro metodickej
pripravy ucastnikov vzdeldvania. Obsah bude primerane a vhodne zostaveny pre potreby
jednotlivych ciel'ovych skupin — ucitelov vybranych predmetov.

Medzinarodny projekt COMPASS (Common problem solving strategies as a link between
mathematics and science - Spolo¢né metddy rieSenia tloh ako spojenie medzi matematikou
a prirodnymi vedami) je podporeny Eurdpskou uniou v ramci programu Comenius LLP.
V rieSitel'skom kolektivne je zastlpenych 6 krajin: Slovensko (Univerzita KonStantina
Filozofa v Nitre), Nemecko (Padagogishe Hochschule, Freiburg), Spanielsko (Universidad de
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Jaén), Velka Britania (University of Manchester), Holandsko (Freudenthal Institute, Utrecht)
a Cyprus (Cyprus University of Technology).

Hlavnym ciePom projektu je najst’ a popisat’ vyucovaciu metddu, ktora spaja prirodné vedy
a matematiku s kazdodennym Zivotom $tudenta a jeho komunity. Jednym z vystupov projektu
bude zbierka uloh ukazujuca prave toto spojenie vyuzivajica IKT.
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RESENI SOUSTAV LINEARNICH ROVNIC — OPEN
SOURCE NEBO KOMERCE?

L ubos Pacanda

VOS a SPSE Plzet, Koterovska 85, 326 00 Plzefi

pacanda@spse.pilsedu.cz

Abstrakt:

Prispévek pojednava o moznostech feSeni kapitoly ze sttedoSkolské matematiky, Soustava
linearnich rovnic, pomoci programu Maple a tabulkového kalkuldtoru Calc, ktery je soucasti
baliku OpenOffice.org. Ukaze jednak feSeni pomoci maticové algebry a také piimo funkce,
které jsou soucasti programu Maple.

Kli¢ova dova:

Soustavy, matice, Calc, Maple
1. Soustavy linearnich rovnic

Se soustavami linedrnich rovnic a jejich feSenim se bézné¢ setkavame na stfedni Skole.
Zpocatku se pii feSeni pouzivaji metody znamé jiz ze Skoly zakladni, tj. dosazovaci a s¢itaci
metoda. Ty jsou vSak vyuzitelné pouze pfi mensim poctu rovnic, pokud je rovnic vice, feSeni
je zavislé na parametru, popt. nema feseni, tak jiz nemusi byt dostacujici. V téchto ptripadech
se vyuzivaji maticové metody: Gaussova eliminacni metoda (GEM), Cramerovo pravidlo,
vyuziti inverzni matice.

V ptispévku si ukazeme vypocet kofenll soustavy pravé za pouziti inverzni matice
v programu Calc a poté pomoci specialnich funkci v programu Maple.

2. Calc — soué€ast OpenOffice

Pro praci s maticemi je Calc vybaven nésledujicimi maticovymi funkcemi:
M DETERM (matice) - vrati determinant dané matice
MINVERSE(matice) - vrati inverzni matici
MM ULT (maticel;matice2) - vrati soucin dvou matic

Nékteré z nich GspeSné vyuzijeme pii feseni soustav linearnich rovnic.
Pouziti metody spociva ve tfech nasledujicich krocich:
1. zépis mnoZziny rovnic do maticového formatu: A*x =b

A ... matice koeficientu
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X ... vektor neznamych

b ... vektor pravych stran

2. vytvofeni matice A" - matice inverzni k A
pomoci funkce MINVERSE ( )

3. vynasobeni matice A (zleva) a vektorub x=A"*b

pomoci funkce MMULT ()

Obdrzime vektor x, ktery predstavuje feseni soustavy linearnich rovnic.

Prakticky si toto ukédzeme pii feSeni téchto 3 soustav linearnich rovnic:

Soustava 1)

—2X1 + Xy —X3 = -8
3X1 —2X3 =4
X]—X t4x3= 9

[Determinant matice A

Matice A
-2 1 -1
3 ] -2
1 -1 4
Matice inverzni k A
0,29 043 029
2 1 1
0,43 014 043

Ukéazka 1) ReSeni soustavy rovnic 1) v programu OpenOffice - Calc

Soustava 2)

X1+ 3x+2x3=0
2X1 — Xy + 3X3 =0
3X1 — 5X2 + 4X3 =0

X1 + 17X2 + 4X3 =0

feseni:

feSeni:
X1= 2
X2:-3
X3= 1
-7
vektor pravych stran
-8
A
e
vekiar neznamych
2
-3
1
X1:1 1t
Xo= t
X3= 7t
t - parametr
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[Determinant matice A Chyha:s02|

Matice A vektor pravich stran
1 3 2 a
2 -1 3 a
3 A 4 a
1 17 4 a
Matice irverzni k A wektor neznémych
Chyba: 502 Chyba 502 Chyba 502
Chyba: 502 Chyba 502 Chyba 502
Chyba:502 Chyba 502 Chyba 502
Chyba:502 Chyba 502 Chyba 502

Ukéazka 2) ReSeni soustavy rovnic 2) v programu OpenOffice - Calc

Pti pokusu fesit tuto soustavu pomoci Calcu nardzime na problém, ze k matici A
neexistuje jeji inverzni matice. Podobny problém nastane i pii pokusu feSeni soustavy ¢.3.

Soustava 3) feSeni:
2x1 — 3%, +4x3= 8 soustava nema feSeni, protoZe
3x1 + 5% — x3=10 hodnost matice A a matice rozsifené je rtizna
7xX1— X2+ 7x3=15 h(A)=3, h(A")=4
[Determinant matice A 0|
hlatice A vektar prawvich stran
2 -3 4 5]
3 ] -1 10
7 -1 7 15
hlatice inverzni k A vektor neznamych
=1 EAN #ALUEN  #SALUE
#lLIm FIn FhLI
#LIMI FhLIn FhLI

Ukéazka 3) ReSeni soustavy rovnic 3) v programu OpenOffice - Calc

Z teéchto 3 jednoduchych ptikladii je patrné, Ze program Calc umi fesit pouze takové
soustavy linedrnich rovnic, kdy vysledek je urcen exaktné. Nepoznadme tedy, zdali soustava
nema feseni nebo zda je dano s pomoci parametrii. Nestastnym nésledkem pouziti matic pro
feSeni soustav linedrnich rovnic také je, Ze presnost fesSeni mize zaviset na potradi, ve kterém
rovnice zapiSeme. Program Calc zvladne pracovat s maticemi rozméru maximalné 60x60,
osobné se vSak domnivam, Ze toto neni tak velké omezeni.
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3. Maple

Nyni bychom si ukézali moznost, jak fesit soustavy linearnich rovnic v programu Maple, a to
s pomoci matic a poté funkcemi specidlné pripravenymi pro feseni tohoto problému. Soustavy
budou stejné jako v predchozi ukazce.

Pti feSeni za pomoci matic nejprve nadefinujeme matice koeficientii A resp. B resp. C
a k nim ptislusné vektory pravych stran.

definovani matic:
nazev_matice:=array( [[1.Fadek] , [2.F&deK], ... ,[n-ty FadeK]] );

K obdrzeni vysledkd, tj. zjisténi vektoru nezndmych X z maticové rovnice A*x=a, slouzi
funkce linsolve, jejiz syntaxe je nasledujici:

linsolve (A,a,'r’,v);

-A ... matice koeficientii

- a ... vektor pravych stran

- v ... volba pojmenovani parametra (implicitné t)

- nenajde-li feSeni, nevrati nic

- existuje-1i vice feSeni, zavadi parametry

- pred pouzitim piikaz linsolve musi dojit k aktivaci knihovny linalg (pomoci
with(linalg): )

wi th(linalg):
> A :=array( [[-2,1,-1],[3,0,-2],[1,-1,4]] );
-2 1 -1
A=| 3 0 -2
1 -1 4
>a :=array( [-8,4,9] );
a=[-849]
> |linsolve(A a);
[2 -3 1]

Ukézka 4) ReSeni soustavy rovnic 1) pomoci matic v programu Maple

> B:=array([[1,3,2],[2,-1,3],[3,-5,4],[1,17,4]1);

1 32
|2-13
13 -54
1 17 4

> b:=array([0,0,0,0]);
b=[0000]
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> |insolve(B,b);
[ 1t _t, -7t ]

Ukézka 5) ReSeni soustavy rovnic 2) pomoci matic v programu Maple

> C =array([[2,-3,4],[3,5,-1],[7,-1,7]]);

2 -3 4
c=3 5 -1
7 -1 7
> c:=array([8, 10, 15]);
CF[glOIS]

> |linsolve(C, c);

Ukézka 6) ReSeni soustavy rovnic 3) pomoci matic v programu Maple

Z vysledki je patrné, ze program Maple vytesil vSechny 3 zadané soustavy pomoci
matic spravn¢. Odhalil i parametrické feSeni soustavy ¢.2, u soustavy ¢.3 jako vysledek
nevratil nic, a tim nas informoval o jeji netfesitelnosti.

Specialni funkce k feseni soustav linearnich rovnic je v programu Maple solve.

funkce solve({soustava rovnic},{neznama(é)});
- fesi soustavy rovnic pro specifikované neznamé
- nejsou-li neznamé zadany, bude vytfeseno pro vSechny
- neni-li uvedena prava strana rovnice, automaticky poklada = 0
- vysledkem je vypis feseni ve tvaru {x = x-feSeni , y = y-fesenti ...}
- nenajde-li fesSeni, nevraci zadny vysledek
> sol ve({-2*x+y-z=-8, 3*x-2*z=4, x-y+4*z=9}, {Xx, vy, 2});
{x=2,y=-3,z=1}
> sol ve({x+3*y+2*z=0, 2*x-y+3*z=0, 3*x- 5*y+4*z=0,
x+17*y+4*z=0}, {Xx, Yy, 2});
{x=1y,y=y,z=-7y}
> sol ve({2*x-3*y+4*z=8, 3*x+5*y-z=10, 7*x-y+7*z=15} ,{X, vy, z});

Ukazka 7) ReSeni soustav linearnich rovnic v programu Maple

Za pouziti funkce solve se nam opét podarilo vytesit vSechny tii zadané soustavy linearnich
rovnic.

I zde mizeme vyuzit maticového poctu jako u programu Calc. Nadefinujeme matici
koeficientl levé strany rovnic a vektor pravych stran. Vypocteme matici inverzni a po jejim
vynasobeni s vektorem pravych stran dostaneme feseni.
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Ukéazeme si pouze feseni piikladu ¢.1
> with(Student|LinearAlgebral) :
> A :=((-2,3,1)[(1,0,-1)[(-1,-2, 4)) ;

-2 1 -1
A= 3 0 -2
1 -1 4
> a = (-8,4,9);
-8
a:= 4
9
> invA :=A_1;
(23 2]
7 7 7
invd = 2 1 1
313
7 7 7
> vysl edekA: =i nvA. a; ’ ’
2
vysledekA =| -3

1

Ukazka 8) ReSeni soustavy rovnic 1) pomoci maticové algebry v programu Maple

4. Zaver

Na ptikladech uvedenych v prispévku jsme vidéli, ze program Maple nam tedy dokazal
vyfesit vSechny tii soustavy spravné, a to jak s pomoci matic, tak s pomoci funkci k tomuto
feSeni uréenych. Program Calc si poradil pouze tehdy, pokud jsme dostali exaktni feSeni.
Z tohoto pohledu tedy odpovéd’ na otazku, kterd je v nadpisu ¢lanku by znéla: jednoznacné
komerce — program Maple. Vlastn€ se ani neni cemu divit, vzdyt’ je to Cistokrevny program
pro feSeni matematickych problémi. Program Calc takové ambice samoziejm¢ nemad, byl
vytvofen pro zcela jiné Gcely.

Literatura
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UZITI POCITACU PRI VYUCE MATEMATIKY
NA VSLG PREROV

Mgr. Kamil Peterek
Vysoka skola logistiky o.p.s., Palackého 1381/25, 750 02 Pierov I — M¢sto

E-mail: kamil.peterek@vslg.cz

Abstrakt: Piispévek informuje o koncepci vyuky matematiky pro bakalafe, podporované
matematickym softwarem, na Vysoké Skole logistiky v Prerové. Je poukazano ptedevSim
na vyuziti freeware programt s matematickou tématikou, dale na jejich klady a zépory.
Soucasti piispévku je také vyuziti MS Excel k feSeni linearniho programovani.

Kli¢ova slova: Analyza, freeware, Funkce, Graph, GraphDrawer, ICT, MathGV,
Math Studio, Matice, MS Excel, Smath, wxMaxima

1. Uvod

Vysoka $kola logistiky o.p.s. v Perové (dale jen VSLG) se fadi mezi technické $koly
univerzitniho typu. Vyuka matematiky v bakalafském studijnim programu probiha formou
piednasek a cvifeni S vyuzitim softwarové podpory, v obou pfipadech s ¢asovou dotaci dvou
vyucovacich hodin tydné. Vzhledem k tomu, ze vyuka probiha pouze v zimnim semestru,
bylo nutné ovlivnit rozsah i obsah ptednasené (procvicované) latky. Jako standard, z néhoz
bylo vychazeno pii organizaci vyuky, poslouzila VSB-TU v Ostravé, kde fadu let piisobil
i soutasny garant matematické vyuky na VSLG doc. PaedDr. Vladislav Smajstrla. Cela
koncepce na VSLG dopliiuje a rozsifuje tradiéni ucivo stiedogkolské matematiky ve tiech
hlavnich celcich:

A. Linearni algebra (seznameni se zakladnimi pojmy z algebry a jejich vyuziti v praxi —
vektory, matice a operace s nimi, soustavy rovnic a linearni programovani)

B. Diferencialni pocet funkci jedné nezavisle proménné (vybudovat standardni aparat
podle né¢hoz budou studenti schopni analyzovat prubéh libovolné funkce — limity,
derivace, grafy)

C. Integralni pocet funkce jedné nezavisle proménné (seznameni s principy
integralniho poctu, definice primitivni funkce a jeji vyuziti — neurCity integral,
aplikace urcitého integralu)

Samoziejmosti je aplikace matematickych znalosti a dovednosti do redlného svéta. Studenti
se tak v hodinach matematiky seznami s vyrobnim planovanim, kde vyuziji vektory a matice,
dovedou analyzovat pribéh zvolené funkce v technice nebo ekonomii, vyuziji urcitého
integralu pii feSeni praktickych uloh v geometrii nebo mechanice. Diraz je kladen
na vyuziti matematického softwaru pri reSeni konkrétnich prikladii a slovni manipulaci
S matematickymi pojmy.
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Na VSLG Pierov je celkem pét u¢eben vybavenych informa¢nimi technologiemi, v kazdé
z nich je dvacet pocitaci a dvé projekéni platna. Béhem cviceni ma kazdy student k dispozici
svllj pocitac, navic jedna z dalSich uceben je pfizplisobena pro studenty jako Informacni
centrum — ITC (Sestnact pocitacii, bez projekéniho platna), kde si mohou i mimo rdmec vyuky
software vyzkouset nebo si praci v nich procvicit.

2. Matematicky freeware — vyhody a nedostatky

V této kapitole bych se pozastavil nad hlavnimi piednostmi a nedostatky uzivani
nekomerc¢nich programi. Matematicky freeware vzniké Casto na zéklad€ diplomovych praci,
je vysledkem (soucasti) nckterého z granti nebo vznikl jen tak pro radost nckterého
vasnivého matematika ¢i programatora. Tedy jednoznané¢ nevznikl jako prostiedek
K vydélku. Jeho uzivani, ale také $ifeni, nepodléha zadnym licencim, je zdarma. Dal$imi
vyhodami jsou snadna ovladatelnost a nizké naroky na PC. Urovei programil je viak velmi
odligna. Casto se setkime s nekomerénimi programy, ve kterych, tu a tam, nalezneme chyby.
Ty vSak, dle nasich zkuSenosti, autofi dovedou v kratké dobé& opravit v dalSich verzich
(aktualizacich) programu, navic vétSinou jeSté ptidaji dal$i moznosti vyuZiti programu.
Z matematického hlediska je to sice bezvyznamné, ale Casto narazime v napovédach
programll na slangové pojmy. O vlastni estetice prostfedi programli nemusime ani psat.
Ovsem 1 pfes zminéné nedostatky, se matematické nekomeréni programy v ,rukach®
matematika stdvaji mocnym nastrojem, jak ozivit a Casto i zjednodusit vyuku.

3. Matematicky software
Neni mozné vypsat u vybranych programi veskeré jejich dovednosti, chceme-li moznosti
jejich uziti. V této kapitole jsou uvedeny pouze ty, které jsou, u daného programu, vyuzivany
nejcastéji. Zalezi na konkrétnim uZivateli, kterému programu da pifednost pii feSeni
matematického problému.

a) Analyza

Program Analyza je vhodny pfevazné na geometrickou aplikaci urcitého integralu. PohodIné
a rychle si miize uzivatel vypocitat objem rotacniho télesa, plochu plasté, plochu obrazce nebo
také délku kiivky. Analyza umoziiuje také numericky vypocet prvni a druhé derivace z rizné
zadanych kiivek. Vysledky jsou rychlé, ale pouze s omezenym poctem desetinnych mist.

b) MS Excel

Tento program neni tfeba podrobnéji popisovat. V naSem seznamu je uveden proto, Ze jej
na VSLG pouzivame pii linearnim programovani. Pokud bychom méli byt presngjsi,
pak zv1asté soucasti s nazvem Regitel. Pomoci Resitele hledame konkrétni soufadnice, jimiz
prochazi optimalni funkce. Navic ndm MS Excel vypocita také jednoduse hodnotu ucelové
funkce (z,,, nebo z,,). Resitele vyuzivame jako zpfesnéni grafickych Setfeni linearniho
programovani, u nichZ nejsou casto vysledné souradnice optimélniho bodu snadno citelné.
Diky jednoduchému zapisu a velkému mnoZstvi matematickych funkci, vyuzivame MS Excel
také jako pomocnika pii feSeni rovnic (i soustav), hledani extrémi funkci, pfi vypoctech
hodnot determinantl, piioperacich s maticemi, pfipadné¢ také MS Excel vyuzivame
pfi pocitani s vektory.
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c) Funkce

V programu Funkce Ize pfi zapisech funkci vyuzivat parametr. UZivatelské rozhrani je navic
vhodné doplnéno o posuvniky. Nedostatkem programu bychom oznacili nemoznost volit
rozsahy soufadnic mimo jiz nabidnuté.

d) Graph

Graph je program urceny pievazné pro vykreslovani kiivek. Nicméné¢ ma i fadu dalSich
dovednosti, které mizeme vyuzit. Pfikladem muize byt vykreslovani tecen v bodech dotyku
(aniz bychom znali rovnici teCen), aplikace urcit¢ho integralu (délka kiivky, plocha
pod kiivkou). Grafické Setfeni linearniho programovani (viz Excel) bylo provedeno také
v tomto programu.

e) MathGVvV

MathGV slouzi prevazné ke konstrukcim grafi funkci jedné proménné. V tomto programu
neni tfeba zaddvat rozsah proménnych, graf se d4 upravit dodatecné, navic pomoci posuvniki
velmi jednodue. MathGV ma i funkce sluiného grafického editoru. Udaje o grafu funkce
uklada do usporného textového souboru, coz ¢ini piipadnou Gpravu (opravu) velmi snadnou.

f) Math Studio

Math Studio se vyuziva pfevazné pro operace s funkcemi (vycisleni, limity, derivace, feSeni
rovnic, integrace apod.). Jako silnou stranku tohoto programu bychom mohli oznadit
symbolické derivovani. Naopak slabou stranku mizeme nalézt ve vykreslovani grafti funkci
jedné proménné (ohraniceni grafil).

g) Matice

JiZ podle nazvu je ziejmé, k cemu slouzi program Matice. Pokud pomineme zékladni operace
S maticemi (matice transponovand, inverzni, souc¢in matic), mizeme v ném rychle a pohodIn¢
upravovat soustavy rovnic v maticovém tvaru. Autor vlozil do tohoto programu také cast
zabyvajici se determinanty, jejich hodnoty vSak program vypocitava chybné!

h) SmMath (GraphDrawer)

Dal§im uzite¢nym programem je GraphDrawer. Jeho hlavni vyuziti je opét v jednoduchém
a pohodlném vykreslovani grafti funkci. Navic fesi urcité integraly a Srafuje oblast integrace.
Vyhodou je také védecka kalkulacka.

1) wxMaxima

Na VSLG se pouziva Maxima ve verzi pro Windows, tedy wxMaxima. VyuZiti programu
je velice Siroké. Prednosti jsou symbolické vypocty (limity, derivace, integraly). Oproti jiz
zminénym programim, si musi uZivatel jen zvyknout, na jiny zpiisob zadavani ptikazi.
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4. Odkazy na internetové stranky jednotlivych matematickych programu

Studenti maji zvolené programy k dispozici na Skolni siti, navic je dostavaji na CD jako
soucast elektronickych pomtcek pro studium béhem zéapisu do 1. roc¢niku bakaléatského
studia.

Tab. 1: Odkazy na internetové stranky jednotlivych matematickych programii

Program (verze) Odkaz na www stranku
Analyza (1.2) http://thanzak.sweb.cz/

Funkce (2.01) http://funkce.argh.cz/

Graph (4.3) http://www.padowan.dk/graph/
MathGV (4) http://www.mathgv.com/

Math Studio (1.5) http://math.pomeranc.cz

Matice (2.2.0) http://matice.jpexs.com/

SMath (4) http://www.itpro.cz/

wxMaxima (0.7.4) http://wxmaxima.sourceforge.net
5. Zavér

Zminéné programy slouzi jako pomocnik studentim. MuzZou si ovéfovat vysledky ptikladii
a lépe si tak procvicit pfedndsenou latku. Pokud bychom se na tyto programy podivali o¢ima
vyucujiciho, miizeme vyuZit jejich snadné obsluhy k feSeni 1 takovych ptikladi, které by byly
na tabuli vypocitavany (feSeny) jen obtizn€, navic Casto s vysokou Casovou dotaci. Vyuka
bakalai'ské matematiky na VSLG je silné ovlivnéna hodinovou dotaci. Pomoci programii viak
muzeme tento handicap ¢aste¢né zmirnit.
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[1] Vrbenska, H., Bélohlavkova, J.: Zdklady matematiky I., Skripta VSB-TU Ostrava, 1997.

[2] Vrbenska, H., Bélohlavkova, J.: Zdklady matematiky I1., Skripta VSB-TU Ostrava, 1997.

[3] Smajstrla, V.: Komentdr ke skriptim Vrbenskd, Bélohlavkova jako elektronickd opora
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[4] Smajstrla, V.: Poditaem podporovana vyuka matematickych predméti — matematika pro
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7. Ukazky z programi
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Obr. 1: Resitel v MS Excel.
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Obr. 2, 3: Program Analyza.
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Obr. 6: Linearni programovani v programu Graph.
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2% Funkce

Soubor Funkce Nastroje O programu
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Obr. 10: Program wxMaxima.
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El§ Math Studio 1.5

Soubor Piikazy Matematika Grafika Scéna Nastaveni Napovéda

>> dif=diff (2*x"3-6*x"2-18*x+7, [x], grade=1)
6-x2-12-x-18

>> koreny=solve (6*x"2-12*x-18, X)
[3,-1]

>> dif=diff (6*x"2-12*x-18, [x], grade=1)
12-%-12

>> |%-:c)]reny=sol*,re(12“x—12, x)
1

>>

Obr. 11: Program Math Studio.
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ROZVIJENI FINANCNI GRAMOTNOSTI

Vladimira Petraskova
PF JU Ceské Budgjovice

e-mail: petrasek@ pf.jcu.cz

Abstrakt: Koncem roku 2007 byl vladou Ceské republiky schvalen dokument ,Systém
budovani financni gramotnosti na zékladnich a stfednich Skolach®. Zaroven vlada pozadala
predstavitele vysokych skol, které pripravuji ucitele matematiky pro zékladni a stfedni skoly,
o zafazeni problematiky finan¢ni gramotnosti do obsahu prislusnych vysokoskolskych
programii. Clanek pojednavéa o situaci v této oblasti na Pedagogické fakulté JU v Ceskych
Budéjovicich.

Kli¢ova dova: finanéni vzdélavani, finan¢ni gramotnost, interaktivni pomticka

1. Uvod

Finan¢ni produkty, jako naptiklad bézny ucet, stavebni spoteni, penzijni pfipojisténi,
splatkovy prodej, spotiebni ¢i hypotecni uvér, tvotfi samoziejmou soucast naseho Zivota. Z
toho vyplyva, ze kazdy obcan by mél mit soubor znalosti a dovednosti nezbytnych pro
orientaci v problematice penéz a cen, vcetné spravy financnich aktiv a finan¢nich zévazka s
ohledem na ménici se Zivotni situace. Tento soubor znalosti a dovednosti miZzeme oznacit
jako financni gramotnost ([4]). Poznamenejme, ze nékteti autofi ([1]) dopliuji pojem
finanéni gramotnost pojmem financni zpusobilost, kterym postihuji schopnosti spravné
aplikace finan¢ni gramotnosti.

Otazkou finan¢ni gramotnosti se na mezinarodni urovni zabyvd mezinarodni
Organizace pro hospodarskou spolupraci a rozvoj (dale OECD). Ta v roce 2003 odstartovala
mezivladni projekt Financial Education Project [5] zaméfeny na vybudovani uceleného
systému finanéniho vzdélavani, jehoz cilem bylo zvySovani Grovné financni gramotnosti.
Vysledky celého projektu byly shrnuty do publikace Improving Financial Literacy [3].

V Ceské republice vénuje, v ramci ochrany spotiebitele na finanénim trhu, pozornost
aktivitiam v oblasti finan¢niho vzdélavani Ministerstvo financi Ceské republiky. Na
doporuéeni uvedena v publikaci Improving Financial Literacy (CR je ¢lenem OECD od roku
1995) navazalo vydanim dokumentu Strategie financhiho vzdelavani [4]. Cilem této strategie
je vytvoreni ucelené¢ho systému finan¢niho vzdélavani, ktery by ptispél ke zvySovani trovné
finan¢éni gramotnosti v Ceské republice. V dokumentu je mimo jiné popsan souéasny stav
irovné finan¢ni gramotnosti v CR, ktery byl zmapovan na zakladé prizkumu provedeného
spole¢nosti STEM/MARK v roce 2007 [6]. Cilem tohoto prizkumu bylo zjistit postoj
ceskych obcani k problematice finan¢niho vzdélavani a miru jejich potieby dale se v tomto
sméru vzdélavat. Vysledky prizkumu prokazaly nezbytnost systematického rozvijeni
finan¢niho vzdélavani v Ceské republice [6]. V dokumentu Strategie financniho vzdeélavani
[4] navrhuje ministerstvo financi priority a cilové skupiny projektti financniho vzd€lavani.
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Ptiklani se pti tom k dvoupilitové struktute: vzdélani pocatecni (predskolni, zakladni, stiedni
a vyssi odborné) a dalsi (vzdélavani celozivotni).

V tomto ¢lanku se zaméfime na vzdélani pocate¢ni. Na dokument Strategie financhiho
vzdélavani navazuje dokument Systém budovani financni gramotnosti na zakladnich a
stednich Skolach, ktery byl schvalen vladou v prosinci 2007. Jde o spole¢ny dokument
Ministerstva financi, Ministerstva Skolstvi, mladeze a télovychovy a Ministerstva primyslu a
obchodu Ceské republiky. Ten obsahuje konkrétni standardy, které stanovuji cilovy stav
finan¢niho vzdélavani pro zakladni a stfedni vzdélavani. V roce 2008 byly standardy finan¢ni
gramotnosti v plném rozsahu implementovany do schvélenych ramcovych vzdélavacich
programti (RVP) pro gymnazidlni a stfedni odborné vzdelavani. K zapracovani standardt
finanéni gramotnosti do RVP pro zdkladni vzdélavani zatim nedoslo. Dle harmonogramu
implementace finanéni gramotnosti do RVP, resp. SVP (8kolnich vzdé&lavacich programil) na
7S a SS byly vroce 2008 vytvoieny metodické materialy pro ugitele SS a ZS. Kli¢ovym
metodickym materidlem je ptirucka pro ucitele zékladnich a stfednich Skol ,,Finanéni
gramotnost — obsah a ptiklady zpraxe Skol* [2], kterou pfipravil Vyzkumny ustav
pedagogicky (VUP) ve spolupraci suéiteli vybranych zékladnich a stiednich $kol a
s Narodnim ustavem odborného vzdélavani (NUOV). Ucelem piirucky je seznamit 3irsi
pedagogickou vefejnost s problematikou finanéni gramotnosti a moznostmi jeji aplikace
v prostiedi skoly. Text se zaméfuje na vysvétleni finanéni problematiky, jejiz jednotliva
témata i jejich didaktické moznosti ilustruje na konkrétnich piikladech. Seznamuje ucitele a
dalsi uzivatele z fad Sir$i pedagogické vetejnosti se zédkladnimi finan¢nimi pojmy, pojetim
finan¢ni gramotnosti na zékladnich a stfednich Skolach a zpisoby jejiho mozného rozvijeni ve
vyuce.

2. Péstovani finanéni gramotnosti na PF JU

V souladu s dokumentem Systém budovani financni gramotnosti na zakladnich a
strednich 3kolach oslovil Odbor vysokych §kol MSMT dékany fakult vysokych $kol, které
ptipravuji ucitele pro ZS a SS, a vyzval je k zaGlenéni standardi finanéni gramotnosti do
obsahu pfislusnych vysokoskolskych programii/oborti vzdélavani. Pedagogickd fakulta
Jiho&eské univerzity v Ceskych Budgjovicich (dale PF JU) na tuto vyzvu reagovala tim, Ze od
akademického roku 2009/2010 nabizi svym studenttim predmét Uvod do financi (hodinova
dotace 2+0). Ten je pro studenty oboru Matematika se zamé&fenim na vzdélavani' povinng
volitelny. Studenti ostatnich programii/obor vSech soucasti univerzity si jej mohou zapsat
jako predmét vybérovy v ramci univerzitniho zakladu. Obsah predmétu Uvod do financi je
v souladu s finan¢nimi standardy urenymi pro stfedni vzdélavani. Tyto standardy jsou
zaméfeny na tii oblasti, a to penize, hospodafeni domacnosti a finan¢ni produkty.

V sou¢asné dob& na PF JU jesté dobiha piedmét Finanéni matematika® ktery ma
hodinovou dotaci 2+1. Tento predmét byl urcen predevsim studentim odborného

" Od akademického roku 2009/2010 PF JU piechazi z nestrukturovaného studia na strukturované, tzn. napt.
misto pétiletého magisterského studijniho oboru Ugitelstvi matematiky pro 2.stupeit ZS studenti musi
vystudovat tfilety bakalafsky obor Matematika se zaméfenim na vzdélavani a nasledné dvoulety magistersky
obor Ugitelstvi matematiky pro 2.stupefi ZS..

? Vyuka predmétu Finanéni matematika bude ukondena v LS akademického roku 2009/2010. V tomto
akademickém roce bézi v LS i predmét Uvod do financi. Od akademického roku 2010/2011 bude jiz probihat
pouze vyuka piedmétu Uvod do financi.
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bakalatského studijniho oboru Finan¢ni matematika, ktetfi byli pfipravovani pro financni
sféru. Studenttim oboru Uéitelstvi matematiky pro 2.stupeti ZS a oboru Ugitelstvi matematiky
pro SS byl nabizen jako predmét vybérovy. Prestoze §lo o predmét vybérovy, zapsali si ho
vesmes vSichni tito studenti. Da se ptredpokladat, ze vzhledem k zavadéni standardii finanéni
gramotnosti do RVP, pocituji potiebu se v této oblasti dovzdélat. Obsah tohoto predmétu je
7z vEt3i &asti stejny jako obsah pfedmétu Uvod do financi. Hlavni témata vyudovana v obou
predmétech jsou urokovani, bézny ucet a jeho sprava, feSeni otazky prebytku financnich
prostfedki (spofeni, stavebni spofeni, spofici ucty, cenné papiry), fteSeni otazky nedostatku
finan¢nich prostfedkd (avéry — spotiebitelské, hypotécni, leasing).
Pti vyuce obou predmétii se pouzivaji nasledujici vyukové prostiedky:

Interaktivni multimedidlni pomiicka, ktera je umisténa na www strankach Pedagogické
fakulty www.pf.jcu.cz/~fim/,

ucebni texty ((http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry/m/uf),
internet (Www.mesec.cz, Www.penize.cz, www.finance.cz ).

I nteraktivni multimedialni pomiicka

Dlouhodoba zkuSenost s vyukou financni matematiky na PF JU ukdazala, ze vétSinu
pojmi z oblasti finan¢nictvi a bankovnictvi studenti obtizné¢ chéapou. Jejich hlubsimu
porozuméni a zkoumani vztahi mezi nimi napomahaji ukazkova teSeni vybranych uloh a
modelovani probiranych vztah. Pro tyto ucely se osvéd¢ilo pouziti programu typu CAS
(Systém pocitacové algebry), konkrétn¢ programu Maple 11. Pro modelovani financ¢nich
vztahll je neocenitelnd kombinace symbolickych, numerickych a grafickych moznosti tohoto
programu. Verze 11 navic umoziluje vzajemné propojeni s programem Microsoft Excel.
Z tohoto divodu byla vytvofena interaktivni pomicka multimedidlniho charakteru - www
stranka, kterd umoznuje vyklad teorie a feSeni uloh z finanéni matematiky uzitim Maple,
ptritom je studentovi poskytnut nastroj pro vlastni experimentovani. Zaroven vsak jako jedina
zajiStuje moznost neustdlé aktualizace dle okamzitého stavu trhu s finanénimi produkty
soucasn¢ s trvalou dostupnosti pro vSechny studenty v denni i kombinované form¢ studia
nebo v programu dal§iho vzdélavani uciteld.

Zakladni myslenka www stranky je nasledujici: V levé Casti okna je umistén obsah
stranky. Jeho polozky odpovidaji zdkladnim tématiim uciva finan¢ni matematiky. Po kliknuti
na né¢kterou z nich, napt. Hypotécni Gvér, se v hlavnim panelu okna objevi zadani prislusSnych
vzorovych uloh. U kazdého zadani si uzivatel mlize vybrat ze tii aplikaci Maple a jedné
aplikace ve formatu pdf, které se k tlloze vazi. Konkrétni aplikaci pak vyvola kliknutim na
ptislusné heslo. Za heslem ,,Tutorial® se skryva tzv. ,,smart document®. Jedna se o interaktivni
dokument obsahujici podrobné zpracované a komentované vzorové feseni, ktery navic
umoznuje zmeénou parametri vytvaret a tfesit celou tfidu podobnych uloh. Tento dokument
predstavuje kombinaci textu a matematickych formuli, na které mizeme uplatnit symbolické,
numerické i grafické nastroje programu. Pod heslem ,,Tutoridl(PDF)“ najdeme dokument,
ktery byl umistén pod heslem ,,Tutorial ve formatu pdf. To je pro pfipad, ze ctendf nema na
pocita¢i nainstalovan Maple 11 (nebo jeho vyssi verzi). Heslo ,,Maplet* predstavuje specialni
interaktivni aplikaci vytvofenou v programu Maple, ktera se vaze k zadani ulohy. Aplikace
bézi v samostatném okné, k jehoz otevieni neni tfeba mit spustén program Maple. Okno
mapletu je mozno vybavit fadou riiznych ovladacich prvki, vstupnimi a vystupnimi
textovymi i grafickymi poli, ndpovédou, komentati apod. Uzivatel tak dostane do rukou
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nastroj, sjehoz pomoci mize vyuzivat vSech moznosti programu Maple, aniz by tento
program ovladal (podrobné informace o tvorb¢é mapletd ziska C¢tenat zadanim ptikazu
>?roadmap; programu Maple). Heslo ,,Maple code™ pak ptinasi kod tfeseni ulohy zapsany
v klasickém fadkovém rezimu programu. UZivateli obezndmenému se syntaxi programu
Maple tak dovoluje rychly vhled do feseni ilohy a umoziuje mu experimentovani se zadanim
a objevovat skryté vazby mezi jednotlivymi parametry ulohy.

Vzhledem k tomu, Ze studenti PF JU v Ceskych Budg&jovicich jsou s programem Maple
seznameni jednak v predmétu Vypocetni technika pro matematiky (povinny predmét), a
jednak v pfedmétu ReSeni problémt uzitim Derive a Maple (vybérovy predmét), nedéla jim
prace s touto interaktivni pomiickou zadné potize.

Udebni texty

Pro vyuku pfedmétu Finanéni matematika/Uvod do financi byly vytvofeny uéebni texty,
které muzeme najit na www strance http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry/m/uf. Tato www
stranka obsahuje zakladni témata vyuGovana v pfedmétu Finanéni matematika/Uvod do
financi. U kazdého tématu je ucebni text, ktery umoziuje studentiim se zorientovat v dané
problematice. Tento text je neustale aktualizovan podle ménicich se podminek finan¢niho
trhu. V rdmci ucebnich textd se student seznamuje i s internetovymi kalkulackami (napf.
uvérova kalkulacka, kalkulacka pro spofici ucty...), které mu umoziuji nékteré vypocty bez
slozitych matematickych operaci.

I nternet

Vzhledem k tomu, Ze zna¢na ¢ast informaci je i na webovych strankach www.mesec.cz,
www.finance.cz, www.penize.cz, jsou studenti s t€mito strankami seznadmeni. Tyto stranky
obsahuji rizné typy kalkulacek (napt. kalkulacka pro vypocet RPSN, danové kalkulacky...),
dale www stranky umoziuji i srovnani produktd z riznych hledisek. Napi. hypotecni Gvery
mohou byt porovnany z hlediska vyse urokové sazby, poplatkli za vedeni uctu, schvalovaciho
poplatku, atd.

Zavérecny test

Podminkou pro absolvovani pfedmétu Finanéni matematika/Uvod do financi je Gispésné
sloZzeni zavéreCného pisemného testu. Jednu z variant testu miizeme shlédnout v Priloze
tohoto cClanku. Test je rozdélen do dvou casti. Prvni cast obsahuje standardni ulohy.
Studentim ke zvladnuti této Césti staci, aby se uméli zorientovat v zékladnich vzorcich a
uméli dosadit do nich spravné parametry (prokazuji tim finan¢ni gramotnost). T¢zisté druhé
Casti testu spociva v hledani optimalniho feSeni navozené situace z bézného zivota, napf.
financovani rekonstrukce, popf. koupé bytu, nakup spotfebniho zbozi, investovani
prebyte¢nych finan¢nich prostiedki atd. (prokazovani financni zptsobilosti).

3. Experimentélni vyuka

Interaktivni pomticka pro vyuku finan¢ni matematiky byla dokoncena v akademickém
roce 2008/2009. V tomto roce také probchl nasledujici experiment. Pfedmét Finanéni
matematika byl vyucovan ve dvou skupinach. Prvni skupina pouzivala pouze standardni
ucebni texty (viz vyse) a Internet. Druha skupina vedle téchto vyukovych prostiedka
pouzivala navic noveé vytvofenou interaktivni pomiicku. Autofi této interaktivni pomicky se
touto formou vyuky snazili zjistit, zda bude jeji uziti mit vliv na vysledky studenti v daném
pfedmétu, jehoz uspésné ukonceni je zavrSeno napsanim vySe zminéného zavérecného testu.
Vysledky tohoto srovnavaciho experimentu mizeme vidét v tabulce 1.
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Tabulka 1: Vysledky testu

1.¢&st testu 2.¢4st testu
ulohy
Uspédnost Uspédnost ulohy Uspédnost Uspédnost
reSeni reSeni reSeni reSeni
1.skupina 2.skupina 1.skupina 2.skupina
1. SloZené 63,3% 73,3% 1. Hypotéeni 36,4% 72,7%
arokovani avér
2. Hypotéeni 86,7% 90% 2. Spotiebi- 18,2% 40%
avér telsky aveér
3. Efektivni 70% 80% 3. Sporeni 18,2% 36,4%
arokova mira
4. Sménky 93,3% 99% 4. Sménky 45,5% 90,9%
5. Spoieni 76,7% 86,7% 5. Inflace 27,3% 45,5%

Z tabulky 1 je patrné, ze v 1.¢asti testu jsou vysledky obou skupin ptiblizné na stejné
urovni, tzn. stejna uroven finanéni gramotnosti obou skupin. Vysledky 2.¢asti testu jsou jiz
zna¢né odlisné. Skupina pouzivajici interaktivni pomticku byla dvakrat ispésnéjsi. U druhé
skupiny miizeme tedy konstatovat vyssi financni zptisobilost.

Zajimavym poznatkem je, ze studenti obou skupin ovladaji na vysoké Grovni sménecné
transakce, ackoliv v bézném zivoté se pravdépodobné se sménkou nesetkaji. Problémy jim
naopak délaji spotiebitelské a hypotecni Gvéry, tzn. pro vétSinu obyvatel nejpouzivanéjsi
finanéni produkty. Vysledky testu téz koresponduji s nékterymi vysledky ziskané na zaklade
jiz zminéného prizkumu provedeného spolecnosti STEM/MARK, ve kterém pouze jedna
tfetina respondenti neméla problémy s odhadem inflace (illoha 5, 2.¢ast testu).

4. Zavér

Zavedeni povinné volitelného predmétu Uvod do financi do studijniho oboru
Matematika se zaméfenim na vzdélavani se jevi, vzhledem k implementaci standardii
finanéni gramotnosti do RVP, popt. SVP, jako nezbytné. Tento predmét poskytne budoucim
ucitelim teoreticky i prakticky zéklad dané problematiky tak, aby byli schopni vychovat
finanéné gramotného obcana.
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P¥iloha

Zavéretny test

Cast 1

I.

2.

Na kolik K¢ vzroste vklad 15 000 K¢ ulozeny 3 roky a 5 mésict pti urokové sazbé
10,5%p.a s pololetnim, ¢tvrtletnim, nebo mési¢nim pfipisovanim Grokt?

Hypotécni avér ve vysi 1 000 000 K¢ ma byt umoten polhlitnimi ro¢nimi anuitami za 10
let pfi neménné urokové sazbé 5,4% p.a. a rocnim ptipisovani trokd. Urcete vysi ro¢ni
anuity a sestavte umoiovaci plan.

S jakou urokovou mirou je veden ucet Uroceny slozenym urokem s mési¢ni frekvenci,
jestlize odpovidajici efektivni ro¢ni urokova mira je ptiblizné 3,2% p.a.?

Raiffeissenbank byla 5.dubna 2009 nabidnuta k eskontu sménka s datem vystaveni
11.2.2009, nominalni hodnotou 1 000 000,-K¢ a datem splatnosti 1.8. 2009. Urcete ¢astku,
kterou v den eskontu klient obdrzi, jestlize banka ma 8% diskontni sazbu.

Kolik naspotime za 4 roky, ukladame-li poc¢atkem kazdého mésice 1200K¢ pti tirokové
sazb¢ 7,5%p.a. a ro¢nim tirokovém obdobi?

Cast 2

I.

Mladi manzele si chtéji potidit byt v hodnoté 1 500 000KE. Maji uspoteno 300 000 K¢.
Zbyvajici castku si musi vypiijcit. Mohou se rozhodnout mezi hypote¢nim uvérem a
americkou hypotékou. Hypotécni uvér je urocen 4,5% p.a., doba splatnosti je jim
vypoctena na 20 let, poplatek za schvaleni uvéru je 0,8% z vyptijcené Castky, poplatek za
vedeni uctu 150K ¢/mésic. Americka hypotéka je urocena 7% p.a. a doba splatnosti je 15
let, poplatek za schvaleni uvéru je 0,75% z vypujcené Castky, poplatek za vedeni uctu
150K¢/mésic. Vypoctéte vysi mésicni splatky u obou produktti, pfedpokladejme mésicni
pripisovani urokid. Vypoctéte vysi urokli u obou produktl, kterou manzelé zaplati.
Rozhodnéte jaky produkt je vyhodnéjsi.

Mlada rodina se rozhodla potidit myc¢ku nadobi v hodnoté 37 850 K¢&. Pozadovanou
castku nema k dispozici, ale mize ji ziskat bud’

a) od banky jako spottebitelsky uvér s urokovou sazbou 13,4% p.a., mési¢ni
splatkou ve vysi 1807 K¢, dobou splatnosti 2 roky, poplatkem za schvaleni
uvéru ve vysi 400 K¢ a ro¢nim poplatkem za vedeni uctu ve vysi 588 K¢ nebo

b) od splatkové spolecnosti, kdy na pocatku zaplatime 20% zceny zbozi a
zbyvajici ¢astku budeme splacet mesi¢nimi splatkami ve vysi 3 000 K¢ po
dobu jednoho roku.

Ktera varianta je vyhodnégjsi?
3.

Pan Martin planuje ndkup nového auta za 3 roky, pocita s ndkupni cenou 320 000,-K¢.
Sviij soucasny 2 roky stary viiz hodla prodat na protiucet, odhaduje vynos prodeje na 80
000,-K¢. Na zbytek ceny nového vozu chce pan Martin ukladdat kazdého ctvrtroku
potfebnou ¢astku, vzdy stejnou, na sviij ucet v bance pii 3% p.a. a pololetnim pfipisovani
urokt. Kolik bude ¢init kazda ulozka?

Sménka o nominalni hodnoté 10 000000K¢ ma byt prodand 6 mésici pred datem
splatnosti za 9 800 000KE. Kupec miize své finanéni prostfedky investovat téz
prostfednictvim terminovaného vkladu troceného 3,5% p.a. Ktera z investic je pro kupce
vyhodnéjsi?

Jaka je Cistd redlna mira zisku, jestlize hrubd nominalni mira zisku je 2,8%, dan ze zisku
je 15% a mira inflace 1,8%?
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Abstrakt: Studenti stfednich $kol se pfi hodinich matematiky seznamuji s nekoneénymi
posloupnostmi i s tim, Ze posloupnost je zadana bud’ funkénim predpisem pro n-ty ¢len posloupnosti
nebo rekurentné. Vyuka se pak pievazné soustiedi na aritmetickou, resp. geometrickou posloupnost a
jejich rekurentni zadani. Jinym méné zndmym aplikacim rekurentné zadanych posloupnosti jiz ve
vyuce neni vénovana pozornost. Pomoci pocitacovych animaci Ize snadno ukdzat, ze rekurentné
zadané posloupnosti stoji v pozadi relativn€ novych obori matematiky, jako jsou napt. dynamické
systémy nebo teorie chaosu. Zminénym zpusobem Ize studentim pomérné rychle a nazorné predstavit
takové koncepty jako stacionarni bod rekurentni rovnice, pavucinovy diagram, stabilita feSeni
rekurentni rovnice, zavislost feSeni rekurentni rovnice na pocateénich podminkach a parametrech.
Hlavni vyhodou grafického piistupu ke zminénym konceptim je mozZnost pozorovat zmény chovani
rekurentné zadanych posloupnosti v zavislosti na hodnotach parametrti.

Kli¢ova slova: Ciselnd posloupnost, rekurentni zadani posloupnosti, rekurentni rovnice, linearni
rekurentni rovnice, logistickd rovnice, pavucinovy diagram, stacionarni feSeni, bifurkace, bifurkacni
diagram, animace, Maple

1. Rekurentné zadané posloupnosti

Je dobie znamo, ze posloupnost Ize definovat bud’ predpisem pro n-ty ¢len nebo rekurentné,
coz zjednoduSené znamena, ze pro vypocet urcitého ¢lenu posloupnosti jsou pouzity hodnoty
pfedchazejicich ¢lentll. Jinymi slovy, Vv pfipadé rekurentné zadané posloupnosti je tfeba pro
vypocet hodnoty urcitého ¢lenu posloupnosti znat hodnoty ¢lenli predchozich. Je také dobie
znamo, Ze rekurentné¢ zadané posloupnosti maji v matematice mnoho zajimavych aplikaci,
napf. V numerické matematice, kde lze s jejich pomoci hledat kofeny nelinearnich rovnic.
Rekurentné zadané posloupnosti vSak miizeme nalézt také v modelech tykajicich se problémil
biologie nebo ekonomie. Na vétsing stiednich kol v Ceské republice vsak neni dostatek
prostoru k tomu, aby mohly byt zajimavé aplikace rekurentné¢ zadanych posloupnosti
ukdzany, 1 kdyz by pravdépodobné pfispély k oziveni hodin matematiky a vzbudily zvédavost
a zajem nckterych stfedoSkolskych studentii. Neékolik zajimavych aplikaci rekurentné
zadanych posloupnosti, které maji souvislost s problémy finan¢ni matematiky, lze nalézt v
¢lanku [4]. Chceme-li vsak studentim alespon piiblizit nékteré vlastnosti, které se tykaji
rekurentné zadanych posloupnosti, mizeme pouzit IT a specialn€¢ CAS. Bez vétsi namahy a
casovych narokli pak miiZzeme vysvétlit takové pojmy jako stacionarni bod, pavucinovy
diagram, stabilita feSeni rekurentni rovnice, zévislost a citlivost feSeni na pocate¢nich
podminkach, ptipadné na hodnotach parametru rovnice, bifurkace nebo chaos. Presné definice
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téchto pojmil lze nalézt napt. v [3]. Vétsinu téchto pojmi je mozné prezentovat graficky a
tento graficky pristup ma jesté tu vyhodu, Ze umoziuje sledovat zmény chovani v zavislosti
na rtuznych hodnotach parametri. Cilem tohoto pfispévku je popsat nékteré animace, které
mohou byt studentim prezentovany pti vyuce nebo s nimiz mohou studenti experimentovat a
zkoumat chovani a vlastnosti rekurentné zadanych posloupnosti.

Pfipomenme nejdiive zakladni formulaci rekurentné zadanych posloupnosti. Necht’ f je realna
funkce realné proménné a necht’ X je realné ¢islo nazyvané pocateéni podminka, pak miizeme
uvazovat nasledujici posloupnost iteraci hodnoty Xo pomoci dané funkce f:

X0, X1 = f(0, Xo), X2 = f (L, f(0, X0)), Xs= f(2, f(L, (0, %0))), ...

Takova posloupnost se nazyva rekurentne zadand posloupnost a je ziejmé, ze jeji Cleny lze
struénéji zapsat ve tvaru

Xo, X1 = (0, Xo), X2 =f(1, X1), X3=1(2, X2), ...

To znamena, Ze pro dané Xo 1ze libovolny ¢len posloupnosti X;, kde t =0, 1, 2, ..., ur€it podle
vztahu xi+1 = T (1, X;). Tento vztah je spole¢né s pocateéni podminkou Xo nazyvan rekurentni
rovnice prvniho Fadu. ReSenim této rovnice je pak libovolna posloupnost X;, ktera je timto
pfepisem vytvoiena.

2. ResSeni rekurentnich rovnic v Maple

V nékterych piipadech je mozné, Ze pro rekurentné zadané posloupnosti 1ze nalézt vzorec pro
jejich n-ty ¢len, ve vétsing piipadl je tomu vSak naopak. Studenti stiednich $kol jsou obvykle
schopni takovy predpis nalézt pouze pro aritmetickou nebo geometrickou posloupnost.
Chceme-li studentum ukazat, ze ptedpis pro n-ty ¢len lze nalézt, mizeme K tomu na zacatku
vyuZzit moZnosti, které nabizeji CAS. Konkrétné v Maple je moZzné pouzit piikaz rsolve.
Uvazujme naptiklad nasledujici rekurentni rovnici

> egl:=x(t+l)=a*x(t) +b,

kde a i b jsou realné konstanty. Rovnice tohoto typu je znama jako linedrni rekurentni
rovnice prvniho radu a funkce na pravé strané rovnice f: y = ax+b je samoziejmé linearni
funkce. Je-li a = 1 obdrzime definici aritmetické posloupnosti. Je-li b = 0 a a ¢ {0, 1}
obdrzime definici geometrické posloupnosti. Dana rovnice ma konstantni feSeni p = b/(1-a),
které je nazyvano staciondrni bod nebo rovnovazny bod. Pro nalezeni vzorce, ktery popisuje
feSeni 1ze v Maple jednoduse zadat

> rsolve(eqgl, x).

Konkrétn€ pro a # 1 ziskame

O obecném feseni této rovnice pojednava také autortiv ¢lanek [5]. Jakmile byl ziskan vzorec
popisujici feSeni dané rekurentni rovnice, mizeme zacit studovat, jak se toto feSeni chova
Vv zévislosti na hodnotach parametri rovnice. Nejvice pfirozenou cestou je nakreslit graf x;
jako funkci pfirozenych cisel t a sledovat, jak se v zavislosti na hodnotach parametri méni
tvar tohoto grafu. V Maple jsme pfipravili animaci, ktera zmény tohoto chovani umoziuje
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sledovat. Jeden z grafii této animace je mozné vidét na obr. 1. Pomoci této animace je mozné
demonstrovat, Ze posloupnost X, ktera fesi linearni rekurentni rovnici prvniho fadu, mtze bud’
monotonné klesat a konvergovat ke stacionarnimu bodu p, nebo mize tlumené oscilovat
kolem stacionarniho bodu p, nebo muze divergovat do +oo, -c0, nebo koneé¢né mize vykazovat
explozivni oscilace kolem stacionarniho bodu p
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Obll*azek 1. Regeni l}neaml re’kuren‘.cnl TOVRICE.  Obrazek 2. Turbulentni vyvoj feseni X, logistické
Posloupnost x; vykazuje tlumené oscilace kolem FOVNICe X:+1=3.99027 X,(1-%,), Xo=0.1.

stacionirniho bodu p, Xg>p=b/(1-a), -1<a<0, b>0.

Timto zptisobem lze experimentovat s mnoha rekurentné zadanymi posloupnostmi a neni
tézké odhalit, ze existuji rekurentni rovnice, pro které nelze nalézt vztah pro jejich n-ty Clen.
Jednou z téchto rovnic je logistickd rovnice, viz obr. 2. Nize v tomto ¢lanku se touto rovnici
jesté budeme zabyvat.

3. Rekurentni rovnice a pavucinovy diagram

Pavucinovy diagram lze povazovat za jednoduchou grafickou techniku, pomoci které lze
sledovat vlastnosti feseni rekurentnich rovnic, aniz by bylo tfeba znat explicitni vztah pro
jejich feSeni. Lze ho v8ak pouZit i pro ty rovnice, u kterych je explicitni vztah pro jejich feSeni
znam. Byla pfipravena animace, ktera jednak demonstruje konstrukci pavucinového
diagramu, ale také ukazuje vlastnosti feSeni ptislusné rekurentni rovnice. Pti konstrukci
pavucinového diagramu je tfeba uvazovat méné obecny tvar rekurentné zadanych
posloupnosti nez v predchozi ¢asti. Konkrétné budeme uvazovat pocateéni podminku X a
rekurentni vztah ve tvaru Xu+1 = f(X), kde f je libovolné zobrazeni intervalu [0, 1] do intervalu
[0, 1]. Takovy problém se nazyva autonomni rekurentni rovmice a Vtomto piipadé lze
zkonstruovat soustavu souradnic Svodorovnou 0Sou X; a svislou 0sou Xi+1. Nyni lze
pfipomenout, jak lze pavucinovy diagram zkonstruovat. Nejdiive zakreslime graf funkce f
spolecn¢ s grafem identické funkce y = X, jejiz graf predstavuje osu prvniho a tretiho
kvadrantu. Pak graficky nalezneme hodnotu prvni iterace, tj. nakreslime usecku kolmou
k vodorovné ose, jejiz jeden krajni bod je urcen pocate¢ni hodnotou Xo, tj. jedna se o bod se
soufadnicemi (X, 0) a druhy krajni bod tvoii prusecik kreslené usecky s grafem funkce f.
Dany priase¢ik ma druhou soufadnici X; = f(Xp), tj. ziskali jsme bod o soutadnicich (Xo, X1).
V nasledujicim kroku nakreslime vodorovnou tusecku, ktera spojuje tento bod a bod na ose
prvniho kvadrantu. Druhd soutfadnice priseciku této usecky a osy ma stale hodnotu X;, takze
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jsme ziskali bod (X1, X1). Hodnotu X; I1ze pouzit pro nalezeni druhého ¢lenu posloupnosti, takze
opakovanim ptedchozich krokii postupné ziskdme hodnoty Xz, X3, X4, ... rekurzivné definované
posloupnosti. Jeden z obrazka vytvofené animace je zachycen na obr. 3. Vice iteraci pro jiné
zobrazeni lze vidét na obr. 4.

Lo+ 1,0
087 0,58 A—

0,6 + 0,6+ —

0,44 044

0,2 0.2+

0 ‘ T T T y
0 0,2 04 06 08 1,0

0 L T T T T 1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
Obrszek 3: Jeden z obrazki, ktery ukazuje konstrukci Obrazek 4: A Vice detailni pavucinovy diagram pro

pavudinového diagramu pro logistickou rovnici rekurentni rovnici Xun=1-2|X-1/2|, %,=0.64, ktery
Xe1=4%(1-%). znazoriuje cyklus {0.8, 0.4} s periodou 2.

Vsimnéme si, ze prisecik grafu funkce f a osy prvniho a tietiho kvadrantu je stacionarni bod p
ptislusné rekurentni rovnice. Vzhledem k tomu, ze tento bod piedstavuje feSeni rovnice X =
f(x), lze pavucinovy diagram povazovat jako grafickou reprezentaci postupného hledani
tohoto kofene. Pokud se pavucina od stacionarniho bodu nevzdaluje, je stacionarni bod
stabilni, v opa¢ném ptipad€¢ se jedna o nestabilni stacionarni bod. V piipadé, Ze je stabilni
stacionarni bod zaroven limitou rekurentné dané posloupnosti, jedna se 0 bod asymptoticky
stabilni. V tomto piipadé ptredstavuji Cleny rekurentné dané posloupnosti stale se zlepSujici
pfiblizeni ke kofenu rovnice X = f(x). Tato pfiblizeni mohou byt hledana piimo pomoci
Maple. Pokud nam bude stacit nalézt napt. sty ¢len takové rekurentné¢ zadané posloupnosti,
muzeme jednoduse pouzit piikaz

> stationary point:=(£f@Q100) (xq)
Posloupnost postupnych iteraci Xo podle funkce f
X0, X1 = f(X0), X2 = f(x1) = f @(x0), x3 = f(x2) = f ©(xp), ...

muze prezentovat rizné jevy. Abychom tyto jevy mohli popsat bude tieba zavést dalsi pojmy:
fetézec ruznych bodu pi, P2, ..., Pk, kde K € N a kde N je mnozina piirozenych Cisel, tvoii
cyklus délky K nebo struén&ji K-cyklus, jestlize f®)(p;) = pi pro viechny i, 1 <i <K, a body pj
jsou nazyvany periodické body zobrazeni f s periodou K. To znamena, Ze kazdy periodicky
bod s periodou K je stacionarni bod slozené¢ho zobrazeni f . Tento novy pojem mize byt
také demonstrovan pomoci pavucinového diagramu, viz obr. 4, kde lze pozorovat cyklus
s periodou dva.
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4. Logisticka rovnice a jeji vlastnosti
Uvazujme nésledujici rekurentni rovnici

> eg2:=x(t+l)=a*x(t)*(1-x(t))

ktera je znama jako logistickd rovnice a funkce f: y = ax(1-x), x €[0,1], ktera generuje pravou
stranu rovnice je znama jako logistické zobrazeni. Pokud vybereme a = 2, pak je mozné
nalézt explicitni vztah pro feSeni této rovnice, ale pro ostatni hodnoty piikaz solve feSeni
nenalezne. Chceme-li nalézt a studovat grafy feseni, je tedy tfeba pouzit pfimo rekurentni
vztah, ktery posloupnost definuje. Pfipravili jsme animaci, s jejiz pomoci lze sledovat zménu
vlastnosti feSeni v zavislosti na hodnoté parametru a. Graf feSeni pro a = 3.99027 Ize nalézt
na obr. 2.

Logistické zobrazeni je jednoducha kvadraticka funkce. To je mozna divod, pro¢ cely
problém vypada na prvni pohled nevinné. Nicméné¢, jak je uvedeno v ¢lanku [1], posloupnost
generovand logistickym zobrazenim vykazuje mnoho neocekavanych jevl. Zde se
soustfedime pouze na jevy, které se tykaji po¢tu cyklli v zavislosti na hodnoté parametru a e
[0, 4]. Z tohoto diivodu jsme piipravili animaci sloZzeného zobrazeni f® pro riizné hodnoty k
a riizné hodnoty parametru a. Prasecik grafu f ® a osy prvniho a tretiho kvadrantu, tj. grafu
identického zobrazeni y = X, oznacuje periodicky bod s periodou k. Jedna z obrazovek této
animace je na obr. 5. Pfipravena animace také umoznuje prezentovat znamy vyrok, ze
“perioda tfi implikuje chaos”, viz [2]. Pocet periodickych bodd s periodou k mize byt
znadzornén pomoci bifurka¢niho diagramu. Ten ziskame jako graf relace mezi hodnotou
parametru a a hodnotami periodickych bodt periody k. Pfipravili jsme proceduru, ktera
umoznuje studovat bifurkaéni diagramy pro riznd zobrazeni. Bifurka¢ni diagram pro
logistické zobrazeni je na obr. 6.

1,0 / 1,0

02+ / 0,2 o

0.6 4 / 6
0.4 / 04+
02+ / 0.2

0 . T . T 1
0 0,2 04 0,6 0,3 10
x

0,0 T T

1 2 3
Obrazek 6: Bifurkaéni diagram pro logistické
zobrazeni. Pro rGzné hodnoty parametru a na
vodorovné ose uvadi prehledn€é pocet i hodnotu
stacionarnich bodti nebo bodu s periodou k na svislé
ose.

Obrazek 5: Graf slozené funkce &, pro f y=
3.99027 x(1-x). Kromé stacionarnich bodli muzeme
registrovat i periodické body s periodou 3, které lze
nalézt na piimce y = X.
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5. Zavér

Pocitatové experimenty na jedné stran¢ vyrazné¢ prispély k novym matematickym objeviim a
rozvoji matematické discipliny nazvané dynamické systémy, na druhé stran€¢ nam pocitatové
animace umoziuji pojmy a jevy této matematické discipliny ndzorné¢ prezentovat. V ¢lanku
jsme né€kolik takovych animaci popsali. Véfime, ze s jejich pomoci Ize diskutované pojmy
pfiblizit studentim na riiznych typech skol. Vzhledem k tomu, Ze za vychozi a zdkladni pojem
muze byt povazovana rekurentné zadana dCiselna posloupnost, usuzujeme, Ze vétSinu
uvedenych poznatka lze piedat i studentim stfednich Skol a naplnit tak doporuceni Roberta
Maye. Ten ve svém ¢lanku [1] uvedl, Ze s nelinearnimi rovnicemi, jako je napt. logisticka
rovnice, je tieba studenty seznamovat co nejdiive, protoze “nejenom ve vyzkumu, ale také
vV kazdodennim svété politiky a ekonomie by se nam vSem dafilo Iépe, pokud by si lidé
uvédomovali, Ze jednoduché nelinearni systémy nemusi mit jednoduché dynamické
vlastnosti.”

Autorovi je znamo, ze Ceské stfedni Skoly nemaji mnoho prostiedki na koupi profesionalnich
CAS a 7e existuje problém nedostateéného vybaveni Skol jak hardwarovymi tak i
softwarovymi prostiedky. Tam, kde neni mozné pouzit Maple, bude tfeba pfipravit alespoil
ukazky a ponékud méné uspokojivou prezentaci konceptl diskutovanych v tomto c¢lanku
v Excelu. Témito moZnostmi jsme se zde nezabyvali, nicméné piedpokladame, ze se v
budoucnu tomuto problému budeme také vénovat, viz téz [4].
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Abstrakt: Tento ¢ldnek pojedndvd o autorském softwaru pro usnadnéni tvorby multimedidl-
nich podpor pro vyuku matematiky. V ¢lanku jsou predstaveny zdkladni schopnosti aplikace
TechSmith Camtasia Studio umoziujici zdznam provadéné Cinnosti na obrazovce. Jsou uké-
zany moznosti jejich vyuZiti pii tvorbé studijnich materialt pro vyuku matematiky.

Klic¢ova slova: multimédia, vyuka, didaktika, matematika, video

1 Uvod

V soucasné dobé€ jsou na vyucujici kladeny stale vyssi ndroky na kvalitu vyuky, studenty je
nutné stile vice motivovat a upoutat jejich pozornost. Toho 1ze, kromé jiného, dosdhnout pro-
stredky, na které jsou studenti zvykli z kaZzdodenniho Zivota, pomoci multimedidlnich zafizeni.
Hardwarova feSeni jsou velmi efektivni, avSak pofizovaci cena takovych zafizeni je pfili§ vy-
sokd a vétsina Skol na né nemd financni prostfedky. V takovém pripadé je jedinym feSenim
pro vyuziti multimediélnich technologii pouZiti softwarovych aplikaci, které jsou schopné pri-
na technické zpracovdni, nutnost pouZzit vykonné vypocetni systémy a ¢as nutny pro nasledné
zpracovani pofizenych multimedidlnich zaznami na strané druhé. Vhodnym programem pro
tvorbu multimedidlnich vyukovych podpor mize byt program Camtasia Studio, ktery maxi-
malné zjednoduSuje a usnadiuje tpravu a zpracovani nahraného zdznamu a priblizuje tim tech-
nicky naro¢nou a odbornou praci i béZnym uzivatelim znalym zakladim prace na pocitaci.

2 Popis programu

S programem Camtasia Studio miizeme nahrdvat ¢innosti provadéné na pracovni plose poci-
taCe a vytvaret multimedidlni materidly, které demonstruji postupy, produkty nebo myslenky.
Vysledny material lze publikovat ve formé videa. Cely proces tvorby takového materidlu je
rozdélen na Ctyfi zdkladni faze.

1. Nahrani prislusné ¢innosti na pracovni plose.
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2. Uprava zaznamenané ¢innosti.
3. Produkce vysledného zdznamu ve formé videa.

4. Zptistupnéni vytvoreného materidlu.

Pro plynulé nahravani a bezproblémovou editaci jsou kladeny minimalni poZzadavky na systém:

Microsoft Windows XP, Windows Vista nebo Windows 7,

Microsoft DirectX 9 nebo novéjsi,

1.0 GHz procesor (je doporuceno alesponi 3.0 GHz pro zdznamy z aplikace PowerPoint a
z kamery),

512 MB RAM, doporuceno alesponi 2.0 GB,

115 MB volného mista na pevném disku pro instalaci programu.

Program Camtasia Studio americké firmy TechSmith [1] je moZné vyzkousSet po stdhnuti share-
warové verze nabizené na jejich webovych strankédch.

2.1 Nahravani

Pred zahdjenim nahravani ¢innosti na obrazovce je nutné zvolit oblast nahrdvani. Volit mizeme
ze tf{ variant: celd obrazovka, okno aplikace nebo oblast vymezend presnymi rozméry. Kromé
zaznamu vlastni ¢innosti na obrazovce miizeme nastavit soubézné nahravani zvuku a sekun-
darniho video zdznamu z externiho zdroje, napf. z webkamery (obr. 1). Po spusténi nahravani
provadime Cinnosti, které se na obrazovce zaznamendavaji.

Capture Effects Tools Help - X

Full Sc Custom  Dimensions

Obrazek 1: Camtasia Studio: okno pro volbu oblasti nahravani

2.2 Editace nahrané c¢innosti

Po ukonceni nahrdvéni se program piepne do edita¢niho reZimu, kde 1ze s naSim projektem pro-
vadét nasledné dpravy. Kromé zdkladnich dprav videa, smazani, rozsifeni nebo pridani ¢asti,
program nabizi dodateCné prfiddni nebo nahrazeni aktudlni zvukové stopy, pridani sekundar-
niho obrazového kanélu, tzv. PIP (Picture In Picture), roz$ifeni videa o znacky, popisky nebo
titulky. V prostfedi editace je k dispozici specidlni funkce pro zaméfeni na detail, oznacovana
jako SmartFocus. Pracovni oblast v reZimu editace je zobrazena na obr. 2, detail seznamu tloh
na obr. 3, vpravo.
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Obrazek 2: Camtasia Studio: uZivatelské prostfedi v reZimu editace zdznamu

2.2.1 Uprava videa

V ramci editace projektu miZeme importovat dal$si multimédia pro nasledné pouziti. Z nabi-
zenych formatd lze zvolit obrazek, soubory se zvukem nebo s videem. Vlastni dpravu caso-
vého usporaddni provddime na Casové ose, kde cely projekt sestavujeme a kde aktivujeme nebo
deaktivujeme dal$i medidlni stopy. Zde lze také zkratit, pfipadné prodlouZit, jednotlivé Casti
obrazového nebo zvukového zaznamu. Pokud obrazovy zaznam rozdélime, miZeme pridat pie-
chodovy efekt mezi jednotlivé klipy videa.

2.2.2 Uprava zvukového ziznamu

Rovnéz editace zvukového zdznamu probiha na asové ose. MiiZeme vyuZit aZ tfi audio stopy.
Jednotlivé stopy se zpracovdvaji samostatné, teprve ve vysledném videu jsou slouc¢eny. Kromé
pfidani zvukové nahravky na zvolenou stopu, miiZzeme stopu rozpojit a pracovat s kazdym zvu-
kovym klipem samostatné. Klipy lze vzdjemné presouvat nejen v rdmci jedné stopy, ale také
mezi stopami ostatnimi. Samoziejmosti je moznost exportu zvolené stopy do formatu wav nebo
mp3.

V pfipadé, Ze jsme pfi nahrdvani nevyuZili moZnost zdznamu provadéné ¢innosti spole¢né
se zvukovym komentafem, program nabizi volbu namluvit nd§ komentaf dodatecné.
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Pro opravdu kvalitni zvukovy vystup miiZzeme nase audio zdznamy zpracovat nabizenymi
funkcemi. Na vybér mame funkce pro sjednoceni trovné hlasitosti, filtr pro odstranéni sykavek
nebo pro odstranéni praskani ze zdznamu. Zajimavou funkci je filtr pro odstranéni zvuki pri
klikdni mysi.

2.2.3 Pouzivani efektu

Camtasia Studio nabizi velké mnoZstvi dopliiujicich efektli k naS§emu surovému video zaznamu.
Vétsinou jako uvod k naSemu videu vyuzijeme schopnosti vytvorit nadpisy ve zvoleném for-
matovani. Naproti tomu béhem prehrdvéni 1ze na poZadovanéd mista zobrazit popisky ve formé
rozliénych Sipek a obdélnikd, upoutdvajici pozornost na konkrétni ¢asti obrazovky nebo popi-
sujici provadéné Cinnosti, s moznosti vepsani formatovaného textu. Pokud pro vysledné video
zvolime format Flash, zvolené popisky funguji jako aktivni oblasti, tedy po kliknuti mySi se
provede pfedem nastavena akce, napr. spusti prohlize¢ webovych stranek s urCenou adresou,
preskoCi se na oznacené misto ve vysledném videu nebo pozastavi, resp. spusti pozastavené
prehrdvani videa.

Cely zdznam mtZeme doplnit o titulky a zpfistupnit tim vysledné video SirSimu obecenstvu.
Omezenim, dle naSeho ndzoru nikterak zdvaznym, je skutecnost, Ze titulky funguji jen u videa
produkovaného do formatu Flash. Student si potom u vysledného videa sam zvoli, zda titulky
chce zobrazit ¢i nikoliv.

Zajimavou schopnosti je funkce oznacovana SmartFocus. Tento proces nabizi uZivateli, Ze
v celém nahraném zdznamu program automaticky oznaci vyznacné pasiaze a aktivuje funkci
inteligentniho pribliZzovani. V takto vybranych ¢astech videa je dil¢i ¢ast obrazovky zvétSena
do celé promitané plochy a umoziuje tim snadnéji sledovat provadénou ¢innost. Jakmile je ve
video zdznamu zaméfen prostor mimo tuto zvétSenou oblast (napf. pfesun mySi nebo aktivace
menu), je velikost zvétSené oblasti pfizpiisobena a vyfez vracen na piivodni misto a velikost.

Uzivateli je ponechdna moZnost v§echny automaticky nalezené oblasti upravovat, ménit ve-
likost vyfezili, posunovat jejich pozici, pridavat dalsi oblasti pro zaméfeni ¢i je odstraiiovat a
ponechat tak piislusnou pasaz v ptivodni podobg.

Dalsi efekt umoziuje cely obraz v prezentaci naklanét. Tim se jednak vyraznym zptisobem
upoutd pozornost na prave probihajici ¢innost, a za druhé se uvolni ¢4st mista na obrazovce pro
ptipadné dopliujici popisky a ukazatele.

Funkce PIP (obraz v obraze) jiz byla zmin&na. Casovd osa umoZiiuje pfidat zvukovou a
obrazovou stopu pro externi audiovizudlni zdroj. Nejcastéji této stopy byva vyuzito ve spojeni
se zdznamem z webkamery, ale miiZeme tuto stopu vyuZit na libovolny jiny zdznam, ktery jsme
si importovali do knihovny médii v editacnim reZimu programu Camtasia. Pii dpraveé takové
stopy postupujeme analogicky jako se stopami ostatnimi.

Tento zdznam Ize také dohrat dodatecné v ptipadé, Ze jsme spolu s upravovanym zdznamem
tuto moznost nevyuZili.

U soucasnych programil pro editaci videa ocekdvame schopnost navolit si pozadovany pie-
chod stfihu mezi snimky jednotlivych klipt. Program Camtasia studio neni vyjimkou a nabiz{
na vybér takovychto prechodii velké mnoZstvi.

Prekvapivou funkci tohoto programu je schopnost vytvéret kvizy a priizkumy. Program na-
bizi generovani kvizl nejcastéjsiho typu: vybér z vice moznosti (multiple choice), dopliiovani
hodnoty (fill in the blank) a doplnéni kratké odpovédi (short answer). Posledni nabizeny typ
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kvizu neni zapocitivan do vysledného hodnoceni kvizu. Vysledné hodnoceni 1ze déle zpra-
covavat ve vlastnim LMS, kam se importuje dle standardu SCORM. Zobrazeni zpétné vazby
muiZeme nastavit u kazdé odpovédi zvlast’ nebo az hromadné na konci kvizu. Kvizy a prizkumy
je nutné produkovat ve vysledném video formétu Flash.

Project Settings
Editing Dimensions . Record the screen
Select a preset or enter a custom width and height. The i
Presvizw Window shaws how the final video will look @ Record PowerPoint
produced at the preset or custom dimenzions selected. -
.
Presets s =
Impart media...
@ v - Title clips...
Yoice narration...
H Blog (400 x 300) Fecord camera...
oD (800 x 600)
Edit &
DVD-Ready (720 x 480) )
Audio enhancements. .
H HD [1230 X ?ZD) Zoaom-n-Fan...
Callouts...
E iPhone (480 x 320) Tranzitions...
B Captionz...
iPod (320 240) Flash quiz and survey...
" Ficture-in-Picture [FIF]...
_;'.v Screencast.com (540 x 480) IREAEtE i)
)
7 Web (540 x 480) D Produce *
Wi YouTube (640 x 430) Produce video as..
Create CD' menu...
m Custom (540 x 480) Create web menu...
Batch production...
B Recording Dimensions (1280 x 1024)

Obrazek 3: Camtasia Studio: vlevo: pfipravend nastaveni pro produkci; vpravo: seznam dloh

2.3 Vytvoreni videa

Po findlnich dpravach zbyva ze zpracovaného zdznamu vytvofit video. Vybér vystupniho for-
matu je Siroky, k dispozici jsou jiZz pfednastavené hodnoty pro produkci k riznym uceliim,
vcetné CD, DVD produkce, HD videa, prezentace na webové stranky nebo pro prenosnd za-
fizeni (obr. 3, vlevo). V pfipadé, Ze nam zadna volba nevyhovuje, nastavime si vystupni for-
mat sami. PouZijeme-li multimedidlni kontejner AV/, mdme na vybér z jiZ integrovanych video
kodeki, vcetné optimalizovaného vlastniho formatu spolecnosti TechSmith. Déle je nabizen
format Flash video FLV, ptipadné zapouzdfeni Flash videa do formatu SWF pro vystaveni na
strankaich WWW. Pokud mame nainstalovanou podporu QuickTime firmy Apple, miizeme vy-
tvaret videa v kontejneru MOV nebo ve formétu iPod. Od spolecnosti Microsoft je k dispozici
format WMYV. Pravdépodobné pro krat$i zdiznamy nebo zdznamy s vétSinou statickych zabéra
bude pouzitelny obrdzkovy format animovany GIF.
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2.4 Sdileni

V pribéhu vytvoreni findlniho videa program nabizi volbu pfimého nahrani vysledku na server
Screencast.com pod uzivatelskym tuctem. Tento video portdl nabizi véSkeré moznosti béZného
vzdaleného ulozisté dat. Videa nahrand na tento server miizeme dale sdilet s ostatnimi uZivateli
internetu dle ndmi prfidélenych opravnéni, sami si prohlizet nebo jen uchovévat pro vyhody
vyplyvajici ze vzdileného video archivu.

Dalsi volbou je nahrani vysledného videa pomoci protokolu F7P na vzdileny server v inter-
netu. Podporovény jsou rezimy pasivni i aktivni, stejné tak ptistup pres opravnéného uZivatele

nebo pomoci anonymniho dctu.

3 Zaver

Multimedidlni materidly umisténé na server je mozné opétovné vyuZivat, studenti si mohou
pred vyukou ucebni latku prostudovat, coz usetfi cas béhem vyuky a vyucujici se mize vénovat
probirané latce detailnéji, ¢i nasledné se studenti mohou k dané ldtce znovu vrétit a v8e si znovu
oZivit.

Multimedialni podpory pro vyuku vytvaii podminky pro intenzivnéjsi vnimani ucebni latky
a také zapojuji do celkového edukacniho procesu dalsi receptory, zejména zrakové a sluchové.
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PROGRAMY DYNAMICKE GEOMETRIE 3D
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Abstrakt: Prispitvek podava fehled dostupnych 3D programdynamické geometrie
a srovnava jejich vlastnosti z hlediska fett vyuky stedoSkolské geometrie. Obsahuje
ukézkyreSeni konkrétnich stereometrickych ulotizmnych programech.
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Uvod

V poslednich letech mohowitelé matematiky zakladnicti strednich Skol vyuzivat
pii vyuce stereometrie ¢ktery z programd dynamické geometrie 3D. Nabidka&chto
progranii je v8ak menSi, nez je tomu u rovinného software.jd dano jednak tim, Ze
vyukové geometrické programy 3D jsou vyvijeny tepwrekolika poslednich letech, jednak
je jejich tvorba naréngjsi.

Patitacove programy dynamické geometrie 3D maji obdob@aétabsti jako rovinné
dynamické programy. Umagji uZivateli nejen rychle arpsré vytvaret prostorové objekty,
ale redevsSim manit volné prvky v jiz hotové konstrukcifpzachovani vSech vazeb do té
doby vytvaenych geometrickych objekt Krom¢ této zakladni vlastnosti maiji kvalitni
programy k dispozici prostdky, které vyrazh zvysuji jejich didakticky finos k vyuce
geometrickych témat. Zejména se jedna o nastrajesgpdkujici stopy objeki animacesi
vytvareni mnozin bodl dané vlastnosti. Diky tomufipaSeji dynamické programy do
vyucéovani geometrie krognvizualizace geometrickych objékzejména nové metody prace.
Konkrétre se jedna o metodu experimentovani, kdy dynamickétiedi programu pomaha
Zalkim objevovat a formulovat hypotézy o vlastnostectvzéazich mezi geometrickymi
objekty a nasledn je také prowrovat. Sodasre tim dynamickd geometrie podporuje
konstruktivisticky gistup k vyuce geometrickych témat.

Prehled a charakteristika 3D programi

Dostupné vyukové programy 3Dudeme rozdlit do dvou zékladnich skupin. Do
prvni z nich pai komplexni programy, které svymi programovacimogtedky pokryvaji
pievaznowast wiva stereometrie a které maji k dispozici dynamickétroje jako j&Stopaci
Animace.Druha skupina dynamickych 3D prograne tvarena specializovanymi programy,
zangienymi na praci stesy, a to zejména na mnohost.

Ke komplexnim prograin paki Cabri 3D [4] aArchimedes Geo3[)11]. U nés je
rozSten, edevsSim diky rovinné verzZCabri Il Plus kometni softwareCabri 3D. Na
koncepci programu je patrné, Ze duteoychézeli ze Skolského fistupu a snazili se
respektovat pdeby Skolské stereometrie. Program nabizi jednodugieéldefinované
konstrukce pro fimky, roviny i€lesa wetrg zakladnich metrickych ffkazi (vzdalenost
a délka, velikost uhlu, povrch a objerlesa). UZivatel zde fize vyuZivat pikaz protez
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mnohosEnu rovinou, v pipac fezu kuzele program sestroji pouzésanici roviny a plast
télesa (obr. 1). Tento software ma k dispozici ngstpyo stopu i pohyb bodu, neunioge
vSak vytvdet makrokonstrukce, ani mnoziny hodlané vlastnosti. Fughkost rekterych
piikazi pasobi uzivateli obas drobné ndfjemnosti — nap obtizna identifikace vrchol
télesa i jejich popisu, mazani vSech objékiez zachovani zakladni roviny.

T 4 =
DU oAl all@lw(o). [gisd ek
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Obr. 1Rez kuzelové plochy rovinou@abri 3D Obr. 2Rez kuZelové plochy rchimedes Geo3D

Program Archimedes Geo3De distribuovan ve verzi shareware, tj.ide byt
bezplat® vyzkouSen, ale ip jeho trvalém pouzivani jerdba zaplatit registéai poplatek.
Jednd se odmecky program zvejreny v roce 2006. Program ziskal v roce 2007 cenu
némecké vlady za vynikajici vyukovy software. Obdéhako vCabri 3D i zde lze kreslit
body, gimky, roviny a €lesa ¥etrg jejich priniku (obr. 2). Krond shodnych zobrazenich
v prostoru a volby zobrazeni objéki rovnolEzném ¢i sttedovém promitani, jez jsou
k dispozici také \Cabri 3D, nabizi tento program navic i konstrukcékterych kvadrik
a os\tleni pracovni scény. Oprottabri 3D jsou zde k dispozici fikazy pro vytvéeni
mnoZziny bod dané vlastnosti a vytvené konstrukce se daji ukladat jako makrokonstrukce
Program navic umaiije zadavat fimky, roviny, Kivky a plochy pomoci jejich rovnic, coz
pifipomin& moznosti program@eogebra Z uvedeného jeiejme, ZeArchimedes Geo3na
SirSi nabidku pikazi. Z pohledu BZného uzivatele je vSak jeho ovladani gémuitivni,
prace v tomto progedi je narénéjsi, nez je tomu Cabri 3D.

Do prvni skupiny komplexnich progrdinize rovréz zaadit programPyGeo[10].
Program se z hlediska licend¢adi ke svobodnému software, nébprogramovaci jazyk
Python ve kterém jsou geometrické objekty vyisdy, je tzv. open sourcyGeoje urten
pro vytvd&eni dynamickych geometrickych konstrukci v ravira v prostoru, grafické
prostedi gipomina Cabri 3D (obr. 3, obrazek jeipvzat z webovych stranek programu).
Z hlediska Skolského vyuziti je vSak znau nevyhodou skuteost, Ze jednotlivé
geometrické konstrukce uZivatel ndjoe programuje v jazyceythona nésledé je zobrazi.

Krome vySe uvedeného software existuji i dalSi 3D prograkteré se zasiuji jen na
nekteré téma s$edosSkolské stereometrie.iedhaz® se jednd o programy d&emé pro
modelovani dles, fezy tles, gipadre i pro feSeni metrickych uUloh nailésech. Tyto
programy vSak nemivaji nastrojgtopa ¢i Mnozina bod. K takovym geometrickym
programim pati madarsky softwareEuler 3D [5], ktery je zdarma, ale je dop¢mna
registrace. ¥lesa zde lze nejen vytket, ale i rozkladat naasti (obr. 4, obrazek jergvzat
z webu programu) a konstruovatipiky s dalSimi mnohoshy. Krome konstrukce dles je
program vybaven rowi zobrazenimi v prostoru a moznosti animovat igré rysy. | kdyz
je kdispozici anglické a slovenské menu prograrai,ovliadani programuuler 3D
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v porovnani <abri 3D slozi&jSi, jednotlivé konstrukce nevychazejfimpo ze Skolského
pristupu. UZivatel zadava si@dnice vrchal télesa, zobrazené vrcholy pak spojuje hranami a
pomoci vrchal definuje stny tlesa. Vytvdené rysy lze exportovat na web, rysy jsou
podporovany dalSimi grafickymi programy.

% cuer 30 v2.1.2- Kockibil i knckakok
O femris o ool G fios g6
Q5| - e[ F-<|»[0QQOD||[«#|LO-|=-]|H{FH

Obr. 4: Rozkladl¢sa v programéuler 3D

K dalSim programim specializovanym na praci s mnokiost pati holandsky
Doorzien[6]. Jedn& se o vaindostupny Java aplet, ktery slouzi k zobrazovékitemych
téles, jejichiezi a siti (obr. 5 a §uzivatel vybiradlesa z nabidky v programu. S apletem lIze
pracovat v rezimu onlingi si jej stahnout do pitace. Vyhodou je, Ze uzivatel ke ez
konstruovat jednak sam, jednak pouZftkpz proiez €lesa rovinou. | kdyz jsouftikazy
v holandstig, je ovladani programu relatig¥nintuitivni, takze ditel i Zaci se s nim mohou
naltit pracovat Bhem kratké doby.

B Doorzien 4 _ ol x] 9 [=1E3

Applet  Figuren  Opties

glajajal ele|e e == slo|ala| g6 |e|aa 6 =]

Klik met de muis op het stuk van de figuur, dat de nieuwe figuur moet worden, of gebruik de Plak-knop Klik en sleep met de muis om de figuurte draaien

Inhoud: grote figuur 85,1%, klsine figuur 4,9% @ ﬂ
& &
& &
| &

Obr. 5Rez jehlanu \Doorzien bi06: St télesa vDoorzien

Porekud odliSnym pojetim se vyztiaje nekomami programGeometria[ 7], ktery je
vyvijen od roku 2000 a je i®n jako svobodny software. Program je totiz &@m na
vytvareni areSeni interaktivnich c#eni z tématického celkdlesa. Witel v programu vytve
zadani problému detrg jeho feSeni. Zak potomiesi zadany problém, jehteSeni je
zaznamenano &itel si ho miZze pozdji prohlédnout. V za¥ru zZakovaieSeni se porovna
vysledek s vzorovynieSenim titele a Zak se tak dozvi, zda problém spéawiesil (obr. 7,
viz tutorial programuGeometrid. V programu Ize konstruovat pouze konvexni mnaimys
a jejichtezy, otéet je a vyuzivat metrické nastroje. Tyto nastrgjakvfunguji jen na povrchu
téles. Program je vybaven mensSiméfmon pikazi nez Cabri 3D, a proto je jeho vyuZziti
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omezené. Grafika programuiagpbi na uZivatele spiSe dojmem 2D software. Mozny

didakticky ginos programu pro vyuku stereometrie @pé v jeho zaréeni na vytvéeni
interaktivnich cveni.

s} . - _*Untitled Solution - Geometria = Pentagonal Cupola E————In||=]
Document Edit Figure Transform Measure Draw View Help - -
" " — n i - . 00021 446K 413 x 276 Vodpi Ea-bit
G RadaBxX & ke @ |2l e B
DEDEeEEne el DDODERE
Problem Pyramid | Figurel | Figure? |
/A beetle crawls on the surface of this
pyramid from some point on edge AC up
10 the top so covering a distance double
10 the height of the pyramid. Reconstruct
the beetle’s path, H D
Save your
solution in a file.
Calculator i "
1 | A
| evamate || crear E
Notepad - Geometria
lheight=|DG| : Figurel
Your answer is correct. Congratulations!
OK
. L . i . .
Obr. 7: Interaktivni c¥eni v programuGeometria Obr. 8: Kopule z mnohouheliik Poly Pro

| dalSi kanadsky softwarfeoly Pro[8] pati ke specializovanym programm a je uéen
pro praci se specialnimi mnoh&sy (obr. 8, viz webové stranky programu). Je distovan
ve verzi shareware. Umidje vytvaet nizna €lesa, ¥etné Platonskych a Archimédovskych,
a manipulovat s nimi. Pomoci programu lze zobraz&e&a zkoumat z hlediska §a jejich
vrcholi, s€n ¢i hran[3]. Uzivatel ma moznost exportovat vyteoé rysy na webové stranky,
¢i do dalSich program

Komeegni britsky programYenka 3D Shapefl?] je opt uréen pro praci sétesy
a jejich si¢gmi (obr. 9, viz vyukové video programu). Progranbiza knihovnu 2D a 3D
objekti, ze kterych uZivatel vytwé sloZitjSi objekty, wetré jejich siti, atreSi rEkteré
metrické ulohy jako je @eni objemu, povrchilesa. Grafické progtdi programu je zd#e,
pro domaci vyuziti je software zdarma.
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Obr. 9: 8ivalce vYenka 3D Shapes Obr. 10:Rez jehlanu \Dynamické geometrii

1| €] B | B | Komentst ke korstvkei vedstenost dvou abjekta i e
I I

—

Krom¢ zahrantnich 3D program nalezne zajemce na internetu nabidku na zakoupeni
¢eského programdynamicka geometrie v prostof@]. Software nabizi zobrazovani lind
piimek, rovin a &les (hranal a jehlari) vcetrg jejich fezl, dale i metrické fikazy pro
uréovani vzdalenosti a odchylek. ditou nevyhodou z pohledu vyuky je skénest, Ze
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zadavani boil na hranachétesa neni jednoduché, takze sestrojeziu viastnimi silami je
pomerné nara@nou zdalezitosti. Grafické prdeti programu navic spiSefigppmind 2D
programy (obr. 10), pro zobrazeni prostorovych kiifijge pouzita axonometrie.

Uvedeny pehled dynamickych 3D programmeni jist vycerpavajici, obsahuje vSak
nejvice roz&ené programy. Vzhledem k rychlosti, s jakou smirs\wt vypacetni techniky,
muzeme pedpokladat, Ze postupem doby se objevi dalSi gemk&t3D programy, jiné
naopak zaniknou.

Vlastnosti 3D programii z hlediska poteb vyuky stereometrie

Pokud se titel rozhodne ve svych hodinach stereometrie vyatZip@itacovy
software, niZe si vybrat z relativhSiroké nabidky 3D dynamickych progranGeometrické
programy, pouZivané ve tetloSkolské vyuce, by #ly splovat zakladni vlastnosti jak
Z hlediska vzélavaciho obsahu a metod Skolské geometrie, takdidia uzivatele (ij.ditele
i z&ka), etre kvalitnich technickych vlastnosti. Na zaldadckolikaletych zkuSenosti
s pouzivanim tiznych geometrickych dynamickych progname vyuce budoucich citela
matematiky k&mto zakladnim vlastnostem podle mého nazorti:pat

* respektovani dgiva Skolské geometrie {fkazy a moznosti programu by &
vychazet ze Skolskych geb tak, aby se program dal vyuzivatizmych partiich
stereometrie — nd@p pii feSeni polohovych i metrickych Ulohfi psyntetickém
i analytickém pistupu ke geometrickym problém),

* respektovani metod pouzivanych ve Skolské geometfkoncepce
pieddefinovanych konstrukci bydha vychézet ze Skolskéhdigtupu, tj. Zaci by
pii pouZivani programu & pii feSeni uloh postupovat obdobnymigpbem jako
pii klasickém zisobu vyuky),

e zaazeni  nastrédj podporujicich rozvoj prostorové fqustavivosti
a konstruktivistické fistupy ve vydovani geometrie (ndpzmena uhlu pohledu na
zobrazené objekty, stopa daného geometrického mbjeitvareni mnoziny bodl
dané vlastnosti, animace apod.),

* jednoduché a intuitivni ovladanicetre pripadné moznosti omezeni pouZzivani
nékterych gikazi z vyukovych dvoda (nag. nepovoleni fikazu Prusesik
v okamziku, kdy se Zaci teprveilsestrojit piisetik primky a €lesa),

e kvalitni grafické zpracovani §zné barvy a druhyar pro rozliSeni objekt
moznost skryvani pomocnych objéktmoznost pedefinovani objektu, zéma
metitka),

* publikovani dynamickych rys na webovych strankach (program byélm
umoziovat export ry8 na weboveé stranky, abyitel mohl vytvaet pro své zaky
vyukové webové materialy),

» kvalitni technické parametry (jednoducha instalfaekenost).

Dynamicky geometricky softwarefipasSi do Skolské stereometrtadu pozitivnich
o probiranou latku a mozZnost faaeni heuristickych metod do syntetické geometrie.
Programy 3D vSak nenahradi zkuSenosti, které Zakaj @i praci s realnymi modelylkes.
Je proto iteba, aby etapvirtualnich manipulaci s 3D objektyrqrichdzela prace s realnymi
modely.
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| kdyZz programy dynamické geometrigeqstavuji mocny nastroj pro odhalovani
vlastnosti a vazeb mezi geometrickymi objekty, o@@sim nastrojem istava vase vlastni
predstavivost([1], s. 53)

Zavér

Komplexnich prograi dynamické 3D geometrie, které jsou orientovany na
stredoSkolskou stereometrii, existuje v &asné dob jen velmi malo. Pro vyuku lze
doporuit softwareCabri 3D a Archimedes Geo3LCPrvni z nich je velmi ddle vybaven pro
potreby vyuky zejména syntetické stereometrie a cellsmou koncepci odpovida pebam
stredoskolské vyuky. Druhy uvedeny program pak nabeic dynamické nastroje pro
konstrukci mnoziny boil dané vlastnosti a pro tvorbu makrokonstrukci, nesek ceskou
lokalizaci. Oba programy v podstasphuji vySe uvedené pozadavky na kvalitni vyukovy
software.

V¢étSina 3D prograrin, které jsou oznmvany jako interaktivni¢i dynamicke, je
pievazrié zameiena na praci €lesy, casto jen s mnohasty, a nenabizi uzivateli heuristické
dynamické nastroje znamé z rovinného software jalRdnozinac¢i Stopa Z progrant, které
pati do této kategorie a které jsowceny pro volné vyuziti, Ize dopatil holandsky Java
apletDoorzien
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JAK SE SESTACI UCILI POMOCI PROGRAMU
GEOGEBRA'!

Nada Stehlikova, Jaroslava Klobouckova
Univerzita Karlova v Praze, Pedagogicka fakulta
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Abstrakt: V tomto ¢lanku je popsana série ¢tyt vyucovacich hodin, v nichz se zaci 6. roc-
niku poprvé seznamili s programem GeoGebra, a to prostiednictvim tloh tykajicich se
kruznice vepsané a opsané trojuhelniku. Je pfedlozen a okomentovan pracovni list s grado-
vanou sérii tloh tykajicich se dané problematiky a uvedeny nékteré zkusenosti, které jsme
pii vyuce ziskaly.

Klicova slova: Geogebra, kruznice opsana a vepsana trojuhelniku, obtize zacatecniku,
uvod do ovladani programu

Uvod

Programy dynamické geometrie Cabri ¢i jeji freewarové varianty Geogebra a Geonext
ziejmé neni tfeba blize predstavovat. Na internetu existuje velké mmnozstvi zdroji, které
se témito programy zabyvaji a navrhuji i jejich konkrétni vyuziti ve vjuce matematiky.?
V tomto ¢lanku se budeme vénovat jedné konkrétni vyukové situaci, a sice vyuziti programu
GeoGebra ve vyuce ve dvou tiidach Sestého ro¢niku jedné zakladni skoly v Praze. Ve tiidé
6.A vyucovala prvni z autorek, ve t¥idé 6.B druha z autorek.

Kazdy ucitel, ktery je nadsen moznostmi programii dynamické geometrie, stoji pred
problémem, jak jejich vyuziti zaclenit do bézné vyuky, kdyz ,je tak malo casu“. ,Jak
rychle se déti nauc¢i pracovat s programem a nebudu se tim pfili§ zdrzovat?“ | Jak jim
praci usnadnit?“ ,,Jak zabranit tomu, aby se nevénovalo vice pozornosti obsluze programu
nez matematice?“

Jiz p¥i rozhodovani, kdy vlastné Geogebru® vyuzit, jsme dospély k piesvédéeni, ze tak
uc¢inime v okamziku, kdy bude pravdépodobné, Ze vyuziti pocitace pfinese nezanedbatelnou
,pridanou hodnotu® oproti klasické vyuce. Odmitly jsme myslenku, ze by se déti postupné
ucily program pouzivat na néjakych jednoduchych tilohach, pro néz ani pocitac¢ neni nutny.
K optimismu ohledné doby potfebné pro alespon zakladni zvladnuti programu nas vedla
zkusenost, kterou jsme ziskaly béhem hodin matematiky v pocitacové mistnosti, kdy jsme
vyuzivaly napf. online applety. Déti nemély téméi zadné technické problémy a ochotné
samostatné experimentovaly, pokud si nebyly jisté, co se od nich zada.

IPiispévek byl zpracovan v ramci projektu GAUK 4309/2009/A-PP /PedF.

2Nikde jsme vsak nenasly zpracovano, jakym zptisobem do programu zaky co nejucinnéji zasvétit tak,
aby to nebylo pfili§ ¢asové narocné.

3V nasi $kole nebyl zakoupen program Cabri, musely jsme se tedy poohlédnout po freewarové varianté.
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Dobra prilezitost, kdy se dalo s tispéchem vyuzit GeoGebry, se naskytla, kdyz jsme
v matematice dospély ke kruznici opsané a vepsané trojihelniku.* Podafilo se ndm také
zafidit, ze obé tridy stravily tzv. Den s GeoGebrou na fakulté, kde pracovaly s notebooko-
vou uc¢ebnou. Pro praci jsme tedy mély celkem ¢tyti po sobé jdouci vyucovaci hodiny.

Priprava souboru uloh

Rozhodly jsme se, Ze pripravime soubor gradovanych, na sebe navazujicich tloh, které
budou déti fesit viceméné samostatné. Tak jsme doufaly docilit diferencovaného pristupu a
umoznit zakim postupovat vlastnim tempem. Jak uvadi Vanicek, ,organizace hodiny [v niz
je vyuzit software| klade zcela jiné naroky na ucitele, ktery ma vétsi moznost vénovat se
tomu, kdo pomoc pottebuje, ale omezenou moznost vést t¥idu jako celek.“ [3] Jiz diive
jsme udélaly zkusSenost, ze frontdlni zpisob prdce je pii pouziti pocitact neptilis vhodny.
Z4ci jsou ¢asto nepozorni a netrpélivi, protoze prace na poc¢itaci je pro né velmi motivujici
a spole¢nd prace je ,zdrzuje®.?

Den s GeoGebrou zacal pomérné kratkym seznamenim s programem. Po ném nésledo-
valy tii tkoly, jejichz feSeni se prezentovala frontalné, a nakonec doslo na vlastni gradova-
nou sérii tloh. Kazdy 74k® si vyzvedl &ast pracovniho listu, vyfesil uvedené tikoly a nechal
si je od nas zkontrolovat. Poté dostal dalsi sadu tkold. Tim jsme chtély zabranit, aby si
zaci nevybirali jen nékteré ulohy, nebo se naopak nesnazili zvladnout vsechny i za cenu, ze
nékteré odbydou.

Otéazkou bylo, jak zajistit, aby zaci ziskali i néjaky hmatatelny vysledek, s nimz by mohli
nasledné pracovat doma. Idealni, avSsak neproveditelné, bylo, aby si kazdy mohl vysledek
prace vytisknout a odnést. Nakonec jsme se rozhodly doplnit vétsinu tkold vyzvou, aby
zéaci prekreslili (nebo pferysovali) urcité obrazce do pracovnich listi, které si nasledné vlepi
do sesitu.

Na zacatku prace s GeoGebrou zaci uméli v prostiedi ¢istého papiru konstruovat osu
thlu a osu tsecky, védéli, co je téznice a co vyska trojihelnika.

Prvni faze: Seznameni s programem GeoGebra

Zaktim jsme pomoci projekce na dataprojektoru ukézaly, jak se program GeoGebra
spusti, a pak jsme demonstrovaly, jak se provedou nékteré zakladni konstrukce: bod, tisecka,
pifmka, trojtihelnik (jako mnohotihelnik), kolmice, rovnobézka, stied. Zaci si méli ve po-
stupné zkouset na svych pocitacich. Déle jsme ukézaly, jak se pomoci pravého tlacitka
mysi zobrazi popis objektu, jak se vzdy vratit do zakladniho rezimu pomoci ukazovatka,
jak se pohybuje objekty a jak se objekty rusi. Vérily jsme, ze dalsi funkce programu déti po-
stupné objevi samy, jak je budou potiebovat pri feseni kkoli. Aby se zaci nemuseli zdrzovat
oznacCovanim objekti, nechaly jsme zapnutou funkci jejich automatického pojmenovavani.

4Tato latka je podle skolniho vzdéldvaciho programu nasi gkoly zafazena jiz do 6. roéniku.

5Proto jsme ¢asto zavéreéné shrnuti vysledkil dosaZzenych na poéitaci délaly aZ nasledujici hodinu
v bézné tridé.

6N&kteii zaci pracovali samostatné, jini, vzhledem k poctu poéitaci, ve dvojicich.
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Druha faze: Jednoduché ukoly s frontalni prezentaci
Ukol A: Narjsujte na obrazovce domecek se zahradkou.

Ukol B: Udélejte tsecku AB a narysujte jeji osu. Ovéite pomoci nabidky Uhel, Ze
usecka svira s osou pravy uhel, a pomoci nabidky Vzdalenost, ze osa tsecku piili.

Komentai: Teprve kdyz zaci provedli tuto konstrukcei, k niz potfebovali nabidku Prise-
¢ik utvari, stejnym zpltisobem jako na papife, jsme je upozornily na nabidku Osa usecky,
kterou méli nadale pouzivat. Uéelem bylo, aby si uvédomili, Ze program nevytvaii kon-
strukce nahodile, ale podle predem daného algoritmu, ktery sami znaji. Nabidka programu
pak pro né slouzi jako zkratka.

Ukol C: Narysujte libovolny thel a jeho osu.

Komentéi: Podobné jako u tikolu B Zaci nejprve zkonstruovali tthel” a jeho osu postu-
pem, ktery znali z prostiedi ¢istého papiru (viz obr. 1), a teprve pak se seznamili s nabidkou
programu Osa uhlu.

Ptekvapivé pro zaky bylo, kdyz jim program vykreslil osy uhli dvé (obr. 2). Nasledovala
kratka diskuse, proc¢ to tak je — pritom jsme ukazaly, jak se da osa vné€jsich thla skryt.

Obr. 1 Obr. 2

Prezentaci vysledki aloh A-C v podstaté skonéila frontalni viuka. Zaci dale pracovali
individualné nebo ve dvojicich a my jsme poskytovaly zpétnou vazbu, pripadné rady.

"Vesmés neoznadili, ktery ze dvou moznych thli vlastné zamysleli (tedy co je vnitiek a co vnéjsek
ahlu), to bylo zfejmé z nasledné konstrukce osy.

200



Tretil faze: Pracovni list®

Ukol 1: Vytvoite trojiihelnik a zméite jeho vnitini hly (nabidka Uhel). (Velikost tihlt
se objevi v desetinnych ¢islech, ne ve stupnich a minutéch.) Pohybujte jednim z vrcholt
trojihelnika tak, aby vznikl tupothly trojuhelnik. Trojihelnik sem nacrtnéte a napiste,
jak velké jsou jeho tuhly.

Ukol 2: V trojahelniku z predchoziho tikolu zmétte i strany (nabidka Vzddlenost).
Pohybujte jednim z vrcholdl, az vytvorite néjaky rovnoramenny trojihelnik. Trojihelnik
sem nacrtnéte a popiste ho velikosti jeho stran i uhli.

Ukol 3: Vytvoite libovolny pravothly trojuhelnik. Popiste sem konstrukci co nejpo-
drobnéji. (Trojuhelnik je v Geogebie spravné sestrojen, pokud se jeho tvar nezméni, kdyz
pohneme néjakym jeho vrcholem!)

Nechte si svou praci zkontrolovat a dostanete dalsi sadu ukoli.

Komentai: Cilem prvni trojice uloh bylo, aby si zaci uvédomili dynamické moznosti
programu a aby premysleli nad riznymi druhy trojuhelniki. Tteti tloha je méla upozornit
na to, zZe co se na obrazovce jevi jako pravouhly trojihelnik, nemusi pravotuhly trojuhelnik
skutecné byt. O tom jsme se lehce pfesvédcily pifi kontrole. Hodné zakt bylo ochotno pro-
hlésit za pravothly trojuhelnik i takovy, ktery se pravouhlému ,hodné blizil“ (viz obr. 3).
Jde o vliv klasického rysovani, kde to také ,nejde udélat uplné pfesné“, a urcitd mira
nepresnosti se tedy toleruje.

Obr. 3

Ukol 4: Narysujte libovolny ostrotihly trojihelnik (pomoci nabidky Mnohothelnik).
Pomoci nabidky Uhel zméite velikosti jeho whl. Sestrojte vSechny tii jeho vysky. Vy-

874ci méli na pracovnim listu vynechans mista, aby mohli naértnout obrazky. Pokyny psané kurzivou
oznacuji mista, kdy si zaci nechavali svou praci zkontrolovat a dostavali dalsi sérii tkolt.
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sledny obrazek sem nacrtnéte (nezapomerite vyznadit, kde je pravy thel, i velikosti thla
v trojihelniku).

Ukol 5: V predchozim tikolu jste narysovali viechny t¥i vysky, a pokud jste to udélali
spravné, protnuly se v jednom bodé. Pokud jste skutecné narysovali ostrotihly trojuhelnik,
byl tento bod uvnitf trojuhelnika. Najdéte trojihelnik, pro ktery je tento bod (tedy prisecik
vysek) ve vrcholu trojthelnika (napovéda: pohybujte vrcholy trojihelnika, aby se ménil
jeho tvar). Trojihelnik sem nadrtnéte a napiste i velikosti jeho ahla.

Miizeme néco tici o vSech trojuhelnicich, pro které je prisecik vysek v néjakém vrcholu
trojihelnika?

Ukol 6: Stejny tikol jako pfedchozi, ale tentokrat hledate takovy trojihelnik, pro ktery
se prusecik vysek ocitne mimo trojihelnik, vné trojihelnika. Opét sem takovy trojihelnik
nacrtnéte a popiste velikostmi jeho tuhly.

Miizeme néco fici o vSech trojihelnicich, pro které je priisecik vysek mimo trojihelnik?

Nechte si prdact zkontrolovat a dostanete dalsi sadu ukoli.

Komentai: Cilem dalsi trojice tkolt jiz bylo, aby zaci zacali samostatné objevovat, jak
ovlivituje tvar trojihelnika polohu priise¢iku vysek. Zaci své poznatky formulovali pisemné,
zatim znacné nedokonale.

Ukol 7: V obrazku vymazte vysky a vSe ostatni nechte (tedy mate na obrazovce troj-
thelnik s vyznacenymi velikostmi hl). Nejdfive z néj pomoci posunuti vrcholu udélejte
opét ostrouthly trojihelnik. Pak do néj narysujte vSechny tii téznice.

Pokud jste rysovali dobte, vSechny tii téZznice se protnuly v jednom bodé, ktery je uvnitt
trojihelnika. Vytvoite ten bod pomoci pruseciku piimek (tj. pouzijte volbu Priseciky
objekti). Prisecik t¥i téZnic se oznaci pismenkem; tomuto prisec¢iku budeme Fikat tézisté
trojuhelnika.
vzdalenosti pro kazdou ze tii téznic.

Nevidite néjaké pravidlo? Pokud ne, zkuste pohybovat vrcholy trojuhelnika tak, aby

Vv

Vv

mimo néj? Pokud ano, nacrtnéte ho sem a popiste velikostmi jeho thli.

Nechte si praci zkontrolovat a dostanete dalsi sadu ukoli.

Komentéi: Ukol 7 byl znaéné obtizng, problém délalo porozuméni pomérné dlouhému
textu. Proto jsme zaky, kteti byli s praci pomalejsi, vyzvaly, aby tento tikol zatim vynechali

Vv

YV

byla 1 (obr. 4). Pro jiné zéky byla situace nepiehlednd, protoZe obrazek obsahoval pFilis
mnoho informaci. Pisté by bylo lepsi, kdyby v obrazku nebyly alespon velikosti thli.
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Obr. 4

Ukol 9: V trojthelniku z ptedchoziho tikolu vymaite téZnice. Ziistane vAm jen ost-
rouhly trojuhelnik s vyznacenymi velikostmi vnitfnich Ghla. Narysujte osy vSech tii stran
(pomoci nabidky Osa dsecky). Pokud jste rysovali spravné, protnuly se vam vSechny tii osy
stran v jednom bodé a ten je uvniti trojuhelnika. Pomoci volby Prusecik objekti tento bod
oznacte (jedna se o prisecik os stran). Situaci, kterou mate na obrazovce, sem nacrtnéte.

Ukol 10: Najdéte trojuhelnik, pro ktery se priisecik os stran ocitne na nékteré strané
trojuhelnika. Takovy trojihelnik sem nacrtnéte a popiste velikosti jeho thlt. Nacrtnéte
osy stran a jejich prusecik.

Miizeme néco fici o vSech takovych trojuhelnicich, pro které je priisecik os stran na
strané trojuhelnika?

Ukol 11: Najdéte trojiahelnik, pro ktery se priise¢ik os stran ocitne mimo trojthelnik.
Takovy trojuhelnik sem nacrtnéte a popiste velikosti jeho thlt. Nacrtnéte i osy stran a jejich
prusecik.

Mizeme néco fici o vSech takovych trojuhelnicich, pro které je prisecik os stran mimo
trojuhelnik?

Nechte si prdaci zkontrolovat a dostanete dalsi sadu ukoli.

Komentar: Prekvapilo nas, ze nékteri zaci méli problém s pochopenim slova ,0s“ ve
spojeni ,o0s stran“. Nevidéli, ze jde o tvar slova osy.

Ukol 12: Narysujte kruznici se stiedem v priseciku os stran z predchoziho tkolu,
ktera prochazi nékterym z vrcholt trojihelnika (pomoci nabidky KruZnice dand stredem
a bodem). Co pozorujete? Nacrtnéte cely obrazek sem.
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Pohybujte né¢jakym vrcholem trojuhelnika a pozorujte, co se déje s kruznici.

Dojdéte si pro odpovéd a pro dalsi ikol.

Odpovéd: Jedna se o kruZnici opsanou trojuhelniku. Jeji stfed je v priseciku os stran
a prochézi vSemi tfemi vrcholy trojuhelnika. At ménime tvar trojahelnika jakkoli, jeho
vrcholy stale lezi na této kruznici.

Komentat: Odpovéd jsme zamérné zakim dévaly na zvlastnich listeccich, které si na-
lepili do sesitu pod zaznam z vlastniho experimentovani, aby méli viditelné shrnuti své
prace.

Ukol 13: V trojthelniku z pfedchoziho tikolu vymazte kruznici i osy stran. Narysujte
osy vSech ti{ vnitinich thla trojihelnika (pomoci nabidky Osa whlu). Pokud jste rysovali
spravné, protnuly se vam vSechny tii osy hli v jednom bodé. Pomoci volby Prisecik
objekti tento bod oznacte (jedna se o prisecik os wuhlid). Situaci, kterou méte na obrazovce,
sem nacrtnéte.

Ukol 14: Priisecikem os 1hlf z pfedchoziho tikolu vedte kolmici na nékterou ze stran
trojuhelnika. Pomoci volby Prusecik objektu najdéte priusecik této kolmice a oné strany.
Pocita¢ vam tento bod oznadi.

Narysujte kruznici se stfedem v priseciku os thli z pfedchoziho tkolu, ktera prochézi
prusec¢ikem kolmice z tohoto bodu a strany trojthelnika (pomoci nabidky Kruznice dand
stredem a bodem). Co pozorujete? Nacrtnéte cely obrazek sem.

Pohybujte néjakym vrcholem trojuhelnika a pozorujte, co se déje s kruznici.

Dojdéte si pro odpovéd.

Odpovéd: Jedna se o kruznici vepsanou trojuhelniku. Jeji stfed je v prisec¢iku os thld
a dotyka se vSech stran trojihelnika. At ménime tvar trojuhelnika jakkoli, jednd se stale
o kruznici vepsanou.

Komentai: U tkolu 14 se nejvice projevila chyba zac¢ateéniki (viz nize), kdy Zéaci nepro-
vedli konstrukei spravné, a tak se jim figura pii pohybu trojuhelnika rozpadla. Na obr. 5 je
vidét na prvni pohled korektné zkonstruovanou kruznici vepsanou trojihelniku. Z obr. 6 je
vsak patrné, ze zak nenasel bod FE jako priisecik kolmice na stranu prochazejici prisecikem
os thld (na obrazku je vycarkovand) a strany, ale volné jej umistil na stranu trojihelnika.
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Celou praci jsme jiz na fakulté nestihly shrnout. To jsme udélaly nasledujici den v bézné
hodiné matematiky, kdy jsme také zkontrolovaly pracovni listy a spolecné se zaky dali
dohromady zapis o tom, co objevili, do seSitu.

Diskuse

Zhodnotme nyni vySe uvedenou praktickou zkusenost.

Ukéazalo se, ze téma kruznice vepsan€ a opsané trojuhelniku bylo zvoleno dobie. Vy-
hoda pouziti pocitace oproti klasickému rysovani byla nesporna. Mohly bychom o ném
fici to, co Vanicek uvadi o tématu shodna zobrazeni, a sice, ze v ném ziskavani poznatki
tradi¢nim zptsobem pomoci zdlouhavého rysovani tuzkou na papite ,zdrzuje a zastinuje
vlastni uceni“ a zZe jej ,lze zrychlit a rozsifit o experimenty s dynamikou, bez pocitace
realizovatelné pouze jako myslenkové a fadé zaku tak nepfistupné®.[3] Dynamické ménéni
figur hraje zcela zasadni tlohu pii pochopeni, jak se napf. méni poloha priiseciku vysek
v zavislosti na tvaru trojuhelniku, apod. V jazyce teorie generickych modeli [1] mizeme
fici, ze zaci ziskavaji velké mnozstvi izolovanych modeli, které vedou k pozdéjsi abstraktni
znalosti.

V této souvislosti Kutzler pfirovnava uceni se matematice ke stavéni domu o nékolika
patrech, pfi¢emz pocita¢ muze slouzit jako leseni. [2] V nasem piipadé pomoc pocitace
spociva v tom, ze na zakuv prikaz vytesi jednotlivé dil¢i kroky a tim mu umozni koncent-
rovat mysleni pouze na vyssi troven — pri rysovani na pocitaci se zak soustiedi na postup
konstrukce, na vysledny produkt, ktery ma urcité matematické vlastnosti, a ne na tech-
nické zvladnuti konstrukce a jeji presnost (kterd je pro nékteré z nich velmi obtizna, ne-li
nemozna).

Co se tyée zvladnuti programu zaky, bylo prekvapivé bezproblémové. Zaci byli schopni
po nasem stru¢ném tvodu samostatné v programu pracovat; experimentovali s neznamymi
nabidkami, hledali vlastni postupy. Je zfejmé, Ze se pritom nevyhnuli zacatecnickym chy-
bam, které popisuje napf. Vanicek [3]. Pfikladem byla situace na obr. 5 a 6, kde se figura
kruznice vepsané trojuhelniku zcela rozpadla kvili nespravné konstrukci. Pfi¢inou tohoto
jevu je, ze zaci si ,nedokazi pfedstavit moznou dynamiku figury nebo ji viibec neberou

205



v tvahu“ [3]. Pro né existuje v dané chvili jen konkrétni figura, konkrétni trojihelnik,
ktery maji narysovany na obrazovce, a objekty vnimaji tak, jak se na pohled jevi. Ostatné,
vSechna jejich dosavadni zkuSenost s rysovanim v prostiedi ¢istého papiru je v tomto oce-
kavani utvrzuje.

P1i kontrole figur, které zaci vytvareli, jsme se snazily na konkrétnich prikladech ukazat
rozdil mezi volnym objektem, objektem ukotvenym na dalsim objektu a vazanymi objekty,
coz je, jak zndmo, pro zac¢atecnika zakladnim kamenem urazu ([3]).

Konec¢né zminme jesté, jak se osvédcila nase metoda predkladani tkolt zaktm na jed-
notlivych oddélenych kartickach, postupné, jak je resili. Nespornou vyhodou bylo, Ze nas
pristup byl do zna¢né miry individualizovan. Mohly jsme okamzité reagovat, pokud byl
néktery zak pozadu, a vybrat mu takovy tkol, ktery byl pro néj v dané dobé zvladnutelny
(Zaci tedy mohli nékteré tlohy vynechat). Rychlejsi zaci nebyli zdrzovani pro né nedile-
zitym vysvétlovanim. Jen maléd ¢ast zakd vypracovala vsechny tkoly a na druhé strané
bylo nékolik zakt, ktefi se potykali s nékolika mélo tkoly celou dobu vyuky. Vétsina zaki
vytesila asi tfi ¢tvrtiny tkold.

Nevyhodou naseho ptistupu bylo, ze tikoly nékdy obsahovaly vétsi mnozstvi textu, pro-
toze jsme se snazily vysvétlit vie, co by mohli Zaci pii jejich FeSeni potiebovat.? Zaci sice
byli na tento zpiisob zvykli, protoze pti kazdé praci na pocitaci dostali kromé adres, kde
se napt. nachazeji vyukové applety, také pokyny, jak s nimi pracovat. Nicméné i tentokrat
se do zna¢né miry projevila jejich mald schopnost (nebo v fadé pfipadii spise nechut) po-
rozumét psanému testu. Nekteri zaci se rad€ji ptali, co maji délat, nez aby docetli pokyny.
V tom jsme je vSak nepodporovaly, nebot se domnivame, Ze i v matematice bychom méli
péstovat ctenarskou gramotnost. Problémy, které zaci méli, pramenily tedy spiSe z nepo-
rozumeéni psanému textu nez z nepochopeni, jak se pracuje v GeoGebfe.

Zavér

Cilem ¢lanku bylo na konkrétnim prikladu ukazat jednu z moznosti, jak lze zaky 6. roc-
niku, zac¢atecniky, efektivné uvést do prostredi dynamické geometrie. Program GeoGebra
se ucili ovladat, zatimco fesili ulohy, které patii do jejich uc¢ebniho planu a pro jejichz fe-
seni je vyhodnost pouziti softwaru nesporna. Domnivame se, Zze u daného tématu vepsané
a opsané kruznice trojuhelniku se podarilo danou ¢asovou jednotku vyuzit efektivné. Moti-
vacné byla prace na pocitaci pro déti velmi silné. Zatimco k rysovani na papife ma vétsina
z nich bohuzel odpor,'? alternativni ptistup k rysovani ,na obrazovce® je motivoval k tomu,
aby nad danym matematickym tématem premysleli a aby ho zkoumali.

Konecné je tieba zdtraznit, ze v naslednych hodinach zaci pracovali klasicky, tj. rysovali
na papir. I v dalsim ro¢niku, pokud se probird geometrické téma, se snazime oba pristupy
vhodné kombinovat. Pokud je pouziti poc¢itace piinosné, pracujeme v GeoGebte. Jinak déti
rysuji na papir.

9Pferusovani prace zakt a frontalni vysvétlovani, co maji délat u kazdého tkolu, ndm nepiipadalo
vhodné.
0ktery se projevil ihned na za¢atku 6. roéniku
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MULTIMEDIALNI SBIRKA ZKOUSKOVYCH
PRIKLADU Z DESKRIPTIVNI GEOMETRIE
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Abstrakt: Prispévek ptedstavuje projekt Fondu rozvoje vysokych Skol, jehoz cilem je
vytvorit sbirku zkouSkovych ptikladi z deskriptivni geometrie v elektronické podobé.
Priklady budou vytvofeny v programu OtherCAD a spolu se stru¢nym matematickym
zapisem postupu konstrukce vlozeny do programu Zoner Context. Cilem projektu je sestavit
ucelenou sbirku vyhradné zkouskovych ptikladi (feSenych i1 nefeSenych), tak aby se studenti
mohli presvédcCit, zda jsou jejich znalosti dostate¢né na to, aby byli sami schopni piiklad
narysovat.

Kli¢ova slova: sbirka ptikladd, deskriptivni geometrie, koétované promitani, Mongeovo
promitani, axonometrie, Sroubovice, Sroubové plochy, zborcené plochy, stfedové promitani,
linedrni perspektiva, OtherCAD, Zoner Context.

1. Predstaveni projektu

Prispévek ptedstavuje projekt Fondu rozvoje vysokych s$kol, F6 558/2009 —
~Multimedialni sbirka zkouskovych prikladii z deskriptivni geometrie®, jehoz cilem je vytvorit
sbirku zkouskovych ptikladl z deskriptivni geometrie v elektronické podobé¢. Sbirka obsahuje
ptiklady, jez svou naro¢nosti odpovidaji zkouSkovym piikladiim z tohoto pfedmétu. Umozni
studentim prochazet krok za krokem jednotlivé konstrukce, vracet se v konstrukci,
zobrazovat detaily jednotlivych ¢asti prikladti a pomocné konstrukce také skryvat.

2. Konkrétni vystupy

Vysledkem projektu bude volné dostupna sbirka pfiblizn¢ 70 piikladii, uvefejnéna
v komprimované podobé na strankich Ustavu matematiky a deskriptivni geometrie Fakulty
stavebni Vysokého uceni technického v Brn€ (http://math.fce.vutbr.cz/).

Sbirka je rozdélena do Sesti kapitol, které zahrnuji stézejni ¢ast latky probirané v predmétu
Deskriptivni geometrie pro obory vSeobecného stavitelstvi, architektura pozemnich staveb a
obor geodézie a kartografie. Tii kapitoly zahrnou zékladni promitani probirana v tomto kurzu
- Mongeovo promitani, kolmou axonometrii, sttedové promitani a linearni perspektivu. Dalsi
dv¢ kapitoly jsou vénovany plocham - Sroubovym a zborcenym. Posledni kapitola obsahuje
ptiklady z koétovaného promitani a je urcena pouze pro studenty oboru geodézie.
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Obr. 1: Sbirka zkouSkovych ptikladi z deskriptivni geometrie
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Obr. 2: Sbirka zkouSkovych ptikladt z deskriptivni geometrie
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Deskriplivni geometrie
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V Mongeové promitani sestrojte fez Sikmého kruhového valce s podstavou &(S[50, 40, 0], »=30)

v plidorysné, rovinou o, kterd prochdzi bodem M[30, 50, 60] a je kolmd na pfimku SS°. Bod S'[-30.70.50] je
stfed druhé podstavy. Uréete piesné viditelnost fezu i vilce.

V kolmé axonometrii dané XTZ(100, 110, 120) sestrojte pravidelny 4-boky jehlan ABCDV s podstavou

v piidorysné, je-li dana piimka p(K, L), na které lez hrana A7 a viska télesa v = 80. K[50, 50, 501, L[-30,
50, -100].

V kolmé axonometrii dané XTZ(110, 120, 100) zobrazte ¢ast kruhového konoidu, ktery lezi nad pidorysnou
(x, 1) a pred primétnou (v, z). Je dana fidici krugnice c(S[0, 40, 0], » = 50) lefici v primétné gy, z). déle je
dana Fidici pfimka “, ktera je kolma k fidici roving 1(x, ) a prochazi bodem P[100, 0, 0]. Sestrojte alespofi
dvanact tvoficich piimek plochy. Plocln omezte rovinami 7, i

V LPH, z, v. d). v= 60, d =120, zobrazte objekt dany pidorysem a narysem. Hranu 4B na pfimce a

v zakladni roviné volte podle obrazku.
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Obr. 3: Sbirka zkouskovych ptikladl z deskriptivni geometrie

Deskriplivni geometrie
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Cviceni

.V Mongeové promitani je dana plocha hyperbolického paraboloidu pomoci zborceného étyfthelnikn 4BCD,

A[-65. 60. 0]. B[35. 75. 80]. CT70. 25. 0]. D[-30, 20, 80]. Sestrojte minimdlné sedm pfimek z kardého reguln.
V bode dotyku 7720, 7, 7] plochy sestrojte tecnou rovinu t.

V axonometrii dané XTZ(110, 110, 120} je dana plocha hyperbolického paraboloidu pomoci zborceného
Etyfihelnilu ABCD, A[-70. 60, 100]. B[10. 90, 0], C[60. 40. 80]. D[-20. 10. 0]. Sestrojte minimalné sedm
ptimek z kazdého regulu. V bodé dotyku T [30, 7. 7] plochy sestrojte teénou rovinu 7. Sestrojte fez rovinou
p(e=. 50, o).

V kosouhlém promitani (0 = 135°, g,= 2/3) zobrazte ¢ast kruhového konoidu, ktery ler nad pidorysnou (x,
1) a pted pnimémou (v, 7). Je déna tidici kinice '&(ST90, 50, 0], » = 50) lefici v roviné o, rovnobémé

s primétnou (v, z). dale je dana fidici pfimka *d || y a fidici rovina W(x, 2). Sestrojte alespofi dvandct tvoficich
piimek plochy a fez plochy danou rovinou o(40, o=, =) || 2

V axonometrii dané XTZ(110, 100, 120) zobrazte kauhovy konoid, ktery le# nad pidorysnou a(x, v). Je dana
fidici kruznice %(S[50, 50, 0], » = 50) lezici v piidorysné, dale je ddna Hdici ptimlkea &, kterd je kolma k Hdici
roviné Wx, z) a prochazi bodem P[50, 0. 120] Sestrojte alespofi dvacet tvoticich ptimek plochy.

V kosouhlém promitani (g0 = 135°, g,= 3/4) sestrojte nékolik tvoficich pfimek Montpellierského obloukmu.
Ridici kruznice K(S[20, 0, 0], r = 40) leH v roviné rovnobéiné s bokorvsnou gy, 7), fidici pfimka '« prochazi
bodem § kolmo k bokorysné (v, 2) a fidici ptimka 4 prochézi bodem O[60, 0, 50] a je rovnobéina s osou .
Plochu omezte pidorysnou a narysnou.

.V axonometrii dané XTZ(110, 100, 120) sestrojte Montpelliersky oblouk. Ridici kerugnice K(S[0, 80, 0], »=40)

le#i v pidorysné, Hidici ptimka 'd prochazi bodem S kolmo k ptidorysné a Hidici primka *d prochdzi bodem
Q[60, 10, 50] a je rovnobéna s osou .

V kosouhlém promitani (e = 135°, g, = 1/2) sestrojte ¢ast Marseillského oblouku s fidici kruznici &(5[0. 120,
201 »= 1000 v hokorvsng v 7} druhon fidici rnici 7STS0 120 601 »= SN v roving o |l v 7Y o v =

=

'

0

v

1
x
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Obr. 4: Sbirka zkouskovych ptikladl z deskriptivni geometrie
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Kazda kapitola obsahuje pfedevsim feSené ptiklady, je vSak doplnéna i o soubor piikladi
nefesenych. V zavéru sbirky je uvedeno nékolik pisemnych praci pouzitych v minulych letech
u zkousky.

Priklady jsou vytvofeny v programu OtherCAD, ktery pomoci nadstavby nazvané
Slideshow ukazuje postup rysovani. Jednotlivé konstrukce jsou uloZzeny do vrstev a za pomoci
Slideshow rozbaleny v novém okné. Konstrukce ptibyvaji postupné od zadani k vysledku,
kazda nova konstrukce se barevné odlisi, vSechny pfedchazejici kroky maji stejnou barvu.
V prikladé je mozné pohybovat se libovolné vpied i vzad po jednotlivych krocich. Detaily je
mozné podle potfeby zvétSit. Prebytecné konstrukce lze bez problému skryvat. Kazdou
konstrukei 1ze doplnit o kratky text, umoziujici lepsi pochopeni dané¢ho kroku.

’EZ SlideSHOW 1.3 (2]

1:1 Bava-1 G TI°“S“‘EZD”]’_I v viditsost | Uka detail | Celp viies |

=

I--NEEE -~
= =

JE:--HERE- -
®--m

{@->O0BmE- -
NEe-HE e e~

2
z?g
e
aoc

acp GB.8m_-18.9m_st

Obr. 5: OtherCAD s nadstavbou Slideshow

Ptiklady vytvoifené v programu OtherCAD byly spolu se stru¢nym matematickym
zapisem postupu konstrukce vlozeny do programu Zoner Context. Tento systém je univerzalni
a vykonny autorsky nastroj pro elektronické publikovani. Ma pomérné velmi dobie vyfeseno
zpracovavani textu a jeho vlastni fulltextova technologie zvladne jakkoliv obsahlé publikace.

3. Cilova skupina projektu

Cilovou skupinou projektu jsou studenti 1. ro¢niku oborl stavitelstvi a stavebni
inzenyrstvi, dale pak oboru geodézie a kartografie a architektura pozemnich staveb. Jelikoz je
v téchto oborech napli predmétu z ¢asti odliSna, bude tato sbirka obsahovat sjednoceni
tématickych celkl vSech tfi oborti.
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Tim, ze bude sbirka voln¢ dostupna na internetu, bude k dispozici i1 studentiim jinych
obort a Skol, ktefi studuji deskriptivni geometrii v rdmci svych obort.

4. Duvody vzniku projektu

StéZejnim ucebnim textem je pro nase studenty CD Deskriptivni geometrie pro 1. rocnik
kombinovaného studia, primarné¢ urené pro kombinované studium. Toto elektronické
skriptum obsahuje hlavné teorii a zakladni konstrukce. Od doby, kdy bylo CD vytvoieno,
doslo v osnovach k dal§im zménam. Je zapotiebi na tyto zmény reagovat a vytvotit aktualni
ucelenou sbirku prikladi, kterd bude tyto zmény zahrnovat.

(0]
(0]
®

[E 1 OtherCAD min - OtherCAD

1:1 Barva=1 (3 [l Tloustka=0 (1) Sl Typ=0 (1)

PREDCHOZ] STRANKA “ ; § :
; n
2
i L : HEE
w1 tuofici pFimka plochy
w2 dalitvofic pimky plochy & [l
v 3 omezujicl roviny nf nEay [LE1oN
' v 4 prisedky tvoficich pfimek s omezujicimi svislymirovinami & ! ; A SN . o e
i . v 5: omezeniplochy f / / Lo ./
o n f: = A A : A B C
DT v e ovnaien B H Ny L ATy S
© 1 7 sestrojeni badu fezu i - : I
w8 dalsibody fezu N & &
« 9 sestrojeni bodu Fezu na pFimce m pomoci et primétny EFEEET
10: Tez plochy o W
11: visledek

— DALSI STRANKA

ol

acp G43.3m, 26 O, st

Obr. 6: OtherCAD s nadstavbou Slideshow

V soucasné dob¢ je studentim k dispozici n€kolik ucebnich texti a sbirek ptiklada
v elektronické podobé. VéEtsinu z nich je mozné stahnout z internetovych stranek ustavu Ma-
DG. Tyto sbirky z vétsi ¢asti obsahuji jednodussi ptiklady na procviceni dané latky, ptipadné
ptiklady, které jsou povazovany za jakousi nadstavbu probirané latky. VSechny tyto studijni
opory umoziuji studentim uspéSné zvladnuti ndro¢ného piredmétu, kterym deskriptivni
geometrie bezesporu je.

Deskriptivni geometrie je jednim z nejtézsich predmétu na stavebni fakulté. Na ostatnich
fakultach jinych vysokych Skol bude situace jisté obdobnd. Studenti nastoupi na fakultu
z raznych typu stiednich Skol a je pro né narocné zacit studovat pfedmét zaloZeny témef
vyhradné na prostorové predstavivosti; mnohdy se setkavaji s deskriptivni geometrii poprvé a
prednasky, cviceni a skripta pro né nejsou, i vzhledem k obsahlosti latky, dostacujici studijni
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oporou. Ve vyrysovanych prikladech ve skriptech jsou Casto kvuli pfehlednosti potlaceny
nebo Uplné vynechany dil¢i konstrukce.

Cilem projektu je sestavit ucelenou sbirku vyhradné zkouskovych piikladi, tak aby se
studenti mohli presvédcit, zda jsou jejich znalosti dostate¢né na to, aby byli sami schopni
priklad narysovat.

Piiklady budou doplnény kratkym matematickym zépisem konstrukce. Ugelem projektu
neni studentim zdtvodnovat jednotlivé faze konstrukce, vysvétlovat pro¢ v daném kroku
pouziji dany postup apod. Naopak, ve chvili, kdy studenti zacnou tuto sbirku pouzivat, by
meli byt schopni si takovad zdivodnéni podat sami. V piikladech si pak jen ovéfi, zda umi
naro¢nost prikladi jednotlivych prednasejicich.

Casto se stava, ze studenti, a to hlavng ti, kteii pfedmét opakuji, vyhledavaji vyudujici,
u nichz predpokladaji snazsi ziskani zkousky. Tato snaha byva velice Casto zaloZzena na
subjektivnim vnimani vyucujiciho. U toho ucitele, ktery se po cely semestr ke studentim
nechova prilis laskavé, se jaksi automaticky predpoklada, ze jeho pisemky budou velmi tézké.
A naopak, u hodného a usmévavého ucitele, si ani nedokdzeme predstavit, ze by mohl dat ke
zkousSce narocnéjsi priklady. Oba dva tyto predpoklady byvaji témét vzdy mylné a budeme-li
chtit, aby studenti nepreferovali prvni nebo druhy typ ucitele, musi sami védét, Ze pozadavky
na n¢ kladené budou u vSech prednasejicich stejné.

7] OtherCAD min - OtherCAD
1:1 Barva=1 (9) Wl Thoustka=0 ([T S0 =0 (17
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FIG[H] 1]
NE & =X
Vidteinost e = EEEE
0 peat % a @
w D_zadsni
v 1. tuticd piimka plochy
T ¥ 2.dalé tvatfcl ke plochy
B e 3 omeaiiel vy
v 4. priseiky tucficich primek s omezuifcimi sviskmi 1ov oo

1y ¥ B.omezeni plachy
k. ¥ Brovinafezu

v 7_sestiojent bodu feau
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Obr. 7: OtherCAD s nadstavbou Slideshow

Cely projekt je sméfovan k tomu, aby si studenti mohli sami prorysovat vétsi mnozstvi
priklada, které byly v minulych letech pouzity u zkousky, pfipadné takové piiklady, které
svou naro¢nosti odpovidaji prikladim u zkousek a v mirné¢ modifikované formé¢ mohou byt
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v dalsich letech u zkouSky pouzity. Ve chvili, kdy student prorysuje vétSinu piiklada, by mél
byt schopen bez potizi slozit zkousku.

5. Zpisob reseni

Postup feseni projektu byl rozdélen do tii fazi:

=V prvni fazi byly shroméazdény ptiklady od jednotlivych pfednasejicich, a to takové, které
byly pouzity u zkousek v minulych letech a které byly vyucujici ochotni poskytnout. Dalsi
¢ast sbirky tvofi typické piiklady, které svou naroc¢nosti a obsahem vyhovuji zkouskovym
ptikladiim, tedy takové ptiklady, které se asto, s malymi obménami, vyskytuji u zkousek.

* Druhou, ¢asové nejnarocnéjsi fazi bylo kresleni ptikladii a popis konstrukce. Nakreslené
obrazky a texty byly stylisticky sjednoceny a na zavér vloZzeny do programu Zoner
Context.

* V posledni fazi, tj. na konci roku 2009 bude sbirka uvetejnéna na internetu.

6. Souvislost s dalSimi projekty

Projekt navazuje na uspéSné¢ dokonceny grant Podpora realizace nové struktury a
modularni skladby studijnich programit VUT v Brné.

V rédmci tohoto grantu jiz vzniklo nékolik ucebnich pomticek. Vétsina téchto texti je jako
CD-ROM v komprimované verzi volné dostupnd na internetu na  strance
http://math.fce.vutbr.cz/vyuka/.

@ Muttimediaini podpora studia matematiky a deskriptivni geometrie - Mozila Firefox 006

Soubor Upravy Zobrazeni Historie Zalgzky Nastroje  Mapoyéda @~
@ @ @ & hitp:/imath. foe vutbr czAvyukaindes htm N LD @ Q)
1D Multim... € | + -

http://math.fce.vutbr.cz/vyuka/

1] TECHNICKE

V BRNE - : I i
Ustav matematiky a deskriptivni geometrie

Zizkova 17
[] 662 37 Brno
T tel. Gstfedna: +42-5-41147601

FAKULTA
STAVEBNI

Multimedialni podpora studia matematiky a deskriptivni
geometrie

na Fakulté stavebni VUT v Brné

Materialy vznikly v ramci feseni grantu ,,Podpora realizace nové struktury a modularni skladby
studijnich programi VUT v Brn&", RA 994001,14 zdroj 1120.

@ &5 numerickd matematika pro doktorandy
@ 5 Numerical Analysis [english version] 10!
@ @ Generator nahodného zadani zkouskové pisemky, Matematika 1 (BAO1) 4k
3 @ sada resenych prikladd 4k ving 30.3.2006

@ @ Generator nahodného zadani zkoukové pisemky, Matematika
@ B Analyticka geometrie kfivek a ploch technické praxe
@ E Cesko-anglicky a anglicko- Zesky odborny slovnik deskriptivni g
@ E Cesko-anglicky 2 anglicko- Zesky odborny slovnik m
@ %] cp-RoM Descriptive Geometry [english version] 4k
@ %] cp-ROM Shirka fegenych piikladli z deskriptivni ge

WFeni technického v Brnd diveliausun 140 2009

“a _Hotovo & B3+ 0 honza.pepa@gmai.com _“C

Obr. 8: http://math.fce.vutbr.cz/vyuka/

0 3
pro 1. rocnik Stavebni fakulty Vysokého

v
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Ucitelé deskriptivni geometrie byli rovnéz zapojeni do projektu evropského socialniho
fondu Modernizace vyuky na fakulté¢ stavebni VUT v Brné¢ v ramci bakalaiskych a
magisterskych studijnich programt. V rédmci tohoto projektu vznikla sbirka zahrnujici

zakladni geometrické konstrukce, opakovani geometrie ze stiedni Skoly a nejjednodussi
ptiklady z promitani.

@ Multimegiéini podpera studia matematiky a deskriptivni geometrie - Mozilla Firefox 006
Soubor Upravy Zobrazeni Historie Zalgzky Nastroje  Mapoyéda © -
aDy (&) () (L, oo o coms L8 3 D
1D uuﬁm...OJ + -
2
http://math.fce.vutbr.cz/esf/
VYSOKE m
UCENI
i) TECHNICKE
~.“ / v BRNE . i - S e
Ustav matematiky a deskriptivni geometrie
Zizkova 17
[ 662 37 Brno
< tel. astfedna: +42-5-41147601
FAKULTA
STAVEBNI
m - E
Modernizace vyuky na Fakulté stavebni VUT v Brné
v ramci bakalaiskych a magisterskych studijnich programi
C7.04.1.03/3.2.15.2/0292
o &l cp-roMm pro vyrovnavaci kurz deskriptivni geometrie BA91.
Kolektiv autord: 1. Bulantovd, B. Mordvkova, K. Prudilov3, J. Puchyiova, 1. Rousar, J. Slab&hakova,
3. Safaiik, H. Safafova, L. Zristova
b
Poznamka: CD-ROM je uloZen jako archiv. Je proto nutné jej nejprve uloZit na lokalni poéitag. Potom
rozbalit pomoci programu WinRAR (www.rarlab.com). CD-ROM se pak spusti pomoci souboru cont32.exe.
o '
v
“a_Hotovo & B3+ 0 honza.pepa@gmai.com _“C

Obr. 9: http://math.fce.vutbr.cz/est/

Na tento projekt bychom radi navézali pfi§ti rok dal§im projektem FRVS Elektronickd
sbirka prikladu z deskriptivni geometrie pro obor architektura pozemnich staveb. V letech
2010 az 2013 by mél na nasi fakult€ rovnéz probihat projekt Inovace studijnich programii
Geodézie a kartografie, v jehoz ramci dojde 1 k inovaci predmétu Deskriptivni geometrie.

7. Pouzité technologie

7.1. OtherCAD

Rozfazované konstrukce jsou narysovany v programu OtherCAD firmy ALPRO, s.r.0. a
na CD je pouzita jeho minimalni verze doplnéna o Slideshow od Petra Slepicky.

Systémy OtherCAD umoznuji praci s vektorovou i rastrovou grafikou a jsou urceny i pro
rozsahlé aplikace. Jedna se o modularni graficky systém, ktery neklade pfili§ velké naroky na

pocita¢ ani na kapacitu disku. K zakladnimu systému Ize doplnit velké mnozstvi profesnich
knihoven a nadstaveb.
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Obr. 10: OtherCAD

Zoner Context 4 - [Ba91] =%
Soubor  Néstoje  Informace

texty

Obsah -Iof

Redeni:

Délici pomér (4BC) je definovan jako pomér délek orientovanych useek [4C| - BC|.

Pro sestrojeni bodu C vyuZivame podobnosti tropthelnikai :

- Sestrojime libovolné rovnobézky, které prochazeji body A, B .

- Na tyto rovnobézky naneseme délku m (resp. ») od bodu 4 (resp. B). V pfipadech a), b) délici pomér
(4BC) ma byt Kadny, délky m, » nanasime na stejnou stranu od pfimky 4B (dseéky 4C a BC maji stejnou
orientaci). V pfipad# c) délici pomér (4BC) ma byt zaporny, délky m, » nanaime na opacné strany od pfimky
AB (usecky AC a BC maji opainou orientact).

- Pfimka, ktera prochazi koncovimi bedy useiek délek 1, » protne pfimlu 4B v hledaném bodé C.

I
, . 1. Dé&lici pomér:
B texty Zadani: Zobrazte bod C o daném délicim poméru (4BC) = m - », jsou-li dany zakladni body 4, B. H

2
<
Y
2|
2|
&l

2. Dvojpomér:
; Zadani: Pro dané body 4. B. C. D uréete dvojpomér (4BCD).

3

Osnova H[=l

)

Reeni:

Dvojpomér (4BCD) je definovan jake (4BC) / (4BD).

a) (4BCD) = (4BC) / (4BD)=|4C|: |BC|/ |4D|:|BD|=2:(-4)/9:3=1/6

b) (4BCD) = (4BC)/ (4BD) = |4C|: |BC|/|4D|: |BD|=6:14/(-12) : (-4)=1/7

3. Odmocniny:

Zadani: Sestrojte usecky délky odmocnina 2. 3. 4. 5.
Pfibuzna témata HEl Reteni
Pro konstrukei odmocnin vyusivime Pythagorovu vétu & + b= ¢’

- Sestrojime pravouhly tropthelnik s odvésnami délky 1. pfepona pak bude mit délku odm. 2.

- Sestrojime pravouhly tropthelnik s odvésnami délky 1 a odm 2, pfepona pak bude mit délku odm. 3.

- Sestrojime pravouhly tropthelnik s odvésnami délky 1 a odm. 3. pfepona pak bude mit délku odm. 4.4. 2
- Sestrojime pravouhly tropthelnik s odvésnami délky 1a 2. pfepona pak bude mit délku odm. 5. .

[r
= : B

Obr. 11: Zoner CONTEXT
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7.2. Zoner CONTEXT

Jako celkové prostiedi je opet zvolen Zoner CONTEXT firmy ECON info, s.r.o., ktery
umoziiuje tvorbu multimedidlnich CD-ROMi. Tento systém je univerzalni a vykonny
autorsky nastroj pro elektronické publikovani. Ma velmi dobfe vyfeSeno zpracovavani textu a
jeho vlastni fulltextova technologie zvladne jakkoliv obsahlé publikace.

8. Realiza¢ni tym

= Jana Bulantova

= Kvétoslava Prudilova
= Josef RouSar
= Jan Safafik

= Lucie Zrastova
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APLETY JAKO PRVNI KROK K IMPLEMENTACI
METODY CLIL VE VYUCE MATEMATIKY

Marek Sulista, Radim Remes
Jiho&eska universita v Ceskych Budgjovicich, Ekonomicka fakulta

sulista@ef.jcu.cz, inrem@ef.jcu.cz

Abstrakt: Ramcové vzdélavaci programy umoziuji Skolam implementovat ve svych Skolnich
vzdélavacich programech také vyuku vybranych predméti v cizim jazyce. Clanek seznamuje
Ctendfe s moznosti vyuziti Java apletli, které jsou v ¢eském i cizim jazyce volné piistupné
na internetu, v hodinach matematiky. Vyuziti apleti prezentujicich vybranou matematickou
ucebni latku mize slouzit jako prvni krok kimplementaci metody CLIL ve vyuce
matematiky.

Klic¢ova slova: CLIL, Java aplet, vyuka matematiky

Uvod

V soucasné dobé¢ se na zakladnich, stfednich a vysokych skolach na celém svété rychle rozviji
vyuka nejazykovych predmétl v cizim jazyce. Tento typ vyuky je obvykle oznafovén jako
Content and Language Integrated Learning (zkracené CLIL). V roce 2003 schvalila Evropska
unie dokument pod nazvem Podpora jazykového vzdélavani a lingvistické rozmanitosti:
Ak¢éni plan 2004-2006 (Promoting Language Learning and Linquistic Diversity: An Action
Plan 2004-2006) jako soucast strategie, jejimz cilem je pro vSechny obyvatele EU do roku
2010 dosahnout — krom¢& mateiStiny — aktivniho osvojeni dvou cizich jazykt. Soucasti
»Akéniho planu“ Evropské unie je i myslenka integrace obsahového a jazykového vzdélavani.
Diky peclivé pfipravenému vzdélavacimu programu se zaci uci vybranému piedmétu
prostfednictvim ciziho jazyka.

Také v Ceské republice doslo v poslednich letech k vyraznym zménam udebnich osnov, kdy
se zacaly uplatiiovat na zdkladnich Skoldch a nizSim stupni viceletych gymndzii Skolni
vzdélavaci programy (SVP) navazujici na ramcové vzdélavaci programy (dale jen RVP). Tyto
vzdélavaci programy nabizeji Skoldm mozZnost pojmout vyuku stivajicich vzdélavacich
predméti alternativni formou, zvolit ve vzdélavacim procesu netradi¢ni uc¢ebni metody nebo
se uréitym zptisobem profilovat. V ramci SVP je mozné uplatiiovat mimo jiné také vyuku
metodou CLIL.

Prinos CLIL

Podle (Langé, 2001) ptinasi vyuka metodou CLIL nésledujici vyhody:
o diky expozici zajimav¢jSiho a autentického obsahu jsou zéci vice motivovani
v procesu ucenti,
o diky interaktivni a kooperativni podstaté vyuky CLIL se u zaki rozviji sebediivéra,
sebeucta, buduje se jejich nezavislost a organiza¢ni schopnosti,

218



e diky zvysenému poctu kontaktu s cilovym jazykem je zakiim umoznéno vyznamné
prohloubit znalosti cilového jazyka a dosdhnout jejich vysoké jazykové zdatnosti.

Jazykové kompetence ucitelii

Problémem v GspéSné implementaci vyuky metodou CLIL na vétSin€ Skol je nedostatek
faktory. Jednak je to neznalost problematiky CLIL ze strany ucitell, kteti by se radi vyuce
matematiky v cizim (cilovém) jazyce vénovali. Déle je to obava, ze jejich znalost daného
cilového jazyka je pro vyuku metodou CLIL nedostate¢nd a v neposledni tfadé je to
i skuteCnost, ze ucitelé nevi, jakym zptisobem danou vyuku pojmout a jakym zptisobem ji do
klasické vyuky zallenit. Obavy tykajici se jazykové kompetence uclitelll matematiky byly
formulovany na zaklad¢ provedené ankety, ktera probehla na zac¢atku tohoto roku mezi uciteli
matematiky na zakladnich a stfednich Skolach.

Provedend anketa ukazala nasledujici:

e 22 9% ucitell na zékladnich Skolach a 28 % ucitelt stiednich Skol si mysli, Ze jejich
obecna znalost cilového jazyka je dostate¢na pro vyuku matematiky metodou CLIL;

e 16 % ucitell na zékladnich Skolach a 26 % ucitelt sttednich Skol si mysli, Ze jejich
znalost matematické terminologie v cilovém jazyce je dostatecna pro vyuku metodou
CLIL;

e pouze 6 % uciteld na zdkladnich Skolach a 28 % ucitell stfednich skol si mysli, ze
znalost cilového jazyka jejich zakl a studentl je dostatecnd k tomu, aby se mohli ucit
metodou CLIL;

e 16 % ucitelli na zékladnich Skolach a 30 % ucitela stfednich Skol by bylo ochotno
ucit matematiku metodou CLIL, skoro polovina z nich (42 %) si mysli, ze jejich
znalost cilového jazyka je pro tuto metodu vyuky dostate¢na.

Vysledky provedené ankety ukazuji, ze zajem uciteld o vyuku matematiky metodu CLIL neni
tak velky, a Ze jazykové kompetence vétSiny uciteli také nejsou podle jejich nazoru
dostate¢né. Presto by byla urcité Skoda, aby tento nedostatek ve znalosti cilového jazyka
brénil uciteliim, ktefi by méli o takovou metodu vyuky zajem, v implementaci metody CLIL
v jejich hodinach matematiky.

Java aplety

Na internetu je mozné najit nespocet materiali pro vyuku matematiky v cizich jazycich. Jedna
se o materidly prezentujici matematickd témata vyucCovana na vSech stupnich Skol spolu
s nejrazngj$imi pracovnimi listy, sbirek ptikladl a interaktivnich aplikaci. Mezi interaktivni
aplikace patii 1 nejriznéjsi aplety, prezentujici dynamickym zptisobem vybrané matematické
vlastnosti.

Vyhodou téchto apleth z hlediska problematiky CLIL je skutecnost, Ze jsou jiZ zpracovany
v cilovém jazyce. Dalsi vyhodou interaktivni prezentace je vysokd pravdépodobnost, ze
aktivni prace s aplety dokdze vétSinu zakl zaujmout. Pokud Zaci nebo studenti pracuji
s danymi aplety samostatné¢ nebo ve dvojicich u pocitace, pro ucitele neni potieba ve velké
mife aktivné¢ pouzivat dany cilovy jazyk. Proto by se vyuziti téchto apleti ve vyuce
matematiky mohlo stat prvnim krokem k pozvolnému zavedeni vyuky matematiky v cilovém
jazyce metodou CLIL u uciteltl, ktefi maji obavy, Ze by nebyli schopni dané téma prezentovat
svym zaktim nebo studentiim béznou formou vyuky u tabule nebo pii skupinové praci.
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Jelikoz se také ucitelé Casto obavaji, ze jejich Zaci nebo studenti nemaji dostate¢né znalosti
cilového jazyka potiebné pro vyuku matematiky metodou CLIL, vhodné vyuZiti téchto aplett
pfi doméci piipravé muze slouzit jako prostfedek k seznameni se s danou matematickou
terminologii. Pokud Zé4ci nebo studenti ur¢itym vyraziim nerozumi, piepnutim se do ¢eského
prostfedi si snadno zjisti, co dané vyrazy nebo instrukce znamenaji. Tato aktivita mize byt
pojmuta jako forma domaciho ukolu.

Dalsi vyuziti téchto apletli je mozné pfi pripravé budoucich uciteli matematiky, ktefi se
zajimaji o problematiku CLIL. Tyto aplety slouZi jako cenné zdroje pfi pfipravé materialt
v cilovém jazyce pro jejich budouci ptisobeni ve Skole a slouzi také jako efektivni néstroj
k osvojeni si odborné terminologie v cilovém jazyce, coz vede k jejich profesnimu ristu.
Prace s aplety shledavaji budouci ucitelé matematiky z Pedagogické fakulty Jihoceské
univerzity jako zajimavé a inspirativni. Aplety jsou vyuzity pii pfipravé materidll pro
prezentaci zvoleného tématu v anglickém jazyce pied svymi kolegy vramci predmétu
zaméteného na CLIL v matematice.

Konkrétni priklad

Jako ptiklad 1ze uvést nasledujici Java aplety, které jsou volné pfistupné na internetové adrese
http://www.walter-fendt.de/m14d. Tyto aplety jsou pielozeny do 12 svétovych jazyki
(anglictiny, némciny, francouzstiny, fectiny atd.), v€etné Cestiny.

{= Java apluly = Matamaldy (Java 1.4) - Windews Intornat Exploser

[« T R e v 4 % £
'u-l.lu Upray  Fobrack  Oblbend polofly  Méstrole  Nigonnida

@i - v G - PR AR A AP -

TR  das aplety 3 Matematy (1w 1.9) fi v B o v sk v () Mo -

E www walter-fendt delm1dcz {Java 1.4, 32 apletl, 15. 7. 2008) Stahnout
[

mate na svem pocitai
BT

34.6.1898 - 352006
2532001 - 352006
18101988 « 35,2006

17.10.2003 - 4 5.2006

TE11,2002 - 4.5.2006

lvanro00. 4% annm n
bt oo -

Obr. 1: Uvodni strana matematickych Java apleti

Uvedeny zdroj nabizi ucitelim matematiky interaktivni aplety zaméfené na prezentaci a
procviceni nasledujicich matematickych témat:

e aritmetika,

e  zékladni algebra,
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e  planimetrie,

e stereometrie,

e goniometrické funkce,

o vektorova algebra, analytickd geometrie,

e  matematicka analyza,

e komplexni ¢isla,

e pravdépodobnost.
Jedna se o témata, kterd se vyucuji na zakladnich, stfednich 1 vysokych Skolach. U kazdého
z témat ma ucitel k dispozici zpracovanou odbornou matematickou terminologii v uvedenych
jazycich, kterd mize slouzit jako cenny zdroj pro dalsi vyuziti v hodinach matematiky.

Matematickd terminologie byla zpracovana ve spolupréaci s uciteli matematiky, kteti jsou
rodilymi mluv¢éimi daného cilového jazyka. To svym zplsobem garantuje odborny pieklad
a vécné 1 jazykove spravné uziti dané matematické terminologie, coz je ve vyuce metodou
CLIL klicové. Vyhodou téchto apleth je 1 fakt, Ze nevykazuji ,,rusivé prvky, se kterymi se
casto miizeme setkat pii pouzivani origindlnich ucebnic, které uvadi napt. Novotna, Moarova,
Hofmannova (2003) a mezi které patii napiiklad pouzivani kulturné specifické kazdodenni
slovni zasoby, jez je zakiim v Ceské republice neznama apod.

Z.avér

Tyto aplety a dal$i materidly, pokud jsou vhodné zaclenéné¢ do hodin matematiky, mohou
dobfe poslouzit jako jedna z efektivnich strategii, jak otevfit cestu k postupnému zavadéni
vykladu vybraného matematického uciva v cilovém jazyce — implementaci metody CLIL. Ta
se mize odehrdvat formou riznych nékolika minutovych aktivit nebo postupné¢ vedenim
celych hodin v cilovém jazyce. Vyuka metodou CLIL maze byt vhodnym a smysluplnym
zpestienim hodin matematiky, vede ke smysluplnému uziti a nezdmérnému osvojeni cilového
jazyka zéky a studenty. Co se tyCe budoucich uciteli matematiky, vhodné vyuziti téchto
apletd a jinych internetovych zdroji jim miize pomoci vylepsit své schopnosti prezentovat
matematiku spravné nejen v matefském ale i v cizim jazyce, coZ se na trhu prace v soucasné
dobé hodné ceni.
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Abstrakt:

Genetické algoritmy jsou optimalizai metody zaloZzené na populacich jedinktei se
postupem evoluce vylepSuji. Kazdy jedinec repregerednoreSeni v optimalizai Uloze.
Tento fispevek popisuje originalni implementaci jednoduchékaagického algoritmu a jeho
modifikaci v systému Mathematica. V 2w naznd&uje nové principy pro reprezentaci a
reprodukci jeding.

Kli ¢éova slova:Genetickeé algoritmy, optimalizace, Mathematica

Uvod

Mnoho teoretickych Uloh i dloh zrealnéhoésv vede naieSeni Ulohy optimalizace.
Optimalizace je obeenproces Upravy stavajiciteSeni problému zacélem zlepSeni jeho
vlastnosti. B optimalizaci zkouSimetzné variantyreSeni a znalosti, kteryctéliem toho
nabyvame, se snazime vyuzivat tak, abychom postigkavali stale lepsi a lep&sSeni [3].
MuzZeme takéici, Ze matematick& Uloha optimalizace je snahoalezeni takovych hodnot
proménnych, pro které dana cilov ucelova funkce nabyva minimalni nebo maximalni
hodnoty. Nalezeni obecnéh@Seni takového problémuiie byt nesnadné néklad v
piipadt, Ze ma funkceiidliS mnoho extrér nebo ma dalSi obtizné vlastnosti.

Optimaliza&ni metoda je nastroj, ktery pdie extrém nalézt. Misto a hodnota extrému
funkce, kterou vyhodnoti optimalizai metoda, je jen ditym piiblizenim ke skut&nému
extrému. Kde lezi skutaey extrém, lze prohlasit jenfipanalytickém nalezeni extrému
matematicky zadané funkcereBnost, se kterou metoda lokalizuje extrém, je w&ikinou
dostaténa.

Druhi optimaliz&nich metod i metod samotnych je ne&do V poslednich letech se pro
hledani globalniho extrému takovych funkci pousivaejochastické algoritmy, zejména
algoritmy inspirovanéifrodnimi procesy [1, 2, 3, 7].
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Klasické genetické algoritmy

Genetické algoritmy jsou stochastické itera vyhledavaci metody, které napodobuiji
piirozenou biologickou evoluci.

Genetickych algoritrin existuje zn&né mnozstvi, vSechny vSak vznikly Gpravamékay
ovSem porarné zasadnimi) a vylepSeniniyodniho, tzv. standardniho genetického algoritmu
(SGA).

SGA [2, 7, 11] pracuji na populaci s konstantningtem jediné (potencialnichieSeni) a
aplikuji na ni principy peziti nejlepSich jedinic k produkci lepSich a lepSich aproximaci
reseni.

Jedinec je u standardnich genetickych algariteprezentovaiettzcem 0 a 1(genotypem),
ktery je ekvivalentem informaci uloZzenych v chromwech jednotlivych organisin Pomoci
tohoto fetézce je zakdédovano misto v daném prohledavaném gotosYlastnosti kazdého
jedince je jeho hodnota tzv. fithess funkce. Jejikest nAm davaip porovnéni s ostatnimi
jedinci kriterium kvality fetézce. Jeji hodnotou e byt nap pii optimalizaci hodnota
funkce v bod, ktery kéduje dany jedinec.

Kazda nova generace vznikne #egichozi za pouziti genetickych operétoreprodukce
(vybéru), kiizeni a mutace.

Hlavni sila genetického algoritmu je v tom, Ze pediva vice bail prostorureSeni najednou
(celou populaci). Z toho vyplyva hlagrjeho odolnost proti uvaznuti wjakém lokalnim
extréemu. Geneticky algoritmus je tak schopen pratavez zvlastnich pozadavkna
prohledavany prostor (napjeho spojitost) a umi na rozdil od jinych metoaléat dobré
feSeni i kdyz je prohledavany prostor slozity.

Implementace

Vybrané Kklasické genetické techniky jsem origigalnmplementovala v systému
Mathematica. Tyto techniky budou slouZit jako vydiso pro vytvéeni a testovani novych

principi.

Mathematica

Mathematica je komplexni systém, ktery obsahujekstdunkci pro vykonavanitznych
ukoli ve wdé, matematice a inZenyrstvi¢etre vypoctia, programovani, analyzy dat,
strukturovani znalosti a vizualizaci informaci.

Mathematica mé rozsahly soubor nastrokteré umo#uji rychle a pirozere preloZzit
formulace problému do programu. Silnou strankowtolsystému je vlastni programovaci

jazyk na bazi jazyk umglé inteligence. Vice o tomto systémuubete nalézt v
[8,13,14,16,17].

Reprezentace

Zakladem standardniho genetického algoritmu jeemgrtace pomoci chromozoniixni
délky. Pro kédovani chromozdnje v mnou implementovaném modulu na &ybinarni kod
nebo Grayv kod.
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Selekce

Souasti jednoho kroku algoritmu jsou operassbekce jedinal ze stavajici populace do
nasledujici. Selekce, stejjako v Darwino¥ piirozeném vybru, zaji§uje vyker jedinai do
dalSi generace s ohledem na jejich kvalitu.

Z&kladni implementované setak principy, které jsou v modulu na W jsou ruletové kolo
a turnajova selekce.

» Ruletova selekce — implementace
Predpoklada se ohodnoceni i-tého jedince realdigstem f a pro populaci o N jedincich se
generuje N-krdt nahodnéislo r z intervalu <0,1). Jedinec se stava ¢edi nasledujici
generace, pokud plati:

il o .
T2t Xy’

N . 'oN -
2i=1fj 2j=1f

re <

)

= Turnajova selekce — implementace
Implementace této selekce je jednoduchid.tirnajové selekci jsou naho#lrivybrani dva
jedinci a jedinec s lepSim ohodnocenim je vybranrpprodukci. Mohli bychom uvazovat i o
turnaji, kde se utka vice jediincale to by pinaselo pilis rychlou konvergenci.

Genetické operatory

= K¥izeni
K vytvoieni potomk vyuzivam zékladni jednobodovézeni. Nahod&je vybran par jedint
a nahoda zvolena pozice v jejicketézci. Obarettzce se v tomto badrozdli a vznikaji nové
dva rettzce, kdy kazdy potomek dostagéast od obou rodi. Jednobodové ikzeni jsem
implementovala obeén Lze tedy nastavik bodi pro KiZzeni a pouzit tak k-bodové&ikeni.
DalSi implementovanou verzifikeni je uniformni.

» Mutace
Na kizenim vytvdené jedince je implementovan geneticky operatoraseitV klasickém
algoritmu mé jednoduchou podobu. S velmi malou g¢pedobnosti ni ndhods hodnotu
jednotlivych biti. Prav@podobnost mutace Ize uzivatelsky nastavit. Obvyld&taveni se
pohybuje v rozmezi od 0,1% do 5% [5, 10, 11].

Vytvo feni nové populace

Pro vytvdeni nové populace jsem v modulu implementovala cpirzaloZzeny oft na
klasickém genetickém algoritmu, proto nechai@dphozi populaci zcela vyitha nahradi ji
jejimi potomky. Aby nedochazelo ke zttatelmi nadjnych jedindi, je zde pouZzit princip
elitismu. Tato strategie vybere mezi vSemi jedijednoho nebo &kolik nejlepSich (dle
nastaveni), kié beze zminy prejdou do nové populace.
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Praktickd implementace

V systému Mathematica jsem vySe uvedeny princigyiémentovala do dvou modujlkteré
Ize pripojit ke kterémukoli notebooku vytiy@ného v tomto prosdi.

<< GA.m
Prvni modul obsahuje samotny geneticky algoritmbgavni programovou sniigu a
pomocné funkce.

<< genetic-operatory.m
Druhy modul obsahuje vSechny genetické operatdeyékoyly popsany.

Po gipojeni €chto modul musime nastavit &kolik dulezitych paramefr a formulovat
feSenou ulohu pomoci fithess funkce:

Fitness[{x_,y_},min]:=x 2+y2-10%(Cos[2*  s*x]+Cos[2*  r*y])
Napriklad v tomto pipact hledame bod, ve kterém nabyva uvedena funkce sy@halniho
minima.

Promenne={{x,-100,100,24} {y,-100,100,24}};

V tomto vstupu definujeme pozadavky na prohledayanogtor a pesnost vysledku. Mame-li
dvé promeénné v d=2, bude tento vektor obsahovat dva podvgkRodvektor obsahuje nazev
proménné a dalSi dvhodnoty uvadji rozsah prohledavaného prostoru. Posledni paramet
uvadi délku binarnihdetzce. Cim zadame &3i fetzec, tim lze zakodovat vicésel

v zadaném rozsahu a dostaneme t@spjsi vysledek Cim presr¥j$i poZzadujeme vysledek,
tim ale bude i nakmg¢jSi pro geneticky algoritmus nalézt uspokojieSeni. Péet dimenzi
funkce mizeme libovol@ pridavat.

Dale inicializujeme p&ateni populaci, ktera je generovana nahbdwzavislosti na
zvolenych parametrech.

Poté stai nastavit ukotovaci podminku, kterd udava, kolik populaci budéveieno a
kolikrat tedy probhne smyka genetického algoritmu.iiPpotvrzeni tohoto fikazu dochazi
k spuséni celého procesu.

galgorithm[100];

Testovani genetickych algoritm 4

Tyto klasické genetické techniky pro optimalizagnhv systému Mathematica testuji podle
standardnich metodik a vysledky budu porovnavastytovych princif.

K testovani stochastickych algoritmu pro globalptimalizaci se uziva celgada funkci, u
kterych je znamé spravitéSeni (globalni minimum, resp. maximumijikidy €chto funkci
lze nalézt nap v [1, 15].
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Rastriginova funkce
Typickéa funkce pro testovani je riéigad tzv. Rastriginova funkce:

d d
f)= in - 10*ZCOS(Z7rXi)
=1 =1

Globalni minimum této funkce je x= (0,0,..0), fX)-10d, prohledavany prostor je stanoven
na-100=< x; <100, i=1,...,n. Graf funkce pro d = 2 na intervalb < x; <5, iI=1,...,nje na
obrazku 1.

g

-5
Obréazek 1: Rastriginova funkce pro d=2

V testech jsou néastji uzivany dimenze d=2, d=10.

Pri aplikaci genetického modulu vytieného v systému Mathematica na tentdklad,
dostaneme v prvnim kroku algoritmu nah&donzmistnou populaci sta jediic Protoze je
pouzit binérni vektor, jehoz délka zavisi na poZaahé pesnosti, zvolila jsemipsnost na gl
desetinnych mist. Pro vybindividui jsem pouzila turnajovou selekci. Dalgybaplikovany
genetické operatory - jednobodové a uniformiiizéni. Pravéjpodobnost kKZeni jsem
nastavila na p=0,9 a prasgbdobnost mutace na p=0,01. Optimalidasmyka je omezena
na 100 generaci.

Chovani algoritmu § jednom testovacim dhu, je vidt na obrazku 2, kde lze porovnat
nejlépe hodnoceného jedince v kazdé generadiragoné ohodnoceni celé populace.
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Obréazek 2: Grafické znazorréni béhu algoritmu p¥i hledani globalniho minima funkce f(x,X,)
V tomto pipack bylo feSeni nalezeno v 68. populaci.
{{0.x10 °,0.x10 °°,-20.00000}}

Na obréazku 3 je populace, kterd odpovida sté gendevidt konvergence celé populace
(¢erné body) ke globalnimu minimu (graf prieplednost naten).

Obrazek 3: Graf funkce se stou populaci

Pti mnohonasobném opakovani chodu algoritmu bylyadisy velmi podobné.
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Globalni optimalizace v systému Mathematica - Rastr  iginova funkce
Pro porovnani jsem tuto testovaci funkci zkug#dit i metodami, které jsou v systému

Mathematica standardik dispozici pro globalni optimalizaci.
1. V prvnim gipact jsem nechala volbu metodist¢ na systému:

NM ni mi ze[x“ + y* - 10+ (CoS[2 % % X] + COS [2% 7w+ Y1), {X, V}]
{-18.0101 , {x -»0.994959 , y - 0.994959 1)

Z ieSeni je patrné, Ze se k minimtibizime, ale vysledek je stale vzdaleny od s&ouédo
extrému.

2. Dale jsem zkusila najit minimum pomoci simulovanéh@ani:

NM ni mi ze [x* + y* - 10« (Cos [2# m#X] + COS[2x 7 Y1), {X, Y}, Method -"Si nul at edAnneal i ng" |
[-19.005, [x ->-0.994959,y -5.04871 x10%}}

Reseni je o &co lepsi, ale stale horsi nez jsme nalezli gengticklgoritmem.
3. DalSi metodou je Nelder-Meadova metoda, znamagakplexova metoda:

NM ni mi ze[x* + y*- 10+ (Cos[2# m+X] + COS[2*w+Yy]), {X, Y}, Method - " Nel der Vead" ]
{-18.0101 , {x - 0.994959 , y - 0.994959 1}

PodleieSeni lze usoudit, Ze toto byla metoda, kterou aihieimatica zvolila sama v prvnim
bodk.

4. DalSi metoda je ndhodné prohledavani:

NM ni mi ze[x* +y*- 10 (Cos[2+ 7w+ X] +COS[2*w+y]), {X, Y}, Method »"RandonSearch" |
[-20., {x --8.23143 x10,y - -156821 x107}}

Zde uzZ jsme seeSeni dokali.

5. Posledni mozna metoda je diferencialni evoluce. tBdg Mathematica vyuziva také
evolwni metody a to vté nejjednodusSi podoly této metod nejsou pouzity Zadné
genetické operatory ani mutace. Vzdy je z populgdean nahod#éjeden jedinec. Kému je
nadhod® vygenerovano nové&eSeni. Pokud novéeSeni je lepSi nez vybrany jedinec,
postupuje do nové generace. Jinak je do nové popukiazen fivodni jedinec.

NM ni mi ze [x*+y*-10% (Cos[2*m*Xx]+CoS[2* Y1), {X, Y}, Method »"Differential Evol ution"]
[-20., [x - -153657 =10 y -8.27181 x10*}}

| zde jsmeaeSeni dostali.
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V tomto pgipad nenEl implementovany geneticky algoritmus Zadné proljiésmalezenim
ieSeni ani P velkém pdtu testovacich pokiis Metody standardn implementované
v systému Mathematica si uz tak demevedly, ale i vtomtoffpact bychom pi volbé
vhodné metodyeSeni dostali. i pouziti obtiZzgjSich testovacich funkci si Mathematica ale
uz tak dolbe nevedla.

Schwefelova funkce
Tim pripadem je i Schwefelova funkce. Jeji testovdirigslo fFekvapivé vysledky.

f (X) :i—[xi *sin(\/ Abs] xi] )]

Globalni minimum této funkce je f(x*) = -418.9829¢ = 420.9685, i = 1 ,...,n, prohledavany
prostor je stanoven nré12 < x; < 511, i=1,...,n.

500
- 500

Obrézek 4: Schwefelova funkce pro d=2 s gate¢ni populaci

Graf funkce pro d = 2 je na obrazkuerné body reprezentuji nahadmzmistnou populaci
sta jedin@ v prvnim kroku algoritmu.

Parametry genetického algoritmu byly nastavenyn&ieko v gedeslem fipack.

Vysledek Ehu programu rizeme vidt graficky na obrazku 5 (graf praghlednost naten).
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Obrazek 5: Obrazek 6: Graf funkce se stou populaci

V tomto pipadt bylo feSeni nalezeno uz v 58 populaci.
{{420.9685,420.9685,-837.9658}}

Globalni optimalizace v systému  Mathematica - Schwefelova funkce

Pro porovnani jsem tuto testovaci funkcébpkusilaiesSit metodami systému Mathematica.
Ani po pouziti vSech vySe uvedenych metod jsem sid ani piblizné feSeni. VSechny
metody nasly pouze lokélni extrém, ktery se anialedt nebliZil skuténému.

Zde je vidtt nejlepSi dosazeriéSeni:

NM niMze[-x*Sin[VAbS[X] ]-y*Sin[\/AbS[y] ] , y}]
{-7.8906 , {x -5.2392 , y-5.2392 }}

ProtoZze jsem timto postupem vysledek nedostalasilzkjsem je&t pouzit metody, pro
hledani lokalnich extéin

Do metody jsem omezila prohledavany prostor-8@0< x,y=< 500. Vysledek byl velmi
piekvapivy.

Fi ndM ni nun[_x*Sin[«/AbS[X] ]_y*Sin[«/Abs[y] ] (x, -500, 500}, {y, -500, 500}]
(-1114.32 , (X - -559.149 , y - -559.149 1}

Mathematica sice nasl&jaky extrém, ten ale nelezi v zadaném prohledavaméstoru.
Ziejme se tedy jedna o chydkiu, ktera se vloudila programéton Wolfram Research.

(Kdyz jsem zkusila aplikovat opakowangeneticky algoritmus ip takto rozSfeném
prohledavaném prostoru, tento extrém algoritmué taSel. Bylo to ale korekirvzhledem k
podminkéch kladenym na prostor.)

V této funkci nendl implementovany geneticky algoritmusé@adné problémy s nalezenim

ieSeni ani P velkém pd@tu testovacich pokis Metody standardn implementované
v systému Mathematica si s Ulohou neporadily.
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Zaver

Globélni optimalizace je uloha, kterou je nutfesit v mnoha praktickych problémech. Je
tedy nutné hledat algoritmy, které jsou pedeni konkrétnich problému pouzitelné.

V poslednich letech se s pdmym uUsgchem vyuzZivaji stochastické algoritmy zejména
evolwniho typu. Genetické algoritmy jsou ve své podgednoduchymi modely Darwinovy
evolwni teorie vyvoje populaci.

Genetické a evolini principy byly a jsou fednEtem intenzivniho vyzkumu aigtava zde
stéle velky prostor pro nové modifikace a dalSikuymn.
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Vyuka matematiky na stfedni Skole s pomoci pocitace

Miroslav Tichy
Stiedni Skola aplikované kybernetiky v Hradci Kralové
tichy(@ssakhk.cz

Abstrakt: piispévek pojednava o moznostech vyuziti matematického softwaru pii vyuce
matematiky na stfedni Skole. Zabyva se pouzitim programu CAS Mathematica a programu
dynamické geometrie GeoGebra na Stfedni skole aplikované kybernetiky v Hradci Kralové,
kde se snazime tyto programy pouzivat nejen pii vykladu, ale také pro samostatnou praci
zaku.

Kli¢ova slova: Mathematica, GeoGebra, dynamickéa geometrie, sttedni Skola, matematika.

Uvod

V soucasné dob¢ uz vétSina zaki stfednich Skol pfistup k pocitaci ma a do jisté miry ho umi
pouzivat. Ve Skolach se ukazuje, ze pouziti poCitaCe a prace s nim zvysSuje zajem zakl o
pfedmét a probiranou latku, v niZ ucitel pocita¢ pouzije. To pochopitelné plati i o matematice,
ktera je pro pouziti pocitace velmi vhodna. Jaké programy jsou vhodné pro podporu vyuky
matematiky?

1. tabulkové¢ kalkulatory
2. programy dynamické geometrie
3. programy CAS (Computer Algebra System)

Programy pouZzivané pri vyuce matematiky

Uc¢im na Stfedni Skole aplikované kybernetiky v Hradci Kréalové, cozZ je uz dle svého nazvu
Skola zamétfend na pouzivani vypocetni techniky, pocitact. V oblasti tabulkovych kalkulatort
preferujeme Microsoft Excel, ktery je dnes uz jakymsi standardem v této oblasti. Neni to sice
program pro vyuku matematiky, nezvlada symbolické vypocty, ale jeho vyhodou je to, Ze je a
bude dostupny vétsin¢ naSich zaki i1 po dokonceni studia. V Excelu zpracovavame data, lze
ho vyuzit pfi statistice, pii tvorbé jednoduchych grafii. Excel pochopitelné vyuzivame pii
tfizeni Skoly, v nasi skole v ném kuptikladu kazdy rok vytvafime rozvrh celé Skoly - dnes uz
16 tfid denniho studia a dalSich tfid studia dalkového. Velkou nevyhodou programu MS Excel
je to, Ze nepotita symbolicky. V Excelu lze s pomoci doplitku Resitel (Solver) fesit rovnice ze
sttedoskolské matematiky i rovnice transcendentni (napf. cos X = X), soustavy n linearnich
rovnic o n neznamych, optimaliza¢ni tlohy, vSe ale pocitd pouze numericky. V programu MS
Excel lze velmi pékné sestrojovat grafy funkci jedné i dvou proménnych.

232



V oblasti dynamické geometrie jsme dlouhou dobu pouzivali program Cabri Geometry.
V soucasné dob€ pouzivame pro vyuku matematiky v této oblasti program GeoGebra. Tento
program je od zacatku vyvijen jako open source. Je tedy zdarma dostupny Skolam, ucitelim i
zakam.

GeoGebra ma byt, jak vyplyva uz zjejiho nazvu, jakymsi mezistupném mezi programy
dynamické geometrie a programy typu CAS. Slucuje nékteré vyhody obou typli programu,
umoziiuje vyuzivat jak grafickou, tak i algebraickou reprezentaci geometrickych objekta,
kombinovat pfistupy knim, i kdyz samotné algebraické matematické programy (Derive,
Mathematica a dalsi) pfeci jen nemize plnohodnotné nahradit. Vyhodné je, ze pokud mame
zobrazeno algebraické 1 geometrické okno programu, vidime jak analyticky popis utvart, se
kterymi pracujeme, tak i jejich geometrické umisténi v roviné, vztahy mezi t€émito utvary.
Program je tak pouzitelny nejen pro vyuku planimetrie, pfipadné funkci, ale jeho pouziti je
mozné (a vhodné) také v analytické geometrii, zvlasté pak v ucivu o kuzeloseckéch, se
kterymi umi GeoGebra dobie pracovat synteticky i analyticky, s vyuzitim jejich ohniskovych
vlastnosti.

V oblasti programii typu CAS (Computer Algebra System) je moznosti vybéru vic. Mezi
nejznamejsSi programy tohoto typu patii napt. Maple, MATLAB, dfive Derive, nebo ze
svobodného softwaru napt. Maxima.

My jsme zvolili po dikladném vybéru program Mathematica.

Co mize ucitel a zédk od tohoto programu o¢ekéavat? Podtitulem systému Mathematica je ,,A
System for Doing Mathematics by Computer®. Mathematica je syst¢émem velmi vykonnym
pro feSeni matematickych problémt, to vSak oceni spiSe uzivatelé v praxi, védecti pracovnici
a ucitelé vysokych Skol, je vsSak také vynikajicim systémem pouzitelnym pii vyuce
matematiky, v neposledni fad& pravé na stiedni $kole. Zaci velmi rychle mohou zvladnout
zéakladni ptikazy systému potiebné k feseni tloh stfedoskolské matematiky, pak uz mohou

vvvvvv

Mathematica je programovy systém, ktery lze pouzivat ,jednotfadkovymi* piimymi
ptikazy, napf. pro feSeni rovnice, nerovnice, zobrazeni grafii funkci a relaci, Ize v ném i
programovat, Mathematica ma vestavén vlastni programovaci jazyk vytvoreny na zakladé
jazykli umélé inteligence. Mathematica ma prostifedky pro feseni lloh symbolicky (s pouzitim
nazvu parametrl, proménnych), tak i numericky, pokud nas zajima (jen) ¢iselné feSeni.

Systém Mathematica lze na stfedni Skole vyuzivat dvojim zplisobem:

e Program Mathematica miize pouzivat ucitel, pfipravit si sjeji pomoci vyklad,
demonstracni tlohy, pisemné prace a testy pro zaky

e Program Mathematica ke své praci pouzivaji i zéci, zvladnou ji vramci vyuky
matematiky, pomdhd jim pii pochopeni latky, feSeni piikladii, usnadiiuje a urychluje
vypocty
Na nasi skole se snazime pouzivat systém Mathematica obojim zpisobem, s dirazem na

praci zakt. Nasi vyhodou je, Ze pouzivdme neomezenou licenci programu, kterd umoznuje
pouzivat program Mathematica v§em zakim i ucitelim Skoly ve Skole i na jejich domacich
poditagich. Zaci tak maji p¥istup k programu prakticky 24 hodin denné, coZ néktefi z nich
témet zcela vyuzivaji. S pomoci programu Mathematica pocitaji domdaci ukoly, pfipravuji se
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na vyuku matematiky, fyziky a programovani. Kazd4 tfida ma tydné¢ jednu hodinu
matematiky v pocitatové ucebné a je pak jen na rozhodnuti uclitele, zda bude vyucovat
klasicky nebo jestli do vyuky matematiky zapoji pocitac. Navic mezi zaky velmi stoupa pocet
notebookd, které jim umoziuji pouzivat programové vybaveni kdekoliv.

Myslime si na zaklad¢ zkuSenosti z predchozich let, Ze l1ze rozpoznat, Ze naSe volba
matematického softwaru byla spravna. U zaki, ktefi s programem pracuji, se zvySuje zajem o
matematiku, o vlastni praci pti feSeni ptiklad s podporou pocitace. Mathematica zaktim po
zvladnuti programu umoziuje soustiedit se na vlastni matematickou podstatu problému.
Technické, mnohdy pracné vypocty mohou ptedat pocitaci. Nenahraditelnd je Mathematica
pfi vizualizaci problému, pfi tvorbé grafl.

Zaroven zaci vidi, ze k feSeni matematického problému nestaci jen ovladat pocitac, ze
k tomu, aby dany problém vyftesili, musi pfedev§im znat samotnou matematiku. Program jim
praci jen usnadiiuje, provadi rutinni vypocty. Vhodné problém matematizovat, zadat vypocty
a spravné interpretovat vysledky ale nemtlize pocitac ani program, jen ¢lovek.

Pouziti programu Mathematica ma sviij piinos nejen pro zaky, ale i pro ucitele. Jedna
nevyhoda je podstatna: zvlast¢ v pocatku tohoto zplisobu vyuky zabere uciteli pfiprava na
vyuCovani mnohem vic ¢asu. Dost Casu spotifebuje i to, aby ucitel pfiméfenym zplsobem
program Mathematica zvladl. Po jeho zvlddnuti uz nésleduji vyhody pouziti softwaru.
Pokusme se jich nékolik vyjmenovat bez urceni potadi jejich dilezitosti.

o v¢tsi radost z prace, protoZze zaky matematika bavi
e snaz$i a rychlejsi pfiprava na vyucovani po zvladnuti prace s programem Mathematica

e snaz$i vybér piikladi k feSeni. Podpora programu umozni fteSit i1 ulohy, které
nevychazeji pfili§ hezky numericky. Zéci tak navic uvidi, Ze ne vSe v praxi vychazi jako
ve Skolské matematice (skoro) celoCiselné, coZ je neSvar mnoha piikladi. Obvykle,

766

kdyz zak pii pocitani ptikladu narazi na ,,nehezky* vysledek, vraci se ve vypoctu zpét a
hledé chybu.

e pfiprava a oprava pisemnych praci. Mathematica umoziiuje pfi minimalni znalosti
programovani generovani ruznych sad uloh stejné obtiznosti. Zaroven umoziuje
generovat 1 jejich feSeni.

e lepsi graficka prezentace probirané¢ho uc¢iva. Mathematica umoznuje kreslit nejen grafy
funkeci a kiivek ve 2D a 3D, ale i vytvaret animace, které zakiim studovanou latku velmi
nazorné piiblizi. Moznost animaci a dynamickych grafti se velmi vylepsila od verze 6.0
programu Mathematica. Mnoho drobnych aplikaci na toto téma je uz vytvorenych a
volné dostupnych na strankéach programu: http://demonstrations.wolfram.com/

e mnoho ,hotovych® feSenych pfikladii. Mathematica je systémem ve svété velmi
rozsifenym, prochdzenim webovych stranek lze nalézt mnoho matematickych (i
sttedoskolskych) ptikladii s pomoci tohoto programu feSenych.

To vse je vyhodné jak pro ucitele, tak i pro zaky. Jaké dalsi vyhody ptindsi vyuka matematiky
s podporou programu Mathematica zaktim?

Kromé vyhod popsanych vyse je to jisté moznost naucit se pracovat s programem, se kterym
se Casto setkaji jako studenti vysokych skol, které Casto program Mathematica pouzivaji jak
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pii svych kurzech matematiky, tak i dale v odbornych pfedmétech. Dulezité pro zéky je
pochopitelné nejen zvladnout syntaxi programu, ale piedev§im zvladnout pouziti programu.
Nejen feSeni rovnic a nerovnic, sestrojeni grafu funkce, Zaci se musi naucit matematizovat
realné problémy, sestavit postup fesent, s jehoZ technickou realizaci jim pogita¢ pomiize. Zaci
pii feSeni uloh vidi, Ze prfedevSim musi umét matematiku, pak teprve se mohou naucit pouzit
matematicky program. Bez znalosti matematiky mnoho nedokézou, program sdm zadnou
ulohu nevyfesi.

Ukazme si moznosti, které dava zakiim pouziti programu Mathematica:

1-
x2

Priklad 1: Reste nerovnici v R:

2x
<0
-1
Reseni: pouzijeme piikaz Reduce.

Reduce[(1-2x)7/(x*-1)<0,x]

-1<x<1/2] | x>1

Zde je potteba spravné interpretovat feSeni, které systém Mathematica napsal. ReSeni
nerovnice mizeme i graficky znazornit pomoci piikazu RegionPlot. Musime doplnit y-ovou
soufadnici.

RegionPlot[(1-2 x)/(x*-1)<0,{x,-3,3},{y,-1,1},AspectRatio~Automatic]

1Of™

0.5f

naof
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Priklad 2: Reste soustavu rovnic x>+4x y+y?=4 , 5x?-4x y+2y?=8 v R

Reseni: Na piikladu chceme demonstrovat numerické schopnosti systému pii feseni rovnic,
zarovenn chceme na pfislusnych grafech ukézat, ze se jedna o hledani pruseciki dvou
kuzelosecek.

cpl=ContourPlot[x*+4xy+y?-4=:0,{x,-4,4},{y,-4,4},
PlotPoints-60,ContourShading-»False];

cp2=ContourPlot[5 x2-4xy+2y?-8==0,{x,-4,4},{y,-4,4},
PlotPoints-60,ContourStyle-Dashing[{0.01}],ContourShading-Fals
e];

Show[cpl,cp2,Frame->False,Axes->Automatic,AxesOrigin->{0,0}]
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K hledani kotfenti pouzijeme piikaz FindRoot s piisluSnymi parametry.

FindRoot[{x?+4x y+y?==4,5x%-4x y+2y?==8},{x,1},{y,0.25}]
{x-»1.39262,y-0.348155}
FindRoot[{x?+4x y+y?==4 ,5x?-4x y+2y?==8},{x,-1},{y,-0.25}]
{x>-1.39262,y-5-0.348155}

Nalezli jsme dva priseciky - dva kofeny dané soustavy. Zbyvajici kofeny by se urcovaly

obdobné.

Systém Mathematica umi uvedenou soustavu rovnic pochopitelné fesit i ptfimo — piikazem
Solve.

Solve[{x?+4x y+y?==4,5x°-4x y+2y*==8},{X,V}]

2
—=rlx-

8
_’ %
N INET

Zde pak jsou vidét vSechna 4 feSeni soustavy rovnic.

2
=

8
x—>0,y—->-2}L{x->0,y—->2},{x->— _—,y >
{ y At y =20 737 " s

Mathematica mé v poslednich verzich doplnéné dynamické moznosti, které umozni zmény
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hodnot proménnych ptimo pti vypoctu, Ize tak dynamicky ovliviiovat vypocCty i grafy.

Z.avér: na zikladé zkuSenosti z vyuky matematiky s pomoci softwaru na Stiedni $kole
aplikované kybernetiky lze fici, ze takto pojata vyuka zéky vice bavi, motivuje je, privadi
jejich zajem blize k matematice a snad zaky i Iépe pfipravuje pro jejich dalsi studium a praxi.
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REALITA POUZITI ICTV MATEMATICE

Radek Tréa
Gymnazium, Ceské Budgjovice, Jirovcova 8
VSTE, Ceské Budéjovice, Okruzni 10

trca(@gymii.cz

Abstrakt: V ptispévku je sumat vybaveni jednoho bézného statniho gymnazia prostiedky IT.
Nasledné charakterizuje redlnou situaci a moznosti jejich vyuziti ve vyuce matematiky.
Zavérem se kratce dotkne problematiky efektivity jejich zafazeni ve vzdélavacim procesu.

Kli¢ova dova: IT prostiedky, gymnazium, vyuka matematiky

Gymnazium Jirovcova 8, Ceské Budgjovice je b&zné statni gymnazium. Ve $kole
miize studovat 450 studentti v celkem 16 tiidach (osmi tfidach osmiletého typu studia
a v osmi tfidach ctyfletého cyklu).

Zakladnimi ptedpoklady pouziti ITC je vybavenost Skoly témito prostfedky. Na skole
jsou dvé pocitacové ucebny 11 se 16 a 12 s 15 pocitaci a dal§im standardnim vybavenim.
Interaktivni tabule propojena s prisluSnou stanici je v ucebné 303. Déle lze vyuzit vybaveni
kabinetu matematiky, které¢ spociva ve dvou setech grafickych kalkulatortd TI 81 a TI 92+
po 17 kusech, dale dva notebooky a jeden dataprojektor. Ze softwarového vybaveni se jedna
konkrétn¢ o programy MS Excel, Cabri Geometrie II, Cabri 3D, Matik, Matlab
a Mathematica. Dal$im nutnym pfedpokladem jsou ,,nadSeni* vyucujici matematiky, ktefi se
snazi efektivné vyuzivat ptislusného vybaveni skoly.

Nutné podminky pouziti ptislusného vybaveni zna¢né zavisi na ptistupnosti uceben
a dalSich prostfedkii pro hodiny matematiky. Obrazky 1 — 3 udavaji obsazenost prislusnych
uceben, hodiny matematiky nasazené ptimo a volné hodiny vyuzitelné, pokud jsou soubézné
s trvalym rozvrhem v jednotlivych tfidach. V u¢ebné 11 je z 50 disponibilnich hodin nasazeno
39, ztoho 2 matematiky. V ucebné 12 je situace nepatrné lepsi z nasazenych 34 hodin jsou
matematiky 4. Pokud se tyka ucebny s interaktivni tabuli je to 6 matematik na 37 nasazenych
hodin. Samoziejmé¢ lze vyuzivat volné hodiny, pokud tyto koresponduji s rozvrhovymi
matematikami nasazenymi Vv jinych ucebnach. Situace zdaleka neni idedlni, zejména
uvédomime-li si, ze do pocitacovych uceben je optimalni brat studenty z ptilenych hodin.
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Obrazek 1

GYMMAZIUM, CESKE BUDEJOWICE, JIRCWCOVA 8 uzebna: 11 (rozvrh platny od 28.10.200%)
[ o [ 1 [ =2 [ = |« J[ s J[ s | [~ s [ s |
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Obrazek 2
GYMMAZIUM, CESKE BUDEJOVICE | JIROWCOWA B uebna: 12 (rozvrh platny od 28 10 2009)
\ o | 1 | [z | [ 3 | [« | s | s | [ = | | e | s |
798 g¥.g" 9% 10% 10 n® 1%-12% 12%-13% 13713 14 14" 14% 15" 15%-16%
] 1
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239




Obrazek 3

GYMNAZIUM, CESKE BUDEJOVICE, JIROVCOVA 8 vtebna: 303 (Dievikovsky Karmil) (rozvrh platny od 2810 2009)
L o [+ 1L 2 [ s J « J[ s [ & [[ 7 J[ 8 J[ 8 ]
798" 8%-9" 3% 10" 101" 117127 12%.13% 13"%-13% 147 14% 14%.15% 1516
] 2 fr
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V souvislosti se zminénymi pocty je uzitecné zminit celkovou tydenni dotaci hodin
matematiky na nasem gymnaziu v letosnim skolnim roce — obr. 4.

Skolni rok 2009/2010

Tydenni pocet hodin uveden pouze p#i rozdilné dotaci ve forme zlomku Z/U.

Tiida TU | € | AN |Fr|$plzsv/D | Z| M | F |Ch| Bi SPL '[\)/II; Hv | Vv | TvH | Tvo
| | po |5/65 i 15/ 2 | 2 |56 | 15|  PRE2 172 | 1| 2|22
Bb 5 Vi He | Bb | Lj | Rb | BI Po Tp/Tp | BF | Sm | Sd | sd
454 2 2012 | 2 a5| 2 | 2 preE2 DIGY2 | 1 | 1 | 2 | 2
| Ic ¢d - < | D | Li - | Tp,Tp | v
Ug 4 Kp Ls | HE | DF | Lj Ic Bl ul | Ic BFf | Sm | Sd | Ps
Ky | 4 BSi3 112145 2|2 ng 1/2 D'G;SPE 1] 1] 2 2
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v | Pt (453508 125 2 45| 2 (252 | w2 |11 2|2
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LAl Te| 3 BS 1|2 2 56258354 2 | | 24 FEV 2 | 2 [FEY
: €| Br 3 w3 Hé |Bd | Ps | T¢ | Bl | &d | Po BUTp | 2F | sm | vn| S
‘(p 3 3 Ls Ps Ps
18| sd |3 gd 3 sgMn 1 25| 2 | 4/5|25/335/425/3 | 24 | 2 | 2 | 2 | 2
: Bb 57, He | DF | Ps | Ma | Té | Ul | Ul Tp/Vy | BF | Sm | sd | sd
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3/43 sk 1 25| 2 | 4/5 |25/3|35/4/25/3 206 Prem| 2 | 2 |Fem
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2. A| HE | g My B Ry, he | Bb | Ps |25 "pp o | He BI/Kv sm | Vn | Ps
3 Sk Pt 2
Vi vt 3BV L[ |12 25553504 342503 w2 [ Bl o 2] 2
Vi |3 VtKp H¢ |Bb | Ps | Ku | T¢ | Po | Ic Kv/Vy Sm | Vn | Ps
4 Sk Dk
3 2| 2| - |3/35/25/3] 2 [25/3 <se
.A| Sk 4 Rf ~ e i
3. A Sk | g j A Op | Bd Pt | Pp | &d | UI » | sd
4SKA  Mn vn
.| 3 A3 2 12| - 34253 2 25/3 2
3.B| DF | g 4 Sikp Op | DF Ma | Pp | Li | Ul - Ps
4 *k
3 & 4 2| 2 3/4 |25/3| 2 |25/3 2 |Pes
VIEL VN |y Vie 4 ey, He | DF| ~ | Pt | Pp | Po | Vn vn | &
4
<4 3 4 | 2 2 2w
4. A Cd | 1, B Sig Re3 Op Té | Pp vn | sd
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VOLITELNE PREDMETY
Piedmét: et

3. A, 3.B, VIl (2 hodiny)

4. A, 4.B (3 hodiny)

Semin&r z ¢eského jazyka a

LitAavatinm,

1 oddéleni: ug/Bb

Konverzace v anglickém jazyce | 4 odd&leni:  Bd, &d, My, Vi fq?ddé'e”"i Cd, €d, My,Vi +pd
Konverzace ve francouzském 1 oddglent:  Mn

iazvea

Konverzace v némeckém jazyce | 1 oddéleni: Rf 1 oddéleni: Rf
Spolegenskovédni seminar 2 oddéleni: He, He 2 oddéleni: op, op
Z&klady ekonomie | smeeememeeee- 1 oddeéleni: Bl
Semin&r z d&jepisu 1 oddéleni: D¥ 1 oddéleni: ¥
Semin&r ze zemépisu 1 oddéleni: Ve 1 oddeéleni: ve
Semin&F a cviceni z matematiky | 3 oddéleni: KI, KI, Ma 3oddéleni:  Ki, KI, Ku
Deskriptivni geometrie 1 oddéleni:  Ku

Semin&r a cviceni z fyziky 1 oddéleni: Pp 1 oddeéleni: pp
Semin&F a cviceni z chemie 1 oddéleni: ¢d 1 oddeéleni: Li
Semin&F a cviceni z biologie 2 oddéleni: Ic, Ic 1 oddeéleni: Ic
Informatika a vypocetni 1 oddélent: vy 2 oddeéleni: kv, kv

tachnila
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Vyuzivani dataprojektoru  ve spojeni s notebookem neni piredchazejicim zpisobem
omezovano a jevi se jako priichodnéjsi cesta. Limitujici je vSak pouziti na demonstracni
ucely, at’ jiz ucitelem, nebo studenty pii prezentacich maturitnich praci, seminarnich praci ¢i
referati. Casteénd je oviem problém s asovou prodlevou pii zapojovani a rozebirani
systému.

Grafické kalkulatory se zdaji, vzhledem k vyse uvedenym zélezitostem, efektivni variantou,

i kdyz ze své podstaty, je jejich pouziti limitovanéj$i nez vyuziti pocitace s vhodnym
software.

Je nenahraditelnou a jedine¢nou roli ucitele matematiky zvazit vhodné a efektivni
zatazeni prostfedkii ICT do hodiny, vyuzit jejich moznosti k motivaci studentt, pii vykladové
casti k demonstraci, pouzit je v situacich procvi¢ovacich, opakovacich, kontrolnich,
automatizacnich a v neposledni fad€ k prohloubeni vhledu a rozsifeni spektra feSenym uloh
a problémi.

Na nasem gymndziu pouzivame prostifedky ICT v dale uvedenych oblastech a ¢innostech:

Grafické kalkulatory
- teorie Cisel
- feSeni rovnic, nerovnic a jejich soustav
- funkce
- zéklady vyssi matematiky (posloupnosti, fady, derivace, integraly)

Cabri Geometrie 11
- objevovani a tvorba hypotéz
- slozitéjsi konstrukce
- geometrie pohybu a v pohybu

Cabri 3D
- polohové ulohy
- sité téles

Excel
- zakladni pomocnik
- projektova vyuka - statistické Setfeni

Matlab
- seminaf z matematiky 3. a 4. ro¢nik
- seminarni prace
- socC

Pfipravujeme vyuzivani programu Mathematica 7, ktery jsme pofidili v ramci projektu ,,Péce
o talentované studenty v matematice* v zati letosniho roku.

Na niz$im stupni gymnazia je vyuzivan uzavieny systém MATIK pfii autoevaluaci zaki.

V souvislostech vySe zminénych si opakované si klademe otazky ,,Pro¢? Kdy? Jak?“

a snazime se nalézat odpovédi.
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Nyni se stru¢né zminim o pohledu na efektivitu vyuzivani ICT prostfedkii ve vyuce
matematiky. Atributy jako atraktivita, rychlost a dynamicnost, rozvoj kreativity, tymova
spoluprace jsou nezpochybnitelnym piinosem. Uzite¢nym cvicenim je i Casté situace hledani
chyby nebo nedostatku v transformaci ulohy pro ICT techniku v pfipadé, ze pfistroj
,hespolupracuje ¢i dava nesmyslné, poptipadé zavadéjici vysledky. Podstatna je téz
moznost fesit realistiCtéjsi, narocnéjsi a komplexnéjsi problémy. Naopak mezi negativni
dopady patfi obcasné povyseni formy nad obsah, nekritickd divéra v software,
problemati¢nost hodnoceni vysledku a posouzeni miry samostatnosti fesitele.

Zaverem kopie z ceské wikipedie:

Informacni technologii je kazdy elektronicky pristroj schopny zpracovavat néjaké informace
(neboli provadet algoritmus), tedy prijmout néjaka vstupni data, samostatne s nimi provést
nejaké operace a vydat pridusna data vystupni (popripade ¢ast této technologie).

Literatura:
[1] Kalova J.: SOC na gymnaziu, Sbornik piispévki 3. konference UZiti poéitati ve vyuce

matematiky, Ceské Bud¢jovice, 2007,s. 98-103
[2] http://cs.wikipedia.org
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VYUKA SLOVNICH ULOH SE ZLOMKY
PODPOROVANA POCITACEM

Dana TrZzlova
JihoCeska univerzita v Ceskych Budéjovicich, Pedagogicka fakulta
trzilova@pf.jcu.cz

Abstrakt. V ¢lanku jsou shrnuty zkuSenosti s vyukou slovnich uloh se zlomky v rozsahu
uciva zékladni skoly. Problémy obsazené v ulohach jsou feseny n¢kolika metodami
vyuzivajici program tabulkovy kalkulator.

Kli¢ova dova. Zakladni $kola, zlomky, tabulkovy kalkulator

Slovni tlohy se zlomky hodnoti Z4ci zakladnich Skol jako neoblibenou, ¢i dokonce
obavanou cast uciva. Setkavaji se zde s problémy, které neumi okamzité fesit. Tyto obtize
mizeme u zakl prekonat vypéstovanim schopnosti vyuzivat riaznych technik a ptistupiti
k feSeni tlohy. V nésledujicim ¢lanku se budeme vénovat klasickym metodam feSeni tiloh,
které budeme porovnavat s metodami vyuzivajicimi tabulkovy kalkulator.

Prvni uloha, jejiz feSeni budeme analyzovat ma nasledujici zadani:

V my&im doupéti je 1/4 my&i bilych a 3/4 my&i Sedych. Cervené oci ma polovina mysi bilych a
petina mysi Sedych. Kolik mysi Zije v doupeti, jestlize celkem 99 mySi ma cervené oci?

Zaci na 2.stupni ZS tesi tento problém pomoci sestaveni a vyfeseni odpovidajici rovnice.
Nejprve urci, co budou pokladat za neznamou ,,x* (v nasem ptikladu pocet mysi v doupéti).
Poté postupné za pomoci algebraickych symbolll zaznamenavaji vztahy v tloze:

1
pocet bilych mysi 2 X;
s o3
pocet Sedych mys1z X;
. 11 X , Lo 11
pocet bilych mysi s cervenyma oc1ma5 * 2 X;

Y e xae “ , 1.3
pocet Sedych mysi s Cervenyma o¢ima 52 X.

1,1 1
Naznaceny postup vede na feSeni rovnice 5 * 7 X+ 3 *% X=99. Vysledkem x=360. Tuto

tilohu v§ak mohou fesit i nadangjsi 74ci z 1.stupné ZS. Tito Z4ci sice nedovedou sestavit a
fesit rovnici se zlomky. Avsak po kratké iivodni praci s tabulkovym procesorem mohou do
tabulky zaznamenat vztahy v uloze, viz 1.tabulka a 2.tabulka. VyfeSeni problému popsaného
v tabulce zaci provadéji experimentovanim s daty. Tj. dosazuji ¢iselny odhad hodnoty
proménné ,,celkem mys$i“a vyvozuji zavéry z vysledku, ktery tabulkovy procesor
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zobrazuje v poli¢ku ,,Cervené oci. Cilem je v tomto policku dostat ¢islo 99, které odpovida
poctu mysi s Cervenyma o¢ima. Takového pouzivani a trénovani odhadu je pro zaky uzitecné
i v jejich praktickém zivoté.

A B

1 | celkem mysSi 300
2

3| bilé mysi 75
4| Sedé mysi 225
5

6 | Cervené odi 82,5

1.tabulka: Zaznamenani vztahl mezi udaji v prvni tloze.Prvni odhad zaka (300 mysi)

nevedl ke spravnému vysledku.

A B
1 celkem mysSi 300
2
3 | Bilé mysi =1/4*B1
4 | Sedé mysi =3/4*B1
5
6 | cCervené odi =1/2*B3+1/5*B4

2.tabulka Zapis vzorcu v piislusnych buikéach
Druhy zadany problém ma nasledujici znéni:

Na rybnik se sneslo hejno divokych kachen. Kdyby jich bylo dvakrat tolik a jesté o polovinu a
ctvrtinu vic nez jich ted’ je a kdyby do hejna prijali jeste kacera, bylo by jich presne 100. Kolik
je kachen ted?

Na rozdil od piedchozi ulohy tento problém mohou nadangjsi Zaci 1.stupné ZS vytesit
pouzitim klasickych pomticek ,.tuzka, papir®. Napovime jim, ze se maji pokusit zacit fesit
ulohu od konce:

celkem...100 ptaku;

bez kacera...99 kachen;

dale v textu obsazené vztahy vyjadiime pomoci ¢tvrtin (nejmensi vyskytujici se
zlomek): dvakrat tolik celkli odpovida osmi ¢tvrtindm; polovina celku odpovida
dvéma ¢étvrtinam; ¢tvrtina celku;

celkovy pocet ctvrtin jel1 a protoze celek je 99, vychdzi na ¢tvrtinu 9 kachen
celé hejno bez kacera predstavuje Ctyii Ctvrtiny, tj.36 kachen.

Tuto tlohu vsak podstatné jednodussim zpiisobem vytesime pomoci tabulkového kalkulatoru.
Z4ci zde mohou postupovat v feseni tlohy od jejiho zatatku a nemuseji hledat nejmensi
zlomek, pomoci né¢hoz vyjadii vSechny v tloze se vyskytujici zlomky. Zpisob feseni pomoci
tabulkového kalkulatoru je naznacen v tabulce ¢islo 3 a 4.
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A B A B
1| pocet kachen 40| |1 |poget kachen |40
2 2
3| dvojnasobek 80| I3 |dvojnasobek |=B1*2
4| polovina 201 4 | polovina =B1/2
5 | &tvrtina 10| [5 &tvrtina =B1/4
6 | kacer 1 fe kgcer 1
7 7
8| dohromady 111 8 dohromady =SUMA(B3:B6)
3.tabulka 4. tabulka

Mezi problematické tilohy u zaki na 2.stupni ZS patii alohy, kdy se jednotlivé zlomky
vztahuji k riznym celklim. Klasickym ptikladem téchto uloh nasledujici tiloha.

Polovinu provazku spotrebovala matka na baleni, polovinu zbytku si vzal syn, polovinu
dalSiho zbytku si vzal otec. Dve pétiny z toho co zbylo, s vzala decera. Ziistalo 30 cm
provazku. Jak byl piivodné dlouhy?

Zaci 1.stupnd mohou vyfesit tuto Glohu postupnym zapisem vyskytujicich se vztahi od konce
zadani ulohy: zbylo...30 cm, coz odpovida 3/5 posledniho celku;

dcera...2/5 posledniho celku, coz odpovida 20 cm;

otec...1/2 predposledniho celku, coz odpovida 50 cm;

podobné: syn si vzal 100 cm dal$iho celku, matka dalSiho celku 200 cm;

cely provazek potom métil 400 cm
Rovnéz zde je podstatné jednodussi a prehlednéjsi feSeni pomoci tabulkového procesoru viz
5. a 6. tabulka

A B

1| provazek 500

2 | Matka 250

3| Syn 125

4| Otec 62,5

5| Dcera 25

6 37,5
5.tabulka

A B
1 | provazek 500
2 matka =B1/2
3 |Syn =(B1-B2)/2
4 | Otec =(B1-B2-B3)/2
5 |dcera =(B1-B2-B3-B4)*2/5
6 =B1-B2-B3-B4-B5
6.tabulka
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Nasledujici tloha ptedstavuje komplikovangjsi formu ptedchozi tlohy. Pro porovnani
jsou zde uvedena dvé feSeni, klasické feSeni ,,tuzka-papir a feSeni vyuzivajici tabulkovy
procesor.

Viypoctete kolik ma Martin kulicek, jestlize svym dvema kamaradiim 7ekl: Ja mam tolik
kulicek, Ze kdyZ dam Petrovi tietinu a jeste jednu kulicku, Honzovi tretinu zbytku a ctyri
kulicky, pak pro me zbude Sest kulicek.

Schéma klasického feseni ,,tuzka-papir analyzujici ulohu od konce

Martin(zbytek)...6

Honza Petr

dve ttetiny-4...6 dvée tretiny-1...15
dve tretiny...10 dve tretiny...16
jedna tfetina ...5 jedna tfetina...8
tretina+4...9 tfetinat+1...9

Martin(celek)...6+9+9 = 24 kuli¢ek

Tabulky predstavujici feSeni pomoci pocitace:

A B A B
1| martin 33 1 martin 33
2 2
3| Petr 12 3 petr =B1/3+1
4| honza 11 4 honza =(B1-B3)/3+4
5 5
6 | zbyde 10 6 zbyde =B1-B3-B4
7.tabulka 8.tabulka

Zavérem lze tici, ze ze zkusenosti z vyuky vyplyva ze tabulkovy procesor podnécuje
aktivitu zaka pti vyu¢ovani. Myslim si, Ze pro zaky je dulezité poznani nové metody prace,
tabulkovy procesor umoznuje zakiim prehledny zapis, pozorovani a experimentovani.

Literatura:

[1] Ucebnice a sbirky tlloh pro zakladni skoly
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Kresleni obrazkua v deskriptivni geometrii
Milan Vacka

Vysokéa $kola technicka a ekonomicka, Ceské Budé&jovice

PFi navstévé technické Skoly v rakouském Linci jsme zjistili, Zze ve vyuce deskriptivni geometrie
soubézné probiraji Mongeovu projekci, kosouhlé promitani i pravouhlou axonometrii. Aniz bychom
jejich vyuku povaZovali za kvalitngjsi nez v Ceské republice, nechali jsme se timto napadem inspirovat
a zavedli ji i u nas. Ostatné pfi samostatné vyuce Mongeovy projekce si uitel ¢asto vypomaha tzv.
volnou rovnobéznou projekci, coz pfi této metodé odpada. NaSe zkuSenost je jednoznacné pozitivni.
Po pocate¢nich, pro zacatecniky mozna obtiznéjSich pfiblizné péti hodinach, kdy se seznamuiji se
soustavou soufadnou, prdmétnami, praméty atd., dochazi k pochopeni dané problematiky a jasnému
prostorovému vnimani. Z letité zkuSenosti s vyukou vim, Ze €asto pfi souvislé vyuce Mongeovy
projekce student bezproblémové sestrojoval stopniky pfimek, prisecénice rovin atd. a zcela zapominal
na jejich polohy a smysl. To v tomto pfipadé vétsinou odpada. Ze pfi probirani jednotlivych témat u
Mongeova promitani odbihame na Ulohy s metrikou studentim nevadi. Jako problém se objevil
studijni material. Pouzivani klasickych u¢ebnic a neustélé pfeskakovani stranek neni vhodné. To mé
presvédcilo o nutnosti napsani ucebniho textu. Ten musi byt samozfejmé doplfiovan mnozstvim
obrazku. Jejich kresleni ,v ruce" jsem zavrhl a rozhodl se pro uziti pocitate. Vzhledem k tomu, Ze
pracuji na technické Skole, k volbé AutoCADu nebylo daleko. Problém vSak plsobi, ze tento software
je uréen pro jiné Ucely, pfiemz obrazky musi vypadat tak, jako by byly opravdu rysovany. PfFi
sestrojovani obrazkd je nutné neustale odmazéavat ¢asti €ar, které bych pfi rysovani nekreslil. Jako
ukézku jsem zvolil sestrojeni osy Uhlu, viz obrdzek 1. Byla nakreslena ramena Uhlu. Zvolen stfed
kruhového oblouku ve vrcholu dhlu a z uréitého bodu ,natazen“ tento oblouk. V jeho prusecicich
zvoleny stfedy kruznic a ur€eny poloméry. Vrchol Uhlu pak spojen s pruseciky kruznic. Takto bychom
ale konstrukci nerysovali, a proto nasleduje odmazavani prebyte¢nych ¢ar, viz obrazek 2.

T

4

|
\

obrazek 1 obréazek 2
Jako ukézku z deskriptivni geometrie jsem zvolil nasledujici pfiklad:
Sestrojte pruméty pravidelného Sestibokého jehlanu, ktery je dan osou a vrcholem podstavy.
S =[-25;45;5LV = [3;95 11], A = [-5; v4; 3.5]

A

Kresleni tohoto pfikladu jsem rozdélil jen do nékolika malo fazi. V obrazku 3 je vyneseno zadani
pfikladu véetné v AutoCADu nezbytnych €ar. V sousednim obrazku 4 jsou uz odmazany nadbyte¢né
¢ary, provedeni je takové, jako by pfiklad byl rysovan.
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obrazek 3 obrazek 4

V obrazku 5 uz je po otoceni roviny podstavy do pldorysny s vyuzitim osové afinity sestrojen pudorys
télesa, v obrazku 6 pak opét odmazany ,plevelni“ ¢ary. V obrazcich 7 a 8 je nakreslena zavérec¢na
faze prikladu.

obrazek 7 obrazek 8
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Jako dalSi ukazku jsem zvolil

princip stfedového promitani (obrdzek 9), princip rovnobézného
promitani (obrazek 10).
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obrazek 9 obrazek 10

V obrazcich 11, 12 a 13 pak predstavuji Mongeovu projekci, kosouhlé promitani a pravouhlou
axonometrii. Zatimco ve vySe uvedeném pfikladu zobrazovani jehlanu jsem pouzil klasickou
levotoCivou soustavu soufadnic, v téchto ukdzkach je soustava pravotociva. Na technickych Skolach

se musela deskriptivni geometrie pfizpusobit vyu¢ovanym CADovym systémuam, aby stejné pfiklady
v deskriptivni geometrii a v CADu nebyly zrcadlové soumérné
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obrazek 11 obrazek 12

obrazek 13
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Obrazek 14 znazornuje jednu z nejuzivanéjSich vét deskriptivni geometrie - lezi-li pfimka v roving,
potom jeji stopniky lezi na odpovidajicich stopach.

obrazek 14

V obrézcich 15 a 16 je pak této véty vyuzito k sestrojeni stop roviny p=ABC.

Z

A,

obrazek 15 obrazek 16
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PROJ EKTYVVE,VYUCE MATEMATIKY
S VYUZITIM TECHNOLOGII

Jiri Vanicek
Jiho&eska univerzita v Ceskych Budg&jovicich, Pedagogicka fakulta

vanicek@pf.jcu.cz

Abstrakt: Prednaska se zabyva projekty ve vyuce matematiky za pouziti pocitace s cilem
zptesnit ucitelovu predstavu zakovského projektu predevsim z pohledu cili vyuky a
vysvétlit, ¢im se projekt pfi vyucovani matematice liSi od neprojektové prace. Prvni,
teoreticka ¢ast prednasSky, obsahuje shrnuti divodi, pro¢ nejsou projekty cCasto uciteli
odmitany, a také obecny navod, jak kvalitni projekt pfipravit, fidit a napt. pomoci metody 3S
na realizaci konkrétnich projektl za pouziti pocitacl, a to jak za pouziti komunikacnich
moznosti Internetu, tak prostfedi dynamické geometrie Cabri. Text prednasky vychazi
z vybranych pasazi autorovy knihy [1].

Matematika a projektova vyuka — patfi k sobé?

Hledani novych postupl, jak zaklim zpfistupnit moznost realného wuplatnéni jejich
geometrickych dovednosti, vede ke snaham o pouzivani vyukovych projektl a tloh
s otevienym koncem. Nelze popfit nesporny piinos prace na projektech ve vyuce (projekt
nejvice pripomind praci samostatného zameéstnance, testuje dovednosti v komplexnim
pohledu, zkouma schopnost pouzit naucené pti konkrétnim tkolu). Projektova vyuka, ktera si
hleda cesty iv tradi¢ni vyuce matematiky, neni tedy pouze jakymsi ,nafizenim shora®,
protoze tada vyteCnych uciteld projekty sama vyhledava, vytvari a pouziva. S projekty
Vv matematice je situace slozit&jsi.

Z povahy chapani matematiky jako védy zfejme vyplyva obecné ptrijimany nazor, ze
v matematice je vice nez v jinych vyucovacich predmeétech skolni vzdélavani
,objektivizujicim ptfedavanim toho, co je v u¢ebnicich a osnovach* [2, s. 37]. Na zakladé
tohoto nazoru ma zak jediny ukol, naucit se tomu, co je mu ,,v dobré vire* predkladano.
Znaky takto pojatého ptistupu k vyucovani jsou:

formalnost — ucitel se odvolava na vyznam matematiky pro zaka, aniz by k tomu
poskytl ptijatelné dlikazy;

natlakovost — je jen na zodpovédnosti zéka, jak se bude ucit tomu, co bylo pro né¢ho ve
Skole interpretovano z matematickych poznatk;

jednostrannost — veskeré motivacni a hodnotici snahy jsou soustfedény pfedevsim na
vngj$i motivaci zaka [3, s. 182].
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Setteni, ktera provadéla Kubinova [3], potvrdila, Ze pro nasi $kolu je charakteristicka
dominance poznatkové slozky kurikula a absence slozek zaméfenych na rozvoj kli¢ovych
kompetenci zaki.

metoda metoda problern problem
problem metoda
=0 @@
skuteény Zivot Skola

obr.1 — Postaveni problému a metody v bezné Zvotni situaci a ve Skolni matematice

Projekty umoznuji jiny nez Skolsky pfistup k vyuce matematiky. Jestlize skutecny zivot
predklada pred jedince problémové situace tak, Ze je dan problém a clovék vybird mezi
metodami, kterymi bude problém fesit (obr. 1 vlevo), pak ve Skole je ustfedni metoda, pro
jejiz zvladnuti se hledaji problémy, které pomoci ni mohou byt feSeny (obr. 1 vpravo) [4].
Kladeni ukolti pfed zaka béhem projektu i vlastni smysl pouziti projektu jako vyukové formy
ptipomina vice skutecny zivot nez tradi¢ni Skolni vyucovani.

Matematika se jevi jako Skolni predmét, ktery neni pro projektovou vyuku vhodny. Hlavni
néaplni tradicni vyuky je feSeni uloh, a ity slozité a komplexni ulohy stdle nemaji povahu
projektl, v nichz by se zdk mohl mj. podilet na zadani. Interdisciplinarni projekty, v nichz
Cast urené¢ho Casu zak pocitd ¢i rysuje, jsou z pohledu vyuky matematiky vnimany jako
projekty aplika¢ni. Jejich nasazovani ovSem narazi na vcelku pochopitelny odpor ucitelt,
kterym pfipadd, Ze projekty nejsou dostateCné intenzivni, Ze v nich dochazi k rozfedéni
matematického obsahu a cild vyuky.

Ucitel mize mit pocit, ze pouze Cast projektu se opravdu vénuje matematice a tim ze mu
projekt ubird prostor pro vyuku matematickych kompetenci. Z hlediska celkové vychovy
clovéka je to postoj faleSny, protoze prace na projektech a v tymu je velice cennd, ovsem to
nevyvrati ucitelovy obavy, ze takovéto aplikaéni projekty zvlasté u starSich zakti matematiku
odsouvaji do pozadi. K témto obavam nékdy ptispiva pocatecni pedagogicky nezdar (ucitel
neumi projekty vést a pfipravovat, zaci neumi projektové pracovat, protoze se to v jiném
pfedmetu také nenaudili).

2

mimo oblast matematiky, je pouzit vypoéetni techniku jako nastroj pro apllkaCI
matematickych dovednosti. Kromé zvysené motivace, ktera pies pocitate mize ptitahnout
k matematice nové zaky, je kladem i fakt, Ze je mozné témet cely projekt realizovat jako
matematickou zalezitost.
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Jak poznat, co je zakovsky projekt?

Chceme-li zatradit projektovou vyuku do stavajici struktury vyucovacich forem, tak z hlediska
socialnich forem ji Ize umistit mezi praci v celé tfid¢ a praci ve skupiné€, z hlediska povahy
zakovskych aktivit mezi tzv. souvisejici formu (Zdk se pohybuje v oblasti ucitelem
prezentované latky) a fizené objevovani (znovuobjevovani obecné¢ znamého poznatku ,,pro

sebe®). Nejednd se tedy o individudlni vyuku a nejde o tzv. volny vyzkum (s otevienym
koncem) [5].

Projekt ma své charakteristické vlastnosti: samoorganizovanost a zodpovédnost, cilenost,
orientace na produkt, diraz na praktickou ¢innost, orientace na zajmy zacastnénych, situacni
zietel, socidlni uceni a v neposledni fadé meziptedmétovost [5].

Je tfeba rozliSovat mezi uclitelskym projektem a zakovskym projektem. Pokud si ucitel
ptipravuje svoji vyuku netradi¢nimi formami, napf. za pomoci experimentovani, objevovani,
s aktivnim zapojenim zdka, zafazenim novych témat a jejich provazanim apod., je to velice
zasluzna ¢innost. Zde se jedna o uciteliv projekt jeho vyuky, automaticky to vSak neznamena,
ze také zaci budou pracovat projektovym zplisobem.

Velmi dobie Ize rozeznat projekt od neprojektové prace podle miry podilu fesitele na zadani
ulohy. V praxi projekt vétSinou vyzaduje podil toho, kdo projekt realizuje, na upfesnéni,
specifikaci zaddni nebo nékdy irozsahlejsi zménu zadani (po konzultaci se zadavatelem).
Vychdzi se ztoho, Ze zadavatel nemé tolik odbornych zkuSenosti, nezna technologické
postupy, novinky v oboru apod., aby problém byl schopen uchopit v plné Sifi a zadani
specifikovat. Zakovské projekty se snazi pravé toto simulovat.

Prace na projektu pfipomina nejvice praci samostatného zaméstnance ve firme¢. Ten dostava
ukoly od svého nadfizeného ak danému terminu ma predlozit zpracované fteSeni, které
vyhovuje vstupnim pozadavkiim zadéani a které ma dalsi kvality, vyplyvajici ze schopnosti
ovladat vypocetni techniku, ze zkuSenosti a znalosti z dalSich obort, ze schopnosti pracovat
tvofive, v tymu.

Na projektu je podstatna moznost zaka podilet se na zadani projektu (moznost ,,upravit si
jej podle svého). Toto je nesmirn¢ dilezity prvek zakovského projektu, protoze pii tomto
,prizpusobeni“ dochdzi ke ztotoznéni zaka s projektem (zak jej ,,vezme za sviij*). DalSimi
vyraznymi znaky Zzakovského projektu jsou otevienost (neni znam predem vysledek ani
vlastni postup), cilenost (vysledkem ma byt né¢jaké dilo), samoorganizovanost, kreativita,
aktivita a originalita.

Projektem neni sled kratkych navazujicich tloh, které ma Zak provést. Projektem neni ani
dlouhodoba ¢innost, pokud ma zak presné predepsano, co ma délat, a nemlize se sdm svoji
aktivitou zapojit do ptipravy projektu. Projekt miva ¢asto ne zcela konkrétni zadani, nicméné
ma stanoveny podminky (kritéria), které musi feSitel projektu splnit.

Casto se za projekt vydava tzv. integrovana tematicka vyuka [6], v niZ nékteré téma zastfesuje
a prekryva tadu vyukovych aktivit ve tfidé. Na prvni pohled jde o tentyz typ vyuky: ucitel
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ptfipravuje Casto rozsahlé pfipravy, ma origindln¢ sestavené kurikulum, zatazuje netypické
ulohy, vyuka se mize odehravat ve vice vyuc¢ovacich predmétech atd.

Tim nechceme ftici, Ze takovato vyuka je nevhodnd, horsi nez projektova nebo ze by neméla
byt vyucovana. Naopak, tyto aktivity jsou velmi Casto ucitelem dobie ptipraveny, a protoze
nevyzaduji néjaky novy pfistup k fizeni vyuky, jsou istandardné¢ dobfe oduceny. Pouze
chceme sdélit, ze v tomto pripad¢ nejde o zakovsky projekt, a ucitel, ktery takovou vyuku
ptipravuje, by mél mit na zteteli, ze jeji realizaci netrénuje ty dovednosti a postoje zaka, které
jsou pro projektovy zpisob prace potrebné.

Faze realizace Zakovského projektu

Pred projektem

V této fazi ucitel pripravuje (vybira a prizptisobuje) obsah projektu, hleda jednotici téma
projektu, které ma vyznam pro motivaci, pro pocatecni identifikaci zakl s projektem.
Dulezitéjsi jsou dovednosti a znalosti, které chce zaky v projektu naucit, a predevSim jim
ptrizptisobit dil¢i aktivity i kritéria pro hodnoceni vysledné prace. Do vétSiny projektl lze
,haroubovat® i1 velmi heterogenni aktivity z naprosto odliSnych obord, spojovaci prvek se
vzdy najde.

Ucitel si potiebuje projekt dobte naplanovat. Protoze se jedna o aktivitu s otevienym koncem,
je potieba pocitat s Casovou rezervou, zvlasté u zacatecnikl (a to jak u zaku, tak u uciteld,
ktefi s projektovou vyukou zacinaji) a u novych, nevyzkouSenych projektd. Je zasadné
dilezité, aby projekt byl dokoncen a odpovidajicim zplisobem zhodnocen; stim je tfeba
v ¢asovém rozvrhu ptfedem pocitat.

Priprava projektu ve tiidé

Pred zaky ucitel predstupuje s jasnou vizi obsahu projektu. Ucitel seznami zaky s tématem
a zaméfenim projektu anejlépe v diskusi ¢i formou brainstormingu také s obsahem
a predpokladanym nebo moznym zptisobem provedeni projektu. Ucitelovym zajmem je, aby
zak projekt piijal za svij, aby se s nim ztotoznil, coz se dobfe pozna pravé mirou spoluprace
zaka na dotvareni zadani projektu (co by mohl obsahovat, jak jej realizovat atd.). Zde nesmi
ucitel litovat ¢asu, chvatat apod., protoze v této fazi vznikd zdkova predstava vysledné prace.
Vysledkem diskuse ma byt zédkovo pochopeni pozadavkl ucitele na vyslednou praci
a nalezeni cesty, jak projekt realizovat.

Na konci piipravy projektu ve t¥idé ucitel jednozna¢né stanovi Kkritéria: co ma projekt
obsahovat, kdy ma byt dokoncen, klade podminky podobné jako zakaznik, ktery zadava
zakazku. Jasné a struéné vyjadieni ptispiva k rychlému startu projektu a pomaha také pti
vyhodnoceni. Do kritérii mize pridat i nékteré velice konkrétni a specifické pozadavky, aby
m¢él zaruCeno, ze zak bude pfi projektu postupovat nebo pouzije urcité dovednosti; konkrétni
kritéria by vSak neméla ptevladat, aby se zachoval charakter projektové ¢innosti.

Vlastni realizace - déti pracuji

V této Casti projektu ucitel ustupuje do pozadi, v popiedi je zdk (nebo tym) a jeho prace na
projektu. Ucitel piejima roli konzultanta a ,,hlidace Casu®, aby udrzel smér a tempo (Casto se
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stane, ze se zaci prili§ pohrouzi do dil¢ich ¢innosti a projekt by nestihli vypracovat cely). Je
nutné ovSem veédét, ze prave pii téchto dil¢ich Cinnostech se Zaci intenzivné uéi na
problémech, které pfindsi redlné situace.

Je vhodné konkretizovat cile na danou vyucovaci hodinu nebo jeji ¢ast (napft. ,,v této Casti
hodiny budeme dokoncovat ... a je potieba, abyste zacali ...*). Po dokonceni urcitych etap je
mozno dosavadni praci vyhodnotit a stanovovat dalsi dil¢i cile. Realizaci projektu je mozno,
je-li to nutné, prerusit a vlozit kratké pasaze nové latky, sezndmeni s novymi pojmy nebo
zopakovani, a poté v projektové ¢innosti navazat.

Ucitel musi byt pripraven, ze projekt miize pfinaset ,,zapeklité* problémy ,,jak néco udélat®,
ze bude zaky dotdzan na velmi pokroc¢ily nebo netradi¢ni problém. Musi byt pfipraven na to,
7ze muze nastat situace, kdy bude nucen ptiznat, ze nevi. Bude muset posoudit, zda si Zaci
nestanovili prili§ vysoky tkol, zda k cili nepovede jednodussi cesta. Nemusi tedy pouze radit,
,Jak na to®, ale také ukazat smér dalsi prace.

Dokonéeni projektu

Jde o dulezitou c¢ast, ve které zaci dokonci projekt se vSemi detaily, odevzdaji jej a prezentuji.
K uplnému dokonceni je potieba dostatek casu — cely projekt by nemél smysl, kdyby nebyl
zcela dokoncen. Velice podstatné je zhodnoceni projektu (publikovani, predvedeni pted
ttidou, komentar ucitele, hodnoceni ostatnich, v pfipadé mezipfedmétovych aplikaci vyuziti
v jiném predmétu).

Hodnoceni projektu

Velkou nevyhodou projektu je komplikovanost jeho hodnoceni uc¢itelem. Hodnoceni projektu
vyzaduje jistou zkuSenost (védét, co je podstatné, co je pateti projektu, které nedostatky jsou
zavazné a které nejsou podstatné). Zakova prace na projektu, Gasto dlouhodob4, musi byt
adekvatné¢ ohodnocena, ovSem komplexnost projektu to neusnadiiuje. Projekt ma byt
zhodnocen komplexné, proto bodovani ani pouhé hledani chyb neni optimalni metoda. Cenné
je, kdyz hodnoceni ulitelem poskytuje zpétnou vazbu k jednotlivym aspektim projektu.
Sdéleni ucitelova hodnoceni zdkovi podle urCitych pifedem danych kritérii ma velky
zpétnovazebni vyznam, vétsi nez klasifikace. Nese totiz potencidl zkvalitnéni zdkovy prace na
budoucich projektech.

Pro hodnoceni projektit miiZzeme pouzit metodu t¥i S[6]:

SpInéni tika, zda byl ukol dokoncen, zkompletovan a odevzdan (prezentovan), zda
splituje zadani (tzn. zda jsou splnéna prave ta kritéria, vyjmenovana na zacatku projektu).

Spravnost hodnoti, zda prace obsahuje spravné poznatky a ivahy, zda zak predvedl
hodnocené dovednosti, zda je pfi praci ¢erpano z vice nez jednoho zdroje, zda prace odpovida
normam pro tuto praci, zda zak ned¢lal vécné ¢i dalsi chyby, zda projekt spravné prezentoval.

Souhrnnost tika, zda je na praci vidét peclivost v mys$leni a hledani feseni, ptehled
v oboru, zda jde rozeznat, zda zdk rozumi pojmim objevujicim se v praci, zda prace neni
jednostranna, nakolik je kreativni, nakolik se projevil vlastni pfistup, iniciativa ¢i netradicni
feSeni.
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Naméty na geometrické projekty s pouzitim po¢€itace

Prehlidka projektti v této casti ¢lanku chce ukdzat jiny zpisob, jak zhodnotit Zakowvu
geometrickou zdatnost, nez je pouziti pocitae jako interaktivniho geometrického nacrtniku
pti feSeni nadrocnych konstrukénich uloh olympiddni povahy [1].

Projekt Eratosthenes

Mezi projekty, v nichz hraje komunikace hravni roli pfi ziskdvani méfenych dat, mizeme
jmenovat napf. projekt Eratosthenes, ktery se nechal inspirovat starofeckym matematikem,
ktery z rozdilu délky stinu o rovnodennosti mezi Alexandrii a rovnikem jako prvni odhadl
obvod zemékoule (obr. 2 vlevo). Déti métily tzv. ,.stinovy uhel”, tedy thel mezi paprsky
slunce a svislici v poledne o rovnodennosti, kdy na rovniku svisla ty¢ nevrhd zadny stin.
Vysledky sdilely se stovkami kol po celém svété a obdrzely od nich vysledky jejich méfeni.
V zavéru projektu diskutovaly, pro¢ zmétené hodnoty stinového uhlu (sloupec Shadow angle
v tabulce 1) odpovidaji zemépisné Sitce Skoly (sloupec Lat. v tabulce 1). Spole¢né odhaleni
faktu, ze jde o stfidavé uhly, je pak odménou uciteli 1 Zaktim (obr. 2 vpravo).

svisla ty¢

rovnik slunecni
OVI e
Zemé paprsky

Alexandrie

obr.2 — Projekt Eratosthenes, porovnavani zméireného tzv. ,, stinového thlu“ se zemepisnou Sirkou ve stovkach
Skol po celémsveéte.

Worldwide Eratosthenes Experiment Results

School Location Lat. Long. Shadow
Angle
Lakewood High School Lakewood, Chio 41-30'N 21-45"%W 43
Balboa High 3chool Republic of Panama 8-37H TO-33W 8.3
International 3chool Amsterdam | The Netherlands 528N 48'E 352
Tom Duncan Braintree, Massachusetts 42 14'N T1IW A4
Moothead Junior High School Moothead, Minnesota 47 N OF W 30
Bob Powell-West Georgia Carrollton, Georgia 334N B5-068"W 311
College
Gordon Central High School Calhoun, Georgia 34-30'N 25 W 32.2
Alexander High School Diouglasville, Georgia 33-41'N 34- 47 34
Central High School Carrollton, Georgia 33-33'N 25-04"%W 33
Lithia 3prings High School Lithia Springs, Georgia 33-45'N 24-47W 32.7
Marietta High School Marietta, Georgia 33-55'N 24-41"W 32.7
Heard County High School Franldin, Georgia 33-17'N 25-06"W 31.3
Jordan High School Los Angles, California 33-56'N 11816 34
Woodbtidge High School Bridgeville, Delaware 38-45'N T5-36"W 34.4
Gy B. Phillips MIddle School Chapel HIlLNC 35-35'N 79-05W 4.5
Laura Mercer Columbia, MO 38-56'N 0220 S0
Harrison County High School Cynthiana, Kentucky 38.20N 24.20W 41.25
Parloriew ArtafSeience M. Little, Arkansas 34.73N 00 33 34.4

tab. 1 — VWdedky projektu Eratosthenes (vyber)
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Projekt Ornamenty

Analogicky k rysovani ornamentli skladanim kruznic pouhym kruzitkem na papir lze vytvaret
ornamentalni tvary z kruznic a dalSich objektl (napf. pravidelnych mnohouhelniki). Statické
ornamenty mohou vytvaret izacatecnici; projekt pak slouzi k obezndmeni se s filozofii
ovladani software. Dynamické obrazky mohou v jednodussi verzi zachovavat tvar pfi
zvétSovani €1 zmenSovani ¢i pii otdceni kolem svého stiedu (obr. 1 vlevo), ve slozitéjsi verzi
mize jeden ornament prechazet v jiny, s jinym stupném soumérnosti nebo pomerem proporci
jednotlivych komponent (obr. 1 uprostfed a vpravo). Pii tvorbé statickych tvarti se jako
pracovni technika uplatni prosté vytvareni objekti na jinych objektech, u slozitéjsich
dynamickych figur je vhodnou technikou pouziti shodnych zobrazeni.
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obr.3 — Projekt Ornamenty. Vlevo ornament poskladany z kruznic, uprostied a vpravo z mnohonasobnych
obrazi pravidelného pétithelnika v otoceni kolem jednoho jeho vrcholu (figury selisi Ghlem otoceni).

U konstrukei za pouziti otoCeni se ornament vytvaii napt. tak, ze se jeden pravidelny
mnohotihelnik otoci kolem svého vrcholu o tihel dany Cislem na nékresné. Toto otoceni se
vzdy s novym objektem mnohokrat zopakuje. Dodate¢né lze meénit thel otoCeni a tak
rozmistit objekty pravidelné kolem stiedu (obr. 3 uprostfed a vpravo).

Projekt Papirovy model trojbokého jehlanu

Zaci maji za tikol vytvofit v prostfedi dynamické geometrie sit’ libovolného télesa, které ma
Ctyfi stény a pujde slepit v papirovy model (obr. 4). Figura by méla byt vytvorena tak, aby
prostym pohnutim nékterym z vrchold vznikla nova sit’, ze kterd ovSem opét piijde slepit novy
Ctyf'stén. Po vytvoreni sité se rys vytiskne, vystfihne a zkontroluje slepenim.

Typicky prubeh projektu vypada tak, ze zadk nejprve vytvofi pevny model sité¢ s neménnymi
stranami (pouzije pritom napf. méfeni délek stran) a teprve potom uvazuje nad tim, Ze by
vytvoftil takovou figuru, kterou bude moci manipulovat a ptitom bude sit’ vzdy ,,slepitelna“.
Zjisti, které strany musi byt stejné dlouhé a jak je sestrojit. Zaci mohou v poéita¢i obarvit ty
hrany budouciho télesa, které se budou lepit k sobé. Obménou zadani je vytvotfeni papirového
modelu jiného télesa. Naro¢néjsi tlohou pro bystré a pracovité zaky je ukol vytvofit modely
tti jehlant tak, aby jejich slepenim vznikl hranol.
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Vstupni objekty

Vystupni objekty

UloZit makrokonstrukci
| ZAloZka

14

obr. 4 — ¢ ctyrstenu jako dynamicky model urceny k vytisténi, vyst7ihnuti a lepeni (na prost/ednim obrazku
s pridanymi zaloZkami vytvorenymi pouzitim makrokonstrukce).

Projekt: Dlazdice
Zaci dlazdi rovinu z dlazdic stejného tvaru. Jako zakladni tvar dlazdice pouziji trojuhelnik

vvvvvv

ve sttedové nebo osové soumérnosti, pfipadné v posunuti. Podstatnou podminkou je, aby
dlazba byla proménlivd; manipulaci s pivodni dlazdici se bude ménit cela figura, mozaika se
nesmi zbortit.

o

obr. 5—Projekt Dlazdice, vievo ze zkladniho ctyrihelnika, vpravo z trojdhelnika

Zaci musi odhalit zakonitosti konstruovani uréujicich prvkii shodnych zobrazeni pro
vytvoteni dalSich dlazdic (napf. spravné umisténi vektoru posunuti nebo stfedu soumérnosti).
Ucitel miize pouzit pfipravenou makrokonstrukei, kterd vytvoii po oznaeni strany zalozku
pro slepeni. Problémovou tlohou pak je spravné umisténi téchto zalozek na sit’ télesa.

Dalsi naméty k vypliiovani roviny i s potfebnou teorii naleznete ¢tenar v praci Kutinove [7,
s. 196]
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Projekt Mozaiky pomoci tzv. Fidkych mnozin

Vhodnym spojenim geometrie srozvojem vytvarného citéni a vnimani matematického
,krasna®“ u déti jsou aktivity vybarvovani rovinnych struktur [8, s. 114]. Vytvareni kostry
mozaiky pomoci mnozin objekti dané vlastnosti je zase nejednoduchy geometricky problém
pro vyspelejsi zaky.

Cabri umoziuje nastavit pocet objektd, které vykresluji sestrojenou mnozinu (nastroj
Nastavit/Nastavit prostiedi, zalozka MnoZiny). Zmensenim po¢tu vykreslovanych objekti 1ze
vyuzit pravidelnosti v jejich rozmisténi a zménach tvaru ke konstrukci kostry mozaiky. Tu je
mozno exportovat jako obrazek (kopirovanim nebo uzitim klavesy PrintScreen) a dodatecné
vybarvit v grafickém editoru (napt. v Malovani) nebo vytisknout a vybarvit rué¢né.

obr. 5 —Mozaiky vytvorené z ridkych mnozin v Cabri, dodatecné obarvené v grafickém editoru.

obr. 6 — Konstrukce kostry mozaiky. Pravidelné rozmisteni svidych c¢ar je dano pohybem ridiciho bodu po
Usecce, rozmisteni vodorovnych ¢ar pak pohybem bodu po kruznici.

Bystti Zaci mohou po zapracovani sami objevovat nové postupy pro tvorbu kostry mozaiky.
Hotova grafika se miize stat soucasti diplomu ve $kolni matematické soutézi apod.
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Komentate k obrazkam:

Na 5 vlevo je patrné pravidelné rozmisténi objektd (odpovidajici rovnomérnému
pohybu bodu po usecce).

Na obr. 5 uprostied je efekt vybouleni docilen projekei rovnomérného pohybu po
kruznici na usecku (zndzornéno na obr. 6).

Na obr. 5 vpravo je fidkd mnozina hyperbol zkonstruovanych z péti bodi, z nichz jeden se
pohybuje po dané usecce.

Materialy k tomuto projektu (vzorové Cabri soubory, graficky editor Cabri omalovanky)
najde ¢tenai na webové adrese http://vawwv.pf.jcu.cz/vani cek/mozaiky)

Projekt M odelovani jednoduchych mechanismi

Jde o vytvareni modell realnych predmétl, situaci (jizda na kole, koloto¢, vétrny mlyn,
hodiny, automobil nebo spalovaci motor), které jsou vytvareny jako geometrické konstrukce.
Tyto projekty najde ¢tenat podrobnéji popsany v publikaci [1].

° p >

>
P\@Z@ Va

obr. 7 —Modelovani jednoduchych mechanismii. Akvérium, Zkovskd prace (9. t/ida). Pohyb oka jedné z ryb
ovlada pohyb ostatnich, sestrojenych pomoci sounernosti a stejnolehlosti. Pohybuje-li se pak dopiedu jedna
ryba, plavou dopredu vechny. Podobne vSechny bublinky jsou obrazem jediné bublinky v posunuti a jsou jejim
pohybem ovladany.

?OO

U

=

Projekt Kaleidoskop

Zrcadla kaleidoskopu jsou modelovana pravidelnym trojuhelnikem, do néhoz jsou naskladany
malé objekty (obr. 8). Jejich obrazy v osové soumérnosti vytvorii obrazce jako v krasohledu.
Aby byla tiloha ztizena, neni dovoleno provadét zadné pomocné konstrukce novych os.

Zakam v tomto projektu ¢ini nejvétsi potiz vytvotit trojuhelnik tak, aby pii otaéeni neménil
velikost. K tomu je potieba jej sestrojit jako pravidelny mnohothelnik vepsany kruznici (kteréa
na obrazku neni viditelnd). Zaci dovedou sestrojit obrazy objektti umisténych uvniti
trojuhelniku, podle jeho stran, ale maji potize odhalit, jak se vytvareji dal$i obrazy. Nektefi
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zaci si zkonstruovali pomocné osy jako rovnobézky se stranami trojuhelnika, prochazejici
jeho vrcholy. Bystii Zaci mohou pfijit na konstrukci bez pouziti zaddnych dalSich os, pouze
uzitim stran trojihelnika.

Je potieba zdky upozornit, ze stiipky uvniti kaleidoskopu musi umistit tak, aby pti jeho
otaceni ,,nevycuhovaly” ven. Kontrolni otazka ucitele, v jaké oblasti se smé&ji nachazet
objekty — vzory, vede k odpovédi o vepsané kruznici trojihelnika, ptipadné k jeji konstrukei.
Obménou tlohy miize byt jiny tvar kaleidoskopu (pravouhly trojuhelnik, pétiithelnik apod.)

obr. 8 — Projekt Kaleidoskop. Figura (vievo) simuluje chovani realného krasohledu (vpravo). Otacenim
trojuhelniku zrcadel se meni pozorovany obrazek.

Projekt: Pesajehorasy

Ukolem je vytvoiit ,,psa® n&jaké zvlastni ,,rasy*, coz se bude projevovat v jeho chovani poté,
kdyZ s nim bude manipulovano. Zaci dostanou tzv. ,ptivodniho psa® tvaru mnohotihelnika
(obr. 9) a jejich ukolem bude sestrojit jiny mnohouhelnik, ktery bude vypadat jako naprosto
shodny s ptivodnim, ale pfi tahani za bod oka se jeho tvar bude ménit. Néktery pes se tifeba
bude zvétSovat, jiny prodluzovat, dalsi protahovat nohy nebo mu bude rist ocasek — fantazii
se meze nekladou.

Projekt vede k tomu, aby zak objevoval, jakou geometrickou konstrukci miize vyjadtit pohyb
objektu (psa nebo jeho ¢asti), ktery si sam navrhne. Jiny pozorovany postup, vedouci
k vytvareni novych psich ras, je zaloZzeny na ndhodném experimentovani.

Postup tvorby takového ,psa“: zpltvodniho mnohothelnika se néjakou konstrukei
(stejnolehlost, posunuti) vytvoii novy mnohothelnik, ptivodni objekt se poté skryje. Aby bylo
mozno tahat psa za oko, vede vektor posunuti z oka ,,pivodniho* do oka ,,nového psa“.
Naro¢néjsi konstrukce vznikaji tak, Ze obrazy nékterych vrcholi mnohothelnika se
predefinuji na volné body (které jsou zcela nezavislé na pivodnim mnohothelniku, napft.
tlapky nohou se pohybuji se zbytkem psa — obrazek psa vlevo dole). Mohou se také sestrojit
jinym postupem neZ obrazy zbylych vrchold (napt. konec ocasku se bude posouvat o jiny
vektor nez ostatni body, tim se ocasek bude ,,vrtét™ nebo prodluzovat — obr. 9 vpravo dole).

262



el

plvodni pes H

obr.9 m- Projekt Pes a jeho rasy, studentské prace. Privodni tvar psa a ,, rasy”, ve které se priivodni tvar plynule
meni tahnutim mysi.

Projekt Cylindrické zrcadleni

Vytvéteni obrazl v cylindrickém zrcadleni podle predem definovanych makrokonstrukci. Po
vytvofeni obrazu a vytisknuti se piiklada skuteéné valcové zrcadlo. Zak se formou
experimentu seznamuje s neshodnym zobrazenim z realného svéta okolo nés.

obr. 10 - cylindrické zrcadleni

PopiSme fyzikalni podstatu jevu, ktery vytvari anamorfickd zobrazeni. Z pfedmétu vychazi
paprsek, dopadé na valcové zrcadlo (rotacni valcova plocha) a odrazi se do oka pozorovatele
(stojiciho v nekonec¢nu). Pozorovatel je klaman svou zkuSenosti, ze svétlo se §ifi primocare, a
"vidi" tedy v zrcadle obraz ptredmétu. Vzhledem k charakteru zrcadla nejsou obraz a vzor
shodné (obr. 10).
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obr. 11 - zakovsky projekt v cylindrickém zrcadleni préce zaka sekundy gymnazia.

K ziskéani vhledu do situace zakovi postaci nazorny pokus. Ucitel si pripravi valcové zrcadlo
(vetsinou postaci zrcadlova samolepici tapeta nalepena na PET lahvi, izola¢ni vlozka do
termosky apod. - obr. 12) a vytiskne na papir obrazek tohoto zobrazeni, v némz polomér
kruznice Kk pfesné odpovida poloméru podstavy vyrobeného valcového zrcadla. Umisti-li zak
zrcadlo na papir, vidi obraz v zrcadle pfesné v tomtéz misté, v némz je "sestrojen" pocitacem.
Tato zkuSenost zdkovi postaci k vytvofeni predstavy o tom, aby se mohl pokusit sim na
pocitaci s cylindrickym zobrazenim experimentovat.

obr. 12 - fotografie studentského projektu

74k mize ménit tvar pfedmétu a pozorovat obraz, miize se pokusit sestrojit zobrazeni bodu
sam ¢i za pomoci ucitele, mize nasledovat vlastni kreativita déti pii vytvareni svého vzoru.
Program Cabri Geometrie mad pro tyto aktivity Sikovné ndstroje (mnoziny objektd,
makrokonstrukce), které umozni zobrazit v tomto zrcadleni i pomérné slozité obrazky.
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Péknou aktivitou je pfedpovidani obrazu - zak v Cabri vytvoii inverzni zobrazeni, takze mtize
zadat pocitaci, jak ma vypadat obraz v zrcadle, a pocita¢ vytiskne papirovou “predlohu”.
Ditéti, obezndmenému s konstrukei obrazu v tomto zobrazeni, mize ucitel davat vytisténé
predlohy a nechat jej uhodnout, co je obrazem v zrcadle (obr. 13).

obr. 13 - ktera kuzel osecka je vzorem v cylindrickém zrcadleni pro kiivku na obrazku? Umisti valcové zrcadlo na
kruznici (zadani Ulohy pro Zaka).

obr. 14 — zmenu sméru pozorovani | ze zaridit pouhym pootocenim poloprimky ve figure. ,, Vzory* na wytistenych
papirech jsou pak diametralne odlisné, ovsemv zrcadle bude porad vidét tentyz obraz (pouze pootoceny). Zde
74k hmatatelné , citi“ neshodnost tohoto zobrazeni.

Ukazku souvislosti shodnych a neshodnych zobrazeni mizeme studentim pfipravit v takové
konstrukei cylindrického zrcadleni, kterd umozni ménit plynule polomér kruznice az na
nekonecny. V tu chvili se vlastné kruznice méni v ptimku, valcové zrcadlo na rovinné a
cylindrické zrcadleni se na obrazovce plynule méni ve shodnost, v osovou symetrii. (obr. 15).

Materialy k tomuto projektu, predev§im konstrukce vytvofené v Cabri, lze nalézt na webové
strance  http://eamos.pf.jcu.cz/amos/kat_mat/externi/kat_mat 9782/projektczrc.htm. Kazdy
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z vystavenych souborl v sob¢ obsahuje makrokonstrukei k vytvoteni ,,vzoru* vné zrcadla pro
obrazek, ktery se nakresli dovnit zrcadla.

Postup pro vytvoieni vlatniho ,,vzoru“ (jako na obr. 11) je nasledujici:

1. Na nektery z objektti obrazku nakresleného dovnitt kruznice zrcadla umistime bod.

2. Tento bod obrazime v cylindrickém zrcadleni (najdeme nastroj Cylindrickeé zrcadleni
v nabidce Cabri, je vhodné téz pouzit napoveédu v Cabri k tomuto néstroji).

3. Obraz, ktery vznikne, bude lezet na hledaném ,,vzoru“. Ten zkonstruujeme pomoci
nastroje MnozZina (ozna¢ime nejprve tento bod a pak jeho vzor, pivodni bod na
objektu uvnitt kruznice).

4. Tento postup zopakujeme pro vSechny pouzité objekty.

0 -

N Ve
IS 1= 1= -

obr. 15 - souvislosti mezi cylindrickym zrcadlenim a osovou soumernosti

Pozndmka: Vyzkum byl ¢asteéné podporen grantem GACR 406/08/0710.
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Lenka Volfova
Obchodni akademie Tomase Bati a Vys$si odborna Skola ekonomicka Zlin

l.volfova@oazlin.cz
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jsem pracovala na vytvoreni vyukového programu pro podporu této kapitoly. Mym cilem bylo
v co nejvys$i mife vyuzit moznosti pocitaCového zpracovani, abych doplnila klasické
ucebnice o nazornou pomucku a umoznila tak zaktim toto rozsahlé téma Iépe pochopit.

Kli¢ova slova: funkce, graf

Jsem ucitelkou matematiky na obchodni akademii a zarovenn u¢im matematiku studenty
bakalafského studia. Diky vyuce na stfedni Skole vim, jak je oblast funkci pro zéky naro¢na,
ze nemaji ucelenou predstavu o funkcich a jejich vlastnostech a problémy maji i1 s orientaci
v elementarnich funkcich. Pii vyuce na bakalatském studiu jsou funkce predpokladem pro
zvladnuti matematické analyzy a neustile se potykdm s rozdilnymi vstupnimi znalostmi
studentd. V roce 2003 jsem proto zacala pracovat na pomucce, ktera by pomohla ucitelim
urychlit a zptehlednit opakovani tématu, studentim by poslouZila pro samostudium a pfi
vyuce na stfedni Skole by umoznila ucitelim ilustrovat probiranou latku na animovanych
ptikladech nebo interaktivnich grafech elementarnich funkeci.

O programu

Program je rozdélen pomoci hlavniho menu do &tyt hlavnich &asti: Umluva, Teorie, Sbirka
uloh a Test znalosti. Krom nich menu obsahuje doplikové polozky Program, Schovat a
Konec. Student miize kapitoly prochazet ptes toto hlavniho menu, coz je ovSem nepohodIné,
proto méa v horni ¢asti obrazovky k dispozici i tlacitka, kterymi se mize rychle pfepinat do
nasledujici ¢i pfedchozi kapitoly, ze sbirky ptikladi do teorie a naopak. Nékteré kapitoly jsou
feSeny postupnym zobrazovanim objekti (podobné jako v PowerPointu), pomoci tladitek
muzeme pozastavit zobrazovani téchto objektd, krokovat toto zobrazovani ¢i zopakovat
znovu stejnou kapitolu. Teorie a Shirka uloh tvoii logicky celek, proto ob¢ Casti obsahuji
stejné kapitoly a pfi piepindni mezi teorii a sbirkou zlstavame v téze kapitole.

Teorie  Shirka dloh  Test znaloski Program  Umluva Schovat  Konec

P zapaakisf pozastay | krokovar l fe L — shirka

Hlavni nabidka programu a ovladaci tlacitka
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Teorie

Teoretickd ¢ast je rozdélena na dva hlavni oddily — Viastnosti funkci a Elementarni funkce.
Mimo né je do teorie zafazen oddil Uvod, kde se studenti s funkcemi sezndmi a kapitoly
Funkce inverzni a Graf libovolné funkce, které jsem do zadnych oddilli nezarazovala.

Mym hlavnim cilem bylo vyuzit proménlivych obrazki, které nelze zachytit v tisténé ucebnici
ani na tabuli. Pro ilustraci vétSiny kapitol jsou vyuzity grafické ptiklady a pfimo do zadanych
grafli se postupné vyznacuje feSeni. V kapitoldch o elementdrnich funkcich zdk pracuje
s interaktivnim grafem dané funkce, mizZe tak zkoumat vliv parametrti. Podobnost zmén
nakonec muze porovnat v kapitoldch Funkce s absolutni hodnotou a VIiv parametrii na graf
funkce, kde ma k dispozici n€kolik grafii najednou.

Teore Sbhirtkadloh  Test znalosti Program  Uriluva Schovat Konec
ol 2P zapakuf | Krokovat @ ‘da.l’.ﬂ'h' shirka |
Funkce

2 Vlastnosti funkci

2.4  Sudost a lichost
Rekneme, 2e funkee #ie sudd, jestlize pro viechnax e D Fplati 1. -z e D) a2, Fi-x) = Fx).

Graf sudé funkce sestrojeny v soustavé soufadnic Oxy je soumérny podle osy .
Rekneme, 2e funkee #ie lichd, jestlize pro viechnax e O A plati 1. -z e D) a2 Ffi-x) = —f(x)
Graf liché funkce sestrojeny v soustaws soufadnic Oxy e soumérny podle poféatku soustavy soufadnic.
PF. UrEete z grafu funkce, zda je suda neba licha.
F F F F
=Uds lichs
Teorie Shitkadlob  Test znalosti Program  mluva Schovat  Konec
1. Oved » » "
5 Vot kel I fokovar () ‘ dalti vy | shirka ‘
3. Furkce inverzni
4.1 Lingami funkce
5. Graf ibovalné funkee 4.2 Favadraticks funkee
4 Va[=}=1" 4.3 Lineami lomena funkce
d 4.4 Mocninna funkce
2 ' 4 SU o) 4.5 Exponencidini furkce
N . 4.6 Logaritmicka funkce e
Def. Rekneme: ze fi bk i D fyaz. fi-x)= fix).
Graf sude funk 4.8 Cyklometricksé funkce %DSY i
Rekneme, ze fi 49 Funkee s absolutni hodnatou sinus D 7 a2 fi-x)=—fix)
Grafliche funle 410 Viiv parametrli na graf furkee kozinus ocatlu soustawy soufadnic,
4,11 Prehled elementérmich funkci tangens
P Uriete z grafu funkce, zda je suda nebo licha. katangens

¥ y‘ opakovani y| /
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Teore Shitka dloh  Test znalosti Program  Umluva Schovat  Konec

et ZpHEE zopakiy | | ‘ [T — shirka ‘
Funkce
4 Elementarni funkce
4.2 Kvadraticka funkce
3 = j -2 -7 j . _ j
Yy 1 j'\ Tl j'\ +03 | K;=ax2+bx+c, abeceR, a=0 Dif=R

a =

~

grafem je parabola
nend prosta
jesudapro A=10

I

i

vrchal: [fr-47

Teorie Shitka dloh  Test znalosti Prograrm  Clmiuva Schovat  Konec

prisseciky ~bt b —dac
SOSOUXI XK,
: 2a
&

wrchol: Plag, yol kdexg = T /
y@-HE+i
prisedily s osou x: X =3 xy= -1
pricedik s asan y: »=-3

v hadd x = I md minipmen

Junkce nent suda ant lichd

-t Zpl ‘ ‘ ‘ e — shirka ‘
Funkce
, , Poznamk.a: o .
4 Elementarni funkce PEETpEiiEi Ee e
tizlo vEtE nebao rovho —5 a mensi
H o b 5, imalné jedni
4.10 Vliv parametru na graf funkce dosetimm mistem.
L= . =[z sl p=lo5s W 05 1 =0 B
y = =|=-2 = 0.0 = . =
¥y = aflbx+e)+d a 5 L BB g d g
¥= —Z2sn{ 05x —-035) +1 y= =2{ 05x-05 )2 +1 Zapamatujle 5, Fo kafdy parametr
met spacificky viiv pa ibovalny graf
Jfurkee Urdete, kiery z parametris
Zpiisabuie u funkes Fx):
— posun grafl ve sméru o5y x
— posun grafi ve sméru asy y
¥y= —Zlog{ 05x -05)+1 y= —-2| 05x -05|+1 — roziaZeni, zuFeni nebo pPekiopeni
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Sbhirka dloh

Sbirka uloh doplnuje teorii o feSené i nefeSené priklady. Vyhodou pocitacového zpracovani je
opét moznost postupného zobrazovani feSeni pfikladi. Kazd4 kapitola obsahuje nékolik
feSenych ptikladl a ke kazdému prikladu cvi€eni se stejnym zadanim. V feSenych piikladech
se zobrazi nejprve pouze zadani a zdk mé& moznost pokusit se piiklad vyteSit sam. Ma
k dispozici dvé ikonky — tuzku a otaznik.

Otaznik je ikonka napoveédy. Napoveéda vSak skutecné pouze napovidd, zobrazi vétSinou
pouze cast feSeni prikladu. Student ma pak moznost piiklad dal dotesSit sam. Kdyz se mu
nedafi, mize znovu kliknout na ndpovédu. Dokud je otaznik aktivni, napovida. V piipad¢, ze
student vycerpal veSkerou napovédu a priklad je dofeSen, otaznik piestane byt aktivni.

Tuzka je ikonkou pro zobrazeni vysledku. V tomto ptipad¢ spiSe zaveru, aby student mimo
jiné veédél, jakd odpovéd’ se od néj oc¢ekava v nefeSeném cviceni. Cviceni obsahuje dalSich
osm nebo deset uloh stejného typu, pro zobrazeni vysledku slouzi opét tuzka.

Grafy ve sbirce jsou pomérné malé, ucitel ma proto k dispozici lupu. Po kliknuti na libovolny

obrazek sbirky se tento obrazek otevie v novém okné piiblizn€ Ctytikrat zvétSeny, a to vcetné
tloustky car.

Funkce - sbirka uloh
4 Elementarni funkce 2] = pora
4.3  Linearni lomena funkce [ ] =asmeasaezs

BT | cel1 | PRI2Z| cef2 | PR3 | cw3

Urtete rovnice asymptot a nacrinéte graf funkce.

[
a) Zagarl Nejprve witime aspmptaty: _— Muni spaéitejme jeden \\\ aspmphaky
= — aspmptotu ravnobeznou s asou } 2 definiéniha abory  konkrétni bod hyperboly: x=
=1 — agymptotu rovnobéznou  ozou & podle vzorce p =ale y=2
ied WP 0+l
: r=0= Fi0)= ==l
D) =R\l = x =1 105
a_ 2
=f=C=9
E = o
bf - 3
x+3

Test znalosti

V Casti nazvané Test znalosti jsem se pokusila shrnout ulohy z oblasti funkci a umoznit tak
studentim komplexni procviceni této casti matematiky. Kazdy test obsahuje deset uloh, které
jsou generovany nahodné z celkového poctu 168 zadani. Mezi ulohami jsou i typy, které se
vyskytuji u pfijimacich zkouSek z matematiky.
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Pti zvoleni Testu znalosti student dostane otazku, méa na vybér z péti moznosti. Po zvoleni
moznosti a odeslani pomoci tladitka hotovo se ihned dozvi, zda jeho odpovéd’ byla spravna a
pokud ne, ktera z moznosti méla byt oznacena. Program pak ceka na stisknuti tlacitka dalsi.
Objevi se dalsi uloha a stejnym zplsobem zak vyfesi cely test. Na zavér se objevi
informativni tabulka, kolik odpovédi bylo chybnych, jakou by zak dostal znamku a kolik ¢asu
potfeboval pro vyieSeni testu. Pro vygenerovani nového testu staci kliknout na tlacitko
zopakuj v horni Casti obrazovky. Kazda uloha je vybirana z jednoho souboru podobnych
zadani, nemuze se stat, ze by zak tesil deset tloh stejného typu.

Ulohy vétSinou nejsou trividlni, pfi feSeni testu zak musi pracovat s tuzkou a papirem. Tuto
Cast nelze vyuzit pro hodnoceni Zzakl, protoze urovné obtiznosti Uloh jsou v ramci
jednotlivych souborti rtizné. Mym cilem nebylo vytvofeni ,,pisemkovych* testii, ale kapitoly,
na které si zaci mohou vyzkouset, zda oblast funkci zvladli.

Funkce
Test znalosti

\2.) Funkece y=logl(x2 =1 mamaximalni definini ohor roven mnoging
K

o i i - l"‘

=i il —o, 1l @ nevyhonge 1 = =ik 1l
{ > ( :] ( :] Zadnd z ostatnich ( ) ( )
moZnosti

Chyba! Spravna odpoved: B

Zavér

Nutno podotknout, ze jsem elektronickou ucebnici nezamyslela jako jediny studijni material
pro vyuku funkci, ale jako dopln€k tisténych ucebnic. S pocitatem se oteviraji zajimavé
moznosti zpracovani, které¢ v knize nelze realizovat, naopak snaha vyrovnat se naptiklad
mnozstvim textu tiSténé ucebnici by podle mého nazoru programu spiSe uskodila. Pokusila
jsem se beze zbytku vyuzit vSech nabizejicich se vyhod a véfim, Ze mulj program piispeje
k ozZiveni hodin matematiky a ukéze zakim, Ze funkce nejsou jen rozsdhlou kapitolou, ale
také kapitolou zajimavou.
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CHAOS S PODPOROU GRAFU

Jana Vysoka

Vysoki §kola technickd a ekonomicka v Ceskych Bud&jovicich
jana.vysoka@seznam.cz
Abstrakt

Hlavni cil ¢lanku sméfuje k jednoduchému popisu zdkladnich pojmi teorie chaosu v dyna-
mickych systémech s podporou grafického prostredi. S pomoci vhodného matematického modelu
1ze dospét k formulacim jednoduchych tloh, k jejichZ feSeni neni tfeba budovat sloZitou teorii a
postaci vychazet ze zakladu stiedoskolské matematiky. K pochopeni souvislosti mezi zdkladnimi
pojmy budeme vychdzet z analyzy grafického modelovéni.

Klicova slova: iterace, pevny bod, pfitahujici bod, odpuzujici bod, orbit, bifurkacni diagram

Uvod

Podnétem k sepséni tohoto ¢ldnku je postupné zjiStovani faktu, Ze studenti jak stfednich, tak
vysokych Skol maji stale vétsi problém ,£ist z grafu a vibec chéapat spojeni grafu s redlnou
situaci. Vybrali jsme tedy zdmérné téma, které se bézné€ v osnovach Skol neobjevuje, a budeme
se snazit na zakladé vybéru vhodné posloupnosti grafii funkci a pomoci jednoduchych tvah
samostatné dospét k definicim zdkladnich pojmt a jednoduchym zavérim v tvodu do teorie
chaosu v dynamickych systémech. V redlném svété se prostifednictvim riznych médii denné
setkdvame s mnoha modely af uZ v oblasti ekonomické, meteorologické ¢i biologické. K odvozeni
zakladnich pojmt teorie chaosu by mohla poslouzit analyza vhodného matematického modelu.
Zamétfime se pro nazornost na jednoduché populacni modely. K sepsani tohoto ¢lanku velkou
mérou inspirovala publikace [1].
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Motivace

Model 1
Laboratornimi testy bylo zjiSténo, Ze mnozstvi bakterii téhoz druhu se za stejnych podminek za
hodinu zdvojndsobi. Tuto zdvislost mtizeme popsat pomoci funkce f(x) ndsledovné

f(x) = 2,

kde x predstavuje mnoZstvi bakterii a nahradit ji modelem

Tpt1 = f(xn) = 21,

kde n = 1, ..., x,, pfedstavuje pocCet bakterii v Case n a x; je pocateCni mnozstvi bakterii. Tedy
mnoZstvi bakterii za dvé ¢asové jednotky je ddno hodnotou f(f(x1)) = f(x2) = x3.Jednd se zde
o skladani totoZnych funkci. Tento model by ziejmé nebylo mozné uplatnit na lidskou populaci
vzhledem k faktim, Ze na jeji vyvoj ma vliv mnoho faktorti a

lim f(z,) = oo.

n—oo
Pokusime-li se nahradit pfedchozi model ,vylepsenym modelem, miZe model realitu vystiho-
vat ,lépe’.

Model 2
Definujme funkci g(x) nasledovné

g(x) =22(1 —x),

kde pocet obyvatelstva x je zaddn v milionech, tedy hodnota x = 0, 01 odpovida hodnoté deseti
tisicim. Pokud je populace nizk4, je faktor (1 — z) blizky k jedné a tim se model pfibliZzuje
modelu 1. Je-li populace vysoka, pak je hodnota ¢g(z) dina soucinem 2z a zbytkového mnoZstv{
(1 — x). Porovnanim obou modeld pro pocateéni hodnotu x = 0,01, kdy ¢as méfime v letech,
zjistime zajimavy vysledek. Po dvanécti letech by podle modelu 1 dosahovala populace poctu
f12(0,01) = 4096.10° a dle modelu 2 ziskame ¢'%(0,01) = 0,5 = ¢'3(0,01) = ¢'4(0,01)
atd. Vypoctu kazdé hodnoty funkce f nebo g budeme fikat iterace. Tedy pocet obyvatelstva se
dle modelu 2 ustdli na hodnoté 0, 5 milionu. Snadno zaznamename, Ze pokud zvolime libovolny
pocateéni stav z € (0, 1), vZdy se po jistém pocCtu iteraci dostaneme k bodu = = 0, 5. Tento
bod budeme nazyvat pevnym bodem funkce a budeme jej oznaCovat z*. Pevny bod ma v redlné
praxi urcité svlij vyznam, protoze nds samoziejmé bude zajimat, zda a kdy se stav studovaného
systému ustali.
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Zakladni vlastnosti
Hledan{ pevného bodu funkce f(x) a g(x) pfedstavuje feseni rovnic
gx)y=x=2x(x—1) a f(z)=22==x. (1)

Znazornéme si tento proces graficky:

obr.la obr.1b

Na obr. 1a je jedinym prasecikem funkce f(z) a y = x bod s x—ovou soufadnici z = 0. VSechny
ziskané iteracni body jsou bodem z = 0 odpuzovany. Na obr. 1b vidime dva priseciky obou
grafi a to v bodech s x—ovou soufadnici z = 0 a = 0.5. Oba dva body jsou body pevnymi,
ale 1i8{ se podstatné jednou vlastnosti. Jakoukoliv volbou pocate¢ni iterace = € (0, 1) jsou dalsi
body iterace ,pfitahovany“ k bodu x = 0.5 a od bodu x = 0 jsou odpuzovany. Budeme tedy
odliSovat pevny bod pfitahujici a pevny bod odpuzujici. Jaké musi mit vlastnosti dana funkce,
aby pevny bod byl pfitahujicim ¢i odpuzujicim bodem? S pomoci nasledujiciho grafu lze velmi
snadno nalézt odpovéd'. Pokud te¢na sestrojend v kazdém bodé iterace md smérnici mensi nez
ma ptfimka y = x, nebo-li

’

lg(7)] <1, (2)

pak plati

lim g(z,) = z~,

n—oo
kde z; je vhodné zvoleno. Svira-li teCna s osou x vetsi thel nez pfimka y = x resp. mensi thel

s osou z nez pfimka y = —x, bude pevny bod funkce g(x) odpuzujici, v opalnych piipadech se
bude jednat o pevné body pritahujici viz. obr. 2.
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obr.2

Mnozinu iteraci {1, 2, 23, ...} zkonstruovanou procesem z,, 11 = f(x,) pron = 1,... budeme
nazyvat orbitem (pfislusnym k funkci f(x) a bodu x1). Pro ptehledné znazornéni orbitu miizeme
pouzit linedrni lomenou ¢aru spojujici body [x1, 0], [x1, f(z1] a [f(x1, f(x1] atd. Pak jsou z grafu
velmi snadno rozpoznatelné oba piipady a to orbit s odpuzujicim pevnym bodem viz. obr. 3a a
obr. 3b a pfitahujicim pevnym bodem viz obr. 4a a obr. 4b.
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obr.4b
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Na nésledujicich obrazcich je zndzornéna situace, kdy se body orbitu periodicky opakuji, v ptipa-
d€ obr. 5a se jednd o takzv. 2-periodicky orbit funkce f(x) = 3.3z(1 — z), kde f(p1) = pa,
f(p2) = p1 a obr. 5b ukazuje 4-periodicky orbit funkce g(x) = 3.5x(1 — x), kde g(p1) = pa,
g(p2) = ps,9(ps) = ps a g(ps) = p1. Oba piipady zastupuji pfitahujici orbity a naznacujf
,2ustdleni stavu®.

0.8

0.6

0.4

0.2

obr.5a
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obr.5b

Nasledujici grafy ukazuji, Ze kazda iterace x,,1 = f(x,) pfedstavuje ve skuteCnosti vypocet
hodnoty sloZenych funkci v bod¢€ 1, tedy plati

f<x1) = T2, f(f(xl» = T3, 7fn(‘r1) = Tpy1-

TudiZ pevny bod funkce f™"'(x) je pevnym bodem funkce f"(x). Na obr. 6a je zndzornéno
skladani funkce 0.52(1 — z), na obr. 6b se jednd o funkci 3z(1 — x), obr. 6¢ ukazuje sloZeni
funkce 3.3x(1 — x) a posledni obr. 6d pfedstavuje slozeni funkce 4z(1 — z). Je patrné, jak se
postupné situace komplikuje a objevuji se dalsi pevné body. Na obr. 6a a 6b je stav ,ustaleny* a
v pripadé obr. 6¢ a 6d je jiz velice neptfehledny.
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Obrazky 7a (f(z) = 4x(1 — x)) a 7b (f(x) = sinx) znazoriuji nekoneny omezeny orbit
funkce, jehoZ body se generuji bez jakékoliv zavislosti. Zfejmé zde funkce nema Zadny pritahuji-
ci pevny bod ani pfitahujici periodicky orbit. Z vlastnosti derivace sloZzené funkce pak pro kazdy
k-periodicky orbit {p1, pa, ...px} plati

(f5) (1) = (1) £ (p2) - f (px) 3)
a na zakladé zobecnéni vlastnosti (2) mizeme vyslovit hypotézu, Ze pokud plati
[F ) [1F (p2) |- (i) | < 1, )

bude k-periodicky orbit {p;, ps, ...px } pfitahujicim orbitem. Je-li moZno dokézat, Ze prvky omeze-
ného orbitu nekonverguji v nekonecnu k néjakému k-periodickému pritahujicimu orbitu, pak je
odtud jiz maly kricek k formulaci definice pojmu chaos.

Co je to chaos?

Definice: Necht f(z) je redlné funkce a necht {xy, x, .., 2, ...} je omezeny orbit funkce f(z).
Pak orbit {1, xs, .., Z,, ...} je chaoticky, jestlize neni konvergentni k Zddnému periodickému
orbitu piislusnému funkci f(x) a bodu z; pro n — oo a plati

Tim (1/n)(In]f(z0) | + Il f (z2) |+ .. 4 In[ [ (2a))] > 0,

pokud uvedend limita existuje.

Prvni podminka v definici byva formulovéna také tak, Ze orbit {x;, zo, .., x,, ...} neni asymp-
toticky periodicky. Limita lim,, ... (1/n)(In|f (x1) |[+in|f (x2) |+...4+In| f(z,))| byvd nazgyvana
Ljapunovovym exponentem prislusnym k funkci f a bodu x; viz [1].

I7 = Tl

MM
T
i

il

Chaos
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Bifurkacni diagram

e o - -
///// :
- yd /// \\ e
0.4 P A7 0.2 0.4 1\\\\ L A
//,// // 2 N\ P
//'/ //, - P /[ la
- / ,,//
// - I
obr8a f(z) =2x(1 —x) obr.8b f(z) =3.3z(1 — x)
/////

obr.8c¢ f(z) =3.5z(1 —x) obr.8d f(z) =3.8z(1 —x)

Uvazujme funkci f(x) = az(1 — x), kde a je prvkem intervalu (1,4). Graf, ktery zndzorfiuje
vSechny pevné body funkce f(x) na intervalu (0, 1) pro ménici se hodnoty parametru a, se
nazyva bifurka¢nim diagramem. Z tohoto diagramu Ize velmi piehledné sledovat, pro které hod-
noty parametru a je stav ustdleny ¢i chaoticky, kde ma funkce periodické orbity a kde je pevny
bod jediny. Situace zndzornéna na obr. 8a, 8b, 8c a 8d odpovidd informacim, které vyCteme
z bifurkacniho diagramu viz obr. 9.
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obr.9

Nézev bifurkacniho diagramu je odvozen z anglického slova ,bifurcation”, coz v prekladu zna-
mena ,rozdvojeni a z obr. 9 je ziejmé proc¢. Leva Cast diagramu odpovidajici hodnotdm a z in-
tervalu (1,3) viz obr. 8a predstavuje ustdleny stav systému, po prvnim rozdvojeni se pak systém
pohybuje mezi dvéma stavy viz. obr. 8b, dale nasleduje interval, ve které ma funkce 4-periodicky

orbit viz. obr. 8c. V pravé Casti diagramu se stiidaji useky chaosu a k-periodickych stava. ,Bilé"
oblasti byvaji nazyvany okny bifurkace [1].

Problém

V celém textu jsme se zamérné vyhybali problematice volby pocétecni iterace, nebot je to otdzka
velmi citliva a potfebovala by ke studiu mnohem vétsi prostor. Na poslednim zarazeném obrazku
je patrné, jak je volba pocatecniho bodu dilezita. Pfi dvou riznych volbach bodu x; ma funkce
jiny pevny pfitahujici bod.
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obr.10

Zavér

Pomoci vybéru vhodné posloupnosti grafii funkci jsme dospéli k formulacim zdkladnich pojmu
v ivodu do teorie chaosu v dynamickych systémech. Z grafi je patrné, kdy je pevny bod pritahuji-
ci akdy odpuzujici, kdy se orbit stava k-periodickym. Zndzornénim sklddani funkci jsme ptibliZili
pojem iterace z jiného thlu pohledu. V zavéru jsme pomoci bifurka¢niho diagramu ovéfili vlast-
nosti studovanych funkci. Grafy byly zpracovany pomoci softwaru Derive 6. Uvedené téma muze
byt vhodné jako motivacni téma na cvicenich, kde se studenti seznamuji s nékterym matematic-
kym softwarem.

Reference

[1] Alligood,K.T.,Sauer,T.D.,Yorke, J.A. Chaos an introduction to dynamical systems, 3. vydani,
Springer-Verlag New York, 2000, ISBN-387-94677-2

286



Nazev:
Vydavatel:
Editor:
Naklad:
Vydani:

Pocet stran:

Rok vydani:

ISBN

Sbornik 4. konference Uziti po€itacli ve vyuce matematiky
Jiho&eska univerzita v Ceskych Bud&jovicich

Marek Dvoroziiak

100 vytiski

1.

288

2009

978-80-7394-186-4



aD
P

Postovni sporitelna

tel. 386 100 300

ISBN 978-80-7394-186-4

977880737941864




	Haviger_k tisku_1.pdf
	Jiří Haviger
	Fakulta informatiky a management, Univerzita Hradec Králové
	e-mail: jiri.haviger@uhk.cz
	Abstrakt
	Klíčová slova
	Stručný úvod
	Stručný popis programu
	Zadání funkce
	Operace s funkcemi




