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PREDMLUVA

Vazeni ucastnici Setkdni, od roku 2002 mtzeme v sudych letech pfedem odhad-
nout, kdy nastoupi zimni pocasi. S neomylnou pravidelnosti je to v den, kdy
zahajujeme nase ,,Setkani v Srni“.

Samoziejmé netusime, zda se tato nova pranostika vyplni i letos, Setkani nas
vSak opét ocekava a Clenové programového i organizacniho vyboru doufaji, ze
stejné jako oni se na konferenci tési vSichni tcastnici.

Kdyz jsme letosni Setkani pripravovali, chtéli jsme v jeho plenarnim pro-
gramu ucastnikim poskytnout pohled na soucasny i nedavny stav matematiky
a jejiho postaveni ve spole¢nosti. Jak se ndm motto Matematika nejen dnes po-
dafilo naplnit, to posoudite nejlépe vy sami.

My miizeme jen s potéSenim konstatovat, ze se nenaplnily nékteré ponékud
pesimistické vize, ze akce bude letos poznamenana vyraznym poklesem poctu
ucastnik.

Dobfe vime, Ze finanéni situace fady Skol neni nejpfiznivéjsi a Ze rdznych
vzdélavacich i ,,vzdélavacich® akci je vice nez mnoho. Vedle tradi¢nich a dobie
zabezpecenych akci pro ucitele se do ,vzdélavani“ vseho druhu hbité zapojuji
i nejraznéjsi instituce, které se domnivaji, Zze zde nalezly zdroj snadného vydélku.
A spektrum akci zatézujicich ucitele zdarné rozsitil i stat, ¢i piesnéji feceno
organizatori statnich maturit, ktefi si snad vytkli za cil ukdzat, Ze zvladnout
roli zadavatele, hodnotitele a dalsich ucitelskych povinnosti u maturit, bude
obtiznéjsi nez samotna maturita pro zaky.

O to vice nas tési, ze si ,akce Srni“ zfejmé nalezla pevné misto v kalendari
mnoha uciteld a pocet ticastnikd je tradicné vysoky. A tak se téSime na vSechny
pravidelné tcastniky i na ty, ktefi se setkdni ziCastni poprvé.

Milé kolegyné a vazeni kolegové, preji vam jménem organizac¢niho i progra-
mového vyboru, aby pro vas Setkani bylo uzitené nejen po strance profesni
a abyste i letos v Srni prozili pfijemné dny.

Eduard Fuchs
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EPISTEMOLOGICKE PREKAZKY
V POROZUMENI NEKONECNU

Magdalena Kratka

Abstrakt

Cldnek predstavuje Edst vysledki rozsdhlého vyzkumu zaméreného na vjvoj predstav
o nekonecénu v nejruznéjsich kontextech u soucasnych Ziku, ktery je popisovdn identi-
fikovanymi prekazkami. Zaméruje se na vyznamny jev nazvany porucha ocekdvaného
vyvoje uspésnosti u nekterych typd uloh souvisejicich s pojmem nekonecno a naznacuje
vyuZiti ndstroje kognitivniho konfliktu pro diagnostiku a reedukaci prekdazek.

1 Uvop

Vyvoj matematiky jako oboru lze do zna¢né miry sledovat pomoci vyvoje po-
hledu na jev nekonecno. Podobné porozumeéni nekonec¢nu koresponduje s kogni-
tivni rovni jedince. Navic, vychézime-li z teorie epistemologickych prekazek, lze
predpokladat, ze prekazky, které nalezneme ve fylogenezi koncepce nekonecna,
nalezneme i v ontogenezi a ze prekonani téchto prekazek je nutnou komponentou
poznéavaciho procesu.

V poslednich étyfech letech probiha rozsahlé Setfeni', jehoz cilem je popsat
a modelovat vyvoj porozuméni nekoneénu jedincem, tj. identifikovat prekazky
v porozuméni vSem jeho atributiim (mohutnost mnoziny, omezenost mnoZiny,
mira mnoziny, uspofadani, nekoneény proces a konvergence). Toto Setfeni je za-
lozeno jednak na sledovani prvotnich reakcich, které respondenti ve véku 9-19 let
uvadéli v feSeni tloh dotazniku, a dale na experimentalnich rozhovorech se zaky
ve stejnych vékovych kategoriich. Podoba uloh, ale i celého vyzkumu, vychézi
z d¥ivéjsich studii, ptedevsim [3, 6, 5].

V nasledujicich kapitolach jednak stru¢né vymezim teoretickd vychodiska,
popisi metodologii vyzkumu a uvedu identifikované epistemologické prekazky.
Dale se zaméfim na vyznamny jev, ktery se béhem vyzkumu objevil a ktery
podtrhuje vyznam teorie prekazek, a to vyraznou poruchu oc¢ekavaného vyvoje
spravnych odpovédi.

Vyzkum je realizovan v tymu pracovnikit KMA P¥F UJEP v Usti nad Labem ve slozeni
P. Eisenmann, J. Cihlar, M. Kratka a P. Vopénka.
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2 TEORETICKA VYCHODISKA — EPISTEMOLOGICKE PREKAZKY
A JEJICH HLAVNI ZDROJE

Prekazku chiapeme jako soubor znalosti ukotvenych ve znalostni struktufe je-
dince, které lze v jistych situacich tispésné pouzivat, ale které v novém kontextu
selhavaji a davaji Spatné vysledky. Prekazka odolava sporim, se kterymi je kon-
frontovana, a tak zabranuje vytvoreni ,lepsi“ znalosti. Projevuje se vzdy, kdyz
se jedinec dostane do obdobné situace. Epistemologicka piekazka? se navic vzta-
huje k samotnému procesu nabyvani znalosti. Témto prekazkdm se nemutzeme,
a ani bychom se neméli, vyhnout, nebot maji fundamentalni formativni funkci
pro dany kognitivni model.

Pro tcely sestaveni, realizace a analyzy experimentalnich rozhovort byl vy-
vinut nastroj kognitivni konflikt. V nasledujici podkapitole je popsana jeho pod-
stata a vyuziti.

2.1 KOGNITIVNI KONFLIKT JAKO DIAGNOSTICKY NASTROJ

Znalosti, resp. modely vystavéné na znalostech, které jsou ptrekazkou, v néja-
kém kontextu produkuji spatné odpovédi. Pokud si jedinec sdm rozpor uvédomi,
mluvime o navozeni kognitivniho konfliktu (KK). (Podrobné v [2].)

Vyrovnava-li se jedinec s kognitivnim konfliktem, rozliSujeme nésledujici
moznosti:

e Marny pokus o odstranéni konfliktu: jedinec po nékolika pokusech zjis-
tuje, Ze k odstranéni konfliktu nemé dostateéné prostiedky. Prekazka je
totiz natolik zvnitinéld, Ze jedinec viibec nepfipousti, ze by pri¢inou KK
mohla byt tato znalost. Odmita tedy KK odstranit a spor v jeho znalostni
struktufe pretrvava. V praxi je pak cCasté, ze jedinec pfevezme model na-
bizeny ucitelem, avsak pouze mechanicky bez pochopeni. Stavajici model
pak existuje v jeho kognitivni struktufe nezménén paralelné vedle tohoto
uméle dodaného ucitelem. Novy model je pak uzivan pouze v kontextech,
kde jej pouzil ucitel, tzn. Ze jedinec neni schopen nespecifického transferu.
V ostatnich kontextech je pouzivan model stavajici — ten, ktery je znadméjsi
a zustava tak (nezménénou) prekazkou.

e Nespravny pokus o odstranéni konfliktu: jedinec se snazi zménit svou ko-
gnitivni strukturu tak, ze ji pfizptusobuje nespravné tezi z rozporu. Chybné
koriguje spravné znalosti. Pfekazka se tedy neméni viibec nebo se méni ne-
zadoucim zpusobem a dale pretrvava.

e Uspésny pokus o odstranéni konfliktu: jedinec si nabourava viru ve
spravnost prekazky a méni ji tak, ze jiz dale v tomto kontextu nespravné
odpovédi neprodukuje.

2Vedle ontogenetickych a didaktickych prekazek.
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Teprve tim, Ze jedinec kognitivni konflikt odstrani, postupné piekonava
danou prekazku. Jedind prekdzka mutze v ruznych kontextech vést k vyvo-
lani riznych KK a naopak, ke stejné projevenému KK mohou vést rizné pre-
kazky. V ucebnim procesu je zapotiebi vyvolat u zdka fadu KK v rtznych kon-
textech a ty tispésné odstranit, aby se prekézka mohla postupné ptrekonévat.
Kognitivni konflikt ma tak obecné dvé funkce: pomoci ného mizeme prekazku
identifikovat (diagnostickd funkce); po jeho navozeni a odstranéni miizeme pie-
kézku prekonévat, tedy zkvalitiovat znalostni strukturu zdka (vyukova, vzdéla-
vaci funkce).

Ucitel i experimentator mutze vyvolavat takové situace, kdy predpoklada,
7e se jedinec dostane do KK. Jeho cilem je bud si ovéfit existenci predpoklé-
dané piekdzky (diagnostickd funkce) nebo pfekondvat predpokladanou prekazku
(vzdélavaci funkce). Mym cilem je tedy vytipovat prekdzky tak, aby ucitel, po-
kud zaznamené rozpor, mél vhodné nastroje, jak vyvolat KK a tim vytvorit
situaci vhodnou k pfekonavani této prekazky.

2.2 HLAVNI ZDROJE PREKAZEK V POROZUMENI NEKONECNU — EXISTENCE
A OBZOR

Pri uchopovani tolik abstraktniho pojmu jako je nekone¢no, nutné narazime na
samotnou podstatu toho, co to znamena, ze néco ,existuje“ a ze néco ,lze* —
tedy na modalitu byti a povahu uskutecnovatele, ktera bezprostredné souvisi
s polohou obzoru.

Zaci na poc¢atku udebniho procesu pfistupuji k jevéim naprosto subjektivné.
Prisuzuji existenci tém objekttim, které mohou evidovat télesnymi smysly, a to
bezprostfedné. Napiiklad zeptame-li se ditéte, zda néjakd dand useCka AB ma
stfed, odpovi, Ze ne, dokud neni tento stfed sestrojen. Tedy ted tusecka stied
nemé, ale za chvili by ho mohla mit. Aby ho méla, bud musi byt jiz sestrojen
anebo ho musi (fyzicky) dité sestrojit. Tuto potfebu vykondni nazyvam princi-
pem tvurce.

V dalsim stadiu jedinec na stejnou otazku uz odpovida, ze tsecka stied ma,
ale dalsi body nevidi, popfipadé jich vidi jen néjaky maly pocet, zopakuje-li
v mysleni konstrukci stfedu. Jde stale o princip tvirce, i kdyz v jeho zeslabené
podobé. Jedinec totiz stale potfebuje védét, jak se dany objekt vytvori. Avsak
uz nemusi byt onim tvircem, dokonce ani nemusi byt objekt fyzicky sestrojen.
Staci, kdyz je mu znam postup konstrukce. Pro takového jedince nemuze byt
na tseéce nekoneéné mnoho bodt, nebot neexistuje postup, jakym by byly se-
strojeny. Odpovéd takového ditéte lze pak charakterizovat vyjaddfenim Na usecce
bude tolik bodi, kolik se jich tam vejde, asi tak 30. V jeho predstaveé totiz probiha
proces konstrukce téchto bodi. Tento zpusob uvazovani lze prirovnat k uvazo-
vani Eukleidovu. Ten samoziejmé nepovazuje tsecku za mnozinu bodu. Body
jsou pro né&j bud ty, které jsou vyznamné (krajni body usecky, vrcholy ¢tverce)
nebo ty, které konstruuje.
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Podobné se princip tvirce muze objevit, kdyz dité odpovida na otézku, zda
je né&jaka (relativné pocetnd) mnozina koneéna ¢i nekoneénd. Jeho argumentace
totiz stoji vétSinou na predstaveé, Ze by on sam mél fyzicky spocitat prvky dané
mnoziny.

Matematika, jako védni obor, pracuje jiz od starovéku jen s nekoneé¢nem
klasickym, tj. jasné vymezenym a nezavislym na jedinci. Oproti tomu pfiro-
zené nekonecno je jev subjektivni. Jedinci se miZze néjakd mnozina nebo ob-
jekt jevit nekoneénym (tedy pfirozené nekoneénym), jestlize se tdhne az k jeho
obzoru. Uvédomime-li si pritomnost obzor a moznost jejich prekracovani —
nalezneme-li onen spoleény princip prekonavani nasich obzort, objevime kla-
sické nekonecno. Tak k nému pristupoval Eukleidés, kdyz pozadoval, aby jakakoli
usecka byla prodlouzitelna tak, jak potfebujeme, nebo kdyz formuloval tvrzeni
o mnozstvi prvocisel slovy ,,Prvocisel je vice nez jakékoli dané mnozstvi“. Vyslo-
vil tak pozadavek, ze jakykoli obzor miize byt pfekrocen. Je zfejmé, Ze se v tomto
pfipadé jednd o nekoneéno potencialni — nefika se totiz, Ze jsou jiz vSechny
obzory prolomeny. Takovy pristup se objevuje az v teologickych tivahach stie-
dovéku a do matematiky definitivné pronikd aktualni (klasické) nekoneéno az
s teorii mnozin diky Bolzanovi, Cantorovi a jejich pokracovatelim. S obzorem
(a jeho prolamovénim) se setkdvame ve dvou podobach. Jednak pfi pohledu do
dalky, kdy se ndm velmi pocetnad mnozina muze jevit jako nekonecna, a déle pri
pohledu do hloubky, kdy se ndm miize zdat néjakéd mnozina nekonec¢né proto, ze
jeji prvky jsou neuchopitelné, nerozlisitelné [7].

3 PREKAZKY V POROZUMENI NEKONECNU

V této kapitole se budu zabyvat prekdzkami, které jsme identifikovali béhem
vyzkumu. Popi$i struéné pouzitou metodologii a zaméfim se na vyznamné jevy
charakterizujici vyvoj uchopovani pojmu nekonecno.

3.1 METODOLOGIE VYZKUMU

Ve vyzkumu jsme kombinovali dvé hlavni metody. Jednak jsme realizovali ex-
perimentalni rozhovory se zaky ve véku od 9 do 19 let. Otazky rozhovoru byly
formulovany tak, aby bylo mozné navodit kognitivni konflikt a po té sledovat
zpusob jeho odstranéni. Dale jsme provadéli dotaznikové Setieni ve vékovych ka-
tegoriich 3., 5., 7. a 9. t¥ida ZS a 2. a 4. roénik SS, kde v kazdé vékové kategorii
bylo primérné 230 respondenti. Dotaznik byl z velké ¢asti vystavén na feseni
uloh (nikoli na slovnich odpovédich na otdzku) tak, abychom mohli usuzovat na
pouzivané védomosti souvisejici s predstavou nekonecna.

U dotaznikového Setieni jsme nejprve sledovali relativni ¢etnost spravnych
odpoveédi na jednotlivé polozky v zavislosti na véku, po té byla provadéna stan-
dardizace pro populaci a nakonec byl stanoven 95% interval spolehlivosti. N4-
sledné jsme sledovali i relativni ¢etnosti ,,chybnych® odpovédi, které identifikuji
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piftomnost piekézky; a predevsim zavislosti téchto Eetnosti pomoci y2-testu ne-
zavislosti a vypoctem koeficientu kontingence. Z téchto relativnich cetnosti jsme
mohli provést dolni odhad vyskytu prekazky v dané vékové kategorii.

3.2 IDENTIFIKOVANE PREKAZKY V POROZUMENI NEKONECNU

Prekazky, které jsme identifikovali, jsme rozdélili do ¢tyt skupin. V kazdé sku-
piné je pak nékolik konkrétnich znalosti/modeld, které jsou piekazkou pro po-
rozuméni konceptu nekonecna.

e Znalosti o koneénych mnozinach:

— Prvkd mnoziny je nekone¢né mnoho, kdyz se nedaji realné spocitat

— Kdyz je mnozina omezené, pak je kone¢na, kdyz je neomezena, pak
je nekonecna

— Mensi mnozina (ve smyslu miry) ma méné prvki

— Vlastni podmnozina obsahuje méné prvka

— VsSechny nekone¢né mnoziny maji stejny pocet prvki

— Nekonecné mnoziny nelze porovnavat

— Pocet disjunktnich alesponn dvouprvkovych mnozin je mensi nez pocet
prvki jejich sjednoceni.

e Zaména objektu s jeho modelem:
— Prfimka je rovna ¢ara narysovand na papire
— Céary (Gsecky, ptimky, kruznice) maji sitku
— Bod ma velikost
— Bodem je pouze vyznaény bod objektu (krajni body tsecky, stted
kruznice, apod.)
— Objekt musi byt alespon myslenkové zkonstruovan

e Znalosti o koneénych procesech, potencialni vnimani nekone¢ného procesu:

— Nekoneény proces nemuze byt dokonéen (potencidlni vniméni neko-
nec¢ného procesu)
— Limita je poslednim ¢lenem posloupnosti (aktualizace nekoneéna)

e Znalosti o mnoziné pfirozenych ¢isel:

— Kazda usporddand mnozina méa minimum i maximum

— Cislo znamené podet prvkil (existuji pouze ¢isla ptirozend)

— Kazdé ¢islo méa svého predchiidce a nasledovnika, kazdy bod na pfimce
ma své sousedy

V tomto ¢lanku se (z prostorovych divodil) zaméfim na nékolik piekazek,
které souvisi s jevem vyrazné poruchy ocekavaného vyvoje ¢etnosti spravnych
odpoveédi.
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3.3 PORUCHA OCEKAVANEHO VYVOJE
Piekédzku Pfimka je rovna éara narysovana na papife jsme identifikovali
dvéma identifikatory:

Uloha I: Je mozné spojit body A a B néjakou ¢arou tak, aby neprotinala
primku p? Vysvétli pro¢, pfipadné nakresli. (viz obr. 1.) Odpovéd: Ano, pfipadné
s obrazkem.

LA

T P
+B

Obr. 1: Zadani tlohy I dotazniku

Uloha II: Je dana piimka b a bod A, kterj na ni nelezi. Sestrojte tsecku
AB tak, Ze bod B lezi na dané pfimce b a tsecka AB je co nejdelsi. (viz obr. 2.)
Odpovéd: nacrtnutd tsecka AB, kde B je vyznaden na konci obrazu piimky.

b
+A
Obr. 2: Zadéani tlohy II dotazniku
Prekazka se jevila jako rezistentni. Zaznamenali jsme ji u vice nez poloviny

déti na 1. stupni a pfiblizné u tfetiny zaka od 12 let az do konce jejich dochazky
na stfedni skolu (viz tab. 1).

Tab. 1: Zavislost vyskytu identifikdtort na véku

Vek 8 10 12 14 16 18
Uohal [57% [57% [31% [16% | 25% | 26 %
Uloha II 35% | 31% | 37T% | 37 %

Zajimavym jevem je viznamny pokles vyskytu identifikitoru Uloha I u 14le-
tych zaku a zaroven vyssi tispésnost feseni v této vékové skupiné u této polozky.
Souvislost ilustruje nasledujici obr. 3:
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Obr. 3: Graf zavislosti spravnych odpovédi a identifikatoru prekazky na véku

Tento jev popisujeme jako vyraznou poruchu odéekavaného vyvoje
uspésnosti, kdy intervalovym grafem tspésnosti v zavislosti na véku nelze pro-
lozit neklesajici funkci. Byl zaznamenan u tfetiny polozek dotazniku, a to ve
tfech typech: typ flash (blesk), kdy dochézi k vyraznému néristu dspésnosti
u l4letych, poklesu tUspésnosti u 16letych a opét k nartstu u maturantt; typ
peak (vrchol), kdy dochazi k vyraznému nariistu u 14letych a dale k poklesu
uspésnosti v dalsich vékovych kategoriich; a nakonec typ incline (naklonéna
rovina), kdy dochézi k poklesu tspésnosti ve vSech sledovanych vékovych kate-
goriich.

Pouziti prekazky Piimka je rovna ¢ara narysovana na papife poruchu oce-
kavaného vyvoje dobie vysvétluje. V kategorii 14 let je vySsi tispéSnost oproti
dent1.

Nasledujici uryvek z experimentalniho rozhovoru ilustruje projev prekazky
v Feseni Ulohy I u Jany, studentky 3. ro¢niku SOS:

J 74: Podle mé ne, protoze nevime, jok je ta primka dlouhd.

E 75: To znamend, Ze primky jsou ruzné dlouhy?

J 76: Ano.

E 77: To znamend, Ze néjakd primka md délku treba 10 kilometri a jind 2 cen-
timetry.

J 78: Treba.

E 79: A jakej je teda rozdil mezi piimkou a useckou?

J 80: Usecka je ohranicend dvéma body.

E 81: A primka?

J 82: Ta neni ohranicend.
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E 83: A mohla byste tedy prosim ted nakreslit isecku, tieba AB, kterd md délku
10 centimetri a pod to primku p, kterd md délku 10 centimetru?
J 84: Jo (kresli obr. 4.)

A B

P

Obr. 4: Rozdil mezi tseckou a pfimkou

U Jany se prekazka Primka je ¢ara narysovana na papife projevuje jesté
v dalsim kontextu a to v porozumeéni pojmu ohrani¢eny ve smyslu obsahujici
hranici, tj. uzavieny. Jde vlastné o tzv. tacid model [4], kdy ztotoznéni obrazku
a geometrického objektu s sebou nese ovlivnéni dalsich predstav, v tomto pripadé
je pritomnost, resp. nepfitomnost, svislych ¢arek predstavujicich krajni body
ztotoznéna s ohranicenosti, resp. neohranicenosti.

Piekazku Limita je poslednim €lenem posloupnosti (aktualizace ne-
koneéna) jsme identifikovali ¢tyfmi polozkami dotazniku spolu s pfislusnymi
odpovédmi. Je zajimavé, ze vyskyt pfekazky v zavislosti na véku nebyl klesajici,
ale naopak jevil u vSech identifikatort od 12 do 18 let tendenci vzrustat. Typicky
je vvoj spravngch odpovédi u Ulohy II ve srovnani s odpovédmi: B je v neko-
necnu ¢i naznacend rovnobézka. Néasledujici obr. 5 ilustruje vyraznou poruchu
ocCekavaného vyvoje tspésnosti typu peak, kterou je zde mozné vysvétlit prave
narustem vyse uvedenych odpoveédi identifikujicich tuto prekazku.

MAXIMDISTANCE

35%

30% ’e)
i /‘ \ / |—e— Usecka AB
20%

neexistuje

15% / "—)‘——0’ —0— B je v nekoneénu,

10% tr//u o _ rovnob&zka
5%

0% . |

age

Obr. 5: Graf zavislosti spravnych odpovédi a identifikatoru prekazky na véku
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4 ZAVER

Na zakladé rozsahlého dotaznikového Setfeni mapujicitho prvotni reakce respon-
dentii a pocetnych interview zkoumajicich predstavy jedinct pomoci metody
navozeni kognitivniho konfliktu jsme vymezili hlavni zdroje piekazek v porozu-
méni nekonecnu a identifikovali jsme celkem 17 epistemologickych pfekazek pti
utvareni pojmu nekonecno. Dalo by se optimisticky a naivné predpokladat, ze
vliv prekazek bude s pribyvajicim vékem respondentii klesat. Toto ocekavani se
vsak projevilo pouze u prekazek, které souvisi s principem tvirce v jeho nej¢istsi
podobé: Bodem je viznaény bod objektu a Cislo znamené pocet prvki.

U tretiny polozek dotazniku jsme zaznamenali vyraznou poruchu vyvoje
uspésnosti — typu flash, a to u polozek tykajicich se mohutnosti mnozin ve geome-
trickém kontextu, typu peak, a to u polozek tykajicich se neomezenosti primky
a neexistence maxima ¢i minima, a typu incline, a to u polozek tykajicich se
neexistence extrémt, specialné odliseni limity posloupnosti od jejich ¢lent. Je
tedy tfeba vysvétlit jednak, pro¢ nenastava ocekavané zlepSeni, ale naopak do-
chézi k propadu spravnych odpovédi ve zminovanych vékovych kategoriich, a za
druhé, pro¢ dochazi k vyraznéjsi ispésnosti v kategorii 14letych.

U casti populace dochazi kolem véku 14 let k dosazeni jakéhosi intelektového
stropu, kdy se vytvarena predstava o néjakém atributu nekonec¢na ¢i objektu jiz
dale pres dalsi vzdélavani neméni. Navic v tomto véku zaci pfechazeji ze zakladni
skoly na skolu stfedni a to s sebou nese i zménu stylu vyuky. Vyuka geometrie
na ZS ma4 spise synteticky charakter. Na SS naopak prevlada piistup analyticky,
pricemz ve vétsiné pripadi ma vypocetné algebraicky charakter a nerozviji prilis
puvodni geometrické predstavy. Podobné je zde také aritmeticky pristup nahra-
zen algebraickym — méné se pracuje s Cisly a vice s proménnymi. Nékteré pojmy,
jako napi. kruznice, pfimka nebo realné é&islo, jsou na SS povazovany za jiz de-
finitivné vybudované. To je ale jen zdanlivé, nebot jednak pojmotvorny proces
dokoncen byt nemusi a také v ném mohlo dojit k riznym pochybenim. Pti bu-
dovéani tak abstraktniho pojmu jako je nekonecno se objevuje velké nebezpeci
nedorozuméni zika a ucitele. U¢itelé maji své predstavy jiz (vice méné) hotové
a strukturované. Mnohdy si ale neuvédomuji, ze zaci nemaji pojmy a souvislosti
mezi nimi na stejné trovni, teprve je konstruuji. Zék tak nerozumi tomu, co udi-
tel ¥ika, poptipadé jeho sloviim rozumi jinak. Navic ucitel casto neni dostatecné
trpélivy v tom, aby se zak mnohokrat opakované setkal s konkrétnimi pripady
probiraného jevu a opakované se vyrovnaval s kognitivnimi konflikty.

Pokles spravnych odpovédi na stfedni skole lze obecné vysvétlit pomoci dvou
vlivii. Jednak se objevuji nové znalosti, které mohou s prekazkami, které byly
jiz v néjakém kontextu zdanlivé prekonany, interferovat a tim paradoxné posilit
jejich vliv. Napf. poznani o atomech jen utvrzuje nékteré jedince ve spravnosti
jejich argumentace: Je jich nekonecne mnoho, protoZe jsou tak malinkaty, Ze
jich je hrozné, strasné, neptedstavitelné moc nebo Ze je nemuzu spocitat. Navic
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v otazkach o ,poctu“ bodi na tisecce apod. jsou zaci utvrzovani, ze nekonecné
mnoho objektd muze byt na koneéném prostoru, pro¢ by tedy nemohlo byt na
Zemi nekonecné mnoho atomil — nepredstavitelné malych objekt, které jsou po-
dobné bodim. Zaroveri ¢ast zaku (pravé ve véku 14 let) mé prislusné poznatky
(ve smyslu TDSM), s jejichz pomoci jsou schopni Fesit nékteré dlohy souvise-
jici s nekonecnem, ale nejedna se o védomosti zaclenéné do kognitivni struktury
jedince [1]. Proto je pozdéji nepouzivaji, ale znovu se vraceji k diivéjsim pted-
zameéfené na zaky ve v€ku priblizné od 14 do 16 let tak, abychom u nich mohli
odlisit, zda pouzivaji pouze poznatky nebo zda se jiz jedna o védomosti. To by
mél byt smér dalsiho vyzkumu.
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MATEMATIKA VE 20. STOLETI A FENOMEN BOURBAKI

Jir1i Rakosnik

Abstrakt

Pred 75 lety se zrodila jedna z nejvyraznéjsich postav moderni matematiky, kterd zd-
sadné ovlivnila matematiku a dalsi oblasti lidského myslent ve druhé poloviné 20. stoleti.
Cilem tohoto prispévku je pribliZit okolnosti vzniku, cile, metody a vysledky ojedinélého
projektu v déjindch védy, véetné jeho vlivu na vyuku stredoskolské matematiky.

1 PARIZSKY KONGRES ZAHAJUJE 20. STOLETI V MATEMATICE

Matematika vstoupila do 20. stoleti velkolepym zpiisobem. Dne 8. srpna 1900
proslovil némecky matematik David Hilbert na 2. svétovém kongresu matema-
tikd v Pafizi slavnou prednasku s prostym nazvem ,Matematické problémy*.
Popsal v ni 10 matematickych problémi (v pisemné podobé jejich pocet pozdéji
doplnil na celkovych 23), ve kterych nacrtl svou vizi pro matematiku 20. stoleti.
Jejim hlavnim rysem byla myslenka, ze matematika musi byt pfesnéjsi a pris-
podle kterého méla byt matematika formalizovana az na turovenn jednoduchych
axiomi, ze kterych bude mozné korektné dokazat vSechny matematické véty.
Svlij optimismus shrnul v jiné slavné prednasce v r. 1930 v Krélovci do véty
, Wir miissen wissen. Wir werden wissen.“

Hilbert byl viadéi postavou némecké matematiky, ke které na zacatku sto-
leti patfily takové osobnosti jako Emmy Noetherova, Georg Cantor, Richard
Dedekind, Emil Artin, Felix Klein, Constantin Carathéodory, Gottlob Frege,
Felix Hausdorff, Hermann Minkowski, Ernst Zermelo. O sto let difive matema-
tice vladli Francouzi. Nyni se pomeér sil obratil a situace se méla dokonce jesté
dramaticky zhorsit. Prvni svétova valka zdecimovala polovinu absolventt fran-
couzskych univerzit z let 1910-1916. Podivame-li se dnes na seznam vyznamnych
francouzskych matematiki, zjistime pozoruhodnou nespojitost: v prvnich dese-
tiletich 20. stoleti mezi nimi nenajdeme prakticky zadného mladsiho ¢lovéka (viz
obr. 1).
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Obr. 1: Francouzsti matematici, Bourbaki a néktefi strukturalisté v ¢asové ose
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2 PROJEKT

To vSe se nutné odrazilo i ve vyvoji francouzské matematiky. Nastésti tu byla
silna tradice v podobé elitnich vysokych gkol, predeviim Ecole normale supé-
rieure a Ecole polytechnique. Z nich po valce vysla celd fada talentovanych
matematiki, ktefi se rozesli do dalsich univerzit uc¢it matematiku. Vsichni se po-
tykali se stejnym problémem: k dispozici byly jen zastaralé ucebnice z pocatku
stoleti. Kursy kalkulu se vedly podle Edouarda Goursata, ktery sice rozhodné
nebyl zadny druhofady matematik, jeho ucebnice vsak jiz byla velmi nemoderni.
Paradoxnim dusledkem toho bylo, Ze se ji prednasejici nemuseli drzet a mohli
vychézet v podstaté z cehokoli, tfeba z vlastnich text.

Sestice mladych nadsenjch matematikii, vesmés absolvent@ Ecole normale
supérieure (ENS)!, se sefla v Pafizi 10. prosince 1934. P¥isli z riznych kouti
Francie, André Weil a Henri Cartan ze Strasbourgu, Jean Delsarte z Nancy,
Claude Chevalley z Pafize, Jean Dieudonné z Rennes a René de Possel z Cler-
mont-Ferrand, aby vyslechli pfednasku v novém Ustavu Henriho Poincarého. To
A. Capoulade. Svolal je A. Weil, ktery ziskal vyborné zkusenosti pfi svych poby-
tech u dynamickych skupin matematikt v Berliné a v Géttingen, a navrhl svym
kolegiim, aby spolec¢né napsali moderni kurs diferencialniho a integralniho poc¢tu
a matematické analyzy, podle kterého by se uédilo na francouzskych univerzitach.

Vsichni se pro tu myslenku nadchli a jesté béhem toho obéda stanovili hlavni
zasady. Dilo musi byt co nejmodernéjsi. Bude vysledkem kolektivni prace s vylou-
¢enim jakychkoli prvki, které by mohly umoznit pfipsat néjakou ¢ast konkrétni
osobé. Nebude se pfihlizet k ni¢emu, co jiz bylo napsano. Jeho rozsah bude ¢init
asi 1000 stranek a za pul roku by meéla jit do tisku. Vyjit by mohla v naklada-
telstvi Hermann, které dosud sidli v ulicce vedle Sorbonny a s jejimz feditelem
lekosahly dopad na matematiku 20. stoleti nejen ve Francii, prednesl Delsarte:
Dilo musi byt vystavéno co nejobecnéjsim a axiomatickym zpisobem [2].

2.1 KDE SE VZAL BOURBAKI?

Charles Denis Sauter Bourbaki (1816-1897) byl vyznamny francouzsky general.
Pochéazel z prominentni fecké rodiny, jejiz nékteri clenové na konci 18. stoleti
emigrovali do Francie. Po absolvovani vojenské akademie Ecole spéciale mili-
taire se postupné zucastnil fady vojenskych tazeni a diky svym vyjimeénym
schopnostem velmi rychle postupoval. Jiz jako ¢tyticetilety dosdhl hodnosti bri-

10 kvalité a inspirativnosti studia na ENS svédci plejada dalsich slavnych spoluzdki, napf.
fyzik L. Néel a filozofové J.-P. Sartre, R. Aron, G. Canguilhem a P. Nizan.

2Proslulé vydavatelstvi védecké literatury Gauthier-Villars bylo pro mladé revolucionaie
piilis akademické; v jeho vedeni byli E. Picard a E. Borel, vyznamni matematici z generace,
kterad neméla Bourbakiho davéru.
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gadniho generdla a v r. 1870 byl jmenovan velitelem cisafské gardy. Za prusko-
-francouzské valky byl Sikovnou diverzni akci odlakan z veleni obrany mésta
Méty a po navratu uz jen ridil zoufaly tstup decimované francouzské armady.
Pokusil se vojaky zachranit prekrocenim $vycarské hranice, kde se vzdal a po-
kusil se netispésné o sebevrazdu. Jeho zasluhy Francie ocenila mnoha portréty
a sochami.

Studenti ENS jeho jméno pouzivali v taskaficich na tucet vykulenych no-
vackl shroméazdénych na zacatku skolniho roku v pfipravné tfidé. Jeden z nich
v roce 1923 v prestrojeni za vousatého generala napsal na tabuli nesrozumitel-
nou ,matematickou vétu“ a vylekal studenty pozadavkem, aby ji dokazali. Jiné
rozpustilé divadlo se odehralo na Montparnassu, kde studenti pro kolemjdouci
zcela naturalisticky pfedvedli vystoupeni ,premiéra Poldevie“, zemé tak chudé,
Ze jeji obcané nemaji ani kalhoty.

Obou rozpustilych akci se jako novacek ENS zuc¢astnil André Weil a dobfe si
je zapamatoval. Kdyz pak o jedenact let pozdéji bylo t¥eba pro kolektivni dilo
najit fiktivniho autora, navrhl jméno Bourbaki. Parta absolventi ENS se s mys-
lenkou ztotoznila a postupné svému géniovi vytvorila uplnou fiktivni identitu.
Byl ,,pokitén® jako Nicolas, vymysleli mu dceru Betti (podle italského matema-
tika 19. stoleti, po ném?z jsou pojmenovana tzv. Bettiho ¢isla v topologii) a na jeji
svatbu vytiskli pozvanky, jeho jménem vydali i ptivodni védeckou praci, aby se
autor dostal do seznamt aktivnich matematiki. Weil s sebou vsude nosil vizitky
»,Nicolas Bourbaki, Membre de I’Académie Royal de Poldévie“. Pod Bourbakiho
jménem pak skupina postupné vydavala jednotlivé ¢asti svého spoleé¢ného dila.

Smysl pro humor provazel skupinu matematiki po celou dobu a dobfe se do-
pliioval s pfisnymi zédsadami a hluboce profesionalnim pfistupem k praci, kterou
si ulozili.

2.2 ZASADY A METODY

Béhem nékolika nasledujicich setkani se vyttibily cile a postupy. Ptripravované
pojednani bude uréeno vSem: prirodovédcim, profesorim i studentim, budou-
cim uditeltm, fyziktim, technikiim. Proto musi kniha obsahovat soubor matema-
tickych nastroju co nejrobustnéjsich a nejuniversalnéjsich, zaroven je vsak treba
tyto nastroje co mozna zjednodusit. Nutné pritom narazili na fadu otazek, na
které se dosud odpovidalo intuitivnim zptisobem: Co je ¢islo? Co je mnozina? Jak
definovat kiivku, plochu, tvar? Tak se pfirozené dostali k rozhodnuti, Ze prvni
Cast jejich prace bude vénovana teorii mnozin jako zakladtim celé matematiky.

Dali si nazev Vybor pro pojednani o analjze a aby naro¢nou praci dobie
zvladli, zridili nékolik podvyboriu pro jednotlivé dil¢i tkoly. Po nékolika odpo-
lednich schuzkach v Parizi dospéli k nazoru, Ze pro svou praci musi najit od-
povidajici misto s moznosti plného soustiedéni. V 1été 1935 usporadali tydenni
pracovni konferenci na venkové. Takové konference se pak opakovaly nékolikrat
rocné.
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Brzy se ukézalo, Ze svij cil a cestu k nému na zac¢atku hrubé podcenili.
Diikladné pldnovani dila zabralo nékolik let a pfindSelo nové a nové nadméty
a pozadavky. Zivé diskuse a hluboké rozbory pojmi a problémi je piivedly
k nové predstavé matematiky, k modernimu zptsobu jeji vyuky a pracovnich
metod, které nakonec neobycejné ovlivnily matematickou obec v celém svété
a mély velky dopad i na mnohé dalsi oblasti lidského mysleni.

Pozadavek absolutni rovnosti ucastnikii diskuse a zasada naprosté otevie-
nosti jednani zpusobily, Zze pracovni setkani Bourbakiho mivala velmi bouflivou
atmosféru. Nepouceny navstévnik by si ¢asto mohl myslet, ze se ¢lenové skupiny
pohadali a musi se navzdy rozejit ve zlém. Mluvili velmi nahlas, skékali si do
feci, Castovali se nevybiravymi Zerty. Anarchie a urputnost diskusi prokladanych
drsnymi zerty vsak byly zamérné. Vychazely ze zédkladniho pozadavku, ze kazda
skute¢nost v matematice musi byt vysvétlena, a z pfijatého principu kolektivniho
autorstvi.

Po uzavteni diskusniho bloku bylo uréeno, kdo piislusnou partii napise. Na-
sledovala nesmlouvava oponentura a vybér obéti, kterd napiSe druhou verzi,
ktera bude s nejvétsi pravdépodobnosti stejné nesmlouvavé zkritizovana. Jed-
nomyslné shody se dobrali zpravidla az pfi sedmé nebo osmé verzi. Kone¢nou
podobu textu dal zpravidla Dieudonné, ktery byl uznavan pro svij vytiibeny
styl.

Takto Bourbakiho metodu charakterizoval Chevalley v rozhovoru s D. Gu-
edjem [6]: ,Je to vic nez pouhé vylepsovani. Je to uplatiiovani pFistupu podle
standardi, které Bourbaki chtél zavést do matematiky — hlavné teorii mnozin
a pojem struktury. Pravé pojem struktury je vpravdé bourbakisticky. Avsak s po-
citem toho, jak giganticky cil uskutecniujeme, jsme postupné nabyvali jistoty, ze
ho vlastné nemtizeme nikdy dosdhnout.

2.3 TAJNY SPOLEK

Jak se spoluprace ¢lenii skupiny rozvijela a Bourbakiho identita posilovala, stale
vice se uzaviral do tajemnosti. Divodu bylo nékolik: prisny princip kolektivniho
autorstvi, snaha ubranit se vnéjsimu vlivu kritikti nebo odptirct jejich metody,
zvyseni autority dila vzniklého na zakladé bezvyhradného kolektivniho konsensu
a snad i posileni soudrznosti skupiny opfedené tajemstvim.

Pocet ¢lent skupiny se pohyboval kolem dvanacti, jeji slozeni se vSak pri-
bézné meénilo. V lednu 1935 se k ni pripojili Jean Lerray, Paul Dubreil a Szolem
Mandelbrojt, prvni dva vSak skupinu opustili jesté pred prvni letni konferenci
a misto nich pfisli Jean Coulomb a Charles Ehresmann.

Obménu ¢lentt pozdéji podporovala i prisné dodrzovana zasada, ze po do-
sazeni padesati let véku musi kazdy ¢len skupinu opustit. Nové ¢leny Bourbaki
zpravidla ziskaval tak, ze na svou konferenci pozval jednoho nebo dva hosty, aby
je dikladné otestoval. Tato neboha ,morcata“, jak je nazyvali v drsném le¢ pfi-
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léhavém pifiméru k laboratornim zvirattim, se bud aktivné prosadila v dravych
diskusich nebo skupinu opustila.

V dtisledku pravidla obmény 1ze v historii Bourbakiho rozlisit n€kolik , gene-
raci“. Béhem 2. svétové vilky se pfipojil jediny ¢len — Laurent Schwartz. Z obr. 1
je ziejmé, ze k velké obméné muselo dojit brzy po valce. Dalsi generaci ¢leni
Bourbaki tvoii Jean-Pierre Serre, Pierre Samuel, Jean-Louis Koszul, Jacques
Dixmier, Roger Godement a Sammy Eilenberg. V padesatych letech nastoupila
treti generace, k niz pattili jako Alexandre Grothendieck, Frangois Bruhat, Serge
Lang, Pierre Cartier, Ameri¢an John Tate a Svjcar Armand Borel. Co jméno,
a Jean-Christophe Yoccoz ziskali nejvyssi matematické ocenéni — Fieldsovu me-
daili, kterou Mezinarodni matematickd unie udéluje jednou za Ctyfi roky na
Svétovém kongresu matematika a kterd byva povazovana za obdobu Nobelovy
ceny v matematice.

3 DiLo

Bez nadsazky lze fici, ze Bourbaki svym dilem vyznamné ovlivnil moderni ma-
tematiku v mnoha smérech: mysleni, zptsob prace i vyuku. Celd generace ma-
tematik® vyrostla na jeho ucebnicich, jeho dilo vSsak ma zasadni dopad i na ty,
kdo s jeho knihami nikdy nepfisli primo do styku.

Néazev celého dila Elements de mathématique (Zdklady matematiky) sym-
bolicky odkazuje na Eukleidovy Zdklady vybudované axiomatickym zptsobem.
Zameérné zvolené jednotné ¢islo misto obvyklého ,mathématiques” zduraznuje
snahu autort o jednotu v matematice.

V protikladu s pavodnimi ambiciéznimi plany prvni svazek Théorie des en-
sembles (Teorie mnoZin) obsahujici pouhy souhrn vysledkii z teorie mnozin bez
ditkazi vySel teprve v roce 1939. Postupné nasledovaly dalsi a dalsi ¢asti: Algébre
(Algebra), Topologie génerale (Obecnd topologie), Fonctions d’une variable réelle
(Funkce jedné redlné proménné), Espaces vectoriels topologiques (Topologické
vektorové prostory), Intégration (Integrovani), Algébre commutative (Komuta-
tivnd algebra), Variétés différentielles et analytiques (Diferencidlni a analytické
variety), Groupes et algébres de Lie (Lieovy grupy a Lieovy algebry), Théo-
ries spectrales (Spektralni teorie). Dohromady deset dilti rozdélenych do témér
sedmdesati kapitol. Posledni svazek vysel v roce 1998, Sedesat Ctyri roky po
Bourbakiho zrozeni.

3.1 JEDNOTA MATEMATIKY, AXIOMATICKA METODA, STRUKTURY

Bourbakiko dilo predstavuje mnohem vic nez jen objemny matematicky spis.
Jeho myslenkovy zéklad tvoii tfi klicové pojmy: jednota matematiky, axioma-
tickd metoda a studium struktur. Dnes je matematika vSeobecné vnimana jako
jeden celek, napt. dikazy vét v teorii Cisel se casto opiraji o smés pojmil a me-
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tod z analyzy, geometrie a algebry. V dobé svého zrodu si vS§ak Bourbaki musel
polozit otazku, zda moderni matematika predstavuje jednu mathématique nebo
mnoho mathématiques; a jednoznacéné se priklonil k prvni alternative.

Moderni axiomaticka metoda, kterou Bourbaki prosazoval, vychazela z tvah
velkého némeckého matematika Davida Hilberta, publikovanych v jeho knize
Grundlagen der Geometrie (Zdklady geometrie) v roce 1899. Hlavni odlisnost
od Eukleidova pristupu spociva v jeji forméalni podstaté. Moderni axiomaticka
metoda se nesnazi definovat zdkladni pojmy (jako napf. body a pfimky u Euk-
leida), se kterymi mé dan4 teorie pracovat. Tyto zakladni pojmy jsou pojimény
jako abstraktni objekty, jejichz povaha a konkrétni vyznam nejsou dtlezité. Hil-
bert to Zertem ilustroval tak, ze by ,body“, ,pfimky“ a ,roviny“ v axiomech
geometrie mohly byt klidné nazyvany ,zidle“, ,stoly“ a ,pivni lahve“. Podstatné
jsou jen vztahy mezi zdkladnimi objekty definovanymi pomoci axiomii, nikoli ob-
jekty samy. Véta platnd pro objekty urcitych vlastnosti plati pro jakékoli jiné
objekty, které maji vlastnosti, jez byly pouzity pfi dikazu véty. Misto vyjme-
novani objekt, kterymi se chceme zabyvat, staci uvést seznam vlastnosti, které
maji byt pfi zkoumani vyuzity.

V ¢lanku L’architecture des mathématiques [3], ktery lze povazovat za Bour-
bakiho manifest, se vysvétluje, Ze za¢indme se soustavou ,prvki, jejichZ vlast-
nosti nejsou specifikovany. Pak prfidame jeden nebo vice vztahi mezi témito
prvky [...] a pfedpoklady, které tyto vztahy musi spliiovat. To jsou axiomy
struktury, kterou uvazujeme. Vytvaret axiomatickou teorii z dané struktury zna-
mend odvozovat logické disledky axiomt struktury bez uziti jakychkoli dalsich
predpokladti o pfislusnych prvcich (a zejména bez uziti jakychkoli pFedpoklada
o jejich ,povaze*).“

Jednoduchym piikladem abstraktni matematické struktury je pojem grupy,
se kterym se mizeme setkat ve vSech matematickych oblastech. Operace ,na-
sobeni* muze v daném pripadé predstavovat algebraickou operaci s¢itani Cisel,
translaci v eukleidovské roviné, rotaci v prostoru atd. Bourbaki rozliSoval tfi
hlavni typy struktur. Struktury zahrnujici pravidlo, kterym se ke dvéma prv-
kim pfifazuje prvek ttreti, jsou struktury algebraické. Patii k nim napf. grupy,
okruhy, idedly, (algebraickd) télesa, vektorové prostory. Druhy typ struktury ob-
sahuje usporadani, tj. vztah, ktery radi nebo porovnava prvky. Tretim typem
jsou topologické struktury, které prinaseji abstraktni matematické formulace in-
tuitivnich pojmu okoli, limity a spojitosti.

Pomoci axiomatické metody a téchto tfi zakladnich typt struktur Bourbaki
vyli¢il obraz matematického svéta organizovaného na zakladé hierarchie struk-
tur, postupem od jednoduchych ke slozitéj$im, od obecnych k specifickym.

Jednota matematiky, axiomatickd metoda ani studium struktur ovSem nejsou
Bourbakiho vynéalezy. Jeho zasadni pfinos spociva v tom, ze tyto tfi pojmy
zduraznil, spojil, a pokusil se pojem struktury, ktery se predtim objevil jiz v praci
némeckych algebraiki, rozsifit na celou matematiku.
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3.2 TERMINOLOGIE

Asi méloktery matematik si uvédomuje, jak ¢asto vyziva Bourbakiho ,vynélezy*.
Rada dnes bé&7né pouzivanych termint pochézi z Bourbakiho dilny. Nékteré pie-
vzali z bézného jazyka, jiné si museli vytvorit. Termin boule ve vyznamu koule se
v matematice viibec poprvé objevuje v jejich knize o obecné topologii. Nahradil
starsi termin hypersphéroide a odstranil nejednoznac¢nost v oznacovani vnitiku
a povrchu koule. Dalsi vSeobecné prijaté terminy, za které vdééime Bourbakimu,
jsou napf. surjektivni, injektioni, bijektivni, filtr, ultrafiltr, induktivn? a projek-
tivni limita. Snaha o jasnost a ¢istotu vyjadfovani pfivedla Bourbakiho k tomu,
ze odmital latinsko-fecké hybridy jako isojection a equimorphic. Kromé novych
termini vdé¢ime Bourbakimu i za fadu Sikovnych symbolt. Zajem o cizi jazyky
a studijni pobyt v Norsku inspirovaly A. Weila k navrZeni symbolu () pro prazd-
nou mnozinu. Bourbaki zavedl i oznaceni implikace = a dalsi uzite¢né a vlastné
docela pfirozené symboly jako #, ¢, D aj. Bourbakiho vynalezem je také symbol
,nebezpetné zatacky* 2 upozoriujici ¢tendfe na nebezpeci zavazného omylu,
kterého by se mohl v dané souvislosti dopustit.

I kdyz Bourbakiho cilem bylo spiSe peclivé prozkoumat a zpracovat soucas-
nou matematiku, zafadil do svych knih také nékteré nejnovéjsi vysledky vlastni
védecké prace. Takovym novym konceptem vytvorenym v duchu strukturalniho
a axiomatického pristupu, je Cartaniv pojem filtru, definovany v Casti véno-
vané obecné topologii: Necht E je neprazdnd mnozina. Neprdzdni mnozina F
jejich podmnozin se nazyva filtr, jestlize splituje néasledujici podminky. (i) § ¢ F;
(il) Ae F, ACB =B e F; (iii) A,B € F = AnB € F. Jednoduchym piikla-
dem filtru je mnozina okoli daného bodu v topologickém prostoru. Pojem filtru
umoziuje prirozenym zpusobem rozsifit pojem limity a spojitosti realné funkce
realné proménné pro zobrazeni topologickych prostori, ve kterych nelze praco-
vat se vzdélenosti bodi. Filtr vsak pfedstavuje natolik obecnou strukturu, ze
nachézi uplatnéni i v jinych oblastech matematiky, napt. v logice.

3.3 VYTKY A KRITIKA

Diraz na abstraktnost, ktery je jednim z pilift Bourbakiho dila, je zaroven pa-
radoxné pfic¢inou jeho zavaznych nedostatkt. Patfi k nim piehlizeni ¢i dokonce
opovrhovani ¢imkoli, co ma souvislost s aplikacemi. Tyka se to napf. numerické
matematiky, teorie pravdépodobnosti a statistiky, teoretické informatiky, teorie
her a matematického programovani. Dieudonné na konci svého zZivota pripustil,
ze to byla chyba; ¢tyfi desetileti po Poincarém ve Francii neexistovala vyznamna
aplikovand matematika. A Schwartz ve své autobiografii [15] konstatuje, ze Bour-
baki ma velkou vinu na tom, ze se ve Francii velmi zbrzdil rozvoj statistiky.
Podobny nezédjem projevoval Bourbaki o matematickou fyziku. To je zaréaze-
jici vzhledem k tomu, jak se o fyziku zajimali a k jejimu rozvoji pfispéli napt. velci
teoretiCti matematici v Gottingen — Hilbert, Noetherova a van der Waerden —
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kterymi se Weil inspiroval v matematice. V dobé svého pobytu v Géttingen ani
nepostiehl, Zze tamni univerzita je jednim z center revolu¢niho rozvoje kvantové
fyziky.

Stejnym zptsobem Bourbaki védomé zcela opomijel matematickou logiku
a zdklady matematiky. Dieudonné a Weil se dokonce nerozpakovali vyjadiit na-
zor, ze 95 % matematikl se ani za mak o problémy matematické logiky nestaréd
a Ze nic z toho, ¢im se matematicka logika zabyva, nepatii k velkym problé-
mum matematiky. Obrovsky vyznam, ktery ma dnes tato oblast matematiky
v souvislosti s informatikou, ukazuje hloubku jejich omylu.

Je vsak tfeba pripustit, ze jakkoli se Bourbaki nestaral o vazby k jinym vé-
dam, svym stylem a metodami ovlivnil fadu védct pusobicich v oblastech apli-
kované matematiky, matematické fyziky atd. Piikladem je zakladatel moderni
francouzské skoly aplikované matematiky J.-L. Lions, ktery studoval u Schwar-
tze, nebo Cartantv zdk G. Debreu, ktery v r. 1983 ziskal Nobelovu cenu za
zavedeni analytickych metod do ekonomie a exaktni formulaci teorie obecné
rovnovahy.

4 STRUKTURALISMUS

Bourbakiho systematicky pristup k budovani matematiky s dirazem na axi-
omatickou metodu a struktury presahl hranice matematiky a pozoruhodnym
zpusobem ovlivnil celou fadu oblasti lidského mysSleni. Bourbaki mél velkou za-
sluhu na tom, ze strukturalismus jako novy myslenkovy smér nahradil do té doby
velmi popularni existencionalismus, jehoZ prednim predstavitelem byl Jean-Paul
Sartre.

Zakladni prvky strukturalismu lze nalézt jiz v lingvistickych studiich svycar-
ského jazykovédce Ferdinanda de Saussura [13] na zaéatku 20. stoleti. Navazal
na né rusky lingvista Roman Jakobson, ktery se po ruské revoluci prestého-
val do Prahy, kde spolu s ¢eskymi lingvisty zalozil znamy Prazsky lingvisticky
krouzek. V jejich praci se kolem r. 1929 zacal objevovat pojem struktury. Po
okupaci Ceskoslovenska nacisty Jakobson uprchl z Prahy. Nakonec se dostal do
New Yorku, kde se setkal a spolupracoval s dal§imi vyznamnymi emigranty jako
Claude Lévi-Strauss a André Weil. Spolecné prispéli k rozvoji strukturalismu,
jehoz principy Jakobson vyuzil ve své praci pri budovani strukturalni poetiky
a v teorii komunikace.

Spoluprace a pratelstvi s Weilem a Jakobsonem v New Yorku velmi ovliv-
nila antropologa Léviho-Strausse [8]. Pfi slozité analyze pfibuzenskych systému
hledal inspiraci v strukturalnich metodach lingvistiky. Nakonec to byl Weil, kdo
mu pomohl s vyuzitim teorie grup vyftesit slozity problém pravidel uzavirani
manzelstvi u australskych domorodych kment.

Velky vyznam meél strukturalismus ve vyvoji psychologie. Zaslouzil se o to
predevsim Svycarsky psycholog Jean Piaget, ktery se zajimal o vyuziti mate-
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matiky v psychologii a Bourbakiho struktury povazoval za klicové prvky pro
porozumeéni pochodtéim lidské mysli.

Strukturalni predstavy prevzaté z lingvistiky a Bourbakiho strukturalni mys-
leni v matematice vyuzival v psychologii a psychiatrii francouzsky psychiatr Jean
Lacan. Bourbakiho praci obdivoval natolik, Ze se dokonce zasazoval o ustaveni
skupiny psychiatrti a psychoanalytikti po vzoru Bourbakiho.

V ekonomii strukturalisticky pfistup prispé€l k rozvoji ekonometrie a ekono-
mického modelovani a ovlivnil napt. nositele Nobelovy ceny za ekonomii W. Le-
ontiefa.

Strukturalistické mysleni proniklo i do literarni teorie a tvorby. Pfedstavi-
telem strukturalismu v teorii literatury byl francouzsky literarni kritik, filosof
a sémiotik Roland Barthes. Strukturalismus v literarni tvorbé vyuzival polo-
tajny spolek evropskych a americkych spisovateli Oulipo, ktery v r. 1960 zalo-
zili spisovatelé a matematici Francois Le Lionnais a Raymond Queneau. Jejich
cilem bylo hledat nové zptisoby literarni tvorby s vyuzitim postupt vypujcenych
z matematiky a z dalsich obort.

5 NEwW MATH

V souladu se svym ptvodnim cilem Bourbaki postupné ziskal klicové pozice
na univerzitach véetné Ecole Normale Supérieure a Ecole Polytechnique. Spolu
s nimi se na zasadni modernizaci vyuky matematiky po 2. svétové valce podileli
i dalsi osobnosti, které do skupiny Bourbaki nepatfily, jako Gustav Choquet,
Jean Leray nebo André Lichnerowicz.

Je pfirozené, ze se tyto aktivity neomezily jen na vysoké skoly. Je nesporné,
ze Bourbaki vyznamné ovlivnil i zmény ve vyuce matematiky na stfednich sko-
lach, ke kterym doslo ve druhé poloviné dvacatého stoleti prakticky v mnoha
zemich. Zda se vSak, ze kritici této reformy pricitaji Bourbakimu vétsi vinu, nez
si zaslouzi.

5.1 SITUACE PO 2. SVETOVE VALCE

Povale¢né obnova a prudky rozvoj spolecnosti na celém svété brzy ukazaly na
nezbytnost modernizovat vyuku matematiky na stfednich skolach, ktera neod-
povidala novym pozadavkium ekonomie, techniky, védy a kultury. Pfispél k tomu
aktualni vyvoj v samotné matematice, na kterém mél Bourbaki vyznamny po-
dil. Matematika zacala byt vnimana jako jednotny predmét zalozeny na teorii
mnozin a vybudovany pomoci axiomaticky definovanych obecnych struktur jako
grupy, okruhy, télesa, prostory atd. Na rozdil od vysokych skol, takova mate-
matika do strednich $kol dosud viibec nepronikla. Neptrekvapi, ze matematici
a mladi ucitelé ovlivnéni Bourbakiho prednaskami na vysokych skolach chtéli
zmodernizovat stfedoskolskou vyuku svého predmétu.
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Moédni strukturalismus pronikl do rady oblasti lidského mysleni véetné spole-
¢enskych a humanitnich véd. Rozsitila se predstava, ze ,matematika je vSude“.
Psychologové zabyvajici se pedagogikou zdaraznovali vyznam aktivniho uceni
pro dusevni rozvoj ditéte. Bourbakiho styl 1épe vyhovoval predstaveé, ze misto
toho, aby ucitel piimo predaval znalosti studentiim, mé je student ziskévat pro-
stfednictvim vlastnich pozorovani, odvozovani a ovéfovani za pomoci ucitele.

5.2 OECD ZASAHUJE

Do situace se vlozila Organizace pro evropskou hospodafskou spolupréaci (OEEC,
pozdéji rozsifend a prejmenovana na Organizaci pro hospodaiskou spolupraci
a rozvoj, OECD) a v listopadu 1959 ve francouzském Royaumont uspoiidala
desetidenni mezinarodni konferenci o obsahové a metodické reformé vyuky ma-
tematiky na stfednich skolach [11]. Zacastnil se ji i Dieudonné a vystoupil s kri-
tikou zpisobu vyuky geometrie. Navrhl zavést do vyuky vektorové prostory, vice
logiky a abstrakce. Jeho provokativni vyzva ,Pry¢ s Eukleidem!* vesla do dé-
jin a snad se da fici, Ze byla zneuzita. Dieudonné jisté netusil, kam se reforma
vyuky matematiky bude ubirat. Pro revoluce je charakteristické, ze vysledek
neodpovida tvodnim heslim.

V letech 1964-1967 probéhla druha, pripravna faze, béhem niz byly ustaveny
komise. Ve tfeti fazi se provadély vyukové experimenty a vytvarela se nova kuri-
kula. Posledni fazi na zac¢atku sedmdesatych let bylo vSeobecné zavedeni novych
kurikul do skol.

Obecné principy novych kurikul Ize struéné shrnout takto: zaklady formalni
a matematické logiky a naivni teorie mnozin se zavadéji drive nez v predchozich
systémech; axiomaticky se zavadéji pojmy grupy, okruhu, télesa a vektorového
prostoru; zafazuji se komplexni ¢isla a teorie pravdépodobnosti; tradi¢ni geome-
trie se nahrazuje linearni algebrou s vyuzitim linedrnich rovnic a vektorovych
prostort; klade se vétsi diraz na presnost definic, vét a zapisu dikazi, méné na
numerické, algebraické a trigonometrické vypocty.

Francouzska vlada v roce 1967 sestavila z univerzitnich a stfedoskolskych
ucitelt matematiky osmnéacticlennou komisi, ktera méla pripravit nova kurikula.
Byli v ni takové osobnosti jako A. Lichnerowicz (pfedseda), G. Choquet, L. Néel
a ¢len Bourbakiho skupiny P. Samuel. Podobnym zpiisobem, byt v rozdilném
rozsahu, se reforma $itila i do dalsich evropskych zemi. Spustila se i v Sovétském
Svazu, kde byla v r. 1966 z pracovniki Akademie véd a Pedagogické akade-
mie véd sestavena komise o 500 ¢lenech. Matematicka cast vedena vynikajicim
matematikem A. N. Kolmogorovem vytvotila kurikula pro 4.—10. ro¢nik tehdy
desetiletych skol, pricemz nékteré koncepty reformy probihajici v zemich zapadni
Evropy odmitla. Reforma se samoziejmé prenesla i do Ceskoslovenska.

Konference OECD v r. 1959 se zucastnili také americti zastupci. Spojené
staty Sokované vypusténim sovétského Sputniku v r. 1957 jiz zavadély opatieni
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pro zvyseni konkurenceschopnosti a revoluce New Math zde nasla zivnou ptidu
a rozvinula se v zna¢né vétsim meéritku nez v neorganizované Evropé.

5.3 KONEC REVOLUCE

Nesouhlas s reformou New Math se ozyval od samého pocatku. Jiz v r. 1962
byl v Casopisu American Mathematical Monthly otistén dopis 75 matematiki
vedenych M. Klinem z newyorkské univerzity, ve kterém argumentovali proti
prilisné formélnosti a abstraktnosti zavadéné do Skolni matematiky. Autoritami
zpocatku prehlizeny kriticky hlas odborniki se prosadil, kdyz se rozsitily protesty
nespokojenych rodi¢i [10]. Reforma zjevné zasla piili§ daleko a nadélala vic skody
nez uzitku [7, 12].

J. Leray v r. 1971 napsal [9], Ze ,New Math pfedstavuje fadu pojmi, které
jsou definovany bez odkazu na jejich charakteristické vlastnosti (axiomy) a nemo-
hou vést k zddnym tvrzenim o zajimavych vlastnostech. Témito postupy nelze
nic odvozovat nebo v nich nalézat cokoli zajimavého. Jejich vyucovani je test
paméti, ktery otravuje inteligenci.“

L. Schwartz v oficidlni zpravé v r. 1989 uvadi [9], Ze ,ucitelé, rodice ani
studenti se nenaucili moderni matematiku, nybrz jen zakladni jazyk krajné roz-
sédhlého a moderniho pfedmétu [...], pfi¢emz definice uvadéné ve skolach (po
celém svété!) predstavuji pouhou abecedu predmétu. [...] Krok za krokem se
veskera bohatost matematiky dfive vyucovana na stfednich skolach, vSechny ty
véty, geometrické obrazce a vazby k dalsim védam byly nahrazeny spoustou de-
finic a axiomu. VétSina studentd je povazuje za nesrozumitelné a proto maji
velmi slabé vysledky. Matematika je bohaté, kdyz predklada jen nékolik pojmii
a struktur a mnoho vét, avSsak New Math vyucované ve Skolach zavadi ohromné
mnozstvi pojmti a definici a téméf zaddné véty. To je velmi slabd matematika. [. . .|
Cilem matematiky nent presné dokazovat véci, které kazdy zna. Naopak, cilem
je nalézt bohaté vysledky a pak je dokazat s cilem ujistit se, ze plati.®

Na kongresu ICME 4 v Berkeley v roce 1980, 20 let po konferenci v Royau-
mont, byli odbornici pfipraveni ohlasit konec éry New Math a zacatek nového
hnuti ,Zpét k zdkladim“. Zac¢ind antireforma, kterd je v nékterych dusledcich
snad jesté horsi nez New Math. Zavadi mnohem méné ambiciézni kurikula, ze
kterych se rok od roku pro zjednoduseni vypoustéji dalsi a dalsi pojmy. Odbor-
nici lamentuji, Ze takto oklesténa vyjuka klade jen velmi malé naroky na tvo-
fivou predstavivost studentt a schopnost tvorit a psat dikazy, studenti nejsou
vychovavani k uvazovani, vétsina cviceni ve svych formulacich téméf obsahuje
odpovédi. J. Dieudonné [5] s trochou nadsazky prohlasuje, Ze ,nic z toho, co se
uci ve stiedoskolské matematice, nebylo objeveno po r. 1800“.

5.4 MUZE ZA TO BOURBAKI?
Neékteri kritici, ktefi s Bourbakiho postupy nesouhlasili, pfi¢itaji podil viny na
New Math Bourbakimu. Je to velmi nespravedlivy omyl. I Dieudonné, ktery tak
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ostfe vystoupil proti vyuce klasické geometrie na konferenci v Royaumont, poz-
déji New Math odsoudil jako ,,novou metodu vyuky, agresivnéjsi a hloupéjsi me-
todu vztycujici transparent modernismu“. P. Samuel byl jen jednim z osmnacti
¢lenti Lichnerowiczovy komise, ale rozhodné nepatril k nejradikalnéjsim. Cartan
a Schwartz prednaseli o moderni matematice stfedoskolskym profesortim, mezi
nimiz samozifejmé byli i nadsenci pro reformu. To bylo tak vSe, ¢im se Bourbaki
a jeho ¢lenové v reformé angazovali. Bourbaki jako skupina se nezapojila do
reforem ani do debat o nich.

Velky vliv bourbakismu na reformu stfedoskolské vyuky matematiky nicméné
nelze popfit. A netspéch New Math neznamenad, Ze tato reforma neméla i pozi-
tivni vysledky.

Zkusenosti ze sledu vSech téch reforem a antireforem z poslednich padesati
let by nemély byt zapomenuty. Bylo by velmi uziteéné dikladné prostudovat
jejich podnéty, cile, pribéh a disledky, vzit si pouceni z jejich nezdari a chyb
a vyvarovat se jejich opakovani.

6 ZAVER

Nicolase Bourbakiho lze obdivovat i zatracovat. Bez nadsazky vsak lze fici, Ze
kazdy matematik 2. poloviny 20. stoleti byl jeho metodami a postupy vice ¢i méné
ovlivnén. Skupinu Bourbaki tvorily az na vyjimky vyrazné osobnosti francouz-
ské matematiky, které chtély pozvednout uroven matematiky na francouzskych
univerzitach. Vysledky jejich prace vsak piesahly hranice Francie i matematiky,
prispély k rozvoji myslenkového sméru strukturalismu a jeho prostfednictvim
ovlivnily celou fadu oblasti lidského mysleni.

Dalsi informace o praci i pozoruhodnych Zivotnich osudech zakladateld Bour-
bakiho lze nalézt napt. v knihéch [1, 9, 15] a v ¢asopiseckych ¢lancich [2, 4, 6, 14].
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CLOVEK A &fsLo

Tomas Sedlacek

Abstrakt

Tento vztah, clovek a cislo, patri, dle mého soudu, k tém nejsloZitéjsim, na které lze
narazit. Podobné se chci dotknout i vztahu cisla a reality, potazmo se chci i dotknout
pribuzného — a podobné paradorniho — vztahu ¢isla a naseho pojeti pravdy.

1 ABSTRAKTNE BYDLI CLOVEK

Dovolim si za¢it tvahou francouzského filozofa Jeana Baudrillarda modely reality
se stavaji realnéjsimi nez realita sama o sobé&.! Tak tfeba skute¢na realita volného
padu neni chléb padajici ze stolu doli, ale je to ,ve skutecnosti“ vzorecek, podle
kterého se takovy chleba chova — a je vlastné jedno, zda pada chléb, pirko, nebo
kémen. Rikdme tomu abstrakce: abstrahujeme od co moZné nejvétiiho poétu
véci (zda se to stalo v pondéli, zda padal ¢lovék nebo bomba s jadernou hlavici),
abychom se dostali k jadru véci, k jadru pudla. Dluzno podotknout, Ze pritom
zijeme v implicitni predstavé, ze tato skuteénd pravda je skryta: a Ze je nasi
roli — roli védy — tuto skute¢nou pravdu, chcete meta-pravdu, odhalit. Tedy
nasi roli je, obrazné fec¢eno, odhodit vSechny podruznosti, zaviit pred nimi odi,
a pozorovat jen pravidelnosti v tfeba takovém volném padu. A odmyslime-li
si tfeba i tfeni vzduchu, ziskdme onen znamy gravitaéni vzorecek. A toto je ta
abstraktni pravda, o kterou ve védé jde. Dobry védec nebo myslitel tedy ma umét
zejména abstrahovat, velice peclivé pozorovat, aby védeél, co je jadrové dilezité,
a co podruzné. A toto je princip takového uvaZzovani: na jadrové se zamérit
a pred ostatnim zaviit o¢i. Zname jesté jednu oblast, kde ¢inime to samé, kde
se imaginarni stava realnéjSim nez samotna realita, kterou ,popisuje — uméni.
K tomu se jesté vratime na piikladé filmu — o ném vsichni vime, Ze neni skutecny,
ale presto: kdysi se tocily filmy, aby byly jako ze zivota; dnes Zijeme zivoty tak,
aby byly jako z filmu.

Takovy vzorecek vlastné nikdo nikdy nevidél, presto véfime, Ze je to praveé
on (nebo jemu podobny), ktery urcuje, stfezi samotné pra-vldkna reality kolem
nas. A tak se snazime fyzikalni realitu kolem nas popsat matematicky. Pokud to
nejde, je to pro nas znameni toho, ze realité nerozumime dokonale, Ze nam jesté
néco chybi.

Vice viz Baudrillard, Jean: Simulation and Simulacra.
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2 VEDA JAKO TRICKSTER ANEB ROZUMNE S CITEM, CITLIVE
S ROZUMEM

Realitu modelujeme. A modelujeme ji matematicky. Na misté je tedy otézka,
co je to model? , Pokud se divdte ma realitu raciondlné, bude se divat racio-
ndlné zpét“ kdysi ekl Hegel. Nebo jiny velikan Galileou Galilei: ,,mucte prirodu
dost dlouho, dokud ndm nevydd své tajemstvi“. K porozuméni prirody je tedy
tfeba jisté nasili, ale to nyni pominme, pro nas je spise dilezité to, ze k po-
chopeni prirody, reality, potfebujeme, pokud mi to slovo dovolite, triky. Vyni-
kajicim trikem pro pochopeni zemské pritazlivosti bylo naptiklad odmysleni si
tfeni vzduchu. Koneckoncti predpokladova logika, aximaticka ¢i paradigmaticka
struktura védy je zaloZena na triku (jakési uzitecné hry) ,jako kdyby“. To je
jisté mozno klasifikovat jako trik: pojdme si pfedstavit svét jako matematizo-
vatelny a kauzalisticky, bez tfeni, bez transakénich nékladd a tak dale. Prosté
na to, abychom pfisli realité ,na kloub“ potfebujeme udélat trik a ¢ast té re-
ality si domyslet. Pokud dany trik, skoro by se chtélo fici lest, podafi, je dana
abstrakce legitimni. O archetypu trickstera, tedy trikare, toho napsal mnoho jiz
antropolog Paul Radin nebo Karl Gustav Jung, patfi totiz k tém nejstarsim,
nejpradavnéjsim archetypiim, které jsou nam znamy.? Pfedtim nez se vybudo-
val naptiklad archetyp hrdiny svalovce nebo nositele kultury (tak jak je zndme
dnes z film) byl zndm archetyp trickstera. A neni divu: tricskster znazoriiuje
prvotni procitnuti z naivity — Ze proti bohiim (a pfirodé) lze bojovat, Ze neni
nutné vse prijimat tak, jak je nebo tak, jak se jevi, Zze je mozné véci ménit
a pouzivat. Na tento antropologicko-psychologicky exkurs zde ted neni prostor
(odkazuji na literaturu), a tak jen strucné: pokud stojite proti nékomu nebo
nécemu, co je silnéjsi, mocnéjsi a vétsi nez vy sam, pak jsou svaly k nicemu
a je tfeba pouzit trik, néco ne¢ekaného. Proto byla schopnost trikafe tak vysoce
cenéna.

Podobné tak dnes, pokud se mé védec snazit pochopit (a ovladat!) realitu
kolem sebe, kterd je vétsi nez on sdm musi pouzit trik (jako David na Golidse,
Jakob na Izdka, atd.). Je to véény paradox védy a matematiky: porozuméni
nenahlizime pfimo. Musime mit své — védecké ¢i matematické postupy. Nicméné
préavé vznik, vynalezeni téchto postupt — jak napriklad prijit na ten spravny
postup Feseni daného problému, jak vymyslet spravnou metodu, spravny trik — je
otéazkou nikoli védeckou, ale spiSe otazkou inspirace. Dobrym prikladem takového
triku je znamy ,dikaz sporem“ — vymyslet takovou metodu dikazu je genialni
a je to otazka inspirace; jeji nasledna aplikace pak uz je jen rutina — podobné jako
kdysi s proslulym Kolumbovym vejcem. Existuje védeckd metoda, ale neexistuje
védecky pristup k védé.

2Vice viz Radin, Paul. The trickster: a study in American Indian mythology. London :
Routledge & Kegan Paul, 1956. Nebo Jung, Karl Gustav. Four Archetypes: Mother, Rebirth,
Spirit, Trickster. London and New York : Routledge, 2003.
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3 ZAZRAK MATEMATIKY VERSUS FENOMEN 65. POLE

Mnoho mysliteld pfed nami bylo fascinovano tim, jak je mozné, ze matematika —
Cisty vyplod lidské abstraktni fantazie, nebo chcete-1i hry — v readlném svété fun-
guje, ze se podle matematiky, takfikajic, daji stavét mosty, aniz by jej navrhar
kdy vidél. Podminky a konstrukce mostu totiz lze popsat zcela obecné matema-
ticky. Otézkou je, zda takova matematizace svéta je mozna, zda lze vse prevést
na veli¢iny. Receno jinak, kdyz Biih stavél svét, pouzival pii tom jako konstrukéni
fe¢ matematiku — a skrze konstrukéni fe¢ matematiky my dnes svét poznavame,
doslova deSifrujeme, derekonstruujeme a rekonstruujeme, dotvarime, chapeme
a ovladame.

Mnohdy se koneckoncti stava, ze si néktefl matematici vymysli mnozinu ma-
tematiky, ktera se viibec k ni¢éemu nehodi, prosté si hraji, a az za néjakou dobu
pozdéji se nakonec ukaze, ze se tento druh uvazovani naopak presné hodi na
feSeni néjaké mnoziny problémi. Pokud je mi znamo, teorie strun vyuziva pravé
takovou matematiku, kterd kdysi byla povazovana za slepou vétev. Jak je to
mozné? O ¢em to vypovida? Jak je mozné, ze se fyzikalni svét chova matema-
ticky?

Tolik fascinace matematikou. A pak je zde fenomén 65. pole. Mi pratelé, ktefi
hraji Sachy, fikaji mistu na odkladani sklenicek vina, cigaret a tak dale, Sedesaté
paté pole. Jak znamo, Sachovnice ma Sedesat ¢tyfi poli a Sedesaté paté pole je
tedy ten stolecek, ktery k Sachtim pat¥i, ale neni jeho soucasti. Tento primér
je vymluvny: na Sedesati ¢tyfech polich plati jasna pravidla, Sachy muze konec-
konct velice tispésné hrat pocitac, svét Sacht je svét, kde plati jasnd pravidla
matematické kombinatoriky. Je to svét cernobily, svét hranatych ¢tverci, kde se
koné pohybuji zasadné jen do ,,LL.“ a péSaci nemohou couvat, ale zato se mohou
proménit v jinou figurku po doraZeni neptitelovy zakladny. Potud svét pravidel
a fadu a jasnych vitézstvi.

Pak je tedy jakysi ,zbytkovy svét“ 65. pole, kde uz pravidla tak jednoznacné
nejsou, koné se hybaji ¢asto nepredvidatelné a pésaci mohou i couvat. Pésdk
z Sachil se stava jakousi proxi veli¢inou, jakymsi avatarem skutecného pésaka ve
svété Sachti. Otézkou tedy ted je, jak velka je hraci plocha 64 poli, kde vladdne
matematika, a jak veliky je svét 65. pole, kde véda a matematika musi mlcet.

Kdyz uz jsme u slova mlcet, nemiizeme si nevzpomenout na dalsiho vy-
znamného logika minulého stoleti Ludwiga Wittgensteina — ten, kdyz se poku-
sil vystavit dokonaly védecky jazyk, tak na konci svého slavného matematicko-
-filozofického traktétu prohlasil, Ze o vécech o kterych nemutizeme (védecky) mlu-
vit, musime mlcet.® Tedy tieba k otazce Boha, smyslu Zivota musi véda mléet.
A mléi — akorat se mi zda, Ze jeji mlceni je mléenim tiché doméacnosti, nebo
nékdy dokonce pohrdlivym mléenim, jakéhosi védeckého bonmotového faux pas:

3Wittgenstein, Ludwig. Tractatus Logico-Philosophicus. New York, London : Routledge &
Kegan Paul, 1974.
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o téchto vécech se ve (védecké) spolecnosti nemluvi, jako by byly neslusné. Neni
to casto ml¢enim mystickym a plnym udivu a respektu. Na tuto znamou Witt-
gensteinvou vétu ,0 cem nemiZeme mluvit, musime mlcet” idajné odpoveédél
Rudolf Karnap ,ale to jsou zrovna ty veci, o kterych mluvit chceme®. Takze si
musime uvédomit, ze véda — a s ni matematika — o nékterych vécech, zejména téch
mrtvych, hovofit muze, ale pravé o téch zajimavych vécech, vécech zivota, musi
mlcet. Pokud tedy pripustime, Ze existuje i jind pravda nez pravda analyticko-
-védecka, pak existuje velkd mnozina véci, ke kterym se véda vyjadfovat nesmi,
musi zde mlcet a nikoli kvili tomu, Ze je to oblast nedtilezita, ale proto, ze
tam prosté védecko-matematické metodé neni povoleno vstoupit. Je tedy jista
mnozina pravdy, kterd neni analyticky poznatelna?

K zodpovézeni této otazky si pomtzeme postupem z dvou sméri: zaprvé
Godelovy véty o neuplnosti, které rikaji, ze vime, Ze je jista oblast pravdy, ktera
je Sirsi, nez pravda matematicka. Jinymi slovy vime o nécem, Ze je to pravdivé, ale
také vime, mame na to dikaz, Ze to nelze dokazat. Mame tedy jakysi ,,smysl pro
pravdu®, ktery pfesahuje matematickou analyzu. Zaroven diky Godelovi vime,
Ze dany axiomaticky systém je netplny (tedy neumime dokazat vse, o ¢em vime,
Ze je pravda) a pokud rozsifime jeho axiomy, pak je zas rozporuplny. Je tedy na
vybéru daného matematika, ktery axiomaticky systém si vybere.?

Druhy c¢lanek, respektive stejnojmennou knihu, ktery bych zde rad zminil,
je ¢lanek od jednoho z nejvyznamnéjSich matematikd minulého stoleti Bernarda
Russela, ktery se jmenuje Mystika a logika.® Je to kouzelny ¢lanek, ve kterém,
pokud je mi dovoleno jej shrnout, tvrdi, Ze jedno nemitze existovat bez druhého.

4 PRAVDA VEDCU A PRAVDA BASNIKU

Druhy zptisob, jak k této otdzce pristoupit vyzaduje maly exkurs ke kofentim
nasi fecko-hebrejské civilizace a jejich rozdilného pojeti pravdy. Recks civilizace
je zalozena na dvojici slov vizualni chapani. Hebrejska civilizace spise na zvukové
poslouchéni. Recké piibéhy jsou dokonale vizuélni: pozadavek na kazdého hrdinu
bylo, aby byl tesatelny do sochy. Recké piibéhy apeluji na fantazii, natacéi se
z nich krasné filmy. Jsou psany pro oko. Stejné tak u fecké filozofie bylo dilezité
pochopeni a porozuméni principu. Zde také vznikla evropska tradice filozofie
a védy. I dnes pro nas je nejdilezitéjsi vjem zrak — urcuje nasi zakladni pozici ve
svété. Kdyz Anglican néco pochopi, fekne ,I see“ tedy vidim. Chapani a vidéni
je tedy ¢asto ddno do synonyma.’

47 ceské literatury viz Peregrin, Jaroslav. Kapitoly z analytické filozofie. Praha : Filosofia,
2005. Nebo Kolman, Vojtéch. Filozofie ¢isla. Praha : Filosofia, 2008.

5Nevyélo v ceském prekladu, viz Russell, Bertrand. Mysticism and Logic and Other Essays.
London, New York : Longmans, Green and co., 1918.

6Vice k tématu viz Komérek, Stanislav. Obraz ¢lovéka a prirody v zrcadle biologie (Image
of Man and Nature in the Mirror of Biology). Praha : Academia, 2008. Zajimavé téz Payne,
Jan. Odkud zlo? (Whence Evil?). Praha : Triton, 2005.
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Naopak u hebrejského mysleni je primarni zvukovy vjem: ,Slys o Izraeli,
Hospodin tviij Biih je jeden®.” Hebrejové méli naopak, jak znamo, zakézano zob-
razovat jakékoli podobenstvi boha, lidi dokonce i zvifat. Vizualni reprezentaci
jakoby pohrdali, nebo ji alespon nepouzivali, neméli to ve zvyku: ani jeden bib-
licky hrdina neni popsén, jak vypadal — coz na$i dobu musi dost prekvapit.
Hebrejské pfibéhy jsou nevizudlni — proto vétsina filmi, které se dnes snazime
z Bible natocit, konc¢i dost tristné. A nyni tedy zpét k tématu. Co se tyce pravdy,
u Rekt bylo hlavni jeji pochopeni, u Hebrejt bylo, co se pravdy tyée, hlavni ni-
koli jeji pochopeni, ale naslouchani. Ze vSech pfibéht, které bychom mohli uvést
jako priklad, si vzpomeiime na obétovani Izdka, nebo Abramovo povolani (zvu-
kové), aby odeSel ze své zemé a Sel do zemé zaslibené. Ani jednou neslySime
,proc¢“, coz by byla prirozend otazka naSe v rdmci nasi fecké tradice. Pravda
byla pro Hebreje néco, co je tfeba nasledovat, poslouchat — a nikoli tolik nazirat,
¢i pasivné chapat, coz zase bylo dilezité spiSe pro feky. Stfet téchto dvou pojeti
pravd je hezky vidét tfeba u setkani Pilata s JeziSem. Jezi§ v Hebrejské tradici
iika ,Kazdy, kdo patii pravdé, mne poslouchd.“® Nagez se Pilat postmoderné-
-skepticky v fecké tradici pté ,,Co je pravda?“®, ve smyslu, ze pravdé nerozumi,
coZ je obsazeno v samotné otazce.

Recks analyticka pravda filozoffi je skepticka, pochybovac¢na pravda. Descar-
tes postavil zakladu védy tim, ze pochyboval, Ze se zbavoval véci, ve které véril —
tim vytvofil svou slavnou metodu ,cogito ergo sum®, kterd se té7 (pfiznacénéji)
preklada, jako pochybuji, tedy jsem. Descartes odhaluje pravdu, realitu pochy-
bovanim. Pokud se vratime k hebrejskému pojeti, Jezi§ (na jiném misté) ¥ika
,jd jsem ta cesta, pravda i Zivot“!? tedy dava do jedné véty slova cesta, pravda,
Zivot a navic slovo ,,ja“ tedy osobu. To by nas, ani Reky, nikdy nenapadlo dat
do souvislosti s nasim pojetim pravdy. Hebrejska pravda je tedy pravda, ktera
je aktivni, je ji nutno spiSe naslouchat nez chépat a je to pravé pravda nepochy-
bovacna, ale dveériva.

Tyto dvé pravdy se nevylucuji — prosté nelze pozadovat dikazu lasky, v to, ze
jsme milovani, musime vérit, laska, kterd potfebuje (védecké!) dukazy, prestava
byt laskou. Tyto dvé pojeti pravdy se doplnuji; jen nase doba, mam pocit, tu
pravdu basnik, pravdu zivotni (lepsi termin mne nenapad4) zanedbava a pova-
7uje ji (proé?) za ménécennou.

Posledni tivaha k pravdé basniki versus pravdé védecko-matematické. Pokud
se Fekne slovo pravda, co se vam vybavi? Mne osobné vzorecek, ktery ovlada chod
hvézd. Tedy néco, co se neméni, co je objektivni a zcela (brutilné) nezavislé na
lidskych osudech, na néladé€, osobé hlediciho, ¢ase atd. Je to pfedstava pravdy
védecké. Pravda basnikt je jina. Pokud basnik fekne: ona byla jako kopretina,

"Napriklad Deut 6 : 4.
8Jan 18 : 37.

9Jan 18 : 38.

0Jan 14 : 6.
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miuZe mit pravdu a miZeme se s nim hadat, Ze doty¢na neni jako kopretina. Ale co
se tim mini? Vzdyt — z védeckého hlediska — je to veliké lez. Zena (Z4dnd) nem4
s kopretinou spoleéného skoro absolutné vitbec nic! Zeny neumi fotosyntézu,
kytky jsou nesrovnatelné jiny druh nez savéi samicky. Presto tusime, ze basnik
tape na pravdu — chce tim asi Fici, Ze dané byla kiehké, nebo krasna. Proc to tedy
nefekne rovnou? Pro¢ u toho musi ,1hat“? Protoze jako lidé potfebujeme tyto
dva rozméry pravdy — oboji je dilezité. Clovéku je ddno do vinku Zit mezi dvéma
extrémy: priliSnou racionalitou a priliSnymi emocemi. To bych chtél ilustrovat
na nasledujicim (vim, ponékud pfekvapivém) piikladé.

5 DvoJi STRACH CLOVEKA

Ceho se bojime, ¢asto prozradi o nasi dobé nejvic. Zd4 se, ze se jako 1idé bytostné
bojime dvou véci: zviteckosti (pfili§ Zivotné spontdnniho) a mechanického (pfilis
mrtvolné chladného). Hned to vysvétlim. Bojite se v noci v lese? Nebo mys$i,
pavouki ¢i hadt? Ani jeden strach pfitom neni racionalné odtivodnitelny, pfesto
se nas obcas zmocni az panicka hriza, kdyz jsme s né¢im takovym konfrontovani.
Na toto téma koneckonci existuje bezpocet horort a pfibéhi (napf¥. fenomenalni
Ptaci od Alfreda Hitchcocka). Ale nejhriznéjsich efektd se dosahuje kombinaci
zvifat s lidmi, éehosi zvifeciho v lidském téle (vlkodlak, hejkal, upir, ...).

Na druhou stranu velky pocéet novodobych pfibéhti a myti (vyjddienych dnes
vétsinou ve filmech) pouziva jako hlavni ohroZeni lidstva roboty, cosi mechanic-
kého, co jsme kdysi sami stvorili (naopak zvifata jsme nestvofili, na této pla-
neté nas predchézely a to jak dle védeti, tak Bible). Stroje se ale v piibézich
strasidelné vymykaji kontrole, jako bychom vyvolali jakéhosi mechanického dé-
mona z Aladinovo-védecké lampy (podobé tak ani divokd zvifata neovladdme).
V tomto scénéafi lidskost neohrozuje zvifeckost, ale naopak nelidské jakoby ozivlé
mrtvé stroje, (prvni dil Matrixu, Transformers, ale i starsi klasika: Capkiiv robot
RUR).

Mame $tésti, Ze mame Capka. Jeho Valka s mloky a Robot R.U.R. maji
mnoho spoleéného — vlastné spojuji oba vysSe zminéné motivy. V prvnim scénari
nas nici zvirata, ve druhém roboti, které jsme si sami vytvofili (mimochodem
zvlastni, Ze se snazime vytvorit roboty k obrazu svému, aby vypadaly jak lidi,
podobnsé jako kdysi Bith stvofil élovéka k obrazu svému). V obou ptipadech se ale
bojime toho stejného: lhostejnosti, se kterou nas mloci nebo jiné zvireci bytosti
trhaji na kusy, stejné tak se bojime lhostejnosti robott. Pozdéjsim science-fiction
oba hororové elementy kombinuje a vytvari se postava vetfelce, ufona: hriazné
nelidské zvire, ¢asto védeckotechnicky vybavené, kterému je vse lidské lhostejné
asi jako nam osud ubrousku od parku v rohliku.

A jak to probih souvisi s ekonomii? Zaprvé: ¢lovek nemusi byt psycholog, aby
vidél, ze v obou extrémech se ¢lovék boji svych vlastnich psychickych ryst, které
jsme si jen externalizovali a personifokovali (do upirii nebo robott). Dalo by se
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Tici, ze se ¢loveék pohybuje prave i mezi témito dvéma extrémy: mrtvolnou raci-
onalitou na jedné a ZivocisSnymi emocemi na strané druhé. Zadruhé: hororovym
zvifatim (a jejich mutacim) i mrtvému mechanickému stroji (nebo mrtvému
duchu) chybi to, co ekonom Adam Smith povazuje za kli¢ovou lidskou moralni
vlastnost: soucit. Zbavime-li se jej, stanou se z nas bud zvifata, nebo stroje. To
zélezi na tom, ke kterému extrému se piiklonime — zda zvifecimu v nas nebo
mechanicko-raciondlnimu. Z obojiho mame ontologicky strach. Zatieti: z toho
naseho védecko-technického pokroku mame podvédomé dost velky strach. Bo-
jime se, zda jsme trznim a konzumnim zivotem nevyvolali néco, co se vymklo
z kontroly, co spise ovlada nas a trhd a preménuje nas svét, ktery jsme znali
a méli radi.

Musime si davat pozor — nesmi v nas prevazit ani jedna tendence, ¢lovék
ma zit kdesi uprostfed. Nesmi se stat pouze védecko-matematickym, ani ¢isté
zivoc¢isné-emotivnim. Nas 0dél, dar i bfimé je byt mezi a mit oboje tendence
v sobé. To, Ze mezi racionalitou a emocemi neni bud a nebo, ale jakési kontinuum,
tedy Ze oboje jsou projevem téze mnoziny, jsem se snazil ukazat v druhé ¢asti své
knihy Ekonomie dobra a zla. Zde jen struc¢né: i vrchol racionality matematika
byla kdysi emoci, jen v raném, mékkém, stadiu. I jedna plus jedna rovna se
dva jsme se museli ucit a zprvu to bylo doprovazeno emoci. Az opakovanou
(spolecenskou) konfirmaci dand emoce ztvrdla a stala se racionalitou, o které
vlastné nejen nic necitime, ale o které ani nepfemyslime (trochu jako kdyz se
ucime ¥idit). A naopak i takovy vrchol emoci, jako je zamilovanost, postupné
opakovanou konfirmaci, prechazi v emoci, které je tak ztvrdla, ze se podoba
raciondlnimu vjemu.

6 MATEMATIKA V EKONOMII

Dovolte posledni zastaveni — o roli matematiky v ekonomii.!! Chtél bych se
vyhnout kycovité diskusi, zda je dnes ve spolecenskych védach malo ¢i hodné
matematiky. Chci zde Fici, ze matematické pojeti svéta je jen Spickou ledovce,
pod nim — jako zéklad je filozofie, antropologie atd.: mékké védy. Véda zacinala
jako prirodni filozofie, tedy podmnozina filozofie, az pozdéji se véda emanci-
povala jakoby mimo filozofii. Ekonomie zase zacinala jak podmnoZina moralni
filozofie. Prvotni ucebnice ekonomii v sobé nemély zadna nebo velice malo ¢isel.
Koneckoncti i Alfred Marschall varoval pred priliSnym pouzitim matematiky:
In later years I went more and more on the rules: (1) Use mathematics as
a short hand language, rather than as an engine of inquiry. (2) Keep to them till

1Vice viz Weintraub, Roy E. How Economics Became a Mathematical Science. Durham,
NC : Duke University Press, 2002. Nebo Bunt, Lucas N. H., Phillip S. Jones, and Jack D. Be-
dient. The historical roots of elementary mathematics. New York : Dover publications, 1988.
Emmer, Michele. Mathematics and culture. Berlin, Heidelberg, New York : Springer-Verlag,
2004. Vynikajici kniha v tomto sméru je Kline, Morris. Mathematical Thought from Ancient
to Modern Times. New York : Oxford University Press, 1972.
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you have done. (3) Translate into English. (4) Then illustrate by examples that
are important in real life. (5) Burn the mathematics. (6) If you can‘t succeed
in four, burn three. This last I did often... I think you should do all you can to
prevent people from using mathematics in cases in which the English language
is as short as the mathematical.'?

Matematika se bezesporu stala hlavnim jazykem hlavniho proudu moderni
ekonomie. Krasné to vystihuje citat George Stiglera z roku 1965: ,, The age of
quantification is now full upon us. We are now armed with bulging arsenal of
techniques of quantitative analysis, and of power — as compared to untrained
common sense — comparable to the displacements of archers by cannon.“*® Neni
slozité vypozorovat, jak se dne$ni ekonomické mysleni rodilo z lina determi-
nismu, kartesianismu, matematizujiciho racionalismu, hédonismu a zjednoduse-
ného individualistického utilitarismu. Vyusténi téchto vlivii znamenalo zménu
ekonomie do takové podoby, jak ji zname z ucebnic plnych graft, ¢isel, vzorecka
a matematiky.

Zajimavé je, ze nejen ekonomie, ale ani matematika nebyla nikdy ,abso-
lutni“ védou v modernim slova smyslu. Samotné ¢isla byla téhotna jinymi vy-
znamy nez pouhy pocet, v pribéhu historie byla vniména spise jako reprezentace
s mystickym obsahem. , Primarily considered, numbers are symbols of the be-
gining and development of the universe, of a solar system, or a series of such,
or, indeed, of any rythmic movement. The terms with which we have to deal in
considering the science of numbers are figures, symbols, ciphers, arythmetic and
mathematics.“!*

7  CiSLO JAKO MYSTIKA'

Numbers, chiefest of sciences, I invented for them“® sdéluje Aischylos ve &tvr-

tém stoleti pt.n.l. sty titulni postavy své hry — Prométhea. Rekové skuteéné
matematiku povazovali za vyznamny filosoficky nastroj zkoumani svéta. V rukou
vano za princip samotného kosmu. ,, Number was their first principle in the expla-
nation of nature... Hence the Pythagorean doctrine ,All things are numbers.“
Says Philolaus, a famous fifth-century Pythagorean, Were it not for number and

2Groenewegen A Soaring Eagle: Alfred Marshall 1842-1924, 413 in Weintraub, How eco-
nomics became a mathematical science, 22.

3Gtigler, G. J.: The essence of Stigler, p. 113, edited by Kurt R. Leube, Thomas Gale
Moore, Hoover Institution Press, Stanford, 1986

" Bosman, L.: Meaning and Philosophy of Numbers, p. xii, Kessinger Publishing, 2003.

15Ke vztahu védy a mystiky zejména viz Yates, Frances A. Giordano Bruno and the Hermetic
Tradition. London, Routledge and Kegan Paul, 1964 nebo Neubauer, Zdenék. O éem je véda?
(De possest — O duchovnim byti Bozim) (What Science Is About?), 1 ed. Praha : Malvern,
2009.

16Aeschylus, Prometheus, 459.
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its nature, nothing that exists would be clear to anybody either in itself or in
its relation to other things... You can observe the power of number erercising
itself mot only in the affairs of demons and gods but in all the acts and the
thoughts of men, in all handicrafts and music.“!” Na pythagorejce navézal Pla-
toén, ktery vidél kontemplativni nahlizeni matematicko-filosofickych pravd jako
nejlepsi ¢innost vedouci k pravému mystickému pozndni a ktery do velké miry
ovlivnil znovu-zakladatele modernich véd, Descarta.

Skrze Descarta se matematika a mechanika stala zosobnénim rozumu, a co
vic, dokonalé pravdy. ,Zakony“ se stévaji pravdou pfirody. Dokonalé exaktni
vzorecky jako by platily vSude, jsou bozsky nezavislé na ¢ase, prostoru, nasich
emocich ¢i ¢emkoli jiném vratkém. Jsou pevné. Jakékoli modely, které nelze
matematizovat, jsou povazovany za nedokonalé a nedostatecné védecké.

Prestoze se mechanistické mysleni dnes objevuje ¢asto i v psychologii a soci-
ologii, za svou si vzala mechaniku pfedevsim ekonomie a dovedla se do exaktni
matematizace, oprosténou od veskeré filosofie a mystiky. Pocet vzorecka v eko-
nomii nelze se sociologii ¢i psychologii viibec srovnavat.

Ekonom Piero Mini si v§imé pozoruhodné skutecnosti. Newton potfeboval
fesit fyzikalni problém, a tak si sestavil vlastni kalkulus. Vynalezl svou matema-
tiku tak, aby jako nastroj vyhovovala pozorovanym faktim, aby si zjednodusil
praci, a aby se mu s fakty dobfe pracovalo. Ekonomie se, zda se, ob¢as dopousti
pravého opaku. Tvoii si svét (a ¢lovéka) tak, aby vyhovoval matematice.

V dnesni ekonomii plati, ze modely spole¢nosti se musi tkat predivem mate-
matiky. Ekonomicky ¢lovék je ¢asto modulem, ktery nepretrzité kalkuluje mar-
ginalni uzitky a naklady, vyhodnocuje usly zisk, pfi odpocinku dbé na optimalni
alokaci svych zdrojt. Toto matematické chapani sice nenachézi domov jen v ha-
jemstvi ekonomie, lze ale bez rozpaku fici, Ze v oblasti spolecenskych véd je
ekonomie jednou z nejvérnéjsich zacek matematiky. V tomto svété jiz ddvno ne-
plati Heideggerovo ,basnicky bydli ¢lovék“ (ackoli prvni ekonomické dilo psal
Mandeville jako béseti. .. ). Clovék dnes bydli matematicky.

Cilem této kapitoly neni volani ,nepouzivejme matematiku“ a ,,vykasleme se
na modely*, ale budme si védomi jejich omezeni stejné jako jejich vyhod a zra-
cionalizujme jejich vytvareni i pouzivani. V zadném piipadé nemohu obsdhnout
celou problematiku,'® tak se omezim pouze na nékolik piikladéi a myslenek,
které povazuji za zajimavé a ¢asteéné poukazujici na vybrané problémy dezin-
terpretace matematického badani v ekonomii. Nechci ,,bojovat® proti matema-

17Kline, Mathematical Thought from Ancient to Modern Times, volume one, 147-148.

8Mini, Philosophy and Economics, 84 and 88.

YK tomu jsou autory mnohem povolanéj$imi naptiklad E. R. Weintraub: ,How Economics
Became a Mathematical Science®, Philip Mirowsky: More Heat than Light: Economics as
a Social Physics, Physics as Nature‘s Economics a Machine Dreams: Economics Becomes
a Cyborg Science, M. Blaug (1980), The Methodology of Economics a v neposledni fadé nize
citovand Deirdre McCloské se svou knihou The Secret Sins of Economics.
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tice, kterou povazuji za velice mocny a uziteény nastroj i zajimavy a naroény
pfedmét zkoumani. Chci se v kratkosti vyhradit proti vife nékterych ekonom,
ze matematika dokaze redlny svét obsdhnout a popsat. Chci upozornit na né-
které zpiisoby jejiho pouzivani a chapani v ekonomii, které povazuji za mylné.
My ekonomové si ¢asto nejsme védomi toho, co modely vlastné fikame. To je
zpisobeno vénovanim vétsi pozornosti (matematické) metodé nez problému, na
ktery je aplikovana. Kochanim se krasnymi vlastnostmi ekonometrickych po-
stuptt a poméfovani modeld mezi sebou samymi se totiz fesSeni realného pro-
blému viibec nemusime priblizovat a co hiif, nemusime si toho, Ze jsme na scesti,
ani vSimnout.

Jsem presvédcen, ze si ekonomové toto vse ¢im dal vice uvédomuji. Mnozi
v8ak nechtéji vystupovat s kritikou prematematizované ekonomie verejné, jelikoz
nechtéji byt ostrakizovani. Odptrce pfehnané matematizace je nerespektovan,
protoze znevazuje to nejcennéjsi, co ekonomickd véda momentalné ma: silny ma-
tematicky aparat. Znama teoretickd ekonomka Deidre McCloskey je vsak duka-
zem toho, ze i kdyz je ¢lovék téméf vyobcovan z hnizda moderni mainstreamové
ekonomie pro svoji kritiku, stoji za to obhajovat sviij nazor. Ekonomie je totiz
stale (a dokud se bude zabyvat ¢lovékem, tak navzdy bude), védou spolecenskou,
védou, kde plati urcité zakonitosti, ale kde 1ze jen tézko najit neménné zakony.
A protoze spolecenské védy obecné tihnou k stéle vétsi interdisciplinarité, musi
k ni tihnout i ekonomie. Neni totiz ekonomem, kdo je pouze ekonomem. A roz-
hodné neni ekonomem ten, kdo je pouze skvélym matematikem.
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OBLIBA MATEMATIKY

Jindrich Bedvar

Abstrakt

Kritické zamysleni nad soucasnymi trendy v nasem Skolstvi (bezbiehd snaha po zdZitko-
vosti, krecovity diraz na oblibenost, propagace infantility vedouct ke ztrdté pracovnich
a studijnich ndvyki), zddraznéni vyznamu motivace a badatelsky orientované vjuky
provdzené studiem.

1 OBLIBA MATEMATIKY

Casto se trapime otazkou, jak zvysit oblibu matematiky na skolach i u Siroké
verejnosti. Nekteii se domnivaji, ze toho dosdhneme co nejvétsi redukei obsahu
vyucované latky, vyraznym snizenim poctu vyucovacich hodin a pozadavki na
znalosti a dovednosti. Tyto nazory, které byly prezentovany i na Setkani uciteli
matematiky 2008 v Srni, povazuji za zcela naivni, scestné a Skodlivé. Pricha-
zejl s nimi jednak agilni, neptilis bystii reforméatori, ktefi si neumi predstavit
dtisledky svého konani, jednak mensi ¢i vétsi kotistnici, ktefi se ,,vezou na viné
doby“ a bez ohledu na Skodlivost svého konani se hledi na téch ¢i onéch mistech
zavdécit, ziskat funkci a finance. Ochotné reformuji cokoli a jakkoli, vzdy vsak
podle prani zadavatele. Bohuzel se tak chovaji i néktefi matematici a didak-
tici.

Neumim si predstavit, ze by hudebnici hlasali, Ze vSeobecné zvysi oblibu
hudby tim, ze budou na skolach v hudebni vychoveé déti ucit jen stupnici C dur
a pisent Skdkal pes pres oves, ze by télocvikari propagovali télocvik tak, Ze se ve
skolach pri télesné vychové budou cvicit jen prostna, ze by angli¢tinari pro zvy-
Seni obliby angli¢tiny prosazovali vyuku podle uéebnice Angli¢tina pouze pomoci
stovky slov, Ze by se ¢estinari snazili zvysit zajem o literaturu tim, Ze ve skole se
budou déti ucit jen slabikovat a ¢ist pouze Malého Bobse a Honzikovu cestu.

Jsem presvédcen, Ze se pri vyuce matematiky nemuzeme omezit jen na zcela
elementarni fakta, ale Ze se naopak musime snazit predvadét hloubku, krasu,
eleganci a vnitini jednotu matematiky — byt pouze na té trovni, na které pravé
vyuCujeme. A k tomu jen zdkladni poznatky nestac¢i. Jsem presvédéen, ze je
nutno ukazovat jak bezprostfedni pouzitelnost matematiky, tak jeji uzitecnost
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pro rozvoj mysleni a celkové pochopeni svéta, ktery nas obklopuje. K vétsi ob-
libé matematiky, a to na vSech typech a stupnich skol, mize vést pouze hlubsi
porozuméni podstaté matematickych ivah a postupi a dobré zvladnuti urcitého
objemu matematickych dovednosti. Na vSech tirovnich potifebujeme ukazovat po-
znatky, postupy a zdkonitosti, které jiz nejsou elementarni. At uz se jedna o vztah
troj¢lenky a primé a nepfimé timérnosti, o geometrickd znazornéni vzorcd pro
druhou a tfeti mocninu souctu, resp. rozdilu dvou veli¢in, o doplnéni kvadratic-
kého trojc¢lenu na tplny Ctverec, z néhoz se snadno odvodi vzorec pro vypocet
kofenu kvadratické rovnice, o diikaz Pythagorovy véty a vét Eukleidovych, o di-
kaz iracionality odmocniny ze dvou, odvozeni goniometrickych vzorct pomoci
komplexnich ¢isel, o diikkaz faktu, ze prvocisel je nekone¢né mnoho, o zpusob na-
lezeni vSech prvocisel mensich nez dané prirozené ¢islo atd. Takovych prikladd,
kterymi mtzeme motivovat své zaky a studenty, lze uvést podstatné vice. Ke
zvysSeni zajmu vyrazné pfispéje i vyuzivani tzv. badatelsky orientované vy-
uky, kdy studenti nékteré poznatky a zdkonitosti sami objevuji, ale s jingmi se
seznamugi klasickym zptisobem. Nesmirné cenné je oteviit Zakum a studen-
tam cestu k badatelskému poznavani, které je navic nendsilné inspiruje
k soustavnému studiu: abych mohl badat, musim se i néco naudit!

Préaveé takové okamziky, kdy zak ¢i student pochopi podstatu néjaké zako-
nitosti, pfi¢iny néjakych jevi, kdy nahlédne nevyvratitelnost faktd a uvédomi
si souvislosti mezi nimi, ho mohou pfivést k exaktnimu mysleni a k matema-
tice. Pokud se vSak vhodnych témat sami (a dobrovolné) zbavime, nebudeme
mit témér zadnou prilezitost probouzet pfi vyuce o matematiku zdjem. Nase
vyuka nebude ani inspirativni, ani motivujici, zaci a studenti se nebudou na
matematiku divat se sympatiemi.

2  ZAZITKOVA MATEMATIKA

Jako vselék na upadajici zdjem mladeze o vzdélavani se dnes uvadi tzv. zazitkova
vyuka, Casto se rovnéz hovori o zdzitkové pedagogice. Témito myslenkami se za-
klina rada pedagogii a reformatort vSeho druhu, je to vyrazné moédni zalezitost.
Mnozi odbornici (ktefi vSak ¢asto sami nikdy neuéili) nas poucuji, jak mame ucit
moderné, jak mame ucit zaZitkové. Do zna¢né miry nejde o nic nového. Dobfi
ucitelé vzdy uméli své zaky nécéim okouzlit, inspirovat, motivovat je k poctivé
a vytrvalé praci. V matematice podnécovali zajem zakt a studentt zajimavymi
tlohami a vtipnymi obraty, které vedly prekvapivé, snadno a rychle k vyreseni
toho ¢ onoho problému. Casto osliiovali své zaky pravé dikazy, které ukazuji,
pro¢ dané tvrzeni plati. Poznéani, Ze urcita fakta jsou nezpochybnitelné, pocho-
peni pfi¢innosti, tj. toho, Ze z urcitych faktt zcela zakonité vyplyvaji jina fakta,
je pfi vyuce matematiky silné motivujici. Poznani pfi¢innosti vzdy hralo dulezi-
tou roli, budilo respekt a tuctu k discipling, ktera je pravé na studiu pri¢innosti
postavena.
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Obrovskou roli hral vzdy tzv. aha-efekt. ,,Aha, tak to je! Ted uz to vidim!“
»Aha, ted jsem na to pfiSel! UZ se mi rozsvitilo, uz jsem to pochopil!* V mate-
matice je to zejména aha-efekt, ktery prinasi prozitek a pozitivni emoce. Je to
zazitek ryze intelektualni. Prestoze jej nelze zpenézit, je pro ¢lovéka obohacenim.
Jako ucitelé mame moznost (a mnozi ji chdpeme jako radostnou povinnost) pti-
vadet své zaky a studenty prave k takovym okamzikiim pochopeni, porozumeéni,
osviceni, ke spatfeni podstaty véci. Musime vSak v prvni fadé sami dobie rozu-
mét latce, kterou vyucujeme, nase znalosti musi byt hlubsi i Sirsi. V opac¢ném
pripadé nasi zaci ¢i studenti brzy pochopi, Ze jejich ucitel neni ¢lovékem na svém
misté.

Kromé aha-efektu, ktery prichézi nahle a silné, je tfeba pripomenout i za-
zitky estetické, které mnohdy nemaji tak prudky charakter, nejsou ,dilem oka-
mziku“. Mam na mysli napf. vniméni krasy geometrické konstrukce (napf. kon-
strukce pravidelného pétitihelniku, pokryti roviny rovnostrannymi trojihelniky,
resp. pravidelnymi Sestitthelniky, rfizné ornamenty, perspektiva atd.), pochopeni
dokonalosti exaktné vybudované teorie, novy, nazorny a elegantné provedeny
dtikaz zndmého matematického tvrzeni, poloZzeni matematického dukazu pred
oCi a spatfeni podstaty véci. Krasu lze vidét i v jednoduchosti. Vyuziti zazitka
v matematice vidim pravé ve vyse uvedenych jevech. Obavam se vSak, Ze fada
reformatort mini zazitkovou vyukou néco zcela jiného.

Neumim si predstavit nic horsiho, nez kdyz ucitel, ktery matematice moc ne-
rozumi a redukuje ji na minimum, bude své neumételstvi maskovat zavadénim
tzv. modernich vyucovacich metod, mimo jiné napt. zazitkovou vyukou. Neumim
si predstavit, jaké zazitky mé ucitel matematiky zdktim a studenttim pripravit
pii vyuce matematiky redukované pouze na snusku zakladnich, elementarnich
faktt. Snad jen udélat na stupinku kotrmelec, stojku, nebo si pro oziveni atmo-
sféry ve tfidé nechat znenaddni spadnout kalhoty. Slysel jsem o zazitkové vyuce
historie, kdy si gymnazisté hrali na stary Rim a pii vyuce béhali v prostéra-
dlech po skolni zahradé; jisté to pro né byl zazitek.! Takovato vyuka vSak nem4
se skute¢nym vzdélavanim nic spole¢ného, jsem presvédcen, ze je pouze marné-
nim ¢asu, byt pro vétSinu studenttt zdbavnym. Nedomnivam se ani, Ze pfi vyuce
matematiky docilime vyraznych pedagogickych uspéchu napf. tim, ze budeme
studenty ucit zazitkovou matematiku s pomoci pocitace, interaktivni tabule, in-
ternetu apod. Nemyslim, ze by méla byt vyuka matematiky timto zpisobem
zésadné ,modernizovana“. Interaktivni tabuli a pocitac¢ je rozumné vyuzivat pri
zékladni vyuce jen tehdy, docilime-li tak lepsich vysledka vzdélavani nez klasic-
kym zptisobem; dosavadni vyzkumy to vSak zatim nepotvrzuji. Za velmi cenné
a uzitecné povazuji vyuziti pocitace a né€kterych matematickych webovych stra-
nek k zadavani tvarcich doméacich tkoll, k vSestrannému rozsireni obzorta pfi

'Na takto vedenou vjuku nemusi mit uéitel prakticky Z4dné znalosti. Navic neni velké
nebezpeci, ze by si této skuteCnosti pri pobihani po zahradé studenti povsimli.
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domaci pripravé a zejména k poznani pestrého svéta nejriznéjsSich matematic-
kych pracovist, ¢asopisti, soutézi, muzei, databéazi, vzdélavacich programu apod.
Rada adres je uvedena v ¢lanku [3].

Urputnad snaha o zvySeni atraktivity skoly vede nékteré feditele a ucitele
k bezhlavé honbé za zazitky, k nebezpecnym napadim a riskantnim zdbavam,
o nichz obcas ¢teme v médiich. V ¢ervnu 2009 se na skolnim vyleté pii adrenali-
nové zabavé zvané zorbing zabil sedmactyticetilety ucitel, otec ¢tyt déti, a tézce
zranil patnactilety zak. Ironicky lze konstatovat, ze se zabava, ktera méla byt za-
zitkem a patrné i reklamou pro skolu, pro vSechny zucastnéné opravdu zazitkem
stala. Snad jim bude alespon varovnym poucenim pro zivot.

Zazitkovosti se bohuzel maskuji i jiné zalezitosti. T¢€locvikar a feditel jistého
gymnazia vymysleli pfed nékolika mésici na lyzaiském kurzu ,nevinnou hru‘,
pfi niz dvanactileté divky lizaly cukr z odhalenych tél spoluzaki. Na jiném kurzu
byli studenti a studentky ucénovského ucilisté trestani za prestupky mimo jiné
tim, ze byli ve spodnim pradle na snéhu polévani vodou. Podle ucitele se jed-
nalo o zazitkovou pedagogiku, pravidla pro udileni tresti si totiz v kolektivu
odhlasovali a vSem se to libilo. U¢itelé si to dobfe uzili, dokud se to neprova-
lilo.

Uvédomme si jesté, ze zazitky prosazované dnesni dobou jsou drogou. Jejich
davky je tfeba stupnovat. Jinak je nuda! Nedivme se proto touze po dalsich
a dalsich zazitcich, silnéjsich a vyraznéjsich, kterymi nase mladez s nudou bojuje.
Nedédvno napft. étyfi studenti vyuzili dvé hodiny $kolniho volna k vyjizdce autem
a pri silené jizdé vSichni prisli o zivot. Vitéz soutéze Muz roku skocil v srpnu 2009
na oslavu svého vitézstvi na lyzich do vody, bohuzel mélké. Ocekavany zazitek
v okamziku zménil znaménko — pétadvacetilety muz roku skoncil na invalidnim
voziku. Pfed nékolika lety studenti gymnézia naplanovali vrazdu spoluzacky,
a také ji provedli. Potfebovali zazitek! Nejvétsim nebezpefim je totiz nudal
A dostat se z nudy vyZzaduje stale vétsi, silnéjsi a razantnéjsi zazitky. Nejradéji
adrenalinové, pfi nichz se riskuje zivot, nebo alespon zdravi. Nase nebo téch
druhych.

Skola nema4, Sanci konkurovat zazitktim, které dnes, v postmoderni dobé pred-
vadéji a popularizuji média. Neméla by se o to ani snazit. Urputné a kiecovité vy-
tvareni ,zazitku“ je Casto kontraproduktivni, vlastnimu vzdélavani ani vychoveé
nepfispivé, ucitele mize dokonce zesmésiiovat. Skola by méla usilovat o zazitky
jiného druhu. O radost z poznani, z objevovani a badani, z rozvijejicich
se dovednosti, o uspokojeni z tvuaréi aktivity, o pocit aspéchu pri né-
jakém konani, af uz v matematice, pfirodnich ¢i humanitnich védach, resp.
pri vytvarné vychové, télesné vychové, o radost z poznavani svéta a raznych
sfér lidského védéni a konani. Skola by méla vést své zdky a studenty k vse-
strannému porozumeéni svétu, nabizet napadité intelektudlni zazitky, a tim své
zéky a studenty motivovat a inspirovat. Skola by neméla byt mistem, kam chodi
zéci a studenti za zédbavou. To vSak klade znaéné naroky na uclitele i na
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zaky — jak po intelektualni strance, tak po strance moralné volni. Staci
pripomenout stru¢na a jasna slova J. A. Komenského:

Od ucitele se pozaduje schopnost uéiti (doctivitas), aby umél, mohl
a chtél vyucovati, tj. predné, aby sam znal to, cemu md jJin€ uciti,
nebot nikdo nemiZe vyucdovati tomu, co sdm mdlo znd; za druhé,
aby také dovedl jin€ vyucovati tomu, co sam znd, to jest, aby byl
didaktikem a dovedl miti trpelivost s nevédomymsi, kdezto nevédomost
samu mocné zahdnéti atd.; konecné, aby tomu, co znd a co dovede,
také chtél vyucovati, to jest, aby horlivé a bedlivé usiloval dopomoci
jingm k svétlu, kterému se tési sam. ..

Od Zdka se poZaduje ucenlivost, jeZ spocivd v tom, aby mohl, dovedl
a chtél byti vyucovdn. ([1], odst. 14-15, str. 14)

3 SKOLA HROU

Velmi casto slysime, Ze zvySeni obliby skoly a vzdélavani, a tedy i matematiky,
docilime dtislednou aplikaci Komenského hesla ,$kola hrou“. Podle Komenského
se pry maji déti ve Skole jakéhokoli typu a stupné ucit pouze tim, Ze si hraji.
Slogan ,,8kola hrou“ byvéa velmi ¢asto nespravné chdpan a zneuzivan. Uvedme
ke ,8kole hrou“ zakladni fakta.

Roku 1631 vysla tiskem Komenského Janua linguarum reserata (Brana ja-
zykil oteviend), mald encyklopedie obsahujici soubor ivodnich v§eobecnych po-
znatkl. Jednotliva hesla jsou prezentovana ve dvou soubéznych sloupcich, v ma-
tefském jazyce a v latiné. Celkem se jedna o tisic vét postihujicich sto tema-
tickych okruhi. Jakmile zaci porozumeéli nékterému heslu v matefském jazyce,
presli k latinskému sloupci. Soucasné se tedy seznamovali se vSeobecnymi zna-
lostmi, s nejdulezitéjsimi poznatky o svété, a s jazykem latinskym. Ziskavali
slovni zasobu (vice nez 7000 sloviGek) a uéili se slova spojend ve vétéch.

Komenského Janua linguarum reserata méla uspéch, byla prelozena do rady
jazyki, objevila se i vicejazy¢na vydani. Jeho Schola ludus (Skola hrou) z roku
1654 je jejim volnym prepracovanim. Je to soubor osmi divadelnich her, ktery
predchozi Gspésné Komenského dilo doplnoval. Tematické zaméreni naznacuji
nazvy jednotlivych her: 1. Veétsi svet cili veci prirodni, 2. Svét v malém cili
clovek, 3. Lidskd zaméstndni, 4. Nizsi skola, 5. Univerzita, 6. Zivot po strdnce
mravni, 7. Zivot rodinny a Zivot v obci, 8. Zivot ve stdté a v cirkvi. P¥ipomeiime,
e ¢tvrtou a patou hru mame v deském prekladu Josefa Hendricha v knize Skola
na jevisti [2]. Studenti tak v osmi hréch pfedvadéli latku, kterd byla podana
v Brané jazyku. Jednalo se tedy o skolu , divadelni hrou®, zaci se tak ucili hlavné
cizi jazyk. Poznamenejme, ze skolska dramata byla v Komenského dobé pomérné
roz§ifenou vyucovaci metodou.

Komensky nikdy netvrdil, Ze se vSechno mé ucit a naucit formou hry. Vzdy
zdaraznoval vyznam soustavného procvi¢ovani, tj. toho, co se dnes hanlivé ozna-
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Cuje jako dril: Opakujme a zkousejme ustavicné! To jest, dbejme toho, aby sama
vyucovaci methoda se zaklddala na neustdlém praktickém opakovani a zkousend.
([1], odst. 157, str. 82) Na jiném misté napsal: Zdku ndleZi prdce, uciteli jeji
Tizend. ([1], odst. 24, str. 19)

4 VYCHOVA PRO ZIVOT

Mnozi pedagogové a reformatofi ¢asto zdaraznuji, ze skola ma zaky a studenty
pfipravovat pro Zivot. Soucasné v8ak zavrhuji roli paméti (pry¢ s encyklopedic-
kymi znalostmi, pry¢ s biflovanim), odmitaji soustavné procvi¢ovdni dovednosti
(pry¢ s drilem, doméacimi tkoly), prosazuji skolu hrou, zdZitkovou pedagogiku,
provérovani znalosti zaskrtdvdnim v testech, Skolu zbavenou strest, skolu plnou
chvaly atd. Oficidlni mista tyto tendence vyrazné podporuji. Zbyva tedy jen ma-
lickost. Vychovat celou statni i soukromou sféru, nejlépe v celé Evropské unii, aby
absolventim naseho soucasného skolstvi pfedkladala veskerou praci vyhradné
formou hry, zazitkovym zptsobem, pfipadné pouze jako zaskrtavani v testech,
aby tolerovala neustalé vyhledavani vSech informaci na internetu a aby své za-
méstnance neustale chvéalila. A navic je nutno celou spolecnost zbavit stresi.
Pak lze opravdu, ale opravdu predpokladat, ze absolventi naSich skol budou
v zaméstnani i v Zivoté pouze a jediné Gspésni.
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VZNIK KALKULU:
AL-CHVARIZMIHO ARITMETIKA NEJEN
PRO NEMATEMATIKY

Marie Benediktova Vétrovcova

Abstrakt

Cilem prispévku je predstavit arabskou aritmetiku na al-Chvdrizmiho pramennych tex-
tech 9. stoleti, které stoji u zrodu matematiky kalkulaci. Tim zdrovern predstavime také
zpusob, jak studentum humanitnich oboru otevrit vhled do matematiky. Chceme také
ukdzat rozdily této arabské aritmetiky oproti aritmetice zdkladoskolské. Podotknéme, Ze
pravé v letosnim roce vyslo jiZ druhé, opravené a o dalsi studie rozsitené, ceské vyddni
al-Chvdrizmiho Aritmetického a algebraického traktatu.

1 ARITMETICKY TRAKTAT

1.1 Uvob

Al-Chvérizmiho Aritmeticky traktdt je arabskym uvedenim do svéta indického
pocitani s ¢isly nejvétsimi, ale i nejmensimi. Pro anticky a stredovéky evropsky
svét jsou velkd ¢isla (ale i mald, kladnd, nule blizk4), jako najdeme v indickych
spisech do muze vyéislené poéty armad, bénymi prostiedky neuchopitelna. Ci-
lem traktatu je ukazat, jak je pojmout a pracovat s nimi v praktickém zivoteé.
Cesta, po které se k témto ¢islim dostavame, predstavuje pocitani ve dvou ¢isel-
nych poziénich soustavach, desitkové (pro ¢isla kladnd celd) a Sedesétkové (pro
zlomky). Nejednd se ale uz o pocitdni pamétné, prelomové na traktatu je, ze
ukazuje postupy, algoritmy, zakladd pisemného s¢itani, od¢itani, ndsobeni a dé-
leni pro éisla pFirozend (kladné celd) a zlomky (o zékladé Sedesét, ke konci textu
i o libovolném zakladg).

Puvodni arabsky text se nedochoval a neni ani znam jeho vlastni nazev.
Vychéazime z latinského textu casto oznacovaného jako Algoritmi de numero In-
dorum (uvddéno téz jako Kniha o indickém pocitani). Nejednd se vSak o pfesny
preklad, ale spiSe o vyklad al-Chvarizmiho poéinu soudobymi prostfedky (po-
uzivani fimskych ¢islic, chybé&jici arabské figury i vlastni vypocty). Ceskd vy-
déni [2] a [1] maji zdroj v latinském vydani, uloZeném v knihovné University of

LSrov. [8, str. 9-11].
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Cambridge. Druhé ¢eské vydani [1] je opravené a rozsifené o dalsi studie vCetné
pokusu o rekonstrukci pavodniho arabského textu [3] — jednd se o hypotetické
znéni piivodnich vsech algoritmi, i téch, které latinské vydani z divodd nepo-
chopeni neuvadi.

Pro Evropu je Aritmeticky traktdt zakladni uéebnici aritmetického kalkulu,
ktera vedle geometrie Eukleidovych Zdkladi znamené pro stfedoveékou vzdéla-
nost jiny zdklad matematiky — spolecné s al-Chvarizmiho Algebraickym traktdtem
prinasi symbolické pocitani — kalkul. Text stoji na pocatku nejen aritmetiky, ale
hlavné teorie algoritmu.

1.2 STRUCNY OBSAH

Poté, co al-Chvarizmi v puvodni praci predstavi znaky, ¢islice 1 az 9, vyjasni,
co mysli jednotkou, ¢islem a co krouzkem — nulou. Kazdé z nich pojimé jinak —
nejsou to rovnocenné pojmy.

Zavedenim desitkové soustavu a posléze pro kazdé Cislo i zapisem v této
poziéni soustavé, vyjasiiuje sémantiku a také syntax libovolné velkého ¢isla.? Ta
(u zlomk Sedesatkova soustava) al-Chvarizmimu umoziiuje provadét aritmetické
tkony nejen pro mald, viditelna, ¢isla, ale i pro dosud nerozlisitelné velka ¢i mala.
To provadi zplusobem, ktery je algoritmizovatelny a ktery se dnes modifikované
vyucuje jako pisemné s¢itani, odéitani, nasobeni a déleni.

1.3 METODOLOGICKA POZNAMKA
Traktat je psan tak, aby téma bylo vyloZeno nejprve stru¢né v obecném pojed-
nani. Nasleduje nékolik nazornych piikladi, které se snazi postihnout vsechny

pfipady (od jednodussiho ke slozitéjsimu), které mohou nastat. P¥iklady pfitom
dokladaji algoritmus, jak poéitat. Vice v [5].

1.4 ALGORITMY ARITMETICKEHO TRAKTATU

Vlastni slovo algoritmus pochézi z latinizované podoby al-Chvéarizmiho jména
Algorizmi — text traktatu latinského vydani totiz zacina slovy ,, Dixit Algorizmi“,
tj. Algorizmi pravil. Puivodné tato slova znacila piekladateliv odstup od piekla-
dané latky, pozdéji vSak zameér: chceme-li pocitat s velkymi ¢isly, délejme to jako
al-Chvarizmi a nestarejme se pro¢. , Tak se ¢asem stalo, Ze ndzvem algoritmus
zacal byt oznacovan kazdy formalni kalkul, u néjz z kazdého spravného postaveni
znaki vede jen jeden spravny krok k postaveni nasledujicimu. P¥itom tento krok
musi byt jednoduchy, to je téméf bezmyslenkovité, mechanicky proveditelny.“3

2Témito prostiedky lze nejen ¢isla snadnym systémem zapsat, ale také rozlisit a usporadat
(ve smyslu snadno Fici, které je vétsi a které mensi). Navic velkd ¢isla (a dale i mald) jsou
najednou viditelna v podobé znaki, nejen mnozstvi. Pocet dosud vyjadroval velikost, mnozstvi.
Najednou tu ale mame obraceny pohled — z usporadani, z kolikatosti muzeme urcit pocet.
3Viz [8, str. 42].
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1.4.1 SCiTANI

Pisemné sc¢itani se jevilo jako neproblematické. Ve spisu totiz uvadi pouze obecné
pouceni, ptiklady nikoli. Dvé ¢isla mame sepsat pod sebe a sc¢itat jednotky jed-
notlivych fadu. Pfi prekroceni deseti mame pricist jednotku do vyssiho radu.

1.4.2 ODCITANT

vevs

odcitat, totiz al-Chvarizmi ptipojuje i pfiklady. A jejich vybér je pozoruhodny.
Nejprve odeéits polovinu &sla, jehoz viechny Fady jsou sudé:* dnesni symbolikou
6422 — 3211 = 3211. Je zfejmé, Ze umét udélat polovinu, bylo pro tehdejsi

svét velmi dilezité, navic jde o idedlni polovinu vytvorenou kalkulem: 1 — 3=

1
T3 Druhy priklad doklada, jak pozice v zapisu funguji: 1144 — 144 = 1000.
Tteti priklad v pfekladu latinského textu chybi, jednalo se zfejmé o odéitani
s prechodem pres desitku. Petr Vopénka v komentari uvadi 952 — 874 = 78.
Podobny priklad zfejmé vsak soucasti traktatu byl.

1.4.3 PULENI A ZDVOJEN] ¢isLA

Témto dvéma metoddm se traktat vénuje zvlast, zfejmé z dtivodi jejich ¢astého
kazdodenniho pouziti. Pro piileni ¢isla se pfedpoklada znalost ptileni osmi, Sesti,
Ctyf a dvou. Pfi ptileni lichého ¢isla se déli nejblizsi nizsi sudé ¢islo a jednotka se
puli na 60 (30 minut). Text je zaméfen na plleni ¢isel vétsich nez 10, pFicemz
déleni tadu fesi pomoci krouzku o a ¢isla 5. Dvojnasobek cisla provadime od
vyssiho fadu k nizs§imu. Aby byla metoda korektni, pak pii prekroceni desiti
musime povysit pfedchozi (tj. vyssi) fad o jedna (stejné jako u nasobeni dvou
libovolnych ¢isel).

1.4.4 NASOBENI LIBOVOLNYCH CGISEL

U néasobeni dvojélenti mezi sebou v Algebraickém traktdtu® je uveden zvlastni
priklad nasobeni dvojcifernych ¢isel. Zde je uveden postup jiny: pisemné nasobeni
libovolnych dvou éisel mezi sebou od nejvyssich Fada (2326 - 214 = 497764).
Postup vypoétu je naroény, ale zvladatelny.® Latinsky pieklad ho popisuje pouze
slovné, tzv. figury neuvadi. Pro kontrolu spravnosti vypoctu je uvadéna staroin-
dicka tzv. devitkova zkouska (viz [8, str. 34]).

4Srov. [3, str. 92-93].
5Viz [1, str. 151-154].
5Viz [3, str. 95-97].



60 Marie Benediktova Vétrovcova

1.4.5 DELENI VELKYCH CISEL

Déleni (v oboru kladnych pfirozenych éisel), jak je uvedeno v latinském textu,
je ledabylé. Pro piekladatele bylo uz pfili§ naroéné. Proto je v [3, str. 97-102]
rozvedeno vice. Poznamenejme, Ze autor si uvédomuje, Ze stejné jako od¢itani je
inverzni operaci ke s¢itani, je i d€leni inverzni operaci k nasobeni. Demonstrativni
ptiklady, které uvadi, jsou déleni se zbytkem (46468 : 324 = 143 a zbytek 136)
a déleni fadi jednim fadem 1800 : 9 = 200.

1.4.6 ZLOMKY

Paséaz vénovana zlomkim o zakladu mocnin Sedesati znamena uvedeni do Sede-
satkové pozic¢ni soustavy. Jednotlivé fady nasledujici jednotky jsou minuty, se-
kundy, tercie, kvarty, kvinty, sexty, atd. Vlastni pocitani se zlomky znamené
hlavné nésobeni a déleni. Jednd se o ndsobeni zlomu celym ¢islem (stupném)
a nasobeni zlomk® mezi sebou. Vzhledem k tomu, Ze na z&vér nasobeni al-
Chvarizmi poznamenava, ze zna i jiny zpusob, jak nasobeni zlomka provadeét,
nebyl bud tak efektivni, nebo akceptovatelny, jako ten, ktery zde popsal, tj.
postup, ktery pouzivali Indové pfi svém pocitani. Nasleduje pouceni o déleni,
séitani a od¢itdni, zdvojeni a puleni zlomki. Aritmeticky traktdt je v Ceském
vydani [2] i [1] uzavfen praci se zlomky o jinych zdkladech.

1.4.7 ODMOCNOVANI

Slibované pojednani o odmocnovani v latinském piekladu chybi. Mozna ani sou-
¢asti puvodniho textu nebylo, protoze bylo odvoditelné z algebry a almukabaly
(obsazenych v Algebraickém traktdtu). Pozdéjsi stfedoveké aritmetické traktéty
ho ale bézné uvadély.

2 MATEMATIKA PRO FILOSOFY

Na riznych typech a stupnich skol se setkavame s vyukou matematiky a logiky,
ktera nemusi jesté nutné sméfovat ke specializaci v matematice/logice, ale slouzi
jako doplnéni vseobecného prehledu ¢i jako opora pro dalsi predméty. Dotyka se
to i studenttt FF ZCU v Plzni — ve studiu maji povinny blok predmétii z logiky
a filozofie védy. Vyuka zahrnuje i problematiku moderni logiky a abstraktni arit-
metiky (Peanovy a Robinsonovy). Pro studenty je fe¢ moderniho kalkulu p¥ilis
symbolicka, a tudiz i ndrocna. Abstraktni aritmetika ma vSak kofeny v indické
a arabské matematice, které jsou dolozitelné pravé al-Chvarizmiho Aritmetickym
a algebraickym traktdtem. Cteni a rozbor starého textu s pribéhem, ktery ukaze
jak a proc¢ text vznikl, pro¢ je pro nas tak dtlezity a co pro nas znamena, je ve
vyuce pro tyto studenty nezbytnou soucasti. Tento pristup je jim mnohem blizsi.
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Pro studenty je rovnéz dillezité vyhledat dalsi (zejména filosofické) aspekty
matematickych textti a porovnavat je s védénim té doby. Tim se jim ujasni
historie matematiky v kontextu ostatnich véd. V pfipadé al-Chvarizmiho Arit-
metického traktdtu najdeme nésledujici filosofické aspekty:

jedna/jednotka mé svou syntax i sémantiku, pfesto jesté neni éislo — je
tim, od ¢eho je kazdé ¢islo odvozeno;

¢islo (pocet) se skladé z jednotek, je vétsi nez jedna — srovnani s Aristotelem
a Fukleidem;

krouzek—nula ma svou syntax, ne vSak sémantiku — neni ¢islem;

zlomek m4 syntax i sémantiku, ale neni ¢islem (poctem);

desitkovéa (Sedesatkova) soustava je uZitecnd — pocitadni na abaku, anebo
v desitkové soustave;

pfirozenych ¢isel je potencialné nekoneéné mnoho a vsechna lze principialné
v desitkové soustavé vyjadrit — pojimani nekonecna;

zlomk jakozto reciprokych hodnot pfirozenych ¢isel je rovnéz potencialné
nekonec¢né mnoho a opét je lze vyjadrit — nejen v Sedesatkové soustave, ale
diky reciprocité k prirozenym ¢islim jako zlomky o libovolném zakladeé;
kosmologickd povaha spisu — v duchu Popperova nazoru ([7, str. 116-118])
na Eukleidovy Zdklady.

3 ELEMENTARNI MATEMATIKA

V porovnani elementarni aritmetiky Aritmetického traktdtu a aritmetiky zakla-
doskolské shledavame nésledujici podstatné rozdily:

text neni sbirkou piikladl, ale metod — zaci prvnich ro¢nikt zékladnich
skol ziskaji metodu, jak maji pocitat, povétsinou jen vlastnimi piiklady.
Musime ale podotknout, ze v poslednich letech v uc¢ebnicich matematiky
(napf. [6, 4] a navazujicich) dochézi k posunu — Zéci jsou vedeni k tomu,
aby si aktivnéji uvédomovali, co, pro¢ a jak pocitaji;

al-Chvarizmiho zapis ¢isel byl oproti dnesnimu tizu provadén v opacném
sledu nez pismo, tedy zleva doprava — jednotky, pak desitky, stovky, ...;
metoda séitani a od¢itani se v textu sice vyklada na bézné uzivanych Cis-
lech, presto ji lze aplikovat pro libovolné velka cisla. Potencialita metody
se na urovni primarniho vzdélani uvadi, avsak necini z dtivodt ¢asové na-
ro¢nosti. Odpovéd na to je pragmatickd — tuto dovednost nepotiebuji, ,,na
to jsou prece pocitace®;

nasobeni bylo provadéno od nejvyssich rada, tedy tak, jako kdyz pocitame
zpameti;

pocitani se zlomky o zakladu odvozeném od Sedesati je provadéno stejnym
zpusobem, jak se vyucuje pocitani s thlovou mirou;
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e technicky byly diive operace provadéné ve tfech fadcich pod sebou na
desti¢ce pokryté piskem, pozdéji na papiru. Béhem vypoctu se tedy po-
mocny fadek mazal a zistavaly pouze dva fadky, v jednom se ¢islice uma-
zavaly, v druhém nahrazovaly jinymi.

4 ZAVER

Aritmeticky traktat je duleZzitym pisemnym pramenem poc¢atkt matematiky kal-
kulaci. Ten je nyni ¢eskému ¢tenafi s komentafi plné k dispozici [1]. V pFispévku
jsme se snazili ukdzat, Ze pomoci ptivodniho textu 1ze vysokoskolskym studentiim

humanitnich oborid pfiblizit matematiku bez vzoreckt. Provedli jsme i srovnani
pramenu s praxi zakladoskolskou.
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NESTANDARDNI ULOHY S POCITACEM V 9. TRIDE

Helena Binterova, Eduard Fuchs

Abstrakt

V prispévku ukdZeme mozné vyuZiti pocitace pri Teseni nestandardnich algebraickiych
uloh. Jsou porovndny pracovni vysledky dvou skupin Zdku, z nichZ jedna pri Tesent
jednoduché diofantické rovnice pracovala bez vyuZiti pocitace a druhd skupina meéla
pouZiti pocitace povoleno.

1 Uvopb

Vyuziti pocitacti ve vyuce obecné a v matematice zejména se jiz stalo stan-
dardem. Po pocatecni fazi, kdy pocita¢ fungoval jako ,vylepsena kalkulacka®
a sloudil k usnadnéni rutinnich vypoctu, byly pocitace zahy vyuzivany k vy-
hledavani informaci a pro vyucujici se staly nastrojem nejriznéjsich prezentaci
apod.

V soucasnosti se vSak vyuziti informacnich technologii, nejen pocitact, vy-
razné posunulo do vyssi faze. V literatufe (viz napf. [1, 2] nebo [5]) lze nalézt
fadu podnétnych zdroji zkoumajicich vyuziti téchto technologii v pojmotvor-
ném procesu, pri rozvijeni kreativnich schopnosti zakt, pii jejich samostatné
praci apod.

Nekritické uptednostnovani informacnich technologii, jejich zneuzivani, nasa-
zeni v nepravou chvili atd. vSak soucasné predstavuje ¢etna tiskali, jimz se musi
zku$eni vyucujici vyhnout.

V tomto prispévku se pokusime demonstrovat, jak lze pocitace vyuzit pri
feSeni nestandardnich tloh, pfi zdkovském experimentovani a objevovani a jak
mohou ve vysledné fazi napomoci ke zvyseni zajmi o zvladnuti prislusné teorie.

2 POPIS EXPERIMENTU

V nasich ucebnicich pro 6.-9. tfidu (viz napf. [4]) se snazime vyuZivat inter-
aktivni prostfedky k tomu, aby zaci umeéli premyslet, naucili se t¥idit a vybirat
nabizené informace a aby je dokazali samostatné pouzivat v kazdodennim zivoté.
Prestoze, jak jsme jiz uvedli, je vyuziti pocitact viceméné standardni, existuje
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tfada Skol, respektive vyucujicich, ktefi z nejriiznéjsSich dtvodt pocitace nevy-
uzivaji. Koncipujeme proto ucebnice tak, aby je bylo mozno vyuzit s pocitaci
i bez nich. Soucasné se vsak snazime vyucujicim ukazovat, jaké mnohdy netusené
moznosti jim smysluplné zarazeni pocitaci do vyuky muze prinést.

Na prvni pohled se mozna zda, ze k experimentovani s pocitacem je vhod-
néjsi ucivo z geometrie. O jedné takové moznosti jsme také hovorili na minulém
Setkani (viz [3]). Radu moznosti v8ak skyt4 i aritmetika, respektive algebra.
Strucné popiseme nas pokus s fesenim diofantickych rovnic v 9. t¥idé.

Diofantické rovnice samoziejmeé nejsou do uciva zakladni skoly zafazeny a na-
$im cilem nebylo jejich zvladnuti. Na jednoduchém piikladu, ktery na diofantic-
kou rovnici vedl, jsme chtéli pouze otestovat, jak si zaci poradi s netypickou
tlohou, zda jim vyuziti poc¢itace feSeni usnadni a jak budou pfFistupovat k dal-
§im variantam zadaného prikladu.

V ucebnici [3] je v kapitole Rovnice uvedena nésledujici tloha:

T¥idni ucitelka dala Petrovi v 8. A tkol: , Petre, zbylo mi v tiidnim fondu
240 korun. Mohl bys mi spocitat, kolik bychom za tuto édstku mohli koupit sesiti
tak, aby zZddné penize nezbyly? Potiebovali bychom linkované sesity A4 za 16 K¢
a linkované sesity A5, které stoji 8 K¢.“ Petr zjistil, Ze to bude mozné a nasel
nékolik variant. Najdete vSechny moznosti ndkupu sesitu?

Na zakladni skole, kde probihalo vyucovani s nasi lektorkou, jsme tuto tlohu
zadali paralelné ve dvou prospéchové vyrovnanych skupinach. Zaci méli nalézt
alespon néjaké feseni zadané tlohy a méli se pokusit o nalezeni vSech reseni.

Ve skupiné A mohli Zaci k feSeni vyuzit jen tuzku a papir, ve druhé skupiné
déti mohly, pokud mély zajem, pracovat na pocitaci. Dodejme, ze zaci v této
t¥idé jiz bézné pracovali s programy MS Excel, GeoGebra, Derive 6, Cabri 114
a Geonext.

2.1 PRACE VE SKUPINE A

Vyuky se zucastnilo 18 zakt, z nichz 7 nenaslo ve stanoveném dvacetiminuto-
vém limitu zaddné feseni. Metody feSeni téch zakt, ktefi alespon jedno feseni
nalezli, 1ze rozdélit do dvou pocetné vyrazné nesymetrickych skupin. Deset zak
pracovalo metodou ,pokus—omyl“, pouze jeden zak se pokusil o jisté systémové
feseni.

Reseni, ktera jsme oznaéili jako metodu ,,pokus—omyl“, byla ndhodn4, Z4ci se
bez hlubsiho zdavodnéni pokouseli o nalezeni néjakého feseni na zakladé vlast-
nosti zadanych ¢iselnych hodnot. Vétsina déti nalezla jen né€kterd ze 16 moznych
feseni. Nejlépe v této skupiné pracoval Jindrich, ktery nalezl vsechna feseni. Jeho
zapis byl priblizné nasledujici
240: 8 =30
28-8=1224, 1-16=16, 224+ 16 =240 max30, max1h
240:16 =15
Do nasledné tabulky pak vypsal vSech 16 moznych feseni.
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Pouze jeden zak se pokousel o nalezeni metody, kterd by mu umoznila vSechna
feSeni nalézt. Sestavil spravné rovnice, pak vSak nalezl pouze tfi specidlni pfi-
pady. Nebyl tedy v feseni disledny, na druhé strané vsak byl jediny, ktery se
snazil o systémové feseni a o nalezeni metody, kterda by vedla k cili i pfi jinych
pocatecnich hodnotach. Jeho zapis byl nasledujici:

8y + 16z =240
=2y
8y 4+ 32y =240 aby byly zastoupeny oba typy
40y =240
y=06

8y =240 16z = 240
y =30 8x =120 bud jen sesity typu A nebo typu B
z=15

2.2 PRACE VE SKUPINE B
Vyuky se zucastnilo 15 zakt a vysledky byly vyrazné lepsi nez ve skupiné A.
Pouze dva zaci nenalezli zadné feSeni, dva zaci nalezli tplné fesSeni bez pocitace
a 11 zakt si zvolilo praci s pocitacem. Z téchto 11 zaku si sedm zvolilo Excel, tti
GeoGebru a jeden Derive 6.

Dvéma zaktm, ktefi pracovali bez pocitace, ziejmé tloha pfipadla natolik
jednoducha, Ze pocita¢ nepotiebovali. Michala metodou pokus omyl nasla vSech
16 teseni, Vaclav své promyslené feseni uvedl takto:

Jak to mizu udeélat?

162 + 8y = 240

r=0=y=30

r=1=y=28

r=15=y=0

Minimdlne mdm 0 od jednoho a 15 od druhého. Pocet krokiu od 0 do 15 je 16,
protoze 16 je celociselnym ndsobkem cisla 8. Moznosti je 16.

Reseni 74k, ktefi pracovali s poc¢itacem, byla metodicky také rozdilni. Né-
ktefi Zaci i s pocitacem pracovali v podstaté metodou pokus—omyl, néktera reseni
vSak byla promyslené. Tak napfiklad Ale§, ktery pracoval jako jediny s progra-
mem Derive, pouZil moznost vykreslit graf funkce a na dotaz, pro¢ tlohu fesil
takto, Tekl, Ze vidi, Ze je to linedrni funkce. Pfesto z jeho feSeni nebylo jasné,
zda ostatni feSeni tipoval nebo opravdu ,vidél“.

Po skonceni prace se zadanim této tlohy jsme v obou tfidach ilohu obménili.
Zadéni zustalo stejné, pouze jsme zménili cenu 16 Ké na 17 K¢&. Ve skupiné A tuto
ulohu nevyftesil nikdo celou, jen osm déti si uvédomilo, Ze fesenim je evidentné
moznost 0 - 17 + 30 - 8. Druhé feseni, tj. 8 - 17 + 13 - 8 nenasel nikdo, protoze
metoda ,pokus omyl“ trvala prili§ dlouho. Vladimir vSak chtél po vyucujici, aby
vysvétlila, jak by mohl postupovat a rovnici fesit obecné. Zapsal si
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8z + 17y = 240
240 — 17y
r=——"
8y

=30-—2y— 2

u=0 wu=1 wu=2
u:% yjesudé y=0 y=8 y=16 nelze.
z=30 z=13 x=-4

8u =1y
8xr 4+ 136u = 240
z=30—17u

Cely postup vsSak zajimal jen jeho, ostatni Zaci ho nepochopili.

Ve skupiné B vyftesila druhou tilohu vétsina déti, celkem 11. Pouzili sva pred-
chozi feSeni a jen zaménili ¢islo 16 za 17. Rozdil oproti skupiné A byl v tom, Ze
6 zakt chtélo znat obecny postup a vyklad uditelky sledovali se zaujetim.

Za doméci kol zaci dostali nova zadani, kterd vedla na rovnice 8x + 17y =
= 250 a 8x + 15y = 250. Zajimavé na jejich feSeni domacich tkold bylo, ze dva
7éci se pokusili o obecné Feseni (i kdyZ ne tiplné) a vétsina z nich k FeSeni pouzila
pocitac.

3 ZAVER

Domnivame se, Ze v popisovaném piipadé bylo vyuziti pocitacu efektivni a vhod-
né. Ackoliv dvé studijni skupiny, v nichz jsme tlohy fesili, byly v podstaté pro-
spéchové srovnatelné, dosahli zaci vyuzivajici samostatné vypocetni techniku
prokazatelné lepSich vysledk. Za jesté cennéjsi pak povazujeme to, ze skupina
pracujici s pocitacem nasledné projevovala vétsi zajem o pochopeni teoretického
zézemi a jejich motivace ke zvladnuti podstaty problému byla na vyssi rovni
nez u téch zakt, kteri se — vétsSinou marné — o vyfeseni tloh snazili bez pocitace.
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MIKROEKONOMIE VE VYUCE MATEMATIKY

Daniela Bittnerova

Abstrakt

Prispévek poukazuje na duleZitost zatazovani vhodnijch aplikacnich uloh do zdkladnich
kurzi matematiky (nejen) na vysokych skoldch, konkrétné ekonomického typu. Tématem
jsou ulohy vedouci na vdzané extrémy redlnych funkci vice redlnych proménnych.

1 Uvop

Pri vyuce matematiky na vysokych skolach ekonomického zaméreni je vhodné
obcas zaradit ekonomickou interpretaci ur¢itého matematického postupu ¢i mo-
delu. Praxe ukazuje, ze naptiklad studenti vyssich ro¢niki, ktefi potiebuji v mi-
kroekonomii zaklady teorie vazanych extrémut zejména pfi feseni tiloh z oblasti
produkce a uzitku, nejen, ze toto ucivo jiz zapomnéli, ale casto se uc¢i zpaméti
prislusné vzorce, aniz by je propojili se svymi kdysi ziskanymi poznatky z hodin
matematiky. Je tedy uzitecné nejen studentlim vysvétlit piislusnou c¢ast teorie,
ale jiz pfi vyuce matematiky objasnit zavedené pojmy z ekonomického hlediska,
pripadné je ilustrovat na jednoduchych tlohach z praxe.

Cilem tohoto prispévku neni podat uceleny vyklad teorie nalezeni vazanych
extrému funkce vice proménnych, ale ukazat mozny pristup k postupnému ob-
jastiovani ekonomickych pojmi pfi hodinach matematiky v prvnich roc¢nicich
vysokych skol ekonomického zaméteni, vysvétlit spojitost mezi studovanou ma-
tematickou teorii a konkrétni ekonomickou situaci a presvédcit tak studenty, ze
matematiku budou potiebovat i v odbornych predmétech.

2 POZNAMKY K TEORII

Pri feSeni optimaliza¢nich ekonomickych problému jde o nalezeni hodnot jedné ¢i
vice nezavisle proménnych veli¢in, pfi nichz dany trzni subjekt optimalizuje svou
cilovou funkci. Ekonomické veli¢iny popisujici v praxi rtizné ukazatele (napf. vy-
roby) jsou zavislé na uréitém mnozstvi podminek, které je ovliviiuji. Tyto veli¢iny
mizeme matematicky vyjadrit pomoci reidlné funkce vice realnych proménnych
y = f(x1,x2,...,x,). Tato tzv. funkce uzitku je zévisla na subjektu.
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V ptipadé optimalizace dané veli¢iny mizeme pouzit postup pii hledani lokal-
nich extrému funkce vice proménnych. V ekonomické praxi navic byva prislusna
optimalizace omezena finan¢nimi moznostmi daného subjektu, poctem pracov-
nikd, skladovacimi prostory atd. Tyto tlohy lze prevést na tlohy, kdy hledame
lokélni extrémy s omezujicimi podminkami, tzv. vazané extrémy.

7 ekonomického hlediska je nutné, aby se zmény vsech ukazatelt ovliviiujicich
vyslednou veli¢inu promitly pouze v malé zméné této vysledné veli¢iny, neboli
aby celkovd zména dy funkce y = f(x1,x2,...,2,) byla ddna souctem efektii
zmény kazdé uvazované veli¢iny x1, xo, ..., x,. Funkce vyskytujici se v ekono-
mickych modelech byvaji prevazné polynomy k-tého stupné, nejcastéji kvadra-
tické formy, nékdy racionalni, logaritmické atd., tedy funkce, které maji spojité
parcialni derivace prvniho fddu podle vSech proménnych na jisté oteviené mno-
7zing  # M C R". Celkovou zménu dy funkce y = f(x1,z2,...,z,) miZeme
tedy vyjadrit pomoci totalniho diferencidlu této funkce v bodé X € M, X =
= [1171,1'2, . ,SEn].

Nutnou podminkou existence lokalnitho minima ¢i maxima dané diferencova-
telné funkce f: M — R, M C R", ve vnitinim bodé B € M je df(B) = 0. V feci
ekonomi to znamena, Ze ur¢itd ekonomicka c¢innost, ktera je charakterizovana
veli¢inami x1, zo,...,Z,, by méla byt provedena v bodé, v némz nereaguje ani
na malé zmény vstupnich veli¢in. Postacujici podminky pro lokalni extrémy lze
matematicky vyjadfit pomoci typu kvadratické formy d? f (B) (totélni diferencial
druhého fadu v bodé B). Spojitost parcidlnich derivaci druhého fddu v bodé B je
u funkci uzitku zarucéena typem funkce. V ekonomickych ucebnicich se vétsinou
postacujici podminky viibec neuvadéji.

Ekonomické funkce byvaji prevazné realné funkce dvou readlnych proménnych,
a proto pro feseni optimalizac¢nich tloh jistého typu mizeme pouzit znadmé véty
v modifikaci pro funkce dvou proménnych, a tim studentiim ekonomie vyklad
zjednodusit. Na tomto misté nechceme podat uceleny vyklad teorie, jiz mtzeme
najit v fadé ucebnic. Chceme také poukazat na nékteré problematické vyklady
v ucebnicich mikroekonomie.

3 UKAZKY EKONOMICKYCH PRIKLADU

Uvedme jednoduchy prfiklad maximalizace, na némz snadno studentim teorii
objasnime. Priklady tohoto tytu jsou uvedeny v bézné uzivané ucebnici mikro-
ekonomie [3]:

Pfiklad 1 (aplikace ekonomického modelu chovani domécnosti):

Pan Novak se rozhodl, Ze si doplni Satnik o kosile s dlouhymi a kratkymi rukavy.
Svou situaci vyhodnotil a sestavil funkei uzitku f(z1,22) = 821 —x% +629 —x%—i— 1.
Vypoctéme, z jakého ndkupu bude mit pan Novak maximalni uzitek.

(Pozn.: Zptsob, jakym si pan Novak sestavil funkei uzitku, nechdme na ekono-
mech.)
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Reseni: Zadan4 funkce uzitku je kvadraticka forma, ktera je definovand a spojita
v kazdém bodé mnoziny R?, kde také existuji spojité parcialni derivace prvniho

0
a druhého fadu. MiZzeme najit stacionérni body Fr 8 —2x1 =0, 8—f =6—
T €2
— 2x9 = 0, odtud z; = 4, 2 = 3. Pomoci parcidlnich derivaci druhého fadu se
mizeme presvédcCit, ze danéd funkce opravdu nabyva lokalniho maxima v bodé
[4; 3], které je soucasné i maximem globalnim (funkce nem4 jiné stacionarni body,

mnozina je oteviend, derivace vSude existuji).

Odpovéd: Pan Novdk ziskd maximdlni uZitek, koupi-li si 4 kosile s dlouhymi
a 3 kosile s kratkymi rukavy.

V Gvodu jsme poznamenali, ze praxe ekonomicky subjekt vice ¢i méné ome-
zuje, tedy Ze pii optimalizaci funkce uzitku musime uvazovat i dalsi podminky.
Tyto dlohy vyfesime pomoci vazanych extrémi.

Zajiméa nas, pro jaké hodnoty x1, xa, . .., x, bude funkce y = f(x1,22,...,2y)
optiméalni vzhledem k podmince g(x1,x2,...,x,) = 0. Dosazenim podminky do
dané funkce dostaneme novou funkci jedné ¢i vice proménnych, jejiz extrémy hle-
dame vyse uvedenym postupem. Toto dosazeni vSak nelze jednoznac¢né obecné
provést, proto ¢asto pouzivame tzv. metodu Lagrangeovych koeficienti,
jenz byva zkracené vysvétlovana v ekonomickych ucebnicich. Sestrojime novou
(Lagrangeovu) funkci tvaru L = f(z1,22,...,2n) + X - g(z1,22,...,2y), jejiz
proménné A se nazyva Lagrangevym koeficientem. Pak lze pfipomenout po-
jmy a vztahy tykajici se lokdlnich a vazanych extrému funkce dvou proménnych
a vysvétlit je studentiim v ekonomickém kontextu. Nutnou podminkou optima-
lizace jsou nulové vSechny parcialni derivace druhého fadu Lagrangeovy funkce
v bodé vCetné derivace podle \ (vazba), tedy

8;;?) = 8255) +X-gi(B)=0, i=1,...,n, aLa(AB) =0, (1)
kde g.(B) = %B)
VyfeSenim soustavy n rovnic a eliminaci A dostaneme konstantni pomér / ECB) .
: ﬁ pro vSechny proménné x;. Cinitelé agiZB) vyjadfuji mezni pFinos

veli¢iny z; pro funkci f, jez ma byt optimalizovana. Vidime tedy, ze sebe-
mensi zména kazdé veli¢iny z; ovlivni optimalizovanou funkci. Symboly g; znaci
parcialni derivace levé strany vazby g = 0 podle x;, mizeme tedy napsat to-
talni diferencial funkce g a polozit jej rovny nule. Jestlize zvétsime libovolné x;,
zmenSime ostatni proménné. Napiiklad, je-li prirtistek hodnoty x; roven dx; =
= 1, dostaneme ¢g; = —g1 -dx1 — ... — gi—1 - dzi—1 — giy1 - dTip1 — gn - day,
t = 1,...,n. Uvazujeme-li tedy omezeni g(z1,x2,...,z,) = 0, znamena to,
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ze zvySenim libovolné hodnoty veli¢iny x; snizime hodnotu ostatnich veli¢in
T1yeeoyTim1, Titly--+,Tn, & = 1,...,n. Tedy sniZeni meznich naklada veli-
éin x1,...,%i—1,Tit1, ..., Ty Vyvold zvyseni meznich nakladd veli¢iny x;. Proto
funkce g;(B) ve vySe uvedeném poméru vyjadiuji tzv. mezni naklady. Lagran-
geuv koeficient tedy z ekonomického pohledu vyjadiuje pomér meznich pfinosi
a nakladt pro vSechna z;.

Pfi optimalizaci (maximalizaci) v8ech hodnot x; musime tedy dodrzet, aby
pomér mezniho pfinosu libovolné veli¢iny x; veli¢iny k meznim nékladim spo-
jenym s timto zvySenim byl konstantni. Konstanta A udava tzv. stinovou cenu
daného omezeni. Z jeji vysoké hodnoty lze usoudit, Ze dojde k velmi podstatnému
zvyseni maximalizované funkce, odstranime-li zcela omezeni. Naopak z nizké
hodnoty stinové ceny omezeni vyplyva, ze odstranéni omezeni ma maly vliv na
hodnotu maximalizované funkce.

Vratme se k ptikladu 1, kdy pan Novak kupoval kosile.

Priklad 2:

Pan Novak pohledem do své penézenky a na ceny kosil zjistil, ze si mtze dovolit
koupit jen 5 kust. Vypoctéme, jaky ndkup bude pro pana Novéka optiméalni
vzhledem k danému omezeni.

Reseni: Optimalnim ndkupem pro pana Novaka je koupit co nejvice kogil. Funkce
uzitku je stejna jako v piikladu 1: f(x,y) = 8z —x> +6y—y*+1. Vatah x+y =5
vyjadiuje snizeni celkového poc¢tu koupenych kosil. Vzhledem k této podmince
musime nalézt nové hodnoty x a y, tj. nalézt maximélni hodnotu funkce uzitku
za dané podminky. Sestavime Lagrangeovu funkci L = 8z — z® + 6y — y® + 1 +
+ Mz 4+ y —5) a vypoéteme parcidlni derivace (jejich existence je opét zaruéena
vzhledem k typu funkce)

oL oL oL

—=8-2z+), —=6-2y+), = — 5. 2

. T+th o y+r Fy=oty (2)
VyfeSenim této soustavy dostaneme A = —2 a staciondrni bod [3;2]. Snadno se

presvédcime, ze vzhledem k omezeni byla optiméalni kombinace ndkupu zménéna,
snizila se i hodnota funkce uzitku z 26 na 24.

Odpovéd: Pan Novik bude mit maximdlni uZitek, koupi-li si 3 kosile s dlouhjmi
a 2 kosile s kratkymi rukavy.

Podivame-li se nyni readlné na vyse uvedené priklady, je zfejmé, ze pan Novak
si patrné bude kupovat celé kosile, a Ze tedy jde o zcela diskrétni situaci, pro jejiz
feSeni se vyuziva spojita funkce. Proto je pouziti vySe zminéné teorie diskuta-
bilni. Zda se, ze vhodnéjsi ukazkou aplikace teorie vazanych extrémi v ekonomii
jsou napriklad tlohy vedouci na minimalizace nakladi, optimalizac¢ni tlohy po-
uzivajici rizné aplikace Cobbova-Douglasova modelu produkce [1], feSeni ¢asové
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naroc¢nosti rtizné ¢innosti v ekonomickém podnikani apod. Podivejme se z tohoto
hlediska na nasledujici priklad:

Pfiklad 3 (modifikovana dloha — ,libreto“ pochazi z uéebnice [3]):
Alain pracuje v tovarné a miluje vino, jehoz domaéci vyrobé vénuje vSechen sviij
volny ¢as. Casovy fond, ktery ma mési¢né k dispozici, je 150 hodin. V tovarné
Suroviny k vyrobé vina ziskava zdarma od svého pritele vinare, proto ho vyroba
stoji jen ¢as. Domaéci vino je kvalitou srovnatelné vinu na trhu, jehoZ cena je
300 euro. Vypoctéme, kolik casu stravi Alain v tovarné, kolik vyrobou vina
a kolik vina mési¢né vypije, jestlize se chova racionalné na principu maximalizace
svého uzitku, ktery lze matematicky vyjadrit uzitkovou funkci u

1
u(s,t) =Ins+ 5 Int, (3)

kde s je mési¢ni spotifeba v litrech, ¢ volny ¢as v hodinach. Produkéni funkce je
tedy rovna y = f(t,) = 10(t,)*", kde y je mnozstvi vyrobeného vina v litrech,
t, pocet hodin stravenych pfi jeho vyrobé (mésicng).

Reseni: Hleddme maximum uzitkové funkee (3), kde s = = + 10(¢,)*?*, za pod-
minky ¢+ t, + ¢, = 150, coz je soucet Alainova volného Casu ¢, Casu straveného
vyrobou vina ¢, a ¢asu strdveného v zaméstnani ¢,. Podminky omezujici roz-
pocet jsou dany vztahem 300z = 300 + 50t,. Celkem tedy hleddme maximum
funkce u(x,ty,t) vazané podminkou ¢ + ¢, + t, = 150. Postupnym dosazenim
vyse uvedenych vztahd upravime uzitkovou funkci na tvar

1
u(z, ty, tp) = In [z +10(2,)"'] + 5 In(150 — t, — t,) (4)
a vytvorime Lagrangeovu funkci
1
L(z,ty, tp, A) = In [z + 10(t,)*"] +5 In(150 —t, —t,) + (3002 — 50t, —300). (5)

Vypoétem zjistime, Ze maximum nastane v bodé [z, t,, tp] = [12,45;7,32;68,71].
Dale muzeme spocitat, ze Alain stravi v tovarné 68,71 hodin, pfi vyrobé vina
7,32 hodiny a zbude mu 73,97 hodin volného casu.

4 ZAVER

P1i omezeném rozsahu tohoto prispévku neni mozné publikovat podrobnou teo-
rii vazanych extrému a detailni vypocty jednotlivych tloh. Jde pouze o zamys-
leni nad vhodnou volbou aplika¢nich tloh. Ucebnice ekonomie nepisi matema-

tici, proto v nich obc¢as nalezneme z matematického hlediska néjaké neptesnosti.
Budou-li mit studenti moznost proniknout jiz v zdkladnich kurzech matematiky



74 Daniela Bittnerova

do ekonomickyjch aplikaci a pochopit prislusné souvislosti, budou schopni na
tyto nepresnosti reagovat. Zaroven zjisti, ze se v matematice neuci jen prazdné
pojmy, které k nicemu nepouziji, coz ¢asto od nich slychame.
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REALNE EXPERIMENTY VE VYUCE MATEMATIKY

Pavel B6hm, Jakub Jermar

Abstrakt

V' clanku prindsime konkrétni ndméty na ilustraci matematického uciva, zejmeéna nej-
ruznéjsi funkce a prdci s grafy. Naméty byly odzkouseny za vyuZiti skolnitho experimen-
talntho systému Vernier, jsou vhodné predevsim na ilustraci a oZiveni matematiky na
strednich skoldch, nékteré jednodu$si se mohou uplatnit i na zdkladni skole, sloZitéjsi
naopak na skoldch vysokych.

1 Uvop

Neékteré ¢asti vyuky matematiky mizeme na zakladni i stfedni skole pohodlné
a rychle ilustrovat pomoci pfirodnich zakont, které najdeme ve svété kolem nas
doslova na kazdém kroku. Mize jit napiiklad o préci s grafy, pfimou a nepfimou
amérnost, exponencialni a logaritmické funkce, sinus a podobné. Staci pak jenom
vypujcit si od kolegti ptrirodovédci vhodné senzory.

Skolni experimentélni systém Vernier [1] nabizi desitky vhodnych senzorti,
které mtizete pripojit bud k poditaci s dataprojektorem, nebo k prenosnému
rozhrani Vernier LabQuest. Spolu s promyslenym softwarem, ktery je v ¢estiné,
dovoluje Vernier vyrazné ozivit a zefektivnit vyuku nejen v biologii, chemii ¢i
fyzice, ale také v hodinach matematiky nebo ICT.

Software uz ve své Lite verzi, ktera je zdarma, obsahuje mnoho nastroji pro
analyzu dat. Naméfené hodnoty lze vSak také exportovat napiiklad do Excelu,
mizeme tedy pomoci ziskanych dat ucit zaky vyuzivat i dalsi nastroje.

V tomto clanku prinasime konkrétni naméty na ilustraci matematického
uCiva, zejména nejruznéjsi funkce a praci s grafy. Obecny popis vyhod a rizik
spojenych s vyuzivanim dataloggert ve vyuce najdete v [2].

2 PRACE S DATY A GRAFY

Prace s daty a jejich grafickym znazornénim se tyka vlastné vsech méfeni s Ver-
nierem, at uz jde o zkoumani zavislosti teploty na Case, intenzity svétla na vzda-
lenosti od zarovky, nebo tfeba zavislosti tlaku plynu na jeho teploté.
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Obr. 1 Ukézka nékterych senzoru Vernier, vlevo datalogger LabQuest s dotyko-
vym displejem

Pro libovolné méteni lze provadét zakladni statistiku jako je odecitani maxim
a minim, urcovani praumeéri, na stfedni Skole mizeme pridat vypocet smérodat-
nych odchylek, prokladani primek a podobné.

Naméiend data lze vyuzit i ve viuce ICT. Zaci si mohou vyzkouset vytvéafeni
grafti naptiklad v Excelu namisto originalniho softwaru Vernier. Mtzeme také
chtit, aby naméfené hodnoty kriticky porovnali s daty uvedenymi na internetu
nebo v tabulkach, pfipadné je v ramci projektt publikovali ve formé webovych
stranek nebo posterti zdobicich skolni chodby.

3 AKTIVITA ,NAPODOBOVANI PREDLOHY*

Maji-li zaci, zejména na zakladni skole, potize s propojenim realné situace s gra-
fem, muzete zaradit hravou aktivitu ,napodobovani predlohy“. Po pfipojeni so-
naru (ultrazvukového ¢idla pro uréovani vzdélenosti, rychlosti a zrychleni) mi-
Zete nechat softwarem Vernier ndhodné vygenerovat graf (pfedlohu) zavislosti
polohy na ¢ase. Ukolem zakt potom bude pohybovat se (nebo v nékterych ¢aso-
vych asecich naopak stat) pred sonarem tak, aby co nejvérnéji graf napodobili.
Tato aktivita obvykle zaky hodné bavi, pfitom nenasilné buduje a posiluje di-
lezité dovednosti.

4 MATEMATICKE FUNKCE

V nasledujicich odstavcich jsou stru¢né uvedeny konkrétni ndméty na ilustraci

fady matematickych funkci. Pro pohodli ¢tenaft hned také uvadime kédy sen-
zortl, s nimiz jsme experimenty provadéli, tak, jak jsou uvedené v [3].
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4.1 PriMA UMERNOST, LINEARNf FUNKCE
4.1.1 OHRIVANI VODY V RYCHLOVARNE KONVICI

Potiebujeme néktery z teploméri Vernier [4], nap?. USB teplomér GO-TEMP.
Piikon rychlovarné konvice je veliky (obvykle 1,5 kW az 2,5 kW), mira ochla-
zovani je pri takto rychlém ohfevu zanedbatelna. Za jednotku Casu se proto do
vody dostane vzdy zhruba stejné mnozstvi energie, voda je tak ohfivana kon-
stantni rychlosti.

4.1.2 ZAVISLOST TLAKU NA VYSCE (VE VZDUCHU) NEBO NA HLOUBCE (VE
VODE)

Potrebujeme barometr BAR-BTA. Hydrostaticky tlak roste linearné s hloubkou,
kazdy centimetr zhruba o 100 Pa. Pro malé vysky miizeme povazovat za line-
arni rovnéz pokles tlaku vzduchu s rostouci vyskou (ve skutecnosti je pokles
exponencialni). V. CR odpovid4 kazdému metru pokles zhruba o 10 Pa.

4.1.3 ZMENA TLAKU PLYNU PRI ZMENE TEPLOTY

Potiebujeme teplomér (napi. GO-TEMP), dopliikovou sadu k tlakovému cidlu
PS-ACC a barometr BAR-BTA, pripadné tlakové cidlo GPS-BTA. Stavovéa rov-
nice idealniho plynu popisuje souvislost mezi tlakem p, objemem V' a termody-
namickou teplotou 7T p? = konst.

Pii konstantnim objemu (je-li plyn uzavien napiiklad v pevné sklenéné na-
dobce) tak ziskdme linedrni zévislost tlaku na teploté: p(T') = konst. - T'.

4.2 NEPRIMA UMERNOST
4.2.1 ZMENA TLAKU PLYNU PRI ZMENE OBJEMU

Potrebujeme doplrikovou sadu k tlakovému cidlu PS-ACC a barometr BAR-BTA

nebo tlakové ¢idlo GPS-BTA. Podobné jako v piredchozim pripadé ze stavové rov-

konst.
nice idedlniho plynu ziskdme pii konstantni teploté tento vztah: p(V) =

Pro ziskéni grafu nepfimé tméry staci tedy k tlakovému ¢idlu prisroubovat spe-
cidlni injekéni stiikacku se zavitem (je soucésti doplitkové sady k tlakovému
senzoru PS-ACC) a prométit tlak pii rtizné stlaceném pistu.

4.3 POKLES S KVADRATEM VZDALENOSTI
4.3.1 ZAVISLOST INTENZITY SVETLA NA VZDALENOSTI OD ZAROVKY
Potrebujeme luzmetr LS-BTA nebo jednoduchou svételnou sondu TILT-BTA.

Intenzita svétla vydavaného bodovym zdrojem klesé s druhou mocninou vzdale-
nosti, coz Ize velmi pfesné proméfit pomoci luxmetru nebo levného ¢idla TILT-
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BTA, které neni nakalibrované na méfeni v luxech, ale pro méfeni relativnich
zmén intenzity svétla postaci.

4.4 POKLES S TRETI MOCNINOU VZDALENOSTI
4.4.1 ZAVISLOST MAGNETICKE INDUKCE NA VZDALENOSTI OD MAGNETU

Potrebujeme teslametr MG-BTA.

4.5 EXPONENCIALNI FUNKCE
4.5.1 RADIOAKTIVNI ROZPAD

Potrebujeme zdroj s kratkym polocasem rozpadu a detektor radiace DRM-BTD,
pripadné lze vyuZit oblibeny cesky detektor Gamabeta a propojit ho s Vernier
LabQuestem [5]. Tento experiment je vhodny také k demonstraci ndhodného
chovani, které se pti velkém poctu opakovani fidi statistickymi zakonitostmi.

4.5.2 VY¥SKA, DO KTERE SE DOSTANE SKAKAJICI MIC (A JINE DEJE S TLU-
MENIM)

Potrebujeme sonar GO-MOT nebo MD-BTD. Sonar umistime do vysky dva az
tFi metry a nechame pod nim skakat mi¢ z vySky hpmax. Po nékolika odrazech pro-
vedeme analyzu maximalnich vysek, do kterych se mi¢ dostava po jednotlivych
odrazech. Protoze koeficient ttlumu je pro kazdy odraz zhruba stejny (napii-
klad K = 0,8), plati pro vysku odrazu v zavislosti na po¢tu odrazii n vztah
h(n) = hmax - K", tedy exponencidlni zévislost. Stejné to funguje s libovolnymi
tlumenymi déji, napriklad kmitdnim na pruziné. Tam si navic koeficient tlumeni
snadno muzeme sami nastavovat napriklad tim, Ze na zavazi kmitajici na pruziné
pripevnime ¢tvrtku vhodné velikosti, ktera pak zptsobuje vétsi ¢i mensi tlumeni
diky odporu vzduchu.

4.5.3 CHLADNUTI VODY V HRNKU

Potrebujeme magnetickou michacku STIR a néktery z teploméri Vernier [4].
Magnetickd michacka je zde dilezita, protoze hustota vody se méni v zavislosti
na teploté, coz bez michani negativné ovliviiuje vysledky experimentu. Mira
ochlazovani je tim vétsi, ¢im je vétsi rozdil teplot horké vody a okoli. Casova
zavislost teploty je exponencialni. Teplota se navic asymptoticky blizi k teploté
v mistnosti, mizeme tedy demonstrovat rovnéz asymptotické chovani.

4.5.4 STINENI SVETLA POMOCI FILTRU

Potrebujeme luzmetr LS-BTA nebo jednoduchou svételnou sondu TILT-BTA.
Postupné pouzijeme 0,1,2, ... aZ tfeba 32 vrstev igelitu (sta¢i obycejny sacek)
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umisténého mezi zarovku a ¢idlo. Intenzita svétla klesd exponencialné v zavislosti
na poctu vrstev.

4.6 GONIOMETRICKE FUNKCE
4.6.1 KMITANI ZAVAZI NA PRUZINE

Potrebujeme sonar GO-MOT nebo MD-BTD. Zavislost okamzité polohy zavazi
na Case méa sinusovy charakter. Nechame-li kmitat zavazi delsi dobu, mtzeme
soucasné pozorovat také exponencidlni pokles amplitudy.

4.6.2 BLIKANT ZAROVKY

Potrebujeme luzmetr LS-BTA nebo jednoduchou svételnou sondu TILT-BTA.
Ackoli to lidské oko nevnima, zarovky i zarivky ve skute¢nosti blikaji s frekvenci
100 Hz, protoze napéti v siti se harmonicky méni s frekvenci 50 Hz a k maxi-
malnimu proudu dochazi v hornim i dolnim ,,obloucku“ sinusoidy.

5 ZAVER

Prirodni védy poskytuji mnoho nazornych ukazek a experimenti pouzitelnych

ve vyuce matematiky, jejichZz uzitim muizeme zaktim pomoci nejen k lepSimu

pochopeni matematiky samotné, ale také k vytvareni mezipfedmétovych vazeb.
Vzhledem k nedostatku prostoru v tomto ¢lanku jsme uvedli pouze strucné

naméty bez podrobnéjsiho popisu. O podrobnéjsi navody si miiZzete napsat na
info@vernier.cz, nékteré naleznete také na http://www.vernier.cz/experimenty.
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MATEMATICKA GRAMOTNOST PREDSKOLAKA

Jana Cachova

Abstrakt

Prispévek se zabyvd matematickou gramotnosti predskoliku v dobé, kdy vstupuji do
pront tidy, tedy coby éerstvych prunidckid. Hledd moznosti, jak zjistovat droveri jedné
z jejich slozZek, sice pocetni gramotnosti. Poukazuje na to, Ze takovd informace je pro
ucitele dulezita — pro dobry a uspésny start jeho Zdkd do pruni tridy.

Cilem tohoto pfispévku je zaméfit se na moznosti zjisfovani trovné mate-
matické gramotnosti zakti na samém zacatku jejich skolni dochézky. Pdjde tedy
o matematickou gramotnost predskoldka na tplném konci predskolniho obdobi.
Podle F. Kufiny [1] je poédtkem rozvijeni matematické kultury Zdka pés-
tovani jejich matematické gramotnosti, tedy dobré fungovani mate-
matiky, kterou se uci. Pro vyucovani matematice v priméarni Skole, zv1asté
pro jeho Gspésny start na zacatku prvni tfidy, hraje dilezitou roli pravé otazka
arovné matematické gramotnosti zakt v dobé jejich vstupu do skoly. Rozhodné
je proto dilezité, zvlasté pro ucitele v prvnich t¥idach, ihned na zacatku skol-
niho roku poznat, co vSechno jednotlivi Zaci zvladaji, aby bylo mozné na tyto
dovednosti navazat a dale je adekvatné rozvijet.

Co vsechno lze pod pojem matematickd gramotnost predskoldka zahrnout?
Urcité je mozné mluvit o tzv. pocetni gramotnosti, ktera vypovida o pocatcich
vniméani kvantity, porozuméni kvantitativnim vyznamim slov jeden, dva, ...
a symbolt 1,2,..., pochopeni zacatku posloupnosti prirozenych ¢isel a nékte-
rych souvislosti, které vedou k operacim sc¢itani, odc¢itani, nasobeni a déleni.
Patii sem rovnéz prvky geometrického charakteru, které souviseji s orientaci
ditéte v prostoru (nahote, dole, vpravo, vlevo, ...) a se znalosti nékterych ge-
ometrickych tvartu. Obé slozky, pocetni i geometricka, se utvareji na zakladé
zkusenosti, které dité postupné nabyva hrou a komunikaci v rodiné a v matetské
skole. Testovanim geometrickych zkusenosti déti v prvni t¥idé se u nas pred lety
zabyvali Kufina, Tich4 a HoSpesov4 [2, 3]. Tento ptispévek se bude déle vénovat
pouze gramotnosti pocetni.

Zacatkem skolniho roku 2009/2010 jsem provedla Setfeni, které se tykalo
pocetni gramotnosti Cerstvych prvnackia. Détem bylo individualné zadavano osm
ukolti, které plnily predevsim tstné, ale z¢asti i pisemné (zaleZelo na jednotlivych
détech, nakolik byly schopné zaznamenat své odpovédi). Jednalo se o nésledujici
tkoly:
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Pocitej od jedné, kam az umis.

Zapis cislicemi, jak jsi pocital.

Kolik mas prstd na levé ruce?

Napis velké ¢islo.
Kolikjelal,2al,3al,2a3,3a7,5a6,10a10,12a 3,17 a67?
Kolik je 2 krat 2, 3 krat 2, 3 krat 97

Kolik je polovina z 10, tfetina ze 67 (Kolik dostanes, kdyz rozdélis 6 bon-
bént mezi sebe a dva kamarady?)

8. Precti: 10, 100, 1000, 1 000000, 69, 123, 7281.

N ot W

Celkem bylo do prvniho Setfeni zahrnuto 165 prvinaki. Polovina z nich do-
kézala pri svém pocitani po jedné prekrocit ¢islo padesat, témér polovina pak
zapsat vSechny dislice a sklddat z nich ¢isla druhé desitky. AZ na jediné dité
vSechny ostatni spravné urcily pocet prstti na ruce. Velkym cislem nékteré ro-
zumeély velkou d¢islici, jiné vsak i ¢isla na samém obzoru jejich individualniho
¢iselného oboru (napf. 1000000000 — nékteré umély pojmenovat zapsané ¢islo,
jiné pouze tusily, Ze bude hodné velké). Mnohé déti uz v zafi dokézi séitat dveé
Cisla, témér tretina z nich i s pfechodem pres desitku. Polovina déti dokaze urcit
polovinu z deseti, uréit tfetinu je vsak pro né prilis obtizné. Nékteré z déti dokazi
precist 1 vétsi Cisla — lépe se jim Cetly mocniny deseti, Cteni Cisel 69, popt. 123
souviselo s jejich aktualnim ¢iselnym oborem. 7 281 bylo pro déti velmi obtizné —
zvladlo je precist pouze devét déti.

Ve ¢tvrtém Gtvrtleti jsem pak Setfeni zopakovala (nyni jiz pouze pisemnou
formou) se 111 détmi (vSechny se Gcastnily i prvniho testu). Néasledujici ukazky
nabizeji vzajemné porovnani vysledk nékterych tkold na zac¢atku a na konci
skolniho roku (na vzorku 111 respondenti, ktefi se ic¢astnili obou dvou testit).

Napftiklad hned u prvni dlohy je vidét velky posun — jasné ptibylo déti, které
jsou schopné poéitat do 100 i vice — jejich pocet se zdvojnasobil (viz obr. 1 a 2).
Druhy tkol, ktery je na zacatku skolniho roku opodstatnéné zarazen, jelikoz
ruzné déti razné umély ¢i neumély pouzivat ciselné zapisy pro sva pocitani, uz
na konci skolniho roku zadny rozptyl odpovédi nevykazoval — vSechny déti se
v prvni tFidé naucily psat Cislice a skladat z nich ¢isla druhé desitky. Vesmés pak
jejich zapisy byly omezené ne neznalosti pouzivat spravneé ¢iselny znak, ale spise
oborem, ve kterém jsou schopné pokracovat v posloupnosti prirozenych ¢isel.
Jedinou vyjimkou byl pfechod pres 100, resp. 109 — nékteré déti nedokazaly
v zapisu vynechat nulu, takze zapisovaly 110 jako 1010, 111 jako 1011 atd.

Také u tlohy Kolik je 1 a 1 atd. je vidét posun — déti se vétsinou dobie na-
udily s¢itat dvé ¢isla v oboru do 20 (i s pfechodem pfes prvni desitku). V tloze,
ktera byla zarfazena az na konec — sice 17 + 6, tfikrat narostl pocet déti, které
ji zvlddnou, pfesto vice jak 60 % respondentt stile jesté tlohu nezvlada (viz
tab. 1 — v 1. fadku jsou uvedeny jednotlivé tlohy, ve 2. fadku pak pocty tspés-
nych Fesiteltl na zac¢atku skolnfho roku, ve 3. fadku pak na jeho konci).
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je 104 95 89 79 36 33 59 29 14
111 110 111 111 105 100 110 99 43
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Celkem zajimavé je porovnani vysledkt i u ilohy Cteni ¢isel (viz obr. 3 a 4) —
tady je dobfe patrné, ze ackoli se poCty spravnych odpovédi u jednotlivych ¢isel
zlepsily, nejedné se o systematickou zalezitost — pijde spiSe o pfirozeny zdjem
ditéte o vyssi Cisla a jejich zkusSenosti z bézného zivota nez o vliv Skoly.

100
%0
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60
80 -
40
30
20
10
o =
10 100 | 1000 | 12 | eo 123 | 7281
|o Eteni gisel: | 28 52 35 24 51 24 4

Obr. 3: Cteni &isel: (za¢atek skolniho roku)
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d0 4
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o A
10 100 | 1000 | 12 | eo 123 | 7281
[o Eteni diser: | 111 o7 65 a4 | 100 54 14

Obr. 4: Cteni ¢isel (konec skolniho roku)

Test chci s novymi prvnacky zopakovat na zacatku dalsiho Skolniho roku.
Ptvodni tkoly hodlam upravit, aby vice odpovidaly potfebam zjistovani irovné
pocetni gramotnosti zaka. Chtéla bych tak postupné sestavit test, ktery by po-
mahal ucitelim dozvédét se vice o irovni pocetni gramotnosti jejich novych zaki
a umoznil jim vice jejich praci individualizovat.
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Vysledky Setieni ukézaly, ze prviéacci toho umi hodné uz pri samém vstupu
do skoly. Domnivam se, Ze je nerozumné se v prvni t¥idé striktné omezovat na
obor do dvaceti, kdyz svét ¢isel, v némz dité Zije, je daleko bohatsi. Mnohé uci-
telky se boji jakéhokoli presahu, podle nich by jej déti nezvladly, protoze prece
v prond tridé se pocitd pouze do 20. Déti, které do Skoly vstoupily s urcitymi do-
vednostmi, nedostavaji vhodné podnéty, ptfiméiené jejich trovni. Pfitom i podle
J. A. Komenského sice
LXIII VZdy tedy je nutno zacinati od snadnéjsich a postupovati k nesnadnéjsim.

Ale také zaroven
XCV Nejdrive vidy celek, potom vétsi édsti; na konec castecky, jednu po druhé.

Uz v roce 1932 komentovali P¥ihoda, Tvrdek a Disman (Poéty na $kole prv-
niho stupné) [4] citaci Deweye a McLellana:

Podstatnou vadou pFirozenosti ... jest uzkostlivd péce o vyvoj ,jas-
nych predstav® ciselnych na samém pocatku vyucovani. Pri tom se
nepocita s pocetnimi zkusenostmi ditéte v dobé predskolni.

»Znd-lu dité cislo tri v pravém slova smyslu, jest opravdu kruté pro-
vddeét s nim neustdly dril po mésice a meésice na cisle pét a ,na vsem,
co se s nim dd délat‘ a po léta na cisle dvacet* (McLellan a Dewey).

Proto dbd nové pocetni vyucovani rozsiteni poctdarskych zkusenosti
ditéte v prunim Skolnim roce do sta, ba podle Deweye dokonce do
péti set, s presvédcéenim, Ze se pocitanim a kvantitativnim zachdzenim
s véecmi pojmy stdle vyjasniugi. . .

Rozhodné si nemyslim, Ze je nutné vyucovani matematice v prvni tiidé détem
ztéZovat, ale spiSe je vice diferencovat, individualizovat vyuku — hledat pro déti
takové podnéty, které skutecné odpovidaji trovni jejich vyvoje a umozni jim
zdravy rozvoj. Urcité se pak zvysi i zdjem déti o matematiku, protoze vice tloh
pak pro né bude zajimavou vyzvou, ne stale se opakujicim drilem.
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JDE TO DOKAZAT JINAK
NEZ MATEMATICKOU INDUKCI?

Emil Calda

Abstrakt

V prispévku je na konkrétnich prikladech ukdzdno, Ze v nékterych pripadech je mozné
misto dukazu matematickou indukci pouzit dukaz zaloZeny na vété o nejmensim prvku
kaZdé mnoziny prirozenych cisel.

Chcete-li néco dokdzat aspori v matematice, kdyz se vam to nepovedlo
v Zivoté, procvicujte se v dukazovych ulohdch!

Metoda dtikazu matematickou indukci patii v matematice k dtlezitym du-
kazovym prostfedkim a ani na stfedni skole se bez ni neobejdeme. S jeji pomoci
se dokazuje cela fada vét o posloupnostech, nékteré poznatky z kombinatoriky
a mnoha dalsi tvrzeni, v nichz vystupuji pfirozend cisla. Jak znamo, dikaz mate-
matickou indukei je zaloZen na nésledujici vété, ve které V(n) je vyrokova forma,
v niz proménnd n je pfirozené ¢islo:

Jestlize plati V(1) a pro kaZdé piirozené n plati implikace V(n) = V(n + 1),
potom pro viechna piirozend &isla n plati V(n).

Toto tvrzeni je disledkem jednoho z Peanovych axiémt pro prirozena cisla,
ale lze je také dokazat pomoci znamé véty, kterd je s timto axidmem ekvivalentni
a pro nékteré studenty srozumitelnéjsi: KazZdd mnoZina prirozenyjch cisel md
nejmensi prvek. Jejim uzitim dokazeme vyse uvedenou vétu tak, ze z jeji negace
odvodime spor; predpokladejme tedy:

Plati V (1), pro kaZd€ ptirozené éislo n plati implikace V(n) = V(n + 1)

a existuje aspor jedno prirozené &islo n tak, Ze V(n) neplati.

Podle tohoto predpokladu existuje mnozina M pfirozenych Cisel, pro néz
V(n) neplati. Oznacime-li m jeji nejmensi prvek, jeho? existence je zarucena,
potom V' (n) plati pro v8echna n < m, zatimco V' (n) pro vSechna n > m neplati.
Podle predpokladu V(1) plati, coz znamena, Ze 1 neni prvkem mnoZiny M,
takze je m > 1. Cislo m — 1 je tedy pfirozené, a protoze m — 1 < m, plati pro
né V(m —1). Tim jsme odvodili spor: zjistili jsme, Ze plati V(m — 1) a V(m)
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neplati, coz odporuje pfedpokladu, Ze pro v8echna pfirozena ¢isla n plati V(n) =
=V(n+1).

Uvédomme si nyni, ze provedenym diikkazem je naznaceno, jakym zptisobem
se da bez obvyklého postupu zalozeného na matematické indukci dokazat plat-
nost vyroku Pro vSechna pFirozend éisla n plati V(n).

Pfi dukazu tohoto vyroku vyjdeme z pfedpokladu, Ze V' (n) pro vSechna pfi-
rozena Cisla n neplati, a nejmensi prirozené ¢islo, pro které to nastane, oznac¢ime
m; je-li vyrok V(1) pravdivy, je éislo m — 1 pfirozené a plati V(m — 1), za-
timco V' (m) neplati. UkdZeme-li vSak, ze V' (m) plati, je tim odvozen spor a dané
tvrzeni je tak dokazano.

Pro ilustraci dokdzeme uvedenym postupem tii pomérné jednoduché véty;
nepochybuji o tom, ze vSichni studenti (a také ucitelé vetné mne) by k jejich
dtkazu pouzili metodu matematické indukce.

1. Dokazte, Ze pro vSechna prirozena cisla n plati:
1-242-2243.224 ...+ (n—1)-2"14n-2"=(n—1)-2"" 4 2.

Diikaz: Predpokléddejme, Ze existuje aspon jedno pfirozené ¢islo n, pro které
dokazovana véta neplati, a ozna¢me m nejmensi z nich. Je tedy

1-242:2243-254+ .. 4+ (m—1)-2"" 4 m.- 2™ #£ (m—1)-2"" 2.

Vzhledem k tomu, ze véta plati pro n = 1, je ¢islo m > 1, takze m — 1 je
pfirozené, a protoze je mensi nez m, plati

1-242-2243.254+ ... 4+ (m—1)-2""1=(m—-2)- 2" +2.
Zaroven vsak dostavame:

1-242:2243-2°+...+(m—1)-2"" " +m .27 =
=[(m=2)-2"+2]+m-2™ = (m—1)-2""" 4 2.

Porovname-li tento vysledek se souctem m séitanci uvedenym o par radkt
vyse, vidime, ze jsme odvodili spor. Dokazovana véta proto plati pro
vS8echna pfirozena ¢isla n.

2. Dokaite, Ze pro vSechna piirozend n je &slo 62" + 3"12 4 3" délitelné
jedenacti.
Diikaz: Predpoklddejme, Ze véta pro vSechna prirozend n neplati a oznacme
m nejmensi z téchto &sel; znamend to, ze &slo 62™ + 3™T2 + 3™ neni
jedenacti délitelné. Protoze pro n = 1 &islo 62 + 3% + 3 = 66 délitelné
jedenacti je, ¢islo m — 1 je prirozené a vzhledem k tom, Ze je mensi nez m,
plati, Ze jedenacti je délitelné i &islo 6™~ 2 + 3™+ 4 3m~1 Ukazeme nyni,
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7e ve sporu s tim, co jsme zjistili vyse, je i &slo 62 4+ 3™12 4 3™ délitelné
jedenacti. Plati totiz:

62" 4 3mT2 1 3m = 36-6>m243.3mH 1 3.3m7 1 =
= 3-[12-62"7% 4 3™ 4 3m 7 =
= 3-[(11+1)-6*m 237t 43771 =
= 33-6M 7243 (6™ 2 3mF 4 3m7l),

A protoze kazdy séitanec posledniho souctu je délitelny jedenécti, je déli-
telny jedendcti i jejich soucet, tj. ¢islo 62™ 4 3™+2 4 3™ Tim je dana véta
dokazéna.

3. Dokazte, ze v kazdém pravotihlém trojihelniku s odvésnami a,b a s pre-
ponou ¢ pro vSechna prirozend n > 2 plati a™ + b"™ < c".

Diikaz: Predpokladejme, ze existuje pravouhly trojihelnik s odvésnami a, b
a s pfeponou ¢, v némz aspoii pro jedno pfirozené ¢islo n > 2 plati a™ +
+b" > ¢". Oznac¢ime-li m nejmensi z téchto ¢isel, v tomto trojihelniku
plati a™4+b™ > ¢™. Protoze pron = 2 je a>+b? < ¢2, je &islo m > 2, takze
m — 1 je piirozené, a protoze je mensi nez m, plati a™ ! + ™1 < ¢m L
Pro soucet a™ + 0™, o némz jsme ukazali, Ze je vétsi nez ¢, plati

A"+ b =a-am bM< c(am_1 + bm_l) <c- "l =cm

O souctu a™ + b™ jsme tak zjistili, Ze je nejvyse roven ¢™; to je vSak ve
sporu s vysledkem uvedenym o par fadka vyse, kde je ukdzéano, Ze tento
soucet je vétsi nez ¢™. Tim je dikaz dané véty proveden.

Po tspésném vyteseni téchto prikladli je mozné ziskat dojem, zZe nebude
problém dokazat timto zptisobem i vétu:
Pro vsechna prirozend cisla n plati:

2 3 n—1
1 1 1 1 |
1+2(1+=2)+3(1+=) +4(1+=) +.. . 4n(14- = n?
n n n n

V mém piipadé se vSak ukazalo, Ze to problém je, nebot se mi to zplisobem
vysvétlenym vyse ani metodou indukce dokézat nepodatilo. (Pokud se nékomu
z uCastnika Setkdani 2010 podaii jednim z téchto zpusobu tuto vétu dokazat, byl
bych rad, kdyby mi to sdélil; na pfipadné odméné se jisté dohodneme.) Tato véta
je dokdzéna v [1] na zékladé toho, Ze leva strana rovnosti je soucet prvnich n
¢lenti aritmeticko-geometrické posloupnosti. Ukazeme si pro zajimavost jesté jiny
zpisob dikazu této véty — je zalozen na tom, zZe o ¢islu 1 4+ 1/n dokdZzeme, Ze
pro vSechna pfirozend n je kofenem rovnice

1422 + 322 +423 + ... +nz" ! =02
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Postupnymi tpravami levé strany této rovnice, ve kterych vyuzivame své znalosti
o derivaci mnohoc¢lenu a podilu, dostavame pro x # 1:

1+20+32° +42® + .. tna" =+ 2>+ 28+t + . 42" =
=[2(@" = 1)/(@ -] =" —2)/(z -1)) =
{4 " — 1]z — 1) — " 4 2} /o~ 1)2

Upravime-li posledni vyraz na tvar {1 — z"[1 + n(1 — z)]}/(z — 1)?, snadno
zjistime, ze po dosazeni x = 1 + 1/n je roven n?. Tento vysledek znamena, 7e
¢islo 14+ 1/n je kofenem uvedené rovnice, takze vskutku plati 1+ 2(1 4 1/n) +
+3(1+1/n)*+...+n(1+1/n)"* =n? ato pro viechna pfirozena ¢isla n.

V predchézejicich fadcich bylo ukézano, ze v nékterych ptipadech se dikaz
matematickou indukci d& nahradit diikazem zalozenym na vété o nejmensSim
prvku kazdé mnoziny piirozenych ¢isel. Kdyby u n€koho vznikl dojem, ze se
domnivam, Ze z uciva stfedni skoly by méla byt metoda dikazu matematickou
indukci vyfazena, dovoluji si mu sdélit, Ze se to nedomnivam! Smyslem tohoto
prispévku bylo ukazat, zZe nékteré véty, které plati pro vSechna prirozena ¢isla, je
mozné dokazat i jinym zptisobem nez matematickou indukei. Myslim, ze nebude
na skodu, kdyz jako ucitelé matematiky o této moznosti budeme védét.
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VYPOCETNI A KONSTRUKCNI ULOHY V PROSTREDI
E-LEARNINGU: ULOHY Z VYROKOVE LOGIKY

Ludmila Dostalova

Abstrakt

Tento prispévek se zamysli nad zpisoby, jak prevést dlohy vypodletni (vypodlty, upravy
vzorci) a konstrukéni (tabulky, grafy, diagramy) do prostiedi e-learningového systému.
Moznosti i omezeni tohoto prevodu jsou exemplifikovdny na prikladu tloh z vyrokové
logiky, plati vsak i pro ostatni obory s timto druhem 4loh, jako je matematika nebo
fyzika ¢i chemie.

1 Uvop

E-learningové systémy se v posledni dobé stale castéji stavaji platnou soucasti
vyuky, zejména tam, kde je jen omezend dotace kontaktni vyuky, nebo tam,
kde stale rostouci pocet studentti znemoznuje individualni pristup k vyuce.
E-learning tak nabizi moznost, jak pfi stale rostoucim poctu studentt zvladat
agendu spojenou se zadavanim a vyhodnocovanim samostatné prace studenti,
nebo naopak nabizi studenttim t¢innou pomoc pfi samostudiu, zvlasté tam, kde
chybi kvalifikovany tutor resp. kvalifikovana opora v socialnim zazemi.

Nékteré predméty vSak nejsou pro prevod do podoby e-learningového kurzu
vhodné. Jde o predmeéty, které nejsou zaloZeny jen na ziskavani encyklopedickych
znalosti. Takovymi predméty jsou matematika ¢i fyzika, kde je zvladnuti latky
podminéno schopnosti samostatné fesit tlohy nikoliv podat spravnou odpovéd.
Navic, pfi tomto feseni tlloh Casto neni podstatny ani tak vlastni vysledek, jako
cely postup feSeni. E-learningové systémy bez problému zvladaji ovéfovani fak-
tografickych znalosti, k némuz staci bézné testové otazky. V pripadé vypocetnich
a konstrukénich tloh vSak prosta kontrola spravnosti odpovédi, resp. vysledku,
nestaci: je tfeba zkontrolovat cely postup. Jisté, i konstrukéni a vypocetni tlohy
lIze prevést do podoby testovych otazek, takovy prevod vsak miva za nasledek
snizeni obtiznosti tloh.
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2 TYPY ULOH UPLATNOVANE V BEZNYCH E-LEARNINGOVYCH
SYSTEMECH

Bézné e-learningové systémy pracuji se ¢tyimi zakladnimi druhy testovych ota-
zek uzivanych jak pro testovani tak pro procvicovani: otazka s vybérem spravné
odpovédi, otazka ANO-NE, otazka s pfifazovanou odpovédi, otazka s dopliiova-
nou odpovédi, a jejich varianty.

Otazka s vybérem spravné odpovédi je nejbéznégjsi verzi testovych oté-
zek, zvlasté dobfe uplatnitelna pri testovani encyklopedickych znalosti. Student
spravnou odpovéd vybira z pfedem danych moznosti. Efektivita tohoto testovani
je pak zaloZena na nékolika aspektech. Prvnim z nich je mnozstvi moznosti — ¢im
vétsi je pocet moznosti vybéru, tim nizsi je pravdépodobnost tspésného zvlad-
nuti testu prostym tipovanim. Pfiméfenym poc¢tem moznosti se obvykle jevi pét.
Tuto situaci mize vyrazné zkomplikovat varianta, kdy je rizné mnozstvi sprav-
nych odpovédi — je-li z nabizenych odpovédi spravna pouze jedna moznost, je
pravdépodobnost tispésného absolvovani na zakladé tipovani mnohem vys$si nez
v pripadé, kdy u otazek muize byt spravné vice odpovédi, napt. i vSechny nebo
zéddna. Pricemz krajni moZnosti — zadné spravnd odpovéd, vSechny odpovédi
spravné — jsou pro studenty natolik psychologicky nepftijatelné, Ze je tispésné
zvlddnou pouze prfi skutecné stoprocentni znalosti. Poslednim faktorem, ktery
mize vyrazné ovliviiovat ispésnost studentti, je poradi odpovédi — pii spravné
volbé poradi odpovédi lze studenta zavést k souhlasu s odpovédi, se kterou by
pfi podrobnéjsim zamysleni nesouhlasil nebo naopak ho odpoutat od odpovédi
spravné. Ve vsech téchto pripadech ale plati, Ze spravnost odpovédi ovliviiuje
nejen aktualni znalost studenta, ale i jiné faktory — nabizené moznosti obvykle
studentovi napovi nebo ho jinak navedou.

Rozhodovaci otazky ANO-NE se co do vyuziti neli§i od vybérovych ota-
zek. Jsou naroc¢né pro vyucujiciho, protoze musi byt poloZeny zcela jednoznacné
a nepripoustét zadnou tfeti moznost. Naopak situace studenta je snazsi — prav-
dépodobnost vybéru spravné odpovédi tipovanim je vyssi, nez pti vybéru z vice
moznosti. Tuto nevyhodu lze castecné eliminovat opakovanim téze otazky s riiz-
nymi hodnotami, ovSéem jen v ptripadé casové nenarocné tlohy, protoze mnozstvi
opakovani musi byt pomérné vysoké. Narozdil od pisemnych testtt mohou rozho-
dovaci otazky v elektronickém prostfedi vytvorit novy druh tloh, pokud jsou na
sobé zavislé a zvolend odpovéd ovliviiuje vybér otdzky dalsi (jako pii uréovani
rostlin podle botanického klice). Takto lze pti vhodné usporddaném systému oté-
zek mérit nejen spravnost—nespravnost vysledku, ale i miru chyby podle toho,
kdy doslo k odklonu od spravného feseni.

Otazky s doplnovanou odpovédi — jedna se o otazky, kde student sprav-
nou odpovéd vyplni do textového pole. V tomto pfipadé neplati, Ze by nabidnuté
moznosti studentovi testovani ¢i procvicovani usnadnovaly, protoze zddné ,na-
povédi“ nejsou k dispozici. Na druhou stranu se ale tyto otazky obtiznéji zpra-
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covavajl — tentokrate musi byt otazka poloZzena nejen jednoznacné, ale dokonce
tak, aby pripoustéla jen jednu spravnou odpovéd. Navic odpovéd jednoznacné
specifikovanou. Vyhodnocovani pak musi uvazovat vSechny varianty formulace
této spravné odpovédi. To znamena, ze v elektronickém prostiedi se tézko vyu-
Zivaji, protoze spravnd odpovéd tu muZe byt vyhodnocena jako chybnd jenom
proto, ze student pouzil formulaci, kterd vyucujictho nenapadla, nebo dokonce
proto, Ze se preklepl.

Otazky s prifazovanim spravné odpovédi — jsou v podstaté analogické
situace otazek s vybérem spravné odpovédi. Lisi se pouze tim, Ze vybéry jsou
tentokrat zavislé, tj. jedna chybné pfifazend odpovéd znemoziiuje dalsi spravné
prifazeni, takze vysledek je daleko zavislejsi na spravné znalosti a pravdépodob-
nost aspésného absolvovani jen tipovanim je nizka. Tuto pravdépodobnost lze
jesté vyrazné snizit, pokud pocet otdzek a odpovédi nebude v poméru jedna
k jedné, popt. pokud k nékteré nabidce nebude existovat spravné prifazeni.

3 VYPOCETNI A KONSTRUKCNI ULOHY V PROSTRED{
E-LEARNINGOVYCH SYSTEMU: VYROKOVA LOGIKA

Prevod vypocetnich a konstrukénich tloh do prostiedi e-learningového systému
v podstaté znamena prevod téchto tloh na testové otazky. To se déje tak, Ze stu-
dent tillohu nejprve vyfesi na papife a svou odpovéd pak zad4 do e-learningového
systému. Toto FeSeni vSak umoznuje jen kontrolu spravnosti vysledku, nikoliv
postupu. A rozhodné neprovéruje schopnost zvolit efektivni metodu feSeni. Ale
i tyto cile lze prostrednictvim testovych otazek aproximovat. Metody téchto
aproximaci a jejich rtzné aspekty lze ukazat na ptikladu tloh z vyrokové lo-
giky. Tti zékladni typy tloh jsou — rozpoznavani spravné utvotfenych formuli
(znalostni tloha), konstrukce tabulky pravdivostnich hodnot (konstrukéni tloha)
a transformace na normélni formy (vypocetni tloha). Jedn4 se o ilohy analogické
tlohdm v matematice ¢i fyzice.

3.1 ZNALOSTNI ULOHY: ROZPOZNANI SPRAVNE UTVORENYCH FORMULI

V pripadé znalostnich tloh Ize v e-learningovych systémech snadno nejen ové-
fovat ziskanou znalost, ale i ji procvicovat. Rozpoznavani spravné utvorenych
formuli je pfikladem takové tlohy. V zakladni podobé€ se jedna o trivialni testo-
vou otazku s odpovédi ANO-NE:

e SUF-1. kategorie: Rozhodovaci otazka
Rozhodnéte, zda je zadany vyraz spravné utvorenou formuli vyrokové lo-

giky.

K této zakladni podobé vSak lze formulovat alternativni zadani:

o SUF-2. kategorie: Otazka s vybérem spravné odpovedi
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Urdete které z vyrazii 1-n jsou/nejsou spravné utvoienou formuli vyrokové
logiky.

e SUF-3. kategorie: Otazka s vybérem spravné odpovédi
Urcete ktery z vyrazti 1-n vznikne ze zadaného vyrazu doplnénim na
spravné utvorenou formuli vyrokové logiky.

e SUF-4. kategorie: Otazka s dopliiovanou odpovédi

Dopliite zadany vyraz na spravné utvorenou formuli vyrokové logiky.

Kazdé z téchto ¢tyi kategorii tiloh se lisi od ostatnich a je jinak obtizna.
Zatimco prvni dvé provéruji pouze schopnost rozpoznat spravné utvorené for-
mule, tfeti a ¢tvrta provéruji i schopnost s takovym vyrazem aktivné pracovat,
piidemz tfeti tuto situaci usnadiiuje tim, Ze se spravné odpovéd vybird, zatimco
ve ¢tvrtém piipadé ji student musi skuteéné sdm aktivné utvorit (diky jedno-
znacnosti syntaxe vyrokové logiky tu otazka s dopliiovanou odpovédi nezpusobi
obvyklé nejasnosti pfi opravovani). Student se postupnym prochazenim vétsiho
mnozstvi otadzek tohoto druhu pomérné rychle vycviéi k rozpoznavani spravné
i chybné utvorenych vyrazi — testové otazky tu jsou vhodnym nastrojem testo-
vacim i didaktickym.

3.2 KONSTRUKCNI ULOHY: TABULKOVA METODA
Konstrukéni ilohy nelze procvicovat jinak, nez jako konstrukci, coz e-learningové
systémy neumoznuji. Nabizeji pouze moznost, jak tuto schopnost testovat, tj.
ovérit, zda student prislusnou konstrukci ovlada. Jako priklad lze pouzit tabulko-
vou metodu, tj. konstrukci tabulky pravdivostnich podminek formule. Zakladni
podoba tlohy je konstrukéni:

e TB-1. kategorie: Konstrukéni tiloha

K zadané formuli zkonstruujte tabulku pravdivostnich podminek.
e TB-2. kategorie: Konstruké¢ni tloha

Tabulkovou metodou rozhodnéte o jaky druh formule se jedna.

Pro potieby automatického testovani Ize tyto tilohy prevést do podoby testovych
otazek:
e TB-3. kategorie: Otazka s dopliovanou odpovédi
Doplite vysledny sloupec zadané formule.
e TB-4. kategorie: Otazka s vybérem spravné odpovédi.
Rozhodnéte, ktery z nasledujicich vyslednych sloupct vyjadiuje pravdi-
vostni podminky zadané formule.
e TB-5. kategorie: Otazka s vybérem spravné odpovedi
Tabulkovou metodou rozhodnéte o jaky druh formule se jednd (vybér

z moznosti tautologie/kontradikce/splnitelnd formule/vyvratitelna formu-
le).
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e TB-6. kategorie: Rozhodovaci otdzka (odpovéd ANO-NE)

Rozhodnéte, zda zadand formule je ¢i neni splnitelnd/kontradikce/tauto-
logie.

Ve vSech téchto pripadech musi student nejprve tabulku sdm zkonstruovat na
papife a pak zanést svoji odpovéd do e-learningového systému. Kazd4 z téchto
formulaci zadani vsak v sobé nese jisty aspekt, ktery tilohu zaroven zjednodusuje.

V prvnim piipadé (TB-3) student do volného policka doplni vysledny sloupec
tabulky. Kontrola tu je jednoznacna, zadani tlohy ale musi obsahovat zadani
vstupnich ohodnoceni, aby vysledné sloupce byly porovnatelné, takze zadani je
zaroven i navodem k feSeni.

Ve druhém piipadé (TB-4) student v odpovédniku testu zaskrtne moznost
se spravnym vyslednym sloupcem. Vzhledem k tomu, ze moznych vyslednych
sloupcii je 64, pak nabidka moznych odpovédi velmi pravdépodobné upozorni
na chybu, kterou pti konstrukci udélal.

Ve tfetim ptipadé (TB-5) student na zdkladé svého vysledku rozhoduje,
o jaky typ formule se jedné, a podle toho voli odpovéd. Omezeni moznosti vybéru
(vSechny mozné vysledné sloupce jsou zobecnény do t¥{ zédkladnich kategorii) sni-
Zuje Sanci, ze nabidnuté moznosti upozorni studenta na chybu. Je-li vSak zadana
formule splnitelna, pak studentova spravna odpovéd nemusi znamenat, Ze i jeho
konstrukce tabulky byla spravna. Je tedy vhodné volit jako zadani pouze tauto-
logie a kontradikce, coz je omezeni, které studenti zahy odhali.

Ve ¢tvrtém piipadé (TB-6) skuteéné zaddni Zadny névod neposkytuje. Opét
tu plati, Ze tento typ tloh ma smysl volit pouze pro tautologie nebo kontradikce.
A protoze se jedna o vybér pouze ze dvou moznosti, je tu vysokd pravdépo-
dobnost absolvovani na zakladé tipovani, nikoliv znalosti. Vzhledem k ¢asové
narocnosti konstrukce tabulky totiz nelze tuto nevyhodu eliminovat vyssim po-
¢tem stejnych tloh.

3.3 VYPOCTOVE ULOHY: TRANSFORMACE NA NORMALNI FORMY

Podobné jako konstrukéni, i vypocetni tllohy 1ze v e-learningovém systému pouze
testovat, nikoliv procvicovat. Jakykoliv prevod postupu feseni do podoby testo-
vych otazek nutné studenta omezuje v jeho volbé postupu reseni. Lze to ukazat
na tlohach transformaci formuli do normélni formy. V zdkladni podobé se jedna
o ulohu vypocetni, analogickou tpravam matematickych vyrazt ¢i feSeni rov-
nic. Hodnoceni spo¢iva nejen v kontrole spravnosti vysledku, ale i v kontrole
spravnosti celého postupu:

e NF-1. kategorie: vypocetni tloha
Pievedte zadanou formuli na konjunktivni nebo disjunktivni normalni for-

mu.

Pro potreby automatického testovani je lze prevést do podoby testovych otazek:
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o NF-2. kategorie: otadzka s dopliiovanou odpovédi

Dopliite vysledek transformace zadané formule do normalni formy.
e NF-3. kategorie: otdzka s vybérem spravné odpoveédi

Ktera z moznosti 1-n je normalni formou k zadané formuli.

Student nejprve provede transformaci na papir a do odpovédniku zapise vy-
sledek.

V prvnim pfipadé je tfeba brat do tvahy i alternativni zapisy spravného
vysledku (pofadi proménnych, konjunktivni i disjunktivni verzi vysledku atd.).
Tato varianta tlohy snadno odhali chyby, pokud je student v feSeni udélal, ne-
umoznuje vsak zohlednit skutecnosti jako napr. Ze student fesil tlohu spravné
(bez chyb), ale feSeni nedokonéil apod.

Ve druhém pfipadé student do odpovédniku zaskrtne moznost, kterd odpo-
vida jeho vysledku. Tato podoba zadani umoznuje zohlednit nedokonceni feseni
apod. tak, ze se tyto dil¢i vysledky objevi mezi moznostmi a je jim v hodnoceni
pridélena jind vaha nez vysledku koneé¢nému. Naopak ale usnadnuje studentovi
poznat, kdy ma v feseni chybu, protoze jeho vysledek pak mezi moznostmi neni.

4 ZAVER

Navrzena feSeni ukazuji, ze vypocetni i konstrukéni tlohy lze v podobé testo-
vych otazek do e-learningovych systému zahrnout. Obvykle vsak tato adaptace
s sebou nese i jistd omezeni, kterd usnadiuji feSeni: bud zadani musi byt zaroven
urc¢itym navodem pro feSeni, anebo vybér odpovédi studenta snadno upozorni
na jeho chybu. Déle, zvladnuti téchto tloh lze pomérné efektivné testovat, nelze
je vSak procvicovat. U¢innym FeSenim této situace by byly moduly, které by
jako soucast e-learningového systému umoznovaly kontrolu celého feseni, nejen
pouze vysledku. Pro tulohy z vyrokové logiky je takovych feSenim systém OR-
GANON vyvijeny na katedfe filosofie Zapadoceské univerzity v Plzni. Principy
v ném uplatnéné lze snadno adaptovat pro vyuku stfedoskolské matematiky
(upravovani vyraz, feSeni rovnic apod.), stejné jako pro vyuku fyziky (upravo-
véani vzorct, feSeni slovnich tloh) nebo chemie (sestavovani vzorcl a rovnic).

PODEKOVANT

Tento ¢lanek je vysledkem projektu OPVK ¢é. CZ.1.07/2.2.00/07.0217 ORGA-
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PODPORA VYUKY MATEMATIKY SPOJENIM GRAFU,
ANIMACI A TEXTU DO WEBOVE PREZENTACE
NA UTB VE ZLINE

Miloslav Fialka, Hana Charvatova

Abstrakt

Ustav matematiky Fakulty aplikované informatiky Univerzity Tomdse Bati ve Zliné
se dlouhodobé zabyva inovacénimi procesy ve vyuce matematickych predméti. Uvd-
dime webovou prezentaci, jejimZ cilem je podporit vyuku v predmétu Matematika 1,
obsahugicim diferencidlni a integrdlni pocet funkci jedné proménné, a v predmétu Ma-
tematika 2, obsahugjicim diferencidini a integrdlni pocet funkci vice proménngch, viz
http: //www.ft.utb.cz/czech /um/fialka/information.html. Po jejim dokonceni by mohla
byt vyuzitelnd i pro univerzity s inZenyrskymi obory. Studenti nasi univerzity hodnoti
takovou vyuku velmi dobre.

1 Uvop

Cilem pfispévku je ukazat rozpracovanou webovou prezentaci — HTML prezen-
taci, ze které perspektivné vznikne dynamicky generovand webova prezentace
(dale jen WP) vyuzivajici volné dostupného databazového systému MySQL,
kterd podpofi inovac¢ni procesy vyuky matematiky. Jde o matematiku predné-
Senou vétsinou v prvnim a druhém semestru na vysokych skolach technickych,
ekonomickych a zemédélskych.

V prispévku ukdzeme prvni vytvorené sekvence rozpracované WP z celko-
vého rozsahu néco pres 100 ukazek pripravovaného objemu WP. Nékteré ukazky,
zv1asté ty, které obsahuji i animace geometrickych utvard, jiz vyuzivame pri
PC promitani dataprojektorem ve vhodnych partiich vyuky matematiky jak na
prednaskach, tak v seminafich pro predmét Matematika 1 v 1. semestru, jenz
je podporovan skripty [1], i pro pfedmét Matematika 2 ve 2. semestru, ktery je
podporovén skripty [2, 3], a to na Univerzité Tomése Bati ve Zliné na Fakulté
aplikované informatiky. Jsou realné predpoklady vyuzit WP rovnéz na dalsich
tfech fakultach, kde nas tstav zabezpecuje vyuku matematiky obsahujici zhruba
stejnou latku, a to naFakulté technologické, na Fakulté ekonomiky a manage-
mentu i na nové vzniklé Fakulté logistiky a krizového fizeni v Uherském Hradisti.
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V dobé, kdy ke studiu na vysoké skoly piichazi stale jesté velky pocet stu-
dentt z rozdilnych typt stfednich skol i s velmi rozdilnou hladinou vstupnich
védomosti a dovednosti, se na nasem tustavu snazime, aby v nich matematika
povzbudila chuf k tviréimu mysleni.

2 HrLAVNI VYSLEDKY

Rozhodli jsme se spojit pfednosti obrazového i textového dokumentu do jednoho
didaktického prostredku — webového dokumentu v jazyce HTML. WP obsahuje
na promitané strance zleva doprava nasledujici polozky. Vlevo je zmensenina
obrazku jako hypertextového odkazu na jeho celostrankovou projekci. Déale je
to popf. ¢islo obrazku a jeho pracovni nazev (lze jej vynechat a uSetfit $itku
stranky). TTeti zleva je titulek obrazku (jako charakteristika jeho obsahu) a ko-
necné zcela vpravo je umisténa animace obrazku (jde-li o vhodnou prostorovou
situaci t¢elnou pro jeji pouziti).

Zvlastni pozornost jsme vénovali titulkim WP. Snazili jsme se o jeho maxi-
malni struc¢nost, ale zaroven i o srozumitelnost pti zachovani jeho terminologické
presnosti. Tak je jeho sdéleni nezdvislé na skriptech [1, 2, 3], k nimz byly obréazky
ptvodné vytvofeny.

WP zahrnuje uéivo ke zminénym skriptum, kde je obsazen jak diferencialni
pocet funkci jedné proménné, tak integralni pocet funkci jedné proménné a po-
dobné pro funkce vice proménnych.

WP je obsahové a strukturalné koncipovan dostatecné obecné i dynamicky.
To umoznuje snadnou modifikaci jeho struktury i dat. Oddéleni obsahu od formy
dynamickym pfistupem zvysuje dalsi potenciadlni vyuziti WP.

Stejné jako skripta uvedena v odkazech, také titulky ve WP obsahuji mate-
matické znaky a znadky, které jsou ve shodé s platnou Ceskou technickou normou
CSN ISO 31-11 z roku 1999 [4].

Dobfe vime, ze u Sirsi odborné vetejnosti neni dostateéné povédomi o jeji
existenci. P¥ekvapuje nds to zvI4st u autort stiedoskolskych uéebnic matematiky
i fyziky, ktefi tuto normu zcela opomiji.

Webovou prezentaci jako didakticky prostiedek je dobré i pres jeji atraktiv-
nost pouzivat ve vyuce prfimérené. Vyucujici musi pocitat s dostatecnou ¢asovou
pripravou na promitani. Musi rovnéz dikladné zvazit nacasovani i pfiméfenost
délky projekce, kterou je nutno vcas vystiidat jinou formou vyuky. Popsana WP
slozend z obrazki, vystizného titulku s matematickou symbolikou a z animaci
je atraktivnim didaktickym prostfedkem. Domnivame se, Ze by mohla byt po
nékterych vylepsenich vyuzitelna rovnéz na univerzitach s inZzenyrskymi obory.

Nyni uvedeme nékolik ukazek z nasi WP.

7 dosavadnich dotaznikovych pruzkumu vyplyvéa, ze takovato vyuka podpo-
rovand WP je hodnocena v predmétu Matematika 1, resp. Matematika 2 pru-
mérnou ¢iselnou hodnotou 1,44, resp. 1,46. To je nejblize hodnoceni B = velmi
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Obr. 1: Vybrané ukazky z webové prezentace
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dobte ve standardni stupnici ECTS, kterou jsou studenti pfi zkouSeni rovnéz
hodnoceni. Podobné tomu bylo i u hodnoceni skript.

3 ZAVER

Vizualizovany vystup v podobé WP zefektivni a zatraktivni vyuku obou zminé-
nych dtlezitych predmétt bakalaiského studia, pricemz jen na UTB ve Zliné by
na vySe uvedenych ¢tyrech fakultach smétroval k cilové skupiné reprezentované
témeér 2000 studenty. Vytvorend WP v jazyce PH5 ve spojeni s databazi by
mohla poskytnout moznosti textové a obrazové prezentace, kterd bude zobra-
zitelnd v libovolném webovém prohlize¢i a pokryje ucivo diferencidlniho i inte-
gralniho poctu funkci jedné i vice redlnych proménnych, prednasené na vétsiné
VS s inzenyrskymi obory. WP nebo alespoii nékteré jeji ¢asti tam tedy muize
byt v pfipadé zdjmu rovnéz volné vyuzivana a to bez nutnosti vlastnit systém
Maple, jenz byl zdrojem pro jeji vytvoreni.

PODEKOVANT
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SYSTEMY POCITACOVE ALGEBRY A DYNAMICKE
GEOMETRIE JAKO NASTROJE POZNANI

Roman Hasek

Abstrakt

Programy pocitacové algebry a dynamické geometrie poskytuji prostredky ke zkoumdni
matematické podstaty jevi z redlného svéta, které lze uplatnit i v rdmci vyuky mate-
matiky. Umozniugi ndzorné modelovdni téchto jevu, spolu s prekondnim viypocetni slo-
Zitosti jejich uplného matematického popisu. V clanku jsou predstaveny dva priklady
takovychto postupt s vyuzitim programi GeoGebra, Cabri, wxMazima a Derive.

1 Uvop

Cilem ¢lanku je, prostfednictvim dvou konkrétnich prikladd, ukazat, jak mtzeme
pouzit programy dynamické geometrie (DGS) a pocitacové algebry (CAS) pii
modelovani a matematickém popisovani jevii, které pozorujeme ve svém okoli.
Takovéto postupy do vyuky matematiky bezesporu patii. Nejenom proto, ze
prezentuji matematiku jako zivou védu, kterd hraje vyznamnou roli pfi popisu
a poznavani naseho svéta, ale také proto, ze napomahaji spravnému osvojeni
matematickych poznatkd a metod. Reseni redlnych problémt a analyza redl-
nych jevl v hodinach matematiky tak napliuji smysl konstruktivistické metody
vyuky, jejiz vyznamnou roli v matematickém vzdélavani predstavuji Hejny s Ku-
finou v [3] a kterou vystizné charakterizuje nasledujici citat z tohoto dila: ,Pro
konstruktivné pojaté vyucovani matematice je... charakteristické aktivni vy-
tvafeni ¢asti matematiky v duSevnim svété ditéte. Podle povahy zaka muze byt
podkladem pro takovou konstrukei otdzka ¢i problém ze svéta prirody, techniky
nebo matematiky samé.“

Vhodnych problémi ¢i jevii najdeme ve svém okoli fadu. Na rozdil od umé-
Iych problémi z ucebnic vSak pfislusné vypocty nebo formule obvykle nevy-
chézeji hezky, casto je tfeba mmnohokrat opakovat tinavné numerické vypocty
a nezridka je tfeba pouzit i poznatky a metody presahujici ramec uciva stredni
skoly. Vhodné pouzity pocitacovy program potom studentovi umozni prekonéni
téchto bariér a stava se tak nastrojem poznani podstaty zkoumaného jevu.

V ¢lanku uvadim dva priklady. Popis jejich feSeni neni rozhodné vycerpava-
jici. Je vSak dostateény k tomu, aby ctenafe, obezndmeného s danymi programy,
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inspiroval k vlastni realizaci uvedenych postupu a ctenare, ktery programy ne-
zna, doufam, privedl k jejich studiu. Jsou pouzity programy GeoGebra, Cabri
Geometry II Plus, wxMaxima a Derive.

2 FEULEROVO CiSLO

V populérné nauénych knihach o matematice [4, 5] se miizeme setkat s nésle-
dujici tlohou, ktera ilustruje vyjimecnost Eulerova cisla e: ,,Pfredpokladejme, Ze
si na 1 rok ulozime na spofici et s vysi roéniho troku 100 % d¢astku 1 Ké.
Jak se bude ménit vyse nasporené ¢astky v zavislosti na tom, kolikrat béhem
onoho roku budou k tsporam pfipisovany aroky? Uvazujte rtizné moznosti, od
pripisovani jednou, dvakrat, ¢i vicekrat za rok az po souvislé pfipisovani.“ Neni
nezajimavé tuto tlohu se studenty rozebrat. Mzeme pouzit naptiklad graf a ta-
bulku programu GeoGebra [6]. Vysledek vidime na obr. 1. Pomoci téchto pro-
stfedkd celkem prirozené dospéjeme k pojmu limita posloupnosti a zkouméani
tak mizeme zavrsit vypoctem limity v CAS programu wxMaxima [7].

Kromé zfejmé informace o vyvoji zavislosti vyse vkladu na case s rostoucim
poctem pripisovani urok ndm uvedena tloha pfinasi i obecnéjsi informaci. Re-
prezentuje totiz celou t¥idu jevi, jimz je spoleény stejny priibéh ristu, pripadné
poklesu, néjaké na case zavislé veli¢iny.

[® GeoGebrm - Eulerovo_cislo.ggb !E
Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda

[ AL ol of 4] N+ | ukazovitko B
Algebraické okno  ° * [Nakresna ¥~ |Tabulka ey
Volné objekty 3 A _ B |

se(x)=271828 |- ' B
JH(%) = (1411 )% 196 196 2.71138
I Zavislé objekty 2 197 197 271141
* seznam1 = {(1, 2), 198 198 271145
1 199 199 271148

0 200 2000 2.71152/5]
Al X fo 5 10 15 20 3

g il
@ Vstup: | [ =l =]Frikez.. =]

Obr. 1 Eulerovo ¢islo v programu GeoGebra

Konkrétné se jedna o jevy, u nichz je rychlost ristu zavislé veli¢iny (tj. rych-
lost, s jakou nam roste vklad) pfimo umérnd hodnoté této veli¢iny (tj. vysi
vkladu). Jako ptiklad mizeme uvést riist mnozstvi bakterii v néjaké potraving,
pokles obsahu radioaktivniho izotopu ve vzorku horniny ¢i pribéh ochlazovani

télesa vlivem chladnéjsiho okoli (tzv. Newtoniv zdkon ochlazovani). Obecné ho-
vofime o tzv. exponencidlnim modelu ristu ¢i poklesu. Matematicky popis téchto
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jevu, ktery vede k exponencidlni funkci, je dobfe znam z Gvodnich kurzu dife-
rencialnich rovnic. Podivame se ted na jeden konkrétni piiklad exponencidlniho
rastu.

2.1 EXPONENCIALNI SPIRALA

Hezkym piikladem exponencialniho rtstu je rust hlemyzdé. Na rozdil od, béz-
nymi prostfedky tézko postizitelného, ristu poctu bakterii ¢i poklesu mnozstvi
radioaktivniho izotopu je tento proces pékné zaznamenan ve tvaru hlemyzdovy
ulity.

Obr. 2 Exponencialni spirala

Ke zkoumani tvaru ulity ndm staci jeji fotografie, kterou umistime na pozadi
geometrického okna v programu GeoGebra. S pomoci jeho nastroji pak mizeme
zkoumat vlastnosti spiraly, kterou ulita vykresluje. Mizeme vyslovit hypotézu,
ze rist hlemyzdova téla, tj. i ulity podléhd stejnym zakonitostem jako uvedeny
riist vkladu pii spojitém tGroceni nebo riist kolonie bakterii. Cim vétsi je télo, tim
vétsi je i zména jeho rozmérd, napr. prufezu, v case. I zde funguje exponencialni
zavislost. To snadno prokazeme ovérenim toho, ze pomér délek priavodict bodu
spiraly hlemyzdovy ulity, jimz p¥islusi v polarnich soufadnicich stejny thel, je
konstantni a nezavisi na velikosti tohoto Ghlu (viz obr. 2, vlevo). Konkrétné se
jednd o tzv. logaritmickou (téZ exponencilni) spirdlu, jejiz rovnice v polarnich
soufadnicich mé tvar r(p) = ae’, kde a,b € R jsou parametry ovliviujici
prubéh spiraly. Hodnoty téchto parametrt pro konkrétni spirdlu na fotografii
ur¢ime v programu GeoGebra pomoci néstroje posuvnik (viz obr. 2, vpravo).
Analogickym zptsobem lze pouzit i program Derive [2]. Logaritmick4 spirala je
tzv. ekviangularni (téZ rovnouhld). To znamend, Ze kazdou pfimku prochdzejici
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pélem protina pod stejnymi uhly. I tuto vlastnost v GeoGebie snadno ovérime.
Potom se nam muze stat klicem k odpovédi na otazku, pro¢ se sokol stéhovavy
pii utoku na kofist pohybuje po (trojrozmérné) logaritmické spirale.

3 SRDCE VE SKLENICI

Podivame-li se na obr. 3, bude nam znazornény motiv jisté povédomy. Vidime
na ném sklenici s napojem, na jehoz hladiné je zfetelna kiivka ve tvaru srdce,
kterd je vykreslena svételnymi paprsky odrazenymi od vnitini plochy sklenice.

Obr. 3 Srdce ve sklenici

Pokusme se jev modelovat. Nejprve geometricky pomoci programu Cabri,
poté analyticky, uzitim Derive. Cilem bude odvodit parametrické rovnice pfi-
slusné kiivky a poté ji zobrazit.

Model jevu vytvoreny v Cabri vidime na obr. 4. Je zfejmé, ze zkoumana
kfivka, mimochodem zvana nefroida, je obalkou svételnych paprskt odrazenych
od vnitini stény sklenice. Pro analytické vyjadreni kiivky pouzijeme poznatky
diferencidlni geometrie o obalce parametrického systému ktivek [1]. Pot¥ebné
Upravy a vypocty provedeme snadno v programu Derive. Vysledek, konfronto-
vany s redlnou kfivkou, vidime na obr. 5.

4 ZAVER

P1i feseni uvedenych pfikladd nasly vétsi ¢i mensi uplatnéni pojmy Eulerovo
¢éislo, posloupnost, limita posloupnosti, troceni, exponencialni funkce, polarni
soufadnice, aritmetickd a geometrickd posloupnost, derivace, diferencialni rov-
nice, zdkon odrazu, osova soumérnost, obecna rovnice pfimky, otoc¢eni, obalova
krivka, parcialni derivace, soustava rovnic a jisté i néjaké dalsi. Zkoumané jevy
nas pfitom zavedly do oblasti fyziky, biologie a finanéni matematiky. Vérim
proto, ze vybrané piiklady, i pfes nutnou struc¢nost jejich pfedstaveni, ctenaie
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Obr. 5 Parametrické rovnice nefroidy a jejich znazornéni v Derive

presvédcily o tom, ze programy dynamické geometrie a pocitacové algebry se
mohou stat nastroji pro odhaleni matematiky kolem nas.
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ILUSTRACE HODNOCENI PISEMNYCH TESTU
POSLUCHACU PRIMARNI PEDAGOGIKY
NA PEDF UK v PRAZE

Radka Havlickova, Jaroslava Klobouckova

Abstrakt

Posluchaci primdrni pedagogiky ve 4. roéniku studia psali test, v némz byli vyzvdni
k didaktickému zpracovdni jedné tlohy pro Zdky 2. rocniku zdkladni skoly. Cldnek pre-
zentuje proni etapu analyzujici matematické a didaktické znalosti a schopnosti téchto
posluchacii.

1 ULoHA O SGiTACIM TROJUHELNIKU JAKO NASTROJ HODNO-
CENI POSLUCHACU

V letnim semestru akademického roku 2009/2010 jsme se obé autorky ¢lanku
podilely na vyuce predmétu Didaktika matematiky s praxi III. pod odbornym
vedenim prof. Hejného. Jedna se o posledni kurz tohoto studijniho programu
pfed absolvovanim jejich souvislé pedagogické praxe v 5. ro¢niku studia. Po
ukonéeni vyuky byl véem studenttim zadan zévéreény test (varianta A, B nebo
C), ktery sestavil prof. Hejny. Prvni tloha tohoto testu (varianta A a B) se
tykala strukturélniho aritmetického prostfedi Souctové trojahelniky (Pyramidy),
jehoZ podstatou je aditivni vazba mezi dvéma sousednimi prvky, jejichz soucet
je zapsan v fadku pod nimi (tab. 1).

Tab. 1: Pravidla pro uspotadani ¢isel v souctovém trojihelniku
[ A [ B [ C |A+B=D
| D | E | B+C=F
F D+E=F

Zadani ulohy:
Zaci ve druhém roéniku fesi tlohu s podminkou: soudet ve vybarvenych polich
je 11.
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Tab. 2: Zadani tlohy — varianta A Tab. 3: Zadani tlohy — varianta B

Dejte ilustraci dvou rtznych zakovskych resitelskych postupt této tlohy.

Pro Adama je dand tloha tlohou explicitni, pro Borise tlohou implicitni.

Test byl vypracovan 64 posluchaéi (31x varianta A, 25x varianta B a 8x va-
rianta C) primérni pedagogiky. Néasledné jsme provedly experiment s 20 zéky
2. ro¢niku dvou rtznych zakladnich skol, abychom ziskaly autenticka feSeni sku-
te¢nych zaku.

V prvni etapé prace, kterad je obsahem tohoto ¢lanku, jsme se po spolecném
vyhodnoceni celého testu zaméfily na vyhodnoceni ilustraci riznych zakovskych
feSeni, ktera navrhovali nasi posluchaci, a pokusily jsme se o srovnani s fesSenim
skutecnymi zaky.

Ve druhé etapé, kterd bude nasledovat, se zaméfime na naSe posluchace.
Dalsim krokem v testu byli totiz vyzvani, aby vytvorili jednu tlohu, ktera bude
pro Borise tlohou explicitni, a druhou tlohu, kterd bude pro Adama tlohou
implicitni. Ve tfeti etapé se hodlame zabyvat nékterymi fenomény, které jsme
pri préci se studentskymi testy objevily, napt. graficky projev, skrtani, jazykové
prostfedky, architektura zapisu, osobni ¢i odosobnény pristup, atd.

2  MATEMATICKO-DIDAKTICKA ANALYZA ULOHY

Pred uskutecénénim vlastni sondy jsme se pokusily o vlastni matematicko-didak-
tickou analyzu této ulohy. Jestlize zédk fesi tlohu explicitné, znamena to, Ze jiz
zna vSechny zakonitosti, které potrebuje ke zdarnému vyieseni zadané tlohy,
nemusi nic zkouset ani objevovat, vSe je mu na prvni pohled jasné. Pokud ale
potfebuje zkusit, zda libovolné vybrana ¢isla splnuji podminky tlohy, pracuje
metodou pokus—omyl, pak fikame, ze tlohu fesi implicitné. Pro ucitele je nej-
cennéjsi pozorovat zadkovskou zmeénu strategie v pribéhu fesitelského procesu,
kdy zék/student nejprve zacne fesit ndhodné, ale po nékolika nedspésnych po-
kusech si vSimne urcité zakonitosti a plynule prejde k explicitnimu vyreSeni.
Je mozné pozorovat i opacnou strategii, kdy zak/student explicitné vytesi ¢ast
tlohy a pak se uchyli k implicitnimu reSeni.

2.1 MATEMATICKA ANALYZA ULOHY — EXPLICITNf A IMPLICITN{ MOZNOSTI
RESENT{

Pii feSeni varianty A pfichazi v tivahu pouze jeden zpiusob explicitniho FeSeni.

Jestlize soucet vybarvenych poli je 11, pak v poli D zapise resitel ¢islo 11, coz
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vyplyvé z definice souctového trojahelniku. V dal$im kroku dopocitd hodnotu
pole £ = 23 — 11 = 12. Pfedposlednim krokem je vypocet hodnoty pole B =
=12 -7 =5 a poslednim krokem je vypocet hodnoty pole A =11 —5 = 6. Tim
je vyfeSen cely souctovy trojuhelnik z varianty A.

Bude-li fesitel postupovat pfi feseni varianty A implicitné, znamena to, Ze
naptiklad rozlozi ¢islo 11 na soucet dvou séitanct a vyzkousi nékteré moznosti.
Pokud bude postupovat systematicky, ziska spravné feseni v sedmém, resp. v Ses-
tém pfipadé (tab. 4, Sedy sloupec). Mnohdy je zde patrny prvek ndhody, kdy
fesitel vyzkousi néjakou dvojici Cisel, kterd je pro néj néjak vyznamna. Pokud
mu FeSeni nevyjde, zaméni potadi ¢isel, pfipadné ndhodné vybere jinou dvojici.
Druhou moZnosti je rozklad ¢isla 23 (tab. 5, Sedy sloupec), pak ziskd 24 moznosti
a spravné feseni objevi ve dvanactém, resp. v tfindctém pfipadé. Samoziejmeé zde
vstupuje do hry také ndhoda, kdy rozklad ¢isla 11 i 23 bude provadét nahodile
a dfive nebo pozdéji ziska jediné spravné feseni.

Tab. 4: Rozklad ¢isla 11

A 0 2 3] 4| 5 6] 7| 8| 91011
B(C) |11 9 8| 7| 6| 5| 4| 3| 2] 1| 0

Tab. 5: Rozklad ¢isla 23

D| 0 1 2 3| 4| 5| 6] 7] 8| 9|10 11
E 123122212019 |18 | 17|16 | 15|14 | 13| 12

D |12 13|14 |15 |16 | 17 | 18 | 19| 20 | 21 | 22 | 23
El11)10| 9 8| 7| 6| 5| 4| 3| 2 1 0

P1i feseni varianty B prichazi v tivahu také pouze jeden zptsob pfisné expli-
citniho feSeni. Pro hodnotu pole B vyplyva z definice sou¢tového trojihelniku
vztah A+ 2B+ C = F, tedy B = (23 — 11) : 2 = 6. Pak je jiz pro zkuseného
feSitele snadné dopocitat hodnotu pole C =7 —-6 =1, pole D =23 -7 =16
a pole A =16 — 6 = 10. Dalsi moznosti je urceni hodnoty pole D = 23 — 7 = 16
a pak zmeénit strategii a pokracovat implicitnim zpiisobem.

Implicitni feSeni varianty B spociva také v rozkladu ¢isla 11 na soucet dvou
s¢itancii (tab. 4), pfi systematickém zkouSeni ziskd spravné feseni v druhém,
resp. v jedendctém piipadé (tmavé sédy sloupec). Druhou variantou je rozklad
¢isla 7 na soucet dvou s¢itanct (tab. 6) a systematicky se spravné feSeni vynofi
v sedmém, resp. v druhém piipadé (tmavé sédy sloupec). I zde samoziejmé
vstupuje do hry ndhoda.
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Tab. 6: Rozklad ¢isla 7

Blo]1]2]3]4][5 6] 7|
cl7]e6]s]4]3][2]]0]

Nejcennéjsi z didaktického hlediska je zména strategie feseni, kdy Fesitel napt.
u varianty A implicitné vyzkousi jeden, dva ¢ t¥i rozklady ¢isla 11 netspésné
a vSimne si, Zze mu pokazdé vyslo ¢islo 11 v poli D. Proto opusti strategii roz-
kladu, zapiSe ¢islo 11 do pole D a déle postupuje explicitné. U varianty B je velka
pravdépodobnost, Ze FeSitel nejprve explicitné urcéi hodnotu pole D = 16 a poté
prejde k implicitnimu postupu, kdy mé na vybér rozkladat bud ¢islo 11 nebo 7,
ale pridavéa se zde jesté Cislo 16, které je také mozné systematicky rozkladat na
soucet dvou s¢itanct. Posun strategie ukazuje na schopnost zaka ucit se.

2.2 DIDAKTICKA ANALYZA ULOHY A POUZITE STRATEGIE RESENI ZAKU
2. ROCNIKU ZS

Experiment se zéaky 2. ro¢niku probéhl v ¢ervnu 2010 na jedné skole, kde je k vy-
uce pouzivana Fada ucebnic [1], a na jedné skole, kde je k vyuce pouzivdna fada
ucebnic [2]. Kazdému z zékt, ktery se ztcastnil experimentu, byla pfedloZena
nejprve uloha z varianty A. Pokud ji vyfesil explicitné, pfipadné velmi rychle
zékladni 8koly, kde nepouzivaji sadu ucebnic [1], byl nejprve struéné vysvétlen
zakladni princip séitacich trojihelniki.

Zéci 2. roéniku zékladni gkoly, kde se pracuje za pomoci sady ucebnic [1]
predvedli pfi Teseni tlohy témér vSechny strategie. Veronika nejprve rozlozila
¢islo 11 na soucet 10+ 1,5+ 6,3+ 8,249 a 4+ 7. VSechny rozklady disledné
vyzkousela. Poté premyslela, zda mé vSechny rozklady. Po chvilce napsala jesté
rozklad 0 + 11. Premyslela nahlas: ,Jak to, Ze to zase nevyslo? Ted uz mam
vsechno. Co kdybych to prohodila?* Zpaméti zkusila 1+ 10, pak 6+ 5, zjistila, ze
je to spravna volba a sviij vysledek zapsala. Bétka se rozhodla rozkladat nejnize
zapsané ¢islo 23 a jako prvni pouzila 12411, poté 13+ 10 a nakonec 11+12, coz ji
vyslo. Pouzivala takové rozklady, kdy byly scitance ptiblizné stejné velké, coz ji
zFejmé napovédeéla intuice, predchozi zkusSenost. Zde zafungoval faktor nahody,
7e jiz treti volba byla vhodna. Matéj postupoval explicitné, okamzité napsal
¢islo 11 do pole D a vSe nasledné vyftesil. Pti feseni varianty B fekl: ,J& jsem
se ve Skole naucil, Ze to prostifedni ¢islo vezmu dvakrat a ty dvé krajni k tomu
a mam to dole.“ Za chvilku napsal do pole B ¢islo 6 a dopocital ostatni ¢isla.
Pritom udélal numerickou chybu, kterou si ale vzapéti opravil. Matylda vyfesila
tlohu z varianty A na tieti pokus. U tlohy z varianty B nejprve vyfesila hodnotu
pole D: ,Sedm a néco je 23, to je 16. Potom zkusim tfeba 9 a 7, 7 a 0 je 7, jenze
0 a 9 neni 11.“ Takto vyzkousela Sest netispésnych pokusti, sedmy byl 10 a 6,
coz ji konecné vyslo.
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Zéci 2. roéniku zékladni $koly, kde pracuji za pomoci sady ucebnic [2], Fesili
vesmés ulohy implicitné, zfejmym davodem je to, Ze tyto tlohy jsou pro né zcela
neznadmé a vlastné se s nimi seznamovali. Martin typoval a doplnil do pole A
¢islo 5, do pole B ¢islo 6. Dopocital zbyla c¢isla. Kdyz uvidél, ze to nevychézi,
¢isla A a B prohodil. Cisla 5 a 6 vybral pry proto, Ze jejich soucet je 11, coZ je
pro néj znacné frekventovany spoj, uvédomuje si jej silnéji nez t¥eba 4 4+ 7 nebo
3 + 8. David po delsi tvaze zapsal 11 do pole D. Vzapéti rozlozil 11 na 10 a 1
a zapsal tato ¢isla do pole A a B. Dopocdital zbyla ¢isla trojuhelniku a zjistil, Ze
to nevychazi. Znovu se na dlouho zamyslel, pak napsal 5 do pole A a 6 do pole B.
Spravné doplnil jejich soucet do pole D. Po sec¢teni 6 a 7 se opét na dlouho dobu
zamyslel, napsal 13 do pole E a konstatoval, Ze takhle to také nebude. V dalsim
pokusu uz napsal 11 do pole D a 12 do pole E. Pii dopocitavani pole B se
dopustil numerické chyby, zapsal 7, po upozornéni opravil na 5, a doplnil ¢islo
6 do pole A. Projev radosti se dostavil az poté, co prekontroloval vSechny své
vypocCty. Z implicitniho feSeni presel na FeSeni Cisté explicitni.

2.3 DIDAKTICKA ANALYZA ULOHY A POUZITE STRATEGIE RESENI POSLU-
CHACU VS

Predpokladem pro tispésné absolvovani studia matematiky je jednak matema-
ticka zdatnost nasich student, jednak jejich didaktické schopnosti. Matematicka
zdatnost se projevi tak, ze student je sam schopen vyftesit predlozenou tlohu ex-
plicitné. Zadani dlohy nam pomahé diagnostikovat jejich predstavy o détech.
Zde se projevuji zkusenosti naSich studentti z pribézné praxe, kdy maji moz-
nost ucit jednu hodinu za semestr a pozorovat déti pti vlastni praci v hodinach
matematiky.

Podle zadani bylo tikolem studentti podat ilustraci dvou riznych zakovskych
fesitelskych postupi této tlohy, a sice jeden postup explicitni a druhy impli-
citni. Za zménu strategie byli penalizovéni bodovou ztratou. U varianty A podalo
23 studentt uplné explicitni feseni (8 studenttt toto feSeni neodhalilo), implicitni
feseni systematickym rozkladem ¢isla 11 uvedlo 27 studentii a rozkladem ¢isla
explicitniho feseni. Uplné explicitni feseni uvedlo 7 studentt, dalsich 11 stu-
dentu se dopustilo zmény strategie a poslednich 7 studentt se o explicitni feseni
nepokusilo, resp. neuvedlo konkrétni ilustraci zakovského postupu. Pfi ilustraci
implicitniho feseni uvedlo 20 studentt rozklad ¢isla 11 a 5 studentt rozklad
¢isla 7.

PR
3 ZAVER
P1i porovnavani feseni posluchact a feSeni zaku 2. ro¢niku jsme zaznamenaly

nékteré vyrazné odchylky. Vétsina posluchact se uchylila k jednomu moznému
zpusobu implicitniho feseni — odhadovali, Ze zaci budou postupovat systema-
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ticky, ze vyzkousi vSechny mozné rozklady ¢isla 11 ve varianté A, resp. ¢isla 23
a 7 ve varianté B. U zakt1 2. ro¢niku se tento postup neobjevil. Namisto néj se ob-
jevilo celé spektrum strategii, které jsme ani my neocekavaly. Je prekvapivé, jak
rozdilné postupy volili Zaci, které jsou vedeni jednim ucitelem. Domnivame se, ze
pri¢inou této odchylky je skutecnost, ze posluchaci nemaji kontinualni zkusenost
s vlastni vyukou, a proto se uchyluji k podsouvani svych myslenek, zvazuji jen ty
moznosti, které jsou dostupné jim samotnym. V experimentu se zaky 2. ro¢niku
se objevila fada implicitnich postupt, do kterych v urcité fazi zasdhla ndhoda,
mnohdy také intuice nebo néjaka skrytd zkuSenost, které zdlouhavy implicitni
postup zkratily. Nikdo z posluchact tyto faktory ovliviiujici chovani pii feseni
ulohy nezvazoval.

Tlustraci explicitniho TeSeni vétSinou posluchac¢i odhadli spravné. Ve vari-
anté A, ktera byla pro mnoho posluchac¢t transparentnéjsi, byla feseni témér
vzdy totozné s Fesenim zakt druhych tfid. Ve druhé varianté testu posluchaci
Casto nabizeli feSeni, které nebylo ¢isté explicitni, ale bylo poznamenano né-
kterymi postupy, které jsou typické pro implicitni feSeni (metoda pokus—omyl).
Dtvodem toho je pravdépodobné skute¢nost, ze posluchaci explicitni postup
neznaji, tlohu by sami touto cestou nevytesili.

Vysledky naseho drobného experimentu se studenty Pedagogické fakulty
a zaky mladsiho Skolniho véku by mohly poslouzit jako vychodisko pro vy-
zkum matematickych a didaktickych znalosti a schopnosti nasich posluchaca.
Konkrétni ukazky zakovskych a studentskych praci budou prezentovany na kon-
ferenci.
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ROVNICE V NETRADICNICH REPREZENTACICH

Milan Hejny

Abstrakt

Edukacni strategie zamérend na budovdni schémat nabizi alternativni pristup k rozvoji
rovnicového mysleni zdki ZS. Vijchodiskem jsou didaktickd prostriedi. Cldnek ukazuje
tri takovd prostredi a strucné osvétluje zpusob jejich implementace.

1 Uvop

Rovnice patii k dillezitym oblastem matematiky. Na 2. stupni ZS se néacviku
fesitelskych postupt vénuje mnoho cCasu i péce. Opakovanim si zaci osvojuji
pravidla typu ,znédmé na jednu stranu, neznamé na druhou“ nebo ,pfi prechodu
¢isla nebo neznamé z jedné strany na druhou, se méni znaménko“. Nacvik fe-
Seni rovnic méa stejny nedostatek jako vSechny nacviky v oblasti intelektualniho
vzdélavani. Zéky, kteif to rychle zvlddnou, nudi a brzdi ve vivoji, slabé zaky to
naopak frustruje.

Narocnéjsi jsou slovni tlohy, u nichz se predpoklada, ze budou feseny pomoci
rovnic. I zde obcas dochazi ke zpomalovani rozvoje nejschopnéjsich zaku, kdyz
jim neni dovoleno pouzivat vlastni fesitelské postupy ,aby tim nepletli zaky
slabsi“. Standardni postup se skladé ze tii etap. V prvni je slovni tloha mode-
lovéana rovnici, ve druhé je rovnice vyfesena a ve treti je vysledek interpretovan.
Pro vétsinu zakl je nejnarocnéjsi prvni ¢ast, protoze zde se zada ziskani vhledu
do slovy popsané situace nebo slovy popsaného procesu. Nezfidka u téchto tloh
zéci z textu vyberou dvé disla a zcela ndhodné s nimi néco udélaji: bud je se-
¢tou, nebo odectou, nebo vynasobi, pfipadné vydéli. Ucitelé, ve snaze pomoci
zejména slabsim zakidm, nabizi jim protetickou strategii signalu. Signalem na-
zyvame to slovo (nebo idiom) v textu zadani, které napovida o jakou operaci
pujde. Podivejme se na dvé tlohy urcené pro 2. ro¢nik:

Uloha 1. Eva méla 15 K¢é. Za kulicku utratila 6 Ké. Kolik korun ji zfistalo?

Uloha 2. Eva za kulicku utratila 6 K¢é. Ztstalo ji 9 Ké. Kolik korun méla pied
nakupem?
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V kazdé z téchto tloh jsou dana dvé cisla a signélni slovo ,utratila“, které
napovidd od¢itani. U prvni tlohy je tato ndpovéda ucinné, protoze zde se sku-
tecné jedna o signal. U druhé tlohy je napovéda zavadéjici. Napovida od¢itani,
ale spravné feseni je 6 + 9 = 15. Zde je slovo ,utratila® antisignalem. Ulohy
s antisignlem jsou spolehlivy diagnosticky nastroj na zjistovani, zda Zak dovede
ziskat vhled do slovni tlohy. Ucitelé tuto skutecnost znaji a proto casto rikaji,
7e ulohy s antisignalem nelze davat slabsim zakim. Povazuji to za ,podraz“.
S timto nazorem budeme polemizovat.

Cilem prispévku je ukazat jednu edukacni strategii, kterd pomize i slab$im
zakam rozvijet schopnost Tesit i naro¢néjsi slovni tlohy. Strategie vychazi z vy-
ucovani zaméfeného na budovani schémat (scheme — oriented education SOE),
které vychdzi z konceptu schéma ve smyslu Gerriga [1] a je rozpracovéno ve
studiich Hejny [2], Jirotkov4 [3] a Slezdkova [4]. Hlavni myslenka této strategie
spociva v tom, Ze kdyZ se stejnéd rovnice interpretuje v nékolika ruznych struk-
turdlnich a sémantickych reprezentacich dokéaze si zak snadnéji vytvorit vhled
do dané rovnice i zptisobu jejiho TeSeni.

Navrhovana strategie navic vede zaky k schopnosti vyuzivat feseni rovnic
k ziskavani vhledu do jistych oblasti matematiky. Tak je tomu na gymnaziu, kde
napiiklad logaritmické rovnice jsou nastrojem poznéavani logaritmii; podobné je
to s rovnicemi iracionalnimi, trigonometrickymi, i exponencidlnimi. Ukazeme,
7e i na arovni 1. stupné ZS je mozné najit prostfedi v nichz se rovnice stivaji
nastrojem na jeho poznavani.

2 DIDAKTICKA PROSTREDI

Nastrojem edukacni strategie SOE jsou didakticka prostiedi. V tomto piispévku
se omezime na ilustrace. Uvedeme dvé sémantickd prostfedi (opfend o Zivotni
zkuSenost zdka) a jedno strukturalni (pracujici s ¢isly bez sémantického ukot-
veni). Prostfedi byla ndmi experimentdlné zkoumana a mnoha uditeli Gspésné
testovana. ZkuSenosti nase i nasSich spolupracujicich ucitelt ukazuji, ze takto ori-
entované feseni rovnic je pro zaky pritazlivé a ptisobi jako propedeutika rozvoje
¢iselnych oboru (éisla celd a racionélni), algebry, funkéniho mysleni, kombinato-
riky i logiky.

2.1 SEMANTICKE PROSTREDI KROKOVAN{

V nasi koncepci zavadime Krokovéani jiz v 1. roéniku ZS. Hlavni pomiickou je
krokovaci pas, ktery je jevistém na némz probihaji krokovaci predstaveni. Za-
¢néme jednoduchou ilustraci. Zacky Anna a Béla stoji u stejné znacky krokova-
ciho pasu, obé hledi stejnym smérem. Anna dostane piiklad 77 kroky dopredu,
pak jeden krok dozadu, zacni ted! Anna splni piikaz a uditelka se pta t¥idy Jaky
povel dame Béle, aby opét stdla vedle Anny? Ttida fekne Dva kroky dopredu!
Béla povel odkrokuje a tfida si zatleska, ze tlohu 3 — 1 =7 spravné vyfesila.
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Popsané piedstaveni zaci zapisi pomoci Sipek: | =—— | <+ | = [=—] Pozdéji

budou Zaci schopni krokovanim vyfesit i Glohu | — | <<« | =7, ktera otevird po-

rozuméni zapornym ¢islim. Samoziejmé ¢isla —1, —2, ... se zde neobjevuji. Vse
je reprezentovano pohybem a Sipkovym zéapisem. V tomto prostfedi muzeme
rovnici a) x — 1 = 2, nebo b) 3 + 2 = 2 formulovat takto:

Uloha 3. Do prazdného pole doplii ipky: a) =[==]b) =
=[——] Pfitom do jednoho pole se nesmi vlozit Sipky rfiznych smérti.

Takové tulohy vyftesi skoro vSichni zaci 1. ro¢niku. Zakim 3. roéniku je adre-

v

Uloha 4. Do zapisu ‘_| — ‘ = ‘ —— |_‘ = ‘ — |_‘ doplii pravé 4 Sipky tak,

aby obé rovnosti platily. Do jednoho pole nelze vlozit Sipky rtznych smért, ale
pole mize zistat prazdné.

V tradi¢ni notaci ma tloha 4. tvar x — 1 = 2+ y = 1+ z a podminka ,,pravé
4 Sipky“ ma tvar |x| + |y| + |z|] = 4. Tato soustava t¥i rovnic s absolutnimi
hodnotami je naro¢né i pro zéka 8. ro¢niku. Sipkovou tlohu jsou pomoci kro-
kovani schopni vyftesit i slabsi zaci 5. ro¢niku. TTi zaci A, B, C se postavi ke
stejné znadce na krokovacim péasu, tvaii do stejného sméru. Zak A udéla 1 krok
dozadu, 74k B 2 kroky dopfedu a zak C 1 krok dopiedu. Ulohu fesi tak, ze si
feknou, na které znacce se vsichni tii sejdou. Reknou si napiiklad, ze se sejdou
tam, kde stoji zdk A. To znadi, ze zdk B udéla 3 kroky dozadu a zak C 2 kroky
dozadu. Celkem udélali 5 krokti a to je moc. Musi si tedy zvolit jiné misto k se-
tkéani. Zvoli tedy vychozi pozici. Zde zak A musi udélat 1 krok dopiedu, zak B
2 kroky dozadu a zdk C 1 krok dozadu. To je dobré feSeni tlohy, nebot tento-
krate udélali dohromady pravé 4 kroky. Tak pokracuji dale a najdou jesté jedno
feseni: vSichni se setkaji u znacky, na které stoji zak C.

Néroc¢nost tloh postupné nartista. Ve 4. ro¢niku do krokovani vstoupi Hur-
vinek a Spejbl. Spejbluv krok, oznaceny dvojitou Sipkou nebo [<], ma
délku dvou Hurvinkovych krokt, oznacenych nebo [«] Obohacené pro-
stfedi umozni formulovat naroc¢néjsi tlohy:

Uloha 5. Hurvinek a Spejbl stali vedle sebe na krokovacim péasu. Hurvinek
udélal 1 krok dozadu a Spejbl jeden krok dopredu. Jak to udélat, aby opét stali
vedle sebe, kdyz vime, Ze oba dohromady musi udélat pravé 3 kroky? Kolika
zpusoby se to da udélat?

V sipkovém zdpisu mé uvedend uloha tvar: ‘ — | ‘ = ‘: | ‘ a vime,

7e do levého prazdného pole smime dat jen jednoduché Sipky (Hurvinek) a do
pravého jen dvojité (Spejbl). V tradiéni notaci mé tato tloha tvar x — 1 =2+
+ 2y, kde |z| + |y| = 3. Zakéim 4. ro¢niku je tato formulace nesrozumitelna, ale
v Sipkové formulaci najdou obé feseni zcela bezpecné.
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2.2 SEMANTICKE PROSTREDI DEDA LESON

Déda Leson, ochrance zvifat, je pohadkova postava. Jeho zviratka rada hraji
pretahovanou. Nejslabsi jsou mysky M. Kocka K je stejné silna jako dvé mysky,
tedy K = M M. Nésleduji: husa H = KM, pes P = HM, koza (goat) G = PM,
beran B = GM, krava (cow) C = GG, of O = CC atd. Pfi zavddéni prostiedi
jsou zviratka nejprve zavaddéna pomoci obrazkl a zahy jsou obrazky nahrazeny
ikonami zvirat. Ikony jsou nakresleny na kartickadch s nimiz zak pfi feSeni tuloh
miize manipulovat. Zde misto ikon pouzivame pismena M, K, H, P,G,B,C a O.
Zéci pracuji s ikonami. My dospéli si zvifadtka ménime za ¢isla (M = 1, K = 2,
H=3,P=4,G=5,B=6,C =10, 0 =20), ale déti to délaji jen nékdy.
Jednoduché rovnice typu 34z = 5 lze v prostfedi modelovat dvéma zpiisoby:
1. Zeptame se, jaké zviratko mame pridat k huse, aby byli stejné silni jako
koza (H? = K)
2. O masopustu se nékterd zvirfatka maskuji. V jednom utkani proti sobé
nastoupili husa s maskou proti koze. Obé druzstva jsou stejné silna. Jaké
zvifatko je za maskou? (HX = K).

Tyto a podobné tlohy pomoci karticek s ikonami zvifat vytesi skoro vsichni
zaci 2. rocniku. Vétsina vyresi i tlohy narocnéjsi, napriklad X X M = H P, nebo
XXXK = CM. Zaktim 4. roéniku je adresovana tato naroénéjsi tloha.

Uloha 6. Proti sobé nastoupila dvé stejné silné druzstva. V modrém druzstvu
byly pouze kozy, v ¢erveném jedna mys pak uz jen psi. Kolik bylo kterych? Hledej
vice Tfeseni.

Po pfepsani do bézného znaceni mame zde diofantickou rovnici 5z = 1 4 4y.
Prvni feseni je evidentni: x = 1, y = 1. Dalsi feSeni jiz tak jasna nejsou: x = 5,
y=6,nebo x =9, y =11, ... atd. V pilotnich tfidach ne€kolik zaka zjistilo, ze
tloha ma nekonecné mnoho feseni. K libovolnému feseni pridame do modrého
druzstva 4 kozy a do ¢erveného druzstva 5 psi.

2.3 STRUKTURALNI PROSTREDI SOUCTOVE TROJUHELNIKY

Jedna se o prostredi, které zname i pod nazvy Pyramidy, nebo Hrozny. Zde se
omezime na trojuhelnik se 6 Cisly, jehoz ilustrace je na obr. la a obecny zapis
na obr. 1b.

| 4 | 2 | 3 | | a | b | p | Zakladni vazby jsou tfi:
6 5 d @
a+b = d (1)
a) b) bte = e (2)
Obr. 1 d+e = f (3)
Kdyz ze Sesti ¢isel a, .. ., f tFi vhodna ¢isla vymazeme, miizeme je ze zbylych

tfi dopocitat. Tak naptiklad kdyz zndme a = 2, e = 7, f = 13, pak pfimym
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vypoctem postupné najdeme d = 6, b = 4, ¢ = 3. Kdyz jsou ale déna ¢isla a = 3,
c =2, f =15, tak zde zadny p¥imy postup vypoctu neexistuje. Zaci pouziji
metodu pokus-omyl. Kdyz ale podobnych tloh vyftesi vice, za¢nou odhalovat
ruzné zakonitosti trojihelnikové struktury. Naptiklad identitu d — e = a — ¢,
kterou popisi jako pravidlo na feSeni tilohy. Tak ve 3. ro¢niku radil Tomas Danovi
jak tlohy tohoto typu Fesit: ,,Téch 15 (ukazuje na ¢islo f) rozdéli§ na 7 a 6 (ukaze
na prazdnd pole d a e), jako je tady 3 a 2 (ukéZe na ¢isla a a ¢). Jako ze 3 je o 1
vic nez 2,1 7 je o 1 vic nez 6“. Dan hned porozumél a dalsi ilohu podle tohoto
navodu sam vytesil. Jesté 1¢innéjsi navod na feseni téchto tloh nasla skupinka
zakid v jiné treti tfid€, kdyz resila nejprve sérii tloha =1,¢=0, f =5, 7,9, 11,
pak sérii iloh a =2, c=0, f =4, 6,8, 10, pak sérii uloh a =1c=1, f =4, 6,
8, 10, pak sérii tloha =2, c=1, f =5, 7, 9, 11. Z4ci nasli a formulovali tento
navod na nalezeni ¢isla b: od dolniho ¢isla odec¢ti obé horni a vezmi polovinu.
Tedy b= (f —a —c¢)/2.

Didakticka sila prostiedi spo¢iva v moznosti generovat série podobnych tloh,
které dovedou zaky k odhaleni pravidel na jejich pocitani. Je to postup opacny
k tomu co u rovnic délame bézné. Tam zak dostane pravidla a na mnoha tlohach
je procvicuje. Zde zak vytresi mnoho tloh a nakonec odhali pravidlo.

Zavérem jesté nékolik dalsich typu uloh, které motivuji zaky k odhalovani
pravidla na feSeni: 1) d =5,e=3,s=7,kde s=a+b+¢; 2) d=5, f =12,
s=10;3)b=1, f =8, s =7, (vede k odhaleni identity b + s = f); 4) a = 2,
b=5,5=49,kde S=a+b+c+d+e+f;5) a=6,c=2,5=49;6) f =12,
s =10, S = 34, (vede k odhaleni identity 2f + s = 5).

Podstatné bohatsi je pak prostfedi sou¢tového trojuhelnika, ktery ma v prvni
fadce 4 c¢isla a celkem obsahuje 10 cisel.

3 ZAVER
SOE koncepci rozvoje rovnicového mysleni zakt od 1. po 8. ro¢nik ZS jsme ilu-
strovali pomoci t¥1 didaktickych prostredi. V zavéru uvedeme tii myslenky, které

charakterizuji koncepci SOE a upfesnuji zpusob implementace tloh z didaktic-
kjch prostiedi.

1. Intelektudlni autonomie zaka. Zakovi je predlozen problém bez ndvodu na
jeho FeSeni. Zak nejprve metodou pokus — omyl, ale u dalsich podobnych
tiloh jiz sofistikovan&jsim zptisobem najde navod k feseni téchto tloh. Re-
Sitelsky proces zaka trva déle, nez kdyby dostal navod. Jeho poznani je ale
hlubsi, trvalejsi a je provazeno radosti z objevu a tedy i motivaci do dalsi
prace.

2. Komunikace. Pfi hledani zptsobu, jak danou rovnici vytesit zaci mezi se-
bou ¢ile diskutuji. Propojenim nékolika napadi, najde jeden zak cestu, jak

s~z

ulohu vytesit. Jiny zak ji vylepsi a dalsi ukéaze jiny zptsob feseni. Pomalejsi
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zaci napady prebiraji, ale uz tim se na objevech podileji, nebot nedosté-
vaji vycizelovany navod, ale myslenkovou surovinu. Maji pocit spolutvirce
a nékdy se pak chvali rodi¢im, co ve skole vymysleli. To neni lez, ale pru-
vodni znak tvorivého prebirani cizi myslenky.

3. Role ucitele. Ucitel mé zdanlivé jednoduchou praci: zada alohu, v pripadé

pottfeby Fidi diskusi, chvali napady a povzbuzuje ochabujici. K nazortim
74kl se nevyjadiuje, odpovédnost za nalezeni spravného feseni padé (aspoi
Z4ci to tak chdpou) na bedra zaki. Obcas, spoledné se zaky, udéla inventuru
toho, co jiz bylo objeveno, co jiz zndme. Ve skutecnosti je vSak prace ucitele
velice naroc¢nda. Jeho pristup k zdktim je individualizovany a tedy musi
evidovat troven, na které se ten ktery zak nachazi a davat kazdé skupiné
zakl priméfené narocné ulohy — tulohy, které budou vyfeseny a kterych
TeSeni prinese Tesiteli radost.

Informace. N&§ vyzkumny tym (D. Jirotkova, J. Michnova, E. Bomerové,

J. Slezdkové a autor) ukonéil préci na uéebnici a pfirucce pro ucitele pro 4. roénik

ZS

nakladatelstvi FRAUS a zacina préaci na 5. ro¢niku. Vyhledové zamyslime

napsat sbirky tloh pro 2. stupeit ZS a tym spolupracovnikfi pro uvedeny tkol se
jiz zacal formovat. Radi pfijmeme dalsi kolegy.
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ROzVIJENI PRIROZENE DIFERENCIACE
VE VYUCOVANI MATEMATICE

Alena Hospesova, Marie Ticha

Abstrakt

PoZadavky na uroven funkcni matematické gramotnosti rostou a s tim roste potreba
profesionalizace prace ucitele. Duraz je kladen na znalost matematického obsahu vyu-
covactho predmétu a jeho didaktického zpracovdni i na zpusobilost vyuZit tyto znalosti
v ucitelské prazi. Ukazuje se, Ze pro prohlubovdni matematické gramotnosti a kultury
Zaku 1 studentu ucitelstvi je prinosné rozvijeni dovednosti tvorit otdzky a ulohy vyrus-
tajict z ruznych situact.

1 UvoDNf POZNAMKA

Tento ¢lanek navazuje na prispévky z predchozich Setkdni nazvané Reflexe a pro-
fesionalizace prdce ucitele (2006) a Tvofeni tloh v pFipravé uditeld matematiky
(2008). Jejich nazvy dokladaji, Ze v centru naseho zdjmu jsou otdzky spojené
s profesionalizaci prace ucitele. V tomto textu se zaméfime na zkvalitnovani
schopnosti uéitelt péstovat matematickou gramotnost.

2 CESTY KE GRAMOTNOSTI

V nasi praci hledame cesty efektivniho rozvijeni funkéni matematické gramot-
nosti a kultury zéki a studentii ucitelstvi pro 1. stupeii ZS. Jde ndm o to, aby
uméli své znalosti prohlubovat a matematiku pouzivat, a to nejen ve skole, ale
i v kazdodennim zivoté, aby chépali matematiku jako néco uzite¢ného. Diraz
klademe nejen na feSeni rozmanitych tloh. Podstatnym rysem rozvijeni funkéni
gramotnosti a matematické kultury je pro nas autenticita uceni, zaméreni se na
feSeni skutecnych problému, které se jevi jako smysluplné, je mozné je oznacit
jako aplikace nebo alespon jako tlohy aplikac¢niho charakteru. Jde nam o ziska-
vani a osvojovani znalosti a dovednosti a jejich bezprostredni vyuziti; o kontex-
tové znalosti, o védomi{ smysluplnosti, i¢elu, podminek, souvislosti (pro¢, kdy
a kde néco délam).

JiZz v minulosti jsme pocitovali nedostatek kontaktt skolské matematiky s re-
alitou a snazili jsme se ho odstranit. Souhlasime pfitom s Freudenthalovym na-
zorem, Ze ,, Applying mathematics is not learned through teaching applications®.



122 Alena Hospesové, Marie Ticha

(Aplikovat matematiku se neu¢ime vyudovanim aplikaci.) [1] Nadto zastavame
nazor, ze aplikacim se nelze vénovat jen zarazovanim izolovanych tloh, ale Ze je
lepsi, pfinosnéjsi zkoumat a snazit se o pochopeni celych redlnych situaci (mira
matematického obsahu je pfitom samoziejmé riznd). Jsme presvédceni, ze Zaci
a zvlasté studenti ucitelstvi by méli byt schopni matematiku vidét v ruznych
,matematickych“ i ,nematematickych“ situacich. Hledali jsme proto takové si-
tuace, z nichz se vynoiuji otadzky a vyplynou z nich tlohy. Do centra nasich ivah
o matematickém vzdélavani se tak dostavalo tvofeni tloh. Realné situace jsme
se snazili vybirat tak, aby bylo mozné ukazat roli matematiky v popisu reality
a aby bylo moZné presvéd¢it zaky o uZitecnosti matematiky [3, 4].

N4&s pristup do zna¢né miry koresponduje s vychodisky sméru oznacovaného
jako Realistic Mathematics Education [1]. Je také v souladu s pozadavky, které
klade E. Wittmann na vytvafeni substantial learning environment (v eském
prekladu volné: prostiedi podnétné pro ucent, udinné, vztahujict se k podstaté).
Co se timto oznacenim rozumi? Jak uvadi E. Wittmann, prostfedi podnétné pro
uceni je vyukovy celek s nasledujicimi vlastnostmi: (a) pfedstavuje tstfedni cile,
obsahy a principy vyuky matematiky na dané drovni; (b) tykd se vyznamnych
matematickych obsahti, procest a postupi; (c) je flexibilni a 1ze ho upravit podle
konkrétnich podminek ve tfidé; (d) spojuje matematické, psychologické a peda-
gogické aspekty vyuky matematiky. Hledani, koncipovani, vytvafeni prostiedi
podnétnych pro uceni je jednou z oblasti, ve které se spojuji cile badateld a uci-
tell, kterou prostupuje nejen teorie a praxe, ale také matematika a didaktika
matematiky a ve které mohou trvale a systematicky docela prirozené spolupra-
covat badatelé a ucitelé [11].

Pripomenme, ze jiz v 70. letech didaktikové zdaraznovali, ze vznikajici didak-
tika matematiky musi byt zdokonalenim, rozsitenim a prohloubenim poznatkt
lidi z praxe, ze vyzkum v didaktice matematiky je tfeba provadét soucasné teo-
reticky i prakticky.

U nés je oznaceni ,podnétny“ vyuzivano v rtznych spojenich, naptiklad:
podnétné vyucovani, podnétné tlohy. ,,Podnétnym prostfedim muze byt pro-
blém, projekt nebo série uloh, které maji zaka motivovat k vlastnimu poznavani
matematiky a jejichz feSeni ma vést ke konstrukci nového matematického po-
znani.* [7]

3 INDIVIDUALIZACE A DIFERENCIACE

Je zfejmé, ze déti se uci riizné, potrebuji riiznou dobu, i kdyz se uci stejnou
latku, ve stejnych podminkéch, se stejné starymi spoluzaky, s tymz ucitelem.
Proto se objevuji snahy o uplatiiovani principu individualizace vyuky prostied-
nictvim raznych forem diferenciace [6]. Prostfedi podnétna pro uceni diferenciaci
umoziuji a podporuji.
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3.1 PRIROZENA DIFERENCIACE

Jedna z forem vnitini diferenciace je ,pfirozena diferenciace“. Myslenka , pfi-
rozené diferenciace” se v oblasti matematického vzdélavani zacala prosazovat
a uplatnovat v pracich kolem projektu ,,Mathe 2000“. O problematiku pfiro-
zené diferenciace jsme se zacali zajimat v ramci projektu Comenius ,, Motivation
via Natural Differentiation in Mathematics (NaDiMa). Inspirujici pro nés byly
prace E. Wittmanna, P. Scherer a G. Krauthausena [11, 5]. Tady navdZzeme na
¢lanky Mozaiky jako podnétnd vjukovd prostiedi [2] a Podnétnd vgukovd pro-
stredi pro piirozenou diferenciaci [9].

Jak chapeme pojem prirozené diferenciace? Jedna se o specificky pristup
k problematice heterogenity ve vyucovani matematice. Diferenciace neni cha-
pana jako prekazka, ale jako normalni, dokonce v nékterych aspektech pfinosny,
jev. Charakteristické a podstatné je, ze se ukazuje, Ze zZaci mohou soucasné pra-
covat na stejném obsahu na rtiznych trovnich podle svych schopnosti. Vsichni
dostanou stejné zadani tkolu. Je formulované tak, Ze jim umoznuje volit, kterou
cestou se daji. Predpoklada se, ze budou postupovat ruzné, vyuzivat rtuzné re-
prezentace odpovidajici jejich kognitivni trovni, Ze vyuziji razné metody Feseni,
techniky, pfistupy, budou pracovat s raznymi pomickami. Diferenciace p¥i praci
na takovém tkolu je pak zcela ptirozena. Kazdy postupuje podle svého pochopeni
tkolu, uplatniuje sviij pristup k jeho feseni. Ve shrnujici diskusi vSichni vysvétli
a obhajuji svij postup. Pritom se uc¢i jeden od druhého. Moznost zpracovavat
tentyz kol na ruznych trovnich je pfinosna jak pro zaky slabé, pomalejsi, tak
pro zaky vysoce nadané. Pomalejsi se v zavérecné diskusi dovédi néco nového,
nadani musi zpravidla hledat a uplatnit novy pohled, proniknout hloubé&ji do
problematiky, aby sviij ptfistup vysvétlili ostatnim.

3.2 EXPERIMENT VE 2. ROCNIKU ZS

Tlustrujme uvedeny pristup k vyucovani na tilohach s mozaikami, které tesili zaci
2. roéniku ZS v rdmci experimentalniho vyuéovani [2]. Cilem bylo obohaceni
pfedstav o rovinnych geometrickych ttvarech. V jedné tloze Zaci pracovali se
¢tvercem rozdélenym na dvé c¢asti.

NI

Zadani vychozi tlohy znélo: Ze dvou dili mozaiky skladej tvar tak, Ze dily
spojis celou stranou. Nalezen€ tvary nakresli/obkresli na papir nebo zakresli do
bodové sité. Prirozenou diferenciaci, jak ji rozumime, umoznovalo to, ze si déti
mohly vybrat, jak uchopi kol a jak zaznamenaji vysledky. Domnivame se, Ze za-
znam vysledki je v geometrii podstatnou slozkou feseni, pficemz rtizné moznosti,



124 Alena Hospesové, Marie Ticha

které jsme nabidli, pfedpokladaly, Ze né€kteri zaci budou jen tvar obkreslovat, jini
budou intuitivné vyuzivat shodnosti, jini podobnosti. To se také potvrdilo.

Na feseni této ulohy pak navazovala dalsi: Rozstrihni ctverec jednim rovngm
strithem na dva dily. Z téchto dild sklddej tvary. Pokus se ctverec rozstrihnout
tak, aby mohlo vzniknout co nejvice tvari. V nasledné diskusi jsme chtéli dojit
k tvahdm o poctu FeSeni; to se ale ukazalo obtizné (téméf neschtdné) i pro
studenty ucitelstvi.

3.3 TvVoRENI ULOH

Ke kazdodennim ¢innostem ucitele ve vyucovani matematice patii tvoreni tloh.
Zpravidla jde o to, (i) uvédomit si, které matematické téma lze rozvijet v ur-
¢ité situaci, ktera je pro zéky zajimava, stimulujici, motivujici, (z jedné situace
vyrtstaji razné okruhy), (ii) hledat situace, kontexty, ve kterych by bylo mozné
ur¢ité matematické metody a pojmy rozvijet (jeden okruh je mozné zasadit do
riznych situaci).

V predchozich vyzkumech jsme ukazali, ze pro zaky i studenty ucitelstvi
je tvofeni tloh silné podnétné a motivujici [8]. Proto jsme se rozhodli pro novy
thel pohledu v Givahach o diferenciaci a v dalsi fazi naseho zkoumani se vénujeme
diferenciaci zédku a studenti nejen pii feSeni zadanych loh, ale i pfi tvofeni tloh.
Spatfujeme v tom jednak cil a prostfedek matematického vzdélavani, jednak také
diagnosticky i motivaéni prostiedek [8, 10].

Problematice rozvijeni a vyuzivani dovednosti tvofit tilohy se vénujeme v né-
vaznosti na studium procesu uchopovani situaci nasmérovanych na urcité téma,
pojem nebo na metodu FeSeni. [3, 4] Jsme vedeni snahou vést zdky i studenty
ucitelstvi k tomu, aby byli schopni matematiku vidét ve svété kolem sebe. Pfi
feSeni tikolu: ,Vytvof tlohu v prostfedi trznice, dopravy“ [4]; ,alohu, kterd se
vyfesi danym vypoctem* [8] apod. studenti mohou rizné upravovat parametry
zadani a rozhodovat se, ktery smér uchopovani situace zvoli, na co se zaméfi.
Tvoreni tloh je tak jednim z prostfedki umoznujicich a podporujicich pfirozenou
diferenciaci.

3.4 SEMINAR SE STUDENTY UCITELSTVI{

Pri praci v seminéfi postupujeme zpravidla v nasledujicich krocich: tvofeni alohy
(k situaci, obrazku, vypoctu, ... nékdy pozadujeme vytvoreni vice tiloh); FeSeni
vlastni tlohy; vybér tloh, které budou analyzovany na seminaii (vybird vedouci
seminaie); feSeni vybranych tloh; hodnoceni vybranych tloh individuélng, pak
ve dvou az étyfélennych skupinédch; spoleénd reflexe (analyza vytvofenych tloh);
ivaha na téma Co mé ovlivnilo p¥i vytvareni tlohy.

Pi#i rozboru tloh vytvofenych studenty zjistujeme rtizné nedostatky. Tato
zjisténi jsou vychodiskem spolecné reflexe. Ilustrujme si na$§ piistup na nasich
zkusenostech ze seminare didaktiky matematiky ve studiu ucitelstvi pro 1. stu-
peti ZS.
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3.5 EXPERIMENT SE STUDENTY UCITELSTVI

V tématu slozené slovni tlohy jsme zadali studenttim kol Vytvorte sloZenou
slovni ilohu, aby pri jejim teseni bylo treba pouZit dva pocletni vijkony (napf.
jednou ndsobit a jednou séitat).

NasSim zadmérem pii feSeni tohoto tkolu bylo: (a) vést budouci ucitele k uve-
domovani si stavby slozené slovni tlohy, coz jim poméha najit nejen feSeni, ale
i vhodnou reprezentaci, (b) obohatit pfehled tloh, pfi jejichz feSeni se pouzije
jeden pocetni vykon.

Co jsme zjistili.

Vétsina uloh vytvorenych studenty odpovidala vypoctu a-b+ ¢, napt.: V pe-
karstvi méli housky v Sesti prepravkdch, v kazdé 50 housek. Pekar upekl jesté 60
housek. Kolik housek meli v pekarstvi celkem? Také: Na tricku jsou 3 knofiiky,
na halence ¢étyrikrat vice. Kolik knofliki je na tricku a halence dohromady?

Jen zanedbatelnd ¢ast vytvorenych tloh odpovidala vypoctu (a+b)- ¢, napf.:
Pepik mél 3 modré a 5 cervenych kulicek. Kolik kulicek méla Anicka, kdyZ jich
méla trikrdt vic neZ Pepik?

Tato studentkou vytvorena tiloha umoznovala diskusi o zptisobu vypoctu.
Zavérecna diskuse vSak ukazala, Ze studenti viibec neuvazovali o moznosti prope-
deutiky distributivnosti nasobeni vzhledem ke sé¢itani. Neuvédomeni si moznosti
vyuziti tlohy je Casty nedostatek.

Ptivodni kol 1ze oteviit — pozadovat vytvoreni takové slovni tilohy, aby k vy-
poctu bylo tfeba pouzit dva pocetni vykony. Ukazalo se, Ze studenti jsou ptilis
,2ukotveni® ve s¢itani a nasobeni; témér zadna tloha nepredpokladala odéitani
ani déleni. Jednoznac¢né prevazovaly tlohy, pfi jejichz feseni se dvakrat scita.

V nékterych tlohach byly uvadény idaje, které povazujeme za nerealné, napt.
V prunim obchodé meéli 35 balicku tricek. V kazdém balicku bylo 10 tricek. Ve
vedlejsim obchodé méli 550 tricek. O kolik tricek vice méli ve druhém obchodé?

Setkali jsme se také se stereotypy ve volbé kontextu (pekaf, kulicky, ...).
Ulohy mély ,ucebnicovy charakter*. Studenti nevytvaieli geometrické tlohy,
ani dlohy, jejichz feSeni by vyzadovalo kombinatorické tivahy. Nevyskytly se ani
ulohy preurcené nebo ,nedourcené“.

4 ZAVEREM

Tento ¢lanek prinasi informaci o probihajicim vyzkumu, nékterych jeho vycho-
diskéch i prubéznych zjisténi. Myslenka pfirozené diferenciace se nam jevi velmi
stimulujici. V posledni dobé jsme si zacali uvédomovat a v praci se studenty
ovéFovat motivacni silu tvoreni tloh a uplatnovani prirozené diferenciace. Pte-
kvapivé velka ¢ast zakid a zvlasté studenti si uvédomila své nedostatky a zacala
pracovat na jejich odstranéni.

Jsme pfesvédceni, ze tvorba prostfedi podnétnych pro uceni dotykajicich se
probirané latky, by méla byt ve stfedu zajmu didaktiky matematiky. Jedna se
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o dlouhodobou a nepretrzitou vyzkumnou ¢innost. Potvrzuje se, ze problematika
propojovani teorie a praxe v didaktice matematiky je klicova.
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KURZOVE SAZKY — MOHOU BYT K NECEMU DOBRE?

Magdalena HyksSova

Abstrakt

Prispevek je vénovdn kurzovym sdzkam a jejich vyuZziti pri odhadech pravdépodobnosti,
které clovék prisuzuje ruzngm jevum. Kurzové sdzky navic pomohou ukdzat, pro¢ must
tyto odhady splriovat zdkladni axiomy pravdépodobnosti — nikoli proto, Ze je stanovila
néjakd vyssi moc, ale jednoduse proto, aby se navrhovatel sdzek vyhnul jisté ztraté.

1 Uvop

Ve skolské matematice se pravdépodobnost obvykle zavadi pomoci tzv. klasické
definice jako podil poc¢tu priznivych a vSech moznych vysledkt. Pfitom se ptred-
poklada, Ze vsech moznych vysledki je kone¢ny pocet, zadné dva nemohou nastat
soucasneé a vSechny jsou ,stejné mozné“. Tato definice je velmi nézorna, jiz vice
nez sto let je vSak predmétem opravnéné kritiky. Jeji hlavni potiz spociva v tom,
ze predpoklada, ze vsechny vysledky jsou ,stejné mozné“, pfitom se vsak nikde
nedefinuje, co to znamena. Mozné i proto se vétsina tloh, s nimiz se studenti na
zakladni a stfedni Skole setkaji, tyka hazeni minci ¢i kostkou, kde je intuitivné
ziejmé, které pripady jsou ,stejné mozné“. Nékdy se dojde i k tzv. statisticke
definici pravdépodobnosti, podle niz je pravdépodobnost urcitého jevu urcena
pfiblizné (chceme-li se vyhnout pojmu limity) jeho relativni ¢etnosti pfi dosta-
tecné velkém poctu na sobé nezavislych pokust. Konecné na vysoké skole se
studenti setkaji s axiomatickou definict.

Situace z realného zivota vsak zpravidla viibec nepripominaji ani hod minci ¢i
kostkou, ani dlouhé opakovani téhoz pokusu za presné stejnych podminek, realité
vzdalené se zdaji i abstraktni axiomy. Vétsina studentt a velka ¢ast pedagogi
proto pravdépodobnost nema ve velké oblibé, povazuje ji za zbyteénou a pokud
to jde, radéji se ji vyhne. Pfitom kazdy z nas se den co den setkava s ,,pravdé-
podobnostnimi“ soudy: ,touhle dobou snad na Strakonické nebude zacpa“ (je
to velmi pravdépodobné, ale muze dojit k néjaké nehodg), ,volby uréité vyhraje
CSSD“ (voli¢i véak mohou napiiklad pod vlivem médii na posledni chvili zmé-
nit ndzor), ,tato antibiotika by vis méla uzdravit® (muzete vSak byt ndhodou
rezistentn{ a 1é¢ba bude neucinnd), ,proti Rusku nemaji nasi hokejisté sanci“
(stéle je tu ale uréitd nadéje, Ze by je mohli porazit), ,mistii svéta ve fotbale
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budou nejspis z Evropy“ (neni v8ak vylouceno, Ze to bude napiiklad Brazilie).
Kazdy by jisté mohl v tomto duchu pokracovat libovolné dlouho. At uz si to
tedy uvédomujeme ¢i nikoli, velmi ¢asto pracujeme s urcitymi osobnimi odhady
pravdépodobnosti, i kdyz je vétsinou presné nevycislujeme.

2 KURZOVE SAZKY A PRAVDEPODOBNOST

Nejen z filozofického, ale i z didaktického hlediska je proto zajimava tzv. sub-
jektivni interpretace pravdépodobnosti, ktera pravdépodobnost povazuje za miru
osobniho pfesvédéeni o vyskytu uréitého jevu nebo o platnosti uréité hypotézy.!
K ¢iselnému vyjadreni se pritom muze pouzit podobny princip jako pfi navrho-
vani kurzovych sazek.

2.1 ODHAD PRAVDEPODOBNOSTI A SPRAVEDLIVA SAZKA

Chceme-li zjistit, jakou pravdépodobnost P(A) uréity ¢lovék — fikejme mu Petr —
prisuzuje danému jevu A, vyzveme jej, aby urcil kurz sazky p jako ¢astku, kterou
musi sazejici vsadit, aby v pfipadé, Ze jev A nastane, vyhral 1 K¢. To znamena,
7e za Sanci vyhrat ¢astku S v pfipadé, Ze nastane jev A, sazejici zaplati pS. Jeho
zisk je potom Z(A) = S — pS = (1 — p)S, jestlize A nastane, a Z(A) = —pS,
jestlize A nenastane (pfijde o vsazenou ¢astku). Kdyby byl Petr vzdy v pozici
bookmakera prijimajiciho sazky, bylo by pro néj vihodné navrhnout hodnotu p
vétsi, nez je jeho vlastni odhad pravdépodobnosti P(A). Kdyby napiiklad od-
hadoval P(A) = 0,5, pak by se mu vyplatilo udat napiiklad p = 0,75. Pro
néazornost uvazujme S = 100. Aby v piipadé, Ze jev A nastane, vyhral 100 K¢,
musel by séazejici vsadit 75 K¢. Kdyby se stejna situace mnohokrat opakovala,
pak by podle Petrova odhadu pfiblizné v poloviné pfipadu jev A nastal, sazejici
by vyhral 100 K¢ a vydélal tak 100 — 75 = 25 K¢, priblizné v poloviné pripadi by
jev A nenastal a sézejici by pfisel o vsazenych 75 K¢. Prumérny zisk sazejiciho
by tedy byl Z = 0,5-25—0,5-75 = —25 korun. Podobné bychom mohli pramérny
zisk sazejiciho vyjadrit pro libovolnou hodnotu S: priblizné v poloviné ptipadi
sazejici vyhraje S a priblizné v poloviné pripadt ptijde o vsazenych 0,75-S; jeho
pramérny zisk tedy bude Z = 0,5-(1—0,75)-540,5-(—0,75-5) = —0,25- S < 0.
At uz by tedy séazejici vsadil jakoukoli ¢dstku, v praméru by prisel o tfetinu
vsazenych penéz. Obecné je stfedni hodnota zisku sazejiciho rovna

Z = P(A)(1—p)S + (1 - P(A)pS = (P(4) - p)S.

Pro libovolné p > P(A) je tedy pramérny zisk sdzejiciho zdporny a Petr muze
ocekavat slusny vydeélek; takovou sazku bychom jisté nenazvali spravedlivou.

1 Jako prvni se timto problémem zabyval V. Simerka [3], nezavisle na ném pak B. de Finetti
(mj. [1]) a F. P. Ramsey [2].
Vice podrobnosti lze nalézt na adrese http://euler.fd.cvut.cz/~hyksova/pravdepodobnost.
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Aby sazka byla spravedlivd, nesmi byt zvyhodnén ani bookmaker Petr, ani
sazejici. Toho 1ze docilit tim, Ze se pripusti i zdporné hodnoty S. To znamena,
ze sézejici bude moci rozhodnout, zda si vsadi urc¢itou kladnou ¢astku pS, anebo
zda zvoli S < 0 a tim i pS < 0; druhy pfipad odpovida tomu, Ze v roli sazejiciho
se naopak ocitne Petr a oba si tak vymeéni role. Protoze Petr pfedem nevi, bude-
-li sazku pfijimat nebo naopak podavat, nevyplati se mu zvolit p ani mensi ani
vétsi, neZ je jeho skuteény odhad pravdépodobnosti P(A).

2.2 JSOU KURZOVE SAZKY SPRAVEDLIVE?

Ctenaf se sam miize pokusit vzpomenout, zda nékdy slysel o sazkové kancelaii
nabizejici kurzové sazky, ktera by skoncila v ipadku. Spise se mu vybavi zpravy
o pohadkovém bohatstvi. I bez hlubsich tivah tedy lze ocekéavat, ze kurzové
sazky spravedlivé nejsou, ale provozovateltim prinaseji v dlouhodobém horizontu
kladny zisk. Jak jsme vidéli, nehrozi-li bookmakerovi vymeéna roli, mize udat
pravdépodobnost vyssi, nez je jeho skuteény nazor, a tim v priméru docilit
kladného zisku.

V dobé psani tohoto pfispévku probihalo mistrovstvi svéta ve fotbale v Ji-
hoafrické republice. Napiiklad na utkani Spanélsko — Honduras vypsaly sazkové
kancelare kurzy uvedené v tab. 1.

Tab. 1 Kurzy na utkéni Spanélsko — Honduras na MS ve fotbale 2010

1 (vyhra Spanélska) | X (remiza) | 2 (vyhra Hondurasu)
Bet-at-home 1,12 8,00 15,00
Fortuna 1,13 6,70 13,00
Tipsport 1,11 8,06 22,50

Jisté neni treba pfipominat, Ze hodnoty v tabulce udavaji, kolik nam kan-
celar vyplati za kazdou vsazenou korunu v pripade, ze jsme vsadili na spravny
vysledek. Vsadime-li napriklad 100 K¢ na vyhru Hondurasu a on skutec¢né zvi-
tézi, vyplati nam Bet-at-home 1500 K¢, Fortuna 1300 K¢ a Tipsport 2250 K¢.
Budeme-li se stejné jako v predchozi ¢asti ptat, kolik je tfeba vsadit napiiklad na
Honduras, aby ndm v pripadé jeho vyhry bylo vyplaceno 100 K¢, pak staci tuto
¢astku naopak vydélit prislusnym kurzem; v Tipsportu by to bylo 100/22,5 =
= 4,4 K¢&. Abychom ve stejné kancelaii vyhrali 100 K& v piipadé vyhry Spanélska,
museli bychom na jeho vyhru vsadit 100/1,11 = 90,1 K¢. Koneéné abychom vy-
hrali 100 Ké& v ptipadé remizy, museli bychom na ni vsadit 100/8,06 = 12,4 K¢.
Kdyby se jednalo o spravedlivou sazku, pak by tedy pravdépodobnost, kterou
sazkova kancelal prisuzuje jednotlivym alternativam, byla pfevracenou hodno-
tou prislusnych kurzd. Protoze vSak sazkovym kancelarim nehrozi vymeéna roli,
Ize ocekavat, Ze takto vypocitand pravdépodobnost bude vyssi nez pravdépo-
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dobnost, kterou firma na zakladé riznych statistik a analyz opravdu odhaduje.
Vypocteme-li pravdépodobnosti podle deklarovanych kurza, pak napiiklad pro
Tipsport dostaneme tyto hodnoty: 1/1,11 = 0,901, 1/8,06 = 0,124 a 1/22,50 =
= 0,044. Kdyby se skutecné jednalo o pravdépodobnosti, byl by jejich soucet
roven jedné (vzdy nastane pravé jedna z uvazovanych moznosti). Protoze 0,901+
+0,12440,044 = 1,069 > 1, jsou jednotlivé hodnoty ponékud nadsazené; podnik
tak v priméru vydéla necelych 7 procent.

Totéz lze ukazat i bez potieby znalosti zakont pravdépodobnosti: jednoduse
si mizeme rozmyslet, kolik je tfeba vsadit na jednotlivé alternativy, abychom
v kazdém pfipadé vyhrali 100 Ké. Pro Tipsport jsme tyto hodnoty jiz spocitali,
pro ostatni kanceldife bychom postupovali podobné. Z tab. 2 je patrné, jaka je
ndvratnost vsazenych penéz:

Tab. 2 Kolik korun je tfeba vsadit na jednotlivé moznosti z tab. 1 k dosazeni
vyhry 100 K¢

1 X 9 zaplatime | vyhrajeme | navratnost

celkem C |4 N=V/C
Bet-at-home | 89,3 | 12,5 | 6,7 108,5 100 92,2 %
Fortuna 88,5 | 14,9 | 7,7 111,1 100 90,0 %
Tipsport 90,1 | 12,4 | 44 106,9 100 93,5 %

2.3 BOOKMAKER A AXIOMY PRAVDEPODOBNOSTI

Princip sazek je z didaktického hlediska zajimavy predevsim kvili tomu, Ze
umoznuje zaktum a studenttim ukazat, ze zakladni vlastnosti pravdépodobnosti
nespadly odnikud shtry, ale jednoduse plynou z pozadavku, aby se navrhovatel
sazek vyhnul jisté ztrate.

Vratme se nyni k ¢asti 2.1, pripustme kladné i zdporné hodnoty sazek. P¥i-
fazeni pravdépodobnosti, které nevede k jisté ztraté navrhovatele (Petra), se
nazyva koherentni. V dalsim si ukézeme, pro¢ musi koherentni odhady pravdé-
podobnosti splitovat zakladni axiomy teorie pravdépodobnosti (kromé nekonecéné
aditivity).

I. Pro kazdy jev A je P(A) jediné redlné cislo spliugici 0 < P(A) < 1.
Pro p < 0 by byl pro libovolné S > 0 zisk sazejiciho v kazdém pripadé kladny:

Z(A) = (1 —-p)S > 0, Z(A) = —pS > 0. Pro p > 1 by sazejici mohl zvolit
libovolné S < 0 a opét si v kazdém pripadé zajistit kladny zisk. Kdyby byly pro
jev A stanoveny dvé rtizné hodnoty pravdépodobnosti p < p’, pak by si sazejici
mohl vzdy vhodnou volbou sazek zajistit zisk. Uvazujme napiiklad p = 0,4
a p’ = 0,6. Sazejici by mohl vsadit 40 K¢ v prvnim kurzu a — 60 K& v druhém;
kdyby jev A nastal, ziskal by sazejici z prvni sazky 100 — 40 = 60 K¢ a z druhé
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—100 4 60 = —40 K¢, celkem by tak vydeélal 20 K¢é. Kdyby jev A nenastal, byl
by jeho zisk opét —40 + 60 = 20 K¢&. Obecné pro libovolné p < p’ by sazejici
mohl uzaviit dvé sazky na A, pS a p'S’, s celkovym ziskem Z(A) = —pS —p'9’,
Z(A) = (1-p)S+ 1 -9p)S = —pS—p'S"+ S5+ 5" Pro libovolné S > 0
a 8" = —S by pak platilo: Z(A) = Z(A) = (—p +p')S > 0, coz opét odporuje
pozadavku koherence.

I1. Pro jisty jev plati P(2) =1, pro nemozny jev je P() = 0.

Pro jisty jev je zisk sdzejictho vidy Z = (1 — p)S; pro p < 1 by stacilo zvolit
libovolné S > 0 a zisk by byl vzdy kladny. Pro nemozny jev je Z = —pS; pro
p > 0 by stacilo zvolit libovolné S < 0 a zisk sazejiciho by byl opét vzdy kladny.
[la. Pravdépodobnost opacného jevu: P(A) =1 — P(A)

Oznaé¢me P(A) = p, P(A) = q. Chceme ukézat, Ze plati: p + ¢ = 1. Uvazujme
napiiklad p = 0,4; ¢ = 0,5. Aby séazejici vyhral v kazdém pripadé 100 K¢, musel
by na jev A vsadit 40 K¢ a na jev opa¢ny A 50 K¢. Celkem by tedy zaplatil
90 K¢ a zarucené by vyhral 100 K¢. Petr by v kazdém piipadé prisel o 10 K¢;
uvedeny odhad pravdépodobnosti tedy neni koherentni. Totéz plati pro libovolné
hodnoty p, g, kde p + ¢ < 1: k zajisténi vyhry 100 K¢ by sazejici zaplatil ¢astku
(p+¢q)-100 < 100 a docilil by tak kladného zisku. Kdyby bylo p+ ¢ > 1, pak by
sazejici mohl navrhnout zapornou sidzku, naptiklad —p - 100 na jev A a —¢q- 100
na jev opaény A. Nyni by Petr zaplatil (p + ¢) - 100 > 100 a vyhral by jen 100,
celkové by tedy prodélal, coz opét odporuje pozadavku koherence. Proto musi
platit p+¢ = 1.

IIIb. Aditivita: pro libovolné disjunkind jevy A, B plati: P(AUB) = P(A)+P(B).
Ozna¢me P(A) = p,P(B) = q, P(AU B) = r. Kdyby bylo r» # p + ¢, pak
by sazejici mohl vsadit pS na A, ¢S na B a (1 —r)S na AN B. Jevy A, B
jsou navzajem neslucitelné, zisk sazejiciho ve vsech moznych pripadech lze proto
vyjadrit takto:

Z(ANB) = (1-p)S—¢S-(1-1)S=(@-p—q)8s
Z(ANB) = —pS+(1—-q¢)S—-1-7)S=(r—p—q)S
Z(ANB) = —pS—qS+rS=(r—p—q)S

Pro p + g < r by séazejici volbou S > 0 docilil za kazdé situace kladného zisku,
pro p + q > r by téhoz docilil volbou libovolné hodnoty S < 0. Proto musi byt
ptqg=r.

3 ZAVER

Cilem c¢lanku bylo ukazat, ze v dobé prudkého ristu nejriznéjsiho interneto-
vého sazeni by si kurzové sdzky mohly najit misto ve vyuce matematiky. Jednak
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proto, aby si studenti uvédomili, Ze nemaji-li lepsi informace nez sazkové kance-
lafe (které na to maji tymy lidi), nemohou na téchto sdzkach dlouhodobé vydélat,
a dale proto, Ze umoznuji pochopit souvislost abstraktnich zakont pravdépodob-
nosti s readlnym svétem.

PODEKOVANI
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VYPOCET SOUCINITELE PRESTUPU TEPLA
UVNITR TRUBKOVYCH SYSTEMU V PROSTREDI MAPLE

Hana Charvatova, Dagmar Janacova, Miloslav Fialka,
Pavel Mokrejs, Karel Kolomaznik

Abstrakt

V prispévku jsme se zamerili na prezentaci ndmi naprogramované softwarové aplikace
pro vypocet soucinitele prestupu tepla pri toku tekutiny wvnitr trubkovych systémi v ma-
tematickém programu Maple. V pruni édsti uvdadime matematické vztahy, které jsme
pouZili pro naprogramovdni softwarové uceni pomicky uréené pro podporu vyuky pred-
métu Procesni inZenyrstvi na Univerzité Tomdse Bati ve Zliné. V druhé cdasti prispevku
popisujeme uzivatelské prostredi této aplikace. Tuto aplikaci uvddime jako ndmét pro
vyuziti softwaru Maple pro feseni mnohiyjch matematickych problémi, jako namét pro
pripravu ,matematickiych trenazéri“ pro vyuku studenti v matematickych predmétech
¢i jako pomicku pro e-learning.

1 Uvop

Néplni prfedmétu Procesni inZenyrstvi vyucovaném na Fakulté aplikované in-
formatiky Univerzity Tomase Bati ve Zliné je fyzikalni popis realnych procesi,
které se Casto vyskytuji v technické praxi. Pfi feseni vybanych tloh sdileni tepla
a hmoty vyuzivaji studenti zakladni poznatky z matematiky, které ziskavaji
v predchozi vyuce matematickych predmétti. Protoze je feseni téchto tiloh casto
pomeérné komplikované a ¢asoveé naro¢né, chceme usnadnit praci studentim tvor-
bou softwarovych pomiicek slouzicich jako ,kalkulatory“, které dokazi po zadani
vstupnich parametri provést naprogramovany vypocet a zobrazit pozadované
vysledky. Tim zaroven mohou slouzit jako ,trenazéry“, na kterych mohou stu-
denti Tesit samostatné vybrané tlohy, ¢i si ovérit spravnost vlastnich vypocti
v pribéhu domaéci ptipravy. Prostfedi a matematicky postup vypoctu pripravo-
vanych softwarovych pomiicek, prezentuje na aplikaci urcéené pro vypocet sou-
Cinitele prestupu tepla pri nucené konvekci tekutin. Nicméné obdobné aplikace
mohou byt vyuZzity pro feSeni jinych matematickych problém.
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Obr. 1: Geometrické znazornéni prestupu tepla mezi tekutinou a povrchem tu-
hého materialu

2  MATEMATICKO-FYZIKALNI POPIS STUDOVANEHO PROBLEMU

P1i toku tekutin uvnitf trubkovych systémi, kdy je teplota povrchu vnitini stény
potrubi odlisné od teploty jadra proudici tekutiny, dochazi k pfestupu tepla mezi
obémi fazemi. Tento proces je schematicky zndzornén na obr. 1.
Tepelny tok ® lze za téchto podminek vyjadfit pomoci Newtonova ochlazo-
vaciho zdkona
d = aAAL, (1)

kde A znadi teplosménnou plochu, At je rozdil stiedni teploty tekutiny uvnit¥
trubky a teploty povrchu trubky, ktery se styka s proudici tekutinou. Symbol
« predstavuje soucinitel prestupu tepla mezi proudici tekutinou a obtékanym
tuhym povrchem. Jeho urceni je obtizné. Proto se vyuziva jiz zminéné teorie po-
dobnosti a vypocet je zaloZen na feseni prislusnych kriteriadlnich rovnic. V nasem
pripadé jsme uvazovali pfipad nucené konvekce beze zmény skupenstvi proudici
tekutiny.

V prvni fazi vypoctu jsme provedli vypocet Reynoldsova kritéria Re, z néhoz
Ize urcit charakter toku dané tekutiny

(2)

Symbol v predstavuje rychlost toku tekutiny, p je hustota proudici tekutiny pii
stfedni teplot€, 1 jeji dynamicka viskozita. Symbol d predstavuje charakteristicky
rozmér télesa. Pro potrubi kruhového prifezu je charakteristickym rozmérem
jeho vnitini prameér, pro nekruhovy prifez je potieba vypodcitat tzv. ekvivalentni
prumeér deky podle nasledujiciho vztahu

45
dekv - 77 (3)

kde S je plocha prutoc¢ného prufezu a o je obvod smoceny tekutinou.
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Na zékladé vypoctené hodnoty Reynoldsova kritéria, pripadné dalsich cha-
rakteristik potrubi, jsme urcili hodnotu Nusseltova kritéria. Pro laminarni oblast
proudéni, tj. pro hodnotu Re < 2,3 -10? jsme zvolili vztah

Py \ 02
Nu = 0,15Re%32 Pr033(Gr - Pr)®t (Pr > “Ef, (4)
kde symbol Gr predstavuje Grashofovo kritérium
oy Atp?
Gr =92V (5)
02

v némz ay znaci teplotni soucinitel objemové roztaznosti tekutiny pfi stfedni
teploté, Pr je Prandtlovo kritérium

Pr =2, (6)

v némz ¢, je mérnd tepelnd kapacita proudici tekutiny a A je soucinitel tepelné
vodivosti tekutiny. Urcovaci teplotou pro obé uvedené vlastnosti je opét stiedni
teplota tekutiny. Symbol Pr,, pfedstavuje Prandtlovo kritérium pii teploté stény.

Soucinitel € je hodnota z4visl4 na poméru délky trubky L k vnitinimu pra-
méru trubky d. Piislusné hodnoty €y uvddime v tab. 1. V pfipadé pouziti vztahu
(6) pro svislé potrubi by byl vysledny souéinitel pfestupu tepla pfi souproudu
volného a nuceného proudéni asi o 15 % mensi a pfi jejich protiproudu asi o 15 %
vétsi nez hodnota vypodtena pomoci vztahu (6).

Tab. 1: Konstanty €5 vztahu (4)

L/d] 1 | 2 | 5 [ 10 | 15 ] 20 | 30 | 40 | >50
e; | 1,90 1,70 | 1,44 [ 1,28 [ 1,18 | 1,13 | 1,05 | 1,02 | 1,00

Pro piechodovou oblast proudéni, tj. pro 2,3 - 10> < Re < 1 - 10%, jsme
Nusseltovo kritérium pocitali ze vztahu

0,14
Nu = 0,116(Re?/® — 125)Pr'/3[1 + (d/L)*?] (ni) (7)
w
platného pro prechodovou a turbulentni oblast 2,3-10% < Re < 2-10%; 0,5 < Pr <
< 5-10% a pomér d/L < 1. Symbol ny predstavuje ve vztahu (7) dynamickou
viskozitu tekutiny pfi stredni teploteé.
Pro vypocet Nusseltova kritéria pri turbulentnim proudéni tekutiny, tj. pro
Re >1-10%, jsme zvolili vztah

Nu = 0,023Re%8 Pro?, (8)
ktery plati pro 0,6 < Pr < 1,2-10%, L/d > 50.
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Hledanou hodnotu soucinitele prestupu « jsme vypocitali ze vztahu

Nu - A
a=-—: (9)

3 UZIVATELSKE PROSTREDI SOFTWAROVE APLIKACE PRO VY-
POCET SOUCINITELE PRESTUPU TEPLA UVNITR TRUBKOVYCH
SYSTEMU

Vypocet soulinitele prestupu tepla za vysSe uvedenych podminek jsme napro-
gramovali v prostiedi Maple ve formé Mapletu. UZivatelské prostiedi softwarové
aplikace je zachyceno na obr. 2. Vypocet soucinitele prestupu tepla je provadén
podle vztahii (1) az (9) popsanych v pfedchozi kapitole. Po spusténi aplikace se
otevie hlavni okno aplikace, v némz uzivatel zada pozadované vstupni parame-
try nezbytné pro vyfeSeni dané tlohy, jako jsou geometrické vlastnosti trubky,
stfedni teplota proudici tekutiny a teplota povrchu trubky (viz obr. 2). Vypocet
stfedni teploty tekutiny a ekvivalentniho primeéru nekruhového prifezu lze pro-
vést v samostatném okné aplikace po jeho otevieni stiskem pfislusného tlacitka
v hlavnim okné aplikace.

[IHE D Provtup tepls flucens komvekce - tobk wvoits trubiy) =3
MNucena konvekce
Tok wwmits trubly
Zvolte prostorove usporadani trubky: [ ] |t ]| vetroen
Viozte pozadovane parametry:
Dofica fvrska) traey i . Prumie ket s |1 iy (i 1 B T
Sty teplota tekasiey 15t [CE 5 [ viypocts sr o teplotu ekt | Tephota tekaty u stemy tw ("Cl: [Com=tsn | o
Viozte proudici nebo iite p ybranych tekutin
[ vaen 0 300 ) [ voda 1000 |
Viastnost tekuting pri stredni teplote:
Mhorna tepeins kapacis (kg 1X 1k 402 T Kinematicka wskosita (m2.s. 1) 3014378006 hastota ugm T 4 47X
1*® 457103 Souceitel tepetne vodnot (W 1X 1k pre
Viastnosti tekuting u steny trublky
Mhorma topeing kapacta (kg 15 1) A2 TR0 rwmaticha wskorta im2.s 15 53014375004 Hustota kg Xi 54 ET0
St it b vodsest (W 181 [ Pyt i oudor Dekasting (ms g oo m
[ Vyiocts souciete presti tesia_|
Ge ashof o bR G (1 80420 s0s Pyantiove kaernm Py (1E 037085 - (23088 (x| 1aresaree
0 SANN5 r -
M oo bR B (1 T | 7 | Souckiel prostugu tepls (.m 25 13 0 Kxad
==

Obr. 2: Hlavni okno softwarové aplikace
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Dalsimi vstupnimi hodnotami, které je potfeba definovat jsou termodyna-
mické vlastnosti proudici tekutiny pfi jeji stfedni teploté. Je-li proudici tekutinou
voda nebo vzduch, mize uzivatel pouzit pro jejich urceni predvolené hodnoty,
které aplikace automaticky dopocita podle nadefinovanych vztaht. Pro jiné te-
kutiny je potieba doplnit prislusné hodnoty do prislusnych textovych poli. Po-
sledni vstupni veli¢inou, kterou je nezbytné doplnit, je rychlost proudéni teku-
tiny. V pripadé, Ze je zndm objemovy, resp. hmotnostni pritok, lze provést jeho
prepocet na rychlost proudéni tekutiny opét v okné k tomu urceném.

Po vyplnéni vSech potfebnych tidaju spusti uzivatel stiskem prislusného tla-
¢itka vypocet. Kromé vysledné hodnoty soucinitele prestupu se v hlavnim okné
aplikace zobrazi vypocétené hodnoty vSech pouzitych kriteridlnich rovnic. Zaro-
ven se v prislusném textovém poli zobrazi vztah pouzity pro vypocet Nusseltova
kritéria. Proceduru automatické volby vhodného vztahu pro vypocet Nusseltova
kritéria jsme naprogramovali do zdrojového kédu aplikace.

4 ZAVER

Uzivatelské prostfedi ve formé Mapletu umoznuje praci uzivateld nezavisle na
jejich znalosti programovacého jazyka CAS Maple ¢i jiného programovaciho ja-
zyka. Vypocet soucinitele prestupu tepla je zaloZen na teorii podobnosti, vyuziva
se kriteridlnich vztaht pro pfipad nucené konvekce tekutiny uvniti trubky beze
zmény skupenstvi.

Prezentovanou softwarovou aplikaci pro vypocet soucinitele prestupu tepla
uvnitt trubkovych systémt jsme vytvorili jako ucebni pomticku pro podporu
pfedmétu Procesni inzenyrstvi vyucovaného na Fakulté aplikované informatiky
Univerzity Tomase Bati ve Zliné. Nicméné obdobné aplikace 1ze vyuzit pro feseni
mnohych matematickjch problémd, které mohou byt s vyhodou pouzity jako
,matematické trenazéry“ pro samotatnou domaci pfipravu studentd. Moznost
pracovat s témito pomtckami pomoci webového rozhrani rovnéz nabizi jejich
pouziti pro e-learning.

PODEKOVANT

Tato prace byla podprovana Fondem rozvoje vysokych skol, projektem ¢&. 17,
Softwarové pomucky pro podporu vyuky predmétu Procesni inzenyrstvi na UTB
ve Zliné.
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FIBONACCIHO CISLA A DUKAZY BEZE SLOV

Martina JaroSova

Abstrakt

Mnohé dulezité vysledky z rizngch oblasti elementdrni i vy$si matematiky (aritmetika,
algebra, geometrie, infinitezimdlni pocet) lze odivodnit ndpaditymi vyobrazenimi, které
prakticky nepotrebuji zZadny dopliiujici vgklad nebo vysvétleni. Pro takovyto druh ar-
gumentace pomoci geometrickych obrdzku, schémat nebo diagramu se v americkych
casopisech pro popularizaci matematiky vZilo oznaceni dikaz beze slov.

1 ZOBECNENA FIBONACCIHO POSLOUPNOST

Nejprve struéné pripomenme zakladni definici této posloupnosti.
Definice 1 Rekurentni formule tvaru

fotk = 01 fagk—1 + a2 fngr—2 + ...+ arfn,

kde ay,...,ax jsou redlna c¢isla, ar # 0, se nazyvd linearni rekurentni formule
k-tého tdadu s konstantnimi koeficienty.

Definice 2 Posloupnost zadanou linedrni rekurentni formuli 2. rddu
Thi2=Tny1 +Th, pron €N,

pricemZ Ty = a a Ty = b nazveme zobecnénd Fibonacciho posloupnost. Cleny
této posloupnosti se nazyvaji zobecnénd Fibonacciho ¢isla. Obvykle klademe Ty =
=b—a.

Poznamka 1 Nékolik prunich cleni zobecnéné Fibonacciho posloupnosti:
a,b,a+b,a+ 2b,2a + 3b,3a + 59, . ..

Poznamka 2 Pro volbu a = b = 1 dostavdme Fibonacciho posloupnost, ¢leny
této posloupnosti nazyvame Fibonacciho ¢isla F,,. Pro volbu a = 1,b = 3 ziskdvd-
me Lucasovu posloupnost, jejiz cleny nazyvame Lucasova cisla L,,, kde n € N.

Pro vSechny tyto posloupnosti plati celd fada zakladnich identit, viz [4, 3, 6].
Pripomenme jen tu, kterou vyuzijeme v dalsim textu.
Identita 1 Pro vsechna n € N plati

F, 1 +Fn+1 =L, (1)

Korektni matematicky dikaz lze nalézt napf. v [4]. Platnost identity je vSak
zfejma i z tab. 1.
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Tab. 1: Tabulka demonstrujici identitu F,,_1 + Fj,41 = L,

n O 1] 2| 3| 4| 5 6] 7| 8] 9| 10
F,| 0] 1 2 5| 8]13|21|34| 55
L,| 2| 1| 3| 4| 7|11 (18|29 |47 |76 123

2 ZOBECNENA FIBONACCIHO CISLA A GEOMETRIE

Jak jsme jiz pfedeslali v ivodu, je mozné vyuzit geometrii ke znazornovani al-
gebraickych vztahi. Napriklad algebraicky vztah

(a+b)? = a® + 2ab+ v?

je znazornén na obr. 1.

Obr. 1: Dikaz vztahu (a + b)* = a® + 2ab + b*

Nyni si pfedvedeme, jak lze vyuzit geometrii k diikaztim nékolika vybranych
identit se zobecnénymi Fibonacciho ¢isly 77, Fibonacciho ¢isly F), a Lucasovymi
Cisly L.

2.1 CYKLICKY OBDELNIK

K odvozeni néasledujici identity vyuzijeme obrazce, ktery muzeme nazyvat cyk-
lickgym obdélnikem.

Sestrojme ¢tverec o strané délky 75, +1. Do jednoho rohu tohoto ¢tverce umis-
time obdélnik o stranach délky T;, a T),_1, jak je tomu na obr. 2. Proces opaku-
jeme, dokud nebudeme mit ve ¢tverci ¢tyfi takovéto obdélniky. Uprostied pak
vznikl ¢tverec o strané délky T,, — T,,—1 = T—3. Z obr. 2 je zfejmé, ze plati
identita:

Ty = 4T Th1 + T3y
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n=2

I Ton -

Obr. 2: Dikaz identity T2, = 4T, Tn—1 + T2,

2.2 PREKRYVAJicf SE CTVERCE VE DVOU OPACNYCH ROZICH
Sestrojme nyni ¢tverec o strané délky 715,41, coz dle definice 2 odpovida

Tn—i—l =T, +Th 1.

Do dvou navzajem opacnych roht umistime ¢tverce o stranach délky T,,, jak je
tomu na obr. 3. Nebot ziejmé délka T}, je v&tsi nez polovina délky T,,11, tyto
¢tverce se musi prekryvat. Jejich prinikem je ¢tverec se stranou délky

Tn - Tnfl = Tn72-

Cely tento sestrojeny Ctverec, viz obr. 3, je tedy sloZen ze dvou ¢tvercu o strané
délky T,, a ze dvou ¢tvercu o strané délky T,,_1. Ale jelikoZ plocha stiedového
Ctverce o strané délky T, _s by byla zapocitana dvakrat, je nutné ji odecist.
Z obr. 3 je tedy zfejmé, ze plati identita:

2 2 2 2
T, =2T,+2T; 1 —T; ,

n n—

Tn Tu—l

n-2

— Tha |

Obr. 3: Ditkaz identity 702, = 277 + 275, — Th_,
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2.3 NEPREKRYVAJIici SE CTVERCE VE CTYRECH ROZICH

Dle definice 2 plati
Tn+1 = 2T'nfl + Tn72-

Sestrojme Ctverec o strané délky T,,1;. Kazdou stranu tohoto ¢tverce pak lze
rozdélit na tseky T, _1,Tn_2,T,_1 v tomto potfadi, viz obr. 4. Z obr. 4 je tedy
ziejmé, ze Ctverec se stranou délky 7,1 mize byt slozen ze ¢ty rohovych ¢tverci
o strané délky T,,_1, ¢tverce se stranou délky 7T;,_o a ¢tyf obdélnikd o stranach
délky T, _1 a T,—o. Plati tedy identita:

T2 =AT? | +4T 1Ty o+ T,

n

f n+l i

Obr. 4: Ditkaz identity T2, = 4T2_; + 4T, 1Th—2+ T2 _,

2.4 PREKRYVAJici SE CTVERCE VE CTYRECH ROZ{CH
Na problém lze nahlizet také takto, dle definice 2 plati

Fn+1:Fn+Fn71-

Sestrojme opét ¢tverec o strané délky F,, 1. Jak jiz vime, kazdou stranu tohoto
Ctverce lze rozdélit na tseky F,, 1, Fy,_o, F,,_1 v tomto poradi, viz obr. 5. Z obr. 5
je tedy ziejmé, ze obsah Ctverce se stranou délky Fj,y; mizeme vyjadrit také
jako soucet obsaht ¢tyt rohovych ¢tvercu se stranou délky F;,, od nichz odecteme
prekryvajici se plochy, tedy odecteme obsah ¢ty obdélnika o stranach délky
F,_1 a F,,_5 a poté odecteme obsah tfi ¢tverct se stranou délky F;,,_o. Plati
tedy i tato identita, viz obr. 5:

F2  =AF} —AF, 1F, 5 —3F?_,

n
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Obr. 5: Dikaz identity F> | = 4F> — 4F,_1F,_5 — 3F._,

2.5 PREKRYVAJici SE CTVERCE SESTROJENE NA STRANACH

Dle identity (1) na str. 139 plati

Ly =F, +2F, ;.

143

Sestrojme ¢tverec o strané délky L,,. Kazdou stranu tohoto ¢tverce pak lze roz-
délit na useky Fj,—1, Fy,, F,,—1 v tomto poradi, viz obr. 6. Nad tseky o délce F,
sestrojme Ctverce, jak je tomu na obr. 6. Tyto ¢tverce se evidentné prekryvaji
a to ve ¢tvercich o strané délky F,, — F,,—_1 = F,,_o. Uprostifed pak vznikl ¢tverec

o strané délky

L, —-2F, = n+1+Fn71*2Fn:2anl—Fn: n—1— Fpn_o=F,_3.

Z obr. 6 je tedy zfejmé, ze plati identita:
2 2 2 2 2
L =4F; +4F; | —AF; 4+ F7 4

Dalsi priklady tohoto typu lze nalézt napt. v [2].

Foa Fa Fpa

n-2

n-3

! L, i

Obr. 6: Ditkaz identity L2 = 4F2 + 4F>_ | —4F> , + F?_,



144 Martina JaroSova

LITERATURA

[1] ADLOFOVA, L. Zobecnénd Fibonacciho ¢isla. Diplomova prace. Hradec Kra-
lové : 2007.

[2] BROUSSEAU, A. Fibonacci Numbers and Geometry. The Fibonacci Quar-
terly 10, No. 3, 1972.

[3] HOGGATT, V. E. Jr. Fibonacci and Lucas Numbers. Boston : Houghton
Mifflin Company, 1969.

[4] KOSHY, T. Fibonacci and Lucas numbers with applications. New York :
John Wiley & Sons, Inc., 2001.

[5] SIMSA, J. Diikazy beze slov. In Matematika, fyzika a vzdéldvdni. Brno :
VUTIUM, 2004, 64-79.

[6] VOROBOEV, N. N. Fibonacci Numbers. Basel : Birkhiuser Verlag, 2002.



SETKAN{ UCITELU MATEMATIKY 2010 145

SITE KRYCHLE A PRAVDEPODOBNOST

Darina Jirotkova

Abstrakt

V clanku je dvéma ukdzkami ilustrovdna myslenka budovdni schémat matematickych
pojma prostrednictvim riznych prostredich. Obé ukdzky vychdzeji z uloh z prostred:
Site krychle. Je ukdzdno, jak ulohy mohou propojovat nékolik matematickych oblasti.
Pruni uloha zasahuje do oblasti kombinatoriky a prdace s daty, druhd do oblasti pravde-
podobnosti.

1 VZDELAVANI ORIENTOVANE NA BUDOVANI SCHEMAT

Soucasné vyzkumy v didaktice matematiky ukazuji, ze smér, kterym by se mélo
ubirat vzdélavani zakl zejména v matematice, ktery ptrinese zakim kvalitni po-
znani, a to nejen matematické, je orientace na budovani schémat. Pro ¢eskou
didaktickou skolu rozpracoval tento pojem M. Hejny v obsirné studii [1], kde
mimo jiné formuloval 8 tezi o schématu a 13 tezi o prvnich stadiich tvorby mate-
matického schématu. Z hlediska implementace do praxe je dilezita teze MT11:
,Kvalita schématu nartstd poznavanim jeho pisobeni v rtznych prostiedich
a kontextech. Diilezité je zejména odhaleni moznosti prenést jiz hotové schéma
nebo jeho ¢ast z jednoho kontextu do kontextu jiného. Takové pfenosy pripravuji
strukturaci schématu.“ (Hejny, 2007, s. 111) Dale M. Hejny rozpracoval bohatou
fadu jak aritmetickych, tak geometrickych prostiedi, ktera jsou jiz aplikovana
v nové fadé ucebnic matematiky pro 1. stupeii ZS z nakladatelstvi Fraus. Né-
kterda matematicka prostredi jsou podrobné zpracovana v nasledujicich studiich:
aritmeticka prostiedi Krokovani a Schody v [6], Autobus v [3], geometrické pro-
stiedi Sité krychle v [2, 4, 5].

Myslenkou podnétného matematického prostredi se zabyvaji i dalsi badatelé
na pudé Ceské didaktiky matematiky. Z poslednich uvedu ¢lanek [7], ve kterém
M. Ticha uvazuje o takovych vyukovych prostiedich, které jsou vhodné pro pfi-
rozenou diferenciaci zaka.

V dalsich odstavcich jsou uvedeny dvé tlohy z geometrického prostiedi Sité
krychle. Pojem sit krychle je samoziejmé spojen s pojmem krychle, a tak pro-
pojuje 2D (rovinnou) s 3D (prostorovou) geometrii. S obéma pojmy se Zaci
seznamuji na prvnim stupni zédkladni skoly pouze intuitivné. Pojem sif krychle
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se objevuje v uc¢ivu matematiky prvniho stupné velice okrajové a ani na trovni
druhého stupné zakladni skoly, ani na stfedoskolské Grovni neni vsak tento pojem
dale rozvijen jako schéma smérem ke strukturaci. Toto prostfedi je prekvapivé
bohaté i z hlediska propojeni na dalsi matematické discipliny.

2 DVE ILUSTRACE Z PROSTREDI SITE KRYCHLE

Prvni ilustrace vychazi z tlohy, kterd je zameéfena na vazbu mezi vrcholem
a sténou krychle. Je ukadzano propojeni schématu sité krychle s kombinatori-
kou. Druh3 ilustrace sméfuje pfimo do oblasti pravdépodobnosti. V prostiedi
Sité krychle miizeme formulovat tilohy na trovni jak zaka 1. roéniku ZS, tak
studenta gymnézia. Prvni tloha je urcena spiSe pokrocilejsimu feSiteli prvniho
stupné ZS, druh4 tloha spiSe Fesiteli na trovni gymnézia.

Uloha 1

Na obr. 1la—f je ddno Sest stén standardné pojmenované krychle ABCDEFGH.

Ze v8ech 24 vrcholi je pravé 10 pojmenovano. Sestavte sit krychle s pojmeno-
vanymi vrcholy.

D E
LU
a) b) c) d) e) f)
Obr. 1

Resend. Kli¢em k feseni tilohy je uréeni, kterd sténa je spodni (s), horni (h),
pfedni (pf), zadni (z), leva (1) a pravé (p). Pak jiz snadno pojmenujeme vSechny
vrcholy a sestavime sif krychle tak, Ze budeme spojovat stejné pojmenované
strany ¢tverci. Nejdfive si v§imneme, Ze:
e Ctverec s pojmenovanymi vrcholy D, E, dale jen étverec DE, (obr. 1a), je
urcité leva sténa; je to jedind sténa s diagonalou DFE;
e Ctverec C (obr. 1b) je bud spodni, nebo pravé, nebo zadni sténa; jen tyto
stény obsahuji vrchol C}

e Ctverec A (obr. 1c) je bud spodni, nebo pfedni, nebo leva sténa; jen tyto
stény obsahuji vrchol A;

e Ctverec BF (obr. 1d) je bud pfedni, nebo pravé sténa; jen tyto stény ob-
sahuji vrcholy B, F;

e Ctverec EG (obr. le) je jediné horni sténa; je to je jedind sténa s vrcholy
FE aG;

e Ctverec AD (obr. 1f) je bud spodui, nebo leva sténa, jen tyto stény obsahuji
vrcholy A, D.
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Vsech Sest popsanych podminek sepiSseme do tab. 1. Znak x v fadku ,b“
a sloupci ,,z“ znamena, ze ¢tverec na obr. 1b mize byt zadni sténou krychle.

Tab. 1 Stény krychle — ¢tverce

s|h|pf|lz|1l|p
a
b | x X
c | x X
d X X
e
f XH X

Jestlize ted ze dvanacti poli tab. 1 oznacenych znakem x vybereme tako-
vych Sest, ze v kazdém fadku i kazdém sloupci bude pravé jedno vybrané pole,
pak mame Feseni tlohy. Timto zpisobem je geometricky problém pfeveden na
kombinatoricky, ktery fesime ve tfech krocich pomoci dvou pravidel:

a) Je-li v nékterém sloupci nebo fadku jen jediné pole oznacené x, pak toto
pole musi byt vybrano.

b) Je-li nékteré pole vybrano, pak vSechna dalsi pole v pfislusném fadku
i sloupci byt vybrana nemohou.

V fadcich ,a“ a .e“ a ve sloupci ,z“ je pouze jedno x. To znamena, ze tato
tfi X musi byt vybrana. V tab. 1 jsou pfislusna pole podbarvena.

Ve sloupci ,,p“ i v fadku ,f* zbylo jediné x. Ta jsou v tabulce podbarvena
trochu svétleji.

V radku ,c“ zbylo jediné X, to je vybrano a v tabulce podbarveno nejsvétleji.

Vysledek. Sténa na obr. la je tedy leva, na obr. 1b je zadni, na lc je predni,
na 1d je prava, na le je horni a na 1f je spodni. Pfislusna jména vrcholt ¢tverca
muZzeme jiz snadno doplnit a sestavit z nich néjakou sit krychle.

Uloha tak, jak je vySe Fesena, spada spiSe do oblasti kombinatoriky nez do
geometrie. V procesu feSeni geometrické poznatky byly témér nevyuzity a ja-
dro tvah lezelo v kombinatorice. Na tloze je pozoruhodné to, ze geometricka
metoda FeSeni je nutné odkdzana na pomérné primitivni nastroj pokus—omyl.
Resitel, ktery chce pouzit Gc¢innéjsi, sofistikovanéjsi metodu, nutné musi sah-
nout k nastrojum kombinatoriky. Dodejme, ze k takové situaci nedochéazi bézné.
Napriklad tvrzeni, ze tfi téZnice trojuhelnika se protinaji v jednom bodé€, lze
dokazat nastroji syntetické geometrie, Descartovou metodou souradnic i pomoci
vektoru. Kazda z téchto metod je sofistikovand, ale pouZiva jiné nastroje i jiné
myslenkové postupy.
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74k, ktery aspoil ¢asteéné samostatné objevi feseni tlohy pomoci tabulky,
ziska néco, co presahuje oblast geometrie. Tim je pravé zptisob, jak zorganizovat
vstupni data a jak s nimi zachazet.

Uloha 2
a) Jak4 je pravdépodobnost, ze ndhodnym slepovanim Sesti shodnych étvercii
vytvoFime sit krychle?
b) Jaké sit krychle mé nejvétsi pravdépodobnost, Ze ji dostaneme pfi nédhod-
ném slepovani Sesti shodnych ¢tvercu?

Reseni. Pravdépodobnost 1ze poéitat dvéma riiznymi zptisoby.
1. Kazdé n-mino, které miizeme vytvorit pfilozenim jednoho ¢tverce k (n — 1)-
-minu, dostane stejnou pravdépodobnost.

Tak napiiklad tetramino 4A 011 méa pravdépodobnost 1/6, nebot z bi-

[l
mina O Ize vytvorit dvé trimina: 3A O3 a 3B 0. Jejich pravdépodob-
nost je tedy rovna 1/2.

[l
7 trimina 3A lIze vytvorit tfi rtiznéd tetramina: 4A O, 4B OO0 a 4C

[l
O0. Tedy pravdépodobnost kazdého z nich je 1/2 x 1/3 =1/6.

2. Zvazujeme pocet vSech mist, kam lze kazdy dalsi ¢tverec prilepit. Pak mu-
zeme uvazovat takto: Vyjdéme naptiklad z trimina 3A. Ctvrty ¢tverec lze
prilepit k osmi strandm ¢tvercd trimina. Tetramino 4B vznikne Ctyimi
zpusoby, prilepenim étverce ke ¢tyfem z osmi moznych stran, tetramino
4A i 4C jen dvéma zpusoby z osmi moznych. Tedy pravdépodobnost, Ze
ndhodnym slepovanim dostanu z trimina 3A tetramino 4B, je 1/2, a prav-
dépodobnost, ze dostanu tetramino 4A nebo 4C, je 1/4.

Je patrné, ze geometrické struktury jsou, na rozdil od aritmetickych, velmi
bohaté. Celé schéma popisujici postupnou tvorbu siti krychle spolu s vypoctem
pravdépodobnosti bude predvedeno pri prezentaci. Zde uvadime pro ilustraci
pouze posledni fazi, a sice tvorbu siti krychle z pentamin (obr. 2).

3 ZAVER

ucitele posilovat strukturovani poznatkt studenta. To znamena, Ze kazdy novy
poznatek by mél byt provazan na jiz existujici kognitivni sit studenta. Zejména
dulezité jsou ty nové poznatky, které buduji most mezi ruznymi oblastmi ma-
tematiky. Uloha 1 ukazuje takovy most mezi 3D geometrii a kombinatorikou.
Formalizace 3D situace realizované tab. 1 je pro toto premosténi nastrojem.
Studenti, ktefi jsou zaujati kombinatorikou a pravdépodobnosti mohou najit
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Obr. 2 Sité krychle z pentamin

prostfednictvim tlohy 2 cestu i ke 2D geometrii. To je dalsim vyznamnym para-
metrem uloh propojujici vice oblasti matematiky — studenti ziskavaji zkusenosti
se strukturou matematiky a oblast, kterad je zaujme, je zavede i do oblasti, ve
kterych se neciti ptilis silni a které nejsou zrovna v zéné jejich zajmu.
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INTERAKTIVNI TABULE V HODINE MATEMATIKY

Marika Kafkova

Abstrakt

Cldnek pojedndvd o vyuziti interaktivni tabule ve vjuce matematiky. PrestoZe pripravy
hodin na interaktivni tabuli jsou casové velice ndrocné, cilem mého prispévku je ukdzat,
jak vhodné a relativné€ rychle pripravit jednu, popt. dvé hodiny s jakymkoliv matema-
tickym tématem. Zameérila jsem se na opakovdni ldtky, konkrétné na opakovdni funkci
a infinitezimdlniho poctu.

1 Uvop

G. Petty [2] ve své knize uvadi velmi pékny vyrok: ,Lépe se véc naucime, kdyz
ji sami délame, nez kdyz jen poslouchdme nebo se divdme.“ A dale dodava:

»lento vyrok muze znit skoro jako otrepand fraze, a presto vétsina
uéiteltd travi vice neZ 60 % vyucovaciho casu mluvenim k Zdkim. Zdci
potrebuji vysvétleni novych védomosti a dovednosti, ale kromé toho
potrebuji také korigovanou prazi, tj. potrebuji pod kontrolou ucitele
dovednosti a védomosti procvicovat, coZ je ¢innost ¢asové daleko nd-
rocnéjsi. «

Troufam si tvrdit, ze kazdy dobry ucitel se ¢asto zabyva otazkou, jakou vy-
ukovou metodu zvolit pro vyklad, procvi¢ovani ¢i opakovani probirané latky.
Domnivam se, ze dnesni doba pfimo vybizi ucitele vybrat si ze skaly vyukovych
metod, pomoci nichZ je mozné zakum predat informace ¢i védomosti trochu
nestandardné, zajimavé a poutave.

J. Manak [1] ve své knize piSe:

,» Vyukovd metoda predstavuje ve vyuce urcity dynamicky prvek, ktery
se ve srovndni s obsahem a organizacnimi formamsi relativné rych-
leji mént a prizpusobuje novym cilum a okolnostem. Viyjukové metody
nejsou, ovsem rozhodugicim cinitelem vyuky, nybrz jen jednim z proki
vychovné-vzdéldvaciho systému, a nemohou proto nahradit chybéjict
obsah nebo kompenzovat nezretelny cil. Naopak jsou vdzdany na celko-
vou koncepci vyuky a jen v jejim rdamci jsou plné funkéni a efektivni.
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Vyukovd metoda vyznacuje predevsim cestu, po niz se ve skole ubird
Zdak, ostatni cinitelé tuto cestu usnadnuji. V tradicnich vyukovich
modelech se vijukovd metoda casto predevsim chdpe jako ¢innost uci-
tele, ktery organizuje Zdkovu prdci a urcuje cile a postupy. Opacny
ndzor ztotoznuje vyukovou metodu s ucebnimi aktivitami Zdka, uci-
telova uloha pti Tizeni a vedeni je druhotadd.“

Ve svém piispévku jsem se zaméFila na tzv. komplexni viukové metody’ a to
konkrétné na skupinovou a kooperativni vyuku, samostatnou praci zaka a vy-
uku podporovanou pocitacem. Cilem mého prispévku je ukazat, jak vhodné lze
zkombinovat tyto jiz zminéné vyukové metody s moderni technologii — interak-
tivni tabuli, nebot podle mého nézoru interaktivni tabule pfedstavuje vyborného
pomocnika, pomoci néhoz je mozné vyuku studentim péknym zptisobem zpes-
trit.

2 INTERAKTIVNI TABULE SMART BOARD

Suverénné nejrozsitenéjsi interaktivni tabuli v Ceské republice je tabule znacky
SMART Board kanadského vyrobce SMART Technologies?. Jsou uréené jak pro
predni tak pro zadni projekci, ktera je samoziejmé vyhodnéjsi, avsak tabule
se zadni projekci jsou finanéné nakladnéjsi. Spolu s interaktivni tabuli se do-
davéa software SMART Board, ktery se sklada z programi SMART Board Tools
a SMART Notebook, jez umoznuji vyuzivat vSechny moznosti interaktivni vy-
uky. Licence umoznuje vSem pedagogim dané Skoly nainstalovat si SMART
Notebook i do svych PC doma. Ucitel si tak mtze pfipravovat hodiny v pohodli
svého domova a neni vazan na skolni pocitac.

Dale se tabule dodavéa s panelem, kde jsou umistény 4 rtizné barevné specialni
fixy a jedna houba. Propisovace jsou pouze kusy umélé hmoty ve tvaru fixu
s barevnou $pickou. V momenté, kdy uzivatel uchopi fixu, SMART Notebook se
prepne do stavu psani a dotykem hrotu a tabule dochézi k zaznamenavani textu
na tabuli. S pomoci elektronického snimade, ktery je umistény pod kazdym fixem,
je tabule schopna rozeznavat jednotlivé barvy elektronickych fix.

! Mezi komplexni vyukové metody Maiidk a Svec ve své publikaci fadi:
e Frontalni vyuku
e Skupinovou a kooperativni vyuku
e Partnerskou vyuku
e Individuélni a individualizovanou vyuku, samostatnou praci zaku
o Kritické mysleni
e Brainstorming
e Projektovou vyuku
e Vyuku dramatem
e Oteviené uceni
e Uceni v zivotnich situacich
e Televizni vyuku
e Vyuku podporovanou pocitacem
e Sugestopedii a superlearning
e Hypnopedii

2http: //wwwsmarttech.com
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Soutéz
opakovani funkei

s "I..piikl:i.r;t
11. priklad 2. priklad)
0. piklad 3. prikiad
(9. priklad 2. priklad
(8. piiklad (5. priklad

7. piiklad) (g, piiklad

4 teorie - opakovini
oo | -

Obr. 1: Hlavni menu

Mezi jasné vyhody patii urcité ovladani pouze pomoci prstu, vysoké rozlisent,
intuitivni prace s plovoucimi nastroji, lehky software Smart Notebook, bohata
galerie pfipravenych obrazki, animaci, galerie flashovych objektt, efekti, cviceni
(Lesson Activity Toolkit) apod.

3 HODINA MATEMATIKY

Domnivam se, Ze v soucasné dobé se jiz ve vét$iné nasich kol (af uz zakladnich
¢ stfednich) nachézi alespoii jedna interaktivni tabule. Jednotlivi uéitelé a pe-
dagogové se postupné zacinaji s interaktivni tabuli seznamovat a vyuzivat je ve
svych hodinach. Bezkonkurenéni vyhodou interaktivnich tabuli je nejen moznost
vyuzivat je pfi vykladu, procvicovani ¢i opakovani probiraného uciva, ale také
fakt, ze se d& pouzit témér ve vSech vyucovacich predmétech.

Kdo s interaktivni tabuli uz nékdy pracoval, resp. vytvarel si pfipravy pro své
hodiny, uvédomuje si ¢asovou naroc¢nost, ktera je nespornou nevyhodou téchto
pomocniki. Ukazme si, jak se da relativné rychle pfipravit hodina matematiky,
jez je zaméfend na opakovani uc¢iva. Vybrala jsem si dvé stfedoskolskd matema-
ticka témata — Funkce a Diferencialni a integralni pocet. Vytvoreny material je
pripraveny v programu SMART Notebook pro jednu, max. dvé vyucovaci hodiny.
Material je zpracovan zabavnou formou a da se aplikovat nejen pfi samostatné
praci studentt (napi. jako pracovni listy), ale také p¥i praci ve skupinach ¢i pro
celou tfidu formou soutéze.

Jak u funkci, tak u diferencidlniho a integralniho poctu prvni stranka obsa-
huje hlavni menu, tj. seznam tloh (u funkei i struénou teorii) — viz obr. 1. Obé
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interaktivni cviceni jsou pfipravena tak, zZe ucitel ¢i student na tivodni strance
klika na jednotlivé ulohy a po jejich vyfeSeni se opétovnym kliknutim na kon-
krétni priklad dostava zpét na ivodni stranku, tj. na hlavni menu, odkud vybira
dalsi ptiklad. U vsech dloh pod specialni ikonou jsou uvedeny spravné vysledky
ve formé obrazku.

__i.pfikl.iﬂ'_ Z nésledujicich 10 funkei vyberte dvojice navzdjem inverzni funkei a
- - pro ndzomost je spojte.

MAPLE] [fek)
B(f)={0,=)
y=In(x)+2

bl)=r-fi} | ¥ —[2-;- 1 w y=x+2| blr)=(0=)
x-1)

Bir)=fo=) |y = Jx-2 i I“(Zx) blr)=(0.%)
x+1
1 y=- B(f)=R-{-2}
plr)-r  y=_e x+2
x—
o=k |y =2x+1 y= 2 bif)-#
y = e.( 2
Dif)=R

e ane B

Obr. 2: Prvni ukazka ptikladu

Vétsina tloh rovnéz obsahuje odkaz na matematicky program Maple, pomoci
néhoz ucitel mize studenttim ukazat riizné zakonitosti ¢i ovérit spravnost reseni.
Veskeré prikazy v Maple jsou pfeddefinované, tudiz ucitel mize pouze dosazovat
konkrétni funkce.

Samoziejmé si uvédomuji, ze Skoly disponuji riznym technickym zabezpe-
¢enim a Ze jsou k dispozici na trhu rtizné matematické programy — Maple, De-
rive, Mathematica, aj. Tato interaktivni cvic¢eni vSak slouzi pouze jako ukazky
jednoduchého vyuziti interaktivnich tabuli. Vyhodou pripravenych materiala je
bezesporu fakt, Ze jej lze postupné upravovat, ménit k obrazu svému a aktuali-
zovat. V tomto pripadé si kazdy ucitel mtze vlozit jiné odkazy na matematické
programy, které bézné pouziva ve vyuce a stavajici odkazy na Maple lze snadno
odstranit.

U funkci se v interaktivnim cvi¢eni nachéazi rovnéz strucna teorie zaklad-
nich elementarnich funkci. Nevi-li si studenti s nékterym piikladem rady, popf.
nepamatuji-li si jistou funkci, je mozné ji zopakovat. Staci na hlavni strance klik-
nout na odkaz: ,teorie — opakovani“ a pak ze seznamu funkci vybrat tu spravnou
(opét staci kliknou na pozadovanou funkci). Jednotlivé funkce obsahuji obecny
predpis, grafy a studenti si také mohou zopakovat vlastnosti funkci (podtrzeny
text znamend odkaz).
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(ij::_ pﬁ_ld?_a) Rozhodnéte, kieré z nasledujicich funkei jsou sudé, liché ve svém

definiénim oboru a pfifadié do spravného pole. [MaPLE]

y=a'+3 y_gl’l

y=x| [y p-so

1
=—| [y=sinly) =
e rE

yuets)] |p=ifd

Obr. 3: Druhé ukazka prikladu

Exponenciilni funkce

[7r=a] aco)

grafem je exponencidla

ae (U,l]

Dekadicka exponencialni funkee: 3 = 107 Pirozend exponencidlni funkce: ) = e*

Obr. 4: Ukazka z ¢asti teoretické — opakovani exponenciilni funkce

Cela interaktivni cviceni jsou pripravena tak, ze se na tvodni strance klika
na jednotlivé tlohy ¢i jiné odkazy nachazejici se u vétsiny piikladt a po zpét-
ném kliknuti na tlohu, resp. jiny odkaz, se vracime zpét na hlavni menu, resp.
k dané resené uloze. Dalo by se Fici, Ze se jedna o takové malé interaktivni cvi-
Cebnice.
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4 ZAVER

Zminéna interaktivni cviceni predstavuji zdbavnou formu procvi¢ovani probrané
latky a nespornou vyhodou téchto material je opétovné vyuzivani. Studenti si

mohou spolecné ovéfovat vysledky priklad v matematickém programu a netra-
di¢nim zpusobem si danou latku zopakovat.
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[1] MANAK, J., a kol. Vjukové metody. Brno : Paido, 2003. ISBN 80-7315-039-5.
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NEKOLIK ULOH Z GEOMETRICKE PRAVDEPODOBNOSTI

Anna Kalousova

Abstrakt

Nasi studenti se s ulohami z geometrické pravdépodobnosti mesetkavaji prilis casto.
Cilem naseho prispévku je zaplnit tuto mezeru a ukdzat nékolik uloh, které je mozné ve
vyuce pouzit. Také ukdzZeme historické pozadi této oblasti matematiky.

1 POCATKY GEOMETRICKE PRAVDEPODOBNOSTI

Prvnim, kdo pouzil geometrii pro vypocet pravdépodobnosti néjakého jevu,
byl Isaac Newton (1642-1727). V jeho rukopisu [7], ktery byl napsan v letech
1664-1666, uvedl nasledujici priklad, aby ukéazal, ze pravdépodobnost nemusi
byt racionalni ¢islo. Uvazoval kruh rozdéleny na dvé c¢asti v poméru 2 : V5.
Pokud micek padajici kolmo na stfed tohoto kruhu spadne do mensi ¢asti, hrac¢
2a+bv/5 |

5 , COZ
neni racionalni ¢islo.! Nézornosti geometrie vyuzil v roce 1693 Edmond Halley
(1656-1742) v [3]. V tomto pojednéni se mimo jiné zabyval vypoctem Zivotni
renty. Nejprve odvodil vztahy analyticky, potom pouzil geometrické znazornéni,
které podle néj vse 1épe vysvétluje. Oba tyto prispévky zistaly ve své dobé ne-
povSimnuty, a tak se muselo ¢ekat az do roku 1733, kdy Georges-Louis Leclerc
de Buffon formuloval své tlohy.

vyhraje a, pokud do vétsi, vyhraje b. Ocekavana vyhra je potom

If ye Proportion of the chances for any stake bee irrationall the interest in the stake may
bee found after ye same manner. As if ye Radij ab, ac, divide ye horizontal circle bed into two
pts abec & abdc in such proportion as 2 to v/5. And if a ball falling perpendicularly upon ye
center a doth tumble into ye portion abec I winn (a): but if into ye other portion, I win b, my

2a +bv/5

245

hopes is worth
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2 HRABE DE BUFFON A JEHO ULOHY

Georges-Louis Leclerc de Buffon (1707-1788) byl vyznamnym francouzskym pii-
rodovédcem, autorem rozsahlé encyklopedie Histoire naturelle générale et par-
ticuliére (v letech 1749-1788 vyslo 36 dild, 8 dalsich publikoval po Buffonové
smrti Lacépede), spravcem Jardin du Roi a Cabinet d‘histoire naturelle, ¢lenem
Académie Royale des Sciences a Académie Francagse. Jeho zasluhy ocenil i kral
Ludvik XV. v roce 1772, kdy povysil panstvi terre de Buffon na hrabstvi.

V mladi se Buffon zajimal o matematiku a jmenovani do Académie Royale
des Sciences v roce 1734 mu zajistila dvé pojednani, ktera byla v Akademii ¢tena
o rok dfive. Jedno z nich, Fine mécanique, bylo pojednani fyzikalni, druhé, Solu-
tions de probléemes sur le jeu de franc-carreau, matematické. V ném se objevily
dvé tlohy, které se staly zdkladem nového odvétvi matematiky, totiz geomet-
rické pravdépodobnosti. Pojednani bylo v roce 1736 rozsifeno, rozsifeni se ale
nedochovalo. V roce 1777 vSak bylo spolu s dalsimi Buffonovymi matematickymi
texty zaclenéno do [2].

2.1 HRA FRANC-CARREAU

Hra franc-carreau patiila k oblibenym zabavam francouzské slechty. Hrala se
v mistnosti, jejiz podlaha byla vydlazdéna ¢tvercovymi dlazdicemi. Do vzdu-
chu byla hozena mince a jeden hrac sazel na to, Ze mince po dopadu neprotne
Zadnou spéaru (pozice franc-carreau — volna dlazdice), druhy na to, ze néjakou
sparu protne. Buffon poéitd pomér mezi priumérem mince a stranou ¢tverce,
aby hra byla vyrovnand, tedy aby Sance obou hrac¢u byly stejné. V [2] je tato
uloha zobecnéna, dlazdice na podlaze nejsou jen ¢tvercové, ale mohou mit tvar
rovnostranného trojuhelnika, pravidelného Sestitthelnika nebo kosoctverce s ost-
rym thlem T Zvysuje se také pocet hracu. Jeden sazi na to, ze mince neprotne
zadnou sparu, druhy na to, ze protne aspon jednu, tifeti na to, Ze protne aspon
dvé, ¢tvrty na to, Ze protne tii (Sestitthelnik), ¢tyfi (Gtverec, kosoétverec) nebo
Sest (trojuhelnik) spar. Buffon opét poditd pomér mezi priimérem mince a stra-
nou obrazce, aby hra byla vyrovnana, tedy aby Sance urc¢itého hrace na vyhru
i prohru byly stejné.

Buffon postupuje ve vSech pripadech stejnym zpusobem. Uvédomuje si, zZe
ma-li mince protnout néjakou sparu, musi byt vzdalenost jejiho stfedu od této
spary nejvyse rovna poloméru mince. Narysuje tedy uvniti obrazce mensi obra-
zec, jehoz strany jsou od stran ptivodniho obrazce vzdaleny o hodnotu poloméru
mince. Je zfejmé, ze pokud stfed mince dopadne dovnitt tohoto obrazce, mince
nemiZze zédnou sparu protnout. Pokud stfed dopadne vné tohoto obrazce (tuto
¢ast Buffon nazyvé couronne), mince aspon jednu sparu protne. Po prodlouzeni
stran mensiho obrazce az ke sparam ziskame oblasti, ve kterych mince muze
protnout vice spar. VSechny Buffonem zkoumané pfipady jsou rozebrany v [4],
kde jsou také opraveny neptesnosti, jichz se Buffon dopustil.
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Uvedeme zde na ukézku jeden z pripadii, tfeba cétverec. Vedeme-li uvnitt
jednoho ¢tverce (dlazdice) o strané a rovnobézky se stranami, které jsou od od-
povidajici strany vzdaleny o polomér mince r, rozdéli se ¢tverec na nékolik ¢asti.
Mame zde Ctverec se stranou a — 2r, v rozich ¢tyfi malé ¢tverce se stranou r
padne dovnitf ¢tverce se stranou a — 2r, mince zadnou sparu neprotne. Pokud
spadne vné tohoto ¢tverce, protne aspon jednu sparu. Pokud spadne do jednoho
z malych ¢tvercu v rozich, protne mince aspon dvé spary. Narysujme jeSté Ctyti
¢tvrtkruhy se stfedy ve vrcholech ¢tverce a s polomérem 7. Pokud stfed mince
padne do nékterého z ¢tvrtkruhi, protne mince dokonce ¢tyti spary. Pravdépo-
dobnosti jednotlivych jeva pak lehce spocitame jako podily obsaht odpovidaji-
cich obrazcti a obsahu celého ¢tverce. Pravdépodobnost, Ze mince zadnou sparu

(a—2r)?

neprotne, je tedy 5
a
a—2r)? 4r?
%, pravdépodobnost, Ze protne aspon dvé spary, je —- a pravdépo-
a a
2
mr
dobnost, Ze protne ¢tyfi spary, je —-. Podobné mizeme postupovat i u ostatnich
a

, pravdépodobnost, Ze protne aspon jednu sparu, je

1—

obrazci.
Je ziejmé, ze mizeme klast i jiné otazky, tfeba: Jakad je pravdépodobnost,
ze mince po dopadu protne pravé jednu sparu, pravé dvé spary, nejvyse jednu

sparu, ...?7 Muzeme také uvazovat jiné tvary dlazdic, tfeba obdélniky, rovnora-
menné trojihelniky, kosodélniky s rozumnymi thly, ... Hru je také mozné s zaky
vyzkouset.

2.2 ULOHA O JEHLE

Déle Buffon popisuje novou hru. V mistnosti, jejiz podlaha je tentokrat rozdélena
rovnobéznymi od sebe stejné vzdalenymi sparami, je do vzduchu hozena tycka
(predpoklada se, ze je kratsi nez vzdalenost mezi sparami). Jeden z hract sazi na
to, Ze tycka po dopadu neprotne zadnou sparu a druhy naproti tomu sazi, ze tycka
nékteré z nich protne. Buffon hledd opét pomér mezi délkou tycky a vzdalenosti
mezi sparami, aby hra byla spravedliva, tedy aby Sance obou hract byly stejné.
Navrhuje také, ze ji lze hrat na Sachovnici s jehlou na Siti nebo se Spendlikem
bez hlavicky. Proto je tlloha znama jako wloha o jehle.

Pivodni Buffonovo feSeni této tlohy je rozebrano v [5], tady pfipomeneme
feSeni, které je uvadéno dnes, protoze je prehlednéjsi nez to ptvodni. Prede-
vsim byva tloha formulovana trochu jinak, nezkouméame rovnost Sanci hracd,
ale ptame se, jaka je pravdépodobnost, Ze tycka protne né€jakou sparu. Oznacme
d vzdalenost mezi sparami, [ délku tycky, y vzdalenost stfedu tycky od spary a ¢

thel, ktery tycka svira se systémem rovnobézek. Ziejmeé staci uvazovat 0 < y < 3

l
a 0 < ¢ < m. Tycka protne sparu pravé tehdy, kdyz 3 sin ¢ > y, pravdépodob-
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nost, ze tycka sparu protne, je tedy

Jo ksinpdp  I[—cosglf 2

%w wd wd’

V [2] je také uvedeno zobecnéni této tlohy. Tycka je hdzena na podlahu
s ¢tvercovymi dlazdicemi, jeden hrac sazi na to, ze neprotne zadnou sparu, druhy
na to, ze néjakou protne, a opét se hledd pomér mezi délkou tycky a stranou
Ctverce, aby hra byla spravedliva, tedy hrac¢i méli stejné Sance. Buffon tuto tilohu
fesi nespravneé.

Sprévné feseni predlozil az Pierre-Simon de Laplace (1749-1827) v [6]. Resi
trochu obecnéjsi tllohu, kdy dlazdice nejsou ¢tvercové, ale obdélnikové. Presnéji:
V roviné jsou dany dva systémy rovnobéznych ekvidistantnich primek, které
jsou na sebe kolmé. Na tuto rovinu je hézen velmi tzky vélec (tedy tycka)
a hledd se pravdépodobnost, Ze protne nékterou prfimku. Laplace tuto tlohu
vytesil spravné, ale zbytecné slozité. Jednodussi feSeni uvadi anglicky matema-
tik Isaac Todhunter (1820-1884) v [8].

Oznacme a vzdalenost mezi vodorovnymi a b mezi svislymi rovnobézkami a 2r
délku tycky, kterd je mensi nez a i b. Uvazujme thel, ktery svira tycka po dopadu
se svislymi rovnobézkami, a oznac¢me jej 6. Vybereme jeden obdélnik a uvnitf
ného vedeme rovnobézky se svislymi stranami ve vzdalenosti r sin 6 a s vodorov-
nymi stranami ve vzdalenosti r cos 8. Tyto rovnobézky vymezuji mensi obdélnik
se stranami (b — 2rsinf) a (a — 2rcos#). Jestlize stied tycky padne do tohoto
obdélnika, tycka neprotne zadnou sparu, pokud padne vné, protne aspon jednu.
Pravdépodobnost, ze tycka néjakou sparu protne, je tedy

JiE (ab— (a —2rcos§)(b — 2rsin6)) df  4r(a +b) — 412

jus

J;? abdo abm

Isaac Todhunter zaradil tlohy z geometrické pravdépodobnosti také do své
udebnice integralniho poctu [9]. Najdeme zde dalsi zobecnéni tlohy o jehle. Misto
tycky (tizkého vélce) jsou na rovinu se siti ekvidistantnich rovnobézek hazeny
jiné tvary — elipticky disk a kostka v prvnim vydani, konvexni disk libovolného
tvaru ve vydani druhém. Rozmeéry jsou voleny tak, aby v zadné poloze nemohly
byt protnuty soucasné dvé rovnobézky. V jiném prikladu je na plochu hazena
tycka, jejiz délka je r-nasobkem vzdalenosti mezi rovnobézkami, to je vlastné
prvni tloha o dlouhé jehle. Jsou zde ale i jiné typy tloh.

3 BERTRANDOVY PARADOXY

Joseph Bertrand (1822-1900) patii k nejzndméjsim francouzskym matematikim
a pedagogtm 19. stoleti. Pravdépodobnost byla jeho oblibenou disciplinou a pfi-
vedl k ni i svého 7aka Joseph-Emile Barbiera (1839-1889). V [1] se snazi vysvétlit
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pocet pravdépodobnosti tak, aby mu rozuméli i ¢tenéri, ktefi nejsou v matema-
tice prilis zbéhli. Uvadi, ze v pripadé, Zze je ndhodnych jevi nekone¢né mnoho,
je otazka, co znamena ndhodné vybrat. Ukazuje, ze je v tomto pfipadé mozné
dojit k riznym vysledktim. To mize byt zajimavé i pro nase studenty.

Nejprve uvedme nejjednodussi piiklad: Vybirdme ndhodné racionalni &islo
mezi 0 a 100 a ptame se, jaka je pravdépodobnost, Ze toto ¢islo bude veétsi nez
50. Z¥ejmé 1/2. Pokud bychom ale vybirali druhou mocninu takového ¢isla, je
pravdépodobnost, ze bude vétsi nez 2500 (tedy 50%), rovna 3/4.

Nejznaméjsi paradox je tento: Vyberme ndhodné tétivu dané kruznice. Jaka
je pravdépodobnost, Ze vybrana tétiva bude delsi nez strana rovnostranného troj-
thelnika vepsaného této kruznici? Bertrand predklada tii rizné feseni. V prvnim
si pevné zvoli jeden koncovy bod tétivy a ndhodné vybira jeji smér. Umistime
do vybraného bodu vrchol vepsaného rovnostranného trojithelnika. Zfejmé bude
tétiva delsi nez strana tohoto trojuhelnika pravé tehdy, kdyz bude lezet mezi
stranami, které vychazeji z tohoto vrcholu. Hledana pravdépodobnost je tedy
1/3. V druhém feSeni je pevné dan smér tétivy a ndhodné vybirame vzdalenost
tétivy od stfedu kruznice. Tétiva bude delsi nez strana vepsaného rovnostran-
ného trojuhelnika praveé tehdy, kdyz vzdalenost od stiedu kruznice bude nejvyse
rovna poloviné poloméru. Hledané pravdépodobnost je tedy 1/2. V tfetim FeSeni
je ndhodné vybiran stfed tétivy. Tétiva bude delsi nez strana vepsaného rovno-
stranného trojuhelnika pravé tehdy, kdyz jeji stfed bude lezet uvniti kruznice se
stejnym stfedem, jako ma zadand kruznice, a polovicnim polomérem. Hledané
pravdépodobnost je potom 1/4.

V dalsim ptikladu je ndhodné vybrana rovina v prostoru a je hledana prav-
dépodobnost, Ze vybrand rovina svird s horizontem thel mensi nez /4. Prvni
feSeni je opét jednoduché. Uhel miize nabyvat hodnot od 0 do 7/2, hledan4
pravdépodobnost je tedy 1/2. Ve druhém FeSeni vedeme stiedem koule p¥imku
(paprsek) kolmou k roving. Vybrat ndhodné rovinu je totéz jako vybrat ndhodné
prusecik této pfimky s povrchem koule. Ma-li byt sevieny tthel mensi nez 7 /4,
musi priisecik lezet v oblasti, jejiz plocha je 4w R?sin?(w/8) (povrch vrchliku).
Hledana pravdépodobnost je potom 2sin®(7/8), coz je p¥iblizné 0,29.

V dalsim prikladu je hledana pravdépodobnost, ze vzdalenost dvou bodi,
které jsme ndhodné vybrali na povrchu koule, je mensi nez deset minut. Prvni
feSeni je jednoduché - 10 minut je v 360 stupnich obsazeno 2 160-krat, hledana
pravdépodobnost je tedy 2/2160 = 1/1080. V druhém FeSeni je pevné zvolen
jeden z bodfi. Druhy pak musi lezet v oblasti, jejiz plocha je 47 R? sin®(/2160)

(povrch vrchliku). Hledand pravdépodobnost je potom piiblizné 536

Bertrandovy paradoxy vedly k pozadavku zadani invariantniho vzhledem
k rotaci, translaci a zméné méritka.
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4 ZAVER
Nasi studenti se s priklady z geometrické pravdépodobnosti potkavaji malokdy.

Snad timto prispéjeme k tomu, aby se tyto pfiklady v nasich poslucharnach
objevovaly Castéji.
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BLENDED LEARNING VE VYUCE NA GYMNAZIU

Josef Kubes

Abstrakt

V prispévku je uveden postup p7i vyuce matematiky na Gymndziu v Plzni, Mikuld$ské
ndmeésti 23, kterd je realizovand formou blended learningu v LMS systému MOODLE.

1 Uvop

E-learning, potazmo blended learning, je nova, neustale zdokonalovana forma po-
skytovani vzdélani. Pojem blended learningu lze vymezit jako kombinaci e-lear-
ningu a prezen¢nich forem studia. [1] Pfi tomto pojeti se vychézi z pozndni,
7e cesta smiSeného (kombinovaného) pouziti e-learningu s prezenénimi formami
studia se ukazuje jako efektivnéjsi a hlavné odstratiuje nékteré pravem kriti-
zované nedostatky ,.Cistych“ e-learningovych kurzti. Ve vyucovacim procesu na
stfedni Skole je role ucitele nezastupitelna, proto Cisté e-learningovy pristup ke
studiu nékterého predmétu je mirné feceno nevhodny. Rozhodli jsme se proto
pro elektronickou podporu vyuky s vyuzitim LMS MOODLE.

2 VYUKA S ELEKTRONICKOU PODPOROU

Po urcité dobé iivah a prvnich pokusti jsme se na nasi skole v navaznosti na nové
vznikajici SVP rozhodli pro elektronickou podporu vyuky e-learningovym systé-
mem MOODLE. Doslo k semknuti zhruba poloviny ¢lenti uc¢itelského sboru a byl
vytvoren a nasledné podporen zfizovatelem komplexni projekt, jehoz podstatou
je tvorba moodlovskych vyukovych kurzi, které slouzi pro podporu vyuky celé
tfidy, pulenych hodin, laboratornich a praktickych cvic¢eni. Pfipravené moduly
jsou k dispozici pro praci ve vyucovacich hodinach i pro doméci pfipravu stu-
dentti. Projektem je podporovano celkem jedenact predmétii, vzhledem k setkani
se dale budu zabyvat matematikou.

Gymnazialni latka je rozcélenéna na niz$im stupni gymnéazia po rocnicich.
Moduly jsou spise koncipovany jako pracovni listy, které slouzi k procvicovani
uciva a ke zmenseni rozdilti ve znalostech jednotlivych studenti.

Na vys$sim stupni jsou kurzy rozcélenény na ¢ast vykladovou a ¢ast procvico-
vaci, kterou lze pouzit v hodinach, na cvic¢enich i volitelnych seminafich z mate-
matiky.
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Kazdé délce v levém obdélniku piifad’ odpovidajici délku z pravého obdélniku

1 5mm
an 0,8 dm
0.08 m 25 mm
0,5m 75cm
0.25 dm 5dm
1 025m
—._;m 5m
3
—dm
3
0,005km

Zapis v metrech:
12cm |31 mm|3dnéem | 25mm Tmm |4dm3mm

23cm | S5SI2mm | 7em8mm | 2dm 4 mm | 31 mm | 5 mm

Zapi v kil ch:
[ 3569m| 232m| 50m [808dm [6km 385 m| 3km40m
| | | { |
Zapii v centi h

Sm3cm| 2490 mm | 62mm | 6m6dmémm| 29dm | 5dm 60 mm

Obr. 1: Ukazka pracovniho listu k tématu prevodu jednotek

3. Urdete obsah obrazce chraniteného funkei £y =2-x akiivkou® =x.
K fefeni ilohy poufijeme piedchizejici dvahu. Nejprve uréime x
~ ové soufadnice priseéilol funkce a kivky:
(2—x)*=x
x1-5x+4=0
n=1Lx=4
Kiivka 32 = x je sjednocenim dvou funkei: y = Vx5 = —/x.
Funkce, kterd ohrani¢uje cbrazec shora, se sklidd ze dvou &dsti.
Prox € (0, 1) je predpis ¥y = x apro x € (1, 4) y = 2 — x. Piisluiné integrily pro
vipotet plochy z téchto funkei budeme zapofitivat s kladnym mmaménkem. Zdolaje obrazec

-2

omezen funkci y = —/x. Integrdl z ni budeme odeditat.
S= VRt [Je-0dx— [—ymydx =3-1+F=12

T T
\ Poznimka: Zadanou ilohu mizeme fedit jesté jinim zpisobem.

Utvar zobrazime v osové : i podleosy I.a IIL

kvadrantu. Obrazec potom vymezuji funkcey=2-x ay=x
(prisetiky x, = —2,x, = 1 ). Obsah vypotitime podstatné
jednoduseji:

1 2 T
§= [ (2-x—xDdx=

e

Obr. 2: Ukazka procvicovani k vypoctu plochy uZitim integralniho pocétu
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3 ZACLENENI VYPRACOVANYCH MODULU DO HODIN MATEMA-
TIKY

Velmi se nadm osvédéila pravidelna piiprava na ptilené hodiny. Zakim piedem
v kurzu zpfistupnime zadéani tloh, které budou fesit. Vyuka probihd v ucebné,
ktera je vybavend poditaci. Béhem hodiny maji zad4ni tloh zaci bud z domova
vytisténé, nebo si je zobrazi na monitoru. Reseni tloh zapisuji na dotykové tabuli,
jejiz obsah uloZime opét do kurzu. Zak se pii domaci piipravé k autentickému
zéznamu muze vratit a porovnat se svymi poznamkami z hodiny. Samoziejmosti
je v pripadé potfeby vyuziti dalsiho programového vybaveni — programti Derive,
Cabri geometrie, Excel.

4 KONTROLA A PROVEROVANT

Oba typy kurzt obsahuji testy s pfevazujicimi uzavienymi tlohami. Zadéni aloh
i odpovédi maji zaci ndhodné promichané, proto maji ztizeny zptsob opisovani.
Priprava testu je naro¢néjsi, zvlasté kontrola spravnosti vysledkt. Vyhodnoceni
je samoziejmé okamzité a kazdému zakovi se ukazou spravné i chybné odpo-
védi. Soucésti projektu je vypracovani komplexnich testt, které budou slouzit
k priprave ke statni ¢asti maturitni zkousky z matematiky.

Na zavér kazdého testu provadime rozbor vybranych tloh véetné navodu jak
tlohu nejefektivnéjsim postupem vyresit.

5 ZAVER

Popsanou metodu vyuky pouzivam ve svych hodinach t¥i roky. Protoze neuc¢im
dvé paralelni t¥idy stejného ro¢niku, nemohu srovnat efektivitu vyuky s podpo-
rou LMS Moodle a bez ni. Mohu vychézet z poznatka studentd z minulych let.
Zkvalitnéni vyuky je hlavné v dostupnosti studijniho a procvicovaciho materi-
alu, coz studenti hojné vyuzivaji pri ptipravé na hodiny a hlavné pred zkousenim
a provérovanim vétsich tematickych celki. Téz pozitivné je hodnoceno pouzi-
vani pripravenych materidlt pfi pripravé na maturitni zkousku. LMS Moodle
vede statistiku pfistupu k jednotlivim materidlim. Tuto moznost vyuzivam ke
kontrole doméci pripravy studenti. Pokud student dosahuje Spatnych vysledkt
a ma dobrou studijni moralku, madm moznost s nim lépe individualné pracovat
a rozebrat jeho zptiisob pripravy.

Pro studenty, ktefi maji o studium zajem, se tato forma ukazuje jako krok
vpred. U nich se v loniském Skolnim roce projevila velmi dobra troven znalosti
pfi maturitni zkousce. Studenttim, ktefi nechtéji pracovat, pochopitelné ani tato
forma nepomiize.

Vyznam pisemnych testi, které se skladaji z uzavienych odpovédi, 1ze hodno-
tit pouze subjektivné. Jejich nasazeni vedlo k uréitym nepfesvédéivym vykonim.
Opakovanym provéfovanim testovou formou se vysledky piiblizily k vysledkim
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8= . s sinx ;
S Meurdity integral fH_msrd T jeroven
Vyberte jednu 1 a -In[1+cosx|+c
odpoved b. 24dnd z wedenjch x
c Infsinx-1] »
d.-Inj1-cosx|+c «
e, -cosx - Injcosx| + ¢ »
Vioéte komentaf, nebo pfepiste body
Sprédvnd odpovéd
Bodovy zisk: 111
04 . 5 . -
Body: 1 Kalik danych integrald se musi fesit metodou per-partés:

fz.sénzdz ; f21(12+4)5dz-f!nzdz. fzgxdz.fzz_cosxdz

Vyberte jednu a3y
Sdpoved b.4
c:1 &
d2 x
eb s

Viote komentdr, nebo pfepidte body

Mespravna odpovéd
Bodowy zisk: 041

Obr. 3: Ukazka c¢éasti vyhodnoceného testu

pisemnych praci sestavenych z otevienych tloh. Nacvik feSeni uzavienych tloh
se naplno zhodnoti az se zavedenim statni maturitni zkousky. Jiz nyni vyuzivaji
studenti nabytych dovednosti v feseni uzavienych tloh u prijimacich zkousek
pfevazné organizovanych agenturou SCIO.
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DVA POHLEDY NA STUDIUM GEOMETRIE
NA FAKULTE sTAVEBNI CVUT

Iva Malechova

Abstrakt

V prispévku jsou uvedeny vysledky ankety uskutecnéné mezi studenty programu Archi-
tektura a stavitelstvi Fakulty stavebni CVUT. Ndzory dotazovanijch na vijuku geometrie
jsou konfrontovany s pohledem vyucugictho.

1 Uvop

Vyuka geometrie na technickych vysokych skolach se v poslednich dvou desetile-
tich potyka se stale vétsimi problémy. Z pohledu vyucujiciho je asi nejzasadnéjsi
klesajici ,geometricka“ gramotnost' absolvent® stiednich $kol. O pohledu stu-
dentském vypovida Setfeni mezi studenty oboru Architektura a stavitelstvi, kteri
jako jedini maji na Fakulté stavebni CVUT (dale FSv CVUT) dvousemestralni
kurz konstruktivni geometrie. Uskutecnilo se v kvétnu 2010. Cilem bylo zjistit
néazory studentti na studium geometrie na fakulté. Zacastnilo se 163 studentid —
85 z nich (tj. 53 %) absolvovalo gymnézium, ostatni stfedni primyslové skoly
pfevazné stavebni. Setfeni pfineslo zajimavé vysledky, o nichz bude dale pojed-
nano. Kromé jiného téz vypovida o tom, zda studenti maji zijem a touhu néco
7 geometrie umét a pochopit.

2 MOZNY ZDROJ PROBLEMU STUDENTU V GEOMETRII

2.1 POHLED STUDENTSKY NA PRICINY PROBLEMU S GEOMETRI{ NA VS

V kontextu geometrické gramotnosti studentti jsou pozoruhodné zejména nazory
studentd na mozny zdroj (jejich) problémi s geometril. Z obr. 1 je patrné, Ze
70 % dotazovanych studentii vidi potize ve vnéjsich faktorech — nedostateéna
stfedoskolska piiprava, chybéjici sbirka feSenych tloh. Pouze 9 % dotazovanych
(pfesnéji 14 student ze 163) oznacilo za mozny zdroj problémt v geometrii

§patnou prostorovou predstavivost.

!Rozsah tohoto pifspévku nedovoluje pfesné definovat pojem geometrickd gramotnost. Vy-
chazime z lingvistického chapani pojmu gramotnost (,,gramotny — znaly ¢teni a psani® — viz [1]).
Tedy obdobné geometricky gramotny - znaly geometrie (v potfebném rozsahu a hloubce).
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% 9% W $patna prostorova

predstavivost
q m 4% O neznalost
Mongeova promitani
O chybéjici sbirka
37% fedenych tloh
O nedostate¢na

stfedoskol. pfiprava
33% @ nevyjadrili se

Obr. 1: Odpovédi studentii na otazku, co bylo moZnym zdrojem problému v ge-
ometrii

2.2 POHLED VYUCUJICfHO NA PRICINY PROBLEMU S GEOMETRIf NA VS
Pohled vyucujicitho geometrie na pficiny problémi studentt s timto pfedmétem
se vyrazné lisi od vyse uvedeného nazoru studentti. Pfedevsim zdroj problému
je tfeba hledat ve vnitfnich faktorech — hlavné

e nedostatecné rozvinuta prostorova predstavivost studenti,

e nezijem studentd o studium.

Nedostate¢né rozvinuté prostorova predstavivost je nejvétsi problém, ktery
brani studenttim v tispéSném absolvovani vyuky geometrie na technickych vyso-
kych skolach. Nejde pouze o subjektivni pocit vyucujicich. Prokazuji to vysledky
studentd v rtznych testech, o nichZ neni mozno z divodu rozsahu tohoto pfi-
spévku podrobnéji pojednat.

Nedostate¢nou stfedoskolskou geometrickou pripravu mohou studenti sami
ovlivnit svym aktivnim pristupem pfed nastupem na vysokou skolu pfip. v ivodu
studia. FSv CVUT nabizi dva typy kurzt zékladt deskriptivni geometrie (jarni
témét t¥imeésicni kurz a intenzivni tydenni kurz pred zacatkem akademického
roku). Dale maji studenti 1. semestru moznost navstévovat volitelny pfedmét
zaméfeny na konstruktivni geometrii v ramci Centra aktivniho uéeni. Mnohé
gymnéazia svym studenttim stale nabizi volitelny prfedmét deskriptivni geometrie.
Nezajem studentii o tyto kurzy je dostatecné znam.

Chybéjici sbirka fesenych tloh je téz ,studentskd vymluva®, nebof myslim,
ze student vysoké skoly nemuze predpokladat, ze ke kazdému predmétu v kazdou
chvili bude mit k dispozici sbirku fesenych tloh. Nutno upozornit, Ze napft. stu-
denti FSv CVUT maji k dispozici sbirku nefesenych tiloh, kter4 byla vytvotrena
pfimo pro vyucovany predmét, vykladové skriptum, starsi sbirku feSenych tloh,
z niz mohou pfimo pouzit nékteré partie a mnozstvi materidlti na katedralnim
webu.
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3 UZITECNA POMOC PRI STUDIU

3.1 POHLED STUDENTSKY NA UZITECNOU POMOC PRI STUDIU

Odpovédi dotazovanych na otdzku, co povazuji za uzitecnou pomoc pfi studiu,
jsou na obr. 2. Nejvice (80 ze 163 tedy téméf 50 % respondentit) vybralo moznost
internetova podpora predmétu. Pouze 10 studentd, tj. 6 % dotazovanych, za uzi-
te¢nou pomoc povazuje doplnéni si zakladt stereometrie. To koresponduje s vysSe
uvedenym zjisténim, Ze pouze 9 % studenttt uvedlo jako mo’ny zdroj problémt
v pfedmétu konstruktivni geometrie Spatnou prostorovou predstavivost.

internetova podpora _ 80
konzultace _62
repetitorium pfedmétu _ 42
moznost doplnéni Mongeova promitani - 22

mozZnost doplnéni stereometrie - 10

Obr. 2: Odpoveédi studentil na otazku, co povazuji za uzitecnou pomoc

3.2 POHLED VYUCUJICIHO NA NAZORY STUDENTU O UZITECNE POMOCI PRI
STUDIU

Odpovédi na otazku, co studenti povazuji za uzite¢nou pomoc pfi studiu, odrazi
zmény, ke kterym doslo v poslednich letech — masivni vyuzivani internetu. Tento
trend z matematickych disciplin asi nejvyraznéji ovlivnil geometrii. Dostupnost
studijnich materiali na webu studenttim studium nejen usnadnuje, ale ¢asto vy-
razné komplikuje. Spoléhaji, ze vSe potfebné najdou na internetu. Proto casto
nevyuziji dostatecné efektivné ani c¢as prednasek ani ¢as cvi¢eni, neumi si udélat
vlastni poznamky, ze kterych by se mohli pfipravovat ke zkousce. Odhlédneme-
li od nepftilis spolehlivych zdroju, kterych je na webu nepfeberné mnozstvi, je
nutné podotknout, Ze konstruktivni geometrie opravdu nepatii mezi ty pied-
méty, které lze studovat pouze s vyuzitim pocitacové podpory. Jakkoliv pocet
kontaktnich hodin v poslednich letech klesa, je klasické vyucovani (byt s pocita-
¢ovou a tedy i internetovou podporou) nezastupitelné. Geometrii se nelze naudit
pouze z internetu. Resené tilohy na webu (¢asto rozfazovand feseni tiloh) skytaji
jesté dalsi nebezpeci. Sledovat postup feSeni ulohy, ktery objevil nékdo druhy
a priméfené ho didakticky zpracoval, neni totéz jako vlastnim usilim vymyslet
a zrealizovat feseni geometrické tlohy. Internetovou podporu nutno tedy chapat
jako doplnék nikoliv zdklad vyuky konstruktivni geometrie.
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Deklarovany velky zdjem studentt o konzultace, ktery ukéazalo Setfeni, ne-
odpovida skuteénému zajmu. Konzultace vyuziva pouze mald ¢ast studenti.
Souvisi to mozna s tim, Ze na tuto formu nejsou ze stredni Skoly zvykli a neumi
ji proto v 1. semestru studia efektivné vyuzivat.

4 NAROCNOST VYUCOVANYCH TEMAT KONSTRUKTIVNI GEOME-
TRIE

4.1 POHLED STUDENTSKY NA NAROCNOST JEDNOTLIVYCH TEMAT

vazuji fotogrammetrii (53 student ze 163 tj. 33 % dotazovanych) a uréovani
typu kvadrik (51 studentt ze 163 tj. 31 % dotazovanych). Za nejméné naro¢né
téma 1. semestru studia dotazovani povazuji linedrni perspektivu (3 studenti
ze 163 tj. 2 % dotazovanych) a skicovani objektu (téz 3 studenti ze 163 tj. 2 %
dotazovanych) — viz graf na obr. 3.

uréovani typu kvadriky | |51
Sroubovice a $roubové plochy | 130
fotogrammetrie | |53

lineérni perspektiva []3

osvétleni | |41

kosouhlé promitani [ |12

skicovani objektu []3

~evs

parametrizace objektu | |95

zpracovani domécich ukolu |:| 42

nutnost semest. praci vefejné
prezentovat |:| 24

vybér tématu semestralni prace D 6

Obr. 4: Odpovédi studentti na otdzku, co pro né bylo nejvétsim problémem
v pfedmétu Konstruktivni geometrie 2
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V druhém semestru méli studenti dle vlastniho vyjadfeni vyrazné nejvétsi
problém s parametrizaci objektu (94 ze 163, tj. 58 % dotazovangch) — viz obr. 4.
To koresponduje s tim, ze za druhé nejnaroc¢néjsi téma v prvnim semestru studia
respondenti povazuji Kvadriky (analyticky), pfesnéji uréovani typu kvadrik — viz
obr. 3.

4.2 POHLED VYUCUJICIHO NA NAZORY STUDENTU

Jakkoliv posuzovat naroc¢nost jednotlivych témat je vzdy subjektivni, 1ze z po-

wevs

vvvvvv

Ctvrtina dotazanych studentt. Odpovédi studentti na otazky, ktera témata
z Konstruktivni geometrie 1 jsou nejobtiznéjsi a co pro né bylo nejvétsim pro-
blémem v predmétu Konstruktivni geometrie 2, naznacily, ze problémy studentt
tkvi v nedostatecné pripravenosti pro vysokoskolské studium geometrie — pfede-
v§im v nedostatecné rozvinuté prostorové predstavivosti, ackoliv si to sami ne-
pfiznavaji. Dokazuje to vybér nejvice (fotogrammetrie) a nejméné (linedrni per-
spektiva a skicovani objektu) ndro¢ngch témat, kde si studenti protifeéi. Rozsah
tohoto prispévku nedovoluje pojednat podrobnéji o pojeti vyuky fotogrammet-
rie v kurzu konstruktivni geometrie na FSv CVUT, je v8ak nutné pro pochopeni
vyse uvedeného upozornit, Ze fotogrammetrie se na fakulté momentalné vyu-
¢uje jako ,aplikovan4 linedrni perspektiva® (ur¢i prvky vnitini orientace daného
snimku, zvol vhodné zékladnici a v dané linearni perspektivé vkresli pozadovany
objekt). Naroénost pro studenty tedy pravdépodobné tkvi v jejich nedostate¢né
prostorové predstavivosti a ¢asto i v neznalosti zakladnich geometrickych pojm,
nebot prvni fazi feseni uloh z fotogrammetrie (nalezeni prvkd vnitini orientace
snimku) je rutinni a obvykle neéini vét$ problémy. P¥{¢ina netspéchu a pocitu
obtiznosti uloh z fotogrammetrie pravdépodobné tkvi v neschopnosti predstavit
si a na¢rtnout obrazek objektu, ktery je dan slovné a ktery se ma zobrazit v dané
linearni perspektivé. Toto si zaslouzi dalsi zkoumani.

Nechut student k pouzivani analytické pracovni metody je znac¢né. Tento
negativni postoj je nepochybné i pfi¢inou jejich neustalych problémt s analytic-
kou geometrii kdykoliv se s ni setkaji.

Zarazejici téz je, ze Ctvrtina dotazovanych studentt uvadi, Ze nejvétsi pro-
blém méli v druhém semestru se zpracovanim domécich ikoli. Znamena to, ze
nedostateéné vyuzivali ¢as béhem cvideni, nebot domaci tkoly svou naro¢nosti
odpovidaly tloham, které se probiraly na cvicenich.

5 ZAVER
Dotaznikové Setieni mezi studenty bakalarského studijniho programu Architek-

tura a stavitelstvi na FSv CVUT ukéazalo, Ze dotazovani ¢asto neodhali pravou
pric¢inu svych netaspéchii. Mozna to souvisi i s jejich postojem ke geometrii. Je
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otézkou do jaké miry studenti touzi néco umét a pochopit, byt dostatecné ge-
ometricky gramotni a mit tedy lepsi pfedpoklady pro vykon povoléani, na které
se pripravuji, a do jaké miry je jejich zdjem ryze pragmaticky — chtéji ziskat
zapocet, ziskat zkousku, ziskat vysokoskolsky titul.

LITERATURA

[1] MEJSTRIK, V. a kol. Slovnik spisovné cestiny pro skolu a vefejnost. 4. vyd.
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7 z

NEVIDOMI STUDENTI A VNIMANI
MATEMATICKYCH VYRAZU

Lukas Masilko

Abstrakt

Autor élanku nastinuje komplikace pri vzdélavani nevidomych obecné a poté se zamé-
Tuje na vyuku matematiky. Poddvad vysvétlent zasadnich odlisnosti mezi matematickym
vzdéldvanim vétsinové vidici populace a nevidomych, ndsledné charakterizuje zakladni
pocitacové ndstroje k praci nevidomych s matematickymi viyrazy.

1 HISTORIE VZDELAVANI NEVIDOMYCH A SLEPECKE PiSMO

Prvni pokus o systematickou edukaci nevidomych lidi se uskutec¢nil az v r. 1661
zaloZenim Akademie slepych hudebnikt a basniki v Palermu. Do té doby byli ne-
vidomi spole¢nosti pfitézi a chapani jako nesvépravni a nevzdélavatelni. Velkou
zasluhu na tom, ze se vefejnost zacala zajimat o jejich vzdélavani, ma Valentin
Haiiy, ktery v r. 1784 zalozil v Pafizi prvni vychovny a vzdélavaci tstav pro nevi-
domé. Je zfejmé, Ze zdsadnim piredpokladem pro vzdélavani jakéhokoliv ¢lovéka
je moznost precist si informace v knize. Valentin Haiiy byl tedy postaven pred
problém nalézt vhodné pismo, které by nevidomi mohli ¢ist hmatem. Jako jeden
z prukopniki v hledani cesty, jak predat nevidomym text, se pfiklonil k vyuziti
reliéfni latinky. V 1. poloviné 19. stoleti se problém nalezeni vhodného slepec-
kého pisma stal fenoménem a v reakci na dalsi navrhy pisma ve formé reliéfni
latinky se objevily negativni reakce samotnych nevidomych. I autofi navrhu si
uvédomovali, ze text zapsany latinkou je pro ¢teni hmatem prilis slozity.
Zasadnim zlomem v patrani po vhodném slepeckém pismu se staly objevy
pani Charlese Barbiera de la Serre a Louise Braille. Charles Barbier navrhl
v r. 1815 dvanéactibodovou abecedu, jejiz jednotlivé znaky se lisi riznou kom-
binaci teéek v matici 2 x 6 bodi (2 sloupce po 6 bodech) — tzv. no¢ni psani.
Dr. Smykal, zakladatel Slepeckého muzea v Brn€é, uvadi, ze: Systém mél dva zd-
kladni nedostatky: a) znaky jsou delsi nez je biisko ukazovdku, kterym se éte (Sest
bodi, pod sebou), b) nejednd se vlastné o pismena. Jsou to vétsinou znaky pro
fonetickou vyslovnost francouzské Teci. [1] Objevem Charlese Barbiera se v8ak
nechal inspirovat o né€kolik let mladsi nevidomy student Narodniho tstavu pro



174 Lukas Masilko

mladé slepce v Parizi, Louis Braille. V r. 1827 predlozil navrh na jednodussi
Sestibodové znaky odpovidaly latinkovym symboltim. Nasledujici desitky let byl
sveden velky boj mezi uciteli a jejich nevidomymi zaky o to, zda pfi vyuce pouzi-
vat Brailleovo pismo ¢i nikoliv. Argument uciteld byl jasny: zaci prece nemohou
psat pismem (nebo kédem), které je b&znému ¢lovéku nezndmé. Ve 2. poloviné
19. stoleti vsak piece jen navrh Louise Braille zvitézil a zastupci jednotlivych
zemi postupné navrhli adaptaci Braillova pisma pro svilj narodni jazyk.

Ve 20. stoleti tedy nevidomi méli k dispozici texty tisténé v Braillském pismu.
Pro vzajemnou komunikaci ucitele a zédka to znamenalo, ze vyucujici musel umét
pséat a hlavné Cist text v braillu. Nevidomi tak byli do jisté miry izolovéani, nejen
v ramci vzdélavaciho procesu, od ostatnich lidi.

Dalsi revoluce nastala az s prichodem pocitaci a tzv. odecitacit obrazovky,
nékdy téz screen readert, coz je softwarovd aplikace pokousejici se identifikovat
a interpretovat to, co je aktudlné zobrazeno na obrazovce. Vystup odecitace je
poté prezentovdn uZivateli pomoci hlasové syntézy [2], tedy zafizeni reproduku-
jici digitalni text pomoci umélé lidské feci. Je patrné, ze diky screen readeru
si nevidomy ¢i zrakové postizeny uzivatel muze nejen precist digitalni text, ale
i ovladat samotny pocitac. Text zapisuje pomoci bézné klavesnice, je tedy scho-
pen psat i Cist elektronickou postu, prehravat zvukové ¢i video soubory nebo
spoustét a pracovat s dal$imi béznymi programy. Jak dale potvrzuje dr. Bube-
nickova, feditelka Tyflocentra Brno a vedouci metodického centra informatiky
SONS: Vyznamnym pomocnikem nevidomych uzZivateli PC jsou tzv. braillské
radky, které umoznugi prijimat informace také prostrednictvim hmatu (slepec-
kého pisma). Jejich pouZivani vyZaduje pomeérné dobrou znalost cteni slepec-
kého pisma, svému uzZivateli vsak umoznugji vnimat psanou podobu jazyka, vice-
jazycné texty, specidlni zdpisy matematickych, fyzikdlnich a chemickych vyrazi
a zdpisi. [3] Braillsky fadek slouzi jako vystupni zafizeni, které pouze jinym
(hmatovym) zpisobem piedévé informace dodané odecitadem obrazovky.

2 PREKAZKY VE VYUCE MATEMATIKY PRO NEVIDOME

Skolni a odbornd praze ale vyZaduje pracovat také s matematickyms, fyzikdlnimi
¢i chemickymi texty, a prdve texty s odbornou symbolikou dlouho zistavaly stra-
nou technologického vyvoje. [7] Pokud se zaméfime na cesky vzdélavaci systém
nevidomych, pak prvnim vyznamnym poc¢inem bylo schvaleni normy ¢eskych na-
rodnich znakovych sad Braillova slepeckého pisma v r. 1995. Tento krok zajistil,
aby kazdy nevidomy student zapisoval text s matematickou, fyzikalni ¢i chemic-
kou symbolikou normativné, pomoci Sestibodového braillského zapisu. Dodnes
k tomuto ucelu pouziva tzv. Pichtiv psaci stroj. Je tedy nutné, aby ucitel ¢i
dalsi osoby komunikujici s nevidomym studentem (spoluzéci, rodice aj.) rozuméli
Braillskému pismu, coZ se vSak zejména v integrujicich skolach stava malokdy.
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Pedagog neni schopen porozumét textu, ktery nevidomy Zak produkuje, a nemd
tudiz ani moznost bezprostiedné kontrolovat jeho prdci. Resenim byjvd bud po-
moc samotného Zdka, ktery svij vlastni text uciteli precte, anebo treti osoba —
specidlni pedagogicky asistent. [7] Z toho vyplyva, ze ucitel je pii kontrole prace
nevidomého zaka zavisly na pomoci druhych, ktefi interpretuji napsany text
v mluvené feci.

Dalsi prekazku ve vyuce matematiky pro nevidomé popisuji autofi projektu
Math Access z Vyzkumného a vyvojového institutu sidlictho v americkém mésté
Sycamore (stat Illinois), ktefi se zamétuji na otdzky rehabilitace a vzdélani osob
se zrakovym postizenim. Matematika je velmi vizudlni ve své prirozené podobé.
Vizudlni odkazovdni je zdkladem jazyka matematiky, af uZ se jednd o popis ta-
kovyjch véci jako je smér, kvantita & tvar. [4] Uditel matematiky je pfirozené
zvykly odkazovat ve svém vykladu na objekt vizualizovany na tabuli ¢i promi-
tacim platné, aniz by jeho vlastnosti ¢i vztah k jinym objektiim presné slovné
popsal. Tim vSak do znac¢né miry ztézuje pochopeni latky nevidomym studen-
tium, ktefi nemaji moznost sledovat takto podané informace.

Zamérime-li se pouze na praci s matematickymi vyrazy, rovnicemi, vzorci
atd., objevime jesté dalsi podstatny problém, ktery brani rozvoji matematického
mysleni nevidomého. Castym tikolem studenta je zjednoduseni vyrazu. Pied-
stavme si vyraz uvedeny na obr. 1.

(x +1)2 x?
C+DE—1) 21

Obr. 1: Matematicky vyraz o jedné proménné x

Bézny pouceny student by mél pri pohledu na zadany vyraz okamzité rozpo-
znat jeho strukturu a hierarchické ¢lenéni. Ve vtefiné si uvédomi, ze jde o soucet
dvou zlomkt pod odmocninou. V dalsim okamziku uz navrhuje mozné tpravy,
protoze si vSimne, ze Citatel i jmenovatel prvniho zlomku obsahuji podvyraz
x + 1, tj. je mozné zlomek kratit zminénym clenem. A tak déle.

Nevidomy zék je na tom nesrovnatelné hure. Stejny vyraz prevedeny do Ses-
tibodového Braillského pisma zahrnuje ptiblizné 50 znakt, které se ani nevejdou
na jeden tadek, viz obr. 2.

e - . . .
e se we e ae e » .

Obr. 2: Vyraz na obr. 1 v Braillové pismu

Zapis je navic silné kontextovy, nevidomy Ctenaf sdm musi rozpoznat, ze
se nejedna o bézny text, nybrz o matematicky vyraz zapsany podle braillské
Sestibodové normy. Zajemce o hlubsi pochopeni vyjadfeni matematickych vyrazi
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pomoci braillské Sestibodové normy odkazuji na Piirucku pro prepis texti do
bodového pisma. [5]

Zasadni nevyhodou pro nevidomého zéka je vSak lineadrni zptisob cteni jaké-
hokoliv textu v Braillové pismu. V pfipadé vyse uvedeného vyrazu jej ¢te sek-
ven¢né znak po znaku. Zatimco vidici student jiz davno promyslel zptisob feseni
a zjednodusuje vyraz, nevidomy s velkymi obtizemi pochopil, jakou strukturu
vyraz mé. Linearni zptisob ¢teni znemoznuje nevidomému zaku, aby se abstraho-
val od konkrétnich a nepodstatnych hodnot a zaméril se na rozpoznani logickych
bloki celého vyrazu. Navic je limitovan i tim, Ze si ¢asto musi jednotlivé podvy-
razy udrzet v paméti, aby na zakladé jejich porovnani s ostatnimi ¢astmi vyrazu
dokazal stanovit, jaky postup bude pro dalsi fazi feSeni nejvhodné;jsi.

VysSe zminéna fakta jsou diuvodem, pro¢ je pro nevidomého prace s mate-
matickymi vyrazy, rovnicemi a vzorci tak obtizna a stoji jej tolik ¢asu a tusili.
Pridame-li k tomu i osobu ucitele, ktery ¢asto neni schopen studentovi vcéas po-
radit ¢i jej opravit, protoze nerozumi Braillskému zapisu, pochopime frustraci
a odmitavy postoj nevidomych vic¢i matematice.

3 POCITACOVE RESENI ZAPISU A CTENI MATEMATICKYCH
TEXTU

S pfichodem pocitac¢i, odec¢itach obrazovky a braillskych radkt zacala fada ne-
vidomych studentti, zvlasté stFfedoskolskych a vysokoskolskych, pouzivat bézné
textové editory k zapisu matematickych vyrazt. V pfipadé jednoduchych pfi-
kladi a bézné zakladni symboliky dostupné z klavesnice pocitace se jednalo
o krok vpfred, protoze ucitel a dalsi byli schopni precist text nevidomého bez
znalosti Braillova pisma. Matematika vSak zahrnuje fadu disciplin, pfi nichz se
pouziva specialnich symboli, které bézné editory nepodporuji a pokud ano, zob-
razuji je ve vizualni formé obrazk, které nejsou nevidomému ¢tenafi pristupné.
V takovych pfipadech si studenti vytvareli vlastni transkripéni kédy, kterym
rozumeéli pouze oni sami a ucitel. Nejednotnost zapisu vedla k tomu, ze pte-
dani matematického textu nékomu jinému s sebou neslo potiebu vysvétlovani,
co kterym symbolem autor mysli.

Resenim se zdal byt podin pracovnikdl Stiediska pro pomoc studentiim se
specifickymi naroky Masarykovy univerzity (dale jen Stiedisko Teiresids), ktefi
v r. 2004 vyvinuli editor BlindMoose pro praci nevidomych s matematickymi
vyrazy dle ¢eské narodni Sestibodové normy z roku 1995. Masarykova univerzita
ho pouzivd ve vlastni vijuce, distribuuje na zdkladnich i strednich skoldch, a je
pouzivdn dodnes. [7] Editor podporuje vystup na braillsky fadek, uzivatelé si
tak hmatem prectou jak bézny text, tak i matematické vyrazy. Pro samotnou
editaci a vkladani symbol maji k dispozici prehledné ¢lenéné menu s moznosti
pouziti klavesovych zkratek. Text véetné matematickych symboli je zobrazen ve
vizualné Citelné formé, takze ucitel a dalsi osoby z okoli nevidomého studenta
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porozumi textu i bez znalosti Braillova pisma. Bohuzel, editor nelze povazo-
vat za Uplné Feseni, které by definitivné odstranilo vSechny zminéné prekazky.
Pomineme-li fakt, Ze se jedna o narodni a platformové zavisly nastroj, zasadni
nevyhodou je absence jakjchkoliv kompenzacnich funkei, které by nevidomému
usnadnily ¢teni, porozumeéni a praci se slozitéjsimi matematickymi vyrazy.

V r. 2005 zah&jili pracovnici Stfediska Teiresids spolupraci s mezinarodnim
konzorciem Lambda, které od r. 2002 vyvijelo stejnojmenny editor pro praci
nevidomych s odbornou symbolikou. Zabyvali se mimo jiné ¢eskou lokalizaci
editoru a navrhem osmibodové braillské normy, ktery byl podminkou k zajisténi
kompatibility s ostatnimi nédrodnimi prostfedimi Lambdy (vice viz Informaéni
portal k Lambdé a ndvrhu osmibodové normy [8]). Ukéazalo se, Ze zminény editor
fesi fadu problémt uvedenych vyse a vyhyba se i nedostatktim aplikace BlindMo-
ose. Lambda podporuje hlasovy i hmatovy osmibodovy vystup. Diky striktnimu
vnitinimu kédu, zalozeném na MathML 2.0 a nezavislém na konec¢né braillské
reprezentaci jednotlivych symboli, jsou Lambda dokumenty s matematickymi
texty prenositelné do riznych narodnich prostiedi. Je tak prekonan dlouholety
nedostatek spocivajici v odlisnych braillskych norméch jednotlivych evropskych
zemi. Vizualni symboly, které v aplikaci reprezentuji matematické elementy, jsou
stejné tak jako v editoru BlindMoose ¢itelné a neni tieba znalosti osmibodového
Braillského pisma. Vidici uzivatel si navic diky podpoie prohlize¢e MathPlayer
muze text zobrazit v grafické podobé odpovidajici béznému tisténému zobrazeni
matematickych symboli v ucebnicich.

Klicovou vlastnosti editoru Lambda je vsak moznost zobrazeni struktury
jakéhokoliv korektné zapsaného matematického vyrazu, od nejobecnéjsi az po tu
si mize pomoci stisku jedné klavesy prohlédnout zékladni strukturu vyrazu,
aniz by byl nucen ¢ist podvyrazy nebo dokonce konkrétni hodnoty ¢i operatory.
Nasledné si muze zobrazit jeho logické bloky a konkrétni hodnoty odkryt az
v momenté, kdy je mu jasné, jak je cely vyraz roz¢lenén. Ukazme si tento princip
na konkrétnim ptikladu a pouzijme vyraz zapsany na obr. 1.

e
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Obr. 3: Postupné odkryvani logickych bloku vyrazu az ke konkrétnim hodnotam
v Lambdé
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Diky této moznosti meénit droven slozitosti zobrazeni je pochopeni vnitrni
struktury vzorce mnohem rychlejsi a jeho Uprava mnohem efektivnéjsi. [8] Editor
Lambda nabizi i dalsi kompenzac¢ni funkce pro urychleni prace s vyrazem, umoz-
nuje efektivnéjsi praci s maticemi ¢i zabudovany kalkulator. Mezi jeho hlavni
nevyhody patii obtizné zajistitelna rozsititelnost o dalsi matematické symboly
¢l struktury a téz absence podpory pro vétsi strukturaci dokumentu (vlozeni
nadpistt riiznych drovni, ¢islovanych ¢i odrazkovych seznamt, tabulek atd.) ¢i
nastaveni jiného barevného prostiedi pro slabozraké uzivatele.

Zaveérem bych dodal, ze je snahou pracovnikt Stiediska Teiresias, aby se oba
zminéné editory dostaly k nevidomym zakim a jejich ucitelim na zakladnich
a stfednich skolach a pomohly jim tak v nelehké praci s matematikou.
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NOVA KONCEPCE MATEMATIKY V PRAXI,
ANEB MATEMATIKA DOBRODRUZSTVIM

Jitka Michnova

Abstrakt

Praktikujict ucitelka predstavi sve zkusenosti s vyukou matematiky v pilotni tridé. Jednd
se o matematiku podle koncepce prof. M. Hejného, RNDr. D. Jirotkové a PhDr. J. Sle-
zakové-Kratochvilove, kolektivu autort z KMDM Pedf UK. Do $kol se tato ,novd*
matematika dostdvd prostrednictvim ucebnic nakladatelstvi Fraus.

1 Uvop

Uc¢im na zékladni skole v Neratovicich. Matematiku vyucuji podle nové koncepce
prof. M. Hejného, RNDr. D. Jirotkové a PhDr. J. Slezdkové-Kratochvilové. Au-
tofi koncepce jsou zaroven autory uéebnic matematiky pro 1. stupeti ZS, vydéava-
nych nakladatelstvim Fraus. Spolu s nimi se na tvorbé uéebnic podili i praktiku-
jici ucitelky Eva Bomerova a ja. Mym tkolem je zaroven tyto ucebnice pilotovat.
Ve své tfidé tedy jiz ¢tvrtym rokem uc¢im matematiku podle pilotnich materiald,
zaroven se podilim i na jejich tvorbé. S celou koncepci se ucitelé mohou seznamit
v Pfirucce pro ucitele matematiky pro 1., 2., 3. nebo 4. ro¢nik.

V tomto pfispévku bych se rada zaméfila na novou matematiku z hlediska
bézného ucitele. V nasledujici kapitole uvedu nékolik dobrodruznych momenti
ze své tfidy, v zavérecné pak na vysledky, které zaci dosahuji.

2 MATEMATIKA DOBRODRUZSTVIM

Hodiny matematiky mohu bez pifehdnéni nazvat dobrodruzstvim. A to jak pro
74ky, tak i pro ucitele. Zaci se k novym poznatktim dostévaji pfes experimento-
véani, modelovani tiloh, manipulaci apod. Tady objevuji nejriiznéjsi matematické
jevy a zakonitosti. Ve tfidé probihaji neuvéritelné diskuse, do kterych je zainte-
resovana vétsina zakt. Matematika je jeden z nejoblibenéjsich predméti. Nekteri
zaci ji davaji prednost dokonce i pred télocvikem. Kolektiv t¥idy se lisi od kolek-
tivl zakd, které jsem ucila drive. Pokusim se nyni nejsilnéjsi odchylky definovat
a ukazat na prikladech.
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2.1 7ZACI UVAZUJI V SOUVISLOSTECH

Postupem casu zaci v matematice uvazuji v souvislostech. Maji za sebou sé-
rii zkuSenosti s nejriznéjsimi matematickymi jevy, které pak jednoduse ,vidi“.
Napt. hodina matematiky ve tfetim ro¢niku ZS, kterd mé za cil vyvodit déleni
se zbytkem:

Na tabuli zapisi 5 : 2 a polozim otazku: ,Kdopak by dokézal vytesit tohle?

Zaci okamzité reaguji: ,,To je jasné, to je dva a ptl.“

Odpovéd mé piekvapi, pomyslim si, Ze nesmim zdky podceriovat a se slovy:
,2Dobra, a co tohle?* pisi na tabuli 17 : 3.

Zéaci opét ihned reaguji: ,To je pét a dvé tfetiny.“ Nutno podotknout, Ze
pojem pét a dvé tfetiny vétsina zakd neumi v danou chvili zapsat matematicky.
Nicméné naprosto pfesné rozumi tomu, o ¢em mluvi.

V tuto chvili uz je matematika dobrodruzstvim i pro meé. Situaci jsem ne-
cekala. Reaguji poznamkou, ze o tom by mé museli zaci pfesvédcit. Déti berou
do ruky mazaci desticky a fixy a nakresli nékolik riiznych modelovych situaci
faktu, Ze 17 : 3 = 5 a dvé tietiny. Hodina konéi. Upénlivé pfemyslim nad tim,
jak zaky po této zkusenosti privést k déleni se zbytkem. Nasledujici den délime
17 kotatek mezi Gtyfi déti. Zadného zaka nenapadlo kotatko rozétvrtit. Kazdé
dité nyni pecuje o ¢tyfi kotatka, jedno kotdtko zbude. Nyni jiz stacilo prevést
sémanticky jazyk do jazyka matematického.

2.2 ZAcI ULOHY NEJEN RESI, ALE I TVOR{

S velkou chuti a elanem zaci fesi a tvori rtizné tlohy. Snahu tvofit tlohy vykazuji
nejen zaci talentovani, ale i ti slabsi. Bézna tiloha talentovaného zaka ve ¢tvrtém
ro¢niku zni takto:

Myslim si ¢islo, jeho Sestina je o tfi mensi nez jeho tfetina. Jaké cislo si
myslim?

Myslim si ¢islo, kdyz ho vynasobim 7 a uberu deset, dostanu stejné ¢islo,
jako kdyz ke tfetiné devadesatky pridam 2.

I slabsi zak ve t¥idé je schopen na zakladé modelace kamaradovu tlohu vyfte-
§it. Sdm se vSak pousti do tvorby tloh jednodussich, pfesto v nich ¢asto nechybi
vtip. Napt. Na stole je pét hrnkt s kdvou. Pfisla navstéva a tti kavy vypila. Kolik
hrnki ziistalo na stole? (Stdle pét) Nékteré tilohy zaki mizete najit v ucebnicich
matematiky pro 3. a 4. ro¢nik nakladatelstvi Fraus.

2.3 ZAcI TVORI VLASTNI ALGORITMY

Diky orientaci v ¢islech a logickému uvazovani zaci nejevi ochotu k tomu pfijmout
algoritmus bez vSetecnych otazek. Napr. ,Nechapu, pro¢ mam pri pisemném
odcitani dopocitavat. Je to odéitani, tak pro¢ nemtzu odéitat?“ Tyto argumenty
a nasledujici diskuse ve tridé vedou k faktu, Ze zaCne vétSina zakd pouzivat
algoritmus upraveny nebo zcela jiny. V nasem pfipadé jsme si upravili algoritmus
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na pisemné od¢itani i na pisemné déleni. Pro mé je to opét dobrodruzna vyzva
k tomu zjistit, zda bude algoritmus zaktum fungovat za vSech okolnosti.

3 VYSLEDKY

Vzhledem k tomu, ze v tuto chvili mam s ,novou“ matematikou z fad uciteli
nejvice zkusenosti, délam seminare pro ucitele, na kterych se pokousim alespon
Cast znalosti predat dale. Nejbéznéjsi pfipominka od ucitelu je tato: ,,Ano, véfim,
ze pro nadaného zaka je tento zptsob vyuky vyborny, ale co ti slabi Zaci? Neni
pro né lepsi naudit se aspon trochu pocitat?*

Ve své tfidé mam 28 zakd. Mezi nimi jak zaky nadané, tak i ty slabsi. Mam
tam zaky s poruchami uceni, hyperaktivitou, zaka s nejistou Skolni prognézou
diky hrani¢ni inteligenci, zaky s viceCetnych téhotenstvi, ruznych etnickych sku-
pin apod. V jednom roc¢niku mame ctyfi riizné tfidy obdobného slozeni. Diky
tomu mame jedine¢nou moznost sledovat a porovnat vyvoj konkrétnich zaku i ce-
lych kolektivii jednotlivych tifid. Jednim z métitek jsou provérky. Zda se slabsi
zak nauci alespon trochu pocitat, mizete posoudit sami.

3.1 PROVERKY VE 2. ROCNIKU

Jako pilotni tfida jsme se udili matematiku jinak. Provérky, které jsem pro zaky
pripravila, vypadaly uplné jinak, nez provérky ostatnich t¥id v ro¢niku. Vedeni
skoly mi na zakladé pilotaze povolilo vyjimku a mohla jsem psat provérky jiné
nez ostatni tfidy. Nicméné za mésic nas s kolegynémi zacalo zajimat, jak by
provérky dopadly, kdyby Zaci psali obé varianty. Tento napad jsme zrealizovaly.
Jeding tfida vzdélavana podle ,naSich® ucebnic v tuto chvili byla 2.C. Ostatni
t¥idy prochazely vyukou podle u¢ebnic nakladatelstvi Prodos a v tabulkach jsou
zdmérné neidentifikovatelné.

3.1.1 VYSLEDKY STANDARDNI PROVERKY

Tab. 1 je usporddana presné podle pozadavki vedeni skoly. V prvnim sloupci
je rozmezi chyb, které zak v provérce udélal, ve druhém pocet zaku, ktefi se do
tohoto rozmezi vesli a ve tfetim sloupci je znamka, kterou za svuj vysledek zaci
obdrzeli. Ve spodni ¢asti tabulky je primérna znamka tiidy.

3.1.2 VYSLEDKY ,NASf“ PROVERKY

Tato provérka se od predchozi lisila nejen tlohami, ale i zptisobem hodnoceni.
Z4ci za odvedenou praci ziskavali body. Maximalni poéet bodii, ktery mohli zéci
ziskat, bylo 38. V prvnim sloupci tabulky naleznete pocet ziskanych bodt, hned
vedle i pocet zaki, ktefi dané body ziskali. Ve spodni ¢asti tabulky je primeérny
pocet bodu na zéka ve trideé.
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Tab. 1
Trida X Trida Y Trida Z 2.C
Psalo 24 zaka Psalo 21 zaka Psalo 24 zaka Psalo 28 zaka
rozmezi pocet znadmka | pocet znédmka | pocet znédmka | pocet znédmka
chyb zakl zakla zaku zaku
0-2 14 1 5 1 11 1 18 1
3-6 7 2 10 2 8 2 7 2
7-15 2 3 3 3 3 3 3 3
1625 0 4 3 4 1 4 0 4
26—a vice 1 5) 0 5 1 5 0 5
Prumérna Prumérna Prumérna Prumérna
znamka 1,62 | znamka 2,19 | znamka 1,87 | zndmka 1,46
Tab. 2
Trida X TridaY Trida Z 2.C
Pocet Pocet Pocet Pocet Pocet Pocet Pocet Pocet
ziskanych | zaku, ziskanych | zaki, ziskanych | zaki, ziskanych | zakiu,
bodu ktefi body | boda ktefi body | bodu ktefi body | bodu ktefi body
ziskali ziskali ziskali ziskali
29 1 22 1 34 1 38 4
28 1 21 1 33 1 37 7
24 1 17 1 30 1 36 2
22 1 12 2 25 3 35 1
21 1 10 1 21 1 34 2
20 1 9 3 17 1 33 3
17 2 7 3 16 1 32 2
16 1 6 4 14 1 29 2
15 2 4 2 13 1 28 2
14 1 3 3 12 1 27 2
13 3 2 3 11 1 24 1
12 1 0 2 9 1 17 1
11 2 Psalo 26 zaku 8 1 12 1
9 1 Pramér 7 1 Psalo 28 zaku
7 1 7,26 bodu/zdk 6 1 Pramér
5 1 5 1 32 bodi/zak
2 1 4 1
Psalo 22 zaka 3 1
Prumeér 2 1
15,18 bodu/zak Psalo 21 zaka
Priameér
16,42 bodu/zak

3.2 PROVERKY V NASLEDUJIcicH ROCNicicH

Ve tfetim roc¢niku se situace zménila. Pani ucitelka Stfizkova zacala se svou
tfidou pilotovat ucebnice také. Jejim tikolem bylo provérit, jak na novou mate-
matiku zareaguji zaci, vzdélavani dosud podle jinych ucebnic. Od tieti t¥idy jsou
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tedy dvé tfidy v roc¢niku vzdélavané podle ucebnic nakladatelstvi Fraus a dvé
podle ucebnic nakladatelstvi Prodos.

Provérky ve tfetim roc¢niku a 1. pololeti ¢tvrtého ro¢niku jsme s kolegynémi
jiz zadmeérné stavély tak, aby je mohli psat vSichni zaci. Vysledky 3. ro¢niku se
zde nelisily od vysledkt provérek ve 2. roéniku. Ve ¢tvrtém roc¢niku v 1. pololeti
uspéla se svymi zaky kolegyné Stfizkova lépe nez ja, za nami pak byly dalsi tfidy.
Na konci ¢tvrtého roéniku uz se ndm s kolegynémi nepodafilo postavit takovou
,hasi“ proveérku, aby ji mohli psat i zaci, ktefi se podle nasich ucebnic neuci. Ve
standardnich provérkach se zaci mé tfidy a tfidy kolegyné Strizkové stale drzi
na Celnich prickach.

4 ZAVER

Jsem velice rdda, ze jsem dostala prilezitost podilet se na nééem tak mimoiad-
ném, jako je tato matematika. Jsem nadsena ze vSech zmén, které v kolektivu
tfidy nastaly. Uzivam si spolu se svymi zaky vsechna jejich i svd matematicka
dobrodruzstvi. Tési mé vysledky zaku.

Vedle provérek, dosahuji zaci mimotradnych vysledkd i v matematickych sou-
tézich. Napft. ve Cvrcékovi dosdhlo na plny pocet bodi hned pét zaku ze tfidy.
V logické olympidadé mi zdk postoupil do narodniho kola. Pfesto se objevuji
i nejraznéjsi potize. Nova koncepce je tfeba vysvétlit rodic¢tim zaka. Tito maji
pochybnosti a divérovat zacnou az s viditelnymi vysledky déti. Styl vyuky zpo-
chybiiuji nékteii ucitelé. Casto nechté&ji ustoupit ze svych pozic, ani pfipustit, Ze
by mohlo byt mozné ucit jinak. Pfesto stoji za to si vyuku podle u¢ebnic naklada-
telstvi Fraus alespon vyzkouset. Ptala bych vSem uciteld podobnou zkusenost,
jakou se svymi zaky prozivam ja. NadSené déti, zajimavé tlohy, dobrodruzné
hodiny.

PODEKOVANI

Deékuji vSem autorim koncepce nové matematiky za to, ze tuto prilezitost uci-
tellim prinasi. Déale dékuji nakladatesltvi Fraus za spolupraci a odvahu jit s po-
dobnou novinkou na trh a kolegynim na pracovisti za to, ze mé jesté snesou.
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PECE O TALENTY V PROJEKTECH ESF

Josef Molnar

Abstrakt

Péce o talenty v soucasné dobé evokuje nekolik otdzek a nékolik ndmétu k dalsi prdci,
a to nejen s matematickymi talenty. Jednou z mozZnosti jsou, jak ndzev prispévku na-
povidd, projekty ESF operacniho programu Vzdélavdni pro konkurenceschopnost.

Motto
LKazdé dusevno musi byt materidlné vyfutrované.“

Jan Werich

1 Co (KDO) JE TALENT A JAK O NEJ PECOVAT?

Na tizemi nasi republiky ma péce zejména o matematické talenty dlouholetou
tradici. Pfipomenme naptiklad korespondenc¢ni soutéz uverejnovanou jiz pocat-
kem minulého stoleti v ¢asopise Rozhledy matematicko-prirodovédecké, Mate-
matickou olympiadu, jejiz 60. ro¢nik pravé probihd, ¢i tzv. ,nulajednicky“ —
tfidy gymnazii se zaméfenim na matematiku. Bude proto zajimavé a uzitecné
podivat se na soucasné nazory na to, co (kdo) to je talent a jaké moZnosti péce
o matematické talenty nam nasSe soucasnost poskytuje.

1.1 K TALENTU A NADANf{

Pr1i bliz§im seznameni s pedagogicko-psychologickou literaturou zjistime, ze na-
zory ruznych odbornik® na to, co je to talent, nadani, mimofradné nadani atd. se
velmi lisi. Nadani byva obvykle povazovano za vysoky talent s naméfenym vy-
sokym inteligencénim kvocientem, zdtraznovan byva potencial nadaného jedince.
Naopak talentem se rozumi oblast mezi prumérem a nadanim se specializova-
nymi predpoklady s vyraznou vykonovou slozkou. Néktefi autori vSak povazuji
pojmy nadani a talent za ekvivalentni. V modelech nadani se objevuje téz tvo-
Fivost a motivace, vliv $koly, rodiny a vrstevnikii a v neposledni fadé i faktor
Stésti (prilezitosti).

O mimoradné nadaném zaku vSak mame ,jasno®“ diky vymezeni tohoto poj-
mu, které podéava § 12 Vyhlasky ¢. 73/2005 Sb. o vzdélavani déti, zaka a studentt
se specialnimi vzdélavacimi potfebami a déti, zakt a studenttt mimotradné nada-
nych [6]: ,,Mimofadné nadanym zékem se pro potieby vyhlasky rozumi jedinec,
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jehoz rozlozeni schopnosti dosahuje mimoradné tirovné pii vysoké tvotivosti v ce-
1ém okruhu nebo v jednotlivych rozumovych oblastech, pohybovych, uméleckych
a socidlnich dovednostech. Zjistovani mimoifadného nadani provadi skolské po-
radenské zafizeni.“ Tedy mimofadné nadani musi byt tfedné potvrzeno (a ora-
zitkovano)?
Obecné jsou znamy a vyuzivany tyto tii zakladni vnéjsi formy vzdélavani
nadanych zaku:
1. integrace v bézné t¥idé s moznostmi dopliujicich poznatkt, pripadné se
zajisténim neobvyklych pomucek,
2. sdruzovani do specializovanych skol nebo t¥id,
3. preskupovani zakd na nékteré vyucovaci pfedmeéty, a to v ramci ro¢niku ¢i
mezi ro¢niky.

A jaké mame legislativné zarucené moznosti péce o talenty u nas? Dle zmi-
néné vyhlasky se vzdélavani zakt mimofadné nadanych uskutecniuje pomoci
podpirnych opatieni, ¢imz se rozumi vyuziti specidlnich metod, postupt, fo-
rem a prostfedkid vzdélavani (viz 1) a pro mimofadné nadané zéky mize redi-
tel skoly vytvaret skupiny, ve kterych se vzdélavaji zaci stejnych nebo raznych
rofnikd v nékterych pfedmétech (viz 3). Zékon ¢. 561/2004 Sb. o piedskolnim,
zédkladnim, stfednim, vySsim odborném a jiném vzdélavani (Skolsky zdkon) [5]
kromé moznosti rozvoje nadani zakt uskuteéiiovanim rozsitené vyuky nékterych
pfedméti nebo skupin pfedmétti umoznuje fediteli skoly:
e mimoiradné nadaného zaka prefadit do vysSsiho ro¢niku bez absolvovani
predchoziho (viz 1),

e povolit zakovi s mimoradnym nadanim vzdélavani podle individualniho
vzdélavaciho planu (viz 1),

e tiidam se sportovnim zameérenim odlisné upravit organizaci vzdélavani
(viz 2).

Proc¢ vSak neni umoznéno odlisné upravit organizaci vzdélavani i jinak zaméte-
nym tiidam?

1.2 K NEKTERYM FORMAM PECE O MATEMATICKE TALENTY

K osvédéenym formam péce o matematické talenty patii jiz zminénd Matema-
ticka olympiada s naroc¢néjsimi tlohami zejména pro matematicky nadané je-
dince, Matematicky klokan (17. ro¢nik) umoziujici zapojit se $irsimu spektru
zdjemct o matematiku, Pythagoridda (pofddana od roku 1978/1979) vycha-
zejici z poznatkti odpovidajicich kurikulu, SOC a korespondenéni seminaie
poskytujici jiz nékolik desitek let Sanci matematickym talentim, kteri nejsou
zaméreni na okamzity vykon, ale preferuji soustavnéjsi praci. Zatradit sem lze
i Celostatni soutéz zaka SOS a SOU.
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K novéjsim formam patii napriklad soutéz druzstev Turnaj meést, P¥iro-
dovédny klokan vychéazejici z tradic matematického klokana, Badatel a Ote-
viena véda podporujici pfimou spolupréci vysokoskolskych uditeli a stiedo-
gkolskych studenti, Matematicky duel porovnavajici vykony nékolika Skol
v Polsku, v Rakousku a v Ceské republice. Ocenit je potieba i praci porada-
teltl dalsich, zejména regionalnich, soutézi, jako jsou naptiklad Moravskoslez-
sky matematicky Sampionat, soutéz druZstev Dejte hlavy dohromady,
Prazska stiela, Matematicka liga aj., kratkodobé soutéze typu MATBOJ,
NABOJ, DRUBOJ a GRAND PRIX organizované zejména na soustieds-
nich a letnich skolach ¢i na letnich a zimnich matematickych taborech, ale i pfimo
ve tfidach a na skolach.

Je chvéalyhodné, Ze nékteré aktivity jsou financovany MSMT CR prostied-
nictvim NIDM a krajskych tfadt za podpory JCMF, na jiné je vSak potieba
finance ziskavat u sponzorti. Ne nadarmo bylo zasadni plendrni vystoupeni aus-
tralského profesora Petera O Halorana na II. kongresu Svétové federace narod-
nich matematickych soutézi (WFNMC), konaném v roce 1994 v bulharském
Pravci, zaméfeno na zptusoby, formy a moznosti ziskavani zejména soukromych
sponzori k financovani aktivit souvisejicich s rozvijenim matematicky nadanych
zéki a studentt.

Financ¢ni prostiedky na praci s talenty lze ziskat i prostfednictvim grantovych
agentur a nadacnich fond®, napf. soutéz Pfirodovédny klokan byla vytvorena
v ramci feseni projektu MSMT CR Néarodniho programu vyzkumu II ,STM —
Morava“. Vyznamnou roli na tomto poli sehraly a sehravaji Evropské socidlni
fondy, zejména Operacni programy Rozvoj lidskych zdroji a Vzdélavani pro
konkurenceschopnost.

V ramci ESF OP VpK pecuji zejména o matematicky nadané zaky a stu-
denty zakladnich a st¥ednich skol v uzitecné symbidze prevazné pedagogicti pra-
covnici zdkladnich, stfednich a vysokych skol napt. v projektu ,,Prirodovédec*
(fesitel UP v Olomouci), ktery vyuziva t¥i formy ¢innosti s nadanymi jedinci
v ptirodnich védéch: celoro¢ni prace s cilovou skupinou prostfednictvim predna-
Sek a workshopti, tydenni soustredéni a individualni vedeni stfedoskolskych stu-
dentt vysokoskolskymi uéiteli, v projektech ,MATES“ (UP Olomouc) a ,,PMT*
(GJS Prerov) postavenych piedeviim na prednaskich, workshopech a soustie-
dénich a v projektu ,Préce s talenty“ (ZS Ctyilistek Uherské Hradisté) vyuzi-
vajicim zejména formu integrace talentovanych zéka v béznych t¥idach. Cilem
zminénych projektt neni jen rozvoj nadani skupiny vybranych zakt a studentt,
ale také ovérovani forem didaktické diagnostifikace nadani, metod a forem jeho
rozvoje, zpracovani didaktickych materialii pro nasledovniky, pfipadné prosko-
leni dalsich pedagogickych pracovnika. Blizsi informace o vysSe uvedenych sou-
tézich a projektech lze nalézt napf. na jejich, nize uvedenych, webovych stran-
kach.
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2 ZAVER

O vyhledavani a rozvoji matematicky nadanych jedinct lze nalézt fadu teore-
tickych pojednani, vynakladaji se na tuto ¢innost tu mensi tu vetsi financéni
prostiedky. Nicméné za vSech okolnosti plati, Ze uspésné rozvijet matematické

naddni svych Zdiku miZe jen vSestranné pripraveny a spravné motivovany ucitel.
Ale to uz je komplex zcela jinych otazek.

PODEKOVANT

Tento ¢lanek vznikl za podpory a na podporu projekti ESF OP VpK CZ.1.07/
1.2.08/02.0017 ,Prace s talenty — Vyhledavani talentti pro konkurenceschop-
nost a prace s nimi“, CZ.1.07/2.3.00/09.0040 , P¥irodovédec — Rozvoj odbor-
nych kompetenci talentovanych studentt stfednich $kol ve védecko vyzkumné
praci v oblasti pfirodnich véd“ a CZ.1.07/2.3.00/09.0017 ,MATES — Podpora
systematické prace se zaky SS v oblasti rozvoje matematiky*.
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METODY A FORMY VYUKY MATEMATIKY
NA VYSOKE SKOLE

Jan Ostravsky, Vladimir Polasek

Abstrakt

Prispévek se zabyvd jednak systémem zkousSent, zejména na FAI UTB ve Zliné a jednak
elektronickou podporou pro vyuku predmétu Matematika 1. Autori popisuji pisemnyj
zpusob zkouseni matematiky v 1. semestru v prezencni formé studia. Z priloZengch
vysledku je zrejmé, Ze nesniZuji kvalitu znalosti studentu pri semestrdlnich zkouskdch
v poslednich trech letech. Ddle predstavuji elektronickou podporu skript pro vyuku ma-
tematiky v 1. semestru na FAI UTB ve Zliné.

1 Uvop

V posledni dobé se stale ¢astéji hovoii o zvySovani kvality znalosti studenti, ktefi
kon¢i magisterské ¢i bakalaiské studium na vysokych skolach. Vseobecné se vi,
7e nastavené financovani vysokych gkol vedlo vysoké skoly ke zvySovani kvantity
studentt na tkor jejich kvality. Na FAI UTB ve Zliné velmi casto diskutujeme
o tom, jaké znalosti by mél mit student z matematickych disciplin po jejich
absolvovani jednak co do obsahu a jednak co do jejich kvality. V nasem pfispévku
se budeme detailnéji zabyvat vyukou zakladni matematiky, kterou oznacujeme
na FAI jako Matematika I, jejimz stéZejnim obsahem je diferencialni a integralni
pocet funkce jedné proménné.

2 KONCEPCE ZKOUSENI NA FAI

FAI byla zfizena 1. 1. 2006. Na zékladé dlouhodobéjsich zkuSenosti s vyukou
a zkouSenim matematiky na Fakulté managementu a ekonomiky UTB ve Zliné
jsme se rozhodli pouzit vyzkouSeny systém zkouseni, o kterém jsme referovali
na 29. konferenci VSTEZ v Muténicich. [1, 2] Zkouska z matematiky ma dvé
pisemné ¢asti — teoretickou a praktickou. Teoreticka ¢ast zkousky je koncipovana
jako didakticky test. [3, 4] Stru¢né popiSeme specifikace naseho testu:

Druh testu: ovérujici (CR — criterion referenced) test.

Forma testu: pisemna.

Typ testovych uloh: oteviené tlohy se stru¢nou odpovédi — produkéni.
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Pocet testovych tloh: 12
Doba trvani testu: 60 minut.
Zpusob skérovani: objektivné skérovatelny.

Nize uvedeny test byl pouzit pfi zkusebnim terminu dne 13. 1. 2010.

1a) Zjistéte obor pravdivosti virokové formy —222 + 4z — 5 > 0. 3 body
1b) Zapiste symbolicky: A je mnoZina vSech zdporngch redlnych éisel, ktera jsou
vétsi nez —8 nebo mensi nez —65. 3 body
1c) Nadrtnéte v intervalu (—3m, 7) tyto ¢tyfi funkce: 4 body

f(z) =3sinz, f(x)=|2—sinz|, f(z)=tglzx+n), flz)=2+tgx

2a) Napiste definici sudé funkce. Naértnéte libovolnou sudou funkei f(z) a za-
piste ji ve tvaru f(z) =. 3 body

2b) Napiste vétu pro limitu podilu dvou funkci. Sestavte a vypocitejte podle
této véty libovolny priklad. 4 body

2¢) Prokazte vypoc¢tem, zda funkce y = In z je rostouci v§ude, kde je definovana.
3 body

3a) Definujte inflexni bod. Zvolte libovolnou, ale konkrétni funkci tak, aby méla
inflexni bod v bodé [1, 0]. Nacrtnéte a popiste celou situaci. 4 body

3b) Zvolte libovolnou funkei f(x) tak, aby méla asymptotu z = 4. Nadrtnéte
danou asymptotu a prokazte spravnost Vasi volby vypoctem. 3 body

3c) Zvolte v integrélu / —————— dz koeficient a tak, aby se ve vysledku
¢ +8x+a

objevila funkce arctg x. 3 body

4a) NapiSte vSechny vzorce pro integraci, ve kterych se vyskytuji pouze gonio-
metrické funkce. 4 body

4b) Vytvoite a vypoctéte libovolny urdity integral, jenz ma integrand rovny
sin bzx. 3 body

4c) Nadrtnéte libovolny rovinny obrazec, jehoz jeden bod je [3,2]. Sestavte
urcity integral pro vypocet jeho obsahu. Integral vypoctéte. 3 body

Prakticka ¢ast zkousky méla toto znéni:
1.a) Vypocitejte tieti derivaci funkce f(x) = sin? 2+ arccotg z. Upravte.10 bodt

x3—|—x

b) Vydislete limity funkce f(z) = T30 7922
x + 2

v bodech —1, co. 10 bodu
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1
9. Vygetfete pritbéh funkce f(z) = ——. 20 bodit
xr

dzx. 20 bodu

1—cosx

2
()
e |

4. Vypocitejte obsah rovinného obrazce, ktery je ohrani¢en osou z, pfimkou
x =1 a funkci y = arcsinx. Nacrtnéte. 20 bodu

3. Integrujte a) /

Zpusob hodnoceni: Celkové je mozné dosdhnout 40 bodt v teoretické ¢asti
a 80 bodu v praktické ¢asti. V obou dvou pfipadech je nutné ziskat minimalné
20 bodt v teoretické ¢asti a 40 bodt v praktické ¢asti. Nasledujici tabulka pte-
pocCitava body na klasifika¢ni stupné.

Tab. 1: Hodnoceni zkousky

Body 102-120 | 90-101 | 80-89 | 70-79 | 60-69 | 0-59
Klasifikace A B C D E F

Pri takto koncipované zkousce jsme ziskali v poslednich trech letech vysledky
uvedené v tab. 2.

Tab. 2: Vysledky zkousek za posledni tfi roky

Ak. rok A|B|C|D]|E/|FX|F| Celkem
2007/2008 9| 711|200 |34 | 20 | 68 169
2008/2009 | 10 | 10 | 22 | 36 | 30 | 29 | 68 205
2009/2010* | 2| 8|16 |22 |35| 39 | 62 184
*V ak. roce 2009,/2010 mohou jesté néktefi studenti v opravném terminu zkousky
slozit.

7 téchto vysledku je ziejmé, Ze na FAI nepodléhame zatim tendencénim tla-
kim o snizovani urovné obtiznosti zkousky za ticelem ziskani vétsich financénich
dotaci z MSMT.

3 ELEKTRONICKA PODPORA VYUKY

Na FAI se velmi vazné uvazuje o psani skript pouze v elektronické podobé [5].
Proto jsme se rozhodli, Zze v letosnim ak. roce si pfipravime jisty prototyp téchto
skript a pozéddame studenty o jeho zhodnoceni. Ptipravili jsme jiz tyto kapi-
toly: Diferencialni pocet funkce jedné proménné, Vyrokova logika, Mnoziny. Ja-
kym zpiisobem jsou skripta psana, by mélo byt ziejmé z ukazek ucebniho textu
(obr. 1) a Prezentace (obr. 2).
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absolutni hodnota

Jan Ostravsky, Vladimir Polasek

Piiklad 3.2.1. Zapiite vzajemné vztahy mezi funkeemi f(z) = 27, g(z) =
—&*, h{x) = 2x* pomoci nerovnosti. Nadrtnéte 3 grafy obsahujici vidy jednu
dvojici z funkei f, g, h.

Refeni: Spustte prezentaci 3.2.1

Definice 3.2.2. Nechf je dana funkce f s definiénim oborem DV{f). Pak
funkei & definovanou na D{f), pro kterou pro kazdé = € D(f) plati h(z) =
|f()], nazgvime absolutni hodnotou funkee f.

funkee, soutin funkee & Definiee 3.2.3. Necht je dana funkee f s definiénim oborem D(f) a #islo

isla

P
[l

5L

)

a & R. Pak funkei h nazyvame soudinem funkce f a &isla o pravé tehdy,
kdyz pro kazdé = € D(f) plati h{z)} = o f(z).

Pozndmka 3.2.2. V definici 3.2.2 i v definici 3.2.3 je samozfejmé D{h) =
D(f).

Piiklad 3.2.2. Tabulkou 3.1.1 je definovana funkce f(z). Vytvofte k této
funkei funkee g(z), h(z), k(z) tak, aby platilo:

a) g(z) =2 f(z),  b) h(z)=—f(z), ¢ k(x) = |f(z)|.

Sestrojte grafy téchto funkci a porovnejte je s grafem funkee f(x).

Refeni: Zadani prikladu a jeho fefeni naleznete v prezentaci 3,2.2 .

Obr. 1: Ukédzka udebniho textu

Prezentace 3.2.2 - 1/4

Uvazujme funkei f definovanon nasledujici tabulkon

T -3 =2 -1 0 1 2

f@)y| -3 0

3=
—

4
3 2

Pomoci tabulek vytvoite funkee
g(x) =2 f(x). Wa)=—f(x), kiz)=|f(x).

Na papir si do jednoho obrazku zakreslete grafy funkei f(x) a g(x),

flz) a h(x),

flz) a k(z).

Své vysledky si mnzete zkontrolovat zde:

I gla

)=2-f(@)] [h)=—f@)] [ka)=If@=)]

Jakmile poroznmite piislusnym definicim a dokizete nacértnout
erafy funkei g. I a k. jisté pro Vas nebude problém naértnout grafy
funkei z prikladu, ktery bude nasledovat.

Obr. 2: Ukézka uéebniho textu
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4 ZAVER

Do nové akreditovanych studijnich programt byl zaveden ptredmét Teorie pro-
grami, ve kterém se studenti, mimo jiné, sezndmi i se softwarem Mathematica.
Hodlame této skutec¢nosti vyuzit i v Matematice I tak, ze budeme i do cvi-
¢eni z Matematiky I zarazovat ukoly, ve kterych studenti budou fesit praktické
vypocty pomoci tohoto softwaru.Vrcholem této ¢innosti jsou applety na pod-
poru vyuky matematiky vytvorené ve Flash Adobe samotnymi studenty. Chtéli
bychom timto zptisobem vytvofit u studenttt mnohem hlubsi zajem o studium

matematiky. Zejména se jedna o studenty, ktefi vice ¢i méné danou problematiku
probirali jiz na stfedni skole.
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TVORBA ULOH NADANYMI ZAKY

Eva Patakova

Abstrakt

Cldnek popisuje moznou aktivitu pro nadané Zdky, a to tvorbu iloh obtiznijch pro né
samotné. Aktivita md rysy tvorby tuloh Zdkem i tvorby uloh ucitelem, redlnym uverejné-
nim ulohy se pracuje s motivaci. Prostredkem pro provedeni aktivity byl matematicky
korespondencéni semindr Pikomat.

1 Uvop

Budeme-li se zabyvat tvorbou tloh z teoretického hlediska, zjistime, Ze existuji
dva proudy vyzkumu — tvorba tloh Zzidkem a tvorba tuloh ucitelem (nebo jinym
odbornym autorem tiloh). Tvorba tloh zdkem je dnes pomérné prosazovand ak-
tivita, kterd se muze ve tiidé provozovat za mnohym tucelem. Jedna se napr.
o diagnostiku zdkova porozuméni latce [5], rozvoj kreativity zaka [4], rozvo]
kompetence vyhleddvat a definovat problémy [2], rozvoj porozuméni probirané
tematice [1], prostfedek k experimentovani v nezndmém prostiedi [3], ... Tyto
funkce jsou prvotni a vytvorena tloha ustupuje jaksi do pozadi — je pouze ved-
lejsim cilem ¢innosti. Tvorbu tiloh ucitelem zndme vsichni — predpoklddam, ze se
shodneme na tom, Ze tvorime-li tlohu, je pro nas tato tloha témér vzdy hlavnim
cilem. Procesy, které se v nas odehravaji, a prijemny fakt, Ze touto aktivitou
zlepSime sami své matematické dovednosti, asi pro nas nejsou prvotni.

V ramci své &innosti organizatorky korespondenéniho seminéie Pikomat!
jsem se pokusila tyto dve aktivity propojit.

2 KORESPONDENCNI SEMINAR PIKOMAT

Predpokladam, ze vétsina z nas zné princip alespon néjakého korespondencéniho
seminare, presto radéji struéné pripomenu zakladni organizaci. Pikomat je sou-
téz pro zaky druhého stupné zékladni skoly a odpovidajicich roénika viceletych
gymnézii (nadané nebo alesponi pro matematiku motivované), kde zaci doma
v nékolika kolech tesi zadané tlohy a sva feseni ve stanovenych terminech odesi-
laji organizatortim. T1i jim je posilaji zp€t opravené, na konci skolniho roku jsou
vyhodnoceni a odménéni nejlepsi fesitelé.

!Korespondenéni seminaf poradany SPSST Pansks a PedF UK. (Seminafi se stejnym jmé-
nem existuje nékolik.)
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3 TVORBA ULOH ZAKY SEMINARE

Dnes bézné tvori lohy a veskeré dalsi materidly do soutéze organizatori, coz jsou
obvykle ucitelé i studenti stfednich a vysokych skol. Byvaly vSak doby, kdy tlohy
pro tento seminaf tvorili jediné studenti — jednalo se ale vzdy o matematicky
zamérené stiedoskolské studenty, tedy studenty sice obvykle bez pedagogické
pripravy, ale s matematickymi znalostmi a dovednostmi pomérné vyrazné nad
arovni FeSiteld seminéafe.

V ramci seminafe jsem vyzkousela aktivitu, kdy si fesitelé zkusili vytvorit
tlohy do posledni série seminaie sami. Konkrétné méli cca mésic a pul ¢asu, aby
vytvofili ilohu omezenou pouze tfemi podminkami: Uloha musela mit néjaky
vztah ke ¢tvereC¢kovanému papiru (at jiz jako prostfedi pro zadéani tlohy nebo
jako pomtcka vhodné k jejimu FeSeni), nesméla vyzadovat matematické znalosti
a dovednosti presahujici rdmec matematiky zakladni skoly a musela byt zcela
jejich vlastni. Spolu s tlohou méli zaci dodat také autorské feSeni a vyplnit
kratky dotaznik o procesu tvoieni tilohy.

Aktivita propojuje oba proudy teorie tvorby tloh. Hlavnim cilem ¢innosti
74kl byla tloha samotné — ,,dobré* ulohy byly zvefejnény, se ,Spatnymi“ se dale
nijak didakticky nepracovalo. Pfitom tlohy tvofili sami zaci — a to na stropé
svych matematickych schopnosti. Ucel byl vlastné takovy, aby Zaci vytvorili
ulohu, kterd by byla pro né samotné obtizna. (V poslednim kole soutéze ji méli
fesit jeho protihradi.) Vyznamny prvek motivace byl i zvefejnéni tilohy pod jejich
jménem.

4 PRUBEH

Byla jsem velmi mile prekvapena vysledkem — vysledna podoba tieti série Piko-
matu je v piiloze tohoto ¢lanku. (Ulohy byly upravovany minimalné — obsahové
viibec, pouze ojedinéle stylisticky a formula¢né.) Jedinym problémem bylo, Ze se
aktivity ztiastnilo velmi malé procento Fesitelt. (Pfitom se jedna o zaky, ktefi
jsou v soutézi dobrovolné a ulohy zadané organizatorem fesi vétsinou velice radi.
Predpokladam, Ze je to proto, Ze tato aktivita je pro zaky nezvykla a pomérné
obtizna.) Pokud bych se rozhodla zadat podobny tkol v budoucnu, jiz bych jej
nedavala jako dobrovolny, ale jako povinny.

5 ZHODNOCENTI

Velice mé potésilo, ze ,trividlnich“ dloh pfislo opravdu malé mnozstvi. (Napf.
obrazek policejniho auta na ¢tvereckovaném papite, u néjz bylo ikolem spocitat
jeho obsah.)

Vzhledem k malému poctu ziskanych tloh a obtiznému zformulovani kritérii
kvality tlohy neni mozné ovérit zadné hypotézy o vztahu kvality tlohy a tirovné
soutéziciho, vypadéd to vSak (nikterak prekvapive) tak, Ze autofi kvalitnéjsich
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tloh se nachézi mezi ispésnéjsimi resiteli soutéze. Tento vztah vSak neni pfimou
ameérnosti, autor nejobtiznéjsi tlohy byl v dobé vyhodnocovani série v celkovém
poradi ¢tvrty, vitézka poslala tilohu podstatné méné narocnou.

Bodové zisky zakt u zverejnénych tloh vytvorenych samotnymi soutézicimi
téméf kopirovaly Gaussovu kfivku, coz svédéi o jejich vhodnosti. Uloha Fesitele
Daniela Janéaiika dokonce vysla jako nejobtiznéjsi tloha celé série. (V tab. 1 jsou
veskeré idaje pfepocitavany na procenta, aby byla mozné porovnatelnost, i kdyz
pocty Fesiteld tlohy i maximalni bodové zisky za tlohu jsou rtzné. V adajich
0 bodovych ziscich neni zapocitan autor tlohy — ve vysledkové listiné ma kazdy
za svou tlohu samozfejmé plny pocet bodu.)

Tab. 1: Vysledky fesitelt

Podil fesitelq, Pramérny bodovy zisk

Uloha ktefi dosahli plného | (vztazeno vzdy k plnému

poc¢tu bodit (%) poc¢tu bodt za tilohu) (%)
1 (zékovska) 25 50
2 60 80
3 (zdkovska) 0 50
4 (zékovska) 60 62,5
5 0 53,3

Néapad na vytvoreni tlohy Cerpali Zaci ve vétSiné pripadi prostym premysle-
nim nad ¢tvercovou siti, jiné zdroje inspirace (napf. ,,Zrovna jelo okolo policejni
auto, tak jsem ho nakreslil.“) se vyskytly velice zfidka. Tvorba tloh zéky byla
vétsinou zavisld na pocatecnim napadu, jakmile jej méli, uz prili§ situaci nepro-
zkoumavali a tlohy neupravovali.

6 ZAVER
V prispévku jsem ukazala aktivitu provedenou s nadanymi zédky v ramci kore-
spondenc¢niho seminare. Je samoziejmé mozné ji pouzit i pro praci ve tridach —

doporucovala bych formu doméci prace, protoze doma maji zéaci vice Casu i vice
klidu. Rozhodné doporucuji zadat alesponn ramcove néjaké omezeni tilohy — utvo-

v
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PRILOHA 1: ZADANI TRETI SERIE 23. ROCNIKU PIKOMATU — TZV.
,CTVERECKOVANE SERIE“

Abychom nemuseli terminologii opakovat v kazdé tloze znovu, zadefinujme si
nyni zakladni pojmy pro celou sérii:

Miizovy bod — bod, ve kterém se protinaji linky ¢tvercové sité

Primka v lince — takova pfimka, ktera primo splyva s néjakou linkou ¢tvercové
sité

Jednotka — v nasem ptipadé délka strany ¢tverecku ¢tvercové sité

Pohyb po ¢tvercové siti, trasa po ¢tvercové siti — pohybujeme se pouze po linkach
Ctvercové sité, a to vzdy z miizového bodu do mrizového bodu Figurka umisténa
na ctvereckovaném papife — figurka umisténd, jako kdyz hrajeme Sachy — tedy
uprostied ¢tverecku

Uvazujeme-li pohyb po ¢tvercové siti a neni-li to textem tlohy pfimo zakézano,
muZeme se vracet po stejnych cestach.

1. Na ¢tvercové siti jsou dva mrizové body m ¢tvereckii od sebe vodorovné a n
Ctvereckl svisle. Jaka mutize byt délka trasy po ¢tvercové siti mezi témito
body? (Najdéte obecny predpis pro vSechna feSeni.)

Daria Zaychenko, 5 bodu

2. Mame rybarskou sit o rozmérech 220 x 50 ¢tvereckii. Sit je svazéna tak,
ze v kazdém vrcholu ¢tverecku je pevny uzel. Kolik nejvyse provazki tvo-
Ficich strany ¢tverecktl muzeme prestiithnout, aby se nam sif stale jeste
nerozpadla na dva kusy?

Jaroslav Zhouf (organizator), 7 bodu

3. Mame figurku umisténou na ¢tvereckovaném papife. Figurka se pohybuje
vzdy jen o jedno policko, a to po Ffadku, nebo po sloupci.

a) Zjisti, na kterd policka se mize dostat v Sestém tahu, a kolik jich je,
kdyz vime, ze vychozi policko ubird dva tahy misto jednoho.

b) Porovnej pocet poliek, na kterd mize prvni figurka, s po¢tem poli-
¢ek, na ktera muze druhd figurka, kterd ma na zacatku taht jen pét,
jestlize pravidlo o vychozim policku plati pro obé figurky.

¢) Porovnej pocet poliek, na kterd nemiize prvni figurka s poc¢tem po-
licek, na kterd nemuze druha figurka, jestlize pracujeme na ¢tverci
o rozmeérech 13 x 13 ¢tverecku a figurka na zacatku stoji na pruseciku
thlopricek tohoto ¢tverce.

Daniel Jancarik, 6 bodu

4. Kolik rtaznych velikosti obdélnikti, které maji strany v pomeéru 3 : 2, lze
nakreslit na ¢tvereckovany papir A5 (210 x 150 mm)? Strany musi byt celé
néasobky ¢tverecku, tj. 5 mm.

Iveta Rakosnikova, 4 body
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5. Pracujme s takovymi utvary, které maji vrcholy pouze v mfizovych bodech
¢tvercové sité. Nakreslete ptfiklad alespon jednoho takového utvaru, ktery
mé obsah 12 ¢tverecku a ktery zaroven:

a) nema osu soumeérnosti, ale ma stfed soumérnosti,

b) mé osu soumérnosti, ale nema stfed soumérnosti,
¢) mé pravé jednu osu soumérnosti a mé stied soumérnosti,
d) mé pravé étyii osy soumérnosti, ale neni to étverec,

e) ma stfed soumeérnosti, ktery lezi vné atvaru.

Eva Patdkova (organizatorka), 6 bodu

RESENT ULOH
1. m 4+ n + 2k, kde k je nezaporné celé ¢islo.
2. 11000
3. a) 65, b) 45, tedy o 20 poli¢ek méné nez prvni figurka, c) 20
4. 14 moznych velikosti
5

. Priklady utvari:

lad)| £) |

L)

Obr. 1: Reseni tlohy 5

Utvar c) neexistuje — ma-li Gtvar stfed a osu soumérnosti oy, musi mit
i osu 0z na ni kolmou. (MoZné idea dikazu: Pro kazdy bod utvaru jeho
obraz podle stfedu a pak podle 01 je jeho obrazem podle 0s.)
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APLIKACNI ULOHY V MATEMATICE NA STREDNI SKOLE

Pavla Pavlikova

Abstrakt

Cilem prispévku je predstavit $irsi matematické verejnosti projekt vznikajict na katedre
didaktiky matematiky Matematicko-fyzikdlni fakulty Univerzity Karlovy v Praze, zameé-
reny na tvorbu sbirky aplikacnich uloh vyuZitelnych pri vyuce matematiky na stredni
skole.

1 Uvopb

Autorem napadu sestavit novou sbirku aplikacnich tloh a hlavnim koordinato-
rem prace na sbirce je doc. RNDr. Oldfich Odvarko, DrSc. Dalsimi ¢leny au-
torského kolektivu (v abecednim pofadi) jsou: RNDr. Jana Hromadova, Ph.D.;
RNDr. Magdalena Hyksova, Ph.D.; autorka pfispévku; RNDr. Eliska Pecino-
va, Ph.D.; RNDr. Jarmila Robovéa, CSc.; RNDr. Ivan Saxl, DrSc. (jenz nas
kolektiv v prosinci lotiského roku bohuzel navzdy opustil) a RNDr. Antonin
Slavik, Ph.D.

Cilovou skupinou, pro kterou je sbirka pfedevsim urcena, jsou studenti stied-
nich skol a jejich ucitelé.

2 NASTIN OBSAHU A FORMY SBIRKY

vvvvv

tak dopliikem ucebnic, podle kterych se v dnesni dobé matematika na stfednich
gkolach vyucuje. Obsahové budou ve sbirce zastoupeny nésledujici tématické
celky: zékladni pojmy (procenta, pfimé a nepfima tmeérnost atd.); rovnice a ne-
rovnice, soustavy rovnic a nerovnic; funkce, jejich grafy a vlastnosti; geometrie;
finan¢ni matematika; diferencialni a integralni pocet; pravdépodobnost a statis-
tika.

Ke kazdému tématu budou nejprve uvedeny podrobné fesené tlohy, k nim
budou doplnéna zadani nefesenych tloh podobného charakteru na procviceni
(s ndvody a vysledky v zavéreéné ¢asti sbirky). V piipadé tloh, které vyzaduji
znalosti konkrétnich vztaht napf. z fyziky, chemie ¢i geografie apod., bude pred
prvnim prikladem kratky ,,ivod do problému“, aby studenti a ucitelé nemuseli
dohledéavat dalsi literaturu potiebnou k tspésnému feseni danych prikladi.
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2.1 ULoHY, KTERYM BYCHOM SE VE SBIRCE CHTELI VYHNOUT

V celé fad€ ucebnic a sbirek uloh se objevuji priklady, které se jako ,aplika¢ni®
tvari, ale ve skutecnosti jsou ,,umélé“ nebo davaji vysledky velmi odlisné od
realné skutecnosti. Mezi takové tlohy lze zafadit napt. lohy z oblasti finan¢ni
matematiky uvazujici troky z tspor na bézném uctu v fadech desitek procent ¢i
zanedbavajici danovou povinnost. Takovym neredlnym problémim by se chys-
tané sbirka chtéla vyhnout, i kdyz je samoziejmé, Ze napf. v fadé fyzikalnich
dloh je nutné vzit v tivahu jist4 zjednoduSeni, nebot jinak by problém byl pro
studenty ptili§ slozity a nebyli by schopni s (pro né) dostupnym matematickym
aparatem tlohu resit.

Vhodné zvolena aplikacni tloha pritom mutze byt v mnoha situacich napf.
efektivnim motivaénim piikladem, ktery vzbudi u student zajem o dany po-
jem. Zvlasté se to mize projevit u studentt, ktefi k matematice pfilis neptilnuli
a neustale kladou svym ucitelim otazky typu: ,A k ¢emu mi to v zivoté bude?*

Na druhou stranu samoziejmé tak jako u kazdé slovni tlohy mutze dojit k si-
tuaci, kdy student nezvladne z daného zadani ,odseparovat® dulezité udaje, ze
kterych je napf. nutné sestavit rovnici, ackoli samotnou rovnici v obvyklé po-
dobé by fesit umél. Jednim z cild zafazovani aplika¢nich tloh do vyuky je tak
i rozvijeni schopnosti pracovat s textem a umét rozlisit podstatné a nepodstatné
informace.

2.2 VYBRANE TYPY ULOH, KTERE BYCHOM DO SBIRKY CHTELI ZARADIT

Nyni si uvedeme ukézky zadani nékolika konkrétnich tloh:

Priklad €. 1. Automobil jedouci rychlosti vg se blizi ke svételné kiizovatce, kdyz
se misto zeleného signalu rozsviti zluty signal ,,Pozor!“. Ridi¢ se boji ztraty bod
za projeti kfizovatky na Cervenou. Jak by se mél zachovat, jestlize v okamziku,
kdy se rozsviti zluty signal, je auto 40 m od kfizovatky, a doba, po kterou sviti
zluty signal, neni delsi nez 2,5 s? Mél by pokracovat v jizdé stilou rychlosti,
nebo by mél zacit brzdit, nebo by mél naopak vice zrychlit?

U podobnych tloh je vhodné se studenty diskutovat o zavislosti spravné odpo-
védi na vstupnich dajich, mezi néz kromé pocatecni rychlosti vy patii aktualni
meteorologické podminky, technicky stav automobilu, okamzity zdravotni stav
fidice a jeho schopnost reagovat na nadhlou zménu dopravni situace atd. Rov-
néz je dobré pripomenout, Ze velmi ¢asto (nejen v uéebnicich, ale i na internetu
a ve sdélovacich prostiedcich) byva zaménovana brzdnd drdha a skuteénd drdha
potiebnd k zastaveni vozidla (sestévajici z tzv. reakéni drahy a brzdné dréhy).

Priklad €. 2. Pan Bezradny si zakoupil novy automobil. P¥i jeho koupi mu
prodévajici sdélil nasledujici tdaje tykajici se spotieby daného modelu: kom-
binovana spotfeba 6,9 1/100 km, spotfeba mimo mésto 4,9 1/100km. Kupujici
tedy ocekéval, Ze spotfeba ve mésté se bude pohybovat kolem 9 1/100km, coz by



SETKAN{ UCITELU MATEMATIKY 2010 205

odpovidalo aritmetickému primeéru pro vypocet kombinované spotieby. Pan Bez-
radny vSak jezdil pfevazné v méstském provozu. Ke svému zdéSeni brzy zjistil,
Ze 1 po ,zadbéhu“ nového motoru dosahuje primérné spotieby nad 10 1/100 km,
prestoze si zaklada na tom, ze ma ,velmi lehkou nohu na plynu“. Vypravil se
tedy ke svému prodejci tento fakt reklamovat. Byla jeho stiZznost opravnéna?

Dan4 tloha je typickym (byt velmi jednoduchym) zdstupcem tlohy, ve které
se studenti mohou setkat s wvdZenym primeérem. V hodindch matematiky se
zpravidla omezujeme pouze na vypocet aritmetického priméru, ackoli v realnych
problémech neni vazeny prumér ni¢im neobvyklym.

Piiklad €. 3. Pani Novékova uvazuje o koupi nového vozu. Hybridni viz je nad
jeji finan¢ni moznosti, z propan-butanového pohonu ma strach, a proto uvazuje
pouze o varianté vozu s naftovym nebo benzinovym motorem. Cena auta, které
si vybrala, s naftovym motorem je 311000 K¢, cena téhoz auta s benzinovym
motorem je 246 900 K¢&. Vyrobcem udévana kombinovana spotfeba na 100 km je
u naftového pohonu 4,8 litru, u benzinového 5,9 litru. Po ujeti kolika kilometra se
vyplati investice do drazsi, tedy naftové verze, budeme-li uvazovat cenu benzinu
31 K¢ za litr a cenu nafty 28 K¢ za litr?

Tato tiloha reprezentuje Sirokou $kalu tzv. optimalizacnich uloh, ve kterych
hleddme nejvyhodnéjsi feseni (minimalizujeme naklady na dopravu, maximali-
zujeme zisk z vyroby, vybirame si nejvyhodnéjsi tarif u mobilniho operatora nebo
poskytovatele sluzeb kabelové televize, volime z nabidky pojistoven na povinné
¢ havarijni pojisténi automobilu atd.).

Pravé optimaliza¢ni tlohy se dvéma ¢i tfemi neznamymi v sobé skryvaji
prilezitost ozivit napt. vyklad metod FeSeni soustav linedrnich nerovnic o vice
neznamych.

3 ZAVER

Zminéné piiklady predstavuji jen maly stiipek z rozsahlé mozaiky, kterou se
cely nas autorsky kolektiv snazi poskladat. Vérime, ze bude predevsim pro ucitele
dobrym pomocnikem pfi praci a zdrojem inspirace pro oziveni hodin matematiky.
PODEKOVANI

Préce na sbirce je podporovana rozvojovym grantem MSMT , Podpora infor-
macnich center a spoluprace se stfednimi skolami a vefejnosti na MFF UK,
¢. projektu 14/38.
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P0OZNAMKY K DIDAKTICE DELITELNOSTI

Karel Pazourek

Abstrakt

M. Hejng ve své knize [2] napsal: Tedria ¢isel nesuvisi so ziadnou ¢astou stredoskolskej
matematiky, a preto sa z nej do osnov dostavaji iba tlomky. (str. 118) Pokusime se
naopak ukdzat, Ze délitelnost jakoZto soucdst teorie cisel souvisi s mmnohymi oblastmi
stredoskolské matematiky. V druhé cdsti élanku se vrdtime k samotné vystavbé délitel-
nosti a délitelnosti polynomai.

1 VZTAH DELITELNOSTI A DALSICH OBLASTI MATEMATIKY

Délitelnost muze byt pfi zbézném pohledu poklddana za zékladni a jednodu-
chou partii stiedoskolské matematiky, jejiz nejvyznamnéjsi aplikaci je nalézéni
spolec¢ného jmenovatele dvou zlomkt. Délitelnost vSak souvisi s dalsimi tématy.

1.1 KOMBINATORIKA

Uvazme problém urceni poc¢tu vSech délitelu cisla n, kde

n=p'-py’-...-pf, meN, i=1,...k,
je prvociselny rozklad ¢isla n. Libovolny délitel d musi byt souc¢inem nékterych
¢initelt z prvociselného rozkladu ¢isla n, tj. d = pi* - p3* - ... - pp¥, 0 < 55 < 1y,
i =1,...,k. Tedy prvocislo p; se v rozkladu ¢isla d mize objevit r;-krat, nebo
(ri—1)-krét, ..., dvakrat, jednou, anebo ani jednou. Tedy méme celkem r; + 1
moznosti, kolikrat se p; v rozkladu mize objevit. Nyni pouzijeme kombinatorické
pravidlo soucinu:
Pocet délitelti tak musi byt

(ri+ (e +1)-...- (rp +1).

Tuto dlohu mtzZeme rizné komplikovat, napriklad takto: Kolik sudych déli-

o w7/

teld ma ¢islo 4207 Kolik déliteld ¢isla 1 320 je délitelnych praveé dvéma prvocisly?
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1.2 Srovni ULony

Slovnich 1loh, které se fesi za pomoci délitelnosti, je cela fada, viz naptiklad
¢lanek [4]. Zastavime se pouze u tlohy a jejtho feseni z Simerkovy algebry [5].
Dnes bychom ji fesili jako tlohu o spoleéné préaci, Simerka viak ukazuje jiny
postup:

Nddrzka kterds md tri trouby, a nabéhne pruni trubou za 20 hodin, druhou
za 24, a treti za 30. Jak brzo nabéhne vsemi trubami na jednou otevienymi?

Odpovéd. Nejm. sp. nds. téchto c¢isel jest 120, a nic nevadi, pro¢ by nesmélo
vziti se za obsah nddrzky 120 s (asi sudi neb néjakych jingch mér). Pak natece
za hodinu Int trubou 6 s, druhou 5 s, treti 4 s. Tedy vSemi tremi za hodinu 15 s,
a nddrzka nabéhne za 120 s : 15 s = 8 hodin. (str. 59)

Metoda fesSeni je postavena na volbé vhodné jednotky, coz umoznuje vyhnout
se praci se zlomky. Nutno ¥ici, Zze Simerktv postup zapadl a uéebnice vydavané
v pozdéjsich letech takovéto tlohy neobsahuji.

1.3 GEOMETRIE. SOUMERITELNOST

S otazkou volby vhodné jednotky pfimo souvisi pojmy souméritelnosti tisecek
a soudélnosti ¢isel. Napriklad tvrzeni, ze délka strany ¢tverce neni souméfitelna
s délkou jeho thlopricky, velmi tzce souvisi s faktem, ze v/2 je iracionalni ¢slo.

Jina uloha s geometrickou tematikou je néasledujici: Obdélnik, jehoZ strany
magji délky 16 c¢cm a 12 cm, rozdélte na co nejmensi pocet shodnich ctverci.
Urcete délku strany téchto ctverci a jejich podet. [1, s. 113]

1.4 DUKAzZY

Vyklad dikazovych metod se casto opird o délitelnost. Hlavnim divodem je
moznost ukazovat jednoduché tvrzeni, jejichz dikazy plynou pifimo z definice
deélitelnosti a dalsich zakladnich pojmu. Pfikladem jsou implikace d|a A d|b =
= d|(a £ b) nebo d|a V d|b = d|ab, a,b,d € N. Procvicuje se zde i symbolicky
zapis d|n apod. Dalsim zdrojem tvrzeni jsou zbytkové t¥idy'.

Diikazy matematickou indukci se ¢asto ilustruji pravé vétami o délitelnosti.

Rovnéz jsme zminili tvrzeni o iracionalité V2 , jeho ¢asti je i dikaz ekvivalence
2|a < 2[a?, a € N.

2  VYSTAVBA DELITELNOSTI

2.1 VYSTAVBA DELITELNOSTI V UCEBNICICH

Deélitelnost je v ¢eskych ucebnicich vystavéna obvykle nasledovné: Zavedou se
zédkladni pojmy (délitelnost, nasobek, délitel, prvodéislo, éislo slozené, soudélna

1Zbytkové tfidy jsou prikladem tfid ekvivalence — dostavame tak souvislost s relacemi.
Samotnou relaci a zbytkové t¥idy po déleni ¢islem d muzeme zavést takto: Dvé pfirozena cisla
jsou v relaci, jestlize davaji stejny zbytek po déleni ¢islem d.
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¢isla). Poté se vylozi pravidla délitelnosti. Nasleduje vyklad prvoéiselného roz-
kladu. Kapitolu uzaviraji nejvétsiho spolecného délitele a nejmensiho spole¢ného
nasobku. Ve star§ich ucebnicich (pro vyssi stfedni skoly) se vyklada délitelnost
polynomi.

2.2  DELITELNOST POLYNOMU
Didakticky pristup k délitelnosti polynomu ve starsich ucebnicich vyplyval z po-
jeti polynomu jako ,,obecného ¢isla“. Uvédomme si napitiklad, ze kazdé prirozené
¢islo 1ze zapsat jako 2n — 1, nebo 2n, n € N. Pfitom uvedené zapisy jsou poly-
nomy s promennou 7.

Délitelnost polynomt je dilezitym spojovnikem s dalsimi oblastmi matema-
tiky, pfedevsim feSeni rovnic a funkcemi. Pfipomenme ekvivalenci ¢tyt vyrok:

1. Cislo ¢ je kofenem polynomu P(z).

2. Polynom z — ¢ déli polynom P(z).

3. Cislo ¢ je kofenem rovnice P(z) = 0.

4. Graf polynomické funkce y = P(z) protind osu x v bodé c.

Dal$im moznym tématem je Eukleidtv algoritmus pro polynomy. Lze ho vyuzit
pro procvicovani déleni polynom.

2.3 PRVOCISELNY ROZKLAD

Zajimavosti je, ze prestoze se diikkazy vykladaji na délitelnosti, jeden z klicovych
pojmi délitelnosti je o sviij dikaz Casteéné oSizen: Prvociselny rozklad. Jeho
jednoznacnost se Casto dokazuje, ne uz tak jeho existence. K jejimu dikazu
je zapottebi indukce. Takovy postup je obtizné pochopitelny pro zaky prvniho
roéniku vyssiho gymnézia (kde se délitelnost obvykle vyklada)?.

Podivejme se vSak na jedno z pomocnych tvrzeni, které je mozné v dikazu
existence rozkladu vyuzit a které méa i didaktické moznosti:

Kazdé sloZené€ c¢islo n ma alespon jednoho prvociselného délitele p.

Zaktm se bude nejprve zdat tvrzeni trivialni. Zapsat jeho ditkaz vsak ne-
bude tak jednoduché. Podivejme se na délitele nékolika ¢isel (v nasledujicim
prehledu je vzdy vlevo ¢islo a za dvojteckou jeho délitelé srovnani podle velikosti,
prvociselni délitelé jsou vyznaceni kurzivou):

1, 2, 4
6 1, 2, 8, 6;
12 1, 2, 8, 4, 6, 12;
15 1, 3, 5, 15;

) ) )

2Indukci bychom potifebovali, i kdybychom se chté€li prvociselnému rozkladu vyhnout
a misto néj vystavéli délitelnost pomoci Eukleidova algoritmu. Indukce je samotnou podstatou
algoritmu.
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20 : 1, 2, 4, 5, 10, 20;
27 : 1, 8,9, 27.

Na zakladé téchto ivah mtizeme vyslovit hypotézu: Druhy nejmensi délitel libo-
volného pfirozeného ¢isla je prvocislo. Jeji dikaz pak mtzeme vést sporem.

3 ZAVER

Délitelnost se miize zdat nezazivné a jednoduché téma, prilis vydélené ze stie-
doskolské matematiky. Snazili jsme se ukazat, Ze plni roli pomocnika a zdroje
tloh v mnoha oblastech matematiky, od vykladu dikazovych metod, pies ge-
ometrii az po kombinatoriku. Jeji jednoduchost je vsak pouze zdanliva, spoci-
vajici naptiklad v nevysloveni otazky existence prvociselného rozkladu. Dokonce
i vztah nasobek — délitel muze byt zdrojem naroc¢nych aloh: Kolikdtym dilem uhlu

147°42'24" jest 1ihel 9°13'54" 2 Ucinite zkousku! Délte délence podilem! Ndsobte
délitele podilem! [3, s. 25]

PODEKOVANT

Tento vystup vznikl v ramci projektu Specifického vysokoskolského vyzkumu
2010-261 315.
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VYUKA MATEMATIKY PRO SLUCHOVE POSTIZENE
STUDENTY NA MASARYKOVE UNIVERZITE

Jiri Pecl

Abstrakt

Pocet studenti se sluchovym postiZenim na MU rok od roku roste. Zatimco v roce 2002
na MU studovali 4 studenti se sluchovym postiZzenim, v roce 2004 to bylo 21 studenti,
v roce 2006 jiZ 52 a v roce 2008 dokonce 86. V soucasné dobé na MU na riznych
fakultdch a v riznych studijnich programech studuje 94 sluchové postizengch studentd' .
Z mnoha duvodu, z nichZ nejpodstatnéjsi uvddime niZe, muze byt pro tyto studenty
béznd vyuka mdlo srozumitelnd a je proto nutné ji prizpusobit. V tomto prispévku se
budeme vénovat zpristupnéni vyuky matematiky sluchové postizenym.

1 TUSKALI SPOJENA S VYUKOU SLUCHOVE POSTIZENYCH

Oznacenim sluchové postizeni rozumime jak nedoslychavost, tak hluchotu a oh-
luchlost?. Je dilezité rozlisit jednotlivé stupné postizeni, nebot i zpiisob vyuky
studentti s danym stupném postizeni je zpravidla odlisny®. V§znamnou roli dale
hraje fakt, zda vada sluchu vznikla pfed osvojenim mluveného jazyka, nebo
az po ném. Je totiz velmi casté, ze sluchové postiZzeni nejsou schopni dobie
odezirat, a pokud ano, neziskaji obvykle tolik informaci jako ten, kdo stejné
sdéleni posloucha®. Pro mnoho téZce sluchové postizenjch a neslysicich je navic
Cestina cizi jazyk a tito lidé tedy logicky mohou mit problém porozumét nejen
astné sdélenému, ale také pisemné sdélenému. Tato fakta, zminovana snad ve
vSech priruckach komunikace se sluchové postizenymi, plati pochopitelné i pii
vyuce.

10daj z ¢ervna 2010.

2Vice napk. v [1, s. 86], resp. [2, s. 17], resp. [3, s. 10-13], kde jsou jednotlivé stupné postizeni
rozliSeny a blizeji specifikovany.

3Zatimco u studenti s lehkou & stfedni poruchou (sluchovéa ztrata 26—40 dB, resp. 41-60 dB,
viz [2, s. 17]) je dost mozné sledovat bé&znou vyuku, u studentt s tézkou poruchou, resp.
u studentt neslysicich je to velmi obtizné.

Wiz [2, s. 14].
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2 ZPRISTUPNENI VYUKY

Podle zdkona 384/2008 Sb. maji neslysici mimo jiné pravo na vzdélavani s vyuzi-
tim komunikaénich systémt neslysicich.’ Napliovani téchto prav na MU zajistuje
st¥edisko Teiresias.’

Tam, kde je to mozné, neslysici student navstévuje béZznou vyuku, k dispozici
mu miize byt tlumocénik do znakového jazyka, zapisovatel, pripadné artikulac¢ni
tlumocnik. V technicky orientovanych predmeétech jako je fyzika, chemie, nebo
pravé matematika vsak tlumocnik ani zapisovatel zpravidla neni schopen sdé-
lit & zaznamenat neslysicimu vSechny informace’, a je tedy vhodné takovému
studentovi zajistit individudlni vyuku.

3 VYUKA MATEMATIKY

S matematickymi pfedmeéty se na Masarykové univerzité mohou studenti potkat
na fakultach informatiky, pfirodovédecké, pedagogické a ekonomicko-spravni.
V ptipadé tézce sluchové postizenych a neslysicich studentti probihé viuka mate-
matiky individudlni formou. Bézna vyuka je nahrazena individudlni pfedniskou
resp. cvicenim, na nichz je (podle potieb studentt) pfitomen tlumoénik do zna-
kového jazyka, pfipadné zapisovatel ¢i artikula¢ni tlumocnik.

Dle smérnice o studiu osob se specifickymi naroky je v odiuvodnénych pripa-
dech mozné standardni dobu studia daného predmétu prekrocit az na trojnaso-
bek, v pfipadé matematiky byva obvykle standardni doba piekrocena dvojna-
sobné. Duvodu je nékolik, za vSechny uvedmé nasledujici:

e tlumocenim vykladu resp. dotazii studentt vzniké ¢asova prodleva®,

e 7 praxe vyplyva, Ze je nutné zafadit vice piikladii (FeSenych i nefeSenych)

pro pochopeni latky, obzvlasté v pripadé abstraktnich partii,

e v momenté, kdy si studenti délaji vlastni poznamky nebo fesi tikol, jim

neni mozné predavat dalsi informace.

5Zskon ¢. 384 ze dne 23. z&Fi 2008, kterym se méni zakon ¢&. 155/1998 Sb., o znakové Feéi
a o zméné dalSich zakonu a dalsi souvisejici zakony, § 7, pismeno b. Podle §2, odst. 1 jsou
pojmem neslysici mysleny osoby, které neslysi od narozent, nebo ztratily sluch pred rozvinutim
mluvené reci, nebo osoby s uplnou ¢i praktickou hluchotou, které ztratily sluch po rozvinuti
mluvené Teci, a osoby tézce nedoslychave, u michZ rozsah a charakter sluchového postiZent
neumoznuje plnohodnotné porozumét mluvené teci sluchem. V §4, odst. 1 je pak uvedeno,
%e Cesky znakovy jazyk je zdkladnim komunikacnim systémem téch neslysicich osob v Ceské
republice, které jej samy povazuji za hlavni formu své komunikace.

6Studium osob se specifickymi naroky se na MU Fidi smérnici rektora €. 4/03 (viz [5]).

"Takovymi informacemi jsou napf. matematické formule, slozit&jsi vzorce &i vypocty, grafy
funkci, konstituéni vzorce v chemii apod.

8Pokud se nap¥. vyucujici odkazuje na konkrétni misto na tabuli, je nezbytné vyckat, az
tlumocnik v tlumoceni vykladu pokro¢i k okamziku, kdy se vyucujici na dané misto odkazal,
jinak vznikd velky zmatek, nebot student neni schopen zrakem sledovat jak tlumoc¢nika, tak
vyucujiciho.
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3.1 SEMINAR STREDOSKOLSKE MATEMATIKY

Ze zkuSenosti vyplyva, ze pfi vstupu na vysokou skolu studenti zdaleka nemaji
takové znalosti, jaké jsou v tivodnich kurzech matematiky predpokladany®, pro
studenty se sluchovym postizenim je proto na MU nové vypisovan seminéi ze
stfedoskolské matematiky, v némz jsou postupné probirana témata:

e Zaklady vyrokové a predikatové logiky
e Uvod do teorie mnozin

e Vybrané typy elementarnich funkci

Tato témata koresponduji jednak s pozadavky vyucujicich na znalosti zac¢inaji-
cich vysokogkolskych studentt, odpovidaji viak také nasim zkusenostem'®. Vy-
rokova a predikatova logika je problematikou, se kterou se Casto stFedoskolsti
studenti se sluchovym postizenim viibec nepotkali a pfi studiu na vysoké skole
jim unikd pochopeni vztahu mezi mluvenou c¢estinou a jeji reprezentaci v sym-
bolickém jazyce logiky. Teorie mnozin je pro né taktéz novou véci, ktera je cha-
rakteristickd svou velkou mirou abstrakce. V kapitole o elementarnich funkcich
je hlavnim zamérem naucit sluchové postizené studenty chapat souvislosti mezi
predpisem funkce a jejim grafem a déle ekvivalenci grafického a algebraického
feSeni dané rovnice ¢i nerovnice.

3.2 E-LEARNING PRI VYUCE MATEMATIKY

Jak jiz bylo uvedeno, standardni doba studia kurzti matematiky byva v pfipadé
sluchové postizenych studenti obvykle prekrocena. Jednim z néastroju, jak toto
Casové navyseni co nejvice omezit je e-learning. K vétsiné kurzti matematiky,
které absolvovali ¢i absolvuji sluchové postizeni studenti, existuje nebo vznika i e-
learningovy kurz, v némz studenti naleznou obvyklé prvky jakymi jsou studijni
literatura, priklady na procviceni, doméci uikoly, interaktivni testy, diskuzni féra,
dulezité odkazy, slovniky apod. I v pripadé e-learningového kurzu, ktery ma
slouzit sluchové postizenym je nutné dodrzovat néktera pravidla ¢ doporuceni'!:

e disledné strukturovat jednak kurz jako celek, jednak jeho textovou c¢ast,

vytvotit slovnik s odbornou terminologii,

kurz doplnit obrazovymi a interaktivnimi prvky,

do kurzu zahrnout pasaze slouzici k procvicovani ziskanych védomosti,

matematické definice a véty je vhodné doplnit pfekladem do znakového
jazyka,

97de je pravdépodobnémozné skupinu studenti zcela zobecnit.

1ONase zkusenosti jsou tak velmi podobné tém, jez maji kolegové z Ostravské univerzity,
ktefi ke kurzu matematiky pro sluchové postizené zaradili i dalsi témata (viz [6]), jez jsou vSak
na MU néplni konkrétnich matematickych predméti.

Uvedena pravidla jsou prevzata z publikace ,Pfistupnost e-learningu pro studenty s po-
stizenim“, viz [7, s. 12, 13|



214 Jifi Pecl

e zvukové zaznamy opatiit textovou alternativou,
e audiovizuélni zdznamy (napf. prednasek) opatfit titulky nebo piekladem
do znakového jazyka.
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INTERAKTIVNI TABULE JAKO JEDEN Z PROSTREDKU
IKT PRO AKTIVIZACI ZAKA

Jana Prihonska, Martin Turdik,
Lucie Vilimovska, Tereza Calkova

Abstrakt

Prispévek se zabyjvd problematikou vyuZivdni prostiedki IKT (Informacénich a Komu-
nikacénich Technologii) ve vjuce matematiky. Pozornost je zaméfena na vyuZiti inter-
aktivni tabule a zpracovdni problémi v prostiedi SMART Board s ohledem na motivaci
a aktivizaci Zdka ve vyucovdni. Zarazeny jsou ukdzky problémiu s metodickymi pozndm-
kami pro ucitele.

1 Uvop

Vyucovani, které ma rozvijet tvotivost zakil, musi vychézet ze souboru ¢innosti,
zaloZenych na vlastni poznéavaci aktivité zaka. Je vSak samoziejmé, Ze tuto je-
jich aktivitu organizuje a ¥idi ucitel. Aktivni spoluticast dava velké moznosti pro
tvaréi praci — rozviji schopnost logického a analytického mysleni, fantazii, ale
i jistd esteticka kriteria. Urcity esteticky moment muze v matematickém uva-
zovani hrat jistou roli. BohuZel ne vsichni zaci uvadéji matematiku jako sviij
oblibeny pfedmét. Na urcité nechuti zakd k matematice se podili i zptisob, ja-
kym je vyuCovana. Na tom urcité hodné zalezi. Nékterym ucitelim matema-
tiky se mnohdy podafi odradit hodné studentti, kteri by o ni mohli mit zdjem,
zejména mechanickym zptsobem vykladu. Po studentech a Zacich by se nemélo
chtit jen pfehnané pocitat urcité priklady nebo memorovat fakta. Ucitel by mél
vyvolat zdjem, pokusit se ukazat, co je matematické uvazovani a ¢im muze byt
matematika v urcitych oblastech prospésna.

2 MOTIVACE

V této souvislosti hovofime o wyuziti vypocetni techniky ve vyucovani. K je-
jim velkym pfednostem patii kromé moznosti komunikace a ziskdvani informaci
napt. vytvoreni interaktivniho prostfedi, vyuzivani dynamickych aktivit, vyu-
zivani softwarovych doplnkt, tvorba modeli, moznost simulace matematickych
situaci.
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Pocitace oteviely pro matematiku novou a velkou oblast aplikaci, nebot
vznikla nova védni oblast — matematicka informatika. Ale jisté velkym pfinosem
pocitacu je to, Ze zbavuji uzivatele nutnosti provadét urcité rutinni matematické
vykony. Nutno vSak poznamenat, ze kazdy, kdo pocita¢ vyuzije pravé v tomto
sméru, musi bezpodmineéné rozumét vsem operacim, které se za jednotlivymi
vypocty, resp. ziskanymi vysledky, skryvaji. To je jeden z vyznamnych duvodi,
pro¢ by se matematika neméla z vyuky v zadném ptipadé vytratit.

Vyucovani, které ma rozvijet tvorivost zakl, musi vychazet ze souboru ¢in-
nosti, zaloZenych na vlastni poznavaci aktivité zakt. Aktivni spoluticast zaku ve
vyucovani je podminéna v prvni fadé motivovdnim ucebni ¢innosti. Roli ucitele
je, aby vhodné volenou motivaci, zajimavym vykladem (spojenym napf. s nazor-
nymi ukdzkami), zpisobem Fizeni a vedeni vyucovacich hodin vénoval zvlastni
pozornost i tém motivacénim c¢initelim, které negativné ovliviiuji skolni vykon,
aby eliminoval potencialni zdroj negativni motivace zaki a predesel tak frustraci,
jez by mohla vést ke sniZzeni jejich usili a ztraté ucebnich cili. Mame na mysli
nudu a strach.

2.1 PRUzKUM K vYUZiVANT IKT TECHNOLOGIf

Ve spolupraci s vybranymi studenty magisterského studia ucéitelstvi pro 1.
a 2. stupen zakladni skoly na PF TU v Liberci bylo pfipraveno dotaznikové
Setfeni na zakladnich skolach, resp. nizsich roc¢nicich viceletého gymnazia, jehoz
cilem bylo zmapovani vyuzivani modernich didaktickych technologii se zamére-
nim na IKT technologie. Chtéli jsme ziskat pfehled o vybavenosti skol a s tim
souvisejici vyuzivani interaktivnich tabuli a dostupnych vyukovych materiald pro
ucitele. Dotaznikového Setfeni se ziicastnilo celkem 142 respondentti zakladnich
skol a gymnazii Libereckého kraje, z toho 30 muzt a 112 Zen.

Jedna z otazek byla zaméfena na wvghody, resp. nevyhody vyuzivani IKT
technologii ve vyuce matematiky. Mezi vyhody uvadéli respondenti nazornost
(33,4 %), atraktivitu (zpestfeni vyuky — 21,1 %, novd moderni forma vyuky —
21,1 %, zvySeni pozornosti zdkt — 16,9 %, motivace — 9,15 %), rychlost (rychla
kontrola — 4,93 %, rychld forma procviéovani — 6,34 %, rychlad zpétné vazba —
5,63 %), dale pak pfistup k novym informacim — 12,7 %, pfehlednost — 6,34 %,
individudlni p¥istup — 11,3 %. Zminény byly téz v jednotlivych p¥ipadech vari-
abilita, efektivita, dostupnost souboru zaktm, kvalitni promitani obrazk, pte-
nos dat vétsi skupiné, kvalita vyukovych programi, zapojeni vSech zakt, pribli-
zeni nového tématu, snadné obsluha, 3D objekty, soutéze, prezentace, vytvareni
graf, archivace, digitalizace, pfiblizeni realité, prezentace pokust, rozvoj IT
dovednosti, moznost domaci pripravy.

Téz nés zajimalo, zda uéitelé (HUmatitni zaméfeni, PFirodovédné zamé-
feni) vyuzivaji hotové produkty nebo vytvéareji vlastni materidl, typ pouzitych
materialt a jaky prostor z vyucovaci hodiny vyucujici vénuji vyuziti riznych
prostfedkd IKT. Jak se ukazalo, vyuzivany jsou z velké ¢asti viyukové programy
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(HU 69,7 % — PR 63,41 %), powerpointové prezentace (53,49 % — 63,41 %),
video (81,4 % — 39,2 %), internet (79,07 % — 60,98 %). Nejcast&ji si ucitelé vytva-
feji vlastni power-pointové prezentace, objevila se i cviceni na SMART Board.
Jsou patrné rozdily u HU a PR uéitelti z hlediska ¢asu, ktery vénuji ve vyuco-
vani pouzivani IKT. Za zminku stoji 55,81 % HU s ¢asem minimalné 20 minut
a 46,34 % PR s ¢asem maximalné 20 minut.

Ziskané vysledky z dotaznikového Setfeni podporily nasi myslenku vytvorit
soubor feSenych problému a her jako power pointové prezentace a postupné tyto
problémy zpracovat v aplikaci Smart Board.

2.2 RESEN{ PROBLEMU V INTERAKTIVNIM PROSTREDI{

Vyuzivani prostiedkt informacnich technologii umoziuje predkladat zkoumany
jev v ruznych souvislostech a ptisobi v tomto sméru na rtzné smysly pfijemce.
Proto v souvislosti s motivaci a aktivizaci zakd hovofime o interaktivni tabuli.
Interaktivni tabule je v podstaté druh dotykového displeje, ktery umoznuje in-
terakci s jakymkoli softwarem véetné internetového prohlizece, ovladani pocitace
(klikadn{ a pfetahovani mysi), ukladdni pozndmek zapsangych na plochu tabule
a jejich dalsi mozné zpracovani v redlném case.

Zaktm prinasi interaktivni tabule vice zabavy a interaktivity do hodin vyu-
¢ovani. Ucitelim pfinasi moznost, jak snadno udélat jejich prednasku zajimaveéjsi
a snadno zapamatovatelnou. Pfijemci se mohou stat spolutviirci scénafe vyuco-
vaci jednotky, vytvareji hypotézy a maji moznost jejich nasledné verifikace, ko-
rekce, rozvijeni. Otviraji se tak nové moznosti pro spolupraci, interakci, tvorbu
a realizaci vlastnich napadt a myslenek. Pomoci interaktivni tabule je mozné
vyuzivat rtizné multimedidlni produkty, animacni techniky, volné se pohybovat
po internetu, ziskdvat prubézné informace, realizovat vSechny ty aktivity, které
bézné realizujeme pri pouzivani pocitace. Ucitel vytvari podnétné prostredi, ak-
tivizuje ucastniky procesu vhodnou motivaci, problémovou situaci, hypotézou
apod. a usmérnuje pifjemce ke konstrukei vlastni poznatkové struktury [2].

2.3 UKAZKY ZPRACOVANYCH PROBLEMU PRO SMART BOARD

Jednotlivé problémy jsou zafazeny pod zdkladni MENU (obr. la, b). Odkazy
na problémy jsou aktivni a ucitel se muze plynule vracet do zadkladntho MENU
nebo postupovat dale. Zaci maji moznost fesit pfimo v prostiedi SMART Board.
Kontrola spravnosti je umoznéna odkazem na feseni, resp. kontrolu — uchopenim
levym tlacitkem mysi je mozné feseni pretahnout a zviditelnit. Problémy jsou
zpracovany s ohledem na rozvijeni feSitelskych strategii zakt. Jsou vyuzitelné
na ruzné urovni zakladni skoly u rtznych vékovych kategorii. Zalezi na uciteli,
jakych zptusobem bude se zaky pracovat. Jednotlivé moznosti budou uvedeny
v pripravované metodické prirucce pro ucitele vzdy piimo u daného problému
v textu prirucky, pripadné zalezi na vlastnim zvazeni vyucujiciho, jak ktery
problém bude modifikovat a upravi dle okolnosti pro vlastni potfebu.
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V prostfedi SMART Board jsou umistény volné prostory pro primé reSeni
78kt s moznosti odkryti nadpovédy v piipadé potieby (otaznik), ndvrat do za-
kladniho MENU (domeéek) ¢i moznost postupu k dalsimu kroku feSeni nebo
problému (Sipka).

Pouzité ikonky:

G — navrat do zdkladntho MENU, — napovéda, - — dalsi krok feseni

MENU Jak dlouho zZili?

SMIF MIAMNII/S TN

Rovnice Ulohy s &isly Tomas Garrique Masaryk
* SEitani, odéitani, ndsobeni = Myslim si cislo =
» Nasobeni, déleni, zavorky * Na nasem dvorku _ 1850 - 1937

= Kino Lipa

Ze Zivota
® Jan Amos Komensky Magické Etverce
= Tomas Garrigue Masaryk « Je étverec magicky? |
* Srovnej podle...  Doplit éverec "
« Karel IV.

ODOVEDNE-HUMANITHI A PEDAGOGICKA ;::::ﬂ::::(::ﬁz:gﬂ:!\;r:-tl.l;li:::lllnlaPeuaﬁnslcnu -

Obr. 1: Zakladni MENU s vybranym problémem

Samostatnou ¢ast tvofi problémy geometrické (obr. 2a, b, obr. 3a, b). Dalsi
samostatnou ¢ast tvori didaktické hry a problémy rozvijejici logické mysleni —
magické Ctverce, logické hlavolamy. Na obr. 4 je variace problému na magické
étverce. Na obr. 5 je tloha na premistovani minci do uvedené finalni pozice.
V prostiedi SMART Board miiZe zék pfimo na tabuli posouvat danymi objekty,
ostatni zaci pracuji individualné s fyzickymi pomuckami.

Mnohouhelnik

(T 8 aliialalbl=1i01174
Ctverec sestaveny ze 16 jednotkovych
Ctvercl rozstfihnéte na 2 shodné:
+ 4-uhelniky
+ 5-uhelniky
» 6-ihelniky
+ 7-tuhelniky
+ 8-uhelniky

Zkuste najit dalsi moznosti...

FAKULTA PRIRODOVEDNE-HUMANITNIA PEDAGOGICKA
TECHNICKA UNIVETZITA V LIBERCE MENU

Obr. 2: Ukazka geometrického problému
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V zadani problému na obr. 2a jsou aktivni odkazy na jednotlivé moznosti
(4-thelniky, 5-thelniky, 6-tuhelniky, ...). Po vyfeSeni dil¢iho tkolu je mozny
navrat do zadani problému nebo do zakladniho MENU.

G Al

Dva shodné 5-Ghelniky :

1 2 3 4 - |
/|

5 [ 7 8 : ¥

9 1m0 1 2

13 14 15 16 —

FAKULTA PRIRODOVEDNE-HUMANITNI A PED T
TECHNICKA UNIVETZITA V LIBERCL odimenu  MENU

Obr. 3: Ukézka FeSeni

Obr. 4: Magicka sachovnice Obr. 5: Pfemistovani minci

3 ZAVER

Jak vyplyva z provedeného Setfeni (viz kap. 2.1), ucitelé vyuzivaji z velké ¢asti
jiz hotovych produktt. Domnivame se proto, ze vytvoreni souboru problému pro
zéky 1., resp. 2. stupné zdkladni skoly [1] a jejich zpracovani v prostfedi SMART
Board, (viz kap. 2.3), se stane pro vyucujici matematiky dobrou pomickou a od-
razovym mustkem pro dalsi doplnéni vlastnimi nameéty.
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WEBOVE APLIKACE A JEJICH VYUZITI
VE SKOLSKE MATEMATICE

Jarmila Robova

Abstrakt

Prispévek je vénovdn vyuZiti webovych aplikaci ve vyuce matematiky na stredni skole.
Jsou v ném wvedeny jiZ existujict webove materidly, které byly vytvoreny na MFF UK
a které jsou ucitelim a Zakum strednich kol k dispozici. Prispévek ddle obsahuje aktivity
pldnované v této oblasti.

1 Uvop

Rizné prizkumy realizované v poslednich letech ukazuji, ze zaci stfednich skol
bézné pouzivaji internet a stéle castéji jej vyuzivaji také k pripravé do skoly.
Internet proto dnes patii k u¢ebnim pomiickdm stejné jako tisténé ucebnice ¢i
sbirky tloh, nebot je soucdsti procesu uceni a osvojovani znalosti a dovednosti
zakl z riznych typu skol.

Pouzivani internetu ve stfedoskolské matematice pfinasi do vyucovacich ho-
din obdobné pozitivni prvky jako dalsi prostfedky ICT, ale i nékteré dalsi.
Zejména se jedna o rtznorodost pouziti, jednoduchost ovlddani, snadné kom-
binovani raznych forem prace v hodiné a nezanedbatelné jsou i nizsi finanéni
naklady spojené s jeho vyuzivanim. Ucitelé ani zaci by vSak neméli zapominat
na to, ze vyuzivani internetu ma také sva tuskali. Kvalita materialt a dalsich in-
formaci na internetu je ovlivnéna fadou faktortd, a to zejména snadnosti, s jakou
lze v tomto prosttedi publikovat; zverejnéné materidly casto neprochazeji zddnou
odbornou recenzi ani jazykovou korekturou, takze se v nich mohou vyskytovat,
a také vyskytuji, matematické i jazykové chyby.

Do vyucovani matematiky pfinasi internet oproti dalsim prostiedktm ICT
zejména Sirsi moznosti vyuziti. Na internetu lze nalézt webové stranky, které
mohou byt vyuzity v rtznych tématech Skolské matematiky a také v ruznych
situacich — at jiz pfi vykladu a procvi¢eni nové latky, pfi upevnéni uciva, ¢i pfi
testovani studentti, pfipadné v ramci pripravy ucitele i Zzakd na hodinu. Prostied-
nictvim internetu lze tak snadno kombinovat rizné metody prace pfimo v jedné
vyucovaci hodiné, tj. prechazet mezi webovymi strankami, na nichz jsou vy-
svétleny matematické pojmy, soubory prikladu ¢i testy pro ovéfovani védomosti
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aj. Soucasti webovych stranek jsou hypertextové odkazy i ruzné videoklipy. To
vSe, pokud je pouzivano v rozumné mire, zvySuje atraktivitu téchto materialt
i samotného uciva.

2 SOUBOR WEBOVYCH APLIKACI NA MFF UK

Vétsina vzdélavacich materiali z matematiky, které jsou dostupné na internetu,
pouze predklada urcité informace a zpusoby jejich pouziti nechava na uditeli,
fada téchto materialt je pouze staticka. I kdyz se v poslednich letech zvysuje
pocet webovych stranek s dynamickymi prvky, prevazuji stale ty, které jsou elek-
tronickou formou tisténych ucéebnich texti. Kvalitni viukové webové materialy
by jisté nemély byt jen statické, mély by zakdim nazorné demonstrovat probirané
vztahy a vést zaky také k feSeni problémd.

V poslednich deseti letech na katedre didaktiky matematiky MFF UK v Praze
vznikaji diplomové a bakalaiské prace, které se zabyvaji vyuzivanim webovych
aplikaci ve vyuce stiedoskolské matematiky. Nedilnou soucasti téchto praci je
vyhledavani existujicich webovych stranek vénovanych stfedoskolskym matema-
tickym tématim v ¢eském i anglickém jazyce a jejich hodnoceni z pohledu potieb
vyuky tohoto pfedmétu. Ziskané zkusenosti potvrzuji, Ze vhodnych vyukovych
internetovych zdroju je stale nedostatek.

Webové aplikace, které se studenty vytvarime, jsou koncipovany tak, aby
mohly byt vyuZity jako dalsi, alternativni a dopliikovy zdroj informaci, nebot
pruzkumy realizované v devadesatych letech prokézaly, Ze jako hlavni informacni
zdroj pouzivaji ucitelé predevsim tisténé ucebnice; podle zkuSenosti ziskanych
v rdmci dalstho vzdélavani uciteld na MFF UK je situace dnes obdobna.

Jednotlivé prace prochéazeji recenznim a oponentskym fizenim, jednak v pri-
béhu tvorby téchto materidli, jednak pfi jejich obhajobé, nékteré z nich také
v ramci soutéze SVOC. Uspésné obhéjené préace jsou zvefejiiovany na webovych
strankach katedry didaktiky matematiky® a v priibéhu dalgich let se sleduji a od-
stranuji nalezené drobné nedostatky, a to pfedevsim na zékladé reakci uzivatelt,
tj. ucitelt a studenti. V soucasné dobé€ jsou jiz zpracovana nasledujici témata
ze stfedoskolské matematiky:

e zaklady logiky,
e zikladni poznatky z matematiky (mocniny, vyrazy),

e algebraické rovnice a nerovnice a jejich soustavy (véetné rovnic s absolutni
hodnotou i odmocninou),

e clementarni funkce a jejich vlastnosti,
e goniometrické funkce a trigonometrie,
e goniometrické rovnice a nerovnice,

e posloupnosti a fady,
Thttp: //www.karlin.mff.cuni.cz/katedry /kdm/diplomky /index.php
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e planimetrické utvary a jejich vlastnosti,

e konstrukéni tlohy v roviné,

e shodna a podobna zobrazeni v roviné,

e zaklady stereometrie,

e stereometrické polohové tlohy s vyuzitim osové afinity,
e analytickd geometrie,

e spojitost a limita funkce,

e kombinatorika,

e komplexni ¢isla.

Cilem je postupné zpracovat do formy webovych aplikaci matematické ucivo
v rozsahu ctyfletého gymnazia a také dalsi okruhy, kterd by mohly byt vyu-
Zity v matematickém seminafi pro vyssi roéniky gymnézia. Nyni se zpracovavaji
témata exponencialni rovnice a nerovnice a také derivace a jeji aplikace.

Mezi prace, které byly zvefejnény v poslednich dvou letech, patfi Vyuziti in-
ternetu ve vjuce analytické geometrie na stiedni Skole [1]. Webova aplikace je
vénovana analytické geometrii a obsahuje fadu dynamickych prvki, které napo-
mahaji propojeni zavadénych pojmu s jejich grafickou reprezentaci. V aplikaci
jsou dale vyuzity hypertextové odkazy na souvisejici pojmy ¢i ptriklady, zafazené
tlohy maji krokovand feseni. Stranky ve velké mife vyuzivaji Javascript a Javu,
coz vyznamné prispiva k jejich atraktivité. Dilezitou soucasti stranek jsou 2D
applety, s jejichz vyuzitim se fesi zadané tlohy (obr. 1 a 2).

Uilohy MNastaveni Pomoc Ulohy MNastweni Pomoc
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ST i \ !
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Najdite slipsu danou revaici ¥a® + 257 - 6dx - 180y - 11120, -; I
il
-5+
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3]
iy
uee V wetrohi] ¥ ]| mi wet
Obr. 1: Zadani ulohy v appletu Obr. 2: Reseni tlohy a kontrola

Uvedené prvky zvysuji didakticky prinos vytvoreného materidlu. Dilezitou
soucasti prace jsou rovnéz testy, ve kterych jsou otazky generovany z databéze,
takze uzivatel muzZe test nékolikrat opakovat s riznym zadanim (obr. 3). Prace je
doplnéna interaktivnim rejstiikem, ktery prispiva k orientaci uzivatele v textu.
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Test na Kapitolu geometrie v prostoru

Otazka 1 (22

Wypocitejte odchylku primky p: x = &, vy = £, z = 0; t € L a roviny 6: x - y = 0. Wsledek
zaokrouhlete na stupné.

Odpovéd (zapiite celé fislo
Otazka 2 (23

Najdéte parametrickou rovnici pfimky, kterd prochazi bodem K[2; 4; 1] a je rovnobéZna s osou z.
Odpovéd (wherte jednu z nasled h moZniost

Cxu2et, Cyuz;

y=4, y=4+t,

Z=1;teR. z=1;teR,

Cx=2, Cxnz,

y=4, g,

z=1+hLtER, z=0+f;teR,

Obr. 3: Generovany test

V souvislosti s vytvofenymi webovymi aplikacemi pripravujeme nyni na ka-
tedfe didaktiky matematiky MFF UK webovy portal, ktery by postupné sjed-
notil uvedené aplikace po formalni a ¢asteéné i obsahové strance. Vzhledem
k dynamicnosti internetu a modernich technologii se nelze divit, ze programo-
vaci prostfedky pouzité pred deseti lety a ty soucasné se lisi, proto je tfeba také
FeSit problémy se zobrazovanim matematickych vyrazi a funkénosti nékterych
dynamickych prvka u dfive vytvorenych aplikaci.

3 ZAVER

Kvalitné zpracované webové aplikace mohou prispét nejen ke zvyseni zajmu
zakd o probirané ucivo, ale diky zafazenym dynamickym prvkim mohou také
napomoci pochopeni ruznych matematickych vztahi.

Vyuziti pocitacti a internetu pii zprostiedkovani urcitého matematického
uciva je do zna¢né miry dano redlnou dostupnosti vhodnych matematickych apli-
kaci a jejich didaktickou koncepci. Lze fici, Ze vice nez na typu matematického
uciva a materidlu dostupného na internetu zalezi na postoji ucitele k vypocetni
technice, na jeho zkuSenostech a pojeti vyukového procesu [2]. Podle zkuSenosti
z vyuky pro budouci ucitele matematiky na MFF UK lze fici, ze za podpory
pocitace a internetu mohou byt vhodné zprostredkovany ty matematické pojmy
a vztahy, které maji grafickou reprezentaci a u kterych l1ze snadno demonstrovat
vyznam zmény nékterych parametrti objektu na jeho vysledné vlastnosti (napt.
vliv parametrti v pfedpisu funkce na jeji graf, vliv typu trojihelniku na polohu
ortocentra aj.).
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ROLE JAZYKA A MODELU
V POROZUMENI MATEMATICE

Filip Roubicek

Abstrakt

Porozumeéni matematice je podmineno zvldadnutim jejiho specifického jazyka a modeli.
Vyucovact praze ukazuje, Ze prdvé matematickd terminologie a symbolika a abstrakini
matematické modely byvaji pro nékteré Zaky prekdzkou v porozumeéni matematice. V pri-
spévku jsou popsdny nékteré didaktickeé problémy tykajici se jazyka skolské matematiky
a modelovdni.

1 Uvop

Uroveii matematického porozumeéni zak je dana kvalitou predstav, které si zak
vytvoril o matematickych objektech, a kvantitou vazeb, které mezi objekty iden-
tifikuje. Pro ucitele, ktery ptisobi na proces uceni zaka, je znalost téchto charak-
teristik dilezita. Predstavy a kontexty, se kterymi zaci operuji, nemuze ucitel
vzhledem k jejich mentalni povaze sledovat pfimo, ale pouze prostrednictvim
vnéjsich projevii, napiiklad z jeho vypovédi a pouzivanych model.

Poznavani v matematice je podminéno funkéni komunikaci, zejména porozu-
méni specifickému jazyku Skolské matematiky, kterym jsou poznatky zprostied-
kovéany. Porozuméni matematickym pojmum a vztahiim mezi nimi predpoklada,
7e zaci rozuméji pouzivanym terminiim, symboltim, modelim, jimiz jsou abs-
traktni objekty zastupovany. Jazykem matematiky obecné rozumime sémiotické
systémy reprezentace, pricemz v matematice je takovych systému pouzivano
soucasné nékolik. Pro vytvoreni spravnych predstav je tfeba, aby matematické
pojmy byly reprezentovany rtuznymi zptusoby. Rozmanitost reprezentaci je urci-
tou zarukou toho, ze matematicky objekt nebude ztotoznén s jeho reprezentaci
(napriklad geometrickd pfimka nebude povazovéna za rovnou ¢éru), ale zdkla-
dem pfedstavy o tomto objektu se stane soubor spoleénych znakt (invarianti)
jeho reprezentaci.

Dovednost jedince aplikovat matematiku v kazdodennich situacich tizce sou-
visi s jeho dovednosti modelovat. Matematicky gramotny zak zna zakladni mate-
matické modely a dovede je pouzit. Pfitom uziti modelu vyzaduje nejen jeho zna-
lost, ale i porozuméni. Zakladni porozuméni modelim (a souvisejicim pojmim
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a postuptim) je pfedpokladem pro jejich spravné uziti. Modelem rozumime re-
prezentaci objektu nebo jevu, ktera zjednodusuje, schematizuje realitu. Model by
mél obsahovat vSechny charakteristiky zastupovaného objektu nebo jevu, které
jsou nezbytné pro jeho rozpoznani, resp. smyslové uchopeni. Modely umoznuji
vytvofeni nebo vybaveni si predstavy objektu ¢i jevu. V procesu feseni problému
napomahaji proniknout k podstaté problému a zprostiedkovavaji nalezeni jeho
feseni.

2  JAZYK SKOLSKE MATEMATIKY

Je zfejmé, Ze proces reprezentace a porozumeéni matematickym pojmim je ryze
individuélni zélezitost. Uziti konvenéniho matematického terminu nebo symbolu
neznamena, ze vyvold v mysli zdka pfedstavu, kterou ocekava ucitel, ba nao-
pak je jisté, Ze jejich predstavy budou vice ¢i méné rozdilné. Znaly ucitel si je
tohoto tuskali v komunikaci s zdky védom a byva schopen takova nedorozuméni
eliminovat.

Ve vyucovani matematice se u zakt setkdvame jak s konvenénimi reprezentac-
nimi prostfedky, které jim predklada ucitel nebo které jsou uvedeny v ucebnici,
tak s jejich vlastnimi reprezenta¢nimi prostiedky. Uziti konvencéniho jazyka je
vazéno konvenci, a to bud externi — obecné pfijatou, nebo interni — zalozenou
na dohodé mezi ucitelem a zéky a platnou v dané t¥idé. Interni konvence méa své
uplatnéni v situacich, kdy bézné pouzivané matematické terminy nebo zapisy
nejsou zaky nalezité osvojeny a ztézuji porozumeéni nebo proces feseni. Ucitel
nebo Zaci sami navrhnou oznaceni, které je z hlediska jejich zkuSenosti pro né
srozumitelnéjsi. Interni konvence miize byt vSak v rozporu s externi, proto je ne-
zbytné reprezentacni prostredky, které byly zavedeny jako alternativni a nejsou
obecné platné, v¢as korigovat, nebot zaci prirozené nerozlisuji externi a interni
konvence.

74k pouziva vedle konvenéniho jazyka také své vlastni konstrukty, které vy-
tvari na zédkladé analogie, rozsifenim t¥idy vyznami nebo zdménou reprezentova-
nych objekti. Prikladem inven¢ni reprezentace je uziti rovnitka jako multifunkc-
niho symbolu, kdy rovnitko nevyjadiuje pouze rovnost, ale libovolny vztah mezi
udaji. Vyskyt téchto invencénich reprezentantti v zdkovské komunikaci je disle-
dek absence alternativnich forem reprezentace. Zak pouZivé prevazné terminy,
symboly a zapisy, které dobie zna.

Rozdilnost predstav ucitele a zaka je zcela prirozend; vychazi totiz z odlisné
trovné jejich poznani. Termin, ktery ucitel pouzije pro oznaceni urcitého ob-
jektu, nemusi v zakové mysli vyvolat prislusnou predstavu. Je predevsim na uci-
teli tuto skutecnost v komunikaci zohlednovat a vhodnou volbou reprezentac¢nich
prostiedk® nedorozumeéni eliminovat. Mluva ucitele by se méla vyznacovat soci-
ometric¢nosti, tj. orientaci na mentalni struktury zaka. Matematicky spravné, ale
pro Zéky obtizné srozumitelné vyjadieni lze objasnit také uZitim metafor nebo
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gest. Metafora pomahda pfipodobnénim zndmé veéci k ujasnéni obsahu daného
terminu, neméla by jej vSak nahradit. Gestikulace je pouzivana jako vizualni
podpora verbalniho vyjadieni, v podstaté jde o specificky zptisob imaginarniho
modelovani.

Osvojovani si matematické terminologie lze do urc¢ité miry pfipodobnit uceni
se cizimu jazyku. Nejenze matematicka terminologie obsahuje fadu cizich slov
(napf. komutativni, deltoid), ale néktera slova Zakim znadma z bézné feéi maji
v matematice uzsi nebo jiny vyznam (napf. obsah, funkce). Tyto vyznamové roz-
dily v béZné a matematické slovni zasobé maji negativni dopad na komunikaci,
coz se projevuje napiiklad nepochopenim zadani tlohy. Nékteré matematické
terminy (napf. soucet, prumér) maji dokonce dvoji vyznam, jeho piifazeni se
idi komunika¢nim kontextem. Ceské matematicka terminologie obsahuje fadu
termind, jejichz vyznam lze odvodit na zdkladé jejich jazykové podoby (napf.
polopfimka-polovina pfimky). Tato skutenost vSak neni vzdy ku prospéchu
véci, protoze jazykova podoba terminu muze vést k nespravnym predstavam
(napf. kréceni zlomku je povazovano za nasobeni zlomku, nebot krat je znak
pro nasobeni). V zdkovské komunikaci se setkdvame také s jevem, kdy jsou za-
ménovany souvisejici terminy (napf. éislo—¢islice, strana—sténa).

Vybarvéte a) modre viechny pravoihelniky, b) zelené vsechny riznobézniky.

NI
/7 W

Obr. 1: Klasifikace mnohotihelnikti — diagnosticka tuloha

Zaci se potykaji nejen s osvojenim si cizojazyénych termint, ale také s ter-
miny ryze ¢eskymi. Prostfednictvim tlohy na obr. 1 bylo naptiklad zjisténo, ze
zaci povazuji za pravotuhelnik jakykoliv mnohotihelnik, ktery ma néktery z vniti-
nich ahli pravy. Pravothelnikem byl podle zédkid nejen pravoihly rovnobéznik,
ale také pravouhly lichobéznik pripadné ruznobéznik s pravym thlem. Uvedena
uloha muze byt uzita pro diagnostiku miry osvojeni raznych geometrickych ter-
mint, naptiklad terminu kosoctverec, lichobéznik apod. DileZitou soucasti roz-
boru feseni této tlohy je argumentace: Pro¢ je nebo neni dany mnohothelnik
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hledanym ttvarem? Na zdkladé analyzy zékovské argumentace (napiiklad v pri-
béhu diskuse s zdky) ucitel sndze zjisti pfifiny neporozumeéni a zvoli reedukacéni
postupy.

3 MODELY VE SKOLSKE MATEMATICE

Role modelt ve vyucovani matematice je motivacni, komunika¢ni a poznavaci.
Aktivni modelovani, zvlasté uziti novych prostiedk nebo postupa vede k Gc¢in-
nému zapojeni zakt do vyucovani a podporuje jejich motivaci k uéeni a samostat-
nému poznavani. Prostfednictvim modeli ucitel komunikuje s zaky, navzajem
si jimi zprostiedkovavaji své predstavy o zkoumanych objektech a fesenjch pro-
blémech. Modelovani redlnych situaci a abstraktnich objekti je neodmyslitelnou
soucasti objevovani matematickych zakonitosti a feseni tloh. Pro modelovani je
priznacné prolinani oblasti matematiky: geometrické modely reprezentuji arit-
metické a algebraické vztahy a naopak.

V geometrii pouzivime modely, které zastupuji bud redlné predméty s cilem
zkoumat jejich tvarové, polohové a metrické vlastnosti, nebo abstraktni geo-
metrické pojmy s cilem objasnit jejich podstatu, pfipadné souvislosti s jinymi
pojmy. Pii feSeni geometrickych tloh hraje dulezitou roli presnost modelu. Ne-
presny model se mizZe stat prekdzkou. Napfiklad nacrtne-li si zak pravouhly
trojuhelnik jako rovnostranny, bude mit potize urcit, kde jsou odvésny a pre-
pona, a vztah pro vypocet délky strany pomoci Pythagotrovy véty nebo vztah
pro vypocet velikosti vnitinitho thlu pomoci goniometrické funkce sestavi ne-
spravné. Na druhou stranu obrazek télesa ve volném rovnobézném promitani,
které tvar nékterych stén zkresluje, je pro nékteré zaky jako model pro identifi-
kaci pravouhlého trojuhelniku také nepouzitelny, prestoze je nakreslen spravné
a presné.

Geometrické modely maji své misto v algebfe. P¥ikladem modelu, ktery muze
napomoci ziskani vhledu do problematiky algebraickych vzorca a jejich uziti, je
geometrickd interpretace druhé mocniny souctu. Uziti tohoto vizudlni modelu,
ktery je zalozen na znazornéni souctu obsahu ¢asti rozdéleného ctverce, predpo-
klada, ze zaci znaji souvislosti mezi grafickou a symbolickou reprezentaci obsahu
¢tverce a obdélniku. Je tfeba podotknout, Ze pro nékteré zaky mtize byt vizua-
lizace naopak prekazkou, proto je vhodné kombinovat tento zptisob modelovani
s jinymi postupy (napf. odvozeni vzorce pomoci algebraickych tprav).

Ve skolni praxi se setkdvame s tim, ze zaci se stavaji pouhymi pasivnimi uzi-
vateli modeli. Prikladem situace, kdy zaci model sice znaji, ale vlastné mu nero-
zuméji, je mechanické feseni slovnich tloh pomoci rovnice. Jde zejména o znamé
tlohy o pohybu, o spolecné praci, o smésich aj. Zjisténi, ze zaci vyresi tyto tlohy
pomoci rovnice, nedoklada jejich porozuméni feSenému problému. Stava se, ze
zéci pouzivaji naucené rovnice jako Sablonu feseni typovych tloh, nebof neznaji
podstatu feseného problému. Chybi jim naptiklad predstava zavislosti drahy na
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Case nebo zmény koncentrace roztoku prilitim jiné slozky. Takovi zaci casto ne-
zvladaji feSeni slovnich tloh jinymi metodami, napfiklad tsudkem ¢&i graficky.
Setkavame se vSak i s zéky, ktefi slovni tilohy pomoci rovnic nefesi, nebot maji
potize s pouzivanim algebraického aparatu, a radéji voli alternativni metody.
7 jejich zapisu feseni je pak 1épe patrné, zda pochopili podstatu fesené tlohy ¢i
nikoliv.

Otazkou je, jak tyto situace feSit. Pro porozumeéni je dilezité, aby pouzi-
vani modelu bylo podepieno spravnou predstavou. Proto je tfeba diive, nez
pristoupime k feSeni slovni tlohy pomoci rovnice nebo grafu, vysvétlit zakium
podstatu problému, nejlépe pomoci nadzorného pokusu, pfi kterém mohou vyu-
7it vice smysli. Pozorované skutecnosti blizké jejich zkuSenostem snéze prijmou
do své poznatkové sité. Zaci potiebuji predstavu toho, jak to funguje, aby byli
schopni tyto problémy samostatné modelovat. ReSeni slovnich tiloh by mélo pro-
vazet uziti nékolika metod. Souvislosti mezi modely, jejich vyhody a nevyhody
Ize snéze ukazat pri FeSeni jednoho problému riznymi metodami.

4 ZAVER

Osvojovani si jazyka Skolské matematiky lze pripodobnit konstrukci matema-
tickych poznatkdl. Zak konstruuje nejen matematické poznatky, ale soubézné
s nimi i prislusny jazyk. Ve vyucovaci praxi jde o to nalézt rovnovahu mezi uzi-
tim konvencnich a invencnich reprezentantii. Ucitel nemize zakim zakazat, aby
pouzivali vlastni reprezentacni prostiedky, ale nemuze ani rezignovat na pfijeti
konvenéniho jazyka skolské matematiky zaky. Osvojovani si jazyka matematiky
je dlouhodoby proces, proto je tfeba mu vénovat potiebny cas. Pfi zavadéni
matematické symboliky je tfeba zaky seznamit nejen s podobou konvenénich
symbold, ale také s pravidly pro vytvareni pfipustnych kombinaci symboli (tzv.
syntaxi), jejich vyznamy a uzitim v riznych kontextech. Na druhou stranu né-
silné vedeni zakt k pouzivani hotovych reprezentacnich forem (zvlasté vzitych
Sablon pfi feSeni tloh) a piehlizeni jejich spontédnnich reprezenta¢nich prostfedku
zpusobuje skolni konformizmus a formalizmus. V disledku toho zaci prijimaji
nékteré matematické zapisy bez vazeb na pojmy a vztahy, které reprezentuji,
pouze mechanicky napodobuji to, co provadi ucitel.

Bezproblematické neni ani pouzivani matematickych modelt, jejich uziti ve
vyuce prinasi néktera rizika. Volbou nevhodného modelu mutzeme zaktim zne-
moznit vytvoreni nebo vybaveni si potrebné predstavy reprezentovaného ob-
jektu nebo jevu. Model by mél alespon castecné vychazet ze zkuSenosti zaki.
Pouzivame-li ve vyuce pro urcité objekty nebo situace jen jediny model, neroz-
vijime tim u zakt dostatecné jejich dovednost modelovat. Navic toto stereotypni
modelovani mize zpisobit, ze zaci nebudou schopni rozlisit model a reprezento-
vany objekt. Nepfesny model, ktery zkresluje nékterou z podstatnych vlastnosti
objektu nebo jevu, Casto vede k zaméné objektt ¢i jevil a stava se prekazkou pri
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feSeni tloh. Ptilis abstraktni model, ktery reprezentuje jen n€které urcujici vlast-
nosti objektu nebo jevu, snizuje moznosti rozpoznani reprezentovaného objektu
nebo jevu a jeho uziti.
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NOVA UCEBNICE OBECNE ALGEBRY, A O VYUCE
ALGEBRY PRO STUDENTY UCITELSTVI]

David Stanovsky

Abstrakt

Pruni édst prispévku je vénovdana moji nové ucebnici Zaklady algebry, jejimu obsahu
a v ¢eskych podminkdch novému pristupu k tématu. Druhd édast pak popisuje zkusenosti
a zavéry z péti let vyuky obecné algebry pro studenty ucitelstvs.

Rad bych v tomto pfispévku zhodnotil zkuSenosti posbirané béhem péti let,
kdy jsem ucil obecnou algebru pro studenty ucitelstvi i odborné matematiky na
MFF UK (a v jednom semestru na NGTU v Novosibirsku). Vysledkem préce
je mimo jiné ucebnice Zdklady algebry, kterou letos vydalo nakladatelstvi Mat-
fyzpress [4]. Tento pfispévek bude mit spiSe charakter osobni vypovédi, nez od-
borné préace, presto véfim, ze uvedené zkusenosti budou zajimavé pro ucitele na
vysokych i stfednich Skoldch (tém druhym zvlasté doporuéuji sekei 2.3).

1 NoVA UCEBNICE OBECNE ALGEBRY

1.1 OBSsAH
Kdyz jsem zacinal prednaset algebru, marné jsem hledal ucebnici, které bych
se mohl drzet a kterou bych mohl doporucit studentim ke ¢teni. Starsi ceské
materidly mi nevyhovovaly stylem, ucebnice anglo-americké obsahem. Rozhodl
jsem se tedy vytvorit text vlastni, ktery by obsahem odpovidal sylabtim kurzt
obecné algebry na MFF UK a zaroven byl napsdn v modernim stylu, pfistup-
néjsim studenttim, tak jak je reprezentovan napt. u¢ebnicemi [1, 2] nebo [3].
Ucebnice pokryva predevsim klasickd témata:
o zdklady komutativni algebry — elementarni teorie ¢isel, Gaussovské a Euk-
leidovské obory, polynomy jedné proménné a jejich koteny;
e zaklady teorie grup — cyklické grupy, rozklady podle podgrup a Lagrangeova
véta, ptisobeni grupy na mmnozing;
e zdklady teorie téles — rozsifeni konecného stupné, rozkladova nadtélesa,
algebraicky uzavér, konstrukce konecénych téles;

e struéné uvody do teorie okruhii a obecnych (univerzalnich) algeber.
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Do ucebnice jsem se snazil zaradit aplikace teorie v jinych oblastech matematiky:
v kapitole o Gaussovych oborech tak ¢tenaf najde sekci vénovanou rozsifeni
celych ¢isel a jejich uziti pfi feSeni diofantickych rovnic, v kapitole o grupach se
diskutuje problém diskrétniho logaritmu a jeho uziti v kryptografii, ptisobeni na
mnoziné je motivovano Burnsideovou vétou, jez umoziiuje elegantné fesit tilohy
elementarni kombinatoriky vzhledem k dané grupé symetrii, teorie rozsiteni téles
je aplikovana na konstrukce pravitkem a kruzitkem, je uveden Wantzelav dikaz
nefesitelnosti trisekce thlu a podobnych dloh. Ucebnice obsahuje velké mnozstvi
konkrétnich ptikladii vychazejicich pfedevsim z aritmetiky (vlastnosti ¢iselnych
oboril) a kombinatoriky (symetrie koneénych objekti).

Text vychéazi z koncepce studia na MFF UK, kterd je v tomto smyslu po-
dobné vétsiné ceskych i evropskych skol. Kurz obecné algebry probihé zpravidla
ve druhém roéniku, zpravidla v rozsahu 4/2 a navazuje na znalosti ro¢niku prv-
niho: pochopeni vystavby moderni matematiky, znalost zakladni matematické
terminologie, alespon ¢asteéné vyvinuta schopnost abstraktniho mysleni. Co se
tycée faktickych znalosti, v pfikladech se vyuzije ¢ast maticového poc¢tu (maticové
grupy) a teorie téles zasadnim zpisobem potfebuje pojem abstraktniho vekto-
rového prostoru. Odhaduji, ze ke kompletnimu zvladnuti ucebnice je tfeba cca
70-80 vyucovacich hodin (tj. 5-6 prednasek tydné po dobu jednoho semestru,
nepodéitaje cviceni). Uebnice tedy nechava dostatek prostoru k vybéru témat
podle zaméfeni prednasky i vkusu prednasejiciho.

1.2 StYL

V porovnani se starsimi ¢eskymi ucebnimi texty ma nova uéebnice t¥i specifika.
Za prvé, je pouzit moderni piistup ,rings first, groups next“: zacina se teorii
délitelnosti v oborech integrity, kterd je studenttim bliz$i, nebot prislusné ob-
jekty studia (éisla, polynomy) jsou jim dévérné znamy. Teprve poté, co studenti
vstfebaji ideu abstraktni algebraické struktury, je vylozena teorie grup, okruha
a téles v klasickém stylu definice — pfiklady — vlastnosti — aplikace. Za druhé,
teorie grup, okruhti a téles je budovina na zakladé struéného tivodu do uni-
verzalni algebry: pojmy podalgebry, homomorfismu ¢ direktniho souéinu jsou
vysvétleny v obecnosti. Tretim specifikem je vyc¢lenéni pro studenty velmi obtiz-
ného konceptu faktorobjektu do samostatné kapitoly, aby lépe vynikla souvislost
téchto pojmi pro jednotlivé typy struktur. VSechny tfi novinky se mi osvédcily
ve vyuce.

Dilezitym aspektem ucebnice je postup od konkrétniho k abstraktnimu. Nej-
prve je vylozena elementarni teorie Cisel, teprve potom je definovan obor inte-
grity, motivovan potifebou zkoumat podobné koncepty pro jiné objekty, jako
napi. polynomy nebo komplexni rozsiteni celych ¢isel. Dukaz Zakladni véty arit-
metiky pak slouzi jako vzor pro analogicky dikaz véty o existenci a jednoznac-
nosti ireducibilnich rozkladd v obecnych oborech integrity. K pojmu obecné alge-
bry vede cesta pies abstraktni definici vektorovych prostort (v linedrni algebie)
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a pies abstraktni definici oboru integrity (na zacatku kurzu). Kapitola o teorii
grup zaéind sekci o cyklickych grupéch, které jsou véem dtvérné zndmy (poci-
tani modulo), a7 pak nasleduje abstraktni teorie rozkladt. Rada abstraktnich
vét je motivovana a zpétné ilustrovana na konkrétnich ptrikladech, ¢asto z jiného
oboru: typickym piikladem je ptisobeni grupy na mnoziné a Burnsideova véta
podané na ptikladech enumerace kombinatorickych objektii az na dané symetrie.

1.3 SROVNANI

Nakolik jsem byl schopen dohledat, v cestiné a slovenstiné vysly ¢étyri velké
ucCebnice algebry a fada skript. Prvni samostatnou ucebnici byly Kofinkovy Zd-
klady algebry (1. vydéni 1956), z dne$niho pohledu je vSak tato kniha zastarala.
V 70. letech vysly v prekladu dvé ucebnice dvojice autort Birkhoff, Mac Lane
(Alfa Bratislava 1973, 1979) a klasickd uéebnice Kurosova (Academia, 1977).
Jde o inspirativni texty, zejména svym konkrétnim piistupem a rfadou prikladd,
nicméné jiz neodpovidaji soucasnému pojeti vyuky obecné algebry u nas i ve
svété. Jedinou velkou puvodni ¢eskou ucebnici je monografie Algebra autor-
ského kolektivu pod vedenim Ladislava Prochézky (Academia 1990), kterd je
vsak svym stylem k vyuce nevhodna. Skripta, kterd vysla v poslednich 15 le-
tech v Brné a Olomouci, jsou pomérné forméalni a osobné mi nevyhovuji volbou
témat.

Ucebnice urcené pro vyuku na americkych univerzitdch maji vyrazné nizsi
vstupni predpoklady, a to jak na troven abstraktniho mysSleni studentt, tak
faktickych znalosti — v tvodu zpravidla najdeme fadu témat, ktera jsou u nas
pokryta na stfedni skole, jako napt. ivod do délitelnosti v celych ¢islech, mate-
matickou indukci, komplexni ¢isla apod. Styl vykladu byva casto pfili§ rozvlacny.
Kladem téchto ucebnic byva konkrétnéjsi ptristup, diraz na priklady a aplikace
a pékna cviceni.

2 OBECNA ALGEBRA VE VYUCE BUDOUCICH UCITELU
MATEMATIKY

2.1 ALGEBRA ANO CI NE

Podle mého nazoru zaklady obecné algebry do studijnich plant ucitelstvi patii,
stejné jako tfeba projektivni geometrie nebo diferencialni rovnice, prestoze je
ucitel ve stfedoskolské vyuce beprostfedné nevyuzije. Vsechny tfi jmenované
discipliny t¥ibi znalosti z pfedmét, které se na stfednich skoldch uéi (byt nékteré
z nich okrajové) — algebra dava nadhled nad elementarni teorii ¢isel a rozsifuje
schopnosti kombinatorického pocitani, projektivni geometrie dava alternativni
pohled na klasickou geometrii, o vyznamu diferencialnich rovnic v pfirodnich
védach nemluvé.

Otazka je, jakou formou, s jakym obsahem a v jakém rozsahu by se tyto
predméty mély ucit. Podle mého nézoru a zkuSenosti by se mélo postupovat
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od konkrétniho k abstraktnimu, a to dlouhodobé. Je zbytecné vysvétlovat teorii
délitelnosti v Gaussovych oborech, kdyz studenti nikdy neslyseli o Zakladni vété
aritmetiky a neznaji Eukleidiv algoritmus (takovéa je situace na MFF UK podle
oficidlnich sylabi). Je zbyteéné fikat definici grupy, aniz by studenti uméli praco-
vat s permutacemi a reguldrnimi maticemi, a je skoda ucit teorii grup ve chvili,
kdy studenti nevédi, jak vypadaji, feknéme, izometrie v roviné nebo symetrie
zédkladnich geometrickych objektt (pravidelné n-thelniky, krychle).

Tim chci naznacit, ze zaklady obecné algebry by mély v néjakém smyslu
zastfeSovat tu ¢ast studia matematiky, ktera se vénuje diskrétnim strukturam
a geometrii, podavat jednotici nahled na situace, s nimiz se studenti setkali
v konkrétnéjsich oborech (pro ostatni pokrocilé matematické discipliny to plati
zrovna tak). Z toho plyne, Ze pfednasku z algebry by bylo vhodné zatadit do
pozdéjsi faze studia tak, aby mohla navazovat na konkrétnéjsi discipliny, jako je
linearni algebra, teorie ¢isel a eukleidovskd geometrie. Mimo jiné by tato pfed-
naska méla prijit v dobé, kdy uz studenti bezpecné zvlddnou stfedoskolskou
matematiku (viz niZe). Optimélnim rozsahem by podle mého nazoru a zkuse-
nosti byly 3 hodiny prednasky a 2 hodiny cviceni, coz by umoznilo vysvétlit
zaklady komutativni algebry a teorie grup, véetné nékolika aplikaci se stredo-
skolskym aspektem (diofantické rovnice, Burnsideova véta, fesitelnost tloh pra-
vitkem a kruzitkem).

2.2 ALGEBRA NA MFF UK

Situace na nasi fakulté je do zna¢né miry opakem vyse uvedenych tivah. V minu-
losti zde prevazoval formalni styl s dirazem na abstraktni stranku véci, vyklad
od abstraktniho ke konkrétnimu a nevelka vazba na souvisejici obory a aplikace.
Situace se méni pomalu.

Konkrétné, studenti ucitelstvi matematiky na MFF UK maji povinné dva
kurzy obecné algebry: ve tfetim semestru maji predmét Algebra I s rozsahem
2/2, ktery ma studenty uvést do studia algebry, a v prvnim roéniku navazuji-
ctho magisterského studia pfedmét Algebra II s rozsahem 2/2, ktery ma ukéazat
aplikace. Ja jsem byl v poslednich péti letech zodpovédny za ivodni kurz, v me-
zich danych tématy ke statnim zavérecnym zkouskam. V soucasné dobé vénuji
priblizné dvé tfetiny semestru Gaussovym oborum s dirazem na vlastnosti ¢isel
a polynomt a tfetinu semestru teorii grup.

Je velmi problematické, ze algebra nemé na co navazovat. Kurz linearni al-
gebry v 1. roéniku postrdda geometrické aspekty (alespoii podle sylabu), kurzy
geometrie jsou pozdéji, kurz teorie ¢isel dokonce neni v pribéhu studia vibec!
(V sylabu zddného pfedmétu neni napt. Eulerova véta nebo poéitani s kongru-
encemi = (modn), zatimco ke statnicim maji studenti znat konstrukei faktor-

grupy.)
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2.3 ZKUSENOSTI Z VYUKY

Tolik vzletné tivahy o roli algebry v odborném vzdélani budoucich uciteltt mate-
matiky, a nyni k realité vyuky pro soucasné studenty. Je zfejmé, ze pro napros-
tou vétsinu z nich je Groven abstrakce v obecné algebfe ve druhém roc¢niku zcela
nezvladatelnd. Ale nejde jen o styl mysleni. U zkousky ve tfetim(!) semestru
pravidelné nardzim na elementarni neznalosti ze stfedoskolské matematiky, a co
hure, na celkové nepochopeni logické vystavby matematiky.

Zacnu popisem testu. Test obsahuje 17 otézek, tfetinti bodl lze ziskat za
znéni vét a definic (zde kladu diraz na korektni formulace), tfetinu za jednoduché
problémy, jejichz feSeni zpravidla obnasi dosazeni konkrétnich objektt do vhodné
véty /definice nebo nalezeni ptikladu s danymi vlastnostmi, a tfetinu za typové
pocetni dlohy v zasadé algoritmického razu. Kompletni sada cca 500 tuloh je
k nalezeni na webu [5]. Studenti museji ziskat alespoti 2/3 bodii. Uspésnost testu
se pohybuje kolem 30 %, pficemz zdaleka nejvétsi problémy pusobi prostfedni
éast. Pojdme se podivat na nejcast&jsi potize.

Vsechny ¢asti testu pochopitelné sleduji, zda se studenti naucili faktické zna-
losti, ale tomu se vénovat nechci, mj. proto, ze tento aspekt necini u dvouhodi-
nové prednasky vétsi potize (obecné se mi zd4, Ze schopnost studentd naucit se
nazpamét obrovské mnozstvi dat bez jejich porozuméni se v poslednich letech
nezménila, narozdil od jingch schopnosti).

Dilezitym aspektem prvni ¢asti testu je, zda jsou studenti schopni korektné
formulovat matematické tvrzeni. To je pro zhruba tfetinu(!) z nich nepfekona-
telny problém. Pocinaje tim, Ze véty nedéavaji jazykovy smysl, chybi jim pod-
mét a/nebo piisudek, pfes nepochopeni konceptu predpokladu a zavéru véty,
rozdilu mezi vétou a definici, aZz po problém porozuméni vyznamu logickych
spojek a kvantifikdtortt. Minimalné 10 % studentd nechdpe pojem implikace
a nahrazuje jej naptiklad spojkou ,a“ nebo prazdnym mistem. Témér polo-
vina studentti neni schopna zapsat komplikovanéjsi definici typu nejvétsiho spo-
le¢ného délitele. Pouhych cca 10 % studentt je schopno korektné formulovat
algoritmus (napf. Eukleidiv), néktefi dokonce viibec nerozumi slovu algorit-
mus.

V druhé casti testu se zaméfuji na to, aby studenti umeéli pouzit vétu v da-
ném kontextu. Uvedme kokrétni priklad Lagrangeovy véty, kterd fika, ze je-li G
koneéna grupa a H jeji podgrupa, pak velikost H déli velikost G. Otézka ,Na-
piste Lagrangeovu vétu“ m4 tspéSnost relativné velkou, prakticky 100% u stu-
dentt, ktefi pochopili, jak formulovat matematickou vétu. Otézka ,Muze mit
100-prvkova grupa 32-prvkovou podgrupu?“ ma, prekvapivé, tspésnost mensi.
Otazka ,Muze mit 100-prvkova grupa 25-prvkovou podgrupu?“ ma tspésnost
tristni, pficemz nejcastéjsi Spatnou odpovédi je ,,Ano, podle Lagrangeovy véty*“.
Koncept piikladu a protipiikladu je u vétSiny studentti nepiitomny. Casto se
stavé, Ze studenti uméji recitovat definici (napf. komutativni grupy), ale selhavaji
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na jeji aplikaci v konkrétnim p¥ipadé (napf. , Tvoii symetrie ¢tverce komutativni
grupu?)

Co se tyce vypocetnich tloh, nejcastéji se vyskytuji t¥i chyby. 1) Pouziti véty
v situaci, kdy nejsou splnény predpoklady — i presto, ze vysledek je ocividné
§patny. Oblibenou odpovédi je nap¥. ,posledni cifra &sla 24444 je 1¢ aplikaci
Eulerovy véty, ktera iika, ze a®™ = 1 (mod n), ale samozfejmé jen tehdy,
kdyz NSD(a,n) = 1. Tato chyba je béZna ve vSech pfedmétech. 2) Neschopnost
aplikace obecného postupu v daném konkrétnim oboru. Napr. student zna Eu-
kleidtv algoritmus a umi délit Gaussova ¢isla se zbytkem, ale ptisobi mu potize
spocitat NSD dvou Gaussovych ¢isel, nebyla-li tato tiloha explicitné na cvicenich.
3) Mezery ve stiedoskolské matematice. Zde nejéastéji nardzim na neschopnost
feSeni kombinatorickych tloh (,kolika zptsoby lze navléknout na nit 5 &erve-
nych, 4 modré a 3 zelené koralky?“) a problémy s komplexnimi ¢éisly. V tstni
Casti pak jesté na nepochopeni principu matematické indukce.
3 ZAVER
Soudim, ze kurz obecné algebry do vyuky studentd ucitelstvi matematiky patii.
Studenti, ktefi latku zvladli (nakonec jich zas tak mélo nebyvd), mi vétsinou
tikaji, ze je predmét bavil a Ze se jim zda pfinosny. Hlavni otazkou je, kam
tento predmét zaradit, aby byl smysluplny pro vétsi podil studentt. Obecnéji,
bakalarské studium by mélo vést k tomu, aby studenti bezpodminecné zvladali
logickou stavbu matematiky a s jistym odbornym nadhledem veskerou stfedo-
skolskou latku — a také bychom to méli testovat u statnich zavéreénych zkousek.

Na abstraktni teorie zastiesujici matematické vzdélani je dost ¢asu v navazujicim
magisterském studiu.
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UZITI PODNETNYCH ULOH V MATEMATICE

Nada Stehlikova

Abstrakt

V éldnku je rozebran priklad vyuZiti potencidlné podnéiné ulohy, kterd se tykd podob-
nosti trojuhelnikiu. Na tomto prikladu jsou ilustrovany komunikacni vzorce ,nasméro-
vdni® (focusing pattern) a ,trychtyiovdni® (funnelling pattern). Jsou uvedeny vysledky
vyzkumu se 119 uciteli a studenty ucitelstvi, kteri se k situact predloZené videozdzna-
mem vyjadrovali prostrednictvim dotazniku s nedokonecnymi vétami.

1 Uvop

Resgeni tloh tvoii jadro vyucovani matematice, jeho# cilem neni jen zasobit zaka
souborem vzorcu a postupi k feSeni typickych tloh, ale které se soustfedi na
postupné vytvafeni svéta matematiky v mysli zdka. Hejny a Kufina [3] zdiraz-
nuji zvlasté potfebu vytvareni podnétného prostiredi podporujiciho samostatné
intelektualni ¢innosti zakd, jejich zvidavost, tvorivost, nabyvani a vyuzivani zku-
Senosti, konstrukce poznatkli a jejich strukturovani, objevovani, péstovani riiz-
njch reprezentaci, rozvijeni socialnich interakci a prostiedkii komunikace. Ulohy,
které maji potencial stat se podkladem pro vytvoreni nebo upevnéni néjakého
matematického poznatku v mysli zédka, zde budeme nazyvat podnétné.

Nestaci vsak mit k dispozici podnétnou tlohu, musime se podivat i na to,
jakym zptisobem je nakonec se zaky vyuzita, do jaké miry se zaci podili na jejim
feSeni. S tim souvisi problematika komunikacnich vzorct ve vyuce matematiky,
kterou se zabyvala napf. T. Wood [6]. Zadouci je tzv. focusing pattern (na-
sméfovani), v némz se ucitel snazi otdzkami nasméfovat pozornost zaka k tém
aspektlim situace, které se mu jevi jako zasadni pro pochopeni studovaného ma-
tematického jevu. Otazky pritom formuluje tak, aby Zéci sami ptejali kontrolu
nad feSenim.

Vzor nasmérovani se vSak muze lehce zménit na tzv. funneling pattern
(,trychtyfovani®) [1, 6].1 ,Tento termin metaforicky odkazuje na situaci, kdy
ucitel zacina u obecné formulované otazky a tu postupné nahrazuje sérii stale
uzeji zamérenych otdzek (proto je v origindle i v [mém] pfekladu pouZito slovo

1V terminologii G. Brousseaua jde o tzv. Topaziiv jev [2].
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trychtyt). Otdzky jsou vétsinou jen zjistovaci a daji se zodpovédét jen jednoslov-
nou odpovédi ano & ne, piipadné velmi kratkou odpovédi. Casto si ucitel také
odpovi sam. Dil¢i otazky zaci uz zpravidla zodpovédét umi, ale to neznamena, ze
chipou, kam otazky sméruji.“ [4] Dodejme, Ze k ,trychtyfovani* dochézi casto
tehdy, kdy se ucitel sice snazi zaky vtahnout do feseni tlohy, ti vSak nereaguji,
nevédi, jak zacit, a uéitel se jim snazi poradit.?

Jak jiz bylo feCeno, hranice mezi nasméfovanim a ,trychtyfovanim“ je ne-
ostra a navic, jak znamo, stejna vyukova situace mize byt riznymi pozorovateli
chapéana riazné. To se projevilo i ve vyzkumu, jehoz se zGcastnilo 119 uciteld
matematiky a studentii uéitelstvi® a v némz se tcastnici vyjadiovali* k Sesti
kratkym ukézkdm z hodin matematiky [5]. V nésledujicim textu se podivime na
jednu z nich.

2 POTENCIALNE PODNETNA ULOHA A PRIKLAD JEJIHO VYUZITI
VE VYUCE

Zatimco tcastnici vyzkumu c¢ast hodiny vénovanou dané tloze vid€li na videu,
zde bude pouze popsana. Popis bude vsak podrobny, aby si ¢tendf mohl udélat
vlastni tsudek a porovnat ho s nazory ucastnikti vyzkumu.

Obr. 1

Délka ukazky je 8 minut. Jedna se o zédky 8. ro¢niku, tématem hodiny je pro-
cvicovani podobnosti pomoci realistické tlohy. Ucitelka nejdrive zaky motivuje:

2P#iklady nasméFovani i ,trychtyfovani* jsou uvedeny napf. v [4].

3Uéitelé byli k vizkumu vyzvani mnou béhem konference Dva dny s didaktikou matematiky
a studenti z nékolika fakult ptripravujicich ucitele matematiky svymi uditeli.

4Meéli pisemné dokonéit nedokonéené véty, které byly formulovany pomérné neutralné: Zdci
v pribéhu ukdzky. .. Ucitelka v této ukdzce... Na této aktivité mé zaugalo. .., protoze... Cas
vénovany této aktivité byl... Podobnou aktivitu bych do své vyuky. .., protoZe... Podle mého
ndzoru byla tato aktivita. . .
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maji si pfedstavit, ze musi zjistit vzdalenost dvou mist, které jsou vsak oddé-
leny rohem télocvicny. Pak je vyzve, aby si otevieli ucebnice a precetli zadani
ulohy: ,Na obrazku jsou pismeny M, N oznaCena umisténi dvou stozart vy-
sokého napéti. Ohyb feky nedovoluje pfimo zmérit jejich vzdalenost.“ Ucitelka
zastavi zaka, ktery ¢te, a vSichni se maji podivat na obrazek znazornujici situaci
(obr. 1). Ukolem je vypocitat vzdalenost bodu M od bodu N. Podivejme se na
prepis ¢asti interakei ucitelky a zak.

Ucitelka prekresluje obrazek z ucebnice na tabuli, az se tam objevi ohyb feky
a spojnice bodu M a N.

Ul: ,A mame zméfit vzdalenost z bodu N do bodu M. Tentokrat to mame
jenom obecné, abychom zjistili, jakym zptisobem budeme podcitat. (Cekd, az
si to Zdaci zakresli.) A jestlize mame ten nacrtek, tak zase odlozime a budeme
davat pozor. V tomto pripadé budeme opét vyuzivat podobnosti trojuhelniki,
Ze my vlastné musime zjistit z néjakého stanovisté, oznacime si néjaky bod O,
ve kterém budeme stat (dokresluje do obrdzku bod O), a ja si spojim bod M
s bodem O a vytvofim si jakysi trojihelnik. Ted nebudeme pocitat v konkrétnich
Cislech, jenom se podivame, jak pijdeme na vypocet. Abychom spravné mohli
fesit tuto ulohu, tak j& si v poloviné tisecky NO, protoze tady klidné mutzeme
méfit (ukazuje na dsecku NO), kdezto pies feku nemohu, zjistim néjaky bod
N’ (dokresluje ho ve stredu tsecky NO). Ten je v poloving, coZ znamena, Ze
usecka NN’ je shodnd s tseckou N'O. Rovnéz tak v poloving tsecky MO si
zvolim bod M’ (ukazuje a dokresluje bod M'). Ano? A zase musi platit, kdyZ je
to v poloving, ze M'M ku M'O, ze je to vlastné stejny dilecek, Ze je to jedna
polovina.“

U2: ,A ja dostavam, pokud si spojim (spojuje M’ a N'), takovéto dva troj-
thelniky (ukazuje na trojihelnik M'ON'). Podivejte se, vyzna¢im vadm je ba-
revné. Prvni trojthelnik tady tento zluty (Zlutou kiidou obtahuje trojuhelnik
MNO), ktery zatim bohuZel nemohu zméfit, protoze je to trojuhelnik pfes tu
vodu. A druhy trojuhelnik (éervenou kridou obtahuje M'N’'O) je tady tento,
ktery mohu zmé¥rit, protoze pres tento trojihelnik nemam zadnou prekazku. A ja
ted zjistim, zda tyto dva trojahelniky, to znamen trojihelnik MON (ukazuje)
a trojuhelnik M’ON’, zda jsou podobné. Takze budu zjisfovat.“

ON

U3: ,,Co plati o tsecce ON’ ku tisecce ON? (Pise na tabuli ON .) Jaky je

vztah této tsecky a této tsecky? Kdyz vim, Ze bod N’ lezi v poloviné.“ Zaci
nereaguji.

/

U4: )V jakém jsou poméru tyto dvé tsecky? (Zrejmé nékdo z Zdki odpovidd.)
Jedna ku? Jedna ku dvéma. (Pise na tabuli.) Vyborné, ¢li je to vztah jedna ku
dvéma nebo-li jedna polovina.“

U5: ,Jaky je vztah tady téchto dvou stran trojthelniku? (Ukazuje na tsecku
OM' a OM.) OM'" a OM. (Zrejmé nékdo reaguje.) Opét jedna ku dvéma. Vy-
borné, takze zapisi. OM' ku OM rovna se jedna ku dvéma.“
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U6: ,A ted mné Feknéte, maji tyto dva trojihelniky néktery tihel spoleény?
No ktery? (Zrejmé nékdo odpovidd.) Ano (vyznacuje barevné vnitini tihel u vr-
cholu O), thel pfi vrcholu O. Vyborné.“

U7: ,Takze v prvnim trojthelniku je thel M ON shodny s thlem v druhém
trojahelniku M’'ON’. MtZu opét zapsat. (Zapisuje. Zdbér na déti, sedi a divaji
se na tabuli. Nepisi.) Takze thel MON je shodny s thlem M’ON’. Co mné tady
z toho vyplyva, z téchto tii idaja? Co mné z toho vyplyva?“

71: ,Shodné.“

US8: ,Ne shodné, ale ze jsou? (Doplriuje spolu s Ziky) podobné. A podle jaké
véty 7«

72: ,Sus.“

U9: , Vyborné. Cili je to véta strana tihel strana (pise sus). A jestlize jsou
podobné, v poméru jakém?“ (Ukazuje na tabuli, kde je napsdino jedna polovina.)

73: ,Jedna polovina.“

U10: ,,V poméru jedna ku dvéma, pak musi byt i tfeti strana podobna v po-
méru? (Zdci ziejmé nejisté dokoncugi.) Jedna ku dvéma.“ (Prikyvuge.)

Ul1l: , Takze kdyz ja si ted zméfim stranu M’'N’, tak jak ja vypoc¢itam, aniz
bych méiila? (Ukazuje na stranu MN.) Ze bude? Ze bude Vlastiku?“

Z4: Dvakrat ...«

U12: ,Vyborng, 7e bude dvakrat vétsi. Takze mtzu zapsat, ze M'N’' ku
MN se rovna také jedna polovina, takze z tohoto vyplyvéa, Ze tisecka M N se
bude rovnat dvojndsobku tsecky M'N'. (Ve pise na tabuli.) A pak uz by nebyl
problém zméfit tu tsecku M’'N’, jak Vlastik spravné fekl, vynasobit dvéma
a dostaneme skutecnou vzdalenost tfeba téch dvou stozart, kazdého na konci
néjaké té feky. Takze opiste si, udélejte si zapis. (Zdci si opisuji z tabule.)®

U13: ,Tak a jestlize mame ten trojihelnik MON a jestlize tam mame tsecku
M’'N’, tak této tisecce se fika stfedni p¥icka trojuhelnika. Je to vlastné tsecka,
kterda nam spojuje stiedy dvou stran trojihelnika.*

Pak se ptd na to, kolik stfednich pficek trojihelniku mizeme sestrojit, a uz
se k tloze nevraci.

3 KOMENTARE UCITELU A STUDENTU UCITELSTVI

Nyni se podivame, jak vidéli vySe popsané vyuziti potencialné podnétné tlohy
uCitelé a studenti, pficemz je tfeba si uvédomit, ze nezname celkovy kontext
hodiny ani to, co zaci délali v minulé hodiné matematiky a co bude nasledo-
vat. Nejde tedy o hodnoceni vyuky ucitelky, ale o rozbor dané vyukové situace
oprosténé od kontextu.

Studenti i ucitelé se domnivali, Ze Z4ci jsou prilis pasivni (40,4 %), ale 5,3 %
z nich povazovalo zéky za aktivni (napf. ,ochotné reagovali“, ,spolupracuji s uéi-

5Zajimavy byl zabér na jednoho zéka, ktery nenacrtl M’'N’ jako rovnobézku s MN. Az pri
tom jsem si uvédomila, ze tato dulezita vlastnost nebyla nikde fecena.
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telkou, spoleéné vymysli feSeni“). S tim koresponduje hodnoceni vedeni vyuky
ucitelkou; 40,5 % tudastnikt zminilo, Ze uditelka ,vede monolog®, ,drzi pied-
nasku“, ,prakticky nepotfebuje déti“, ,vibec zaky nezapojuje“, ,klade otazky,
nékteré jsou az prilis ndvodné, nebo jim pfimo ukaze, co maji odpovedét®. Ovsem
vyskytly se i nazory, ze ucitelka ,dala prostor zaktum, aby se mohli na piikladu
podilet“, |provedla jasny a pékny vyklad* (10,3 %) oproti 5,2 %, ktefi se do-
mnivaji, ze vyklad byl naopak pfili§ rychly a nejasny.

Cela vyucovaci praktika byla vidéna jako neté¢innd, resp. nespravné pouzité
v 63,2 % ptipadech, ovsem na druhé strané 36,8 % respondentti vyslovné hod-
notilo, Ze se jednad o dobfe a efektivné vedenou vyuku.

Ucitelé i studenti spontanné komentovali i jevy, které se explicitné v otazkach
neobjevily. V pfipadé dané ukizky se jednalo o nésledujici komentafe (v zévorce
je uvedeno, kolikrat to bylo komentovano): pouzita pékna tloha spojujici ma-
tematiku s redlnym zivotem (41), pékna prace s uéebnici (2), dobrd motivace
mistni situaci (21), nespravna logickd konstrukce feseni (2), neoznacena délka
usecky (1), dobfe pouzité barevné kiidy (2), ucitelka méla upozornit, ze pomér
1: 2 neni nutny (3), ucitelka méla pouzit jiné body nez M a N, matouci (1).
Dodejme, ze studenti uvedli téchto didakticko-matematickych poznamek témér
dvakrat vice nez ucitelé. Je mozné, ze ucitelé povazovali praktiku v ukazce za
rutinni, a tedy ji tolik nekomentovali.

Podivame-li se ted na ukazku z hlediska vyuZiti potencidlné podnétné tilohy,
vidime rysy ,trychtyfovani“. Zatimco rozbor situace, tedy nacrtek s naznakem
matematizace, je udélan jiz na obrazku v ucebnici a nasledné krok po kroku zo-
pakovan na tabuli uéitelkou, zaci odpovidaji jen na diléi jednoduché otézky (U3,
U4, U5, U6 atd.). Podle mého nézoru zde nebyl zcela vyuzit potencial tlohy —
proces matematického uchopeni je na celé tiloze to nejobtiznéjsi a feknéme i nej-
zajimavéjsi a zaci k nému potiebuji dostat prostor. Napf. zaci mohli dostat za
kol situaci nakreslit (aniz by vidéli obrazek v uéebnici) — tedy ohyb feky, body
M a N apifpadné O (umisténi pozorovatele). Zaci by mohli byt nasméfovani ra-
dou vyuzit vét o podobnych trojihelnicich. Pak mohli dostat prostor, aby sami
ziskali vhled do situace. I kdyby na FeSeni nepfisli sami (coz muzeme u fady
z nich pfedpokladat), minimalné by ziskali lepsi pfedstavu o tom, co vlastné
maji fesit. Dalsim krokem nasmérovani by mohla byt rada vytvofit trojihel-
nik M NO a nasledné pak néjaky trojihelnik s nim podobny, u néhoz by zaci
dokazali strany zmérit.

4 ZAVER

Jak jsem jiz uvedla, Gcastnici vyzkumu hodnotili celkem 6 videoukazek. Po-
drobné vysledky je mozné najit v ¢lanku [5]. U studentii i uéitelti se projevila
pozitivni tendence, a to diraz na vlastni aktivitu zakt. AniZ by na to byli ex-
plicitné tazani, spontanné se vyjadfovali v tom smyslu, zda ucitel dostatec¢né
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zapojuje zaky do vyuky, zda je svymi otazkami prilis nenavadi a zda si mohou
na néco prijit i sami. Studenti méli vétsi tendenci vidét zaky jako aktivni i tam,
kde u uciteltt prevladal nazor, Ze jsou zaci pasivni. To je zfejmé dano jejich
malymi zkusenostmi s vyukou z pozice ucitele.

U vsech ukéazek doslo k tomu, co bylo uvedeno i vyse. Nahled jednotlivych
ucditelt a studentii se mize znacéné lisit i u pomérné kratké ukizky z hodiny. Co
jeden vidi jako ukazku dobré praxe, druhy navrhuje vyznamné vylepsit. U né-
kterych otazek se ukazalo, ze zaméfeni pozornosti muize byt u riiznych icastnikl
naprosto odlisné [5], a to i v pfipadé, kdy se divaji na velmi kratké tseky hodiny.
Jesté vice to plati u celych vyucovacich hodin, kde miize pozornost pritahovat
nepieberné mnozstvi faktord. Proto je podle mého nazoru dulezité, aby pfi roz-
boru videozdznami z hodin byly pfipraveny vhodné otazky pro ticastniky, které
zaméruji jejich pozornost. I u néslechtt na hodinidch matematiky se osvédcuje,
kdyz se napt. studenti vyjadruji explicitné k riiznym predem danym aspektiim
hodiny. Jinak jejich rozbor ¢asto zlstava v roviné  hodina se mi libila/nelibila®
,ucitelka méla dobrou kazen“ apod.
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Classroom. Reston : NCTM, 1998, pp. 167-178.
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AKTIVITY PRO ROZVOJ KOMUNIKACE V MATEMATICE

Lenka Tejkalova, Jarmila Novotna

Abstrakt

Tento prispévek predstavuje aktivity, které rozvijeji komunikacni dovednosti v ramci
matematiky a zdroven mohou slouZit jako diagnosticky ndstroj chybnych predstav Zaki.
Aktivity vychdzeji ze zkuSenosti s integrovanou vjukou jazyka a matematiky, jsou priro-
zengym nastrojem pro realizaci mezipredmétovych vztahi a navic nabourdanim tradic¢nich
schemat hodin matematiky prispivaji k vnitini motivaci Zdaki.

1 Uvob

Matematika byva ¢asto vniméana jako predmét, kde dominuje samostatna prace.
Cilem naseho vystoupeni je ukéazat, jak je mozné hodiny matematiky obohatit
vyuzitim aktivit, které se bézné pouzivaji pro vyuku cizich jazyku, a tak v mate-
matice prirozené rozvijet komunikacni dovednosti a realizovat mezipfedmétové
vztahy, a to nejen formalné, ale i ve vnimani zaka.

Tyto aktivity jsou ze strany zakt casto vnimany jako hra; odklonem od
tradi¢nich metod zvySuji vnitini motivaci zaka a davaji moznost zazit tspéch
i tém, ktefi jsou v tradi¢nim modelu hodin matematiky tspésni jen ziidka.

Aktivity zaméfené na rozvoj komunikacnich dovednosti lze snadno pfizptso-
bit véku, irovni a u¢ebnim stylim jednotlivych zaki. Diraz je kladen na vsechny
typy komunikace [1]. Organizatorem, ptipadné zadavatelem her nemusi byt vzdy
jen ucitel, ale i néktery z zaka. Pii zadavani je mozno vyuzit také audiovizualni
a/nebo vypodetni techniku. V dalsi Grovni vyuziti aktivit to mohou byt sami
zaci, kdo vytvari zadani, napriklad test pro druhou skupinu.

Kromé rozvoje komunikac¢nich dovednosti se jedna o uziteény nastroj pro
diagnostikovani chybnych pfedstav zakt. Klicovou soucasti vétsiny z predklada-
nych aktivit je odidvodnovani spravnosti odpovédi zakt nebo skupin zakd. Pri
této diskusi se zaci uci nejen srozumitelné vyjadrovat své myslenky, klast otazky
a odpovidat na né, ale pravé zde méa ucitel moznost diagnostikovat pripadné
neporozuméni pojmim nebo algoritmim. [2]

Rada z predstavovanych aktivit vychazi ze zkuSenosti s metodologii CLIL,
integrovanou vyukou jazyka a odborného predmétu, kterd klade diraz mimo
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jiné pravé na komunikaci a spolupraci, nebo jsou pfimo modifikacemi her, které
se vyuzivaji pfi vyuce cizich jazyki. [3, 4]

Vétsina z predkladanych aktivit vyuziva skupinové prace s naslednym pre-
chodem k préci s celou tridou. V této situaci je vzdy otazkou, jak zajistit, aby
skutecné ve skupinach doslo k efektivni komunikaci, pfipadné jak se vyhnout
tomu, Ze bude za celou skupinu mluvit vidy stejny ¢lovék. Reseni vidime ve
vneseni prvku nadhody — je mozné napi. nechat ¢tyi¢lennou skupinku, aby si roz-
dala barevné karty, a losovat ,barvu“ mluvéiho, nebo misto barev pouzit ¢isla,
vyuzit dvanactisténnou kostku a vybirat mluvéi podle zbytku po déleni 4.

Role ucitele by predevsim v zavéreénych diskusich méla byt roli moderatora
debaty, toho, kdo argumentaci drzi ve faktické a objektivni roviné, ale nerozho-
duje o spravnosti. Cilem je, aby se zaci naucili vysvétlovat, pouzivat legitimni
argumenty a zarover je i prijimat, a to ne od formalni autority, ale od toho, kdo
si své tvrzeni umi fadné obhajit.

Predstavime jak aktivity velmi obecné, které je mozné adaptovat pro libo-
volny obsah, tak i nékolik aktivit zaméfenych na konkrétni tematické celky.

2 ANO/NE/NEVIM

Tento typ aktivity se ve vyuce cizich jazykiu pouZiva pro ovéreni porozumeéni psa-
nému nebo mluvenému textu. V matematice je mozné ji vyuzit jako formativni
test, kdy si zaci ujasiuji pojmy a koncepty.

Na pracovnim listu je série tvrzeni s nabidnutymi reakcemi:

Uhlopiicky v obdélniku jsou na sebe kolmé ANO NE NEVIM

Je mozné podle potfeby ménit ogranizacni formu prace; vyuzili jsme pyra-
midovy model: Zaci s pracovnim listem nejprve pracovali samostatné, poté své
vysledky probrali ve dvojicich, nasledné ve skupinkach po Ctyfech. V zavéru
aktivity kazda ctverice predklada své argumenty pro jednotliva tvrzeni.

Za dulezitou povazujeme pritomnost sloupecku Nevim. Je nutné, aby byl
prezentovan jako zcela legitimni volba — zaci pak maji mensi tendenci tipovat
spravnou odpovéd. Casty vibér této moznosti také uciteli jasné naznadi, ktery
koncept je pro zéky zatim obtizné uchopitelny, které vyrazy si dosud neosvojili
apod. [7]

S pracovnimi listy je mozné pracovat na né€kolikrat — nechat zaky odpovédét
na zacatku probiraného tématu a pak na jeho konci, aby méli moznost sledovat
vyvoj, muze také slouzit jako ttvodni motivace pro nové téma.

3 Co TO TED DELA?

Tato aktivita vede zédky k prechodu od symbolického jazyka matematiky do
verbalni roviny, nuti je uvédomovat si posloupnost krokt, verbalizovat zavedeny
algoritmus, pfipadné ho zpochybnit nebo napft. rozsifit. Cilem je, aby se zaci uéili
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nejen symbolicky zapis vytvaret, ale i kriticky ho ¢ist, hledat chyby a efektivnéjsi
feSeni, a to nejen v této aktivité, ale predevsim nasledné ve vlastnim zapisu [6].

Zakovi je predlozeno naptiklad feSeni rovnice nebo zépis postupu konstrukce
v jednotlivych krocich. Ukolem potom je u kazdého ¥adku ¥ici, co za krok bylo
provedeno a pro¢. Metoda opét predpoklada komunikaci v malych skupinkéch.

Druhym krokem je hledani chyb a/nebo efektivnéjsich postupi a jejich na-
sledné konfrontace s ptvodni variantou.

Tteti variaci je zapsat jednotlivé kroky na samostatné prouzky papiru a za-
dat zaktum za kol urcit spravné poradi. Naro¢nost je mozné zvysit amyslnym
pridanim nékterych krok® navic nebo naopak vynechanim nékterych nezbyt-
nych krokt. Moznost fyzické manipulace s listecky navic podporuje hapticky
styl uceni.

4 GRAFY

Cilem této aktivity je opét zprostfedkovat spojeni mezi ikonickym /symbolickym
zapisem a slovnim vyjadfenim, navic klade diiraz na redlny kontext a mezi-
pfedmétové vztahy. Snazi se zakim zpfistupnit grafy jako vyjadreni zavislosti,
prubéhu a zmény. Predstavime ruzné varianty vyuziti stejného konceptu, které
je mozné vyuzit bud nezavisle na sobé&, nebo jako navazujici.

1100

BT L= TET TR

Obr. 1: Graf jako vychodisko pro komunikaci

Zaktm byl predloZen graf s minimalnim mnozstvim informaci. Kazda sku-
pinka dostala za kol vypracovat sadu tkoli:

e Vymyslet kontext, doplnit do grafu prislusné udaje,

e interpretovat prubéh grafu a zapsat pribéh, ktery by mu odpovidal,

e dopocitat nékteré konkrétni idaje z grafu, vyjadrit rovnici ¢ast grafu.

Praci si mohli zaci rozdélit libovolné, dopredu vsak nevédéli, kdo bude kte-
rou Cast prezentovat. V zavérecné cCasti hodiny zaci konfrontovali sva feSeni,
vysvétlovali, pro¢ jejich ptibéh grafu odpovida, a uvadéli, jak postupovali [6].

Variantou, ktera z této aktivity vychéazi, je tvorba grafu/pfibéhu ve dvojicich
¢ malych skupindch. Jedna skupina (¢i jeden zak) si pFipravi kratky pi¥ibéh, ten
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si v bodech zaznamend, a narysuje k nému graf. Grafy si potom dvojice vyméni
a maji za ukol vytvorit k nému pribéh. Klicova je faze, kdy své pribéhy kon-
frontuji, kontroluji spravnost interpretace grafu a obhajuji svou verzi. Dtlezité
pro tento typ aktivity je zdiraznovat, ze nemé jediné spravné feSeni, ze existuje
Siroké mnozstvi variant, které danému zadani odpovidaji.

5 NA KOLIK VECI SI VZPOMENES?

Tato aktivita mutze slouzit jak pro ivodni motivaci k novému tématu, tak pro
shrnuti. Hraje se ve skupinach. Zéci se snazi vymyslet a zapsat co nejvice objektt
(matematickych i nematematickych), které vyhovuji danému popisu. Po dvou
nebo tfech minutach spoleéné zapisi své odpovédi na tabuli nebo soutézi, ktera
skupina nasla nejvic polozek. [5]

Priklady:

... které jsou obdélnikové?

... které je mozné rozdélit na sedm shodnych ¢ésti?

... které jsou mensi nez nula?

... které maji tvar kosoctverce?

Zasadnim momentem je opét zdvéreéné vyhodnoceni. Zaci musi argumen-
tovat, proc¢ jejich feSeni plati, ostatni se snazi v jejich argumentaci najit slaba
mista.

6 NEOBVYKLY POHLED

Hraje se obdobné jako predchozi hra. Je mozné ji zaradit napt. jako vstupni ak-
tivitu pfi stereometrii. Rozviji predstavivost zakt, prostorové vnimani, mentalni
operace s konkrétnimi objekty.

Ucitel nakresli nékteré bézné objekty z neobvyklého pohledu. Ukolem zakt
je objekty urcit, vysvétlit svou interpretaci, zaroven pripustit i dalsi mozna vy-

svétleni. [5]
@ - 4

Obr. 2: Neobvykly pohled

Predstavili jsme nékolik moznosti, jak v hodindch matematiky rozvijet ko-
munikaci, a jak tyto aktivity vyuzit jako diagnosticky néastroj. Upozornili jsme
na nékolik moznosti, jak je v hodinach organizovat, i na pfinos, ktery pro zaky
maji. Existuje mnozstvi aktivit, které lze ke stejnym cilim vyuzit. Doufame, ze
tento prispévek bude inspiraci pro hledani dalsich.
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MALA JACHTARSKA ULOHA

Jana Vysoka

Abstrakt

Zameérem tohoto clanku je popsat jednoduchou tulohu, v niZ se pokusime vytvorit ma-
tematicky model navigace ndmorni jachty na volném mofi, kterd sméruje k urcenému
pevnému cili. Budeme hledat postup, jak zjistit startovni uhel tak, aby cesta jachty byla
nejrychlejsi. Zameérime se na situact, kdy se jachta bude nucena pohybovat neustdle
v protivétru.

1 Uvopb

Tato tloha je urcena jako motivac¢ni tiloha pro studenty sttednich skol. Jeji zadani
je prosté. Na volném mofi je stanoveno startovni misto a cil, ktery je umistén
tak, Ze proti cesté jachty ve sméru od startu fouka vitr. Ukolem studentt je najit
trasu jachty tak, aby jeji cesta k cili byla co nejrychlejsi. Nebudeme uvazovat
vlivy proudti ¢i vétrnych stind za ostrovy a nebudeme zapocitavat casové ztraty
vzniklé otockami lodi pfi zméné sméru jizdy. Budeme predpokladat, ze vitr fouka
stéle stejnym smérem a stejnou silou. Ulohu budeme fesit v poloroviné uréené
startem a cilem.

2 JAKYM SMEREM VYRAZIT?

V tvodu pfipomeneme znamy fakt, ze jachta se nemiize vydat ve sméru, ktery
je v tthlovém vyseku smérem od lodi proti sméru vétru o velikosti pfiblizné 70°.
Jachta by se v protivétru nemohla v tomto prostoru pohybovat viz obr. 1.

Obr. 1
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kterym bude jachta startovat. Tato veli¢ina bude mit vyrazny vliv na to, jakou
rychlosti se bude jachta pohybovat. Kazda jachta ma vlastni vyrobni parametry,
které mohou byt u lodi totozného typu odlisné, a tak dvé stejné jachty mohou
mit rizné jizdni vlastnosti napf. stoupavost ¢i rychlost jizdy pod jistym thlem.
Predpokladejme, Ze pomineme i tento fakt a rychlost jachty bude pfi libovolné
zvoleném vhodném thlu konstantni. Otazka tedy bude znit takto: Jakym zpu-
sobem lze naplanovat trasu jachty k uréenému cili tak, aby doplula k cili v co
nejkratsim case za stale konstantnich podminek.

3 PLANOVANI TRASY

Predpokladejme, Ze pas, ve kterém se jachta pohybuje od startu k cili, ma kon-
stantni §ifku, v naSem piikladé jsme jeji velikost stanovili na 32 Nm (ndmoifnich
mil). Necht je cil umistén takovym zpisobem, Ze jachta k nému nedojede pfimou
cestou bez otocky. Zvolme na zacatku pevné startovni thel, oznacme jej § a pie-
myslejme, jaké moznosti vybéru trasy pro jachtu pfipadaji v ivahu. Nabizeji se
nasledujici alternativy viz obr. 2.

Obr. 2

Z uvedenych obrazkt je patrné, jakym zptisobem muzeme uvazovat o kon-
strukci trasy. Vypoctem souhrnnych délek tras v uvazovanych pripadech zjistime
prekvapivy vysledek. Celkova délka obou tras je totozna a tedy nezalezi na tom,
kolik otoéek udélame (po kazdé otocce jachta vyrazi opét pod thlem [3). Z jakého
divodu je celkova délka zvolenych tras totozna? Studenti si zde mohou osvézit
latku vztahujici se k vlastnostem pravouhlého trojihelnika.
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4 JAK URCIT IDEALNI UHEL?

Uvazujme nyni, ze rychlost lodi se bude ménit v zavislosti na velikosti thlu
urceného smérem protivétru a kurzem lodi. Z praxe lze vypozorovat, ze rychlost
lodi mezi meznim thlem a thlem 3 = 90° nejdfive nartista a pak zacne klesat.
Tuto zavislost muzeme pro naSe Gvahy popsat rozumnou volbou jednoduché
funkce, ktera by vystihovala rychlost jachty vzhledem k volbé startovniho thlu.
V nasem piipadé jsme zvolili kvadratickou funkci s predpisem

194

__ 2 52, 194
f(B) = ﬂ+45ﬁ 9

225
Koeficienty kvadratické funkce jsme ziskali pomoci odhadu pocate¢nich podmi-
nek. Ve skutecnosti neni problémem zjistit data empiricky. Protoze sledujeme
myslenku zptisobu nalezeni nejvhodnéjsi volby startovaciho thlu, neni pfesné
volba funkce zasadné dutlezita. Nésledujici graf na obr. 3 pfedstavuje zavislost
délky trasy jachty méfenou v namornich milich na volbé startovaciho tthlu ve
tvaru s(8) = 32/(cos 3). Na obr. 4 je popsana zavislost rychlosti na volbé star-

tovaciho thlu a obr. 5 jiz znazornuje zavislost ¢asu na hodnoté startovaciho
ahlu.

Trasa Rychlost
140,00 - 18,00
120,00 + 16,00 7
B 14,00 1
E 0 - /
£ 100,0 % e
g 8000 ¢ Z 1000 1
g =
& 6000 | = 8001
| 40,00 —Tsa 3 600 ——Rychlost
2 : & a00
20,00 f 2,00 4
0,00 0.00 \ S
35 39 43 47 51 S5 59 63 67 71 75 35 39 43 47 51 55 50 63 67 71 75
Uhel betave stupnich Uhel beta ve stupnich
Obr. 3 Obr. 4
Cas
9,00 -
8,00
7.00 +
5,00
o 500 1
-]
£ 4,00 +
3,00 — g

2,00 +
1,00 +
0,00 +
35 39 43 47 51 55 59 63 67 71 75

Uhel beta ve stupnich

Obr. 5



254 Jana Vysoka

Tab. 1

Beta | Trasa | Rychlost | Cas Beta | Trasa | Rychlost | Cas
[°] [Nm] | [Nm/hod] | [hod] [°] [Nm] | [Nm/hod] | [hod]
35 39,06 8,00 4,88 57 58,75 15,43 3,81
37 40,07 9,03 4,44 59 62,13 15,68 3,96
39 41,18 9,99 4,12 61 66,01 15,86 4,16
41 | 42,40 | 10,88 | 3,90 63 | 70,49 | 15,96 | 4,42
43 43,75 11,70 3,74 65 75,72 16,00 4,73
45 | 45,25 | 12,44 | 3,64 67 | 81,90 | 1596 | 5,13
47 46,92 13,72 3,58 69 89,29 15,86 5,63
49 48,78 13,72 3,55 71 98,29 15,68 6,27
51 50,85 14,26 3,57 73 109,45 15,43 7,09
53 | 53,17 | 14,72 | 3,61 75 | 12364 | 15,11 | 8,18
5 | 55,9] 1511 | 3,69 1 Nm =1852 m (pfesné)

Z grafuna obr. 5 a z tab. 1 pak vyplyva, ze za danych podminek je nejrychlejsi
se vydat ve sméru pod thlem 8 = 49° (jedna se o pfibliznou hodnotu minima),
pfi¢emz danou trasu jachta zdola za 3,55 hodiny.

Obr. 6 je ukazkou vysledné trasy jachty v daném terénu.
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5 ZAVER

Resenim této motivaéni tlohy si studenti zopakuji nékteré tiseky matematiky
a fyziky. Zajimavy mize byt prekvapivy moment zjisténi faktu, ze celkova dréaha
jachty k cili nezavisi na poctu otocek a je stale konstantni. Tato tloha by se
mohla zafadit k zajimavym pfikladim z teorie limitniho poc¢tu. Vyhybali jsme
se zde zdmérné vypocftu minima pomoci diferencidlniho poc¢tu, aby byla tloha
srozumitelnd i pro studenty nizsich ro¢nikt. Dané téma lze rozsifit do vice di-
menzi, budeme-li brat v tivahu zménu danych podminek ¢ uvazovat prekazky
jachty v cesté v podobé pevniny ¢i jinych lodi a vypracovat model, na jehoz
zakladé by se ze vstupnich dat stanovila nejidealnéjsi trasa pro jachtu. Zavérem
nutno dodat, ze sebelepsi model nenahradi rutinu a cit zkuSenych namoiniki,
kteti dokazi dokonale odhadnout situaci na zédkladé okolnich aktuélnich podmi-
nek.
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UTVARY V POHYBU

Vaclav Zemek

Abstrakt

Role matematika a pocitace v ruznyjch fazich veseni wloh. VyuZiti programi GeoGebra
a Derive pri grafickém a pocetnim resent ulohy o spolecnych tecndch kuZelosecek.

1 Uvopb

V tomto ptispévku uvadim feseni prvni tlohy z vystoupeni na konferenci. Uka-
zuje, jak pohybem tecen v prostiedi dynamické geometrie lze graficky resit illohu
o spoleénych tecnach kuzelosecek. Numerické reseni pak vychazi z konstrukéniho
postupu.

2 ULOHA O SPOLECNYCH TEGNACH KUZELOSECEK

2.1 ZADANi ULOHY

Urcete spolecné tecny kuzelosecek, které jsou dany rovnicemi:

(y—2)*=2(x - 3).

©|5“3,\j

2
+2 =1

2.2 RESEN{ ULOHY

Reseni tlohy je zapsano formou fiktivniho dialogu mezi matematikem a pocita-
cem.

Matematik: K tloze si nejdiive udélam obrazek kuzelosecek. Z rovnic je jasné,
Ze jde o elipsu a parabolu.

Pocita¢: Obrazky budu mit hned. Jen napis rovnice tfeba do vstupniho fadku
programu GeoGebra.

Matematik: K sestrojeni tecny v libovolném bodé elipsy potfebuji také oh-
niska. Ty na obrazku nevidim. Vypoé&itdm excentricitu e = v9 — 4 = v/5 a oh-
niska pridam do obrazku. Pak zvolim na elipse libovolny bod T a sestrojim v ném
tec¢nu jako osu vnéjsiho thlu pravodica.

Pocita¢: Vsechny potrebné nastroje mam k dispozici. Pro jistotu pohybuj
bodem T po elipse a sleduj, zda osa je stale tec¢nou elipsy.
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Matematik: K parabole musim nejdfive z rovnice urcit soufadnice vrcholu,
ohniska a rovnici fidici pfimky. Pak uz jen privodice libovolného bodu paraboly
a jeji teCna je na svéteé.

Obr. 1: Hledéani spolecnych tecen v GeoGebie

Matematik: Zvolit dotykové body tak, aby se obé tecny kryly, to by se mi na
papiru hned tak nepodafilo.

Pocita¢. Mam radu. Pfi zménach poloh dotykovych boda kontroluj také al-
gebraické okno programu. Az budou rovnice tefen ekvivalentni, mas vyhrano.
Koeficienty rovnic jsou sice jen priblizné hodnoty, s odmocninami tento program
nepocita, ale proti grafickému feseni na papiru. ..

Obr. 2: Spole¢na tecna v GeoGebie
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Matematik: Prvni spolecné tecna je nalezena. V algebraickém okné ¢tu jeji
rovnici y = 0,362 + 2,27. Te¢ny budou celkem ¢tyfi. Jen jednu bych sestrojil
snadno i bez pocitace. Tu, kterd prochéazi vrcholy kuzelosecek. Jeji rovnice je
r = 3.

Kromé trividlniho pfipadu vrcholové teény mi grafické feSeni prineslo jen
priblizné hodnoty koeficientd rovnic tecen. Zkusim jesté algebraickou cestu. Tam
se mozna bez pocitace obejdu. Kromé tecny, kterd ma rovnici x = 3, jsou ostatni
riznobézné s osou z. Rovnici tudiz mohu psat ve smérnicovém tvaru y = kx +q.
Sestavim dvé soustavy rovnic — v prvni bude rovnice elipsy a pfimky, ve druhé
paraboly a primky. Hledam takové hodnoty koeficientt k, ¢, pro které je feseni
kazdé soustavy pravé jedno.

Pocita¢: Opravdu chces ruéné resit dvé soustavy rovnic. Nabizim program
Derive.

Matematik: Nejdiive feSime soustavu rovnic elipsy a pfimky. Dosazenim z li-
nearni rovnice do kvadratické dostaneme rovnici s neznamou z. Diskriminant
této rovnice je roven nule. Stejny postup zvolime i pro soustavu rovnic paraboly
a primky. Soustavou rovnic s diskriminanty ziskame hledané koeficienty k, g, pro
které jsou primky tecnami obou kuzelosecek. Bylo by to opravdu dosti pracné.

Pocitac: V programu Derive je to hned. ..

Dosadime z rowvnice piimky do rovnice elipsy a vyjadfime neznamou x.

2 2
x (kex + q)

] 4

"
-

2 2 22
3.(2:J(9k - q +4) - 3keq) 3024 /(9:k =g +4) =+ 3ekeq)
X = V==

2 2
9.k +4 9k + 4
Zapiieme diskriminant kvadratické rownice.

2 2
d=9%k -q +4

TentyZ postup pro parabolu.
2
{y -2) =2:(x~3)
2
(ke +g=2) =2:(x = 3)

2 2
Jl=6k +2:ke(2-g)+1)+ke(2=-g)+1 JO= 6k + 2k (2 -q)+1) +ke(g=-2)-1
x = vEs -
2 H
k k

Zapiseme diskriminant kvadrat. rownice.

2
e=z-6k +2-kef2-0) 1
Resime soustawu rovnic, ve kterych diskriminanty jsou rowny nule.

[ 2 2 2
SOLVE(L - 6k + 2:ke(2 -q) +1 =0, 3k -q +4 =0l [k q])
1 J33 1 3.33

1
ety B ’
8 8 24 8 8

AgQ= +—aqg=

24 8 8

1 5 J33 1 3.3
k — k=
2 ]

[k =-0.5nqg=25, k =0.3643567769 » q = 2.279210992, k = -0.1143567769 » g = -2.029210992]

Obr. 3: Reseni v programu Derive
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Matematik: Nyni jiz mohu zapsat rovnice vsech tecen.

J33 1 3.33 1

y = [ + —-]-x + [ + —]

24 8 8 8
1 J33 1 3.33

222
8 24 8 H

Obr. 4: Vysledek z programu Derive

Viaclav Zemek

Pocitac: Kdyz je zobrazi§ v grafickém okné programu, muzes si ovérit, ze se

primky opravdu dotykaji obou kuzelosecek.

Y

Obr. 5: Grafické okno programu Derive

3 ZAVER

Opravdu je to tak. S ismévem a pocitatem jde matematikiim vSechno lip!

LITERATURA

[1] http://www.geogebra.org/cms (zde mozno program stdhnout)
[2] http://www.geogebra.org/help/docucz/index.html (podrobné interaktivni né-

povéda s priklady)



SETKAN{ UCITELU MATEMATIKY 2010 261

NEDOURCENE NEBO PREURCENE UZAVRENE ULOHY
S VYBEREM ODPOVEDI

Jaroslav Zhouf

Abstrakt

Cldnek popisuje jednu pozitivni vlastnost uzaviensch loh s viybérem odpovédi, kterd
je u otevrengch tuloh oslabena, nebo dokonce témeér merealizovatelnd. Vsechny tdvahy
v éldnku jsou doplnény ukdzkami konkrétnich uloh a jejich Tesenim.

1 Uvop

Matematické tlohy je mozné zkracené rozdélit na oteviené a uzaviené (pfes-
néjsi klasifikace je v nasledujici kapitole). V celé nasi historii se uzivaji tlohy
oteviené. V poslednich nékolika desetiletich se stale castéji pracuje také s tlo-
hami uzavienymi. Ty si ale v nasi republice probojovavaji svoji pozici pomérné
obtizné. Hlavnimi kritizovanymi slabinami jsou nemoznost sledovani myslenko-
vych pochod Zaki pfi feseni aloh, moznost zkouseni nabidnutych odpovédi (coz
neni éasto povazovano za kvalitni matematické feSeni), moznost tipovani (to ale
zase nema tak velky vliv; je tim mensi, ¢im jsou zaci matematicky zdatnéjsi,
jak popisuje napi. Ridka v [3]), moZnost opisovani (tomu se d4 lehce zabranit)
a dalsi.

Na obranu uzavienych tiloh je t¥eba uvést nap¥. jejich rychlé vyhodnocovani,
pokryti vice oblasti matematiky v jednom testu a dalsi. Za zminku také stoji
autorova zkusenost s koordinaci opravenych otevienych tiloh matematické olym-
piady. Kvili jednotnému pohledu na bodové ohodnoceni tloh opravovanych na
ruznych skolach se provadi koordinace dalsim ucitelem. Rozdil mezi bodovym
ohodnocenim stanovenym na Skole a ohodnocenim koordinatorem byva neziidka
2-3 body ze 6 moznych. Jaky je pak rozdil v tom, kdyz zak u uzaviené ulohy
s péti nabidnutymi odpovédmi tipuje s pravdépodobnosti 20 %7

O téchto uskalich vsak ¢lanek nehodld pojednéavat. Naopak poukazuje na
jednu dalsi pozitivni moznost, kterou prinaseji uzaviené tlohy.
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2 KLASIFIKACE MATEMATICKYCH ULOH

Jedno déleni dloh je na tzv. oteviené a uzaviené [4, s. 28-29].

Uzaviené tlohy se mohou délit na 4lohy s vgbérem odpovédi (tzv. multiple-
-choice), kde se vybira spravna odpovéd z nékolika nabidnutych odpovédi (chyb-
nym odpovédim se Fika distraktory), na tdlohy dichotomické, u kterych se vyza-
duje odpovéd ,,ano*, nebo ,ne“, na dlohy pritazovaci, kde jsou dény dvé skupiny
pojmi a ty se k sobé vzajemné jednoznacné prirazuji, na ulohy usporadadvaci,
v nichz se zadané hodnoty nebo pojmy maji usporadat podle zadaného pravidla.

Oteviené tilohy se mohou délit na 4lohy s rozsdhlou odpoveédi (neboli Siroce
otevren€), kde se vyZaduje podrobné FeSeni vétsinou rozséhlejsi tlohy, nebo na
tlohy se struénou odpovédi (neboli dzce oteviené ¢ polouzaviené), kde se vyza-
duje napsani pouze nékolikaslovné odpovédi a tato tloha je obtiznosti podobna
uloze uzaviené a formou feSeni tloze oteviené.

Podrobnéjsi klasifikaci tloh a jejich ukdzky lze najit v publikacich [1, s. 16-22]
a[2,s. 7-8].

Jiné mozné déleni tloh muze byt na tzv. dobie definované, nedourcené a pre-
uréené [4, s. 197].

Dobre definovanou tdlohou rozumime pro nas ¢lanek tlohu, ktera ma jed-
noznacné zadani, nemé prebytecné, nebo nedostacujici informace, jeji feSeni
je znamo. Nedourcenou tulohou rozumime ulohu, v niZz neni dostatek udaju,
aby mohla byt feSena bez dodatecnych informaci. Preurcenou dlohou rozumime
tlohu, v niz je prebytek udaji, ¢imz muze vzniknout rozpor mezi nékterymi
z nich.

TakzZe si to shrime: Nejcastéji se ve Skole fesi tlohy, které maji pravé jen
takové udaje v zadani, které se vSechny pri feseni vyuziji. Vysledek je pak také
piadé, se objevuji tlohy, které maji nékolik feSeni. I tam se ale ne tak casto
objevuji tlohy, které jsou vyjadfeny pomoci néjakého parametru. Parametr se
ve vysledku objevuje tam, kde je v zadani méné informaci. Také se témér nese-
tkdme s tlohami, kde jsou dané informace v rozporu, takze tiloha nemd reSeni.
U uzavienych uloh s vybérem odpovédi mohou ale néjaké informace v zadani
chybét, nebo prebyvat, a presto muze byt feSeni jednoznacné — jednoznacné ale
pouze z pohledu uzaviené tlohy, z pohledu oteviené tlohy je stile nejednoznacné,
nebo je uloha nefesitelna.

3 NEDOURCENE A PREURCENE UZAVRENE ULOHY

Vyse popsanou situaci si osvétlime na tfech nasledujicich uzavienych tlohach
s vybérem odpovédi [4, s. 197-199).

Prvni z aloh je takova, v jejimz zadani se informace nedostéavaji, neboli je
nedourcena.
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Navrzena uloha pro Matematického klokana v roce 2008

Rytir miZe useknout drakovi jednu, dvé nebo tri hlavy jednim mduvnutim mece.
Kdyz usekne jednu hlavu, narostou hned drakovi ctyri nové. Kdyz mu usekne dvé
hlavy, narostou mu hned dvé nové. Kdyz mu usekne tri hlavy, Zddnd novd hlava
mu nenaroste. Kolik hlav mel drak na zacdatku, kdyz v jednom okamZziku boje mel
25 hlav?

(A) 3 (B) 5 (C) 7 (D) 9 (E) 11

Resime-li tuto dlohu, pouzijeme Gvahu, e pii useknuti jedné, dvou, nebo
tfi hlav a po naristu novych se jejich pocet zméni o tii, nebo zlustane stejny.
Meél-li drak v jednom okamziku 25 hlav, tj. pocet, ktery po déleni tfemi dava
zbytek 1, musel mit na zacatku také pocet hlav, ktery po déleni tfemi dava zby-
tek 1. V 1loze neni ale dostatek informaci, které dovoluji urcit pfesny pocatecni
stav. Uzaviend tloha vSak dovoluje fesit i takovéto situace, nebotf nedostatek
informaci je vykompenzovan nabidnutymi odpovédmi, mezi nimiz je jen jediné
¢islo, které po déleni tfemi dava zbytek 1. V pfipadé uzavieného problému lze
téz zkouset, zda se napf. od situace se tfemi (péti, sedmi, ...) hlavami miZeme
dostat podle uvedenych pravidel k poctu 25 hlav. Uzavieny problém lze tedy
FeSit i s nedostatkem pocatec¢nich informaci, otevieny problém ale jednoznacné
fesit nelze. V otevieném problému se musi polozit otdzka jinak, napi.: ,Kolik
hlav mohl mit drak na zacatku, ...“ To uz je ale tloha s nekoneénym poctem
feSeni a TeSeni je treba vyjadfit pomoci parametru.

Tato tloha v oteviené formé je kognitivné naroc¢néjsi, takze kdyz potiebujeme
vytvorit ilohu jednodussi, Ize pouzit uzavienou formu. Takto 1ze pretvaret tlohy
napf. z matematické olympiady na pfistupné tlohy pro Sirsi spektrum zaki.

Jsou vsak autofi a ucitelé, ktefi neuznéavaji tento typ tloh. V tom pripadé
se tloha muZe téZz pouZit, musi se ale jedna odpovéd nabidnout nap¥. ve formé
,bocatec¢ni pocet hlav se neda jednoznacné urcit. Je ale jasné, ze takto vznikla
se nedaji vyzkouset hodnoty uvedené ve vSech nabidnutych odpovédich.

Druha tloha je takova, v jejimz zadani informace prebyvaji, neboli je preur-
éena.

Variace na predchozi navrzenou ulohu pro Matematického klokana
v roce 2008

Rytir miZe useknout drakovi jednu, dvé nebo tri hlavy jednim mdvnutim mece.
Kdyz usekne jednu hlavu, narostou hned drakovi ¢ty nove. Kdyz mu usekne dvé
hlavy, narostou mu hned dvé nové. Kdyz mu usekne tri hlavy, Zddnd novd hlava
mu nenaroste. V jednom okamZiku boje mél drak 15 hlav. Kolik hlav mel drak
na zacdtku, kdyz v jiném okamziku boje mel 25 hlav?

(A)3 B)5 (©)7 (D)9 (E) zadané ddaje jsou ve vzdjemném rozporu
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Jak je uvedeno u predchozi tlohy, v kazdém okamziku boje mél drak pocet
hlav, ktery po déleni tfemi dava zbytek 1. Je-li uvedeno, Ze v jednom okamziku
mél drak 15 hlav, jsou idaje v textu ve vzajemném rozporu. Tuto situaci lze fesit
nabidnutou odpovédi napf. ve tvaru ,z uvedenych tdaji nelze pocatecni pocet
hlav uréit“, lep$i nabidnutd odpovéd je ale ,zadané tdaje jsou ve vzdjemném
rozporu“.

Pridéanim nadbyte¢nych nebo rozporujicich informaci je fesitel nucen pristu-
povat k tloze spise jako k oteviené, aby provéril vSechny tidaje uvedené v textu.

Pridejme jesté jednu tlohu, kterd ma opodstatnéni své existence v uzaviené
podobé.

Uloha 3
Sbératel koupil znamky za 7 K¢ a za 11 K¢ a zaplatil 187 K¢é. Znamek za 7 K¢
bylo:

(A) 8 (B) 14 (C) 18 (D) 20 (E) 22

Ulohu mtizeme Fesit rovnici. Ozna¢me z pocet nakoupenych znamek za 7 K¢
a y pocet nakoupenych znamek za 11 K¢. Podle zadani problému plati 7z +
+ 11y = 187. Vice tdaji v zadani neni, takze rovnici nelze jednozna¢né fesit —
mé FeSeni bud x = 0, nebo x = 11, nebo z = 22. Vsechno jsou to ¢isla délitelna
jedenécti, takZze mezi nabidnutymi odpovédmi miZeme najit tu spravnou.

Podle zkuSenosti autora s feSenim otevienych tiloh s nedostatkem informaci,
zéci ¢asto najdou zkusmo jedno feSeni a prohlasi ho za celé feseni dlohy. V ta-
kovém pripadé to je rovnocenné s feSenim uzaviené tlohy, kde mohou zkouset
jednotlivé nabidnuté odpovédi.

4 ZAVER

Obsah ¢lanku se jevi jako vyznani autora, Ze upfednostiiuje v matematice uzivani
uzavienych uloh. Fakt je takovy, ze autor uznava obé formy tloh rovnocenné
s tim védomim, ze je treba rozliSovat, pro jaké ucely jsou pfipraveny. Hlavné
vSak zalezi na vhodné formulaci tlohy, a to at v té, ¢i té druhé formé. Vzdy se
miuZe ,podafit® nevhodné zformulovat uzavienou ulohu, stejné tak se ale muze
,podarit* zformulovat tlohu otevienou. A ¢lanek pravé poukazuje na to, Ze pii
vhodné formulaci nemusi byt zatracena ani jedna forma tlohy.

PODEKOVANT

Publikace ¢lanku je podpofena vyzkumnym zamérem MSM 0021620862 ,,Uci-
telska profese v ménicich se pozadavcich na vzdélavani“.
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BLENDED LEARNING VE VYUCE
DESKRIPTIVN] GEOMETRIE

Petr Zrostlik

Abstrakt

Vyuziti LMS systéemu Moodle pro blended learningovou formu vyuky deskriptivni geo-
metrie, zahrnujict klasickou vijuku v prezencénim studiu a e-learningovou podporu v pro-
stredi Moodle.

1 Uvob

Nase skola, Gymnazium Plzen, se v roce 2008 zapojila do Operacniho pro-
gramu Vzdélavani pro konkurenceschopnost. Cilem tohoto projektu je vytvoteni
e-learningové podpory pro prezenc¢ni formu vyuky ve Skole. Jednim z predméti,
kde se d& tspésné pouzit myslenka blended leasingu, nebo-li kombinace stan-
dardni vyuky s e-learningem, je pravé deskriptivni geometrie.

2 PODPORA VYUKY

P1i vyuce deskriptivni geometrie na nasi skole jsem zjistil, ze studentim déla
velké problémy samotnd pfiprava na pisemné prace, kdy se maji spolehnout jen
na svoje poznamky v sesité. Pfestoze na internetu je v soucasné dobé velké mnoz-
stvi studijnich material, byva pro studenty obtizné vybrat ty nejvhodnéjsi [1].
Proto se mi velice osvédcilo zptistupnit studentiim priklady, které se fesi primo
na hodiné. Nejdrive jsem priklady vystavoval jen na internetu, ale v rdmci feseni
projektu ESF jsem zadal vyuzivat systém LMS Moodle (LMS = Learning Ma-
nagement Systém, Moodle = Modular Object Oriented Dynamic Learning Envi-
ronment)

Student zde méa k dispozici veskery studijni material, ktery je fesen na ho-
dinach ve Skole. Ten obsahuje teoretickou i obrazovou ¢ast, ale hlavni naplni
jsou feSené priklady. Ty jsou vytvoreny ve dvou programech, které umoznuji
skrokovat“ samotnou konstrukci, nebot statické ,obrazky* maji jiz studenti ve
svych seSitech. Student si tak velice snadno muze projit jednotlivé konstrukce,
které ma vyteseny v seSité z hodiny, pripadné si doplnit vyklad, o ktery prisel
napiiklad z divodu nemoci.
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Obr. 2: Vyuziti programu Cabri geometrie

Jednim z programt umoznujici rozfazovani konstrukce je software Cabri ge-

ometrie [2].

Vétsina konstrukci je fesena v programu Deskriptivni geometrie — Plavja-
nik [3], jehoz demo si mohou studenti stadhnout na internetu, pfipadné si koupit
za symbolickou cenu plnou verzi.
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Obr. 3: Moznost ,krokovani“ konstrukce

3 ZAVER

Neékdo by mohl Fici, ze tim padem staci jen e-learningové prostiedi, z kterého si
student nastuduje vse sém. Bohuzel vS§ak musim z vlastni zkusenosti konstatovat,
ze zvlasté u vyuky deskriptivni geometrie je tento zpisob vyuky nedostacujici,
a je tfeba ho brat jen jako doplnék samotného vzdélavani ve skole, a to je vliastné
podstata blended learningu. Pfimé komunikace s ucitelem v rdmci béznych pre-

zen¢nich hodin totiz zahrnuje mnozstvi faktort, které nelze objektivné vyjadiit.
A tyto faktory pravé velmi efektivné podporuji proces uéeni [4].
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ZAKLADY STATISTIKY PRO BIOLOGY
(STATISTIKA BEZ VZORECKU?)

Karel Zvara

Abstrakt
Pri vyjuce statistiky prirodovédcum odpadl jeden ze dvou duvodi uzZivani vzorecki. Vy-

pocetni tvar lze pominout, ale pri vykladu myslenek, principi, je zpravidla potrebujeme.

1 O CEM CHCI HOVORIT
... mnohdy vznikd dojem, Ze ve statistice je podstatné pocitani.

Je tomu prdve naopak. ...jsme jiZ v situact, kdy muZeme prenechat
poditdni pocitacum. T. Havranek (1993) [1]
Statistiku potfebuji mnozi, biologové, demografové, geografové, ... Souvisi vy-

uka statistiky s matematikou, kdyZ vypocetni dfinu mohou pfevzit pocitace?
Statisticky program umi spustit, nakrmit daty a vysledek vytisknout kdekdo.
Umi kdekdo také vysledek interpretovat? Studenti vidi ve statistice matema-
tiku, mnohé to po maturité dési. Musi se ucit vzorecky, kdyz je k vypoctim
nepotiebuji?

2 POHLED ZPATKY

Svoje biology jsme prevzal po dr. Josifkovi nékdy v poloviné sedmdesatych let.
Pouzivali jsme jeho skripta [2], pfi jejichz pfipravé se uplatnila katedralni vy-
poctatka svymi ruc¢né do strojopisu doplnénymi vzorecky. Ty mivaly nékolik
variant: z nékterych byl patrny smysl pocitané charakteristiky, jiné byly vhodné
pro vlastni vypocet. Prikladem muze byt vybérovy rozptyl

2
1 n 1 [
(X k()

S nastupem osobnich pocitact se situace zménila, jak o tom svédci tivodni citat.
Nakladatelstvi Karolinum mi vydalo knizku [7], v niz vedle obojich vzorecku

1
s? = Z(zz —z)°, s? =

n—1 4%
=1
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mohly byt nejen knizni priklady spocitatelné tuzkou na papife, ale také rozsahly
datovy soubor vyuzivajici diplomovou praci, kterou jsem konzultoval.

Nezustal jsem ve spanilé jizdé mezi ptfirodovédce sam, dr. Zichova se snazi
vzdélavat chemiky. Je ve vyhodé, protoze ti maji povinnou prednasku z kalkulu
(diferencidlni pocet jedné a dvou proménnych, integralni pocet, obyéejné dife-
rencialni rovnice prvniho fadu, zdklady linedrni algebry). Vysvétluje principy
statistiky [4, 6] a soucasné dava k disposici podrobny navod, jak s konkrétnim
programovym vybavenim dojit k relevantnim statistickym zavérim [5]. Kromé
feSenych prikladt zpracovani dat formou komentovanych vystupd z programu
NCSS jeji skripta obsahuji struény vyklad teorie obsahujici u vétSiny probiranych
metod vzorecky. Jsou to takové vztahy, které by student se zminénymi matema-
tickymi zaklady mél byt schopen pochopit a v pfipadé potieby provést prislusné
vypocty napiiklad v Excelu, pokud by nemél k dispozici statisticky software.

Na prednaskach dr. Zichova prezentuje a rozebira ty vzorce, které maji zietel-
nou interpretaci a je mozné na nich vylozit myslenku probirané metody: napfi-
klad testové statistiky, které méri vzdalenost odhadu parametru od jeho hypote-
tické hodnoty, nebo formule pro euklidovskou (nejkratsi cesta) a manhattanskou
(cesta po pravouhlé siti) vzdalenost dvou bodl v roviné jako vychozi pojmy
pro teorii méfeni vzdalenosti objekti a skupin ve shlukové analyze. Cilem je
tedy pripravit studenty na feSeni vyjmenovanych tloh pomoci jednoho ¢i dvou
konkrétnich programi.

U mych biologu je situace ponékud jina. Po dohodé s biology se jako ,matfy-
zak* snazim vstipit studenttim zaklady statistického uvazovani, které jim ukazuji
prostfednictvim nejcastéji pouzivanych jednoduchych modeld. Kucharky zamé-
fené na konkrétni ¢asti biologie pak vyucuji biologové sami. Mam k disposici
jeden semestr s dvouhodinovou prednaskou a dvouhodinovym cvicenim. Pred-
naska se drzi pfedem zverejnénych vice nez dvou set slajdi, které jsou jeji osno-
vou. Kli¢ové pojmy, jejich souvislosti, grafy tedy mohou studenti mit vytisténé,
na prednésce stac¢i jen doplnovat komentare. Datovy projektor a knihovna Te-

v

umozni vedle ukazkovych vypocta také simulovat fungovani nahody.

3 DNESNi PROBLEMY

Na rozdil od drivéjska uz nemohu predpokladat, ze moji prednasce predchazi
kurz matematiky, po jehoz absolvovani studenti naptriklad uméji vysSetfit pru-
béh funkce. Nemohu ukazovat, jak se odvodi vzorecky pro odhad koeficienti re-
gresni prfimky nebo jak se najde maximalné vérohodny odhad pravdépodobnosti
dominantni alely pii testovani Hardyovy-Weinbergovy rovnovahy. P pocitani
stfedni hodnoty se musim omezit na diskrétni rozdéleni, protoze integral mnohé
doslova dési. Je to jesté horsi, mnozi studenti odmitaji premyslet, v anketé se
objevil nazor, ze u studenti biologie nemam pravo pozadovat logické mysleni.
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Nékterym déla potiz rozlisit mezi ekvivalenci dvou vyroki a implikaci mezi nimi,
problémy byvaji se smérnicovou rovnici ptimky. Najdou se taci, ktefi nezvladaji
avahy typu trojclenky. Tim spi§ mne nepfekvapuji neznalosti v zdkladech kom-
binatoriky, bez niz se v pravdépodobnosti nemiizeme obejit.

4 Co0 JE VE VYUCE STATISTIKY PRO PRIRODOVEDCE PODSTATNE
4.1 MODEL

Je tieba si uvédomit rozdil mezi ns obklopujici skutecnosti (daty) a jejim ma-
tematizovanym obrazem. Pripustit, Ze vétsina konkrétnich aplikaci matematiky
pracuje jen se zjednodusenym modelem skuteCnosti, ktery vyjadiuje jen nékteré
jeji rysy a to jen do urcité miry. Mélo by jit o méritelné zobrazeni z modelu do
reality. Dobra turistickd mapa mi pomuze dojit z Jizerky na Jizeru, ale nedokéaze
urcit misto, kde jsem na té cesté ztratil ¢epici. Mapa tedy zobrazi jen néco ze
skutecnosti. Kdyz kopac vykope zaklady domku za 50 hodin, nemusi byt pravda,
ze 50 - 60 = 3 000 stejné dobrych kopact to zvladne za jednu minutu. Dobry mo-
del nemusi byt absolutné priléhavy, zvlasté, kdyz se snazime prejit k extrémnim
polohdm, jak matematici radi éini. Pfesto je model, af uz mapa nebo trojélenka,
uziteény. Na spoustu otazek odpovi spravné, jen je tfeba vedle naucenych po-
stupt pouzit to, cemu muj maturitni kantor matematiky fikal selsky rozum, tedy
samostatné kriticke myslent.

4.2 POPULACE A VYBER

Jakmile chceme ze statistickych daji néco vyvozovat a nezistavat jen u po-
pisu, v klasické statistice potfebujeme predstavu zaloZzenou na rozliSovani zd-
kladniho souboru ¢i populace na jedné strané a vybéru ze zékladniho souboru
(populace) na strané druhé. D4 hodné prace piesvédéit studenty, Ze je tieba roz-
lisSovat relativni cetnost Sestek v posloupnosti sta nezavislych hodt hraci kostkou
od pravdépodobnosti, ze v daném hodu hraci kostkou padne Sestka. Pokud méa
byt zminéna pravdépodobnost vlastnosti oné hraci kostky, méla by se uplatnit
stejné, at uz kostkou hézi Zuzana nebo Tomds. Jenze TomaSovi padla Sestka
dvacetkrat, kdezto Zuzané na stejné kostce jen patnactkrat. To vSak nemusi
znamenat, ze jeden z nich fixloval, pouze se projevil nahodny charakter pokusu.
Pritom zminénd pravdépodobnost, ozna¢me ji m, je obéma sériim hodu spolec-
na. A nemusi to byt zrovna jedna Sestina, jak vzdycky na muj dotaz odpovidaji
studenti. Tomasiv odhad pravdépodobnosti w bude 20 %, Zuzanin jen 15 %.
Kdyby Tomas svoji stovku hodt zopakoval, nejspis bude pocet Sestek trochu
jiny, podobné u Zuzany. A¢ jsou to nahodnd zjisténi, pfece jen zminéné ¢etnosti
dokazi o neznamé pravdépodobnosti vypovidat. Tomasovych dvacet Sestek zna-
mené, ze s 95% spolehlivosti je neznamé pravdépodobnost nékde v intervalu
(12,7 %;29,2 %), u Zuzany je onim 95% intervalem spolehlivosti pro 7 interval
(8,6 %;23,5 %).
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Jesté obtiznéji ziskavaji studenti pfedstavu o intervalu spolehlivosti pro
stfedni hodnotu ndhodného vybéru z normélniho rozdéleni. Nejprve si vysvét-
lujeme modelovou predstavu o normalnim rozdéleni vysky nahodné vybraného
desetiletého chlapce. Musi to byt jen priblizny model, vzdyt z pfedstavy o nor-
malnim rozdéleni vysky nutné plyne, Ze s kladnou pravdépodobnosti méa takovy
hoch zdpornou vysku! Pfesto je zminéna predstava funkéni. Stfedni hodnotu u
ztotoznime s populacnim primeérem, tedy s priumérnou vyskou spocitanou pro
celou populaci desetiletych hochti. Populaéni priimeér si ovsem jen predstavujeme,
prakticky jej nemtzeme znat. Z vlastnosti vybérového pruméru lze odvodit in-
terval spolehlivosti pro popula¢ni primeér pu, totiz

= Sx - Sx
Jif_tnf 9 7‘( =

kde Sx je vybérova smeérodatnd odchylka (odhad populaéni smérodatné od-
chylky) a t,,-1(0,975) je pfislusny kvantil Studentova ¢-rozdéleni.

. tn1(0,975)> .

Ptiznadm se, Ze v tomto tvaru vzorecek nevyzaduji, sta¢i mi jeho slovni vyja-
dfeni: Ze ve stfedu oné tsecky je bodovy odhad, tedy pramér zjistény z vysek n
nahodné vybranych desetiletych hochti. Dale Ze délka intervalu zavisi na soucinu
stredni chyby priméru Sx/v/n a kvantilu. Pozadovana spolehlivost se uplatni
v kvantilu (vétsi spolehlivost vyzaduje vétsi hodnotu kvantilu), rozsah vybéru n
se projevi pfedevsim ve stfedni chybé. Kdybychom méli ¢tyinasobné velky roz-
sah vybéru n, budeme ocekavat zhruba polovi¢ni stfedni chybu praméru, tedy
jen zhruba polovic¢ni délku intervalu. Takto nejen slovy popisuji nahotfe uvedeny
vztah, soucasné uvadim dulezité vlastnosti onoho intervalu, které jsou podstatné
pro jeho interpretaci. Samotny vypocet za nas udéla otrok pocitac, k vypoctu
tedy studenti vzorec nepotfebuji. Kdyz vzorec nevyzaduji, vyhnu se ndmitkdm
studentl o tom, Ze pfece napsali vzorecek skoro dobie (ale zapomnéli napsat
odmocninu, jenom zaménili Gitatele a jmenovatele zlomku apod.).

Dilezita je predevsim interpretace intervalu spolehlivosti, co ndm o vyskach
desetiletych hochi fika. Vypovida o spolecné vlastnosti vsech desetiletych hochi,
nefika nic konkrétniho o jednom, péti ¢i patnacti z nich. Je to interval ndhodnée
umistény na realné primce, dokonce interval ndhodné délky, ale takovy, Ze s poza-
dovanou spolehlivosti (pravdépodobnosti) prekrgvd nezndmou konstantu p cha-
panou jako populacni priumér. D4 hodné prace vymytit falesné predstavy sitici se
mezi studenty jak virova epidemie, Ze je to interval obsahujici 95 % pozorovéni,
ze s 95% pravdépodobnosti tam padne vyska ndhodné vybraného desetiletého
hocha nebo Ze je to interval obsahujici s 95% pravdépodobnosti vybérovy pri-
mér. Existuje samoziejmé i Cetnostni interpretace intervalu spolehlivosti. Kdyz
jej budeme pocitat na zakladé vzdy novych dat (vybéri) znovu a znovu, pak
zhruba v péti pfipadech ze sta ndm interval utece tak, ze popula¢ni pramér p
zistane nékde mimo néj.
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5 KAZDODENNI ZIVOT

Pied ¢tyfmi roky mél dr. Saxl péknou pfednasku [3] o historii pravdépodob-
nosti a také o pravdépodobnosti v kazdodennim zivoté. Zminil se o jedné z méla
zivotnich jistot — o smrti. Ta jej uz bohuzel dostihla. Souhlasim s jeho predstavou
budovat pravdépodobnostni (dodédvam a statistické) mysleni uz od malicka, ale
soucasné vidim mnoha tskali.

5.1 PRAVDEPODOBNOST
Kdyz pocitame pravdépodobnost podle jeji klasické definice, tedy jako pomér
mezi poctem priznivych a poctem moznych elementarnich jevi, vzdy musime pa-
matovat, ze tento postup méa smysl jen kdyz jsou ony mozné vysledky v néjakém
rozumném smyslu opravdu symetrické a tudiz stejné pravdépodobné. Uz ta ob-
ligatni hraci kostka nemusi mit tézisté presné uprostied, nemusi mit dostatecné
symetricky tvar zaoblené krychle. Nesmyslné jsou podle mne ulohy typu: Na fi-
losofickou fakultu se vloni hlasilo k bakalaiskému studiu 8 718 uchazeci, ptijato
bylo 2078 uchazectd, v pfipadé farmaceutické fakulty to bylo 250 uchazect, pfi-
jato bylo 167 z nich. Jak se lisi pravdépodobnost prijeti Michala, ktery se hlasi
na filosofii a jeho spoluzaka Zdenka, ktery chce byt lékarnikem? Kde je psano,
ze se prijima zcela ndhodné, ze vSichni uchazeci maji stejnou Sanci piijeti ke
studiu? Ze by nezaleZelo na stfedoskolském prospéchu, na vysledku pisemné &
astni ¢asti prijimaci zkousky?

Myslim, ze takové realitu jen méalo reflektujici priklady k dobrému pravdeé-
podobnostnimu ¢i statistickému uvazovani neptispéji. Pokud pfi formulaci alohy
pouzijeme velké zjednoduseni, méli bychom to oteviené priznat.

5.2  STATISTIKA

Statistika, zvlasté pak popisna statistka, je kazdodennimu zivotu bliz nez pravdé-
podobnost. Na rozdil od pravdépodobnosti pracuje statistika také s redlnymi
daty a ne jen se zjednoduSenymi modely. Popisné statistika umozni vydobyt
z dat podstatnou informaci. Vzorecky, tfeba ten, ktery definuje primeér, jsou uzi-
tecné k vysvétleni podstaty pojmi, i kdyz se pti skutecnych vypoctech ne vzdy
v onom jednoduchém tvaru pouzivaji. Ale uz formélni zapis definice medidnu je
nad sily mnoha studenti, slovni vyjadfeni vystihujici zakladni myslenku pova-
nizsich a polovinu vyssich 1ze snad vysvétlit kazdému, i kdyz je pri tom potiz
s nerovnostmi ostrymi a neostrymi. Pak lze vysvétlit i devaty decil, ktery oddeéli
desetinu osob s nejvyssimi prijmy od ostatnich. Pritom skutecné vlastnosti me-
didnu mnozi pfipisuji priméru — a sdélovaci prostiedky takovou predstavu jesté
podporuji. Jisté se kazdy z nas setkal s hlasitym podivem nad tvrzenim, ze Sede-
sat ¢i sedmdesat procent prijmi je podprumérnych. Kdyby si tak pochybovaci
uvédomili, Ze skoro vSichni maji nadprimérny pocet rukou!
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Pokud chceme pomoci statistiky néco dokazovat, coz je nejen v piirodnich
védach na dennim pofddku, musime piejit se ke statistice induktivni (konfir-
macni), kde se podobné jako v pravdépodobnosti bez zjednodusujictho modelu
neobejdeme. V klasické statistice pak jednotlivym modelovym pojmim odpovi-
daji jejich vybérové protéjsky, které nesmime navzajem zaménovat. Skute¢nému
podilu kuraka mezi dospélymi muZi odpovida procento kuraki zjisténé ve vzorku
populace muzi. Pravdépodobnosti, ze ndhodné vybrana osoba je kuiak, odpo-
vida relativni ¢etnost kurdkt v prislusném vybéru.

Pripada mi, ze ve statistice uz nejsme na pidé matematiky, ta jen poskytuje
prostiedky, které pouzivame. Cini tak podobné jako fyzika, kdyz popisuje vatah
mezi napétim, proudem a odporem v elektrickém obvodu.

6 ZAVER

Vzorecktim podle mého nézoru neodzvonilo, i kdyz je k vlastnim vypoctt stu-
denti zpravidla nepotiebuji. Méli bychom jimi Setfit a ponechat je jen pro stru¢ny

vvvvvv

vyjadfovat, jeho interpretace.
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ldostal@kfi.zcu.cz

306 14 Plzen

Drabek Pavel
KMA FAV ZCU v Plzni

Univerzitni 8

pdrabek@kma.zcu.cz

306 14 Plzen

Drahotsky Petr
Gymnéazium B. Némcové
Pospisilova 324

drahotsky@gybon.cz

500 03 Hradec Krélové

Dundova Jana
Stfedni primyslova skola stavebni
Resslova 2

dundova@spsstavch.cz

372 11 Ceské Budéjovice
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Dvorakova Ivana
Gymnazium Pierra de Coubertina
nam. Fr. Kfizika 860

idvorako@gymta.cz

390 01 Tabor

Fejfar Pavel
SOU nabytkafské a SOS, s. r. o.
Horska 167

Paja.Fejfar@seznam.cz

460 01 Liberec

Fialka Miloslav
Ustav matematiky, FAI UTB ve Zliné
Nad Stranémi 4511

fialka@fai.utb.cz

760 05 Zlin

Filipova Jindriska
SPS sdélovaci techniky
Panskd 3

filipova@panska.cz

110 00 Praha 1

Fortova Ilona
Nakladatelstvi Prometheus, spol. s r. o.
Cestmirova 10

fortova@prometheus-nakl.cz

140 00 Praha 4

Fuchs Eduard
Ustav matematiky a statistiky P¥F MU
Kotlarska 2

fuchs@math.muni.cz

611 37 Brno

Gazéarkové Dana,
SPS stavebni
Kudelova 8

gazarkova@spsstavbrno.cz

662 51 Brno

Girg Petr
KMA FAV ZCU
Univerzitni 22

pgirg@kma.zcu.cz

306 14 Plzen

Glozar Jifi
SPSSN Teiresids, Masarykova univerzita
Rehoiova 20

glozar@gmail.com

618 00 Brno

Hasek Roman

hasek@pf.jcu.cz

Jihoé&eska univerzita v C. Budéjovicich, Pedagogicka fakulta

Jeronymova 10

371 15 Ceské Budéjovice

Havlickova Radka
PedF UK, ZS Velké Popovice
Kunice 23

lirien@seznam.cz

251 63 Kunice

Hejny Milan
KMDM PedF UK
M. D. Rettigové 4

milan.hejny@pedf.cuni.cz

116 39 Praha 1

Herman Jifi
Gymnéazium
tr. kpt. Jarose 14

herman@jaroska.cz

658 70 Brno
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adresa

Hofmanova Hana hofmanova@post.cz
VOS a SPSD

Masna 18 110 00 Praha 1
Hospesova Alena hospes@pf.jcu.cz
Jihoé&eska univerzita v C. Budéjovicich, Pedagogické fakulta

Jeronymova 10 371 15 Ceské Budéjovice
Hricz Miroslav miroslav.hriczQcentrum.cz
Zakladni skola

Taborska 45/421 140 00 Praha 4

Hruba Miluse hruba@gymjev.cz
Gymnéazium, Jevicko

A. K. Vitaka 452 569 43 Jevicko

Hruby Dag hruby@gymjev.cz
Gymnéazium, Jevicko

A. K. Vitaka 452 569 43 Jevicko
Hudcova Milada hudcova@abba.cz

Vyssi odborné skola ekonomicka a zdravotnickd a Stifedni skola

Hybesova 53 680 01 Boskovice
Hudcovska Jarmila hudcovska.jarmila@sostrinec.cz
Soukrom3 stiedni skola Ttinec

Lanska 132 739 61 Ttinec-Staré Mésto
Hyks Oldfich hyks@mokropsy.com
FD CVUT, Ustav aplikované matematiky

Na Florenci 25 110 00 Praha 1
Hyksovd Magdalena hyksova@fd.cvut.cz
Ustav aplikované matematiky

Na Florenci 25 110 00 Praha 1
Chaloupkovéa Sylva sylva.chaloupkova@centrum.cz
7S a MS Stérboholy, Praha 10, PedF UK Praha

Ttebelice 4 391 75 Malsice
Charvatova Hana charvatova@fai.utb.cz
Ustav automatizace a Fidici techniky, FAI UTB ve Zliné

Nad Stranémi 4511 760 05 Zlin

Jarosova Martina mjarosov@math.muni.cz
Vysoka skola polytechnicka Jihlava

Tolstého 16 586 01 Jihlava

Jermar Jakub jermar@edufor.cz
Edufor s. r. o.

Piiborska 518 199 00 Praha 9
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Jirotkova Darina
KMDM PedF UK
M. D. Rettigové 4

darina.jirotkova@pedf.cuni.cz

116 39 Praha 1

Jirsa Michael
7S Radotin
Loucanska 1112/3

jirsa@skola-radotin.cz

153 00 Praha

Kadléik Vojtéch
Gymnéazium
Dr. E. Benese 449/I1

kadlcik@gym-so.cz

392 11 Sobéslav

Kaftkova Marika

maja.k@email.cz

Katedra aplikované matematiky a informatiky EF JU

Studentska 13

370 05 Ceské Budéjovice

Kalousové Anna
FEL CVUT
Technicka 2

kalous@math.feld.cvut.cz

166 27 Praha 6

Kalova Jana
Gymnéazium
Jirovcova 8

jana.kalova@gmail.com

371 61 Ceské Budéjovice

Kanokova Vlasta
Soukroma stfedni skola Ttinec
Lanska 132

kanokova.vlasta@sostrinec.cz

739 61 Trinec-Staré Mésto

Kaspar Jan
MFF UK
Sokolovska 83

kaspar@Kkarlin.mff.cuni.cz

186 00 Praha 8

Klobouckova Jaroslava,
KMDM PedF UK
M. D. Rettigové 4

jaroslava.klobouckova@pedf.cuni.cz

116 39 Praha

Kobza Ales
Gymnazium
tr. kpt. Jarose 14

akob@jaroska.cz

658 70 Brno

Kommova Helena
Gymnazium Jana Keplera
Parlérova 2

kommova@gjk.cz

168 00 Praha 6

Kopecka Ilona
Gymnéazium Brno
Slovanské nam. 7

ellen1@seznam.cz

612 00 Brno

Kopecky Frantisek
Gymnazium Jana Nerudy
Komenského nam. 9/400

kopecky@gijn.cz

130 00 Praha 3
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Kott Dalibor
Gymnézium Brno
Slovanské nam. 7

d.kott@seznam.cz

612 00 Brno

Kratkad Magdalena
KMA PfF UJEP
Ceské mladeze 8

magda.kratka@centrum.cz

400 96 Usti nad Labem

Krchova Lidmila
ITVOS - institut informatiky VOS, s.r.o.
Radlicka 591/115, objekt A5

lidmila.krchova@seznam.cz

158 00 Praha-Jinonice

Krupka Petr
Gymnéazium
Terezy Novakové 2

krupka@gyrec.cz

621 00 Brno-Reckovice

Krynicky Martin
Gymnéazium
Na Sadech 308

martin@krynicky.cz

379 26 Tiebon

Kubat Josef
Jednota ceskych matematiki a fyzika
Zitn4 25

predseda@jcmf.cz

117 10 Praha 1

Kubes Josef
Gymnéazium
Mikulasské nam. 23

josef.kubes@mikulasske.cz

326 00 Plzen

Kubikové Tatjana
SPS v Praze 10
Na Trebesiné 2299

kubikova@trebesin.cz

108 00 Praha 10

Kukralova Milena
Biskupské gymnéazium
Jirsikova b

Milena.Kukralova@seznam.cz

370 21 Ceské Budgjovice

Kvapilova Olga
SPSE
Jecna 30

olgakvapilova@email.cz

121 36 Praha 2

Langerova Lucie
SPS stavebni
Kudelova 8

langerova@spsstavbrno.cz

662 51 Brno

Lavicka Miroslav
KMA FAV ZCU

Univerzitni 8

lavicka@kma.zcu.cz

301 00 Plzen

Layerova Andrea
Biskupské gymnéazium
Jirsikova 5

a.layerova@seznam.cz

370 21 Ceské Budéjovice




SETKAN{ UCITELU MATEMATIKY

285

pfijmeni a jméno
adresa

e-mail

Lesakova Eva
Centrum pro zjistovani vysledkti vzdélavani
Jeruzalémska 12

lesakova@cermat.cz

110 00 Praha

Liskova Hana,
VOSP a SPgS
Komenského 22

liskova@lit.cz

570 12 Litomysl

Luksova Hana
SCIO
Pobfezni 34

hluksova@scio.cz

186 00 Praha 8

Malechova Iva
Katedra matematiky FSv CVUT
Théakurova 7

malechova@mat.fsv.cvut.cz

166 29 Praha 6

Mannheimova Dagmar
Gymnéazium
Komenského 713

Dagmar.Mannheimova@gymtri.cz

739 61 Ttinec

Masilko Lukas

masilko@ics.muni.cz

Masarykova univerzita, Stfedisko pro pomoc studentiim se specifickymi naroky

Sumavska 15

602 00 Brno

Mataskova Lubica
SPS strojnick4 Plzen
Klatovska 109

lubka@matasek.net

320 58 Plzen

Michnova Jitka
Z8S Ing. M. Plesingera — Bozinova
Skolni 900

michnova@email.cz

277 11 Neratovice

Miskovsky Pavel
Gymnazium Karla Capka
Skolni 1530

pab7vel@seznam.cz

263 01 Dobris

Molnér Josef
KAG PrF UPOL
t¥. 17. listopadu 12

josef.molnar@upol.cz

779 00 Olomouc

Moravcova Vlasta
Katedra didaktiky matematiky MFF UK
Sokolovska 83

vlasta.chmelikova@centrum.cz

186 75 Praha 8

Moravec Lubo$
Katedra didaktiky matematiky MFF UK
Sokolovska 83

lubos.moravec@centrum.cz

186 75 Praha 8

Moravkova Zuzana,
KMDG VSB TU Ostrava
17. listopadu 15/2172

zuzana.moravkova@vsb.cz

708 33 Ostrava-Poruba
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Nesverova Eva

Nakladatelstvi Prometheus, spol. s r. o.

Cestmirova 10

nesverova@prometheus-nakl.cz

140 00 Praha 4

Neubauerova Danuse
SZS a VOSZ
Karlovarska 99

neubauerova@zdravka-plzen.cz

323 17 Plzen

Novotna Jarmila
KMDM PedF UK
M. D. Rettigové 4

jarmila.novotna@pedf.cuni.cz

116 39 Praha 1

Novotna Jana
Gymnazium Brno
Slovanské nam. 7

novotnaj@gmail.com

612 00 Brno

Nushartova Jana
GPJP
Jindfisska 36

nushartova@seznam.cz

110 00 Praha 1

Olsédkova Véra
MS a ZS Ctyilistek, s.r.o.
Tyrsovo nam.363

vera.olsakova@seznam.cz

686 01 Uherské Hradiste

Ostravsky Jan

Ustav matematiky, FAI UTB ve Zliné

Nad Stranémi 4511

ostravsky@fai.utb.cz

760 05 Zlin

Otfisal Vaclav
wWww.scio.cz, s.r.0.
Pobrezni 34

votrisal@scio.cz

186 00 Praha

Palacek Radomir

Vysoka skola banska — Technické univerzita Ostrava

17. listopadu 15/2172

radomir.palacek@vsb.cz

708 33 Ostrava-Poruba

Patakova Eva
KMDM PedF UK
M. D. Rettigové 4

eva.patakova@email.cz

116 39 Praha 1

Pavlikova Pavla

Katedra didaktiky matematiky MFF UK

Sokolovska 83

pavla.pavlikova@vscht.cz

186 75 Praha 8

Pazourek Karel
KDM MFF UK
Sokolovska 83

pazourek@Kkarlin.mff.cuni.cz

186 75 Praha 8

Pecl Jiri

Masarykova univerzita, Stfedisko pro pomoc studentiim se specifickymi naroky

Sumavska 15

pecl@ics.muni.cz

602 00 Brno
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Pelantova Alena
7S a MS Na slovance
Bedrichovska 1

pelantova@zsnaslovance.cz

182 00 Praha 8

Perny Jaroslav
KMD FP TUL
Voronézska 1329/13

jaroslav.perny@tul.cz

460 01 Liberec

Petrnouskova Romana
Stredni skola elektrotechniky a spojt
Vystupni 2

rezinka@seznam.cz

400 11 Usti nad Labem

Pliskova Jana
7S Pardubice Josefa Ressla
Josefa Ressla 2258

pliskova.jana@seznam.cz

530 02 Pardubice

Polasek Vladimir
Ustav matematiky, FAI UTB ve Zliné
Nad Stranémi 4511

vpolasek@fai.utb.cz

760 05 Zlin

Policky Zdenék
Gymnéazium
Terezy Novakové 2

policky@gyrec.cz

621 00 Brno-Reckovice

Pomykalova Eva
Gymnézium — Lesni ¢tvrt Zlin
Lesni ¢tvrt 1364

eva.pomykalova@email.cz

760 01 Zlin

Prochéazkova Ivana
KMDM PedF UK
M. D. Rettigové 4

magicek@email.cz

116 39 Praha 1

Prihonska Jana
KMD FP TUL
Voronézska 1329/13

jana.prihonska@tul.cz

461 17 Liberec

Raéakosnik Jifi
Matematicky tstav AV CR

rakosnik@math.cas.cz

Zitna 25 115 67 Praha 1
Rakousova Alena alena.rakousova@seznam.cz
7S s RVJ

Frantiska Kiizka 4

170 00 Praha 7

Robova Jarmila
KDM MFF UK
Sokolovska 83

robova@karlin.mff.cuni.cz

186 75 Praha 8

Rothanzl Bohuslav

Nakladatelstvi Prometheus, spol. s r. o.

Cestmirova 10

rothanzl@prometheus-nakl.cz

140 00 Praha 4
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Roubicek Filip
Matematicky tustav AV CR

roubicek@math.cas.cz

Zitna 25 115 67 Praha 1
Ridka Eva ridka@cermat.cz
CERMAT

Jeruzalémska 12

110 00 Praha 1

Sedlacek Tomas

www.tomassedlacek.cz

Schleicherova Monika

Prvni ceské gymnazium v Karlovych Varech
Nérodni 25

schleicherova@gymkvary.eu

360 20 Karlovy Vary

Slavikova Karolina
S8, Zs a MtS§ pro sluchoveé postizené
Vymolova 169

sslavikk@seznam.cz

150 00 Praha 5

Smiskova Jaroslava
Obchodni akademie
Dusni 7

sezam788Q@volny.cz

110 00 Praha 1

Sobotovéa Dana
Vos a SPSE Fr. Kiizika
Na Piikopé 16

sobotova@atlas.cz

110 00 Praha 1

Stanék Miroslav

Stfedni odborna skola a Stfedni odborné ucilisté

nam. 9. kvétna 2a

stanek@soubce.cz
André Citrona
680 01 Boskovice

Stanovsky David
Katedra algebry MFF UK
Sokolovska 83

stanovsk@karlin.mff.cuni.cz

186 75 Praha 8

Stehlikova Nada
KMDM PedF UK
M. D. Rettigové 4

nada.stehlikova@pedf.cuni.cz

116 39 Praha 1

Stejskalova Blanka
Gymnazium
Jatecni 22

stejskalova@gymjat.cz

400 01 Usti nad Labem

Stradalova Jana
SPS sdélovaci techniky
Panska 3

stradalova@panska.cz

110 00 Praha 1

Surynkova Petra
Katedra didaktiky matematiky MFF UK
Sokolovska 83

petra.surynkova@seznam.cz

186 75 Praha 8
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Sykora Vaclav
Gymnazium Jana Patocky
Krakovska 10

vaclav_sykora@volny.cz

110 00 Praha 1

Sarounové Alena
KDM MFF UK
Sokolovska 83

sarounov@karlin.mff.cuni.cz

186 75 Praha 8

Sediva Alena
Gymnéazium Pierra de Coubertina
nam. Fr. Krizika 860

sediva@gymta.cz

390 01 Tabor

Sedivy Jan
Gymnéazium Jana Nerudy
Komenského nam. 9/400

gjn.hud@seznam.cz

130 00 Praha 3

Sevéik Milan

Stredni skola tvorby a designu nabytku, s. r. o.

Horska 167

shevca@volny.cz

460 14 Liberec XVII

Sima Frantisek

Vysoka skola technicka a ekonomicka

Okruzni 10

simafr2@seznam.cz

370 01 Ceské Budgjovice

Skaroupkova Blanka,
Gymnéazium
Terezy Novakové 2

skaroupkova@gyrec.cz

621 00 Brno-Reckovice

Skodova Helena
SPS sdélovaci techniky

skodova@panska.cz

Panska 3 110 00 Praha 1
Sobrova Libuse liba.so@seznam.cz
Gymnazium

Omska 1300 100 00 Praha 10

Soukalova Monika
SPS sdélovaci techniky
Panska 3

soukalova@panska.cz

110 00 Praha 1

Tauerova Tereza
Eurogkola, SOS
Sklarska 81

ttau@centrum.cz

435 42 Litvinov-Hamr

Ticha Marie
Matematicky tstav AV CR
Zitna 25

ticha@math.cas.cz

115 67 Praha 1

Tomasek Vladislav

Ustav pro informace ve vzdélavani
Senovazné nam. 26

vladislav.tomasek@uiv.cz

110 06 Praha 1
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Tomiczkova Svétlana
KMA FAV ZCU

Univerzitni 8

svetlana@kma.zcu.cz

306 14 Plzen

TomsSova Marie
UMAT FEKT VUT
Technicka 8

tomsova@feec.vutbr.cz

616 00 Brno

Trejbalova Lucie

trejbalova@zdravka-plzen.cz

SZS a VOSZ
Karlovarska 99 323 17 Plzen
Urban Otto urban@gybon.cz

Gymnéazium B. Némcové
Pospisilova 324

500 03 Hradec Krélové

Vanclova Eliska
WWW.SCi0.cz, S.r.0.
Pobrezni 34

evanclova@scio.cz

130 00 Praha 8

Vanéckova Hana
SPS stavebni J. Go&éara
Druzstevni ochoz 3

vaneckova@spsgocar.cz

140 00 Praha 4

Visnovsky Peter
Gymnéazium Jana Keplera
Parlétova 2

visnovsky@gjk.cz

169 00 Praha 6

Voglova Zuzana
Gymnéazium Unicov
Gymnazijni 257

zuzana.voglova@foxis.cz

783 91 Unicov

Volny Petr

Petr.Volny@vsb.cz

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie VSB-TUO

17. listopadu 15/2172

708 33 Ostrava

Vondra Jan

Ustav matematiky a statistiky PiF MU

Kotlarska 2

vondra@math.muni.cz

611 37 Brno

Vyrut Radek
KMA FAV zZCU
Univerzitni 22

rvyrut@kma.zcu.cz

301 00 Plzen

Vysoka Jana

Vysoka skola technickd a ekonomicka

Okruzni 10

jana.vysoka@seznam.cz

370 01 Ceské Budgjovice

Wasyliw Vladimir
MSMT
Na trzisti 432

wasyliw@seznam.cz

277 35 Mseno
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Weberova Jarmila,

Prvni ¢eské gymnazium v Karlovych Varech

Néarodni 25

weberova@gymkvary.eu

360 20 Karlovy Vary

Widz Jiri
Gymnéazium Sokolov
Husitska 2053

widz@Qcentrum.cz

356 11 Sokolov

Zdrahalova Milena
Gymnéazium
Mikulésské ndm. 23

milena.zdrahalova@mikulasske.cz

326 00 Plzen

Zelendova Eva
VUP v Praze

Senovazné nam. 4

zelendova@vuppraha.cz

110 06 Praha 1

Zemek Vaclav
Gymnéazium
Zlatéa stezka 137

vzemek@gympt.cz

383 01 Prachatice

Zhouf Jaroslav
KMDM PedF UK
M. D. Rettigové 4

jaroslav.zhouf@pedf.cuni.cz

116 39 Praha 1

Zrostlik Petr
Gymnéazium
Mikulasské nam. 23

petr.zrostlik@mikulasske.cz

326 00 Plzen

Zvara Karel

Katedra pravdépodobnosti a matematické statistiky MFF UK

Sokolovska 83

karel.zvara@mff.cuni.cz

186 75 Praha 8

Zychova Soreya
SPS v Praze 10
Na Ttebesiné 2299

zychova@trebesin.cz

108 00 Praha




Eva Pomykalova

DESKRIPTIVNI GEOMETRIE PRO STREDNI SKOLY
(KNIHA + CD)

Ucebnice vhodna pro vSechny typy stfednich $kol, kde se deskriptivni geometrie
vyucuje jako povinny, volitelny, resp. nepovinny predmét.

V tvodnich kapitolach jsou zopakovany potfebné stereometrické poznatky, vy-
lozeny zaklady promitani a kuzelosecky. Kétované promitani je prvni promitani,
se kterym se ¢tendf seznami, na né navazuje promitani Mongeovo. V Mongeoveé
promitani se fesi nejen tlohy zakladni, ale i illohy o télesech, a to jak o hranolech
a jehlanech, tak o rotacnich télesech. Zavérecné kapitoly jsou vénovany pravo-
1hlé axonometrii a kosotthlému promitani. Soucasti uc¢ebnice je CD obsahujici
krokovana feseni vykladovych piiklada.

DESKRIPTIVNI
SN GEOMETRIE

" DESKRIPFIVR PRO STREDNI
GEOMETRIE §KOLY

PRO STREDNI |
SKOLY '\

KROKOVANE RESENI  ©
VYKLADOVYCH PRIKLADU
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