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Předmluva

Vážení účastníci Setkání, od roku 2002 můžeme v sudých letech předem odhad-
nout, kdy nastoupí zimní počasí. S neomylnou pravidelností je to v den, kdy
zahajujeme naše „Setkání v Srní	.
Samozřejmě netušíme, zda se tato nová pranostika vyplní i letos, Setkání nás

však opět očekává a členové programového i organizačního výboru doufají, že
stejně jako oni se na konferenci těší všichni účastníci.
Když jsme letošní Setkání připravovali, chtěli jsme v jeho plenárním pro-

gramu účastníkům poskytnout pohled na současný i nedávný stav matematiky
a jejího postavení ve společnosti. Jak se nám motto Matematika nejen dnes po-
dařilo naplnit, to posoudíte nejlépe vy sami.
My můžeme jen s potěšením konstatovat, že se nenaplnily některé poněkud

pesimistické vize, že akce bude letos poznamenána výrazným poklesem počtu
účastníků.
Dobře víme, že finanční situace řady škol není nejpříznivější a že různých

vzdělávacích i „vzdělávacích	 akcí je více než mnoho. Vedle tradičních a dobře
zabezpečených akcí pro učitele se do „vzdělávání	 všeho druhu hbitě zapojují
i nejrůznější instituce, které se domnívají, že zde nalezly zdroj snadného výdělku.
A spektrum akcí zatěžujících učitele zdárně rozšířil i stát, či přesněji řečeno
organizátoři státních maturit, kteří si snad vytkli za cíl ukázat, že zvládnout
roli zadavatele, hodnotitele a dalších učitelských povinností u maturit, bude
obtížnější než samotná maturita pro žáky.
O to více nás těší, že si „akce Srní	 zřejmě nalezla pevné místo v kalendáři

mnoha učitelů a počet účastníků je tradičně vysoký. A tak se těšíme na všechny
pravidelné účastníky i na ty, kteří se setkání zúčastní poprvé.
Milé kolegyně a vážení kolegové, přeji vám jménem organizačního i progra-

mového výboru, aby pro vás Setkání bylo užitečné nejen po stránce profesní
a abyste i letos v Srní prožili příjemné dny.

Eduard Fuchs





PLENÁRNÍ PŘEDNÁŠKY

Matematika nejen dnes





Setkání učitelů matematiky 2010 13

Epistemologické překážky

v porozumění nekonečnu

Magdalena Krátká

Abstrakt

Článek představuje část výsledků rozsáhlého výzkumu zaměřeného na vývoj představ
o nekonečnu v nejrůznějších kontextech u současných žáků, který je popisován identi-
fikovanými překážkami. Zaměřuje se na významný jev nazvaný porucha očekávaného
vývoje úspěšnosti u některých typů úloh souvisejících s pojmem nekonečno a naznačuje
využití nástroje kognitivního konfliktu pro diagnostiku a reedukaci překážek.

1 Úvod

Vývoj matematiky jako oboru lze do značné míry sledovat pomocí vývoje po-
hledu na jev nekonečno. Podobně porozumění nekonečnu koresponduje s kogni-
tivní úrovní jedince. Navíc, vycházíme-li z teorie epistemologických překážek, lze
předpokládat, že překážky, které nalezneme ve fylogenezi koncepce nekonečna,
nalezneme i v ontogenezi a že překonání těchto překážek je nutnou komponentou
poznávacího procesu.
V posledních čtyřech letech probíhá rozsáhlé šetření1, jehož cílem je popsat

a modelovat vývoj porozumění nekonečnu jedincem, tj. identifikovat překážky
v porozumění všem jeho atributům (mohutnost množiny, omezenost množiny,
míra množiny, uspořádání, nekonečný proces a konvergence). Toto šetření je za-
loženo jednak na sledování prvotních reakcích, které respondenti ve věku 9–19 let
uváděli v řešení úloh dotazníku, a dále na experimentálních rozhovorech se žáky
ve stejných věkových kategoriích. Podoba úloh, ale i celého výzkumu, vychází
z dřívějších studií, především [3, 6, 5].
V následujících kapitolách jednak stručně vymezím teoretická východiska,

popíši metodologii výzkumu a uvedu identifikované epistemologické překážky.
Dále se zaměřím na významný jev, který se během výzkumu objevil a který
podtrhuje význam teorie překážek, a to výraznou poruchu očekávaného vývoje
správných odpovědí.

1Výzkum je realizován v týmu pracovníků KMA PřF UJEP v Ústí nad Labem ve složení
P. Eisenmann, J. Cihlář, M. Krátká a P. Vopěnka.
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2 Teoretická východiska – epistemologické překážky

a jejich hlavní zdroje

Překážku chápeme jako soubor znalostí ukotvených ve znalostní struktuře je-
dince, které lze v jistých situacích úspěšně používat, ale které v novém kontextu
selhávají a dávají špatné výsledky. Překážka odolává sporům, se kterými je kon-
frontována, a tak zabraňuje vytvoření „lepší	 znalosti. Projevuje se vždy, když
se jedinec dostane do obdobné situace. Epistemologická překážka2 se navíc vzta-
huje k samotnému procesu nabývání znalostí. Těmto překážkám se nemůžeme,
a ani bychom se neměli, vyhnout, neboť mají fundamentální formativní funkci
pro daný kognitivní model.
Pro účely sestavení, realizace a analýzy experimentálních rozhovorů byl vy-

vinut nástroj kognitivní konflikt. V následující podkapitole je popsána jeho pod-
stata a využití.

2.1 Kognitivní konflikt jako diagnostický nástroj

Znalosti, resp. modely vystavěné na znalostech, které jsou překážkou, v něja-
kém kontextu produkují špatné odpovědi. Pokud si jedinec sám rozpor uvědomí,
mluvíme o navození kognitivního konfliktu (KK). (Podrobně v [2].)
Vyrovnává-li se jedinec s kognitivním konfliktem, rozlišujeme následující

možnosti:

• Marný pokus o odstranění konfliktu: jedinec po několika pokusech zjiš-
ťuje, že k odstranění konfliktu nemá dostatečné prostředky. Překážka je
totiž natolik zvnitřnělá, že jedinec vůbec nepřipouští, že by příčinou KK
mohla být tato znalost. Odmítá tedy KK odstranit a spor v jeho znalostní
struktuře přetrvává. V praxi je pak časté, že jedinec převezme model na-
bízený učitelem, avšak pouze mechanicky bez pochopení. Stávající model
pak existuje v jeho kognitivní struktuře nezměněn paralelně vedle tohoto
uměle dodaného učitelem. Nový model je pak užíván pouze v kontextech,
kde jej použil učitel, tzn. že jedinec není schopen nespecifického transferu.
V ostatních kontextech je používán model stávající – ten, který je známější
a zůstává tak (nezměněnou) překážkou.

• Nesprávný pokus o odstranění konfliktu: jedinec se snaží změnit svou ko-
gnitivní strukturu tak, že ji přizpůsobuje nesprávné tezi z rozporu. Chybně
koriguje správné znalosti. Překážka se tedy nemění vůbec nebo se mění ne-
žádoucím způsobem a dále přetrvává.

• Úspěšný pokus o odstranění konfliktu: jedinec si nabourává víru ve
správnost překážky a mění ji tak, že již dále v tomto kontextu nesprávné
odpovědi neprodukuje.

2Vedle ontogenetických a didaktických překážek.
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Teprve tím, že jedinec kognitivní konflikt odstraní, postupně překonává
danou překážku. Jediná překážka může v různých kontextech vést k vyvo-
lání různých KK a naopak, ke stejně projevenému KK mohou vést různé pře-
kážky. V učebním procesu je zapotřebí vyvolat u žáka řadu KK v různých kon-
textech a ty úspěšně odstranit, aby se překážka mohla postupně překonávat.
Kognitivní konflikt má tak obecně dvě funkce: pomocí něho můžeme překážku
identifikovat (diagnostická funkce); po jeho navození a odstranění můžeme pře-
kážku překonávat, tedy zkvalitňovat znalostní strukturu žáka (výuková, vzdělá-
vací funkce).
Učitel i experimentátor může vyvolávat takové situace, kdy předpokládá,

že se jedinec dostane do KK. Jeho cílem je buď si ověřit existenci předpoklá-
dané překážky (diagnostická funkce) nebo překonávat předpokládanou překážku
(vzdělávací funkce). Mým cílem je tedy vytipovat překážky tak, aby učitel, po-
kud zaznamená rozpor, měl vhodné nástroje, jak vyvolat KK a tím vytvořit
situaci vhodnou k překonávání této překážky.

2.2 Hlavní zdroje překážek v porozumění nekonečnu – existence

a obzor

Při uchopování tolik abstraktního pojmu jako je nekonečno, nutně narazíme na
samotnou podstatu toho, co to znamená, že něco „existuje	 a že něco „lze	 –
tedy na modalitu bytí a povahu uskutečňovatele, která bezprostředně souvisí
s polohou obzoru.
Žáci na počátku učebního procesu přistupují k jevům naprosto subjektivně.

Přisuzují existenci těm objektům, které mohou evidovat tělesnými smysly, a to
bezprostředně. Například zeptáme-li se dítěte, zda nějaká daná úsečka AB má
střed, odpoví, že ne, dokud není tento střed sestrojen. Tedy teď úsečka střed
nemá, ale za chvíli by ho mohla mít. Aby ho měla, buď musí být již sestrojen
anebo ho musí (fyzicky) dítě sestrojit. Tuto potřebu vykonání nazývám princi-
pem tvůrce.
V dalším stádiu jedinec na stejnou otázku už odpovídá, že úsečka střed má,

ale další body nevidí, popřípadě jich vidí jen nějaký malý počet, zopakuje-li
v myšlení konstrukci středu. Jde stále o princip tvůrce, i když v jeho zeslabené
podobě. Jedinec totiž stále potřebuje vědět, jak se daný objekt vytvoří. Avšak
už nemusí být oním tvůrcem, dokonce ani nemusí být objekt fyzicky sestrojen.
Stačí, když je mu znám postup konstrukce. Pro takového jedince nemůže být
na úsečce nekonečně mnoho bodů, neboť neexistuje postup, jakým by byly se-
strojeny. Odpověď takového dítěte lze pak charakterizovat vyjádřením Na úsečce
bude tolik bodů, kolik se jich tam vejde, asi tak 30. V jeho představě totiž probíhá
proces konstrukce těchto bodů. Tento způsob uvažování lze přirovnat k uvažo-
vání Eukleidovu. Ten samozřejmě nepovažuje úsečku za množinu bodů. Body
jsou pro něj buď ty, které jsou významné (krajní body úsečky, vrcholy čtverce)
nebo ty, které konstruuje.
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Podobně se princip tvůrce může objevit, když dítě odpovídá na otázku, zda
je nějaká (relativně početná) množina konečná či nekonečná. Jeho argumentace
totiž stojí většinou na představě, že by on sám měl fyzicky spočítat prvky dané
množiny.
Matematika, jako vědní obor, pracuje již od starověku jen s nekonečnem

klasickým, tj. jasně vymezeným a nezávislým na jedinci. Oproti tomu přiro-
zené nekonečno je jev subjektivní. Jedinci se může nějaká množina nebo ob-
jekt jevit nekonečným (tedy přirozeně nekonečným), jestliže se táhne až k jeho
obzoru. Uvědomíme-li si přítomnost obzorů a možnost jejich překračování –
nalezneme-li onen společný princip překonávání našich obzorů, objevíme kla-
sické nekonečno. Tak k němu přistupoval Eukleidés, když požadoval, aby jakákoli
úsečka byla prodloužitelná tak, jak potřebujeme, nebo když formuloval tvrzení
o množství prvočísel slovy „Prvočísel je více než jakékoli dané množství	. Vyslo-
vil tak požadavek, že jakýkoli obzor může být překročen. Je zřejmé, že se v tomto
případě jedná o nekonečno potenciální – neříká se totiž, že jsou již všechny
obzory prolomeny. Takový přístup se objevuje až v teologických úvahách stře-
dověku a do matematiky definitivně proniká aktuální (klasické) nekonečno až
s teorií množin díky Bolzanovi, Cantorovi a jejich pokračovatelům. S obzorem
(a jeho prolamováním) se setkáváme ve dvou podobách. Jednak při pohledu do
dálky, kdy se nám velmi početná množina může jevit jako nekonečná, a dále při
pohledu do hloubky, kdy se nám může zdát nějaká množina nekonečná proto, že
její prvky jsou neuchopitelné, nerozlišitelné [7].

3 Překážky v porozumění nekonečnu

V této kapitole se budu zabývat překážkami, které jsme identifikovali během
výzkumu. Popíši stručně použitou metodologii a zaměřím se na významné jevy
charakterizující vývoj uchopování pojmu nekonečno.

3.1 Metodologie výzkumu

Ve výzkumu jsme kombinovali dvě hlavní metody. Jednak jsme realizovali ex-
perimentální rozhovory se žáky ve věku od 9 do 19 let. Otázky rozhovoru byly
formulovány tak, aby bylo možné navodit kognitivní konflikt a po té sledovat
způsob jeho odstranění. Dále jsme prováděli dotazníkové šetření ve věkových ka-
tegoriích 3., 5., 7. a 9. třída ZŠ a 2. a 4. ročník SŠ, kde v každé věkové kategorii
bylo průměrně 230 respondentů. Dotazník byl z velké části vystavěn na řešení
úloh (nikoli na slovních odpovědích na otázku) tak, abychom mohli usuzovat na
používané vědomosti související s představou nekonečna.
U dotazníkového šetření jsme nejprve sledovali relativní četnost správných

odpovědí na jednotlivé položky v závislosti na věku, po té byla prováděna stan-
dardizace pro populaci a nakonec byl stanoven 95% interval spolehlivosti. Ná-
sledně jsme sledovali i relativní četnosti „chybných	 odpovědí, které identifikují
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přítomnost překážky; a především závislosti těchto četností pomocí χ2-testu ne-
závislosti a výpočtem koeficientu kontingence. Z těchto relativních četností jsme
mohli provést dolní odhad výskytu překážky v dané věkové kategorii.

3.2 Identifikované překážky v porozumění nekonečnu

Překážky, které jsme identifikovali, jsme rozdělili do čtyř skupin. V každé sku-
pině je pak několik konkrétních znalostí/modelů, které jsou překážkou pro po-
rozumění konceptu nekonečna.

• Znalosti o konečných množinách:
– Prvků množiny je nekonečně mnoho, když se nedají reálně spočítat
– Když je množina omezená, pak je konečná, když je neomezená, pak
je nekonečná

– Menší množina (ve smyslu míry) má méně prvků
– Vlastní podmnožina obsahuje méně prvků
– Všechny nekonečné množiny mají stejný počet prvků
– Nekonečné množiny nelze porovnávat
– Počet disjunktních alespoň dvouprvkových množin je menší než počet
prvků jejich sjednocení.

• Záměna objektu s jeho modelem:
– Přímka je rovná čára narýsovaná na papíře
– Čáry (úsečky, přímky, kružnice) mají šířku
– Bod má velikost
– Bodem je pouze význačný bod objektu (krajní body úsečky, střed
kružnice, apod.)

– Objekt musí být alespoň myšlenkově zkonstruován

• Znalosti o konečných procesech, potenciální vnímání nekonečného procesu:
– Nekonečný proces nemůže být dokončen (potenciální vnímání neko-
nečného procesu)

– Limita je posledním členem posloupnosti (aktualizace nekonečna)

• Znalosti o množině přirozených čísel:
– Každá uspořádaná množina má minimum i maximum
– Číslo znamená počet prvků (existují pouze čísla přirozená)
– Každé číslo má svého předchůdce a následovníka, každý bod na přímce
má své sousedy

V tomto článku se (z prostorových důvodů) zaměřím na několik překážek,
které souvisí s jevem výrazné poruchy očekávaného vývoje četnosti správných
odpovědí.
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3.3 Porucha očekávaného vývoje

Překážku Přímka je rovná čára narýsovaná na papíře jsme identifikovali
dvěma identifikátory:
Úloha I: Je možné spojit body A a B nějakou čárou tak, aby neprotínala

přímku p? Vysvětli proč, případně nakresli. (viz obr. 1.) Odpověď: Ano, případně
s obrázkem.

Obr. 1: Zadání úlohy I dotazníku

Úloha II: Je dána přímka b a bod A, který na ní neleží. Sestrojte úsečku
AB tak, že bod B leží na dané přímce b a úsečka AB je co nejdelší. (viz obr. 2.)
Odpověď: načrtnutá úsečka AB, kde B je vyznačen na konci obrazu přímky.

Obr. 2: Zadání úlohy II dotazníku

Překážka se jevila jako rezistentní. Zaznamenali jsme ji u více než poloviny
dětí na 1. stupni a přibližně u třetiny žáků od 12 let až do konce jejich docházky
na střední školu (viz tab. 1).

Tab. 1: Závislost výskytu identifikátorů na věku

Věk 8 10 12 14 16 18
Úloha I 57 % 57 % 31 % 16 % 25 % 26 %
Úloha II 35 % 31 % 37 % 37 %

Zajímavým jevem je významný pokles výskytu identifikátoru Úloha I u 14le-
tých žáků a zároveň vyšší úspěšnost řešení v této věkové skupině u této položky.
Souvislost ilustruje následující obr. 3:
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Obr. 3: Graf závislosti správných odpovědí a identifikátoru překážky na věku

Tento jev popisujeme jako výraznou poruchu očekávaného vývoje
úspěšnosti, kdy intervalovým grafem úspěšnosti v závislosti na věku nelze pro-
ložit neklesající funkci. Byl zaznamenán u třetiny položek dotazníku, a to ve
třech typech: typ flash (blesk), kdy dochází k výraznému nárůstu úspěšnosti
u 14letých, poklesu úspěšnosti u 16letých a opět k nárůstu u maturantů; typ
peak (vrchol), kdy dochází k výraznému nárůstu u 14letých a dále k poklesu
úspěšnosti v dalších věkových kategoriích; a nakonec typ incline (nakloněná
rovina), kdy dochází k poklesu úspěšnosti ve všech sledovaných věkových kate-
goriích.
Použití překážky Přímka je rovná čára narýsovaná na papíře poruchu oče-

kávaného vývoje dobře vysvětluje. V kategorii 14 let je vyšší úspěšnost oproti
očekávané cca o 15 %. To je zapříčiněno nižším vlivem překážky u těchto stu-
dentů.
Následující úryvek z experimentálního rozhovoru ilustruje projev překážky

v řešení Úlohy I u Jany, studentky 3. ročníku SOŠ:
J 74: Podle mě ne, protože nevíme, jak je ta přímka dlouhá.
E 75: To znamená, že přímky jsou různě dlouhý?
J 76: Ano.
E 77: To znamená, že nějaká přímka má délku třeba 10 kilometrů a jiná 2 cen-
timetry.
J 78: Třeba.
E 79: A jakej je teda rozdíl mezi přímkou a úsečkou?
J 80: Úsečka je ohraničená dvěma body.
E 81: A přímka?
J 82: Ta není ohraničená.
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E 83: A mohla byste tedy prosím teď nakreslit úsečku, třeba AB, která má délku
10 centimetrů a pod to přímku p, která má délku 10 centimetrů?
J 84: Jo (kreslí obr. 4.)

Obr. 4: Rozdíl mezi úsečkou a přímkou

U Jany se překážka Přímka je čára narýsovaná na papíře projevuje ještě
v dalším kontextu a to v porozumění pojmu ohraničený ve smyslu obsahující
hranici, tj. uzavřený. Jde vlastně o tzv. tacid model [4], kdy ztotožnění obrázku
a geometrického objektu s sebou nese ovlivnění dalších představ, v tomto případě
je přítomnost, resp. nepřítomnost, svislých čárek představujících krajní body
ztotožněna s ohraničeností, resp. neohraničeností.
Překážku Limita je posledním členem posloupnosti (aktualizace ne-

konečna) jsme identifikovali čtyřmi položkami dotazníku spolu s příslušnými
odpověďmi. Je zajímavé, že výskyt překážky v závislosti na věku nebyl klesající,
ale naopak jevil u všech identifikátorů od 12 do 18 let tendenci vzrůstat. Typický
je vývoj správných odpovědí u Úlohy II ve srovnání s odpověďmi: B je v neko-
nečnu či naznačená rovnoběžka. Následující obr. 5 ilustruje výraznou poruchu
očekávaného vývoje úspěšnosti typu peak, kterou je zde možné vysvětlit právě
nárůstem výše uvedených odpovědí identifikujících tuto překážku.

Obr. 5: Graf závislosti správných odpovědí a identifikátoru překážky na věku
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4 Závěr

Na základě rozsáhlého dotazníkového šetření mapujícího prvotní reakce respon-
dentů a početných interview zkoumajících představy jedinců pomocí metody
navození kognitivního konfliktu jsme vymezili hlavní zdroje překážek v porozu-
mění nekonečnu a identifikovali jsme celkem 17 epistemologických překážek při
utváření pojmu nekonečno. Dalo by se optimisticky a naivně předpokládat, že
vliv překážek bude s přibývajícím věkem respondentů klesat. Toto očekávání se
však projevilo pouze u překážek, které souvisí s principem tvůrce v jeho nejčistší
podobě: Bodem je význačný bod objektu a Číslo znamená počet prvků.
U třetiny položek dotazníku jsme zaznamenali výraznou poruchu vývoje

úspěšnosti – typu flash, a to u položek týkajících se mohutnosti množin ve geome-
trickém kontextu, typu peak, a to u položek týkajících se neomezenosti přímky
a neexistence maxima či minima, a typu incline, a to u položek týkajících se
neexistence extrémů, speciálně odlišení limity posloupnosti od jejích členů. Je
tedy třeba vysvětlit jednak, proč nenastává očekávané zlepšení, ale naopak do-
chází k propadu správných odpovědí ve zmiňovaných věkových kategoriích, a za
druhé, proč dochází k výraznější úspěšnosti v kategorii 14letých.
U části populace dochází kolem věku 14 let k dosažení jakéhosi intelektového

stropu, kdy se vytvářená představa o nějakém atributu nekonečna či objektu již
dále přes další vzdělávání nemění. Navíc v tomto věku žáci přecházejí ze základní
školy na školu střední a to s sebou nese i změnu stylu výuky. Výuka geometrie
na ZŠ má spíše syntetický charakter. Na SŠ naopak převládá přístup analytický,
přičemž ve většině případů má výpočetně algebraický charakter a nerozvíjí příliš
původní geometrické představy. Podobně je zde také aritmetický přístup nahra-
zen algebraickým – méně se pracuje s čísly a více s proměnnými. Některé pojmy,
jako např. kružnice, přímka nebo reálné číslo, jsou na SŠ považovány za již de-
finitivně vybudované. To je ale jen zdánlivé, neboť jednak pojmotvorný proces
dokončen být nemusí a také v něm mohlo dojít k různým pochybením. Při bu-
dování tak abstraktního pojmu jako je nekonečno se objevuje velké nebezpečí
nedorozumění žáka a učitele. Učitelé mají své představy již (více méně) hotové
a strukturované. Mnohdy si ale neuvědomují, že žáci nemají pojmy a souvislosti
mezi nimi na stejné úrovni, teprve je konstruují. Žák tak nerozumí tomu, co uči-
tel říká, popřípadě jeho slovům rozumí jinak. Navíc učitel často není dostatečně
trpělivý v tom, aby se žák mnohokrát opakovaně setkal s konkrétními případy
probíraného jevu a opakovaně se vyrovnával s kognitivními konflikty.
Pokles správných odpovědí na střední škole lze obecně vysvětlit pomocí dvou

vlivů. Jednak se objevují nové znalosti, které mohou s překážkami, které byly
již v nějakém kontextu zdánlivě překonány, interferovat a tím paradoxně posílit
jejich vliv. Např. poznání o atomech jen utvrzuje některé jedince ve správnosti
jejich argumentace: Je jich nekonečně mnoho, protože jsou tak malinkatý, že
jich je hrozně, strašně, nepředstavitelně moc nebo že je nemůžu spočítat. Navíc
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v otázkách o „počtu	 bodů na úsečce apod. jsou žáci utvrzováni, že nekonečně
mnoho objektů může být na konečném prostoru, proč by tedy nemohlo být na
Zemi nekonečně mnoho atomů – nepředstavitelně malých objektů, které jsou po-
dobné bodům. Zároveň část žáků (právě ve věku 14 let) má příslušné poznatky
(ve smyslu TDSM), s jejichž pomocí jsou schopni řešit některé úlohy souvise-
jící s nekonečnem, ale nejedná se o vědomosti začleněné do kognitivní struktury
jedince [1]. Proto je později nepoužívají, ale znovu se vracejí k dřívějším před-
stavám. Pro nalezení výstižnějšího vysvětlení by bylo třeba provést zkoumání
zaměřené na žáky ve věku přibližně od 14 do 16 let tak, abychom u nich mohli
odlišit, zda používají pouze poznatky nebo zda se již jedná o vědomosti. To by
měl být směr dalšího výzkumu.
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Matematika ve 20. století a fenomén Bourbaki

Jiří Rákosník

Abstrakt

Před 75 lety se zrodila jedna z nejvýraznějších postav moderní matematiky, která zá-
sadně ovlivnila matematiku a další oblasti lidského myšlení ve druhé polovině 20. století.
Cílem tohoto příspěvku je přiblížit okolnosti vzniku, cíle, metody a výsledky ojedinělého
projektu v dějinách vědy, včetně jeho vlivu na výuku středoškolské matematiky.

1 Pařížský kongres zahajuje 20. století v matematice

Matematika vstoupila do 20. století velkolepým způsobem. Dne 8. srpna 1900
proslovil německý matematik David Hilbert na 2. světovém kongresu matema-
tiků v Paříži slavnou přednášku s prostým názvem „Matematické problémy	.
Popsal v ní 10 matematických problémů (v písemné podobě jejich počet později
doplnil na celkových 23), ve kterých načrtl svou vizi pro matematiku 20. století.
Jejím hlavním rysem byla myšlenka, že matematika musí být přesnější a přís-
nější, že musí získat pevné základy. Hilbert v dalších letech formuloval program,
podle kterého měla být matematika formalizována až na úroveň jednoduchých
axiomů, ze kterých bude možné korektně dokázat všechny matematické věty.
Svůj optimismus shrnul v jiné slavné přednášce v r. 1930 v Královci do věty
„Wir müssen wissen. Wir werden wissen.	
Hilbert byl vůdčí postavou německé matematiky, ke které na začátku sto-

letí patřily takové osobnosti jako Emmy Noetherová, Georg Cantor, Richard
Dedekind, Emil Artin, Felix Klein, Constantin Carathéodory, Gottlob Frege,
Felix Hausdorff, Hermann Minkowski, Ernst Zermelo. O sto let dříve matema-
tice vládli Francouzi. Nyní se poměr sil obrátil a situace se měla dokonce ještě
dramaticky zhoršit. První světová válka zdecimovala polovinu absolventů fran-
couzských univerzit z let 1910–1916. Podíváme-li se dnes na seznam významných
francouzských matematiků, zjistíme pozoruhodnou nespojitost: v prvních dese-
tiletích 20. století mezi nimi nenajdeme prakticky žádného mladšího člověka (viz
obr. 1).
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Obr. 1: Francouzští matematici, Bourbaki a někteří strukturalisté v časové ose
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2 Projekt

To vše se nutně odrazilo i ve vývoji francouzské matematiky. Naštěstí tu byla
silná tradice v podobě elitních vysokých škol, především École normale supé-
rieure a École polytechnique. Z nich po válce vyšla celá řada talentovaných
matematiků, kteří se rozešli do dalších univerzit učit matematiku. Všichni se po-
týkali se stejným problémem: k dispozici byly jen zastaralé učebnice z počátku
století. Kursy kalkulu se vedly podle Edouarda Goursata, který sice rozhodně
nebyl žádný druhořadý matematik, jeho učebnice však již byla velmi nemoderní.
Paradoxním důsledkem toho bylo, že se jí přednášející nemuseli držet a mohli
vycházet v podstatě z čehokoli, třeba z vlastních textů.
Šestice mladých nadšených matematiků, vesměs absolventů École normale

supérieure (ENS)1, se sešla v Paříži 10. prosince 1934. Přišli z různých koutů
Francie, André Weil a Henri Cartan ze Strasbourgu, Jean Delsarte z Nancy,
Claude Chevalley z Paříže, Jean Dieudonné z Rennes a René de Possel z Cler-
mont-Ferrand, aby vyslechli přednášku v novém Ústavu Henriho Poincarého. To
nejdůležitější se však událo po semináři při společném obědě v nedaleké Café
A. Capoulade. Svolal je A. Weil, který získal výborné zkušenosti při svých poby-
tech u dynamických skupin matematiků v Berlíně a v Göttingen, a navrhl svým
kolegům, aby společně napsali moderní kurs diferenciálního a integrálního počtu
a matematické analýzy, podle kterého by se učilo na francouzských univerzitách.
Všichni se pro tu myšlenku nadchli a ještě během toho oběda stanovili hlavní

zásady. Dílo musí být co nejmodernější. Bude výsledkem kolektivní práce s vylou-
čením jakýchkoli prvků, které by mohly umožnit připsat nějakou část konkrétní
osobě. Nebude se přihlížet k ničemu, co již bylo napsáno. Jeho rozsah bude činit
asi 1 000 stránek a za půl roku by měla jít do tisku. Vyjít by mohla v naklada-
telství Hermann, které dosud sídlí v uličce vedle Sorbonny a s jejímž ředitelem
Enriquem Freymannem se Weil přátelil.2 Nejdůležitější návrh, který měl mít da-
lekosáhlý dopad na matematiku 20. století nejen ve Francii, přednesl Delsarte:
Dílo musí být vystavěno co nejobecnějším a axiomatickým způsobem [2].

2.1 Kde se vzal Bourbaki?

Charles Denis Sauter Bourbaki (1816–1897) byl významný francouzský generál.
Pocházel z prominentní řecké rodiny, jejíž někteří členové na konci 18. století
emigrovali do Francie. Po absolvování vojenské akademie École spéciale mili-
taire se postupně zúčastnil řady vojenských tažení a díky svým výjimečným
schopnostem velmi rychle postupoval. Již jako čtyřicetiletý dosáhl hodnosti bri-

1O kvalitě a inspirativnosti studia na ENS svědčí plejáda dalších slavných spolužáků, např.
fyzik L. Néel a filozofové J.-P. Sartre, R. Aron, G. Canguilhem a P. Nizan.
2Proslulé vydavatelství vědecké literatury Gauthier-Villars bylo pro mladé revolucionáře

příliš akademické; v jeho vedení byli É. Picard a É. Borel, významní matematici z generace,
která neměla Bourbakiho důvěru.
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gádního generála a v r. 1870 byl jmenován velitelem císařské gardy. Za prusko-
-francouzské války byl šikovnou diverzní akcí odlákán z velení obrany města
Méty a po návratu už jen řídil zoufalý ústup decimované francouzské armády.
Pokusil se vojáky zachránit překročením švýcarské hranice, kde se vzdal a po-
kusil se neúspěšně o sebevraždu. Jeho zásluhy Francie ocenila mnoha portréty
a sochami.
Studenti ENS jeho jméno používali v taškařicích na účet vykulených no-

váčků shromážděných na začátku školního roku v přípravné třídě. Jeden z nich
v roce 1923 v přestrojení za vousatého generála napsal na tabuli nesrozumitel-
nou „matematickou větu	 a vylekal studenty požadavkem, aby ji dokázali. Jiné
rozpustilé divadlo se odehrálo na Montparnassu, kde studenti pro kolemjdoucí
zcela naturalisticky předvedli vystoupení „premiéra Poldevie	, země tak chudé,
že její občané nemají ani kalhoty.
Obou rozpustilých akcí se jako nováček ENS zúčastnil André Weil a dobře si

je zapamatoval. Když pak o jedenáct let později bylo třeba pro kolektivní dílo
najít fiktivního autora, navrhl jméno Bourbaki. Parta absolventů ENS se s myš-
lenkou ztotožnila a postupně svému géniovi vytvořila úplnou fiktivní identitu.
Byl „pokřtěn	 jako Nicolas, vymysleli mu dceru Betti (podle italského matema-
tika 19. století, po němž jsou pojmenována tzv. Bettiho čísla v topologii) a na její
svatbu vytiskli pozvánky, jeho jménem vydali i původní vědeckou práci, aby se
autor dostal do seznamů aktivních matematiků. Weil s sebou všude nosil vizitky
„Nicolas Bourbaki, Membre de l’Académie Royal de Poldévie	. Pod Bourbakiho
jménem pak skupina postupně vydávala jednotlivé části svého společného díla.
Smysl pro humor provázel skupinu matematiků po celou dobu a dobře se do-

plňoval s přísnými zásadami a hluboce profesionálním přístupem k práci, kterou
si uložili.

2.2 Zásady a metody

Během několika následujících setkání se vytříbily cíle a postupy. Připravované
pojednání bude určeno všem: přírodovědcům, profesorům i studentům, budou-
cím učitelům, fyzikům, technikům. Proto musí kniha obsahovat soubor matema-
tických nástrojů co nejrobustnějších a nejuniversálnějších, zároveň je však třeba
tyto nástroje co možná zjednodušit. Nutně přitom narazili na řadu otázek, na
které se dosud odpovídalo intuitivním způsobem: Co je číslo? Co je množina? Jak
definovat křivku, plochu, tvar? Tak se přirozeně dostali k rozhodnutí, že první
část jejich práce bude věnována teorii množin jako základům celé matematiky.
Dali si název Výbor pro pojednání o analýze a aby náročnou práci dobře

zvládli, zřídili několik podvýborů pro jednotlivé dílčí úkoly. Po několika odpo-
ledních schůzkách v Paříži dospěli k názoru, že pro svou práci musí najít od-
povídající místo s možností plného soustředění. V létě 1935 uspořádali týdenní
pracovní konferenci na venkově. Takové konference se pak opakovaly několikrát
ročně.
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Brzy se ukázalo, že svůj cíl a cestu k němu na začátku hrubě podcenili.
Důkladné plánování díla zabralo několik let a přinášelo nové a nové náměty
a požadavky. Živé diskuse a hluboké rozbory pojmů a problémů je přivedly
k nové představě matematiky, k modernímu způsobu její výuky a pracovních
metod, které nakonec neobyčejně ovlivnily matematickou obec v celém světě
a měly velký dopad i na mnohé další oblasti lidského myšlení.
Požadavek absolutní rovnosti účastníků diskuse a zásada naprosté otevře-

nosti jednání způsobily, že pracovní setkání Bourbakiho mívala velmi bouřlivou
atmosféru. Nepoučený návštěvník by si často mohl myslet, že se členové skupiny
pohádali a musí se navždy rozejít ve zlém. Mluvili velmi nahlas, skákali si do
řeči, častovali se nevybíravými žerty. Anarchie a urputnost diskusí prokládaných
drsnými žerty však byly záměrné. Vycházely ze základního požadavku, že každá
skutečnost v matematice musí být vysvětlena, a z přijatého principu kolektivního
autorství.
Po uzavření diskusního bloku bylo určeno, kdo příslušnou partii napíše. Ná-

sledovala nesmlouvavá oponentura a výběr oběti, která napíše druhou verzi,
která bude s největší pravděpodobností stejně nesmlouvavě zkritizována. Jed-
nomyslné shody se dobrali zpravidla až při sedmé nebo osmé verzi. Konečnou
podobu textu dal zpravidla Dieudonné, který byl uznáván pro svůj vytříbený
styl.
Takto Bourbakiho metodu charakterizoval Chevalley v rozhovoru s D. Gu-

edjem [6]: „Je to víc než pouhé vylepšování. Je to uplatňování přístupu podle
standardů, které Bourbaki chtěl zavést do matematiky – hlavně teorii množin
a pojem struktury. Právě pojem struktury je vpravdě bourbakistický. Avšak s po-
citem toho, jak gigantický cíl uskutečňujeme, jsme postupně nabývali jistoty, že
ho vlastně nemůžeme nikdy dosáhnout.	

2.3 Tajný spolek

Jak se spolupráce členů skupiny rozvíjela a Bourbakiho identita posilovala, stále
více se uzavíral do tajemnosti. Důvodů bylo několik: přísný princip kolektivního
autorství, snaha ubránit se vnějšímu vlivu kritiků nebo odpůrců jejich metody,
zvýšení autority díla vzniklého na základě bezvýhradného kolektivního konsensu
a snad i posílení soudržnosti skupiny opředené tajemstvím.
Počet členů skupiny se pohyboval kolem dvanácti, její složení se však prů-

běžně měnilo. V lednu 1935 se k ní připojili Jean Lerray, Paul Dubreil a Szolem
Mandelbrojt, první dva však skupinu opustili ještě před první letní konferencí
a místo nich přišli Jean Coulomb a Charles Ehresmann.
Obměnu členů později podporovala i přísně dodržovaná zásada, že po do-

sažení padesáti let věku musí každý člen skupinu opustit. Nové členy Bourbaki
zpravidla získával tak, že na svou konferenci pozval jednoho nebo dva hosty, aby
je důkladně otestoval. Tato nebohá „morčata	, jak je nazývali v drsném leč při-
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léhavém příměru k laboratorním zvířatům, se buď aktivně prosadila v dravých
diskusích nebo skupinu opustila.
V důsledku pravidla obměny lze v historii Bourbakiho rozlišit několik „gene-

rací	. Během 2. světové války se připojil jediný člen – Laurent Schwartz. Z obr. 1
je zřejmé, že k velké obměně muselo dojít brzy po válce. Další generaci členů
Bourbaki tvoří Jean-Pierre Serre, Pierre Samuel, Jean-Louis Koszul, Jacques
Dixmier, Roger Godement a Sammy Eilenberg. V padesátých letech nastoupila
třetí generace, k níž patřili jako Alexandre Grothendieck, François Bruhat, Serge
Lang, Pierre Cartier, Američan John Tate a Švýcar Armand Borel. Co jméno,
to osobnost. Schwartz, Serre, Grothendieck a pozdější členové Allain Connes
a Jean-Christophe Yoccoz získali nejvyšší matematické ocenění – Fieldsovu me-
daili, kterou Mezinárodní matematická unie uděluje jednou za čtyři roky na
Světovém kongresu matematiků a která bývá považována za obdobu Nobelovy
ceny v matematice.

3 Dílo

Bez nadsázky lze říci, že Bourbaki svým dílem významně ovlivnil moderní ma-
tematiku v mnoha směrech: myšlení, způsob práce i výuku. Celá generace ma-
tematiků vyrostla na jeho učebnicích, jeho dílo však má zásadní dopad i na ty,
kdo s jeho knihami nikdy nepřišli přímo do styku.
Název celého díla Élements de mathématique (Základy matematiky) sym-

bolicky odkazuje na Eukleidovy Základy vybudované axiomatickým způsobem.
Záměrně zvolené jednotné číslo místo obvyklého „mathématiques	 zdůrazňuje
snahu autorů o jednotu v matematice.
V protikladu s původními ambiciózními plány první svazek Théorie des en-

sembles (Teorie množin) obsahující pouhý souhrn výsledků z teorie množin bez
důkazů vyšel teprve v roce 1939. Postupně následovaly další a další části: Algébre
(Algebra), Topologie génerale (Obecná topologie), Fonctions d’une variable réelle
(Funkce jedné reálné proměnné), Espaces vectoriels topologiques (Topologické
vektorové prostory), Intégration (Integrování), Algébre commutative (Komuta-
tivní algebra), Variétés différentielles et analytiques (Diferenciální a analytické
variety), Groupes et algébres de Lie (Lieovy grupy a Lieovy algebry), Théo-
ries spectrales (Spektrální teorie). Dohromady deset dílů rozdělených do téměř
sedmdesáti kapitol. Poslední svazek vyšel v roce 1998, šedesát čtyři roky po
Bourbakiho zrození.

3.1 Jednota matematiky, axiomatická metoda, struktury

Bourbakiko dílo představuje mnohem víc než jen objemný matematický spis.
Jeho myšlenkový základ tvoří tři klíčové pojmy: jednota matematiky, axioma-
tická metoda a studium struktur. Dnes je matematika všeobecně vnímána jako
jeden celek, např. důkazy vět v teorii čísel se často opírají o směs pojmů a me-
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tod z analýzy, geometrie a algebry. V době svého zrodu si však Bourbaki musel
položit otázku, zda moderní matematika představuje jednu mathématique nebo
mnoho mathématiques; a jednoznačně se přiklonil k první alternativě.
Moderní axiomatická metoda, kterou Bourbaki prosazoval, vycházela z úvah

velkého německého matematika Davida Hilberta, publikovaných v jeho knize
Grundlagen der Geometrie (Základy geometrie) v roce 1899. Hlavní odlišnost
od Eukleidova přístupu spočívá v její formální podstatě. Moderní axiomatická
metoda se nesnaží definovat základní pojmy (jako např. body a přímky u Euk-
leida), se kterými má daná teorie pracovat. Tyto základní pojmy jsou pojímány
jako abstraktní objekty, jejichž povaha a konkrétní význam nejsou důležité. Hil-
bert to žertem ilustroval tak, že by „body	, „přímky	 a „roviny	 v axiomech
geometrie mohly být klidně nazývány „židle	, „stoly	 a „pivní láhve	. Podstatné
jsou jen vztahy mezi základními objekty definovanými pomocí axiomů, nikoli ob-
jekty samy. Věta platná pro objekty určitých vlastností platí pro jakékoli jiné
objekty, které mají vlastnosti, jež byly použity při důkazu věty. Místo vyjme-
nování objektů, kterými se chceme zabývat, stačí uvést seznam vlastností, které
mají být při zkoumání využity.
V článku L’architecture des mathématiques [3], který lze považovat za Bour-

bakiho manifest, se vysvětluje, že začínáme se soustavou „prvků, jejichž vlast-
nosti nejsou specifikovány. Pak přidáme jeden nebo více vztahů mezi těmito
prvky [. . . ] a předpoklady, které tyto vztahy musí splňovat. To jsou axiomy
struktury, kterou uvažujeme. Vytvářet axiomatickou teorii z dané struktury zna-
mená odvozovat logické důsledky axiomů struktury bez užití jakýchkoli dalších
předpokladů o příslušných prvcích (a zejména bez užití jakýchkoli předpokladů
o jejich

’
povaze‘ ).	

Jednoduchým příkladem abstraktní matematické struktury je pojem grupy,
se kterým se můžeme setkat ve všech matematických oblastech. Operace „ná-
sobení	 může v daném případě představovat algebraickou operaci sčítání čísel,
translaci v eukleidovské rovině, rotaci v prostoru atd. Bourbaki rozlišoval tři
hlavní typy struktur. Struktury zahrnující pravidlo, kterým se ke dvěma prv-
kům přiřazuje prvek třetí, jsou struktury algebraické. Patří k nim např. grupy,
okruhy, ideály, (algebraická) tělesa, vektorové prostory. Druhý typ struktury ob-
sahuje uspořádání, tj. vztah, který řadí nebo porovnává prvky. Třetím typem
jsou topologické struktury, které přinášejí abstraktní matematické formulace in-
tuitivních pojmů okolí, limity a spojitosti.
Pomocí axiomatické metody a těchto tří základních typů struktur Bourbaki

vylíčil obraz matematického světa organizovaného na základě hierarchie struk-
tur, postupem od jednoduchých ke složitějším, od obecných k specifickým.
Jednota matematiky, axiomatická metoda ani studium struktur ovšem nejsou

Bourbakiho vynálezy. Jeho zásadní přínos spočívá v tom, že tyto tři pojmy
zdůraznil, spojil, a pokusil se pojem struktury, který se předtím objevil již v práci
německých algebraiků, rozšířit na celou matematiku.
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3.2 Terminologie

Asi málokterý matematik si uvědomuje, jak často vyžívá Bourbakiho „vynálezy	.
Řada dnes běžně používaných termínů pochází z Bourbakiho dílny. Některé pře-
vzali z běžného jazyka, jiné si museli vytvořit. Termín boule ve významu koule se
v matematice vůbec poprvé objevuje v jejich knize o obecné topologii. Nahradil
starší termín hypersphéröıde a odstranil nejednoznačnost v označování vnitřku
a povrchu koule. Další všeobecně přijaté termíny, za které vděčíme Bourbakimu,
jsou např. surjektivní, injektivní, bijektivní, filtr, ultrafiltr, induktivní a projek-
tivní limita. Snaha o jasnost a čistotu vyjadřování přivedla Bourbakiho k tomu,
že odmítal latinsko-řecké hybridy jako isojection a equimorphic. Kromě nových
termínů vděčíme Bourbakimu i za řadu šikovných symbolů. Zájem o cizí jazyky
a studijní pobyt v Norsku inspirovaly A. Weila k navržení symbolu ∅ pro prázd-
nou množinu. Bourbaki zavedl i označení implikace⇒ a další užitečné a vlastně
docela přirozené symboly jako �=, /∈, ⊃ aj. Bourbakiho vynálezem je také symbol
„nebezpečné zatáčky	 upozorňující čtenáře na nebezpečí závažného omylu,
kterého by se mohl v dané souvislosti dopustit.
I když Bourbakiho cílem bylo spíše pečlivě prozkoumat a zpracovat součas-

nou matematiku, zařadil do svých knih také některé nejnovější výsledky vlastní
vědecké práce. Takovým novým konceptem vytvořeným v duchu strukturálního
a axiomatického přístupu, je Cartanův pojem filtru, definovaný v části věno-
vané obecné topologii: Nechť E je neprázdná množina. Neprázdná množina F
jejích podmnožin se nazývá filtr, jestliže splňuje následující podmínky. (i) ∅ /∈ F;
(ii) A ∈ F, A ⊂ B ⇒ B ∈ F; (iii) A,B ∈ F ⇒ A ∩ B ∈ F. Jednoduchým příkla-
dem filtru je množina okolí daného bodu v topologickém prostoru. Pojem filtru
umožňuje přirozeným způsobem rozšířit pojem limity a spojitosti reálné funkce
reálné proměnné pro zobrazení topologických prostorů, ve kterých nelze praco-
vat se vzdáleností bodů. Filtr však představuje natolik obecnou strukturu, že
nachází uplatnění i v jiných oblastech matematiky, např. v logice.

3.3 Výtky a kritika

Důraz na abstraktnost, který je jedním z pilířů Bourbakiho díla, je zároveň pa-
radoxně příčinou jeho závažných nedostatků. Patří k nim přehlížení či dokonce
opovrhování čímkoli, co má souvislost s aplikacemi. Týká se to např. numerické
matematiky, teorie pravděpodobnosti a statistiky, teoretické informatiky, teorie
her a matematického programování. Dieudonné na konci svého života připustil,
že to byla chyba; čtyři desetiletí po Poincarém ve Francii neexistovala významná
aplikovaná matematika. A Schwartz ve své autobiografii [15] konstatuje, že Bour-
baki má velkou vinu na tom, že se ve Francii velmi zbrzdil rozvoj statistiky.
Podobný nezájem projevoval Bourbaki o matematickou fyziku. To je zaráže-

jící vzhledem k tomu, jak se o fyziku zajímali a k jejímu rozvoji přispěli např. velcí
teoretičtí matematici v Göttingen – Hilbert, Noetherová a van der Waerden –
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kterými se Weil inspiroval v matematice. V době svého pobytu v Göttingen ani
nepostřehl, že tamní univerzita je jedním z center revolučního rozvoje kvantové
fyziky.
Stejným způsobem Bourbaki vědomě zcela opomíjel matematickou logiku

a základy matematiky. Dieudonné a Weil se dokonce nerozpakovali vyjádřit ná-
zor, že 95 % matematiků se ani za mák o problémy matematické logiky nestará
a že nic z toho, čím se matematická logika zabývá, nepatří k velkým problé-
mům matematiky. Obrovský význam, který má dnes tato oblast matematiky
v souvislosti s informatikou, ukazuje hloubku jejich omylu.
Je však třeba připustit, že jakkoli se Bourbaki nestaral o vazby k jiným vě-

dám, svým stylem a metodami ovlivnil řadu vědců působících v oblastech apli-
kované matematiky, matematické fyziky atd. Příkladem je zakladatel moderní
francouzské školy aplikované matematiky J.-L. Lions, který studoval u Schwar-
tze, nebo Cartanův žák G. Debreu, který v r. 1983 získal Nobelovu cenu za
zavedení analytických metod do ekonomie a exaktní formulaci teorie obecné
rovnováhy.

4 Strukturalismus

Bourbakiho systematický přístup k budování matematiky s důrazem na axi-
omatickou metodu a struktury přesáhl hranice matematiky a pozoruhodným
způsobem ovlivnil celou řadu oblastí lidského myšlení. Bourbaki měl velkou zá-
sluhu na tom, že strukturalismus jako nový myšlenkový směr nahradil do té doby
velmi populární existencionalismus, jehož předním představitelem byl Jean-Paul
Sartre.
Základní prvky strukturalismu lze nalézt již v lingvistických studiích švýcar-

ského jazykovědce Ferdinanda de Saussura [13] na začátku 20. století. Navázal
na ně ruský lingvista Roman Jakobson, který se po ruské revoluci přestěho-
val do Prahy, kde spolu s českými lingvisty založil známý Pražský lingvistický
kroužek. V jejich práci se kolem r. 1929 začal objevovat pojem struktury. Po
okupaci Československa nacisty Jakobson uprchl z Prahy. Nakonec se dostal do
New Yorku, kde se setkal a spolupracoval s dalšími významnými emigranty jako
Claude Lévi-Strauss a André Weil. Společně přispěli k rozvoji strukturalismu,
jehož principy Jakobson využil ve své práci při budování strukturální poetiky
a v teorii komunikace.
Spolupráce a přátelství s Weilem a Jakobsonem v New Yorku velmi ovliv-

nila antropologa Léviho-Strausse [8]. Při složité analýze příbuzenských systémů
hledal inspiraci v strukturálních metodách lingvistiky. Nakonec to byl Weil, kdo
mu pomohl s využitím teorie grup vyřešit složitý problém pravidel uzavírání
manželství u australských domorodých kmenů.
Velký význam měl strukturalismus ve vývoji psychologie. Zasloužil se o to

především švýcarský psycholog Jean Piaget, který se zajímal o využití mate-
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matiky v psychologii a Bourbakiho struktury považoval za klíčové prvky pro
porozumění pochodům lidské mysli.
Strukturální představy převzaté z lingvistiky a Bourbakiho strukturální myš-

lení v matematice využíval v psychologii a psychiatrii francouzský psychiatr Jean
Lacan. Bourbakiho práci obdivoval natolik, že se dokonce zasazoval o ustavení
skupiny psychiatrů a psychoanalytiků po vzoru Bourbakiho.
V ekonomii strukturalistický přístup přispěl k rozvoji ekonometrie a ekono-

mického modelování a ovlivnil např. nositele Nobelovy ceny za ekonomii W. Le-
ontiefa.
Strukturalistické myšlení proniklo i do literární teorie a tvorby. Představi-

telem strukturalismu v teorii literatury byl francouzský literární kritik, filosof
a sémiotik Roland Barthes. Strukturalismus v literární tvorbě využíval polo-
tajný spolek evropských a amerických spisovatelů Oulipo, který v r. 1960 zalo-
žili spisovatelé a matematici François Le Lionnais a Raymond Queneau. Jejich
cílem bylo hledat nové způsoby literární tvorby s využitím postupů vypůjčených
z matematiky a z dalších oborů.

5 New Math

V souladu se svým původním cílem Bourbaki postupně získal klíčové pozice
na univerzitách včetně École Normale Supérieure a École Polytechnique. Spolu
s nimi se na zásadní modernizaci výuky matematiky po 2. světové válce podíleli
i další osobnosti, které do skupiny Bourbaki nepatřily, jako Gustav Choquet,
Jean Leray nebo André Lichnerowicz.
Je přirozené, že se tyto aktivity neomezily jen na vysoké školy. Je nesporné,

že Bourbaki významně ovlivnil i změny ve výuce matematiky na středních ško-
lách, ke kterým došlo ve druhé polovině dvacátého století prakticky v mnoha
zemích. Zdá se však, že kritici této reformy přičítají Bourbakimu větší vinu, než
si zaslouží.

5.1 Situace po 2. světové válce

Poválečná obnova a prudký rozvoj společnosti na celém světě brzy ukázaly na
nezbytnost modernizovat výuku matematiky na středních školách, která neod-
povídala novým požadavkům ekonomie, techniky, vědy a kultury. Přispěl k tomu
aktuální vývoj v samotné matematice, na kterém měl Bourbaki významný po-
díl. Matematika začala být vnímána jako jednotný předmět založený na teorii
množin a vybudovaný pomocí axiomaticky definovaných obecných struktur jako
grupy, okruhy, tělesa, prostory atd. Na rozdíl od vysokých škol, taková mate-
matika do středních škol dosud vůbec nepronikla. Nepřekvapí, že matematici
a mladí učitelé ovlivnění Bourbakiho přednáškami na vysokých školách chtěli
zmodernizovat středoškolskou výuku svého předmětu.
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Módní strukturalismus pronikl do řady oblastí lidského myšlení včetně spole-
čenských a humanitních věd. Rozšířila se představa, že „matematika je všude	.
Psychologové zabývající se pedagogikou zdůrazňovali význam aktivního učení
pro duševní rozvoj dítěte. Bourbakiho styl lépe vyhovoval představě, že místo
toho, aby učitel přímo předával znalosti studentům, má je student získávat pro-
střednictvím vlastních pozorování, odvozování a ověřování za pomoci učitele.

5.2 OECD zasahuje

Do situace se vložila Organizace pro evropskou hospodářskou spolupráci (OEEC,
později rozšířená a přejmenovaná na Organizaci pro hospodářskou spolupráci
a rozvoj, OECD) a v listopadu 1959 ve francouzském Royaumont uspořádala
desetidenní mezinárodní konferenci o obsahové a metodické reformě výuky ma-
tematiky na středních školách [11]. Zúčastnil se jí i Dieudonné a vystoupil s kri-
tikou způsobu výuky geometrie. Navrhl zavést do výuky vektorové prostory, více
logiky a abstrakce. Jeho provokativní výzva „Pryč s Eukleidem!	 vešla do dě-
jin a snad se dá říci, že byla zneužita. Dieudonné jistě netušil, kam se reforma
výuky matematiky bude ubírat. Pro revoluce je charakteristické, že výsledek
neodpovídá úvodním heslům.
V letech 1964–1967 proběhla druhá, přípravná fáze, během níž byly ustaveny

komise. Ve třetí fázi se prováděly výukové experimenty a vytvářela se nová kuri-
kula. Poslední fází na začátku sedmdesátých let bylo všeobecné zavedení nových
kurikul do škol.
Obecné principy nových kurikul lze stručně shrnout takto: základy formální

a matematické logiky a naivní teorie množin se zavádějí dříve než v předchozích
systémech; axiomaticky se zavádějí pojmy grupy, okruhu, tělesa a vektorového
prostoru; zařazují se komplexní čísla a teorie pravděpodobnosti; tradiční geome-
trie se nahrazuje lineární algebrou s využitím lineárních rovnic a vektorových
prostorů; klade se větší důraz na přesnost definic, vět a zápisů důkazů, méně na
numerické, algebraické a trigonometrické výpočty.
Francouzská vláda v roce 1967 sestavila z univerzitních a středoškolských

učitelů matematiky osmnáctičlennou komisi, která měla připravit nová kurikula.
Byli v ní takové osobnosti jako A. Lichnerowicz (předseda), G. Choquet, L. Néel
a člen Bourbakiho skupiny P. Samuel. Podobným způsobem, byť v rozdílném
rozsahu, se reforma šířila i do dalších evropských zemí. Spustila se i v Sovětském
Svazu, kde byla v r. 1966 z pracovníků Akademie věd a Pedagogické akade-
mie věd sestavena komise o 500 členech. Matematická část vedená vynikajícím
matematikem A. N. Kolmogorovem vytvořila kurikula pro 4.–10. ročník tehdy
desetiletých škol, přičemž některé koncepty reformy probíhající v zemích západní
Evropy odmítla. Reforma se samozřejmě přenesla i do Československa.
Konference OECD v r. 1959 se zúčastnili také američtí zástupci. Spojené

státy šokované vypuštěním sovětského Sputniku v r. 1957 již zaváděly opatření
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pro zvýšení konkurenceschopnosti a revoluce New Math zde našla živnou půdu
a rozvinula se v značně větším měřítku než v neorganizované Evropě.

5.3 Konec revoluce

Nesouhlas s reformou New Math se ozýval od samého počátku. Již v r. 1962
byl v časopisu American Mathematical Monthly otištěn dopis 75 matematiků
vedených M. Klinem z newyorkské univerzity, ve kterém argumentovali proti
přílišné formálnosti a abstraktnosti zaváděné do školní matematiky. Autoritami
zpočátku přehlížený kritický hlas odborníků se prosadil, když se rozšířily protesty
nespokojených rodičů [10]. Reforma zjevně zašla příliš daleko a nadělala víc škody
než užitku [7, 12].
J. Leray v r. 1971 napsal [9], že „New Math představuje řadu pojmů, které

jsou definovány bez odkazu na jejich charakteristické vlastnosti (axiomy) a nemo-
hou vést k žádným tvrzením o zajímavých vlastnostech. Těmito postupy nelze
nic odvozovat nebo v nich nalézat cokoli zajímavého. Jejich vyučování je test
paměti, který otravuje inteligenci.	
L. Schwartz v oficiální zprávě v r. 1989 uvádí [9], že „učitelé, rodiče ani

studenti se nenaučili moderní matematiku, nýbrž jen základní jazyk krajně roz-
sáhlého a moderního předmětu [. . . ], přičemž definice uváděné ve školách (po
celém světě!) představují pouhou abecedu předmětu. [. . . ] Krok za krokem se
veškerá bohatost matematiky dříve vyučovaná na středních školách, všechny ty
věty, geometrické obrazce a vazby k dalším vědám byly nahrazeny spoustou de-
finic a axiomů. Většina studentů je považuje za nesrozumitelné a proto mají
velmi slabé výsledky. Matematika je bohatá, když předkládá jen několik pojmů
a struktur a mnoho vět, avšak New Math vyučovaná ve školách zavádí ohromné
množství pojmů a definici a téměř žádné věty. To je velmi slabá matematika. [. . . ]
Cílem matematiky není přesně dokazovat věci, které každý zná. Naopak, cílem
je nalézt bohaté výsledky a pak je dokázat s cílem ujistit se, že platí.	
Na kongresu ICME 4 v Berkeley v roce 1980, 20 let po konferenci v Royau-

mont, byli odborníci připraveni ohlásit konec éry New Math a začátek nového
hnutí „Zpět k základům	. Začíná antireforma, která je v některých důsledcích
snad ještě horší než New Math. Zavádí mnohem méně ambiciózní kurikula, ze
kterých se rok od roku pro zjednodušení vypouštějí další a další pojmy. Odbor-
níci lamentují, že takto okleštěná výuka klade jen velmi malé nároky na tvo-
řivou představivost studentů a schopnost tvořit a psát důkazy, studenti nejsou
vychováváni k uvažování, většina cvičení ve svých formulacích téměř obsahuje
odpovědi. J. Dieudonné [5] s trochou nadsázky prohlašuje, že „nic z toho, co se
učí ve středoškolské matematice, nebylo objeveno po r. 1800	.

5.4 Může za to Bourbaki?

Někteří kritici, kteří s Bourbakiho postupy nesouhlasili, přičítají podíl viny na
New Math Bourbakimu. Je to velmi nespravedlivý omyl. I Dieudonné, který tak



Setkání učitelů matematiky 2010 35

ostře vystoupil proti výuce klasické geometrie na konferenci v Royaumont, poz-
ději New Math odsoudil jako „novou metodu výuky, agresivnější a hloupější me-
todu vztyčující transparent modernismu	. P. Samuel byl jen jedním z osmnácti
členů Lichnerowiczovy komise, ale rozhodně nepatřil k nejradikálnějším. Cartan
a Schwartz přednášeli o moderní matematice středoškolským profesorům, mezi
nimiž samozřejmě byli i nadšenci pro reformu. To bylo tak vše, čím se Bourbaki
a jeho členové v reformě angažovali. Bourbaki jako skupina se nezapojila do
reforem ani do debat o nich.
Velký vliv bourbakismu na reformu středoškolské výuky matematiky nicméně

nelze popřít. A neúspěch New Math neznamená, že tato reforma neměla i pozi-
tivní výsledky.
Zkušenosti ze sledu všech těch reforem a antireforem z posledních padesáti

let by neměly být zapomenuty. Bylo by velmi užitečné důkladně prostudovat
jejich podněty, cíle, průběh a důsledky, vzít si poučení z jejich nezdarů a chyb
a vyvarovat se jejich opakování.

6 Závěr

Nicolase Bourbakiho lze obdivovat i zatracovat. Bez nadsázky však lze říci, že
každý matematik 2. poloviny 20. století byl jeho metodami a postupy více či méně
ovlivněn. Skupinu Bourbaki tvořily až na výjimky výrazné osobnosti francouz-
ské matematiky, které chtěly pozvednout úroveň matematiky na francouzských
univerzitách. Výsledky jejich práce však přesáhly hranice Francie i matematiky,
přispěly k rozvoji myšlenkového směru strukturalismu a jeho prostřednictvím
ovlivnily celou řadu oblastí lidského myšlení.
Další informace o práci i pozoruhodných životních osudech zakladatelů Bour-

bakiho lze nalézt např. v knihách [1, 9, 15] a v časopiseckých článcích [2, 4, 6, 14].
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Člověk a číslo

Tomáš Sedláček

Abstrakt

Tento vztah, člověk a číslo, patří, dle mého soudu, k těm nejsložitějším, na které lze
narazit. Podobně se chci dotknout i vztahu čísla a reality, potažmo se chci i dotknout
příbuzného – a podobně paradoxního – vztahu čísla a našeho pojetí pravdy.

1 Abstraktně bydlí člověk

Dovolím si začít úvahou francouzského filozofa Jeana Baudrillarda modely reality
se stávají reálnějšími než realita sama o sobě.1 Tak třeba skutečná realita volného
pádu není chléb padající ze stolu dolů, ale je to „ve skutečnosti	 vzoreček, podle
kterého se takový chleba chová – a je vlastně jedno, zda padá chléb, pírko, nebo
kámen. Říkáme tomu abstrakce: abstrahujeme od co možná největšího počtu
věcí (zda se to stalo v pondělí, zda padal člověk nebo bomba s jadernou hlavicí),
abychom se dostali k jádru věci, k jádru pudla. Dlužno podotknout, že přitom
žijeme v implicitní představě, že tato skutečná pravda je skrytá: a že je naší
rolí – rolí vědy – tuto skutečnou pravdu, chcete meta-pravdu, odhalit. Tedy
naší rolí je, obrazně řečeno, odhodit všechny podružnosti, zavřít před nimi oči,
a pozorovat jen pravidelnosti v třeba takovém volném pádu. A odmyslíme-li
si třeba i tření vzduchu, získáme onen známý gravitační vzoreček. A toto je ta
abstraktní pravda, o kterou ve vědě jde. Dobrý vědec nebo myslitel tedy má umět
zejména abstrahovat, velice pečlivě pozorovat, aby věděl, co je jádrově důležité,
a co podružné. A toto je princip takového uvažování: na jádrové se zaměřit
a před ostatním zavřít oči. Známe ještě jednu oblast, kde činíme to samé, kde
se imaginární stává reálnějším než samotná realita, kterou „popisuje	 – umění.
K tomu se ještě vrátíme na příkladě filmu – o něm všichni víme, že není skutečný,
ale přesto: kdysi se točily filmy, aby byly jako ze života; dnes žijeme životy tak,
aby byly jako z filmu.
Takový vzoreček vlastně nikdo nikdy neviděl, přesto věříme, že je to právě

on (nebo jemu podobný), který určuje, střeží samotné pra-vlákna reality kolem
nás. A tak se snažíme fyzikální realitu kolem nás popsat matematicky. Pokud to
nejde, je to pro nás znamení toho, že realitě nerozumíme dokonale, že nám ještě
něco chybí.
1Více viz Baudrillard, Jean: Simulation and Simulacra.
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2 Věda jako Trickster aneb Rozumně s citem, citlivě

s rozumem

Realitu modelujeme. A modelujeme ji matematicky. Na místě je tedy otázka,
co je to model? „Pokud se díváte na realitu racionálně, bude se dívat racio-
nálně zpět� kdysi řekl Hegel. Nebo jiný velikán Galileou Galilei: „mučte přírodu
dost dlouho, dokud nám nevydá své tajemství�. K porozumění přírody je tedy
třeba jisté násilí, ale to nyní pomiňme, pro nás je spíše důležité to, že k po-
chopení přírody, reality, potřebujeme, pokud mi to slovo dovolíte, triky. Vyni-
kajícím trikem pro pochopení zemské přitažlivosti bylo například odmyšlení si
tření vzduchu. Koneckonců předpokladová logika, aximatická či paradigmatická
struktura vědy je založena na triku (jakési užitečné hry) „jako kdyby	. To je
jistě možno klasifikovat jako trik: pojďme si představit svět jako matematizo-
vatelný a kauzalistický, bez tření, bez transakčních nákladů a tak dále. Prostě
na to, abychom přišli realitě „na kloub	 potřebujeme udělat trik a část té re-
ality si domyslet. Pokud daný trik, skoro by se chtělo říci lest, podaří, je daná
abstrakce legitimní. O archetypu trickstera, tedy trikaře, toho napsal mnoho již
antropolog Paul Radin nebo Karl Gustav Jung, patří totiž k těm nejstarším,
nejpradávnějším archetypům, které jsou nám známy.2 Předtím než se vybudo-
val například archetyp hrdiny svalovce nebo nositele kultury (tak jak je známe
dnes z filmů) byl znám archetyp trickstera. A není divu: tricskster znázorňuje
prvotní procitnutí z naivity – že proti bohům (a přírodě) lze bojovat, že není
nutné vše přijímat tak, jak je nebo tak, jak se jeví, že je možné věci měnit
a používat. Na tento antropologicko-psychologický exkurs zde teď není prostor
(odkazuji na literaturu), a tak jen stručně: pokud stojíte proti někomu nebo
něčemu, co je silnější, mocnější a větší než vy sám, pak jsou svaly k ničemu
a je třeba použít trik, něco nečekaného. Proto byla schopnost trikaře tak vysoce
ceněna.
Podobně tak dnes, pokud se má vědec snažit pochopit (a ovládat!) realitu

kolem sebe, která je větší než on sám musí použít trik (jako David na Goliáše,
Jákob na Izáka, atd.). Je to věčný paradox vědy a matematiky: porozumění
nenahlížíme přímo. Musíme mít své – vědecké či matematické postupy. Nicméně
právě vznik, vynalezení těchto postupů – jak například přijít na ten správný
postup řešení daného problému, jak vymyslet správnou metodu, správný trik – je
otázkou nikoli vědeckou, ale spíše otázkou inspirace. Dobrým příkladem takového
triku je známý „důkaz sporem	 – vymyslet takovou metodu důkazu je geniální
a je to otázka inspirace; její následná aplikace pak už je jen rutina – podobně jako
kdysi s proslulým Kolumbovým vejcem. Existuje vědecká metoda, ale neexistuje
vědecký přístup k vědě.

2Více viz Radin, Paul. The trickster: a study in American Indian mythology. London :
Routledge & Kegan Paul, 1956. Nebo Jung, Karl Gustav. Four Archetypes: Mother, Rebirth,
Spirit, Trickster. London and New York : Routledge, 2003.
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3 Zázrak matematiky versus fenomén 65. pole

Mnoho myslitelů před námi bylo fascinováno tím, jak je možné, že matematika –
čistý výplod lidské abstraktní fantazie, nebo chcete-li hry – v reálném světě fun-
guje, že se podle matematiky, takříkajíc, dají stavět mosty, aniž by jej návrhář
kdy viděl. Podmínky a konstrukce mostu totiž lze popsat zcela obecně matema-
ticky. Otázkou je, zda taková matematizace světa je možná, zda lze vše převést
na veličiny. Řečeno jinak, když Bůh stavěl svět, používal při tom jako konstrukční
řeč matematiku – a skrze konstrukční řeč matematiky my dnes svět poznáváme,
doslova dešifrujeme, derekonstruujeme a rekonstruujeme, dotváříme, chápeme
a ovládáme.
Mnohdy se koneckonců stává, že si někteří matematici vymyslí množinu ma-

tematiky, která se vůbec k ničemu nehodí, prostě si hrají, a až za nějakou dobu
později se nakonec ukáže, že se tento druh uvažování naopak přesně hodí na
řešení nějaké množiny problémů. Pokud je mi známo, teorie strun využívá právě
takovou matematiku, která kdysi byla považována za slepou větev. Jak je to
možné? O čem to vypovídá? Jak je možné, že se fyzikální svět chová matema-
ticky?
Tolik fascinace matematikou. A pak je zde fenomén 65. pole. Mí přátelé, kteří

hrají šachy, říkají místu na odkládání skleniček vína, cigaret a tak dále, šedesáté
páté pole. Jak známo, šachovnice má šedesát čtyři polí a šedesáté páté pole je
tedy ten stoleček, který k šachům patří, ale není jeho součástí. Tento příměr
je výmluvný: na šedesáti čtyřech polích platí jasná pravidla, šachy může konec-
konců velice úspěšně hrát počítač, svět šachů je svět, kde platí jasná pravidla
matematické kombinatoriky. Je to svět černobílý, svět hranatých čtverců, kde se
koně pohybují zásadně jen do „L	 a pěšáci nemohou couvat, ale zato se mohou
proměnit v jinou figurku po doražení nepřítelovy základny. Potud svět pravidel
a řádu a jasných vítězství.
Pak je tedy jakýsi „zbytkový svět	 65. pole, kde už pravidla tak jednoznačné

nejsou, koně se hýbají často nepředvídatelně a pěšáci mohou i couvat. Pěšák
z šachů se stává jakousi proxi veličinou, jakýmsi avatarem skutečného pěšáka ve
světě šachů. Otázkou tedy teď je, jak velká je hrací plocha 64 polí, kde vládne
matematika, a jak veliký je svět 65. pole, kde věda a matematika musí mlčet.
Když už jsme u slova mlčet, nemůžeme si nevzpomenout na dalšího vý-

znamného logika minulého století Ludwiga Wittgensteina – ten, když se poku-
sil vystavit dokonalý vědecký jazyk, tak na konci svého slavného matematicko-
-filozofického traktátu prohlásil, že o věcech o kterých nemůžeme (vědecky) mlu-
vit, musíme mlčet.3 Tedy třeba k otázce Boha, smyslu života musí věda mlčet.
A mlčí – akorát se mi zdá, že její mlčení je mlčením tiché domácnosti, nebo
někdy dokonce pohrdlivým mlčením, jakéhosi vědeckého bonmotového faux pas:

3Wittgenstein, Ludwig. Tractatus Logico-Philosophicus. New York, London : Routledge &
Kegan Paul, 1974.
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o těchto věcech se ve (vědecké) společnosti nemluví, jako by byly neslušné. Není
to často mlčením mystickým a plným údivu a respektu. Na tuto známou Witt-
gensteinvou větu „o čem nemůžeme mluvit, musíme mlčet� údajně odpověděl
Rudolf Karnap „ale to jsou zrovna ty věci, o kterých mluvit chceme�. Takže si
musíme uvědomit, že věda – a s ní matematika – o některých věcech, zejména těch
mrtvých, hovořit může, ale právě o těch zajímavých věcech, věcech života, musí
mlčet. Pokud tedy připustíme, že existuje i jiná pravda než pravda analyticko-
-vědecká, pak existuje velká množina věcí, ke kterým se věda vyjadřovat nesmí,
musí zde mlčet a nikoli kvůli tomu, že je to oblast nedůležitá, ale proto, že
tam prostě vědecko-matematické metodě není povoleno vstoupit. Je tedy jistá
množina pravdy, která není analyticky poznatelná?
K zodpovězení této otázky si pomůžeme postupem z dvou směrů: zaprvé

Gödelovy věty o neúplnosti, které říkají, že víme, že je jistá oblast pravdy, která
je širší, než pravda matematická. Jinými slovy víme o něčem, že je to pravdivé, ale
také víme, máme na to důkaz, že to nelze dokázat. Máme tedy jakýsi „smysl pro
pravdu	, který přesahuje matematickou analýzu. Zároveň díky Gödelovi víme,
že daný axiomatický systém je neúplný (tedy neumíme dokázat vše, o čem víme,
že je pravda) a pokud rozšíříme jeho axiomy, pak je zas rozporuplný. Je tedy na
výběru daného matematika, který axiomatický systém si vybere.4

Druhý článek, respektive stejnojmennou knihu, který bych zde rád zmínil,
je článek od jednoho z nejvýznamnějších matematiků minulého století Bernarda
Russela, který se jmenuje Mystika a logika.5 Je to kouzelný článek, ve kterém,
pokud je mi dovoleno jej shrnout, tvrdí, že jedno nemůže existovat bez druhého.

4 Pravda vědců a pravda básníků

Druhý způsob, jak k této otázce přistoupit vyžaduje malý exkurs ke kořenům
naší řecko-hebrejské civilizace a jejich rozdílného pojetí pravdy. Řecká civilizace
je založena na dvojici slov vizuální chápání. Hebrejská civilizace spíše na zvukové
poslouchání. Řecké příběhy jsou dokonale vizuální: požadavek na každého hrdinu
bylo, aby byl tesatelný do sochy. Řecké příběhy apelují na fantazii, natáčí se
z nich krásné filmy. Jsou psány pro oko. Stejně tak u řecké filozofie bylo důležité
pochopení a porozumění principu. Zde také vznikla evropská tradice filozofie
a vědy. I dnes pro nás je nejdůležitější vjem zrak – určuje naši základní pozici ve
světě. Když Angličan něco pochopí, řekne „I see	 tedy vidím. Chápání a vidění
je tedy často dáno do synonyma.6

4Z české literatury viz Peregrin, Jaroslav. Kapitoly z analytické filozofie. Praha : Filosofia,
2005. Nebo Kolman, Vojtěch. Filozofie čísla. Praha : Filosofia, 2008.
5Nevyšlo v českém překladu, viz Russell, Bertrand. Mysticism and Logic and Other Essays.

London, New York : Longmans, Green and co., 1918.
6Více k tématu viz Komárek, Stanislav. Obraz člověka a přírody v zrcadle biologie (Image

of Man and Nature in the Mirror of Biology). Praha : Academia, 2008. Zajímavě též Payne,
Jan. Odkud zlo? (Whence Evil?). Praha : Triton, 2005.
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Naopak u hebrejského myšlení je primární zvukový vjem: „Slyš o Izraeli,
Hospodin tvůj Bůh je jeden�.7 Hebrejové měli naopak, jak známo, zakázáno zob-
razovat jakékoli podobenství boha, lidí dokonce i zvířat. Vizuální reprezentací
jakoby pohrdali, nebo ji alespoň nepoužívali, neměli to ve zvyku: ani jeden bib-
lický hrdina není popsán, jak vypadal – což naši dobu musí dost překvapit.
Hebrejské příběhy jsou nevizuální – proto většina filmů, které se dnes snažíme
z Bible natočit, končí dost tristně. A nyní tedy zpět k tématu. Co se týče pravdy,
u Řeků bylo hlavní její pochopení, u Hebrejů bylo, co se pravdy týče, hlavní ni-
koli její pochopení, ale naslouchání. Ze všech příběhů, které bychom mohli uvést
jako příklad, si vzpomeňme na obětování Izáka, nebo Abramovo povolání (zvu-
kové), aby odešel ze své země a šel do země zaslíbené. Ani jednou neslyšíme
„proč	, což by byla přirozená otázka naše v rámci naší řecké tradice. Pravda
byla pro Hebreje něco, co je třeba následovat, poslouchat – a nikoli tolik nazírat,
či pasivně chápat, což zase bylo důležité spíše pro řeky. Střet těchto dvou pojetí
pravd je hezky vidět třeba u setkání Piláta s Ježíšem. Ježíš v Hebrejské tradici
říká „Každý, kdo patří pravdě, mne poslouchá.�8 Načež se Pilát postmoderně-
-skepticky v řecké tradici ptá „Co je pravda?�9, ve smyslu, že pravdě nerozumí,
což je obsaženo v samotné otázce.
Řecká analytická pravda filozofů je skeptická, pochybovačná pravda. Descar-

tes postavil základu vědy tím, že pochyboval, že se zbavoval věcí, ve které věřil –
tím vytvořil svou slavnou metodu „cogito ergo sum�, která se též (příznačněji)
překládá, jako pochybuji, tedy jsem. Descartes odhaluje pravdu, realitu pochy-
bováním. Pokud se vrátíme k hebrejskému pojetí, Ježíš (na jiném místě) říká
„já jsem ta cesta, pravda i život�10 tedy dává do jedné věty slova cesta, pravda,
život a navíc slovo „já	 tedy osobu. To by nás, ani Řeky, nikdy nenapadlo dát
do souvislosti s naším pojetím pravdy. Hebrejská pravda je tedy pravda, která
je aktivní, je jí nutno spíše naslouchat než chápat a je to právě pravda nepochy-
bovačná, ale důvěřivá.
Tyto dvě pravdy se nevylučují – prostě nelze požadovat důkazu lásky, v to, že

jsme milováni, musíme věřit, láska, která potřebuje (vědecké!) důkazy, přestává
být láskou. Tyto dvě pojetí pravdy se doplňují; jen naše doba, mám pocit, tu
pravdu básníků, pravdu životní (lepší termín mne nenapadá) zanedbává a pova-
žuje ji (proč?) za méněcennou.
Poslední úvaha k pravdě básníků versus pravdě vědecko-matematické. Pokud

se řekne slovo pravda, co se vám vybaví? Mne osobně vzoreček, který ovládá chod
hvězd. Tedy něco, co se nemění, co je objektivní a zcela (brutálně) nezávislé na
lidských osudech, na náladě, osobě hledícího, čase atd. Je to představa pravdy
vědecké. Pravda básníků je jiná. Pokud básník řekne: ona byla jako kopretina,

7Například Deut 6 : 4.
8Jan 18 : 37.
9Jan 18 : 38.
10Jan 14 : 6.
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může mít pravdu a můžeme se s ním hádat, že dotyčná není jako kopretina. Ale co
se tím míní? Vždyť – z vědeckého hlediska – je to veliká lež. Žena (žádná) nemá
s kopretinou společného skoro absolutně vůbec nic! Ženy neumí fotosyntézu,
kytky jsou nesrovnatelně jiný druh než savčí samičky. Přesto tušíme, že básník
tápe na pravdu – chce tím asi říci, že daná byla křehká, nebo krásná. Proč to tedy
neřekne rovnou? Proč u toho musí „lhát	? Protože jako lidé potřebujeme tyto
dva rozměry pravdy – obojí je důležité. Člověku je dáno do vínku žít mezi dvěma
extrémy: přílišnou racionalitou a přílišnými emocemi. To bych chtěl ilustrovat
na následujícím (vím, poněkud překvapivém) příkladě.

5 Dvojí strach člověka

Čeho se bojíme, často prozradí o naší době nejvíc. Zdá se, že se jako lidé bytostně
bojíme dvou věcí: zvířeckosti (příliš životně spontánního) a mechanického (příliš
mrtvolně chladného). Hned to vysvětlím. Bojíte se v noci v lese? Nebo myší,
pavouků či hadů? Ani jeden strach přitom není racionálně odůvodnitelný, přesto
se nás občas zmocní až panická hrůza, když jsme s něčím takovým konfrontováni.
Na toto téma koneckonců existuje bezpočet hororů a příběhů (např. fenomenální
Ptáci od Alfreda Hitchcocka). Ale nejhrůznějších efektů se dosahuje kombinací
zvířat s lidmi, čehosi zvířecího v lidském těle (vlkodlak, hejkal, upír, . . . ).
Na druhou stranu velký počet novodobých příběhů a mýtů (vyjádřených dnes

většinou ve filmech) používá jako hlavní ohrožení lidstva roboty, cosi mechanic-
kého, co jsme kdysi sami stvořili (naopak zvířata jsme nestvořili, na této pla-
netě nás předcházely a to jak dle vědců, tak Bible). Stroje se ale v příbězích
strašidelně vymykají kontrole, jako bychom vyvolali jakéhosi mechanického dé-
mona z Aladinovo-vědecké lampy (podobě tak ani divoká zvířata neovládáme).
V tomto scénáři lidskost neohrožuje zvířeckost, ale naopak nelidské jakoby oživlé
mrtvé stroje, (první díl Matrixu, Transformers, ale i starší klasika: Čapkův robot
RUR).
Máme štěstí, že máme Čapka. Jeho Válka s mloky a Robot R.U.R. mají

mnoho společného – vlastně spojují oba výše zmíněné motivy. V prvním scénáři
nás ničí zvířata, ve druhém roboti, které jsme si sami vytvořili (mimochodem
zvláštní, že se snažíme vytvořit roboty k obrazu svému, aby vypadaly jak lidi,
podobně jako kdysi Bůh stvořil člověka k obrazu svému). V obou případech se ale
bojíme toho stejného: lhostejnosti, se kterou nás mloci nebo jiné zvířecí bytosti
trhají na kusy, stejně tak se bojíme lhostejnosti robotů. Pozdějším science-fiction
oba hororové elementy kombinuje a vytváří se postava vetřelce, ufona: hrůzné
nelidské zvíře, často vědeckotechnicky vybavené, kterému je vše lidské lhostejné
asi jako nám osud ubrousku od párku v rohlíku.
A jak to probůh souvisí s ekonomií? Zaprvé: člověk nemusí být psycholog, aby

viděl, že v obou extrémech se člověk bojí svých vlastních psychických rysů, které
jsme si jen externalizovali a personifokovali (do upírů nebo robotů). Dalo by se
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říci, že se člověk pohybuje právě i mezi těmito dvěma extrémy: mrtvolnou raci-
onalitou na jedné a živočišnými emocemi na straně druhé. Zadruhé: hororovým
zvířatům (a jejich mutacím) i mrtvému mechanickému stroji (nebo mrtvému
duchu) chybí to, co ekonom Adam Smith považuje za klíčovou lidskou morální
vlastnost: soucit. Zbavíme-li se jej, stanou se z nás buď zvířata, nebo stroje. To
záleží na tom, ke kterému extrému se přikloníme – zda zvířecímu v nás nebo
mechanicko-racionálnímu. Z obojího máme ontologický strach. Zatřetí: z toho
našeho vědecko-technického pokroku máme podvědomě dost velký strach. Bo-
jíme se, zda jsme tržním a konzumním životem nevyvolali něco, co se vymklo
z kontroly, co spíše ovládá nás a trhá a přeměňuje náš svět, který jsme znali
a měli rádi.
Musíme si dávat pozor – nesmí v nás převážit ani jedna tendence, člověk

má žít kdesi uprostřed. Nesmí se stát pouze vědecko-matematickým, ani čistě
živočišně-emotivním. Náš úděl, dar i břímě je být mezi a mít oboje tendence
v sobě. To, že mezi racionalitou a emocemi není buď a nebo, ale jakési kontinuum,
tedy že oboje jsou projevem téže množiny, jsem se snažil ukázat v druhé části své
knihy Ekonomie dobra a zla. Zde jen stručně: i vrchol racionality matematika
byla kdysi emocí, jen v raném, měkkém, stádiu. I jedna plus jedna rovná se
dva jsme se museli učit a zprvu to bylo doprovázeno emocí. Až opakovanou
(společenskou) konfirmací daná emoce ztvrdla a stala se racionalitou, o které
vlastně nejen nic necítíme, ale o které ani nepřemýšlíme (trochu jako když se
učíme řídit). A naopak i takový vrchol emocí, jako je zamilovanost, postupně
opakovanou konfirmací, přechází v emoci, které je tak ztvrdlá, že se podobá
racionálnímu vjemu.

6 Matematika v ekonomii

Dovolte poslední zastavení – o roli matematiky v ekonomii.11 Chtěl bych se
vyhnout kýčovité diskusi, zda je dnes ve společenských vědách málo či hodně
matematiky. Chci zde říci, že matematické pojetí světa je jen špičkou ledovce,
pod ním – jako základ je filozofie, antropologie atd.: měkké vědy. Věda začínala
jako přírodní filozofie, tedy podmnožina filozofie, až později se věda emanci-
povala jakoby mimo filozofii. Ekonomie zase začínala jak podmnožina morální
filozofie. Prvotní učebnice ekonomii v sobě neměly žádná nebo velice málo čísel.
Koneckonců i Alfred Marschall varoval před přílišným použitím matematiky:
In later years I went more and more on the rules: (1) Use mathematics as

a short hand language, rather than as an engine of inquiry. (2) Keep to them till

11Více viz Weintraub, Roy E. How Economics Became a Mathematical Science. Durham,
NC : Duke University Press, 2002. Nebo Bunt, Lucas N. H., Phillip S. Jones, and Jack D. Be-
dient. The historical roots of elementary mathematics. New York : Dover publications, 1988.
Emmer, Michele. Mathematics and culture. Berlin, Heidelberg, New York : Springer-Verlag,
2004. Vynikající kniha v tomto směru je Kline, Morris. Mathematical Thought from Ancient
to Modern Times. New York : Oxford University Press, 1972.
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you have done. (3) Translate into English. (4) Then illustrate by examples that
are important in real life. (5) Burn the mathematics. (6) If you can‘ t succeed
in four, burn three. This last I did often. . . I think you should do all you can to
prevent people from using mathematics in cases in which the English language
is as short as the mathematical.12

Matematika se bezesporu stala hlavním jazykem hlavního proudu moderní
ekonomie. Krásně to vystihuje citát George Stiglera z roku 1965: „The age of
quantification is now full upon us. We are now armed with bulging arsenal of
techniques of quantitative analysis, and of power – as compared to untrained
common sense – comparable to the displacements of archers by cannon.�13 Není
složité vypozorovat, jak se dnešní ekonomické myšlení rodilo z lůna determi-
nismu, kartesianismu, matematizujícího racionalismu, hédonismu a zjednoduše-
ného individualistického utilitarismu. Vyústění těchto vlivů znamenalo změnu
ekonomie do takové podoby, jak ji známe z učebnic plných grafů, čísel, vzorečků
a matematiky.
Zajímavé je, že nejen ekonomie, ale ani matematika nebyla nikdy „abso-

lutní	 vědou v moderním slova smyslu. Samotná čísla byla těhotná jinými vý-
znamy než pouhý počet, v průběhu historie byla vnímána spíše jako reprezentace
s mystickým obsahem. „Primarily considered, numbers are symbols of the be-
gining and development of the universe, of a solar system, or a series of such,
or, indeed, of any rythmic movement. The terms with which we have to deal in
considering the science of numbers are figures, symbols, ciphers, arythmetic and
mathematics.�14

7 Číslo jako mystika
15

„Numbers, chiefest of sciences, I invented for them�16 sděluje Aischylos ve čtvr-
tém století př. n. l. ústy titulní postavy své hry – Prométhea. Řekové skutečně
matematiku považovali za významný filosofický nástroj zkoumání světa. V rukou
Pythagorejské školy potom za nástroj nejdůležitější, dokonce číslo bylo považo-
váno za princip samotného kosmu. „Number was their first principle in the expla-
nation of nature. . . Hence the Pythagorean doctrine „All things are numbers.�
Says Philolaus, a famous fifth-century Pythagorean, Were it not for number and

12Groenewegen A Soaring Eagle: Alfred Marshall 1842–1924, 413 in Weintraub, How eco-
nomics became a mathematical science, 22.
13Stigler, G. J.: The essence of Stigler, p. 113, edited by Kurt R. Leube, Thomas Gale
Moore, Hoover Institution Press, Stanford, 1986
14Bosman, L.: Meaning and Philosophy of Numbers, p. xii, Kessinger Publishing, 2003.
15Ke vztahu vědy a mystiky zejména viz Yates, Frances A.Giordano Bruno and the Hermetic
Tradition. London, Routledge and Kegan Paul, 1964 nebo Neubauer, Zdeněk. O čem je věda?
(De possest – O duchovním bytí Božím) (What Science Is About?), 1 ed. Praha : Malvern,
2009.
16Aeschylus, Prometheus, 459.
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its nature, nothing that exists would be clear to anybody either in itself or in
its relation to other things. . . You can observe the power of number exercising
itself not only in the affairs of demons and gods but in all the acts and the
thoughts of men, in all handicrafts and music.�17 Na pythagorejce navázal Pla-
tón, který viděl kontemplativní nahlížení matematicko-filosofických pravd jako
nejlepší činnost vedoucí k pravému mystickému poznání a který do velké míry
ovlivnil znovu-zakladatele moderních věd, Descarta.
Skrze Descarta se matematika a mechanika stala zosobněním rozumu, a co

víc, dokonalé pravdy. „Zákony	 se stávají pravdou přírody. Dokonalé exaktní
vzorečky jako by platily všude, jsou božsky nezávislé na čase, prostoru, našich
emocích či čemkoli jiném vratkém. Jsou pevné. Jakékoli modely, které nelze
matematizovat, jsou považovány za nedokonalé a nedostatečně vědecké.
Přestože se mechanistické myšlení dnes objevuje často i v psychologii a soci-

ologii, za svou si vzala mechaniku především ekonomie a dovedla se do exaktní
matematizace, oproštěnou od veškeré filosofie a mystiky. Počet vzorečků v eko-
nomii nelze se sociologií či psychologií vůbec srovnávat.
Ekonom Piero Mini si všímá pozoruhodné skutečnosti. Newton potřeboval

řešit fyzikální problém, a tak si sestavil vlastní kalkulus. Vynalezl svou matema-
tiku tak, aby jako nástroj vyhovovala pozorovaným faktům, aby si zjednodušil
práci, a aby se mu s fakty dobře pracovalo. Ekonomie se, zdá se, občas dopouští
pravého opaku. Tvoří si svět (a člověka) tak, aby vyhovoval matematice.18

V dnešní ekonomii platí, že modely společnosti se musí tkát předivem mate-
matiky. Ekonomický člověk je často modulem, který nepřetržitě kalkuluje mar-
ginální užitky a náklady, vyhodnocuje ušlý zisk, při odpočinku dbá na optimální
alokaci svých zdrojů. Toto matematické chápání sice nenachází domov jen v há-
jemství ekonomie, lze ale bez rozpaků říci, že v oblasti společenských věd je
ekonomie jednou z nejvěrnějších žaček matematiky. V tomto světě již dávno ne-
platí Heideggerovo „básnicky bydlí člověk	 (ačkoli první ekonomické dílo psal
Mandeville jako báseň. . . ). Člověk dnes bydlí matematicky.
Cílem této kapitoly není volání „nepoužívejme matematiku	 a „vykašleme se

na modely	, ale buďme si vědomi jejich omezení stejně jako jejich výhod a zra-
cionalizujme jejich vytváření i používání. V žádném případě nemohu obsáhnout
celou problematiku,19 tak se omezím pouze na několik příkladů a myšlenek,
které považuji za zajímavé a částečně poukazující na vybrané problémy dezin-
terpretace matematického bádání v ekonomii. Nechci „bojovat	 proti matema-

17Kline, Mathematical Thought from Ancient to Modern Times, volume one, 147–148.
18Mini, Philosophy and Economics, 84 and 88.
19K tomu jsou autory mnohem povolanějšími například E. R. Weintraub: „How Economics
Became a Mathematical Science�, Philip Mirowsky: More Heat than Light: Economics as
a Social Physics, Physics as Nature‘ s Economics a Machine Dreams: Economics Becomes
a Cyborg Science, M. Blaug (1980), The Methodology of Economics a v neposlední řadě níže
citovaná Deirdre McCloská se svou knihou The Secret Sins of Economics.
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tice, kterou považuji za velice mocný a užitečný nástroj i zajímavý a náročný
předmět zkoumání. Chci se v krátkosti vyhradit proti víře některých ekonomů,
že matematika dokáže reálný svět obsáhnout a popsat. Chci upozornit na ně-
které způsoby jejího používání a chápání v ekonomii, které považuji za mylné.
My ekonomové si často nejsme vědomi toho, co modely vlastně říkáme. To je
způsobeno věnováním větší pozornosti (matematické) metodě než problému, na
který je aplikována. Kocháním se krásnými vlastnostmi ekonometrických po-
stupů a poměřování modelů mezi sebou samými se totiž řešení reálného pro-
blému vůbec nemusíme přibližovat a co hůř, nemusíme si toho, že jsme na scestí,
ani všimnout.
Jsem přesvědčen, že si ekonomové toto vše čím dál více uvědomují. Mnozí

však nechtějí vystupovat s kritikou přematematizované ekonomie veřejně, jelikož
nechtějí být ostrakizováni. Odpůrce přehnané matematizace je nerespektován,
protože znevažuje to nejcennější, co ekonomická věda momentálně má: silný ma-
tematický aparát. Známá teoretická ekonomka Deidre McCloskey je však důka-
zem toho, že i když je člověk téměř vyobcován z hnízda moderní mainstreamové
ekonomie pro svoji kritiku, stojí za to obhajovat svůj názor. Ekonomie je totiž
stále (a dokud se bude zabývat člověkem, tak navždy bude), vědou společenskou,
vědou, kde platí určité zákonitosti, ale kde lze jen těžko najít neměnné zákony.
A protože společenské vědy obecně tíhnou k stále větší interdisciplinaritě, musí
k ní tíhnout i ekonomie. Není totiž ekonomem, kdo je pouze ekonomem. A roz-
hodně není ekonomem ten, kdo je pouze skvělým matematikem.
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Obliba matematiky

Jindřich Bečvář

Abstrakt

Kritické zamyšlení nad současnými trendy v našem školství (bezbřehá snaha po zážitko-
vosti, křečovitý důraz na oblíbenost, propagace infantility vedoucí ke ztrátě pracovních
a studijních návyků), zdůraznění významu motivace a badatelsky orientované výuky
provázené studiem.

1 Obliba matematiky

Často se trápíme otázkou, jak zvýšit oblibu matematiky na školách i u široké
veřejnosti. Někteří se domnívají, že toho dosáhneme co největší redukcí obsahu
vyučované látky, výrazným snížením počtu vyučovacích hodin a požadavků na
znalosti a dovednosti. Tyto názory, které byly prezentovány i na Setkání učitelů
matematiky 2008 v Srní, považuji za zcela naivní, scestné a škodlivé. Přichá-
zejí s nimi jednak agilní, nepříliš bystří reformátoři, kteří si neumí představit
důsledky svého konání, jednak menší či větší kořistníci, kteří se „vezou na vlně
doby	 a bez ohledu na škodlivost svého konání se hledí na těch či oněch místech
zavděčit, získat funkci a finance. Ochotně reformují cokoli a jakkoli, vždy však
podle přání zadavatele. Bohužel se tak chovají i někteří matematici a didak-
tici.
Neumím si představit, že by hudebníci hlásali, že všeobecně zvýší oblibu

hudby tím, že budou na školách v hudební výchově děti učit jen stupnici C dur
a píseň Skákal pes přes oves, že by tělocvikáři propagovali tělocvik tak, že se ve
školách při tělesné výchově budou cvičit jen prostná, že by angličtináři pro zvý-
šení obliby angličtiny prosazovali výuku podle učebnice Angličtina pouze pomocí
stovky slov, že by se češtináři snažili zvýšit zájem o literaturu tím, že ve škole se
budou děti učit jen slabikovat a číst pouze Malého Bobše a Honzíkovu cestu.
Jsem přesvědčen, že se při výuce matematiky nemůžeme omezit jen na zcela

elementární fakta, ale že se naopak musíme snažit předvádět hloubku, krásu,
eleganci a vnitřní jednotu matematiky – byť pouze na té úrovni, na které právě
vyučujeme. A k tomu jen základní poznatky nestačí. Jsem přesvědčen, že je
nutno ukazovat jak bezprostřední použitelnost matematiky, tak její užitečnost
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pro rozvoj myšlení a celkové pochopení světa, který nás obklopuje. K větší ob-
libě matematiky, a to na všech typech a stupních škol, může vést pouze hlubší
porozumění podstatě matematických úvah a postupů a dobré zvládnutí určitého
objemu matematických dovedností. Na všech úrovních potřebujeme ukazovat po-
znatky, postupy a zákonitosti, které již nejsou elementární. Ať už se jedná o vztah
trojčlenky a přímé a nepřímé úměrnosti, o geometrická znázornění vzorců pro
druhou a třetí mocninu součtu, resp. rozdílu dvou veličin, o doplnění kvadratic-
kého trojčlenu na úplný čtverec, z něhož se snadno odvodí vzorec pro výpočet
kořenů kvadratické rovnice, o důkaz Pythagorovy věty a vět Eukleidových, o dů-
kaz iracionality odmocniny ze dvou, odvození goniometrických vzorců pomocí
komplexních čísel, o důkaz faktu, že prvočísel je nekonečně mnoho, o způsob na-
lezení všech prvočísel menších než dané přirozené číslo atd. Takových příkladů,
kterými můžeme motivovat své žáky a studenty, lze uvést podstatně více. Ke
zvýšení zájmu výrazně přispěje i využívání tzv. badatelsky orientované vý-
uky, kdy studenti některé poznatky a zákonitosti sami objevují, ale s jinými se
seznamují klasickým způsobem. Nesmírně cenné je otevřít žákům a studen-
tům cestu k badatelskému poznávání, které je navíc nenásilně inspiruje
k soustavnému studiu: abych mohl bádat, musím se i něco naučit!
Právě takové okamžiky, kdy žák či student pochopí podstatu nějaké záko-

nitosti, příčiny nějakých jevů, kdy nahlédne nevyvratitelnost faktů a uvědomí
si souvislosti mezi nimi, ho mohou přivést k exaktnímu myšlení a k matema-
tice. Pokud se však vhodných témat sami (a dobrovolně) zbavíme, nebudeme
mít téměř žádnou příležitost probouzet při výuce o matematiku zájem. Naše
výuka nebude ani inspirativní, ani motivující, žáci a studenti se nebudou na
matematiku dívat se sympatiemi.

2 Zážitková matematika

Jako všelék na upadající zájem mládeže o vzdělávání se dnes uvádí tzv. zážitková
výuka, často se rovněž hovoří o zážitkové pedagogice. Těmito myšlenkami se za-
klíná řada pedagogů a reformátorů všeho druhu, je to výrazně módní záležitost.
Mnozí odborníci (kteří však často sami nikdy neučili) nás poučují, jak máme učit
moderně, jak máme učit zážitkově. Do značné míry nejde o nic nového. Dobří
učitelé vždy uměli své žáky něčím okouzlit, inspirovat, motivovat je k poctivé
a vytrvalé práci. V matematice podněcovali zájem žáků a studentů zajímavými
úlohami a vtipnými obraty, které vedly překvapivě, snadno a rychle k vyřešení
toho či onoho problému. Často oslňovali své žáky právě důkazy, které ukazují,
proč dané tvrzení platí. Poznání, že určitá fakta jsou nezpochybnitelná, pocho-
pení příčinnosti, tj. toho, že z určitých faktů zcela zákonitě vyplývají jiná fakta,
je při výuce matematiky silně motivující. Poznání příčinnosti vždy hrálo důleži-
tou roli, budilo respekt a úctu k disciplíně, která je právě na studiu příčinnosti
postavená.
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Obrovskou roli hrál vždy tzv. aha-efekt. „Aha, tak to je! Teď už to vidím!	
„Aha, teď jsem na to přišel! Už se mi rozsvítilo, už jsem to pochopil!	 V mate-
matice je to zejména aha-efekt, který přináší prožitek a pozitivní emoce. Je to
zážitek ryze intelektuální. Přestože jej nelze zpeněžit, je pro člověka obohacením.
Jako učitelé máme možnost (a mnozí ji chápeme jako radostnou povinnost) při-
vádět své žáky a studenty právě k takovým okamžikům pochopení, porozumění,
osvícení, ke spatření podstaty věci. Musíme však v první řadě sami dobře rozu-
mět látce, kterou vyučujeme, naše znalosti musí být hlubší i širší. V opačném
případě naši žáci či studenti brzy pochopí, že jejich učitel není člověkem na svém
místě.
Kromě aha-efektu, který přichází náhle a silně, je třeba připomenout i zá-

žitky estetické, které mnohdy nemají tak prudký charakter, nejsou „dílem oka-
mžiku	. Mám na mysli např. vnímání krásy geometrické konstrukce (např. kon-
strukce pravidelného pětiúhelníku, pokrytí roviny rovnostrannými trojúhelníky,
resp. pravidelnými šestiúhelníky, různé ornamenty, perspektiva atd.), pochopení
dokonalosti exaktně vybudované teorie, nový, názorný a elegantně provedený
důkaz známého matematického tvrzení, položení matematického důkazu před
oči a spatření podstaty věci. Krásu lze vidět i v jednoduchosti. Využití zážitků
v matematice vidím právě ve výše uvedených jevech. Obávám se však, že řada
reformátorů míní zážitkovou výukou něco zcela jiného.
Neumím si představit nic horšího, než když učitel, který matematice moc ne-

rozumí a redukuje ji na minimum, bude své neumětelství maskovat zaváděním
tzv. moderních vyučovacích metod, mimo jiné např. zážitkovou výukou. Neumím
si představit, jaké zážitky má učitel matematiky žákům a studentům připravit
při výuce matematiky redukované pouze na snůšku základních, elementárních
faktů. Snad jen udělat na stupínku kotrmelec, stojku, nebo si pro oživení atmo-
sféry ve třídě nechat znenadání spadnout kalhoty. Slyšel jsem o zážitkové výuce
historie, kdy si gymnazisté hráli na starý Řím a při výuce běhali v prostěra-
dlech po školní zahradě; jistě to pro ně byl zážitek.1 Takováto výuka však nemá
se skutečným vzděláváním nic společného, jsem přesvědčen, že je pouze marně-
ním času, byť pro většinu studentů zábavným. Nedomnívám se ani, že při výuce
matematiky docílíme výrazných pedagogických úspěchů např. tím, že budeme
studenty učit zážitkovou matematiku s pomocí počítače, interaktivní tabule, in-
ternetu apod. Nemyslím, že by měla být výuka matematiky tímto způsobem
zásadně „modernizována	. Interaktivní tabuli a počítač je rozumné využívat při
základní výuce jen tehdy, docílíme-li tak lepších výsledků vzdělávání než klasic-
kým způsobem; dosavadní výzkumy to však zatím nepotvrzují. Za velmi cenné
a užitečné považuji využití počítače a některých matematických webových strá-
nek k zadávání tvůrčích domácích úkolů, k všestrannému rozšíření obzorů při

1Na takto vedenou výuku nemusí mít učitel prakticky žádné znalosti. Navíc není velké
nebezpečí, že by si této skutečnosti při pobíhání po zahradě studenti povšimli.
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domácí přípravě a zejména k poznání pestrého světa nejrůznějších matematic-
kých pracovišť, časopisů, soutěží, muzeí, databází, vzdělávacích programů apod.
Řada adres je uvedena v článku [3].
Urputná snaha o zvýšení atraktivity školy vede některé ředitele a učitele

k bezhlavé honbě za zážitky, k nebezpečným nápadům a riskantním zábavám,
o nichž občas čteme v médiích. V červnu 2009 se na školním výletě při adrenali-
nové zábavě zvané zorbing zabil sedmačtyřicetiletý učitel, otec čtyř dětí, a těžce
zranil patnáctiletý žák. Ironicky lze konstatovat, že se zábava, která měla být zá-
žitkem a patrně i reklamou pro školu, pro všechny zúčastněné opravdu zážitkem
stala. Snad jim bude alespoň varovným poučením pro život.
Zážitkovostí se bohužel maskují i jiné záležitosti. Tělocvikář a ředitel jistého

gymnázia vymysleli před několika měsíci na lyžařském kurzu „nevinnou hru	,
při níž dvanáctileté dívky lízaly cukr z odhalených těl spolužáků. Na jiném kurzu
byli studenti a studentky učňovského učiliště trestáni za přestupky mimo jiné
tím, že byli ve spodním prádle na sněhu poléváni vodou. Podle učitele se jed-
nalo o zážitkovou pedagogiku, pravidla pro udílení trestů si totiž v kolektivu
odhlasovali a všem se to líbilo. Učitelé si to dobře užili, dokud se to neprova-
lilo.
Uvědomme si ještě, že zážitky prosazované dnešní dobou jsou drogou. Jejich

dávky je třeba stupňovat. Jinak je nuda! Nedivme se proto touze po dalších
a dalších zážitcích, silnějších a výraznějších, kterými naše mládež s nudou bojuje.
Nedávno např. čtyři studenti využili dvě hodiny školního volna k vyjížďce autem
a při šílené jízdě všichni přišli o život. Vítěz soutěžeMuž roku skočil v srpnu 2009
na oslavu svého vítězství na lyžích do vody, bohužel mělké. Očekávaný zážitek
v okamžiku změnil znaménko – pětadvacetiletý muž roku skončil na invalidním
vozíku. Před několika lety studenti gymnázia naplánovali vraždu spolužačky,
a také ji provedli. Potřebovali zážitek! Největším nebezpečím je totiž nuda!
A dostat se z nudy vyžaduje stále větší, silnější a razantnější zážitky. Nejraději
adrenalinové, při nichž se riskuje život, nebo alespoň zdraví. Naše nebo těch
druhých.
Škola nemá šanci konkurovat zážitkům, které dnes, v postmoderní době před-

vádějí a popularizují média. Neměla by se o to ani snažit. Urputné a křečovité vy-
tváření „zážitků	 je často kontraproduktivní, vlastnímu vzdělávání ani výchově
nepřispívá, učitele může dokonce zesměšňovat. Škola by měla usilovat o zážitky
jiného druhu. O radost z poznání, z objevování a bádání, z rozvíjejících
se dovedností, o uspokojení z tvůrčí aktivity, o pocit úspěchu při ně-
jakém konání, ať už v matematice, přírodních či humanitních vědách, resp.
při výtvarné výchově, tělesné výchově, o radost z poznávání světa a různých
sfér lidského vědění a konání. Škola by měla vést své žáky a studenty k vše-
strannému porozumění světu, nabízet nápadité intelektuální zážitky, a tím své
žáky a studenty motivovat a inspirovat. Škola by neměla být místem, kam chodí
žáci a studenti za zábavou. To však klade značné nároky na učitele i na
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žáky – jak po intelektuální stránce, tak po stránce morálně volní. Stačí
připomenout stručná a jasná slova J. A. Komenského:

Od učitele se požaduje schopnost učiti (doctivitas), aby uměl, mohl
a chtěl vyučovati, tj. předně, aby sám znal to, čemu má jiné učiti,
neboť nikdo nemůže vyučovati tomu, co sám málo zná; za druhé,
aby také dovedl jiné vyučovati tomu, co sám zná, to jest, aby byl
didaktikem a dovedl míti trpělivost s nevědomými, kdežto nevědomost
samu mocně zaháněti atd.; konečně, aby tomu, co zná a co dovede,
také chtěl vyučovati, to jest, aby horlivě a bedlivě usiloval dopomoci
jiným k světlu, kterému se těší sám. . .

Od žáka se požaduje učenlivost, jež spočívá v tom, aby mohl, dovedl
a chtěl býti vyučován. ([1], odst. 14–15, str. 14)

3 Škola hrou

Velmi často slyšíme, že zvýšení obliby školy a vzdělávání, a tedy i matematiky,
docílíme důslednou aplikací Komenského hesla „škola hrou	. Podle Komenského
se prý mají děti ve škole jakéhokoli typu a stupně učit pouze tím, že si hrají.
Slogan „škola hrou	 bývá velmi často nesprávně chápán a zneužíván. Uveďme
ke „škole hrou	 základní fakta.
Roku 1631 vyšla tiskem Komenského Janua linguarum reserata (Brána ja-

zyků otevřená), malá encyklopedie obsahující soubor úvodních všeobecných po-
znatků. Jednotlivá hesla jsou prezentována ve dvou souběžných sloupcích, v ma-
teřském jazyce a v latině. Celkem se jedná o tisíc vět postihujících sto tema-
tických okruhů. Jakmile žáci porozuměli některému heslu v mateřském jazyce,
přešli k latinskému sloupci. Současně se tedy seznamovali se všeobecnými zna-
lostmi, s nejdůležitějšími poznatky o světě, a s jazykem latinským. Získávali
slovní zásobu (více než 7 000 slovíček) a učili se slova spojená ve větách.
Komenského Janua linguarum reserata měla úspěch, byla přeložena do řady

jazyků, objevila se i vícejazyčná vydání. Jeho Schola ludus (Škola hrou) z roku
1654 je jejím volným přepracováním. Je to soubor osmi divadelních her, který
předchozí úspěšné Komenského dílo doplňoval. Tematické zaměření naznačují
názvy jednotlivých her: 1. Větší svět čili věci přírodní, 2. Svět v malém čili
člověk, 3. Lidská zaměstnání, 4. Nižší škola, 5. Univerzita, 6. Život po stránce
mravní, 7. Život rodinný a život v obci, 8. Život ve státě a v církvi. Připomeňme,
že čtvrtou a pátou hru máme v českém překladu Josefa Hendricha v knize Škola
na jevišti [2]. Studenti tak v osmi hrách předváděli látku, která byla podána
v Bráně jazyků. Jednalo se tedy o školu „divadelní hrou�, žáci se tak učili hlavně
cizí jazyk. Poznamenejme, že školská dramata byla v Komenského době poměrně
rozšířenou vyučovací metodou.
Komenský nikdy netvrdil, že se všechno má učit a naučit formou hry. Vždy

zdůrazňoval význam soustavného procvičování, tj. toho, co se dnes hanlivě ozna-
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čuje jako dril: Opakujme a zkoušejme ustavičně! To jest, dbejme toho, aby sama
vyučovací methoda se zakládala na neustálém praktickém opakování a zkoušení.
([1], odst. 157, str. 82) Na jiném místě napsal: Žáku náleží práce, učiteli její
řízení. ([1], odst. 24, str. 19)

4 Výchova pro život

Mnozí pedagogové a reformátoři často zdůrazňují, že škola má žáky a studenty
připravovat pro život. Současně však zavrhují roli paměti (pryč s encyklopedic-
kými znalostmi, pryč s biflováním), odmítají soustavné procvičování dovedností
(pryč s drilem, domácími úkoly), prosazují školu hrou, zážitkovou pedagogiku,
prověřování znalostí zaškrtáváním v testech, školu zbavenou stresů, školu plnou
chvály atd. Oficiální místa tyto tendence výrazně podporují. Zbývá tedy jen ma-
ličkost. Vychovat celou státní i soukromou sféru, nejlépe v celé Evropské unii, aby
absolventům našeho současného školství předkládala veškerou práci výhradně
formou hry, zážitkovým způsobem, případně pouze jako zaškrtávání v testech,
aby tolerovala neustálé vyhledávání všech informací na internetu a aby své za-
městnance neustále chválila. A navíc je nutno celou společnost zbavit stresů.
Pak lze opravdu, ale opravdu předpokládat, že absolventi našich škol budou
v zaměstnání i v životě pouze a jedině úspěšní.

Poděkování

Podpořeno projektem Podpora technických a přírodovědných oborů Operačního
programu Vzdělávání pro konkurenceschopnost (CZ.1.07/4.2.00/06.0005).
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Vznik kalkulu:

Al-Chvarizmího aritmetika nejen

pro nematematiky

Marie Benediktová Větrovcová

Abstrakt

Cílem příspěvku je představit arabskou aritmetiku na al-Chvárizmího pramenných tex-
tech 9. století, které stojí u zrodu matematiky kalkulací. Tím zároveň představíme také
způsob, jak studentům humanitních oborů otevřít vhled do matematiky. Chceme také
ukázat rozdíly této arabské aritmetiky oproti aritmetice základoškolské. Podotkněme, že
právě v letošním roce vyšlo již druhé, opravené a o další studie rozšířené, české vydání
al-Chvárizmího Aritmetického a algebraického traktátu.

1 Aritmetický traktát

1.1 Úvod

Al-Chvárizmího Aritmetický traktát je arabským uvedením do světa indického
počítání s čísly největšími, ale i nejmenšími. Pro antický a středověký evropský
svět jsou velká čísla (ale i malá, kladná, nule blízká), jako najdeme v indických
spisech do muže vyčíslené počty armád, běžnými prostředky neuchopitelná.1 Cí-
lem traktátu je ukázat, jak je pojmout a pracovat s nimi v praktickém životě.
Cesta, po které se k těmto číslům dostáváme, představuje počítání ve dvou čísel-
ných pozičních soustavách, desítkové (pro čísla kladná celá) a šedesátkové (pro
zlomky). Nejedná se ale už o počítání pamětné, přelomové na traktátu je, že
ukazuje postupy, algoritmy, základů písemného sčítání, odčítání, násobení a dě-
lení pro čísla přirozená (kladná celá) a zlomky (o základě šedesát, ke konci textu
i o libovolném základě).
Původní arabský text se nedochoval a není ani znám jeho vlastní název.

Vycházíme z latinského textu často označovaného jako Algoritmi de numero In-
dorum (uváděno též jako Kniha o indickém počítání). Nejedná se však o přesný
překlad, ale spíše o výklad al-Chvárizmího počinu soudobými prostředky (po-
užívání římských číslic, chybějící arabské figury i vlastní výpočty). Česká vy-
dání [2] a [1] mají zdroj v latinském vydání, uloženém v knihovně University of

1Srov. [8, str. 9–11].
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Cambridge. Druhé české vydání [1] je opravené a rozšířené o další studie včetně
pokusu o rekonstrukci původního arabského textu [3] – jedná se o hypotetické
znění původních všech algoritmů, i těch, které latinské vydání z důvodů nepo-
chopení neuvádí.
Pro Evropu je Aritmetický traktát základní učebnicí aritmetického kalkulu,

která vedle geometrie Eukleidových Základů znamená pro středověkou vzděla-
nost jiný základ matematiky – společně s al-ChvárizmíhoAlgebraickým traktátem
přináší symbolické počítání – kalkul. Text stojí na počátku nejen aritmetiky, ale
hlavně teorie algoritmu.

1.2 Stručný obsah

Poté, co al-Chvárizmí v původní práci představí znaky, číslice 1 až 9, vyjasní,
co myslí jednotkou, číslem a co kroužkem – nulou. Každé z nich pojímá jinak –
nejsou to rovnocenné pojmy.
Zavedením desítkové soustavu a posléze pro každé číslo i zápisem v této

poziční soustavě, vyjasňuje sémantiku a také syntax libovolně velkého čísla.2 Ta
(u zlomků šedesátková soustava) al-Chvárizmímu umožňuje provádět aritmetické
úkony nejen pro malá, viditelná, čísla, ale i pro dosud nerozlišitelně velká či malá.
To provádí způsobem, který je algoritmizovatelný a který se dnes modifikovaně
vyučuje jako písemné sčítání, odčítání, násobení a dělení.

1.3 Metodologická poznámka

Traktát je psán tak, aby téma bylo vyloženo nejprve stručně v obecném pojed-
nání. Následuje několik názorných příkladů, které se snaží postihnout všechny
případy (od jednoduššího ke složitějšímu), které mohou nastat. Příklady přitom
dokládají algoritmus, jak počítat. Více v [5].

1.4 Algoritmy Aritmetického traktátu

Vlastní slovo algoritmus pochází z latinizované podoby al-Chvárizmího jména
Algorizmi – text traktátu latinského vydání totiž začíná slovy „Dixit Algorizmi	,
tj. Algorizmi pravil. Původně tato slova značila překladatelův odstup od překlá-
dané látky, později však záměr: chceme-li počítat s velkými čísly, dělejme to jako
al-Chvárizmí a nestarejme se proč. „Tak se časem stalo, že názvem algoritmus
začal být označován každý formální kalkul, u nějž z každého správného postavení
znaků vede jen jeden správný krok k postavení následujícímu. Přitom tento krok
musí být jednoduchý, to je téměř bezmyšlenkovitě, mechanicky proveditelný.	3

2Těmito prostředky lze nejen čísla snadným systémem zapsat, ale také rozlišit a uspořádat
(ve smyslu snadno říci, které je větší a které menší). Navíc velká čísla (a dále i malá) jsou
najednou viditelná v podobě znaků, nejen množství. Počet dosud vyjadřoval velikost, množství.
Najednou tu ale máme obrácený pohled – z uspořádání, z kolikátosti můžeme určit počet.
3Viz [8, str. 42].
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1.4.1 Sčítání

Písemné sčítání se jevilo jako neproblematické. Ve spisu totiž uvádí pouze obecné
poučení, příklady nikoli. Dvě čísla máme sepsat pod sebe a sčítat jednotky jed-
notlivých řádů. Při překročení deseti máme přičíst jednotku do vyššího řádu.

1.4.2 Odčítání

Odčítání se zdá být složitější. Kromě obecného poučení o metodě, jak písemně
odčítat, totiž al-Chvárizmí připojuje i příklady. A jejich výběr je pozoruhodný.
Nejprve odečítá polovinu čísla, jehož všechny řády jsou sudé:4 dnešní symbolikou
6 422 − 3 211 = 3 211. Je zřejmé, že umět udělat polovinu, bylo pro tehdejší
svět velmi důležité, navíc jde o ideální polovinu vytvořenou kalkulem: 1 − 1

2
=

=
1
2
. Druhý příklad dokládá, jak pozice v zápisu fungují: 1 144 − 144 = 1 000.

Třetí příklad v překladu latinského textu chybí, jednalo se zřejmě o odčítání
s přechodem přes desítku. Petr Vopěnka v komentáři uvádí 952 − 874 = 78.
Podobný příklad zřejmě však součástí traktátu byl.

1.4.3 Půlení a zdvojení čísla

Těmto dvěma metodám se traktát věnuje zvlášť, zřejmě z důvodů jejich častého
každodenního použití. Pro půlení čísla se předpokládá znalost půlení osmi, šesti,
čtyř a dvou. Při půlení lichého čísla se dělí nejbližší nižší sudé číslo a jednotka se

půlí na
30
60
(30 minut). Text je zaměřen na půlení čísel větších než 10, přičemž

dělení řádu řeší pomocí kroužku ◦ a čísla 5. Dvojnásobek čísla provádíme od
vyššího řádu k nižšímu. Aby byla metoda korektní, pak při překročení desíti
musíme povýšit předchozí (tj. vyšší) řád o jedna (stejně jako u násobení dvou
libovolných čísel).

1.4.4 Násobení libovolných čísel

U násobení dvojčlenů mezi sebou v Algebraickém traktátu5 je uveden zvláštní
příklad násobení dvojciferných čísel. Zde je uveden postup jiný: písemné násobení
libovolných dvou čísel mezi sebou od nejvyšších řádů (2 326 · 214 = 497 764).
Postup výpočtu je náročný, ale zvladatelný.6 Latinský překlad ho popisuje pouze
slovně, tzv. figury neuvádí. Pro kontrolu správnosti výpočtu je uváděna staroin-
dická tzv. devítková zkouška (viz [8, str. 34]).

4Srov. [3, str. 92–93].
5Viz [1, str. 151–154].
6Viz [3, str. 95–97].
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1.4.5 Dělení velkých čísel

Dělení (v oboru kladných přirozených čísel), jak je uvedeno v latinském textu,
je ledabylé. Pro překladatele bylo už příliš náročné. Proto je v [3, str. 97–102]
rozvedeno více. Poznamenejme, že autor si uvědomuje, že stejně jako odčítání je
inverzní operací ke sčítání, je i dělení inverzní operací k násobení. Demonstrativní
příklady, které uvádí, jsou dělení se zbytkem (46 468 : 324 = 143 a zbytek 136)
a dělení řádů jedním řádem 1 800 : 9 = 200.

1.4.6 Zlomky

Pasáž věnovaná zlomkům o základu mocnin šedesáti znamená uvedení do šede-
sátkové poziční soustavy. Jednotlivé řády následující jednotky jsou minuty, se-
kundy, tercie, kvarty, kvinty, sexty, atd. Vlastní počítání se zlomky znamená
hlavně násobení a dělení. Jedná se o násobení zlomu celým číslem (stupněm)
a násobení zlomků mezi sebou. Vzhledem k tomu, že na závěr násobení al-
Chvárizmí poznamenává, že zná i jiný způsob, jak násobení zlomků provádět,
nebyl buď tak efektivní, nebo akceptovatelný, jako ten, který zde popsal, tj.
postup, který používali Indové při svém počítání. Následuje poučení o dělení,
sčítání a odčítání, zdvojení a půlení zlomků. Aritmetický traktát je v českém
vydání [2] i [1] uzavřen prací se zlomky o jiných základech.

1.4.7 Odmocňování

Slibované pojednání o odmocňování v latinském překladu chybí. Možná ani sou-
částí původního textu nebylo, protože bylo odvoditelné z algebry a almukabaly
(obsažených v Algebraickém traktátu). Pozdější středověké aritmetické traktáty
ho ale běžně uváděly.

2 Matematika pro filosofy

Na různých typech a stupních škol se setkáváme s výukou matematiky a logiky,
která nemusí ještě nutně směřovat ke specializaci v matematice/logice, ale slouží
jako doplnění všeobecného přehledu či jako opora pro další předměty. Dotýká se
to i studentů FF ZČU v Plzni – ve studiu mají povinný blok předmětů z logiky
a filozofie vědy. Výuka zahrnuje i problematiku moderní logiky a abstraktní arit-
metiky (Peanovy a Robinsonovy). Pro studenty je řeč moderního kalkulu příliš
symbolická, a tudíž i náročná. Abstraktní aritmetika má však kořeny v indické
a arabské matematice, které jsou doložitelné právě al-Chvárizmího Aritmetickým
a algebraickým traktátem. Čtení a rozbor starého textu s příběhem, který ukáže
jak a proč text vznikl, proč je pro nás tak důležitý a co pro nás znamená, je ve
výuce pro tyto studenty nezbytnou součástí. Tento přístup je jim mnohem bližší.
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Pro studenty je rovněž důležité vyhledat další (zejména filosofické) aspekty
matematických textů a porovnávat je s věděním té doby. Tím se jim ujasní
historie matematiky v kontextu ostatních věd. V případě al-Chvárizmího Arit-
metického traktátu najdeme následující filosofické aspekty:

• jedna/jednotka má svou syntax i sémantiku, přesto ještě není číslo – je
tím, od čeho je každé číslo odvozeno;

• číslo (počet) se skládá z jednotek, je větší než jedna – srovnání s Aristotelem
a Eukleidem;

• kroužek–nula má svou syntax, ne však sémantiku – není číslem;
• zlomek má syntax i sémantiku, ale není číslem (počtem);
• desítková (šedesátková) soustava je užitečná – počítání na abaku, anebo
v desítkové soustavě;

• přirozených čísel je potenciálně nekonečně mnoho a všechna lze principiálně
v desítkové soustavě vyjádřit – pojímání nekonečna;

• zlomků jakožto reciprokých hodnot přirozených čísel je rovněž potenciálně
nekonečně mnoho a opět je lze vyjádřit – nejen v šedesátkové soustavě, ale
díky reciprocitě k přirozeným číslům jako zlomky o libovolném základě;

• kosmologická povaha spisu – v duchu Popperova názoru ([7, str. 116–118])
na Eukleidovy Základy.

3 Elementární matematika

V porovnání elementární aritmetiky Aritmetického traktátu a aritmetiky zákla-
doškolské shledáváme následující podstatné rozdíly:

• text není sbírkou příkladů, ale metod – žáci prvních ročníků základních
škol získají metodu, jak mají počítat, povětšinou jen vlastními příklady.
Musíme ale podotknout, že v posledních letech v učebnicích matematiky
(např. [6, 4] a navazujících) dochází k posunu – žáci jsou vedeni k tomu,
aby si aktivněji uvědomovali, co, proč a jak počítají;

• al-Chvárizmího zápis čísel byl oproti dnešnímu úzu prováděn v opačném
sledu než písmo, tedy zleva doprava – jednotky, pak desítky, stovky, . . . ;

• metoda sčítání a odčítání se v textu sice vykládá na běžně užívaných čís-
lech, přesto ji lze aplikovat pro libovolně velká čísla. Potencialita metody
se na úrovni primárního vzdělání uvádí, avšak nečiní z důvodů časové ná-
ročnosti. Odpověď na to je pragmatická – tuto dovednost nepotřebují, „na
to jsou přece počítače	;

• násobení bylo prováděno od nejvyšších řádů, tedy tak, jako když počítáme
zpaměti;

• počítání se zlomky o základu odvozeném od šedesáti je prováděno stejným
způsobem, jak se vyučuje počítání s úhlovou mírou;
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• technicky byly dříve operace prováděné ve třech řádcích pod sebou na
destičce pokryté pískem, později na papíru. Během výpočtu se tedy po-
mocný řádek mazal a zůstávaly pouze dva řádky, v jednom se číslice uma-
závaly, v druhém nahrazovaly jinými.

4 Závěr

Aritmetický traktát je důležitým písemným pramenem počátků matematiky kal-
kulací. Ten je nyní českému čtenáři s komentáři plně k dispozici [1]. V příspěvku
jsme se snažili ukázat, že pomocí původního textu lze vysokoškolským studentům
humanitních oborů přiblížit matematiku bez vzorečků. Provedli jsme i srovnání
pramenu s praxí základoškolskou.

Poděkování

Práce vznikla díky podpoře grantu GA ČR P401/10/0690 Prameny evropské
matematiky.
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Nestandardní úlohy s počítačem v 9. třídě

Helena Binterová, Eduard Fuchs

Abstrakt

V příspěvku ukážeme možné využití počítače při řešení nestandardních algebraických
úloh. Jsou porovnány pracovní výsledky dvou skupin žáků, z nichž jedna při řešení
jednoduché diofantické rovnice pracovala bez využití počítače a druhá skupina měla
použití počítače povoleno.

1 Úvod

Využití počítačů ve výuce obecně a v matematice zejména se již stalo stan-
dardem. Po počáteční fázi, kdy počítač fungoval jako „vylepšená kalkulačka	
a sloučil k usnadnění rutinních výpočtů, byly počítače záhy využívány k vy-
hledávání informací a pro vyučující se staly nástrojem nejrůznějších prezentací
apod.
V současnosti se však využití informačních technologií, nejen počítačů, vý-

razně posunulo do vyšší fáze. V literatuře (viz např. [1, 2] nebo [5]) lze nalézt
řadu podnětných zdrojů zkoumajících využití těchto technologií v pojmotvor-
ném procesu, při rozvíjení kreativních schopností žáků, při jejich samostatné
práci apod.
Nekritické upřednostňování informačních technologií, jejich zneužívání, nasa-

zení v nepravou chvíli atd. však současně představuje četná úskalí, jimž se musí
zkušení vyučující vyhnout.
V tomto příspěvku se pokusíme demonstrovat, jak lze počítače využít při

řešení nestandardních úloh, při žákovském experimentování a objevování a jak
mohou ve výsledné fázi napomoci ke zvýšení zájmů o zvládnutí příslušné teorie.

2 Popis experimentu

V našich učebnicích pro 6.–9. třídu (viz např. [4]) se snažíme využívat inter-
aktivní prostředky k tomu, aby žáci uměli přemýšlet, naučili se třídit a vybírat
nabízené informace a aby je dokázali samostatně používat v každodenním životě.
Přestože, jak jsme již uvedli, je využití počítačů víceméně standardní, existuje
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řada škol, respektive vyučujících, kteří z nejrůznějších důvodů počítače nevy-
užívají. Koncipujeme proto učebnice tak, aby je bylo možno využít s počítači
i bez nich. Současně se však snažíme vyučujícím ukazovat, jaké mnohdy netušené
možnosti jim smysluplné zařazení počítačů do výuky může přinést.
Na první pohled se možná zdá, že k experimentování s počítačem je vhod-

nější učivo z geometrie. O jedné takové možnosti jsme také hovořili na minulém
Setkání (viz [3]). Řadu možností však skýtá i aritmetika, respektive algebra.
Stručně popíšeme náš pokus s řešením diofantických rovnic v 9. třídě.
Diofantické rovnice samozřejmě nejsou do učiva základní školy zařazeny a na-

ším cílem nebylo jejich zvládnutí. Na jednoduchém příkladu, který na diofantic-
kou rovnici vedl, jsme chtěli pouze otestovat, jak si žáci poradí s netypickou
úlohou, zda jim využití počítače řešení usnadní a jak budou přistupovat k dal-
ším variantám zadaného příkladu.
V učebnici [3] je v kapitole Rovnice uvedena následující úloha:
Třídní učitelka dala Petrovi v 8. A úkol: „Petře, zbylo mi v třídním fondu

240 korun. Mohl bys mi spočítat, kolik bychom za tuto částku mohli koupit sešitů
tak, aby žádné peníze nezbyly? Potřebovali bychom linkované sešity A4 za 16 Kč
a linkované sešity A5, které stojí 8 Kč.� Petr zjistil, že to bude možné a našel
několik variant. Najdete všechny možnosti nákupu sešitů?
Na základní škole, kde probíhalo vyučování s naší lektorkou, jsme tuto úlohu

zadali paralelně ve dvou prospěchově vyrovnaných skupinách. Žáci měli nalézt
alespoň nějaké řešení zadané úlohy a měli se pokusit o nalezení všech řešení.
Ve skupině A mohli žáci k řešení využít jen tužku a papír, ve druhé skupině

děti mohly, pokud měly zájem, pracovat na počítači. Dodejme, že žáci v této
třídě již běžně pracovali s programy MS Excel, GeoGebra, Derive 6, Cabri II+
a Geonext.

2.1 Práce ve skupině A

Výuky se zúčastnilo 18 žáků, z nichž 7 nenašlo ve stanoveném dvacetiminuto-
vém limitu žádné řešení. Metody řešení těch žáků, kteří alespoň jedno řešení
nalezli, lze rozdělit do dvou početně výrazně nesymetrických skupin. Deset žáků
pracovalo metodou „pokus–omyl	, pouze jeden žák se pokusil o jisté systémové
řešení.
Řešení, která jsme označili jako metodu „pokus–omyl	, byla náhodná, žáci se

bez hlubšího zdůvodnění pokoušeli o nalezení nějakého řešení na základě vlast-
ností zadaných číselných hodnot. Většina dětí nalezla jen některá ze 16 možných
řešení. Nejlépe v této skupině pracoval Jindřich, který nalezl všechna řešení. Jeho
zápis byl přibližně následující
240 : 8 = 30
28 · 8 = 224, 1 · 16 = 16, 224 + 16 = 240 max 30, max15
240 : 16 = 15
Do následné tabulky pak vypsal všech 16 možných řešení.



Setkání učitelů matematiky 2010 65

Pouze jeden žák se pokoušel o nalezení metody, která by mu umožnila všechna
řešení nalézt. Sestavil správně rovnice, pak však nalezl pouze tři speciální pří-
pady. Nebyl tedy v řešení důsledný, na druhé straně však byl jediný, který se
snažil o systémové řešení a o nalezení metody, která by vedla k cíli i při jiných
počátečních hodnotách. Jeho zápis byl následující:
8y + 16x=240

x=2y
8y + 32y=240 aby byly zastoupeny oba typy

40y=240
y=6
8y=240 16x = 240
y=30 8x = 120 buď jen sešity typu A nebo typu B

x = 15

2.2 Práce ve skupině B

Výuky se zúčastnilo 15 žáků a výsledky byly výrazně lepší než ve skupině A.
Pouze dva žáci nenalezli žádné řešení, dva žáci nalezli úplné řešení bez počítače
a 11 žáků si zvolilo práci s počítačem. Z těchto 11 žáků si sedm zvolilo Excel, tři
GeoGebru a jeden Derive 6.
Dvěma žákům, kteří pracovali bez počítače, zřejmě úloha připadla natolik

jednoduchá, že počítač nepotřebovali. Michala metodou pokus omyl našla všech
16 řešení, Václav své promyšlené řešení uvedl takto:
Jak to můžu udělat?

16x+ 8y = 240
x = 0⇒ y = 30
x = 1⇒ y = 28
x = 15⇒ y = 0
Minimálně mám 0 od jednoho a 15 od druhého. Počet kroků od 0 do 15 je 16,
protože 16 je celočíselným násobkem čísla 8. Možností je 16.

Řešení žáků, kteří pracovali s počítačem, byla metodicky také rozdílná. Ně-
kteří žáci i s počítačem pracovali v podstatě metodou pokus–omyl, některá řešení
však byla promyšlená. Tak například Aleš, který pracoval jako jediný s progra-
mem Derive, použil možnost vykreslit graf funkce a na dotaz, proč úlohu řešil
takto, řekl, že vidí, že je to lineární funkce. Přesto z jeho řešení nebylo jasné,
zda ostatní řešení tipoval nebo opravdu „viděl	.
Po skončení práce se zadáním této úlohy jsme v obou třídách úlohu obměnili.

Zadání zůstalo stejné, pouze jsme změnili cenu 16 Kč na 17 Kč. Ve skupině A tuto
úlohu nevyřešil nikdo celou, jen osm dětí si uvědomilo, že řešením je evidentně
možnost 0 · 17 + 30 · 8. Druhé řešení, tj. 8 · 17 + 13 · 8 nenašel nikdo, protože
metoda „pokus omyl	 trvala příliš dlouho. Vladimír však chtěl po vyučující, aby
vysvětlila, jak by mohl postupovat a rovnici řešit obecně. Zapsal si
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8x+ 17y = 240

x =
240− 17y
8

x = 30− 2y − y

8

u =
y

8
y je sudé

u = 0 u = 1 u = 2
y = 0 y = 8 y = 16
x = 30 x = 13 x = −4

nelze.

8u = y
8x+ 136u = 240
x = 30− 17u
Celý postup však zajímal jen jeho, ostatní žáci ho nepochopili.

Ve skupině B vyřešila druhou úlohu většina dětí, celkem 11. Použili svá před-
chozí řešení a jen zaměnili číslo 16 za 17. Rozdíl oproti skupině A byl v tom, že
6 žáků chtělo znát obecný postup a výklad učitelky sledovali se zaujetím.
Za domácí úkol žáci dostali nová zadání, která vedla na rovnice 8x+ 17y =

= 250 a 8x+ 15y = 250. Zajímavé na jejich řešení domácích úkolů bylo, že dva
žáci se pokusili o obecné řešení (i když ne úplné) a většina z nich k řešení použila
počítač.

3 Závěr

Domníváme se, že v popisovaném případě bylo využití počítačů efektivní a vhod-
né. Ačkoliv dvě studijní skupiny, v nichž jsme úlohy řešili, byly v podstatě pro-
spěchově srovnatelné, dosáhli žáci využívající samostatně výpočetní techniku
prokazatelně lepších výsledků. Za ještě cennější pak považujeme to, že skupina
pracující s počítačem následně projevovala větší zájem o pochopení teoretického
zázemí a jejich motivace ke zvládnutí podstaty problému byla na vyšší úrovni
než u těch žáků, kteří se – většinou marně – o vyřešení úloh snažili bez počítače.
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Mikroekonomie ve výuce matematiky

Daniela Bittnerová

Abstrakt

Příspěvek poukazuje na důležitost zařazování vhodných aplikačních úloh do základních
kurzů matematiky (nejen) na vysokých školách, konkrétně ekonomického typu. Tématem
jsou úlohy vedoucí na vázané extrémy reálných funkcí více reálných proměnných.

1 Úvod

Při výuce matematiky na vysokých školách ekonomického zaměření je vhodné
občas zařadit ekonomickou interpretaci určitého matematického postupu či mo-
delu. Praxe ukazuje, že například studenti vyšších ročníků, kteří potřebují v mi-
kroekonomii základy teorie vázaných extrémů zejména při řešení úloh z oblasti
produkce a užitku, nejen, že toto učivo již zapomněli, ale často se učí zpaměti
příslušné vzorce, aniž by je propojili se svými kdysi získanými poznatky z hodin
matematiky. Je tedy užitečné nejen studentům vysvětlit příslušnou část teorie,
ale již při výuce matematiky objasnit zavedené pojmy z ekonomického hlediska,
případně je ilustrovat na jednoduchých úlohách z praxe.
Cílem tohoto příspěvku není podat ucelený výklad teorie nalezení vázaných

extrémů funkce více proměnných, ale ukázat možný přístup k postupnému ob-
jasňování ekonomických pojmů při hodinách matematiky v prvních ročnících
vysokých škol ekonomického zaměření, vysvětlit spojitost mezi studovanou ma-
tematickou teorií a konkrétní ekonomickou situací a přesvědčit tak studenty, že
matematiku budou potřebovat i v odborných předmětech.

2 Poznámky k teorii

Při řešení optimalizačních ekonomických problémů jde o nalezení hodnot jedné či
více nezávisle proměnných veličin, při nichž daný tržní subjekt optimalizuje svou
cílovou funkci. Ekonomické veličiny popisující v praxi různé ukazatele (např. vý-
roby) jsou závislé na určitém množství podmínek, které je ovlivňují. Tyto veličiny
můžeme matematicky vyjádřit pomocí reálné funkce více reálných proměnných
y = f(x1, x2, . . . , xn). Tato tzv. funkce užitku je závislá na subjektu.
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V případě optimalizace dané veličiny můžeme použít postup při hledání lokál-
ních extrémů funkce více proměnných. V ekonomické praxi navíc bývá příslušná
optimalizace omezena finančními možnostmi daného subjektu, počtem pracov-
níků, skladovacími prostory atd. Tyto úlohy lze převést na úlohy, kdy hledáme
lokální extrémy s omezujícími podmínkami, tzv. vázané extrémy.
Z ekonomického hlediska je nutné, aby se změny všech ukazatelů ovlivňujících

výslednou veličinu promítly pouze v malé změně této výsledné veličiny, neboli
aby celková změna dy funkce y = f(x1, x2, . . . , xn) byla dána součtem efektů
změny každé uvažované veličiny x1, x2, . . . , xn. Funkce vyskytující se v ekono-
mických modelech bývají převážně polynomy k-tého stupně, nejčastěji kvadra-
tické formy, někdy racionální, logaritmické atd., tedy funkce, které mají spojité
parciální derivace prvního řádu podle všech proměnných na jisté otevřené mno-
žině ∅ �= M ⊂ Rn. Celkovou změnu dy funkce y = f(x1, x2, . . . , xn) můžeme
tedy vyjádřit pomocí totálního diferenciálu této funkce v bodě X ∈ M , X =
= [x1, x2, . . . , xn].
Nutnou podmínkou existence lokálního minima či maxima dané diferencova-

telné funkce f :M → R,M ⊂ Rn, ve vnitřním bodě B ∈ M je df(B) = 0. V řeči
ekonomů to znamená, že určitá ekonomická činnost, která je charakterizovaná
veličinami x1, x2, . . . , xn, by měla být provedena v bodě, v němž nereaguje ani
na malé změny vstupních veličin. Postačující podmínky pro lokální extrémy lze
matematicky vyjádřit pomocí typu kvadratické formy d2f(B) (totální diferenciál
druhého řádu v bodě B). Spojitost parciálních derivací druhého řádu v bodě B je
u funkcí užitku zaručena typem funkce. V ekonomických učebnicích se většinou
postačující podmínky vůbec neuvádějí.
Ekonomické funkce bývají převážně reálné funkce dvou reálných proměnných,

a proto pro řešení optimalizačních úloh jistého typu můžeme použít známé věty
v modifikaci pro funkce dvou proměnných, a tím studentům ekonomie výklad
zjednodušit. Na tomto místě nechceme podat ucelený výklad teorie, již můžeme
najít v řadě učebnic. Chceme také poukázat na některé problematické výklady
v učebnicích mikroekonomie.

3 Ukázky ekonomických příkladů

Uveďme jednoduchý příklad maximalizace, na němž snadno studentům teorii
objasníme. Příklady tohoto tytu jsou uvedeny v běžně užívané učebnici mikro-
ekonomie [3]:

Příklad 1 (aplikace ekonomického modelu chování domácnosti):
Pan Novák se rozhodl, že si doplní šatník o košile s dlouhými a krátkými rukávy.
Svou situaci vyhodnotil a sestavil funkci užitku f(x1, x2) = 8x1−x21+6x2−x22+1.
Vypočtěme, z jakého nákupu bude mít pan Novák maximální užitek.
(Pozn.: Způsob, jakým si pan Novák sestavil funkci užitku, necháme na ekono-
mech.)
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Řešení: Zadaná funkce užitku je kvadratická forma, která je definovaná a spojitá
v každém bodě množiny R2, kde také existují spojité parciální derivace prvního

a druhého řádu. Můžeme najít stacionární body
∂f

∂x1
= 8− 2x1 = 0,

∂f

∂x2
= 6−

− 2x2 = 0, odtud x1 = 4, x2 = 3. Pomocí parciálních derivací druhého řádu se
můžeme přesvědčit, že daná funkce opravdu nabývá lokálního maxima v bodě
[4; 3], které je současně i maximem globálním (funkce nemá jiné stacionární body,
množina je otevřená, derivace všude existují).

Odpověď: Pan Novák získá maximální užitek, koupí-li si 4 košile s dlouhými
a 3 košile s krátkými rukávy.

V úvodu jsme poznamenali, že praxe ekonomický subjekt více či méně ome-
zuje, tedy že při optimalizaci funkce užitku musíme uvažovat i další podmínky.
Tyto úlohy vyřešíme pomocí vázaných extrémů.
Zajímá nás, pro jaké hodnoty x1, x2, . . . , xn bude funkce y = f(x1, x2, . . . , xn)

optimální vzhledem k podmínce g(x1, x2, . . . , xn) = 0. Dosazením podmínky do
dané funkce dostaneme novou funkci jedné či více proměnných, jejíž extrémy hle-
dáme výše uvedeným postupem. Toto dosazení však nelze jednoznačně obecně
provést, proto často používáme tzv. metodu Lagrangeových koeficientů,
jenž bývá zkráceně vysvětlována v ekonomických učebnicích. Sestrojíme novou
(Lagrangeovu) funkci tvaru L = f(x1, x2, . . . , xn) + λ · g(x1, x2, . . . , xn), jejíž
proměnná λ se nazývá Lagrangevým koeficientem. Pak lze připomenout po-
jmy a vztahy týkající se lokálních a vázaných extrémů funkce dvou proměnných
a vysvětlit je studentům v ekonomickém kontextu. Nutnou podmínkou optima-
lizace jsou nulové všechny parciální derivace druhého řádu Lagrangeovy funkce
v bodě včetně derivace podle λ (vazba), tedy

∂L (B)
∂xi

=
∂f (B)

∂xi
+ λ · gi(B) = 0, i = 1, . . . , n,

∂L(B)
∂λ

= 0, (1)

kde gi(B) =
∂g(B)
∂xi

.

Vyřešením soustavy n rovnic a eliminací λ dostaneme konstantní poměr
∂f(B)
∂xi

·

· 1
g1(B)

pro všechny proměnné xi. Činitelé
∂f(B)
∂xi

vyjadřují mezní přínos

veličiny xi pro funkci f , jež má být optimalizována. Vidíme tedy, že sebe-
menší změna každé veličiny xi ovlivní optimalizovanou funkci. Symboly gi značí
parciální derivace levé strany vazby g = 0 podle xi, můžeme tedy napsat to-
tální diferenciál funkce g a položit jej rovný nule. Jestliže zvětšíme libovolné xi,
zmenšíme ostatní proměnné. Například, je-li přírůstek hodnoty xi roven dxi =
= 1, dostaneme gi = −g1 · dx1 − . . . − gi−1 · dxi−1 − gi+1 · dxi+1 − gn · dxn,
i = 1, . . . , n. Uvažujeme-li tedy omezení g(x1, x2, . . . , xn) = 0, znamená to,
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že zvýšením libovolné hodnoty veličiny xi snížíme hodnotu ostatních veličin
x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn, i = 1, . . . , n. Tedy snížení mezních nákladů veli-
čin x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn vyvolá zvýšení mezních nákladů veličiny xi. Proto
funkce gi(B) ve výše uvedeném poměru vyjadřují tzv.mezní náklady. Lagran-
geův koeficient tedy z ekonomického pohledu vyjadřuje poměr mezních přínosů
a nákladů pro všechna xi.
Při optimalizaci (maximalizaci) všech hodnot xi musíme tedy dodržet, aby

poměr mezního přínosu libovolné veličiny xi veličiny k mezním nákladům spo-
jeným s tímto zvýšením byl konstantní. Konstanta λ udává tzv. stínovou cenu
daného omezení. Z její vysoké hodnoty lze usoudit, že dojde k velmi podstatnému
zvýšení maximalizované funkce, odstraníme-li zcela omezení. Naopak z nízké
hodnoty stínové ceny omezení vyplývá, že odstranění omezení má malý vliv na
hodnotu maximalizované funkce.
Vraťme se k příkladu 1, kdy pan Novák kupoval košile.

Příklad 2:
Pan Novák pohledem do své peněženky a na ceny košil zjistil, že si může dovolit
koupit jen 5 kusů. Vypočtěme, jaký nákup bude pro pana Nováka optimální
vzhledem k danému omezení.

Řešení: Optimálním nákupem pro pana Nováka je koupit co nejvíce košil. Funkce
užitku je stejná jako v příkladu 1: f(x, y) = 8x−x2+6y−y2+1. Vztah x+y = 5
vyjadřuje snížení celkového počtu koupených košil. Vzhledem k této podmínce
musíme nalézt nové hodnoty x a y, tj. nalézt maximální hodnotu funkce užitku
za dané podmínky. Sestavíme Lagrangeovu funkci L = 8x − x2 + 6y − y2 + 1 +
+ λ(x+ y − 5) a vypočteme parciální derivace (jejich existence je opět zaručena
vzhledem k typu funkce)

∂L

∂x
= 8− 2x+ λ,

∂L

∂y
= 6− 2y + λ,

∂L

∂λ
= x+ y − 5. (2)

Vyřešením této soustavy dostaneme λ = −2 a stacionární bod [3; 2]. Snadno se
přesvědčíme, že vzhledem k omezení byla optimální kombinace nákupu změněna,
snížila se i hodnota funkce užitku z 26 na 24.

Odpověď: Pan Novák bude mít maximální užitek, koupí-li si 3 košile s dlouhými
a 2 košile s krátkými rukávy.

Podíváme-li se nyní reálně na výše uvedené příklady, je zřejmé, že pan Novák
si patrně bude kupovat celé košile, a že tedy jde o zcela diskrétní situaci, pro jejíž
řešení se využívá spojitá funkce. Proto je použití výše zmíněné teorie diskuta-
bilní. Zdá se, že vhodnější ukázkou aplikace teorie vázaných extrémů v ekonomii
jsou například úlohy vedoucí na minimalizace nákladů, optimalizační úlohy po-
užívající různé aplikace Cobbova-Douglasova modelu produkce [1], řešení časové
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náročnosti různé činnosti v ekonomickém podnikání apod. Podívejme se z tohoto
hlediska na následující příklad:

Příklad 3 (modifikovaná úloha – „libreto� pochází z učebnice [3]):
Alain pracuje v továrně a miluje víno, jehož domácí výrobě věnuje všechen svůj
volný čas. Časový fond, který má měsíčně k dispozici, je 150 hodin. V továrně
si Alain vydělá 50 euro za hodinu a k tomu pobírá ještě měsíční rentu 50 euro.
Suroviny k výrobě vína získává zdarma od svého přítele vinaře, proto ho výroba
stojí jen čas. Domácí víno je kvalitou srovnatelné vínu na trhu, jehož cena je
300 euro. Vypočtěme, kolik času stráví Alain v továrně, kolik výrobou vína
a kolik vína měsíčně vypije, jestliže se chová racionálně na principu maximalizace
svého užitku, který lze matematicky vyjádřit užitkovou funkcí u

u(s, t) = ln s+
1
2
ln t, (3)

kde s je měsíční spotřeba v litrech, t volný čas v hodinách. Produkční funkce je
tedy rovna y = f(tv) = 10(tv)0,1, kde y je množství vyrobeného vína v litrech,
tv počet hodin strávených při jeho výrobě (měsíčně).

Řešení: Hledáme maximum užitkové funkce (3), kde s = x + 10(tv)0,1, za pod-
mínky t+ tv + tp = 150, což je součet Alainova volného času t, času stráveného
výrobou vína tv a času stráveného v zaměstnání tp. Podmínky omezující roz-
počet jsou dány vztahem 300x = 300 + 50tv. Celkem tedy hledáme maximum
funkce u(x, tv, t) vázané podmínkou t + tv + tp = 150. Postupným dosazením
výše uvedených vztahů upravíme užitkovou funkci na tvar

u(x, tv, tp) = ln
[
x+ 10(tv)0,1

]
+
1
2
ln(150− tv − tp) (4)

a vytvoříme Lagrangeovu funkci

L(x, tv, tp, λ) = ln
[
x+ 10(tv)0,1

]
+
1
2
ln(150−tv−tp)+λ(300x−50tv−300). (5)

Výpočtem zjistíme, že maximum nastane v bodě [x, tv, tp] = [12,45; 7,32; 68,71].
Dále můžeme spočítat, že Alain stráví v továrně 68,71 hodin, při výrobě vína
7,32 hodiny a zbude mu 73,97 hodin volného času.

4 Závěr

Při omezeném rozsahu tohoto příspěvku není možné publikovat podrobnou teo-
rii vázaných extrémů a detailní výpočty jednotlivých úloh. Jde pouze o zamyš-
lení nad vhodnou volbou aplikačních úloh. Učebnice ekonomie nepíší matema-
tici, proto v nich občas nalezneme z matematického hlediska nějaké nepřesnosti.
Budou-li mít studenti možnost proniknout již v základních kurzech matematiky
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do ekonomických aplikací a pochopit příslušné souvislosti, budou schopni na
tyto nepřesnosti reagovat. Zároveň zjistí, že se v matematice neučí jen prázdné
pojmy, které k ničemu nepoužijí, což často od nich slýcháme.
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Reálné experimenty ve výuce matematiky

Pavel Böhm, Jakub Jermář

Abstrakt

V článku přinášíme konkrétní náměty na ilustraci matematického učiva, zejména nej-
různější funkce a práci s grafy. Náměty byly odzkoušeny za využití školního experimen-
tálního systému Vernier, jsou vhodné především na ilustraci a oživení matematiky na
středních školách, některé jednodušší se mohou uplatnit i na základní škole, složitější
naopak na školách vysokých.

1 Úvod

Některé části výuky matematiky můžeme na základní i střední škole pohodlně
a rychle ilustrovat pomocí přírodních zákonů, které najdeme ve světě kolem nás
doslova na každém kroku. Může jít například o práci s grafy, přímou a nepřímou
úměrnost, exponenciální a logaritmické funkce, sinus a podobně. Stačí pak jenom
vypůjčit si od kolegů přírodovědců vhodné senzory.
Školní experimentální systém Vernier [1] nabízí desítky vhodných senzorů,

které můžete připojit buď k počítači s dataprojektorem, nebo k přenosnému
rozhraní Vernier LabQuest. Spolu s promyšleným softwarem, který je v češtině,
dovoluje Vernier výrazně oživit a zefektivnit výuku nejen v biologii, chemii či
fyzice, ale také v hodinách matematiky nebo ICT.
Software už ve své Lite verzi, která je zdarma, obsahuje mnoho nástrojů pro

analýzu dat. Naměřené hodnoty lze však také exportovat například do Excelu,
můžeme tedy pomocí získaných dat učit žáky využívat i další nástroje.
V tomto článku přinášíme konkrétní náměty na ilustraci matematického

učiva, zejména nejrůznější funkce a práci s grafy. Obecný popis výhod a rizik
spojených s využíváním dataloggerů ve výuce najdete v [2].

2 Práce s daty a grafy

Práce s daty a jejich grafickým znázorněním se týká vlastně všech měření s Ver-
nierem, ať už jde o zkoumání závislosti teploty na čase, intenzity světla na vzdá-
lenosti od žárovky, nebo třeba závislosti tlaku plynu na jeho teplotě.
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Obr. 1 Ukázka některých senzorů Vernier, vlevo datalogger LabQuest s dotyko-
vým displejem

Pro libovolné měření lze provádět základní statistiku jako je odečítání maxim
a minim, určování průměrů, na střední škole můžeme přidat výpočet směrodat-
ných odchylek, prokládání přímek a podobně.
Naměřená data lze využít i ve výuce ICT. Žáci si mohou vyzkoušet vytváření

grafů například v Excelu namísto originálního softwaru Vernier. Můžeme také
chtít, aby naměřené hodnoty kriticky porovnali s daty uvedenými na internetu
nebo v tabulkách, případně je v rámci projektů publikovali ve formě webových
stránek nebo posterů zdobících školní chodby.

3 Aktivita „napodobování předlohy


Mají-li žáci, zejména na základní škole, potíže s propojením reálné situace s gra-
fem, můžete zařadit hravou aktivitu „napodobování předlohy	. Po připojení so-
naru (ultrazvukového čidla pro určování vzdálenosti, rychlosti a zrychlení) mů-
žete nechat softwarem Vernier náhodně vygenerovat graf (předlohu) závislosti
polohy na čase. Úkolem žáků potom bude pohybovat se (nebo v některých časo-
vých úsecích naopak stát) před sonarem tak, aby co nejvěrněji graf napodobili.
Tato aktivita obvykle žáky hodně baví, přitom nenásilně buduje a posiluje dů-
ležité dovednosti.

4 Matematické funkce

V následujících odstavcích jsou stručně uvedeny konkrétní náměty na ilustraci
řady matematických funkcí. Pro pohodlí čtenářů hned také uvádíme kódy sen-
zorů, s nimiž jsme experimenty prováděli, tak, jak jsou uvedené v [3].
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4.1 Přímá úměrnost, lineární funkce

4.1.1 Ohřívání vody v rychlovarné konvici

Potřebujeme některý z teploměrů Vernier [4], např. USB teploměr GO-TEMP.
Příkon rychlovarné konvice je veliký (obvykle 1,5 kW až 2,5 kW), míra ochla-
zování je při takto rychlém ohřevu zanedbatelná. Za jednotku času se proto do
vody dostane vždy zhruba stejné množství energie, voda je tak ohřívána kon-
stantní rychlostí.

4.1.2 Závislost tlaku na výšce (ve vzduchu) nebo na hloubce (ve

vodě)

Potřebujeme barometr BAR-BTA. Hydrostatický tlak roste lineárně s hloubkou,
každý centimetr zhruba o 100 Pa. Pro malé výšky můžeme považovat za line-
ární rovněž pokles tlaku vzduchu s rostoucí výškou (ve skutečnosti je pokles
exponenciální). V ČR odpovídá každému metru pokles zhruba o 10 Pa.

4.1.3 Změna tlaku plynu při změně teploty

Potřebujeme teploměr (např. GO-TEMP), doplňkovou sadu k tlakovému čidlu
PS-ACC a barometr BAR-BTA, případně tlakové čidlo GPS-BTA. Stavová rov-
nice ideálního plynu popisuje souvislost mezi tlakem p, objemem V a termody-

namickou teplotou T :
pV

T
= konst.

Při konstantním objemu (je-li plyn uzavřen například v pevné skleněné ná-
dobce) tak získáme lineární závislost tlaku na teplotě: p(T ) = konst. · T .

4.2 Nepřímá úměrnost

4.2.1 Změna tlaku plynu při změně objemu

Potřebujeme doplňkovou sadu k tlakovému čidlu PS-ACC a barometr BAR-BTA
nebo tlakové čidlo GPS-BTA. Podobně jako v předchozím případě ze stavové rov-

nice ideálního plynu získáme při konstantní teplotě tento vztah: p(V ) =
konst.

V
.

Pro získání grafu nepřímé úměry stačí tedy k tlakovému čidlu přišroubovat spe-
ciální injekční stříkačku se závitem (je součástí doplňkové sady k tlakovému
senzoru PS-ACC) a proměřit tlak při různě stlačeném pístu.

4.3 Pokles s kvadrátem vzdálenosti

4.3.1 Závislost intenzity světla na vzdálenosti od žárovky

Potřebujeme luxmetr LS-BTA nebo jednoduchou světelnou sondu TILT-BTA.
Intenzita světla vydávaného bodovým zdrojem klesá s druhou mocninou vzdále-
nosti, což lze velmi přesně proměřit pomocí luxmetru nebo levného čidla TILT-
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BTA, které není nakalibrované na měření v luxech, ale pro měření relativních
změn intenzity světla postačí.

4.4 Pokles s třetí mocninou vzdálenosti

4.4.1 Závislost magnetické indukce na vzdálenosti od magnetu

Potřebujeme teslametr MG-BTA.

4.5 Exponenciální funkce

4.5.1 Radioaktivní rozpad

Potřebujeme zdroj s krátkým poločasem rozpadu a detektor radiace DRM-BTD,
případně lze využít oblíbený český detektor Gamabeta a propojit ho s Vernier
LabQuestem [5]. Tento experiment je vhodný také k demonstraci náhodného
chování, které se při velkém počtu opakování řídí statistickými zákonitostmi.

4.5.2 Výška, do které se dostane skákající míč (a jiné děje s tlu-

mením)

Potřebujeme sonar GO-MOT nebo MD-BTD. Sonar umístíme do výšky dva až
tři metry a necháme pod ním skákat míč z výšky hmax. Po několika odrazech pro-
vedeme analýzu maximálních výšek, do kterých se míč dostává po jednotlivých
odrazech. Protože koeficient útlumu je pro každý odraz zhruba stejný (napří-
klad K = 0,8), platí pro výšku odrazu v závislosti na počtu odrazů n vztah
h(n) = hmax · Kn, tedy exponenciální závislost. Stejně to funguje s libovolnými
tlumenými ději, například kmitáním na pružině. Tam si navíc koeficient tlumení
snadno můžeme sami nastavovat například tím, že na závaží kmitající na pružině
připevníme čtvrtku vhodné velikosti, která pak způsobuje větší či menší tlumení
díky odporu vzduchu.

4.5.3 Chladnutí vody v hrnku

Potřebujeme magnetickou míchačku STIR a některý z teploměrů Vernier [4].
Magnetická míchačka je zde důležitá, protože hustota vody se mění v závislosti
na teplotě, což bez míchání negativně ovlivňuje výsledky experimentu. Míra
ochlazování je tím větší, čím je větší rozdíl teplot horké vody a okolí. Časová
závislost teploty je exponenciální. Teplota se navíc asymptoticky blíží k teplotě
v místnosti, můžeme tedy demonstrovat rovněž asymptotické chování.

4.5.4 Stínění světla pomocí filtrů

Potřebujeme luxmetr LS-BTA nebo jednoduchou světelnou sondu TILT-BTA.
Postupně použijeme 0, 1, 2, . . . až třeba 32 vrstev igelitu (stačí obyčejný sáček)
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umístěného mezi žárovku a čidlo. Intenzita světla klesá exponenciálně v závislosti
na počtu vrstev.

4.6 Goniometrické funkce

4.6.1 Kmitání závaží na pružině

Potřebujeme sonar GO-MOT nebo MD-BTD. Závislost okamžité polohy závaží
na čase má sinusový charakter. Necháme-li kmitat závaží delší dobu, můžeme
současně pozorovat také exponenciální pokles amplitudy.

4.6.2 Blikání žárovky

Potřebujeme luxmetr LS-BTA nebo jednoduchou světelnou sondu TILT-BTA.
Ačkoli to lidské oko nevnímá, žárovky i zářivky ve skutečnosti blikají s frekvencí
100 Hz, protože napětí v síti se harmonicky mění s frekvencí 50 Hz a k maxi-
málnímu proudu dochází v horním i dolním „obloučku	 sinusoidy.

5 Závěr

Přírodní vědy poskytují mnoho názorných ukázek a experimentů použitelných
ve výuce matematiky, jejichž užitím můžeme žákům pomoci nejen k lepšímu
pochopení matematiky samotné, ale také k vytváření mezipředmětových vazeb.
Vzhledem k nedostatku prostoru v tomto článku jsme uvedli pouze stručné

náměty bez podrobnějšího popisu. O podrobnější návody si můžete napsat na
info@vernier.cz, některé naleznete také na http://www.vernier.cz/experimenty.
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Matematická gramotnost předškoláka

Jana Cachová

Abstrakt

Příspěvek se zabývá matematickou gramotností předškoláků v době, kdy vstupují do
první třídy, tedy coby čerstvých prvňáčků. Hledá možnosti, jak zjišťovat úroveň jedné
z jejích složek, sice početní gramotnosti. Poukazuje na to, že taková informace je pro
učitele důležitá – pro dobrý a úspěšný start jeho žáků do první třídy.

Cílem tohoto příspěvku je zaměřit se na možnosti zjišťování úrovně mate-
matické gramotnosti žáků na samém začátku jejich školní docházky. Půjde tedy
o matematickou gramotnost předškoláka na úplném konci předškolního období.
Podle F. Kuřiny [1] je počátkem rozvíjení matematické kultury žáků pěs-
tování jejich matematické gramotnosti, tedy dobré fungování mate-
matiky, kterou se učí. Pro vyučování matematice v primární škole, zvláště
pro jeho úspěšný start na začátku první třídy, hraje důležitou roli právě otázka
úrovně matematické gramotnosti žáků v době jejich vstupu do školy. Rozhodně
je proto důležité, zvláště pro učitele v prvních třídách, ihned na začátku škol-
ního roku poznat, co všechno jednotliví žáci zvládají, aby bylo možné na tyto
dovednosti navázat a dále je adekvátně rozvíjet.
Co všechno lze pod pojem matematická gramotnost předškoláka zahrnout?

Určitě je možné mluvit o tzv. početní gramotnosti, která vypovídá o počátcích
vnímání kvantity, porozumění kvantitativním významům slov jeden, dva, . . .
a symbolů 1, 2, . . ., pochopení začátku posloupnosti přirozených čísel a někte-
rých souvislostí, které vedou k operacím sčítání, odčítání, násobení a dělení.
Patří sem rovněž prvky geometrického charakteru, které souvisejí s orientací
dítěte v prostoru (nahoře, dole, vpravo, vlevo, . . . ) a se znalostí některých ge-
ometrických tvarů. Obě složky, početní i geometrická, se utvářejí na základě
zkušeností, které dítě postupně nabývá hrou a komunikací v rodině a v mateřské
škole. Testováním geometrických zkušeností dětí v první třídě se u nás před lety
zabývali Kuřina, Tichá a Hošpesová [2, 3]. Tento příspěvek se bude dále věnovat
pouze gramotnosti početní.
Začátkem školního roku 2009/2010 jsem provedla šetření, které se týkalo

početní gramotnosti čerstvých prvňáčků. Dětem bylo individuálně zadáváno osm
úkolů, které plnily především ústně, ale zčásti i písemně (záleželo na jednotlivých
dětech, nakolik byly schopné zaznamenat své odpovědi). Jednalo se o následující
úkoly:
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1. Počítej od jedné, kam až umíš.
2. Zapiš číslicemi, jak jsi počítal.
3. Kolik máš prstů na levé ruce?
4. Napiš velké číslo.
5. Kolik je 1 a 1, 2 a 1, 3 a 1, 2 a 3, 3 a 7, 5 a 6, 10 a 10, 12 a 3, 17 a 6?
6. Kolik je 2 krát 2, 3 krát 2, 3 krát 9?
7. Kolik je polovina z 10, třetina ze 6? (Kolik dostaneš, když rozdělíš 6 bon-
bónů mezi sebe a dva kamarády?)

8. Přečti: 10, 100, 1 000, 1 000 000, 69, 123, 7 281.

Celkem bylo do prvního šetření zahrnuto 165 prvňáků. Polovina z nich do-
kázala při svém počítání po jedné překročit číslo padesát, téměř polovina pak
zapsat všechny číslice a skládat z nich čísla druhé desítky. Až na jediné dítě
všechny ostatní správně určily počet prstů na ruce. Velkým číslem některé ro-
zuměly velkou číslici, jiné však i čísla na samém obzoru jejich individuálního
číselného oboru (např. 1 000 000 000 – některé uměly pojmenovat zapsané číslo,
jiné pouze tušily, že bude hodně velké). Mnohé děti už v září dokáží sčítat dvě
čísla, téměř třetina z nich i s přechodem přes desítku. Polovina dětí dokáže určit
polovinu z deseti, určit třetinu je však pro ně příliš obtížné. Některé z dětí dokáží
přečíst i větší čísla – lépe se jim četly mocniny deseti, čtení čísel 69, popř. 123
souviselo s jejich aktuálním číselným oborem. 7 281 bylo pro děti velmi obtížné –
zvládlo je přečíst pouze devět dětí.
Ve čtvrtém čtvrtletí jsem pak šetření zopakovala (nyní již pouze písemnou

formou) se 111 dětmi (všechny se účastnily i prvního testu). Následující ukázky
nabízejí vzájemné porovnání výsledků některých úkolů na začátku a na konci
školního roku (na vzorku 111 respondentů, kteří se účastnili obou dvou testů).
Například hned u první úlohy je vidět velký posun – jasně přibylo dětí, které

jsou schopné počítat do 100 i více – jejich počet se zdvojnásobil (viz obr. 1 a 2).
Druhý úkol, který je na začátku školního roku opodstatněně zařazen, jelikož
různé děti různě uměly či neuměly používat číselné zápisy pro svá počítání, už
na konci školního roku žádný rozptyl odpovědí nevykazoval – všechny děti se
v první třídě naučily psát číslice a skládat z nich čísla druhé desítky. Vesměs pak
jejich zápisy byly omezené ne neznalostí používat správně číselný znak, ale spíše
oborem, ve kterém jsou schopné pokračovat v posloupnosti přirozených čísel.
Jedinou výjimkou byl přechod přes 100, resp. 109 – některé děti nedokázaly
v zápisu vynechat nulu, takže zapisovaly 110 jako 1 010, 111 jako 1 011 atd.
Také u úlohy Kolik je 1 a 1 atd. je vidět posun – děti se většinou dobře na-

učily sčítat dvě čísla v oboru do 20 (i s přechodem přes první desítku). V úloze,
která byla zařazena až na konec – sice 17 + 6, třikrát narostl počet dětí, které
ji zvládnou, přesto více jak 60 % respondentů stále ještě úlohu nezvládá (viz
tab. 1 – v 1. řádku jsou uvedeny jednotlivé úlohy, ve 2. řádku pak počty úspěš-
ných řešitelů na začátku školního roku, ve 3. řádku pak na jeho konci).



Setkání učitelů matematiky 2010 83

Obr. 1: Počítá do: (na začátku školního roku)

Obr. 2: Počítá do: (na konci školního roku)

Tab. 1: Kolik je: – počet správných řešení u jednotlivých úloh

Kolik 1 a 1 2 a 1 3 a 1 2 a 3 3 a 7 5 a 6 10 a 10 12 a 3 17 a 6
je 104 95 89 79 36 33 59 29 14

111 110 111 111 105 100 110 99 43
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Celkem zajímavé je porovnání výsledků i u úlohy Čtení čísel (viz obr. 3 a 4) –
tady je dobře patrné, že ačkoli se počty správných odpovědí u jednotlivých čísel
zlepšily, nejedná se o systematickou záležitost – půjde spíše o přirozený zájem
dítěte o vyšší čísla a jejich zkušenosti z běžného života než o vliv školy.

Obr. 3: Čtení čísel: (začátek školního roku)

Obr. 4: Čtení čísel (konec školního roku)

Test chci s novými prvňáčky zopakovat na začátku dalšího školního roku.
Původní úkoly hodlám upravit, aby více odpovídaly potřebám zjišťování úrovně
početní gramotnosti žáka. Chtěla bych tak postupně sestavit test, který by po-
máhal učitelům dozvědět se více o úrovni početní gramotnosti jejich nových žáků
a umožnil jim více jejich práci individualizovat.
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Výsledky šetření ukázaly, že prvňáčci toho umí hodně už při samém vstupu
do školy. Domnívám se, že je nerozumné se v první třídě striktně omezovat na
obor do dvaceti, když svět čísel, v němž dítě žije, je daleko bohatší. Mnohé uči-
telky se bojí jakéhokoli přesahu, podle nich by jej děti nezvládly, protože přece
v první třídě se počítá pouze do 20. Děti, které do školy vstoupily s určitými do-
vednostmi, nedostávají vhodné podněty, přiměřené jejich úrovni. Přitom i podle
J. A. Komenského sice
LXIII Vždy tedy je nutno začínati od snadnějších a postupovati k nesnadnějším.
Ale také zároveň

XCV Nejdříve vždy celek, potom větší části; na konec částečky, jednu po druhé.
Už v roce 1932 komentovali Příhoda, Tvrdek a Disman (Počty na škole prv-

ního stupně) [4] citaci Deweye a McLellana:

Podstatnou vadou přirozenosti . . . jest úzkostlivá péče o vývoj „jas-
ných představ� číselných na samém počátku vyučování. Při tom se
nepočítá s početními zkušenostmi dítěte v době předškolní.

„Zná-li dítě číslo tři v pravém slova smyslu, jest opravdu kruté pro-
vádět s ním neustálý dril po měsíce a měsíce na čísle pět a

’
na všem,

co se s ním dá dělat‘ a po léta na čísle dvacet� (McLellan a Dewey).

Proto dbá nové početní vyučování rozšíření počtářských zkušeností
dítěte v prvním školním roce do sta, ba podle Deweye dokonce do
pěti set, s přesvědčením, že se počítáním a kvantitativním zacházením
s věcmi pojmy stále vyjasňují. . .

Rozhodně si nemyslím, že je nutné vyučování matematice v první třídě dětem
ztěžovat, ale spíše je více diferencovat, individualizovat výuku – hledat pro děti
takové podněty, které skutečně odpovídají úrovni jejich vývoje a umožní jim
zdravý rozvoj. Určitě se pak zvýší i zájem dětí o matematiku, protože více úloh
pak pro ně bude zajímavou výzvou, ne stále se opakujícím drilem.

Poděkování

Článek vznikl za podpory grantu GAČR 406-08-0710.
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Jde to dokázat jinak

než matematickou indukcí?

Emil Calda

Abstrakt

V příspěvku je na konkrétních příkladech ukázáno, že v některých případech je možné
místo důkazu matematickou indukcí použít důkaz založený na větě o nejmenším prvku
každé množiny přirozených čísel.

Chcete-li něco dokázat aspoň v matematice, když se vám to nepovedlo
v životě, procvičujte se v důkazových úlohách!

Metoda důkazu matematickou indukcí patří v matematice k důležitým dů-
kazovým prostředkům a ani na střední škole se bez ní neobejdeme. S její pomocí
se dokazuje celá řada vět o posloupnostech, některé poznatky z kombinatoriky
a mnohá další tvrzení, v nichž vystupují přirozená čísla. Jak známo, důkaz mate-
matickou indukcí je založen na následující větě, ve které V (n) je výroková forma,
v níž proměnná n je přirozené číslo:

Jestliže platí V (1) a pro každé přirozené n platí implikace V (n)⇒ V (n+ 1),
potom pro všechna přirozená čísla n platí V (n).

Toto tvrzení je důsledkem jednoho z Peanových axiómů pro přirozená čísla,
ale lze je také dokázat pomocí známé věty, která je s tímto axiómem ekvivalentní
a pro některé studenty srozumitelnější: Každá množina přirozených čísel má
nejmenší prvek. Jejím užitím dokážeme výše uvedenou větu tak, že z její negace
odvodíme spor; předpokládejme tedy:

Platí V (1), pro každé přirozené číslo n platí implikace V (n)⇒ V (n+ 1)
a existuje aspoň jedno přirozené číslo n tak, že V (n) neplatí.

Podle tohoto předpokladu existuje množina M přirozených čísel, pro něž
V (n) neplatí. Označíme-li m její nejmenší prvek, jehož existence je zaručena,
potom V (n) platí pro všechna n < m, zatímco V (n) pro všechna n ≥ m neplatí.
Podle předpokladu V (1) platí, což znamená, že 1 není prvkem množiny M ,
takže je m > 1. Číslo m − 1 je tedy přirozené, a protože m − 1 < m, platí pro
ně V (m − 1). Tím jsme odvodili spor: zjistili jsme, že platí V (m − 1) a V (m)
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neplatí, což odporuje předpokladu, že pro všechna přirozená čísla n platí V (n)⇒
⇒ V (n+ 1).
Uvědomme si nyní, že provedeným důkazem je naznačeno, jakým způsobem

se dá bez obvyklého postupu založeného na matematické indukci dokázat plat-
nost výroku Pro všechna přirozená čísla n platí V (n).
Při důkazu tohoto výroku vyjdeme z předpokladu, že V (n) pro všechna při-

rozená čísla n neplatí, a nejmenší přirozené číslo, pro které to nastane, označíme
m; je-li výrok V (1) pravdivý, je číslo m − 1 přirozené a platí V (m − 1), za-
tímco V (m) neplatí. Ukážeme-li však, že V (m) platí, je tím odvozen spor a dané
tvrzení je tak dokázáno.
Pro ilustraci dokážeme uvedeným postupem tři poměrně jednoduché věty;

nepochybuji o tom, že všichni studenti (a také učitelé včetně mne) by k jejich
důkazu použili metodu matematické indukce.

1. Dokažte, že pro všechna přirozená čísla n platí:

1 · 2 + 2 · 22 + 3 · 23 + . . .+ (n − 1) · 2n−1 + n · 2n = (n − 1) · 2n+1 + 2.

Důkaz: Předpokládejme, že existuje aspoň jedno přirozené číslo n, pro které
dokazovaná věta neplatí, a označme m nejmenší z nich. Je tedy

1 · 2 + 2 · 22 + 3 · 23 + . . .+ (m − 1) · 2m−1 +m · 2m �= (m − 1) · 2m+1 + 2.

Vzhledem k tomu, že věta platí pro n = 1, je číslo m > 1, takže m − 1 je
přirozené, a protože je menší než m, platí

1 · 2 + 2 · 22 + 3 · 23 + . . .+ (m − 1) · 2m−1 = (m − 2) · 2m + 2.

Zároveň však dostáváme:

[1 · 2 + 2 · 22 + 3 · 23 + . . .+ (m − 1) · 2m−1] +m · 2m =
= [(m − 2) · 2m + 2] +m · 2m = (m − 1) · 2m+1 + 2.

Porovnáme-li tento výsledek se součtem m sčítanců uvedeným o pár řádků
výše, vidíme, že jsme odvodili spor. Dokazovaná věta proto platí pro
všechna přirozená čísla n.

2. Dokažte, že pro všechna přirozená n je číslo 62n + 3n+2 + 3n dělitelné
jedenácti.

Důkaz: Předpokládejme, že věta pro všechna přirozená n neplatí a označme
m nejmenší z těchto čísel; znamená to, že číslo 62m + 3m+2 + 3m není
jedenácti dělitelné. Protože pro n = 1 číslo 62 + 33 + 3 = 66 dělitelné
jedenácti je, číslo m− 1 je přirozené a vzhledem k tom, že je menší než m,
platí, že jedenácti je dělitelné i číslo 62m−2+3m+1+3m−1. Ukážeme nyní,
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že ve sporu s tím, co jsme zjistili výše, je i číslo 62m+3m+2+3m dělitelné
jedenácti. Platí totiž:

62m + 3m+2 + 3m = 36 · 62m−2 + 3 · 3m+1 + 3 · 3m−1 =

= 3 · [12 · 62m−2 + 3m+1 + 3m−1] =

= 3 · [(11 + 1) · 62m−2 + 3m+1 + 3m−1] =

= 33 · 6m−2 + 3 · (6m−2 + 3m+1 + 3m−1).

A protože každý sčítanec posledního součtu je dělitelný jedenácti, je děli-
telný jedenácti i jejich součet, tj. číslo 62m+3m+2+3m. Tím je daná věta
dokázána.

3. Dokažte, že v každém pravoúhlém trojúhelníku s odvěsnami a, b a s pře-
ponou c pro všechna přirozená n ≥ 2 platí an + bn ≤ cn.

Důkaz: Předpokládejme, že existuje pravoúhlý trojúhelník s odvěsnami a, b
a s přeponou c, v němž aspoň pro jedno přirozené číslo n ≥ 2 platí an +
+ bn > cn. Označíme-li m nejmenší z těchto čísel, v tomto trojúhelníku
platí am+bm > cm. Protože pro n = 2 je a2+b2 ≤ c2, je číslo m > 2, takže
m − 1 je přirozené, a protože je menší než m, platí am−1 + bm−1 ≤ cm−1.
Pro součet am + bm, o němž jsme ukázali, že je větší než cm, platí

am + bm = a · am−1 + b · bm−1 ≤ c(am−1 + bm−1) ≤ c · cm−1 = cm.

O součtu am + bm jsme tak zjistili, že je nejvýše roven cm; to je však ve
sporu s výsledkem uvedeným o pár řádků výše, kde je ukázáno, že tento
součet je větší než cm. Tím je důkaz dané věty proveden.

Po úspěšném vyřešení těchto příkladů je možné získat dojem, že nebude
problém dokázat tímto způsobem i větu:
Pro všechna přirozená čísla n platí:

1 + 2

(
1 +
1
n

)
+ 3

(
1 +
1
n

)2
+ 4

(
1 +
1
n

)3
+ . . .+ n

(
1 +
1
n

)n−1
= n2.

V mém případě se však ukázalo, že to problém je, neboť se mi to způsobem
vysvětleným výše ani metodou indukce dokázat nepodařilo. (Pokud se někomu
z účastníků Setkání 2010 podaří jedním z těchto způsobů tuto větu dokázat, byl
bych rád, kdyby mi to sdělil; na případné odměně se jistě dohodneme.) Tato věta
je dokázána v [1] na základě toho, že levá strana rovnosti je součet prvních n
členů aritmeticko-geometrické posloupnosti. Ukážeme si pro zajímavost ještě jiný
způsob důkazu této věty – je založen na tom, že o číslu 1 + 1/n dokážeme, že
pro všechna přirozená n je kořenem rovnice

1 + 2x+ 3x2 + 4x3 + . . .+ nxn−1 = n2.
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Postupnými úpravami levé strany této rovnice, ve kterých využíváme své znalosti
o derivaci mnohočlenu a podílu, dostáváme pro x �= 1:

1 + 2x+ 3x2 + 4x3 + . . .+ nxn−1 = (x+ x2 + x3 + x4 + . . .+ xn)′ =

= [x(xn − 1)/(x − 1)]′ = [(xn+1 − x)/(x − 1)]′ =
= {[(n+ 1)xn − 1](x − 1)− xn+1 + x}/(x − 1)2.

Upravíme-li poslední výraz na tvar {1 − xn[1 + n(1 − x)]}/(x − 1)2, snadno
zjistíme, že po dosazení x = 1 + 1/n je roven n2. Tento výsledek znamená, že
číslo 1 + 1/n je kořenem uvedené rovnice, takže vskutku platí 1 + 2(1 + 1/n) +
+ 3(1 + 1/n)2 + . . .+ n(1 + 1/n)n−1 = n2, a to pro všechna přirozená čísla n.
V předcházejících řádcích bylo ukázáno, že v některých případech se důkaz

matematickou indukcí dá nahradit důkazem založeným na větě o nejmenším
prvku každé množiny přirozených čísel. Kdyby u někoho vznikl dojem, že se
domnívám, že z učiva střední školy by měla být metoda důkazu matematickou
indukcí vyřazena, dovoluji si mu sdělit, že se to nedomnívám! Smyslem tohoto
příspěvku bylo ukázat, že některé věty, které platí pro všechna přirozená čísla, je
možné dokázat i jiným způsobem než matematickou indukcí. Myslím, že nebude
na škodu, když jako učitelé matematiky o této možnosti budeme vědět.

Literatura

[1] Calda, E. Sbírka řešených úloh – Středoškolská matematika pod mikroskopem.
1. vyd. Praha : Prometheus, 2006.
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Výpočetní a konstrukční úlohy v prostředí

e-learningu: úlohy z výrokové logiky

Ludmila Dostálová

Abstrakt

Tento příspěvek se zamýšlí nad způsoby, jak převést úlohy výpočetní (výpočty, úpravy
vzorců) a konstrukční (tabulky, grafy, diagramy) do prostředí e-learningového systému.
Možnosti i omezení tohoto převodu jsou exemplifikovány na příkladu úloh z výrokové
logiky, platí však i pro ostatní obory s tímto druhem úloh, jako je matematika nebo
fyzika či chemie.

1 Úvod

E-learningové systémy se v poslední době stále častěji stávají platnou součástí
výuky, zejména tam, kde je jen omezená dotace kontaktní výuky, nebo tam,
kde stále rostoucí počet studentů znemožňuje individuální přístup k výuce.
E-learning tak nabízí možnost, jak při stále rostoucím počtu studentů zvládat
agendu spojenou se zadáváním a vyhodnocováním samostatné práce studentů,
nebo naopak nabízí studentům účinnou pomoc při samostudiu, zvláště tam, kde
chybí kvalifikovaný tutor resp. kvalifikovaná opora v sociálním zázemí.
Některé předměty však nejsou pro převod do podoby e-learningového kurzu

vhodné. Jde o předměty, které nejsou založeny jen na získávání encyklopedických
znalostí. Takovými předměty jsou matematika či fyzika, kde je zvládnutí látky
podmíněno schopností samostatně řešit úlohy nikoliv podat správnou odpověď.
Navíc, při tomto řešení úloh často není podstatný ani tak vlastní výsledek, jako
celý postup řešení. E-learningové systémy bez problémů zvládají ověřování fak-
tografických znalostí, k němuž stačí běžné testové otázky. V případě výpočetních
a konstrukčních úloh však prostá kontrola správnosti odpovědi, resp. výsledku,
nestačí: je třeba zkontrolovat celý postup. Jistě, i konstrukční a výpočetní úlohy
lze převést do podoby testových otázek, takový převod však mívá za následek
snížení obtížnosti úloh.
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2 Typy úloh uplatňované v běžných e-learningových

systémech

Běžné e-learningové systémy pracují se čtyřmi základními druhy testových otá-
zek užívaných jak pro testování tak pro procvičování: otázka s výběrem správné
odpovědi, otázka ANO–NE, otázka s přiřazovanou odpovědí, otázka s doplňova-
nou odpovědí, a jejich varianty.
Otázka s výběrem správné odpovědi je nejběžnější verzí testových otá-

zek, zvláště dobře uplatnitelná při testování encyklopedických znalostí. Student
správnou odpověď vybírá z předem daných možností. Efektivita tohoto testování
je pak založená na několika aspektech. Prvním z nich je množství možností – čím
větší je počet možností výběru, tím nižší je pravděpodobnost úspěšného zvlád-
nutí testu prostým tipováním. Přiměřeným počtem možností se obvykle jeví pět.
Tuto situaci může výrazně zkomplikovat varianta, kdy je různé množství správ-
ných odpovědí – je-li z nabízených odpovědí správná pouze jedna možnost, je
pravděpodobnost úspěšného absolvování na základě tipování mnohem vyšší než
v případě, kdy u otázek může být správně více odpovědí, např. i všechny nebo
žádná. Přičemž krajní možnosti – žádná správná odpověď, všechny odpovědi
správné – jsou pro studenty natolik psychologicky nepřijatelné, že je úspěšně
zvládnou pouze při skutečně stoprocentní znalosti. Posledním faktorem, který
může výrazně ovlivňovat úspěšnost studentů, je pořadí odpovědí – při správné
volbě pořadí odpovědí lze studenta zavést k souhlasu s odpovědí, se kterou by
při podrobnějším zamyšlení nesouhlasil nebo naopak ho odpoutat od odpovědi
správné. Ve všech těchto případech ale platí, že správnost odpovědi ovlivňuje
nejen aktuální znalost studenta, ale i jiné faktory – nabízené možnosti obvykle
studentovi napoví nebo ho jinak navedou.
Rozhodovací otázky ANO–NE se co do využití neliší od výběrových otá-

zek. Jsou náročné pro vyučujícího, protože musí být položeny zcela jednoznačně
a nepřipouštět žádnou třetí možnost. Naopak situace studenta je snazší – prav-
děpodobnost výběru správné odpovědi tipováním je vyšší, než při výběru z více
možností. Tuto nevýhodu lze částečně eliminovat opakováním téže otázky s růz-
nými hodnotami, ovšem jen v případě časově nenáročné úlohy, protože množství
opakování musí být poměrně vysoké. Narozdíl od písemných testů mohou rozho-
dovací otázky v elektronickém prostředí vytvořit nový druh úloh, pokud jsou na
sobě závislé a zvolená odpověď ovlivňuje výběr otázky další (jako při určování
rostlin podle botanického klíče). Takto lze při vhodně uspořádaném systému otá-
zek měřit nejen správnost–nesprávnost výsledku, ale i míru chyby podle toho,
kdy došlo k odklonu od správného řešení.
Otázky s doplňovanou odpovědí – jedná se o otázky, kde student správ-

nou odpověď vyplní do textového pole. V tomto případě neplatí, že by nabídnuté
možnosti studentovi testování či procvičování usnadňovaly, protože žádné „ná-
povědi	 nejsou k dispozici. Na druhou stranu se ale tyto otázky obtížněji zpra-
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covávají – tentokráte musí být otázka položena nejen jednoznačně, ale dokonce
tak, aby připouštěla jen jednu správnou odpověď. Navíc odpověď jednoznačně
specifikovanou. Vyhodnocování pak musí uvažovat všechny varianty formulace
této správné odpovědi. To znamená, že v elektronickém prostředí se těžko vyu-
žívají, protože správná odpověď tu může být vyhodnocena jako chybná jenom
proto, že student použil formulaci, která vyučujícího nenapadla, nebo dokonce
proto, že se překlepl.
Otázky s přiřazováním správné odpovědi – jsou v podstatě analogické

situace otázek s výběrem správné odpovědi. Liší se pouze tím, že výběry jsou
tentokrát závislé, tj. jedna chybně přiřazená odpověď znemožňuje další správné
přiřazení, takže výsledek je daleko závislejší na správné znalosti a pravděpodob-
nost úspěšného absolvování jen tipováním je nízká. Tuto pravděpodobnost lze
ještě výrazně snížit, pokud počet otázek a odpovědí nebude v poměru jedna
k jedné, popř. pokud k některé nabídce nebude existovat správné přiřazení.

3 Výpočetní a konstrukční úlohy v prostředí

e-learningových systémů: Výroková logika

Převod výpočetních a konstrukčních úloh do prostředí e-learningového systému
v podstatě znamená převod těchto úloh na testové otázky. To se děje tak, že stu-
dent úlohu nejprve vyřeší na papíře a svou odpověď pak zadá do e-learningového
systému. Toto řešení však umožňuje jen kontrolu správnosti výsledku, nikoliv
postupu. A rozhodně neprověřuje schopnost zvolit efektivní metodu řešení. Ale
i tyto cíle lze prostřednictvím testových otázek aproximovat. Metody těchto
aproximací a jejich různé aspekty lze ukázat na příkladu úloh z výrokové lo-
giky. Tři základní typy úloh jsou – rozpoznávání správně utvořených formulí
(znalostní úloha), konstrukce tabulky pravdivostních hodnot (konstrukční úloha)
a transformace na normální formy (výpočetní úloha). Jedná se o úlohy analogické
úlohám v matematice či fyzice.

3.1 Znalostní úlohy: Rozpoznání správně utvořených formulí

V případě znalostních úloh lze v e-learningových systémech snadno nejen ově-
řovat získanou znalost, ale i jí procvičovat. Rozpoznávání správně utvořených
formuli je příkladem takové úlohy. V základní podobě se jedná o triviální testo-
vou otázku s odpovědí ANO–NE:

• SUF-1. kategorie: Rozhodovací otázka
Rozhodněte, zda je zadaný výraz správně utvořenou formulí výrokové lo-
giky.

K této základní podobě však lze formulovat alternativní zadání:

• SUF-2. kategorie: Otázka s výběrem správné odpovědi
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Určete které z výrazů 1–n jsou/nejsou správně utvořenou formulí výrokové
logiky.

• SUF-3. kategorie: Otázka s výběrem správné odpovědi
Určete který z výrazů 1–n vznikne ze zadaného výrazu doplněním na
správně utvořenou formuli výrokové logiky.

• SUF-4. kategorie: Otázka s doplňovanou odpovědí
Doplňte zadaný výraz na správně utvořenou formuli výrokové logiky.

Každá z těchto čtyř kategorií úloh se liší od ostatních a je jinak obtížná.
Zatímco první dvě prověřují pouze schopnost rozpoznat správně utvořené for-
mule, třetí a čtvrtá prověřují i schopnost s takovým výrazem aktivně pracovat,
přičemž třetí tuto situaci usnadňuje tím, že se správná odpověď vybírá, zatímco
ve čtvrtém případě ji student musí skutečně sám aktivně utvořit (díky jedno-
značnosti syntaxe výrokové logiky tu otázka s doplňovanou odpovědí nezpůsobí
obvyklé nejasnosti při opravování). Student se postupným procházením většího
množství otázek tohoto druhu poměrně rychle vycvičí k rozpoznávání správně
i chybně utvořených výrazů – testové otázky tu jsou vhodným nástrojem testo-
vacím i didaktickým.

3.2 Konstrukční úlohy: Tabulková metoda

Konstrukční úlohy nelze procvičovat jinak, než jako konstrukci, což e-learningové
systémy neumožňují. Nabízejí pouze možnost, jak tuto schopnost testovat, tj.
ověřit, zda student příslušnou konstrukci ovládá. Jako příklad lze použít tabulko-
vou metodu, tj. konstrukci tabulky pravdivostních podmínek formule. Základní
podoba úlohy je konstrukční:

• TB-1. kategorie: Konstrukční úloha
K zadané formuli zkonstruujte tabulku pravdivostních podmínek.

• TB-2. kategorie: Konstrukční úloha
Tabulkovou metodou rozhodněte o jaký druh formule se jedná.

Pro potřeby automatického testování lze tyto úlohy převést do podoby testových
otázek:

• TB-3. kategorie: Otázka s doplňovanou odpovědí
Doplňte výsledný sloupec zadané formule.

• TB-4. kategorie: Otázka s výběrem správné odpovědi.
Rozhodněte, který z následujících výsledných sloupců vyjadřuje pravdi-
vostní podmínky zadané formule.

• TB-5. kategorie: Otázka s výběrem správné odpovědi
Tabulkovou metodou rozhodněte o jaký druh formule se jedná (výběr
z možností tautologie/kontradikce/splnitelná formule/vyvratitelná formu-
le).
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• TB-6. kategorie: Rozhodovací otázka (odpověď ANO–NE)
Rozhodněte, zda zadaná formule je či není splnitelná/kontradikce/tauto-
logie.

Ve všech těchto případech musí student nejprve tabulku sám zkonstruovat na
papíře a pak zanést svojí odpověď do e-learningového systému. Každá z těchto
formulací zadání však v sobě nese jistý aspekt, který úlohu zároveň zjednodušuje.
V prvním případě (TB-3) student do volného políčka doplní výsledný sloupec

tabulky. Kontrola tu je jednoznačná, zadání úlohy ale musí obsahovat zadání
vstupních ohodnocení, aby výsledné sloupce byly porovnatelné, takže zadání je
zároveň i návodem k řešení.
Ve druhém případě (TB-4) student v odpovědníku testu zaškrtne možnost

se správným výsledným sloupcem. Vzhledem k tomu, že možných výsledných
sloupců je 64, pak nabídka možných odpovědí velmi pravděpodobně upozorní
na chybu, kterou při konstrukci udělal.
Ve třetím případě (TB-5) student na základě svého výsledku rozhoduje,

o jaký typ formule se jedná, a podle toho volí odpověď. Omezení možností výběru
(všechny možné výsledné sloupce jsou zobecněny do tří základních kategorií) sni-
žuje šanci, že nabídnuté možnosti upozorní studenta na chybu. Je-li však zadaná
formule splnitelná, pak studentova správná odpověď nemusí znamenat, že i jeho
konstrukce tabulky byla správná. Je tedy vhodné volit jako zadání pouze tauto-
logie a kontradikce, což je omezení, které studenti záhy odhalí.
Ve čtvrtém případě (TB-6) skutečně zadání žádný návod neposkytuje. Opět

tu platí, že tento typ úloh má smysl volit pouze pro tautologie nebo kontradikce.
A protože se jedná o výběr pouze ze dvou možností, je tu vysoká pravděpo-
dobnost absolvování na základě tipování, nikoliv znalosti. Vzhledem k časové
náročnosti konstrukce tabulky totiž nelze tuto nevýhodu eliminovat vyšším po-
čtem stejných úloh.

3.3 Výpočtové úlohy: Transformace na normální formy

Podobně jako konstrukční, i výpočetní úlohy lze v e-learningovém systému pouze
testovat, nikoliv procvičovat. Jakýkoliv převod postupu řešení do podoby testo-
vých otázek nutně studenta omezuje v jeho volbě postupu řešení. Lze to ukázat
na úlohách transformací formulí do normální formy. V základní podobě se jedná
o úlohu výpočetní, analogickou úpravám matematických výrazů či řešení rov-
nic. Hodnocení spočívá nejen v kontrole správnosti výsledku, ale i v kontrole
správnosti celého postupu:

• NF-1. kategorie: výpočetní úloha
Převeďte zadanou formuli na konjunktivní nebo disjunktivní normální for-
mu.

Pro potřeby automatického testování je lze převést do podoby testových otázek:
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• NF-2. kategorie: otázka s doplňovanou odpovědí
Doplňte výsledek transformace zadané formule do normální formy.

• NF-3. kategorie: otázka s výběrem správné odpovědi
Která z možností 1–n je normální formou k zadané formuli.

Student nejprve provede transformaci na papír a do odpovědníku zapíše vý-
sledek.
V prvním případě je třeba brát do úvahy i alternativní zápisy správného

výsledku (pořadí proměnných, konjunktivní i disjunktivní verzi výsledku atd.).
Tato varianta úlohy snadno odhalí chyby, pokud je student v řešení udělal, ne-
umožňuje však zohlednit skutečnosti jako např. že student řešil úlohu správně
(bez chyb), ale řešení nedokončil apod.
Ve druhém případě student do odpovědníku zaškrtne možnost, která odpo-

vídá jeho výsledku. Tato podoba zadání umožňuje zohlednit nedokončení řešení
apod. tak, že se tyto dílčí výsledky objeví mezi možnostmi a je jim v hodnocení
přidělena jiná váha než výsledku konečnému. Naopak ale usnadňuje studentovi
poznat, kdy má v řešení chybu, protože jeho výsledek pak mezi možnostmi není.

4 Závěr

Navržená řešení ukazují, že výpočetní i konstrukční úlohy lze v podobě testo-
vých otázek do e-learningových systémů zahrnout. Obvykle však tato adaptace
s sebou nese i jistá omezení, která usnadňují řešení: buď zadání musí být zároveň
určitým návodem pro řešení, anebo výběr odpovědi studenta snadno upozorní
na jeho chybu. Dále, zvládnutí těchto úloh lze poměrně efektivně testovat, nelze
je však procvičovat. Účinným řešením této situace by byly moduly, které by
jako součást e-learningového systému umožňovaly kontrolu celého řešení, nejen
pouze výsledku. Pro úlohy z výrokové logiky je takových řešením systém OR-
GANON vyvíjený na katedře filosofie Západočeské univerzity v Plzni. Principy
v něm uplatněné lze snadno adaptovat pro výuku středoškolské matematiky
(upravování výrazů, řešení rovnic apod.), stejně jako pro výuku fyziky (upravo-
vání vzorců, řešení slovních úloh) nebo chemie (sestavování vzorců a rovnic).

Poděkování

Tento článek je výsledkem projektu OPVK č. CZ.1.07/2.2.00/07.0217 ORGA-
NON: LMS pro výuku logiky, který je spolufinancován z Evropského sociálního
fondu a státního rozpočtu ČR.
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Podpora výuky matematiky spojením grafů,

animací a textu do webové prezentace

na UTB ve Zlíně

Miloslav Fialka, Hana Charvátová

Abstrakt

Ústav matematiky Fakulty aplikované informatiky Univerzity Tomáše Bati ve Zlíně
se dlouhodobě zabývá inovačními procesy ve výuce matematických předmětů. Uvá-
díme webovou prezentaci, jejímž cílem je podpořit výuku v předmětu Matematika 1,
obsahujícím diferenciální a integrální počet funkcí jedné proměnné, a v předmětu Ma-
tematika 2, obsahujícím diferenciální a integrální počet funkcí více proměnných, viz
http://www.ft.utb.cz/czech/um/fialka/information.html. Po jejím dokončení by mohla
být využitelná i pro univerzity s inženýrskými obory. Studenti naší univerzity hodnotí
takovou výuku velmi dobře.

1 Úvod

Cílem příspěvku je ukázat rozpracovanou webovou prezentaci – HTML prezen-
taci, ze které perspektivně vznikne dynamicky generovaná webová prezentace
(dále jen WP) využívající volně dostupného databázového systému MySQL,
která podpoří inovační procesy výuky matematiky. Jde o matematiku předná-
šenou většinou v prvním a druhém semestru na vysokých školách technických,
ekonomických a zemědělských.
V příspěvku ukážeme první vytvořené sekvence rozpracované WP z celko-

vého rozsahu něco přes 100 ukázek připravovaného objemu WP. Některé ukázky,
zvláště ty, které obsahují i animace geometrických útvarů, již využíváme při
PC promítání dataprojektorem ve vhodných partiích výuky matematiky jak na
přednáškách, tak v seminářích pro předmět Matematika 1 v 1. semestru, jenž
je podporován skripty [1], i pro předmět Matematika 2 ve 2. semestru, který je
podporován skripty [2, 3], a to na Univerzitě Tomáše Bati ve Zlíně na Fakultě
aplikované informatiky. Jsou reálné předpoklady využít WP rovněž na dalších
třech fakultách, kde náš ústav zabezpečuje výuku matematiky obsahující zhruba
stejnou látku, a to naFakultě technologické, na Fakultě ekonomiky a manage-
mentu i na nově vzniklé Fakultě logistiky a krizového řízení v Uherském Hradišti.
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V době, kdy ke studiu na vysoké školy přichází stále ještě velký počet stu-
dentů z rozdílných typů středních škol i s velmi rozdílnou hladinou vstupních
vědomostí a dovedností, se na našem ústavu snažíme, aby v nich matematika
povzbudila chuť k tvůrčímu myšlení.

2 Hlavní výsledky

Rozhodli jsme se spojit přednosti obrazového i textového dokumentu do jednoho
didaktického prostředku – webového dokumentu v jazyce HTML. WP obsahuje
na promítané stránce zleva doprava následující položky. Vlevo je zmenšenina
obrázku jako hypertextového odkazu na jeho celostránkovou projekci. Dále je
to popř. číslo obrázku a jeho pracovní název (lze jej vynechat a ušetřit šířku
stránky). Třetí zleva je titulek obrázku (jako charakteristika jeho obsahu) a ko-
nečně zcela vpravo je umístěna animace obrázku (jde-li o vhodnou prostorovou
situaci účelnou pro její použití).
Zvláštní pozornost jsme věnovali titulkům WP. Snažili jsme se o jeho maxi-

mální stručnost, ale zároveň i o srozumitelnost při zachování jeho terminologické
přesnosti. Tak je jeho sdělení nezávislé na skriptech [1, 2, 3], k nimž byly obrázky
původně vytvořeny.
WP zahrnuje učivo ke zmíněným skriptům, kde je obsažen jak diferenciální

počet funkcí jedné proměnné, tak integrální počet funkcí jedné proměnné a po-
dobně pro funkce více proměnných.
WP je obsahově a strukturálně koncipován dostatečně obecně i dynamicky.

To umožňuje snadnou modifikaci jeho struktury i dat. Oddělení obsahu od formy
dynamickým přístupem zvyšuje další potenciální využití WP.
Stejně jako skripta uvedená v odkazech, také titulky ve WP obsahují mate-

matické znaky a značky, které jsou ve shodě s platnou Českou technickou normou
ČSN ISO 31-11 z roku 1999 [4].
Dobře víme, že u širší odborné veřejnosti není dostatečné povědomí o její

existenci. Překvapuje nás to zvlášť u autorů středoškolských učebnic matematiky
i fyziky, kteří tuto normu zcela opomíjí.
Webovou prezentaci jako didaktický prostředek je dobré i přes její atraktiv-

nost používat ve výuce přiměřeně. Vyučující musí počítat s dostatečnou časovou
přípravou na promítání. Musí rovněž důkladně zvážit načasování i přiměřenost
délky projekce, kterou je nutno včas vystřídat jinou formou výuky. Popsaná WP
složená z obrázků, výstižného titulku s matematickou symbolikou a z animací
je atraktivním didaktickým prostředkem. Domníváme se, že by mohla být po
některých vylepšeních využitelná rovněž na univerzitách s inženýrskými obory.
Nyní uvedeme několik ukázek z naší WP.
Z dosavadních dotazníkových průzkumů vyplývá, že takováto výuka podpo-

rovaná WP je hodnocena v předmětu Matematika 1, resp. Matematika 2 prů-
měrnou číselnou hodnotou 1,44, resp. 1,46. To je nejblíže hodnocení B =velmi
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DP Obr.26 Neexistuje lim
x→0

sin
1

x
.

Funkce je v bodě x = 0
nespojitá (avšak má
tzv. souvislý graf)

IP Obr.31 K odvození objemu
(kubatury) V rotačních
těles

V = π

∫ b

a

f2(x) dx

5.14
{Nasypka}

Funkce „násypka�
z = |x|+ |y| není
v počátku
duferencovatelná,
neboť v něm nemá
žádnou z parciálních
derivací, ale má v něm
derivace ve všech
směrech (definovaných
na svazku polopřímek)

8.14
{Klein}

Znázornění Kleinovy
láhve – jednostranné
plochy
(neorientovatelné
variety dimenze 2) ze
čtyřrozměrného
prostoru, v němž sama
sebe neprotíná

8.15
{Sloup}

Vinutý sloup
(z cyklických
šroubových ploch)

8.16
{Konoid}

Kolmý šroubový
konoid – helikoid

Obr. 1: Vybrané ukázky z webové prezentace
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dobře ve standardní stupnicí ECTS, kterou jsou studenti při zkoušení rovněž
hodnoceni. Podobně tomu bylo i u hodnocení skript.

3 Závěr

Vizualizovaný výstup v podobě WP zefektivní a zatraktivní výuku obou zmíně-
ných důležitých předmětů bakalářského studia, přičemž jen na UTB ve Zlíně by
na výše uvedených čtyřech fakultách směřoval k cílové skupině reprezentované
téměř 2 000 studenty. Vytvořená WP v jazyce PH5 ve spojení s databází by
mohla poskytnout možnosti textové a obrazové prezentace, která bude zobra-
zitelná v libovolném webovém prohlížeči a pokryje učivo diferenciálního i inte-
grálního počtu funkcí jedné i více reálných proměnných, přednášené na většině
VŠ s inženýrskými obory. WP nebo alespoň některé její části tam tedy může
být v případě zájmu rovněž volně využívána a to bez nutnosti vlastnit systém
Maple, jenž byl zdrojem pro její vytvoření.

Poděkování

Tato práce byla podporována Ministerstvem školství České republiky, projekt
MSM 7088352102.
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Systémy počítačové algebry a dynamické

geometrie jako nástroje poznání

Roman Hašek

Abstrakt

Programy počítačové algebry a dynamické geometrie poskytují prostředky ke zkoumání
matematické podstaty jevů z reálného světa, které lze uplatnit i v rámci výuky mate-
matiky. Umožňují názorné modelování těchto jevů, spolu s překonáním výpočetní slo-
žitosti jejich úplného matematického popisu. V článku jsou představeny dva příklady
takovýchto postupů s využitím programů GeoGebra, Cabri, wxMaxima a Derive.

1 Úvod

Cílem článku je, prostřednictvím dvou konkrétních příkladů, ukázat, jak můžeme
použít programy dynamické geometrie (DGS) a počítačové algebry (CAS) při
modelování a matematickém popisování jevů, které pozorujeme ve svém okolí.
Takovéto postupy do výuky matematiky bezesporu patří. Nejenom proto, že
prezentují matematiku jako živou vědu, která hraje významnou roli při popisu
a poznávání našeho světa, ale také proto, že napomáhají správnému osvojení
matematických poznatků a metod. Řešení reálných problémů a analýza reál-
ných jevů v hodinách matematiky tak naplňují smysl konstruktivistické metody
výuky, jejíž významnou roli v matematickém vzdělávání představují Hejný s Ku-
řinou v [3] a kterou výstižně charakterizuje následující citát z tohoto díla: „Pro
konstruktivně pojaté vyučování matematice je . . . charakteristické aktivní vy-
tváření částí matematiky v duševním světě dítěte. Podle povahy žáka může být
podkladem pro takovou konstrukci otázka či problém ze světa přírody, techniky
nebo matematiky samé.	
Vhodných problémů či jevů najdeme ve svém okolí řadu. Na rozdíl od umě-

lých problémů z učebnic však příslušné výpočty nebo formule obvykle nevy-
cházejí hezky, často je třeba mnohokrát opakovat únavné numerické výpočty
a nezřídka je třeba použít i poznatky a metody přesahující rámec učiva střední
školy. Vhodně použitý počítačový program potom studentovi umožní překonání
těchto bariér a stává se tak nástrojem poznání podstaty zkoumaného jevu.
V článku uvádím dva příklady. Popis jejich řešení není rozhodně vyčerpáva-

jící. Je však dostatečný k tomu, aby čtenáře, obeznámeného s danými programy,
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inspiroval k vlastní realizaci uvedených postupů a čtenáře, který programy ne-
zná, doufám, přivedl k jejich studiu. Jsou použity programy GeoGebra, Cabri
Geometry II Plus, wxMaxima a Derive.

2 Eulerovo číslo

V populárně naučných knihách o matematice [4, 5] se můžeme setkat s násle-
dující úlohou, která ilustruje výjimečnost Eulerova čísla e: „Předpokládejme, že
si na 1 rok uložíme na spořící účet s výší ročního úroku 100 % částku 1 Kč.
Jak se bude měnit výše naspořené částky v závislosti na tom, kolikrát během
onoho roku budou k úsporám připisovány úroky? Uvažujte různé možnosti, od
připisování jednou, dvakrát, či vícekrát za rok až po souvislé připisování.	 Není
nezajímavé tuto úlohu se studenty rozebrat. Můžeme použít například graf a ta-
bulku programu GeoGebra [6]. Výsledek vidíme na obr. 1. Pomocí těchto pro-
středků celkem přirozeně dospějeme k pojmu limita posloupnosti a zkoumání
tak můžeme završit výpočtem limity v CAS programu wxMaxima [7].
Kromě zřejmé informace o vývoji závislosti výše vkladu na čase s rostoucím

počtem připisování úroků nám uvedená úloha přináší i obecnější informaci. Re-
prezentuje totiž celou třídu jevů, jimž je společný stejný průběh růstu, případně
poklesu, nějaké na čase závislé veličiny.

Obr. 1 Eulerovo číslo v programu GeoGebra

Konkrétně se jedná o jevy, u nichž je rychlost růstu závislé veličiny (tj. rych-
lost, s jakou nám roste vklad) přímo úměrná hodnotě této veličiny (tj. výši
vkladu). Jako příklad můžeme uvést růst množství bakterií v nějaké potravině,
pokles obsahu radioaktivního izotopu ve vzorku horniny či průběh ochlazování
tělesa vlivem chladnějšího okolí (tzv. Newtonův zákon ochlazování). Obecně ho-
voříme o tzv. exponenciálním modelu růstu či poklesu. Matematický popis těchto
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jevů, který vede k exponenciální funkci, je dobře znám z úvodních kurzů dife-
renciálních rovnic. Podíváme se teď na jeden konkrétní příklad exponenciálního
růstu.

2.1 Exponenciální spirála

Hezkým příkladem exponenciálního růstu je růst hlemýždě. Na rozdíl od, běž-
nými prostředky těžko postižitelného, růstu počtu bakterií či poklesu množství
radioaktivního izotopu je tento proces pěkně zaznamenán ve tvaru hlemýžďovy
ulity.

Obr. 2 Exponenciální spirála

Ke zkoumání tvaru ulity nám stačí její fotografie, kterou umístíme na pozadí
geometrického okna v programu GeoGebra. S pomocí jeho nástrojů pak můžeme
zkoumat vlastnosti spirály, kterou ulita vykresluje. Můžeme vyslovit hypotézu,
že růst hlemýžďova těla, tj. i ulity podléhá stejným zákonitostem jako uvedený
růst vkladu při spojitém úročení nebo růst kolonie bakterií. Čím větší je tělo, tím
větší je i změna jeho rozměrů, např. průřezu, v čase. I zde funguje exponenciální
závislost. To snadno prokážeme ověřením toho, že poměr délek průvodičů bodů
spirály hlemýžďovy ulity, jimž přísluší v polárních souřadnicích stejný úhel, je
konstantní a nezávisí na velikosti tohoto úhlu (viz obr. 2, vlevo). Konkrétně se
jedná o tzv. logaritmickou (též exponenciální) spirálu, jejíž rovnice v polárních
souřadnicích má tvar r(ϕ) = aebϕ, kde a, b ∈ R jsou parametry ovlivňující
průběh spirály. Hodnoty těchto parametrů pro konkrétní spirálu na fotografii
určíme v programu GeoGebra pomocí nástroje posuvník (viz obr. 2, vpravo).
Analogickým způsobem lze použít i program Derive [2]. Logaritmická spirála je
tzv. ekviangulární (též rovnoúhlá). To znamená, že každou přímku procházející
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pólem protíná pod stejnými úhly. I tuto vlastnost v GeoGebře snadno ověříme.
Potom se nám může stát klíčem k odpovědi na otázku, proč se sokol stěhovavý
při útoku na kořist pohybuje po (trojrozměrné) logaritmické spirále.

3 Srdce ve sklenici

Podíváme-li se na obr. 3, bude nám znázorněný motiv jistě povědomý. Vidíme
na něm sklenici s nápojem, na jehož hladině je zřetelná křivka ve tvaru srdce,
která je vykreslena světelnými paprsky odraženými od vnitřní plochy sklenice.

Obr. 3 Srdce ve sklenici

Pokusme se jev modelovat. Nejprve geometricky pomocí programu Cabri,
poté analyticky, užitím Derive. Cílem bude odvodit parametrické rovnice pří-
slušné křivky a poté ji zobrazit.
Model jevu vytvořený v Cabri vidíme na obr. 4. Je zřejmé, že zkoumaná

křivka, mimochodem zvaná nefroida, je obálkou světelných paprsků odražených
od vnitřní stěny sklenice. Pro analytické vyjádření křivky použijeme poznatky
diferenciální geometrie o obálce parametrického systému křivek [1]. Potřebné
úpravy a výpočty provedeme snadno v programu Derive. Výsledek, konfronto-
vaný s reálnou křivkou, vidíme na obr. 5.

4 Závěr

Při řešení uvedených příkladů našly větší či menší uplatnění pojmy Eulerovo
číslo, posloupnost, limita posloupnosti, úročení, exponenciální funkce, polární
souřadnice, aritmetická a geometrická posloupnost, derivace, diferenciální rov-
nice, zákon odrazu, osová souměrnost, obecná rovnice přímky, otočení, obalová
křivka, parciální derivace, soustava rovnic a jistě i nějaké další. Zkoumané jevy
nás přitom zavedly do oblastí fyziky, biologie a finanční matematiky. Věřím
proto, že vybrané příklady, i přes nutnou stručnost jejich představení, čtenáře
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Obr. 4 Model jevu v programu Cabri II Plus

Obr. 5 Parametrické rovnice nefroidy a jejich znázornění v Derive

přesvědčily o tom, že programy dynamické geometrie a počítačové algebry se
mohou stát nástroji pro odhalení matematiky kolem nás.

Poděkování

Tento článek vznikl za podpory grantu FRVŠ 1897/2010.
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Ilustrace hodnocení písemných testů

posluchačů primární pedagogiky

na PedF UK v Praze

Radka Havlíčková, Jaroslava Kloboučková

Abstrakt

Posluchači primární pedagogiky ve 4. ročníku studia psali test, v němž byli vyzváni
k didaktickému zpracování jedné úlohy pro žáky 2. ročníku základní školy. Článek pre-
zentuje první etapu analyzující matematické a didaktické znalosti a schopnosti těchto
posluchačů.

1 Úloha o sčítacím trojúhelníku jako nástroj hodno-

cení posluchačů

V letním semestru akademického roku 2009/2010 jsme se obě autorky článku
podílely na výuce předmětu Didaktika matematiky s praxí III. pod odborným
vedením prof. Hejného. Jedná se o poslední kurz tohoto studijního programu
před absolvováním jejich souvislé pedagogické praxe v 5. ročníku studia. Po
ukončení výuky byl všem studentům zadán závěrečný test (varianta A, B nebo
C), který sestavil prof. Hejný. První úloha tohoto testu (varianta A a B) se
týkala strukturálního aritmetického prostředí Součtové trojúhelníky (Pyramidy),
jehož podstatou je aditivní vazba mezi dvěma sousedními prvky, jejichž součet
je zapsán v řádku pod nimi (tab. 1).

Tab. 1: Pravidla pro uspořádání čísel v součtovém trojúhelníku

A B C A+B = D
D E B + C = E

F D + E = F

Zadání úlohy:
Žáci ve druhém ročníku řeší úlohu s podmínkou: součet ve vybarvených polích
je 11.
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Tab. 2: Zadání úlohy – varianta A

7

25

Tab. 3: Zadání úlohy – varianta B

7
23

Dejte ilustraci dvou různých žákovských řešitelských postupů této úlohy.
Pro Adama je daná úloha úlohou explicitní, pro Borise úlohou implicitní.
Test byl vypracován 64 posluchači (31× varianta A, 25× varianta B a 8× va-

rianta C) primární pedagogiky. Následně jsme provedly experiment s 20 žáky
2. ročníku dvou různých základních škol, abychom získaly autentická řešení sku-
tečných žáků.
V první etapě práce, která je obsahem tohoto článku, jsme se po společném

vyhodnocení celého testu zaměřily na vyhodnocení ilustrací různých žákovských
řešení, která navrhovali naši posluchači, a pokusily jsme se o srovnání s řešením
skutečnými žáky.
Ve druhé etapě, která bude následovat, se zaměříme na naše posluchače.

Dalším krokem v testu byli totiž vyzváni, aby vytvořili jednu úlohu, která bude
pro Borise úlohou explicitní, a druhou úlohu, která bude pro Adama úlohou
implicitní. Ve třetí etapě se hodláme zabývat některými fenomény, které jsme
při práci se studentskými testy objevily, např. grafický projev, škrtání, jazykové
prostředky, architektura zápisu, osobní či odosobněný přístup, atd.

2 Matematicko-didaktická analýza úlohy

Před uskutečněním vlastní sondy jsme se pokusily o vlastní matematicko-didak-
tickou analýzu této úlohy. Jestliže žák řeší úlohu explicitně, znamená to, že již
zná všechny zákonitosti, které potřebuje ke zdárnému vyřešení zadané úlohy,
nemusí nic zkoušet ani objevovat, vše je mu na první pohled jasné. Pokud ale
potřebuje zkusit, zda libovolně vybraná čísla splňují podmínky úlohy, pracuje
metodou pokus–omyl, pak říkáme, že úlohu řeší implicitně. Pro učitele je nej-
cennější pozorovat žákovskou změnu strategie v průběhu řešitelského procesu,
kdy žák/student nejprve začne řešit náhodně, ale po několika neúspěšných po-
kusech si všimne určité zákonitosti a plynule přejde k explicitnímu vyřešení.
Je možné pozorovat i opačnou strategii, kdy žák/student explicitně vyřeší část
úlohy a pak se uchýlí k implicitnímu řešení.

2.1 Matematická analýza úlohy – explicitní a implicitní možnosti

řešení

Při řešení varianty A přichází v úvahu pouze jeden způsob explicitního řešení.
Jestliže součet vybarvených polí je 11, pak v poli D zapíše řešitel číslo 11, což
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vyplývá z definice součtového trojúhelníku. V dalším kroku dopočítá hodnotu
pole E = 23 − 11 = 12. Předposledním krokem je výpočet hodnoty pole B =
= 12− 7 = 5 a posledním krokem je výpočet hodnoty pole A = 11− 5 = 6. Tím
je vyřešen celý součtový trojúhelník z varianty A.
Bude-li řešitel postupovat při řešení varianty A implicitně, znamená to, že

například rozloží číslo 11 na součet dvou sčítanců a vyzkouší některé možnosti.
Pokud bude postupovat systematicky, získá správné řešení v sedmém, resp. v šes-
tém případě (tab. 4, šedý sloupec). Mnohdy je zde patrný prvek náhody, kdy
řešitel vyzkouší nějakou dvojici čísel, která je pro něj nějak významná. Pokud
mu řešení nevyjde, zamění pořadí čísel, případně náhodně vybere jinou dvojici.
Druhou možností je rozklad čísla 23 (tab. 5, šedý sloupec), pak získá 24 možností
a správné řešení objeví ve dvanáctém, resp. v třináctém případě. Samozřejmě zde
vstupuje do hry také náhoda, kdy rozklad čísla 11 i 23 bude provádět nahodile
a dříve nebo později získá jediné správné řešení.

Tab. 4: Rozklad čísla 11

A 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
B (C) 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0

Tab. 5: Rozklad čísla 23

D 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
E 23 22 21 20 19 18 17 16 15 14 13 12

D 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
E 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0

Při řešení varianty B přichází v úvahu také pouze jeden způsob přísně expli-
citního řešení. Pro hodnotu pole B vyplývá z definice součtového trojúhelníku
vztah A + 2B + C = F , tedy B = (23 − 11) : 2 = 6. Pak je již pro zkušeného
řešitele snadné dopočítat hodnotu pole C = 7 − 6 = 1, pole D = 23 − 7 = 16
a pole A = 16− 6 = 10. Další možností je určení hodnoty pole D = 23− 7 = 16
a pak změnit strategii a pokračovat implicitním způsobem.
Implicitní řešení varianty B spočívá také v rozkladu čísla 11 na součet dvou

sčítanců (tab. 4), při systematickém zkoušení získá správné řešení v druhém,
resp. v jedenáctém případě (tmavě sědý sloupec). Druhou variantou je rozklad
čísla 7 na součet dvou sčítanců (tab. 6) a systematicky se správné řešení vynoří
v sedmém, resp. v druhém případě (tmavě sědý sloupec). I zde samozřejmě
vstupuje do hry náhoda.
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Tab. 6: Rozklad čísla 7

B 0 1 2 3 4 5 6 7
C 7 6 5 4 3 2 1 0

Nejcennější z didaktického hlediska je změna strategie řešení, kdy řešitel např.
u varianty A implicitně vyzkouší jeden, dva či tři rozklady čísla 11 neúspěšně
a všimne si, že mu pokaždé vyšlo číslo 11 v poli D. Proto opustí strategii roz-
kladu, zapíše číslo 11 do poleD a dále postupuje explicitně. U varianty B je velká
pravděpodobnost, že řešitel nejprve explicitně určí hodnotu pole D = 16 a poté
přejde k implicitnímu postupu, kdy má na výběr rozkládat buď číslo 11 nebo 7,
ale přidává se zde ještě číslo 16, které je také možné systematicky rozkládat na
součet dvou sčítanců. Posun strategie ukazuje na schopnost žáka učit se.

2.2 Didaktická analýza úlohy a použité strategie řešení žáků

2. ročníku ZŠ

Experiment se žáky 2. ročníku proběhl v červnu 2010 na jedné škole, kde je k vý-
uce používána řada učebnic [1], a na jedné škole, kde je k výuce používána řada
učebnic [2]. Každému z žáků, který se zúčastnil experimentu, byla předložena
nejprve úloha z varianty A. Pokud ji vyřešil explicitně, případně velmi rychle
za pomoci náhody, byla mu předložena ještě i úloha z varianty B. Žákům ze
základní školy, kde nepoužívají sadu učebnic [1], byl nejprve stručně vysvětlen
základní princip sčítacích trojúhelníků.
Žáci 2. ročníku základní školy, kde se pracuje za pomoci sady učebnic [1]

předvedli při řešení úlohy téměř všechny strategie. Veronika nejprve rozložila
číslo 11 na součet 10 + 1, 5 + 6, 3 + 8, 2 + 9 a 4 + 7. Všechny rozklady důsledně
vyzkoušela. Poté přemýšlela, zda má všechny rozklady. Po chvilce napsala ještě
rozklad 0 + 11. Přemýšlela nahlas: „Jak to, že to zase nevyšlo? Teď už mám
všechno. Co kdybych to prohodila?	 Zpaměti zkusila 1+10, pak 6+5, zjistila, že
je to správná volba a svůj výsledek zapsala. Bětka se rozhodla rozkládat nejníže
zapsané číslo 23 a jako první použila 12+11, poté 13+10 a nakonec 11+12, což jí
vyšlo. Používala takové rozklady, kdy byly sčítance přibližně stejně velké, což jí
zřejmě napověděla intuice, předchozí zkušenost. Zde zafungoval faktor náhody,
že již třetí volba byla vhodná. Matěj postupoval explicitně, okamžitě napsal
číslo 11 do pole D a vše následně vyřešil. Při řešení varianty B řekl: „Já jsem
se ve škole naučil, že to prostřední číslo vezmu dvakrát a ty dvě krajní k tomu
a mám to dole.	 Za chvilku napsal do pole B číslo 6 a dopočítal ostatní čísla.
Přitom udělal numerickou chybu, kterou si ale vzápětí opravil. Matylda vyřešila
úlohu z varianty A na třetí pokus. U úlohy z varianty B nejprve vyřešila hodnotu
pole D: „Sedm a něco je 23, to je 16. Potom zkusím třeba 9 a 7, 7 a 0 je 7, jenže
0 a 9 není 11.	 Takto vyzkoušela šest neúspěšných pokusů, sedmý byl 10 a 6,
což jí konečně vyšlo.
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Žáci 2. ročníku základní školy, kde pracují za pomoci sady učebnic [2], řešili
vesměs úlohy implicitně, zřejmým důvodem je to, že tyto úlohy jsou pro ně zcela
neznámé a vlastně se s nimi seznamovali. Martin typoval a doplnil do pole A
číslo 5, do pole B číslo 6. Dopočítal zbylá čísla. Když uviděl, že to nevychází,
čísla A a B prohodil. Čísla 5 a 6 vybral prý proto, že jejich součet je 11, což je
pro něj značně frekventovaný spoj, uvědomuje si jej silněji než třeba 4 + 7 nebo
3 + 8. David po delší úvaze zapsal 11 do pole D. Vzápětí rozložil 11 na 10 a 1
a zapsal tato čísla do pole A a B. Dopočítal zbylá čísla trojúhelníku a zjistil, že
to nevychází. Znovu se na dlouho zamyslel, pak napsal 5 do pole A a 6 do pole B.
Správně doplnil jejich součet do pole D. Po sečtení 6 a 7 se opět na dlouho dobu
zamyslel, napsal 13 do pole E a konstatoval, že takhle to také nebude. V dalším
pokusu už napsal 11 do pole D a 12 do pole E. Při dopočítávání pole B se
dopustil numerické chyby, zapsal 7, po upozornění opravil na 5, a doplnil číslo
6 do pole A. Projev radosti se dostavil až poté, co překontroloval všechny své
výpočty. Z implicitního řešení přešel na řešení čistě explicitní.

2.3 Didaktická analýza úlohy a použité strategie řešení poslu-

chačů VŠ

Předpokladem pro úspěšné absolvování studia matematiky je jednak matema-
tická zdatnost našich studentů, jednak jejich didaktické schopnosti. Matematická
zdatnost se projeví tak, že student je sám schopen vyřešit předloženou úlohu ex-
plicitně. Zadání úlohy nám pomáhá diagnostikovat jejich představy o dětech.
Zde se projevují zkušenosti našich studentů z průběžné praxe, kdy mají mož-
nost učit jednu hodinu za semestr a pozorovat děti při vlastní práci v hodinách
matematiky.
Podle zadání bylo úkolem studentů podat ilustraci dvou různých žákovských

řešitelských postupů této úlohy, a sice jeden postup explicitní a druhý impli-
citní. Za změnu strategie byli penalizováni bodovou ztrátou. U varianty A podalo
23 studentů úplné explicitní řešení (8 studentů toto řešení neodhalilo), implicitní
řešení systematickým rozkladem čísla 11 uvedlo 27 studentů a rozkladem čísla
23 pouze 4 studenti. Varianta B vyžadovala uvedení myšlenkově náročnějšího
explicitního řešení. Úplné explicitní řešení uvedlo 7 studentů, dalších 11 stu-
dentů se dopustilo změny strategie a posledních 7 studentů se o explicitní řešení
nepokusilo, resp. neuvedlo konkrétní ilustraci žákovského postupu. Při ilustraci
implicitního řešení uvedlo 20 studentů rozklad čísla 11 a 5 studentů rozklad
čísla 7.

3 Závěr

Při porovnávání řešení posluchačů a řešení žáků 2. ročníku jsme zaznamenaly
některé výrazné odchylky. Většina posluchačů se uchýlila k jednomu možnému
způsobu implicitního řešení – odhadovali, že žáci budou postupovat systema-
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ticky, že vyzkouší všechny možné rozklady čísla 11 ve variantě A, resp. čísla 23
a 7 ve variantě B. U žáků 2. ročníku se tento postup neobjevil. Namísto něj se ob-
jevilo celé spektrum strategií, které jsme ani my neočekávaly. Je překvapivé, jak
rozdílné postupy volili žáci, které jsou vedeni jedním učitelem. Domníváme se, že
příčinou této odchylky je skutečnost, že posluchači nemají kontinuální zkušenost
s vlastní výukou, a proto se uchylují k podsouvání svých myšlenek, zvažují jen ty
možnosti, které jsou dostupné jim samotným. V experimentu se žáky 2. ročníku
se objevila řada implicitních postupů, do kterých v určité fázi zasáhla náhoda,
mnohdy také intuice nebo nějaká skrytá zkušenost, které zdlouhavý implicitní
postup zkrátily. Nikdo z posluchačů tyto faktory ovlivňující chování při řešení
úlohy nezvažoval.
Ilustraci explicitního řešení většinou posluchači odhadli správně. Ve vari-

antě A, která byla pro mnoho posluchačů transparentnější, byla řešení téměř
vždy totožná s řešením žáků druhých tříd. Ve druhé variantě testu posluchači
často nabízeli řešení, které nebylo čistě explicitní, ale bylo poznamenáno ně-
kterými postupy, které jsou typické pro implicitní řešení (metoda pokus–omyl).
Důvodem toho je pravděpodobně skutečnost, že posluchači explicitní postup
neznají, úlohu by sami touto cestou nevyřešili.
Výsledky našeho drobného experimentu se studenty Pedagogické fakulty

a žáky mladšího školního věku by mohly posloužit jako východisko pro vý-
zkum matematických a didaktických znalostí a schopností našich posluchačů.
Konkrétní ukázky žákovských a studentských prací budou prezentovány na kon-
ferenci.

Poděkování

Článek byl podpořen výzkumným záměrem Učitelská profese v měnících se po-
žadavcích na vzdělávání č. MSM 0021620862

Literatura

[1] HEJNÝ, M., JIROTKOVÁ, D., SLEZÁKOVÁ-KRATOCHVÍLOVÁ, J. Ma-
tematika 2 Učebnice pro základní školy. 1. vyd. Plzeň : Nakladatelství Fraus,
2008.

[2] EICHLEROVÁ, M., STAUDKOVÁ, H., VLČEK, O. Matematika pro 2. roč-
ník. 5. vyd. ALTER, 1994.



Setkání učitelů matematiky 2010 115

Rovnice v netradičních reprezentacích

Milan Hejný

Abstrakt

Edukační strategie zaměřená na budování schémat nabízí alternativní přístup k rozvoji
rovnicového myšlení žáků ZŠ. Východiskem jsou didaktická prostředí. Článek ukazuje
tři taková prostředí a stručně osvětluje způsob jejich implementace.

1 Úvod

Rovnice patří k důležitým oblastem matematiky. Na 2. stupni ZŠ se nácviku
řešitelských postupů věnuje mnoho času i péče. Opakováním si žáci osvojují
pravidla typu „známé na jednu stranu, neznámé na druhou	 nebo „při přechodu
čísla nebo neznámé z jedné strany na druhou, se mění znaménko	. Nácvik ře-
šení rovnic má stejný nedostatek jako všechny nácviky v oblasti intelektuálního
vzdělávání. Žáky, kteří to rychle zvládnou, nudí a brzdí ve vývoji, slabé žáky to
naopak frustruje.
Náročnější jsou slovní úlohy, u nichž se předpokládá, že budou řešeny pomocí

rovnic. I zde občas dochází ke zpomalování rozvoje nejschopnějších žáků, když
jim není dovoleno používat vlastní řešitelské postupy „aby tím nepletli žáky
slabší	. Standardní postup se skládá ze tří etap. V první je slovní úloha mode-
lována rovnicí, ve druhé je rovnice vyřešena a ve třetí je výsledek interpretován.
Pro většinu žáků je nejnáročnější první část, protože zde se žádá získání vhledu
do slovy popsané situace nebo slovy popsaného procesu. Nezřídka u těchto úloh
žáci z textu vyberou dvě čísla a zcela náhodně s nimi něco udělají: buď je se-
čtou, nebo odečtou, nebo vynásobí, případně vydělí. Učitelé, ve snaze pomoci
zejména slabším žákům, nabízí jim protetickou strategii signálu. Signálem na-
zýváme to slovo (nebo idiom) v textu zadání, které napovídá o jakou operaci
půjde. Podívejme se na dvě úlohy určené pro 2. ročník:

Úloha 1. Eva měla 15 Kč. Za kuličku utratila 6 Kč. Kolik korun ji zůstalo?

Úloha 2. Eva za kuličku utratila 6 Kč. Zůstalo ji 9 Kč. Kolik korun měla před
nákupem?



116 Milan Hejný

V každé z těchto úloh jsou dána dvě čísla a signální slovo „utratila	, které
napovídá odčítání. U první úlohy je tato nápověda účinná, protože zde se sku-
tečně jedná o signál. U druhé úlohy je nápověda zavádějící. Napovídá odčítání,
ale správné řešení je 6 + 9 = 15. Zde je slovo „utratila	 antisignálem. Úlohy
s antisignálem jsou spolehlivý diagnostický nástroj na zjišťování, zda žák dovede
získat vhled do slovní úlohy. Učitelé tuto skutečnost znají a proto často říkají,
že úlohy s antisignálem nelze dávat slabším žákům. Považují to za „podraz	.
S tímto názorem budeme polemizovat.
Cílem příspěvku je ukázat jednu edukační strategii, která pomůže i slabším

žákům rozvíjet schopnost řešit i náročnější slovní úlohy. Strategie vychází z vy-
učování zaměřeného na budování schémat (scheme – oriented education SOE),
které vychází z konceptu schéma ve smyslu Gerriga [1] a je rozpracováno ve
studiích Hejný [2], Jirotková [3] a Slezáková [4]. Hlavní myšlenka této strategie
spočívá v tom, že když se stejná rovnice interpretuje v několika různých struk-
turálních a sémantických reprezentacích dokáže si žák snadněji vytvořit vhled
do dané rovnice i způsobu jejího řešení.
Navrhovaná strategie navíc vede žáky k schopnosti využívat řešení rovnic

k získávání vhledu do jistých oblastí matematiky. Tak je tomu na gymnáziu, kde
například logaritmické rovnice jsou nástrojem poznávání logaritmů; podobně je
to s rovnicemi iracionálními, trigonometrickými, i exponenciálními. Ukážeme,
že i na úrovni 1. stupně ZŠ je možné najít prostředí v nichž se rovnice stávají
nástrojem na jeho poznávání.

2 Didaktická prostředí

Nástrojem edukační strategie SOE jsou didaktická prostředí. V tomto příspěvku
se omezíme na ilustrace. Uvedeme dvě sémantická prostředí (opřená o životní
zkušenost žáka) a jedno strukturální (pracující s čísly bez sémantického ukot-
vení). Prostředí byla námi experimentálně zkoumána a mnoha učiteli úspěšně
testována. Zkušenosti naše i našich spolupracujících učitelů ukazují, že takto ori-
entované řešení rovnic je pro žáky přitažlivé a působí jako propedeutika rozvoje
číselných oborů (čísla celá a racionální), algebry, funkčního myšlení, kombinato-
riky i logiky.

2.1 Sémantické prostředí Krokování

V naši koncepci zavádíme Krokování již v 1. ročníku ZŠ. Hlavní pomůckou je
krokovací pás, který je jevištěm na němž probíhají krokovací představení. Za-
čněme jednoduchou ilustraci. Žačky Anna a Běla stojí u stejné značky krokova-
cího pásu, obě hledí stejným směrem. Anna dostane příklad Tři kroky dopředu,
pak jeden krok dozadu, začni teď! Anna splní příkaz a učitelka se ptá třídy Jaký
povel dáme Běle, aby opět stála vedle Anny? Třída řekne Dva kroky dopředu!
Běla povel odkrokuje a třída si zatleská, že úlohu 3 − 1 =? správně vyřešila.
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Popsané představení žáci zapíší pomocí šipek: →→→ | ← = →→ . Později
budou žáci schopni krokováním vyřešit i úlohu → | ←← =?, která otevírá po-
rozumění záporným číslům. Samozřejmě čísla −1,−2, . . . se zde neobjevují. Vše
je reprezentováno pohybem a šipkovým zápisem. V tomto prostředí můžeme
rovnici a) x − 1 = 2, nebo b) 3 + x = 2 formulovat takto:

Úloha 3.Do prázdného pole doplň šipky: a) | ← = →→ , b) →→→ | =

= →→ . Přitom do jednoho pole se nesmí vložit šipky různých směrů.
Takové úlohy vyřeší skoro všichni žáci 1. ročníku. Žákům 3. ročníku je adre-

sována následující náročnější úloha.

Úloha 4. Do zápisu | ← = →→ | = → | doplň právě 4 šipky tak,
aby obě rovnosti platily. Do jednoho pole nelze vložit šipky různých směrů, ale
pole může zůstat prázdné.

V tradiční notaci má úloha 4. tvar x− 1 = 2+ y = 1+ z a podmínka „právě
4 šipky	 má tvar |x| + |y| + |z| = 4. Tato soustava tří rovnic s absolutními
hodnotami je náročná i pro žáka 8. ročníku. Šipkovou úlohu jsou pomocí kro-
kování schopni vyřešit i slabší žáci 5. ročníku. Tři žáci A, B, C se postaví ke
stejné značce na krokovacím pásu, tváří do stejného směru. Žák A udělá 1 krok
dozadu, žák B 2 kroky dopředu a žák C 1 krok dopředu. Úlohu řeší tak, že si
řeknou, na které značce se všichni tři sejdou. Řeknou si například, že se sejdou
tam, kde stojí žák A. To značí, že žák B udělá 3 kroky dozadu a žák C 2 kroky
dozadu. Celkem udělali 5 kroků a to je moc. Musí si tedy zvolit jiné místo k se-
tkání. Zvolí tedy výchozí pozici. Zde žák A musí udělat 1 krok dopředu, žák B
2 kroky dozadu a žák C 1 krok dozadu. To je dobré řešení úlohy, neboť tento-
kráte udělali dohromady právě 4 kroky. Tak pokračují dále a najdou ještě jedno
řešení: všichni se setkají u značky, na které stojí žák C.
Náročnost úloh postupně narůstá. Ve 4. ročníku do krokování vstoupí Hur-

vínek a Spejbl. Spejblův krok, označený dvojitou šipkou ⇒ nebo ⇐ , má
délku dvou Hurvínkových kroků, označených → nebo ← . Obohacené pro-
středí umožní formulovat náročnější úlohy:

Úloha 5. Hurvínek a Spejbl stáli vedle sebe na krokovacím pásu. Hurvínek
udělal 1 krok dozadu a Spejbl jeden krok dopředu. Jak to udělat, aby opět stáli
vedle sebe, když víme, že oba dohromady musí udělat právě 3 kroky? Kolika
způsoby se to dá udělat?

V šipkovém zápisu má uvedená úloha tvar: ← | = ⇒ | a víme,

že do levého prázdného pole smíme dát jen jednoduché šipky (Hurvínek) a do
pravého jen dvojité (Spejbl). V tradiční notaci má tato úloha tvar x − 1 = 2 +
+ 2y, kde |x|+ |y| = 3. Žákům 4. ročníku je tato formulace nesrozumitelná, ale
v šipkové formulaci najdou obě řešení zcela bezpečně.
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2.2 Sémantické prostředí Děda Lesoň

Děda Lesoň, ochránce zvířat, je pohádková postava. Jeho zvířátka ráda hrají
přetahovanou. Nejslabší jsou myškyM . Kočka K je stejně silná jako dvě myšky,
tedy K =MM . Následují: husa H = KM , pes P = HM , koza (goat) G = PM ,
beran B = GM , kráva (cow) C = GG, oř O = CC atd. Při zavádění prostředí
jsou zvířátka nejprve zaváděna pomocí obrázků a záhy jsou obrázky nahrazeny
ikonami zvířat. Ikony jsou nakresleny na kartičkách s nimiž žák při řešení úloh
může manipulovat. Zde místo ikon používáme písmena M, K, H, P, G, B, C a O.
Žáci pracují s ikonami. My dospělí si zvířátka měníme za čísla (M = 1, K = 2,
H = 3, P = 4, G = 5, B = 6, C = 10, O = 20), ale děti to dělají jen někdy.
Jednoduché rovnice typu 3+x = 5 lze v prostředí modelovat dvěma způsoby:
1. Zeptáme se, jaké zvířátko máme přidat k huse, aby byli stejně silní jako
koza (H? = K)

2. O masopustu se některá zvířátka maskují. V jednom utkáni proti sobě
nastoupili husa s maskou proti koze. Obě družstva jsou stejně silná. Jaké
zvířátko je za maskou? (HX = K).

Tyto a podobné úlohy pomocí kartiček s ikonami zvířat vyřeší skoro všichni
žáci 2. ročníku. Většina vyřeší i úlohy náročnější, například XXM = HP , nebo
XXXK = CM . Žákům 4. ročníku je adresována tato náročnější úloha.

Úloha 6. Proti sobě nastoupila dvě stejně silná družstva. V modrém družstvu
byly pouze kozy, v červeném jedna myš pak už jen psi. Kolik bylo kterých? Hledej
více řešení.

Po přepsání do běžného značení máme zde diofantickou rovnici 5x = 1+ 4y.
První řešení je evidentní: x = 1, y = 1. Další řešení již tak jasná nejsou: x = 5,
y = 6, nebo x = 9, y = 11, . . . atd. V pilotních třídách několik žáků zjistilo, že
úloha má nekonečně mnoho řešení. K libovolnému řešení přidáme do modrého
družstva 4 kozy a do červeného družstva 5 psů.

2.3 Strukturální prostředí Součtové trojúhelníky

Jedná se o prostředí, které známe i pod názvy Pyramidy, nebo Hrozny. Zde se
omezíme na trojúhelník se 6 čísly, jehož ilustrace je na obr. 1a a obecný zápis
na obr. 1b.

4 2 3
6 5
11

a)

a b c
d e

f

b)
Obr. 1

Základní vazby jsou tři:

a+ b = d (1)

b+ c = e (2)

d+ e = f (3)

Když ze šesti čísel a, . . ., f tři vhodná čísla vymažeme, můžeme je ze zbylých
tří dopočítat. Tak například když známe a = 2, e = 7, f = 13, pak přímým



Setkání učitelů matematiky 2010 119

výpočtem postupně najdeme d = 6, b = 4, c = 3. Když jsou ale dána čísla a = 3,
c = 2, f = 15, tak zde žádný přímý postup výpočtu neexistuje. Žáci použijí
metodu pokus-omyl. Když ale podobných úloh vyřeší více, začnou odhalovat
různé zákonitosti trojúhelníkové struktury. Například identitu d − e = a − c,
kterou popíší jako pravidlo na řešení úlohy. Tak ve 3. ročníku radil Tomáš Danovi
jak úlohy tohoto typu řešit: „Těch 15 (ukazuje na číslo f) rozdělíš na 7 a 6 (ukáže
na prázdná pole d a e), jako je tady 3 a 2 (ukáže na čísla a a c). Jako že 3 je o 1
víc než 2, i 7 je o 1 víc než 6	. Dan hned porozuměl a další úlohu podle tohoto
návodu sám vyřešil. Ještě účinnější návod na řešení těchto úloh našla skupinka
žáků v jiné třetí třídě, když řešila nejprve sérii úloh a = 1, c = 0, f = 5, 7, 9, 11,
pak sérii úloh a = 2, c = 0, f = 4, 6, 8, 10, pak sérii úloh a = 1 c = 1, f = 4, 6,
8, 10, pak sérii úloh a = 2, c = 1, f = 5, 7, 9, 11. Žáci našli a formulovali tento
návod na nalezení čísla b: od dolního čísla odečti obě horní a vezmi polovinu.
Tedy b = (f − a − c)/2.
Didaktická síla prostředí spočívá v možnosti generovat série podobných úloh,

které dovedou žáky k odhalení pravidel na jejich počítání. Je to postup opačný
k tomu co u rovnic děláme běžně. Tam žák dostane pravidla a na mnoha úlohách
je procvičuje. Zde žák vyřeší mnoho úloh a nakonec odhalí pravidlo.
Závěrem ještě několik dalších typů úloh, které motivují žáky k odhalování

pravidla na řešení: 1) d = 5, e = 3, s = 7, kde s = a+ b + c; 2) d = 5, f = 12,
s = 10; 3) b = 1, f = 8, s = 7, (vede k odhalení identity b + s = f); 4) a = 2,
b = 5, S = 49, kde S = a+ b+ c+ d+ e+ f ; 5) a = 6, c = 2, S = 49; 6) f = 12,
s = 10, S = 34, (vede k odhalení identity 2f + s = S).
Podstatně bohatší je pak prostředí součtového trojúhelníka, který má v první

řádce 4 čísla a celkem obsahuje 10 čísel.

3 Závěr

SOE koncepci rozvoje rovnicového myšlení žáků od 1. po 8. ročník ZŠ jsme ilu-
strovali pomocí tří didaktických prostředí. V závěru uvedeme tři myšlenky, které
charakterizují koncepci SOE a upřesňují způsob implementace úloh z didaktic-
kých prostředí.

1. Intelektuální autonomie žáka. Žákovi je předložen problém bez návodu na
jeho řešení. Žák nejprve metodou pokus – omyl, ale u dalších podobných
úloh již sofistikovanějším způsobem najde návod k řešení těchto úloh. Ře-
šitelský proces žáka trvá déle, než kdyby dostal návod. Jeho poznání je ale
hlubší, trvalejší a je provázeno radostí z objevu a tedy i motivací do další
práce.

2. Komunikace. Při hledání způsobu, jak danou rovnici vyřešit žáci mezi se-
bou čile diskutují. Propojením několika nápadů, najde jeden žák cestu, jak
úlohu vyřešit. Jiný žák ji vylepší a další ukáže jiný způsob řešení. Pomalejší
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žáci nápady přebírají, ale už tím se na objevech podílejí, neboť nedostá-
vají vycizelovaný návod, ale myšlenkovou surovinu. Mají pocit spolutvůrce
a někdy se pak chválí rodičům, co ve škole vymysleli. To není lež, ale prů-
vodní znak tvořivého přebírání cizí myšlenky.

3. Role učitele. Učitel má zdánlivě jednoduchou práci: zadá úlohu, v případě
potřeby řídí diskusi, chválí nápady a povzbuzuje ochabující. K názorům
žáků se nevyjadřuje, odpovědnost za nalezení správného řešení padá (aspoň
žáci to tak chápou) na bedra žáků. Občas, společně se žáky, udělá inventuru
toho, co již bylo objeveno, co již známe. Ve skutečnosti je však práce učitele
velice náročná. Jeho přístup k žákům je individualizovaný a tedy musí
evidovat úroveň, na které se ten který žák nachází a dávat každé skupině
žáků přiměřeně náročné úlohy – úlohy, které budou vyřešeny a kterých
řešení přinese řešiteli radost.

Informace. Náš výzkumný tým (D. Jirotková, J. Michnová, E. Bomerová,
J. Slezáková a autor) ukončil práci na učebnici a příručce pro učitele pro 4. ročník
ZŠ nakladatelství FRAUS a začíná práci na 5. ročníku. Výhledově zamýšlíme
napsat sbírky úloh pro 2. stupeň ZŠ a tým spolupracovníků pro uvedený úkol se
již začal formovat. Rádi přijmeme další kolegy.
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Rozvíjení přirozené diferenciace

ve vyučování matematice

Alena Hošpesová, Marie Tichá

Abstrakt

Požadavky na úroveň funkční matematické gramotnosti rostou a s tím roste potřeba
profesionalizace práce učitele. Důraz je kladen na znalost matematického obsahu vyu-
čovacího předmětu a jeho didaktického zpracování i na způsobilost využít tyto znalosti
v učitelské praxi. Ukazuje se, že pro prohlubování matematické gramotnosti a kultury
žáků i studentů učitelství je přínosné rozvíjení dovednosti tvořit otázky a úlohy vyrůs-
tající z různých situací.

1 Úvodní poznámka

Tento článek navazuje na příspěvky z předchozích Setkání nazvanéReflexe a pro-
fesionalizace práce učitele (2006) a Tvoření úloh v přípravě učitelů matematiky
(2008). Jejich názvy dokládají, že v centru našeho zájmu jsou otázky spojené
s profesionalizací práce učitele. V tomto textu se zaměříme na zkvalitňování
schopnosti učitelů pěstovat matematickou gramotnost.

2 Cesty ke gramotnosti

V naší práci hledáme cesty efektivního rozvíjení funkční matematické gramot-
nosti a kultury žáků a studentů učitelství pro 1. stupeň ZŠ. Jde nám o to, aby
uměli své znalosti prohlubovat a matematiku používat, a to nejen ve škole, ale
i v každodenním životě, aby chápali matematiku jako něco užitečného. Důraz
klademe nejen na řešení rozmanitých úloh. Podstatným rysem rozvíjení funkční
gramotnosti a matematické kultury je pro nás autenticita učení, zaměření se na
řešení skutečných problémů, které se jeví jako smysluplné, je možné je označit
jako aplikace nebo alespoň jako úlohy aplikačního charakteru. Jde nám o získá-
vání a osvojování znalostí a dovedností a jejich bezprostřední využití; o kontex-
tové znalosti, o vědomí smysluplnosti, účelu, podmínek, souvislostí (proč, kdy
a kde něco dělám).
Již v minulosti jsme pociťovali nedostatek kontaktů školské matematiky s re-

alitou a snažili jsme se ho odstranit. Souhlasíme přitom s Freudenthalovým ná-
zorem, že „Applying mathematics is not learned through teaching applications	.
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(Aplikovat matematiku se neučíme vyučováním aplikací.) [1] Nadto zastáváme
názor, že aplikacím se nelze věnovat jen zařazováním izolovaných úloh, ale že je
lepší, přínosnější zkoumat a snažit se o pochopení celých reálných situací (míra
matematického obsahu je přitom samozřejmě různá). Jsme přesvědčeni, že žáci
a zvláště studenti učitelství by měli být schopni matematiku vidět v různých
„matematických	 i „nematematických	 situacích. Hledali jsme proto takové si-
tuace, z nichž se vynořují otázky a vyplynou z nich úlohy. Do centra našich úvah
o matematickém vzdělávání se tak dostávalo tvoření úloh. Reálné situace jsme
se snažili vybírat tak, aby bylo možné ukázat roli matematiky v popisu reality
a aby bylo možné přesvědčit žáky o užitečnosti matematiky [3, 4].
Náš přístup do značné míry koresponduje s východisky směru označovaného

jako Realistic Mathematics Education [1]. Je také v souladu s požadavky, které
klade E. Wittmann na vytváření substantial learning environment (v českém
překladu volně: prostředí podnětné pro učení, účinné, vztahující se k podstatě ).
Co se tímto označením rozumí? Jak uvádí E. Wittmann, prostředí podnětné pro
učení je výukový celek s následujícími vlastnostmi: (a) představuje ústřední cíle,
obsahy a principy výuky matematiky na dané úrovni; (b) týká se významných
matematických obsahů, procesů a postupů; (c) je flexibilní a lze ho upravit podle
konkrétních podmínek ve třídě; (d) spojuje matematické, psychologické a peda-
gogické aspekty výuky matematiky. Hledání, koncipování, vytváření prostředí
podnětných pro učení je jednou z oblastí, ve které se spojují cíle badatelů a uči-
telů, kterou prostupuje nejen teorie a praxe, ale také matematika a didaktika
matematiky a ve které mohou trvale a systematicky docela přirozeně spolupra-
covat badatelé a učitelé [11].
Připomeňme, že již v 70. letech didaktikové zdůrazňovali, že vznikající didak-

tika matematiky musí být zdokonalením, rozšířením a prohloubením poznatků
lidí z praxe, že výzkum v didaktice matematiky je třeba provádět současně teo-
reticky i prakticky.
U nás je označení „podnětný	 využíváno v různých spojeních, například:

podnětné vyučování, podnětné úlohy. „Podnětným prostředím může být pro-
blém, projekt nebo série úloh, které mají žáka motivovat k vlastnímu poznávání
matematiky a jejichž řešení má vést ke konstrukci nového matematického po-
znání.	 [7]

3 Individualizace a diferenciace

Je zřejmé, že děti se učí různě, potřebují různou dobu, i když se učí stejnou
látku, ve stejných podmínkách, se stejně starými spolužáky, s týmž učitelem.
Proto se objevují snahy o uplatňování principu individualizace výuky prostřed-
nictvím různých forem diferenciace [6]. Prostředí podnětná pro učení diferenciaci
umožňují a podporují.
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3.1 Přirozená diferenciace

Jedna z forem vnitřní diferenciace je „přirozená diferenciace	. Myšlenka „při-
rozené diferenciace	 se v oblasti matematického vzdělávání začala prosazovat
a uplatňovat v pracích kolem projektu „Mathe 2000	. O problematiku přiro-
zené diferenciace jsme se začali zajímat v rámci projektu Comenius „Motivation
via Natural Differentiation in Mathematics	 (NaDiMa). Inspirující pro nás byly
práce E. Wittmanna, P. Scherer a G. Krauthausena [11, 5]. Tady navážeme na
články Mozaiky jako podnětná výuková prostředí [2] a Podnětná výuková pro-
středí pro přirozenou diferenciaci [9].
Jak chápeme pojem přirozené diferenciace? Jedná se o specifický přístup

k problematice heterogenity ve vyučování matematice. Diferenciace není chá-
pána jako překážka, ale jako normální, dokonce v některých aspektech přínosný,
jev. Charakteristické a podstatné je, že se ukazuje, že žáci mohou současně pra-
covat na stejném obsahu na různých úrovních podle svých schopností. Všichni
dostanou stejné zadání úkolu. Je formulované tak, že jim umožňuje volit, kterou
cestou se dají. Předpokládá se, že budou postupovat různě, využívat různé re-
prezentace odpovídající jejich kognitivní úrovni, že využijí různé metody řešení,
techniky, přístupy, budou pracovat s různými pomůckami. Diferenciace při práci
na takovém úkolu je pak zcela přirozená. Každý postupuje podle svého pochopení
úkolu, uplatňuje svůj přístup k jeho řešení. Ve shrnující diskusi všichni vysvětlí
a obhajují svůj postup. Přitom se učí jeden od druhého. Možnost zpracovávat
tentýž úkol na různých úrovních je přínosná jak pro žáky slabé, pomalejší, tak
pro žáky vysoce nadané. Pomalejší se v závěrečné diskusi dovědí něco nového,
nadaní musí zpravidla hledat a uplatnit nový pohled, proniknout hlouběji do
problematiky, aby svůj přístup vysvětlili ostatním.

3.2 Experiment ve 2. ročníku ZŠ

Ilustrujme uvedený přístup k vyučování na úlohách s mozaikami, které řešili žáci
2. ročníku ZŠ v rámci experimentálního vyučování [2]. Cílem bylo obohacení
představ o rovinných geometrických útvarech. V jedné úloze žáci pracovali se
čtvercem rozděleným na dvě části.

Zadání výchozí úlohy znělo: Ze dvou dílů mozaiky skládej tvar tak, že díly
spojíš celou stranou. Nalezené tvary nakresli/obkresli na papír nebo zakresli do
bodové sítě. Přirozenou diferenciaci, jak jí rozumíme, umožňovalo to, že si děti
mohly vybrat, jak uchopí úkol a jak zaznamenají výsledky. Domníváme se, že zá-
znam výsledků je v geometrii podstatnou složkou řešení, přičemž různé možnosti,
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které jsme nabídli, předpokládaly, že někteří žáci budou jen tvar obkreslovat, jiní
budou intuitivně využívat shodnosti, jiní podobnosti. To se také potvrdilo.
Na řešení této úlohy pak navazovala další: Rozstřihni čtverec jedním rovným

střihem na dva díly. Z těchto dílů skládej tvary. Pokus se čtverec rozstřihnout
tak, aby mohlo vzniknout co nejvíce tvarů. V následné diskusi jsme chtěli dojít
k úvahám o počtu řešení; to se ale ukázalo obtížné (téměř neschůdné) i pro
studenty učitelství.

3.3 Tvoření úloh

Ke každodenním činnostem učitele ve vyučování matematice patří tvoření úloh.
Zpravidla jde o to, (i) uvědomit si, které matematické téma lze rozvíjet v ur-
čité situaci, která je pro žáky zajímavá, stimulující, motivující, (z jedné situace
vyrůstají různé okruhy), (ii) hledat situace, kontexty, ve kterých by bylo možné
určité matematické metody a pojmy rozvíjet (jeden okruh je možné zasadit do
různých situací).
V předchozích výzkumech jsme ukázali, že pro žáky i studenty učitelství

je tvoření úloh silně podnětné a motivující [8]. Proto jsme se rozhodli pro nový
úhel pohledu v úvahách o diferenciaci a v další fázi našeho zkoumání se věnujeme
diferenciaci žáků a studentů nejen při řešení zadaných úloh, ale i při tvoření úloh.
Spatřujeme v tom jednak cíl a prostředek matematického vzdělávání, jednak také
diagnostický i motivační prostředek [8, 10].
Problematice rozvíjení a využívání dovednosti tvořit úlohy se věnujeme v ná-

vaznosti na studium procesu uchopování situací nasměrovaných na určité téma,
pojem nebo na metodu řešení. [3, 4] Jsme vedeni snahou vést žáky i studenty
učitelství k tomu, aby byli schopni matematiku vidět ve světě kolem sebe. Při
řešení úkolu: „Vytvoř úlohu v prostředí tržnice, dopravy	 [4]; „úlohu, která se
vyřeší daným výpočtem	 [8] apod. studenti mohou různě upravovat parametry
zadání a rozhodovat se, který směr uchopování situace zvolí, na co se zaměří.
Tvoření úloh je tak jedním z prostředků umožňujících a podporujících přirozenou
diferenciaci.

3.4 Seminář se studenty učitelství

Při práci v semináři postupujeme zpravidla v následujících krocích: tvoření úlohy
(k situaci, obrázku, výpočtu, . . . někdy požadujeme vytvoření více úloh); řešení
vlastní úlohy; výběr úloh, které budou analyzovány na semináři (vybírá vedoucí
semináře); řešení vybraných úloh; hodnocení vybraných úloh individuálně, pak
ve dvou až čtyřčlenných skupinách; společná reflexe (analýza vytvořených úloh);
úvaha na téma Co mě ovlivnilo při vytváření úlohy.
Při rozboru úloh vytvořených studenty zjišťujeme různé nedostatky. Tato

zjištění jsou východiskem společné reflexe. Ilustrujme si náš přístup na našich
zkušenostech ze semináře didaktiky matematiky ve studiu učitelství pro 1. stu-
peň ZŠ.
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3.5 Experiment se studenty učitelství

V tématu složené slovní úlohy jsme zadali studentům úkol Vytvořte složenou
slovní úlohu, aby při jejím řešení bylo třeba použít dva početní výkony (např.
jednou násobit a jednou sčítat).
Naším záměrem při řešení tohoto úkolu bylo: (a) vést budoucí učitele k uvě-

domování si stavby složené slovní úlohy, což jim pomáhá najít nejen řešení, ale
i vhodnou reprezentaci, (b) obohatit přehled úloh, při jejichž řešení se použije
jeden početní výkon.
Co jsme zjistili.
Většina úloh vytvořených studenty odpovídala výpočtu a · b+ c, např.: V pe-

kařství měli housky v šesti přepravkách, v každé 50 housek. Pekař upekl ještě 60
housek. Kolik housek měli v pekařství celkem? Také: Na tričku jsou 3 knoflíky,
na halence čtyřikrát více. Kolik knoflíků je na tričku a halence dohromady?
Jen zanedbatelná část vytvořených úloh odpovídala výpočtu (a+b) ·c, např.:

Pepík měl 3 modré a 5 červených kuliček. Kolik kuliček měla Anička, když jich
měla třikrát víc než Pepík?
Tato studentkou vytvořená úloha umožňovala diskusi o způsobu výpočtu.

Závěrečná diskuse však ukázala, že studenti vůbec neuvažovali o možnosti prope-
deutiky distributivnosti násobení vzhledem ke sčítání. Neuvědomení si možností
využití úlohy je častý nedostatek.
Původní úkol lze otevřít – požadovat vytvoření takové slovní úlohy, aby k vý-

počtu bylo třeba použít dva početní výkony. Ukázalo se, že studenti jsou příliš
„ukotveni	 ve sčítání a násobení; téměř žádná úloha nepředpokládala odčítání
ani dělení. Jednoznačně převažovaly úlohy, při jejichž řešení se dvakrát sčítá.
V některých úlohách byly uváděny údaje, které považujeme za nereálné, např.

V prvním obchodě měli 35 balíčků triček. V každém balíčku bylo 10 triček. Ve
vedlejším obchodě měli 550 triček. O kolik triček více měli ve druhém obchodě?
Setkali jsme se také se stereotypy ve volbě kontextu (pekař, kuličky, . . . ).

Úlohy měly „učebnicový charakter	. Studenti nevytvářeli geometrické úlohy,
ani úlohy, jejichž řešení by vyžadovalo kombinatorické úvahy. Nevyskytly se ani
úlohy přeurčené nebo „nedourčené	.

4 Závěrem

Tento článek přináší informaci o probíhajícím výzkumu, některých jeho výcho-
diskách i průběžných zjištění. Myšlenka přirozené diferenciace se nám jeví velmi
stimulující. V poslední době jsme si začali uvědomovat a v práci se studenty
ověřovat motivační sílu tvoření úloh a uplatňování přirozené diferenciace. Pře-
kvapivě velká část žáků a zvláště studentů si uvědomila své nedostatky a začala
pracovat na jejich odstranění.
Jsme přesvědčeni, že tvorba prostředí podnětných pro učení dotýkajících se

probírané látky, by měla být ve středu zájmu didaktiky matematiky. Jedná se
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o dlouhodobou a nepřetržitou výzkumnou činnost. Potvrzuje se, že problematika
propojování teorie a praxe v didaktice matematiky je klíčová.

Poděkování

Článek vznikl s podporou grantů GAČR 406/08/0710 a AV ČR, výzkumný zá-
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Kurzové sázky – mohou být k něčemu dobré?

Magdalena Hykšová

Abstrakt

Příspěvek je věnován kurzovým sázkám a jejich využití při odhadech pravděpodobností,
které člověk přisuzuje různým jevům. Kurzové sázky navíc pomohou ukázat, proč musí
tyto odhady splňovat základní axiomy pravděpodobnosti – nikoli proto, že je stanovila
nějaká vyšší moc, ale jednoduše proto, aby se navrhovatel sázek vyhnul jisté ztrátě.

1 Úvod

Ve školské matematice se pravděpodobnost obvykle zavádí pomocí tzv. klasické
definice jako podíl počtu příznivých a všech možných výsledků. Přitom se před-
pokládá, že všech možných výsledků je konečný počet, žádné dva nemohou nastat
současně a všechny jsou „stejně možné	. Tato definice je velmi názorná, již více
než sto let je však předmětem oprávněné kritiky. Její hlavní potíž spočívá v tom,
že předpokládá, že všechny výsledky jsou „stejně možné	, přitom se však nikde
nedefinuje, co to znamená. Možná i proto se většina úloh, s nimiž se studenti na
základní a střední škole setkají, týká házení mincí či kostkou, kde je intuitivně
zřejmé, které případy jsou „stejně možné	. Někdy se dojde i k tzv. statistické
definici pravděpodobnosti, podle níž je pravděpodobnost určitého jevu určena
přibližně (chceme-li se vyhnout pojmu limity) jeho relativní četností při dosta-
tečně velkém počtu na sobě nezávislých pokusů. Konečně na vysoké škole se
studenti setkají s axiomatickou definicí.
Situace z reálného života však zpravidla vůbec nepřipomínají ani hod mincí či

kostkou, ani dlouhé opakování téhož pokusu za přesně stejných podmínek, realitě
vzdálené se zdají i abstraktní axiomy. Většina studentů a velká část pedagogů
proto pravděpodobnost nemá ve velké oblibě, považuje ji za zbytečnou a pokud
to jde, raději se jí vyhne. Přitom každý z nás se den co den setkává s „pravdě-
podobnostními	 soudy: „touhle dobou snad na Strakonické nebude zácpa	 (je
to velmi pravděpodobné, ale může dojít k nějaké nehodě), „volby určitě vyhraje
ČSSD	 (voliči však mohou například pod vlivem médií na poslední chvíli změ-
nit názor), „tato antibiotika by vás měla uzdravit	 (můžete však být náhodou
rezistentní a léčba bude neúčinná), „proti Rusku nemají naši hokejisté šanci	
(stále je tu ale určitá naděje, že by je mohli porazit), „mistři světa ve fotbale
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budou nejspíš z Evropy	 (není však vyloučeno, že to bude například Brazílie).
Každý by jistě mohl v tomto duchu pokračovat libovolně dlouho. Ať už si to
tedy uvědomujeme či nikoli, velmi často pracujeme s určitými osobními odhady
pravděpodobností, i když je většinou přesně nevyčíslujeme.

2 Kurzové sázky a pravděpodobnost

Nejen z filozofického, ale i z didaktického hlediska je proto zajímavá tzv. sub-
jektivní interpretace pravděpodobnosti, která pravděpodobnost považuje za míru
osobního přesvědčení o výskytu určitého jevu nebo o platnosti určité hypotézy.1

K číselnému vyjádření se přitom může použít podobný princip jako při navrho-
vání kurzových sázek.

2.1 Odhad pravděpodobnosti a spravedlivá sázka

Chceme-li zjistit, jakou pravděpodobnost P (A) určitý člověk – říkejme mu Petr –
přisuzuje danému jevu A, vyzveme jej, aby určil kurz sázky p jako částku, kterou
musí sázející vsadit, aby v případě, že jev A nastane, vyhrál 1 Kč. To znamená,
že za šanci vyhrát částku S v případě, že nastane jev A, sázející zaplatí pS. Jeho
zisk je potom Z(A) = S − pS = (1 − p)S, jestliže A nastane, a Z(Ā) = −pS,
jestliže A nenastane (přijde o vsazenou částku). Kdyby byl Petr vždy v pozici
bookmakera přijímajícího sázky, bylo by pro něj výhodné navrhnout hodnotu p
větší, než je jeho vlastní odhad pravděpodobnosti P (A). Kdyby například od-
hadoval P (A) = 0,5, pak by se mu vyplatilo udat například p = 0,75. Pro
názornost uvažujme S = 100. Aby v případě, že jev A nastane, vyhrál 100 Kč,
musel by sázející vsadit 75 Kč. Kdyby se stejná situace mnohokrát opakovala,
pak by podle Petrova odhadu přibližně v polovině případů jev A nastal, sázející
by vyhrál 100 Kč a vydělal tak 100−75 = 25 Kč, přibližně v polovině případů by
jev A nenastal a sázející by přišel o vsazených 75 Kč. Průměrný zisk sázejícího
by tedy byl Z = 0,5 ·25−0,5 ·75 = −25 korun. Podobně bychom mohli průměrný
zisk sázejícího vyjádřit pro libovolnou hodnotu S: přibližně v polovině případů
sázející vyhraje S a přibližně v polovině případů přijde o vsazených 0,75 ·S; jeho
průměrný zisk tedy bude Z = 0,5 · (1−0,75) ·S+0,5 · (−0,75 ·S) = −0,25 ·S < 0.
Ať už by tedy sázející vsadil jakoukoli částku, v průměru by přišel o třetinu
vsazených peněz. Obecně je střední hodnota zisku sázejícího rovna

Z = P (A)(1 − p)S + (1 − P (A))pS = (P (A)− p)S.

Pro libovolné p > P (A) je tedy průměrný zisk sázejícího záporný a Petr může
očekávat slušný výdělek; takovou sázku bychom jistě nenazvali spravedlivou.

1Jako první se tímto problémem zabýval V. Šimerka [3], nezávisle na něm pak B. de Finetti
(mj. [1]) a F. P. Ramsey [2].
Více podrobností lze nalézt na adrese http://euler.fd.cvut.cz/∼hyksova/pravdepodobnost.
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Aby sázka byla spravedlivá, nesmí být zvýhodněn ani bookmaker Petr, ani
sázející. Toho lze docílit tím, že se připustí i záporné hodnoty S. To znamená,
že sázející bude moci rozhodnout, zda si vsadí určitou kladnou částku pS, anebo
zda zvolí S < 0 a tím i pS < 0; druhý případ odpovídá tomu, že v roli sázejícího
se naopak ocitne Petr a oba si tak vymění role. Protože Petr předem neví, bude-
-li sázku přijímat nebo naopak podávat, nevyplatí se mu zvolit p ani menší ani
větší, než je jeho skutečný odhad pravděpodobnosti P (A).

2.2 Jsou kurzové sázky spravedlivé?

Čtenář se sám může pokusit vzpomenout, zda někdy slyšel o sázkové kanceláři
nabízející kurzové sázky, která by skončila v úpadku. Spíše se mu vybaví zprávy
o pohádkovém bohatství. I bez hlubších úvah tedy lze očekávat, že kurzové
sázky spravedlivé nejsou, ale provozovatelům přinášejí v dlouhodobém horizontu
kladný zisk. Jak jsme viděli, nehrozí-li bookmakerovi výměna rolí, může udat
pravděpodobnost vyšší, než je jeho skutečný názor, a tím v průměru docílit
kladného zisku.
V době psaní tohoto příspěvku probíhalo mistrovství světa ve fotbale v Ji-

hoafrické republice. Například na utkání Španělsko – Honduras vypsaly sázkové
kanceláře kurzy uvedené v tab. 1.

Tab. 1 Kurzy na utkání Španělsko – Honduras na MS ve fotbale 2010

1 (výhra Španělska) X (remíza) 2 (výhra Hondurasu)
Bet-at-home 1,12 8,00 15,00
Fortuna 1,13 6,70 13,00
Tipsport 1,11 8,06 22,50

Jistě není třeba připomínat, že hodnoty v tabulce udávají, kolik nám kan-
celář vyplatí za každou vsazenou korunu v případě, že jsme vsadili na správný
výsledek. Vsadíme-li například 100 Kč na výhru Hondurasu a on skutečně zví-
tězí, vyplatí nám Bet-at-home 1 500 Kč, Fortuna 1 300 Kč a Tipsport 2 250 Kč.
Budeme-li se stejně jako v předchozí části ptát, kolik je třeba vsadit například na
Honduras, aby nám v případě jeho výhry bylo vyplaceno 100 Kč, pak stačí tuto
částku naopak vydělit příslušným kurzem; v Tipsportu by to bylo 100/22,5

.
=

.
= 4,4 Kč. Abychom ve stejné kanceláři vyhráli 100 Kč v případě výhry Španělska,
museli bychom na jeho výhru vsadit 100/1,11

.
= 90,1 Kč. Konečně abychom vy-

hráli 100 Kč v případě remízy, museli bychom na ni vsadit 100/8,06
.
= 12,4 Kč.

Kdyby se jednalo o spravedlivou sázku, pak by tedy pravděpodobnost, kterou
sázková kancelář přisuzuje jednotlivým alternativám, byla převrácenou hodno-
tou příslušných kurzů. Protože však sázkovým kancelářím nehrozí výměna rolí,
lze očekávat, že takto vypočítaná pravděpodobnost bude vyšší než pravděpo-
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dobnost, kterou firma na základě různých statistik a analýz opravdu odhaduje.
Vypočteme-li pravděpodobnosti podle deklarovaných kurzů, pak například pro
Tipsport dostaneme tyto hodnoty: 1/1,11

.
= 0,901, 1/8,06

.
= 0,124 a 1/22,50

.
=

.
= 0,044. Kdyby se skutečně jednalo o pravděpodobnosti, byl by jejich součet
roven jedné (vždy nastane právě jedna z uvažovaných možností). Protože 0,901+
+0,124+0,044 = 1,069 > 1, jsou jednotlivé hodnoty poněkud nadsazené; podnik
tak v průměru vydělá necelých 7 procent.
Totéž lze ukázat i bez potřeby znalosti zákonů pravděpodobnosti: jednoduše

si můžeme rozmyslet, kolik je třeba vsadit na jednotlivé alternativy, abychom
v každém případě vyhráli 100 Kč. Pro Tipsport jsme tyto hodnoty již spočítali,
pro ostatní kanceláře bychom postupovali podobně. Z tab. 2 je patrné, jaká je
návratnost vsazených peněz:

Tab. 2 Kolik korun je třeba vsadit na jednotlivé možnosti z tab. 1 k dosažení
výhry 100 Kč

1 X 2
zaplatíme
celkem C

vyhrajeme
V

návratnost
N = V/C

Bet-at-home 89,3 12,5 6,7 108,5 100 92,2 %
Fortuna 88,5 14,9 7,7 111,1 100 90,0 %
Tipsport 90,1 12,4 4,4 106,9 100 93,5 %

2.3 Bookmaker a axiomy pravděpodobnosti

Princip sázek je z didaktického hlediska zajímavý především kvůli tomu, že
umožňuje žákům a studentům ukázat, že základní vlastnosti pravděpodobnosti
nespadly odnikud shůry, ale jednoduše plynou z požadavku, aby se navrhovatel
sázek vyhnul jisté ztrátě.
Vraťme se nyní k části 2.1, připusťme kladné i záporné hodnoty sázek. Při-

řazení pravděpodobností, které nevede k jisté ztrátě navrhovatele (Petra), se
nazývá koherentní. V dalším si ukážeme, proč musí koherentní odhady pravdě-
podobností splňovat základní axiomy teorie pravděpodobnosti (kromě nekonečné
aditivity).

I. Pro každý jev A je P (A) jediné reálné číslo splňující 0 ≤ P (A) ≤ 1.
Pro p < 0 by byl pro libovolné S > 0 zisk sázejícího v každém případě kladný:
Z(A) = (1 − p)S > 0, Z(Ā) = −pS > 0. Pro p > 1 by sázející mohl zvolit
libovolné S < 0 a opět si v každém případě zajistit kladný zisk. Kdyby byly pro
jev A stanoveny dvě různé hodnoty pravděpodobnosti p < p′, pak by si sázející
mohl vždy vhodnou volbou sázek zajistit zisk. Uvažujme například p = 0, 4
a p′ = 0,6. Sázející by mohl vsadit 40 Kč v prvním kurzu a − 60 Kč v druhém;
kdyby jev A nastal, získal by sázející z první sázky 100− 40 = 60 Kč a z druhé
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−100 + 60 = −40 Kč, celkem by tak vydělal 20 Kč. Kdyby jev A nenastal, byl
by jeho zisk opět −40 + 60 = 20 Kč. Obecně pro libovolné p < p′ by sázející
mohl uzavřít dvě sázky na A, pS a p′S′, s celkovým ziskem Z(Ā) = −pS − p′S′,
Z(A) = (1 − p)S + (1 − p′)S′ = −pS − p′S′ + S + S′. Pro libovolné S > 0
a S′ = −S by pak platilo: Z(A) = Z(Ā) = (−p + p′)S > 0, což opět odporuje
požadavku koherence.

II. Pro jistý jev platí P (Ω) = 1, pro nemožný jev je P (∅) = 0.
Pro jistý jev je zisk sázejícího vždy Z = (1 − p)S; pro p < 1 by stačilo zvolit
libovolné S > 0 a zisk by byl vždy kladný. Pro nemožný jev je Z = −pS; pro
p > 0 by stačilo zvolit libovolné S < 0 a zisk sázejícího by byl opět vždy kladný.

IIIa. Pravděpodobnost opačného jevu: P (Ā) = 1− P (A)

Označme P (A) = p, P (Ā) = q. Chceme ukázat, že platí: p + q = 1. Uvažujme
například p = 0,4; q = 0,5. Aby sázející vyhrál v každém případě 100 Kč, musel
by na jev A vsadit 40 Kč a na jev opačný Ā 50 Kč. Celkem by tedy zaplatil
90 Kč a zaručeně by vyhrál 100 Kč. Petr by v každém případě přišel o 10 Kč;
uvedený odhad pravděpodobností tedy není koherentní. Totéž platí pro libovolné
hodnoty p, q, kde p+ q < 1: k zajištění výhry 100 Kč by sázející zaplatil částku
(p+ q) · 100 < 100 a docílil by tak kladného zisku. Kdyby bylo p+ q > 1, pak by
sázející mohl navrhnout zápornou sázku, například −p · 100 na jev A a −q · 100
na jev opačný Ā. Nyní by Petr zaplatil (p+ q) · 100 > 100 a vyhrál by jen 100,
celkově by tedy prodělal, což opět odporuje požadavku koherence. Proto musí
platit p+ q = 1.

IIIb. Aditivita: pro libovolné disjunktní jevy A, B platí: P (A∪B) = P (A)+P (B).

Označme P (A) = p, P (B) = q, P (A ∪ B) = r. Kdyby bylo r �= p + q, pak
by sázející mohl vsadit pS na A, qS na B a (1 − r)S na Ā ∩ B̄. Jevy A, B
jsou navzájem neslučitelné, zisk sázejícího ve všech možných případech lze proto
vyjádřit takto:

Z(A ∩ B̄) = (1 − p)S − qS − (1− r)S = (r − p − q)S

Z(Ā ∩ B) = −pS + (1− q)S − (1− r)S = (r − p − q)S

Z(Ā ∩ B̄) = −pS − qS + rS = (r − p − q)S

Pro p + q < r by sázející volbou S > 0 docílil za každé situace kladného zisku,
pro p+ q > r by téhož docílil volbou libovolné hodnoty S < 0. Proto musí být
p+ q = r.

3 Závěr

Cílem článku bylo ukázat, že v době prudkého růstu nejrůznějšího interneto-
vého sázení by si kurzové sázky mohly najít místo ve výuce matematiky. Jednak
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proto, aby si studenti uvědomili, že nemají-li lepší informace než sázkové kance-
láře (které na to mají týmy lidí), nemohou na těchto sázkách dlouhodobě vydělat,
a dále proto, že umožňují pochopit souvislost abstraktních zákonů pravděpodob-
nosti s reálným světem.

Poděkování

Tento článek vznikl za podpory grantu GAČR 401/09/1850.

Literatura

[1] FINETTI, B. de. Sul significato soggettivo della probabilità. Fundamenta
Mathematicae, 1931, roč. 17, s. 298–329 [anglický překlad: On the Subjective
Meaning of Probability. In Monari, P., Cocchi, D. (eds.) Bruno de Finetti:
Probabilità e induzione (Induction and Probability). Bologna : CLUEB, 1992,
s. 291–321].

[2] RAMSEY, F. P. Truth and Probability. In Braithwaite R. (ed.) The Foun-
dations of Mathematics and Other Logical Essays. London : Kegan Paul,
1931, s. 156–198.

[3] ŠIMERKA, V. Síla přesvědčení. ČPMF, 1882, roč. 11, s. 75–111.



Setkání učitelů matematiky 2010 133

Výpočet součinitele přestupu tepla

uvnitř trubkových systémů v prostředí Maple

Hana Charvátová, Dagmar Janáčová, Miloslav Fialka,
Pavel Mokrejš, Karel Kolomazník

Abstrakt

V příspěvku jsme se zaměřili na prezentaci námi naprogramované softwarové aplikace
pro výpočet součinitele přestupu tepla při toku tekutiny uvnitř trubkových systémů v ma-
tematickém programu Maple. V první části uvádíme matematické vztahy, které jsme
použili pro naprogramování softwarové učení pomůcky určené pro podporu výuky před-
mětu Procesní inženýrství na Univerzitě Tomáše Bati ve Zlíně. V druhé části příspěvku
popisujeme uživatelské prostředí této aplikace. Tuto aplikaci uvádíme jako námět pro
využití softwaru Maple pro řešení mnohých matematických problémů, jako námět pro
přípravu „matematických trenažérů	 pro výuku studentů v matematických předmětech
či jako pomůcku pro e-learning.

1 Úvod

Náplní předmětu Procesní inženýrství vyučovaném na Fakultě aplikované in-
formatiky Univerzity Tomáše Bati ve Zlíně je fyzikální popis reálných procesů,
které se často vyskytují v technické praxi. Při řešení vybaných úloh sdílení tepla
a hmoty využívají studenti základní poznatky z matematiky, které získávají
v předchozí výuce matematických předmětů. Protože je řešení těchto úloh často
poměrně komplikované a časově náročné, chceme usnadnit práci studentům tvor-
bou softwarových pomůcek sloužících jako „kalkulátory	, které dokáží po zadání
vstupních parametrů provést naprogramovaný výpočet a zobrazit požadované
výsledky. Tím zároveň mohou sloužit jako „trenažéry	, na kterých mohou stu-
denti řešit samostatně vybrané úlohy, či si ověřit správnost vlastních výpočtů
v průběhu domácí přípravy. Prostředí a matematický postup výpočtu připravo-
vaných softwarových pomůcek, prezentuje na aplikaci určené pro výpočet sou-
činitele přestupu tepla při nucené konvekci tekutin. Nicméně obdobné aplikace
mohou být využity pro řešení jiných matematických problémů.
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Obr. 1: Geometrické znázornění přestupu tepla mezi tekutinou a povrchem tu-
hého materiálu

2 Matematicko-fyzikální popis studovaného problému

Při toku tekutin uvnitř trubkových systémů, kdy je teplota povrchu vnitřní stěny
potrubí odlišná od teploty jádra proudící tekutiny, dochází k přestupu tepla mezi
oběmi fázemi. Tento proces je schematicky znázorněn na obr. 1.
Tepelný tok Φ lze za těchto podmínek vyjádřit pomocí Newtonova ochlazo-

vacího zákona
Φ = αAΔt, (1)

kde A značí teplosměnnou plochu, Δt je rozdíl střední teploty tekutiny uvnitř
trubky a teploty povrchu trubky, který se stýká s proudící tekutinou. Symbol
α představuje součinitel přestupu tepla mezi proudící tekutinou a obtékaným
tuhým povrchem. Jeho určení je obtížné. Proto se využívá již zmíněné teorie po-
dobnosti a výpočet je založen na řešení příslušných kriteriálních rovnic. V našem
případě jsme uvažovali případ nucené konvekce beze změny skupenství proudící
tekutiny.
V první fázi výpočtu jsme provedli výpočet Reynoldsova kritéria Re, z něhož

lze určit charakter toku dané tekutiny

Re =
v · d · ρ

η
. (2)

Symbol v představuje rychlost toku tekutiny, ρ je hustota proudící tekutiny při
střední teplotě, η její dynamická viskozita. Symbol d představuje charakteristický
rozměr tělesa. Pro potrubí kruhového průřezu je charakteristickým rozměrem
jeho vnitřní průměr, pro nekruhový průřez je potřeba vypočítat tzv. ekvivalentní
průměr dekv podle následujícího vztahu

dekv =
4S
o

, (3)

kde S je plocha průtočného průřezu a o je obvod smočený tekutinou.



Setkání učitelů matematiky 2010 135

Na základě vypočtené hodnoty Reynoldsova kritéria, případně dalších cha-
rakteristik potrubí, jsme určili hodnotu Nusseltova kritéria. Pro laminární oblast
proudění, tj. pro hodnotu Re < 2,3 · 103 jsme zvolili vztah

Nu = 0,15Re0,32Pr0,33(Gr · Pr)0,1
(

Pr

Prw

)0,25
· εf , (4)

kde symbol Gr představuje Grashofovo kritérium

Gr =
gd3αVΔtρ2

η2
, (5)

v němž αV značí teplotní součinitel objemové roztažnosti tekutiny při střední
teplotě, Pr je Prandtlovo kritérium

Pr =
cp · η

λ
, (6)

v němž cp je měrná tepelná kapacita proudící tekutiny a λ je součinitel tepelné
vodivosti tekutiny. Určovací teplotou pro obě uvedené vlastnosti je opět střední
teplota tekutiny. Symbol Prw představuje Prandtlovo kritérium při teplotě stěny.
Součinitel εf je hodnota závislá na poměru délky trubky L k vnitřnímu prů-

měru trubky d. Příslušné hodnoty εf uvádíme v tab. 1. V případě použití vztahu
(6) pro svislé potrubí by byl výsledný součinitel přestupu tepla při souproudu
volného a nuceného proudění asi o 15 % menší a při jejich protiproudu asi o 15 %
větší než hodnota vypočtena pomocí vztahu (6).

Tab. 1: Konstanty εf vztahu (4)

L/d 1 2 5 10 15 20 30 40 ≥ 50
εf 1,90 1,70 1,44 1,28 1,18 1,13 1,05 1,02 1,00

Pro přechodovou oblast proudění, tj. pro 2,3 · 103 ≤ Re ≤ 1 · 104, jsme
Nusseltovo kritérium počítali ze vztahu

Nu = 0,116(Re2/3 − 125)Pr1/3[1 + (d/L)2/3]

(
η

ηw

)0,14
(7)

platného pro přechodovou a turbulentní oblast 2,3·103 < Re < 2·106; 0,5 < Pr <
< 5 · 102 a poměr d/L ≤ 1. Symbol ηW představuje ve vztahu (7) dynamickou
viskozitu tekutiny při střední teplotě.
Pro výpočet Nusseltova kritéria při turbulentním proudění tekutiny, tj. pro

Re ≥ 1 · 104, jsme zvolili vztah

Nu = 0,023Re0,8Pr0,4, (8)

který platí pro 0,6 < Pr < 1,2 · 102, L/d > 50.
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Hledanou hodnotu součinitele přestupu α jsme vypočítali ze vztahu

α =
Nu · λ

d
. (9)

3 Uživatelské prostředí softwarové aplikace pro vý-

počet součinitele přestupu tepla uvnitř trubkových

systémů

Výpočet součinitele přestupu tepla za výše uvedených podmínek jsme napro-
gramovali v prostředí Maple ve formě Mapletu. Uživatelské prostředí softwarové
aplikace je zachyceno na obr. 2. Výpočet součinitele přestupu tepla je prováděn
podle vztahů (1) až (9) popsaných v předchozí kapitole. Po spuštění aplikace se
otevře hlavní okno aplikace, v němž uživatel zadá požadované vstupní parame-
try nezbytné pro vyřešení dané úlohy, jako jsou geometrické vlastnosti trubky,
střední teplota proudící tekutiny a teplota povrchu trubky (viz obr. 2). Výpočet
střední teploty tekutiny a ekvivalentního průměru nekruhového průřezu lze pro-
vést v samostatném okně aplikace po jeho otevření stiskem příslušného tlačítka
v hlavním okně aplikace.

Obr. 2: Hlavní okno softwarové aplikace
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Dalšími vstupními hodnotami, které je potřeba definovat jsou termodyna-
mické vlastnosti proudící tekutiny při její střední teplotě. Je-li proudící tekutinou
voda nebo vzduch, může uživatel použít pro jejich určení předvolené hodnoty,
které aplikace automaticky dopočítá podle nadefinovaných vztahů. Pro jiné te-
kutiny je potřeba doplnit příslušné hodnoty do příslušných textových polí. Po-
slední vstupní veličinou, kterou je nezbytné doplnit, je rychlost proudění teku-
tiny. V případě, že je znám objemový, resp. hmotnostní průtok, lze provést jeho
přepočet na rychlost proudění tekutiny opět v okně k tomu určeném.
Po vyplnění všech potřebných údajů spustí uživatel stiskem příslušného tla-

čítka výpočet. Kromě výsledné hodnoty součinitele přestupu se v hlavním okně
aplikace zobrazí vypočtené hodnoty všech použitých kriteriálních rovnic. Záro-
veň se v příslušném textovém poli zobrazí vztah použitý pro výpočet Nusseltova
kritéria. Proceduru automatické volby vhodného vztahu pro výpočet Nusseltova
kritéria jsme naprogramovali do zdrojového kódu aplikace.

4 Závěr

Uživatelské prostředí ve formě Mapletu umožňuje práci uživatelů nezávisle na
jejich znalosti programovacého jazyka CAS Maple či jiného programovacího ja-
zyka. Výpočet součinitele přestupu tepla je založen na teorii podobnosti, využívá
se kriteriálních vztahů pro případ nucené konvekce tekutiny uvnitř trubky beze
změny skupenství.
Prezentovanou softwarovou aplikaci pro výpočet součinitele přestupu tepla

uvnitř trubkových systémů jsme vytvořili jako učební pomůcku pro podporu
předmětu Procesní inženýrství vyučovaného na Fakultě aplikované informatiky
Univerzity Tomáše Bati ve Zlíně. Nicméně obdobné aplikace lze využít pro řešení
mnohých matematických problémů, které mohou být s výhodou použity jako
„matematické trenažéry	 pro samotatnou domácí přípravu studentů. Možnost
pracovat s těmito pomůckami pomocí webového rozhraní rovněž nabízí jejich
použití pro e-learning.

Poděkování

Tato práce byla podprována Fondem rozvoje vysokých škol, projektem č. 17,
Softwarové pomůcky pro podporu výuky předmětu Procesní inženýrství na UTB
ve Zlíně.
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Fibonacciho čísla a důkazy beze slov

Martina Jarošová

Abstrakt

Mnohé důležité výsledky z různých oblastí elementární i vyšší matematiky (aritmetika,
algebra, geometrie, infinitezimální počet) lze odůvodnit nápaditými vyobrazeními, které
prakticky nepotřebují žádný doplňující výklad nebo vysvětlení. Pro takovýto druh ar-
gumentace pomocí geometrických obrázků, schémat nebo diagramů se v amerických
časopisech pro popularizaci matematiky vžilo označení důkaz beze slov.

1 Zobecněná Fibonacciho posloupnost

Nejprve stručně připomeňme základní definici této posloupnosti.
Definice 1 Rekurentní formule tvaru

fn+k = a1fn+k−1 + a2fn+k−2 + . . .+ akfn,

kde a1, . . . , ak jsou reálná čísla, ak �= 0, se nazývá lineární rekurentní formule
k-tého řádu s konstantními koeficienty.

Definice 2 Posloupnost zadanou lineární rekurentní formulí 2. řádu

Tn+2 = Tn+1 + Tn, pro n ∈ N,

přičemž T1 = a a T2 = b nazveme zobecněná Fibonacciho posloupnost. Členy
této posloupnosti se nazývají zobecněná Fibonacciho čísla. Obvykle klademe T0 =
= b − a.

Poznámka 1 Několik prvních členů zobecněné Fibonacciho posloupnosti:

a, b, a+ b, a+ 2b, 2a+ 3b, 3a+ 5b, . . .

Poznámka 2 Pro volbu a = b = 1 dostáváme Fibonacciho posloupnost, členy
této posloupnosti nazýváme Fibonacciho čísla Fn. Pro volbu a = 1, b = 3 získává-
me Lucasovu posloupnost, jejíž členy nazýváme Lucasova čísla Ln, kde n ∈ N.
Pro všechny tyto posloupnosti platí celá řada základních identit, viz [4, 3, 6].
Připomeňme jen tu, kterou využijeme v dalším textu.
Identita 1 Pro všechna n ∈ N platí

Fn−1 + Fn+1 = Ln (1)

Korektní matematický důkaz lze nalézt např. v [4]. Platnost identity je však
zřejmá i z tab. 1.
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Tab. 1: Tabulka demonstrující identitu Fn−1 + Fn+1 = Ln

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 . . .
Fn 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 . . .
Ln 2 1 3 4 7 11 18 29 47 76 123 . . .

2 Zobecněná Fibonacciho čísla a geometrie

Jak jsme již předeslali v úvodu, je možné využít geometrii ke znázorňování al-
gebraických vztahů. Například algebraický vztah

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2

je znázorněn na obr. 1.

Obr. 1: Důkaz vztahu (a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2

Nyní si předvedeme, jak lze využít geometrii k důkazům několika vybraných
identit se zobecněnými Fibonacciho čísly Tn, Fibonacciho čísly Fn a Lucasovými
čísly Ln.

2.1 Cyklický obdélník

K odvození následující identity využijeme obrazce, který můžeme nazývat cyk-
lickým obdélníkem.
Sestrojme čtverec o straně délky Tn+1. Do jednoho rohu tohoto čtverce umís-

tíme obdélník o stranách délky Tn a Tn−1, jak je tomu na obr. 2. Proces opaku-
jeme, dokud nebudeme mít ve čtverci čtyři takovéto obdélníky. Uprostřed pak
vznikl čtverec o straně délky Tn − Tn−1 = Tn−2. Z obr. 2 je zřejmé, že platí
identita:

T 2n+1 = 4TnTn−1 + T 2n−2
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Obr. 2: Důkaz identity T 2n+1 = 4TnTn−1 + T 2n−2

2.2 Překrývající se čtverce ve dvou opačných rozích

Sestrojme nyní čtverec o straně délky Tn+1, což dle definice 2 odpovídá

Tn+1 = Tn + Tn−1.

Do dvou navzájem opačných rohů umístíme čtverce o stranách délky Tn, jak je
tomu na obr. 3. Neboť zřejmě délka Tn je větší než polovina délky Tn+1, tyto
čtverce se musí překrývat. Jejich průnikem je čtverec se stranou délky

Tn − Tn−1 = Tn−2.

Celý tento sestrojený čtverec, viz obr. 3, je tedy složen ze dvou čtverců o straně
délky Tn a ze dvou čtverců o straně délky Tn−1. Ale jelikož plocha středového
čtverce o straně délky Tn−2 by byla započítána dvakrát, je nutné ji odečíst.
Z obr. 3 je tedy zřejmé, že platí identita:

T 2n+1 = 2T
2
n + 2T

2
n−1 − T 2n−2

Obr. 3: Důkaz identity T 2n+1 = 2T
2
n + 2T

2
n−1 − T 2n−2
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2.3 Nepřekrývající se čtverce ve čtyřech rozích

Dle definice 2 platí
Tn+1 = 2Tn−1 + Tn−2.

Sestrojme čtverec o straně délky Tn+1. Každou stranu tohoto čtverce pak lze
rozdělit na úseky Tn−1, Tn−2, Tn−1 v tomto pořadí, viz obr. 4. Z obr. 4 je tedy
zřejmé, že čtverec se stranou délky Tn+1 může být složen ze čtyř rohových čtverců
o straně délky Tn−1, čtverce se stranou délky Tn−2 a čtyř obdélníků o stranách
délky Tn−1 a Tn−2. Platí tedy identita:

T 2n+1 = 4T
2
n−1 + 4Tn−1Tn−2 + T 2n−2

Obr. 4: Důkaz identity T 2n+1 = 4T
2
n−1 + 4Tn−1Tn−2 + T 2n−2

2.4 Překrývající se čtverce ve čtyřech rozích

Na problém lze nahlížet také takto, dle definice 2 platí

Fn+1 = Fn + Fn−1.

Sestrojme opět čtverec o straně délky Fn+1. Jak již víme, každou stranu tohoto
čtverce lze rozdělit na úseky Fn−1, Fn−2, Fn−1 v tomto pořadí, viz obr. 5. Z obr. 5
je tedy zřejmé, že obsah čtverce se stranou délky Fn+1 můžeme vyjádřit také
jako součet obsahů čtyř rohových čtverců se stranou délky Fn, od nichž odečteme
překrývající se plochy, tedy odečteme obsah čtyř obdélníků o stranách délky
Fn−1 a Fn−2 a poté odečteme obsah tří čtverců se stranou délky Fn−2. Platí
tedy i tato identita, viz obr. 5:

F 2n+1 = 4F
2
n − 4Fn−1Fn−2 − 3F 2n−2
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Obr. 5: Důkaz identity F 2n+1 = 4F
2
n − 4Fn−1Fn−2 − 3F 2n−2

2.5 Překrývající se čtverce sestrojené na stranách

Dle identity (1) na str. 139 platí

Ln = Fn + 2Fn−1.

Sestrojme čtverec o straně délky Ln. Každou stranu tohoto čtverce pak lze roz-
dělit na úseky Fn−1, Fn, Fn−1 v tomto pořadí, viz obr. 6. Nad úseky o délce Fn

sestrojme čtverce, jak je tomu na obr. 6. Tyto čtverce se evidentně překrývají
a to ve čtvercích o straně délky Fn−Fn−1 = Fn−2. Uprostřed pak vznikl čtverec
o straně délky

Ln − 2Fn = Fn+1 + Fn−1 − 2Fn = 2Fn−1 − Fn = Fn−1 − Fn−2 = Fn−3.

Z obr. 6 je tedy zřejmé, že platí identita:

L2n = 4F
2
n + 4F

2
n−1 − 4F 2n−2 + F 2n−3

Další příklady tohoto typu lze nalézt např. v [2].

Obr. 6: Důkaz identity L2n = 4F
2
n + 4F

2
n−1 − 4F 2n−2 + F 2n−3
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Sítě krychle a pravděpodobnost

Darina Jirotková

Abstrakt

V článku je dvěma ukázkami ilustrována myšlenka budování schémat matematických
pojmů prostřednictvím různých prostředích. Obě ukázky vycházejí z úloh z prostředí
Sítě krychle. Je ukázáno, jak úlohy mohou propojovat několik matematických oblastí.
První úloha zasahuje do oblasti kombinatoriky a práce s daty, druhá do oblasti pravdě-
podobnosti.

1 Vzdělávání orientované na budování schémat

Současné výzkumy v didaktice matematiky ukazují, že směr, kterým by se mělo
ubírat vzdělávání žáků zejména v matematice, který přinese žákům kvalitní po-
znání, a to nejen matematické, je orientace na budování schémat. Pro českou
didaktickou školu rozpracoval tento pojem M. Hejný v obšírné studii [1], kde
mimo jiné formuloval 8 tezí o schématu a 13 tezí o prvních stádiích tvorby mate-
matického schématu. Z hlediska implementace do praxe je důležitá teze MT11:
„Kvalita schématu narůstá poznáváním jeho působení v různých prostředích
a kontextech. Důležité je zejména odhalení možnosti přenést již hotové schéma
nebo jeho část z jednoho kontextu do kontextu jiného. Takové přenosy připravují
strukturaci schématu.	 (Hejný, 2007, s. 111) Dále M. Hejný rozpracoval bohatou
řadu jak aritmetických, tak geometrických prostředí, která jsou již aplikována
v nové řadě učebnic matematiky pro 1. stupeň ZŠ z nakladatelství Fraus. Ně-
která matematická prostředí jsou podrobně zpracována v následujících studiích:
aritmetická prostředí Krokování a Schody v [6], Autobus v [3], geometrické pro-
středí Sítě krychle v [2, 4, 5].
Myšlenkou podnětného matematického prostředí se zabývají i další badatelé

na půdě české didaktiky matematiky. Z posledních uvedu článek [7], ve kterém
M. Tichá uvažuje o takových výukových prostředích, které jsou vhodné pro při-
rozenou diferenciaci žáků.
V dalších odstavcích jsou uvedeny dvě úlohy z geometrického prostředí Sítě

krychle. Pojem síť krychle je samozřejmě spojen s pojmem krychle, a tak pro-
pojuje 2D (rovinnou) s 3D (prostorovou) geometrií. S oběma pojmy se žáci
seznamují na prvním stupni základní školy pouze intuitivně. Pojem síť krychle
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se objevuje v učivu matematiky prvního stupně velice okrajově a ani na úrovni
druhého stupně základní školy, ani na středoškolské úrovni není však tento pojem
dále rozvíjen jako schéma směrem ke strukturaci. Toto prostředí je překvapivě
bohaté i z hlediska propojení na další matematické disciplíny.

2 Dvě ilustrace z prostředí Sítě krychle

První ilustrace vychází z úlohy, která je zaměřena na vazbu mezi vrcholem
a stěnou krychle. Je ukázáno propojení schématu sítě krychle s kombinatori-
kou. Druhá ilustrace směřuje přímo do oblasti pravděpodobnosti. V prostředí
Sítě krychle můžeme formulovat úlohy na úrovni jak žáka 1. ročníku ZŠ, tak
studenta gymnázia. První úloha je určena spíše pokročilejšímu řešiteli prvního
stupně ZŠ, druhá úloha spíše řešiteli na úrovni gymnázia.

Úloha 1
Na obr. 1a–f je dáno šest stěn standardně pojmenované krychle ABCDEFGH .
Ze všech 24 vrcholů je právě 10 pojmenováno. Sestavte síť krychle s pojmeno-
vanými vrcholy.

a) b) c) d) e) f)

Obr. 1

Řešení. Klíčem k řešení úlohy je určení, která stěna je spodní (s), horní (h),
přední (př), zadní (z), levá (l) a pravá (p). Pak již snadno pojmenujeme všechny
vrcholy a sestavíme síť krychle tak, že budeme spojovat stejně pojmenované
strany čtverců. Nejdříve si všimneme, že:

• čtverec s pojmenovanými vrcholy D, E, dále jen čtverec DE, (obr. 1a), je
určitě levá stěna; je to jediná stěna s diagonálou DE;

• čtverec C (obr. 1b) je buď spodní, nebo pravá, nebo zadní stěna; jen tyto
stěny obsahují vrchol C;

• čtverec A (obr. 1c) je buď spodní, nebo přední, nebo levá stěna; jen tyto
stěny obsahují vrchol A;

• čtverec BF (obr. 1d) je buď přední, nebo pravá stěna; jen tyto stěny ob-
sahují vrcholy B, F ;

• čtverec EG (obr. 1e) je jedině horní stěna; je to je jediná stěna s vrcholy
E a G;

• čtverec AD (obr. 1f) je buď spodní, nebo levá stěna, jen tyto stěny obsahují
vrcholy A, D.
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Všech šest popsaných podmínek sepíšeme do tab. 1. Znak × v řádku „b	
a sloupci „z	 znamená, že čtverec na obr. 1b může být zadní stěnou krychle.

Tab. 1 Stěny krychle – čtverce

s h př z l p
a ×
b × × ×
c × ×
d × ×
e ×
f × ×

Jestliže teď ze dvanácti polí tab. 1 označených znakem × vybereme tako-
vých šest, že v každém řádku i každém sloupci bude právě jedno vybrané pole,
pak máme řešení úlohy. Tímto způsobem je geometrický problém převeden na
kombinatorický, který řešíme ve třech krocích pomocí dvou pravidel:

a) Je-li v některém sloupci nebo řádku jen jediné pole označené ×, pak toto
pole musí být vybráno.

b) Je-li některé pole vybráno, pak všechna další pole v příslušném řádku
i sloupci být vybrána nemohou.

V řádcích „a	 a „e	 a ve sloupci „z	 je pouze jedno ×. To znamená, že tato
tři × musí být vybrána. V tab. 1 jsou příslušná pole podbarvena.
Ve sloupci „p	 i v řádku „f	 zbylo jediné ×. Ta jsou v tabulce podbarvena

trochu světleji.
V řádku „c	 zbylo jediné ×, to je vybráno a v tabulce podbarveno nejsvětleji.

Výsledek. Stěna na obr. 1a je tedy levá, na obr. 1b je zadní, na 1c je přední,
na 1d je pravá, na 1e je horní a na 1f je spodní. Příslušná jména vrcholů čtverců
můžeme již snadno doplnit a sestavit z nich nějakou síť krychle.

Úloha tak, jak je výše řešena, spadá spíše do oblasti kombinatoriky než do
geometrie. V procesu řešení geometrické poznatky byly téměř nevyužity a já-
dro úvah leželo v kombinatorice. Na úloze je pozoruhodné to, že geometrická
metoda řešení je nutně odkázána na poměrně primitivní nástroj pokus–omyl.
Řešitel, který chce použít účinnější, sofistikovanější metodu, nutně musí sáh-
nout k nástrojům kombinatoriky. Dodejme, že k takové situaci nedochází běžně.
Například tvrzení, že tři těžnice trojúhelníka se protínají v jednom bodě, lze
dokázat nástroji syntetické geometrie, Descartovou metodou souřadnic i pomocí
vektorů. Každá z těchto metod je sofistikovaná, ale používá jiné nástroje i jiné
myšlenkové postupy.
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Žák, který aspoň částečně samostatně objeví řešení úlohy pomocí tabulky,
získá něco, co přesahuje oblast geometrie. Tím je právě způsob, jak zorganizovat
vstupní data a jak s nimi zacházet.

Úloha 2
a) Jaká je pravděpodobnost, že náhodným slepováním šesti shodných čtverců
vytvoříme síť krychle?

b) Jaká síť krychle má největší pravděpodobnost, že ji dostaneme při náhod-
ném slepování šesti shodných čtverců?

Řešení. Pravděpodobnost lze počítat dvěma různými způsoby.

1. Každé n-mino, které můžeme vytvořit přiložením jednoho čtverce k (n − 1)-
-minu, dostane stejnou pravděpodobnost.

Tak například tetramino 4A ���� má pravděpodobnost 1/6, neboť z bi-

mina �� lze vytvořit dvě trimina: 3A ��� a 3B
�

��. Jejich pravděpodob-
nost je tedy rovna 1/2.

Z trimina 3A lze vytvořit tři různá tetramina: 4A ����, 4B
�

��� a 4C
�

���. Tedy pravděpodobnost každého z nich je 1/2× 1/3 = 1/6.
2. Zvažujeme počet všech míst, kam lze každý další čtverec přilepit. Pak mů-
žeme uvažovat takto: Vyjděme například z trimina 3A. Čtvrtý čtverec lze
přilepit k osmi stranám čtverců trimina. Tetramino 4B vznikne čtyřmi
způsoby, přilepením čtverce ke čtyřem z osmi možných stran, tetramino
4A i 4C jen dvěma způsoby z osmi možných. Tedy pravděpodobnost, že
náhodným slepováním dostanu z trimina 3A tetramino 4B, je 1/2, a prav-
děpodobnost, že dostanu tetramino 4A nebo 4C, je 1/4.

Je patrné, že geometrické struktury jsou, na rozdíl od aritmetických, velmi
bohaté. Celé schéma popisující postupnou tvorbu sítí krychle spolu s výpočtem
pravděpodobností bude předvedeno při prezentaci. Zde uvádíme pro ilustraci
pouze poslední fázi, a sice tvorbu sítí krychle z pentamin (obr. 2).

3 Závěr

Jeden z nejdůležitějších znaků konstruktivistického přístupu je stále přítomný cíl
učitele posilovat strukturování poznatků studenta. To znamená, že každý nový
poznatek by měl být provázán na již existující kognitivní síť studenta. Zejména
důležité jsou ty nové poznatky, které budují most mezi různými oblastmi ma-
tematiky. Úloha 1 ukazuje takový most mezi 3D geometrií a kombinatorikou.
Formalizace 3D situace realizované tab. 1 je pro toto přemostění nástrojem.
Studenti, kteří jsou zaujati kombinatorikou a pravděpodobností mohou najít
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Obr. 2 Sítě krychle z pentamin

prostřednictvím úlohy 2 cestu i ke 2D geometrii. To je dalším významným para-
metrem úloh propojující více oblastí matematiky – studenti získávají zkušenosti
se strukturou matematiky a oblast, která je zaujme, je zavede i do oblastí, ve
kterých se necítí příliš silní a které nejsou zrovna v zóně jejich zájmu.

Poděkování

Článek byl podpořen výzkumným záměrem Učitelská profese v měnících se po-
žadavcích na vzdělávání č. MSM 0021620862.
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Interaktivní tabule v hodině matematiky

Marika Kafková

Abstrakt

Článek pojednává o využití interaktivní tabule ve výuce matematiky. Přestože přípravy
hodin na interaktivní tabuli jsou časově velice náročné, cílem mého příspěvku je ukázat,
jak vhodně a relativně rychle připravit jednu, popř. dvě hodiny s jakýmkoliv matema-
tickým tématem. Zaměřila jsem se na opakování látky, konkrétně na opakování funkcí
a infinitezimálního počtu.

1 Úvod

G. Petty [2] ve své knize uvádí velmi pěkný výrok: „Lépe se věc naučíme, když
ji sami děláme, než když jen posloucháme nebo se díváme.� A dále dodává:

„Tento výrok může znít skoro jako otřepaná fráze, a přesto většina
učitelů tráví více než 60 % vyučovacího času mluvením k žákům. Žáci
potřebují vysvětlení nových vědomostí a dovedností, ale kromě toho
potřebují také korigovanou praxi, tj. potřebují pod kontrolou učitele
dovednosti a vědomosti procvičovat, což je činnost časově daleko ná-
ročnější.�

Troufám si tvrdit, že každý dobrý učitel se často zabývá otázkou, jakou vý-
ukovou metodu zvolit pro výklad, procvičování či opakování probírané látky.
Domnívám se, že dnešní doba přímo vybízí učitele vybrat si ze škály výukových
metod, pomocí nichž je možné žákům předat informace či vědomosti trochu
nestandardně, zajímavě a poutavě.
J. Maňák [1] ve své knize píše:

„Výuková metoda představuje ve výuce určitý dynamický prvek, který
se ve srovnání s obsahem a organizačními formami relativně rych-
leji mění a přizpůsobuje novým cílům a okolnostem. Výukové metody
nejsou ovšem rozhodujícím činitelem výuky, nýbrž jen jedním z prvků
výchovně-vzdělávacího systému, a nemohou proto nahradit chybějící
obsah nebo kompenzovat nezřetelný cíl. Naopak jsou vázány na celko-
vou koncepci výuky a jen v jejím rámci jsou plně funkční a efektivní.
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Výuková metoda vyznačuje především cestu, po níž se ve škole ubírá
žák, ostatní činitelé tuto cestu usnadňují. V tradičních výukových
modelech se výuková metoda často především chápe jako činnost uči-
tele, který organizuje žákovu práci a určuje cíle a postupy. Opačný
názor ztotožňuje výukovou metodu s učebními aktivitami žáka, uči-
telova úloha při řízení a vedení je druhořadá.�

Ve svém příspěvku jsem se zaměřila na tzv. komplexní výukové metody1 a to
konkrétně na skupinovou a kooperativní výuku, samostatnou práci žáků a vý-
uku podporovanou počítačem. Cílem mého příspěvku je ukázat, jak vhodně lze
zkombinovat tyto již zmíněné výukové metody s moderní technologií – interak-
tivní tabulí, neboť podle mého názoru interaktivní tabule představuje výborného
pomocníka, pomocí něhož je možné výuku studentům pěkným způsobem zpes-
třit.

2 Interaktivní tabule SMART Board

Suverénně nejrozšířenější interaktivní tabulí v České republice je tabule značky
SMART Board kanadského výrobce SMART Technologies2. Jsou určené jak pro
přední tak pro zadní projekci, která je samozřejmě výhodnější, avšak tabule
se zadní projekcí jsou finančně nákladnější. Spolu s interaktivní tabulí se do-
dává software SMART Board, který se skládá z programů SMART Board Tools
a SMART Notebook, jež umožňují využívat všechny možnosti interaktivní vý-
uky. Licence umožňuje všem pedagogům dané školy nainstalovat si SMART
Notebook i do svých PC doma. Učitel si tak může připravovat hodiny v pohodlí
svého domova a není vázán na školní počítač.
Dále se tabule dodává s panelem, kde jsou umístěny 4 různě barevné speciální

fixy a jedna houba. Propisovače jsou pouze kusy umělé hmoty ve tvaru fixu
s barevnou špičkou. V momentě, kdy uživatel uchopí fixu, SMART Notebook se
přepne do stavu psaní a dotykem hrotu a tabule dochází k zaznamenávání textu
na tabuli. S pomocí elektronického snímače, který je umístěný pod každým fixem,
je tabule schopná rozeznávat jednotlivé barvy elektronických fix.

1Mezi komplexní výukové metody Maňák a Švec ve své publikaci řadí:
• Frontální výuku
• Skupinovou a kooperativní výuku
• Partnerskou výuku
• Individuální a individualizovanou výuku, samostatnou práci žáků
• Kritické myšlení
• Brainstorming
• Projektovou výuku
• Výuku dramatem
• Otevřené učení
• Učení v životních situacích
• Televizní výuku
• Výuku podporovanou počítačem
• Sugestopedii a superlearning
• Hypnopedii
2http://wwwsmarttech.com



Setkání učitelů matematiky 2010 153

Obr. 1: Hlavní menu

Mezi jasné výhody patří určitě ovládání pouze pomocí prstu, vysoké rozlišení,
intuitivní práce s plovoucími nástroji, lehký software Smart Notebook, bohatá
galerie připravených obrázků, animací, galerie flashových objektů, efektů, cvičení
(Lesson Activity Toolkit) apod.

3 Hodina matematiky

Domnívám se, že v současné době se již ve většině našich škol (ať už základních
či středních) nachází alespoň jedna interaktivní tabule. Jednotliví učitelé a pe-
dagogové se postupně začínají s interaktivní tabulí seznamovat a využívat je ve
svých hodinách. Bezkonkurenční výhodou interaktivních tabulí je nejen možnost
využívat je při výkladu, procvičování či opakování probíraného učiva, ale také
fakt, že se dá použít téměř ve všech vyučovacích předmětech.
Kdo s interaktivní tabulí už někdy pracoval, resp. vytvářel si přípravy pro své

hodiny, uvědomuje si časovou náročnost, která je nespornou nevýhodou těchto
pomocníků. Ukažme si, jak se dá relativně rychle připravit hodina matematiky,
jež je zaměřená na opakování učiva. Vybrala jsem si dvě středoškolská matema-
tická témata – Funkce a Diferenciální a integrální počet. Vytvořený materiál je
připravený v programu SMART Notebook pro jednu, max. dvě vyučovací hodiny.
Materiál je zpracován zábavnou formou a dá se aplikovat nejen při samostatné
práci studentů (např. jako pracovní listy), ale také při práci ve skupinách či pro
celou třídu formou soutěže.
Jak u funkcí, tak u diferenciálního a integrálního počtu první stránka obsa-

huje hlavní menu, tj. seznam úloh (u funkcí i stručnou teorii) – viz obr. 1. Obě
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interaktivní cvičení jsou připravena tak, že učitel či student na úvodní stránce
kliká na jednotlivé úlohy a po jejich vyřešení se opětovným kliknutím na kon-
krétní příklad dostává zpět na úvodní stránku, tj. na hlavní menu, odkud vybírá
další příklad. U všech úloh pod speciální ikonou jsou uvedeny správné výsledky
ve formě obrázku.

Obr. 2: První ukázka příkladu

Většina úloh rovněž obsahuje odkaz na matematický programMaple, pomocí
něhož učitel může studentům ukázat různé zákonitosti či ověřit správnost řešení.
Veškeré příkazy v Maple jsou předdefinované, tudíž učitel může pouze dosazovat
konkrétní funkce.
Samozřejmě si uvědomuji, že školy disponují různým technickým zabezpe-

čením a že jsou k dispozici na trhu různé matematické programy – Maple, De-
rive, Mathematica, aj. Tato interaktivní cvičení však slouží pouze jako ukázky
jednoduchého využití interaktivních tabulí. Výhodou připravených materiálů je
bezesporu fakt, že jej lze postupně upravovat, měnit k obrazu svému a aktuali-
zovat. V tomto případě si každý učitel může vložit jiné odkazy na matematické
programy, které běžně používá ve výuce a stávající odkazy na Maple lze snadno
odstranit.
U funkcí se v interaktivním cvičení nachází rovněž stručná teorie základ-

ních elementárních funkcí. Neví-li si studenti s některým příkladem rady, popř.
nepamatují-li si jistou funkci, je možné ji zopakovat. Stačí na hlavní stránce klik-
nout na odkaz: „teorie – opakování	 a pak ze seznamu funkcí vybrat tu správnou
(opět stačí kliknou na požadovanou funkci). Jednotlivé funkce obsahují obecný
předpis, grafy a studenti si také mohou zopakovat vlastnosti funkcí (podtržený
text znamená odkaz).
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Obr. 3: Druhá ukázka příkladu

Obr. 4: Ukázka z části teoretické – opakování exponenciální funkce

Celá interaktivní cvičení jsou připravena tak, že se na úvodní stránce kliká
na jednotlivé úlohy či jiné odkazy nacházející se u většiny příkladů a po zpět-
ném kliknutí na úlohu, resp. jiný odkaz, se vracíme zpět na hlavní menu, resp.
k dané řešené úloze. Dalo by se říci, že se jedná o takové malé interaktivní cvi-
čebnice.
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4 Závěr

Zmíněná interaktivní cvičení představují zábavnou formu procvičování probrané
látky a nespornou výhodou těchto materiálů je opětovné využívání. Studenti si
mohou společně ověřovat výsledky příkladů v matematickém programu a netra-
dičním způsobem si danou látku zopakovat.
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Několik úloh z geometrické pravděpodobnosti

Anna Kalousová

Abstrakt

Naši studenti se s úlohami z geometrické pravděpodobnosti nesetkávají příliš často.
Cílem našeho příspěvku je zaplnit tuto mezeru a ukázat několik úloh, které je možné ve
výuce použít. Také ukážeme historické pozadí této oblasti matematiky.

1 Počátky geometrické pravděpodobnosti

Prvním, kdo použil geometrii pro výpočet pravděpodobnosti nějakého jevu,
byl Isaac Newton (1642–1727). V jeho rukopisu [7], který byl napsán v letech
1664–1666, uvedl následující příklad, aby ukázal, že pravděpodobnost nemusí
být racionální číslo. Uvažoval kruh rozdělený na dvě části v poměru 2 :

√
5.

Pokud míček padající kolmo na střed tohoto kruhu spadne do menší části, hráč

vyhraje a, pokud do větší, vyhraje b. Očekávaná výhra je potom
2a+ b

√
5

2 +
√
5
, což

není racionální číslo.1 Názornosti geometrie využil v roce 1693 Edmond Halley
(1656–1742) v [3]. V tomto pojednání se mimo jiné zabýval výpočtem životní
renty. Nejprve odvodil vztahy analyticky, potom použil geometrické znázornění,
které podle něj vše lépe vysvětluje. Oba tyto příspěvky zůstaly ve své době ne-
povšimnuty, a tak se muselo čekat až do roku 1733, kdy Georges-Louis Leclerc
de Buffon formuloval své úlohy.

1If ye Proportion of the chances for any stake bee irrationall the interest in the stake may
bee found after ye same manner. As if ye Radij ab, ac, divide ye horizontal circle bcd into two
pts abec & abdc in such proportion as 2 to

√
5. And if a ball falling perpendicularly upon ye

center a doth tumble into ye portion abec I winn (a): but if into ye other portion, I win b, my

hopes is worth
2a + b

√
5

2 +
√
5
.
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2 Hrabě de Buffon a jeho úlohy

Georges-Louis Leclerc de Buffon (1707–1788) byl významným francouzským pří-
rodovědcem, autorem rozsáhlé encyklopedie Histoire naturelle générale et par-
ticulière (v letech 1749–1788 vyšlo 36 dílů, 8 dalších publikoval po Buffonově
smrti Lacépède), správcem Jardin du Roi a Cabinet d‘ histoire naturelle, členem
Académie Royale des Sciences a Académie Francaise¸ . Jeho zásluhy ocenil i král
Ludvík XV. v roce 1772, kdy povýšil panství terre de Buffon na hrabství.
V mládí se Buffon zajímal o matematiku a jmenování do Académie Royale

des Sciences v roce 1734 mu zajistila dvě pojednání, která byla v Akademii čtena
o rok dříve. Jedno z nich, Fine mécanique, bylo pojednání fyzikální, druhé, Solu-
tions de problèmes sur le jeu de franc-carreau, matematické. V něm se objevily
dvě úlohy, které se staly základem nového odvětví matematiky, totiž geomet-
rické pravděpodobnosti. Pojednání bylo v roce 1736 rozšířeno, rozšíření se ale
nedochovalo. V roce 1777 však bylo spolu s dalšími Buffonovými matematickými
texty začleněno do [2].

2.1 Hra franc-carreau

Hra franc-carreau patřila k oblíbeným zábavám francouzské šlechty. Hrála se
v místnosti, jejíž podlaha byla vydlážděna čtvercovými dlaždicemi. Do vzdu-
chu byla hozena mince a jeden hráč sázel na to, že mince po dopadu neprotne
žádnou spáru (pozice franc-carreau – volná dlaždice), druhý na to, že nějakou
spáru protne. Buffon počítá poměr mezi průměrem mince a stranou čtverce,
aby hra byla vyrovnaná, tedy aby šance obou hráčů byly stejné. V [2] je tato
úloha zobecněna, dlaždice na podlaze nejsou jen čtvercové, ale mohou mít tvar
rovnostranného trojúhelníka, pravidelného šestiúhelníka nebo kosočtverce s ost-

rým úhlem
π

3
. Zvyšuje se také počet hráčů. Jeden sází na to, že mince neprotne

žádnou spáru, druhý na to, že protne aspoň jednu, třetí na to, že protne aspoň
dvě, čtvrtý na to, že protne tři (šestiúhelník), čtyři (čtverec, kosočtverec) nebo
šest (trojúhelník) spár. Buffon opět počítá poměr mezi průměrem mince a stra-
nou obrazce, aby hra byla vyrovnaná, tedy aby šance určitého hráče na výhru
i prohru byly stejné.
Buffon postupuje ve všech případech stejným způsobem. Uvědomuje si, že

má-li mince protnout nějakou spáru, musí být vzdálenost jejího středu od této
spáry nejvýše rovna poloměru mince. Narýsuje tedy uvnitř obrazce menší obra-
zec, jehož strany jsou od stran původního obrazce vzdáleny o hodnotu poloměru
mince. Je zřejmé, že pokud střed mince dopadne dovnitř tohoto obrazce, mince
nemůže žádnou spáru protnout. Pokud střed dopadne vně tohoto obrazce (tuto
část Buffon nazývá couronne), mince aspoň jednu spáru protne. Po prodloužení
stran menšího obrazce až ke spárám získáme oblasti, ve kterých mince může
protnout více spár. Všechny Buffonem zkoumané případy jsou rozebrány v [4],
kde jsou také opraveny nepřesnosti, jichž se Buffon dopustil.



Setkání učitelů matematiky 2010 159

Uvedeme zde na ukázku jeden z případů, třeba čtverec. Vedeme-li uvnitř
jednoho čtverce (dlaždice) o straně a rovnoběžky se stranami, které jsou od od-
povídající strany vzdáleny o poloměr mince r, rozdělí se čtverec na několik částí.
Máme zde čtverec se stranou a − 2r, v rozích čtyři malé čtverce se stranou r
a zbývají ještě čtyři obdélníky se stranami a − 2r a r. Pokud střed mince do-
padne dovnitř čtverce se stranou a − 2r, mince žádnou spáru neprotne. Pokud
spadne vně tohoto čtverce, protne aspoň jednu spáru. Pokud spadne do jednoho
z malých čtverců v rozích, protne mince aspoň dvě spáry. Narýsujme ještě čtyři
čtvrtkruhy se středy ve vrcholech čtverce a s poloměrem r. Pokud střed mince
padne do některého z čtvrtkruhů, protne mince dokonce čtyři spáry. Pravděpo-
dobnosti jednotlivých jevů pak lehce spočítáme jako podíly obsahů odpovídají-
cích obrazců a obsahu celého čtverce. Pravděpodobnost, že mince žádnou spáru

neprotne, je tedy
(a − 2r)2

a2
, pravděpodobnost, že protne aspoň jednu spáru, je

1− (a − 2r)2
a2

, pravděpodobnost, že protne aspoň dvě spáry, je
4r2

a2
a pravděpo-

dobnost, že protne čtyři spáry, je
πr2

a2
. Podobně můžeme postupovat i u ostatních

obrazců.
Je zřejmé, že můžeme klást i jiné otázky, třeba: Jaká je pravděpodobnost,

že mince po dopadu protne právě jednu spáru, právě dvě spáry, nejvýše jednu
spáru, . . . ? Můžeme také uvažovat jiné tvary dlaždic, třeba obdélníky, rovnora-
menné trojúhelníky, kosodélníky s rozumnými úhly, . . . Hru je také možné s žáky
vyzkoušet.

2.2 Úloha o jehle

Dále Buffon popisuje novou hru. V místnosti, jejíž podlaha je tentokrát rozdělena
rovnoběžnými od sebe stejně vzdálenými spárami, je do vzduchu hozena tyčka
(předpokládá se, že je kratší než vzdálenost mezi spárami). Jeden z hráčů sází na
to, že tyčka po dopadu neprotne žádnou spáru a druhý naproti tomu sází, že tyčka
některé z nich protne. Buffon hledá opět poměr mezi délkou tyčky a vzdáleností
mezi spárami, aby hra byla spravedlivá, tedy aby šance obou hráčů byly stejné.
Navrhuje také, že ji lze hrát na šachovnici s jehlou na šití nebo se špendlíkem
bez hlavičky. Proto je úloha známá jako úloha o jehle.
Původní Buffonovo řešení této úlohy je rozebráno v [5], tady připomeneme

řešení, které je uváděno dnes, protože je přehlednější než to původní. Přede-
vším bývá úloha formulována trochu jinak, nezkoumáme rovnost šancí hráčů,
ale ptáme se, jaká je pravděpodobnost, že tyčka protne nějakou spáru. Označme
d vzdálenost mezi spárami, l délku tyčky, y vzdálenost středu tyčky od spáry a ϕ

úhel, který tyčka svírá se systémem rovnoběžek. Zřejmě stačí uvažovat 0 ≤ y ≤ d

2

a 0 ≤ ϕ ≤ π. Tyčka protne spáru právě tehdy, když
l

2
sinϕ ≥ y, pravděpodob-
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nost, že tyčka spáru protne, je tedy∫ π

0
l
2 sinϕdϕ

d
2π

=
l[− cosϕ]π0

πd
=
2l
πd

.

V [2] je také uvedeno zobecnění této úlohy. Tyčka je házena na podlahu
s čtvercovými dlaždicemi, jeden hráč sází na to, že neprotne žádnou spáru, druhý
na to, že nějakou protne, a opět se hledá poměr mezi délkou tyčky a stranou
čtverce, aby hra byla spravedlivá, tedy hráči měli stejné šance. Buffon tuto úlohu
řeší nesprávně.
Správné řešení předložil až Pierre-Simon de Laplace (1749–1827) v [6]. Řeší

trochu obecnější úlohu, kdy dlaždice nejsou čtvercové, ale obdélníkové. Přesněji:
V rovině jsou dány dva systémy rovnoběžných ekvidistantních přímek, které
jsou na sebe kolmé. Na tuto rovinu je házen velmi úzký válec (tedy tyčka)
a hledá se pravděpodobnost, že protne některou přímku. Laplace tuto úlohu
vyřešil správně, ale zbytečně složitě. Jednodušší řešení uvádí anglický matema-
tik Isaac Todhunter (1820–1884) v [8].
Označme a vzdálenost mezi vodorovnými a bmezi svislými rovnoběžkami a 2r

délku tyčky, která je menší než a i b. Uvažujme úhel, který svírá tyčka po dopadu
se svislými rovnoběžkami, a označme jej θ. Vybereme jeden obdélník a uvnitř
něho vedeme rovnoběžky se svislými stranami ve vzdálenosti r sin θ a s vodorov-
nými stranami ve vzdálenosti r cos θ. Tyto rovnoběžky vymezují menší obdélník
se stranami (b − 2r sin θ) a (a − 2r cos θ). Jestliže střed tyčky padne do tohoto
obdélníka, tyčka neprotne žádnou spáru, pokud padne vně, protne aspoň jednu.
Pravděpodobnost, že tyčka nějakou spáru protne, je tedy∫ π

2
0 (ab − (a − 2r cos θ)(b − 2r sin θ)) dθ∫ π

2
0 ab dθ

=
4r(a+ b)− 4r2

abπ
.

Isaac Todhunter zařadil úlohy z geometrické pravděpodobnosti také do své
učebnice integrálního počtu [9]. Najdeme zde další zobecnění úlohy o jehle. Místo
tyčky (úzkého válce) jsou na rovinu se sítí ekvidistantních rovnoběžek házeny
jiné tvary – eliptický disk a kostka v prvním vydání, konvexní disk libovolného
tvaru ve vydání druhém. Rozměry jsou voleny tak, aby v žádné poloze nemohly
být protnuty současně dvě rovnoběžky. V jiném příkladu je na plochu házena
tyčka, jejíž délka je r-násobkem vzdálenosti mezi rovnoběžkami, to je vlastně
první úloha o dlouhé jehle. Jsou zde ale i jiné typy úloh.

3 Bertrandovy paradoxy

Joseph Bertrand (1822–1900) patří k nejznámějším francouzským matematikům
a pedagogům 19. století. Pravděpodobnost byla jeho oblíbenou disciplínou a při-
vedl k ní i svého žáka Joseph-Émile Barbiera (1839–1889). V [1] se snaží vysvětlit
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počet pravděpodobnosti tak, aby mu rozuměli i čtenáři, kteří nejsou v matema-
tice příliš zběhlí. Uvádí, že v případě, že je náhodných jevů nekonečně mnoho,
je otázka, co znamená náhodně vybrat. Ukazuje, že je v tomto případě možné
dojít k různým výsledkům. To může být zajímavé i pro naše studenty.
Nejprve uveďme nejjednodušší příklad: Vybíráme náhodně racionální číslo

mezi 0 a 100 a ptáme se, jaká je pravděpodobnost, že toto číslo bude větší než
50. Zřejmě 1/2. Pokud bychom ale vybírali druhou mocninu takového čísla, je
pravděpodobnost, že bude větší než 2500 (tedy 502), rovna 3/4.
Nejznámější paradox je tento: Vyberme náhodně tětivu dané kružnice. Jaká

je pravděpodobnost, že vybraná tětiva bude delší než strana rovnostranného troj-
úhelníka vepsaného této kružnici? Bertrand předkládá tři různá řešení. V prvním
si pevně zvolí jeden koncový bod tětivy a náhodně vybírá její směr. Umístíme
do vybraného bodu vrchol vepsaného rovnostranného trojúhelníka. Zřejmě bude
tětiva delší než strana tohoto trojúhelníka právě tehdy, když bude ležet mezi
stranami, které vycházejí z tohoto vrcholu. Hledaná pravděpodobnost je tedy
1/3. V druhém řešení je pevně dán směr tětivy a náhodně vybíráme vzdálenost
tětivy od středu kružnice. Tětiva bude delší než strana vepsaného rovnostran-
ného trojúhelníka právě tehdy, když vzdálenost od středu kružnice bude nejvýše
rovna polovině poloměru. Hledaná pravděpodobnost je tedy 1/2. V třetím řešení
je náhodně vybírán střed tětivy. Tětiva bude delší než strana vepsaného rovno-
stranného trojúhelníka právě tehdy, když její střed bude ležet uvnitř kružnice se
stejným středem, jako má zadaná kružnice, a polovičním poloměrem. Hledaná
pravděpodobnost je potom 1/4.
V dalším příkladu je náhodně vybrána rovina v prostoru a je hledána prav-

děpodobnost, že vybraná rovina svírá s horizontem úhel menší než π/4. První
řešení je opět jednoduché. Úhel může nabývat hodnot od 0 do π/2, hledaná
pravděpodobnost je tedy 1/2. Ve druhém řešení vedeme středem koule přímku
(paprsek) kolmou k rovině. Vybrat náhodně rovinu je totéž jako vybrat náhodně
průsečík této přímky s povrchem koule. Má-li být sevřený úhel menší než π/4,
musí průsečík ležet v oblasti, jejíž plocha je 4πR2 sin2(π/8) (povrch vrchlíku).
Hledaná pravděpodobnost je potom 2 sin2(π/8), což je přibližně 0,29.
V dalším příkladu je hledána pravděpodobnost, že vzdálenost dvou bodů,

které jsme náhodně vybrali na povrchu koule, je menší než deset minut. První
řešení je jednoduché - 10 minut je v 360 stupních obsaženo 2 160-krát, hledaná
pravděpodobnost je tedy 2/2 160 = 1/1 080. V druhém řešení je pevně zvolen
jeden z bodů. Druhý pak musí ležet v oblasti, jejíž plocha je 4πR2 sin2(π/2160)

(povrch vrchlíku). Hledaná pravděpodobnost je potom přibližně
1

236 362
.

Bertrandovy paradoxy vedly k požadavku zadání invariantního vzhledem
k rotaci, translaci a změně měřítka.
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4 Závěr

Naši studenti se s příklady z geometrické pravděpodobnosti potkávají málokdy.
Snad tímto přispějeme k tomu, aby se tyto příklady v našich posluchárnách
objevovaly častěji.
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Blended learning ve výuce na gymnáziu

Josef Kubeš

Abstrakt

V příspěvku je uveden postup při výuce matematiky na Gymnáziu v Plzni, Mikulášské
náměstí 23, která je realizovaná formou blended learningu v LMS systému MOODLE.

1 Úvod

E-learning, potažmo blended learning, je nová, neustále zdokonalovaná forma po-
skytování vzdělání. Pojem blended learningu lze vymezit jako kombinaci e-lear-
ningu a prezenčních forem studia. [1] Při tomto pojetí se vychází z poznání,
že cesta smíšeného (kombinovaného) použití e-learningu s prezenčními formami
studia se ukazuje jako efektivnější a hlavně odstraňuje některé právem kriti-
zované nedostatky „čistých	 e-learningových kurzů. Ve vyučovacím procesu na
střední škole je role učitele nezastupitelná, proto čistě e-learningový přístup ke
studiu některého předmětu je mírně řečeno nevhodný. Rozhodli jsme se proto
pro elektronickou podporu výuky s využitím LMS MOODLE.

2 Výuka s elektronickou podporou

Po určité době úvah a prvních pokusů jsme se na naší škole v návaznosti na nově
vznikající ŠVP rozhodli pro elektronickou podporu výuky e-learningovým systé-
mem MOODLE. Došlo k semknutí zhruba poloviny členů učitelského sboru a byl
vytvořen a následně podpořen zřizovatelem komplexní projekt, jehož podstatou
je tvorba moodlovských výukových kurzů, které slouží pro podporu výuky celé
třídy, půlených hodin, laboratorních a praktických cvičení. Připravené moduly
jsou k dispozici pro práci ve vyučovacích hodinách i pro domácí přípravu stu-
dentů. Projektem je podporováno celkem jedenáct předmětů, vzhledem k setkání
se dále budu zabývat matematikou.
Gymnaziální látka je rozčleněna na nižším stupni gymnázia po ročnících.

Moduly jsou spíše koncipovány jako pracovní listy, které slouží k procvičování
učiva a ke zmenšení rozdílů ve znalostech jednotlivých studentů.
Na vyšším stupni jsou kurzy rozčleněny na část výkladovou a část procvičo-

vací, kterou lze použít v hodinách, na cvičeních i volitelných seminářích z mate-
matiky.
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Obr. 1: Ukázka pracovního listu k tématu převodu jednotek

Obr. 2: Ukázka procvičování k výpočtu plochy užitím integrálního počtu
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3 Začlenění vypracovaných modulů do hodin matema-

tiky

Velmi se nám osvědčila pravidelná příprava na půlené hodiny. Žákům předem
v kurzu zpřístupníme zadání úloh, které budou řešit. Výuka probíhá v učebně,
která je vybavená počítači. Během hodiny mají zadání úloh žáci buď z domova
vytištěné, nebo si je zobrazí na monitoru. Řešení úloh zapisují na dotykové tabuli,
jejíž obsah uložíme opět do kurzu. Žák se při domácí přípravě k autentickému
záznamu může vrátit a porovnat se svými poznámkami z hodiny. Samozřejmostí
je v případě potřeby využití dalšího programového vybavení – programů Derive,
Cabri geometrie, Excel.

4 Kontrola a prověřování

Oba typy kurzů obsahují testy s převažujícími uzavřenými úlohami. Zadání úloh
i odpovědí mají žáci náhodně promíchané, proto mají ztížený způsob opisování.
Příprava testu je náročnější, zvláště kontrola správnosti výsledků. Vyhodnocení
je samozřejmě okamžité a každému žákovi se ukážou správné i chybné odpo-
vědi. Součástí projektu je vypracování komplexních testů, které budou sloužit
k přípravě ke státní části maturitní zkoušky z matematiky.
Na závěr každého testu provádíme rozbor vybraných úloh včetně návodu jak

úlohu nejefektivnějším postupem vyřešit.

5 Závěr

Popsanou metodu výuky používám ve svých hodinách tři roky. Protože neučím
dvě paralelní třídy stejného ročníku, nemohu srovnat efektivitu výuky s podpo-
rou LMS Moodle a bez ní. Mohu vycházet z poznatků studentů z minulých let.
Zkvalitnění výuky je hlavně v dostupnosti studijního a procvičovacího materi-
álu, což studenti hojně využívají při přípravě na hodiny a hlavně před zkoušením
a prověřováním větších tematických celků. Též pozitivně je hodnoceno použí-
vání připravených materiálů při přípravě na maturitní zkoušku. LMS Moodle
vede statistiku přístupu k jednotlivým materiálům. Tuto možnost využívám ke
kontrole domácí přípravy studentů. Pokud student dosahuje špatných výsledků
a má dobrou studijní morálku, mám možnost s ním lépe individuálně pracovat
a rozebrat jeho způsob přípravy.
Pro studenty, kteří mají o studium zájem, se tato forma ukazuje jako krok

vpřed. U nich se v loňském školním roce projevila velmi dobrá úroveň znalostí
při maturitní zkoušce. Studentům, kteří nechtějí pracovat, pochopitelně ani tato
forma nepomůže.
Význam písemných testů, které se skládají z uzavřených odpovědí, lze hodno-

tit pouze subjektivně. Jejich nasazení vedlo k určitým nepřesvědčivým výkonům.
Opakovaným prověřováním testovou formou se výsledky přiblížily k výsledkům
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Obr. 3: Ukázka části vyhodnoceného testu

písemných prací sestavených z otevřených úloh. Nácvik řešení uzavřených úloh
se naplno zhodnotí až se zavedením státní maturitní zkoušky. Již nyní využívají
studenti nabytých dovedností v řešení uzavřených úloh u přijímacích zkoušek
převážně organizovaných agenturou SCIO.
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Dva pohledy na studium geometrie

na Fakultě stavební ČVUT

Iva Malechová

Abstrakt

V příspěvku jsou uvedeny výsledky ankety uskutečněné mezi studenty programu Archi-
tektura a stavitelství Fakulty stavební ČVUT. Názory dotazovaných na výuku geometrie
jsou konfrontovány s pohledem vyučujícího.

1 Úvod

Výuka geometrie na technických vysokých školách se v posledních dvou desetile-
tích potýká se stále většími problémy. Z pohledu vyučujícího je asi nejzásadnější
klesající „geometrická	 gramotnost1 absolventů středních škol. O pohledu stu-
dentském vypovídá šetření mezi studenty oboru Architektura a stavitelství, kteří
jako jediní mají na Fakultě stavební ČVUT (dále FSv ČVUT) dvousemestrální
kurz konstruktivní geometrie. Uskutečnilo se v květnu 2010. Cílem bylo zjistit
názory studentů na studium geometrie na fakultě. Zúčastnilo se 163 studentů –
85 z nich (tj. 53 %) absolvovalo gymnázium, ostatní střední průmyslové školy
převážně stavební. Šetření přineslo zajímavé výsledky, o nichž bude dále pojed-
náno. Kromě jiného též vypovídá o tom, zda studenti mají zájem a touhu něco
z geometrie umět a pochopit.

2 Možný zdroj problémů studentů v geometrii

2.1 Pohled studentský na příčiny problémů s geometrií na VŠ

V kontextu geometrické gramotnosti studentů jsou pozoruhodné zejména názory
studentů na možný zdroj (jejich) problémů s geometrií. Z obr. 1 je patrné, že
70 % dotazovaných studentů vidí potíže ve vnějších faktorech – nedostatečná
středoškolská příprava, chybějící sbírka řešených úloh. Pouze 9 % dotazovaných
(přesněji 14 studentů ze 163) označilo za možný zdroj problémů v geometrii
špatnou prostorovou představivost.

1Rozsah tohoto příspěvku nedovoluje přesně definovat pojem geometrická gramotnost. Vy-
cházíme z lingvistického chápání pojmu gramotnost („gramotný – znalý čtení a psaní� – viz [1]).
Tedy obdobně geometricky gramotný - znalý geometrie (v potřebném rozsahu a hloubce).
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Obr. 1: Odpovědi studentů na otázku, co bylo možným zdrojem problémů v ge-
ometrii

2.2 Pohled vyučujícího na příčiny problémů s geometrií na VŠ

Pohled vyučujícího geometrie na příčiny problémů studentů s tímto předmětem
se výrazně liší od výše uvedeného názoru studentů. Především zdroj problémů
je třeba hledat ve vnitřních faktorech – hlavně

• nedostatečně rozvinutá prostorová představivost studentů,
• nezájem studentů o studium.

Nedostatečně rozvinutá prostorová představivost je největší problém, který
brání studentům v úspěšném absolvování výuky geometrie na technických vyso-
kých školách. Nejde pouze o subjektivní pocit vyučujících. Prokazují to výsledky
studentů v různých testech, o nichž není možno z důvodu rozsahu tohoto pří-
spěvku podrobněji pojednat.
Nedostatečnou středoškolskou geometrickou přípravu mohou studenti sami

ovlivnit svým aktivním přístupem před nástupem na vysokou školu příp. v úvodu
studia. FSv ČVUT nabízí dva typy kurzů základů deskriptivní geometrie (jarní
téměř tříměsíční kurz a intenzivní týdenní kurz před začátkem akademického
roku). Dále mají studenti 1. semestru možnost navštěvovat volitelný předmět
zaměřený na konstruktivní geometrii v rámci Centra aktivního učení. Mnohá
gymnázia svým studentům stále nabízí volitelný předmět deskriptivní geometrie.
Nezájem studentů o tyto kurzy je dostatečně znám.
Chybějící sbírka řešených úloh je též „studentská výmluva	, neboť myslím,

že student vysoké školy nemůže předpokládat, že ke každému předmětu v každou
chvíli bude mít k dispozici sbírku řešených úloh. Nutno upozornit, že např. stu-
denti FSv ČVUT mají k dispozici sbírku neřešených úloh, která byla vytvořena
přímo pro vyučovaný předmět, výkladové skriptum, starší sbírku řešených úloh,
z níž mohou přímo použít některé partie a množství materiálů na katedrálním
webu.
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3 Užitečná pomoc při studiu

3.1 Pohled studentský na užitečnou pomoc při studiu

Odpovědi dotazovaných na otázku, co považují za užitečnou pomoc při studiu,
jsou na obr. 2. Nejvíce (80 ze 163 tedy téměř 50 % respondentů) vybralo možnost
internetová podpora předmětu. Pouze 10 studentů, tj. 6 % dotazovaných, za uži-
tečnou pomoc považuje doplnění si základů stereometrie. To koresponduje s výše
uvedeným zjištěním, že pouze 9 % studentů uvedlo jako možný zdroj problémů
v předmětu konstruktivní geometrie špatnou prostorovou představivost.

Obr. 2: Odpovědi studentů na otázku, co považují za užitečnou pomoc

3.2 Pohled vyučujícího na názory studentů o užitečné pomoci při

studiu

Odpovědi na otázku, co studenti považují za užitečnou pomoc při studiu, odráží
změny, ke kterým došlo v posledních letech – masivní využívání internetu. Tento
trend z matematických disciplin asi nejvýrazněji ovlivnil geometrii. Dostupnost
studijních materiálů na webu studentům studium nejen usnadňuje, ale často vý-
razně komplikuje. Spoléhají, že vše potřebné najdou na internetu. Proto často
nevyužijí dostatečně efektivně ani čas přednášek ani čas cvičení, neumí si udělat
vlastní poznámky, ze kterých by se mohli připravovat ke zkoušce. Odhlédneme-
li od nepříliš spolehlivých zdrojů, kterých je na webu nepřeberné množství, je
nutné podotknout, že konstruktivní geometrie opravdu nepatří mezi ty před-
měty, které lze studovat pouze s využitím počítačové podpory. Jakkoliv počet
kontaktních hodin v posledních letech klesá, je klasické vyučování (byť s počíta-
čovou a tedy i internetovou podporou) nezastupitelné. Geometrii se nelze naučit
pouze z internetu. Řešené úlohy na webu (často rozfázovaná řešení úloh) skýtají
ještě další nebezpečí. Sledovat postup řešení úlohy, který objevil někdo druhý
a přiměřeně ho didakticky zpracoval, není totéž jako vlastním úsilím vymyslet
a zrealizovat řešení geometrické úlohy. Internetovou podporu nutno tedy chápat
jako doplněk nikoliv základ výuky konstruktivní geometrie.
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Deklarovaný velký zájem studentů o konzultace, který ukázalo šetření, ne-
odpovídá skutečnému zájmu. Konzultace využívá pouze malá část studentů.
Souvisí to možná s tím, že na tuto formu nejsou ze střední školy zvyklí a neumí
ji proto v 1. semestru studia efektivně využívat.

4 Náročnost vyučovaných témat konstruktivní geome-

trie

4.1 Pohled studentský na náročnost jednotlivých témat

Za nejnáročnější témata probíraná v 1. semestru studia geometrie studenti po-
važují fotogrammetrii (53 studentů ze 163 tj. 33 % dotazovaných) a určování
typu kvadrik (51 studentů ze 163 tj. 31 % dotazovaných). Za nejméně náročné
téma 1. semestru studia dotazovaní považují lineární perspektivu (3 studenti
ze 163 tj. 2 % dotazovaných) a skicování objektu (též 3 studenti ze 163 tj. 2 %
dotazovaných) – viz graf na obr. 3.

Obr. 3: Nejnáročnější téma Konstruktivní geometrie 1 dle názoru studentů

Obr. 4: Odpovědi studentů na otázku, co pro ně bylo největším problémem
v předmětu Konstruktivní geometrie 2
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V druhém semestru měli studenti dle vlastního vyjádření výrazně největší
problém s parametrizací objektu (94 ze 163, tj. 58 % dotazovaných) – viz obr. 4.
To koresponduje s tím, že za druhé nejnáročnější téma v prvním semestru studia
respondenti považují Kvadriky (analyticky), přesněji určování typu kvadrik – viz
obr. 3.

4.2 Pohled vyučujícího na názory studentů

Jakkoliv posuzovat náročnost jednotlivých témat je vždy subjektivní, lze z po-
hledu vyučujícího říci, že k nejnáročnějším tématům 1. semestru studia jed-
noznačně patří osvětlení. Tento tematický celek označila za nejobtížnější pouze
čtvrtina dotázaných studentů. Odpovědi studentů na otázky, která témata
z Konstruktivní geometrie 1 jsou nejobtížnější a co pro ně bylo největším pro-
blémem v předmětu Konstruktivní geometrie 2, naznačily, že problémy studentů
tkví v nedostatečné připravenosti pro vysokoškolské studium geometrie – přede-
vším v nedostatečně rozvinuté prostorové představivosti, ačkoliv si to sami ne-
přiznávají. Dokazuje to výběr nejvíce (fotogrammetrie) a nejméně (lineární per-
spektiva a skicování objektu) náročných témat, kde si studenti protiřečí. Rozsah
tohoto příspěvku nedovoluje pojednat podrobněji o pojetí výuky fotogrammet-
rie v kurzu konstruktivní geometrie na FSv ČVUT, je však nutné pro pochopení
výše uvedeného upozornit, že fotogrammetrie se na fakultě momentálně vyu-
čuje jako „aplikovaná lineární perspektiva	 (urči prvky vnitřní orientace daného
snímku, zvol vhodně základnici a v dané lineární perspektivě vkresli požadovaný
objekt). Náročnost pro studenty tedy pravděpodobně tkví v jejich nedostatečné
prostorové představivosti a často i v neznalosti základních geometrických pojmů,
neboť první fázi řešení úloh z fotogrammetrie (nalezení prvků vnitřní orientace
snímku) je rutinní a obvykle nečiní větší problémy. Příčina neúspěchu a pocitu
obtížnosti úloh z fotogrammetrie pravděpodobně tkví v neschopnosti představit
si a načrtnout obrázek objektu, který je dán slovně a který se má zobrazit v dané
lineární perspektivě. Toto si zaslouží další zkoumání.
Nechuť studentů k používání analytické pracovní metody je značná. Tento

negativní postoj je nepochybně i příčinou jejich neustálých problémů s analytic-
kou geometrií kdykoliv se s ní setkají.
Zarážející též je, že čtvrtina dotazovaných studentů uvádí, že největší pro-

blém měli v druhém semestru se zpracováním domácích úkolů. Znamená to, že
nedostatečně využívali čas během cvičení, neboť domácí úkoly svou náročností
odpovídaly úlohám, které se probíraly na cvičeních.

5 Závěr

Dotazníkové šetření mezi studenty bakalářského studijního programu Architek-
tura a stavitelství na FSv ČVUT ukázalo, že dotazovaní často neodhalí pravou
příčinu svých neúspěchů. Možná to souvisí i s jejich postojem ke geometrii. Je
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otázkou do jaké míry studenti touží něco umět a pochopit, být dostatečně ge-
ometricky gramotní a mít tedy lepší předpoklady pro výkon povolání, na které
se připravují, a do jaké míry je jejich zájem ryze pragmatický – chtějí získat
zápočet, získat zkoušku, získat vysokoškolský titul.
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Nevidomí studenti a vnímání

matematických výrazů

Lukáš Másilko

Abstrakt

Autor článku nastiňuje komplikace při vzdělávání nevidomých obecně a poté se zamě-
řuje na výuku matematiky. Podává vysvětlení zásadních odlišností mezi matematickým
vzděláváním většinové vidící populace a nevidomých, následně charakterizuje základní
počítačové nástroje k práci nevidomých s matematickými výrazy.

1 Historie vzdělávání nevidomých a slepecké písmo

První pokus o systematickou edukaci nevidomých lidí se uskutečnil až v r. 1661
založením Akademie slepých hudebníků a básníků v Palermu. Do té doby byli ne-
vidomí společnosti přítěží a chápáni jako nesvéprávní a nevzdělavatelní. Velkou
zásluhu na tom, že se veřejnost začala zajímat o jejich vzdělávání, má Valentin
Haüy, který v r. 1784 založil v Paříži první výchovný a vzdělávací ústav pro nevi-
domé. Je zřejmé, že zásadním předpokladem pro vzdělávání jakéhokoliv člověka
je možnost přečíst si informace v knize. Valentin Haüy byl tedy postaven před
problém nalézt vhodné písmo, které by nevidomí mohli číst hmatem. Jako jeden
z průkopníků v hledání cesty, jak předat nevidomým text, se přiklonil k využití
reliéfní latinky. V 1. polovině 19. století se problém nalezení vhodného slepec-
kého písma stal fenoménem a v reakci na další návrhy písma ve formě reliéfní
latinky se objevily negativní reakce samotných nevidomých. I autoři návrhů si
uvědomovali, že text zapsaný latinkou je pro čtení hmatem příliš složitý.
Zásadním zlomem v pátrání po vhodném slepeckém písmu se staly objevy

pánů Charlese Barbiera de la Serre a Louise Braille. Charles Barbier navrhl
v r. 1815 dvanáctibodovou abecedu, jejíž jednotlivé znaky se liší různou kom-
binací teček v matici 2 × 6 bodů (2 sloupce po 6 bodech) – tzv. noční psaní.
Dr. Smýkal, zakladatel Slepeckého muzea v Brně, uvádí, že: Systém měl dva zá-
kladní nedostatky: a) znaky jsou delší než je bříško ukazováku, kterým se čte (šest
bodů pod sebou), b) nejedná se vlastně o písmena. Jsou to většinou znaky pro
fonetickou výslovnost francouzské řeči. [1] Objevem Charlese Barbiera se však
nechal inspirovat o několik let mladší nevidomý student Národního ústavu pro
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mladé slepce v Paříži, Louis Braille. V r. 1827 předložil návrh na jednodušší
a čitelnější šestibodovou abecedu. Jeho návrh je revoluční i v tom, že jednotlivé
šestibodové znaky odpovídaly latinkovým symbolům. Následující desítky let byl
sveden velký boj mezi učiteli a jejich nevidomými žáky o to, zda při výuce použí-
vat Brailleovo písmo či nikoliv. Argument učitelů byl jasný: žáci přece nemohou
psát písmem (nebo kódem), které je běžnému člověku neznámé. Ve 2. polovině
19. století však přece jen návrh Louise Braille zvítězil a zástupci jednotlivých
zemí postupně navrhli adaptaci Braillova písma pro svůj národní jazyk.
Ve 20. století tedy nevidomí měli k dispozici texty tištěné v Braillském písmu.

Pro vzájemnou komunikaci učitele a žáka to znamenalo, že vyučující musel umět
psát a hlavně číst text v braillu. Nevidomí tak byli do jisté míry izolováni, nejen
v rámci vzdělávacího procesu, od ostatních lidí.
Další revoluce nastala až s příchodem počítačů a tzv. odečítačů obrazovky,

někdy též screen readerů, což je softwarová aplikace pokoušející se identifikovat
a interpretovat to, co je aktuálně zobrazeno na obrazovce. Výstup odečítače je
poté prezentován uživateli pomocí hlasové syntézy [2], tedy zařízení reproduku-
jící digitální text pomocí umělé lidské řeči. Je patrné, že díky screen readeru
si nevidomý či zrakově postižený uživatel může nejen přečíst digitální text, ale
i ovládat samotný počítač. Text zapisuje pomocí běžné klávesnice, je tedy scho-
pen psát i číst elektronickou poštu, přehrávat zvukové či video soubory nebo
spouštět a pracovat s dalšími běžnými programy. Jak dále potvrzuje dr. Bube-
níčková, ředitelka Tyflocentra Brno a vedoucí metodického centra informatiky
SONS: Významným pomocníkem nevidomých uživatelů PC jsou tzv. braillské
řádky, které umožňují přijímat informace také prostřednictvím hmatu (slepec-
kého písma). Jejich používání vyžaduje poměrně dobrou znalost čtení slepec-
kého písma, svému uživateli však umožňují vnímat psanou podobu jazyka, více-
jazyčné texty, speciální zápisy matematických, fyzikálních a chemických výrazů
a zápisů. [3] Braillský řádek slouží jako výstupní zařízení, které pouze jiným
(hmatovým) způsobem předává informace dodané odečítačem obrazovky.

2 Překážky ve výuce matematiky pro nevidomé

Školní a odborná praxe ale vyžaduje pracovat také s matematickými, fyzikálními
či chemickými texty, a právě texty s odbornou symbolikou dlouho zůstávaly stra-
nou technologického vývoje. [7] Pokud se zaměříme na český vzdělávací systém
nevidomých, pak prvním významným počinem bylo schválení normy českých ná-
rodních znakových sad Braillova slepeckého písma v r. 1995. Tento krok zajistil,
aby každý nevidomý student zapisoval text s matematickou, fyzikální či chemic-
kou symbolikou normativně, pomocí šestibodového braillského zápisu. Dodnes
k tomuto účelu používá tzv. Pichtův psací stroj. Je tedy nutné, aby učitel či
další osoby komunikující s nevidomým studentem (spolužáci, rodiče aj.) rozuměli
Braillskému písmu, což se však zejména v integrujících školách stává málokdy.
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Pedagog není schopen porozumět textu, který nevidomý žák produkuje, a nemá
tudíž ani možnost bezprostředně kontrolovat jeho práci. Řešením bývá buď po-
moc samotného žáka, který svůj vlastní text učiteli přečte, anebo třetí osoba –
speciální pedagogický asistent. [7] Z toho vyplývá, že učitel je při kontrole práce
nevidomého žáka závislý na pomoci druhých, kteří interpretují napsaný text
v mluvené řeči.
Další překážku ve výuce matematiky pro nevidomé popisují autoři projektu

Math Access z Výzkumného a vývojového institutu sídlícího v americkém městě
Sycamore (stát Illinois), kteří se zaměřují na otázky rehabilitace a vzdělání osob
se zrakovým postižením. Matematika je velmi vizuální ve své přirozené podobě.
Vizuální odkazování je základem jazyka matematiky, ať už se jedná o popis ta-
kových věcí jako je směr, kvantita či tvar. [4] Učitel matematiky je přirozeně
zvyklý odkazovat ve svém výkladu na objekt vizualizovaný na tabuli či promí-
tacím plátně, aniž by jeho vlastnosti či vztah k jiným objektům přesně slovně
popsal. Tím však do značné míry ztěžuje pochopení látky nevidomým studen-
tům, kteří nemají možnost sledovat takto podané informace.
Zaměříme-li se pouze na práci s matematickými výrazy, rovnicemi, vzorci

atd., objevíme ještě další podstatný problém, který brání rozvoji matematického
myšlení nevidomého. Častým úkolem studenta je zjednodušení výrazu. Před-
stavme si výraz uvedený na obr. 1.√√√√ (x+ 1)2

(x+ 1)(x − 1) +
x2

x − 1

Obr. 1: Matematický výraz o jedné proměnné x

Běžný poučený student by měl při pohledu na zadaný výraz okamžitě rozpo-
znat jeho strukturu a hierarchické členění. Ve vteřině si uvědomí, že jde o součet
dvou zlomků pod odmocninou. V dalším okamžiku už navrhuje možné úpravy,
protože si všimne, že čitatel i jmenovatel prvního zlomku obsahují podvýraz
x+ 1, tj. je možné zlomek krátit zmíněným členem. A tak dále.
Nevidomý žák je na tom nesrovnatelně hůře. Stejný výraz převedený do šes-

tibodového Braillského písma zahrnuje přibližně 50 znaků, které se ani nevejdou
na jeden řádek, viz obr. 2.

Obr. 2: Výraz na obr. 1 v Braillově písmu

Zápis je navíc silně kontextový, nevidomý čtenář sám musí rozpoznat, že
se nejedná o běžný text, nýbrž o matematický výraz zapsaný podle braillské
šestibodové normy. Zájemce o hlubší pochopení vyjádření matematických výrazů
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pomocí braillské šestibodové normy odkazuji na Příručku pro přepis textů do
bodového písma. [5]
Zásadní nevýhodou pro nevidomého žáka je však lineární způsob čtení jaké-

hokoliv textu v Braillově písmu. V případě výše uvedeného výrazu jej čte sek-
venčně znak po znaku. Zatímco vidící student již dávno promyslel způsob řešení
a zjednodušuje výraz, nevidomý s velkými obtížemi pochopil, jakou strukturu
výraz má. Lineární způsob čtení znemožňuje nevidomému žáku, aby se abstraho-
val od konkrétních a nepodstatných hodnot a zaměřil se na rozpoznání logických
bloků celého výrazu. Navíc je limitován i tím, že si často musí jednotlivé podvý-
razy udržet v paměti, aby na základě jejich porovnání s ostatními částmi výrazu
dokázal stanovit, jaký postup bude pro další fázi řešení nejvhodnější.
Výše zmíněná fakta jsou důvodem, proč je pro nevidomého práce s mate-

matickými výrazy, rovnicemi a vzorci tak obtížná a stojí jej tolik času a úsilí.
Přidáme-li k tomu i osobu učitele, který často není schopen studentovi včas po-
radit či jej opravit, protože nerozumí Braillskému zápisu, pochopíme frustraci
a odmítavý postoj nevidomých vůči matematice.

3 Počítačové řešení zápisu a čtení matematických

textů

S příchodem počítačů, odečítačů obrazovky a braillských řádků začala řada ne-
vidomých studentů, zvláště středoškolských a vysokoškolských, používat běžné
textové editory k zápisu matematických výrazů. V případě jednoduchých pří-
kladů a běžné základní symboliky dostupné z klávesnice počítače se jednalo
o krok vpřed, protože učitel a další byli schopni přečíst text nevidomého bez
znalosti Braillova písma. Matematika však zahrnuje řadu disciplín, při nichž se
používá speciálních symbolů, které běžné editory nepodporují a pokud ano, zob-
razují je ve vizuální formě obrázků, které nejsou nevidomému čtenáři přístupné.
V takových případech si studenti vytvářeli vlastní transkripční kódy, kterým
rozuměli pouze oni sami a učitel. Nejednotnost zápisu vedla k tomu, že pře-
dání matematického textu někomu jinému s sebou neslo potřebu vysvětlování,
co kterým symbolem autor myslí.
Řešením se zdál být počin pracovníků Střediska pro pomoc studentům se

specifickými nároky Masarykovy univerzity (dále jen Středisko Teiresiás), kteří
v r. 2004 vyvinuli editor BlindMoose pro práci nevidomých s matematickými
výrazy dle české národní šestibodové normy z roku 1995. Masarykova univerzita
ho používá ve vlastní výuce, distribuuje na základních i středních školách, a je
používán dodnes. [7] Editor podporuje výstup na braillský řádek, uživatelé si
tak hmatem přečtou jak běžný text, tak i matematické výrazy. Pro samotnou
editaci a vkládání symbolů mají k dispozici přehledně členěné menu s možností
použití klávesových zkratek. Text včetně matematických symbolů je zobrazen ve
vizuálně čitelné formě, takže učitel a další osoby z okolí nevidomého studenta
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porozumí textu i bez znalosti Braillova písma. Bohužel, editor nelze považo-
vat za úplné řešení, které by definitivně odstranilo všechny zmíněné překážky.
Pomineme-li fakt, že se jedná o národní a platformově závislý nástroj, zásadní
nevýhodou je absence jakýchkoliv kompenzačních funkcí, které by nevidomému
usnadnily čtení, porozumění a práci se složitějšími matematickými výrazy.
V r. 2005 zahájili pracovníci Střediska Teiresiás spolupráci s mezinárodním

konzorciem Lambda, které od r. 2002 vyvíjelo stejnojmenný editor pro práci
nevidomých s odbornou symbolikou. Zabývali se mimo jiné českou lokalizací
editoru a návrhem osmibodové braillské normy, který byl podmínkou k zajištění
kompatibility s ostatními národními prostředími Lambdy (více viz Informační
portál k Lambdě a návrhu osmibodové normy [8]). Ukázalo se, že zmíněný editor
řeší řadu problémů uvedených výše a vyhýbá se i nedostatkům aplikace BlindMo-
ose. Lambda podporuje hlasový i hmatový osmibodový výstup. Díky striktnímu
vnitřnímu kódu, založeném na MathML 2.0 a nezávislém na konečné braillské
reprezentaci jednotlivých symbolů, jsou Lambda dokumenty s matematickými
texty přenositelné do různých národních prostředí. Je tak překonán dlouholetý
nedostatek spočívající v odlišných braillských normách jednotlivých evropských
zemí. Vizuální symboly, které v aplikaci reprezentují matematické elementy, jsou
stejně tak jako v editoru BlindMoose čitelné a není třeba znalosti osmibodového
Braillského písma. Vidící uživatel si navíc díky podpoře prohlížeče MathPlayer
může text zobrazit v grafické podobě odpovídající běžnému tištěnému zobrazení
matematických symbolů v učebnicích.
Klíčovou vlastností editoru Lambda je však možnost zobrazení struktury

jakéhokoliv korektně zapsaného matematického výrazu, od nejobecnější až po tu
nejkonkrétnější úroveň. Nevidomý uživatel, který před sebou má složitější výraz,
si může pomocí stisku jedné klávesy prohlédnout základní strukturu výrazu,
aniž by byl nucen číst podvýrazy nebo dokonce konkrétní hodnoty či operátory.
Následně si může zobrazit jeho logické bloky a konkrétní hodnoty odkrýt až
v momentě, kdy je mu jasné, jak je celý výraz rozčleněn. Ukažme si tento princip
na konkrétním příkladu a použijme výraz zapsaný na obr. 1.

Obr. 3: Postupné odkrývání logických bloků výrazu až ke konkrétním hodnotám
v Lambdě
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Díky této možnosti měnit úroveň složitosti zobrazení je pochopení vnitřní
struktury vzorce mnohem rychlejší a jeho úprava mnohem efektivnější. [8] Editor
Lambda nabízí i další kompenzační funkce pro urychlení práce s výrazem, umož-
ňuje efektivnější práci s maticemi či zabudovaný kalkulátor. Mezi jeho hlavní
nevýhody patří obtížně zajistitelná rozšiřitelnost o další matematické symboly
či struktury a též absence podpory pro větší strukturaci dokumentu (vložení
nadpisů různých úrovní, číslovaných či odrážkových seznamů, tabulek atd.) či
nastavení jiného barevného prostředí pro slabozraké uživatele.
Závěrem bych dodal, že je snahou pracovníků Střediska Teiresiás, aby se oba

zmíněné editory dostaly k nevidomým žákům a jejich učitelům na základních
a středních školách a pomohly jim tak v nelehké práci s matematikou.
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Nová koncepce matematiky v praxi,

aneb matematika dobrodružstvím

Jitka Michnová

Abstrakt

Praktikující učitelka představí své zkušenosti s výukou matematiky v pilotní třídě. Jedná
se o matematiku podle koncepce prof. M. Hejného, RNDr. D. Jirotkové a PhDr. J. Sle-
zákové-Kratochvílové, kolektivu autorů z KMDM Pedf UK. Do škol se tato „nová	
matematika dostává prostřednictvím učebnic nakladatelství Fraus.

1 Úvod

Učím na základní škole v Neratovicích. Matematiku vyučuji podle nové koncepce
prof. M. Hejného, RNDr. D. Jirotkové a PhDr. J. Slezákové-Kratochvílové. Au-
toři koncepce jsou zároveň autory učebnic matematiky pro 1. stupeň ZŠ, vydáva-
ných nakladatelstvím Fraus. Spolu s nimi se na tvorbě učebnic podílí i praktiku-
jící učitelky Eva Bomerová a já. Mým úkolem je zároveň tyto učebnice pilotovat.
Ve své třídě tedy již čtvrtým rokem učím matematiku podle pilotních materiálů,
zároveň se podílím i na jejich tvorbě. S celou koncepcí se učitelé mohou seznámit
v Příručce pro učitele matematiky pro 1., 2., 3. nebo 4. ročník.
V tomto příspěvku bych se ráda zaměřila na novou matematiku z hlediska

běžného učitele. V následující kapitole uvedu několik dobrodružných momentů
ze své třídy, v závěrečné pak na výsledky, které žáci dosahují.

2 Matematika dobrodružstvím

Hodiny matematiky mohu bez přehánění nazvat dobrodružstvím. A to jak pro
žáky, tak i pro učitele. Žáci se k novým poznatkům dostávají přes experimento-
vání, modelování úloh, manipulaci apod. Tady objevují nejrůznější matematické
jevy a zákonitosti. Ve třídě probíhají neuvěřitelné diskuse, do kterých je zainte-
resována většina žáků. Matematika je jeden z nejoblíbenějších předmětů. Někteří
žáci jí dávají přednost dokonce i před tělocvikem. Kolektiv třídy se liší od kolek-
tivů žáků, které jsem učila dříve. Pokusím se nyní nejsilnější odchylky definovat
a ukázat na příkladech.
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2.1 Žáci uvažují v souvislostech

Postupem času žáci v matematice uvažují v souvislostech. Mají za sebou sé-
rii zkušeností s nejrůznějšími matematickými jevy, které pak jednoduše „vidí	.
Např. hodina matematiky ve třetím ročníku ZŠ, která má za cíl vyvodit dělení
se zbytkem:
Na tabuli zapíši 5 : 2 a položím otázku: „Kdopak by dokázal vyřešit tohle?	
Žáci okamžitě reagují: „To je jasné, to je dva a půl.	
Odpověď mě překvapí, pomyslím si, že nesmím žáky podceňovat a se slovy:

„Dobrá, a co tohle?	 píši na tabuli 17 : 3.
Žáci opět ihned reagují: „To je pět a dvě třetiny.	 Nutno podotknout, že

pojem pět a dvě třetiny většina žáků neumí v danou chvíli zapsat matematicky.
Nicméně naprosto přesně rozumí tomu, o čem mluví.
V tuto chvíli už je matematika dobrodružstvím i pro mě. Situaci jsem ne-

čekala. Reaguji poznámkou, že o tom by mě museli žáci přesvědčit. Děti berou
do ruky mazací destičky a fixy a nakreslí několik různých modelových situací
faktu, že 17 : 3 = 5 a dvě třetiny. Hodina končí. Úpěnlivě přemýšlím nad tím,
jak žáky po této zkušenosti přivést k dělení se zbytkem. Následující den dělíme
17 koťátek mezi čtyři děti. Žádného žáka nenapadlo koťátko rozčtvrtit. Každé
dítě nyní pečuje o čtyři koťátka, jedno koťátko zbude. Nyní již stačilo převést
sémantický jazyk do jazyka matematického.

2.2 Žáci úlohy nejen řeší, ale i tvoří

S velkou chutí a elánem žáci řeší a tvoří různé úlohy. Snahu tvořit úlohy vykazují
nejen žáci talentovaní, ale i ti slabší. Běžná úloha talentovaného žáka ve čtvrtém
ročníku zní takto:
Myslím si číslo, jeho šestina je o tři menší než jeho třetina. Jaké číslo si

myslím?
Myslím si číslo, když ho vynásobím 7 a uberu deset, dostanu stejné číslo,

jako když ke třetině devadesátky přidám 2.
I slabší žák ve třídě je schopen na základě modelace kamarádovu úlohu vyře-

šit. Sám se však pouští do tvorby úloh jednodušších, přesto v nich často nechybí
vtip. Např. Na stole je pět hrnků s kávou. Přišla návštěva a tři kávy vypila. Kolik
hrnků zůstalo na stole? (Stále pět) Některé úlohy žáků můžete najít v učebnicích
matematiky pro 3. a 4. ročník nakladatelství Fraus.

2.3 Žáci tvoří vlastní algoritmy

Díky orientaci v číslech a logickému uvažování žáci nejeví ochotu k tomu přijmout
algoritmus bez všetečných otázek. Např. „Nechápu, proč mám při písemném
odčítání dopočítávat. Je to odčítání, tak proč nemůžu odčítat?	 Tyto argumenty
a následující diskuse ve třídě vedou k faktu, že začne většina žáků používat
algoritmus upravený nebo zcela jiný. V našem případě jsme si upravili algoritmus
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na písemné odčítání i na písemné dělení. Pro mě je to opět dobrodružná výzva
k tomu zjistit, zda bude algoritmus žákům fungovat za všech okolností.

3 Výsledky

Vzhledem k tomu, že v tuto chvíli mám s „novou	 matematikou z řad učitelů
nejvíce zkušeností, dělám semináře pro učitele, na kterých se pokouším alespoň
část znalostí předat dále. Nejběžnější připomínka od učitelů je tato: „Ano, věřím,
že pro nadaného žáka je tento způsob výuky výborný, ale co ti slabí žáci? Není
pro ně lepší naučit se aspoň trochu počítat?	
Ve své třídě mám 28 žáků. Mezi nimi jak žáky nadané, tak i ty slabší. Mám

tam žáky s poruchami učení, hyperaktivitou, žáka s nejistou školní prognózou
díky hraniční inteligenci, žáky s vícečetných těhotenství, různých etnických sku-
pin apod. V jednom ročníku máme čtyři různé třídy obdobného složení. Díky
tomu máme jedinečnou možnost sledovat a porovnat vývoj konkrétních žáků i ce-
lých kolektivů jednotlivých tříd. Jedním z měřítek jsou prověrky. Zda se slabší
žák naučí alespoň trochu počítat, můžete posoudit sami.

3.1 Prověrky ve 2. ročníku

Jako pilotní třída jsme se učili matematiku jinak. Prověrky, které jsem pro žáky
připravila, vypadaly úplně jinak, než prověrky ostatních tříd v ročníku. Vedení
školy mi na základě pilotáže povolilo výjimku a mohla jsem psát prověrky jiné
než ostatní třídy. Nicméně za měsíc nás s kolegyněmi začalo zajímat, jak by
prověrky dopadly, kdyby žáci psali obě varianty. Tento nápad jsme zrealizovaly.
Jediná třída vzdělávaná podle „našich	 učebnic v tuto chvíli byla 2.C. Ostatní
třídy procházely výukou podle učebnic nakladatelství Prodos a v tabulkách jsou
záměrně neidentifikovatelné.

3.1.1 Výsledky standardní prověrky

Tab. 1 je uspořádaná přesně podle požadavků vedení školy. V prvním sloupci
je rozmezí chyb, které žák v prověrce udělal, ve druhém počet žáků, kteří se do
tohoto rozmezí vešli a ve třetím sloupci je známka, kterou za svůj výsledek žáci
obdrželi. Ve spodní části tabulky je průměrná známka třídy.

3.1.2 Výsledky „naší
 prověrky

Tato prověrka se od předchozí lišila nejen úlohami, ale i způsobem hodnocení.
Žáci za odvedenou práci získávali body. Maximální počet bodů, který mohli žáci
získat, bylo 38. V prvním sloupci tabulky naleznete počet získaných bodů, hned
vedle i počet žáků, kteří dané body získali. Ve spodní části tabulky je průměrný
počet bodů na žáka ve třídě.
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Tab. 1

Třída X Třída Y Třída Z 2.C
Psalo 24 žáků Psalo 21 žáků Psalo 24 žáků Psalo 28 žáků

rozmezí
chyb

počet
žáků

známka počet
žáků

známka počet
žáků

známka počet
žáků

známka

0–2 14 1 5 1 11 1 18 1
3–6 7 2 10 2 8 2 7 2
7–15 2 3 3 3 3 3 3 3
16–25 0 4 3 4 1 4 0 4
26–a více 1 5 0 5 1 5 0 5

Průměrná
známka 1,62

Průměrná
známka 2,19

Průměrná
známka 1,87

Průměrná
známka 1,46

Tab. 2

Třída X Třída Y Třída Z 2.C
Počet
získaných
bodů

Počet
žáků,
kteří body
získali

Počet
získaných
bodů

Počet
žáků,
kteří body
získali

Počet
získaných
bodů

Počet
žáků,
kteří body
získali

Počet
získaných
bodů

Počet
žáků,
kteří body
získali

29 1 22 1 34 1 38 4
28 1 21 1 33 1 37 7
24 1 17 1 30 1 36 2
22 1 12 2 25 3 35 1
21 1 10 1 21 1 34 2
20 1 9 3 17 1 33 3
17 2 7 3 16 1 32 2
16 1 6 4 14 1 29 2
15 2 4 2 13 1 28 2
14 1 3 3 12 1 27 2
13 3 2 3 11 1 24 1
12 1 0 2 9 1 17 1
11 2 Psalo 26 žáků 8 1 12 1
9 1 Průměr 7 1 Psalo 28 žáků
7 1 7,26 bodů/žák 6 1 Průměr
5 1 5 1 32 bodů/žák
2 1 4 1

Psalo 22 žáků 3 1
Průměr 2 1
15,18 bodů/žák Psalo 21 žáků

Průměr
16,42 bodů/žák

3.2 Prověrky v následujících ročnících

Ve třetím ročníku se situace změnila. Paní učitelka Střížková začala se svou
třídou pilotovat učebnice také. Jejím úkolem bylo prověřit, jak na novou mate-
matiku zareagují žáci, vzdělávaní dosud podle jiných učebnic. Od třetí třídy jsou
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tedy dvě třídy v ročníku vzdělávané podle učebnic nakladatelství Fraus a dvě
podle učebnic nakladatelství Prodos.
Prověrky ve třetím ročníku a 1. pololetí čtvrtého ročníku jsme s kolegyněmi

již záměrně stavěly tak, aby je mohli psát všichni žáci. Výsledky 3. ročníku se
zde nelišily od výsledků prověrek ve 2. ročníku. Ve čtvrtém ročníku v 1. pololetí
uspěla se svými žáky kolegyně Střížková lépe než já, za námi pak byly další třídy.
Na konci čtvrtého ročníku už se nám s kolegyněmi nepodařilo postavit takovou
„naši	 prověrku, aby ji mohli psát i žáci, kteří se podle našich učebnic neučí. Ve
standardních prověrkách se žáci mé třídy a třídy kolegyně Střížkové stále drží
na čelních příčkách.

4 Závěr

Jsem velice ráda, že jsem dostala příležitost podílet se na něčem tak mimořád-
ném, jako je tato matematika. Jsem nadšená ze všech změn, které v kolektivu
třídy nastaly. Užívám si spolu se svými žáky všechna jejich i svá matematická
dobrodružství. Těší mě výsledky žáků.
Vedle prověrek, dosahují žáci mimořádných výsledků i v matematických sou-

těžích. Např. ve Cvrčkovi dosáhlo na plný počet bodů hned pět žáků ze třídy.
V logické olympiádě mi žák postoupil do národního kola. Přesto se objevují
i nejrůznější potíže. Nová koncepce je třeba vysvětlit rodičům žáků. Tito mají
pochybnosti a důvěřovat začnou až s viditelnými výsledky dětí. Styl výuky zpo-
chybňují někteří učitelé. Často nechtějí ustoupit ze svých pozic, ani připustit, že
by mohlo být možné učit jinak. Přesto stojí za to si výuku podle učebnic naklada-
telství Fraus alespoň vyzkoušet. Přála bych všem učitelů podobnou zkušenost,
jakou se svými žáky prožívám já. Nadšené děti, zajímavé úlohy, dobrodružné
hodiny.

Poděkování

Děkuji všem autorům koncepce nové matematiky za to, že tuto příležitost uči-
telům přináší. Dále děkuji nakladatesltví Fraus za spolupráci a odvahu jít s po-
dobnou novinkou na trh a kolegyním na pracovišti za to, že mě ještě snesou.
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Péče o talenty v projektech ESF

Josef Molnár

Abstrakt

Péče o talenty v současné době evokuje několik otázek a několik námětů k další práci,
a to nejen s matematickými talenty. Jednou z možností jsou, jak název příspěvku na-
povídá, projekty ESF operačního programu Vzdělávání pro konkurenceschopnost.

Motto
„Každé duševno musí být materiálně vyfutrované.�

Jan Werich

1 Co (kdo) je talent a jak o něj pečovat?

Na území naší republiky má péče zejména o matematické talenty dlouholetou
tradici. Připomeňme například korespondenční soutěž uveřejňovanou již počát-
kem minulého století v časopise Rozhledy matematicko-přírodovědecké, Mate-
matickou olympiádu, jejíž 60. ročník právě probíhá, či tzv. „nulajedničky	 –
třídy gymnázií se zaměřením na matematiku. Bude proto zajímavé a užitečné
podívat se na současné názory na to, co (kdo) to je talent a jaké možnosti péče
o matematické talenty nám naše současnost poskytuje.

1.1 K talentu a nadání

Při bližším seznámení s pedagogicko-psychologickou literaturou zjistíme, že ná-
zory různých odborníků na to, co je to talent, nadání, mimořádné nadání atd. se
velmi liší. Nadání bývá obvykle považováno za vysoký talent s naměřeným vy-
sokým inteligenčním kvocientem, zdůrazňován bývá potenciál nadaného jedince.
Naopak talentem se rozumí oblast mezi průměrem a nadáním se specializova-
nými předpoklady s výraznou výkonovou složkou. Někteří autoři však považují
pojmy nadání a talent za ekvivalentní. V modelech nadání se objevuje též tvo-
řivost a motivace, vliv školy, rodiny a vrstevníků a v neposlední řadě i faktor
štěstí (příležitosti).
O mimořádně nadaném žáku však máme „jasno	 díky vymezení tohoto poj-

mu, které podává § 12 Vyhlášky č. 73/2005Sb. o vzdělávání dětí, žáků a studentů
se speciálními vzdělávacími potřebami a dětí, žáků a studentů mimořádně nada-
ných [6]: „Mimořádně nadaným žákem se pro potřeby vyhlášky rozumí jedinec,
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jehož rozložení schopností dosahuje mimořádné úrovně při vysoké tvořivosti v ce-
lém okruhu nebo v jednotlivých rozumových oblastech, pohybových, uměleckých
a sociálních dovednostech. Zjišťování mimořádného nadání provádí školské po-
radenské zařízení.	 Tedy mimořádné nadání musí být úředně potvrzeno (a ora-
zítkováno)?
Obecně jsou známy a využívány tyto tři základní vnější formy vzdělávání

nadaných žáků:

1. integrace v běžné třídě s možnostmi doplňujících poznatků, případně se
zajištěním neobvyklých pomůcek,

2. sdružování do specializovaných škol nebo tříd,

3. přeskupování žáků na některé vyučovací předměty, a to v rámci ročníku či
mezi ročníky.

A jaké máme legislativně zaručené možnosti péče o talenty u nás? Dle zmí-
něné vyhlášky se vzdělávání žáků mimořádně nadaných uskutečňuje pomocí
podpůrných opatření, čímž se rozumí využití speciálních metod, postupů, fo-
rem a prostředků vzdělávání (viz 1) a pro mimořádně nadané žáky může ředi-
tel školy vytvářet skupiny, ve kterých se vzdělávají žáci stejných nebo různých
ročníků v některých předmětech (viz 3). Zákon č. 561/2004Sb. o předškolním,
základním, středním, vyšším odborném a jiném vzdělávání (školský zákon) [5]
kromě možnosti rozvoje nadání žáků uskutečňováním rozšířené výuky některých
předmětů nebo skupin předmětů umožňuje řediteli školy:

• mimořádně nadaného žáka přeřadit do vyššího ročníku bez absolvování
předchozího (viz 1),

• povolit žákovi s mimořádným nadáním vzdělávání podle individuálního
vzdělávacího plánu (viz 1),

• třídám se sportovním zaměřením odlišně upravit organizaci vzdělávání
(viz 2).

Proč však není umožněno odlišně upravit organizaci vzdělávání i jinak zaměře-
ným třídám?

1.2 K některým formám péče o matematické talenty

K osvědčeným formám péče o matematické talenty patří již zmíněnáMatema-
tická olympiáda s náročnějšími úlohami zejména pro matematicky nadané je-
dince,Matematický klokan (17. ročník) umožňující zapojit se širšímu spektru
zájemců o matematiku, Pythagoriáda (pořádaná od roku 1978/1979) vychá-
zející z poznatků odpovídajících kurikulu, SOČ a korespondenční semináře
poskytující již několik desítek let šanci matematickým talentům, kteří nejsou
zaměření na okamžitý výkon, ale preferují soustavnější práci. Zařadit sem lze
i Celostátní soutěž žáků SOŠ a SOU.
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K novějším formám patří například soutěž družstev Turnaj měst, Příro-
dovědný klokan vycházející z tradic matematického klokana, Badatel a Ote-
vřená věda podporující přímou spolupráci vysokoškolských učitelů a středo-
školských studentů, Matematický duel porovnávající výkony několika škol
v Polsku, v Rakousku a v České republice. Ocenit je potřeba i práci pořada-
telů dalších, zejména regionálních, soutěží, jako jsou napříkladMoravskoslez-
ský matematický šampionát, soutěž družstev Dejte hlavy dohromady,
Pražská střela,Matematická liga aj., krátkodobé soutěže typuMATBOJ,
NÁBOJ, DRUBOJ a GRAND PRIX organizované zejména na soustředě-
ních a letních školách či na letních a zimních matematických táborech, ale i přímo
ve třídách a na školách.
Je chvályhodné, že některé aktivity jsou financovány MŠMT ČR prostřed-

nictvím NIDM a krajských úřadů za podpory JČMF, na jiné je však potřeba
finance získávat u sponzorů. Ne nadarmo bylo zásadní plenární vystoupení aus-
tralského profesora Petera O‘Halorana na II. kongresu Světové federace národ-
ních matematických soutěží (WFNMC), konaném v roce 1994 v bulharském
Pravci, zaměřeno na způsoby, formy a možnosti získávání zejména soukromých
sponzorů k financování aktivit souvisejících s rozvíjením matematicky nadaných
žáků a studentů.
Finanční prostředky na práci s talenty lze získat i prostřednictvím grantových

agentur a nadačních fondů, např. soutěž Přírodovědný klokan byla vytvořena
v rámci řešení projektu MŠMT ČR Národního programu výzkumu II „STM –
Morava	. Významnou roli na tomto poli sehrály a sehrávají Evropské sociální
fondy, zejména Operační programy Rozvoj lidských zdrojů a Vzdělávání pro
konkurenceschopnost.
V rámci ESF OP VpK pečují zejména o matematicky nadané žáky a stu-

denty základních a středních škol v užitečné symbióze převážně pedagogičtí pra-
covníci základních, středních a vysokých škol např. v projektu „Přírodovědec	
(řešitel UP v Olomouci), který využívá tři formy činností s nadanými jedinci
v přírodních vědách: celoroční práce s cílovou skupinou prostřednictvím předná-
šek a workshopů, týdenní soustředění a individuální vedení středoškolských stu-
dentů vysokoškolskými učiteli, v projektech „MATES	 (UP Olomouc) a „PMT	
(GJŠ Přerov) postavených především na přednáškách, workshopech a soustře-
děních a v projektu „Práce s talenty	 (ZŠ Čtyřlístek Uherské Hradiště) využí-
vajícím zejména formu integrace talentovaných žáků v běžných třídách. Cílem
zmíněných projektů není jen rozvoj nadání skupiny vybraných žáků a studentů,
ale také ověřování forem didaktické diagnostifikace nadání, metod a forem jeho
rozvoje, zpracování didaktických materiálů pro následovníky, případně proško-
lení dalších pedagogických pracovníků. Bližší informace o výše uvedených sou-
těžích a projektech lze nalézt např. na jejich, níže uvedených, webových strán-
kách.
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2 Závěr

O vyhledávání a rozvoji matematicky nadaných jedinců lze nalézt řadu teore-
tických pojednání, vynakládají se na tuto činnost tu menší tu vetší finanční
prostředky. Nicméně za všech okolností platí, že úspěšně rozvíjet matematické
nadání svých žáků může jen všestranně připravený a správně motivovaný učitel.
Ale to už je komplex zcela jiných otázek.

Poděkování

Tento článek vznikl za podpory a na podporu projektů ESF OP VpK CZ.1.07/
1.2.08/02.0017 „Práce s talenty – Vyhledávání talentů pro konkurenceschop-
nost a práce s nimi	, CZ.1.07/2.3.00/09.0040 „Přírodovědec – Rozvoj odbor-
ných kompetencí talentovaných studentů středních škol ve vědecko výzkumné
práci v oblasti přírodních věd	 a CZ.1.07/2.3.00/09.0017 „MATES – Podpora
systematické práce se žáky SŠ v oblasti rozvoje matematiky	.
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Metody a formy výuky matematiky

na vysoké škole

Jan Ostravský, Vladimír Polášek

Abstrakt

Příspěvek se zabývá jednak systémem zkoušení, zejména na FAI UTB ve Zlíně a jednak
elektronickou podporou pro výuku předmětu Matematika 1. Autoři popisují písemný
způsob zkoušení matematiky v 1. semestru v prezenční formě studia. Z přiložených
výsledků je zřejmé, že nesnižují kvalitu znalostí studentů při semestrálních zkouškách
v posledních třech letech. Dále představují elektronickou podporu skript pro výuku ma-
tematiky v 1. semestru na FAI UTB ve Zlíně.

1 Úvod

V poslední době se stále častěji hovoří o zvyšování kvality znalostí studentů, kteří
končí magisterské či bakalářské studium na vysokých školách. Všeobecně se ví,
že nastavené financování vysokých škol vedlo vysoké školy ke zvyšování kvantity
studentů na úkor jejich kvality. Na FAI UTB ve Zlíně velmi často diskutujeme
o tom, jaké znalosti by měl mít student z matematických disciplín po jejich
absolvování jednak co do obsahu a jednak co do jejich kvality. V našem příspěvku
se budeme detailněji zabývat výukou základní matematiky, kterou označujeme
na FAI jako Matematika I, jejímž stěžejním obsahem je diferenciální a integrální
počet funkce jedné proměnné.

2 Koncepce zkoušení na FAI

FAI byla zřízena 1. 1. 2006. Na základě dlouhodobějších zkušeností s výukou
a zkoušením matematiky na Fakultě managementu a ekonomiky UTB ve Zlíně
jsme se rozhodli použít vyzkoušený systém zkoušení, o kterém jsme referovali
na 29. konferenci VŠTEZ v Mutěnicích. [1, 2] Zkouška z matematiky má dvě
písemné části – teoretickou a praktickou. Teoretická část zkoušky je koncipována
jako didaktický test. [3, 4] Stručně popíšeme specifikace našeho testu:
Druh testu: ověřující (CR – criterion referenced) test.
Forma testu: písemná.
Typ testových úloh: otevřené úlohy se stručnou odpovědí – produkční.
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Počet testových úloh: 12
Doba trvání testu: 60 minut.
Způsob skórování: objektivně skórovatelný.

Níže uvedený test byl použit při zkušebním termínu dne 13. 1. 2010.

1a) Zjistěte obor pravdivosti výrokové formy −2x2 + 4x − 5 ≥ 0. 3 body

1b) Zapište symbolicky: A je množina všech záporných reálných čísel, která jsou
větší než −8 nebo menší než −65. 3 body

1c) Načrtněte v intervalu 〈−3π, π〉 tyto čtyři funkce: 4 body

f(x) = 3 sinx, f(x) = |2− sinx|, f(x) = tg(x+ π), f(x) = 2 + tg x

2a) Napište definici sudé funkce. Načrtněte libovolnou sudou funkci f(x) a za-
pište ji ve tvaru f(x) =. 3 body

2b) Napište větu pro limitu podílu dvou funkcí. Sestavte a vypočítejte podle
této věty libovolný příklad. 4 body

2c) Prokažte výpočtem, zda funkce y = lnx je rostoucí všude, kde je definována.
3 body

3a) Definujte inflexní bod. Zvolte libovolnou, ale konkrétní funkci tak, aby měla
inflexní bod v bodě [1, 0]. Načrtněte a popište celou situaci. 4 body

3b) Zvolte libovolnou funkci f(x) tak, aby měla asymptotu x = 4. Načrtněte
danou asymptotu a prokažte správnost Vaší volby výpočtem. 3 body

3c) Zvolte v integrálu
∫

2
x2 + 8x+ a

dx koeficient a tak, aby se ve výsledku

objevila funkce arctg x. 3 body

4a) Napište všechny vzorce pro integraci, ve kterých se vyskytují pouze gonio-
metrické funkce. 4 body

4b) Vytvořte a vypočtěte libovolný určitý integrál, jenž má integrand rovný
sin 5x. 3 body

4c) Načrtněte libovolný rovinný obrazec, jehož jeden bod je [3, 2]. Sestavte
určitý integrál pro výpočet jeho obsahu. Integrál vypočtěte. 3 body

Praktická část zkoušky měla toto znění:

1.a) Vypočítejte třetí derivaci funkce f(x) = sin2 x+arccotg x. Upravte.10 bodů

b) Vyčíslete limity funkce f(x) =
x3 + x

1 + 3x+ 2x2
v bodech −1,∞. 10 bodů
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2. Vyšetřete průběh funkce f(x) =
lnx

x
. 20 bodů

3. Integrujte a)
∫ (√

x3 + 4
√

x3
)2

4
√

x5
dx, b)

∫
1

1− cosx dx. 20 bodů

4. Vypočítejte obsah rovinného obrazce, který je ohraničen osou x, přímkou
x = 1 a funkcí y = arcsinx. Načrtněte. 20 bodů

Způsob hodnocení: Celkově je možné dosáhnout 40 bodů v teoretické části
a 80 bodů v praktické části. V obou dvou případech je nutné získat minimálně
20 bodů v teoretické části a 40 bodů v praktické části. Následující tabulka pře-
počítává body na klasifikační stupně.

Tab. 1: Hodnocení zkoušky

Body 102–120 90–101 80–89 70–79 60–69 0–59
Klasifikace A B C D E F

Při takto koncipované zkoušce jsme získali v posledních třech letech výsledky
uvedené v tab. 2.

Tab. 2: Výsledky zkoušek za poslední tři roky

Ak. rok A B C D E FX F Celkem
2007/2008 9 7 11 20 34 20 68 169
2008/2009 10 10 22 36 30 29 68 205
2009/2010* 2 8 16 22 35 39 62 184

*V ak. roce 2009/2010mohou ještě někteří studenti v opravném termínu zkoušky
složit.

Z těchto výsledků je zřejmé, že na FAI nepodléháme zatím tendenčním tla-
kům o snižování úrovně obtížnosti zkoušky za účelem získání větších finančních
dotací z MŠMT.

3 Elektronická podpora výuky

Na FAI se velmi vážně uvažuje o psaní skript pouze v elektronické podobě [5].
Proto jsme se rozhodli, že v letošním ak. roce si připravíme jistý prototyp těchto
skript a požádáme studenty o jeho zhodnocení. Připravili jsme již tyto kapi-
toly: Diferenciální počet funkce jedné proměnné, Výroková logika, Množiny. Ja-
kým způsobem jsou skripta psána, by mělo být zřejmé z ukázek učebního textu
(obr. 1) a Prezentace (obr. 2).



194 Jan Ostravský, Vladimír Polášek

Obr. 1: Ukázka učebního textu

Obr. 2: Ukázka učebního textu
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4 Závěr

Do nově akreditovaných studijních programů byl zaveden předmět Teorie pro-
gramů, ve kterém se studenti, mimo jiné, seznámí i se softwarem Mathematica.
Hodláme této skutečnosti využít i v Matematice I tak, že budeme i do cvi-
čení z Matematiky I zařazovat úkoly, ve kterých studenti budou řešit praktické
výpočty pomocí tohoto softwaru.Vrcholem této činnosti jsou applety na pod-
poru výuky matematiky vytvořené ve Flash Adobe samotnými studenty. Chtěli
bychom tímto způsobem vytvořit u studentů mnohem hlubší zájem o studium
matematiky. Zejména se jedná o studenty, kteří více či méně danou problematiku
probírali již na střední škole.
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Tvorba úloh nadanými žáky

Eva Patáková

Abstrakt

Článek popisuje možnou aktivitu pro nadané žáky, a to tvorbu úloh obtížných pro ně
samotné. Aktivita má rysy tvorby úloh žákem i tvorby úloh učitelem, reálným uveřejně-
ním úlohy se pracuje s motivací. Prostředkem pro provedení aktivity byl matematický
korespondenční seminář Pikomat.

1 Úvod

Budeme-li se zabývat tvorbou úloh z teoretického hlediska, zjistíme, že existují
dva proudy výzkumu – tvorba úloh žákem a tvorba úloh učitelem (nebo jiným
odborným autorem úloh). Tvorba úloh žákem je dnes poměrně prosazovaná ak-
tivita, která se může ve třídě provozovat za mnohým účelem. Jedná se např.
o diagnostiku žákova porozumění látce [5], rozvoj kreativity žáka [4], rozvoj
kompetence vyhledávat a definovat problémy [2], rozvoj porozumění probírané
tematice [1], prostředek k experimentování v neznámém prostředí [3], . . . Tyto
funkce jsou prvotní a vytvořená úloha ustupuje jaksi do pozadí – je pouze ved-
lejším cílem činnosti. Tvorbu úloh učitelem známe všichni – předpokládám, že se
shodneme na tom, že tvoříme-li úlohu, je pro nás tato úloha téměř vždy hlavním
cílem. Procesy, které se v nás odehrávají, a příjemný fakt, že touto aktivitou
zlepšíme sami své matematické dovednosti, asi pro nás nejsou prvotní.
V rámci své činnosti organizátorky korespondenčního semináře Pikomat1

jsem se pokusila tyto dvě aktivity propojit.

2 Korespondenční seminář Pikomat

Předpokládám, že většina z nás zná princip alespoň nějakého korespondenčního
semináře, přesto raději stručně připomenu základní organizaci. Pikomat je sou-
těž pro žáky druhého stupně základní školy a odpovídajících ročníků víceletých
gymnázií (nadané nebo alespoň pro matematiku motivované), kde žáci doma
v několika kolech řeší zadané úlohy a svá řešení ve stanovených termínech odesí-
lají organizátorům. Ti jim je posílají zpět opravené, na konci školního roku jsou
vyhodnoceni a odměněni nejlepší řešitelé.
1Korespondenční seminář pořádaný SPŠST Panská a PedF UK. (Seminářů se stejným jmé-

nem existuje několik.)
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3 Tvorba úloh žáky semináře

Dnes běžně tvoří úlohy a veškeré další materiály do soutěže organizátoři, což jsou
obvykle učitelé i studenti středních a vysokých škol. Bývaly však doby, kdy úlohy
pro tento seminář tvořili jedině studenti – jednalo se ale vždy o matematicky
zaměřené středoškolské studenty, tedy studenty sice obvykle bez pedagogické
přípravy, ale s matematickými znalostmi a dovednostmi poměrně výrazně nad
úrovní řešitelů semináře.
V rámci semináře jsem vyzkoušela aktivitu, kdy si řešitelé zkusili vytvořit

úlohy do poslední série semináře sami. Konkrétně měli cca měsíc a půl času, aby
vytvořili úlohu omezenou pouze třemi podmínkami: Úloha musela mít nějaký
vztah ke čtverečkovanému papíru (ať již jako prostředí pro zadání úlohy nebo
jako pomůcka vhodná k jejímu řešení), nesměla vyžadovat matematické znalosti
a dovednosti přesahující rámec matematiky základní školy a musela být zcela
jejich vlastní. Spolu s úlohou měli žáci dodat také autorské řešení a vyplnit
krátký dotazník o procesu tvoření úlohy.
Aktivita propojuje oba proudy teorie tvorby úloh. Hlavním cílem činnosti

žáků byla úloha samotná – „dobré	 úlohy byly zveřejněny, se „špatnými	 se dále
nijak didakticky nepracovalo. Přitom úlohy tvořili sami žáci – a to na stropě
svých matematických schopností. Účel byl vlastně takový, aby žáci vytvořili
úlohu, která by byla pro ně samotné obtížná. (V posledním kole soutěže ji měli
řešit jeho protihráči.) Významný prvek motivace byl i zveřejnění úlohy pod jejich
jménem.

4 Průběh

Byla jsem velmi mile překvapena výsledkem – výsledná podoba třetí série Piko-
matu je v příloze tohoto článku. (Úlohy byly upravovány minimálně – obsahově
vůbec, pouze ojediněle stylisticky a formulačně.) Jediným problémem bylo, že se
aktivity zúčastnilo velmi malé procento řešitelů. (Přitom se jedná o žáky, kteří
jsou v soutěži dobrovolně a úlohy zadané organizátorem řeší většinou velice rádi.
Předpokládám, že je to proto, že tato aktivita je pro žáky nezvyklá a poměrně
obtížná.) Pokud bych se rozhodla zadat podobný úkol v budoucnu, již bych jej
nedávala jako dobrovolný, ale jako povinný.

5 Zhodnocení

Velice mě potěšilo, že „triviálních	 úloh přišlo opravdu malé množství. (Např.
obrázek policejního auta na čtverečkovaném papíře, u nějž bylo úkolem spočítat
jeho obsah.)
Vzhledem k malému počtu získaných úloh a obtížnému zformulování kritérií

kvality úlohy není možné ověřit žádné hypotézy o vztahu kvality úlohy a úrovně
soutěžícího, vypadá to však (nikterak překvapivě) tak, že autoři kvalitnějších
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úloh se nachází mezi úspěšnějšími řešiteli soutěže. Tento vztah však není přímou
úměrností, autor nejobtížnější úlohy byl v době vyhodnocování série v celkovém
pořadí čtvrtý, vítězka poslala úlohu podstatně méně náročnou.
Bodové zisky žáků u zveřejněných úloh vytvořených samotnými soutěžícími

téměř kopírovaly Gaussovu křivku, což svědčí o jejich vhodnosti. Úloha řešitele
Daniela Jančaříka dokonce vyšla jako nejobtížnější úloha celé série. (V tab. 1 jsou
veškeré údaje přepočítávány na procenta, aby byla možná porovnatelnost, i když
počty řešitelů úlohy i maximální bodové zisky za úlohu jsou různé. V údajích
o bodových ziscích není započítán autor úlohy – ve výsledkové listině má každý
za svou úlohu samozřejmě plný počet bodů.)

Tab. 1: Výsledky řešitelů

Úloha
Podíl řešitelů,

kteří dosáhli plného
počtu bodů (%)

Průměrný bodový zisk
(vztaženo vždy k plnému
počtu bodů za úlohu) (%)

1 (žákovská) 25 50
2 60 80
3 (žákovská) 0 50
4 (žákovská) 60 62,5
5 0 53,3

Nápad na vytvoření úlohy čerpali žáci ve většině případů prostým přemýšle-
ním nad čtvercovou sítí, jiné zdroje inspirace (např. „Zrovna jelo okolo policejní
auto, tak jsem ho nakreslil.	) se vyskytly velice zřídka. Tvorba úloh žáky byla
většinou závislá na počátečním nápadu, jakmile jej měli, už příliš situaci nepro-
zkoumávali a úlohy neupravovali.

6 Závěr

V příspěvku jsem ukázala aktivitu provedenou s nadanými žáky v rámci kore-
spondenčního semináře. Je samozřejmě možné ji použít i pro práci ve třídách –
doporučovala bych formu domácí práce, protože doma mají žáci více času i více
klidu. Rozhodně doporučuji zadat alespoň rámcově nějaké omezení úlohy – utvo-
řit zcela libovolnou úlohu je mnohdy obtížnější než vyjít z konkrétní situace.
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Příloha 1: Zadání Třetí série 23. ročníku Pikomatu – tzv.

„Čtverečkované série


Abychom nemuseli terminologii opakovat v každé úloze znovu, zadefinujme si
nyní základní pojmy pro celou sérii:
Mřížový bod – bod, ve kterém se protínají linky čtvercové sítě
Přímka v lince – taková přímka, která přímo splývá s nějakou linkou čtvercové
sítě
Jednotka – v našem případě délka strany čtverečku čtvercové sítě
Pohyb po čtvercové síti, trasa po čtvercové síti – pohybujeme se pouze po linkách
čtvercové sítě, a to vždy z mřížového bodu do mřížového bodu Figurka umístěná
na čtverečkovaném papíře – figurka umístěná, jako když hrajeme šachy – tedy
uprostřed čtverečku
Uvažujeme-li pohyb po čtvercové síti a není-li to textem úlohy přímo zakázáno,
můžeme se vracet po stejných cestách.

1. Na čtvercové síti jsou dva mřížové bodym čtverečků od sebe vodorovně a n
čtverečků svisle. Jaká může být délka trasy po čtvercové síti mezi těmito
body? (Najděte obecný předpis pro všechna řešení.)

Daria Zaychenko, 5 bodů

2. Máme rybářskou síť o rozměrech 220 × 50 čtverečků. Síť je svázána tak,
že v každém vrcholu čtverečku je pevný uzel. Kolik nejvýše provázků tvo-
řících strany čtverečků můžeme přestříhnout, aby se nám síť stále ještě
nerozpadla na dva kusy?

Jaroslav Zhouf (organizátor), 7 bodů

3. Máme figurku umístěnou na čtverečkovaném papíře. Figurka se pohybuje
vždy jen o jedno políčko, a to po řádku, nebo po sloupci.

a) Zjisti, na která políčka se může dostat v šestém tahu, a kolik jich je,
když víme, že výchozí políčko ubírá dva tahy místo jednoho.

b) Porovnej počet políček, na která může první figurka, s počtem polí-
ček, na která může druhá figurka, která má na začátku tahů jen pět,
jestliže pravidlo o výchozím políčku platí pro obě figurky.

c) Porovnej počet políček, na která nemůže první figurka s počtem po-
líček, na která nemůže druhá figurka, jestliže pracujeme na čtverci
o rozměrech 13×13 čtverečků a figurka na začátku stojí na průsečíku
úhlopříček tohoto čtverce.

Daniel Jančařík, 6 bodů

4. Kolik různých velikostí obdélníků, které mají strany v poměru 3 : 2, lze
nakreslit na čtverečkovaný papír A5 (210×150 mm)? Strany musí být celé
násobky čtverečku, tj. 5 mm.

Iveta Rákosníková, 4 body
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5. Pracujme s takovými útvary, které mají vrcholy pouze v mřížových bodech
čtvercové sítě. Nakreslete příklad alespoň jednoho takového útvaru, který
má obsah 12 čtverečků a který zároveň:

a) nemá osu souměrnosti, ale má střed souměrnosti,
b) má osu souměrnosti, ale nemá střed souměrnosti,
c) má právě jednu osu souměrnosti a má střed souměrnosti,
d) má právě čtyři osy souměrnosti, ale není to čtverec,
e) má střed souměrnosti, který leží vně útvaru.

Eva Patáková (organizátorka), 6 bodů

Řešení úloh

1. m+ n+ 2k, kde k je nezáporné celé číslo.

2. 11 000

3. a) 65, b) 45, tedy o 20 políček méně než první figurka, c) 20

4. 14 možných velikostí

5. Příklady útvarů:

Obr. 1: Řešení úlohy 5

Útvar c) neexistuje – má-li útvar střed a osu souměrnosti o1, musí mít
i osu o2 na ni kolmou. (Možná idea důkazu: Pro každý bod útvaru jeho
obraz podle středu a pak podle o1 je jeho obrazem podle o2.)
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Aplikační úlohy v matematice na střední škole

Pavla Pavlíková

Abstrakt

Cílem příspěvku je představit širší matematické veřejnosti projekt vznikající na katedře
didaktiky matematiky Matematicko-fyzikální fakulty Univerzity Karlovy v Praze, zamě-
řený na tvorbu sbírky aplikačních úloh využitelných při výuce matematiky na střední
škole.

1 Úvod

Autorem nápadu sestavit novou sbírku aplikačních úloh a hlavním koordináto-
rem práce na sbírce je doc. RNDr. Oldřich Odvárko, DrSc. Dalšími členy au-
torského kolektivu (v abecedním pořadí) jsou: RNDr. Jana Hromadová, Ph.D.;
RNDr. Magdalena Hykšová, Ph.D.; autorka příspěvku; RNDr. Eliška Pecino-
vá, Ph.D.; RNDr. Jarmila Robová, CSc.; RNDr. Ivan Saxl, DrSc. (jenž náš
kolektiv v prosinci loňského roku bohužel navždy opustil) a RNDr. Antonín
Slavík, Ph.D.
Cílovou skupinou, pro kterou je sbírka především určena, jsou studenti střed-

ních škol a jejich učitelé.

2 Nástin obsahu a formy sbírky

Sbírka by měla pokrýt nejdůležitější partie středoškolské matematiky a stát se
tak doplňkem učebnic, podle kterých se v dnešní době matematika na středních
školách vyučuje. Obsahově budou ve sbírce zastoupeny následující tématické
celky: základní pojmy (procenta, přímá a nepřímá úměrnost atd.); rovnice a ne-
rovnice, soustavy rovnic a nerovnic; funkce, jejich grafy a vlastnosti; geometrie;
finanční matematika; diferenciální a integrální počet; pravděpodobnost a statis-
tika.
Ke každému tématu budou nejprve uvedeny podrobně řešené úlohy, k nim

budou doplněna zadání neřešených úloh podobného charakteru na procvičení
(s návody a výsledky v závěrečné části sbírky). V případě úloh, které vyžadují
znalosti konkrétních vztahů např. z fyziky, chemie či geografie apod., bude před
prvním příkladem krátký „úvod do problému	, aby studenti a učitelé nemuseli
dohledávat další literaturu potřebnou k úspěšnému řešení daných příkladů.
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2.1 Úlohy, kterým bychom se ve sbírce chtěli vyhnout

V celé řadě učebnic a sbírek úloh se objevují příklady, které se jako „aplikační	
tváří, ale ve skutečnosti jsou „umělé	 nebo dávají výsledky velmi odlišné od
reálné skutečnosti. Mezi takové úlohy lze zařadit např. úlohy z oblasti finanční
matematiky uvažující úroky z úspor na běžném účtu v řádech desítek procent či
zanedbávající daňovou povinnost. Takovým nereálným problémům by se chys-
taná sbírka chtěla vyhnout, i když je samozřejmé, že např. v řadě fyzikálních
úloh je nutné vzít v úvahu jistá zjednodušení, neboť jinak by problém byl pro
studenty příliš složitý a nebyli by schopni s (pro ně) dostupným matematickým
aparátem úlohu řešit.
Vhodně zvolená aplikační úloha přitom může být v mnoha situacích např.

efektivním motivačním příkladem, který vzbudí u studentů zájem o daný po-
jem. Zvláště se to může projevit u studentů, kteří k matematice příliš nepřilnuli
a neustále kladou svým učitelům otázky typu: „A k čemu mi to v životě bude?	
Na druhou stranu samozřejmě tak jako u každé slovní úlohy může dojít k si-

tuaci, kdy student nezvládne z daného zadání „odseparovat	 důležité údaje, ze
kterých je např. nutné sestavit rovnici, ačkoli samotnou rovnici v obvyklé po-
době by řešit uměl. Jedním z cílů zařazování aplikačních úloh do výuky je tak
i rozvíjení schopnosti pracovat s textem a umět rozlišit podstatné a nepodstatné
informace.

2.2 Vybrané typy úloh, které bychom do sbírky chtěli zařadit

Nyní si uvedeme ukázky zadání několika konkrétních úloh:

Příklad č. 1. Automobil jedoucí rychlostí v0 se blíží ke světelné křižovatce, když
se místo zeleného signálu rozsvítí žlutý signál „Pozor!	. Řidič se bojí ztráty bodů
za projetí křižovatky na červenou. Jak by se měl zachovat, jestliže v okamžiku,
kdy se rozsvítí žlutý signál, je auto 40 m od křižovatky, a doba, po kterou svítí
žlutý signál, není delší než 2,5 s? Měl by pokračovat v jízdě stálou rychlostí,
nebo by měl začít brzdit, nebo by měl naopak více zrychlit?
U podobných úloh je vhodné se studenty diskutovat o závislosti správné odpo-

vědi na vstupních údajích, mezi něž kromě počáteční rychlosti v0 patří aktuální
meteorologické podmínky, technický stav automobilu, okamžitý zdravotní stav
řidiče a jeho schopnost reagovat na náhlou změnu dopravní situace atd. Rov-
něž je dobré připomenout, že velmi často (nejen v učebnicích, ale i na internetu
a ve sdělovacích prostředcích) bývá zaměňována brzdná dráha a skutečná dráha
potřebná k zastavení vozidla (sestávající z tzv. reakční dráhy a brzdné dráhy).

Příklad č. 2. Pan Bezradný si zakoupil nový automobil. Při jeho koupi mu
prodávající sdělil následující údaje týkající se spotřeby daného modelu: kom-
binovaná spotřeba 6,9 l/100 km, spotřeba mimo město 4,9 l/100km. Kupující
tedy očekával, že spotřeba ve městě se bude pohybovat kolem 9 l/100km, což by
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odpovídalo aritmetickému průměru pro výpočet kombinované spotřeby. Pan Bez-
radný však jezdil převážně v městském provozu. Ke svému zděšení brzy zjistil,
že i po „záběhu	 nového motoru dosahuje průměrné spotřeby nad 10 l/100 km,
přestože si zakládá na tom, že má „velmi lehkou nohu na plynu	. Vypravil se
tedy ke svému prodejci tento fakt reklamovat. Byla jeho stížnost oprávněná?

Daná úloha je typickým (byť velmi jednoduchým) zástupcem úlohy, ve které
se studenti mohou setkat s váženým průměrem. V hodinách matematiky se
zpravidla omezujeme pouze na výpočet aritmetického průměru, ačkoli v reálných
problémech není vážený průměr ničím neobvyklým.

Příklad č. 3. Paní Nováková uvažuje o koupi nového vozu. Hybridní vůz je nad
její finanční možnosti, z propan-butanového pohonu má strach, a proto uvažuje
pouze o variantě vozu s naftovým nebo benzínovým motorem. Cena auta, které
si vybrala, s naftovým motorem je 311 000 Kč, cena téhož auta s benzínovým
motorem je 246 900 Kč. Výrobcem udávaná kombinovaná spotřeba na 100 km je
u naftového pohonu 4,8 litru, u benzínového 5,9 litru. Po ujetí kolika kilometrů se
vyplatí investice do dražší, tedy naftové verze, budeme-li uvažovat cenu benzínu
31 Kč za litr a cenu nafty 28 Kč za litr?

Tato úloha reprezentuje širokou škálu tzv. optimalizačních úloh, ve kterých
hledáme nejvýhodnější řešení (minimalizujeme náklady na dopravu, maximali-
zujeme zisk z výroby, vybíráme si nejvýhodnější tarif u mobilního operátora nebo
poskytovatele služeb kabelové televize, volíme z nabídky pojišťoven na povinné
či havarijní pojištění automobilu atd.).
Právě optimalizační úlohy se dvěma či třemi neznámými v sobě skrývají

příležitost oživit např. výklad metod řešení soustav lineárních nerovnic o více
neznámých.

3 Závěr

Zmíněné příklady představují jen malý střípek z rozsáhlé mozaiky, kterou se
celý náš autorský kolektiv snaží poskládat. Věříme, že bude především pro učitele
dobrým pomocníkem při práci a zdrojem inspirace pro oživení hodin matematiky.

Poděkování

Práce na sbírce je podporována rozvojovým grantem MŠMT „Podpora infor-
mačních center a spolupráce se středními školami a veřejností na MFF UK	,
č. projektu 14/38.
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Poznámky k didaktice dělitelnosti

Karel Pazourek

Abstrakt

M. Hejný ve své knize [2] napsal: Teória čísel nesúvisí so žiadnou časťou stredoškolskej
matematiky, a preto sa z nej do osnov dostávajú iba úlomky. (str. 118) Pokusíme se
naopak ukázat, že dělitelnost jakožto součást teorie čísel souvisí s mnohými oblastmi
středoškolské matematiky. V druhé části článku se vrátíme k samotné výstavbě dělitel-
nosti a dělitelnosti polynomů.

1 Vztah dělitelnosti a dalších oblastí matematiky

Dělitelnost může být při zběžném pohledu pokládána za základní a jednodu-
chou partii středoškolské matematiky, jejíž nejvýznamnější aplikací je nalézání
společného jmenovatele dvou zlomků. Dělitelnost však souvisí s dalšími tématy.

1.1 Kombinatorika

Uvažme problém určení počtu všech dělitelů čísla n, kde

n = pr1
1 · pr2

2 · . . . · prk

k , ri ∈ N, i = 1, . . . , k,

je prvočíselný rozklad čísla n. Libovolný dělitel d musí být součinem některých
činitelů z prvočíselného rozkladu čísla n, tj. d = ps1

1 · ps2
2 · . . . · psk

k , 0 ≤ si ≤ ri,
i = 1, . . . , k. Tedy prvočíslo pi se v rozkladu čísla d může objevit ri-krát, nebo
(ri−1)-krát, . . . , dvakrát, jednou, anebo ani jednou. Tedy máme celkem ri + 1
možností, kolikrát se pi v rozkladu může objevit. Nyní použijeme kombinatorické
pravidlo součinu:
Počet dělitelů tak musí být

(r1 + 1)(r2 + 1) · . . . · (rk + 1).

Tuto úlohu můžeme různě komplikovat, například takto: Kolik sudých děli-
telů má číslo 420? Kolik dělitelů čísla 1 320 je dělitelných právě dvěma prvočísly?
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1.2 Slovní úlohy

Slovních úloh, které se řeší za pomoci dělitelnosti, je celá řada, viz například
článek [4]. Zastavíme se pouze u úlohy a jejího řešení z Šimerkovy algebry [5].
Dnes bychom ji řešili jako úlohu o společné práci, Šimerka však ukazuje jiný
postup:
Nádržka kterás má tři trouby, a naběhne první trubou za 20 hodin, druhou

za 24, a třetí za 30. Jak brzo naběhne všemi trubami na jednou otevřenými?
Odpověď. Nejm. sp. nás. těchto čísel jest 120, a nic nevadí, proč by nesmělo

vzíti se za obsah nádržky 120 s (asi sudů neb nějakých jiných měr). Pak nateče
za hodinu 1ní trubou 6 s, druhou 5 s, třetí 4 s. Tedy všemi třemi za hodinu 15 s,
a nádržka naběhne za 120 s : 15 s = 8 hodin. (str. 59)
Metoda řešení je postavena na volbě vhodné jednotky, což umožňuje vyhnout

se práci se zlomky. Nutno říci, že Šimerkův postup zapadl a učebnice vydávané
v pozdějších letech takovéto úlohy neobsahují.

1.3 Geometrie. Souměřitelnost

S otázkou volby vhodné jednotky přímo souvisí pojmy souměřitelnosti úseček
a soudělnosti čísel. Například tvrzení, že délka strany čtverce není souměřitelná
s délkou jeho úhlopříčky, velmi úzce souvisí s faktem, že

√
2 je iracionální číslo.

Jiná úloha s geometrickou tematikou je následující: Obdélník, jehož strany
mají délky 16 cm a 12 cm, rozdělte na co nejmenší počet shodných čtverců.
Určete délku strany těchto čtverců a jejich počet. [1, s. 113]

1.4 Důkazy

Výklad důkazových metod se často opírá o dělitelnost. Hlavním důvodem je
možnost ukazovat jednoduchá tvrzení, jejichž důkazy plynou přímo z definice
dělitelnosti a dalších základních pojmů. Příkladem jsou implikace d|a ∧ d|b ⇒
⇒ d|(a ± b) nebo d|a ∨ d|b ⇒ d|ab, a, b, d ∈ N. Procvičuje se zde i symbolický
zápis d|n apod. Dalším zdrojem tvrzení jsou zbytkové třídy1.
Důkazy matematickou indukcí se často ilustrují právě větami o dělitelnosti.
Rovněž jsme zmínili tvrzení o iracionalitě

√
2, jeho částí je i důkaz ekvivalence

2|a ⇔ 2|a2, a ∈ N.

2 Výstavba dělitelnosti

2.1 Výstavba dělitelnosti v učebnicích

Dělitelnost je v českých učebnicích vystavěna obvykle následovně: Zavedou se
základní pojmy (dělitelnost, násobek, dělitel, prvočíslo, číslo složené, soudělná

1Zbytkové třídy jsou příkladem tříd ekvivalence – dostáváme tak souvislost s relacemi.
Samotnou relaci a zbytkové třídy po dělení číslem d můžeme zavést takto: Dvě přirozená čísla
jsou v relaci, jestliže dávají stejný zbytek po dělení číslem d.
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čísla). Poté se vyloží pravidla dělitelnosti. Následuje výklad prvočíselného roz-
kladu. Kapitolu uzavírají největšího společného dělitele a nejmenšího společného
násobku. Ve starších učebnicích (pro vyšší střední školy) se vykládá dělitelnost
polynomů.

2.2 Dělitelnost polynomů

Didaktický přístup k dělitelnosti polynomů ve starších učebnicích vyplýval z po-
jetí polynomu jako „obecného čísla	. Uvědomme si například, že každé přirozené
číslo lze zapsat jako 2n − 1, nebo 2n, n ∈ N. Přitom uvedené zápisy jsou poly-
nomy s proměnnou n.
Dělitelnost polynomů je důležitým spojovníkem s dalšími oblastmi matema-

tiky, především řešení rovnic a funkcemi. Připomeňme ekvivalenci čtyř výroků:

1. Číslo c je kořenem polynomu P (x).

2. Polynom x − c dělí polynom P (x).

3. Číslo c je kořenem rovnice P (x) = 0.

4. Graf polynomické funkce y = P (x) protíná osu x v bodě c.

Dalším možným tématem je Eukleidův algoritmus pro polynomy. Lze ho využít
pro procvičování dělení polynomů.

2.3 Prvočíselný rozklad

Zajímavostí je, že přestože se důkazy vykládají na dělitelnosti, jeden z klíčových
pojmů dělitelnosti je o svůj důkaz částečně ošizen: Prvočíselný rozklad. Jeho
jednoznačnost se často dokazuje, ne už tak jeho existence. K jejímu důkazu
je zapotřebí indukce. Takový postup je obtížně pochopitelný pro žáky prvního
ročníku vyššího gymnázia (kde se dělitelnost obvykle vykládá)2.
Podívejme se však na jedno z pomocných tvrzení, které je možné v důkazu

existence rozkladu využít a které má i didaktické možnosti:
Každé složené číslo n má alespoň jednoho prvočíselného dělitele p.
Žákům se bude nejprve zdát tvrzení triviální. Zapsat jeho důkaz však ne-

bude tak jednoduché. Podívejme se na dělitele několika čísel (v následujícím
přehledu je vždy vlevo číslo a za dvojtečkou jeho dělitelé srovnaní podle velikosti,
prvočíselní dělitelé jsou vyznačeni kurzívou):

4 : 1, 2 , 4;

6 : 1, 2 , 3 , 6;

12 : 1, 2 , 3 , 4, 6, 12;

15 : 1, 3 , 5 , 15;

2Indukci bychom potřebovali, i kdybychom se chtěli prvočíselnému rozkladu vyhnout
a místo něj vystavěli dělitelnost pomocí Eukleidova algoritmu. Indukce je samotnou podstatou
algoritmu.
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20 : 1, 2 , 4, 5 , 10, 20;

27 : 1, 3 , 9, 27.

Na základě těchto úvah můžeme vyslovit hypotézu: Druhý nejmenší dělitel libo-
volného přirozeného čísla je prvočíslo. Její důkaz pak můžeme vést sporem.

3 Závěr

Dělitelnost se může zdát nezáživné a jednoduché téma, příliš vydělené ze stře-
doškolské matematiky. Snažili jsme se ukázat, že plní roli pomocníka a zdroje
úloh v mnoha oblastech matematiky, od výkladu důkazových metod, přes ge-
ometrii až po kombinatoriku. Její jednoduchost je však pouze zdánlivá, spočí-
vající například v nevyslovení otázky existence prvočíselného rozkladu. Dokonce
i vztah násobek – dělitel může být zdrojem náročných úloh: Kolikátým dílem úhlu
147◦42′24′′ jest úhel 9◦13′54′′? Učiňte zkoušku! Dělte dělence podílem! Násobte
dělitele podílem! [3, s. 25]

Poděkování

Tento výstup vznikl v rámci projektu Specifického vysokoškolského výzkumu
2010-261 315.
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Výuka matematiky pro sluchově postižené

studenty na Masarykově univerzitě

Jiří Pecl

Abstrakt

Počet studentů se sluchovým postižením na MU rok od roku roste. Zatímco v roce 2002
na MU studovali 4 studenti se sluchovým postižením, v roce 2004 to bylo 21 studentů,
v roce 2006 již 52 a v roce 2008 dokonce 86. V současné době na MU na různých
fakultách a v různých studijních programech studuje 94 sluchově postižených studentů1.
Z mnoha důvodů, z nichž nejpodstatnější uvádíme níže, může být pro tyto studenty
běžná výuka málo srozumitelná a je proto nutné ji přizpůsobit. V tomto příspěvku se
budeme věnovat zpřístupnění výuky matematiky sluchově postiženým.

1 Úskalí spojená s výukou sluchově postižených

Označením sluchové postižení rozumíme jak nedoslýchavost, tak hluchotu a oh-
luchlost2. Je důležité rozlišit jednotlivé stupně postižení, neboť i způsob výuky
studentů s daným stupněm postižení je zpravidla odlišný3. Významnou roli dále
hraje fakt, zda vada sluchu vznikla před osvojením mluveného jazyka, nebo
až po něm. Je totiž velmi časté, že sluchově postižení nejsou schopni dobře
odezírat, a pokud ano, nezískají obvykle tolik informací jako ten, kdo stejné
sdělení poslouchá4. Pro mnoho těžce sluchově postižených a neslyšících je navíc
čeština cizí jazyk a tito lidé tedy logicky mohou mít problém porozumět nejen
ústně sdělenému, ale také písemně sdělenému. Tato fakta, zmiňovaná snad ve
všech příručkách komunikace se sluchově postiženými, platí pochopitelně i při
výuce.

1Údaj z června 2010.
2Více např. v [1, s. 86], resp. [2, s. 17], resp. [3, s. 10–13], kde jsou jednotlivé stupně postižení

rozlišeny a blížeji specifikovány.
3Zatímco u studentů s lehkou či střední poruchou (sluchová ztráta 26–40 dB, resp. 41–60 dB,

viz [2, s. 17]) je dost možné sledovat běžnou výuku, u studentů s těžkou poruchou, resp.
u studentů neslyšících je to velmi obtížné.
4Viz [2, s. 14].
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2 Zpřístupnění výuky

Podle zákona 384/2008Sb. mají neslyšící mimo jiné právo na vzdělávání s využi-
tím komunikačních systémů neslyšících.5 Naplňování těchto práv na MU zajišťuje
středisko Teiresiás.6

Tam, kde je to možné, neslyšící student navštěvuje běžnou výuku, k dispozici
mu může být tlumočník do znakového jazyka, zapisovatel, případně artikulační
tlumočník. V technicky orientovaných předmětech jako je fyzika, chemie, nebo
právě matematika však tlumočník ani zapisovatel zpravidla není schopen sdě-
lit či zaznamenat neslyšícímu všechny informace7, a je tedy vhodné takovému
studentovi zajistit individuální výuku.

3 Výuka matematiky

S matematickými předměty se na Masarykově univerzitě mohou studenti potkat
na fakultách informatiky, přírodovědecké, pedagogické a ekonomicko-správní.
V případě těžce sluchově postižených a neslyšících studentů probíhá výuka mate-
matiky individuální formou. Běžná výuka je nahrazena individuální přednáškou
resp. cvičením, na nichž je (podle potřeb studentů) přítomen tlumočník do zna-
kového jazyka, případně zapisovatel či artikulační tlumočník.
Dle směrnice o studiu osob se specifickými nároky je v odůvodněných přípa-

dech možné standardní dobu studia daného předmětu překročit až na trojnáso-
bek, v případě matematiky bývá obvykle standardní doba překročena dvojná-
sobně. Důvodů je několik, za všechny uveďmě následující:

• tlumočením výkladu resp. dotazů studentů vzniká časová prodleva8,
• z praxe vyplývá, že je nutné zařadit více příkladů (řešených i neřešených)
pro pochopení látky, obzvláště v případě abstraktních partií,

• v momentě, kdy si studenti dělají vlastní poznámky nebo řeší úkol, jim
není možné předávat další informace.

5Zákon č. 384 ze dne 23. září 2008, kterým se mění zákon č. 155/1998 Sb., o znakové řeči
a o změně dalších zákonů a další související zákony, § 7, písmeno b. Podle § 2, odst. 1 jsou
pojmem neslyšící myšleny osoby, které neslyší od narození, nebo ztratily sluch před rozvinutím
mluvené řeči, nebo osoby s úplnou či praktickou hluchotou, které ztratily sluch po rozvinutí
mluvené řeči, a osoby těžce nedoslýchavé, u nichž rozsah a charakter sluchového postižení
neumožňuje plnohodnotně porozumět mluvené řeči sluchem. V § 4, odst. 1 je pak uvedeno,
že český znakový jazyk je základním komunikačním systémem těch neslyšících osob v České
republice, které jej samy považují za hlavní formu své komunikace.
6Studium osob se specifickými nároky se na MU řídí směrnicí rektora č. 4/03 (viz [5]).
7Takovými informacemi jsou např. matematické formule, složitější vzorce či výpočty, grafy

funkcí, konstituční vzorce v chemii apod.
8Pokud se např. vyučující odkazuje na konkrétní místo na tabuli, je nezbytné vyčkat, až

tlumočník v tlumočení výkladu pokročí k okamžiku, kdy se vyučující na dané místo odkázal,
jinak vzniká velký zmatek, neboť student není schopen zrakem sledovat jak tlumočníka, tak
vyučujícího.
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3.1 Seminář středoškolské matematiky

Ze zkušeností vyplývá, že při vstupu na vysokou školu studenti zdaleka nemají
takové znalosti, jaké jsou v úvodních kurzech matematiky předpokládány9, pro
studenty se sluchovým postižením je proto na MU nově vypisován seminář ze
středoškolské matematiky, v němž jsou postupně probírána témata:

• Základy výrokové a predikátové logiky
• Úvod do teorie množin
• Vybrané typy elementárních funkcí

Tato témata korespondují jednak s požadavky vyučujících na znalosti začínají-
cích vysokoškolských studentů, odpovídají však také našim zkušenostem10. Vý-
roková a predikátová logika je problematikou, se kterou se často středoškolští
studenti se sluchovým postižením vůbec nepotkali a při studiu na vysoké škole
jim uniká pochopení vztahu mezi mluvenou češtinou a její reprezentací v sym-
bolickém jazyce logiky. Teorie množin je pro ně taktéž novou věcí, která je cha-
rakteristická svou velkou mírou abstrakce. V kapitole o elementárních funkcích
je hlavním záměrem naučit sluchově postižené studenty chápat souvislosti mezi
předpisem funkce a jejím grafem a dále ekvivalenci grafického a algebraického
řešení dané rovnice či nerovnice.

3.2 E-learning při výuce matematiky

Jak již bylo uvedeno, standardní doba studia kurzů matematiky bývá v případě
sluchově postižených studentů obvykle překročena. Jedním z nástrojů, jak toto
časové navýšení co nejvíce omezit je e-learning. K většině kurzů matematiky,
které absolvovali či absolvují sluchově postižení studenti, existuje nebo vzniká i e-
learningový kurz, v němž studenti naleznou obvyklé prvky jakými jsou studijní
literatura, příklady na procvičení, domácí úkoly, interaktivní testy, diskuzní fóra,
důležité odkazy, slovníky apod. I v případě e-learningového kurzu, který má
sloužit sluchově postiženým je nutné dodržovat některá pravidla či doporučení11:

• důsledně strukturovat jednak kurz jako celek, jednak jeho textovou část,
• vytvořit slovník s odbornou terminologií,
• kurz doplnit obrazovými a interaktivními prvky,
• do kurzu zahrnout pasáže sloužící k procvičování získaných vědomostí,
• matematické definice a věty je vhodné doplnit překladem do znakového
jazyka,

9Zde je pravděpodobněmožné skupinu studentů zcela zobecnit.
10Naše zkušenosti jsou tak velmi podobné těm, jež mají kolegové z Ostravské univerzity,
kteří ke kurzu matematiky pro sluchově postižené zařadili i další témata (viz [6]), jež jsou však
na MU náplní konkrétních matematických předmětů.
11Uvedená pravidla jsou převzata z publikace „Přístupnost e-learningu pro studenty s po-
stižením�, viz [7, s. 12, 13]
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• zvukové záznamy opatřit textovou alternativou,
• audiovizuální záznamy (např. přednášek) opatřit titulky nebo překladem
do znakového jazyka.
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Interaktivní tabule jako jeden z prostředků

IKT pro aktivizaci žáka

Jana Příhonská, Martin Turčík,
Lucie Vilimovská, Tereza Čálková

Abstrakt

Příspěvek se zabývá problematikou využívání prostředků IKT (Informačních a Komu-
nikačních Technologií) ve výuce matematiky. Pozornost je zaměřena na využití inter-
aktivní tabule a zpracování problémů v prostředí SMART Board s ohledem na motivaci
a aktivizaci žáka ve vyučování. Zařazeny jsou ukázky problémů s metodickými poznám-
kami pro učitele.

1 Úvod

Vyučování, které má rozvíjet tvořivost žáků, musí vycházet ze souboru činností,
založených na vlastní poznávací aktivitě žáků. Je však samozřejmé, že tuto je-
jich aktivitu organizuje a řídí učitel. Aktivní spoluúčast dává velké možnosti pro
tvůrčí práci – rozvíjí schopnost logického a analytického myšlení, fantazii, ale
i jistá estetická kriteria. Určitý estetický moment může v matematickém uva-
žování hrát jistou roli. Bohužel ne všichni žáci uvádějí matematiku jako svůj
oblíbený předmět. Na určité nechuti žáků k matematice se podílí i způsob, ja-
kým je vyučována. Na tom určitě hodně záleží. Některým učitelům matema-
tiky se mnohdy podaří odradit hodně studentů, kteří by o ni mohli mít zájem,
zejména mechanickým způsobem výkladu. Po studentech a žácích by se nemělo
chtít jen přehnaně počítat určité příklady nebo memorovat fakta. Učitel by měl
vyvolat zájem, pokusit se ukázat, co je matematické uvažování a čím může být
matematika v určitých oblastech prospěšná.

2 Motivace

V této souvislosti hovoříme o využití výpočetní techniky ve vyučování. K je-
jím velkým přednostem patří kromě možnosti komunikace a získávání informací
např. vytvoření interaktivního prostředí, využívání dynamických aktivit, vyu-
žívání softwarových doplňků, tvorba modelů, možnost simulace matematických
situací.
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Počítače otevřely pro matematiku novou a velkou oblast aplikací, neboť
vznikla nová vědní oblast – matematická informatika. Ale jistě velkým přínosem
počítačů je to, že zbavují uživatele nutnosti provádět určité rutinní matematické
výkony. Nutno však poznamenat, že každý, kdo počítač využije právě v tomto
směru, musí bezpodmínečně rozumět všem operacím, které se za jednotlivými
výpočty, resp. získanými výsledky, skrývají. To je jeden z významných důvodů,
proč by se matematika neměla z výuky v žádném případě vytratit.
Vyučování, které má rozvíjet tvořivost žáků, musí vycházet ze souboru čin-

ností, založených na vlastní poznávací aktivitě žáků. Aktivní spoluúčast žáků ve
vyučování je podmíněna v první řadě motivováním učební činnosti. Rolí učitele
je, aby vhodně volenou motivací, zajímavým výkladem (spojeným např. s názor-
nými ukázkami), způsobem řízení a vedení vyučovacích hodin věnoval zvláštní
pozornost i těm motivačním činitelům, které negativně ovlivňují školní výkon,
aby eliminoval potenciální zdroj negativní motivace žáků a předešel tak frustraci,
jež by mohla vést ke snížení jejich úsilí a ztrátě učebních cílů. Máme na mysli
nudu a strach.

2.1 Průzkum k využívání IKT technologií

Ve spolupráci s vybranými studenty magisterského studia učitelství pro 1.
a 2. stupeň základní školy na PF TU v Liberci bylo připraveno dotazníkové
šetření na základních školách, resp. nižších ročnících víceletého gymnázia, jehož
cílem bylo zmapování využívání moderních didaktických technologií se zaměře-
ním na IKT technologie. Chtěli jsme získat přehled o vybavenosti škol a s tím
související využívání interaktivních tabulí a dostupných výukovýchmateriálů pro
učitele. Dotazníkového šetření se zúčastnilo celkem 142 respondentů základních
škol a gymnázií Libereckého kraje, z toho 30 mužů a 112 žen.
Jedna z otázek byla zaměřena na výhody, resp. nevýhody využívaní IKT

technologií ve výuce matematiky. Mezi výhody uváděli respondenti názornost
(33,4 %), atraktivitu (zpestření výuky – 21,1 %, nová moderní forma výuky –
21,1 %, zvýšení pozornosti žáků – 16,9 %, motivace – 9,15 %), rychlost (rychlá
kontrola – 4,93 %, rychlá forma procvičování – 6,34 %, rychlá zpětná vazba –
5,63 %), dále pak přístup k novým informacím – 12,7 %, přehlednost – 6,34 %,
individuální přístup – 11,3 %. Zmíněny byly též v jednotlivých případech vari-
abilita, efektivita, dostupnost souboru žákům, kvalitní promítání obrázků, pře-
nos dat větší skupině, kvalita výukových programů, zapojení všech žáků, přiblí-
žení nového tématu, snadná obsluha, 3D objekty, soutěže, prezentace, vytváření
grafů, archivace, digitalizace, přiblížení realitě, prezentace pokusů, rozvoj IT
dovedností, možnost domácí přípravy.
Též nás zajímalo, zda učitelé (HUmatitní zaměření, Přírodovědné zamě-

ření) využívají hotové produkty nebo vytvářejí vlastní materiál, typ použitých
materiálů a jaký prostor z vyučovací hodiny vyučující věnují využití různých
prostředků IKT. Jak se ukázalo, využívány jsou z velké části výukové programy
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(HU 69,7 % – PŘ 63,41 %), powerpointové prezentace (53,49 % – 63,41 %),
video (81,4 % – 39,2 %), internet (79,07 % – 60,98 %). Nejčastěji si učitelé vytvá-
řejí vlastní power-pointové prezentace, objevila se i cvičení na SMART Board.
Jsou patrné rozdíly u HU a PŘ učitelů z hlediska času, který věnují ve vyučo-
vání používání IKT. Za zmínku stojí 55,81 % HU s časem minimálně 20 minut
a 46,34 % PŘ s časem maximálně 20 minut.
Získané výsledky z dotazníkového šetření podpořily naší myšlenku vytvořit

soubor řešených problémů a her jako power pointové prezentace a postupně tyto
problémy zpracovat v aplikaci Smart Board.

2.2 Řešení problémů v interaktivním prostředí

Využívání prostředků informačních technologií umožňuje předkládat zkoumaný
jev v různých souvislostech a působí v tomto směru na různé smysly příjemce.
Proto v souvislosti s motivací a aktivizací žáků hovoříme o interaktivní tabuli.
Interaktivní tabule je v podstatě druh dotykového displeje, který umožňuje in-
terakci s jakýmkoli softwarem včetně internetového prohlížeče, ovládání počítače
(klikání a přetahování myší), ukládání poznámek zapsaných na plochu tabule
a jejich další možné zpracování v reálném čase.
Žákům přináší interaktivní tabule více zábavy a interaktivity do hodin vyu-

čování. Učitelům přináší možnost, jak snadno udělat jejich přednášku zajímavější
a snadno zapamatovatelnou. Příjemci se mohou stát spolutvůrci scénáře vyučo-
vací jednotky, vytvářejí hypotézy a mají možnost jejich následné verifikace, ko-
rekce, rozvíjení. Otvírají se tak nové možnosti pro spolupráci, interakci, tvorbu
a realizaci vlastních nápadů a myšlenek. Pomocí interaktivní tabule je možné
využívat různé multimediální produkty, animační techniky, volně se pohybovat
po internetu, získávat průběžně informace, realizovat všechny ty aktivity, které
běžně realizujeme při používání počítače. Učitel vytváří podnětné prostředí, ak-
tivizuje účastníky procesu vhodnou motivací, problémovou situací, hypotézou
apod. a usměrňuje příjemce ke konstrukci vlastní poznatkové struktury [2].

2.3 Ukázky zpracovaných problémů pro SMART Board

Jednotlivé problémy jsou zařazeny pod základní MENU (obr. 1a, b). Odkazy
na problémy jsou aktivní a učitel se může plynule vracet do základního MENU
nebo postupovat dále. Žáci mají možnost řešit přímo v prostředí SMART Board.
Kontrola správnosti je umožněna odkazem na řešení, resp. kontrolu – uchopením
levým tlačítkem myši je možné řešení přetáhnout a zviditelnit. Problémy jsou
zpracovány s ohledem na rozvíjení řešitelských strategií žáků. Jsou využitelné
na různé úrovni základní školy u různých věkových kategorií. Záleží na učiteli,
jakých způsobem bude se žáky pracovat. Jednotlivé možnosti budou uvedeny
v připravované metodické příručce pro učitele vždy přímo u daného problému
v textu příručky, případně záleží na vlastním zvážení vyučujícího, jak který
problém bude modifikovat a upraví dle okolností pro vlastní potřebu.
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V prostředí SMART Board jsou umístěny volné prostory pro přímé řešení
žáků s možností odkrytí nápovědy v případě potřeby (otazník), návrat do zá-
kladního MENU (domeček) či možnost postupu k dalšímu kroku řešení nebo
problému (šipka).
Použité ikonky:

– návrat do základního MENU, – nápověda, – další krok řešení

Obr. 1: Základní MENU s vybraným problémem

Samostatnou část tvoří problémy geometrické (obr. 2a, b, obr. 3a, b). Další
samostatnou část tvoří didaktické hry a problémy rozvíjející logické myšlení –
magické čtverce, logické hlavolamy. Na obr. 4 je variace problému na magické
čtverce. Na obr. 5 je úloha na přemisťování mincí do uvedené finální pozice.
V prostředí SMART Board může žák přímo na tabuli posouvat danými objekty,
ostatní žáci pracují individuálně s fyzickými pomůckami.

Obr. 2: Ukázka geometrického problému
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V zadání problému na obr. 2a jsou aktivní odkazy na jednotlivé možnosti
(4-úhelníky, 5-úhelníky, 6-úhelníky, . . . ). Po vyřešení dílčího úkolu je možný
návrat do zadání problému nebo do základního MENU.

Obr. 3: Ukázka řešení

Obr. 4: Magická šachovnice Obr. 5: Přemisťování mincí

3 Závěr

Jak vyplývá z provedeného šetření (viz kap. 2.1), učitelé využívají z velké části
již hotových produktů. Domníváme se proto, že vytvoření souboru problémů pro
žáky 1., resp. 2. stupně základní školy [1] a jejich zpracování v prostředí SMART
Board, (viz kap. 2.3), se stane pro vyučující matematiky dobrou pomůckou a od-
razovým můstkem pro další doplnění vlastními náměty.
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Webové aplikace a jejich využití

ve školské matematice

Jarmila Robová

Abstrakt

Příspěvek je věnován využití webových aplikací ve výuce matematiky na střední škole.
Jsou v něm uvedeny již existující webové materiály, které byly vytvořeny na MFF UK
a které jsou učitelům a žákům středních škol k dispozici. Příspěvek dále obsahuje aktivity
plánované v této oblasti.

1 Úvod

Různé průzkumy realizované v posledních letech ukazují, že žáci středních škol
běžně používají internet a stále častěji jej využívají také k přípravě do školy.
Internet proto dnes patří k učebním pomůckám stejně jako tištěné učebnice či
sbírky úloh, neboť je součástí procesu učení a osvojování znalostí a dovedností
žáků z různých typů škol.
Používání internetu ve středoškolské matematice přináší do vyučovacích ho-

din obdobné pozitivní prvky jako další prostředky ICT, ale i některé další.
Zejména se jedná o různorodost použití, jednoduchost ovládání, snadné kom-
binování různých forem práce v hodině a nezanedbatelné jsou i nižší finanční
náklady spojené s jeho využíváním. Učitelé ani žáci by však neměli zapomínat
na to, že využívání internetu má také svá úskalí. Kvalita materiálů a dalších in-
formací na internetu je ovlivněna řadou faktorů, a to zejména snadností, s jakou
lze v tomto prostředí publikovat; zveřejněné materiály často neprocházejí žádnou
odbornou recenzí ani jazykovou korekturou, takže se v nich mohou vyskytovat,
a také vyskytují, matematické i jazykové chyby.
Do vyučování matematiky přináší internet oproti dalším prostředkům ICT

zejména širší možnosti využití. Na internetu lze nalézt webové stránky, které
mohou být využity v různých tématech školské matematiky a také v různých
situacích – ať již při výkladu a procvičení nové látky, při upevnění učiva, či při
testování studentů, případně v rámci přípravy učitele i žáků na hodinu. Prostřed-
nictvím internetu lze tak snadno kombinovat různé metody práce přímo v jedné
vyučovací hodině, tj. přecházet mezi webovými stránkami, na nichž jsou vy-
světleny matematické pojmy, soubory příkladů či testy pro ověřování vědomostí
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aj. Součástí webových stránek jsou hypertextové odkazy i různé videoklipy. To
vše, pokud je používáno v rozumné míře, zvyšuje atraktivitu těchto materiálů
i samotného učiva.

2 Soubor webových aplikací na MFF UK

Většina vzdělávacích materiálů z matematiky, které jsou dostupné na internetu,
pouze předkládá určité informace a způsoby jejich použití nechává na učiteli,
řada těchto materiálů je pouze statická. I když se v posledních letech zvyšuje
počet webových stránek s dynamickými prvky, převažují stále ty, které jsou elek-
tronickou formou tištěných učebních textů. Kvalitní výukové webové materiály
by jistě neměly být jen statické, měly by žákům názorně demonstrovat probírané
vztahy a vést žáky také k řešení problémů.
V posledních deseti letech na katedře didaktiky matematiky MFF UK v Praze

vznikají diplomové a bakalářské práce, které se zabývají využíváním webových
aplikací ve výuce středoškolské matematiky. Nedílnou součástí těchto prací je
vyhledávání existujících webových stránek věnovaných středoškolským matema-
tickým tématům v českém i anglickém jazyce a jejich hodnocení z pohledu potřeb
výuky tohoto předmětu. Získané zkušenosti potvrzují, že vhodných výukových
internetových zdrojů je stále nedostatek.
Webové aplikace, které se studenty vytváříme, jsou koncipovány tak, aby

mohly být využity jako další, alternativní a doplňkový zdroj informací, neboť
průzkumy realizované v devadesátých letech prokázaly, že jako hlavní informační
zdroj používají učitelé především tištěné učebnice; podle zkušeností získaných
v rámci dalšího vzdělávání učitelů na MFF UK je situace dnes obdobná.
Jednotlivé práce procházejí recenzním a oponentským řízením, jednak v prů-

běhu tvorby těchto materiálů, jednak při jejich obhajobě, některé z nich také
v rámci soutěže SVOČ. Úspěšně obhájené práce jsou zveřejňovány na webových
stránkách katedry didaktiky matematiky1 a v průběhu dalších let se sledují a od-
straňují nalezené drobné nedostatky, a to především na základě reakcí uživatelů,
tj. učitelů a studentů. V současné době jsou již zpracována následující témata
ze středoškolské matematiky:

• základy logiky,
• základní poznatky z matematiky (mocniny, výrazy),
• algebraické rovnice a nerovnice a jejich soustavy (včetně rovnic s absolutní
hodnotou i odmocninou),

• elementární funkce a jejich vlastnosti,
• goniometrické funkce a trigonometrie,
• goniometrické rovnice a nerovnice,
• posloupnosti a řady,
1http://www.karlin.mff.cuni.cz/katedry/kdm/diplomky/index.php
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• planimetrické útvary a jejich vlastnosti,
• konstrukční úlohy v rovině,
• shodná a podobná zobrazení v rovině,
• základy stereometrie,
• stereometrické polohové úlohy s využitím osové afinity,
• analytická geometrie,
• spojitost a limita funkce,
• kombinatorika,
• komplexní čísla.

Cílem je postupně zpracovat do formy webových aplikací matematické učivo
v rozsahu čtyřletého gymnázia a také další okruhy, která by mohly být vyu-
žity v matematickém semináři pro vyšší ročníky gymnázia. Nyní se zpracovávají
témata exponenciální rovnice a nerovnice a také derivace a její aplikace.
Mezi práce, které byly zveřejněny v posledních dvou letech, patří Využití in-

ternetu ve výuce analytické geometrie na střední škole [1]. Webová aplikace je
věnována analytické geometrii a obsahuje řadu dynamických prvků, které napo-
máhají propojení zaváděných pojmů s jejich grafickou reprezentací. V aplikaci
jsou dále využity hypertextové odkazy na související pojmy či příklady, zařazené
úlohy mají krokovaná řešení. Stránky ve velké míře využívají Javascript a Javu,
což významně přispívá k jejich atraktivitě. Důležitou součástí stránek jsou 2D
applety, s jejichž využitím se řeší zadané úlohy (obr. 1 a 2).

Obr. 1: Zadání úlohy v appletu Obr. 2: Řešení úlohy a kontrola

Uvedené prvky zvyšují didaktický přínos vytvořeného materiálu. Důležitou
součástí práce jsou rovněž testy, ve kterých jsou otázky generovány z databáze,
takže uživatel může test několikrát opakovat s různým zadáním (obr. 3). Práce je
doplněna interaktivním rejstříkem, který přispívá k orientaci uživatele v textu.
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Obr. 3: Generovaný test

V souvislosti s vytvořenými webovými aplikacemi připravujeme nyní na ka-
tedře didaktiky matematiky MFF UK webový portál, který by postupně sjed-
notil uvedené aplikace po formální a částečně i obsahové stránce. Vzhledem
k dynamičnosti internetu a moderních technologií se nelze divit, že programo-
vací prostředky použité před deseti lety a ty současné se liší, proto je třeba také
řešit problémy se zobrazováním matematických výrazů a funkčností některých
dynamických prvků u dříve vytvořených aplikací.

3 Závěr

Kvalitně zpracované webové aplikace mohou přispět nejen ke zvýšení zájmu
žáků o probírané učivo, ale díky zařazeným dynamickým prvkům mohou také
napomoci pochopení různých matematických vztahů.
Využití počítačů a internetu při zprostředkování určitého matematického

učiva je do značné míry dáno reálnou dostupností vhodných matematických apli-
kací a jejich didaktickou koncepcí. Lze říci, že více než na typu matematického
učiva a materiálu dostupného na internetu záleží na postoji učitele k výpočetní
technice, na jeho zkušenostech a pojetí výukového procesu [2]. Podle zkušeností
z výuky pro budoucí učitele matematiky na MFF UK lze říci, že za podpory
počítače a internetu mohou být vhodně zprostředkovány ty matematické pojmy
a vztahy, které mají grafickou reprezentaci a u kterých lze snadno demonstrovat
význam změny některých parametrů objektu na jeho výsledné vlastnosti (např.
vliv parametrů v předpisu funkce na její graf, vliv typu trojúhelníku na polohu
ortocentra aj.).
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Role jazyka a modelů

v porozumění matematice

Filip Roubíček

Abstrakt

Porozumění matematice je podmíněno zvládnutím jejího specifického jazyka a modelů.
Vyučovací praxe ukazuje, že právě matematická terminologie a symbolika a abstraktní
matematické modely bývají pro některé žáky překážkou v porozumění matematice. V pří-
spěvku jsou popsány některé didaktické problémy týkající se jazyka školské matematiky
a modelování.

1 Úvod

Úroveň matematického porozumění žáků je dána kvalitou představ, které si žák
vytvořil o matematických objektech, a kvantitou vazeb, které mezi objekty iden-
tifikuje. Pro učitele, který působí na proces učení žáka, je znalost těchto charak-
teristik důležitá. Představy a kontexty, se kterými žáci operují, nemůže učitel
vzhledem k jejich mentální povaze sledovat přímo, ale pouze prostřednictvím
vnějších projevů, například z jeho výpovědí a používaných modelů.
Poznávání v matematice je podmíněno funkční komunikací, zejména porozu-

mění specifickému jazyku školské matematiky, kterým jsou poznatky zprostřed-
kovány. Porozumění matematickým pojmům a vztahům mezi nimi předpokládá,
že žáci rozumějí používaným termínům, symbolům, modelům, jimiž jsou abs-
traktní objekty zastupovány. Jazykem matematiky obecně rozumíme sémiotické
systémy reprezentace, přičemž v matematice je takových systémů používáno
současně několik. Pro vytvoření správných představ je třeba, aby matematické
pojmy byly reprezentovány různými způsoby. Rozmanitost reprezentací je urči-
tou zárukou toho, že matematický objekt nebude ztotožněn s jeho reprezentací
(například geometrická přímka nebude považována za rovnou čáru), ale zákla-
dem představy o tomto objektu se stane soubor společných znaků (invariantů)
jeho reprezentací.
Dovednost jedince aplikovat matematiku v každodenních situacích úzce sou-

visí s jeho dovedností modelovat. Matematicky gramotný žák zná základní mate-
matické modely a dovede je použít. Přitom užití modelu vyžaduje nejen jeho zna-
lost, ale i porozumění. Základní porozumění modelům (a souvisejícím pojmům
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a postupům) je předpokladem pro jejich správné užití. Modelem rozumíme re-
prezentaci objektu nebo jevu, která zjednodušuje, schematizuje realitu. Model by
měl obsahovat všechny charakteristiky zastupovaného objektu nebo jevu, které
jsou nezbytné pro jeho rozpoznání, resp. smyslové uchopení. Modely umožňují
vytvoření nebo vybavení si představy objektu či jevu. V procesu řešení problému
napomáhají proniknout k podstatě problému a zprostředkovávají nalezení jeho
řešení.

2 Jazyk školské matematiky

Je zřejmé, že proces reprezentace a porozumění matematickým pojmům je ryze
individuální záležitost. Užití konvenčního matematického termínu nebo symbolu
neznamená, že vyvolá v mysli žáka představu, kterou očekává učitel, ba nao-
pak je jisté, že jejich představy budou více či méně rozdílné. Znalý učitel si je
tohoto úskalí v komunikaci s žáky vědom a bývá schopen taková nedorozumění
eliminovat.
Ve vyučování matematice se u žáků setkáváme jak s konvenčními reprezentač-

ními prostředky, které jim předkládá učitel nebo které jsou uvedeny v učebnici,
tak s jejich vlastními reprezentačními prostředky. Užití konvenčního jazyka je
vázáno konvencí, a to buď externí – obecně přijatou, nebo interní – založenou
na dohodě mezi učitelem a žáky a platnou v dané třídě. Interní konvence má své
uplatnění v situacích, kdy běžně používané matematické termíny nebo zápisy
nejsou žáky náležitě osvojeny a ztěžují porozumění nebo proces řešení. Učitel
nebo žáci sami navrhnou označení, které je z hlediska jejich zkušeností pro ně
srozumitelnější. Interní konvence může být však v rozporu s externí, proto je ne-
zbytné reprezentační prostředky, které byly zavedeny jako alternativní a nejsou
obecně platné, včas korigovat, neboť žáci přirozeně nerozlišují externí a interní
konvence.
Žák používá vedle konvenčního jazyka také své vlastní konstrukty, které vy-

tváří na základě analogie, rozšířením třídy významů nebo záměnou reprezentova-
ných objektů. Příkladem invenční reprezentace je užití rovnítka jako multifunkč-
ního symbolu, kdy rovnítko nevyjadřuje pouze rovnost, ale libovolný vztah mezi
údaji. Výskyt těchto invenčních reprezentantů v žákovské komunikaci je důsle-
dek absence alternativních forem reprezentace. Žák používá převážně termíny,
symboly a zápisy, které dobře zná.
Rozdílnost představ učitele a žáka je zcela přirozená; vychází totiž z odlišné

úrovně jejich poznání. Termín, který učitel použije pro označení určitého ob-
jektu, nemusí v žákově mysli vyvolat příslušnou představu. Je především na uči-
teli tuto skutečnost v komunikaci zohledňovat a vhodnou volbou reprezentačních
prostředků nedorozumění eliminovat. Mluva učitele by se měla vyznačovat soci-
ometričností, tj. orientací na mentální struktury žáka. Matematicky správné, ale
pro žáky obtížně srozumitelné vyjádření lze objasnit také užitím metafor nebo
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gest. Metafora pomáhá připodobněním známé věci k ujasnění obsahu daného
termínu, neměla by jej však nahradit. Gestikulace je používána jako vizuální
podpora verbálního vyjádření, v podstatě jde o specifický způsob imaginárního
modelování.
Osvojování si matematické terminologie lze do určité míry připodobnit učení

se cizímu jazyku. Nejenže matematická terminologie obsahuje řadu cizích slov
(např. komutativní, deltoid), ale některá slova žákům známá z běžné řeči mají
v matematice užší nebo jiný význam (např. obsah, funkce). Tyto významové roz-
díly v běžné a matematické slovní zásobě mají negativní dopad na komunikaci,
což se projevuje například nepochopením zadání úlohy. Některé matematické
termíny (např. součet, průměr) mají dokonce dvojí význam, jeho přiřazení se
řídí komunikačním kontextem. Česká matematická terminologie obsahuje řadu
termínů, jejichž význam lze odvodit na základě jejich jazykové podoby (např.
polopřímka–polovina přímky). Tato skutečnost však není vždy ku prospěchu
věci, protože jazyková podoba termínu může vést k nesprávným představám
(např. krácení zlomků je považováno za násobení zlomků, neboť krát je znak
pro násobení). V žákovské komunikaci se setkáváme také s jevem, kdy jsou za-
měňovány související termíny (např. číslo–číslice, strana–stěna).

Vybarvěte a) modře všechny pravoúhelníky, b) zeleně všechny různoběžníky.

Obr. 1: Klasifikace mnohoúhelníků – diagnostická úloha

Žáci se potýkají nejen s osvojením si cizojazyčných termínů, ale také s ter-
míny ryze českými. Prostřednictvím úlohy na obr. 1 bylo například zjištěno, že
žáci považují za pravoúhelník jakýkoliv mnohoúhelník, který má některý z vnitř-
ních úhlů pravý. Pravoúhelníkem byl podle žáků nejen pravoúhlý rovnoběžník,
ale také pravoúhlý lichoběžník případně různoběžník s pravým úhlem. Uvedená
úloha může být užita pro diagnostiku míry osvojení různých geometrických ter-
mínů, například termínu kosočtverec, lichoběžník apod. Důležitou součástí roz-
boru řešení této úlohy je argumentace: Proč je nebo není daný mnohoúhelník
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hledaným útvarem? Na základě analýzy žákovské argumentace (například v prů-
běhu diskuse s žáky) učitel snáze zjistí příčiny neporozumění a zvolí reedukační
postupy.

3 Modely ve školské matematice

Role modelů ve vyučování matematice je motivační, komunikační a poznávací.
Aktivní modelování, zvláště užití nových prostředků nebo postupů vede k účin-
nému zapojení žáků do vyučování a podporuje jejich motivaci k učení a samostat-
nému poznávání. Prostřednictvím modelů učitel komunikuje s žáky, navzájem
si jimi zprostředkovávají své představy o zkoumaných objektech a řešených pro-
blémech. Modelování reálných situací a abstraktních objektů je neodmyslitelnou
součástí objevování matematických zákonitostí a řešení úloh. Pro modelování je
příznačné prolínání oblastí matematiky: geometrické modely reprezentují arit-
metické a algebraické vztahy a naopak.
V geometrii používáme modely, které zastupují buď reálné předměty s cílem

zkoumat jejich tvarové, polohové a metrické vlastnosti, nebo abstraktní geo-
metrické pojmy s cílem objasnit jejich podstatu, případně souvislosti s jinými
pojmy. Při řešení geometrických úloh hraje důležitou roli přesnost modelu. Ne-
přesný model se může stát překážkou. Například načrtne-li si žák pravoúhlý
trojúhelník jako rovnostranný, bude mít potíže určit, kde jsou odvěsny a pře-
pona, a vztah pro výpočet délky strany pomocí Pythagotrovy věty nebo vztah
pro výpočet velikosti vnitřního úhlu pomocí goniometrické funkce sestaví ne-
správně. Na druhou stranu obrázek tělesa ve volném rovnoběžném promítání,
které tvar některých stěn zkresluje, je pro některé žáky jako model pro identifi-
kaci pravoúhlého trojúhelníku také nepoužitelný, přestože je nakreslen správně
a přesně.
Geometrické modely mají své místo v algebře. Příkladem modelu, který může

napomoci získání vhledu do problematiky algebraických vzorců a jejich užití, je
geometrická interpretace druhé mocniny součtu. Užití tohoto vizuální modelu,
který je založen na znázornění součtu obsahů částí rozděleného čtverce, předpo-
kládá, že žáci znají souvislosti mezi grafickou a symbolickou reprezentací obsahu
čtverce a obdélníku. Je třeba podotknout, že pro některé žáky může být vizua-
lizace naopak překážkou, proto je vhodné kombinovat tento způsob modelování
s jinými postupy (např. odvození vzorce pomocí algebraických úprav).
Ve školní praxi se setkáváme s tím, že žáci se stávají pouhými pasivními uži-

vateli modelů. Příkladem situace, kdy žáci model sice znají, ale vlastně mu nero-
zumějí, je mechanické řešení slovních úloh pomocí rovnice. Jde zejména o známé
úlohy o pohybu, o společné práci, o směsích aj. Zjištění, že žáci vyřeší tyto úlohy
pomocí rovnice, nedokládá jejich porozumění řešenému problému. Stává se, že
žáci používají naučené rovnice jako šablonu řešení typových úloh, neboť neznají
podstatu řešeného problému. Chybí jim například představa závislosti dráhy na
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čase nebo změny koncentrace roztoku přilitím jiné složky. Takoví žáci často ne-
zvládají řešení slovních úloh jinými metodami, například úsudkem či graficky.
Setkáváme se však i s žáky, kteří slovní úlohy pomocí rovnic neřeší, neboť mají
potíže s používáním algebraického aparátu, a raději volí alternativní metody.
Z jejich zápisu řešení je pak lépe patrné, zda pochopili podstatu řešené úlohy či
nikoliv.
Otázkou je, jak tyto situace řešit. Pro porozumění je důležité, aby použí-

vání modelu bylo podepřeno správnou představou. Proto je třeba dříve, než
přistoupíme k řešení slovní úlohy pomocí rovnice nebo grafu, vysvětlit žákům
podstatu problému, nejlépe pomocí názorného pokusu, při kterém mohou vyu-
žít více smyslů. Pozorované skutečnosti blízké jejich zkušenostem snáze přijmou
do své poznatkové sítě. Žáci potřebují představu toho, jak to funguje, aby byli
schopni tyto problémy samostatně modelovat. Řešení slovních úloh by mělo pro-
vázet užití několika metod. Souvislosti mezi modely, jejich výhody a nevýhody
lze snáze ukázat při řešení jednoho problému různými metodami.

4 Závěr

Osvojování si jazyka školské matematiky lze připodobnit konstrukci matema-
tických poznatků. Žák konstruuje nejen matematické poznatky, ale souběžně
s nimi i příslušný jazyk. Ve vyučovací praxi jde o to nalézt rovnováhu mezi uži-
tím konvenčních a invenčních reprezentantů. Učitel nemůže žákům zakázat, aby
používali vlastní reprezentační prostředky, ale nemůže ani rezignovat na přijetí
konvenčního jazyka školské matematiky žáky. Osvojování si jazyka matematiky
je dlouhodobý proces, proto je třeba mu věnovat potřebný čas. Při zavádění
matematické symboliky je třeba žáky seznámit nejen s podobou konvenčních
symbolů, ale také s pravidly pro vytváření přípustných kombinací symbolů (tzv.
syntaxí), jejich významy a užitím v různých kontextech. Na druhou stranu ná-
silné vedení žáků k používání hotových reprezentačních forem (zvláště vžitých
šablon při řešení úloh) a přehlížení jejich spontánních reprezentačních prostředků
způsobuje školní konformizmus a formalizmus. V důsledku toho žáci přijímají
některé matematické zápisy bez vazeb na pojmy a vztahy, které reprezentují,
pouze mechanicky napodobují to, co provádí učitel.
Bezproblematické není ani používání matematických modelů, jejich užití ve

výuce přináší některá rizika. Volbou nevhodného modelu můžeme žákům zne-
možnit vytvoření nebo vybavení si potřebné představy reprezentovaného ob-
jektu nebo jevu. Model by měl alespoň částečně vycházet ze zkušenosti žáků.
Používáme-li ve výuce pro určité objekty nebo situace jen jediný model, neroz-
víjíme tím u žáků dostatečně jejich dovednost modelovat. Navíc toto stereotypní
modelování může způsobit, že žáci nebudou schopni rozlišit model a reprezento-
vaný objekt. Nepřesný model, který zkresluje některou z podstatných vlastností
objektu nebo jevu, často vede k záměně objektů či jevů a stává se překážkou při
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řešení úloh. Příliš abstraktní model, který reprezentuje jen některé určující vlast-
nosti objektu nebo jevu, snižuje možnosti rozpoznání reprezentovaného objektu
nebo jevu a jeho užití.
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Nová učebnice obecné algebry, a o výuce

algebry pro studenty učitelství

David Stanovský

Abstrakt

První část příspěvku je věnována mojí nové učebnici Základy algebry, jejímu obsahu
a v českých podmínkách novému přístupu k tématu. Druhá část pak popisuje zkušenosti
a závěry z pěti let výuky obecné algebry pro studenty učitelství.

Rád bych v tomto příspěvku zhodnotil zkušenosti posbírané během pěti let,
kdy jsem učil obecnou algebru pro studenty učitelství i odborné matematiky na
MFF UK (a v jednom semestru na NGTU v Novosibirsku). Výsledkem práce
je mimo jiné učebnice Základy algebry, kterou letos vydalo nakladatelství Mat-
fyzpress [4]. Tento příspěvek bude mít spíše charakter osobní výpovědi, než od-
borné práce, přesto věřím, že uvedené zkušenosti budou zajímavé pro učitele na
vysokých i středních školách (těm druhým zvláště doporučuji sekci 2.3).

1 Nová učebnice obecné algebry

1.1 Obsah

Když jsem začínal přednášet algebru, marně jsem hledal učebnici, které bych
se mohl držet a kterou bych mohl doporučit studentům ke čtení. Starší české
materiály mi nevyhovovaly stylem, učebnice anglo-americké obsahem. Rozhodl
jsem se tedy vytvořit text vlastní, který by obsahem odpovídal sylabům kurzů
obecné algebry na MFF UK a zároveň byl napsán v moderním stylu, přístup-
nějším studentům, tak jak je reprezentován např. učebnicemi [1, 2] nebo [3].
Učebnice pokrývá především klasická témata:

• základy komutativní algebry – elementární teorie čísel, Gaussovské a Euk-
leidovské obory, polynomy jedné proměnné a jejich kořeny;

• základy teorie grup – cyklické grupy, rozklady podle podgrup a Lagrangeova
věta, působení grupy na mmnožině;

• základy teorie těles – rozšíření konečného stupně, rozkladová nadtělesa,
algebraický uzávěr, konstrukce konečných těles;

• stručné úvody do teorie okruhů a obecných (univerzálních) algeber.



234 David Stanovský

Do učebnice jsem se snažil zařadit aplikace teorie v jiných oblastech matematiky:
v kapitole o Gaussových oborech tak čtenář najde sekci věnovanou rozšíření
celých čísel a jejich užití při řešení diofantických rovnic, v kapitole o grupách se
diskutuje problém diskrétního logaritmu a jeho užití v kryptografii, působení na
množině je motivováno Burnsideovou větou, jež umožňuje elegantně řešit úlohy
elementární kombinatoriky vzhledem k dané grupě symetrií, teorie rozšíření těles
je aplikována na konstrukce pravítkem a kružítkem, je uveden Wantzelův důkaz
neřešitelnosti trisekce úhlu a podobných úloh. Učebnice obsahuje velké množství
konkrétních příkladů vycházejících především z aritmetiky (vlastnosti číselných
oborů) a kombinatoriky (symetrie konečných objektů).
Text vychází z koncepce studia na MFF UK, která je v tomto smyslu po-

dobná většině českých i evropských škol. Kurz obecné algebry probíhá zpravidla
ve druhém ročníku, zpravidla v rozsahu 4/2 a navazuje na znalosti ročníku prv-
ního: pochopení výstavby moderní matematiky, znalost základní matematické
terminologie, alespoň částečně vyvinutá schopnost abstraktního myšlení. Co se
týče faktických znalostí, v příkladech se využije část maticového počtu (maticové
grupy) a teorie těles zásadním způsobem potřebuje pojem abstraktního vekto-
rového prostoru. Odhaduji, že ke kompletnímu zvládnutí učebnice je třeba cca
70–80 vyučovacích hodin (tj. 5–6 přednášek týdně po dobu jednoho semestru,
nepočítaje cvičení). Učebnice tedy nechává dostatek prostoru k výběru témat
podle zaměření přednášky i vkusu přednášejícího.

1.2 Styl

V porovnání se staršími českými učebními texty má nová učebnice tři specifika.
Za prvé, je použit moderní přístup „rings first, groups next�: začíná se teorií
dělitelnosti v oborech integrity, která je studentům bližší, neboť příslušné ob-
jekty studia (čísla, polynomy) jsou jim důvěrně známy. Teprve poté, co studenti
vstřebají ideu abstraktní algebraické struktury, je vyložena teorie grup, okruhů
a těles v klasickém stylu definice – příklady – vlastnosti – aplikace. Za druhé,
teorie grup, okruhů a těles je budována na základě stručného úvodu do uni-
verzální algebry: pojmy podalgebry, homomorfismu či direktního součinu jsou
vysvětleny v obecnosti. Třetím specifikem je vyčlenění pro studenty velmi obtíž-
ného konceptu faktorobjektu do samostatné kapitoly, aby lépe vynikla souvislost
těchto pojmů pro jednotlivé typy struktur. Všechny tři novinky se mi osvědčily
ve výuce.
Důležitým aspektem učebnice je postup od konkrétního k abstraktnímu. Nej-

prve je vyložena elementární teorie čísel, teprve potom je definován obor inte-
grity, motivován potřebou zkoumat podobné koncepty pro jiné objekty, jako
např. polynomy nebo komplexní rozšíření celých čísel. Důkaz Základní věty arit-
metiky pak slouží jako vzor pro analogický důkaz věty o existenci a jednoznač-
nosti ireducibilních rozkladů v obecných oborech integrity. K pojmu obecné alge-
bry vede cesta přes abstraktní definici vektorových prostorů (v lineární algebře)
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a přes abstraktní definici oboru integrity (na začátku kurzu). Kapitola o teorii
grup začíná sekcí o cyklických grupách, které jsou všem důvěrně známy (počí-
tání modulo), až pak následuje abstraktní teorie rozkladů. Řada abstraktních
vět je motivována a zpětně ilustrována na konkrétních příkladech, často z jiného
oboru: typickým příkladem je působení grupy na množině a Burnsideova věta
podané na příkladech enumerace kombinatorických objektů až na dané symetrie.

1.3 Srovnání

Nakolik jsem byl schopen dohledat, v češtině a slovenštině vyšly čtyři velké
učebnice algebry a řada skript. První samostatnou učebnicí byly Kořínkovy Zá-
klady algebry (1. vydání 1956), z dnešního pohledu je však tato kniha zastaralá.
V 70. letech vyšly v překladu dvě učebnice dvojice autorů Birkhoff, Mac Lane
(Alfa Bratislava 1973, 1979) a klasická učebnice Kurošova (Academia, 1977).
Jde o inspirativní texty, zejména svým konkrétním přístupem a řadou příkladů,
nicméně již neodpovídají současnému pojetí výuky obecné algebry u nás i ve
světě. Jedinou velkou původní českou učebnicí je monografie Algebra autor-
ského kolektivu pod vedením Ladislava Procházky (Academia 1990), která je
však svým stylem k výuce nevhodná. Skripta, která vyšla v posledních 15 le-
tech v Brně a Olomouci, jsou poměrně formální a osobně mi nevyhovují volbou
témat.
Učebnice určené pro výuku na amerických univerzitách mají výrazně nižší

vstupní předpoklady, a to jak na úroveň abstraktního myšlení studentů, tak
faktických znalostí – v úvodu zpravidla najdeme řadu témat, která jsou u nás
pokryta na střední škole, jako např. úvod do dělitelnosti v celých číslech, mate-
matickou indukci, komplexní čísla apod. Styl výkladu bývá často příliš rozvláčný.
Kladem těchto učebnic bývá konkrétnější přístup, důraz na příklady a aplikace
a pěkná cvičení.

2 Obecná algebra ve výuce budoucích učitelů

matematiky

2.1 Algebra ano či ne

Podle mého názoru základy obecné algebry do studijních plánů učitelství patří,
stejně jako třeba projektivní geometrie nebo diferenciální rovnice, přestože je
učitel ve středoškolské výuce beprostředně nevyužije. Všechny tři jmenované
disciplíny tříbí znalosti z předmětů, které se na středních školách učí (byť některé
z nich okrajově) – algebra dává nadhled nad elementární teorií čísel a rozšiřuje
schopnosti kombinatorického počítání, projektivní geometrie dává alternativní
pohled na klasickou geometrii, o významu diferenciálních rovnic v přírodních
vědách nemluvě.
Otázka je, jakou formou, s jakým obsahem a v jakém rozsahu by se tyto

předměty měly učit. Podle mého názoru a zkušeností by se mělo postupovat
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od konkrétního k abstraktnímu, a to dlouhodobě. Je zbytečné vysvětlovat teorii
dělitelnosti v Gaussových oborech, když studenti nikdy neslyšeli o Základní větě
aritmetiky a neznají Eukleidův algoritmus (taková je situace na MFF UK podle
oficiálních sylabů). Je zbytečné říkat definici grupy, aniž by studenti uměli praco-
vat s permutacemi a regulárními maticemi, a je škoda učit teorii grup ve chvíli,
kdy studenti nevědí, jak vypadají, řekněme, izometrie v rovině nebo symetrie
základních geometrických objektů (pravidelné n-úhelníky, krychle).

Tím chci naznačit, že základy obecné algebry by měly v nějakém smyslu
zastřešovat tu část studia matematiky, která se věnuje diskrétním strukturám
a geometrii, podávat jednotící náhled na situace, s nimiž se studenti setkali
v konkrétnějších oborech (pro ostatní pokročilé matematické disciplíny to platí
zrovna tak). Z toho plyne, že přednášku z algebry by bylo vhodné zařadit do
pozdější fáze studia tak, aby mohla navazovat na konkrétnější disciplíny, jako je
lineární algebra, teorie čísel a eukleidovská geometrie. Mimo jiné by tato před-
náška měla přijít v době, kdy už studenti bezpečně zvládnou středoškolskou
matematiku (viz níže). Optimálním rozsahem by podle mého názoru a zkuše-
ností byly 3 hodiny přednášky a 2 hodiny cvičení, což by umožnilo vysvětlit
základy komutativní algebry a teorie grup, včetně několika aplikací se středo-
školským aspektem (diofantické rovnice, Burnsideova věta, řešitelnost úloh pra-
vítkem a kružítkem).

2.2 Algebra na MFF UK

Situace na naší fakultě je do značné míry opakem výše uvedených úvah. V minu-
losti zde převažoval formální styl s důrazem na abstraktní stránku věci, výklad
od abstraktního ke konkrétnímu a nevelká vazba na související obory a aplikace.
Situace se mění pomalu.

Konkrétně, studenti učitelství matematiky na MFF UK mají povinné dva
kurzy obecné algebry: ve třetím semestru mají předmět Algebra I s rozsahem
2/2, který má studenty uvést do studia algebry, a v prvním ročníku navazují-
cího magisterského studia předmět Algebra II s rozsahem 2/2, který má ukázat
aplikace. Já jsem byl v posledních pěti letech zodpovědný za úvodní kurz, v me-
zích daných tématy ke státním závěrečným zkouškám. V současné době věnuji
přibližně dvě třetiny semestru Gaussovým oborům s důrazem na vlastnosti čísel
a polynomů a třetinu semestru teorii grup.

Je velmi problematické, že algebra nemá na co navazovat. Kurz lineární al-
gebry v 1. ročníku postrádá geometrické aspekty (alespoň podle sylabu), kurzy
geometrie jsou později, kurz teorie čísel dokonce není v průběhu studia vůbec!
(V sylabu žádného předmětu není např. Eulerova věta nebo počítání s kongru-
encemi ≡ (mod n), zatímco ke státnicím mají studenti znát konstrukci faktor-
grupy.)
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2.3 Zkušenosti z výuky

Tolik vzletné úvahy o roli algebry v odborném vzdělání budoucích učitelů mate-
matiky, a nyní k realitě výuky pro současné studenty. Je zřejmé, že pro napros-
tou většinu z nich je úroveň abstrakce v obecné algebře ve druhém ročníku zcela
nezvladatelná. Ale nejde jen o styl myšlení. U zkoušky ve třetím(!) semestru
pravidelně narážím na elementární neznalosti ze středoškolské matematiky, a co
hůře, na celkové nepochopení logické výstavby matematiky.
Začnu popisem testu. Test obsahuje 17 otázek, třetinů bodů lze získat za

znění vět a definic (zde kladu důraz na korektní formulace), třetinu za jednoduché
problémy, jejichž řešení zpravidla obnáší dosazení konkrétních objektů do vhodné
věty/definice nebo nalezení příkladu s danými vlastnostmi, a třetinu za typové
početní úlohy v zásadě algoritmického rázu. Kompletní sada cca 500 úloh je
k nalezení na webu [5]. Studenti musejí získat alespoň 2/3 bodů. Úspěšnost testu
se pohybuje kolem 30 %, přičemž zdaleka největší problémy působí prostřední
část. Pojďme se podívat na nejčastější potíže.
Všechny části testu pochopitelně sledují, zda se studenti naučili faktické zna-

losti, ale tomu se věnovat nechci, mj. proto, že tento aspekt nečiní u dvouhodi-
nové přednášky větší potíže (obecně se mi zdá, že schopnost studentů naučit se
nazpaměť obrovské množství dat bez jejich porozumění se v posledních letech
nezměnila, narozdíl od jiných schopností).
Důležitým aspektem první části testu je, zda jsou studenti schopni korektně

formulovat matematické tvrzení. To je pro zhruba třetinu(!) z nich nepřekona-
telný problém. Počínaje tím, že věty nedávají jazykový smysl, chybí jim pod-
mět a/nebo přísudek, přes nepochopení konceptu předpokladu a závěru věty,
rozdílu mezi větou a definicí, až po problém porozumění významu logických
spojek a kvantifikátorů. Minimálně 10 % studentů nechápe pojem implikace
a nahrazuje jej například spojkou „a	 nebo prázdným místem. Téměř polo-
vina studentů není schopna zapsat komplikovanější definici typu největšího spo-
lečného dělitele. Pouhých cca 10 % studentů je schopno korektně formulovat
algoritmus (např. Eukleidův), někteří dokonce vůbec nerozumí slovu algorit-
mus.
V druhé části testu se zaměřuji na to, aby studenti uměli použít větu v da-

ném kontextu. Uveďme kokrétní příklad Lagrangeovy věty, která říká, že je-li G
konečná grupa a H její podgrupa, pak velikost H dělí velikost G. Otázka „Na-
pište Lagrangeovu větu	 má úspěšnost relativně velkou, prakticky 100% u stu-
dentů, kteří pochopili, jak formulovat matematickou větu. Otázka „Může mít
100-prvková grupa 32-prvkovou podgrupu?	 má, překvapivě, úspěšnost menší.
Otázka „Může mít 100-prvková grupa 25-prvkovou podgrupu?	 má úspěšnost
tristní, přičemž nejčastější špatnou odpovědí je „Ano, podle Lagrangeovy věty	.
Koncept příkladu a protipříkladu je u většiny studentů nepřítomný. Často se
stává, že studenti umějí recitovat definici (např. komutativní grupy), ale selhávají
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na její aplikaci v konkrétním případě (např. „Tvoří symetrie čtverce komutativní
grupu?	)
Co se týče výpočetních úloh, nejčastěji se vyskytují tři chyby. 1) Použití věty

v situaci, kdy nejsou splněny předpoklady – i přesto, že výsledek je očividně
špatný. Oblíbenou odpovědí je např. „poslední cifra čísla 24 444 je 1	 aplikací
Eulerovy věty, která říká, že aϕ(n) ≡ 1 (mod n), ale samozřejmě jen tehdy,
když NSD(a, n) = 1. Tato chyba je běžná ve všech předmětech. 2) Neschopnost
aplikace obecného postupu v daném konkrétním oboru. Např. student zná Eu-
kleidův algoritmus a umí dělit Gaussova čísla se zbytkem, ale působí mu potíže
spočítat NSD dvou Gaussových čísel, nebyla-li tato úloha explicitně na cvičeních.
3) Mezery ve středoškolské matematice. Zde nejčastěji narážím na neschopnost
řešení kombinatorických úloh („kolika způsoby lze navléknout na nit 5 červe-
ných, 4 modré a 3 zelené korálky?	) a problémy s komplexními čísly. V ústní
části pak ještě na nepochopení principu matematické indukce.

3 Závěr

Soudím, že kurz obecné algebry do výuky studentů učitelství matematiky patří.
Studenti, kteří látku zvládli (nakonec jich zas tak málo nebývá), mi většinou
říkají, že je předmět bavil a že se jim zdá přínosný. Hlavní otázkou je, kam
tento předmět zařadit, aby byl smysluplný pro větší podíl studentů. Obecněji,
bakalářské studium by mělo vést k tomu, aby studenti bezpodmínečně zvládali
logickou stavbu matematiky a s jistým odborným nadhledem veškerou středo-
školskou látku – a také bychom to měli testovat u státních závěrečných zkoušek.
Na abstraktní teorie zastřešující matematické vzdělání je dost času v navazujícím
magisterském studiu.
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Užití podnětných úloh v matematice

Naďa Stehlíková

Abstrakt

V článku je rozebrán příklad využití potenciálně podnětné úlohy, která se týká podob-
nosti trojúhelníků. Na tomto příkladu jsou ilustrovány komunikační vzorce „nasměřo-
vání	 (focusing pattern) a „trychtýřování	 (funnelling pattern). Jsou uvedeny výsledky
výzkumu se 119 učiteli a studenty učitelství, kteří se k situaci předložené videozázna-
mem vyjadřovali prostřednictvím dotazníku s nedokonečnými větami.

1 Úvod

Řešení úloh tvoří jádro vyučování matematice, jehož cílem není jen zásobit žáka
souborem vzorců a postupů k řešení typických úloh, ale které se soustředí na
postupné vytváření světa matematiky v mysli žáka. Hejný a Kuřina [3] zdůraz-
ňují zvláště potřebu vytváření podnětného prostředí podporujícího samostatné
intelektuální činnosti žáků, jejich zvídavost, tvořivost, nabývání a využívání zku-
šeností, konstrukce poznatků a jejich strukturování, objevování, pěstování růz-
ných reprezentací, rozvíjení sociálních interakcí a prostředků komunikace. Úlohy,
které mají potenciál stát se podkladem pro vytvoření nebo upevnění nějakého
matematického poznatku v mysli žáka, zde budeme nazývat podnětné.
Nestačí však mít k dispozici podnětnou úlohu, musíme se podívat i na to,

jakým způsobem je nakonec se žáky využita, do jaké míry se žáci podílí na jejím
řešení. S tím souvisí problematika komunikačních vzorců ve výuce matematiky,
kterou se zabývala např. T. Wood [6]. Žádoucí je tzv. focusing pattern (na-
směřování), v němž se učitel snaží otázkami nasměřovat pozornost žáků k těm
aspektům situace, které se mu jeví jako zásadní pro pochopení studovaného ma-
tematického jevu. Otázky přitom formuluje tak, aby žáci sami přejali kontrolu
nad řešením.
Vzor nasměřování se však může lehce změnit na tzv. funneling pattern

(„trychtýřování	) [1, 6].1 „Tento termín metaforicky odkazuje na situaci, kdy
učitel začíná u obecně formulované otázky a tu postupně nahrazuje sérií stále
úžeji zaměřených otázek (proto je v originále i v [mém] překladu použito slovo

1V terminologii G. Brousseaua jde o tzv. Topazův jev [2].
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trychtýř). Otázky jsou většinou jen zjišťovací a dají se zodpovědět jen jednoslov-
nou odpovědí ano či ne, případně velmi krátkou odpovědí. Často si učitel také
odpoví sám. Dílčí otázky žáci už zpravidla zodpovědět umí, ale to neznamená, že
chápou, kam otázky směřují.	 [4] Dodejme, že k „trychtýřování	 dochází často
tehdy, kdy se učitel sice snaží žáky vtáhnout do řešení úlohy, ti však nereagují,
nevědí, jak začít, a učitel se jim snaží poradit.2

Jak již bylo řečeno, hranice mezi nasměřováním a „trychtýřováním	 je ne-
ostrá a navíc, jak známo, stejná výuková situace může být různými pozorovateli
chápána různě. To se projevilo i ve výzkumu, jehož se zúčastnilo 119 učitelů
matematiky a studentů učitelství3 a v němž se účastníci vyjadřovali4 k šesti
krátkým ukázkám z hodin matematiky [5]. V následujícím textu se podíváme na
jednu z nich.

2 Potenciálně podnětná úloha a příklad jejího využití

ve výuce

Zatímco účastníci výzkumu část hodiny věnovanou dané úloze viděli na videu,
zde bude pouze popsána. Popis bude však podrobný, aby si čtenář mohl udělat
vlastní úsudek a porovnat ho s názory účastníků výzkumu.

Obr. 1

Délka ukázky je 8 minut. Jedná se o žáky 8. ročníku, tématem hodiny je pro-
cvičování podobnosti pomocí realistické úlohy. Učitelka nejdříve žáky motivuje:

2Příklady nasměřování i „trychtýřování� jsou uvedeny např. v [4].
3Učitelé byli k výzkumu vyzváni mnou během konference Dva dny s didaktikou matematiky

a studenti z několika fakult připravujících učitele matematiky svými učiteli.
4Měli písemně dokončit nedokončené věty, které byly formulovány poměrně neutrálně: Žáci

v průběhu ukázky. . . Učitelka v této ukázce. . . Na této aktivitě mě zaujalo. . . , protože. . . Čas
věnovaný této aktivitě byl. . . Podobnou aktivitu bych do své výuky. . . , protože. . . Podle mého
názoru byla tato aktivita. . .
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mají si představit, že musí zjistit vzdálenost dvou míst, které jsou však oddě-
leny rohem tělocvičny. Pak je vyzve, aby si otevřeli učebnice a přečetli zadání
úlohy: „Na obrázku jsou písmeny M , N označena umístění dvou stožárů vy-
sokého napětí. Ohyb řeky nedovoluje přímo změřit jejich vzdálenost.	 Učitelka
zastaví žáka, který čte, a všichni se mají podívat na obrázek znázorňující situaci
(obr. 1). Úkolem je vypočítat vzdálenost bodu M od bodu N . Podívejme se na
přepis části interakcí učitelky a žáků.
Učitelka překresluje obrázek z učebnice na tabuli, až se tam objeví ohyb řeky

a spojnice bodů M a N .
U1: „A máme změřit vzdálenost z bodu N do bodu M . Tentokrát to máme

jenom obecně, abychom zjistili, jakým způsobem budeme počítat. (Čeká, až
si to žáci zakreslí.) A jestliže máme ten náčrtek, tak zase odložíme a budeme
dávat pozor. V tomto případě budeme opět využívat podobnosti trojúhelníků,
že my vlastně musíme zjistit z nějakého stanoviště, označíme si nějaký bod O,
ve kterém budeme stát (dokresluje do obrázku bod O), a já si spojím bod M
s bodem O a vytvořím si jakýsi trojúhelník. Teď nebudeme počítat v konkrétních
číslech, jenom se podíváme, jak půjdeme na výpočet. Abychom správně mohli
řešit tuto úlohu, tak já si v polovině úsečky NO, protože tady klidně můžeme
měřit (ukazuje na úsečku NO), kdežto přes řeku nemohu, zjistím nějaký bod
N ′ (dokresluje ho ve středu úsečky NO). Ten je v polovině, což znamená, že
úsečka NN ′ je shodná s úsečkou N ′O. Rovněž tak v polovině úsečky MO si
zvolím bod M ′ (ukazuje a dokresluje bod M ′). Ano? A zase musí platit, když je
to v polovině, že M ′M ku M ′O, že je to vlastně stejný díleček, že je to jedna
polovina.	
U2: „A já dostávám, pokud si spojím (spojuje M ′ a N ′), takovéto dva troj-

úhelníky (ukazuje na trojúhelník M ′ON ′). Podívejte se, vyznačím vám je ba-
revně. První trojúhelník tady tento žlutý (žlutou křídou obtahuje trojúhelník
MNO), který zatím bohužel nemohu změřit, protože je to trojúhelník přes tu
vodu. A druhý trojúhelník (červenou křídou obtahuje M ′N ′O) je tady tento,
který mohu změřit, protože přes tento trojúhelník nemám žádnou překážku. A já
teď zjistím, zda tyto dva trojúhelníky, to znamená trojúhelník MON (ukazuje)
a trojúhelník M ′ON ′, zda jsou podobné. Takže budu zjišťovat.	

U3: „Co platí o úsečce ON ′ ku úsečce ON? (Píše na tabuli
ON ′

ON
.) Jaký je

vztah této úsečky a této úsečky? Když vím, že bod N ′ leží v polovině.	 Žáci
nereagují.
U4: „V jakém jsou poměru tyto dvě úsečky? (Zřejmě někdo z žáků odpovídá.)

Jedna ku? Jedna ku dvěma. (Píše na tabuli.) Výborně, čili je to vztah jedna ku
dvěma nebo-li jedna polovina.	
U5: „Jaký je vztah tady těchto dvou stran trojúhelníku? (Ukazuje na úsečku

OM ′ a OM .) OM ′ a OM . (Zřejmě někdo reaguje.) Opět jedna ku dvěma. Vý-
borně, takže zapíši. OM ′ ku OM rovná se jedna ku dvěma.	
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U6: „A teď mně řekněte, mají tyto dva trojúhelníky některý úhel společný?
No který? (Zřejmě někdo odpovídá.) Ano (vyznačuje barevně vnitřní úhel u vr-
cholu O), úhel při vrcholu O. Výborně.	
U7: „Takže v prvním trojúhelníku je úhel MON shodný s úhlem v druhém

trojúhelníku M ′ON ′. Můžu opět zapsat. (Zapisuje. Záběr na děti, sedí a dívají
se na tabuli. Nepíší.) Takže úhelMON je shodný s úhlemM ′ON ′. Co mně tady
z toho vyplývá, z těchto tří údajů? Co mně z toho vyplývá?	
Ž1: „Shodné.	
U8: „Ne shodné, ale že jsou? (Doplňuje spolu s žáky) podobné. A podle jaké

věty?	
Ž2: „Sus.	
U9: „Výborně. Čili je to věta strana úhel strana (píše sus). A jestliže jsou

podobné, v poměru jakém?	 (Ukazuje na tabuli, kde je napsáno jedna polovina.)
Ž3: „Jedna polovina.	
U10: „V poměru jedna ku dvěma, pak musí být i třetí strana podobná v po-

měru? (Žáci zřejmě nejistě dokončují.) Jedna ku dvěma.	 (Přikyvuje.)
U11: „Takže když já si teď změřím stranu M ′N ′, tak jak já vypočítám, aniž

bych měřila? (Ukazuje na stranu MN .) Že bude? Že bude Vlastíku?	
Ž4: „Dvakrát . . . 	
U12: „Výborně, že bude dvakrát větší. Takže můžu zapsat, že M ′N ′ ku

MN se rovná také jedna polovina, takže z tohoto vyplývá, že úsečka MN se
bude rovnat dvojnásobku úsečkyM ′N ′. (Vše píše na tabuli.) A pak už by nebyl
problém změřit tu úsečku M ′N ′, jak Vlastík správně řekl, vynásobit dvěma
a dostaneme skutečnou vzdálenost třeba těch dvou stožárů, každého na konci
nějaké té řeky. Takže opište si, udělejte si zápis.	 (Žáci si opisují z tabule.)5

U13: „Tak a jestliže máme ten trojúhelníkMON a jestliže tam máme úsečku
M ′N ′, tak této úsečce se říká střední příčka trojúhelníka. Je to vlastně úsečka,
která nám spojuje středy dvou stran trojúhelníka.	
Pak se ptá na to, kolik středních příček trojúhelníku můžeme sestrojit, a už

se k úloze nevrací.

3 Komentáře učitelů a studentů učitelství

Nyní se podíváme, jak viděli výše popsané využití potenciálně podnětné úlohy
učitelé a studenti, přičemž je třeba si uvědomit, že neznáme celkový kontext
hodiny ani to, co žáci dělali v minulé hodině matematiky a co bude následo-
vat. Nejde tedy o hodnocení výuky učitelky, ale o rozbor dané výukové situace
oproštěné od kontextu.
Studenti i učitelé se domnívali, že žáci jsou příliš pasivní (40,4 %), ale 5,3 %

z nich považovalo žáky za aktivní (např. „ochotně reagovali	, „spolupracují s uči-

5Zajímavý byl záběr na jednoho žáka, který nenačrtl M ′N ′ jako rovnoběžku s MN . Až při
tom jsem si uvědomila, že tato důležitá vlastnost nebyla nikde řečena.
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telkou, společně vymýšlí řešení	). S tím koresponduje hodnocení vedení výuky
učitelkou; 40,5 % účastníků zmínilo, že učitelka „vede monolog	, „drží před-
nášku	, „prakticky nepotřebuje děti	, „vůbec žáky nezapojuje	, „klade otázky,
některé jsou až příliš návodné, nebo jim přímo ukáže, co mají odpovědět	. Ovšem
vyskytly se i názory, že učitelka „dala prostor žákům, aby se mohli na příkladu
podílet	, „provedla jasný a pěkný výklad	 (10,3 %) oproti 5,2 %, kteří se do-
mnívají, že výklad byl naopak příliš rychlý a nejasný.
Celá vyučovací praktika byla viděna jako neúčinná, resp. nesprávně použitá

v 63,2 % případech, ovšem na druhé straně 36,8 % respondentů výslovně hod-
notilo, že se jedná o dobře a efektivně vedenou výuku.
Učitelé i studenti spontánně komentovali i jevy, které se explicitně v otázkách

neobjevily. V případě dané ukázky se jednalo o následující komentáře (v závorce
je uvedeno, kolikrát to bylo komentováno): použita pěkná úloha spojující ma-
tematiku s reálným životem (41), pěkná práce s učebnicí (2), dobrá motivace
místní situací (21), nesprávná logická konstrukce řešení (2), neoznačena délka
úsečky (1), dobře použité barevné křídy (2), učitelka měla upozornit, že poměr
1 : 2 není nutný (3), učitelka měla použít jiné body než M a N , matoucí (1).
Dodejme, že studenti uvedli těchto didakticko-matematických poznámek téměř
dvakrát více než učitelé. Je možné, že učitelé považovali praktiku v ukázce za
rutinní, a tedy ji tolik nekomentovali.
Podíváme-li se teď na ukázku z hlediska využití potenciálně podnětné úlohy,

vidíme rysy „trychtýřování	. Zatímco rozbor situace, tedy náčrtek s náznakem
matematizace, je udělán již na obrázku v učebnici a následně krok po kroku zo-
pakován na tabuli učitelkou, žáci odpovídají jen na dílčí jednoduché otázky (U3,
U4, U5, U6 atd.). Podle mého názoru zde nebyl zcela využit potenciál úlohy –
proces matematického uchopení je na celé úloze to nejobtížnější a řekněme i nej-
zajímavější a žáci k němu potřebují dostat prostor. Např. žáci mohli dostat za
úkol situaci nakreslit (aniž by viděli obrázek v učebnici) – tedy ohyb řeky, body
M a N a případně O (umístění pozorovatele). Žáci by mohli být nasměřováni ra-
dou využít vět o podobných trojúhelnících. Pak mohli dostat prostor, aby sami
získali vhled do situace. I kdyby na řešení nepřišli sami (což můžeme u řady
z nich předpokládat), minimálně by získali lepší představu o tom, co vlastně
mají řešit. Dalším krokem nasměřování by mohla být rada vytvořit trojúhel-
ník MNO a následně pak nějaký trojúhelník s ním podobný, u něhož by žáci
dokázali strany změřit.

4 Závěr

Jak jsem již uvedla, účastníci výzkumu hodnotili celkem 6 videoukázek. Po-
drobné výsledky je možné najít v článku [5]. U studentů i učitelů se projevila
pozitivní tendence, a to důraz na vlastní aktivitu žáků. Aniž by na to byli ex-
plicitně tázáni, spontánně se vyjadřovali v tom smyslu, zda učitel dostatečně
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zapojuje žáky do výuky, zda je svými otázkami příliš nenavádí a zda si mohou
na něco přijít i sami. Studenti měli větší tendenci vidět žáky jako aktivní i tam,
kde u učitelů převládal názor, že jsou žáci pasivní. To je zřejmě dáno jejich
malými zkušenostmi s výukou z pozice učitele.
U všech ukázek došlo k tomu, co bylo uvedeno i výše. Náhled jednotlivých

učitelů a studentů se může značně lišit i u poměrně krátké ukázky z hodiny. Co
jeden vidí jako ukázku dobré praxe, druhý navrhuje významně vylepšit. U ně-
kterých otázek se ukázalo, že zaměření pozornosti může být u různých účastníků
naprosto odlišné [5], a to i v případě, kdy se dívají na velmi krátké úseky hodiny.
Ještě více to platí u celých vyučovacích hodin, kde může pozornost přitahovat
nepřeberné množství faktorů. Proto je podle mého názoru důležité, aby při roz-
boru videozáznamů z hodin byly připraveny vhodné otázky pro účastníky, které
zaměřují jejich pozornost. I u náslechů na hodinách matematiky se osvědčuje,
když se např. studenti vyjadřují explicitně k různým předem daným aspektům
hodiny. Jinak jejich rozbor často zůstává v rovině „hodina se mi líbila/nelíbila	
„učitelka měla dobrou kázeň	 apod.
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Aktivity pro rozvoj komunikace v matematice

Lenka Tejkalová, Jarmila Novotná

Abstrakt

Tento příspěvek představuje aktivity, které rozvíjejí komunikační dovednosti v rámci
matematiky a zároveň mohou sloužit jako diagnostický nástroj chybných představ žáků.
Aktivity vycházejí ze zkušeností s integrovanou výukou jazyka a matematiky, jsou přiro-
zeným nástrojem pro realizaci mezipředmětových vztahů a navíc nabouráním tradičních
schemat hodin matematiky přispívají k vnitřní motivaci žáků.

1 Úvod

Matematika bývá často vnímána jako předmět, kde dominuje samostatná práce.
Cílem našeho vystoupení je ukázat, jak je možné hodiny matematiky obohatit
využitím aktivit, které se běžně používají pro výuku cizích jazyků, a tak v mate-
matice přirozeně rozvíjet komunikační dovednosti a realizovat mezipředmětové
vztahy, a to nejen formálně, ale i ve vnímání žáků.
Tyto aktivity jsou ze strany žáků často vnímány jako hra; odklonem od

tradičních metod zvyšují vnitřní motivaci žáků a dávají možnost zažít úspěch
i těm, kteří jsou v tradičním modelu hodin matematiky úspěšní jen zřídka.
Aktivity zaměřené na rozvoj komunikačních dovedností lze snadno přizpůso-

bit věku, úrovni a učebním stylům jednotlivých žáků. Důraz je kladen na všechny
typy komunikace [1]. Organizátorem, případně zadavatelem her nemusí být vždy
jen učitel, ale i některý z žáků. Při zadávání je možno využít také audiovizuální
a/nebo výpočetní techniku. V další úrovni využití aktivit to mohou být sami
žáci, kdo vytváří zadání, například test pro druhou skupinu.
Kromě rozvoje komunikačních dovedností se jedná o užitečný nástroj pro

diagnostikování chybných představ žáků. Klíčovou součástí většiny z předkláda-
ných aktivit je odůvodňování správnosti odpovědí žáků nebo skupin žáků. Při
této diskusi se žáci učí nejen srozumitelně vyjadřovat své myšlenky, klást otázky
a odpovídat na ně, ale právě zde má učitel možnost diagnostikovat případné
neporozumění pojmům nebo algoritmům. [2]
Řada z představovaných aktivit vychází ze zkušeností s metodologií CLIL,

integrovanou výukou jazyka a odborného předmětu, která klade důraz mimo
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jiné právě na komunikaci a spolupráci, nebo jsou přímo modifikacemi her, které
se využívají při výuce cizích jazyků. [3, 4]
Většina z předkládáných aktivit využívá skupinové práce s následným pře-

chodem k práci s celou třídou. V této situaci je vždy otázkou, jak zajistit, aby
skutečně ve skupinách došlo k efektivní komunikaci, případně jak se vyhnout
tomu, že bude za celou skupinu mluvit vždy stejný člověk. Řešení vidíme ve
vnesení prvku náhody – je možné např. nechat čtyřčlennou skupinku, aby si roz-
dala barevné karty, a losovat „barvu	 mluvčího, nebo místo barev použít čísla,
využít dvanáctistěnnou kostku a vybírat mluvčí podle zbytku po dělení 4.
Role učitele by především v závěrečných diskusích měla být rolí moderátora

debaty, toho, kdo argumentaci drží ve faktické a objektivní rovině, ale nerozho-
duje o správnosti. Cílem je, aby se žáci naučili vysvětlovat, používat legitimní
argumenty a zároveň je i přijímat, a to ne od formální autority, ale od toho, kdo
si své tvrzení umí řádně obhájit.
Představíme jak aktivity velmi obecné, které je možné adaptovat pro libo-

volný obsah, tak i několik aktivit zaměřených na konkrétní tematické celky.

2 ANO/NE/NEVÍM

Tento typ aktivity se ve výuce cizích jazyků používá pro ověření porozumění psa-
nému nebo mluvenému textu. V matematice je možné ji využít jako formativní
test, kdy si žáci ujasňují pojmy a koncepty.
Na pracovním listu je série tvrzení s nabídnutými reakcemi:

Úhlopříčky v obdélníku jsou na sebe kolmé ANO NE NEVÍM

Je možné podle potřeby měnit ogranizační formu práce; využili jsme pyra-
midový model: žáci s pracovním listem nejprve pracovali samostatně, poté své
výsledky probrali ve dvojicích, následně ve skupinkách po čtyřech. V závěru
aktivity každá čtveřice předkládá své argumenty pro jednotlivá tvrzení.
Za důležitou považujeme přítomnost sloupečku Nevím. Je nutné, aby byl

prezentován jako zcela legitimní volba – žáci pak mají menší tendenci tipovat
správnou odpověď. Častý výběr této možnosti také učiteli jasně naznačí, který
koncept je pro žáky zatím obtížně uchopitelný, které výrazy si dosud neosvojili
apod. [7]
S pracovními listy je možné pracovat na několikrát – nechat žáky odpovědět

na začátku probíraného tématu a pak na jeho konci, aby měli možnost sledovat
vývoj, může také sloužit jako úvodní motivace pro nové téma.

3 Co to teď dělá?

Tato aktivita vede žáky k přechodu od symbolického jazyka matematiky do
verbální roviny, nutí je uvědomovat si posloupnost kroků, verbalizovat zavedený
algoritmus, případně ho zpochybnit nebo např. rozšířit. Cílem je, aby se žáci učili
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nejen symbolický zápis vytvářet, ale i kriticky ho číst, hledat chyby a efektivnější
řešení, a to nejen v této aktivitě, ale především následně ve vlastním zápisu [6].
Žákovi je předloženo například řešení rovnice nebo zápis postupu konstrukce

v jednotlivých krocích. Úkolem potom je u každého řádku říci, co za krok bylo
provedeno a proč. Metoda opět předpokládá komunikaci v malých skupinkách.
Druhým krokem je hledání chyb a/nebo efektivnějších postupů a jejich ná-

sledná konfrontace s původní variantou.
Třetí variací je zapsat jednotlivé kroky na samostatné proužky papíru a za-

dat žákům za úkol určit správné pořadí. Náročnost je možné zvýšit úmyslným
přidáním některých kroků navíc nebo naopak vynecháním některých nezbyt-
ných kroků. Možnost fyzické manipulace s lístečky navíc podporuje haptický
styl učení.

4 Grafy

Cílem této aktivity je opět zprostředkovat spojení mezi ikonickým/symbolickým
zápisem a slovním vyjádřením, navíc klade důraz na reálný kontext a mezi-
předmětové vztahy. Snaží se žákům zpřístupnit grafy jako vyjádření závislosti,
průběhu a změny. Představíme různé varianty využití stejného konceptu, které
je možné využít buď nezávisle na sobě, nebo jako navazující.

Obr. 1: Graf jako východisko pro komunikaci

Žákům byl předložen graf s minimálním množstvím informací. Každá sku-
pinka dostala za úkol vypracovat sadu úkolů:

• Vymyslet kontext, doplnit do grafu příslušné údaje,
• interpretovat průběh grafu a zapsat příběh, který by mu odpovídal,
• dopočítat některé konkrétní údaje z grafu, vyjádřit rovnicí část grafu.

Práci si mohli žáci rozdělit libovolně, dopředu však nevěděli, kdo bude kte-
rou část prezentovat. V závěrečné části hodiny žáci konfrontovali svá řešení,
vysvětlovali, proč jejich příběh grafu odpovídá, a uváděli, jak postupovali [6].
Variantou, která z této aktivity vychází, je tvorba grafu/příběhu ve dvojicích

či malých skupinách. Jedna skupina (či jeden žák) si připraví krátký příběh, ten
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si v bodech zaznamená, a narýsuje k němu graf. Grafy si potom dvojice vymění
a mají za úkol vytvořit k němu příběh. Klíčová je fáze, kdy své příběhy kon-
frontují, kontrolují správnost interpretace grafu a obhajují svou verzi. Důležité
pro tento typ aktivity je zdůrazňovat, že nemá jediné správné řešení, že existuje
široké množství variant, které danému zadání odpovídají.

5 Na kolik věcí si vzpomeneš?

Tato aktivita může sloužit jak pro úvodní motivaci k novému tématu, tak pro
shrnutí. Hraje se ve skupinách. Žáci se snaží vymyslet a zapsat co nejvíce objektů
(matematických i nematematických), které vyhovují danému popisu. Po dvou
nebo třech minutách společně zapíší své odpovědi na tabuli nebo soutěží, která
skupina našla nejvíc položek. [5]
Příklady:
. . .které jsou obdélníkové?
. . .které je možné rozdělit na sedm shodných částí?
. . .které jsou menší než nula?
. . .které mají tvar kosočtverce?
Zásadním momentem je opět závěrečné vyhodnocení. Žáci musí argumen-

tovat, proč jejich řešení platí, ostatní se snaží v jejich argumentaci najít slabá
místa.

6 Neobvyklý pohled

Hraje se obdobně jako předchozí hra. Je možné ji zařadit např. jako vstupní ak-
tivitu při stereometrii. Rozvíjí představivost žáků, prostorové vnímání, mentální
operace s konkrétními objekty.
Učitel nakreslí některé běžné objekty z neobvyklého pohledu. Úkolem žáků

je objekty určit, vysvětlit svou interpretaci, zároveň připustit i další možná vy-
světlení. [5]

Obr. 2: Neobvyklý pohled

Představili jsme několik možností, jak v hodinách matematiky rozvíjet ko-
munikaci, a jak tyto aktivity využít jako diagnostický nástroj. Upozornili jsme
na několik možností, jak je v hodinách organizovat, i na přínos, který pro žáky
mají. Existuje množství aktivit, které lze ke stejným cílům využít. Doufáme, že
tento příspěvek bude inspirací pro hledání dalších.
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Malá jachtařská úloha

Jana Vysoká

Abstrakt

Záměrem tohoto článku je popsat jednoduchou úlohu, v níž se pokusíme vytvořit ma-
tematický model navigace námořní jachty na volném moři, která směřuje k určenému
pevnému cíli. Budeme hledat postup, jak zjistit startovní úhel tak, aby cesta jachty byla
nejrychlejší. Zaměříme se na situaci, kdy se jachta bude nucena pohybovat neustále
v protivětru.

1 Úvod

Tato úloha je určena jako motivační úloha pro studenty středních škol. Její zadání
je prosté. Na volném moři je stanoveno startovní místo a cíl, který je umístěn
tak, že proti cestě jachty ve směru od startu fouká vítr. Úkolem studentů je najít
trasu jachty tak, aby její cesta k cíli byla co nejrychlejší. Nebudeme uvažovat
vlivy proudů či větrných stínů za ostrovy a nebudeme započítávat časové ztráty
vzniklé otočkami lodi při změně směru jízdy. Budeme předpokládat, že vítr fouká
stále stejným směrem a stejnou silou. Úlohu budeme řešit v polorovině určené
startem a cílem.

2 Jakým směrem vyrazit?

V úvodu připomeneme známý fakt, že jachta se nemůže vydat ve směru, který
je v úhlovém výseku směrem od lodi proti směru větru o velikosti přibližně 70◦.
Jachta by se v protivětru nemohla v tomto prostoru pohybovat viz obr. 1.

Obr. 1
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Je zřejmé, že nejdůležitějším vstupním parametrem bude volba úhlu, pod
kterým bude jachta startovat. Tato veličina bude mít výrazný vliv na to, jakou
rychlostí se bude jachta pohybovat. Každá jachta má vlastní výrobní parametry,
které mohou být u lodí totožného typu odlišné, a tak dvě stejné jachty mohou
mít různé jízdní vlastnosti např. stoupavost či rychlost jízdy pod jistým úhlem.
Předpokládejme, že pomineme i tento fakt a rychlost jachty bude při libovolně
zvoleném vhodném úhlu konstantní. Otázka tedy bude znít takto: Jakým způ-
sobem lze naplánovat trasu jachty k určenému cíli tak, aby doplula k cíli v co
nejkratším čase za stále konstantních podmínek.

3 Plánování trasy

Předpokládejme, že pás, ve kterém se jachta pohybuje od startu k cíli, má kon-
stantní šířku, v našem příkladě jsme její velikost stanovili na 32 Nm (námořních
mil). Nechť je cíl umístěn takovým způsobem, že jachta k němu nedojede přímou
cestou bez otočky. Zvolme na začátku pevně startovní úhel, označme jej β a pře-
mýšlejme, jaké možnosti výběru trasy pro jachtu připadají v úvahu. Nabízejí se
následující alternativy viz obr. 2.

Obr. 2

Z uvedených obrázků je patrné, jakým způsobem můžeme uvažovat o kon-
strukci trasy. Výpočtem souhrnných délek tras v uvažovaných případech zjistíme
překvapivý výsledek. Celková délka obou tras je totožná a tedy nezáleží na tom,
kolik otoček uděláme (po každé otočce jachta vyráží opět pod úhlem β). Z jakého
důvodu je celková délka zvolených tras totožná? Studenti si zde mohou osvěžit
látku vztahující se k vlastnostem pravoúhlého trojúhelníka.
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4 Jak určit ideální úhel?

Uvažujme nyní, že rychlost lodi se bude měnit v závislosti na velikosti úhlu
určeného směrem protivětru a kurzem lodi. Z praxe lze vypozorovat, že rychlost
lodi mezi mezním úhlem a úhlem β = 90◦ nejdříve narůstá a pak začne klesat.
Tuto závislost můžeme pro naše úvahy popsat rozumnou volbou jednoduché
funkce, která by vystihovala rychlost jachty vzhledem k volbě startovního úhlu.
V našem případě jsme zvolili kvadratickou funkci s předpisem

f(β) = − 2
225

β2 +
52
45

β − 194
9

.

Koeficienty kvadratické funkce jsme získali pomocí odhadu počátečních podmí-
nek. Ve skutečnosti není problémem zjistit data empiricky. Protože sledujeme
myšlenku způsobu nalezení nejvhodnější volby startovacího úhlu, není přesná
volba funkce zásadně důležitá. Následující graf na obr. 3 představuje závislost
délky trasy jachty měřenou v námořních mílích na volbě startovacího úhlu ve
tvaru s(β) = 32/(cosβ). Na obr. 4 je popsána závislost rychlosti na volbě star-
tovacího úhlu a obr. 5 již znázorňuje závislost času na hodnotě startovacího
úhlu.

Obr. 3 Obr. 4

Obr. 5
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Tab. 1

Beta Trasa Rychlost Čas
[◦] [Nm] [Nm/hod] [hod]
35 39,06 8,00 4,88
37 40,07 9,03 4,44
39 41,18 9,99 4,12
41 42,40 10,88 3,90
43 43,75 11,70 3,74
45 45,25 12,44 3,64
47 46,92 13,72 3,58
49 48,78 13,72 3,55
51 50,85 14,26 3,57
53 53,17 14,72 3,61
55 55,79 15,11 3,69

Beta Trasa Rychlost Čas
[◦] [Nm] [Nm/hod] [hod]
57 58,75 15,43 3,81
59 62,13 15,68 3,96
61 66,01 15,86 4,16
63 70,49 15,96 4,42
65 75,72 16,00 4,73
67 81,90 15,96 5,13
69 89,29 15,86 5,63
71 98,29 15,68 6,27
73 109,45 15,43 7,09
75 123,64 15,11 8,18

1 Nm=1852 m (přesně)

Z grafu na obr. 5 a z tab. 1 pak vyplývá, že za daných podmínek je nejrychlejší
se vydat ve směru pod úhlem β = 49◦ (jedná se o přibližnou hodnotu minima),
přičemž danou trasu jachta zdolá za 3,55 hodiny.
Obr. 6 je ukázkou výsledné trasy jachty v daném terénu.

Obr. 6
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5 Závěr

Řešením této motivační úlohy si studenti zopakují některé úseky matematiky
a fyziky. Zajímavý může být překvapivý moment zjištění faktu, že celková dráha
jachty k cíli nezávisí na počtu otoček a je stále konstantní. Tato úloha by se
mohla zařadit k zajímavým příkladům z teorie limitního počtu. Vyhýbali jsme
se zde záměrně výpočtu minima pomocí diferenciálního počtu, aby byla úloha
srozumitelná i pro studenty nižších ročníků. Dané téma lze rozšířit do více di-
menzí, budeme-li brát v úvahu změnu daných podmínek či uvažovat překážky
jachty v cestě v podobě pevniny či jiných lodí a vypracovat model, na jehož
základě by se ze vstupních dat stanovila nejideálnější trasa pro jachtu. Závěrem
nutno dodat, že sebelepší model nenahradí rutinu a cit zkušených námořníků,
kteří dokáží dokonale odhadnout situaci na základě okolních aktuálních podmí-
nek.
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Útvary v pohybu

Václav Zemek

Abstrakt

Role matematika a počítače v různých fázích řešení úloh. Využití programů GeoGebra
a Derive při grafickém a početním řešení úlohy o společných tečnách kuželoseček.

1 Úvod

V tomto příspěvku uvádím řešení první úlohy z vystoupení na konferenci. Uka-
zuje, jak pohybem tečen v prostředí dynamické geometrie lze graficky řešit úlohu
o společných tečnách kuželoseček. Numerické řešení pak vychází z konstrukčního
postupu.

2 Úloha o společných tečnách kuželoseček

2.1 Zadání úlohy

Určete společné tečny kuželoseček, které jsou dány rovnicemi:
x2

9
+

y2

4
= 1,

(y − 2)2 = 2(x − 3).

2.2 Řešení úlohy

Řešení úlohy je zapsáno formou fiktivního dialogu mezi matematikem a počíta-
čem.
Matematik: K úloze si nejdříve udělám obrázek kuželoseček. Z rovnic je jasné,

že jde o elipsu a parabolu.
Počítač: Obrázky budu mít hned. Jen napiš rovnice třeba do vstupního řádku

programu GeoGebra.
Matematik: K sestrojení tečny v libovolném bodě elipsy potřebuji také oh-

niska. Ty na obrázku nevidím. Vypočítám excentricitu e =
√
9− 4 =

√
5 a oh-

niska přidám do obrázku. Pak zvolím na elipse libovolný bod T a sestrojím v něm
tečnu jako osu vnějšího úhlu průvodičů.
Počítač: Všechny potřebné nástroje mám k dispozici. Pro jistotu pohybuj

bodem T po elipse a sleduj, zda osa je stále tečnou elipsy.
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Matematik: K parabole musím nejdříve z rovnice určit souřadnice vrcholu,
ohniska a rovnici řídící přímky. Pak už jen průvodiče libovolného bodu paraboly
a její tečna je na světě.

Obr. 1: Hledání společných tečen v GeoGebře

Matematik: Zvolit dotykové body tak, aby se obě tečny kryly, to by se mi na
papíru hned tak nepodařilo.
Počítač. Mám radu. Při změnách poloh dotykových bodů kontroluj také al-

gebraické okno programu. Až budou rovnice tečen ekvivalentní, máš vyhráno.
Koeficienty rovnic jsou sice jen přibližné hodnoty, s odmocninami tento program
nepočítá, ale proti grafickému řešení na papíru. . .

Obr. 2: Společná tečna v GeoGebře
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Matematik: První společná tečna je nalezena. V algebraickém okně čtu její
rovnici y = 0,36x + 2,27. Tečny budou celkem čtyři. Jen jednu bych sestrojil
snadno i bez počítače. Tu, která prochází vrcholy kuželoseček. Její rovnice je
x = 3.
Kromě triviálního případu vrcholové tečny mi grafické řešení přineslo jen

přibližné hodnoty koeficientů rovnic tečen. Zkusím ještě algebraickou cestu. Tam
se možná bez počítače obejdu. Kromě tečny, která má rovnici x = 3, jsou ostatní
různoběžné s osou x. Rovnici tudíž mohu psát ve směrnicovém tvaru y = kx+ q.
Sestavím dvě soustavy rovnic – v první bude rovnice elipsy a přímky, ve druhé
paraboly a přímky. Hledám takové hodnoty koeficientů k, q, pro které je řešení
každé soustavy právě jedno.
Počítač: Opravdu chceš ručně řešit dvě soustavy rovnic. Nabízím program

Derive.
Matematik: Nejdříve řešíme soustavu rovnic elipsy a přímky. Dosazením z li-

neární rovnice do kvadratické dostaneme rovnici s neznámou x. Diskriminant
této rovnice je roven nule. Stejný postup zvolíme i pro soustavu rovnic paraboly
a přímky. Soustavou rovnic s diskriminanty získáme hledané koeficienty k, q, pro
které jsou přímky tečnami obou kuželoseček. Bylo by to opravdu dosti pracné.
Počítač: V programu Derive je to hned. . .

Obr. 3: Řešení v programu Derive
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Matematik: Nyní již mohu zapsat rovnice všech tečen.

Obr. 4: Výsledek z programu Derive

Počítač: Když je zobrazíš v grafickém okně programu, můžeš si ověřit, že se
přímky opravdu dotýkají obou kuželoseček.

Obr. 5: Grafické okno programu Derive

3 Závěr

Opravdu je to tak. S úsměvem a počítačem jde matematikům všechno líp!

Literatura

[1] http://www.geogebra.org/cms (zde možno program stáhnout)
[2] http://www.geogebra.org/help/docucz/index.html (podrobná interaktivní ná-
pověda s příklady)
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Nedourčené nebo přeurčené uzavřené úlohy

s výběrem odpovědi

Jaroslav Zhouf

Abstrakt

Článek popisuje jednu pozitivní vlastnost uzavřených úloh s výběrem odpovědi, která
je u otevřených úloh oslabena, nebo dokonce téměř nerealizovatelná. Všechny úvahy
v článku jsou doplněny ukázkami konkrétních úloh a jejich řešením.

1 Úvod

Matematické úlohy je možné zkráceně rozdělit na otevřené a uzavřené (přes-
nější klasifikace je v následující kapitole). V celé naší historii se užívají úlohy
otevřené. V posledních několika desetiletích se stále častěji pracuje také s úlo-
hami uzavřenými. Ty si ale v naší republice probojovávají svoji pozici poměrně
obtížně. Hlavními kritizovanými slabinami jsou nemožnost sledování myšlenko-
vých pochodů žáků při řešení úloh, možnost zkoušení nabídnutých odpovědí (což
není často považováno za kvalitní matematické řešení), možnost tipování (to ale
zase nemá tak velký vliv; je tím menší, čím jsou žáci matematicky zdatnější,
jak popisuje např. Řídká v [3]), možnost opisování (tomu se dá lehce zabránit)
a další.
Na obranu uzavřených úloh je třeba uvést např. jejich rychlé vyhodnocování,

pokrytí více oblastí matematiky v jednom testu a další. Za zmínku také stojí
autorova zkušenost s koordinací opravených otevřených úloh matematické olym-
piády. Kvůli jednotnému pohledu na bodové ohodnocení úloh opravovaných na
různých školách se provádí koordinace dalším učitelem. Rozdíl mezi bodovým
ohodnocením stanoveným na škole a ohodnocením koordinátorem bývá nezřídka
2–3 body ze 6 možných. Jaký je pak rozdíl v tom, když žák u uzavřené úlohy
s pěti nabídnutými odpověďmi tipuje s pravděpodobností 20 %?
O těchto úskalích však článek nehodlá pojednávat. Naopak poukazuje na

jednu další pozitivní možnost, kterou přinášejí uzavřené úlohy.
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2 Klasifikace matematických úloh

Jedno dělení úloh je na tzv. otevřené a uzavřené [4, s. 28–29].
Uzavřené úlohy se mohou dělit na úlohy s výběrem odpovědi (tzv. multiple-

-choice), kde se vybírá správná odpověď z několika nabídnutých odpovědí (chyb-
ným odpovědím se říká distraktory), na úlohy dichotomické, u kterých se vyža-
duje odpověď „ano	, nebo „ne	, na úlohy přiřazovací, kde jsou dány dvě skupiny
pojmů a ty se k sobě vzájemně jednoznačně přiřazují, na úlohy uspořádávací,
v nichž se zadané hodnoty nebo pojmy mají uspořádat podle zadaného pravidla.
Otevřené úlohy se mohou dělit na úlohy s rozsáhlou odpovědí (neboli široce

otevřené), kde se vyžaduje podrobné řešení většinou rozsáhlejší úlohy, nebo na
úlohy se stručnou odpovědí (neboli úzce otevřené či polouzavřené), kde se vyža-
duje napsání pouze několikaslovné odpovědi a tato úloha je obtížností podobná
úloze uzavřené a formou řešení úloze otevřené.
Podrobnější klasifikaci úloh a jejich ukázky lze najít v publikacích [1, s. 16–22]

a [2, s. 7–8].
Jiné možné dělení úloh může být na tzv. dobře definované, nedourčené a pře-

určené [4, s. 197].
Dobře definovanou úlohou rozumíme pro náš článek úlohu, která má jed-

noznačné zadání, nemá přebytečné, nebo nedostačující informace, její řešení
je známo. Nedourčenou úlohou rozumíme úlohu, v níž není dostatek údajů,
aby mohla být řešena bez dodatečných informací. Přeurčenou úlohou rozumíme
úlohu, v níž je přebytek údajů, čímž může vzniknout rozpor mezi některými
z nich.
Takže si to shrňme: Nejčastěji se ve škole řeší úlohy, které mají právě jen

takové údaje v zadání, které se všechny při řešení využijí. Výsledek je pak také
většinou jednoznačný. Jen v obtížnějších případech, např. v matematické olym-
piádě, se objevují úlohy, které mají několik řešení. I tam se ale ne tak často
objevují úlohy, které jsou vyjádřeny pomocí nějakého parametru. Parametr se
ve výsledku objevuje tam, kde je v zadání méně informaci. Také se téměř nese-
tkáme s úlohami, kde jsou dané informace v rozporu, takže úloha nemá řešení.
U uzavřených úloh s výběrem odpovědi mohou ale nějaké informace v zadání
chybět, nebo přebývat, a přesto může být řešení jednoznačné – jednoznačné ale
pouze z pohledu uzavřené úlohy, z pohledu otevřené úlohy je stále nejednoznačné,
nebo je úloha neřešitelná.

3 Nedourčené a přeurčené uzavřené úlohy

Výše popsanou situaci si osvětlíme na třech následujících uzavřených úlohách
s výběrem odpovědi [4, s. 197–199].
První z úloh je taková, v jejímž zadání se informace nedostávají, neboli je

nedourčená.
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Navržená úloha pro Matematického klokana v roce 2008
Rytíř může useknout drakovi jednu, dvě nebo tři hlavy jedním mávnutím meče.
Když usekne jednu hlavu, narostou hned drakovi čtyři nové. Když mu usekne dvě
hlavy, narostou mu hned dvě nové. Když mu usekne tři hlavy, žádná nová hlava
mu nenaroste. Kolik hlav měl drak na začátku, když v jednom okamžiku boje měl
25 hlav?

(A) 3 (B) 5 (C) 7 (D) 9 (E) 11

Řešíme-li tuto úlohu, použijeme úvahu, že při useknutí jedné, dvou, nebo
tří hlav a po nárůstu nových se jejich počet změní o tři, nebo zůstane stejný.
Měl-li drak v jednom okamžiku 25 hlav, tj. počet, který po dělení třemi dává
zbytek 1, musel mít na začátku také počet hlav, který po dělení třemi dává zby-
tek 1. V úloze není ale dostatek informací, které dovolují určit přesný počáteční
stav. Uzavřená úloha však dovoluje řešit i takovéto situace, neboť nedostatek
informací je vykompenzován nabídnutými odpověďmi, mezi nimiž je jen jediné
číslo, které po dělení třemi dává zbytek 1. V případě uzavřeného problému lze
též zkoušet, zda se např. od situace se třemi (pěti, sedmi, . . . ) hlavami můžeme
dostat podle uvedených pravidel k počtu 25 hlav. Uzavřený problém lze tedy
řešit i s nedostatkem počátečních informací, otevřený problém ale jednoznačně
řešit nelze. V otevřeném problému se musí položit otázka jinak, např.: „Kolik
hlav mohl mít drak na začátku, . . . 	 To už je ale úloha s nekonečným počtem
řešení a řešení je třeba vyjádřit pomocí parametru.
Tato úloha v otevřené formě je kognitivně náročnější, takže když potřebujeme

vytvořit úlohu jednodušší, lze použít uzavřenou formu. Takto lze přetvářet úlohy
např. z matematické olympiády na přístupné úlohy pro širší spektrum žáků.
Jsou však autoři a učitelé, kteří neuznávají tento typ úloh. V tom případě

se úloha může též použít, musí se ale jedna odpověď nabídnout např. ve formě
„počáteční počet hlav se nedá jednoznačně určit	. Je ale jasné, že takto vznikla
úplně jiná úloha oproti té původní – např. tím, že druhá je obtížnější, protože
se nedají vyzkoušet hodnoty uvedené ve všech nabídnutých odpovědích.
Druhá úloha je taková, v jejímž zadání informace přebývají, neboli je přeur-

čená.

Variace na předchozí navrženou úlohu pro Matematického klokana
v roce 2008
Rytíř může useknout drakovi jednu, dvě nebo tři hlavy jedním mávnutím meče.
Když usekne jednu hlavu, narostou hned drakovi čtyři nové. Když mu usekne dvě
hlavy, narostou mu hned dvě nové. Když mu usekne tři hlavy, žádná nová hlava
mu nenaroste. V jednom okamžiku boje měl drak 15 hlav. Kolik hlav měl drak
na začátku, když v jiném okamžiku boje měl 25 hlav?

(A) 3 (B) 5 (C) 7 (D) 9 (E) zadané údaje jsou ve vzájemném rozporu
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Jak je uvedeno u předchozí úlohy, v každém okamžiku boje měl drak počet
hlav, který po dělení třemi dává zbytek 1. Je-li uvedeno, že v jednom okamžiku
měl drak 15 hlav, jsou údaje v textu ve vzájemném rozporu. Tuto situaci lze řešit
nabídnutou odpovědí např. ve tvaru „z uvedených údajů nelze počáteční počet
hlav určit	, lepší nabídnutá odpověď je ale „zadané údaje jsou ve vzájemném
rozporu	.
Přidáním nadbytečných nebo rozporujících informací je řešitel nucen přistu-

povat k úloze spíše jako k otevřené, aby prověřil všechny údaje uvedené v textu.
Tím se také stává úloha kognitivně obtížnější.
Přidejme ještě jednu úlohu, která má opodstatnění své existence v uzavřené

podobě.

Úloha 3
Sběratel koupil známky za 7 Kč a za 11 Kč a zaplatil 187 Kč. Známek za 7 Kč
bylo:

(A) 8 (B) 14 (C) 18 (D) 20 (E) 22

Úlohu můžeme řešit rovnicí. Označme x počet nakoupených známek za 7 Kč
a y počet nakoupených známek za 11 Kč. Podle zadání problému platí 7x +
+ 11y = 187. Více údajů v zadání není, takže rovnici nelze jednoznačně řešit –
má řešení buď x = 0, nebo x = 11, nebo x = 22. Všechno jsou to čísla dělitelná
jedenácti, takže mezi nabídnutými odpověďmi můžeme najít tu správnou.
Podle zkušeností autora s řešením otevřených úloh s nedostatkem informací,

žáci často najdou zkusmo jedno řešení a prohlásí ho za celé řešení úlohy. V ta-
kovém případě to je rovnocenné s řešením uzavřené úlohy, kde mohou zkoušet
jednotlivé nabídnuté odpovědi.

4 Závěr

Obsah článku se jeví jako vyznání autora, že upřednostňuje v matematice užívání
uzavřených úloh. Fakt je takový, že autor uznává obě formy úloh rovnocenně
s tím vědomím, že je třeba rozlišovat, pro jaké účely jsou připraveny. Hlavně
však záleží na vhodné formulaci úlohy, a to ať v té, či té druhé formě. Vždy se
může „podařit	 nevhodně zformulovat uzavřenou úlohu, stejně tak se ale může
„podařit	 zformulovat úlohu otevřenou. A článek právě poukazuje na to, že při
vhodné formulaci nemusí být zatracena ani jedna forma úlohy.

Poděkování

Publikace článku je podpořena výzkumným záměrem MSM 0021620862 „Uči-
telská profese v měnících se požadavcích na vzdělávání	.
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Blended learning ve výuce

deskriptivní geometrie

Petr Zrostlík

Abstrakt

Využití LMS systému Moodle pro blended learningovou formu výuky deskriptivní geo-
metrie, zahrnující klasickou výuku v prezenčním studiu a e-learningovou podporu v pro-
středí Moodle.

1 Úvod

Naše škola, Gymnázium Plzeň, se v roce 2008 zapojila do Operačního pro-
gramu Vzdělávání pro konkurenceschopnost. Cílem tohoto projektu je vytvoření
e-learningové podpory pro prezenční formu výuky ve škole. Jedním z předmětů,
kde se dá úspěšně použít myšlenka blended leasingu, nebo-li kombinace stan-
dardní výuky s e-learningem, je právě deskriptivní geometrie.

2 Podpora výuky

Při výuce deskriptivní geometrie na naší škole jsem zjistil, že studentům dělá
velké problémy samotná příprava na písemné práce, kdy se mají spolehnout jen
na svoje poznámky v sešitě. Přestože na internetu je v současné době velké množ-
ství studijních materiálů, bývá pro studenty obtížné vybrat ty nejvhodnější [1].
Proto se mi velice osvědčilo zpřístupnit studentům příklady, které se řeší přímo
na hodině. Nejdříve jsem příklady vystavoval jen na internetu, ale v rámci řešení
projektu ESF jsem začal využívat systém LMS Moodle (LMS=Learning Ma-
nagement Systém, Moodle=Modular Object Oriented Dynamic Learning Envi-
ronment)
Student zde má k dispozici veškerý studijní materiál, který je řešen na ho-

dinách ve škole. Ten obsahuje teoretickou i obrazovou část, ale hlavní náplní
jsou řešené příklady. Ty jsou vytvořeny ve dvou programech, které umožňují
„krokovat	 samotnou konstrukci, neboť statické „obrázky	 mají již studenti ve
svých sešitech. Student si tak velice snadno může projít jednotlivé konstrukce,
které má vyřešeny v sešitě z hodiny, případně si doplnit výklad, o který přišel
například z důvodu nemoci.
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Obr. 1: Prostředí systému Moodle

Obr. 2: Využití programu Cabri geometrie

Jedním z programů umožňující rozfázování konstrukce je software Cabri ge-
ometrie [2].
Většina konstrukcí je řešena v programu Deskriptivní geometrie – Plavja-

nik [3], jehož demo si mohou studenti stáhnout na internetu, případně si koupit
za symbolickou cenu plnou verzi.
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Obr. 3: Možnost „krokování	 konstrukce

3 Závěr

Někdo by mohl říci, že tím pádem stačí jen e-learningové prostředí, z kterého si
student nastuduje vše sám. Bohužel však musím z vlastní zkušenosti konstatovat,
že zvláště u výuky deskriptivní geometrie je tento způsob výuky nedostačující,
a je třeba ho brát jen jako doplněk samotného vzdělávání ve škole, a to je vlastně
podstata blended learningu. Přímá komunikace s učitelem v rámci běžných pre-
zenčních hodin totiž zahrnuje množství faktorů, které nelze objektivně vyjádřit.
A tyto faktory právě velmi efektivně podporují proces učení [4].
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Základy statistiky pro biology

(Statistika bez vzorečků?)

Karel Zvára

Abstrakt

Při výuce statistiky přírodovědcům odpadl jeden ze dvou důvodů užívání vzorečků. Vý-
početní tvar lze pominout, ale při výkladu myšlenek, principů, je zpravidla potřebujeme.

1 O čem chci hovořit

. . .mnohdy vzniká dojem, že ve statistice je podstatné počítání.
Je tomu právě naopak. . . . jsme již v situaci, kdy můžeme přenechat
počítání počítačům. T. Havránek (1993) [1]

Statistiku potřebují mnozí, biologové, demografové, geografové, . . . Souvisí vý-
uka statistiky s matematikou, když výpočetní dřinu mohou převzít počítače?
Statistický program umí spustit, nakrmit daty a výsledek vytisknout kdekdo.
Umí kdekdo také výsledek interpretovat? Studenti vidí ve statistice matema-
tiku, mnohé to po maturitě děsí. Musí se učit vzorečky, když je k výpočtům
nepotřebují?

2 Pohled zpátky

Svoje biology jsme převzal po dr. Josífkovi někdy v polovině sedmdesátých let.
Používali jsme jeho skripta [2], při jejichž přípravě se uplatnila katedrální vý-
počtářka svými ručně do strojopisu doplněnými vzorečky. Ty mívaly několik
variant: z některých byl patrný smysl počítané charakteristiky, jiné byly vhodné
pro vlastní výpočet. Příkladem může být výběrový rozptyl

s2 =
1

n − 1

n∑
i=1

(xi − x̄)2, s2 =
1

n − 1

⎛
⎝ n∑

i=1

x2i −
1
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(
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)2⎞⎠ .

S nástupem osobních počítačů se situace změnila, jak o tom svědčí úvodní citát.
Nakladatelství Karolinum mi vydalo knížku [7], v níž vedle obojích vzorečků
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mohly být nejen knižní příklady spočitatelné tužkou na papíře, ale také rozsáhlý
datový soubor využívající diplomovou práci, kterou jsem konzultoval.
Nezůstal jsem ve spanilé jízdě mezi přírodovědce sám, dr. Zichová se snaží

vzdělávat chemiky. Je ve výhodě, protože ti mají povinnou přednášku z kalkulu
(diferenciální počet jedné a dvou proměnných, integrální počet, obyčejné dife-
renciální rovnice prvního řádu, základy lineární algebry). Vysvětluje principy
statistiky [4, 6] a současně dává k disposici podrobný návod, jak s konkrétním
programovým vybavením dojít k relevantním statistickým závěrům [5]. Kromě
řešených příkladů zpracování dat formou komentovaných výstupů z programu
NCSS její skripta obsahují stručný výklad teorie obsahující u většiny probíraných
metod vzorečky. Jsou to takové vztahy, které by student se zmíněnými matema-
tickými základy měl být schopen pochopit a v případě potřeby provést příslušné
výpočty například v Excelu, pokud by neměl k dispozici statistický software.
Na přednáškách dr. Zichová prezentuje a rozebírá ty vzorce, které mají zřetel-

nou interpretaci a je možné na nich vyložit myšlenku probírané metody: napří-
klad testové statistiky, které měří vzdálenost odhadu parametru od jeho hypote-
tické hodnoty, nebo formule pro euklidovskou (nejkratší cesta) a manhattanskou
(cesta po pravoúhlé síti) vzdálenost dvou bodů v rovině jako výchozí pojmy
pro teorii měření vzdáleností objektů a skupin ve shlukové analýze. Cílem je
tedy připravit studenty na řešení vyjmenovaných úloh pomocí jednoho či dvou
konkrétních programů.
U mých biologů je situace poněkud jiná. Po dohodě s biology se jako „matfy-

zák	 snažím vštípit studentům základy statistického uvažování, které jim ukazuji
prostřednictvím nejčastěji používaných jednoduchých modelů. Kuchařky zamě-
řené na konkrétní části biologie pak vyučují biologové sami. Mám k disposici
jeden semestr s dvouhodinovou přednáškou a dvouhodinovým cvičením. Před-
náška se drží předem zveřejněných více než dvou set slajdů, které jsou její osno-
vou. Klíčové pojmy, jejich souvislosti, grafy tedy mohou studenti mít vytištěné,
na přednášce stačí jen doplňovat komentáře. Datový projektor a knihovna Te-
aching Demos námi používaného volně šiřitelného programového prostředí R
umožní vedle ukázkových výpočtů také simulovat fungování náhody.

3 Dnešní problémy

Na rozdíl od dřívějška už nemohu předpokládat, že mojí přednášce předchází
kurz matematiky, po jehož absolvování studenti například umějí vyšetřit prů-
běh funkce. Nemohu ukazovat, jak se odvodí vzorečky pro odhad koeficientů re-
gresní přímky nebo jak se najde maximálně věrohodný odhad pravděpodobnosti
dominantní alely při testování Hardyovy-Weinbergovy rovnováhy. Při počítání
střední hodnoty se musím omezit na diskrétní rozdělení, protože integrál mnohé
doslova děsí. Je to ještě horší, mnozí studenti odmítají přemýšlet, v anketě se
objevil názor, že u studentů biologie nemám právo požadovat logické myšlení.
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Některým dělá potíž rozlišit mezi ekvivalencí dvou výroků a implikací mezi nimi,
problémy bývají se směrnicovou rovnicí přímky. Najdou se tací, kteří nezvládají
úvahy typu trojčlenky. Tím spíš mne nepřekvapují neznalosti v základech kom-
binatoriky, bez níž se v pravděpodobnosti nemůžeme obejít.

4 Co je ve výuce statistiky pro přírodovědce podstatné

4.1 Model

Je třeba si uvědomit rozdíl mezi nás obklopující skutečností (daty) a jejím ma-
tematizovaným obrazem. Připustit, že většina konkrétních aplikací matematiky
pracuje jen se zjednodušeným modelem skutečnosti, který vyjadřuje jen některé
její rysy a to jen do určité míry. Mělo by jít o měřitelné zobrazení z modelu do
reality. Dobrá turistická mapa mi pomůže dojít z Jizerky na Jizeru, ale nedokáže
určit místo, kde jsem na té cestě ztratil čepici. Mapa tedy zobrazí jen něco ze
skutečnosti. Když kopáč vykope základy domku za 50 hodin, nemusí být pravda,
že 50 · 60 = 3 000 stejně dobrých kopáčů to zvládne za jednu minutu. Dobrý mo-
del nemusí být absolutně přiléhavý, zvláště, když se snažíme přejít k extrémním
polohám, jak matematici rádi činí. Přesto je model, ať už mapa nebo trojčlenka,
užitečný. Na spoustu otázek odpoví správně, jen je třeba vedle naučených po-
stupů použít to, čemu můj maturitní kantor matematiky říkal selský rozum, tedy
samostatné kritické myšlení.

4.2 Populace a výběr

Jakmile chceme ze statistických údajů něco vyvozovat a nezůstávat jen u po-
pisu, v klasické statistice potřebujeme představu založenou na rozlišování zá-
kladního souboru či populace na jedné straně a výběru ze základního souboru
(populace) na straně druhé. Dá hodně práce přesvědčit studenty, že je třeba roz-
lišovat relativní četnost šestek v posloupnosti sta nezávislých hodů hrací kostkou
od pravděpodobnosti, že v daném hodu hrací kostkou padne šestka. Pokud má
být zmíněná pravděpodobnost vlastností oné hrací kostky, měla by se uplatnit
stejně, ať už kostkou hází Zuzana nebo Tomáš. Jenže Tomášovi padla šestka
dvacetkrát, kdežto Zuzaně na stejné kostce jen patnáctkrát. To však nemusí
znamenat, že jeden z nich fixloval, pouze se projevil náhodný charakter pokusu.
Přitom zmíněná pravděpodobnost, označme ji π, je oběma sériím hodů společ-
ná. A nemusí to být zrovna jedna šestina, jak vždycky na můj dotaz odpovídají
studenti. Tomášův odhad pravděpodobnosti π bude 20 %, Zuzanin jen 15 %.
Kdyby Tomáš svoji stovku hodů zopakoval, nejspíš bude počet šestek trochu
jiný, podobně u Zuzany. Ač jsou to náhodná zjištění, přece jen zmíněné četnosti
dokáží o neznámé pravděpodobnosti vypovídat. Tomášových dvacet šestek zna-
mená, že s 95% spolehlivostí je neznámá pravděpodobnost někde v intervalu
(12,7 %; 29,2 %), u Zuzany je oním 95% intervalem spolehlivosti pro π interval
(8,6 %; 23,5 %).
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Ještě obtížněji získávají studenti představu o intervalu spolehlivosti pro
střední hodnotu náhodného výběru z normálního rozdělení. Nejprve si vysvět-
lujeme modelovou představu o normálním rozdělení výšky náhodně vybraného
desetiletého chlapce. Musí to být jen přibližný model, vždyť z představy o nor-
málním rozdělení výšky nutně plyne, že s kladnou pravděpodobností má takový
hoch zápornou výšku! Přesto je zmíněná představa funkční. Střední hodnotu μ
ztotožníme s populačním průměrem, tedy s průměrnou výškou spočítanou pro
celou populaci desetiletých hochů. Populační průměr si ovšem jen představujeme,
prakticky jej nemůžeme znát. Z vlastností výběrového průměru lze odvodit in-
terval spolehlivosti pro populační průměr μ, totiž(

X̄ − SX√
n
· tn−1(0,975); X̄ +

SX√
n
· tn−1(0,975)

)
,

kde SX je výběrová směrodatná odchylka (odhad populační směrodatné od-
chylky) a tn−1(0,975) je příslušný kvantil Studentova t-rozdělení.
Přiznám se, že v tomto tvaru vzoreček nevyžaduji, stačí mi jeho slovní vyjá-

dření: Že ve středu oné úsečky je bodový odhad, tedy průměr zjištěný z výšek n
náhodně vybraných desetiletých hochů. Dále že délka intervalu závisí na součinu
střední chyby průměru SX/

√
n a kvantilu. Požadovaná spolehlivost se uplatní

v kvantilu (větší spolehlivost vyžaduje větší hodnotu kvantilu), rozsah výběru n
se projeví především ve střední chybě. Kdybychom měli čtyřnásobně velký roz-
sah výběru n, budeme očekávat zhruba poloviční střední chybu průměru, tedy
jen zhruba poloviční délku intervalu. Takto nejen slovy popisuji nahoře uvedený
vztah, současně uvádím důležité vlastnosti onoho intervalu, které jsou podstatné
pro jeho interpretaci. Samotný výpočet za nás udělá otrok počítač, k výpočtu
tedy studenti vzorec nepotřebují. Když vzorec nevyžaduji, vyhnu se námitkám
studentů o tom, že přece napsali vzoreček skoro dobře (ale zapomněli napsat
odmocninu, jenom zaměnili čitatele a jmenovatele zlomku apod.).
Důležitá je především interpretace intervalu spolehlivosti, co nám o výškách

desetiletých hochů říká. Vypovídá o společné vlastnosti všech desetiletých hochů,
neříká nic konkrétního o jednom, pěti či patnácti z nich. Je to interval náhodně
umístěný na reálné přímce, dokonce interval náhodné délky, ale takový, že s poža-
dovanou spolehlivostí (pravděpodobností) překrývá neznámou konstantu μ chá-
panou jako populační průměr. Dá hodně práce vymýtit falešné představy šířící se
mezi studenty jak virová epidemie, že je to interval obsahující 95 % pozorování,
že s 95% pravděpodobností tam padne výška náhodně vybraného desetiletého
hocha nebo že je to interval obsahující s 95% pravděpodobností výběrový prů-
měr. Existuje samozřejmě i četnostní interpretace intervalu spolehlivosti. Když
jej budeme počítat na základě vždy nových dat (výběrů) znovu a znovu, pak
zhruba v pěti případech ze sta nám interval uteče tak, že populační průměr μ
zůstane někde mimo něj.
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5 Každodenní život

Před čtyřmi roky měl dr. Saxl pěknou přednášku [3] o historii pravděpodob-
nosti a také o pravděpodobnosti v každodenním životě. Zmínil se o jedné z mála
životních jistot – o smrti. Ta jej už bohužel dostihla. Souhlasím s jeho představou
budovat pravděpodobnostní (dodávám a statistické) myšlení už od malička, ale
současně vidím mnohá úskalí.

5.1 Pravděpodobnost

Když počítáme pravděpodobnost podle její klasické definice, tedy jako poměr
mezi počtem příznivých a počtem možných elementárních jevů, vždy musíme pa-
matovat, že tento postup má smysl jen když jsou ony možné výsledky v nějakém
rozumném smyslu opravdu symetrické a tudíž stejně pravděpodobné. Už ta ob-
ligátní hrací kostka nemusí mít těžiště přesně uprostřed, nemusí mít dostatečně
symetrický tvar zaoblené krychle. Nesmyslné jsou podle mne úlohy typu: Na fi-
losofickou fakultu se vloni hlásilo k bakalářskému studiu 8 718 uchazečů, přijato
bylo 2 078 uchazečů, v případě farmaceutické fakulty to bylo 250 uchazečů, při-
jato bylo 167 z nich. Jak se liší pravděpodobnost přijetí Michala, který se hlásí
na filosofii a jeho spolužáka Zdeňka, který chce být lékárníkem? Kde je psáno,
že se přijímá zcela náhodně, že všichni uchazeči mají stejnou šanci přijetí ke
studiu? Že by nezáleželo na středoškolském prospěchu, na výsledku písemné či
ústní části přijímací zkoušky?
Myslím, že takové realitu jen málo reflektující příklady k dobrému pravdě-

podobnostnímu či statistickému uvažování nepřispějí. Pokud při formulaci úlohy
použijeme velké zjednodušení, měli bychom to otevřeně přiznat.

5.2 Statistika

Statistika, zvláště pak popisná statistka, je každodennímu životu blíž než pravdě-
podobnost. Na rozdíl od pravděpodobnosti pracuje statistika také s reálnými
daty a ne jen se zjednodušenými modely. Popisná statistika umožní vydobýt
z dat podstatnou informaci. Vzorečky, třeba ten, který definuje průměr, jsou uži-
tečné k vysvětlení podstaty pojmů, i když se při skutečných výpočtech ne vždy
v onom jednoduchém tvaru používají. Ale už formální zápis definice mediánu je
nad síly mnoha studentů, slovní vyjádření vystihující základní myšlenku pova-
žuji za mnohem důležitější. Číslo rozdělující řekněme příjmy na polovinu těch
nižších a polovinu vyšších lze snad vysvětlit každému, i když je při tom potíž
s nerovnostmi ostrými a neostrými. Pak lze vysvětlit i devátý decil, který oddělí
desetinu osob s nejvyššími příjmy od ostatních. Přitom skutečné vlastnosti me-
diánu mnozí připisují průměru – a sdělovací prostředky takovou představu ještě
podporují. Jistě se každý z nás setkal s hlasitým podivem nad tvrzením, že šede-
sát či sedmdesát procent příjmů je podprůměrných. Kdyby si tak pochybovači
uvědomili, že skoro všichni mají nadprůměrný počet rukou!
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Pokud chceme pomocí statistiky něco dokazovat, což je nejen v přírodních
vědách na denním pořádku, musíme přejít se ke statistice induktivní (konfir-
mační), kde se podobně jako v pravděpodobnosti bez zjednodušujícího modelu
neobejdeme. V klasické statistice pak jednotlivým modelovým pojmům odpoví-
dají jejich výběrové protějšky, které nesmíme navzájem zaměňovat. Skutečnému
podílu kuřáků mezi dospělými muži odpovídá procento kuřáků zjištěné ve vzorku
populace mužů. Pravděpodobnosti, že náhodně vybraná osoba je kuřák, odpo-
vídá relativní četnost kuřáků v příslušném výběru.
Připadá mi, že ve statistice už nejsme na půdě matematiky, ta jen poskytuje

prostředky, které používáme. Činí tak podobně jako fyzika, když popisuje vztah
mezi napětím, proudem a odporem v elektrickém obvodu.

6 Závěr

Vzorečkům podle mého názoru neodzvonilo, i když je k vlastním výpočtů stu-
denti zpravidla nepotřebují. Měli bychom jimi šetřit a ponechat je jen pro stručný
zápis modelových vztahů. Důležitější než formální zápis je to, co má vzoreček
vyjadřovat, jeho interpretace.

Poděkování

Tento článek vznikl za podpory výzkumného záměru MSM 0021620839.
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Girg Petr pgirg@kma.zcu.cz
KMA FAV ZČU
Univerzitní 22 306 14 Plzeň
Glozar Jiří glozar@gmail.com
SPSSN Teiresiás, Masarykova univerzita
Řehořova 20 618 00 Brno
Hašek Roman hasek@pf.jcu.cz
Jihočeská univerzita v Č. Budějovicích, Pedagogická fakulta
Jeronýmova 10 371 15 České Budějovice
Havlíčková Radka lirien@seznam.cz
PedF UK, ZŠ Velké Popovice
Kunice 23 251 63 Kunice
Hejný Milan milan.hejny@pedf.cuni.cz
KMDM PedF UK
M. D. Rettigové 4 116 39 Praha 1
Herman Jiří herman@jaroska.cz
Gymnázium
tř. kpt. Jaroše 14 658 70 Brno
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Hofmanová Hana hofmanova@post.cz
VOŠ a SPŠD
Masná 18 110 00 Praha 1
Hošpesová Alena hospes@pf.jcu.cz
Jihočeská univerzita v Č. Budějovicích, Pedagogická fakulta
Jeronýmova 10 371 15 České Budějovice
Hricz Miroslav miroslav.hricz@centrum.cz
Základní škola
Táborská 45/421 140 00 Praha 4
Hrubá Miluše hruba@gymjev.cz
Gymnázium, Jevíčko
A. K. Vitáka 452 569 43 Jevíčko
Hrubý Dag hruby@gymjev.cz
Gymnázium, Jevíčko
A. K. Vitáka 452 569 43 Jevíčko
Hudcová Milada hudcova@abba.cz
Vyšší odborná škola ekonomická a zdravotnická a Střední škola
Hybešova 53 680 01 Boskovice
Hudcovská Jarmila hudcovska.jarmila@sostrinec.cz
Soukromá střední škola Třinec
Lánská 132 739 61 Třinec-Staré Město
Hykš Oldřich hyks@mokropsy.com
FD ČVUT, Ústav aplikované matematiky
Na Florenci 25 110 00 Praha 1
Hykšová Magdalena hyksova@fd.cvut.cz
Ústav aplikované matematiky
Na Florenci 25 110 00 Praha 1
Chaloupková Sylva sylva.chaloupkova@centrum.cz
ZŠ a MŠ Štěrboholy, Praha 10, PedF UK Praha
Třebelice 4 391 75 Malšice
Charvátová Hana charvatova@fai.utb.cz
Ústav automatizace a řídicí techniky, FAI UTB ve Zlíně
Nad Stráněmi 4511 760 05 Zlín
Jarošová Martina mjarosov@math.muni.cz
Vysoká škola polytechnická Jihlava
Tolstého 16 586 01 Jihlava
Jermář Jakub jermar@edufor.cz
Edufor s. r. o.
Příborská 518 199 00 Praha 9
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Jirotková Darina darina.jirotkova@pedf.cuni.cz
KMDM PedF UK
M. D. Rettigové 4 116 39 Praha 1
Jirsa Michael jirsa@skola-radotin.cz
ZŠ Radotín
Loučanská 1112/3 153 00 Praha
Kadlčík Vojtěch kadlcik@gym-so.cz
Gymnázium
Dr. E. Beneše 449/II 392 11 Soběslav
Kafková Marika maja.k@email.cz
Katedra aplikované matematiky a informatiky EF JU
Studentská 13 370 05 České Budějovice
Kalousová Anna kalous@math.feld.cvut.cz
FEL ČVUT
Technická 2 166 27 Praha 6
Kalová Jana jana.kalova@gmail.com
Gymnázium
Jírovcova 8 371 61 České Budějovice
Kaňoková Vlasta kanokova.vlasta@sostrinec.cz
Soukromá střední škola Třinec
Lánská 132 739 61 Třinec-Staré Město
Kašpar Jan kaspar@karlin.mff.cuni.cz
MFF UK
Sokolovská 83 186 00 Praha 8
Kloboučková Jaroslava jaroslava.klobouckova@pedf.cuni.cz
KMDM PedF UK
M. D. Rettigové 4 116 39 Praha
Kobza Aleš akob@jaroska.cz
Gymnázium
tř. kpt. Jaroše 14 658 70 Brno
Kommová Helena kommova@gjk.cz
Gymnázium Jana Keplera
Parléřova 2 168 00 Praha 6
Kopecká Ilona ellen1@seznam.cz
Gymnázium Brno
Slovanské nám. 7 612 00 Brno
Kopecký František kopecky@gjn.cz
Gymnázium Jana Nerudy
Komenského nám. 9/400 130 00 Praha 3
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Kott Dalibor d.kott@seznam.cz
Gymnázium Brno
Slovanské nám. 7 612 00 Brno
Krátká Magdalena magda.kratka@centrum.cz
KMA PřF UJEP
České mládeže 8 400 96 Ústí nad Labem
Krchová Lidmila lidmila.krchova@seznam.cz
IIVOŠ – institut informatiky VOŠ, s.r.o.
Radlická 591/115, objekt A5 158 00 Praha-Jinonice
Krupka Petr krupka@gyrec.cz
Gymnázium
Terezy Novákové 2 621 00 Brno-Řečkovice
Krynický Martin martin@krynicky.cz
Gymnázium
Na Sadech 308 379 26 Třeboň
Kubát Josef predseda@jcmf.cz
Jednota českých matematiků a fyziků
Žitná 25 117 10 Praha 1
Kubeš Josef josef.kubes@mikulasske.cz
Gymnázium
Mikulášské nám. 23 326 00 Plzeň
Kubíková Taťjana kubikova@trebesin.cz
SPŠ v Praze 10
Na Třebešíně 2299 108 00 Praha 10
Kukrálová Milena Milena.Kukralova@seznam.cz
Biskupské gymnázium
Jirsíkova 5 370 21 České Budějovice
Kvapilová Olga olgakvapilova@email.cz
SPŠE
Ječná 30 121 36 Praha 2
Langerová Lucie langerova@spsstavbrno.cz
SPŠ stavební
Kudelova 8 662 51 Brno
Lávička Miroslav lavicka@kma.zcu.cz
KMA FAV ZČU
Univerzitní 8 301 00 Plzeň
Layerová Andrea a.layerova@seznam.cz
Biskupské gymnázium
Jirsíkova 5 370 21 České Budějovice
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Lesáková Eva lesakova@cermat.cz
Centrum pro zjišťování výsledků vzdělávání
Jeruzalémská 12 110 00 Praha
Lišková Hana liskova@lit.cz
VOŠP a SPgŠ
Komenského 22 570 12 Litomyšl
Lukšová Hana hluksova@scio.cz
SCIO
Pobřežní 34 186 00 Praha 8
Malechová Iva malechova@mat.fsv.cvut.cz
Katedra matematiky FSv ČVUT
Thákurova 7 166 29 Praha 6
Mannheimová Dagmar Dagmar.Mannheimova@gymtri.cz
Gymnázium
Komenského 713 739 61 Třinec
Másilko Lukáš masilko@ics.muni.cz
Masarykova univerzita, Středisko pro pomoc studentům se specifickými nároky
Šumavská 15 602 00 Brno
Matásková Ľubica lubka@matasek.net
SPŠ strojnická Plzeň
Klatovská 109 320 58 Plzeň
Michnová Jitka michnova@email.cz
ZŠ Ing. M. Plesingera – Božinova
Školní 900 277 11 Neratovice
Miškovský Pavel pa67vel@seznam.cz
Gymnázium Karla Čapka
Školní 1530 263 01 Dobříš
Molnár Josef josef.molnar@upol.cz
KAG PřF UPOL
tř. 17. listopadu 12 779 00 Olomouc
Moravcová Vlasta vlasta.chmelikova@centrum.cz
Katedra didaktiky matematiky MFF UK
Sokolovská 83 186 75 Praha 8
Moravec Luboš lubos.moravec@centrum.cz
Katedra didaktiky matematiky MFF UK
Sokolovská 83 186 75 Praha 8
Morávková Zuzana zuzana.moravkova@vsb.cz
KMDG VŠB TU Ostrava
17. listopadu 15/2172 708 33 Ostrava-Poruba
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Nešverová Eva nesverova@prometheus-nakl.cz
Nakladatelství Prometheus, spol. s r. o.
Čestmírova 10 140 00 Praha 4
Neubauerová Danuše neubauerova@zdravka-plzen.cz
SZŠ a VOŠZ
Karlovarská 99 323 17 Plzeň
Novotná Jarmila jarmila.novotna@pedf.cuni.cz
KMDM PedF UK
M. D. Rettigové 4 116 39 Praha 1
Novotná Jana novotnaj@gmail.com
Gymnázium Brno
Slovanské nám. 7 612 00 Brno
Nushartová Jana nushartova@seznam.cz
GPJP
Jindřišská 36 110 00 Praha 1
Olšáková Věra vera.olsakova@seznam.cz
MŠ a ZŠ Čtyřlístek, s.r.o.
Tyršovo nám.363 686 01 Uherské Hradiště
Ostravský Jan ostravsky@fai.utb.cz
Ústav matematiky, FAI UTB ve Zlíně
Nad Stráněmi 4511 760 05 Zlín
Otřísal Václav votrisal@scio.cz
www.scio.cz, s.r.o.
Pobřežní 34 186 00 Praha
Paláček Radomír radomir.palacek@vsb.cz
Vysoká škola báňská – Technická univerzita Ostrava
17. listopadu 15/2172 708 33 Ostrava-Poruba
Patáková Eva eva.patakova@email.cz
KMDM PedF UK
M. D. Rettigové 4 116 39 Praha 1
Pavlíková Pavla pavla.pavlikova@vscht.cz
Katedra didaktiky matematiky MFF UK
Sokolovská 83 186 75 Praha 8
Pazourek Karel pazourek@karlin.mff.cuni.cz
KDM MFF UK
Sokolovská 83 186 75 Praha 8
Pecl Jiří pecl@ics.muni.cz
Masarykova univerzita, Středisko pro pomoc studentům se specifickými nároky
Šumavská 15 602 00 Brno
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Pelantová Alena pelantova@zsnaslovance.cz
ZŠ a MŠ Na slovance
Bedřichovská 1 182 00 Praha 8
Perný Jaroslav jaroslav.perny@tul.cz
KMD FP TUL
Voroněžská 1329/13 460 01 Liberec
Petrnoušková Romana rezinka@seznam.cz
Střední škola elektrotechniky a spojů
Výstupní 2 400 11 Ústí nad Labem
Plíšková Jana pliskova.jana@seznam.cz
ZŠ Pardubice Josefa Ressla
Josefa Ressla 2258 530 02 Pardubice
Polášek Vladimír vpolasek@fai.utb.cz
Ústav matematiky, FAI UTB ve Zlíně
Nad Stráněmi 4511 760 05 Zlín
Polický Zdeněk policky@gyrec.cz
Gymnázium
Terezy Novákové 2 621 00 Brno-Řečkovice
Pomykalová Eva eva.pomykalova@email.cz
Gymnázium – Lesní čtvrť Zlín
Lesní čtvrť 1364 760 01 Zlín
Procházková Ivana magicek@email.cz
KMDM PedF UK
M. D. Rettigové 4 116 39 Praha 1
Příhonská Jana jana.prihonska@tul.cz
KMD FP TUL
Voroněžská 1329/13 461 17 Liberec
Rákosník Jiří rakosnik@math.cas.cz
Matematický ústav AV ČR
Žitná 25 115 67 Praha 1
Rakoušová Alena alena.rakousova@seznam.cz
ZŠ s RVJ
Františka Křížka 4 170 00 Praha 7
Robová Jarmila robova@karlin.mff.cuni.cz
KDM MFF UK
Sokolovská 83 186 75 Praha 8
Rothanzl Bohuslav rothanzl@prometheus-nakl.cz
Nakladatelství Prometheus, spol. s r. o.
Čestmírova 10 140 00 Praha 4
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Roubíček Filip roubicek@math.cas.cz
Matematický ústav AV ČR
Žitná 25 115 67 Praha 1
Řídká Eva ridka@cermat.cz
CERMAT
Jeruzalémská 12 110 00 Praha 1
Sedláček Tomáš www.tomassedlacek.cz

Schleicherová Monika schleicherova@gymkvary.eu
První české gymnázium v Karlových Varech
Národní 25 360 20 Karlovy Vary
Slavíková Karolina sslavikk@seznam.cz
Sš, Zš a Mtš pro sluchově postižené
Výmolova 169 150 00 Praha 5
Smíšková Jaroslava sezam788@volny.cz
Obchodní akademie
Dušní 7 110 00 Praha 1
Sobotová Dana sobotova@atlas.cz
Voš a SPŠE Fr. Křižíka
Na Příkopě 16 110 00 Praha 1
Staněk Miroslav stanek@soubce.cz
Střední odborná škola a Střední odborné učiliště André Citrona
nám. 9. května 2a 680 01 Boskovice
Stanovský David stanovsk@karlin.mff.cuni.cz
Katedra algebry MFF UK
Sokolovská 83 186 75 Praha 8
Stehlíková Naďa nada.stehlikova@pedf.cuni.cz
KMDM PedF UK
M. D. Rettigové 4 116 39 Praha 1
Stejskalová Blanka stejskalova@gymjat.cz
Gymnázium
Jateční 22 400 01 Ústí nad Labem
Strádalová Jana stradalova@panska.cz
SPŠ sdělovací techniky
Panská 3 110 00 Praha 1
Surynková Petra petra.surynkova@seznam.cz
Katedra didaktiky matematiky MFF UK
Sokolovská 83 186 75 Praha 8
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Sýkora Václav vaclav sykora@volny.cz
Gymnázium Jana Patočky
Krakovská 10 110 00 Praha 1
Šarounová Alena sarounov@karlin.mff.cuni.cz
KDM MFF UK
Sokolovská 83 186 75 Praha 8
Šedivá Alena sediva@gymta.cz
Gymnázium Pierra de Coubertina
nám. Fr. Křižíka 860 390 01 Tábor
Šedivý Jan gjn.hud@seznam.cz
Gymnázium Jana Nerudy
Komenského nám. 9/400 130 00 Praha 3
Ševčík Milan shevca@volny.cz
Střední škola tvorby a designu nábytku, s. r. o.
Horská 167 460 14 Liberec XVII
Šíma František simafr2@seznam.cz
Vysoká škola technická a ekonomická
Okružní 10 370 01 České Budějovice
Škaroupková Blanka skaroupkova@gyrec.cz
Gymnázium
Terezy Novákové 2 621 00 Brno-Řečkovice
Škodová Helena skodova@panska.cz
SPŠ sdělovací techniky
Panská 3 110 00 Praha 1
Šobrová Libuše liba.so@seznam.cz
Gymnázium
Omská 1300 100 00 Praha 10
Šoukalová Monika soukalova@panska.cz
SPŠ sdělovací techniky
Panská 3 110 00 Praha 1
Tauerová Tereza ttau@centrum.cz
Euroškola, SOŠ
Sklářská 81 435 42 Litvínov-Hamr
Tichá Marie ticha@math.cas.cz
Matematický ústav AV ČR
Žitná 25 115 67 Praha 1
Tomášek Vladislav vladislav.tomasek@uiv.cz
Ústav pro informace ve vzdělávání
Senovážné nám. 26 110 06 Praha 1
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Tomiczková Světlana svetlana@kma.zcu.cz
KMA FAV ZČU
Univerzitní 8 306 14 Plzeň
Tomšová Marie tomsova@feec.vutbr.cz
UMAT FEKT VUT
Technická 8 616 00 Brno
Trejbalová Lucie trejbalova@zdravka-plzen.cz
SZŠ a VOŠZ
Karlovarská 99 323 17 Plzeň
Urban Otto urban@gybon.cz
Gymnázium B. Němcové
Pospíšilova 324 500 03 Hradec Králové
Vanclová Eliška evanclova@scio.cz
www.scio.cz, s.r.o.
Pobřežní 34 130 00 Praha 8
Vaněčková Hana vaneckova@spsgocar.cz
SPŠ stavební J. Gočára
Družstevní ochoz 3 140 00 Praha 4
Višňovský Peter visnovsky@gjk.cz
Gymnázium Jana Keplera
Parléřova 2 169 00 Praha 6
Voglová Zuzana zuzana.voglova@foxis.cz
Gymnázium Uničov
Gymnazijní 257 783 91 Uničov
Volný Petr Petr.Volny@vsb.cz
Katedra matematiky a deskriptivní geometrie VŠB–TUO
17. listopadu 15/2172 708 33 Ostrava
Vondra Jan vondra@math.muni.cz
Ústav matematiky a statistiky PřF MU
Kotlářská 2 611 37 Brno
Výrut Radek rvyrut@kma.zcu.cz
KMA FAV ZČU
Univerzitní 22 301 00 Plzeň
Vysoká Jana jana.vysoka@seznam.cz
Vysoká škola technická a ekonomická
Okružní 10 370 01 České Budějovice
Wasyliw Vladimír wasyliw@seznam.cz
MŠMT
Na tržišti 432 277 35 Mšeno



Setkání učitelů matematiky 291

příjmení a jméno e-mail
adresa

Weberová Jarmila weberova@gymkvary.eu
První české gymnázium v Karlových Varech
Národní 25 360 20 Karlovy Vary
Widž Jiří widz@centrum.cz
Gymnázium Sokolov
Husitská 2053 356 11 Sokolov
Zdráhalová Milena milena.zdrahalova@mikulasske.cz
Gymnázium
Mikulášské nám. 23 326 00 Plzeň
Zelendová Eva zelendova@vuppraha.cz
VÚP v Praze
Senovážné nám. 4 110 06 Praha 1
Zemek Václav vzemek@gympt.cz
Gymnázium
Zlatá stezka 137 383 01 Prachatice
Zhouf Jaroslav jaroslav.zhouf@pedf.cuni.cz
KMDM PedF UK
M. D. Rettigové 4 116 39 Praha 1
Zrostlík Petr petr.zrostlik@mikulasske.cz
Gymnázium
Mikulášské nám. 23 326 00 Plzeň
Zvára Karel karel.zvara@mff.cuni.cz
Katedra pravděpodobnosti a matematické statistiky MFF UK
Sokolovská 83 186 75 Praha 8
Zychová Soreya zychova@trebesin.cz
SPŠ v Praze 10
Na Třebešíně 2299 108 00 Praha



Eva Pomykalová

Deskriptivní geometrie pro střední školy

(kniha+CD)

Učebnice vhodná pro všechny typy středních škol, kde se deskriptivní geometrie
vyučuje jako povinný, volitelný, resp. nepovinný předmět.

V úvodních kapitolách jsou zopakovány potřebné stereometrické poznatky, vy-
loženy základy promítání a kuželosečky. Kótované promítání je první promítání,
se kterým se čtenář seznámí, na ně navazuje promítání Mongeovo. V Mongeově
promítání se řeší nejen úlohy základní, ale i úlohy o tělesech, a to jak o hranolech
a jehlanech, tak o rotačních tělesech. Závěrečné kapitoly jsou věnovány pravo-
úhlé axonometrii a kosoúhlému promítání. Součástí učebnice je CD obsahující
krokovaná řešení výkladových příkladů.
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