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VYUCOVANT MATEMATICE A KULTIVACE KOMPETENCT
Frantisek Kurina

Uvob

Otéazka Jak ucit matematice Zaky ve véku 11-15 let? je v soucasné dobé spjata
s otazkou kultivace kompetenci z&k1, s realizaci ideji Bilé knihy ([1]) a s tvorbou
skolnich vzdélavacich programt. Cilem tohoto prispévku je pokus o vyjasnéni
nékterych pojmu, které se pfi realizaci soucasné reformy skolstvi pouzivaji, a ob-
raceni pozornosti nasi ucitelské vefejnosti k nékterym aktualnim pedagogickym
problémiim.

SOUCASNA SKOLA A JEJI REFORMA

V roce 1969 vychazi Piagetova prace Psychologie et pedagogie, v niz se autor
wzhrozil disproporce mezi energit vynaloZenou na vyzkumy mysleni a usuzovdni
ditéte a absenct jakychkoliv jejich dcinki na stav skolské praze (citovano podle
knihy [2], s. 18). Podle mého nézoru je i v soucasné dobé& vliv pedagogickych
a psychologickych teorii na praxi skoly relativné maly. Skolu ovliviiuji naopak
velmi silné problémy spoleGenské a ekonomické (ruseni $kol, nartistani poctu
déti ve t¥idach, ...), Fizeni Skoly a postaveni uciteld ve spole¢nosti, klima prace
ve Skole a v kazdé konkrétni t¥idé i osobnost ucitele, jeho vzdélani, zkusSenosti
a presvédceni. V neposledni fadé ovliviiuji préaci skoly i samotni zaci, formovani
rodinou a vSemi kladnymi a negativnimi vlivy spoleénosti. Otazka, jaci jsou nasi
zaci, je z hlediska fungovéani skoly dulezita. O vztahu zaku k osvojovani si novych
poznatkt publikoval nedavno ucitel matematiky a fyziky Petr Spina nazor, ze
nZaky lze rozdélit na tri skupiny. Pruni preferuje jazyky a pamétné uceni, ob-
vykle se vyhybd matematice a fyzice. Druhd md technické, prirodovédné sklony;
pravopisem se moc netrdpi. Zdci tieti skupiny nechtéji délat nic, nic je nebavi.”
Dovolil jsem si polozit ucastnikiim konference dotaznik, v némz meéli odhadnou
procentni rozdéleni 74k, které uéi, do Spinovych kategorii. Na dotaznik odpo-
védélo 57 ucitelt zakladnich skol a vysledky lze shrnout takto: Tretina uciteli
je pfesvéddena, Ze pamétnému udeni dava pirednost 50 % zaki, 7 uciteli z onéch
57 mé ve svych t¥idach takovych zakd 60 % (a to byl maximdlni uvadény po-
Get zékl orientovanych na pamét). Tetina uciteltt uvedla, Ze mysleni preferuje
30 % zak, které uci, jediny icastnik ankety uvedl, Ze ma ve t¥idé 60 % myslitelt
(a to bylo také maximum). Minimum (10 %) uvedli 2 u¢itelé. Ttetina Géastnikl
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odhadla, Ze 20 % jejich zakd nechce délat nic, 2 uditelé maji ve t¥idach takovych
78kt 60 % a jeden dokonce 70 % (coz bylo maximum). O takto vagné vymeze-
nych postojich lze sotva délat néjaké hlubsi zavéry. Je snad dulezité, aby si ucitel
uvédomil, ze zaka, ktery nechce nic délat, a kdyz uz néco musi umét, tak jen
to, co mu utkvi v paméti, nelze redlné ziskat pro matematickou myslenku, ktera
se nam jevi dilezitd, zajimava nebo dokonce krasna. Na okraj pfipomenime, ze
ankety se zi¢astnilo 7 uditelii gymnazii, ktefi az na jednu vyjimku uvadéli 40 %
az 60 % zaku, kteri preferuji mysleni. Jako kuriozitu uvedme, Ze jeden vysoko-
skolsky ucitel uvedl, ze 30 % studentl, budoucich uditelti matematiky, nechce
délat nic.

Zakladni problém nasi skoly tkvi podle mého nazoru v tom, Ze skola nedosta-
te¢né rozviji mysleni zakd, ze malo orientuje zadky k feseni problémi a k aplika-
cim matematiky. Je to zéasti zpusobeno dosti formalnimi ptistupy k poznatkiam,
ucenim, které neni hloubéji vazano na porozumeéni.

Osnovy tradi¢né orientuji skolu k poznatkovym sféram. V matematice jde
napt. o délitelnost cisel, feSeni rovnic, troj¢lenku, tlohy na procenta, obsahy,
konstrukéni tlohy, ..., v ostatnich pfedmétech je tomu patrné analogicky. Na-
znacené okruhy uciva maji tu vyhodu, ze jsou dobie kontrolovatelné, snadno je
lze vylozit a v nejhorsim si lze vysledky zapamatovat. Zustava otazkou, zda toto
ucivo rozviji to, co asi v zivoté bude kazdy potifebovat. Zda matematika pomaha
porozumét svétu, zda uci vidét souvislosti, zda uci t¥idit jevy, zda prispiva ke
kritickému mysleni a u¢i rozhodovani, odpovédnosti, organizaci prace, ... Jsem
presvédcen, Ze dobfe koncipované vyucovani matematice by mélo tyto cile na-
pliovat. Jsou to vSak cile tézko kontrolovatelné a soucasna reforma skoly chce
ucitele diirazem na kompetence a mozné uvolnéni skolni praxe jak z hlediska
obsahi, tak i z hlediska metod, na tyto cile orientovat. To je podle mého na-
zoru zcela spravné a lze to jen podporit. Je zde patrné jedno vazné nebezpeci:
rozvijet kompetence 1ze jen na nécem. Reforma by mohla vést k tomu, ze pod
praporem rozvijeni kompetenci nenauc¢ime z matematiky ani to, co potrebuje
obcan k 1celné orientaci ve svété a ze zakladni skola nepfipravi dostateéné pro
gkolu stiedni a stfedni pro kolu vysokou. Skola musi nejen uéit, ale musi i néco
naudit.

Co si mame myslet o vychové studenti pro praxi, kdyz primyslova skola
zadé do prijimaci zkousky tlohu:

7

Vypodti oo 4
»VYPOY 700 T 100

a nabidne uchazeci 5 odpovédi:
337 42 2 4
A) —; (B) —; —; (D) 0,2; (E) —«7
”( ) 7 I ( ) 10’ (C) 5 ) ( ) 07 ) ( ) 10

Co muze naudit skola, ktera svtij skolni program zpracuje pod heslem: [ Od-
vijime naSe vyucovani od historicko — zemépisného pojeti svéta a zadny tradi¢ni
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pfedmét nevyucujeme zvlast... Dnes mame na prvnim stupni pfedméty jen
Ctyfi:

1. Clovék a spolecnost,
2. Clovék a piiroda,
3. Kultura ducha téla,
4. Jazykovéa kultura.

Do nich se ndm vejdou viechny tradiéni pFedméty... Zak by mél umét komuni-
kovat, spolupracovat a byt jazykové gramotny*?

Soucasné reformni hnuti nabyva podle mého nazoru nebezpecnych ryst. De-
centralizace vzdélavacich programt chapou nékteri Skolsti pracovnici tak, ze
»Skolni vzdélavaci programy jsou impulsy k vécné diskusi®, ,,v zdsadé lze Tici, ze
znamka za pisemnou praci by se jiz nefidila vysledky, ale tim, jestli zak zvolil
spravny postup. ..

Néktera gymnéazia nezajima, jestli umi dité prichazejici ze zékladni skoly
pocitat, ale jen ,jestli adept na skolu ma“. ..

Utvéafeni pracovnich navykt je obtizny a dlouhodoby proces, ktery by mél
byt slozkou prace skoly. Co by asi fekli nasi revolu¢ni reforméatoti vzdélavani,
kdyby préce odborniki (a nezdlezi na tom, zda 1ékaitt nebo opravait aut) se
hodnotila podle zvoleného postupu a vystizné vedené diskuse o ném, avsak bez
zietele k dosazenym vysledkim?

Jsem toho néazoru, ze zak zakladni skoly by mél na dobré femeslné trovni
zvladnout

1. aritmetiku racionalnich ¢isel s ic¢elnym vyuzitim kalkulacky,

2. feSeni linedrnich rovnic a nerovnic,

3. zéakladni poznatky a aplikace algebry a funkeci,

4. zakladni typy slovnich tloh, véetné trojélenky a iloh o procentech,
5. zakladni poznatky o velikostech geometrickych utvari,

6. zaklady geometrické terminologie a konstrukci.
funguje a dava pouzitelné vysledky.

Diferencované a podle moznosti bychom méli maximalnimu poc¢tu zakua ote-
vFiit svét matematické kultury pohledem na nejriznéjsi pravidelnosti, zakonitosti,

vvvvv

radost z spéchu, vysledku ¢i objevu.
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Soucasna Skola je v zajeti prekonaného faktografického pojeti vzdélani, ori-
entace na kompetence znamend orientaci na jeho formativni pojeti. Jde tedy
na porozuméni a aplikace. Ze je to tikol obtizny, je bezesporné, orientace reform-
niho hnuti na tvorbu skolnich vzdélavacich programii, které se chdpou mnohdy
jako cil reformy, je vazny omyl. Skolni vzdélavaci programy by mély byt or-
ganiza¢nim ramcem, ktery by umoznil rozvijet dusevni svét kazdého ditéte na
zakladé podnétd, problémi, otazek, . .., tak aby si vytvarelo pfedstavy, rozvijelo
své porozuméni svétu a ucilo se pfi tom pracovat.

PROBLEMATIKA KOMPETENCI

Rémcové vzdélavaci programy pro zdkladni vzdélani z roku 2002 [3] povazuji za
pedagogicky omyl.

Tento dokument prezentuje kompetence (soubory znalosti, dovednosti, na-
vykli a postoji) jako zévazné vysledky vzdélavani, kli¢ové kompetence pak za
hlavni vysledky vzdélavani.

Skutecnost, ze na konci zakladniho vzdélani je podle tohoto materialu zak
zpusobily napf.

e organizovat a fidit své uceni...vybirat a vyuzivat pro vlastni uceni efek-
tivni zpusoby, metody a strategie,

e samostatné a kriticky myslet, samostatné se rozhodovat, zvazovat dusledky
svého rozhodnuti a nést za né odpovédnost,

e formovat a vyjadfovat své mysSlenky v logickém sledu, vyjadfovat se vy-
stizné, souvisle a kultivované

nelze oznacit jinak nez jako diletantismus.

Kdyby celd populace dosahovala proklamovanych cilti, mohli by vSichni stu-
dovat na vysoké skole a byly by vyfeseny i problémy s porusovanim zakonnosti.

Porovname-li publikaci [3] napf. s publikaci [4] z r. 2004, vidime podstatny
rozdil: proces osvojovani klicovych kompetenci se zde chape jako neukoncéeny
celozivotni proces.

Vsimnéme si aspon trochu blize samotného pojmu kompetence.

Pivodni vyznam terminu (rozsah ptsobnosti, pravomoc) se zacal v pedago-
gice riznym zptsobem modifikovat.

Dosti presné lze vymezit kompetence v tomto novém smyslu v oblasti kom-
petenci profesnich, jako soubor dovednosti a dispozic k efektivnimu vykonavéani
profese (Mare§, Priicha 2001). Napf. L. Trojanovad hodnoti své vzdélavani na
zdravotnické skole jako ,velmi intenzivné zaméfené na rozvoj profesnich kom-
petenci v oblasti znalosti, feSeni problémt komunikace, pracovni ¢innosti a spo-
lupréce.“ Na gkolach vSeobecné vzdélavacich (napf. skola zékladni a skola typu
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nosti, postoje a hodnoty dtlezité pro rozvoj jedince* 1ze konkrétné vymezit dosti
tézko. V dusledku toho je zde pak mozné nebezpeci snizovani Grovné vzdéla-
nosti zaku a studentti. Podle mého nézoru je tfeba si uvédomit, ze kompetence
ziskava zék prostfednictvim konkrétnich vyukovych cili. K zabezpeceni dobré
trovné vzdélanosti pro budoucnost je nutné tfeba vymezit a v praxi také kon-
trolovat Groven gramotnosti zaka a charakter kvalifikace, kterou mé prislusna
skola poskytovat.

Zminéné pojmy chipu v tomto smyslu:

Matematickou gramotnosti n-té t¥idy je schopnost porozumét odpovidajicimu
matematickému textu, vybavovat si potfebné matematické pojmy, postupy a teo-
rie a dovednost Fesit ilohy neproblémového charakteru. Snad lze charakterizovat
tento pojem jako pozadovanou troven matematického femesla.

Bohuzel musim konstatovat, Ze se v praxi pokousime vzdélat ucitele i z ma-
tematicky negramotnych absolventii stfednich skol.

Kuvalifikaci rozumim pfipravu pro konkrétni uplatnéni ve spolecnosti, tedy
na trhu prace, nebo zprostiedkované v navazujicim typu skoly.

Vsimnéme si, aspon okrajové, otdzky kompetenct ucitele (matematiky). Rizni
autori ucitelské kompetence riznymi zpusoby klasifikuji a specifikuji. Za vystiz-
nou povazuji charakteristiku Slavikovu (1993): Uéitelskou kompetenci chape jako
pripravenost ucitele vyrovnat se s naroky své profesionalni role a soucasné s tim
zachovat potfebnou miru autenticity vlastni osobnosti. Tato formulace nazna-
Cuje, ze pojem kompetence neni vlastné néjak zasadné dilezity, termin pripra-
venost ho, zd4 se, plné a vystizné i z jazykového pohledu zastoupi.

Pohled na uditelské kompetence (na pfipravenost ucitele na profesi) ukazuje
na slozitost této profese.

e porozuméni détskému svétu,

e porozuméni matematice,

e porozuméni procesu uceni,

e viechny zakovské kompetence (napf¥. podle publikace [4]).

V uditelském vzdélani klademe nékdy bohuzel diraz spise na formalni zvlad-
nuti ¢asti matematiky nez na hluboké porozumeéni. To je patrné vazny nedostatek
ucCitelského vzdélavani.

Lze uvést fadu piikladi, kdy student umi formulovat definici pojmu, ale
pojmu fakticky nerozumi, predvede dikaz, ale jeho podstata mu unika. Vyresi
tlohu na zékladé zapamatovani feseni analogické tlohy, bez postizeni souvislosti
pro¢ se tloha fesi predvedenym zpisobem.
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Priznejme si, Ze se Casto spokojime s takovouto drovni zvladnuti matema-
tiky. Jsem presvédcen, ze tim Skodime nejen prestizi skoly. Poskozujeme tim nas
vzdélavaci systém a neprospéjeme ani studentu samotnému.

Uvedme aspoti jeden typicky piiklad nulové matematické kompetence absol-
venta stfedni Skoly, které je fakticky pfikladem matematické negramotnosti:

V dloze uréit samodruzné body afinity dané analyticky vede transformacni
rovnice pro obraz z’ i pro obraz 3’ k identickym linedrnim rovnicim. Student
tyto rovnice odecte, podtrhne vysledek 0 = 0, ktery interpretuje: libovolny bod
[x,y] je samodruznym bodem studované transformace. Spravny vysledek ovsem
zni, ze afinita ma primku samodruznych bodu.

Tradi¢ni forma vysokoskolské vyuky v cyklu predndska, cvicent, zkouska neni
kultivaci kompetenci ptili§ prizniva. Nazory studenttt na probirané ucivo ztsta-
realizaci diskuse o néem vyznamném, je spiSe vyjimkou nez pravidlem. Organi-
zovat vyuku tak, aby byl ucitel v pravidelném kontaktu s jednotlivymi studenty,
by bylo oboustranné prospésné. Je to vsak stézi v §irsim méritku mozné. V kaz-
dém ptipadé vSak pfedpokladem takto koncipované vyuky je existence pro kaz-
dého studenta dostupné literatury, pravidelné samostatné skolni a doméci prace
studentti v pribéhu celého semestru a konzultace ucitele se studenty.

Pro matematiku, snad vice nez pro jiné predméty, je vyznamny tkol kultivace
mysleni studenta.

Pfipomenime pii této prilezitosti nékolik nazord klasika A. N. Whiteheada
z jeho prace The Aim of Education [5].

Véda evokuje tzv. logické mysleni, které lze rozlisit na logiku objevu (logic
of discovery) a na logiku objeveného (logic of disovered). Prvni z téchto kate-
gorii mizeme charakterizovat jako induktivni uvaZovdni, druhé jako uvazZovdni
deduktivni.

Induktivni uvazovani spociva predevsim ve zvazovani moznosti, v zamitani
bezvyznamného, v odhalovani zakonitosti (pravidelnosti), testovani hypotéz, ex-
perimentovani, . ..

Deduktivni uvazovani znamena vyvozovanidusledki z prijatych predpokladi.

Podle mych zkuSenosti vénujeme v ucitelském vzdélavani mnoho casu de-
duktivnimu uvazovani (,,dokazuje se i nemozné“, posteskla si jedna studentka)
a malo péstujeme uvazovani induktivni. To se uplatnuje pfi feseni tloh, hle-
déani odpovédi atp. Vzhledem k ¢asovym moznostem c¢asto predvadime dukazy,
cesty k nim vSak obvykle ztstavaji skryty. Konecné studentské , véta se dokazuje
takto...“ svéd¢éi o zminéném stylu prace.

NEKOLIK PRIKLADU

V této casti uvedeme nékolik prikladt, které jsou podle mého nézoru pro kul-
tivaci kompetenci na riuznych trovnich vzdélavani plodné. Podrobné jejich pro-
mysleni ponechavam na ctenafi.
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1. ARITMETIKA A GEOMETRIE

Otazka jak spocitat 25 tecek usporadanych ,,do ¢tverce” umoznuje propojit arit-
metiku s geometrickym nazirdnim a odhalovat i nové souvislosti. Uvedme pouze
aritmeticky zapis nékolika moznosti, grafické znazornéni si kazdy zajemce jisté
sam provede.

1+14...41 = 25,
5.5 = 25,

6-4+1 = 25,
8-3+1 = 25
12.24+1 = 25,
3.74+4 = 25

I na takto elementarni arovni lze ,délat védu“. V 1. stoleti naseho letopoctu
si vsiml Nicomachus z Gerachy, ze podle obr. 1 plati:

143+5+7+--+(2n—1)=n’

Na touz souvislost pfiSel pro mald n pétilety Andrej Nikolajevi¢ Kolmogorov
v r. 1908.

o|o|o/0|0

1+3+5+7+9=5°

Obr. 1 Obr. 2

2. DELENI CTVERCE NA 4 SHODNE CASTI

Snad kazdy zék prijde na néjaké FeSeni tlohy (thloptickami, stfednimi p¥ié-
kami, ... ). Podrobn&jsim studiem téchto dil¢ich vysledkii bychom méli oriento-
vat diskusi k zavéru, Ze liloha méa nekonec¢né mnoho feseni: ziskame je otoCenim
»vhodné“ kiivky kolem stfedu ¢tverce o 90°, 180° a 270° (obr. 2).

3. EUKLIDUV ALGORITMUS A GEOMETRIE

Uloha Rozdélte obdélnik, s celociselngmi rozmeéry a,b na minimdlni pocet ctver-

.....
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formou Euklidova algoritmu postupného déleni, tj. urceni nejvétsiho spoleéného
délitele dvou ¢isel. Pro zvolené hodnoty méame:

60:14 = 4 (zb.4)

14:4 = 3 (zb.2)
4:2 = 2
D(60,14) = 2.

V obr. 3 mizeme vidét i zdtivodnéni Euklidova algoritmu.

Qa4

Obr. 3

4. OBSAHY MNOHOUHELNIKU

Shrnujici pohled na tuto tématiku, napt. s pouzitim zakladnich dovednosti z al-
gebry je dobrou pfilezitosti vnimat dobfe situaci, vytvaret domnénky, reagovat
na zmeény, kriticky myslet, ...

Napf. vzorec pro obsah obdélniku mtzeme odvodit ,algebraicky“ podle obr. 4,
zname-li vzorec pro obsah ¢tverce a podobné mtzeme dojit k vzorcim pro obsahy
rovnobézniku a lichobé&zniku (obr. 5, 6).

b S b?
a a? S
a b

Obr. 4
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C a

a X a C

Obr. 5 Obr. 6

5. OBSAHY TRI TROJUHELNIKU

Rozhodnout, zda obsahy trojihelnik® na obr. 7 si jsou rovny, je pékné tloha pro-
blémového charakteru, kterd navozuje jeden z moznych pristupt k Pythagorove
vete.

Obr. 7

6. DVE PRIBUZNE ULOHY

Uloha Dokazte, Ze ctyrihelniku APQR na obr. 8 lze opsat kruznici (O, S jsou
stredy stran BC, CD ¢tverce ABCD), je jednoduchou aplikaci zdkladnich geo-
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metrickych souvislosti. Lze opsat kruznici ¢tyithelniku APQR i v pripadé ,afinni
transformace® tlohy, tzn. vyjdeme-li misto ze ¢tverce z obdélniku ABCD (O, S
jsou opét stiedy stran) (obr. 9)?

D S c D S c
R Q R Q
(0] (0]
= P
A B A B
Obr. 8 Obr. 9

7. KALKULACKA NEVYRESI VSECHNY PROBLEMY

Studenti nékdy precenuji roli techniky a prokazuji pritom nizkou troven poro-
zuméni matematice. Odstrasujicim piikladem je ,diikaz®, Ze ¢islo 4132 — 26%° je
délitelné ¢islem 5 v tomto znéni:

(4132 — 26%) : 5 = 8,130428 045 - 10°° je celé.

Svodim techniky mohou podlehnout i didaktici matematiky. Napf¥. americky
Casopis Mathematics teacher radi, jak odvodit ,zkuSenostné“ vzorec pro sin2x:
porovnanim grafi funkci y = sin2z, y = 2sinz, y = 2sinx cosx na grafickém
kalkulatoru.

ZAVER

V tvodu jsme pripomnéli, ze zasadni roli ve vzdélavani hraje praxe. Toho si byli
védomi i autofi Bilé knihy. Pisi napt.: ,, Citlivé vztahy mezi Teditelem, tymem uci-
telu 1 jednotlivymi uciteli. . . jsou rozhodugjici pro vytvoreni ovzdusi vzdjemné du-
very a respektu.“ Kéz by byla pouhou basnickou licenci predstava M. Viewegha:
Je-li Teditelem na vasi skole clovék, jehoZ vrcholny intelektudlni vykon predsta-
vuje Cturt stoleti stard diplomovd prdace Cvicebni ubor Zdku a Zdkyn, je ve vds
vade profesiondlni hrdost zasuta pomérné hluboko.“

Je spravné, aby se skola snazila rozvijet kazdého zéka podle jeho schopnosti,
je vsak tfeba priznat, ze realitou skoly je, Zze nemuze byt kazdy zédk na kazdé
arovni skolniho vzdélavani Gspésny.

Souhlasim s tim, ze reformou se , otevird prostor pro dalsi rozvoj autonomie
skol, pro uplatnént jejich potencidlu, pro vétsi rozvoj tvircich schopnosti uciteld,
pro vétsi flexibilitu vzdéldvaciho systému i pro vyssi efektivitu vzdélani.“ Obavam
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se vSak, ze reforma dava i prilezitost k sniZovani drovné nasi vzdélanosti. Muze
to nastat na téch Skolach, které nevytvori dobré predpoklady k neformalnimu
rozvijeni kompetenci pri dobfe organizované praci Skoly ve vSech disciplinach.

Kazdou skolskou reformu realizuji koneckonci ucitelé. Na praxi skoly ztrosko-
taly mnohé krasné pedagogické ideje v minulosti. Na ucitelich, fidicich orgédnech
Skoly a na spolecnosti zdlezi, bude-li se nase skola v podminkach rdmcovych
vzdélavacich programt vyvijet kupredu, bude-li stagnovat nebo povede-li tato
reforma k snizeni trovné vzdélanosti v nasem staté. Vérim v dobré ucitele — od-
borniky ve svych oborech. Prioritni v souc¢asné dobé neni redukce uciva, prioritni
je ucit tak, abychom rozvijeli i¢inné gramotnost studentt, abychom kultivovali
jejich kompetence. Je-li k tomu potfeba omezit rozsah uciva, soucasné materialy
nam to umoznuji.

Préce skoly je dnes obtiznéjsi nez kdykoliv v minulosti, nebot ,televize, no-
viny a casopisy nds zavddéji do spolecnosti, v niZ nabidka neprevysuje jen po-
ptdvku, ale samotnou kapacitu lidského vnimdn# (J. Skrdsek). Uit a naucit
v téchto podminkach je skuteéné umeéni.

Jestlize kdysi platilo ,,Cisai pdn miZe byt i mirné degenerovany, sedldk na
svém grunté ne (S. Komdrek), plati dnes: Pedagogickd véda mize byt i mirné
degenerovand, ucitel ve své tridée ne.
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METODY PRACE UCITELE MATEMATIKY Z HLEDISKA
OBECNE DIDAKTIKY

Otto Obst

Zajem uditelt o vyukové metody je trvaly a pochopitelny. Vzdyt kdo by
nechtél ucit tak, aby dosahoval co nejlepsich vysledkt za vynalozeni co nejmensi
energie, tak, aby zdky vyucovani a uceni bavilo a tim i vztahy mezi ucitelem
a zaky byly bezkonfliktni.

V soucasné dobé je zajem o vyukové metody umocnén novym koncipovanim
zékladnich pedagogickych dokumentti, coz jisté vsSichni intenzivné prozivame.
Zda se, ze problematika metod vyuky bude opét kardinalni pro ucitelovu praci.
Vzdyt jiz pfi koncipovani gkolnich vzdélavacich programt budeme muset pre-
myslet také nad tim, jak svych smélych cild dosdhneme, jakymi cestami — a to
je pravé premysleni o vyukovych metodach.

Dalsimu vzdélavani pedagogickych pracovnikil a zejména vedoucich se vénuji
nejméné 30 let. Ze zkusenosti vim, ze mame vSichni mélo ¢asu a proto chceme
ziskavat informace rychle. Chapu proto pozadavky typu: ,feknéte nam, jak to
mame délat, ale hlavné zadné teorie, spéchame.* Myslim ale, ze takovy pristup
je ta spravna cesta do pekel. Mtize vést k vice ¢i méné tispésnému metodikareni,
ale nikoliv k uvédomélé pedagogické ¢innosti, schopné reagovat na nové situace
potfebnymi zménami. SAm jsem si to uvédomil na zacatku své drahy ucitele ma-
tematiky a fyziky 2. stupné zakladni skoly. U¢ivo jsem ovladal, byl jsem schopen
je preddvat zaktim podle mého nézoru na solidn{ Grovni (mél jsem nékolikaletou
praxi na 1. stupni ZS), ale postupné jsem si stale vice uvédomoval, Ze vlastné
nerozumim tomu, co délam. Snaha vyrovnat se s timto nepfijemnym pocitem mé
vehnala do naruce pedagogiky, kterd mé v soucasné dobé zivi. Nicméné patnécti-
let4 zkusenost za katedrou zakladni $koly je k nezaplaceni. Cini mé kritictéjsi ke
vSemu, co zavani spiSe pedagogickym romantismem ¢i pfinasi zarucené spravné
navody a je evidentni, Ze tviirci mohli byt zdatnymi metodiky, ale nic vic (proto
jsou jejich postupy obtiZzné napodobitelné v odlisnych pomérech) nebo konstruk-
téry, ktefi si praci ve skole sami nevyzkouseli.

Problematika vyukovych metod je obecnou didaktikou intenzivné reflekto-
vana. Pouceni o nich najdeme v klasicky pojatych publikacich napi. Jarmily
Skalkové ¢i pokusech o komplexnéjsi pristup k vjuce prezentovany napr. au-
torskym kolektivem ve Skolni didaktice. Posledni obsahlou publikaci vénovanou
pouze vyukovym metodam pfipravili brnénsti odbornici Josef Manak a Vlastimil
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Svec. V uvedenych (a dalsich zde necitovanych) pracich lze najit téméi vSechno,
co je v soucasné dobé o metodach vyuky znamo.

Doporucuji uvedené publikace Vasi laskavé pozornosti. Zejména tém, kteri
chtéji proniknout hloubéji do podstaty véci. Vzhledem k vymezenému cCasu se
omezim na poznamky, o kterych si myslim, ze by mély byt vychodiskem na-
Seho dalsiho uvazovani o vyukovych metodach ve vyuce matematiky na 2. st.
ZS.

Obecni didaktici se shoduji na nazoru, ze vyukovy proces je slozity pravdé-
podobnostni systém. Sklada se ze vzajemné zavislych a ovlivnujicich se prvkid,
které maji vazbu i na okoli tohoto systému. Které prvky systému mame na
mysli: zak, ucitel, tloha, cil, metoda, materialni didakticky prostfedek, obsah,
organiza¢ni forma, atmosféra, klima, kultura $koly, individualni a spolecenské
vzdélavaci potieby, koncepce vyuky apod. Je tedy zfejmé, ze pojednévat o vyu-
kovych metodach jako izolovaném prvku je mozno pouze ve védecké praci, kdy
od ostatnich prvkt védomé abstrahujeme, abychom mohli jit hloubéji k podstaté
véci. Ovsem s tim, Ze nezapomeneme explicitné na tuto skutecnost upozornit.
musime respektovat, protoze to ani jinak nejde. V poznédmkach upozornim na
vybrané vazby mezi metodami a ostatnimi prvky systému.

Poznémka ¢. 1

Rozhodujici pro vybér viyukovych metod ma koncepce vyuky. Maindk v praci
Vyukové metody uvadi 4 modely jako zaklad koncepci: pedeutologicky, pedo-
centricky, interaktivni a humanisticko-kreativni.

V pedeutologickém modelu je zak povazovan za objekt pusobeni ucitele. Ten
je rozhodujicim ¢initelem (vzpomeiite na vedouci tlohu uéitele v pedagogice
50.—60. let), ktery organizuje vSechny vyukové aktivity. Hlavnim dkolem je pie-
dévat zakim hotové poznatky (mluvime o transmisi), ti si je maji zapamatovat
k néasledné reprodukci. Jejich aktivita, samostatnost se nepodporuji. Tento pfi-
stup je charakteristicky pro herbartismus, ktery, jak mi jisté date za pravdu,
v naSich skolach tspésné preziva. Pozndmka: I kdyz o transmisi hovorime jako
o nezddoucim postupu, jisté st uvédomugjeme, Ze md svoje misto © v jinak pojatych
koncepcich vyuky napr. v konstruktivismu.

Reakci na herbartismus byl pedocentricky model. Ten postavil do stiedu uci-
telovy pozornosti zéka (zakladatel pedocentrismu J. Dewey hovofi o kopernikov-
ském obratu), jeho zdjmy, aktivity. Vznika reformni hnuti, které se rozsitilo po
celém svété a vyznamné ovlivnilo pedagogickou praxi i teorii. Jsou respektovany
potteby praktického Zivota, Skola je pro zéky zajimavéjsi, ucitel je organizato-
rem, facilitdtorem. Na druhé strané se sniZoval rozsah osvojovanych poznatkl ve
srovnani s tradi¢ni skolou. Narustani tohoto rozporu vedlo k tzv. sputnikovskému
Soku, ktery vyvolal zvySeny zdjem americké skoly o skolstvi ve vychodoevrop-
skych zemich (1957).
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Hledalo se nové feseni jak uspokojit zvysujici se naroky na vzdélavani zejména
v souvislosti s rozmachem informac¢nich technologii. Nova koncepce dostala nazev
interaktivni (komunikativni) model. Stavi na spolupraci ucitele a zéka, na obou-
stranné komunikaci, zakové aktivité, partnerském vztahu U-Z. Slo o naplnéni
Komenského myslenky o tom, ze zakovi nélezi prace a uciteli jeji fizeni. Prilisny
diiraz na kvantitu védomosti je ovSem realizaci této staronové myslenky na pte-
kazku. Jisté si pamétnici uvédomuji, ze tento model byl zadkladem nové koncepce
v 70. a 80. letech. Jesté nez se ucitelé naucili v tomto duchu pracovat, koncepce
byla ukoncena. Diivody jsou zndmé, mezi jinym i nechut k mnoZinovému pojeti
matematiky byla také trosku na viné.

Naroky soucasné doby a hlavné doby budouci vyzaduji od skoly polozit di-
raz na univerzalni, osobnostné orientovanou koncepci vyuky. Spole¢nost musi
fesit zcela nové problémy jako napt. ochranu pfirody, zvladnuti nartstu infor-
maci, jiny (kriticky) zptisob mysleni, globalizaci svéta apod. Pro feSeni téchto
problémt jiz nestaéi byt vybaven védomostmi, ale je nutnéd celkova kultivace
¢loveéka ve vSech strankach jeho osobnosti — kognitivni, emotivni i konativni.
Vznika model humanisticko-kreativni. Tento model pfedpoklada novou kulturu
vyucovani a uceni, inovaci klasickych vyukovych metod a hledani novych metod.
Predpoklada vétsi samostatnost a odpovédnost zakt, rozsifovani skolniho edu-
ka¢niho prostfedi do pfirodniho a spolec¢enského prostiedi, vyuziti vsech zdrojt
uceni (internet), plné rozvinuti vzajemné kooperace ucitel-zdk—z4ci.

Myslim, ze tomuto modelu se velmi pfiblizuje pojeti vyuky podle RVP s jeho
klicovymi kompetencemi a ucivem pouze jako s jednim z prostiedk jak jich
dosdhnout. Ucivem jiz neni pouze suma informaci, ale jsou jim i metody, postupy,
kterych ucitel pouziva a zaci si na jejich zakladé vytvareji svij styl uceni, zpisoby
komunikace apod.

Jsem presvédcen, ze chceme-li v praci ucitelti néco meénit, je tieba si ze vseho
nejdiive uvédomit, kde jsme, jakou filozofii vyuky zastavame, co z ni jiz neod-
povida pozadavkiim doby, co z ni je nadéle zivotaschopné a vyuzitelné. Idealni
by samozfejmé bylo, kdyby na to ptisli sami uéitelé (sebereflexe), pfijali nové
paradigma a snazili se o jeho napliiovani. Je evidentni, ze to neni mozné ze dne
na den, ale plati, Ze jestlize ucitelé nabizené modely nepfijmou, zddné zména se
v nasich skolach nebude konat. Spise bude nadéle platit rceni, Ze ve skole a na
hibitoveé se toho moc neméni.

Poznamka ¢. 2

Vratime-li se k pojeti vyuky jako systému s jeho prvky a vztahy mezi nimi, za
jeden z hlavnich vztahtl povazuji ten, ktery existuje mezi vyukovymi cili a vyu-
kovymi metodami. Vychazi jiz z definice, ktera vyukovou metodu charakterizuje
jako usporadany systém vyucovaci ¢innosti ucitele a ucebnich aktivit zakt smeé-
fujicich k dosazeni danych vychovné vzdélavacich cila. Ze zkuSenosti s uciteli,
ktefi u nas studuji v kombinovaném studiu vime, Ze jen obtizné chapou vju-
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kovy cil jako predstavu o zménach osobnosti zéka a tak Ze také je tfeba vyukové
cile formulovat. PFili§ silné je v nich zakofenéna predstava o jejich vedouci roli
a formuluji cile pro sebe — ¢eho oni maji dosdhnout — vysvétlit, naucit zéky, ...
Zajimavé je, ze tento pristup se projevuje i u studentt ucitelstvi, v jejich pre-
konceptech, ponévadz takto ucitele vidéli — predevsim jako zprostiedkovatele
poznani.

Réamcové vzdélavaci programy jsou postaveny na cilech — kompetencich, vy-
stupech. Bez pochopeni teorie a praxe vyukovych cili neni podle mého nazoru
mozné zkonstruovat Skolni vzdélavaci program. Nebo mozna je, ale opét nebu-
deme védét, proc to ¢i ono délame. Ovsem ucitelé by v praci s vyukovymi cili
méli byt skoleni. Zvlasté u starsich jsou vzpominky na formalismus 70. let, kdy
byla pfipravovana nové koncepce, vyznamnou piekazkou ptijeti teorie vyukovych
cilu.

Neméné dtlezity je i vztah ucebnich dloh a vyukové metody. Ucebnimi tlo-
hami rozumime vsechna ucebni zadani, se kterymi se ucitel obraci na zaky, od
vyzadujici tvorivé mysleni. Ulohy nemaji autonomni roli ve vyuce, vzdy vychazeji
z vyukovych cilii, jsou nastrojem jejich dosahovani a jsou soucasti pouzité vyu-
kové metody. Uciteli matematiky je jist€ naprosto srozumitelné tvrzeni, ze ma-li
byt zék schopen vyhledavat a t¥idit informace (soucast kompetence k uceni),
musime ve vyuce plnit Glohy na vyhledavani a t¥idéni informaci. Jestlize ma byt
schopen uzivat pfi vypoctech druhou mocninu a odmocninu (o¢ekévany vystup),
musi tuto dovednost trénovat na tomu odpovidajicich tlohéch. Jde jen o to, aby
téchto tloh bylo dostateéné mnozstvi a aby byly riizného stupné naro¢nosti podle
potfeb zakd. Hovofime o pestrosti souboru tloh. Uvédomélé vyuzivani této di-
daktické kategorie ovSem opét vyzaduje zakladni znalost teorie ucebnich tloh
s taxonomii D. Tollingerové. Jinak nejsme schopni sjednotit se ani na tom, co je
tézka a lehké ucebni dloha.

Poznamka ¢. 3

V RVP ZV se nékolikrat pfipomind, ze vyuka ma byt pojata ¢innostné. Co
to znamend pro volbu vyukovych metod. Znamena to, ze zdk ma Cinit, mé byt
aktivn{ ve vSech fazich vjuky. (Zaméstnany zak nezlobi.) Proto by mé&l uéitel pro-
myslet pfipravu na vyucovani s touto myslenkou: ,,na co by mohl pfijit zék sam,
nemél bych fikat ja“. To predpoklada jiz pfi expozici nového uciva pouzit sokra-
tovského rozhovoru, kdy vhodné volenymi otazkami vedeme zaky, ktefi jiz urcité
informace maji, k objevovani novych faktd, vztaht, souvislosti. Ovéril jsem si,
ze v matematice, kde jednotliva témata na sebe navazuji, je to metoda vhodn4,
pro zaky zajimavéjsi, usnadiujici porozumeéni. Je to zaroven i dobra mentalni
rozcvicka pro ucitele — umeét polozit otadzku vyzaduje dikladné porozumeéni latce,
kterou exponujeme. Pravé otdzka (iloha) navozuje u zakt myslenkové operace,
které rozvijeji jejich mysleni. Jak jinak vypada vyklad ucitele, ktery sim na ta-
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buli pfedvadi brilantni odvozeni vzorce a jaksi zapomene, ze to déla pro zaky,
ne pro svoje potéSeni. Zaci se snazi sledovat, ale jiz po jednom, dvou krocich
odpadaji. Zavérecny pokyn ,zitra to budete umét“ jen prispiva ke znechuceni
matematikou. Pozndmka: Pri vjuce obecné didaktiky pouzivam prikladi z mate-
matiky a fyziky a musim konstatovat, Ze téch znechucengch je hodné. Vypocitat
80 % z 15 je pro nékteré nadlidsky vykon. V ¢innostné pojaté vyuce maji svoje
misto vSechny metody zalozené na diskusi, kooperaci zakt, projektové vyuce,
samostatné praci, praci s uéebnici, ziskavani informaci na internetu apod.

Poznamka ¢. 4

Jiz jsme pripomnéli vyrok J. A. Komenského o potiebé fidit Zakovo uceni.
V ¢em vlastné toto fizeni spociva. Kazdy fidici proces zac¢ina tim, ze na zakladé
analyzy aktudlniho stavu formulujeme, kam se chceme dostat — stanovujeme
cile procesu. Ve skole jde o vyukové cile. Ty by mél znat i zak jako vykony,
které jsou od néj ocekavany. Tim prenasime odpovédnost za vysledky uceni na
zéka, vedeme jej k sebereflexi, a autoregulaci — muze si ovérit, zda je na vyuku
pripraven, ¢emu pfipadné nerozumi, koho by mél pozadat o vysvétleni apod. Tak
vlastné prechazi fizeni v sebefizeni, k sebevzdélavani, coz je jeden z hlavnich cild
skolni vyuky (zaroveri souéast kompetence k uéeni).

Takova prace s vyukovymi cili ma nezanedbatelny vyznam pro formovani
vztahlt mezi ucitelem a zadkem. Tito dva hlavni aktéfi edukace spolu nemuseji
bojovat (,,nachytédvat se na hruskich®, podvadét), ale seriozné spolupracovat
(mluvime samozfejmé o motivovaném zakovi, kterého se zatim nepodafilo odra-
dit od matematiky).

Tim jsme zaroven upozornili na to, jak by méla byt fizena doméaci prace zaku.

Dtilezitou etapou procesu uceni je procvicovani nového uciva. V matema-
tice zpravidla nejde o pouhé zapamatovani poznatkd, ale hlavné o porozuméni
a aplikace teorie na praktickych piikladech. Neméli bychom predpokladat, ze
zaci hned napoprvé pochopi nas vyklad (byt by byl veden nap¥. sokratovskym
rozhovorem), ale vhodnymi otdzkami (lohami) bychom se o tom méli presvéd-
¢it. Diskutovat pochybnosti a pak trénovat. Této ¢asti vyuky byva vénovana
mald pozornost (nedostatek ¢asu, ale spiSe problémy v organizaci prace) a tak
zaci odchézeji ze skoly, aniz by latce porozumeéli a byli schopni domaci tkoly sa-
mostatné zpracovat. Otazka, kterou vyuka nezfidka konéi ,rozuméli jste tomu?*
bych povazoval za otdzku spiSe Fe¢nickou, na kterou necekdme odpoveéd. Vzdyt
jiz zvonilo na prestavku. Spravny postup by mél byt takovy, ze s dostatec¢nou
casovou rezervou zadame konkrétni tilohu k fesSeni a hned vime, jak na tom zaci
jsou. Pak mame jesté cas néco napravit.

Dtlezitou soucasti fizeni vyuky uceni zakt je zpétna vazba, kontrola, zda
bylo dosazeno vyukovych cild. I kdyz udélame vSechny ptredchézejici kroky co
nejpeclivéji, mize se stat, ze néktefi zaci nepochopi ucivo na trovni potiebné
pro dalsi postup.
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V 60. letech minulého stoleti pfisel americky psycholog Bloom s myslenkou,
ze 90 % zakl je schopno zvladnout 90 % udiva za téchto predpokladi: jsou
motivovani, maji dostatek casu a je jim poskytnuta potfebna pomoc. Nazval
svoji metodu Mastery learning (volné mistrovské uceni).

Podstata této metody spociva v tom, ze zdkovi pomizeme ovéfit si, zda dile-
zité informace nalezité zpracoval a je schopen postupovat v u¢eni dal. MiZeme to
provést diagnostickym testem, jehoz vysledky nehodnotime zndmkou, ale pouze
»zv1adl, nezvladl“ (kriteridlni hodnoceni). Pak se s nim domluvime na opatfe-
nich k néprave zjisténych nedostatki. U nés se této metodé rika prace s chybou.
Chyba v tom pfipadé neni nic negativniho, ale pouze upozornuje na to, ze proces
zakova uceni nebyl zcela tspésny.

Metoda méa néktera tskali — hlavni je nadro¢nost na pfipravu testt (mozné, ze
pri koncipovani skolnich vzdélavacich programi bychom se mohli domluvit, ke
kterému klicovému ucivu si takové diagnostické testy budeme postupné spolec¢né
zpracovavat), vyhodnocovéni (ale tam by bylo mozné vyuzit vypocetni techniky,
kdy by si zaci sami diagnostikovali iroven svého uceni, nové moznosti se rysuji
se zavedenim funkce asistenta pedagoga).

Kdyz jsem si tuto metodu jako mlady ucitel zkousSel, narazil jsem na sku-
teCnost, ze ziskani znamky bylo pro zaky vyssi motivaci nez snaha o zvladnuti
uCiva. Zadrhel byl i v tom, Ze jsem byl sdm, kdo zaky chtél presvédcit, ze mam
zdjem o to, aby byli v matematice tispésni a ze dil¢i zndmka je az druhotné
a ze takova dislednéd prace se ndm zhodnoti v lepsich znamkéch sumativniho
hodnoceni.

Doporucuji promyslet vyuziti metody prace s chybou, ziskat ucitele nejen
matematiky k jejimu vyuzivani alespon v uzlovych bodech vyuky. Tymova tvorba
SVP by mohla byt vhodnou pfilezitosti k diskusi o vyuziti této metody. Na nasem
seminafi bude praci s chybou vénovana ¢innost jedné sekce.

Poznamka ¢. 5

Volba vyukovych metod souvisi samoziejmeé i s dalsimi prvky vysSe popsaného
systému. Zavisi na stylu prace ucitele, jeho pojeti vyuky, pojeti zaka, zavisi i na
zékovi, jeho potfebach, stylu uceni (pokud jsme schopni tyto aspekty diagnosti-
kovat), zavisi na u¢ivu atd. Kdyz byste si prostudovali Vranovy Uéebné metody
z roku 1938, zjistili byste, ze v soucasné obecné didaktice tradované metody
nejsou nic nového pod sluncem. Jde spiSe o to neulpivat na nékolika, které se
nam podle naseho nazoru osvédcuji, ale rozsitovat jejich arsenal, aby nas i zaky
matematika bavila, aby nase vyuka byla prosta stereotypnosti, naznacujici, ze
jsme mozné na pokraji vyhofeni. Chci tim ¥ici, ze zdkladni soubor vyukovych
metod pro hromadné vyucovani ziistava trvaly, objevuji se jejich modality v za-
vislosti na tom, o ¢em jsme jiz hovorili, a pfedevSim v zavislosti na ucitelové
ochoté o své praci premyslet.
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Myslim, Ze spole¢nd prace na tvorbé SVP by mohla pfinést do nasi prace
osvézeni. Budeme promyslet cile, vybirat nezbytné ucivo, promyslet metody a or-
ganiza¢ni formy a ostatni prostfedky tak, aby nasi zaci dosahli stanovené miry
klicovych kompetenci. Bude to nepfetrzity proces evaluace a predevsim autoeva-
luace nasi pedagogické prace a z toho pramenicich zmén smétujicich k optimalni
podobé vyuky v dané etapé spolecenského vyvoje.

To predpokladé vzdélaného uditele, ktery svoji praci opird o védecké poznani
tam, kde toto poznani existuje. Ucitele, ktery prostfednictvim sebereflexe roz-
viji zaroven i nezbytnou intuici, bez niz se pedagogicky proces také neobejde.
ve vyméné zkusenosti, ve spoleéném feseni pedagogickych problémt, prosté aby
nase Skola byla uéici se 8kolou, dilnou, v niz se bude experimentovat (akéni vy-
zkum), spolupracovat tak, aby v systému, o kterém jsme mluvili, vznikl zddouci
synergicky efekt.

Myslim, ze takova podoba skoly bude muset projit i organizacni proménou.
mit dobie pfipraveni koordinitoii tvorby SVP. Kolem $koly pak musi byt sit
instituci schopnych poradit, pomoci tam, kde sami nestac¢ime, poskytnout dalsi
potiebné sluzby. A nad tim v§im $kolské sprava a samospréava trvale projevujici
zajem o kvalitu prace skoly, podporujici Skolu a nélezité motivujici ucitele.

Jak je vidét, je toho hodné, co souvisi s problematikou vyukovych metod,
o ktery méla byt fec. V literatufe uvedené za timto ptrispévkem najdete prehledy
metod, které se tradi¢né pouzivaji i téch, kterych se vyuziva bohuzel malo. Je
dobré se s nimi seznamit, vyzkouset si je a dale tvofive rozvijet. To je jiz zcasti
uméni a ja nam preji, aby nase déti zazily skutecné uméni a ne kyce.

LITERATURA

[1] KALHOUS, Z., OBST, O., a kol. Skolni didaktika. Praha : Portél, 2002.
ISBN 80-7178-253-X.

[2] MANAK, J., SVEC, V. Vijukové metody. Brno : Paido, 2003.
ISBN 80-7315-039-5.

[3] PETTY, G. Moderni vyucovdni. Praha : Portal, 1996. ISBN 80-7178-070-7.
[4] SKALKOVA, J. Obecnd didaktika. Praha : ISV, 1999. ISBN 80-85866-33-1.
[5] VRANA, S. Uéebné metody. Praha, Brno : Dédictvi Komenského, 1938.






JAK UCIT MATEMATICE ZAKY VE VEKU 11-15 LET 29

KONSTRUKTIVISTICKE PRISTUPY K VYUCOVANI
A PRAXE

Nada Stehlikova

Uvob

Potfeba zmény koncepce vyuky matematiky je pretrvavajicim tématem diskusi
uciteld, didaktiki, vefejnosti i matematikti. Jednou z cest, ktera by mohla pfispét
ke zlepSeni soucasného stavu, je vétsi uplatnéni konstruktivistickych pfistupt ve
viuce.

O konstruktivismu a jeho prednostech pro vyucovani se v didaktice mate-
matiky mluvi asi od 80. let minulého stoleti, pfesto jeho principy ztstavaji
spiSe v roviné teoretické nez praktické. Konstruktivizmus dostava celou fadu pfti-
vlastkli podle toho, jaké aspekty poznani a vyuky akcentuje (radikalni, socidlni,
didakticky apod.). Neni mym cilem podat vyéerpavajici evidenci riznych typt
konstruktivismu, spise se budu snazit vyjasnit své chapani konstruktivistickych
pristupd k vyuce a priblizit je na praktickych ukazkach.

[Konstruktivizmus] v psychologickych a socidlnich védach [je] smér
druhé poloviny 20. stoleti, ktery zduraznuje aktivni alohu ¢lovéka,
vyznam jeho vnitinich predpokladt a dilezitost jeho interakce s pro-
stfedim a spolec¢nosti.

(Hartl; Hartlova 2000, s. 271)

Uvedeny citat je ilustraci, ze konstruktivismus neni jasné vymezenou teorii,
ale ze se sklada z mnoha proudi a neustale se vyviji. Tak miizeme mluvit o tzv.
radikdlnim konstruktivismu (nap¥. Glasersfeld 1995), ktery, struéné fedeno, za-
vrhuje vSe, co je vné svéta zkusenosti jedince. Na rozdil od behaviorismu, ktery
nebere v ivahu existenci mentalnich konstruktd nepfistupnych pfimému pozo-
rovani a poznani povazuje za objektivni a nezavislé na poznavajicim, povazuji
zastanci radikalniho konstruktivismu pravdu za disledek spole¢enského konsensu
a nepripoustéji moznost ,objektivni“ pravdy. To vede napt. k tomu, Ze pozna-
vajici jedinec nemuze nikdy dosdahnout znalosti redlného svéta. Psychologové
mluvi o kognitivnim konstruktivismu, jehoz zaklady lze vysledovat i v pracich

Ptispévek byl podpoten grantem GACR 406/05/2444.
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klasiki (Piaget 1985, Dewey 1932). Poznavéni se d&je konstruovanim tak, ze si
poznévajici jedinec spojuje fragmenty informaci z vnéjsiho prostredi do smyslu-
plnych struktur a provadi s nimi mentalni operace, které odpovidaji Grovni jeho
kognitivniho rozvoje (Prucha aj. 2001).

Prace L. Vygotského (napf. Vygotskij 1976) jsou zdkladem tzv. socidlniho
konstruktivismu, ktery zddraznuje nezastupitelnou roli socidlni interakce a kul-
tury v konstrukei poznatkt. Z. Kalhous aj. (2002, s. 55) zdiraziiuji, Ze ,udeni. . . je
proces zaroven osobni i socidlni, ktery nastava tehdy, kdyz jedinci spolupracuji
na budovéni (konstrukei) sdilenych, spoleénych porozuméni a vyznamu.*

KONSTRUKTIVISTICKE PRISTUPY A PODNETNA VYUKA

Pro konstruktivistické pfistupy k vyucovani matematice je pfiznacné ,aktivni
vytvafeni ¢asti matematiky v mysli zaka. Podle povahy zédka mtize byt podkla-
dem pro takovou konstrukci otazka ¢i problém ze svéta prirody, techniky nebo
matematiky samé.“ (Kufina 2002). Zasadni roli hraje motivace, nebot bez mo-
tivace lze tézko olekavat od Zzéka & studenta aktivitu. Zak ¢ student, ,ktery
nebude k uceni motivovan, si zadnou poznatkovou strukturu nevybuduje, ba on
ji ani budovat neza¢ne, nebotf k tomu je tfeba jeho aktivita“ (Kufina 2002).
Motivacéné by mély ptisobit i samy otézky a problémy, které jsou studentiim
predkladany, pripadné které navrhnou studenti sami.

M. Hejny a F. Kufina (1998, 2001) pfetvaieji obecny konstruktivisticky pii-
stup k vyucovani v tzv. didakticky konstruktivismus, ktery bere v ivahu specifika
vyucovani matematice. Formuluji pfitom deset zasad, které popisuji jejich teh-
dejsi pojeti vyufovani matematice (zasady jsou kraceny).

1. Matematika je chapana jako specifickd lidska aktivita, ne jen jako jeji vy-
sledek.

2. Podstatnou slozkou matematické aktivity je hledani souvislosti, feseni tiloh
a problémt, tvorba pojmi, zobecniovani tvrzeni, jejich provérovani a zda-
vodiiovani.

3. Poznatky jsou nepfenosné, vznikaji v mysli poznavajiciho ¢loveka.

4. Tvorba poznatkt se opird o zkuSenosti poznavajiciho.

5. Zakladem matematického vzdélavani je vytvareni prostiedi podnécujiciho
tvorivost.

6. K rozvoji konstrukce poznatkt pfispiva socialni interakce ve ttide.

7. Dulezité je pouziti rtuznych druht reprezentace a strukturalni budovani
matematického svéta.
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8. Znacny vyznam ma komunikace ve t¥idé€ a péstovani rtznych jazykt ma-
tematiky.

9. Vzdélavaci proces je nutno hodnotit minimalné ze tii hledisek: porozuméni
matematice, zvladnuti matematického femesla, aplikace matematiky.

10. Poznéni zalozené na reprodukci informaci vede k pseudopoznani, k formal-
nimu poznani.

F. Kufina dale mluvi o tzv. realistickém konstruktivismu, ktery lépe odpo-
vida realnym moznostem aplikace konstruktivistickych pfistupt ve vyuce. Kromé
vyse uvedenych zésad zduraziiuje také moZnost transmise urcitych partif (vSim-
néme si, Ze tak ¢ini v intencich zédkladniho principu konstruktivismu, tj. vytvatreni
matematiky v mysli poznavajiciho jedince):

Pii feseni. . . problému mazeme prirozené sdélovat zaku vsechny po-
tfebné informace, vysvétlovat pojmy, odkazovat na poznatky v pri-
ruckéch a encyklopediich, ale vSe ve sluzbach rodici se matematiky
v duSevnim svété zaka. Konstruktivni vyucovani tedy mutize obsa-
hovat transmisi celych partii, mtze obsahovat i instrukce k feseni
typickych tloh.

(Kufina 2002, s. 6)

Realisticky konstruktivismus sice zdirazinuje nutnost feseni problémi a pro-
blémovych situaci pro poznavani jedince, nicméné mluvi explicitné i o ¢erpani
podnétad z okolniho svéta a zprostfedkované z ucebnic a dalsi literatury, pfi-
padné prostfednictvim vypocetni techniky a internetu. Vzdyt ne vsechno se da
vymyslet, k uceni potfebujeme i informace.

... (napfiklad Ze procento oznacujeme %). Hlubsi poznani jako ,co
je to procento® ¢i .k C¢emu je procento uzitecné“ by vsak uz meélo
vznikat v zakové védomi jeho vlastni konstrukci.

(Hejny; Stehlikova 1999, s. 33)

Pro zjednoduseni budeme vyuku, kterd se opira o principy konstruktivismu,
nazyvat podnétnd vyjuka.!

Na podnétné vyucovani nelze podat jednoduchy navod. Mluvit o navodu je
zde vnitiné sporné, protoze podstatou podnétné vyuky je autenticnost, hledani,
bohaté vyuzivani vlastnich zkusSenosti. Mizeme podavat pouze ilustrace z prace
ucitele, ktery se pokousi o podnétnou vyuku. Proto se v nasledujicim textu zamé-
fim na tii aspekty konstruktivistickych pristupt k vyuce, které osobné povazuji

!Termin navrhla J. Cachova pri prekladu anglického terminu investigative teaching (Ca-
chova 2003).
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za dillezité, a budu je ilustrovat na konkrétnich ukazkach.? Je vSak nutné upo-
zornit na to, ze vyucovani je natolik slozity proces, ze dava smysl jen jako celek.
Vytrhneme-li néktery jeho rys, mize se jevit jinak, nez kdyz se na néj divame
ve svétle celé vyucovaci hodiny nebo nékolika hodin. Interpretace, které uva-
dim u jednotlivych tryvkt, musi byt nutné subjektivni a nékdo jiny je mutize
vysvétlovat zcela odlisné.

Podnétna vyuka se nerovnd objevitelska vyuka. Hodina mtze byt tfeba o pro-
cvifovani nééeho, co uz zici umi, ale ucitel vhodnou reakei na jejich dotazy (napt.
vhodné volenou otézkou) a chyby vyuzivd prvkd podnétné vyuky.

Dodejme, Ze chapani podnétné vyuky je ,individualni konstrukt“ ucitele.

ASPEKT 1: PODNETNE PROSTREDI A AKTIVIZACE ZAKU

Tlustrace 1: Odhalovani vét o shodnosti trojihelnika (8. roc¢nik, divci
tfida, Australie)

Deéti si zopakovaly, co to jsou shodné trojuhelniky, a dostaly ndsledugict ukol:
»Kazdy narysuje jeden trojuhelnik a pak bude diktovat ostatnim ve skupiné po-
kyny tak, aby oni narysovali stejny trojuhelnik. Pro kontrolu vznikly trojuhelnik
vystiihnéte a prilozte na pivodni trojihelnik. Ukolem je prijit na to, jaky je mi-
nimdlni pocet ddaji (velikost stran a dhli), které musite sdélit druhému, aby
zreprodukoval vds trojuhelnik.

Ucitelka vysvétlila, co se bude délat, zdiraznila hlavni cil a Tekla, Ze se maji
ve skupiné stridat a nemaji se divat na to, jaky trojuhelnik déld spoluzacka.
Prozradila, Ze hledaji c¢tyri zpiusoby, jak vytvorit soubor instrukci ke konstrukci
shodného trojuhelnika.

Zdkyné pracovaly ve skupindch po dvou a po tiech. V hodiné byl trochu ruch,
ale zddlo se, Ze vsichni pracuji na zadaném ukolu. Ucitelka obchdzela tridu, od-
povidala na dotazy (vétsinou odpovidala otdzkou, nebo preformulovala pivodni
otazku divky) a ptala se, na cem presné skupina prdavé pracuge. Skupinkdm, které
uz skoncily, zadala ndsledné ukoly. Nakonec shrnula na tabuli veéty o shodnosti
trojuhelnikid, pricemZ pouZila Tesent Zdki a jejich vyjddreni. Pritom vznikla dis-
kuse, z niz bylo patrné, Ze jsou Zakyné zvykle takto pracovat. Ucitelku doplrnovaly,
prerusovaly a navrhovaly svd Tesent.

Celé hodina se da charakterizovat vysokym pracovnim nasazenim déti — ,,dé-
laji“ matematiku. Uloha, kterou ucitelka zvolila, se jevi jako podnétna a skuteéné
vedla k odhaleni vét o shodnych trojihelnicich. Rysovani bylo pouzito ve smyslu-
plném kontextu. Narysovani trojahelniku nebylo pouzito jen jako cil sim o sobé,
ale jako prostfedek hledani feSeni urc¢itého problému.

2pPri prednésce byly tyto aspekty ilustrovany videonahravkami z vyuky.
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Tlustrace 2: Odhalovani obvodu kruhu (8. roénik, CR)

Ucitel zopakoval s détmi pojem obvod a formuloval problém: ,Jak urcit obvod
kruhu, resp. délku kruznice?“ Na tabuli je nakreslena kruznice. Po chvili jeden
ze Zaku navrhl opsat kruznici ctverec. Ucitel ho vyzval k nakresleni na tabuli,
poté sam shrnul, co vlastné Zdk udélal, a upozornil, Ze takové Teseni je znacné
nepresne.

Formulovany problém pfedstavuje dobrou vychozi situaci. Zaci se citili akti-
vizovani a byli schopni navrhnout zacatek feseni. V jejich moznostech bylo vsak
i to, aby formulovali poznatek, ze takové feseni je jesté znacné nepfesné. To uz
za né udeélal uditel.

Daéle uvedeme fragment rozhovoru, ktery nasledoval po ucitelové vyzvé ke
zpfesnéni feSen{ (S znamend student nebo studenti, U ucitel).

Tak bych treba pouZil osmiuhelnik.

Osmithelnik. Zase neurci§ stranu. Ale kdy urcis stranu velice jednoduse?
Trojuhelnik.

Trojuhelnik, ne také ne. Stando?

Sestitihelnik.

PSSR

Od této chvile pokracuje ucitel v prdci v podstaté sam, vse pise i na tabuli.
Postupneé zpresnuje resent tim, Ze ctverci vepisuje 12, 24, 48 a 96iuhelnik.

Zakim se ziejmé osmitihelnik jevi jako logické pokracovani étverce. Uéitelovo
chabé zdivodnéné a pro zaky zfejmé nepochopitelné odmitnuti osmitthelniku
a nésledné trojuhelniku (ktery je zase pomérné logickou reakei na otdzku ,kdy
uréis stranu velice jednoduse?) vede k tomu, Ze se jiz dale nesnazi.® Signal,
ktery dostali, tedy Ze jediné ucitel vi, jaké je spradvné feSeni (resp. jediné on vi
kritéria spravnosti), na né zaptisobi demotivacné. Z matematického hlediska neni
hodiné co vytknout. Jednotlivé ¢asti na sebe navazuji, ovSem nemohu se ubranit
dojmu, ze pouze v mysli ucitele. Ucitel ve svém nadSeni, s jakym chce ukazat
détem pékné odvozeni vzorce pro obvod kruhu, déla vSechnu praci za déti.

ASPEKT 2: PRACE S ULOHOU

ODbé uvedené ilustrace muzeme nahlizet jako ukazky teze, ze Gloha neni vnitiné
konstruktivistickd, zalezi na zptsobu jejiho podani. I standardni, proceduralni
tloha typu rovnice 4z+5 = 19, mtze byt pouzita problémoveé. Ucitel miize polozit
otazky typu Co kdyz rovnici napiSeme jako 19 = 4x + 5, bude stejné feSeni?,
MuZeme délit obé strany rovnice libovolnym ¢islem?, nebo dokonce zacit diskusi
o ekvivalentnich upravach rovnic. Naopak podnétnd tloha muize byt pouzita
proceduralné (viz ilustrace 3 a 4), kdyz ucitel napt.

37 hlediska ucitele je ovSem jeho reakce logické, protoZe on se chce dostat k 96thelniku.
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— da ditéti fadu navodi, které ho vedou kricek po kricku k vysledku,

— predc¢asné mu prozradi vysledek,

upozorni ho na chybu, aniz by jej nechal nejdrive chybu samostatné odhalit,

vede dité k pouziti strategie, o niz se domniva, Ze je nejvhodnéjsi (zpravidla
ta, kterd je nejrychlejsi a nejekonomi¢téjsi), aniz by jej nechalo rozvinout
vlastni strategie, apod.

Tlustrace 3: Otéaceni o 90 stupnu (Boaler, 2002, s. 30 a 31; 8. t¥ida)

Na tabuli jsou nakresleny dvé dsecky o délce 1 a 3 (obr. 1).

U: ,Mdme-li usecku délky 3 a usecku na ni kolmou délky 1, co se stane,
pokud to otoc¢ime o 90 stupniu?“

S: (vykrikuji) ,Jde to dokola.“ ,Doleva.“ ,Doprava.

U: ,Jak to bude?“

S: ,Jde to nahoru.“

U: ,Ano, nahoru, Ze?“ Nakresli obé dsecky otocené (obr. 2).

S:  divaji se na obrdzek a nereaguji.

U: ,Vidite, co se stalo? Vyménily se; dsecka délky 3 jde nahoru a délka 1

jde napric, takZe si pamatugte, Ze kdyZ délate rotaci o 90 stupmi, prosté
st vzpomernite, Ze se maji vymeénit.

1 R

-
3

Obr. 1 Obr. 2

Ucitel vlastné vyzval studenty, aby prestali premyslet o tom, k ¢emu dochazi
u rotace o 90 stupinti, a zapamatovali si pravidlo. Tato situace je zhoubné zejména
pro to, jakou predstavu si déti vytvori o matematice. Jisté, je mozné, ze i kdyby
ucCitel nechal studenty, aby si tento poznatek sami odvodili, vSichni by to tfeba
nepochopili a néktefi by se nakonec naucili pravidlo. OvSem alespon by neziskali
mylny dojem, zZe matematika je o zapamatovani pravidel.

Tlustrace 4: Souéet thlti v mnohouhelniku (Stigler; Hiebert, 1999, s. 45)
Zdci meéli doma zmérit ihly v konveznim Sestiihelniku a secist je (viz obr. 8
bez vycdrkovanygch usecek). Ucitel se druhy den zeptal, zda vSichni ziskali visledek
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Obr. 3

blzzky 720 stupnium. Pak pokracoval:

LT g

»Kdybych vzal ten thel D a presunul ho sem doli, zméni se ten soucet?“
”Ne “

»Nemél by, ze? Pro¢? Stdale mdam kolik uhlu?“

,Stdle mdte Sest.“

vvvvvv

neveédi, ze pocet vnitinich thlt v mnohotihelniku je klicovou 1nforrna01 pro zjis-
téni souc¢tu uhla! Hodina pokracuje.

U:

S:

U:

,Stdle mdm Sest uhli. Fxistuje vzorec a budeme se ho ucit po jarnich
prdzdnindch, ale ddm vdm ted asporni ndpovédu. KdyZ vezmu pocet stran
a odectu dva a vyndsobim to ¢islo 180 stupni, tak dostanu, kolik je soucet
ihli. Kolik stran md tento wtvar? (Pauza.) Sest. Ano? Pocet stran minus
dva mi dd co?“

, Ctyri. “

, Ctyri. Kolik je ctyrikrdt 180 stuprid?“

,720.%

LA mélo to byt 720, Ze? Kolik stuprii by meélo byt u pétivhelnika?
(Pauza.) Vezméte si vzorec, pocet stran je pét . .. odectéte dva a ndsobte
180 stupni.”

,290%¢

»940 stupni. Vsechny pétivhelniky obsahuji 540 stupn.“

Uloha, ktera mohla byt pouzita problémové, byla pouzita jako &isté pro-
ceduralni. Studenti nemuseli viibec prfemyslet, v podstaté ani dosadit do vzorce,
protoze stacilo odpovidat na otazky naroc¢nosti druhého ro¢niku zdkladni skoly.
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U¢itel zménil tlohu na rutinni zalezitost. Opét se nabizi otdzka, jakou pred-
stavu o matematice Zaci ziskaji. Odstragujicim piikladem je autentickd vypovéd
jednoho studenta: ,,V matematice si musime pamatovat, v jinych pfedmétech
muzeme taky premyslet.“

ASPEKT 3: INDIVIDUALIZACE — CITLIVOST UCITELE

Individualizaci a citlivosti ucitele chapu to, jakym zptsobem reaguje ucitel na
individualni potfeby zaki (napf. diferenciace prace pro rizné schopné studenty
na Grovni odli$nych tkoli, na Grovni vysledku apod.). Patii sem projevy citlivosti
ucitele vuci jednotlivei — napf. ucitelka vénuje pozornost vsem skupinam jedné
po druhé, alespon pohledem se obraci na vSechny. Tento jev se Spatné ilustruje,
jednd se vétsinou o prchavé okamziky. Hodné napovi napiiklad videonahravka
hodiny. Napf. v jedné z nich je vidét, ze se ucitel obraci vyhradné na jednu
dvojici studentti, v pribéhu hodiny se nikdy nepodival do levé ¢asti tiidy a pri
chizi koncil vzdy u této dvojice.

Citlivost ucitele je nutno rozvijet, ¢asto si ani nejsme védomi, ze se na nékteré
studenty obracime castéji. V tom ndm muize pomoci analyza videi. Videona-
hravky z TIMSS Video Study 1999 (viz http://www.lessonlab.com) jsou opatteny
komentafi ucitelti, kteri méli moznost se na své hodiny podivat. Zde je dobfe
vidét, jak ktery ucitel hodnoti svou hodinu a ¢eho si v§iméa. Napt. je pravdeé-
podobné, ze ucitelka, kterd napsala ke své hodiné nasledujici text, je oteviena
zdokonalovani své schopnosti reagovat na potieby studenta.

PozZddala jsem Janu, aby sla ke zpétnému projektoru a napsala, co udélala,
a pak jsem to vysvétlila! Na co jsem myslela? Jeji vysvétleni by bylo mnohem
lepsi nez moje, tim jsem si jistd. Studenti nechtéji slyset jen muj hlas!l... Kéz
bych nechala déti, aby si to tady 7idili sami. Prilis jsem hodinu Tidila, navddéla
jsem je ke spravné odpovédi. Tito studenti velmi dobie vysvétluji a méla jsem
jim to u této ulohy umoznit.

Naproti tomu se objevuji komentéafe ucitelt, které jsou cele vénovany mate-
matickému aspektu, co ucitel zamyslel a proc¢, na co klade pfi vyucovani diraz.
Ovsem vubec se nezminuji o tom, zda se mu to podafilo a jak, nikde se nevyja-
dfuje ani k tomu, co délaji déti.

ZAVER

Jednim ze zdkladnich principd podnétného vyucovani je v podstaté to, nebat
se dat détem problém, jehoz FeSeni neni na prvni pohled patrné. Chapu obavy
ucCiteld; citi zodpovédnost za to, co se déti nauci. Nicméné i pochybnosti, ta-
pani, frustrace patii do matematické prace, jen tak mohou alespon nékteré déti
zazit radost z objevu. Kazdy se musi se situaci nejdfive ,,poprat“, aby ji porozu-
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mél (byt za pomoci ostatnich nebo uditele). P¥ilisna ucditelova pomoc muze byt
nakonec kontraproduktivni.

Podivejme se na to, co bylo zjisténo v TIMSS Video Study 1995 (viz Stigler;
Hiebert 1999). V mezindrodnim srovnavacim vyzkumu TIMSS z roku 1995 do-
padly Spojené staty americké vyrazné hiife nez napf. Japonsko. V ramci nasledné
videostudie bylo mimo jiné zjisténo, ze americ¢ti ucitelé téméf nikdy nedaji dé-
tem tulohu, aniz by jim pfedem nenaznacili nebo pfimo neukézali metodu feseni.
Naproti tomu japonsti ucitelé to neudélali témér nikdy. Ucitelé v obou zemich
prochézeli po zadani lohy ve t¥idé, ovSem za jinym tc¢elem. Americti ucitelé oka-
mzité spéchali studentim na pomoc, jakmile se objevily znamky tapani. Jakoby
brali tapani a frustraci jako znak toho, Ze oni jako ucitelé nedélaji svou préaci
dobre. Japonsti ucitelé davali studenttim urcité napovédy, ale soucasné sbirali
informace k tomu, aby mohli organizovat naslednou diskusi mezi détmi. Témér
nikdy nereagovali na problémy déti tim, ze by prozradili feSeni. V zadném pii-
padé nelze tvrdit, Ze toto je hlavnim dévodem pro zjistény rozdil ve vysledcich
obou zemi, nicméné urcitou roli to hralo.

V tomto textu jsme nepodali vycerpavajici popis toho, co jsou konstrukti-
vistické pristupy k vyucovani a jak je pouzit ve vyuce. Nemluvili jsme napft.
o dalsich aspektech, jako je ménici se role zaka (i zaci se musi uéit timto zpt-
sobem pracovat), role komunikace mezi ucitelem a zadkem a mezi Zaky, vyuziti
realnych problémt, role prekonceptii a predchozich zkusSenosti zakd. Pripadny
zajemce mize najit dalsi informace v nékteré z publikaci v seznamu literatury.
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POKUS O KONKRETIZACI POJMU KOMPETENCE
V DIDAKTICE MATEMATIKY

Vaclav Sykora

Probihajici kurikuladrni reforma stavi pfed ucitele matematiky stale naléha-
véji do popredi otdzku praktické vyuzitelnosti konkrétnich matematickyjch po-
znatkdl osvojovanych v pribéhu vyucovacich hodin pfedmétu matematika na
skolach. Nejen na zakladnich skolach se ucitelé setkavaji s tim, ze zaci o vy-
uzitelnosti téchto poznatki pochybuji a stale castéji se tazi: , K ¢emu mi to
v zivoté bude?“ Z diskusi s nimi vyplyva, Ze jsou o nepotfebnosti matematic-
kyjch poznatkd v praktickém zivoté hluboce pfesvédéeni. Vede je k tomu nejen
pragmaticky konzumni pohled na soucasny svét, ale i rodice, ktefi je v téchto
postojich spise podporuji poukazy na své zivotni zkuSenosti. Je nepochybné, ze
didaktika matematiky bude muset v blizkém horizontu podobné otazky radi-
kalné fesit. Bude ji k tomu nutit i dalsi fenomén dnesni reality. Tim je vypocetni
technika, kterd se s§ifi globalnim zptisobem a podstatné ovliviiuje velkou fadu
vyznamnych témat klasické skolské matematiky. Navic mnohdy pfedstavuje pro
zaky i vefejnost argument, ze vypocetni technika mtize pro praktické potfeby
nahradit poznatky ziskavané ve skolské matematice.

K fesSeni popsanych otazek by, podle mého nazoru, mohla prispét zména ve
strukturaci zakladnich pedagogickych pojmt, s niz se v soucasné dobé setka-
vame, a kterd zac¢ind vyrazné ovliviiovat i pfipravu a dalsi vzdélavani ucitelt
matematiky. Je to zavedeni a definice pojmu kompetence v obecné peda-
gogice i specidlnich didaktikach. Pojem ,kompetence“ se objevil v nasi pedago-
gické a didaktické literatufe v poslednich deseti letech a pfiradil se k tradi¢ni
terminologii (poznatky, dovednosti, schopnosti, cile), aniz by byl doposud kon-
sensualné definovan. Pedagogika o ném zatim diskutuje, existuji nazory, Ze se
bez néj patrné obejde, Siroce je vSak vyuzivan v materidlech skolské spravy.

Meéli bychom si pfed diskusi objasnit vyznam uzivanych pojmi, alespoii to tak
tvrdili angli¢ti empiricti filosofové jako byli John Locke nebo Thomas Hobbes.
Jinak hrozi nebezpeci, ze nase nazory budou mimobézné. Hledame-li ve slovni-
cich, zjistime napriklad:

Kompetence — pravomoc, rozsah pusobnosti (Slovnik cizich slov, Encyklopedicky
dim, Praha 1993).

Kompetence — (lat.) obor piisobnosti nebo ¢innosti, pfislusnost po odborné nebo
vécné strance, funkéni nebo sluzebni pravomoc (Slovnik cizich slov, SPN, Praha
1966).
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Hledame-li ve slovnicich cizich jazyki, dozvime se, ze jde o slovo latinského

puvodu uzivané ve vSech evropskych jazycich:

Francouzstina: la compétence — kompetence, pravomoc, prislusnost.

Angli¢tina: the competition — soutéz, konkurence.

Némcina: die Kompetenz — pravomoc, prislusnost, nalezitost, opravnéni, pattic-
nost, kompetence, kompetentnost.

V nasi pedagogické literatuie byl pojem kompetence zatim uzivan predevsim
ve vyznamu odborné (profesni) pfipravy a spojovén byl proto hlavné s odbor-
nymi skolami.

Pokud jde o didaktiku matematiky u nés, pojem kompetence se objevil jako
fundamentalni pojem v maturitnich standardech (1999) a v navazujicich ramco-
vych vzdélavacich programech. Domnivam se, Zze z hlediska soucasné situace ve
vyucovani matematice je zavedeni podobného pojmu tcelné. ,, Kompetence* by
mohla vyhodnéji a mnohem dynamictéji reprezentovat aktualni stavovou didak-
tickou veli¢inu na rozdil od statického a pomérné neoperativniho pojmu ,cil“
(napf. Bloomova taxonomie). Klasicky chapany pojmotvorny proces, vychéze-
jici z kognitivni psychologie, je totiz prilis tizce vazan na odborné matematické
zézemi. Napriklad studium a vyzkum ciselnych predstav v zakové ontogenezi
predstavuje jisté Siroké pusobisté k analyze kognitivnich charakteristik lidské
psychiky. V soucasném svété je vSak vyuzitelnost podobnych zkouméani limi-
tovana existenci kalkuldtoru. Studovat rozvoj Ciselnych predstav beze vztahu
k pouzivéni kalkuldtoru (dnes uz ve v8ech situacich praktického zivota kazdého
jedince), znamend vénovat se ¢innosti jisté zasluzné, avsak od reality ponékud
odtazité. Pojmotvorny proces a jeho stavajici vyzkumné pojeti ma také znacné
problémy s motivaci matematickych poznatkd a dovednosti. O té jsem vyse
uvedl, ze predstavuje jeden z kardinalnich momentt skolské matematiky v praxi
ucitele.

Odlisit musime pojem kompetence od jeho uzivani v tradiénim smyslu v sou-
vislosti s profesni zpusobilosti ucitele. Profesni kompetenci ucitele matematiky
rozumime jeho dovednosti uzivat potfebné matematické poznatky, vhodné me-
tody prace, umét didakticky interpretovat matematické poznatky, pracovat s ta-
lenty, s zéky, ktefi maji specifické poruchy apod.

Tazeme se proto jakad je nase predstava o matematické kompetenci, kterou
vyucovani matematice rozviji nebo by mélo rozvijet v zakovi. Takovou otazkou
se zabyvaji didaktici matematiky na celém svété. Zajimavé pokusy o jeji feSeni
vznikly v souvislosti s definici matematické gramotnosti. Setkali jsme se s ni
v mezinarodnich srovnavacich studiich, které se snazi v celosvétovém méfitku
porovnavat troven matematického vzdélavani. Jednou z nich je studie PISA,
jejiz posledni vyhodnoceni v roce 2005 dopadlo pro nase Skoly pfiznivé. Mate-
matickd gramotnost je (pro vyzkum PISA) definovana ve zkracené podobé takto:
»2Matematickd gramotnost je schopnost jedince poznat roli, kterou hraje mate-
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matika ve svété, a porozumét ji, tvorit dobie podlozené tisudky a proniknout do
matematiky tak, aby spliiovala jeho zivotni potieby jako tvofivého, zainteresova-
ného a mysliciho obcana.* Takova definice je prili§ obecna pro potieby didaktiky
a hodi se spise do texti zabyvajicich se vzdélavaci politikou. Pro didakticky vy-
zkum neni dosti dobfe uchopitelnd, i kdyz podstatu véci postihuje, predevsim
z hlediska vyuzitelnosti matematickych poznatk® pro kazdého obcana. Zkusme
tedy zpfesnit nase ivahy o pojmu kompetence.

Vymezeni pojmu kompetence: Zakovskymi kompetencemi rozvijenymi ve vy-
ucovani matematice budeme nazyvat postoje, schopnosti a dovednosti rizného
stupné obecnosti, které matematika jako skolni pfedmét v zacich rozviji, a které
jsou potfebné pro jeho prakticky zZivot, zejména z hlediska profesni pfiprave-
nosti. Pfitom mame na mysli postoje, schopnosti a dovednosti, kterymi mate-
matické vzdélavani trvale pozménuje zadkovu osobnost, a to i v dobé, kdy za-
pomnél (plné nebo ¢4steénd) konkrétni matematické poznatky. Rovnéz tak jde
o postoje, schopnosti a dovednosti, pro jejichz rozvoj je matematické vzdélavani
nezastupitelné. Definice kompetence by méla byt doprovazena popisem potenci-
alntho transferu do nematematické oblasti. Vyjdeme-li se z pfedchazejicich avah,
méla by byt dosaZend droveri kompetence ve vyucovdini matematice reprezento-
vana hodnotou diferencidlu v osobnostnich charakteristikach Zdka, ktery je pro-
duktem vyucdovdni matematice (nebo se na ném vyudovdni matematice podili),
a ktery pozitivn€ a dlouhodobé ovliviiuje jeho adaptabilitu pro redlné profesni
nebo praktické situace. JednoduSe feceno, miuzeme povazovat za kompetenci ve
vyucovani matematice ,to, co v zadkovi zbude z hodin matematiky poté, kdy za-
pomene prislusné konkrétni matematické poznatky a dovednosti“. Je mozné, ze
mnozina takto vymezenych kompetenci by méla byt definovana jako ,matema-
tickd gramotnost“ nebo ,kvantitativni gramotnost“ (jak je uvddéna v posledni
americké reformé skolské matematiky [6]).

Stale jsme jesté na pfilis obecné trovni. Zkusme tedy konkretizovat pojem
kompetence pro vybrané téma skolské matematiky. Takovym zajimavym téma-
tem jsou napiiklad geometrické konstrukéni ilohy. Sama didaktika matematiky
si s nimi nevi ptilis rady. Tvofi historickou souc¢éast skolské matematiky, mnozi-
nova modernizace je sice charakterizovala jako zbyteény balast (z hlediska vyvoje
matematiky jako védy), do $koly se ale konstrukéni tlohy vratily a geometrické
softwary je Cini jeSté zajimavéjsimi. Jaké kompetence tedy rozvijeji konstrukéni
tlohy a €¢im jsou pro nas didakticky pfinosné? Zkusme jenom piehledné a ttrz-
kovité charakterizovat pfinos feSeni konstrukénich tloh i pro zéka, ktery se ne-
orientuje na matematiku.

Kompetence rozvijené resenim konstrukcnich uloh:

e Kvalifikované zpracovani informaci (obecnd dovednost uchopens in-
formaci poskytovanych textem tlohy, a to i v symbolické znakové reprezen-
taci vychazejici z konven¢niho zavedeni — napf. oznaceni privodnich jevi
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trojuhelniku). Zpracovani informaci opirajici se o jejich uchopeni v never-
balni znakové reprezentaci (konvence v interpretaci uzivanych znaki) je
souCédst! bézné komunikace (napt. ,Cteni“ grafii a jinych grafickych sché-
mat nebo zobrazeni).

Vymezeni problému a jeho FeSeni (obecnd dovednost zdpisu rozboru
konstrukéni tlohy implikacemi strukturovanymi ve tvaru ,,identifikace* da-
ného prvku spolu s podminkami, které musi hledany prvek spliiovat =
identifikace algoritmu konstrukce hledaného prvku)

Logické usuzovani (implikaéni forma tvahy: ,je ddn bod..., proto
bod... lezi...“ a jeji obraceni ve zkousce).

Prostorova predstavivost (,,vidéni“ vyfeSené tlohy v rozboru).

Volba vhodné strategie feSeni problému (rtizné feSeni jedné tlohy,
uziti riznych metod syntetické nebo analytické geometrie a rtiznych ,,pro-
stiedi“ feSeni llohy — geometrie ¢tvereckovaného papiru, geometrie prekla-
daného papiru, Cabri geometrie, vzorové strategie).

Aktivni tvorba algoritmu (kazdy uzity prvek musi byt pfedem sestro-
jen, algoritmus je sestavovan z jednotnych prvki, charakteristika jednotli-
vych trajektorii feSeni, symbolicky zapis nebo zndzornéni algoritmu).

Obecna struktura FeSeni problému (rozbor, konstrukce nebo zépis al-
goritmu feSeni, zkouska, diskuse — transfer umoziiuje aplikovat tuto struk-
turdlni dovednost i v nematematickych situacich).

Argumentace pri obhajovani prijatych zavéru (zkouska nebo ovéreni
vysledku a jeji prezentace ve vztahu k zadani problému).

Diskuse (mozné zmény vychozi situace a jejich vliv na vysledek a podcet
fesSeni, uziti Cabri geometrie pro spojité modelovani dynamickych zmén
v zadani dlohy).

Terminologie, symbolika (pfesné vyjadfovani ve formulacich rozboru
a argumentaci pri diskusi, uziti smluvené symboliky mé také vyznam pro
transfer osvojené dovednosti i v nematematickych situacich).

Znakové reprezentace a jejich transformace (dekédovani, formy zna-
zornén{ matematickych objektl a vztahtt mezi nimi) — technické dovednosti
v uziti pravidel transformace znakovych reprezentaci abstraktnich pojmi.

Modelovéani (,matematizace®, tj. pfevod ,reality“ do jazyka matematic-
kych struktur — prace s matematickymi modely — ,, dematematizace®, tj.
interpretace matematickych modelt v jazyce ,reality“. Rozvijeni riznych
metod zobrazovani a modelovéni).

Kultivovace grafického projevu.
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¢ Komunikace (schopnost pochopit, resp. pfecist s pochopenim, text tlohy
predstavovany pisemnymi nebo tstnimi vyroky rtiznych znakovych repre-
zentacich, vyjadiit je a sdélovat jejich vyznam).

e Uziti pomicek a nastroju (véetné zobrazovaci, vypocetni a informaéni
techniky).

Uvedeny piehled je moznéa ponékud nesourody, mozna i neuplny, ale v kostce
predstavuje soubor obecnych dovednosti, které rozvijime kvalitni vyukou tématu
geometrické konstrukéni tlohy. Porovnani by pravdépodobné vedlo ke zjisténi,
Ze tento soubor je bohatsi nez podobny soubor napfiklad v nékterych algebraic-
kych tématech. Nabizi se, samoziejmé, otazka, zda v tom nespociva zdtivodnéni
zajimavého jevu, jimZ je netspéch pokusu o odstranéni konstrukénich tloh ze
Skolské matematiky.

Pokusme se jesté o dalsi krok v konkretizaci pojmu kompetence pro potreby
didaktiky matematiky. Odborné matematické hledisko neni nebo by nemeélo byt
pro didaktickou analyzu pojmi a poznatkii skolské matematiky jedinym krite-
riem. Role matematickych pojmi a poznatki ve vzdélavacim (i formativnim)
procesu je bezpochyby komplexnéjsi. Zda se, ze pojem kompetence by tuto cle-
nitou strukturu pohledt, hledisek a kriterii mohl postihnout pfesnéji. V odborné
literatufe se objevily prvni pokusy o modelovani pojmu kompetence v podobé
matice. Pokusime se nastinit tyto zaméry maticovym modelem pojmu podobnost
v didaktické interpretaci kompetence uzZivat poznatky o podobnosts.

PODOBNOST — matice kompetence ,uzivat poznatky o podobnosti®.

Radky matice (horizontalni struktura) vymezuji oblasti, v nichZ pojem po-
dobnosti ovliviiuje rozvijeni osobnostnich (formativnich) charakteristik zéka.
Sloupce matice (vertikdlni struktura) se zaméfuji na odborné matematické ob-
lasti a snazi se postihnout, v ¢em kultivuje pojem podobnosti odborny matema-
ticky potencial zaka.

Osobnostni dimenze

POStOjOVé Ois O2s Oss Ouss Oss Ogs
Strukturalni | O14 | Oo24 (OXV Ouq Os4 | Oga
Aplikaéni 013 023 033 043 053 063
Cinnostni O12 | Oa22 Os2 Ou42 Os2 | Oe2
Obsahova 011 021 031 041 051 061
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Odborné matematické dimenze
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Pokusme se podrobnéji charakterizovat jednotlivé oblasti (prvky) kompe-
tenc¢ni struktury s tim, ze vyjdeme z jeji horizontalni struktury.
Z&k v jednotlivych oblastech kompetenéni struktury:

Faktograficky zaklad

011 — Osvojuje si zdkladni pojmy (definice) a tvrzeni (véty). Oblast je mozno
konkretizovat pro dany stupen skoly.

O12 — Provadi osvojené dovednosti (konstrukce, vypoéty, postupy) souvisejici
s podobnosti.

013 — Rozpoznava podobné objekty. Vyuziva poznatky o invariantech pfi
porovnavani podobnych objekti.

014 — ZaFazuje poznatky do Sirsich souvislosti. Chape podobnost jako zob-
razeni. Uvédomuje si, Zze mnozina podobnosti je strukturovand (grupa).

015 — V souvislosti s podobnosti si uvédomuje moznost uziti geometrie pri
popisu a pretvareni redlného svéta (geometrizace).

Modelovani:

021 — Udi se geometricky modelovat riaznymi zptsoby podobné situace. Osvo-
juje si charakteristiky a moznosti redlného i geometrizovaného prostiedi ve
vztahu k podobnosti.

022 — Konstruuje podobné utvary (rysovéani, preklddany papir, po¢ita¢, rizné
druhy prostorového modelovani, skladacky, apod.).

O23 — Identifikuje a modeluje realné situace obsahujici podobné objekty (fe-
meslné, vytvarné, vyrobni procesy apod.).

O24 — Analyzuje a rozviji vztahy s dalsimi prvky struktury kompetenci (pro-
storova predstavivost).

O25 — Formuje a uvédomuje zékladni postoje souvisejici s vlastni praci (pres-
nost a estetiénost zpracovani modelu apod.).

Operovani (poéitani):

031 — Osvojuje si algoritmy algebraického operovani vztahujici se k situacim
obsahujicim podobnost (vypocty délek, obsaht a objemd podobnych utvari).
Porovnava podobné ttvary (¢iselné, graficky, odhadem apod.).

032 — Provadi praktické vypoc¢ty a porovnani v matematizovanych a cviénych
situacich (viz Og1).

033 — Pocita a porovnava v readlnych situacich souvisejicich s podobnosti.

O34 — Prohlubuje vazby na dalsi prvky struktury kompetenci (tvorba algo-
ritmi).

O35 — Naléza vyznam operovani (vypoctil) pro vlastni praktickou i profesni
¢innost.

Matematizace realnych situaci:
041 — Uvédomi si smysl matematizace redlnych situaci a jeji vyznam pro
praktickou i profesni ¢innost. Chéape jeji strukturu ve vztahu k podobnosti.
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O42 — V konkrétnich situacich uziva jednotlivé kroky procesni struktury ma-
tematizace redlnych situaci pri feSeni problému souvisejicich s podobnosti.

O43 — Uziva poznatky o podobnosti pfi feSeni redlnych problémi (pfimé
a nepiimé podobnost apod.).

O44 — Rozviji vazby na dalsi prvky struktury kompetenci (,reperové orien-
tace®).

045 — Chépe nezbytnost zkousky jako ovéreni vysledku kazdého algoritmic-
kého procesu.

Interpretace:

Os51 — Osvoji si znakové prostfedky vyjadfovani vztahujici se k podobnosti
(terminologie, symbolika apod.).

Os52 — Osvoji si a prakticky vyuziva rizné formy zapisu algoritmt feSenych
problémi (zépis postupu konstrukce podobnych ttvart).

Os53 — Vyuziva transfer osvojenych forem zapist do jinych oblasti praktické
¢innosti.

Os55 — Uziva spravné formy vyjadfovani pfi popisu problému. Chape a osvoji
si vyznam interpretace matematického vysledku v kontextu realné situace.

Argumentace:

Og1 — Osvoji si postup matematického dokazovani a chape vyznam ovéfeni
vysledku a argumentace pii prezentaci vysledku.

Og2 — Vyuziva osvojenych poznatkt o podobnosti pfi dokazovani a ovérovani
vysledki FeSenych problémil (diikaz a diskuse v konstrukénich tlohéch).

Ogs — Naudi se v kazdé situaci dokazovat své tvrzeni o podobnosti (matema-
tickym) dikazem nebo odpovidajicim ovéfenim.

Popsana matice je pokusem o detailnéjsi chapani pojmu kompetence. Nékteré
prvky matice se nepodarfilo smysluplné identifikovat. To ale neni na tkor véci.
Zd4 se, ze podobné uvahy naznacuji cestu (nebo jednu z cest), jak transformovat
tradi¢ni chapani vSeobecného matematického vzdélani ve smyslu jeho prizpiiso-
beni novym civilizacnim situacim. Tim mam na mysli pfedevsim dramaticky
vpad vypocetni techniky do zivota nasi souc¢asné spolecnosti.
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TVORIVE CINNOSTI V GEOMETRII

Jana Cachova

Je zaktm druhého stupné zakladni skoly blizsi planimetrie nebo stereometrie?

Odpovéd na tuto otdzku podle mého nézoru souvisi mimo jiné s pristupem
uciteltt k vyucovani geometrie. Pokud maji ucitelé ke geometrii kladny vztah,
dokazi vymyslet rtizné ¢innosti, prostiednictvim kterych se déti nenasilné sezna-
muji s vlastnostmi geometrickych objektt. Zaci tak mohou p¥irozené navéazat na
své osobni zkusenosti, které ziskavaji od utlého détstvi. Trojrozmérny prostor je
pro dité odmala pfirozenym prostfedim, ve kterém zije, pohybuje se, hraje si,
stavi rozmanité stavby ze stavebnic. Ani rovina neni ditéti cizi, protoze je zvyklé
si prohlizet knizky, rtizné obrazkové ¢asopisy, samo kreslit a vybarvovat, sleduje
televizi, sklada mozaiky, diva se na fotografie, atd. Stejné tak p¥irozenou ma byt
i 8kolni vyuka — plynule navazovat na détskou hru a realny zivot, pomahat ditéti
blize poznat okolni svét, porozumét mu.

Ne kazdy ucitel vsak dokaze ditéti poskytnout dostatek vhodnych podnéta
k tomu, aby vyuzivalo svou pfirozenou zkuSenost a dale ji rozvijelo. Pfic¢inou
muze byt také negativni postoj ucitele ke geometrii (nékdy i strach z této disci-
pliny). Takovy postoj se pak prendsi z¢asti i na zdky. U¢itel sice trva na pfesném
dodrzeni zapisu konstrukce trojuhelniku, ale uz nepovazuje za podstatné disku-
tovat s zédky o vlastnostech sestrojeného objektu. Casto uéitelé détem zuzuji
geometrii na pouhé rysovani, ackoli je stejné dobfe mozné vyuzit jinou ¢innost,
napt. pracovat se souborem papirovych n-ithelnikti, skladat ze stavebnice, pfi-
klddat zrcatko (osova soumeérnost), atd.

Nasledujici tlohy maji ukazat, ze lze s détmi ve skolni vjuce jak v planimetrii,
tak ve stereometrii provadét ¢innosti podobného charakteru, ze tedy mohou byt
skolni planimetrie i stereometrie stejné ,slozité“, nebo spise ,,jednoduché®.

CAST 1. — CINNOSTI V PROSTORU:

(Vhodné je k praci s Zdky vyuzit napt. plastovou stavebnici ,BRICKS“ — sklddd
se z krychlicek, které je mozné navzdjem spojovat. Zdci mohou pracovat v tii-
az c¢tyrclennych skupinkdch.)

e Sestavte ze ti krychli¢ek stavebnice hranol s rozméry 1 x 1 x 3. Poskladat
krychli velikosti 3 x 3 x 3 jednotkové krychlicky z takovych hranol neni
nijak slozité. Pujde to i v ptipadé, kdy tvar stavebniho dilu pozménime (ze
t¥i krychli¢ek postavime dilek jiného tvaru)? Vyzkousejte.
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Obr. 1

e Diskutujte o moznosti sestavit krychli 3 x 3 x 3 z hranold 1 x 1 x 2 ¢i
2 x 2 x 1 krychlicky, atd.

7Z jakych nejvétsich shodnych dilkt je mozné tuto krychli sestavit?

Ulohy magi Zdky navddét k vytvorend a upevnénd konkrétnich predstav krych-
lového télesa v prostoru a jeho objemu.

e Z krychle 3 x 3 x 3 vytvarejte rizna krychlova télesa tim, ze budete ubirat,
popf. pfidévat krychle. Vznikla télesa zaznamenévejte (kresbou, popisem,
schematicky, atd.).

Je vhodné poskytnout skupiné material pouze na jedno téleso, aby byly déti
nuceny telesa skutecné urcitym zpisobem kodovat.

Jak mizeme tato télesa popsat, zakreslit ¢i jinak zachytit informaci o tom,
jak je znovu postavit?

VyuZiti nacrtki vychdzejicich z volného rovnobézného promitdni je v tomto
pripadé celkem obtizné — nuti to Zaky hledat jiné zpusoby zdpisu, pripra-
vuje uciteli pudu pro zavedeni kotovaného pudorysu. Jednou z moznosti je
naveést Zaky na to, aby priloZili stavbu na papir a obkreslili jeji pudorys.

Mohu pomoci pudorysu ziskat potfebnou jednoznacnou informaci o tom,

N

jak stavbu pristé opét postavit?

Protoze deéti dospéji k tomu, Ze takovy zdpis stavby neni jednoznacny, je
mozZné s nimi rozvijet diskuzi, jak spravné zaznamenat polohu a pocet jed-

v

notkovych krychlicek, tvoricich stavbu.

e Prostrednictvim predchozich ¢innosti — hledant riznych krychlovych téles —
se Zdci seznamuji s nekonvexnimi télesy.



JAK UCIT MATEMATICE ZAKY VE VEKU 11-15 LET 51

e Vyberte jedno z pfedchozich téles, které jste sestavili a které je urcitym
zpusobem soumeérné. Rozlozte je na nékolik rtiznych c¢asti. Z ¢asti se po-
kuste téleso znovu postavit.

Takto vznikly hlavolam predlozte ke sloZeni jiné skupiné. (Ndmét podle
J. Michnové, 2005.)

e Postavte ze 7 jednotkovych krychlicek dvé riazna krychlova télesa. Spoci-
tejte, kolik ¢tvercovych stén by bylo nutné v pfipadé jednotlivych téles
obarvit, abychom obarvili povrch celého télesa.

Bude jejich pocet stejny nebo razny?

Najdéte téleso slozené ze 7 jednotkovych krychli s co nejmensim povrchem.

e 7 téles, které jste doposud sestavili, vyberte ta soumérné.
Deéti magi samy objevit, Ze se typy soumérnosti lisi — napt. odlisit rovinnou
a stredovou soumérnost.

CAST 2. — CINNOSTI V ROVINE:

e Ctverec z 8 x 8 jednotkovych ¢tvereckii pokryvejte beze zbytku riznymi
tvary dlazdic sestavenych z jednotkovych ¢tverct (pouzivejte na vyplnéni
vzdy pouze jeden typ dlazdic).

e Zvolte jeden typ dlazdic a pokryjte s nim ctverec tak, aby vznikla mozaika
byla

— stifedoveé i osové soumérna,

pouze stredové soumérna,

pouze 0sové soumeérna,
— ani osové, ani stfedové soumeérna.

o Ctverec z 8 x 8 ¢tvereckt rozstiihejte na nékolik riiznych dilkt, sestavenych
z jednotlivych ¢tverecki. Ziskate tak opét hlavolam.

e Vytvarejte z dilki TANGRAMU stfedové ¢i osové soumérné utvary.

e Sestavujte ze dvou dilki TANGRAMU ttvary a dopliiujte je pomoci zby-
Iych dilkd tak, aby byly vysledné atvary stfedové (osové) soumérné.

Tuto ulohu je mozné hrdt ve dvojicich jako hru. Pruni z Zdkid vybere jeden
dilek tangramu, druhy k nému priloZi jiny dilek tak, aby co nejvice ztiZil
¢i zcela zamezil protihrdci vytvorit soumérny dtvar. Pruni z hricu se pak
snazi utvar doplnit na soumérny objekt.
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Obr. 2

Ulohy druhé ¢asti jsou paralelou k tloham prvni ¢asti. Cilem je ukézat, ze
pracovat s zaky v trojrozmérném prostoru je stejné mozné jako s nimi Fesit
tlohy v roviné — v tomto pripadé byly pouzity tlohy tykajici se déleni prostoru
(dvojrozmérného a trojrozmérného) a jeho vypliiovani.

LITERATURA
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MOZNOSTI ROZVOJE FUNKCNIHO MYSLENI ZAKU VE
VYUCE MATEMATIKY NA ZAKLADNI SKOLE

Petr Eisenmann

Tento prispévek popisuje struéné priubéh pracovni dilny vénované rozvoji
funkéniho mysleni zakiu. Nabizi konkrétni ilohy vedouci ke splnéni tohoto cile.
Kazda sada tloh je uvedena jednou testovou tlohou z dotaznikového Setieni,
které probéhlo v roce 2004 a jehoz cilem bylo zachytit jeden aspekt funkéniho
mysleni, a to schopnost vytvaret a popisovat grafy funkénich zavislosti. Dotaznik
obsahujici mimo jiné i tyto lohy vyplnilo celkem 490 zakd zdkladnich skol (7.,
8. a 9. t¥ida) a 380 studentt riznych typh stfednich $kol s maturitou (3. a 4.
roénik) ze severoéeského regionu.

SADA PRVNI — OBSAHY OBRAZCU

UvoDpni ULOHA

Grafy vpravo vyjadiuji zavislost obsahu vysrafované ¢asti trojuhelniku S(x) na
vzdalenosti z. Jen jeden z nich odpovida této situaci. Zaskrtnéte jej.

Sty A

Obr. 1

Spravna odpovéd je moznost B. Tabulka ukazuje souhrnné vysledky zdkt
zékladnich a stiednich gkol. Cisla vyjadiuji ¢etnost odpovédi v procentech.

A B C D | Neodpovédélo
7S 6 7 10 76 1
SS 9 14 25 52 0
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Nejcéastéjsi odpovédi na zakladni i st¥edni skole je chybnd moznost D (Obsah
zvétsujici se Gasti trojuhelniku zde podle tohoto grafu ubyval!). Duvod uvedeni
této odpovédi je zfejmy. Jde o moznost, ve které graf vyjadiujici zavislost odpo-
vida prislusnému obrazku znazornujicimu danou situaci. Na zakladni skole je to
pochopitelné. Zde se Zaci s interpretaci zavislosti z praxe, vyjadfenych grafem,
setkavaji spiSe vzacné. Vétsina zakl jesté graf Gist neumi a tak voli odpovéd
podle podobnosti grafu funkce s obrazkem pfislusné situace. Tento jev se objevil
i u podobné koncipovanych tloh v tzv. PISA-studii (rozsdhly vyzkum matema-
tickych znalosti a dovednosti zdkd v mnoha zemich svéta), viz [1]. Schopnost
spravné interpretovat graf funkce se rozviji tehdy, jsou-li zaktim a studentim na
vSech stupnich skol pfedklddany k feseni tilohy o zavislostech s redlnym kontex-
tem, odpovidajicim jejich zkuSenostem — viz [2].

Alarmujici jsou podle mého soudu vysledky stfedoskolaki — studentt zaveérec-
nych ro¢nikd. Druhé nejcastéjsi odpovéd v této vékové kategorii, tedy moznost
C, neni fatalné chybna. Ze se jedna o zavislost kvadratickou, a nikoli linedrni,
bylo nejcastéjsi chybou i u mensiho vzorku respondentt z fad vysokoskolskych
studentit — budoucich ucitelt matematiky.

DALSI ULOHY
LisT 1 (PRACOVN{ LIST PRO ZAKY)

U péti obrazcti uvedenych na tomto listu sestrojme s zaky grafy vyjadiujici
stejnou zavislost jako v tivodni tloze.

Prvni dva obrazce (obdélnik a trojihelnik — jsou uvedeny nad ¢arou) vyfesme
spoleéné s zéky, u ostatnich tfech nechme zaky nakreslit grafy samy.

LisT 2

Na listu 2 vidime spravna feseni.

LisT 3

Zde je uloha opacné. Ke grafim nakreslenym vlevo maji Zaci za kol nakreslit
prislusné obrazce. Uvadim pouze list s feSenimi, odpovidajici pracovni list pro
zéky (pouze grafy vlevo) je stejné jako vSechny ostatni, v tomto ¢lanku zminéné
listy, k dispozici na webové adrese

http: //katmatprf.ujepurkyne.com/00_vyucujici.asp?ID=116

LisT 4

Ukolem zakti na tomto listu je opét nakreslit ke tfem zde vlevo uvedenym ob-
razctm prislusné grafy vyjadiujici stejnou zavislost jako v ivodni tiloze. Vpravo
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dole pak maji do prazdného osového kiiZe (na pfislusném pracovnim listu) za-
kreslit vSechny tfi grafy do jednoho obrazku. Experimenty ukézaly, Ze az zde,
v této fazi, si zaci plné uvédomi souvislosti mezi jednotlivymi grafy a vrati se
znovu k hornim t¥em tlohdm, aby jejich feSeni nakreslili spravné. (Jde zde pfe-
devsim o funkéni hodnoty vSech tii funkci v pravém krajnim bodé uvazovaného
intervalu a pravostrannou teénu ke grafu funkce v obou krajnich bodech.)

SADA DRUHA — NAPLNOVANI NADOB

UvoDNi ULOHA

Nadoba se v Case t = 0 zac¢ne napliiovat stalym pfitokem vody. Grafy vpravo
vyjadiuji zévislost vysky hladiny h(t) na ¢ase t. Jen jeden z nich odpovida této
situaci. Zaskrtnéte jej.

— hii)y A
0 B, B

~y

Obr. 2

Spravna odpovéd je moznost C. Tabulka ukazuje souhrnné vysledky zakt
zékladnich a stiednich gkol. Cisla vyjadiuji ¢etnost odpovédi v procentech.

A B C D | Neodpovédélo
7S | 12 27 27 33 1
SS| 25 31 39 5 0

Na zakladni skole je nejcastéjsi odpoveédi moznost D. Stejné jako v tvodni
tloze predchozi sady jde o variantu, ve které graf vyjadfujici zavislost odpo-
vida prislusnému obrazku znézornujicimu danou situaci. Na stfedni skole je jiz
nejcéastéjsi odpovédi spravnd moznost C.

DALST ULOHY
LisT 5

U nadob uvedenych na tomto listu sestrojme s zaky grafy vyjadiujici stejnou
zavislost jako v ivodni tloze, tedy zavislost vysky hladiny h(t) na case t.
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Prvni dvé rota¢ni t&lesa (vélec a kuzel — jsou uvedeny nad ¢arou) vyfeSme
spole¢né s zaky, u ostatnich dvou nechme zéky nakreslit grafy samy.

LisT 6

Zde je uloha opacné. Ke grafim nakreslenym vlevo maji zaci za tikol nakreslit
prislusné nadoby. Uvadim opét pouze list s fesenimi, odpovidajici pracovni list
pro zdky (pouze grafy vlevo) je stejné jako vSechny ostatni, v tomto ¢lanku
zminéné listy, k dispozici na webové adrese

http: //katmatprf.ujepurkyne.com/00_vyucujici.asp?ID=116
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ZKUSENOSTI S KONSTRUKTIVISTICKYMI PRISTUPY
K VYUCOVANI GONIOMETRICKYCH FUNKCI

Jana HanuSova

Uvop

Cilem dilny byla vyména zkuSenosti uciteld s vyucovanim goniometrickych funk-
ci. Tato skute¢nost zadmeérné nebyla v nazvu dilny, ani v mém tvodnim vstupu
deklarovana. Dilna zacala ,;in medias res“ nasledujici ilohou.

Uloha. Jsou dény body O[0,0], P[5,0] a dale body A[2,1], B[5,2], C[7,4],
DJ16,6], E[22,11] a F[101,50]. Uspotddejte podle velikosti thly o = < AOP,
8 =ABOP, y=<4COP, 6 =XDOP, e =X FEOP, p = FOP.

S radosti jsem konstatovala, ze loha tcastniky zaujala. Vsichni bez vahani
zacCali pracovat. Po chvilce badani se vytvorila atmosféra podobna jako pfi vy-
ucovani ve tridé. Nékteri tcastnici byli velice brzy hotovi a spokojené déavali
najevo, ze s prehledem splnili ikol. Jini méli potfebu o svém feSeni diskuto-
vat s ostatnimi a porovnavat postup reseni. Podobné jako zaci, i ucitelé pouzili
k feseni rtizné strategie.

Na otazku: ,,Ke kterému z pojmu skolské matematiky tato uloha muZe slouZit
jako wvstupni problém? zaznéla téméf jednoznacénd odpovéd — Ke goniometric-
kym funkcim.

ZKUSENOSTI UCASTNIKU S GONIOMETRICKYMI FUNKCEMI

Ucastnici dilny byli vyzvani, aby nam sdélili své zkusenosti s goniometrickymi
funkcemi

a) z pohledu jejich vlastniho obdobi Zakovského;

b) z pohledu uéitelského pifi vyuce.

Préace byla vytvofena v néavaznosti na grantovy projekt GACR 406/05/2444. Autorka
dékuje M. Hejnému za pomoc pii analyze zakovskych Feseni.
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Na vyzvu a) reagovali vesmés pozitivné. Bylo to pro né oblibené uéivo, pou-
zitelné pii praktickych tlohach, zejména ve fyzice.

Vyzva b) byla diskutovana zevrubnéji. Na ukazku uvadim nékolik autentic-
kych vypovédi, které icastnici po diskusi napsali na pfipravené papiry:

— ... pT odvozovani goniometrickych funkci z podobnosti trojuhelniku se Zd-
kim pletou nadefinované funkce, poméry pro né jsou mendzorné, uci se
zpaméti ,protilehld ku preponé“ atd., ptaji se: ,K cemu je to dobré?“. ..

— ... goniometrické funkce vyuZivame ve fyzice, takZe jejich znalost je velice
nezbytnd, Zdci maji ke goniometrickym funkcim nejdrive velice odmitavy
postoj, ale casem témi aplikacemi k nim dostdvaji vztah — pochopi k cemu
jsou — viz pohyb po naklonéné roviné. ..

— ... u studenti NG nejsou celkem problémy s gon. fcemi ostrého uhlu a Te-
sent pravouhlého /\;

— ...na VG pri zavddeéni gon. fci obecného uhlu jsou problémy zejména s ur-
covdnim hodnot gon. fci whld nad 90°, dobré zkuSenosti mdm s vyuZitim
tabulkového kalkuldtoru ma politaci pii praci s grafy gon. fci. ..

MOJE VLASTN{ ZKUSENOSTI S VYUKOU GONIOMETRICKYCH
FUNKCT

Na zavér prvniho kola spolecné diskuse jsem uvedla vlastni zkusenosti s touto
problematikou. Po mnoho let jsem goniometrické funkce zavadéla ve druhém
ro¢niku ¢tyrleté stfedni skoly a pravidelné jsem konstatovala, ze znalosti zakt
jsou zde velice formalni. Pojem sinu byl u mnoha Zakd omezen na asociaci sym-
bolu ,sin“ a zlomku g. Takovéto — na znaky pismen redukované porozuméni
goniometrickym funkcicm — prevladalo u vétsiny zaka.

Pokazdé jsem ,preucovala® zaky ve smyslu: od znaku a, b, ¢ k pojmtm proti-
lehla odvésna, prilehla odvésna, prepona. I pak ale mnoho zakt mélo jesté dlouho
problémy s hlub$im porozuménim goniometrickych situaci a zna¢né potize se ob-
jevily pfi rozsifovani definiéniho oboru goniometrickych funkei na celé R.

Po dvanacti letech ptisobeni na stfedni skole, jsem zacala ucit na viceletém
gymnéaziu a tim jsem ziskala novy impuls pro feSeni této problematiky. Ve tiide,
kde jsem byla t¥idni ucitelkou, jsem ucila matematiku od primy az do maturity
(1991-98). Pouzivali jsme uc¢ebnici a sbirku uvedené v literatuie. Goniometrické
funkce ostrého thlu jsou zde zavedeny uzitim podobnosti pravotuhlych trojihel-
nikd, Gervené zvyraznéné vzorce, urcené k zapamatovani, jsou uvedeny pouze ve
zkracené podobé ve tvaru zlomki s pismeny a, b, c.

Zéklady goniometrie jsem témto zakim davala sama a vérila jsem, Ze se
v jejich piistupu formalizmus neobjevi. Potésilo mne, Ze zaci v tercii dobfe zvladli
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goniometrické funkce thlu v pravothlém trojahelniku. Piekvapilo mne ale, Ze
tito zaci v kvinté méli skoro stejné potize pii pochopeni goniometrickych funkci
v celém R jako mivali ti, které jsem ucila dfive.
Z uvedeného vyplyvaji (podle mych zkuSenosti) tfi hlavni didaktickd tskali
porozumeéni goniometrickych funkci:
. . . . a . protilehla
1. zjednodusSeni pojmu sinus na asociaci sin <> —, resp. sin < ——,
c prepona
analogicky pro dalsi funkce cos, tg, cotg,

2. neschopnost pracovat s thly presahujicimi 90°, nésledné potom 360°,
3. neschopnost evidovat dynamismus funkce.

Byla jsem si védoma toho, Ze pfi¢inou uvedenych tuskali je tradi¢ni vyuco-
vani, zaloZené na deklarativni prezentaci goniometrickych funkci. U¢itel nakresli
pravouhly trojuhelnik a fekne: ,,Pomér téchto dvou stran oznacujeme jako sinus
tohoto thlu.“ Zéci informaci vstiebaji, ale nevédi, pro¢ se takové oznaceni ma
zavadét, k ¢emu je to dobré.

Od pocatku jsem hledala zpisob, jak tradi¢ni pfistup nahradit konstruktivis-
tickym, tj. takovym, ktery zaktim otevie nové pojmy prostfednictvim vhodnjch
aloh. Zel, nedokézala jsem najit takové tlohy, které by zaky orientovaly k obje-
veni podstaty, tj. generického modelu nékteré goniometrické funkce.® Hledanou
ulohu jsem objevila ve skriptech Hejny, Jirotkova (1999 , str. 58) — je to tloha,
kterou jsem ucastniktim zadala na pocatku dilny.

JAK RESILI ULOHU ZACI KVARTY

Uloha byla zadéna v kvarté, tésné pied prazdninami. Pfitomno bylo 14 divek
a 14 chlapcu.

Zaci méli k dispozici étverekované papiry na fefeni a bilé papiry na zazname-
nani postupu. Pracovat méli nejprve samostatné, pak méli svoje avahy porovnat
se sousedem, pak mohli podle potifeby pokracovat v praci ve ¢tveficich, pfipadné
mohli konzultovat s kymkoliv ze t¥idy. Na bilém papiru méli oddélit carou tvahy,
které doplnili po konzultaci s nékym dalsim.

Zéci pracovali s velkym zaujetim, nejprve samostatné, pak vzajemné diskuto-
vali, vytvofili pfijemnou pracovni atmosféru. S body A-E si uméli docela dobte
poradit, problémy nastaly s bodem F', ktery je nedostupny a je nutno jej uchopit
pomoci ,teoretického* nastroje. Dvé divky porovnévaly prvociselné rozklady ve

1 Pojmy separovany a genericky (d¥ive univerzalni) model pouzivame ve smyslu Hejny a kol.
1990 s. 23 nebo Hejny, Kufina 2001 s. 103—-109. Struéné feceno, obecné poznani prichazi do na-
Seho védomi nejprve ve tvaru konkrétnich zkuSenosti (separovanych modelt) pfistiho poznani.
Po jisté dobé se z ptivodné izolovanych poznatki stane spolecenstvi poznatki a ¢lovék uzii
celé toto spoleCenstvi jako jeden celek, jednu zakonitost. Tento poznatek nazveme generickym.
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zlomku tvofeném soutfadnicemi bodti, dalsi divka tento bod fesila pomoci na-
staveného papiru. Zadani jsem proto rozsitila o dalsi bod G[1050;548], ktery
nelze Tesit nastavovanim papiru. Tento bod pomohl i ostatnim zakim proverit
domnénky k nimz se dopracovali.

Jiz v prtibéhu hodiny bylo zfejmé, zZe zaci voli rtizné postupy feSeni. Po-
malej§i Zéci uchopili nejprve ¢tyfi snadné thly («, 3, 7, ) a povzbuzeni timto
taspéchem hledali, jak postupy uvedenych ¢tyf separovanych modeld pienést na
dva naro¢ngjsi piipady (e, ). Pokro¢ili zéci rychle pfistupovali k naroénéjsim
tloham, které predstavovaly genericky model feSeni — citili, ze kdyz zvladnou
tyto pfripady, budou védét ,jak na to“ ve vSech pripadech. Néktefi zaci dospéli
k objeveni pojmu tangens (jméno tohoto poznatku jsem jim pak fekla), vnimali
funkéni zavislost velikosti zlomku na velikosti tthlu. Pravé uvedenou volitelnost
rychlosti postupu zdka pfi FeSeni jsem vnimala jako hlavni pfednost této tlohy.
Navic tloha pfirozenym zptisobem zaméstnala vSechny zaky tiidy a do jisté miry
umoznila uciteli diagnostikovat zaky.

Pred dalsi hodinou jsem rozttidila zdkovska feSeni podle pouzité strategie.
Témér polovina zakl tispésné dlohu vytesila — pro né jsem pripravila pokraco-
vani — pojmenovani pomért jako tangens a kotangens a hledani vlastnosti nové
zavedenych funkci. Pro ostatni jsem pfipravila dalsi dil¢i ulohy, které poslouzily
jako navod k dokonceni feseni puvodni tlohy.

UKAZKY ZAKOVSKYCH RESEN{

V dilné bylo prezentovano 8 zakovskych feSeni. Omezenost prostoru zde do-
voluje uvést pouze jedinou ilustraci. Vybrala jsem préci (viz pfiloha ¢é. 1), ve
které zak vychazi z geometrického znazornéni, reseni ulohy je vyjadfeno slovné —
formulovano jako obecna zakonitost. Ukazka dokumentuje, jak tloha umoznuje
rozvinout dalsi avahy zakt nad rdmec zadéani, jak Zaci sami generuji dalsi pro-
blémy (vlastni volba dalsiho bodu ve druhém kvadrantu), jak kriticky hodnoti
vlastn{ myslenky (nalezeny néstroj nefunguje pro porovnéni velikosti thlu ost-
rého a tupého).

ANALYZA ZAKOVSKYCH RESENI{
Jednim z hlavnich cild ucitele pfi konstruktivistickém vyucovani je snaha umoz-
nit kazdému zakovi pronikat do matematiky svoji vlastni cestou. K tomu je
potfebné, aby ucitel poznal blize zptisoby mysleni kazdého zéka. To je ikol dosti
narocny, ale k jeho feseni vyrazné pomuze hluboka analyza zdkova pisemného
projevu. Zkoumanim vsech 28 zédkovskych feseni jsem odhalila véci, které byly
pro mne nové, nékteré az prekvapivé. Nékteré se tykaly jednotlivych zaki, jiné
mély obecnéjsi platnost. Z téch druhych uvedme aspon nékteré.
e Zéici, kterym je bliz§i procesni vnimani postupuji pii feseni jinak, nez zaci
s koncepénim vnimanim. Navic u mnoha zakt v prubéhu feseni dochézi
k posunu od procesniho ke konceptualnimu uchopeni dané situace.



JAK UCIT MATEMATICE ZAKY VE VEKU 11-15 LET 67

e V dané tuloze se prolind geometrie s aritmetikou a néktefi zaci upiednost-
nuji aritmeticky, jini geometricky ptistup. Poznani zédkova ptistupu odha-
luje uciteli zpiisob zakova mysleni a to mu umoziuje rychleji a G¢innéji
zareagovat na jeho myslenkové pochody na hodiné.

e 7 pisemného projevu je mozné dobfe urcit miru intelektualni energie, kte-
rou zék do prace vklada i to, zda zédk pouze ,déla, ze déla“.

e Individudlni pfistup k zdktm klade na ucitele znacné naroky. Analyza pi-
semného projevu zaka ukaze uciteli nejen to, kde néktery zak potiebuje
pomoc, ale i to, ze jiny zak nebyl na hodiné dostatecné vytizen. V ta-
kové praci se nékdy objevi ,nadfazenost“ jindy apel na uditele. (Ve vyse
uvedené ukéazce FeSeni si zdk samostatné voli bod N[—2, 3] lezici ve dru-
hém kvadrantu a konstatuje, ze jeho pravidlo o velikosti thlu pro tento
bod neplati — z formulace je patrnd snaha zaka o osobni diskusi s ucite-
lem.) Didaktické feseni daného problému je nasnadé: ucitel musi mit pro
vykonné zaky pripravené tlohy jimiz je zaméstnéa dostatecné po celou ho-
dinu. Zvlasté vhodné jsou tlohy typu ,,Pokus se dané feSeni zobecnit*.

SUMARIZACE ANALYZ

Ziskany material je velice bohaty a jeho sumarizace, ktera by ukézala vSechny
dulezité jevy i jejich vztahy se mi dlouho nedarila. Neuspéla jsem s prehledy, ani
s tabulkou. Jako nejzdarilejsi nakonec vysel kruhovy diagram. Snazim se v ném
prehledné zmapovat uzité strategie tak, aby bylo mozné ukazat roli zaka a roli
ucitele v pribéhu fesitelského procesu.

Pri prezentaci na dilné bylo mozné diagram odhalovat postupné, po vrstvach.
Pisemna prezentace dovoluje takovy postup pouze omezené. Zde predvedu tii
stadia tvorby daného diagramu (viz pfiloha €. 2).

Prvnim staddiem je Zadani tlohy. V okamziku zadévani tlohy jsem oceka-
vala, Ze:

e Reseni tlohy zacnou zaci rysovanim, které je vtdhne do aktivni prace.

e Vsichni zaci budou schopni v feseni postupovat diky komplexnimu charak-
teru ulohy — rozpadéa se na sérii podiloh:
— identifikace thli o, 3, ..., ¢,
— nalezeni zpusobu, jak uchopit vzdalené body E a F,
— odhaleni nastroje, jimz lze Sestici thla usporadat podle velikosti.
Druhym stddiem je Zhodnoceni situace po 40 minutach badani. Cin-

nost zakt béhem badéni byla samostatné, zasahy ufitele byly minimalni (pouze
organizacni, pfipadné pomoc bezradnym zakim jednodussi ilohou, nebo naopak
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hodné rychlym zaktm doplnénim dalsich tkolt). Schéma charakterizujici stav
po 40 minutach velmi zjednodusené dava piehled o uzitych strategiich. Pres-
néjsi ¢lenéni by bylo znacné nepfehledné, toto zjednoduseni povazuji za uzitecné
vzhledem ke snadnéjsi orientaci ucitele nejen pfimo pfi hodiné, ale i pri pfiprave
dalsi hodiny. Velikost ploch v diagramu odpovida skutecnému poctu zakd ve
skupinach podle uzité strategie.

Uspésné strategie jsou ve vysecich oznacenych ,kalkulacky® a ,pfimé Gmér-
nost“ (dalsi podrobnéjsi rozdéleni symbolicky naznacuje, jakym konkrétnim zpt-
sobem zaci pracovali2). Vsichni tito zaci dalsi hodinu pokracovali zavedenim
funkei tangens a kotangens, hledanim jejich vlastnosti.

Netispésné strategie jsou v oblastech rysovani. Ty je uziteéné dél rozdélit na
dvé &asti

e v prvni je rysovani pouze ve viditelné oblasti, tam jesté nebyl objeven
nastroj na porovnavani velikosti ahli,

e ve druhé c¢asti jsou uvedeni zaci, ktefi jiz pouzili podobnost, ale chybi
algebraické vyjadreni zavislosti velikosti ithlu na souradnicich bodu — chybi
propojeni geometrie s aritmetikou.

Kazda ze skupin bude v dalsi hodiné fesit jiné doplnkové tlohy.

Tietim stddiem je Postup prace v dalSich hodinach. Zde je ukazano,
jak se da zorganizovat rozdilna rychlost jednotlivych zaka pfi objevovani. Na
konci objevovani, kdy je badani uzavfeno, se da fici, ze se konstruktivistické
pojeti v tomto pripadé ukazalo jako siln€ motivujici. Umoznilo zakdm postupo-
vat pii FeSeni problému vlastni cestou. Zaci vyuzivali riizné ¢innosti — rysovali
s vétsi ¢i mensi presnosti, néktefi dokonce pouze nacrtavali, porovnavali, speku-
lovali, pocitali na kalkulatorech. Vizualizaci napomahala jak manuélni ¢innost,
tak i prostiedi ¢tvereckovaného papiru. Uloha vedla zéky k odhalovani principu
pomeéru.

Co BYLO DAL

Ukazalo se, ze tito zaci snadnéji a rychleji zvladli uéivo goniometrické funkce
v pravoihlém trojuhelniku na trovni zakladni skoly. Mnohé otazky, které jsme
v pritbéhu feSeni diskutovali, piesdhly ramec uéiva ZS, rozsifeni defini¢niho
oboru goniometrickych funkci na R vétsiné zakd necinilo potize. Néktefi zaci
sami prisli na vyjadieni hodnot goniometrickych funkci pomoci soutadnic bodi

2Symbol [1;y] zastupuje strategii porovnavani velikosti hli pfepoctem y-ové souradnice
z
bodu na jednotku x, podobné [z; 1] — pfepocet na jednotku y; symboly — a ¥ charakterizuji
z
strategii porovnavani uzitim poméra soufadnic, slovo zlomky — odpovida uziti pouze kon-
krétnich c¢iselnych vyjadfeni poméru zlomkem, graf — vyuziti grafu pfimé amérnosti, koef —
symbolizuje pocetni vyuziti koeficientu pfimé amérnosti.
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na jednotkové kruznici, odkud pak pri skupinové préaci nachézeli rtizné vlastnosti
goniometrickych funkci a bylo jasné, Ze v této oblasti nabyli zna¢né zkuSenosti.
Projevilo se to u dalsich dloh jako: sestrojovani graft goniometrickych funkci,
feseni zakladnich goniometrickych rovnic, objeveni goniometrickych identit, poz-
déji pak v tématu komplexnich ¢isel.

ZAVER

1. Jaké jsou vyhody a jaka tskali konstruktivistického pristupu?
Vyhody:

pro zéky — poznani zaloZené na vlastnich zkuSenostech (sami vidi
smysluplnost poznévani),

provazanost na dalsi, jiz existujici poznatky,

osobnostni rozvoj — rozvijeni sebedtuvéry, zodpovédnosti za sebe sama,
vytrvalosti, dislednosti, tvofivosti, sebekontroly,

rozvijeni komunikace, schopnosti argumentovat, naslouchat a tolero-
vat spoluzéky,

pro ucitele — radost z hlubsiho poznéni zakt a s tim spojena jejich
vétsi snaha o navazani blizSich osobnich kontakti; radost z zakov-
skych tispéchil, zejména v piipadech, kdy zak osudové zatizeny pred-
sudkem, ze on nema bunky na matematiku, najednou sam néco vytesi,
pochopi, sestroji.

Uskali:

naroc¢na priprava — hleddni vhodnych tloh a tkoli,
predpoklada pohotovou reakci ucitele na rozdilné pristupy zak, nutna
improvizace béhem hodiny,

potfebny cit a odhad ucitele, kdy a jak zasdhnout s pomoci, aby se
neuzaviel poznavaci proces,

obtizné hodnoceni prace zak,
organizac¢né narocné vzhledem k rtiznorodosti zdkovskych TeSeni,
vzhledem k rozdilnému tempu,

problematické dodrzovani ¢asovych plant, protoze se neda presné na-
planovat, kterym smérem se v danou chvili bude zakovsky zajem ubi-
rat a co pravé se pri feseni odhali, co je tfeba doplnit — je nutné presné
si uvédomovat konecény cil, kam chce ucitel zaky dovést,

existuji zaci, ktefi upfednostiiuji pamétové ucéeni se matematiky, a tito
pak nejsou s konstruktivistickymi pristupy ucitele spokojeni. O nich
piseme v dalsim.
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7da se, ze vycet vyhod je proti vyctu tiskali pfilis skromny. Domnivam se
vSak, ze ziskané vyhody vyjadiuji samu podstatu matematiky a smysl toho,

pro¢ se vlastné matematika uci. Jsem pfesvédcena, ze ,trnitéjsi cesta® stoji
za to.

. Jak objevovani pfijimaji zaci, rodice, kolegové?

ZAci:
Moje zkuSenosti s konstruktivistickjm pfistupem ukazuji, ze postoj zakt
k tomuto zpisobu vyucovani je velmi ovlivnén

e jejich vlastnim zptisobem ucenti se,
e jejich pfedchozimi zkusSenostmi s matematikou,

e divérou k vyucujicimu.

Velmi pozitivné pfijimaji objevovani zaci s dobrym logickym myslenim,
ti, co se neradi uc¢i néco zpaméti, co radi premysleji a vymysleji, tvofivi,
hodné nadani, ktefi pfi tradi¢ni frontalni vyuce nemohou svij talent uplat-
nit, natoz rozvijet. Pfekvapivé dobfe pfijimaji vyuku i ,zlobivi“ Zaci, kte-
rym ¢ini potize v klidu sedét a sledovat vyklad. Pro ilustraci jedna situace
z problémové t¥idy>. P¥i jedné z ,objevovacich® hodin jsem zaregistro-
vala, Ze jedna divka opét piSe psani¢ko (dfive ¢innost hodné rozsifend).
Moc mé piekvapilo, Ze mi divka psanicko vénovala. Stdlo v ném: ,Hurd!
Dalst hodina bdaddani, ta mou nudu zarucené zahdni. A nahdni mé k lep-
stm vgkonim.“ Spokojeni jsou i zaci méné nadani, ale jen v p¥ipadé, ze uz
maji s objevovanim néjakou dobrou zkuSenost a védi, ze je ucitel nenecha
dlouho v nejistoté a ze v pripadé bezradnosti pomtze bud on ndvodnou
tlohou nebo spoluzaci radou. Musi mit také zkusenost s tim, Ze chyba neni

vy 7

trestana ani zesmésnovana.

Problematicky pfijimaji konstruktivismus zaci ,ucivi“, ktefi jsou zvykli
byt vzdy vzorné pfipraveni na hodiny, ve vS§em maji radi systém a 1ad.
Vyhovuje jim jistota, ze kdyz se nauci pfedepsanou latku, budou Gspésni.
Ti jsou pri badani velmi nespokojeni, mnohdy se i dirazné dozaduji zmény
zpisobu vyuky. Nejcastéji pozaduji vzorové ptiklady, podle kterych se na-
uci dlohy fesit. Domnivam se, ze jednou z hlavnich pficin jejich odmitani
je, ze jsou zvykli byt ispésni, mit jednicky, proto jsou piesvédceni, ze
matematiku umi. P¥i konstruktivistickém pojeti vyuky se vSak velmi brzy

3T¥ida na gymnaziu, kde je tfetina zakt s poruchami uceni, nékolik z nich hyperaktivnich,

dlouhodobé spatné vztahy mezi spoluzaky, feseno ve spolupraci s psycholozkou. Konstruktivis-
ticky zplisob zacali pozitivné pfijimat velmi brzy. Pomérné silny vliv na t¥idu maji dva chlapci
s vyraznym nadanim na matematiku. Ty objevovani pfimo nadchlo, komunikace s nimi, a tim
i se t¥idou, je ted mnohem lep$i nez drive. Stav ve tfidé se v zadném piipadé nedd nazvat
idealni, ale vétsina hodin matematiky mé dobrou pracovni atmosféru.
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odhali, Ze nékteré poznatky jsou pouze forméalni, nepodlozené pochopenim.
To miize byt pro mnohé zaky velmi bolestné a zranujici, proto se brani.

Dalsi problémovou skupinou jsou zaci, kterym se nechce pt¥i hodinach nic
délat, ti se snazi praci jen predstirat. Ve skutecnosti sami nic neobjevi,
jen cekaji na vysledky od ostatnich. Pro né pak je takovato vyuka znacné
neefektivni. Pro né je nepfijemné, Ze jsou vétSinou okolnostmi nuceni i pfes
jejich nechuf se do ¢innosti zapojit.

Duvéra k vyucujicimu zde neni na okraji poznavaciho procesu, ale podle
mého nazoru je pfimo klicova. PTi objevovani, hlavné z pocatku, se zaci
pomérné casto dostavaji do nezvyklé situace, do nejistoty, nevyhnou se
chybam. Pokud nemaji jistotu v postoji ucitele, pravé ve vztahu k chybé,
nemohou objevovani prijimat pozitivné.

Rodice:

Ve tiidach vedenych od zacatku konstruktivisticky jsou rodice spokojeni,
nikdy jsem se nesetkala s kritikou, spi$ naopak — chvalili vztah jejich déti
k matematice a s radosti pozdéji oznamovali, jak si jejich déti dobie vedou
na vysokych skolach. Velmi problematicka je reakce rodi¢i ve tfidach vede-
nych nekolik let transmisivnim zptsobem. Samoziejmé to souvisi s adap-
taci ditéte na jiny zpusob vyuky, hlavné se spokojenosti ditéte. Nékteri
rodice jsou velmi spokojeni, jini zase velmi dirazné zadaji zménu zpisobu
vyuky. Argumentuji pfevazné svymi vlastnimi zkusenostmi ze $koly, opét
se ozyva volani po vzorovych prikladech. Maminka divky, ktera byla zvykla
se ucit latku dopredu, sla ve své nespokojenosti tak daleko, ze zadala vedeni
skoly o zménu vyucujici. Touto vyucujici byla mlada kolegyné, ktera pak
méla hotové peklo na skole. Bohuzel v té chvili jesté neméla vybudovanou
divéru ani u vedeni skoly, ani u kolegti, ani u zakt1, kterym konstruktivis-
mus nevyhovuje (uvedeno vyse). Spokojenost jednoho tatinka (technika),
ktery se prisel podivat na hodinu matematiky, byla jen slabou naplasti.

Kolegové:

Podobné rtznorodé, jako rodice a zaci, prijimaji konstruktivismus i kole-
gové. Velmi pozitivné reaguji kolegové, kteri nad svymi zaky a uc¢innosti
své vyuky Casto premysleji. Ti ¢asto potvrzuji podobné zkusenosti a jsou
vdécni za dalsi nadméty pro zkvalitnéni vyuky. Naopak ne pfili§ prijemné
reaguji kolegové, ktefi se citi ohrozeni napiiklad tim, Ze se zaci vétSinou
matematiky neboji, dokonce je matematika bavi, maji v ni lepsi vysledky.
Vedeni skoly diraznéji hlida soulad s osnovami a uéebnimi plany. Stava se
i to, ze nékteri kolegové ,pomahaji“ vedeni skoly soulad s uc¢ebnimi plany
hlidat.

Byla jsem mile prekvapena, kdyz velmi pozitivné tuto vyuku hodnotila
inspekce. Predevsim vysoce hodnotila aktivitu zakt, komunikaci jak zaka
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mezi sebou, tak s ucitelem, tvofeni otazek, vhled zakt do problematiky.
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CESTOVANI, CTENI, TELEFONOVANI A FUNKCNI
MYSLENI ZAKU
Miroslav Hricz

Na konferenci ,,Jak uc¢it matematice zaky ve v€ku 11-15 let* v Hradci Kréalové
jsem pripravil dilnu ,,Cestovani, ¢teni, telefonovani a funkéni mysleni zakua“.
Zabyvali jsme se jizdnimi grafy, ¢tenim a rysovanim téchto grafii, praci s jizdnimi
fady. Ucastnici dilny byli téz informovani o priibéhu projektu ,, Telefonovani.

Budovani pojmu zavislost (funkce) musi byt vzhledem k jeho vyvoji v d&ji-
nach matematiky dlouhé. V propedeutice tohoto pojmu vyuzivame kazdodennich
zkuSenosti zakt. Klademe diraz na posilovani vazeb mezi readlnymi situacemi,
které popisujeme, a zavislosti (funkci) — nastrojem k modelovani téchto situaci.

JiZzDNI GRAFY

Zameérim se nyni na popis vyuky jizdnich grafid. Prace zakd byla natacena na
videokameru. Zaci v Gvodu vyvodili dilezity zavér, ze se jizdni grafy tykaji
pohybu. Zaroveti byl uveden piiklad jizdniho grafu (viz [1] str. 70). Zaci méli
za Ukol napsat vSe, co lze vydcist z nésledujiciho jizdniho grafu (obrazek 1, na
svislé ose jsou vyznacena mista A, B, C, D, E, F; z [1] str. 73, cviceni 408):
Zaci pracovali v 9 skupinach (dvé trojice a sedm dvojic). Pro zaky nebyl
problém popsat graf, zcela zamérné tvrzeni nebyla komentovana. P¥i prezentaci
vznikla zajimava diskuse.
Uvadim zajimavé postiehy z prace zaki:
Katka a Diana

e divky se nejprve domlouvaly, o co jde, .. ..tak tfeba jely na kole nebo, ze
jely autobusem. . . ¢

e _tak tfeba byly venku a mély prestavku...“
Pavel a Honza
e Pavel pise, nemluvi, Honza sleduje kameru

e ...v bodu D se vSechny sesly, tady jdou do stejného bodu ...sly do
bodu F...“

Projekty byly realizovany v ramci projektu IIATM — Implementation of Innovative Ap-
proaches to the Teaching of Mathematics, Sokrates — Comenius 3.1
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Obr. 1
e ...v 15 hodin se vSechny sesly...“ (diktuje Honza, Pavel piSe trochu
jinak)
e .do 16.00...jdou spolu...do bodu F dorazily v 17.00 hodin. ..“

Honza: ,Ze se sesly v bodu D, to tam neméme napsany...* Zjistuji, ze
maji na zacatku.

Chlapci premétuji dilky na ose vyjadiujici ¢as a urcuji ¢as 13.30

,Lucka a Gabina...*
e v tu chvili prace ukoncena

Dalsi zadani pro zaky bylo nasledujici: ,Narysujte jizdni graf parniku, ktery
pluje z jednoho mista do druhého jednu hodinu a ma 20 minut prestavku.“
Préace zaki byla zachycena na videonahravce, uvadim pouze nékteré postrehy:

e dva chlapci se héadali, kolik hodin mé trvat jizda, zda jednu hodinu ¢i
zda se jednalo o nékolik hodinovych jizd (vysledek jejich prace zachycuje
obrazek 2).
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Obr. 2

e nékolik skupin rysovalo spravné, chyby se objevovaly v pouziti plnych a ¢ar-
kovanych ¢ar, zéci ¢asto uvadéli neredlnd mista (napf. v obrazku 3 — Praha—
Tel¢-Brno)

V nasledujici hodiné probéhl rozbor popisu graf a narysovanych graf.

Vyuziti jizdnich grafi ma propedeuticky charakter pro studium zavislosti
drahy na case, pfipadné rychlosti na case ve vyucovani fyzice. Jizdni graf vsak
neni znazornénim trajektorie pohybujiciho se télesa a neni to obecné totéz, co
graf zavislosti drahy na cCase.

PROJEKT ,,TELEFONOVAN{*

Projekt byl realizovan v 9. roéniku v kvétnu a ¢ervnu 2005. Hlavnim cilem pro-
jektu bylo opakovani tématu ,Funkce®, zejména rysovani grafu a urcovani rov-
nice z daného grafu.

Uvodni tikol znél: ,P¥ineste materidly na projekt Telefonovani.“

V dalsi hodiné Z4ci Fesili, zda plati vyrok ,,Cim vice telefonujeme, tim levnéji.“
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45 20

Reakce zakt byly:

e Jednozna¢né ne — to je nesmysl!“,

e _Asine...“,

e No mozni,...ale to asi ne...“,

e rozpacité pohledy zaki.

Z4aci pracovali s materialy, které si sami p¥inesli. Nékteii se v prabéhu ho-
diny dovolili, zda si mohou zavolat na infolinku telefonniho operatora. Nabizim
prehled tloh:

1. Vyberte vyhodny telefonni tarif a urcete, komu je urcen.

2. Graficky znadzornéte cenu dvacetiminutového telefonniho hovoru.

3. Kolik zaplatime, jestlize béhem mésice odesleme 156 SMS zprav a provolali
jsme 26 minut do sité T-Mobile, 30 minut do sité Oskar, 100 minut do sité
Eurotel a 16 minut do pevnych siti.

4. Zaznamenejte graficky cenu hovoru, ktery trval 31 minut 26 sekund.
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a) Tarif T30 — T-Mobile, mési¢ni pausal — 190 K¢, 30 volnych minut, cena
hovord — 3,20 K¢ za minutu do sité T-Mobile, 4,80 K¢ za minutu
do ostatnich siti, i¢tuje se prvni minuta celd, poté je doba spojeni
uctovana po sekundach. Jedné se o prvni hovor v daném tuctovacim
obdobi.

b) Oskarta — pfedplacend sluzba Oskara — cena hovoru v siti Oskar je
3 K¢ za minutu, volani do ostatnich siti stoji 6 K¢ za minutu.

Obr. 4

Obrézek 4 zachycuje jedno z feSeni tlohy 2. Graf zac¢ina az po skonceni prvni
minuty hovoru. Grafem byla pfimka (rfist ceny v zavislosti na ¢ase povazovali
za piimo tmérny). Nezjistovali, jak je hovor po prvni minuté Gétovan (zda po
ptlminutach, sekundéch ¢ jinak).

Zéci se zaméiili pfedevsim na porovnavani nabidek, rysovani grafti cen hovort
se branili a néktefi dokonce odmitli tuto ¢ast uloh splnit. Klienta, podle nich
zajima celkovd cena hovoru, nikoliv jak se postupné zvysuje, graf si nikdo
nikdy nerysuje!

e Zéici se shodli, ze pfi vybéru tarifu je nutné mit dostatek informaci:

— Jsou uvedené ceny vcetné DPH?

— Je nutné sepsat smlouvu a jaka je délka jeji platnosti, jaké jsou moz-
nosti odstoupeni od smlouvy v pribéhu smluvniho vztahu.
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— Jak vysoky je pausalni poplatek — jaka je cena jedné volné minuty,
volné SMS, MMS zpravy.
— Jak vysoky je aktivaéni poplatek?

— Je dilezité zjistit dalsi informace o tarifu a rozmyslet, je-li to tarif pro
mé ,$ity na miru“ (na co telefon pouzivam, vice volam nebo posilam
zpravy?), budu na to mit finance?

— Je vyhodné koupit dotovany telefon? Je tento mobil odblokovén i pro
dalsi site?

— Nebudu muset zakoupit novou SIM kartu a zménit ¢islo?

— Je vyhodnéjsi nabidka omezena casové?

— Jaké jsou sankce pri odstoupeni od smlouvy?

— Je dulezité ¢ist v reklamnich letaccich pfedevsim text, ktery je tim
nejmensim pismem.

— Je dilezité precist celou smlouvu, nez ji podepisu.
Cile projektu splnény nebyly. Predpoklad, Ze se podafi propojit realnou situ-
aci a matematiku, se nenaplnil. Vznikl rozpor mezi potfebami klienta spole¢nosti

provozujici mobilni sif a cilem projektu. Pfesto povazuji realizaci pro zéky za
pfinosnou. V roce 2006 bych rad zadani projektu modifikoval a zadal znovu.
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DELITELNOST V GRAFECH A OPTIMALIZACE

Antonin Jandarik

Uvob

Cilem toho pfispévku je ve struc¢nosti reagovat na nékolik otazek, které zaznély
na leto$nim seminafi Délitelnost v grafech dr. Kratochvilové a které jsou
zminény i v jejim pFispévku (Kratochvilova 2006).

Vsechny otazky se tykaji nasledujictho problému:

Je dan graf G(V, H). Naleznéte takovou funkci f:V — N, aby Vui,v2 € V
platilo (v1,v2) € H & NSD(v1,v2) > 1.

Obvyklou dopliiujici podminkou je, aby max(f(V)) bylo minimalni.

Blize o tomto problému a jeho didaktickych aplikacich naleznete v (Krato-
chvilova 2006).

PozoOROVANT 1

Z hodnoceni vrcholi 1ze vytvorit dudlni hodnoceni hran:

f((v1,v2)) = NDS(f (v1), f(v2)),

kde (Ul,UQ) € H.

P0ZOROVANT 2

Pokud pii hledani feseni vyjdeme z hodnoceni hran f, potom (v, vs), (ug,us) €

€ HENSD(f(v1,v2), f(u1,u2)) = (v1,u1), (v1,u2), (v2, u1), (v2,u2) € H.

Ptispévek byl vypracovan s podporou grantu GACR 406/05/P561.
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PozoOROVANT 3

Pro ohodnoceni vSech hran tplného podgrafu grafu G lze pouzit jedno prvocislo.

UKAzZKA 1

Maximum f(V) je v minimalnim pfipadé 6. Vrcholy trojuhelniku propojime
pomoci spolec¢ného délitele 3 a vrcholy obdélniku pomoci spole¢ného délitele 2.
Maximéalni hodnoty pak dosdhnou oba vrcholy, které lezi v priniku obou tplnych
podgrafu.

Zaméfme se nyni bliZze na oteviené problémy, které zaznély na seminaii.

OTAzZKA 1

Naleznéte minimélni ohodnoceni grafu odpovidajicimu krychli.

OTAZKA 2

Lze miniméalniho ohodnoceni dosdhnout tak, ze hrany ohodnotime prvnimi dva-
nacti prvocisly a pak pozici vylepsujeme tak, ze hodnoceni dvou hran zaménime,
pokud se tim celkové maximum snizi?

Obé odpovédi byli zkonstruovany prohleddvanim vSech moznosti za pomoci
pocitacového programu. V textu je vSak podan névod, jak reSeni nalézt, resp.
ovérit bez pouziti pocitace.

ODPOVED 1

Minimélni ohodnoceni vrchold krychle je nasledujici:

Pokud bychom chtéli najit feSeni bez pouziti pocitace, 1ze pouzit nasledujici
tvahu. Miniméalni krychle bude mit alespon dva vrcholy s ohodnocenim vétsim,
nez je ¢tvrtd odmocnina ze soudinu prvnich dvandcti prvoéisel (pouzij vepsané
Gtyfstény). Navic tato ¢isla musi byt soudiny t¥{ rtznych prvoéisel, v Gvahu
tak jako mozna minima pfichéazeji pouze ¢isla 1702, 1705, 1729, 1767 a 1771.
Ovéfeni nechavame na ctenafi.
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ODPOVED 2

Existuje ohodnoceni krychle, jez nelze vylepsit pouhym ,prohozenim ohodnoceni
dvou hran“. Jednim z piikladl je nésledujici krychle:

Staci zkontrolovat 15 prohozeni stran, coz opét prenechavame laskavému cte-
nari.
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JAK UCIT MATEMATICE ZAKY VE VEKU 11-15 LET 85

HRA HACKERBUSH A AKTUALNI A POTENCIALNI
NEKONECNO

Antonin Jandarik

Kombinatoricka teorie her je oblast matematiky zabyvajici se studiem her-
nich strategii her, které splnuji nasleduji podminky:

1. Hru hraji dva hraci.
2. Kazda hra je konecné.

3. Ve hre se nevyskytuje prvek ndhody a vSechny mozné tahy jsou dopredu
zZnamy.

4. Hru prohravé hrac, ktery jiz nemé k dispozici zadny tah odpovidajici pra-
vidlam.

Cilem pfi zkoumani her je ohodnotit vSechny pozice hry. To znamend zjis-
tit, kdo danou pozici pfi dodrzeni spravné strategie vyhraje, nalézt prislusnou
vyhravaci strategii, a pripadné i zjistit, jak ,velkou* vyhodu pozice pro hrace
skyta.

Tento teoreticky postup si budeme demonstrovat na konkrétnim prikladu
hry Hackerbush. Hra Hackerbush je totiz dobfe prozkoumaéna (viz [1]), lze na
ni nazorné demonstrovat uvedené cile a zaroven ukazuje, ze matematicka teorie
potfebné pro hodnoceni her neni vzdy jednoduché.

Hra Hackerbush spociva, jak jiz jeji ndzev napovidé, v odfezavani vétvi. Na
pocatku se nakresli zem a nékolik obrazkt spojenych se zemi. Kazdy z téchto
obrazkt se skldda z tiseek dvou barev (toto pravidlo v pribéhu vykladu roz-
$ifime). Misto dvou barev budeme v tomto textu pouzivat plnou a ¢arkovanou
¢aru. Hra¢ Petr musi béhem svého tahu odfiznou (krtnout, smazat) jednu plnou
¢aru. Hra¢ Cenda musi béhem svého tahu od¥fznou (Skrtnout, smazat) jednu ¢ar-
kovanou ¢aru. Po odfiznuti vétve jsou z obrazku odstranény vsechny vétve, které
jiz nejsou nadale spojeny se zemi. Hrac¢, ktery odfizne posledni vétev, vyhrava,
nebot jeho protivnik uz nem4 k dispozici zadny tah.

Na tvodnim obrazku této hry se zpravidla nachézi nékolik samostatnych
stromd. Chceme zjistit, kdo tuto hru vyhraje. Pomérné logickjm cilem je pokusit

Ptispévek byl vypracovan s podporou grantu GACR 406/05/P561.
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se nalézt zpisob, jak ohodnotit vyhodu ¢i nevyhodu, kterou jednotlivé stromy
hrac¢tim nabizeji, a pokusit se tyto vyhody porovnat.

Prevedeno do fe¢i matematiky, chceme nalézt funkci, kterd kazdé pozici pri-
fadi hodnotu. Navic si klademe nésledujici pozadavky:

1. Pokud je pozice prohrané pro toho, kdo je na tahu, je hodnota pozice 0.
2. Pokud je pozice vyhrana pro Petra, je hodnota pozice kladné.
3. Pokud je pozice vyhrana pro Cendu, je hodnota pozice zaporna.

4. Hodnota pozice vzniklé sloucenim pozic je rovna souctu hodnot téchto
dvojic.

V tomto textu se budeme zabyvat jenom témi nejjednodussimi pozicemi;
stromy, které se nikde nevétvi, a pfipominaji tedy stozary.

'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'

0 1 -1 1+-1=0

Hodnota pozice bez stromi je na zakladé prvniho pozadavku nulova.

Hodnota pozice s jednim stromem, ktery se skldda z jediné plné vétve, je
kladné. Takovou pozici mizeme ohodnotit +1. Obdobné pozici, ktera se sklada
z jediné ¢arkované ¢ary, ohodnotime —1.

Mitzeme ovétit, ze takovéto hodnoceni spliiuje vSechny nase pozadavky. Toto
si ukdzeme na pozici, kde je jeden strom s jednou plnou ¢arou a druhy strom
s jednou ¢arkovanou ¢arou. Tato pozice je prohrand pro hrace, ktery zacina,
a jeji hodnota je tudiz nula, coz odpovida sou¢tu hodnot obou strom.

Podivejme se na druhy nejjednodussi strom; strom, ktery se nevétvi a sklada
se ze dvou plnych ¢ar. Hodnota tohoto stromu je logicky 2. Opét mizeme ovérit,
ze pozice, ve které je tento strom a dva stromy s hodnotou —1, je dohromady
nulova. Obdobnym zptsobem ohodnotime pozici se tfemi plnymi ¢arami hod-
notou 3, pozici se ¢tyfmi plnymi ¢arami hodnotou 4 a tak dale. Obdobné pozice
slozené z ¢arkovanych car hodnotime opa¢nymi hodnotami, to znamend se dvémi
—2, se tfemi —3 a tak dale.

Nyni zkusime toto hodnoceni posunout jesté o kousek dal. Jakou hodnotu
prifadime stromu, ktery bude mit stejné plnych vétvi, jako je pfirozenych cisel?

Drtive, nez pristoupime k hodnoceni tohoto stromu, musime si uvédomit, ze
tento strom, ackoli je nekonecny, neporusuje podminku, Ze hra musi skoncit
v kone¢ném poctu taht. Predpokladejme, ze vétve tohoto stromu jsou ocislované
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postupné vSemi pfirozenymi ¢isly. Pokud poprvé zatneme sekeru do stromu, udé-
lame to na néjaké vétvi, které je prirazené ¢islo n. Nyni ale jiz méame k dispozici
pouze n — 1 taht. Takze hra skon¢i i s nekoneénym stromem v konecném poctu
tahd.

Do nekoneéného stromu nelze nekoneéné dlouho sekat.

Pokud budeme srovnavat nekonecny strom s konec¢nymi stromy, zjistime, ze
hodnota nekonecného stromu je vétsi nez hodnota kazdého stromu. Oznacime si
tedy hodnotu nekoneéného stromu w.

Je nutné si uvédomit, ze hodnotit nekonecny strom je korektni. Pokud maji
Petr i Cenda sviij nekoneény strom, pak je hodnota pozice nula (w — w = 0),
nebot druhy hrac¢ prosté zatne sekeru vyse nez prvni.

Pri zkoumani nekonec¢ného stromu nardzime na jeden zasadni problém, se
kterym se jako ucitelé matematiky casto potykdme. Nekoneény strom nelze na-
kreslit, zpfitomnit. Pfedstava nekonecného stromu vyzaduje predstavu aktudl-
niho nekonecna, ktera je pro mnoho zakd a mnohdy i ucitelti jen obtizné prija-
telnd. Obdobny problém fesime napiiklad i u primky, kdy se snazime zpfitomnit
nekonecny objekt.

Nekoneény strom reprezentuje aktualni nekoneéno.

Nyni sestrojime strom, jehoz hodnota bude stejna jako hodnota nekoneéného
stromu. Tento strom vsSak nebude vyzadovat predstavu aktualniho nekonecna.
Tento strom bude vzdy pouze kone¢ny, nekonecny bude jenom potencionalné.

Takovy strom se nazyva superpupen a do obrazku jej zakreslujeme jako ko-
lecko (nakreslené plnou nebo ¢arkovanou ¢arou). Hra¢, kterému superpupen na-
lezi, superpupen v prvnim tahu neodfezava, ale nechava ho vzrist. To znamen4,
Ze jej nahradi stromem s libovolnym (koneénym) poctem vétvi. Po tomto prv-
nim tahu jiz z tohoto stromu norméalné odrezava vétve. Superpupen tedy ztustava
superpupenem az do prvniho tahu a pak se z néj stava normalni strom.

HODNOTA SUPERPUPENU

Pokud porovnavame superpupen s libovolnym koneénym stromem, zjistime, ze
superpupen predstavuje vétsi vyhodu. Nechame-li superpupen vzrist a dame-li
na néj vice vétvi, nez ma protivnik, snadno zvitézime. Hodnota superpupenu
je tedy vétsi nez vSechna prirozend cisla. Zbyva tedy roziesit otézku, jestli je
hodnota superpupenu stejnéd jako hodnota nekoneéného stromu.

Pokud ma jeden hrac¢ superpupen a druhy hra¢ nekonec¢ny strom, je hodnota
pozice nula, protoze druhy hra¢ bez problému po svém prvnim tahu vytvori
strom vétsi, nez ma po prvnim tahu prvni hra¢. Hodnota superpupenu je tedy w.

Superpupen reprezentuje potencionalni nekoneéno.
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Otéazky tykajici se nekonec¢na lezi na hranici mezi matematikou a filozo-
fii. Dnesni matematika diky Bolzanovi bézné pracuje s aktualnim nekoneénem
(viz [2]). Povazuji v8ak za dtlezité si uvédomit, Ze koncept nekoneéna je velmi
obtizny, a je tedy samoziejmé, ze uchopit takto abstraktni pojem je pro mnohé
zéky a studenty (a nejen pro né) velkym problémem. Pokusil jsem se tedy demon-
strovat dva zékladni filozofické pojmy — aktualni a potenciondlni nekonecno — na
praktickém ptikladu jednoduché hry. Neopomenul jsem ani dalsi ,zvlastnosti®,
které hra Hackerbush pfinasi, a to problém nekone¢né malych veli¢in. Zajemce
o tuto problematiku odkazuji na citovanou literaturu.

LITERATURA

[1] BERLEKAMP, E. R., CONWAY, J. H., GUY, R. K. Winning ways for your
mathematical plays, vol. 1, Natick : A. K Peters, 2001. ISBN 1-56881-130-6.

[2] VOPENKA, P. Horizonty nekonecna: Matematicky pohled na svét. Praha :
Moraviapress, 2004. ISBN 80-86181-66-9.
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KOLIK TEZIST MA MNOHOUHELNIK? SESTROJUJEME
s CABRI TEZISTE PEVNYCH I PROMENNYCH
MNOHOUHELNIKU

Milan Koman

Uvob

skupiny, jak fyzikové, tak matematikové pouzivaji svych vlastnich prostfedki.
V udebnici fyziky [1] se t&zisté (tzv. hmotny stied) té&lesa definuje jako pilisobisté
rimentalné zavésovanim télesa v jeho raznych bodech. Obrazek 1 ukazuje troji
zavéseni téhoz trojuhelniku, dvakrat ve vrcholech a po tfeti v bodé jedné jeho
strany. T&zi8t& je bod, ktery se ,vzdy uvelebi pod zévésem® ([2], str. 45). Toho

Vvey
]
|
|

|
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Obr. 1

Udélejme nyni jiny pokus. Zkusme najit v kabinetu dratény model (nerov-
nostranného) trojahelniku, ktery obkreslime na tvrdsi papir a pak vystfihneme.
Papirovy a dratény model zavésime ve stejném vrcholu a zjistime, Zze modely
zUstanou viset v riznych polohdch (obr. 2). Papirovy a dratény trojihelnik maji
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Vv

riuzné tézisté, pro papirovy trojihelnik je to bod Tp, pro dratény trojihelnik
(obvod papirového trojthelniku) je to bod Tp.

Tp

Obr. 2

Tento pokus neméni nic na tvrzeni fyziky, Ze téleso ma jen jedno tézisté. Zde
jde o dvé razna télesa. Jednim je ,plosny“ model trojuhelniku, druhym dratény
model trojuhelniku a ty mohou mit rtiznéa tézisté. Z matematického pohledu jde
v prvnim pfipadé o modelovani tézisté trojihelniku, ve druhém o modelovéni
tézisté jeho obvodu.

V tomto pfispévku se budeme zabyvat sestrojovdnim tézist dokonce ze tii
pohledi. Budeme sestrojovat tézisté mnohotihelniki, jejich obvod a mnoziny
rickiyjch dtvari odpovidala hmotngm stiedum jejich fyzikdlnich modeli. Abychom
mohli t&Zi§té uréit, musime si Gtvar predstavit jako soustavu hmotngch bodu?
a pak budeme tézisté hledat jako ptisobisté vysledné gravitacni sily.

Zakladni dlohou je uréeni téZisté tsecky. Je to jeji stfed S(m), kde m
znaci ,hmotnost” tsecky. Modely tsecek vyrobené ze stejného materidlu maji
hmotnosti imérné jejich délce. Pro naSe tcely mutzeme proto ¢iselné hodnoty
,hmotnosti“ tisecek polozit rovné jejich délkam.

Tézisté soustavy dvou hmotnych bodu A(2) a B(3) urujeme pomoci
zékona dvojramenné paky. Méjme napf. dva body A, B, jejichz hmotnosti jsou

vvey

poiadé v poméru 2 : 32. Tézisté této dvojice je bod T, ktery déli usecku AB

'Kazdému bodu ttvaru prifadime né&jakou hmotnost. Na spojitych Garach a plosnych tGtva-
rech predpokldddme rovnomeérné rozlozeni hmotnosti. Hmotnost bodu udavame c¢islem, které
zapisujeme do zavorky za pismeno, které oznacuje bod. Samostatnym bodum prifazujeme
stejné (obvykle jednotkové) hmotnosti. Nahrazujeme-li ¢aru, resp. plosny atvar, hmotnym bo-
utvaru.

2Protoze jde o pomér hmotnosti, budeme mluvit vétsinou jen o bodech s hmotnostmi 2 a 3,
aniz bychom museli uvaddét jednotky téchto hmotnosti.
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v opa¢ném pomeéru, nez je pomér hmotnosti bodu A, B, to je v poméru 3 : 2
(obr. 3). Vyhodou Cabri geometrie je, ze si mizeme vytvofit makro konstrukci

Vv

B(3)

Obr. 3 Obr. 4

X

TEZISTE TROJUHELNIKU

V geometrii sestrojujeme tézisté trojihelniku jako prusec¢ik téznic. Nazna-
Cime, Ze ke stejnému vysledku vede i fyzikalni pfistup. Pouzijeme postupu, ktery
pouzil jiz Archimédes (asi 287-212 pf. n. 1.), viz [3] nebo [4]. Napf. trojahel-
nik ABC (obr. 4) si pfedstavime jako soustavu tsedek rovnobéznych se stranou
AB. Vsechny tyto tise¢ky maji tézisté ve svych stfedech, tj. na t&znici CC’. Té-
7i$té trojuhelniku ABC je hmotnym stfedem tézist vSech téchto tsecek, tedy

Yvey

prusecikem téchto téznic.
7 geometrie vime, ze tézisté trojuhelniku déli té€Znice v poméru 2 : 1 pocitaje

Vv
Vv

v

bodu D, C je bod T, ktery tseC¢ku CD, jak jsme si ukazali vyse, déli v poméru
2 : 1. Tuto konstrukci mtizeme provést tfikrat a vzdy dostaneme tyz bod — tézisté
danych t¥i bodu. Je to dalsi diikaz, ze téZnice se protinaji v jediném bodé.
trojuihelniku uréit i pocetné. Urcéime ho jako aritmetické primeéry souiradnic vSech
t¥{ vrcholt trojihelniku (obr. 5b):
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AT B13;1]

A1) D(2) B(1)

Obr. 5a Obr. 5b

Z'T:%(1+13+4):6 yTZ%(1+1+1O):4
Nyni popiSeme, jak se sestroji tézisté obvodu trojahelniku. UkaZeme to
na trojuhelniku ABC o stranich a = |BC| =7, b = |CA| =9, ¢ = |AB| =
= 10 3 (obr. 6a). Vyzna¢ime hmotny stied strany AB — bod F(10). Bod F je
stfed strany AB a jeho hmotnost se rovna délce strany AB, to je 10. Podobné
vyznac¢ime hmotné stiedy zbylych dvou stran. Hmotny stfed strany BC' je bod
D(7), hmotny stfed strany C A je bod E(9).

C
A1
B1
‘To
IABI =10 A C1 B
Obr. 6a Obr. 6b

Hmotny stfed dvojice bodt E, D je bod G(16). Ten déli tise¢ku ED v poméru
7:9 (viz hmotnosti bodt D, E' v tomto poradi). Kone¢né t8zisté O(26) obvodu
trojahelniku ABC' je hmotny stied dvojice bodt F(10) a G(16).

3Dohodli jsme se, ze hmotnosti budeme v tomto pfispévku uvadét bez oznaceni jedno-
tek. Podobné zde uvadime délky usecek bez oznaceni jednotek. Je to v souladu s tim, ze za
L2hmotnosti“ tsecek povazujeme jejich délky.
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My

V prispévku [3] je ukdzano, ze t8zisté obvodu trojihelniku ABC miizeme
sestrojit také jako stfed kruznice vepsané trojuhelniku A;B;C; vytvoreného
ze stfednich pticek trojihelniku ABC (obr. 6b). Tuto konstrukci oceni piede-
makrokonstrukce (je sou¢asti Cabri pod ndzvem ,Inscribed Circle“) pouhym
kliknutim na trojihelnik A1 B1Ch.

TEZISTE PROMENNYCH TROJUHELNIKU

Uloha 1: Zvolme kruznici k s primérem AB. Sestrojime je§té pravothly troja-
helnik ABC nad pfeponou AB. Najdeme tézisté T}, trojihelniku ABC a tézisté
To jeho obvodu. Mame najit mnozinu vSech tézist Tp a mnozinu vSech tézist
To, kdyz bod C probiha kruznici k.

o
e
= B
O/
\\
~__

Obr. 7 Obr. 8

Pouzitim CABRI geometrie dostaneme zajimavy vysledek, ktery ukazuje ob-
razek 7. Mnozinou tézist Tp je kruznice. To mohou odtivodnit i zaci ZS. Staci si
trojuhelniku ABC'. Polomér této kruznice je tedy tfetina poloméru kruznice k.

Mnozinou tézist To je k¥ivka, kterou nazveme pracovné ,osmicka“. Kdy-
bychom poloroviné nechali vrchol C trojihelniku ABC probihat jen po oblouku
dané kruznice k, ktery lezi v pB, zlstala by z nasi ,,osmicky“ jen jeji prava po-
lovina, to je ,trojka“. Snadno se o tom piesvédc¢ime, kdyz pouzijeme v CABRI

ZkuSenéjSim ¢tenaifim muze nase ,osmicka“ pripominat Bernoulliovu lem-
niskatu®. Ale lemniskéta to neni, ta je ve skute¢nosti trochu ,§rsi“. Porovnani

4 Bernoulliova lemniskata je mnozina bodu, které maji od dvou pevnych boda E, F' (ohni-
sek), kde |EF| = 2a staly soucin vzdalenosti rovny a?. Je to kfivka étvrtého stupné a mé
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ukazuje obr. 8, kde je nase ,osmicka“ zvétSsena a porovnana s Bernoulliovou
lemniskatou, ktera je vyznacena tenci Carou.

Doporuc¢ujeme ¢tenditim obménit tlohu 1 tak, Ze misto pruméru AB zvo-
lime libovolnou tétivu AB. MiuzZete si pfedem zkusit odhadnout, jak se vysledek
tlohy 1 ,,deformuje®.

TEZISTE CTYRUHELNIKU
Tézisté trojuhelnikt sestrojujeme v geometrii pomoci téznic. Pro ¢tyrithelniky se

vSak v geometrii téZnice nedefinuje. Zkusime proto sestrojit tézisté ¢tyiuhelniku
jako hmotny stied jeho ¢tyf vrcholt (podobné jako u trojihelniku), obr. 9a.

[} o}
D(1) iS(2) C(1) b=s=C
P P
T(4) T*4)
A1) S'(2) B(1) A1) S(2) B(1)
Obr. 9a Obr. 9b

Sestrojime hmotné stfedy dvojice A, B a dvojice C, D. Jsou to stfedy zakla-
den S’ a S. Hmotny stfed dvojice S a S’ je stied T tisecky 9.5’. Jeho hmotnost
je rovna 4. Konstrukci bodu T si mtzeme prekontrolovat i pocetnd. Podobné
jako pro trojuhelnik dostaneme tézisté ctyifahelniku jako aritmeticky priameér
soufadnic jeho vrchold.

7Zda se, ze muzeme byt spokojeni,

ALE. ..

Udélejme jesté jeden pokus. Budeme lichobéznik ABC D na obrazku 9a mé-
nit. S body D, C' budeme pohybovat po pfimce p tak, abychom méli stale rovno-
ramenny lichobéznik. Pfitom se vsak poloha bodu S ani jeho hmotnost nebudou

vV

chézi to nase ,,ALE“. Budeme pfiblizovat body C, D stale blize a blize k sobé.

Tézisté se neméni. Pak by se ale nemélo toto tézisté zménit ani, kdyz body C

Vvey

v kartézskych soufadnicich rovnici [(z — a)? + %] [(z + a)? + %] = a*. V polarnich soufadnicich
ma jednodussi rovnici 72 = a2 cos(2¢). Podrobné pouceni o kfivkach najde ¢tenar napf. v [6].
Zékladni poznatky lze nalézt napt¥. v [7].



JAK UCIT MATEMATICE ZAKY VE VEKU 11-15 LET 95

Zavér naseho pokusu je tento. Konstrukei, kterou jsme pouzili na obrazku 9a
jsme neziskali hmotny stifed ¢tyfuhelniku, ale jen hmotny stfed mnoziny jeho
vrcholti. Na obrazku 9b musime tak pocitat s tim, ze splyvajici body C' a D maji
hmotnost 2. A tomu odpovidé i vysledek na obrazku 9b.

Tézisté ¢tyiuhelniku sestrojime takto: Rozdélime ho na dva trojihelniky.
Napriklad lichobéZnik ABCD z obrazku 9a rozdélime na trojahelniky ABC
a ACD (obr. 10).

0!
77777777777 D | c
i p
S(ACD) = 17 T2(17)
b / S(ABC) = 45
\{\I'(62)
L T1(45)
A B
Obr. 10

Vv Vv

Sestrojime t&zisté 71 a Ty obou trojuhelnikii. Hmotnosti téchto t&zist bu-
dou obsahy trojuhelniki ABC a ACD. Vyhodou CABRI je, Ze obsahy téchto
trojuhelniki snadno zjistime pomoci operace ,,obsah®, kterou najdeme rozvinu-
tim rolety pod tfeti ikonkou zprava. Na obr. 10 jsou obsahy trojihelniki ABC'
a ACD cisla“ 45 a 17. Tézisté Tp ¢tyfuhelniku ABCD je pak tézistém dvojice
bodii T1(45) a T5(17). My uz vime, Ze tézisté Tp bude délit tsecku 1175 v po-
méru 17 : 45 poéitaje od bodu 7. Ale protoze je nés lichobéznik osové soumérny,
musi jeho tézisté také lezet na jeho ose soumeérnosti. Je tedy tézisté lichobézniku
ABCD prusecikem osy o a tsecky 1175,

Tézisté (hmotny stied) obvodu étyFahelniku je jednoduchou obménou ob-
dobné konstrukce pro obvod trojihelniku (obr. 6a).

TEZISTE PROMENNYCH CTYRUHELNIKU

Uloha 2: Je ddna kruznice k(S,r = 9 cm) s primérem AB. Zvolime bod C
na kruznici k a sestrojime lichobé&znik ABC D, pro ktery plati |[AB| =2 - |CD|.
CABRI mnoziny obou t&zist v zévislosti na pohybu vrcholu C (obr. 11).

Mnozinou t&zi8t Tp je kruznice m. To je mozné dokazat elementarnimi pro-
sttedky, které vSak presahuji rdmec zakladni gkoly. Zaci zakladni $koly ale mo-
hou vysledek ovérit experimentalné, predevsim méfenim vzdalenosti. To usnadni
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zejména volba poloméru kruznice k rovnd 9 cm. Zméfenim (v CABRI uzitim ope-
race ,vzdédlenost a délka“) mohou Zici zjistit, ze stfedy O a S maji vzdélenost
2 cm, pramér PQ kruznice m ma délku 8 cm. Tézisté T maji od bodu O stalou
vzdalenost 4 cm.

Mnozinou tézist Tp je srdcovitd kiivka s. ZkusenéjSim ¢tendiftim mizZe trochu
pfipominat tzv. kardioidu®. Je oviem pravda, Ze rozdil mezi nasi ,srdcovkou®
a kardioidou je vétsi, nez je porovnani nasi ,,osmicky“ a Bernoulliovy lemniskaty
na obr. 8.

Obr. 11

ZAVER

Na otazku kolik ma mnohothelnik tézist je zdanlivé prekvapivd odpovéd: t¥i.
Zalezi na tom, zda hleddme hmotny stfed celé plochy mnohothelniku, nebo jeho
obvodu nebo dokonce jen jeho ,hmotnych“ vrchold. To je jeden pohled. Z di-
daktického hlediska je uZiteény i druhy pohled. Chtéli jsme ukazat CABRI jako
vynikajici prostfedi umoznujici nahradit statickou geometrii dynamickou geome-
trii umoznujici dynamické experimentovani a objevovani na zékladé vlastniho
pozorovani. Je tfeba ziskat par zkuSenosti s CABRI a radostné zazitky s jejim
pouzitim nenechaji na sebe dlouho cekat.

5Kardioida muze vzniknout tak, #e vezmeme dva shodné kruhy. Jeden bude pevny a druhy
se bude po jeho obvodu kotalet. Kazdy bod na obvodu valiciho se kruhu opisuje kardioidu.
Kardioida patfi do skupiny kfivek zvanych vzhledem ke zptisobu vytvareni ,kotélnice“. Pfi-
tom se pouzivaji kruhy rtiznych velikosti. Zaci si mohou timto zptisobem pfi trose Sikovnosti
nakreslit rizné kotalnice nejen kardioidu.
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DELITELNOST V PROSTREDI GRAFU

Jana Kratochvilova

1 Uvop

Jednou z mnoha otazek ve vyucovani matematice je, jak zakovi zakladni skoly
vytvorit potfebu své poznani strukturovat. Na tvorbé struktury u zaka se podi-
leji psychické funkce jako klasifikace, hierarchizace, schematizace, zprehlednéni,
morfizmus, konceptualizace, fetézeni, zobecnéni, abstrakce atd.

Kognitivni strukturu si predstavujeme metaforicky jako vicevrstvovou sit,
jejiz uzly predstavuji konkrétni diléi poznatky a vldkna spojujici tyto uzly pred-
stavuji rizné myslenkové spoje (pfi navazovani dokonce myslenkové toky). Do-
minantni postaveni v této siti maji pojmy, které vétsinou jsou budovany jako
vysledek procest. Mechanismus tvorby struktury matematického poznani je po-
psdn napf. v Hejny (2003). Dominantni postaveni v tomto mechanismu maji
generické modely, které jsou zobecnénim dil¢ich percepci a zkuSenosti a vycho-
diskem k abstraktnim pojmtm a vazbam (Hejny, Kratochvilové, 2005). Na tomto
mechanismu se podileji kognitivni a metakognitivni funkce, z nichz schematizace
je jednou z nich. (Funkce klasifikace byla popséna v Hejny, Kratochvilova, 2004.)

Schematizace je ¢innost, kterou ¢lovék déla pri vizualizaci vazeb mezi prvky
ve strukture. Pfiklady z bézného zivota mohou byt plan rozvodu plynu v domé,
zelezniéni sif v republice, pldn mésta metra apod. Ve vyudovani matematice
hleddame takové ulohy, situace, abychom tuto funkci rozvinuli.

Tato psychicka funkce byla na dilné ilustrovana pomoci série uloh, k jejichz
feSeni byli tcastnici vyzvani. Jeden z Gcastnikt dilny — kolega dr. Jancarik byl
tlohami motivovan k sepsani vysledkt feSeni uloh s vyuZitim teorie grafl, pro-
toZe niZe uvedené tlohy svou podstatou patii do této oblasti matematiky (Jan-
¢arik, 2006). Nasledovala diskuse nad pouzitymi strategiemi FeSeni a koneéné
Gcastnici vymysleli podobné tlohy.

Clanek byl vypracovan s podporou grantu GACR. 406/05/2444.
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2  Urony!

A. LINKY

U1l. Na obr. 1 je planek autobusové dopravy v jednom mésté. Na planku je
5 zastavek, které jsou propojeny 2 autobusovymi linkami. PferuSovana: A —
— F — B — D; plnd: E — C — A — B. Jestlize vymaZeme nézvy zastivek
a barvy linek, dostaneme pouze planek ulic (viz obr. 2). Timto zptisobem vznikla
nasledujici tloha: Pritadte ndzvy A, B, C, D, E k zastavkam na pldnku tak, aby
vznikly vySe uvedené linky (pferusovand a plna).

U2. Na obr. 3 je planek se 6 zastavkami, které jsou propojeny 2 autobusovymi
linkami; ¢ervend: D — C — F — F, modrd: E — A — C — B — F. Vyznadte
tyto linky na obrazku.

E &D
3 Fa
: -
: ra
: -
P
s
Es
A — B
Obr. 1 Obr. 2
F
B
B D
C
A
Obr. 3 Obr. 4

Reseni U2: viz obr. 4

2.1 STRATEGIE RESEN{ ULOHY TYPU LINKY

Resitelé pro vyfeseni tilohy tohoto typu nejéastéji voli strategii pokus—omyl.
A7 pii zjisténi, Ze tato strategie nevede rychle k cili, za¢nou evidovat nékteré
vlastnosti linek. Naptiklad eviduji, Ze jedna zastavka na zacatku nebo na konci

! Autorem tloh je M. Hejny.
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linky se vyskytuje pouze u jediné linky, tudiz mé pouze jednu sousedni zastavku.
Jini naopak eviduji, ze napiiklad obé linky maji n€které zastavky spolecné. Ty
maji rtizné sousedni zastavky, proto spolecné zastavky pro obé linky umistuji do
planku tam, kde se linky nejvice kiizi.

Strategii feseni tloh tohoto typu, ktera pfimo vede k jejich vyfeSeni, ilustru-
jeme na tiloze U2 nasledujici tabulkou:

Zastavka A B C D FE F
Z sousedit | 2 2 4 1 3 2

Evidujeme-li pocet sousednich zastavek? ze zadani tlohy, je pak ziejmé, kde
jsou zastavky C, D a E na planku umistény. Zastavky A, B, I, které maji stejny
pocet sousednich zastavek, jsou pak rozmistény podle nazvi téchto sousednich
zastavek. (Naptiklad zastdvka A méa sousedni zastavky E a C, tudiz jeji umisténi
je jednoznacéné; podobnou tvahu lze udélat i pro zastavky B a F.)

Velice vyspéla resitelska strategie je zalozena na opac¢ném postupu. Nevy-
chazime od planku, ale od linek a z nich si udélame planek. Budeme mit dvé
vizualizace téhoz planku a pak jiz lehce pfifadime zastavky jednoho planku za-
stdvkdm druhého planku. Metodu nazyvame izomorfizmus.

B. LINKY A DELITELNOST

U3. K vrcholtim grafu na obr. 3 pfipiste &isla 17, 33, 65, 91, 154 a 510 (ke
kazdému vrcholu jedno ¢islo) tak, aby ¢isla sousednich vrcholt byla soudélné
a nesousedni byla nesoudélné.

Reseni: Lze snadno ukazat, ze u takto zadanych &isel pocet prvocisel v roz-
kladu odpovida indexu vrcholu v grafu. (Napovéda: V rozkladu se kazdé prvocislo
objevuje pravé dvakrat.) Vrcholu A z tlohy U2 odpovida éislo 33 (rozlozime-li 33
na souéin prvodiniteld, dostaneme 3 - 11, tudiz vrchol A m4 index 2), vrcholu B
¢islo 65 (rozlozime-li 65 na soucin prvodiniteld, dostaneme 5 - 13, tudiz vrchol B
m4 index 2), vrcholu C ¢&islo 510 (rozlozime-li 510 na soudin prvodinitelil, dosta-
neme 2-3-5-17, tudiz vrchol C' mé index 4), vrcholu D ¢islo 17 (17 je prvoéislo,
tudiz vrchol D m4 index 1), vrcholu E ¢islo 154 (rozlozime-li 154 na soudin pr-
vocinitelti, dostaneme 2 - 7 - 11, tudiz vrchol E mé index 3) a vrcholu F' ¢islo
91 (rozlozime-li 91 na sou¢in prvocinitelti, dostaneme 7 - 13, tudiz vrchol F' ma
index 2). Umisténi ¢isel k vrcholim A, B, F, které maji stejné indexy, se pak Fidi
hledanim spole¢ného délitele.

U4. Najdéte jinou mnozinu Sesti ¢isel, nez je v tiloze U3 tak, aby je bylo mozné
pripsat k vrcholim do grafu na obr. 3 a nejvétsi ¢islo bylo mensi nez a) 500,
b) 400, ¢) 300. Jestlize takovd mnozina ¢isel neexistuje, dokazte to.

2V teorii grafi po¢tu sousednich zastavek ifkdme index vrcholu grafu.
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MozZna fesSeni: 1. A 33, B 85, C 210, D 7, E 286, F' 221; 2. A 65, B 51, C
210, D 7, E 286, F' 187. Minimalni feSeni: A 2, B 15, C 42, D 7, FE 22, I 55.
Reseni s nejmensimi moznymi ¢isly u této a dalsich tiloh nagel dr. Janéaiik (viz
Jancaiik, 2005).

U5. a) Najdéte 6 takovych éisel, kterda mohou byt piripsana k vrcholtim Sestiti-

helniku (jedno ¢islo k jednomu vrcholu) tak, aby ¢isla sousednich vrchola byla

soudélna a nesousedni byla nesoudélné.

b) Najdéte takovou mnozinu Sesti ¢isel, Ze jeji nejvétsi ¢islo je mensi nez 50.
ResSeni: A 18, B 22, C 33, D 21, E 35, F 45.

U6. Najdéte 8 takovych ¢isel, které mohou byt pfipsany k vrcholtim krychle
(jedno ¢islo k jednomu vrcholu) tak, aby ¢isla sousednich vrchold byla soudélna
a nesousedni byla nesoudélna.

Reseni: Napi. vrcholu A 1767 (3-19-31), B 1221 (3-11-37), C 1265
(5-11-23), D 3059 (7-19-23), £ 1054 (2-17-31), FF 962 (2-13-37), G 1885
(5-13-29), H 3451 (7-17-29).

U7. Je ddna mnozina &isel 17, 55, 91, 110, 195 a 238. Vytvoite graf o 6 vrcholech
takovy, Ze kazdy jeho vrchol je oznacen jednim z ¢isel mnoziny a plati, Ze ¢isla
sousednich vrchold jsou soudélna a nesousedni jsou nesoudélné.

Reseni: viz obr. 5

17
91

238

110

55

Obr. 5

3 ZAVER
Tyto tlohy patii k tém, jejichz feSenim lze u zaki rozvijet strukturotvorny proces
schematizace. K témto uloham zafazujeme i tlohy, kde se podporuji mezipted-

métové vztahy. Napfiklad nasledujici tloha by mohla byt feSena ve vyucovani
zemépisu: Zvolte néjaké kritérium a podle ného usporadejte nasledujici ceska
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mésta: Usti nad Labem, Beroun, Praha, Ostrava, Strakonice, Nymburk, Po-
débrady, Padov, Piibram, Tiebi¢, Cesky Krumlov. Na pomoc si vezméte mapu.
Uvedené tlohy bychom mohli zadavat zakim i pfi hodinach ¢eského jazyka, napt.
u tlohy U3 misto 6 ¢isel zaddme 6 vhodnych slov a tikolem je tato slova piifadit
zastavkam tak, aby slova sousednich zastavek méla stejny dvoupismenovy ,spol®
a slova nesousedni takovy ,spol“ neméla. ,,Spolem* nazyvame takovou ¢ast slova,
ktera je stejna pro vice nez jedno slovo. Napiiklad slova ,pytel“ a ,byt“ maji
stejny dvoupismenovy ,spol“ a tim je ,yt“.

Ulohy jsou vhodné pro zaky 2. stupné ZS (aloha U2 i pro zaky 1. stupné
ZS). Vyhodou je, Ze lze gradovat jejich naro¢nost az na vysokoskolskou troveii.
Prispévek je pro kolegy nejen vyzvou hledat podobné tlohy, ale téz zaradit iilohy
do vyucovani matematice.

Psychické funkce participujici na strukturaci u zaka jsou jednou z oblasti
odborného zajmu autorky, ktera se spolecné s kolegou M. Hejnym podili na vy-
zkumu strukturace (dlouhodobé pfedevsim funkee ,klasifikace”, v posledni dobé
téz funkce ,schematizace®), proto autorka ¢lanku bude zavazana kazdému, kdo
by ji poslal ndméty, zkusenosti, piipadné popisy zajimavych situaci pfi zédkov-
skych Tesenich zde uvedenych ¢i podobnych tloh.
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7 AKOVSKE PROJEKTY JAKO NASTROJ PRO PESTOVANI
INTERDISCIPLINARITY VE SKOLNICH VZDELAVACIiCH
PROGRAMECH

Marie Kubinova

V ptipadé zafazovani projektti do vyucovani je tfeba vice nez v jinych pfipa-
dech brat na zietel, Ze vychovné vzdélavaci proces, i kdyz na prvnim misté plni
funkci vzdélavaci, neni funkéni a nedosahuje danych cili, jestlize nerespektuje cil
nadfazeného systému, jimz je celkové formovdni osobnosti Zdika (Mandk, 2000,
s. 8). Prace na projektech miize uspokojovat potfebu jednotlivych zaka reali-
zovat se v ruznych typech ¢innosti, vyniknout v néjakém oboru, ale soucasné
poskytuje zakiim moznost prirozené se sdruzovat a spolecné pracovat na tko-
lech, které sice vychéazeji ze koly, ale mohou byt ocenény i mimo skolu. Kacikova
(1997, s. 11) k tomu poznamendva, Ze je tfeba to délat ,,v rdmci edukacniho pro-
stredi, které predpoklada pozitivni cile. Tedy i ve skole“. V téchto souvislostech
mohou sehrat vyznamnou roli skolni vzdélavaci programy. Budou-li sestaveny
tak, aby respektovaly specifika dané skoly a jejich zak®, mohou v konkrétnim
gkolnim vyucovani navodit optimélni klima pro kvalitativni zmény ve vyvoji
osobnosti zaka, vytvorit ono ,edukacni prostfedi, které predpoklada pozitivni
cile“. Z nasich dlouhodobych zkuSenosti s uplatiiovanim projekt ve vyucovani
matematice vyplyva, ze vhodné zvolené a vhodné zafazené projekty mohou byt
jednim z prostiedkt, které to umozni, zejména tehdy, budou-li konstruovany
jako interdisciplindrni. Je-li projekt dobfe pfipraven a vhodné zafazen do vyuky,
vznikd dostatecny prostor pro rozvoj vlastnich ucebnich strategii zakd a sou-
bézné dostateény (predevsim Gasovy) prostor pro feSeni projektu a ziskani jeho
vysledkt. To vede zaky k aktivnimu pfistupu k jejich vlastnimu uceni. Odehrava-
li se tento proces v interdisciplinarnim prostiedi, respektuje pfirozenou potiebu
zakl aktivné se stretavat se svétem a ziskdvat v ¢innostech nové zkusenosti, po-
znatky, dovednosti a schopnosti. Dochézi pfitom k rozvoji kompetenci a kapacit
74k, nebot vhodné voleny projekt umoziiuje péstovat dovednosti zakt vyrov-
nat se s redlnym problémem prostfednictvim dostupnych prostfedkt a vyuzivat
zpétné vazby ke korekci prace ve vazbé na prekazky, které se pfi feSeni projektu
vyskytnou.

Zpracovano s podporou grantu GACR 406/05/2444.
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Pfi projektovém vyucovani se zasadné meéni role ucitele v ném. Ucitel pie-
stava byt jedinym zdrojem informaci ve vyuCovani, stava se konzultantem. Po-
mahé zéktim a podporuje (pfipadné podle potfeby usmériiuje) praci zakd na
vyreseni daného problému. Jeho fidici role trva, ale prechazi z pozice explicitni
(viditelné) do pozice implicitni (skryté). UdrZzeni této implicitni pozice ucitele
je slozitéjsi, pracuji-li Zaci na interdisciplinarnim projektu. Proto je tfeba velice
dobte koordinovat podil nékolika uditeld na piipravé, realizaci a vyhodnoceni
projektu.

Matematika provazi ¢lovéka od pocatku lidské civilizace. Svédéi o tom mnohé
prameny a nic na tom nemize zménit soucasnd situace, kdy patii tak trochu
k dobrym zvyklm tvrdit, Ze se v Zivoté bez matematiky obejdeme a Ze mate-
matika je jen pro par vyvolenych.

Nasi predkové uméli velice brzy pocitat a Tesit rtizné geometrické tilohy. Po-
tfebovali pfece védét, kolik maji lidi ve své druziné, jak daleko je do nejblizsi
vesnice, jak postavit dim, lod, ... Potfebovali kalend4¥, mapy, ... VSechno to
souviselo velice tizce s praktickym zZivotem. Pak se ale nasli lidé, kterym ne-
stacily staré osvédcené postupy. Byli to lidé, kteri chtéli védét vic, napr. proc
osvédcéené postupy v nékterych souvislostech selhdvaji a pro¢ se jiné nedaji vi-
bec pouzit. A co vic — tito lidé sami zadali dalsi postupy a pojmy objevovat. To
uz nebylo jen pocitani, to byla matematika. Takovou matematiku bychom méli
zaktm zprostfedkovat a ukazat jeji vyznam pii feSeni nejriznéjsich problémi.

Matematice byva v soustavé vyucovacich pfedméti ¢asto prisuzovano vy-
lu¢né postaveni pro jeji abstraktnost a exaktnost. Proto ucitelé matematiky casto
vnimaji uplatnovani projektd ve vyucovani matematice jako néco, co mize byt
vyznamnym prinosem pro zefektivnéni prace v jinych vyucovacich predmétech,
ale co se svou podstatou neslucuje se strukturou vyucovaciho predmétu mate-
matika, a proto projekt jako vzdélavaci strategii odmitaji.

Pro aplikaci kurikula do podminek konkrétni skoly je pii tradi¢né vedeném
vyucovani matematice charakteristickd (Kubinova, 2002, s. 71):

e dominance poznatkové slozky zalozend na odosobnéném preddvani mate-
matickych poznatkd a dovednosti v seviené a vypreparované podobé po-
ucek, vzorct, piikladi a cviceni (vychazejici z mechanického uplatiiovani
kurikula a ucebnice, popt. metodickych pfirucek pro ucitele a pracovnich
seSitl pro zaky),

e absence slozek zaméfenych na rozvoj prurezovych kompetenci, které jsou
soucasti celkové vzdélanosti zZaki (napf. osvojovani metod, jak se ucit (ma-
tematice), jak zpracovavat informace a ménit je ve znalosti a aplikovat)
a na rozvoj socidlnich a komunikativnich kompetenci (nap¥. kooperace
nebo schopnost fesit problémy a jednat s vétsi autonomii na zakladé sa-
mostatného tsudku).
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Nase zkusenosti naopak ukazuji, ze projekty pfimo konstruované pro vyuco-
vani matematice mohou byt vhodnym prostiedkem k rozvijeni interdisciplindr-
nich vazeb a podporovat vyuku v integrovangch celcich. Tim se muze projekt
stat vhodnym prostfedkem, ktery podpofi interdisciplinarni charakter skolnich
vzdélavacich programi, protoze podporuje (Kubinova, 2002, s. 78):

e prekonéani izolace jednotlivych vyucdovacich pfedméti, nebot mize ukazat
matematiku (vnimanou jako abstraktni pfedmét s malymi pFedpoklady pro
vnitin{ motivaci) jako Géinny nastroj popisu zakonitosti a feSeni problémit
v jinych vyucovacich pfedmétech (napf. v niZe popisovanych projektech
vyuziti podobnosti k pripravé navrhu vitrazi a k planovani déleni desek,
vyuziti shodnych zobrazeni ke konstrukei vitrazi, vyuziti procentového po-
¢tu k vytvofeni optimalniho navrhu déleni desek, v jinych projektech po-
pis zakonitosti pomoci zavislosti nebo funkci ve fyzice nebo chemii, prace
s méritkem v zemépise, statistické zpracovani dat v souvislosti s ochra-
nou zivotniho prostfedi, zpracovani riznych prehledd v déjepise, obcanské
vychové formou diagramd, grafi a tabulek, atd.),

e ziskani celistvosti poznani, jestlize se podafi pfi feSeni projektu propojit
vyhledavani a t¥idéni informaci s pfirozenou aktivitou zaku a jejich skol-
nimi i mimoskolnimi zdjmy a znalostmi.

Dva z projekti podporujicich interdisciplinarni vazby ve vyucovani jsme v na-
Sich pracovnich dilnach G¢astniktim konference nabidli. V dal$im textu je struc¢né
predstavime. Chtéli jsme tak tcastnikiim pracovnich dilen ukazat konkrétni pti-
klady toho, jak je mozné rozvijet interdisciplindrni vazby ve Skolnich vzdélavacich
programech a pfitom péstovat matematické dovednosti a schopnosti zak.

PROJEKT ,,DELAME VITRAZE*

Vychozi situace pro zaky:

e Reditel skoly objednal pfi piilezitosti oslav zalozeni skoly zhotoveni vitrazi
pro ,reprezenta¢ni“ prostory skoly.

Vychozi situace pro vyucovani:

e prace s heterogenni skupinou zaku v tématickém celku uciva Shodna zob-
razeni

e interdisciplinarni vazby na vytvarnou vychovu, praktické ¢innosti a ob¢an-
skou vychovu
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PROJEKT ,POMAHAME PRI ZPRACOVANI DESEK"

Vychozi situace pro zaky:

Majitel jedné malé firmy zakoupil ve velkoobchodé izola¢ni desky, ale pro zpra-
covani zakazky potfebuje desky jinych rozmért.

Z izolacnich desek tvaru obdélniku s délkami stran 3 660 mm a 740 mm maji byt
vyrobeny nové izola¢ni desky dvojiho druhu:

e 664 kust desek s rozméry 1919 mm a 685 mm,
e 332 kust desek s rozméry 1919 mm a 1604 mm.

Navrhnéte, jak zakoupené desky upravit, aby byl odpad minimalni.

Vychozi situace pro vyucovani:

e skupinové prace zakd v tématickém celku uc¢iva Opakovéani (Pocetni geo-
metrie, Desetinné ¢isla, Procenta, propedeuticky zkoumén problém pokryti
roviny)

e interdisciplinarni vazby na praktické ¢innosti a obc¢anskou vychovu

Oba projekty vznikly jako spontanni reakce na konkrétni situaci. Prvni byl
soucasti skupiny projekti, které byly na skole realizovany béhem jednoho tydne
v souvislosti s oslavami vyroci zalozeni Skoly. K praci na projektu se mohli pfi-
hlasit zaci 6.-9. ro¢niku skoly. Vysledkem prace na projektu byly okenni vitraze,
které jsou jesté dnes (po vice neZ patnicti mésicich od jejich zhotoveni) soucésti
vyzdoby skoly v prostoru pred reditelnou skoly. Postup praci na feSeni projektu
je dokumentovan na http://www.campanus.cz/galerie.php

Druhy projekt byl iniciovan ,jobjednavkou“ jednoho z rodi¢d. Podminky pro
feSeni projektu byly postupné zpfesnovany a nakonec byl projekt fesen za na-
sledujicich podminek:

e zédkladni desky jsou z takového materidlu, ze nezalezi na tom, zda jejich
Casti jsou seskupovany vodorovné, svisle nebo kombinované,

e pii fezu nedochézi ke ztraté materidlu (tj. nezmensuji se rozméry zakladni
desky),

e provedené spoje (lepidlo) nezvétsuji rozméry novych desek.

Bylo vypracovano nékolik alternativnich feseni. Nejcennéjsi vSak byla diskuse
kolem podminek pro minimalizaci odpadu.

Priprava, realizace a vyhodnoceni obou projektt jsou podrobné popsany
v priloze.
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TESTOVANIE ZIAKOV Z MATEMATIKY PO UKONCENT
9. ROCNIKA ZAKLADNEJ SKOLY V SLOVENSKEJ
REPUBLIKE

Kuzma Jozef, Ringlerova Viera,
Sklenarova Iveta, Zelmanova Olga

Uvob

Budiicnost Slovenska zavisi v podstatnej miere od kvality vychovy a vzdela-
vania mladeze, od vzdelanostnej trovne obyvatelstva, od rozvoja edukac¢ného
systému. Vo vyucovacom procese $kola, uéitel a ziak smeruji vo vzéjomnej in-
terakcii k ocakdvanym vysledkom. Kontrola, zistovanie stavu a stc¢asné vyhod-
nocovanie a analyza stupiia dosiahnutia vytycenych cielov patri medzi zdkladné
mechanizmy, ktoré koriguju ciele a obsah vzdeldvania. Preto je dolezité vyvijat
nastroje na objektivne meranie a posiidenie iirovne dosahovanych ucebnych vy-
sledkov ziakov na vystupe z jednotlivych stupnov vzdelavania a v priebehu ich
skolskej dochadzky. Cely projekt monitorovania je planovany tak, aby ziskané
vysledky slazili predovSetkym ziakom a skolam, ale aj vSetkym zlozkam, ktoré sa
podielaji na riadeni §kol — od ministerstva skolstva, krajskych skolskych tradov,
zriadovatelov 8kol, riaditelov skl a uditelov.

Vytvorenie prostredia slobodnej ponuky vzdeldvacich prilezitosti so zabezpe-
denim prava slobodnej volby vzdelavacej cesty a zabezpecdenie tvorby Standar-
dov vzdeldvania a vychovy a $tatneho dohladu nad kvalitou ziskaného vzdelania
a vychovy tvoria zaklad pre konkurenéné prostredie [4].

KedZe predmetom hodnotenia efektivnosti vzdeldvania s vysledky $kol a Zzi-
akov, potom st relativne najpresnejsimi nastrojmi testovacie metédy, didaktické
testy [3].

Ministerstvo skolstva Slovenskej republiky v stlade s Programovym vyhlé-
senim vlady Slovenskej republiky zacalo od roku 2003 realizovat monitorovanie
drovne vedomosti a zrucnosti ziakov konciacich 9. ro¢nik zakladnej skoly — Mo-
nitor 9. Odbornym gestorom Monitora 9 je povereny Statny pedagogicky tstav
v Bratislave. Zistené vysledky vedomosti a zruc¢nosti ziakov z celostatneho mo-
nitorovania poslizia strednym skoldm ako jedno z rozhodujtcich kritérii pre
prijatie na strednt skolu.

Monitorovanie pokracovalo v roku 2004 v celostatnom meradle vo vSetkych
zakladnych skolach. Testy pisali ziaci, ktori si aspon jednu prihlasku podali na
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gymnéazium a v roku 2005 celd populécia ziakov zakladnych skél. V tjchto tes-
tovaniach sa nemuseli z(i¢astnit Ziaci so §pecidlnymi vychovno-vzdelavacimi po-
trebami, ktori st integrovani v zakladnych skolach a ziaci Specidlnych skol. Di-
daktické testy z matematiky obsahovali jednak standardné ulohy v sulade so
schvalenym vzdelavacim $tandardom s exemplifikaénymi tlohami, ale vzhladom
na ziakov hlasiacich sa na gymnazia aj nestandardné tlohy vyzadujtce si pocho-
penie poznatkov v siivislostiach a s tvorivou aplikaciou novych, nestandardnych
postupov a situacii. Pri tvorbe testov bol dodrzany odporacany standardny po-
stup.

Sticasne s monitorovanim urovne vedomosti a zrucnosti ziakov, v snahe kom-
plexnejsie zachytif a vyhodnotif zistené vysledky, boli administrované dotazniky
pre uéitelov jednotlivych uéebnych predmetov a dotazniky pre ziakov.

Casovy priebeh aktualneho monitorovania, pokyny, vysledky a testovacie na-
stroje zverejiiuje Statny pedagogicky tstav na svojej webovej stranke
http: //www.statpedu.sk.

SKOLSKY ROK 2002/2003

Celoplosné testovanie ziakov v §kolskom roku 2002,/2003 bolo realizované v aprili
2003 na 1419 zakladnych skolach. Celkove sa na testovani zucastnilo 16 701 zi-
akov (z nich 10701 dievéat t. j. 61,5 % a 6427 chlapcov t. j. 38,5 %) z celkového
poctu 67532 ziakov 9. ro¢nikov v zékladnych $kolach t. j. 24,7 %, z toho 15530
ziakov zo zakladnych kol s vyucovacim jazykom slovenskym. Z celkového poctu
monitorovanych zakladnych $kdl bolo 685 mestskych kol a 734 s§kol vidieckych.
Do monitorovania sa v roku 2003 nezapojilo 74 zékladnych $kol (10 $kol mest-
skych a 64 skol vidieckych), z ktorych sa ani jeden ziak nehlésil na gymnazium.

Test z matematiky pozostaval z 20 loh s vyberom odpovede, kde bolo ziakom
pontknutych pdf moznosti A, B, C, D, E, z ktorych prave jedna bola sprdvna
odpoved (kIG¢) a ostatné styri boli distraktory. Ulohy mali textovy i graficky
charakter (obrazky, tabulky, grafy). Oblasti tematickych celkov boli zastipené
nasledovne: aritmetika 25 %, algebra 25 %, geometria 15 %, kombinatorika,
pravdepodobnost a Statistika 15 %. Niektoré tlohy v teste boli poniaté komplexne
a obsahovali prvky uéiva z viacerych oblasti matematiky. Cisty testovaci ¢as bol
60 minat a kazda tloha bola skérovana bindrnym spésobom (1 bod za spravnu
odpoved a 0 bodov za nespravnu odpoved). Maximélny pocet bodov bol 20.
Vhodnou volbou distraktorov bolo mozné, v polozkovej analyze testu na zéklade
pocetnosti vyberu jednotlivych distraktorov ziakmi, analyzovat najcastejSie sa
vyskytujice chyby, ktorych sa dopustali ziaci pri rieSeni jednotlivych testovych
uloh.

Testovani ziaci dosiahli v teste z matematiky priemerné hrubé skoére 10,7
bodu a priemernt tGspesnost 53,8 %. Z celkového poctu 16 665 Ziakov, ktori riesili
test z matematiky, dosiahlo 43,1 % ziakov lepsie a 48,2 % ziakov horsie vysledky
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ako celoslovensky priemer. Na testovani sa ztcastnilo 9 372 ziakov klasifikovanych
v 1. polroku v 9. roéniku ZS zndmkou 1 a dosiahli ispesnost 59,5 %, 5993 Ziakov
zndmkou 2 a Gspesnostou 47,9 %, 1103 ziakov zndmkou 3 a tspesnostou 38,6 %
a 99 ziakov znamkou 4 a uspesnostou 31,9 %. Maximélny pocet bodov v teste
z matematiky dosiahlo 84 ziakov.

Najlepsi priemerny vysledok 57,1 %, ktory bol vyznamne lepsi ako celosloven-
sky priemer v teste matematiky, dosiahli ziaci Kosického kraja. Pouzitim t-testu
na stanovenej hladine vyznamnosti 0,05 sme nezistili vyznamné (signifikantné)
rozdiely medzi vysledkami $kol na vidieku a v meste. Dievéata dosiahli priemerna
uspesnost 52,2 % a chlapci 56,2 %. Udaje naznacuji lepsi vikon chlapcov ako
vykon dievcat. Toto zistenie vSak nie je Statisticky a pedagogicky vyznamné.

Koeficient reliability testu vypocitany metédou KR-20 dosiahol v tomto teste
hodnotu 0,771, ¢o povazujeme za dobri spolahlivost, stdlost a presnost merania.
V najobtaznejsej tilohe dosiahli Ziaci priemernt tispeSnost len 18,8 % a naopak
v najlahsej tilohe dosiahli Ziaci tispesnost 86,5 %.

Test ako primerane niaroény hodnotilo 26,6 % opytanych ucitelov. Stlad ob-
sahu a poziadaviek testu s obsahom uc¢ebnych osnov a vzdelavacim standardom
potvrdilo v testovanych predmetoch 63-91 % ucitelov v jednotlivych testovanych
predmetoch.

Nézory na to, ¢i sa vysledky Ziaka maji v budtcnosti zohladiiovat pri pri-
jimani na stredné skoly, boli velmi roznorodé: 29,0 % vyjadrilo sthlas, 28,6 %
ucitelov s tymto stihlasilo ¢astocne, 13,5 % uditelov sa nevedelo vyjadrit, 8,4 %
ucitelov diastocne s tymto nestihlasilo a nesthlas vyjadrilo 20,5 % opytanych
ucitelov [5].

SKOLSKY ROK 2003/2004

V gkolskom roku 2003/2004 pokracovalo vo februari 2004 celoStatne monitoro-
vanie vedomosti a zru¢nosti ziakov hlasiacich sa (aspon jednou prihldskou) na
gymnazium. Na testovani zucastnilo 1324 zakladnych §kol z celkového poctu
1495 t. j. 88,56 % a 16002 ziakov (z toho 9621 t. j. 60,12 % dievcat a 6381
t. j. 39,87 % chlapcov). Z celkového poctu ziakov monitorovanych zdkladnych
§kol navstevovalo mestskt zékladnt skolu 12317 Ziakov t. j. 76,97 % a vidiecku
zékladnia Skolu 3 685 ziakov t. j. 23,02 %.

Test z matematiky pozostaval z 20 tloh s vyberom odpovede zo Styroch
moznosti A, B, C, D (klica a troch distraktorov) a mal podobné parametre
ako v roku 2003. Cisty testovaci ¢as bol 60 minit a kazdéa tloha bola skérovana,
binarnym spésobom. Maximéalny pocet bodov teste bol 20.

Test z matematiky riesilo spolu 16 002 ziakov, ktori dosiahli priemerné hrubé
skére 9 bodov a tym aj nizsiu priemernt uspesnost 43,8 % ako v roku 2003. Viac
ako 50% hranicu Gspesnosti v teste dosiahlo 4 566 ziakov t. j. 28,53 %. Vysledky
7191 ziakov t. j. 37,7 % boli lepsie ako celoslovensky priemer. Oproti monito-
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rovaniu v roku 2003 sa zvysil podiel ziakov, ktorych vysledky boli horsie ako
predstavoval celoslovensky priemer, ale na druhej strane sa zvysil podiel Zia-
kov, ktorych vysledky boli na tirovni celoslovenskej priemernej Gspesnosti v roku
2004. Na testovani sa zucastnilo 8414 ziakov klasifikovanych v 1. polroku v 9.
ro¢niku ZS znamkou 1 a dosiahli Gspesnost 48,1 %, 6076 Ziakov so zndmkou 2
a uspesnostou 40,6 %, 1289 ziakov so zndmkou 3 a tspe$nostou 34,7 % a 124
Ziakov so zndmkou 4 a uspeSnostou 29,4 %. Maximalny pocet bodov v teste
z matematiky dosiahlo 32 ziakov.

Najlepsi vysledok 47,2 %, ktory bol lepsi ako celoslovensky priemer v teste
matematiky dosiahli ziaci Nitrianskeho kraja. Lepsi vysledok ako bol celosloven-
sky priemer dosiahli ziaci Bratislavského, Zilinského a Banskobystrického kraja.
Pouzitim t-testu na stanovenej hladine vyznamnosti 0,05 sme nezistili signifi-
kantné rozdiely medzi vysledkami $kdl na vidieku a v meste. Dievéata dosiahli
priemernt tspesnost 43,2 % a chlapci 45,3 %. Chlapci hlésiaci sa na gymndzia po-
tvrdili lepsi vykon ako dievéatéa. Ani tieto rozdiely neboli Statisticky vyznamné.

Koeficient reliability testu vypocitany metédou KR-20 bol oproti monitoro-
vaniu v roku 2003 nizsi a dosiahol v tomto teste hodnotu 0,674. V najobtaznejsej
tlohe dosiahli Ziaci priemernt tspesnost len 14,8 % a naopak v najlahsej tlohe
dosiahli Ziaci Gspesnost 71,2 %. Rozpozndvanim a validaciou dat bolo spraco-
vanych 2642 ucitelskych dotaznikov (z toho len 371 uéitelov — muzov t. j. len
14,04 %) z 1315 zakladnych $kol. Test z matematiky ako neprimerane naroény
hodnotilo 66,36 % opytanych ucitelov, naopak za primerany test ho povazovalo
27,82 % opytanych ucitelov matematiky. Za obsahovo primerane naro¢ny pova-
zovalo test z matematiky 47,97 % ziakov, za obsahovo primerany ho povazovalo
46,51 % [1].

SKOLSKY ROK 2004 /2005

V roku 2005 sa uskutoc¢nilo monitorovanie na celej populdcii s dobrovolnou tcéas-
tou ziakov so SVVP. Pre tjchto ziakov neboli didaktické testy $pecidlne upra-
vované. Test z matematiky riesilo spolu 62106 ziakov zakladnych §kol a 3054
ziakov kvarty osemroénych gymnézii (OGY). Pri administricii testov ziakom
so SVVP sme umoznili podla druhu postihnutia pouzivat kalkulacku, predizif
0 50 % testovaci Cas alebo poskytnitf individuédlneho administratora. Moznost
testovania v matematike vyuzilo spolu 1344 ziakov so SVVP t. j. 2,16 %. Tito
Ziaci dosiahli priemerné hrubé skére 16,65 bodov a priemernt tspesnost 46,25 %.

Test z matematiky pozostaval z 30 dloh, z nich desaf tloh s kratkou ot-
vorenou odpovedou a 20 uloh s vyberom odpovede zo Styroch moznosti A, B,
C, D. Ulohy mali textovy i graficky charakter (obrazky, tabulky, grafy). Ob-
lasti tematickych celkov boli zastipené nasledovne: aritmetika 43,3 %, algebra
16,7 %, geometria 33,3 %, kombinatorika, pravdepodobnost a Statistika 6,7 %.
Test bol vypracovany na zaklade platnych ucebnych osnov a vzdelavacieho stan-
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dardu s exemplifikaénymi tlohami z matematiky pre 5. az 9. ro¢nik zakladnej
gkoly. Z hladiska taxondmie vzdelavacich cielov bolo v teste 33,3 % t. j. 10 iloh
zameranych na zapamétanie a porozumenie, 46,7 % t. j. 14 tloh na Specificky
transfer a 20 % t. j. 6 uloh na nespecificky transfer. Cisty testovaci ¢as bol 90
minut a kazd4 tloha bola skérovand bindrnym spésobom. Dvadsatstyri tloh bolo
hodnotenych 0 alebo 1 bodom a $est tloh 0 alebo 2 bodmi. Maximalny podet
bodov teste bol 36.

V teste z matematiky dosiahli ziaci zakladnych skol priemerné hrubé skére
23.4 bodov (OGY - 27,1 bodov) a priemernt tspesnost 65 % (OGY — 75,4 %).
Viac ako 50% hranicu tspesnosti v teste dosiahlo 42903 Ziakov zékladnych §kol
t. j. 69,08 %. Na testovani sa ztcastnilo 11 204 Ziakov klasifikovanych v 1. polroku
v 9. roéniku ZS zndmkou 1 a dosiahli Gspesnost 85,35 %, 16956 Ziakov so
zndmkou 2 a tuspeSnostou 74,31 %, 17152 ziakov so zndmkou 3 a tspesnostou
61,32 %, 15501 Ziakov so zndmkou 4 a tuspeSnostou 46,65 %, 1083 Ziakov so
znamkou 5 a tspesnostou 38,65 % a 210 ziakov, ktori neuviedli svoju zndmku
na vysveddéeni a dosiahli priemernt tispe$nost v teste z matematiky 55,17 %.

Najlepsie vysledky 66,97 % dosiahli Ziaci Bratislavského kraja, Trenc¢ianskeho
kraja 66,62 %, Presovského kraja 66,49 % a Zilinského kraja 65,58 %, ktoré boli
lepSie ako dosiahnuty celoslovensky priemer. Pri tomto testovani sme uz nada-
lej nesledovali rozdiely medzi vysledkami skol na vidieku a v meste. Dievcata
dosiahli priemernt tspesnost 65,92 % a chlapci 64,35 %. Z hladiska celej popu-
lacie dosiahli dievcata lepsi vysledok ako chlapci. Na OGY lepsi vysledok ako
dievéata (1639 dievéat — 73,99 %) dosiahli chlapci (1415 — 77,07 %). Chlapci
z OGY potvrdili vysledky chlapcov hlasiacich sa na gymnazia v roku 2003-2004.

Z hladiska zriadovatela dosiahlo 59 304 Ziakov statnych zdkladnych §kol hrubé
skére 23,4 bodu t. j. 65 %, 2961 ziakov cirkevnych zdkladnych kol hrubé skére
24,0 bodov t. j. 66,66 %, 54 ziakov stikromnych zékladnych §kol hrubé skére 21,7
bodov t.j. 60,27 % a 121 ziakov zo zdkladnych §kol s inym zriadovatelom hrubé
skére 28,0 bodov t. j. 77,7 %.

Koeficient reliability testu vypocitany metédou KR-20 dosiahol v tomto teste
hodnotu 0,852. Stibezna validita ako sucinitel korelacie medzi vysledkami testu
z matematiky a zndmkami na polroénom vysvedceni vyjadrend Pearsonovym
korelacnym koeficientom pre Ziakov zékladnej Skoly zndmkami na vysvedZeni
dosiahla hodnotu — 0,671 a na OGY hodnotu — 0,530. MézZeme to interpretovat
tak, ze u 45,0 % ziakov na ZS a u 28,1 % ziakov na OGY sa znamka na polro¢nom
vysvedCeni zhoduje s tispesnostou dosiahnutou v teste. V najobtaznejsej tlohe
dosiahli Ziaci priemernt tspesnost 31,19 % a naopak v najlahsej tilohe dosiahli
Ziaci tspesnost 90,25 %. Rozpozndvanim a validdciou d4t pomocou technoldgie
ICR bolo spracovanych 3107 uéitelskych dotaznikov (z toho len 416 uéitelov —
muzov t. j. len 13,39 %) z 1 558 zakladnych $kol. Test z matematiky za primerane
naro¢ny hodnotilo 84,49 % opytanych ucitelov, naopak ako tazky az velmi tazky
hodnotilo tento test 7,18 % opytanych uéitelov matematiky. Test z matematiky
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za obsahovo primerany a vyvazeny test povazovalo 86,32 % uditelov matematiky,
ktori vyplnili dotaznik [2].

ZAVER

Z vysledkov, ktoré sme ziskali monitorovanim vedomosti ziakov 9. ro¢nika v ro-
koch 2003-2005 mozeme usudit, ze vplyv regiénu, sidla skoly, velkosti Skoly,
pohlavie Ziakov i testové formy vysledok neovplyviiovali. Vyrazne vyznamné
rozdiely vo vykonnosti ziakov sme nezistili ani podla druhu zriadovatela skoly.

Zistujeme vsak, Ze len vzdelavacie vysledky Ziakov vyjadrené na vysveddeni
(na vystupe zo zdkladnej Skoly na celostatnej trovni) nie je mozné povazovat
za spolahlivé indikdtory tirovne vzdeldvania tychto ziakov. Reédlne vedomosti
ziakov z matematiky na vystupe zo zékladnej Skoly sa ukazuja byt nizsie ako ich
znamky, ktorymi sa klasifikovani. Aj toto zistenie potvrdzuje potrebu zavedenia
certifikovaného merania ako zdroja spolahlivej informécie pre prijatie na strednt
skolu. Vyborni a chvélitebni ziaci mali ¢asto problémy so zakladnym ucivom.
Zavedenim pravidelného monitorovania vedomosti a zruc¢nosti ziakov 9. ro¢nika
sme pozorovali rast prisnejsej klasifikacie ziakov z matematiky zo strany uéitelov.

Prehodnotenie ziskanych poznatkov o vedomostiach a zrucnostiach ziakov na
zédkladnych skoléch z hladiska ndrodnych a medzindrodnych merani, pruzné spra-
covanie a zapracovanie najnovsich vysledkov do obsahu vzdeldvania zakladnej
a strednej skoly umozni rychlejsie dosiahnutie porovnatelnej Grovne vzdelava-
cieho systému Slovenskej republiky s vyspelymi krajinami.
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KONSTRUKCNI ULOHY RESENE ZA PODPORY CABRI
GEOMETRIE

Pavel Leischner

Konstrukéni tlohy mtizeme v Cabri geometrii zadavat pomoci souborti s ovla-
daci vytvofenymi autorem tohoto pfispévku. Jeden z ovladacti i s doplnénym za-
dénim tlohy pfedstavuje obr. 1. Je mozné jej na obrazovce premisfovat pomoci
mys$i achopem za levy horni krajni bod. Podobné tichopem za levy dolni krajni
bod lze ménit ,vysku“ ovladace, tj. svislé mezery mezi jeho prvky. Uchopem
za pravé koncové body prvkl ovladace (pfesnéji pravé krajni body tseéek nebo
koncové body vektorii Ghlovych prvkii ovladade) nastavujeme hodnoty zadanych
prvki Gtvaru, ktery mame sestrojit. Ctenaf si miize podobné zadani konstrukei
trojuhelniki a nékterych ¢tyfihelnikii snadno sam v Cabri pfipravit, pokud si
stdhne soubor umistény na adrese:

http: //www.pf.jcu.cz/stru/katedry/m/vyukamat/index.htm

Po otevieni webové stranky nalezneme potfebné materidly v souboru Dilna,
ktery se nachézi ve slozce Konstrukéni tlohy v pravém sloupci stranky (nzev
sloupce je Okruhy pro SS). Soubor Dilna je ke stazeni zdarma. Obsahuje pét slo-
zek: Ve slozce ,,1 ZADANI“ jsou soubory se zadanim tloh, které byly pfipraveny
pro dilnu na konferenci. Slozka ,2 MOJE KONSTRUKCE® je prazdna a ma
slouzit k ukladani feSenych tloh, které si uzivatel sam sestavi. Slozky ,3 VYRE-
SENE V CABRI II“ a ,4 VYRESENE V CABRI II+“ obsahuji soubory vyfe-
Senych tloh z prvni slozky. Posledni slozka ,,5 OVLADACE® nabizi trojprvkové
a Ctyfprvkové ovladace, pficemz nazvy soubori inzeruji typ ovladace. Napriklad
S_s_s.fig znamen3d ovladac se tfemi délkovymi prvky, U_u_s_s.fig ovladac, pomoci
néjz muzeme zadavat dva uhly a dvé délky, apod. Zadani ulohy v Cabri pfipra-
vime pomoci vhodného souboru ze slozky 5 tak, ze jej otevieme, pomoci nabidky
Texty napiseme zadani a pomoci nabidky Ndzvy prepiSeme oznaceni jednotlivych
prvki ovladace na symboly, které pozaduje text tlohy.

V tomto c¢lanku ukazeme metodiku feSeni tloh zadanych vyse uvedenym
zpusobem. Soucasné poskytneme névod pro pripravu soubort feSenych tloh,
které lze pfi vyuce uplatnit riznymi zpusoby. Napiiklad frontalné, jako ukazky
postupti feseni pii vykladu uéiva nebo pii opakovani.

Konstrukéni ulohy, pokud nejsou zcela trividlni, byvaji ve srovnani s béznymi
algebraickymi lohami tézsi. Potiz je v tom, Ze se zde zak nemtize opfit o jedno-
duché a mechanicky naucené algoritmy, jak tomu je napfiklad pfi feseni rovnic.
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Pilny Zéak s formalnimi znalostmi mtze zadanou rovnici resit téZzkopadné, bloudi,
déla zbytecné kroky, ale pokud dodrzi pravidla ekvivalentnich Gprav a neudéla
74k nevychazi z nékolika jednoduchych algoritmi, musi nejprve najit vztahy,
které umozni sestrojit itvar ze zadanych prvkid. Proto by feSeni mélo obsahovat
tyto etapy: 1. rozbor tlohy, 2. popis a provedeni konstrukce, 3. zkouska sprav-
nosti, 4. diskuse fesitelnosti a poc¢tu Feseni.

Dtisledné dodrzovani tradiéniho postupu je pro zadky naro¢né a nezazivné,
tak se feSeni ve Skolské praxi casto redukuje jen na popis a provedeni kon-
strukce. Nechceme-li, aby zakovy poznatky byly jen formalni, méli bychom jej
vést k provadéni rozboru s nalezenim souvislosti potrebnych k provedeni kon-
strukce. Obecna diskuse byva naro¢na. Lze ji redukovat na konstatovani poétu
sestrojenych utvarti, pokud ma tloha konkrétni ¢iselné zadani. Nastroje dyna-
mické geometrie, mezi néz Cabri patfi, umoznuji ménit tvar a pocet nalezenych
atvaru v zavislosti na zménach hodnot zadanych prvki, tedy vizualizovat dis-
kusi.

Nézory na provadéni diskuse nepolohovych tloh nejsou jednotné. Jan Vy-
§in [8] a Jaroslav Sedivy (napf. [6], str. 29) prosazovali, Ze umisténim prvniho
sestrojovaného prvku do dané roviny prevedeme nepolohovou tlohu na polo-
hovou. Pak je ovSem pocet ruznych feseni dan poctem vSech atvart danych
vlastnosti, které obsahuji umistény prvek. K takovému pristupu lze vyslovit dvé
namitky. Prvni z nich je slozitost vysledného obrizku a pracnost sestrojovani
vSech atvartt k danému prvku, je-li jich vice. Zék se procviéi v rysovani, ¢as
k tomu potiebny by vsak mohl vyuzit efektivnéji. Druhou namitkou je, Ze pocet
FeSeni tlohy se muzZe lisit podle toho, ktery prvek volime jako prvni. (Umistime-li
jako prvni naptiklad tthel, muze byt pocet vSech feseni mensi nez v pfipadé, kdy
jako prvni umistime tisecku.) Aby se takovym nep¥ijemnostem vyhnul, upted-
nostiiuje Sedivy v pozdéjsich publikacich zad4vani nepolohovych tiloh. V uéebnici
[7] jiz témé&F vSechny tlohy formuluje jako polohové.

V nasem piispévku budeme v souladu s uéebnicemi [1] a [3] povazovat za
riznd feseni nepolohové tlohy takové dtvary, které se lisi aspoii v jednom (az
na index) stejné oznaceném prvku. Tato dohoda ma& jistou nevyhodu, nebot
nékdy muze jediny sestrojeny ttvar predstavovat dvé rizné FeSeni (viz soubor
03_va_ta_R.fig ve slozkéch 3 a 4 vySe uvedeného odkazu). Tento nedostatek Fesi
autofi uéebnice [5] dohodou, podle niZ jsou rizné FeSeni nepolohové ulohy jen
ty atvary, které nejsou shodné. K téze konvenci se nakonec priklonil i J. Poldk
v prepracovaném vydani [4] publikace [3].

Vytesime zde dvé tlohy ze souboru 1, pfi¢emz se kromé technického popisu
vytvofeni pomiicek soustifedime jen na metodiku provedeni rozboru tlohy a dis-
kuse.

Uloha 1 (05_alfa_a_c.fig): Sestrojte trojthelnik ABC, je-li ddno o, a, c. (Viz
obr. 1, kopii interaktivniho obrazku, do néjz zdk muZe pfimo rysovat feseni.)
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Sestrojte trojitheinik ABC, je-li dano alfa, a, c.

alfa 39,60 °
a 5,00 cm A \ B
2 5,80 om m (B, @)

Obr. 1 Zadani alohy v souboru 05_alfa_a_c.fig Obr. 2 Rozbor tlohy 1

Rozbor: Pti rozboru vychazime z nacrtku, ktery lze provést tradi¢nim zpi-
sobem (na tabuli, na papir) nebo pfimo v Cabri (obr. 2). Za¢neme-li umisténim
usecky AB délky ¢, zbyva najit vrchol C. Z podminky |[XBAC| = « plyne, ze
bod C lezi na ramenu AX thlu BAX o velikosti a. Z podminky |BC| = a plyne,
Ze 6z lezi na kruznici m(B, a). Je tedy v pruseéiku obou ¢ar.

Popis konstrukce v Cabri: Sestrojime pomocnou polopfimku, jeji pocatek
ozna¢ime A (nabidka Ndzvy). Pomoci funkce Nanést délku naneseme na polo-
primku délku ¢ (tzn. ¢éislo 6,80 cm z tdaje na ovladadi, je-li tento nastaven
podle obr. 1). Vznikly bod ozna¢ime B. Nyni miizeme body A, B spojit tsed-
kou a skryt pomocnou polopfimku. Bod X ziskame napiiklad otoc¢enim bodu B
kolem bodu C jako stfedu otéceni o thel «. (Nabidka Otocent, klepneme levym
tlac¢itkem mysi na bod B, pak na bod A a nakonec na ¢islo, které ukazuje velikost
nastaveného thlu ovladace. Pro situaci na obr. 1 je to 39,60°.) Dale vytvofime
polopfimku AX. Kdybychom jesté sestrojili polopiimku AX’ soumérnou s po-
lopfimkou AX podle piimky AB, nevznikla by nova feseni.! Vznikly by jen
trojihelniky shodné s té€mi, které sestrojime v roviné ABX. KruZnici m sestro-
jime pomoci funkce KruZitko: Nejprve klikneme na tdaj délky a ovladace (tzn.
5,00 cm pfi nastaveni podle obr. 1), pak na stfed B sestrojované kruznice. Pri-
sefiky kruznice m a polopfimky AX oznac¢ime C1 a C2. Nakonec provedeme
estetické upravy: Pomoci nabidky Trojihelnik sestrojime trojuhelniky ABC1,
ABC2, zvyraznime je naptiklad volbou stfedné silné ¢ary a ¢ernou barvou (na-
bidky Tloustka édry a Obarvit), pomocné ¢ary obarvime svétlejsi barvou nebo
je vyznaéime éarkované (nabidka Typ édry).

1Je celkem roz§ifenym zvykem omezovat konstrukci u podobnych nepolohovych tdloh jen
na zvolenou polorovinu. To mize vést, jak uvidime pfi feSeni tlohy 2 k netuplnému vysledku.
V dloze 1 vsak takové nebezpeci nehrozi a provedeni konstrukce jen v jedné poloroviné je
prehlednéjsi, pomineme-li okolnost, Ze se sestrojené trojuhelniky prekryvaji.
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Nazornou ukézku provedeni i se zapisem postupu konstrukce miizeme vidét
na obr. 3.2 Pokud si takto vytvofeny soubor ulozime (a mame ucebnu vybavenou
dataprojektorem), miZeme z néj celou konstrukei pti vykladu nebo opakovéni
uciva frontélné demonstrovat pomoci nabidky Historie (v Cabri II+ je to nabidka
Krokovat konstrukci).

Sestrojte trojiiheinik ABC, je-li dano alfa, a c.

alfy 3960° -
a 5,00 cm ~
c S5 om Postup:
¢l 1 AB..c
2. uhel BAX ... difa
3. m(B a
4.% C1, C2... priiseciky kruznice
k s poloptimkou AX
C 5. trojithelnik ABC
A B

Obr. 3 Provedeni konstrukce tlohy 1

Metodika provedeni diskuse: Jak uvadi poznamka 2 pod ¢arou, zavisi pocet
feSeni na poctu pruseciku kruznice m a polopfimky AX. Néazorné prozkoumaéni
pomoci Cabri mizeme provést takto:

Na ovladaci nastavme nejprve ostry tthel @ a hodné malou (resp. nulovou)
hodnotu a, naptiklad o =~ 30°, a = 0,28 cm, b = 6,30 cm. KruZnice m mé
s polopfimkou AX prazdny prunik, trojuhelnik neexistuje.

Jestlize nyni zvétSujeme a, pricemz ostatni hodnoty neménime, objevi se dva
témét shodné trojihelniky ABC:, ABCy az pro a > 3,40 cm. Jediné fesSeni by
mélo nastat v pripadé dotyku uvazované kruznice a poloprimky, coz se nam asi
nepodarii nastavit. Ru¢nim ovladanim totiz zadané veli¢iny ménime po skocich
velikosti nékolika setin milimetru. Dalsim zvétSovanim délky a se rozdil tvaru
sestrojenych trojihelniki stale vice lisi. Pro a = 6,77 cm jiz trojuhelnik ABC»
témét splyva s tseckou AB, ale je jesté rozeznatelny. Pro a = 6,80 cm se jevi
usecky AB a ACs totozné, pro a > 6,80 cm bod Cy neexistuje.

Analogicky vySetiime situace pro o > 90°. Diskusi pak shrneme takto:

1. Pro 0 < a < 90° nem4 tiloha feseni, je-li polomér a kruznice m mensi nez
vzdéalenost d bodu B od pfimky AX. Déale ma jediné feSeni, je-li a = d
a dvé feseni pro ¢ > a > d. Je-li a > ¢, ma tloha jedno feSeni.

2Hvézdickou budeme oznadovat ty body konstrukce, v nichz neni zcela jasné, kolik prvku
v tomto bodé postupu sestrojovanych muze vzniknout. V nasi ukazce je to bod 4*, nebot zde
miize vzniknout 0, 1 nebo 2 pruseciky.
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2. Pro @ > 90° m4 tloha jediné feseni, jestlize a > ¢, a nemé FeSeni pro a < c.

Pozndmka: Vytvorenou pomicku mizeme vyuzit pro zdivodnéni véty Ssu
o shodnosti trojuhelniki. Na obr. 3 vidime dva trojuhelniky ABC; a ABCs,
které se shoduji ve dvou stranach a tthlu proti mensi z nich, a nelze je premistit,
aby se kryly. Pokud vsak nastavime situaci tak, aby platilo a > ¢, je trojahelnik
ABC urcen jednoznac¢né. Trojuhelniky, které se shoduji ve dvou stranich a thlu
proti vétsi z nich, tedy musi byt shodné.

Uloha 2 (04_c_va_vb 1.fig): Sestrojte trojihelnik ABC, je-li ddno c, vy, v.

Obr. 4 Rozbor tlohy 2

Rozbor: Zacneme-li umisténim tse¢ky AB délky ¢, zbyva najit vrchol C.
Oznafme po fadé P, @ paty vySek z vrchola A, B (obr. 4). Pak bod C je
pruseéikem piimek AQ a BP. Tim jsme tlohu pfevedli na nalezeni bodu P,
Q. Z podminky kolmosti ke strandm BC a AC plyne, Ze oba tyto body lezi na
Thaletové kruznici th s primérem AB. Z podminky |AP| = v, plyne, ze P lezi
na kruznici m(A,v,), analogicky z podminky |BQ| = v} zjistime Q € n(B,vp).
Plati tedy P € thnm(A,v,) a Q € thNn(B,vy). Odtud je jiz zFejma konstrukee,
kterou jiz nebudeme podrobnéji rozepisovat, nebot zdsady sestrojeni v Cabri jsou
stejné, jako u predchozi ulohy.

Kopii vysledného obrazku miizeme i se zdpisem postupu konstrukce vidét na
obr. 5. Prusecik pfimek AQ2 a BP; vede na trojihelnik soumérny s trojuhelni-
kem ABC, a nepfedstavuje tedy dalsi feSeni tlohy. Stejné tak prusec¢ik piimek
AQ1 a BP, by predstavoval feSeni shodné s trojiuhelnikem ABCs.

Pocet feseni vySetfujeme analogicky, jako u pfedchozi tlohy, problematicka
mista konstrukce predstavuji body 4, 5 a 6. Zkoumame nejprve vztah délek c
a v,, pak ¢ a vy. Nakonec zformulujeme diskusi:
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1. Je-li v, > ¢ nebo v, > ¢, nema uloha Teseni.

2. Pro v, = c a v, < ¢ dostaneme jediné feSeni, napiiklad trojihelnik ABCy
s pravym thlem pfi vrcholu B. Podobné pro v, = ¢ a v, < ¢ je jedinym
feSenim naptiklad trojuhelnik ABC; s pravym thlem pii vrcholu A. Pro
v, = Up = ¢ uloha nema reSeni.

Sestrojte trojitheinik ABC, je-ii dano c, va, vb.

i 651 om

6,30 cm
3,70 cm

Cci va

vb

01
Postup:

il AB..c

2. th.. Thalet. kruZ. nad AB
3. mA, va)

4.% P1, P2 ... priiseciky m, th
5. n(B vb)

6.% 01, 02 ... priiseciky n, th
7. p..pFimka BP

8. g pfimka AQ

9.% C ... priisecik p, g

10. trojitheinik ABC

Q2

Cc2

Obr. 5 Provedeni konstrukce tlohy 2

3. Pokud je v, < c a v, < ¢, mé tloha:

a) jedno FeSeni, je-li navic v, = vp,

b) dvé feseni pro v, # vp (obr 5).
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MUZEME OVLIVNIT POSTOJE ZAKU K MATEMATICE?
Hana Liskova

1 Uvop

V obdobi soucasnych zmén ve vzdélavacich programech skol je podle mého na-
zoru potiebné myslet mimo jiné i na mozné zmény v postojich zaku k vyuce,
vzdélavani a tedy jmenovité i na mozné zmény v postojich k matematice. Postoje
jsou dilezitou soucésti zdkovych kompetenci (vedle védomosti a dovednosti).
7 hlediska aktivni prace ve skole i z hlediska uplatnéni v Zivoté jsou postoje
zakl zcela zasadni. Z tohoto diivodu jsem v ramci dilny ukazala stav zjisténych
postojii k matematice u ¢asti studenttt VOSP — absolventi riiznych typt stied-
nich skol. Hlavnim cilem dilny bylo nabidnout nékolik namétd pro vyucovani
matematice heuristickymi metodami, které mohou postoje k matematice u zaka
zlepsit.

2 POSTOJE ZAKU K MATEMATICE

V zafi 2005 jsem se pokusila o orientacni ,minisondu” u studentt 2. ro¢niku vyssi
odborné skoly pedagogické, absolventii riznych typu stiednich $kol (gymnéazii,
stfednich odbornych kol technického i netechnického zaméfeni). 28 studentt
pisemné odpovidalo na tfi otazky:

e Jaky mate postoj k matematice?
e Kdo a co ovlivnilo vas postoj k matematice?
e Co mohlo zménit vas postoj k matematice?

7 vypovédi studentti bylo ziejmé, Ze zaci v pribéhu svého vzdélavani své
postoje méni, a to v zavislosti na mnoha faktorech. Kromé vlivu rodiny, spolec-
nosti a dispozic zaku témér ve vSech sdélenich figurovala osobnost ucitele, jeho
odbornost, osobnostni rysy, vztah k oboru, vztah k détem, ale pfedevsim me-
tody jeho prace. Jesté podstatnéjsi (i kdyz pfedpokladané) bylo zjisténi, Ze ucitel
je v téchto vypovédich hlavnim faktorem, ktery ovliviiuje zménu postoji zakua
k matematice. Zmény postoji (pozitivni i negativni) mé tedy ucitelska vefejnost
ve svych rukou.

To je zjisténi optimistické; znamena to, ze muzeme mnoho véci ovlivnit. Je
tedy jisté uzitecné, ne-li nezbytné nutné, pravé v tomto obdobi, kdy o své praci
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debatujeme pfi vytvareni skolnich vzdélavacich programt, hovofit i o nasich
moznostech zlepSit nase metody prace pii vyucovani matematice. Méjme vsak
na pameéti, ze neni zadouci zména za kazdou cenu, ale jen takova, ktera opravdu
vede ke zlepseni vzdélavani. Mame totiz velkou odpovédnost nejen za védomosti
zéka ale i za jejich postoje, se kterymi budou odchézet do zivota. Je ziejmé,
Ze vhodné volené metody prace umoziuji pochopeni uéiva (coz je v matematice
velmi podstatné), pak se teprve mohou rozvijet dovednosti, které vedou k radosti
z matematické ¢innosti a z poznaného.

V néasledujici tabulce je zachycena skutecnost, Zze u tazanych student bohuzel
ucitelé v dvojnasobné mife zménili postoje v negativnim sméru oproti zmeéné
postojl pozitivnim smérem. To nés jisté netési a nuti k zamysleni.

LMINISONDA*

Postoj k matematice ovlivnil Pri¢ina zmény
Pozitivni postoj | Negativni postoj | Neutralni postoj | Pozitivni Negativni
— uditel ZS — uditel ZS — ugitel — uditel
— uditel SS — uditel SS
— zdjem — vyklad
— vyklad — rodice
— rodice — nezajem
— prarodice
12 studentt 12 studentt 4 studenti 5 studentt | 10 studentt

Zménu postoje k matematice dle tazanych student lze ovlivnit predevsim
osobnostnimi rysy ucitele a jeho metodami vykladu a prace. Uvadim vypis z vy-
povédi, tykajicich se osobnostnich charakteristik a vzdélavacich metod uditeld,
které podle tazanych studentti vedou ke zlepseni postoju k matematice.

Osobnostni Vyucdovaci metody
charakteristiky ucitele

Zadouci projevy Zadouci metody NezZadouci metody
porozumeéni motivace dril
trpélivost prace s chybou

snaha pomoci uceni hrou

pochopeni zédbavna forma

individualni pfistup jednoduché vysvétleni

postoj ucitele

pecliva priprava

vlidny piistup, laskavost

Ucta

Ve vypovédich zaznélo vazné varovani: neponiZovat, nevysmivat se, ne-
odrazovat!
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3 AUTENTICKE VYPOVEDI STUDENTU

Pro konkrétni pfedstavu uvadim nékteré autentické vypoveédi studentt ¢i jejich
Casti.

,»V 6.tFid€é jsme dostali nového ucitele, bral to i trochu hrave, takze mé zacala
matika bavit.“

»Myslim si, ze mtij kladny vztah k matematice jsem si vybudovala sama, ale
asi mi i hodné pomohl individudlni p¥istup uéiteltt na ZS, ktefi mi davali tikoly
navic a ja se pfi hodinach nikdy nenudila.“

»Postoj byl ovlivnén hodné uditeli... Taky muj posto]j ovlivnili spoluzaci,
hlavné na ZS. Vétsina tiidy byla slozena z klukfi a tém matematika $la moc
dobte. Tak jsem se vzdy snazila mit spravny vysledek diiv nez oni.“

»---mij vztah k matematice ovlivnila p. uc., ...dokaze to 1épe vysvétlit
a také nedrzi se porad matematiky, ale dokaze ji zpestfit a tim mi to leze lépe
do hlavy...*

.- -nesmi si fikat: Ach boZe, zase matika. Ale nechat se prekvapit, ze ucitel
udéla néco formou hry, nebo za urcity ukol da néjaké body.“

,Na SS jsem zjistila, ze matika tak hrozna neni, ze je docela hezk4, ale $koda,
ze jsem to nezjistila diiv. U¢it se véci v Sestnéacti znovu je horsi nez se je naudit
v dobé, kdy se na latku prirozené navaze.“

,Mij zdporny vztah zménila profesorka na SS, protoze dala Sanci kazdému,
aby si vyzkousSel své schopnosti (napf. hodnotila postupy, i kdyz vysledek nebyl
spravny). ..«

,- - - Uz od ‘mala’ mi vsichni vtloukali do hlavy, Ze na to prosté bunky nemam,
7e se mam tfeba zamérit na Cestinu.“

,» Tézké ucivo, méli jsme ve tiidé chytré studenty na matiku, prfipadala jsem
si mezi nimi hloupa.“

,Predevsim ucitel na ZS a pak SS, neustale jsem slysela: Ty jsi na tu matiku
vdzné blbad.“

.- - - puberta — jedna hodina prokoukand z okna se pak tézko dohani. . .*

,»- - - A mit ochotu jim vysvétlit, co je Spatné a co spravné.*

»J& osobné matematiku moc nemusim, ale uznavam, ze je to dtlezity predmét
pro zivot. ..

»- - - kdyby mi lidé nedavali najevo, jak jsem hloupa, kdyz néco vypocitam
Spatné.*

.- - - Navic se nase profesorka vénovala tém nejlepsim a co my ostatni?“

»M1j vztah by byl vice pozitivni, kdyby mi nékdo vysvétloval matiku z prak-
tické stranky.

...Jsem uz trochu jinde a véci, které nechapu se pochopit snazim, pidim se
po feSeni. Kdezto, kdyz jsem byla mladsi, tak tam tento pfistup nebyl. Spis jsem
‘véci’ hazela za hlavu.“
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,Nikdy jsem neméla hlavu na vzorecky, ale uméla jsem je pouzivat. Na ZS
probihaly vSechny pisemky formou spoluprace se sousedkou, ktera se nabiflovala
vzorecky a ja to vypocitala. Dodnes mam radsi logické ulohy.*

Jak je vidét, postoje k matematice jsou zasadné ovliviiovany metodami prace
ucitele.

Pouzivejme proto radéji metody, které vedou k lepSimu pochopeni, vyuzi-
vaji vlastni poznani zakt a vytvafeji podminky pro vznik pozitivniho postoje
k matematice.

4 JAK OVLIVNIT POSTOJE ZAKU K MATEMATICE?

Na zavér uvadim nékolik naméth, které podle mych zkusenosti vedou k vytvareni
pozitivnich postojii zakti k matematice. Nejde o vybér témat, ale predevsim
o zplisob prace ve vyucovaci hodiné, kdy zaci pod vedenim ucitele sami objevuji
neznamé jevy, vztahy a souvislosti, vétsina jevu je vizualizovana, poptipadé je
pouzita i manipulativni ¢innost, a tak se vytvari u zaka pfesnéjsi predstavy
a pevnéjsi poznatky.

5 NAMETY

5.1 FIGURALNI (OBDELNIKOVA) CISLA V ARITMETICE A GEOMETRII

Metoda: Heuristickd (objevovéni) — jednoduchost vede k pochopeni

Téma: Délitelnost, obsahy pravouhelniki

Popis ¢innosti: Kazdy z zak usporddd dany pocet minci (popt. Zzetonid) do fad
¢ sloupcti tak, aby vznikl obdélnik. Zaci hledaji réizné feSeni, kazdy mé néjaky
napad, vSechny navrhy se zaznamenaji. Na zakladé tohoto experimentu zaci zjisti
vSechny délitele ¢isla. Navic zjistuji souvislosti mezi vypoctem obsahu obdélnika
a déliteli ¢i spoleénym nasobkem.

Kompetence: U¢i se hledat rtizné feseni, experimentuji, tvoii zavery z vlastniho
vytvateji logické tisudky.

Pomiicky: Mince ¢i zetony, popt. ¢tvereckovany papir.

XX
+ee

Obr. 1
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5.2 HRA — TELEFONKY

Metoda: Uceni hrou

Téma: Geometrické utvary — pojmy, vlastnosti geometrickych utvart, vzajemna
poloha rovinnych utvari, velikost, tthly, pomér.

Popis ¢innosti: Zaky delegovany zak dle piedlohy popisuje po &astech obrazek,
ostatni zaci, ktefi obrazek nevidi, si pomoci otazek upresnuji svou vizualni pred-
stavu a obrazek postupné sami zakresluji. Je zakdzano pii hie pouzivat mimiku
¢i gestikulaci, a to tak jakoby byli Zaci pouze v telefonickém spojeni (odtud na-
zev hry). Je mozno vytvofit gradované tlohy a vyuzit pfedlohu v rtizné poloze.
Kompetence: Pfi této Cinnosti se prostrednictvim verbalni komunikace rozviji
mysleni a kultivuje verbalni projev zaki. Sami zjistuji dilezitost presného vyja-
dfovani, diferencuji, zjisti, co chybné pochopili, postupné koriguji své predstavy,
a to ihned v pribéhu hry. Hra je nuti pouzivat pojmy, které jim pfipadaji ne-
pfirozené (thel, rovnobéznost, thlopficky, pomér, apod.). Rozlisuji podstatné
znaky a informace od podruznych.

Pomticky: Piedlohy (obr. 2).

Obr. 2

5.3 GEOMETRIE V ALGEBRE

Metoda: Heuristickd (objevovani) — vhled vede k pochopeni
Téma: Vyrazy, umocnovani dvojclenu
Popis &innosti: Zaci si zakresli étverec a rozdéli ho dvéma arami tak, aby vznikly
dva ¢tverce a dva obdélniky (vzor kapesniku). PopiSeme strany vzniklych atvart
(viz pfedloha). Zjistime velikost strany ptuvodniho ¢tverce a zapiSeme ve tvaru
(a +b). Poté ze zndmych Gdaji vypocteme obsahy jednotlivych ¢asti (vepiSeme
do nakresu) a puvodniho ¢tverce. ZapiSeme rovnost, kterou zaci objevili.

7 obrazku vy¢teme, Ze obsah &étverce S = a® + 2ab + b2
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a b
ab b
(a+b)
a? ab
Obr. 3

Pozndmka: Tento pristup umozinuje vhled do podstaty umocnovani dvoj-
Clenu, zaci ziskavaji zvédomélou dovednost a vnimaji souvislosti mezi geometrii
a algebrou. Metoda chréni (na rozdil od algebraického piistupu vykladu) pred
formalnim ucenim. V prvni fazi je vhodné pracovat s konkrétnimi ciselnymi
udaji, napt. a = 2, b = 5 a poté konkrétni ptriklady zobecnit a prejit na praci
S proménnou a vyrazy.

Je dobré i nasleduji vztah odvodit a ovérit zjistény zaver.

Algebraicky pristup:

(a+b)2:(a+b)(a+b):a2+ab+ab+b2:

Kompetence: Zaci vyuzivaji svych védomosti z geometrie, sami zjistuji potiebné
obsahy ¢asti ¢tverce. Pti praci spolupracuji, rozviji své komunika¢ni dovednosti,
vyvozuji zavéry z vlastniho poznéni, které zapisuji pomoci vyrazu.

6 GEOMETRIE PAPIRU

Metoda: Manipula¢ni ¢innost, objevovani, experimentovani
Téma: Ctytihelniky
Popis ¢innosti: Zaci experimentalné zjistuji, jak lze charakterizovat étyfthelniky
pomoci tthlopiicek. Na tvrdsi papir zaci narysuji vzdy dvé shodné protinajici se
usecky v riiznych polohdch (na obrazku 4 to jsou tse¢ky AB, XY). Podle nary-
sovanych usedek (AB, XY) se papir profizne (nozikem na podlozce!) a opatrné
prehnutim (podle spojnic AY, BY, AX, BX) nafiznutych ¢asti se odkryvaji
rizné typy Ctyfthelnik. Samotné zaky piekvapi, ze takto nikdy nevytvofi rov-
nobéznik, zato se objevi napt. deltoid a rovnoramenny lichobéznik.

S timto motivem lze déle experimentovat.
Kompetence: Zaci zjistuji podstatné vlastnosti étyfthelnikd experimentovinim,
uci se predvidat a odhadovat, bezprostiedné pak své odhady ovéruji a kori-
guji. Lze vyuzit spoluprace a komunikace ve skupinach ¢i dvojicich, pfijimaji
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Obr. 4

navzajem objevy druhych, ty pak sami ovéfuji. Snazi se o vytvofeni vSech zna-
mych ¢tyrihelnikt. Toto cvi¢eni podnécuje prirozeny zajem zakl, zjistit a ovérit
vSechny mozné varianty polohy thlopficek, které ¢tyruhelniky generuji. Pfi této
¢innosti se rozviji i kompetence pracovni.

Pozndmka: Pokud zaci védi, ze prace budou slouzit k dekoraci t¥idy, radi si
vyhraji s riznymi motivy.
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CABRI GEOMETRIE NAPRIC UCIVEM ZS
Ladislav Misik, Michal Musilek

1 GEOMETRICKA TEMATA

Ucastnici dilny byli nejprve v kratkosti sezndmeni s moznostmi programu Cabri
Geometrie. Vyklad byl provazen ukdzkami vybranych tloh, které byly tcastni-
kiim promitany pomoci projektoru na platno. Jednalo se o ndzorné piiklady vy-
uzitelné napf. pfi odvozovani obsahu trojihelniku, obsahu lichobézniku, obsahu
rovnobézniku a zndzornéni platnosti Pythagorovy véty v pravouhlém trojtuhel-
niku. Déale byly pouzity ukazky znazornujici pojem trojihelnikova nerovnost ¢i
tvrzeni, Ze soucet Ghli v trojihelniku je 180°.

V dalsi ¢asti doby vyhrazené pro geometrickd témata si pfitomni ucitelé
prakticky vyzkouseli ovladani programu. Pod vedenim prednésejiciho a za pfi-
padné pomoci druhého z autorid dilny si sami vytvotili priklady, které je mozno
pro zlepSeni nizornosti vykladu vyuzit v hodindch matematiky. Moznosti Cabri
Geometrie byly vyzkouSeny na postupu sestrojeni kruznice trojuhelniku opsané
a poté i vepsané. Pfi zméné tvaru trojahelniku od ostrothlého ptes pravouhly az
po tupouhly je ndzorné vidét ménici se poloha stfedu kruznice opsané. Dale byla
provedena konstrukce Thaletovy kruznice, na které bylo dokumentovano, ze tithel
pfi vrcholu trojuhelniku sestrojeného nad (pod) préimérem kruznice se v zévis-
losti na vzdalenosti od primeéru méni a jeho velikost je rovna 90° pravé tehdy,
kdyz lezi na Thaletové kruznici. Jako dalsi byla prakticky vytvorena nazorna
ukazka, kterou je mozno vyuzit pfi zavadéni Ludolfova ¢isla 7 u tématu kruz-
nice a kruh. K tomu byl pouzity postup, kdy byla nejprve sestrojena kruznice
o priméru 10 cm. Nasledné byl na kruznici nanesen barevné odliSeny kruhovy
oblouk, jehoz délka, vycislend na pracovni plose programu, byla postupné mé-
néna. V momenté, kdy byla délka oblouku rovna délce kruznice, byla na plose
aktualni hodnota 31,4 cm, coz je desetinasobek ¢isla m zaokrouhleného na 3,14.

2 ALGEBRAICKA TEMATA

Druhé ¢ast dilny byla vénovana algebraickym tématim, kterd lze diky Cabri
Geometrii pro zaky zajimavé ozivit. Na tvod si ucastnici prohlédli dynamic-
kou geometrickou interpretaci vzorce (a + b)? = a® 4 2ab + b* a vzapéti jim
byl predloZen jiny obréazek, ve kterém méli za kol poznat jiny znamy vztah
a> —b% = (a +b) - (a —b). Stézejni aplikaci Cabri Geometrie v algebraickém
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ucivu zékladni skoly je ovSem feSeni linearni rovnice a soustavy dvou linearnich
rovnic o dvou neznamych. Obé tlohy si c¢astnici dilny procviéili na prikladech
z ucebnice algebry nakladatelstvi Nova skola, kterou predtim obdrzeli. Z hlediska
Cabri Geometrie se jednalo o praci s néstroji analytické geometrie (kartézska
soustava soufadnic, mfizové body, soufadnice a rovnice). Jako mozné rozsifujici
ucivo bylo pfedvedeno grafické feseni kvadratické rovnice, respektive soustavy
kvadratické a linearni rovnice. Kuzelosecka je v Cabri ddna péti body, takze pro
jejl zobrazeni je potfeba predem spocitat pét hodnot dosazenim do pfislusné
kvadratické funkce. U¢astnici byli seznameni také s praktickymi triky, napt. jak
oznacovat body usporddanou dvojici soufadnic v hranatych zavorkach Alt Gr +
F ..., [Alt Gr + G ...]. Byla zdiraznéna vhodnost nasazeni Cabri Geometrie
ve srovnani s algebraickymi pocitacovymi systému typu Derive, Mathematica, ¢i
Maple, které nenuti zaka premyslet, ale cely postup feseni provedou misto néj.

Na zé&vér celé dilny bylo na dvou piikladech z optiky (zobrazeni tenkou spoj-
kou, vznik duhy na kulové kapce vody) ukdzéno, ze Cabri Geometrie miize byt
vyuZivana nejen ve vyuce matematiky ale i fyziky.
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K PROSTOROVE PREDSTAVIVOSTI MUZU A ZEN

Josef Molnar

Bez prostorové predstavivosti v SirSim slova smyslu se neobejdeme v kazdo-
dennim zivoté. Prostorovou predstavivost v uzsim smyslu potfebujeme naptiklad
pfi TeSeni nasledujici tlohy.

Zadani: Vyznacte v krychli volny rovnobézny prumét drdatu ohnutého podle tri
prumeéti.

N
/|

Reseni:

I
N

w

Zpracovano v ramci feSeni grantu 112208-CP-1-2003-1-AT-COMENIUS-C21.
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Zkusme si odpovédét na otézku, co to vlastné prostorova predstavivost je.
Perencaj a Repas (1985) fikaji: ,Mohli by sme povedat, Ze je to akési videnie
priestoru. Ale ten predsa musi vidiet kazdy, kto vidi. Problém je v tom, Ze nestaci
priestor vidiet, ale je nutné si ho i zvedomovat.“

Sarounova (1982) chépe prostorovou predstavivost jako soubor diléich schop-
nosti, tykajicich se nasich predstav o prostoru, o tvarech a vzajemnych vztazich
mezi télesy, o vztazich mezi predméty a ndmi a konecné také o prostorovych
vztazich jednotlivych ¢asti naseho téla navzajem.

Podle Duska (1970) predstavivost vypéstovand v jednom oboru neni vzdy
zarukou zadouci drovné této schopnosti v jiném oboru. Proto Dusek nehovori
o prostorové predstavivosti, ale uzivd pojem geometricka predstavivost, tj.
vénuje se rozvoji predstavivosti s geometrickym obsahem.

Geometrickou pfedstavivosti rozumi Kufina (1987) tu slozku nazorného mys-
leni, ktera spociva v dovednosti vybavovat si geometrické atvary a jejich vlast-
nosti.

Geometricka prostorova predstavivost (potfebnd ve stererometrii) je sou-
bor schopnosti tykajicich se reprodukénich i anticipaénich, statickych
i dynamickych pfedstav o tvarech, vlastnostech a vzajemnych vztazich
mezi geometrickymi Gtvary v prostoru (Molnar, 2004).

O faktorové analyze prostorové predstavivosti hovoii Jus¢dkova (2002), Sto-
penova (1999) stanovi diléi ucebni cile rozvijeni prostorové pfedstavivosti, atd.

V osmdesatych letech minulého stoleti jsem realizoval n€kolik provérek zna-
losti ze stereometrie a proveérek prostorové predstavivosti. Jako testové baterie
tloh byly pouzity soubory tloh podobné nasledujicimu souboru.

Soubor 1

1. dloha: Rozvilite plast krychle vSemi moznymi zptisoby.

2. uloha: Nacrtnéte téleso, které lze bez mezer ,protdhnout® vsemi vyznacenymi
otvory.
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3. tuloha: Naviiite na krychli drat podle t¥i pramétt.
N B

P
4. uloha: Sestrojte bokorys a volny rovnobézny prumét télesa, je-li dan jeho

narys a pudorys.
N

[]

[

P

Celkové se na PYF UP v Olomouci provérkdm podrobilo 45 studentt 1.-5.
ro¢niku ucitelského studia v kombinacich s matematikou (Molndr, 1985). Je-
jich vysledky shrnuje nésledujici tabulka. (Maximalni mozny bodovy zisk byl 15
bodi.)

Primér bodu
1. Gloha 1,9
2. tloha 1,6
3. tloha 1,5
4. tloha 1,1
Celkem 6,0
Muzi 8,4
Zeny 3,5
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Zaujalo mne, ze muzi dosdhli vyrazné lepsich vysledkii nez zeny. I dalsi expe-
rimentatofi poukazuji na (statisticky vyznamné) rozdily ve vykonech mezi sku-
pinami muzi a Zen, viz napf. Hrabal (Amthauer, 1973), KoZusnickova a Molnar
(1988), Juscdkova (2002) aj.

Vysvétleni (podepfené patrné Piagetovymi nazory) podavd Repas (Hejny
a kol., 1990), kdyz ¥iké: ,,Ako keby existovali isté ¢asové obdobia zvlast priaznivé
pre rozvoj schopnosti priestorového videnia. Ked sa tieto obdobia premeskaj,
straca ¢lovék moznost rozvinif svoje schopnosti na takl troven, ktort davali
genetické dispozicie. Nazdavame sa, ze prvé také obdobie je vo veku 5 az 6 rokov.
Skutoénost, ze v tomto veku sa s kockami hravaju viac chlapci ako dievéatd,
vyvetluje, preco maja chlapci lepsie rozvinuté prostorové videnie.“

Nemohlo by to byt ale obracené, tedy ze chlapci davaji prednost hie s kost-
kami praveé proto, ze jejich mozek je lépe uzptisoben pro vykonavani prostorove-
konstrukénich ¢innosti? Novéjsi vyzkumy potvrzuji, Zze odpovéd na tuto otdzku
miize byt kladna.

Podle populariza¢ni publikace A. a B. Peaseovych (2000) provedl prvni za-
znamenany védecky test rozdilti v mozku mezi piislusniky obou pohlavi Gatton
v roce 1882. Zjistil, ze muzi jsou citlivéjsi na ostré, pronikavé a vysoké zvuky,
maji silnéjsi stisk ruky a k bolesti jsou méné citlivi nez zeny.

Rané vyzkumy konkrétniho umisténi rtznych funkci mozku se provadély na
pacientech s poskozenym mozkem. Zjistilo se, ze muzi zranéni na pravé strané
hlavy ztrati vSechny své prostorové dovednosti nebo jejich vétsinu. U Zen zra-
nénych na tomtéz misté pravé strany hlavy doslo jen k malé ¢i zddné zméné
prostorovych schopnosti.

Pristroje snimajici ¢innost mozku se zdokonalovaly od pocatku devadesa-
tych let minulého stoleti az do dnesni podoby, kdy pomoci pozitronové emisni
tomografie a magnetické rezonance dokazeme zobrazit praci mozku na televizni
obrazovce. Pomoci téchto pristroji se jednoznac¢né prokazalo, Ze mozek muze
a mozek zeny funguje rozdilnym zpasobem.

Bylo zjisténo, ze

e prava hemisféra se vyviji rychleji u chlapct nez u divek, takze se u nich

lépe rozviji prostorové a logické vnimani,

e estrogen podnécuje nervové bunky k vytvareni vétsiho po¢tu spoji v mozku
mezi obéma hemisférami, zeny uzivaji obé hemisféry soucasné (levo-prava
orientace),

e muzi maji silné vyvinuto centrum pro prostorové vnimani a ze je umisténo
v predni ¢asti pravé hemisféry, zeny naopak zadnou takovou oblast ve svém
mozku nemaji,

e sexudlni identita lidi se utvari Sest az osm tydnt po poceti (Dorner, 1980)
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a je uréovéna mnoZstvim testosteronu v plodu, asi 20 % muZti mé ,,Zensky*
mozek (péce o domov) a 10 % zZen ,muzsky“ mozek (lov).

Podle Laznibatové a kol. (1998) potvrzuji mnohé vyzkumy i vliv aktudlni
trovné hladiny testosteronu v téle pokusnych osob na jejich vykon v testech
prostorové predstavivosti:

e hladina testosteronu u muzt korelovala pozitivné (0, 20) s mirou prostoro-
vych schopnosti a negativné (—0, 20) s nékterymi mirami verbalnich schop-
nosti (Christiansen a Knussman, 1987),

e v testech prostorové predstavivosti, ale i logického mysleni a rychlosti sta-
v ramci normélniho rozpéti koncentrace testosteronu u muzi nez ti, ktefi
méli vyssi hladinu. U Zen byly naopak lepsi vysledky u téchto testl spojeny
s vys§i hladinou testosteronu v rdmci norméalniho rozpéti jeho koncentrace
(Gouchie a Kimura, 1990),

e prostorova predstavivost muza je lepsi na jare, kdy je jejich hladina tes-
tosteronu nizsi (Kimura, 1992),

e optimélni hladina testosteronu, pfi niz je prostorova predstavivost muzi
nejlepsi, se pravdépodobné nachéazi ve spodni ¢asti rozpéti typického pro
muze (Laznibatova a kol., 1998).

Kolisani tirovné prostorové predstavivosti zen v zavislosti na hladiné estro-
genu. Podle J. Tucka (2003) dospél Widman, k témto zavértim:

e pred dobou ovulace, kdy je hladina estrogenu nejvyssi, jsou zeny nejméné
zpusobilé projit bludistém na poéita¢ové obrazovce (muziim to trvalo v pri-
méru 22,5 sekundy, Zendm v obdobi menstruace 29,6 sekundy a zenadm pied
ovulaci kol zabral v praméru 83,5 sekundy.)

Prestoze se rozdily v testovych vykonech mezi pohlavimi postupné zmensuji,
jedinou oblasti, kterd vykazuje konzistentni pohlavni rozdily, jsou podle Lazni-
batové a kol. (1998) vizudlné-prostorové vztahy:

e vyssi vykon muzi, zejména jde-li o tilohy zaméfené na Cas a vyzadujici
mentélni rotaci objektd (Barret a Depinet, 1991),

e Uspésnost FeSeni prostorovych testi se u obou pohlavi zvysuje vékem a pra-
xi, velikost naskoku muzt pfed Zenami se vsak opakovanim nezmensuje
(Beanninger a Newcombe, 1989; Law a kol., 1993).

PrestoZe se muZi a Zeny od sebe lisi ve specifickych kognitivnich
schopnostech, v celkové inteligenci tomu tak neni.
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Ukazuje se tedy, ze na troven prostorové predstavivosti maji vliv jak vnitini

faktory, a to nejen aktualni stav pohlavnich hormont a celkovy stav organizmu
pri vykonu, ale i jejich hladina v prenatalnim stadiu vyvoje jedince, tak vnéjsi
faktory, mezi néz fadime geografické a socialni prostredi, kulturu, zejména vsak
vychovu a uceni.
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PRIPRAVA VYUKOVYCH SITUACT

Jarmila Novotna, Alena Pelantova,
Hana Hrabakova, Magdalena Kratka

Uvop

Vyucovaci proces mizeme obecné charakterizovat jako posloupnost situaci (pfi-
rozenych nebo didaktickych), které vedou k modifikacim v chovéani zakd typic-
kym pro ziskdni novych znalosti. Naplni pracovni dilny byla priprava didaktic-
kych situaci, tedy situaci ve t¥idé, kdy cilem je zaky néco naucit; strucné lze fici,
situaci, které slouzi pro didaktickou potfebu. Pozornost byla vénovana hlavné
pripravé takovych situaci, pfi nichz ucitel predava zakim c¢ast zodpovédnosti za
vyucovaci proces, tedy ¢4st svych pravomoci. Zaci néco zjistuji a objevuji sami,
vytvateji model a kontroluji jeho spravnost a uzitecnost, pripadné vytvareji jiny
model, ktery povazuji za vhodnéjsi apod., bez pfimych vnéjsich zasaht ucitele.
Jejich Cinnost je fizena pouze prostfedim a jejich znalostmi, nikoli didaktickou
¢innosti uditele. Zak se stava zodpovédnym za ziskani pozadovanych vysledki.
Ukolem uditele je jednak pfipravit takovou situaci, jednak institucionalizovat
ziskané informace. Tyto znalosti jsou pak ucitelem déle vyuzivany a rozvijeny.

Prispévek je koncipovan tak, ze kopiruje poradi aktivit, které se v pracovni
dilné odehraly. Proto je rozdélen do nékolika blokid, v nichz jsou nejprve shrnuty
pojmy, které tvori teoreticky ramec daného bloku. Pak nasleduji ilustrace, které
vychézeji ze zkusenosti autorek z praxe a které jsou soucasné vyzvou pro ¢tenare,
aby se o néco podobného pokusil ve své praxi i sam.

Kdo z étenafu se jiz setkal s Teorii didaktickych situaci v matematice (déle
budeme struéné psat TDS), vi, Ze zde pouzivame pravé tuto teorii. Teorii, ktera
a stale ji jeji autor Guy Brousseau a jeho spolupracovnici a zaci rozvijeji a dopl-
nuji. Ty, ktefi tuto teorii dosud neznaji, seznamime se zakladnimi pojmy v prvni
¢asti prispévku. V Ceské republice je v soucasné dobé hlavni pozornost zamé-
fena na realizaci zdsad Ramcovych vzdélavacich programi (RVP) formou tzv.
Skolnich vzdélavacich programi (SVP). Ctenaf se proto mtize opravnéné ptat,
pro¢ pracujeme v ramci TDS, zda TDS odpovida koncepci vyucovani, kterou

Ptispévek byl ¢asteéné podpofen Rozvojovymi projekty MSMT CR CLIL — kurs podle
standardu EU a ZvySovani kvality doktorskych programi formou vicedennich seminéaia a pra-
covnich dilen.



152 Jarmila Novotnda, Alena Pelantova, Hana Hrabakova, Magdalena Kratka

popisuje RVP. Na tuto otdzku odpovidd napi. J. Slozil v (Slozil, 2005): V ni-
cem si neprotireci. TDS i RVP chtéji novy pFistup, pristup zaméreny na Zdika,
mimo jin€ i na rozvoj jeho naddni. Teorie didaktickych situact svym zameérenim
rozhodné prispivd k rozvijent klicovych kompetenci uvedenych v RVP.

V kapitole 1 ¢tenaie seznamime s pojmy vazanymi na didaktickou situaci. Pro
vétsi srozumitelnost vykladu nebudeme pouzivat piiliS mnoho teoretickych vy-
mezeni pojmi, ale vSe budeme ilustrovat na pirikladu jedné didaktické situace,
nazvané Hra na 20. Vychazime pfitom z knihy (Brousseau, 1997). Na ,teore-
ticky* vyklad Hry na 20 navazuje shrnuti zkusSenosti z realizace této aktivity ve
vyucovani.

Po sezndmeni se se zdkladnimi pojmy TDS budeme ptidavat dalsi pohledy
na piipravu vyukovych situaci. Kapitola 2 je vénovana tomu, co vSe je tfeba si
rozmyslet a pripravit pfed realizaci navrzené didaktické situace, chceme-li, aby
situace byla tspésna, zaci ziskali védomosti, které jsme planovali, abychom byli
co nejlépe pripraveni na to, co se muze ve t¥idé odehrat (i kdyZ asi nikdy nemt-
zeme byt pripraveni na vSechny eventuality, které mohou nastat, ¢im podrobné&;jsi
je nase pfiprava, tim sndze budeme celit i nepfedpokldadanym udalostem). K ilu-
straci analyzy a priori byla zvolena tloha Puzzle.

Jednim ze stézejnich tkolu ucitele je rozpoznat prekazky, na které mohou zaci
pri ziskavani novych znalosti narazit. Prekazky mohou byt rtizného charakteru
a rizného pivodu. Je jim vénovana kapitola 3 prispévku. K ilustraci ridznych
typu prekéazek a jejich pfekondvani byl zvolen pojem nekonecéno, specialné neko-
necno v geometrii.

1 TYPY DIDAKTICKYCH SITUACH!

Situaci budeme rozumét systém, do néhoz vstupuje ucitel, zak, prostiedi, pra-
vidla a omezeni potiebné pro vytvoieni daného matematického poznatku. Roz-
lisujeme situace nedidaktické, jejichz cilem neni néco ucit, a situace didaktické.
Poslanim didaktické situace je ,nékoho néco naucit“. Ucitel organizuje plan ¢in-
nosti, jejichz cilem je modifikovat nebo vytvorit zdkovu znalost.

V dalsim vykladu se budeme vénovat pouze situacim didaktickym. Speci-
alnim pfipadem didaktické situace je tzv. situace a-didaktickd. Jejim cilem je
umoznit zékovi ziskavat poznatky samostatné, bez explicitnich zasaha ucitele.
Ucitel pfedévéd zakovi zodpovédnost za akt uceni se (devoluce). A-didaktickéd
situace se skladé ze tii etap (viz obr. 1):

o Akce—vysledkem je pfedpokladany (implicitni) model, strategie, po¢ateéni

taktika,

e Formulace — zformulovani podminek, ve kterych bude strategie fungovat,

e Ovérend (validace) — ovéfeni platnosti strategie (funguje, nefunguje).

1Vychézime z (Brousseau, 1997). V ¢estiné je TDS zpracovéna v pracich (Pelantova, No-
votna, 2004), (Hrabdkova, 2005a), (Slozil, 2005a).
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Devoluce Situace Institucionalizace
e akce —_— >
e formulace
e ovefovani
A-didakticka
situace
Adaktické
situace
Obr. 1
Pravidla
Obsah
Zpravy - 5

A 4

Situace [~

Obr. 2

Institucionalizact rozumime pfechod zdkovy znalosti z role prostiedku pro fe-
Seni jedné urcité situace do nové role reference pro individualni nebo kolektivni
pouziti v situacich dalsich. Institucionalizace mtze nastat i v situaci spontan-
niho uceni. Ve vétsiné pripadu je vSak svazana s didaktickymi procesy fizenymi
ucitelem.

1.1 ETAPY A-DIDAKTICKYCH SITUACI

Jednotlivé etapy a-didaktickych situaci si pfiblizime na prikladu Hry na 20.

Hra na 20: Hraje se ve dvojicich. Kazdy hrac¢ se snazi fici ,,20“ pfi¢tenim 1
nebo 2 k ¢islu, které fekl soupei v predchéazejicim kroku. Jeden z hracia zacne
¢islem ,,1¢ nebo ,,2“; druhy pokracuje pfi¢tenim 1 nebo 2, nahlas fekne vysledek;
prvni hra¢ pokracuje pri¢tenim 1 nebo 2 k vysledku; atd.

Didakticka situace je zahajena instruktazi, ucitel seznami zaky s pravidly hry.
Zacne hrat u tabule hru s jednim zdkem, pak prenechd své misto jinému zakovi.
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Soucasné s tim ucitel pfimo, kdyz zak hraje, komentuje jednotliva rozhodnuti
a ilustruje pravidla. Rozhovor o pravidlech pfizpisobuje okamzité situaci. Sche-
maticky je komunikace v této fazi zachycena na obr. 2.

Poznamka: Cilem toho, Ze instrukce dava ucitel soucasné s hranim hry, je
zajistit, aby instrukce, které si dité z vykladu vezme, byly stejné jako ty, které
mu predava ucitel. Hrani hry snizuje vicezna¢nost — dava zpétnou vazbu.

Typ a-didaktické situace

Realizace ve Hfe na 20

Situace akce

Schematicky je znazornéna na obr. 3.
Obecné vychazi strategie intuitivné
nebo racionalné z drivéjsich strategii.
74k voli novou strategii jako
vysledek experimentovani. P¥ijima ji
nebo zavrhuje na zakladé néasledného
tspéchu nebo netspéchu. Toto
hodnoceni mize byt i intuitivni.

74k si vytvail implicitni model,
soubor vztahti nebo pravidel, na
jejichz zakladé se zék rozhoduje,
aniz si je uvédomuje a formuluje.
Posloupnost situaci akci tvori proces,
pomoci néhoz zak tvori strategie, tj.
,UCl se sdm“ metody feseni uloh.

Hrani Jeden proti jednomu

Ttida se rozdéli do dvojic, zaci ve
dvojici hraji proti sobé. Vysledky
pisi na papir, rozdéleny svislou ¢arou
na dvé ¢asti, vlevo a vpravo od ¢ary.
Kazdy zék je v situaci, kdy zna
¢isla, se kterymi uz bylo hrano.
Jestlize partner odehraje, zak se
musi rozhodnout a reagovat na
situaci tak, Ze navrhne sam dalsi
¢islo (po analyze situace a na
zékladé informaci, které z ni ziskd).
Tato faze by méla mit asi 4 kola

a neméla by trvat déle nez 10 minut.
Na zacatku se zdaji zakovi vSechna
C¢isla stejné dilezita. Na konci se
postupné dopracuje k objeveni
vyhodnych strategii, napt. ze

s Cislem 17 vyhraje, zatimco jina
¢isla (18 nebo 19) se nezdaji pro hru
vhodna. Skupina vztahi ,Jestlize
zahraji 14 nebo 17, mohu vyhrat.“
mize zlustat pouze na implicitni
arovni; zak hraje s touto strategii
implicitné, aniz je schopen ji
formulovat.

Zpétna vazba

/ Akce \

A

[ v
x 74k |

‘ Situace !

Informace

g}

Obr. 3
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Pri kazdém kroku se situace méni — méni ji protihrac. Po nékolika krocich
ziskéva zék informaci o kvalité svych akci — vyhraje nebo prohraje, vyfesi ilohu

nebo nevyresi apod.

Typ a-didaktické situace

Realizace ve Hfe na 20

Situace formulace

Schematicky je znazornéna na obr. 4.
K tomu, aby skupina vyhrala,
nestaci, aby jeden védél, jak ma hrat
(tj. implicitni model), zak musi také
naznacit svym spoluhrac¢im ze
skupiny, kterou strategii navrhuje.
Tak je kazdy zak veden k tomu, aby
predvidal.

Jedinym prostfedkem, ktery zak m4,
je formulovat strategii. Ma dvé
zpétné vazby:

e okamzitou od zakl ve své
skupiné, ktefi rozuméji nebo
nerozumeéji jeho vykladu,

e zpétnou vazbu z prostiedi pri
hrani nasledujiciho kola, zda
formulované a pouzita
strategie je vitézna nebo ne.

Hrant Skupina proti skupiné

Z4ci jsou rozdéleni do dvou (pokud
mozno stejné pocetnych) skupin. Pro
kazdé kolo stanovi ucitel (ndhodné)
v kazdé skupiné jednoho zaka, aby
hral za svou skupinu u tabule;
jestlize vyhraje, skupina ziska bod.
Z4ci rychle zjisti, Ze je nutno ve
skupiné spolecné planovat

a diskutovat strategie. Nékteri
budou uz od zacatku védét, ze
,2Musis fici 17¢.

Pro tuto fazi se doporucuje 6 az

8 kol, 15—20 minut.

Kdokoli je u tabule, je v a-didaktické
situaci akce.

R1 — zpétna vazba

Situace

Tento zak miize
reagovat na situaci
pouze komunika¢nimi
prostiedky

]

Prostiedi

A
A
7k Formulade
— Formulace
Zak ll‘
Formulace

R2 (,,Rozumim*
nebo ,,Nerozumim*)

Obr. 4
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ZAci si postupné vytvaii jazyk, kterému budou vsichni rozumét, ktery zahrne
vSechny objekty a dulezité vztahy situace pfiméfenym zptsobem (tj. argumen-
tacl a pfiméfenymi akcemi). V kazdém okamziku je tvofen jazyk, ktery je ové-
fovan z pohledu srozumitelnosti, snadnosti jeho konstrukce a délky zprav, které

mize predavat.

Typ a-didaktické situace

Realizace ve Hrie na 20

Situace ovéerovani

Schematicky je znazornéna na obr. 5.
75k pracuje se vztahem mezi
yrealnou” situaci, konkrétni nebo
nekonkrétni, a jednim nebo vice
tvrzenimi o predmétu situace.
Ovérovani motivuje zaky, aby
diskutovali o situaci, a podporuje
formulovéani jejich implicitnich
ovéfeni. Jejich odivodiovani je vsak
Casto nedostateéné, nespravné,
neobratné. Nékdy pfijimaji
nespravné véty, neiuplné nebo chybné
dtikazy.

Zaktm musi byt ddna moznost
odhalit vlastni chyby. To je nutné

k vybudovani nové znalosti.

Hrani Skupina proti skupiné
Hraje se ve stejnych skupinach jako
v predchozi etapé. Skupiny stiidavé
navrhuji ,pravdiva’ tvrzeni, jejichz
pravdivosti si jsou jisti. Nejprve
vyslovi tvrzeni, které oznaci jako
,domnénku‘. Az ji vSichni pfijmou,
stane se vetou.
Jestlize jedna skupina navrhne
domnénku, druhé skupina se stava
oponentem a musi rozhodnout:
e zda je navrh pravdivy; v tom
pripadé vyhrava bod navrhujici
druzstvo a ziskava bod,

e zda je navrh nepravdivy;
v tom pfipadé se tato skupina
stane navrhovatelem opac¢né
domnénky a ve hie jsou uz
body dva,

e miize také pouze Tici, ze
o domnénce pochybuje.

Oponent muze:

e 7idat, aby navrhovatel odehral
5 kol hry, v nichz bude
pouzivat navrzené pravidlo.
Oponent mize zadat, aby
navrhovatel hral hru tak
dlouho, az jeden z nich stdhne
svlj navrh. Druhy pak ziskava
body.
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o Zadat od navrhovatele
presvédcivy matematicky
dikaz. V tomto pripadé
ziskava 5 bodu ta skupina,
ktera druhou presvédcila,

wpresvédcéeny* ziskava body

dva.

R1

|
/
navrhujici

Odehrani kola .
! « Zak

Tvrzeni o predmétu
situace

R1

oponujici

Popsana organizace vyukové jednotky byla realizovana ve Francii s zaky ve
véku 10-11 let. Byla zafazena jako pfipomenuti a dalsi rozsifeni na déleni pfiro-
zenych ¢isel (v situaci, kdy ,,smysl® operace déleni byl jiny nez ten, v némz bylo
déleni probirdno diive). Dalsim cilem bylo poméhat rozvoji objevovani a odi-
vodriovani tvrzeni u zakt. Podrobny popis a prubéh jednotky lze najit napt.

Obr. 5

v (Brousseau, 1997).

1.2 REALIZACE HRY NA 20 VE SKOLE NA SLOVANCE vV PRAZE 8

V fijnu 2005 byla tato vyukova situace pouzita v 8. ro¢niku a pak i (v omeze-
ném rozsahu) v 6. ro¢niku zakladni $koly Na Slovance v Praze 8. Nyni popiSeme
zkuSenosti z téchto vyucovacich hodin a vysvétlime rozdily proti origindlni or-

ganizaci a jejich davody.
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Prostiedi, ve kterém se hra hrala (informace o tiidé)?:

e Tato hra byla realizovina v osmém roc¢niku ve t¥idé s 24 zaky. Do této
t¥idy prislo 11 novych zakt, ktefi se s didaktickou hrou jesté nesetkali.

e Kmenovi zaci se s didaktickymi hrami jiz setkali.

e Tato hra byla pro vsechny zaky novinkou.

HraA
Vysvétleni pravidel hry a ukazka (cca 7 minut):

e Zakiim jsem vysvétlila pravidla hry.

e Hru jsem demonstrovala pted tabuli s jednim zakem, probéhly dvé hry.
Realizace hry ve dvojicich (cca 5 minut):

e Tiida se rozdélila do dvojic a zaci hrali proti sobé.

e Hrali celkem c¢tyfi hry. Hru zacinal vzdy jiny hrac.

e Pribéh hry si zapisovali na papir.

E—
1

B2 124,57 6’,’7/67,/7’7,'73‘

o L 141517,49,20
S HLICR RS

.\ 2

Obr. 6 Ukazka zakt pri hie ve skupinach

Realizace hry ve skupinach (cca 15 minut):
o Zéci byli rozdéleni do dvou skupin.

e Sdélila jsem jim, ze ve skupiné bude pro kazdou hru ndhodné vybiran repre-
zentant, ktery pfed tabuli (provadéli zde zapis) bude hrét s reprezentantem
druhé skupiny.

2Vyuéujici Alena Pelantova.
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e Zaci si ve svych skupinach vzajemné sdélovali, co pfi hie ve dvojici objevili,
domlouvali si strategii, jak své soupefe porazit. Mohli svému hraci radit.

e Kazdy vitéz ziskaval bod pro svij tym.
e ZAci hrali celkem ¢tyf¥i hry.
Skupiny formuluji své poznatky (cca 10 minut):

e 7 ¢asovych divodu jsme kolem strategii fesSeni této hry nerozvijeli hromad-
nou diskusi.

e Pro situaci ovérovani jsem zvolila alternativu, kdy zaci sepsali poznatky na
félii, a rizné postupy feSeni promitli na zpétném projektoru a vysvétlili.
Ukézka argumentace viz obr. 7.

A 9 Cisle 2 o twdls pobkasomt
w ’\'\\'Q“’\'t\v\ &(sggzc: b!!&!E-

5(0“ Loe ddie 'pﬁo wi S\
v-:c.‘u UXE S 7Y n:\\.o-kzw %*;\;2
Vo ugide aidd ey Slslo
“ cdh cisle 2 4o weat:

k :\ A Y .22

wdd ™ m«m 3 ?NN'M

NePodoaNl doso i wh T e ‘:i
+aO%. Qa vnnslle w..s.* vouiae
o, walen wie uatcla n.ag\,\ &(u!

ﬂ"‘ \'a‘\m %\“(.‘

Obr. 7 Ukazky argumentace zaku

ZAVER
e Pii praci ve dvojici zaci nejdrive volili ndhodny postup feSeni. Zahy néktefi
z nich spravnou strategii odhalili a zacali vitézit. Z jejich strany bylo vidét
maximalni soustfedéni a chuf vyhrat.
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e Piipraci ve skupiné bylo velmi zajimavé pozorovat, jak zéaci, ktefi pochopili
princip hry, vSe vysvétluji ostatnim, jak se vzajemné doplnuji, ,,dohaduji
se“, jakou zvolit taktiku, aby uspéli. Byli nuceni formulovat své myslenky
co nejpresnéji, aby ostatni spoluhraci rozumeéli.

e Zaci odhalili, ze kdo za¢in4, je ve vihodé a pokud neudéld numerickou
chybu, vyhraje.
e V nékterych situacich bylo z reakci zaka jasné, ze nalezli vitéznou strategii,

situace, kdy zakyné soutézila u tabule a napsala ¢islo 14. Protihrac¢ z druhé
skupiny fekl: ,,Tak to uz nic, to vyhrali.“

ZKUSENOSTI
e Zaci dosahovali é&isla 20 zpocatku ndhodné.
e 74k, ktery odhalil strategii nejdiive, za¢al okamzité vyhravat.

o Z4ci odhalili strategii, ale ne vSichni dokazali pfesné formulovat a provadét
Zapis.

e Tuto hru lze hrat i s Zaky nizsich ro¢nikd (experiment provedl kolega v Ses-
tém rocéniku), avSak je nutné pocitat s vétsi casovou narocnosti.

Hra na 20 neni jedinou aktivitou, ktera byla realizovina ve formé didaktické
situace obsahujici a-didaktické situace akce, formulace a ovéfovani. V (Slozil,
2005a, 2005 b) je popséna a vyhodnocena analogickd didaktickd situace, kterd
je urcena pro odhalovani kritéri{ pro délitelnost ¢éisel, v (Pelantova, Novotn4,
2004) pro FeSeni slovnich tloh o déleni celku na nestejné ¢asti. Posledné jmeno-
vana vyukova jednotka se lisila od pfedchozich v tom, Ze nebyla organizovana
jako soutézni hra. Byla vSak zachovana organizace tak, aby postupné probéhla
a-didakticka situace akce, formulace a ovérovani. Obé didaktické situace se ukéa-
zaly jako motivujici, zaci se do feSeni aktivné zapojili. Vysledky predcily nase
ocekavani jak v oblasti formulovani, pouziti riznych reprezentaci pro vyjadieni
myslenek a pro ovéfovani spravnosti pouzitych strategii a ziskanych vysledki,
ale také v trvalosti ziskanych znalosti a dovednosti.

2 ANALYZA A PRIORI

2.1 Uvop

Jednim z nejdilezitéjsich nastroji pfi piipravé vyukovych situaci je analyza
a priori. Provadi ji ucitel pfed samotnou realizaci vyukové jednotky. Na zakladé
popisu jednotky se snazi nejen pripravit plan aktivit, ale také odhadnout vlastni
prubéh:
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e navrhnout rozdéleni hodiny do jednotlivych fazi,

e zamyslet se nad moznymi reakcemi a postoji zakd a rozmyslet si mozné
vlastni reakce (pfekazky, chyby, jejich pfipadné népravy a opravy),

e zamyslet se nad strategiemi feseni problému, které se mohou v pribéhu
vyukové jednotky objevit (jak spravnymi, tak chybnymi),

e rozmyslet si, jaké védomosti a poznatky jsou pro danou strategii nezbytné
a které z nich budou zaci schopni spontanné aplikovat.

Analyza a priori ma tedy pro uéitele velkou informaé¢ni hodnotu: poukazuje na
pripadna uskali hodiny, na mozné obtize zaka pfi feseni tlohy.

2.2 ULOHA PUZZLE

Analyzu a priori si nyni pfiblizime na tloze ,Puzzle“. Tato tloha byla pfevzata
z publikace (Brousseau, N. et G., 1981), kde je soucasti alternativniho zptsobu
vyuky desetinnych ¢isel a zlomki a urena desetiletym zaktim. Cilem tlohy je
procvicit zédkladni operace se zlomky a desetinnymi ¢isly a jejich aplikace pii
zvétsovani geometrickych ttvart.

V nésledujici ukdzce bude tato tloha vyuzita jako motivace pojmu pomeér
u dvandctiletych zékt. Podrobnéji viz (Hrabakové, 2005a).

POKYNY K ULOZE PUZZLE

o _Zde mdte puzzle. Vasim ukolem bude vyrobit podobné sklddanky, vétsi nez
je tento model. Musite se drZet ndsledujictho pravidla: usek o velikosti 4 cm
na modelu must na vasi sklddance merit 7 cm. KazZdd skupina obdrzi jednu
sklddanku. Kazdy Zdk vyrobi jednu nebo dvé cdsti. Az skondcite, meli byste
byt schopni sestavovat ty samé obrazce jako s modelem.

e Déti pracuji ve ¢ty az péticlennych skupinach. Po kratké poradé ve sku-
pince se rozdéli a kazdy pracuje na své ¢asti skladanky.

e Utitel vyvési (nebo nakresli) na tabuli zvétSenou skldadanku.

e Ucitel na tabuli napise: 4 cm — 7 cm.

PoMUCKY

Pét sad stejnych skladanek.

Barevné papiry na vyrobu zvétsenych skladanek.

e Papiry na pomocné vypocty a tivahy.

Néhradni pravitka, ntzky.
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ANALYZA A PRIORI ULOHY PUZZLE

Zamé¥ime se na analyzu a priori pro tyto charakteristiky:

Typ

typ tulohy,
fesitelské strategie,

promeénné ulohy.

ULOHY
cil ulohy

,, Vasim ukolem bude vyrobit podobné sklidanky. .. Déti maji za tkol vy-
tvofit svou vlastni skladanku — tj. zjistit potfebné rozmeéry, jednotlivé dily
narysovat a vystfihnout. Musi pfitom respektovat dané vychozi podminky:
,usek o velikosti 4 ¢cm na modelu must na vasi skladance mérit 7 cm* i ci-
lové podminky: ,,byt schopni sestavovat ty samé obrazce jako s modelem'.

charakter zadani

Zadani se sklada ze 3 Casti :

— slovni — pokyny ucitele;

— materidln? — model skladanky;

— wvizudln? — ndkres modelu na tabuli, zaznamenany udaj.
Projev ucitele je pomaly, jasny, struény, ucitel nepouziva odbornou mate-
matickou terminologii.

Zadavani alohy je dilezitym momentem, vSechny déti musi pochopit, co
maji délat, ucitel uz totiz dal do jejich prace nezasahuje — nejvyse povzbudi,
napomene, dohlédne, aby vSechny déti pracovaly.

znalosti potFfebné ke spravnému pochopeni zadani

Jednéa se spise o znalosti vseobecné, nikoliv matematické. Dité musi rozu-
mét slovu puzzle, usek, model, obrazec. Musi si umét zadani ,prelozit“ do
matematického jazyka (zvétsit, 4 cm — 7 cm).

obtiZe v chapani zadani

Déti musi davat velky pozor, zadani je pouze slovni, nikoliv pisemné. Nej-
obtiznéjsi Casti zadani je ,usek o velikosti 4 cm na modelu must na vasi
sklddance merit 7 cm®. Zde ale pomtze nakres na tabuli a zapsani klicového
udaje 4 cm — 7 cm.



JAK UCIT MATEMATICE ZAKY VE VEKU 11-15 LET 163

RESITELSKE STRATEGIE

K tspésnému vyreseni ulohy mame k dispozici strategie aritmetické a geomet-
rické. Kli¢ovou roli zde pfitom hraje pfedchozi znalost/neznalost poméru.

e geometrické strategie G

spravné strategie:
. . . . . 7
a) zobrazit v8echny dilky puzzle ve stejnolehlosti s koeficientem 1

7
b) zobrazit cely ¢tverec ve stejnolehlosti s koeficientem 7 nasledné zob-

razit potfebné useky a puzzle dorysovat

¢) pomoci redukéniho thlu zjistit zvétSené délky vSech/jen nékterych
rozmeéru

nespravna strategie:
d) pridat ke vSem strandm 3 cm
e aritmetické strategie A
spravné strategie:
a) zvétsit v poméru 7 : 4

7
al) nasobit zlomkem 1

a2) nasobit desetinnym é&islem 1,75

b) vyuzt trojélenku:  4em ...l 7 cm
T3em ... zcm |
3
Z=§:>x—5,25cm

¢) pouzit ,selsky rozum®:

4 — 7
2 — 3,5
1 — 1,75 atd.

nespravna strategie:

d) ,pfiéist trojku“ ke vSem rozméram
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G a), Gb)

Znalosti: pomér, stejnolehlost, déleni tsecky na n dilé (redukéni thel), ryso-
vani bez pouziti pravouhlého trojihelniku a kruzitka.

Moznd uskali: volba vhodného tihlu pro déleni tsecky, nepfesné rysovani.

Otazky: ,Je nutné zobrazovat vsSechny casti skladanky?“ Takto se zamysli
zkusenéjsi Fesitelé a pomoci stejnolehlosti zobrazi jen ty nejnutnéjsi ¢asti. Zbytek
bud dorysuji, nebo dopoditaji.

G ¢)
Znalosti: pomér, redukéni thel (pomocné polopfimka), pfenaseni tsecky, ry-
sovani mnohothelniktt pomoci pravitka.
Mozna uskali: volba vhodného tthlu pro déleni tisecky, nepfesné rysovani.
Otdzky: Jaké rozméry jsou nutné? Jaké zbytecné?

G d)

Znalosti: pfesné rysovani.

Mozna uskali: strategie je nespravna, zak na to miize ptijit sdm: napi. zvétsuje
trojihelnik, pfida 3 cm k jedné strané, ke druhé, pak zméfi tfeti a zjisti, ze ,to
nevychazi.

A a)

Znalosti: ndsobeni zlomk (al), ndsobeni desetinnych ¢isel (a2), problematika
zaokrouhlovani.

Moznd uskali: prevod zlomku na ¢islo s desetinnou ¢arkou, predcasné zao-
krouhlovéni, ndsobeni desetinnych éisel/zlomka.

A b)

Znalosti: znalost trojélenky, spravné urcéeni tii ¢lend a neznamé, aprava line-
arni rovnice.

Moznd uskali: chybna tprava linearni rovnice.

A ¢)
Znalosti: zakladni operace s celymi a desetinnymi ¢isly.
Schopnosti: logické uvazovani, predstavivost, predchozi zkusenost.
Moznd tskali: pocetni chyby (napf. déleni, nasobeni).

A d)

Znalosti: pri¢itani prirozeného ¢isla k prirozenému ¢islu.

Moznd uskali: strategie je nespravnd, zak by to mél zjistit v zavérecné fazi,
kdy bude chtit zvétSeny atvar narysovat.
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2.4 SROVNANf ANALYZY A PRIORI S VYSLEDKY EXPERIMENTU

Experiment byl proveden 3. a 4. 11. 2003 na Gymnéziu V. Hrabéte v Horovicich
v sekundé osmiletého gymnazia. Experiment probéhl pti cvi¢eni z matematiky,
kdy jsou Zaci rozdéleni do dvou skupin (12 a 13 z&kl) podle cizich jazyka. Cela
aktivita tedy probéhla dvakrat za sebou.

P¥i zadavani tlohy se nevyskytly za4dné potiZze. Zaci byli na skupinovou praci
zvykli, nepiekvapila je. Pozorné poslouchali pokyny, k zadani llohy neméli zadné
dotazy. Vysvétlujeme si to tim, Ze jazyk tlohy nevyzaduje odborné matematické
znalosti, ale spiSe znalosti vSeobecné. Dalsim faktorem je také veék zaki a jejich
zkusSenost s feSenim slovnich tloh. V sekundé€ uz takové zkusSenosti maji.

V analyze a priori jsme predpokladali, Ze se mtize objevit osm strategii, ¢tyfi
geometrické a Ctyti aritmetické.

Strategie G a), b) a ¢) vyZaduji znalost poméru a stejnolehlosti. Strategie
A b) predpokladé znalost trojélenky. S pomérem, stejnolehlosti, ani trojélenkou
se zaci sekundy jesté nesetkali, tyto strategie se v zadném pripadé neobjevily.

Zéci vymysleli celkem pét riznych strategii, dvé z nich (S2 a S4) jsme v ana-
Iyze a priori nepfedpokladali.

e S 1: pridat ke vSem rozmérum 3 cm

Tato strategie v analyze apriori odpovid4 strategii G d). Jedn4 se o nesprav-
nou strategii. VSechny skupiny ji vzaly v tvahu. Vysvétlujeme si to tim, ze
zvétsovani Lo x cm* je zakim bliz§i nez zvétovani ,x-krat“. Castéji se s nim
setkavaji jak v bézném zivoté, tak ve skole.

e S 2: rovnice

Tuto strategii jsme v analyze apriori nepfedpokladali. Jde o nesprévnou stra-
tegii. Domnivame se, ze zaci byli ovlivnéni predchozi latkou — feSeni slovnich
uloh, kde rovnice pouzivali. Proto se snazili tento postup aplikovat i na tlohu
puzzle. Rovnici ale sestavili chybné.

e S 3: vynasobit vSechny rozmeéry ¢islem 1,75

Tato strategie odpovida strategii A a2).
Je zajimavé, ze vsichni, kdo pouzili tuto strategii, pocitali s desetinnym c¢islem

1,75 a nikoliv se zlomkem —. Domnivame se, ze zaci desetinnym cislim vice

o v

divéruji. Setkavaji se s nimi v kazdodennim zivoté. Ve skole s nimi pracuji
od patého roéniku. Zlomky se podrobnéji probiraji az v sedmém roéniku. Zaci
s nimi nemaji takovou zkusenost. Po¢itani s desetinnymi ¢isly upfednostinuji pred
zlomky.

e S 4: zvétseni o 75 %
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Tato strategie nas velmi prekvapila. Zaci se totiz ve skole s procenty jesté
nesetkali. Podle slov pani ucitelky byla procenta pro zédky velmi zajimavou pro-
blematikou a zaci byli nedockavi, az se o nich dozvi vice. Vysvétlujeme si to
faktem, Ze procenta jsou v dnesni dobé& vSude kolem nés: DPH 5 %, sleva o 20 %,
volna pamét na disku C je 30 % atd.

Strategii s procenty uspésné pouzila pouze jedna skupina (¢. 5). Velmi blizko
spravnému postupu byl také jeden zak ze skupiny ¢. 2.

Po experimentu jsme si s zakyni ze skupiny ¢. 5, ktera strategii vymyslela,
povidali. Zajimalo nas, kde se o procentech dozvédéla. Rekla, Ze o procentech
s ni mluvil tatinek a vysvétlil ji, Ze procento je setina. Zbytek uz vymyslela sama.

e S 5: ,selsky rozum*

Tato strategie odpovida strategii A c¢) v analyze a priori. Pouzila ji pouze
jedna skupina.

2.5 ZAVER

V pracovni dilné jsme se zabjvali analjzou a priori tlohy Puzzle. Uloha byla
vybrana predevsim pro svoji bohatost — zasahuje jak do geometrie tak do arit-
metiky, mohou ji fesit nejen zaci sedmych tiid ZS, ale i zaci starsi.

V zavéru jsme své strategie konfrontovali se strategiemi zakd, kteri tlohu
fesili. Neni samozfejmé mozné, abychom v analyze a priori predvidali vsechny
fesitelské strategie, i presto nas analyza velmi obohatila. Umoznila nam podivat
se na ulohu z jiného pohledu, pohledu zéka, fesitele tilohy. Zamysleli jsme se nad
tim, jaké musi mit pfedchozi znalosti, s jakymi obtiZzemi se muize setkat, jaké
strategie mize pouzit.

Cilem této kapitoly bylo ukazat ¢tenafi analyzu a priori jako uzitecny nastroj,
ktery uciteli pomize pii pripravé a tvorbé vyucovaci jednotky. Zaroven ctenari
naznacujeme postup, jak je mozné analyzu a priori provadét.

3 PREKAZKY

V nasledujici kapitole se budeme vénovat dilezitému jevu, kterym jsou prekazky
v kognitivnim vyvoji, se kterymi se zaci mohou setkat. Stru¢né se nejprve zmi-
nime o jednotlivych typech prekazek a jejich vyznamu. Poté se zaméfime na
konkrétni problematiku jevu nekonec¢na v geometrickém kontextu. Pokusime se
vyslovit mozné epistemologické pfekazky a navrhnout otazky, které by mohly
pomoci k jejich prekonani.

3.1 Uvop

Jesté pred zformulovanim TDS se jeji autofi zabyvali jevem pfekazka, ktery jim
pomohl 1épe pochopit kognitivni vyvoj jedince. Pfekazku mizeme definovat jako
soubor chyb vztahujicich se k pifedchazejicim znalostem. Tyto chyby jsou stalé
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a opakuji. K opakovani dochazi u néjakého jedince v ¢ase, nebo u mnoha jedinci
(tj. ,déti obvykle délaji tuto chybu‘), a také v historii.

Piekazkou je znalost, nebot existuje oblast, v niZ je tato znalost uzitecna,
pravdiva a lze ji tspésné pouzit. Tato oblast je obvykle velice dobfe jedinci
znama a znalost je ovéfena mnoha zkuSenostmi. V novém kontextu vsak tato
znalost selhava a dava Spatné vysledky; odolava sportim, se kterymi je konfron-
tovana, a tak zabranuje vytvoreni ,lepsi‘ znalosti. Znalost — pfekazka se objevuje
stejnym zptisobem kdykoli se jedinec dostava do obdobné situace. Zde mutzeme
postihnout rozdil mezi prekazkou a obtizi. Obtiz neni zptisobena jinou znalosti,
ale neznalosti nebo chybéjici dovednosti apod. Je-li jednou prekonana, uz se
neopakuje. (Zde pochopitelné neni fe¢ o zapominani.)

Znalost jakozto prekazka mé tendenci se lokalné ptizptisobit s tim, Ze ona
sama je ménéna, jak nejméné je to mozné. Dlivodem je to, ze pirekdzka je znalost
vztahujici se k néjakému pojmu, tj. k matematickému pojmu, ktery souvisi s ce-
lou mnozinou situaci, kde tato znalost dava smysl, a s celou skupinou vyznamd,
které jedinec miuze spojovat s timto pojmem, a s mnoha nastroji, tvrzenimi
a algoritmy, které jedinec mtZze pouzivat pfi préci s timto pojmem (Brousseau,
1997). Podobné také v Radford (1997) nebo Spagnolo a Cizmar (2003).

Prekazky vyskytujici se pii vyucovani matematiky mohou mit rtizné divody.
Jejich pri¢iny lze klasifikovat do t¥i skupin: ontogeneticky pivod (jsou spojeny
s vlastni kognitivni kapacitou studenta odpovidajici danému vyvojovému ob-
dobi); didakticky pivod (zévisi na vybéru didaktickych styld a strategii nebo
na volbé& vzdélavaciho systému) a epistemologicky pivod (vztahuji se k samot-
nému procesu nabyvani znalosti; jsou to prekazky, kterych se nemtizeme a ani
bychom se neméli vyvarovat, nebof maji fundamentalni formativni funkci pro
danou znalost; pravé tyto mizeme nalézt v historii samotného pojmu).

V nasledujici ¢asti se budeme vénovat konkrétnim prekazkam, které lze po-
zorovat v uchopovani pojmu nekonecno u zakt na 2. stupni zédkladnich skol. Zde
se s jevem nekone¢no setkdvame piedevsim (nikoli v8ak pouze) prostfednictvim
geometrickych pojmi, a to implicitné — napf. bezrozmérny, resp. nekoneéné maly
bod — i explicitné — napt. nekone¢né dlouha piimka.

3.2 PREKAZKY A JEV NEKONECNO V GEOMETRII

Pojem epistemologické piekazky bychom mohli srovnat s paradoxem?®. Paradoxy
provazeji lidské mysleni od antiky, pfesnéji od doby, kdy lidé zacali védomé uzivat
rozumové uvazovani pro ziskavani novych poznatkt. Paradoxy se velmi c¢asto
objevovaly ve spojitosti s pokusy o formalizaci nekone¢na a ¢asto to byly pravé

3Paradox je ,neocekavané, prekvapujici tvrzeni, zdanlivé protismyslné a odporujici béznym
soudtim, poklddanym za spravné“. Slovo paradox se skladé ze dvou ¢asti ,para‘ a ,doxa‘. ,Doxa‘
je z feckého nazor, minéni nebo také vyklad. Je to protiklad k ,epistémé‘, neboli védéni, které
je trvalé a neménné. Pfedpona ,para‘ zna¢i mimo, vedle nebo proti (Akademicky slovnik cizich
slov, 1995).
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paradoxy, které posunuly pojeti nekonecna dale. Velice zndmé jsou Zenonovy
aporie, které jsou krasnym piikladem procesu prekondvani paradoxu — prekazky.

Zamyslime-li se, co muze byt nejvétsi prekazkou pro pochopeni nekonecna,
pravdépodobné nas neprekvapi, ze je to znalost koneéného. Pravé s konecnosti
mame mnoho zkuSenosti. VSechny déje, vSechny objekty, vSechny procesy, se
kterymi se v bézném zivoté setkdvame, jsou konec¢né. Mnohdy si ani neuvédo-
mujeme, ze vyuzivame pravé znalosti o kone¢nosti. Naptiklad, nékteré vlastnosti
kone¢nych mnozin, jako ,Cast je mensi nez celek‘, kterou postuloval i Eukleides
ve svych Zdkladech, chybné prenasime na nekonecné mnoziny a odmitame vy-
sledky, které nekoneéné mnoziny piinaseji.* Znalost, ze Gast je vidy mensi nez
celek je spravna, pokud pracujeme s koneénym mnozstvim, ale nespravna, pokud
pracujeme s mnozstvim nekoneénym. Vystaveni této znalosti kontextu nekonec-
nych mnozin dovoluje nejen charakterizaci toho, co je nekone¢na mnozina, ale
také dovoli hlubsimu porozuméni koneénym mnozinam. Znalost konec¢ného spl-
nuje tedy vsechny pozadavky kladené na prekazku v porozuméni nekonecnu.

Nyni se budeme vénovat dvéma dilezitym projeviim nekonecna, se kterymi
se 74k na 2. stupni ZS setkdva — ,nekonecéné velké* a nekonecné malé’.

3.2.1 PRIMKA — NEKONECNE DLOUHE

Do jaké miry dité rozumi tomu, zZe primka je nekone¢né dlouha? Muzeme oceka-
vat, ze tato znalost o primce neni rozhodné jednoducha a ze dité musi prekonat
prekazky. Jak mu mizeme pomoci? Lze se poudit z role paradoxt, kterou sehrély
(a sehravaji) ve vyvoji matematiky, a pokusit se navodit stav rozporu ve zna-
lostni struktufe jedince. Mohou ndm k tomu dopomoci i tzv. nekorektni otazky.
Pokusime se odhadnout odpovédi a znalosti, které k nim byly pouzity.

Otazka: Je delsi pfimka nebo polopfimka?

Predpoklddané odpovédi: Zmnalost

Primka je delsi neZ poloprimka. cast je mensi neZ celek

Nelze urcit, kterd je delst. primka i poloprimka jsou nekonecné
cast je mensi nez celek

0bé jsou stejné dlouhé. primka i poloprimka jsou nekonecné

Se vSemi z téchto odpovédi se setkdvame u zaku zakladnich skol i u studentt
stfednich 8kol. S odpovédi, ze delsi je polopfimka, jsme se nikdy nesetkali® a ani
ji nepredpokladame. Z naseho hlediska je velmi dtlezita druha z odpoveédi. Zde
se jedinec do vnit¥niho konfliktu pravdépodobné jiz dostal. K navozeni rozporu
i k jeho prekonani lze pokracovat dalsimi otazkami:

4G. Galilei (1564-1642) ve své praci Dialog o dvou hlavnich systémech svéta v Discorsi
se odvazuje pracovat s aktudlnim nekone¢nem, ale svych vysledkii se zalekl, nebot pifimo
,odporovaly zdravému rozumu‘. Podobné reaguji i soucasni studenti.

50 experimentech podrobnéji v Prokopové (2003).
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Kterd z poloptimek je delsi?

A Al

Obr. 8

Mdme dvé poloptimky. Jednu z nich rozdélime na dilky (jak je naznaceno na
obrdzku) a kazdy druhy dilek obarvime. Je delsi poloprimka AA" nebo obarvend
édst poloprimky BB’ ?

AI

Obr. 9

Treti poloprimku opét rozdeélime, ale na menst dilky a obarvime kazdy druhy.
Opét se ptame, zda je delsi obarvend cdst poloprimky BB’ nebo obarvend cdst
treti poloprimky.

Tyto tvahy muzeme rozvijet a nasledné konfrontovat jednotlivé odpovédi.
Jednotlivé otazky se snazi pfivodit konflikt, ktery je vySe zminén jako rozpor
dvou znalosti:

primka i polopFimka jsou nekonecné dlouhé ... cdst je mensi neZ celek.

3.2.2 BOD — NEKONEGNE MALE

Nekonecno skryté v geometrickém bodu muze byt pro dité jesté mlhavéjsi nez
nekonec¢no nesené délkou primky. Nekonecnost primky lze pfijmout snadnéji,
nebot ji nechdvame zmizet mimo nas obzor. AvSak bod lezi cely pfed nami a pies
to miize byt nedosazitelny.

Cokoli, co zndme z realného svéta, ma néjaky rozmér. Ale i vétsina z toho,
s ¢im se dité setkava ve skolské geometrii, mé rozmér. Bod je néco, co s témito ob-
jekty tizce souvisi, ale co tuto vlastnost nepfebira. Zaci proto velmi ¢asto o bodu
premysli jako o vyznamném misté jiného objektu, napf. vrchol trojthelniku,
nebo ho ztotoznuji s geometrickym obrazkem, napft. teckou.

Opét se pokusime formulovat provokativni otazku, ktera by mohla vyvolat
vnitini konflikt, poté vyslovime mozné odpovédi a znalosti, které by k nim mohly
vést.
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Otazka: Mame usecku AB o velikosti 5 cm. Predstavme si
(v hlavé), Ze ji rozstfihneme na mensi a vétsi éast v poméru
2 : 3. Jaké geometrické objekty ziskame? Pojmenujme je.

Ptredpoklddané odpovédi:

Znalost

Ziskame dvé usecky AC a CB.

Usecka ma dva krajni body.
(Moznost I)

Ziskame dvé usecky AC a DB.

Usecka md dva krajni body.
(Moznost IT)

S useckou jako rovnou ¢arou se dvéma krajnimi body pracuje uz Eukleides
a nepripousti, ze by krajni bod mohl chybét.

na dvou ruznych mistech.

Otazka: ad I) Jak to, Ze bod C existuje dvakrat? Jak to, Ze je

Predpokladané odpovédi:

Znalost

Jeden bod C prejmenujeme na
bod D.

Usecka ma dva krajni body.
Dva ruzné body maji rizné oznacent.

Bod C' jsme rozstrihli.

Usecka ma dva krajni body.
Bod je objekt, ktery lze delit.

Oba body C jsou jedingm bodem, jen
je pokaZdé umistén jinde.

Usecka ma dva krajni body.
Bod odpovidd pozici (na pivodni
usecce).

Otazka: ad IT) Kde byly body C a D ptuvodné na tseéce AB?

Predpoklddané odpovédi:

Znalost

Body C' a D byly tesné vedle sebe,
usecku jsme rozstrihli praveé mezi
nimi.

Usecka md dva krajni body.

Duva rizné body maji rizné oznacent.
Body na usecce lze jeden po druhém
oddélovat.

Body C' a D byly puvodné jediny bod
na usecce AB (prekrjvaji se).

Usecka ma dva krajni body.
Bod odpovidd pozici (na pivodni
usecce).

Body C a D spojenim vytvori jediny
bod na usecce AB.

Usecka ma dva krajni body.
Bod je objekt, ktery lze délit.

Otézky, predpokladané odpovédi® a uvazované znalosti naznacuji, ze dité,
které fesi tento problém, se dostava na tenky led. Zak na ZS neméa prostiedky
pro feSeni takovych tloh, ale ani stfedoskolsky student, ktery se setkal s ote-
vienymi intervaly, ¢asto tuto zkusSenost nepienasi do geometrického kontextu
usecky. Zak je tak nucen pracovat se svymi predstavami o tiseéce a bodu. Né-
které jeho predstavy o objektech ho mohou dovést k takovym odpovédim, které

6Véechny zde uvedené predpokladané odpovédi byly v rozhovorech zaznamenany. Vice

v Prokopové (2003).
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budou pro né&j samotného nepiijatelné, a tim motivovat snahu takové znalosti
prekonat.

Opét uvedeme mozné navazujici otazky, které problém déle rozvedou a zda-
razni rozpory.

Jestlize jsou body C' a D tésné vedle sebe, ale jsou rizné, existuje jesté néeco
mezi nimi? Pokud ne, existuji tedy dva rizné body, které nejde spojit iseckou
nebo neexistuje stied mezi nimi? Argumentace lze prevést do aritmetiky, kdy
tsecku nahradime ¢asti ¢iselné osy a body ¢isly.

Jestlize se body prekryvaji, nepodarilo se tusecku rozstrihnout, protoZe dve
casti, kterée vznikly, maji spolecny bod. Lze to udélat tak, aby byly rozstiizené?

Jestlize body C' a D byly pivodné jedinym bodem, ktery jsme rozstiihli, jak
takovy bod vypada? A jak vypadd rozstrizenim nové vznikly bod?

Otéazky maji navodit takovy kontext, ktery by odhalil slabiny stavajici zna-
losti — predstavé o bodu a tsecce a tak nejen upozornil na moznou prekazku, ale
ukazal smér, jak ji prekonat.

3.3 ZAVER

Tato kapitola méla priblizit pojem prekazka ve smyslu znalosti, kterda v novém
kontextu brani ziskani znalosti ,lepsi‘. V pracovni dilné jsme se zabyvali konkrét-
nimi znalostmi o bodu a pfimce souvisejici s jevem nekonecna. Pokusili jsme se
predpovédét jaké znalosti by mohly hrat roli prekézky a formulovali jsme nékolik
problémovych otazek, které mohou poslouzit jednak jako diagnosticky nastroj,
ale také jako prostredek k prekonani prekazek. Jev nekonec¢no byl vybran proto,
Ze jsme presvéddéeni, ze nabizi bohaté moznosti pro rozvoj mysleni jedince. Geo-
metricky kontext byl vybran proto, ze se s nim dité ve skole setkava jiz na prvnim
stupni, i kdyz z pocatku implicitné. Proto lze dobfe sledovat mozné ptrekazky,
které maji tendenci se v ¢ase opakovat.

Na zavér zdiraznéme, Ze cilem téchto iloh neni, aby zék uspokojivé odpovidal
na uvedené otazky, ale aby konfrontoval své znalosti a predstavy. Tedy jedinym
cilem je, aby premyslel a tim se rozvijel. Zcela by nase snazeni pozbylo smyslu,
kdybychom mu odpovédi prozradili (pokud to je viibec mozné). Pak by piekazka
nemohla byt prekonéana, pravdépodobné by se projevila pozdéji znovu.

4 ZAVER

V pracovni dilné jsme se vénovali tfem aktivitdm, které demonstrovaly tfi rizné
aktivity ucitele pti vyuzivani TDS ve své vyuce. Aktivita Hra na 20 demonstro-
vala zékladni typy didaktickych situaci a vyznam a-didaktické situace. Obsaho-
vala dvé didaktické situace, které se ukazaly jako motivujici. Zaci se do FeSeni
aktivné zapojili. Vysledky predcily nase ocekavani jak v oblasti formulovani,
pouziti riznych reprezentaci pro vyjadfeni myslenek a pro ovéfovani spravnosti
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pouzitych strategii a ziskanych vysledkt, ale také v trvalosti ziskanych znalosti
a dovednosti.

Dalsi dveé aktivity Puzzle a Nekonecno v geometrii byly zaméreny na priprav-
nou fazi, kdy ucitel didaktickou situaci planuje. Jak je popsano v kapitole 2, od
ucitele se ocekava, kromé dalsiho, Ze se bude zamyslet nad moznymi reakcemi
a postoji zaki a nad strategiemi feSeni problému, které se mohou v pribéhu
vyukové jednotky objevit (jak spravnymi, tak chybnymi). V pracovni dilné jsme
spoleéné prisli na spravné strategie, které zaci v uvazovaném experimentu pou-
zili. Co ndm ¢inilo vétsi potize bylo odhadovat strategie chybné a hledat jejich
pric¢iny. To je vSak velmi dtilezitd souCast analyzy a priory, na kterou nésleduje
prace s chybou, ktera je podstatnou slozkou a-didaktické situace (podobné také
Hejny a Jirotkova v tomto sborniku).

V aktivité 3 jsme dale rozvijeli praci ucitele se specifickym typem chyby a to
s pfekazkou. Demonstrovali jsme ji na zajimavém (a mnohdy samomotivujicim)
jevu nekonecno. S diskuse usuzujeme, ze toto téma uditele zaujalo i kdyz ne
vsichni souhlasili se zatfazovanim podobnych otazek do vyuky. AvSak shodli jsme
se na tom, Ze hledani souvislosti a p¥i¢in pfekdzek v pojmotvorném procesu (ja-
kéhokoli pojmu) je stéZejni soucasti pfipravy uéitele a je i vhodnym vychodiskem
pro piipravu didaktické situace.
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PROSTOROVA PREDSTAVIVOST Z RUZNYCH STRAN

Jaroslav Perny

Tento prispévek popisuje dilnu, ktera byla realizovana spolu s doc. J. Mol-
narem v ramci tzv. kulatého stolu na téma Prostorova predstavivost ze vSech
stran.

Po prvni ¢asti doc. J. Molnara ,,K prostorové predstavivosti muzi a Zen®,
ktera byla zaméfena spiSe teoreticky se tiCastnici prakticky zabyvali dvéma pro-
blémovymi situacemi, které mohou napoméahat rozvoji prostorové predstavivosti
zaka.

Prvni dlohovou situaci byly tzv. Geometrické skladanky v rovinég, kdy kazdy
ucastnik dostal ,,univerzalni“ soubor 5 obrazcti vystithanych z papiru (viz obr. 1),
ze kterych ma byt sloZzen postupné:

a) Ctverec,

obdélnik,

=3

o

trojuhelnik,

[oW

rovnobéznik,

)
)
)
e) lichobéznik,

f) rtznobéznik.

Pritom musi byt pouzity vSechny dily souboru.

Obr. 1

Soubor obrazcii muze byt z papiru nebo z plastu a zakladem je ¢tverec 10 x
x 10 cm rozsttihany podle obr. 2 a) (¢4ry sméfuji z vrcholit do stfedl stran
¢tverce). Pokud je tloha zaddvdna mladsim zakdim, je mozno atvary d), e), f)

zadat tlohou ,hledejte dalsi atvary, které lze z daného souboru obrazci sestavit®,
nebo tvar zminénych utvaru zadat obrazkem.
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Resent na obr. 2.

a) ctverec b) obdélnik ¢) trojihelnik

d) kosodélnik e) lichobéznik f) riznobéinik

i\ i\

Obr. 2

Nasledovala diskuze s Gcastniky dilny, jaké volili pro skladani strategie a ktery
thelnik.

Za velice cenné jsem povazoval zjisténi nékterych icastniki, ke kterému dosli
i nékteri zaci pri dukladnéjsim feSeni této problémové situace, ze kromé obdél-
niku (obrazec b), lze vSechny ostatni postupné vytvofit ze ¢tverce pfemisténim
jediného dilu.

Druhou dlohovou situaci bylo tzv. Odvalovani hraci kostky, kdy kazdy tcast-
nik dostal hraci kostku a na papiru natisténé hraci plany nékolika aloh. Ukolem
kazdého bylo, pouze ve své mysli ,prevracet” klasickou hraci kostku pfes jeji
hrany a sledovat sténu, na kterou se kostka pravé polozila. Pfitom nesmi byt
s hraci kostkou manipulovano.

V tlohéch typu A se v mysli pfevraci kostka ve sméru Sipek na hracim planu
a zapisuji se do néj hodnoty na dolni sténé kostky.

V tlohéach typu B naopak je zaddna fada hodnot, na kterou se mé kostka
polozit, a Sipkami se zaznamenavaji do planu sméry prevraceni kostky.

Na zacatku je umoznén maly néacvik pripravnych tloh obou typt, kdy se
nejdfive v predstavé provede postupné odvalovani kostky a doplni se hodnoty,
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resp. Sipky, do hraciho planu a pak je mozno si manipulaci s kostkou své Teseni
oveérit.

Ve vsech ulohach se kostka odvaluje ze zakladni polohy! (viz obr. 3)
Tj.: na dolni stén€ je 6, na horni stén€ 1, na pravé sténé€ 3, na levé sténé 4, atd.

S @8

Obr. 3

Nécvikové dlohy typu A: (zapisujte hodnoty)

EEEEE:

NA2: _L _L
4

6

Nacvikova tloha typu B: (zapisujte Sipky)

NB: 6-4-2-1
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Nyni bude nasledovat soubor tloh k feSeni, pti kterych jiz ponechate hraci
kostku ve stabilni zdkladni poloze a budete ji pfevracet vyhradné pouze ve své
predstaveé!

UA1: UA2:

+- -+ v
Tt

t T T
UA3: + + - UA4: 4
EE:

~

(Hodnoty z rizngch smérd

Jaké cislo je vpredu? e zapiste do pislusnyjch
éasti posledniho pole.)
UB1: Gro=d=l UB2: 6-3-2-1
6 6

Po skonceni této ¢innosti byli tcastnici dilny vyzvani k urcité sebereflexi
podle predtisténé osnovy:
Pokuste se nyni odpovédét na nékolik otazek:

A) Pomaéhali jste si né&jak pfi FeSeni téchto uloh na odvalovani hraci kostky?
Pokud ano, jak, CIm? . ...

Sledovali jste pfi feSeni jen jednu sténu kostky nebo vice stén? ..........
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C) Objevili jste pfi ndcviku a FeSeni néjaké pravidelnosti v odvalovani, které
jste pak kromé predstavivosti vyuzili pii feSeni tiloh nebo pri kontrole
spravnosti feseni?

Uvedte:

Nasledovala diskuze s ucastniky dilny k vlastnimu provedeni i k otazkam
sebereflexe. V podstaté se potvrdily vysledky experimenti s zaky, ze si pfi feseni
lohou byla UA3, kde bylo vice zmén sméru odvalovani a Ze potize ¢inilo zejména
opétovné navazani pii preruseni sledu odvalovani se hraci kostky.

Uéastnici dilny rovnéz v souhrnu objevili viechny pravidelnosti (regularity)
odvalovani, které mohou byt vyuzity pfi feSeni nebo mohou slozit pro kontrolu
spravnosti feseni, jako napf. Ze pfi zméné sméru odvalovani a nasledujici zpétné
zméné sméru je na konci stejné &islo (UA2), nebo Ze poznatek o stiidani se zmén
sméru odvalovani pouzity v jedné tloze (UA4) lze vyuzit pii feSeni jiné tlohy
(UB2).
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OD JEDNODUCHE ULOHY K PROJEKTUM
Jana Pliskova, Radek Machaty

Uvob
Tento ptispévek je zkracenym piehledem nasSich zkuSenosti pfi praci s détmi na
ZS.

Tykéa se vytvareni tloh, ve kterych se zaci seznamuji s problematikou kazdo-
denniho zZivota, jejich zpracovani, hodnoceni a vyvoje.

K dané problematice jsme pfistupovali ze dvou raznych pohledt, protoze
pracujeme s riznymi vékovymi skupinami zak, déli nas predmétova specializace,
Cas straveny s jednotlivymi skupinami déti i vékovy rozdil a délka praxe. Presto
se oba domnivame, ze pravé tato spoluprace obohatila nasSe asili zdokonalit svoji
praci a pro zaky byt dulezitym ¢lankem v ziskdvani dovednosti potiebnych pro
orientaci v zivoté.

Ptispévek jsme nazvali ,,0d jednoduché tlohy k projektim*, protoze hranice,
ktera déli pojem tloha a projekt, je chapana jednotlivymi lidmi odlisné a mnohdy
préavé slovo ,projekt“ ucitele odradi od pokusu vyzkouset cosi nového.

PRrISTUP PRVNI — ,SKOK ROVNYMA NOHAMA*

Jsem ucitelkou matematiky a fyziky na 2. stupni ZS. Pracovat s tlohami, které
prinési zivot kolem nas, nikoli uéebnice, jsem se rozhodla az po nékolikaleté praxi,
kdyz jsem vychovéavala zaky své tfidy a pristoupila na hru otézek ,K ¢emu nam
to bude?“. Zacala jsem sbirat zkusenosti z riznych pracovnich oboru a pfipravo-
vat tak zadky na vybér povolani. Prace jsem zprvu zadavala bez prilisné predchozi
rozvahy a byla jsem velice prekvapena riznorodosti pochopeni a zpracovani té-
mat. Tento piistup stale uznavam, protoze kazdy zak je individualita, kterd
potiebuje sviij prostor pro vyjadfeni. S ¢asem vSak pfisla zkuSenost, co mohu
ocekavat a co mohu v zadani upfesnit. Mezi klady takto zadavanych dloh patii
samostatnost zpracovani, originalita pfistupd a seznameni zaku s oblastmi, které
pravé je zajimaji ¢éi s prostfedim, které je jim blizké. Casto se podaiilo zapojit
rodide pii zjisfovani informaci. Omylt zékt je mozné kladné vyuzit v rozborech
vybéru témat, vhodnosti feseni, ukazkach jinych pristupt a pfi motivaci k dalsi
praci. Individudlnim feSenim je nutné vénovat vétsi Casovy prostor na zpracovani
i na vyhodnoceni, proto nepovazuji za vhodné zadavat prili§ mnoho takovych
uloh v kratkém casovém sledu. Podle potfeby, obtiZznosti ¢i rozsahu byly prace
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zadavany k vypracovani ve Skole ¢i doma, pro samostatné zpracovani ¢i praci ve
skupindch. Néktera témata (napf. statistika) byla zpracovana nejprve ve skole,
pak ve skupinach, nasledné doma a pro tplnost s vyuzitim vypocetni techniky.
Zaci museli vzdy formulovat tlohu a jeji cil, zjistit si potiebné informace a ty
pak zpracovat s prehlednym zapisem feseni.

Ukazky konkrétnich Gspé&Snych témat a jejich strué¢ného zadani:

1. Zatidte si pokojicek. Obnovte tapety, vymalujte, pofidte si zafizeni. Zjis-
téte si rozméry a ceny tapet, popf. fedéni, objem a spotfebu barvy, ceny
zaddaného zafizend. . .

2. Naplanujte dovolenou. Zjistéte misto, cenu pobytu, dopravu, vzdalenost,
potfebné finance, pfevod mén, ...

3. Hledejte procenta v novinach. Z rtznych novinovych ¢lankd zpracujte
ulohy tykajici se procent. Navrhnéte text tlohy, dolozte vybranym ¢lan-
kem.

4. Sledujte vyvoj cen, slevy a zdrazeni vybranych vjrobkd. Zpracujte do
slovni tlohy.
Najdete klamavou reklamu?

5. Ulozte vyhodné 10000 K¢. Seznamte se s bankovnimi tfady a nabidkou
jejich produktu.
Dolozte letdkem a vypoctem va$i volbu vyhodného ulozeni. Porovnejte
s jinymi nabidkami.

6. Zjistéte spotfebu energie ve vasi domdacnosti. Sledujte idaje na elektro-
méru, zjistéte si prikony jednotlivych spotfebici, zpracujte cenu energie
podle prislusného sazebniku, vypracujte dlouhodobou finané¢ni rozvahu.

7. Statisticky zpracujte vybrané téma dle vlastniho vybéru.

vvvvv

jimavéjsi, proto svoje zkuSenosti vice popisu.
Statistické Setfeni Zaka osmého & devatého roéniku ZS:

Uvodni faze: Zaci se seznamili s problematikou, pojmy, podle pokynii zpracovali
svoje prvni statistické Setfeni, které se zabyvalo jejich klasifikaci v matematice.
Je to téma zakam velice blizké od zacatku Skolni dochazky, proto je ucivo 1épe
chapéano.
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Druhd faze: zaci pracovali ve skupinkach 3—4 zakd, zvolili si vhodny jev ve tfidé
a zpracovali statistické Setfeni v ramci vyucovaci hodiny. Mezi ¢asto volend té-
mata patii vék, velikost bot, pocet sourozenci, barva tricka ¢i oc¢i, ale také ob-
libenost predmétii, pocet vyucovacich hodin v tydennim rozvrhu atd. Jiz v této
fazi je mozné pii hodnoceni smérovat zaky k zamysleni, zda mé jejich Setfeni
néjakou vypovidajici hodnotu a smysl.

Treti fdze: zaci opét pracovali ve skupinkach (je mozné je z(zit na dvojice).
Dtvodem je pochopeni prace i slabsimi zaky. Tentokrat bylo tkolem zvolit si
Setfeni v ramci Skoly, které by skole bylo prospésné. V ramci vyucovaci hodiny
zaci provadeéli Setfeni, dalsi hodinu zpracovavali ziskané udaje. Osvédcilo se mi
seznamit zaky s ukolem dopiedu, ziskat jejich témata Setfeni a informovat kolegy
o pohybu zékt po skole.

Mezi velmi dobfe zpracovatelné tidaje patfily podané prihlasky na SS, piijeti
74kt na SS ¢i rozdéleni zaméstnancti $koly podle jejich pracovniho zafazeni.
Naopak setfeni tykajici se absence zaku ¢i dochazky do skolni jidelny piinesla
zakim nejeden problém (volba znaku, jednotky, souboru, ...).

Cturtd fdze: zéktim byl zadan tkol vybrat si téma statistického Setieni v je-
jich domécim prostiedi. Mezi dobfe volenad témata jsem zaradila napf. Setfeni
véku obyvatel bytového domu, Setfeni ¢asu zaka straveného riznymi ¢innostmi
v pribéhu 24 hodin, podil druhu pofadi vysilanych jednotlivymi televiznimi sta-
nicemi ¢i zadjem o cil zahrani¢ni dovolené ve zvolené cestovni kancelari. Naopak
témata zabyvajici se barvou aut na parkovisti ¢i barvou strechy okolnich domt
mi nepfipadala prakticky vyuzitelna, snad jen pro prodejce danych vyrobki.

Pdtd faze: nabizi se vyuziti vypocetni techniky pro zpracovani statistického Set-
feni pokud to moznosti skoly dovoli.

Zaveér: Moje zkusenost s obdobnymi pracemi je velice dobra. Hodnotim spravnost
zpracovani, nikoli volbu tématu, ktera je pln€ v kompetenci zakt. Volba témat je
véci diskuze, ktera praci obohacuje. Zaci vypracovali tikoly vzdy vichni, na rozdil
od klasickych domacich tkold. Je vhodné vyzdvihnout na samostatné praci zaka
napriklad zpracovani i pfes nedostatek volby tématu ¢i naopak volbu tématu i pri
nedokonalém zpracovani. Pro zpracovani statistického Setfeni mam pripraveny
formulaf, coz mi poméahd pii zavéreéném hodnoceni prace.

PRrisTUP DRUHY — ,,OD TEORIE K PRAXI“

Jsem ucitelem prvniho stupné ZS se zaméfenim na hudebni vychovu, kterou vy-
uCuji i na 2. stupni. Pfi praci s détmi jsem si vytvoril systém, podle kterého
pripravuji dlouhodobéjsi prace — projekty, které propojuji rizné oblasti bézného
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zivota a zadkim spojuji poznatky a zkuSenosti ziskavané v jednotlivych predmé-
tech. Pfi praci na projektech poznavaji slozitosti Zivota dospélych primérenou
a nendsilnou formou. Domnivam se, ze priprava projektu je mezipredmétovou
problematikou. Ve své praci se zabyvam zejména hudebnimi projekty, kde v plné
§ifi vyuzivdm matematiku v tivahdch o financovani. (Pofad4ni hudebniho festi-
valu, Manager hudebni skupiny, Majitel soukromé rozhlasové stanice, Nahravaci
studio, .. .)

PoOSTUP PRI PRIPRAVE PROJEKTU

Pi1i zvoleni tématu je nutné si uvédomit, co bude cilem projektu, jaky ocekdvam
vystup, zpracovani, obsah a rozsah prace, zda bude projekt praci jednotlivce
nebo se na ném bude podilet viceclenna skupina zaki. Velkému projektu mohou
predchazet jednohodinovky“ ¢i ,tématicka fada“, ve kterych je navozeno téma,
zpracovana obdobné problematika, ukézana cesta ke zpracovani.

Jednohodinovka — libovolné zafazena hodina do vyucovani, ve které se fesi jeden
navozeny problém.

Namét:

Uloha cestujiciho, ktery pfisel na nadrazi pravé ve chvili, kdy mu odjizdi vlak.
Dalsi mu jede az za 2 hodiny. Rozhodl se dobu zaplnit pozorovanim déni na
nadrazi a pfemyslenim, co vSechno se da ,pocitat”:

e Pocitani lidi, ktefi si jdou koupit listek k pokladné.
e Odhad trzby po prodeji listk.

e Procentualni zastoupeni muzu a zen, kteri kupuji jizdenku, kavu, novi-
ny, ...

e Trzba trafiky za prodej novin, ¢asopisu atd.
e Pocet stanic v CR.
e Ulohy o pohybu podle jizdnich fadi.
e Pomeér osobni a nakladni dopravy.
e Vypocet plochy niddrazi, nastupist, zastreseni.
Atd.
Tématickd Tada — soustava vyucovacich jednotek, kterd se vénuje stejné proble-

matice. Zde se jiz nabizi moznost domaci pfipravy a splnéni ¢i dokonceni tématu.
Jako priklad volim stejné téma cestujiciho na nadrazi.
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1. tyden — Prodej jizdenek. (trzba, primérna cena, prodej za ¢asovou jednotku,
Cetnost prodeje do cilovych stanic, mezindrodni pfeprava, ... )

2. tyden — Zaznam vysledkii do grafii. (Zaci si pfipravi rysovaci pomicky a pra-
cuji s milimetrovym papirem.)

3. tyden — Ulohy o pohybu. (ZAci si piinesou jizdni ¥ady, uéi se v nich orientovat
a kombinovat cesty, .. .)

4. tyden — Procenta. (procentuélni zastoupeni muzi a Zen, osobnich a naklad-
nich vlaki, proddvanych novin a éasopist, .. .)

atd.

Tématickd fada ma velkou vyhodu — redlny zaklad, moznost takové misto
osobné nebo se tiidou navstivit. Ucitel mtze vymyslet tlohy, jaké potiebuje,
mé velké mnozstvi materidlél, které lze ziskat na kterémkoli misté CD. Jestli
pouzivé realné tdaje, nebo se jim pouze pFiblizuje zaleZi na jednotlivci. Zak ma
stale pred sebou existujici a znamou véc, se kterou se pravidelné ¢i nepravidelné
setkava. V tématu se orientuje a nema z ného strach jako z véci, se kterou nema
zkuSenosti.

Dlouhodoby projekt — po predchozi tématické fadé vétsinou nasledna samostatna
domaéci prace, ve které se prolinaji védomosti a dovednosti ziskané v riznych
oblastech. Téma by mélo byt dostatecné Siroké, aby si v ném zak naSel jemu
nejblizsi zptisob zpracovani. Je dobré zadavat praci z pozice urcité osoby, ktera
se v daném prostiedi vyskytuje. Napoméaha to i zjistovani informaci a konkreti-
zovéni predstav zakdl. V navaznosti na téma CD to muZe byt zpracovani tdajt
7 pozice:

majitele pfepravni spole¢nosti

e propagace, reklama, finance

e pocet zaméstnanci

slevy, tratové jizdenky, vyhody pro cestujici
e porovnani sluzeb CD a BUS
e nakup vlakovych souprav
vypravéiho
e pocet projizdéjicich vlak
e prace s jizdnimi fady

e mnozstvi km nachozenych na peréné
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e vyluka — mnozstvi autobusi potfebnych k pfepravé cestujicich
e pocet minut tel. hovort nutnych pro provoz
vedouciho depa
e pocet zaméstnanci na adrzbu a opravy
e cena soucastek

e Cas nutny na opravy

a dalsich.

Hodnotime:
e Upravu prace, prehlednost, kompaktnost
e realnost — zivotaschopnost
e orientaci v problematice
e obsahovou stranku
e napaditost a originalitu

e spravnost postupi

ZKUSENOSTI

Zaci vétsinou zpocatku projevuji nevoli a nepochopeni zadaného tikolu. Po zhod-
noceni prvniho zadaného projektu vsak tyto reakce brzy mizi. V zavéru kazdé
prace pozaduji sebehodnoceni zaka. Zaci se vyjadiuji o pocitech, které v nich
zanechala samostatnd ¢i skupinova prace a zpravidla oteviené popisuji klady
i zdpory projektu.

ZAVER

Teprve ovéfenim prace, projektu na skupiné zaki je mozné zjistit, jak je mozné
je propracovat a vylepSit a jak je schopna dana skupina zakt pracovat. Do-
porucujeme neukazovat zakfim diivéjsi prace. Zaci nas vétsinou prekvapi jesté
napaditéjSimi a vypracovanéjsimi tlohami a projekty, které vyplyvaji i z nasi
ptipravy a predchozich zkuSenosti. Ne vsichni zaci jsou pripraveni k samostatné

préaci, proto je vhodné jim nabidnout pravidelnou dobu mozné konzultace.
Nas vzajemnd zkusenost a tato spoluprace obohatila a totéz pfejeme i vam.



JAK UCIT MATEMATICE ZAKY VE VEKU 11-15 LET 187

GEOMETRICKE KONSTRUKCE Z POHLEDU RUZNYCH
DIDAKTICKYCH PROSTRED{

Filip Roubicek

Diskuse o tom, co z geometrie na zakladni skole vyucovat a zejména jak
¢i jakymi prostredky, je stale aktudlni. Rysovani ma ve Skolské geometrii stale
dominantni postaveni, zatimco alternativni zptisoby reprezentace geometrickych
Gatvaru jsou zafazovany do vyuky mnohem méné. Pfitom mnohé z nich jsou ve vy-
ucovani snadno realizovatelné a pro zaky motivujici. Planimetrické konstrukeni
ulohy, zejména konstrukce trojihelniki a ¢tyfuhelniki, patii mezi partie skolské
geometrie, které zaci hodnoti jako obtizné. Jednou z p¥icin je zjevné forma, kte-
rou je toto ucivo prezentovano. Nelze opomenout ani skute¢nost, ze jeho prope-
deutika je kvili undhlenému abstrahovani geometrie nedostateéna. Geometrické
zkusenosti, se kterymi zaci prichazeji do skoly, byvaji nevyuzity a nahrazeny for-
malnimi poznatky. Neziidka se setkdvame s tim, Ze zaci (ale i studenti uditelstvi,
coz je velmi alarmujici) geometricky ,nevidi“.

Prispévek, pojednavajici o geometrickych konstrukcich z pohledu riaznych di-
daktickych prostfedi, nepredklada zaruceny recept, ktery by tento problém vy-
fesil mavnutim kouzelného proutku, nabizi v§ak mozné feseni. Takovym FeSenim
je rozsireni skaly didaktickych prostiedi, v nichz se zaci s geometrii seznamuji.
Didaktické prostiedi je charakterizovano specifickym prostfedkem reprezentace
a ¢innostmi, které jeho uziti ve vyucovani provazeji.

Rysovani jako vytvareni vizualnich reprezentantt geometrickych objektd po-
moci rysovacich potfeb je jednim z nejrozsitenéjSich didaktickych prosttedi ve
skolské geometrii. V tomto prostfedi se fesi nejen konstrukéni dlohy, ale casto
je uprednostnovano i v pojmotvorném procesu. Jinym didaktickym prostiedim,
které je moderni alternativou k rysovani, je Cabri geometrie. V posledni dobé je
hojné prezentovana na riiznych setkanich uciteld matematiky, presto neni v na-
Sich skolach pfilis rozsifena. Jednim z divodu je zfejmé skutecnost, ze vyuziti
novych technologii ve vjuce a aktivni zapojeni zéka je obtizné uskutec¢nit na-
jednou. Moznost vyucovat celou tfidu v pocitacové ucéebné vybavené potfebnym
softwarem neni pro ucitele matematiky bézny standard. Nezbyva tedy nez setr-
vat u tradi¢nich prostfedki, le¢ i ty mohou byt rozmanité.

Ptispévek byl podpoten granty GACR, 406,/03/D052, GACR, 406/05/2444
a VZ AV0Z10190503.
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V prispévku je popsano né€kolik alternativnich didaktickych prostfedi, vét-
§inou znédmych, presto v praxi opomijenych. Jedna se o modelovani geometric-
kyjch obrazci pomoci skladacek, geometrii prekladaného papiru a provazkovou
geometrii. Prostfedky, které jsou v téchto prostfedich pouzivany, jsou bézné do-
stupné a finan¢né nenaroc¢né. Jmenovana didakticka prosttfedi jsou prezentovina
na planimetrickych konstrukcich propedeutického charakteru uréenych zakam 5.
az 7. ro¢niku ZS.

SKLADACKY

Jednim z prostredkii, které vedou déti jiz v predskolnim véku k aktivnimu pozna-
vani geometrickych obrazci, jsou ruzné skladacky. Modelovani pomoci skladacek
predstavuje specifické didaktické prostiedi, které otvird prostor pro tvofivost
a rozvoj geometrické predstavivosti. Mezi nejznaméjsi skladacky, oznacované
jako geometrické hlavolamy, patfi Tangram. Ze sedmi dilkt, které vznikly di-
myslnym rozdélenim ¢tverce, lze sestavit nejen rizné obrazy osob, zvirat a pred-
métl, ale také nékteré mnohothelniky (viz obr. 1). Velice podobna Tangramu
je skladacka na obr. 2, kterou tvoii pét dilkt, z nichz lze kromé ¢tverce sestavit
dalsi ¢tyfi ¢tytihelniky a trojuhelnik (viz Perny, 2003). Rozmanitost mnoho-
thelnikt, které lze z obou sklddacek vytvorit, je pozoruhodnéa. Navic z jednoho
mnohothelniku 1ze rozdélenim a premisténim jeho ¢asti ziskat dalsi.

X PRI

(. ¥
N o =2

Dalsim typem skladacek jsou mozaiky — stavebnice obsahujici riznobarevné
dfevéné desticky trojuhelnikového nebo ¢tyfthelnikového tvaru urcené k sesta-
vovani ornamentid ¢i obrazcti podle predlohy nebo fantazie ditéte. Prestoze se
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jedna o stavebnici pro déti predskolniho a mladsiho skolniho véku, mizeme ji
s tispéchem pouzit i ve vyucovani geometrii na druhém stupni ZS, a to nejen
k vytvafeni mozaiky — teselace (viz Ilucové, 2004), ale téZ k modelovani mnoho-
thelnikt a soumérnych obrazct.

Pro modelovani mnohothelnikii se nejlépe osvédcila sklddacka obsahujici
dilky ve tvaru pravoihlych rovnoramennych trojihelnikéi. Neméame-li k dispo-
zici dfevéné stavebnice, miizeme si sady trojihelniki snadno vyrobit z barevného
kartonu. Zaci pomoci shodngch trojihelnikovych dilkii modeluji napiiklad rtizné
Gtyfthelniky (viz obr. 3), podobné Utvary (viz obr. 4) apod. Vysledky modelo-
vani mohou zaci zakreslit do ¢tvercové sité, nebo papirové dilky nalepit na papir,
a pouzit v dalsich hodinach naptiklad pti odvozovani vzorct pro vypocet obsahu
Ctyithelniku.

LN NN NN

Obr. 3 Ctytthelniky

A AN AN

Obr. 4 Podobné atvary
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Moznost manipulovat s dilky v jiz sestaveném obrazci usnadnuje také fe-
Seni kombinatorickych dloh typu: Urcete, kolika rdznymi zpisoby lze sestavit
z osmi shodnych pravouhlych rovnoramennych trojuhelnikti ¢tverec. Nalezeni
v8ech zplisobii sestaveni ¢tverce (viz obr. 5) mlize byt vychodiskem pro dalsi
ulohu: Sestavte z osmi trojihelnik dvou barev (4 + 4) obrazec ve tvaru ¢tverce,
ktery je a) pouze osové soumérny, b) pouze stfedové soumérny, c) osové i stiedové
soumeérny. Tuto tlohu mohou zaci fesit také tak, ze sestavi ze ¢tyTt trojihelniki
obdélnik a ten pak doplni v osové nebo stiedové soumérnosti na ¢tverec. Pti kon-
strukei osové soumérného obrazce si mohou pomoci prilozenim zrcatka k delsi
strané obdélniku a pii konstrukci stfedové soumérného obrazce mohou pouzit
otoceni obdélniku o 180°. Obrazec, ktery je osové i stfedové soumérny, poznaji
podle toho, Ze m4 alespoii dvé osy soumérnosti, které jsou k sobé kolmé. Reseni
pro dva zpisoby sestaveni ¢tverce jsou znazornéna na obr. 6.

Obr. 5 Razné zptsoby sestaveni ¢tverce

y 4
rd

Obr. 6 Osové a stfedové soumérné obrazce
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GEOMETRIE PREKLADANEHO PAPIRU

Mezi populdrni formy modelovani geometrickych utvaru patfi skladani z papiru
nazyvané Origami (viz http://www.origami.cz). Z celé skaly papirovych sklada-
nek jsou ve vyucovani geometrii uplatiiovany zejména modely mnohostént (viz
Pfibyl, 2005) a mnohothelnikii. Pokud se zaméfime na modelovani rovinnych
atvarti, hovofime o geometrii pieklddaného papiru (Sykora, 2000). Geometrie
prekladaného papiru nabizi zajimavou alternativu k tradi¢énimu feseni konstruké-
nich dloh rysovanim. K modelovani staci nékolik listd papiru, nékdy vyuzijeme
i ntzky a tuzku.

List papiru reprezentuje rovinu a hrana vznikla jeho prelozenim pfimku. Pri
modelovani z listu papiru formétu A4 vyuzivame v konstrukcich kolmost a rovno-
béznost hran listu. Skutec¢nost, ze konstrukci providime v podstaté v obdélniku,
vede k tomu, ze konstrukce nékterych utvari prekladanim papiru jsou ve srov-
nani s rysovanymi konstrukcemi jednodussi. Napriklad model ¢tverce ziskdme
dvojim prelozenim listu papiru, jak je zndzornéno na obr. 7. Chceme-li konstrukci
zobecnit, je tfeba rovinu reprezentovat listem papiru, ktery nema rovné hrany
(toho docilime naptiklad otrhanim okraju listu papiru). Na obr. 8 je zndzornéna
konstrukce ¢tverce pomoci rovnobézek a kolmic. Vychazi ze zndmého poznatku:
Je-li pfimka a kolméa k pfimce b a zaroven k piimce c, pak primky b, ¢ jsou
navzajem rovnobézné. Jina konstrukce je zaloZena na poznatku, ze thlopricky
déli ¢tverec na Ctyfi shodné rovnoramenné trojuhelniky.

Obr. 7 Konstrukce ¢tverce 1

Obr. 8 Konstrukce ¢tverce 11
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Pii konstruovani Gtvart bez uziti béznych rysovacich potieb (trojihelniku
s ryskou, kruzitka, thloméru) jsou Zaci vedeni k uvédomovani si vlastnosti atvart
a vzajemnych souvislosti mezi nimi. Napiiklad konstrukce rovnostranného troju-
helniku pomoci kruzitka a pravitka je pro zaky snadné, ovSem v novém prostiedi
se stava pro mnohé z nich obtiznou tlohou. Konstrukce prekladanim papiru totiz
vyzaduje uvédomeéni si nejen shodnosti stran ¢i vnitinich ahlt trojuhelniku, ale
téZ jeho soumérnosti (viz obr. 9).
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Obr. 9 Konstrukce rovnostranného trojuhelniku

PROVAZKOVA GEOMETRIE

Nazev provdzkovd geometrie je neobvykly, vystihuje vSak prostfedek, ktery je
v konstrukci geometrickych utvart pouzivan, a reprezentacni formu, kterou jim
davéa. Pro presné vymezeni tohoto didaktického prosttedi je tfeba charakterizovat
aktivity, které uziti provazku v konstrukcich provazeji. Patfi mezi né jakdkoliv
manipulace s provazkem, jejimz vysledkem je naptiklad ziskani tsecek stejné
délky, stfedu tsecky nebo porovnani délek. Z urc¢itého pohledu se pohybujeme
v jednorozmérném prostoru, tsecky délime na stejné ¢i nestejné ¢asti.

Pomoci provazku lze modelovat fadu geometrickych utvart, rovinnych i pro-
storovych. V tomto textu se tim rozumi konstruovani rovinnych utvard, které
jsou provazkem reprezentovany a zaroven pomoci néj vznikaji. Zddraznéme, ze
v konstrukcich pouzivame pouze provazek, obdobné jako v euklidovskych kon-
strukcich pracujeme pouze s kruzitkem a pravitkem (bez méfitka).

Uziti provazkové geometrie ve vyucovani, které probihd v bézné ucebné, pri-
nasi néktera tskali. Zaci byvaji vynalézavi a v konstrukcich pouzivaji ,,nepovo-
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lené“ pomticky (napf. pravitko nebo hrany lavice), coz je sice z hlediska rozvijeni
kompetence fesit problémy prinosné, ovsem proti podstaté tohoto didaktického
prostiedi. Jejich uziti totiz odvadi zaky od nami vymezeného zpisobu konstrukce
a poznatku, ke kterému je chceme touto ¢innosti dovést. Z tohoto divodu se
jako idedlni prostor pro uziti provazkové geometrie jevi volné prostranstvi, louka
apod. Ne vzdy ma vsak ucitel moznost pracovat v terénu, proto je tieba pred-
chézet pouzivani ,nepovolenych® pomicek jinym zpisobem. Jednim z moznych
feseni je popsat situaci, z niz bude zakim zfejmé, co maji a co nemaji k dispozici.
Konstrukéni alohu, kterou maji zaci fesit, mizeme uvést napiiklad pribéhem.

V ZAMECKE ZAHRADE

Katka a Martin chodi radi do zdmecké zahrady. Jejich déda tam pracuje jako
zahradnik. KaZdy rok md mnoho prdce s wvysazovdanim kvétin do rozmanitych
ornamenti. Katku a Martina vZdy zajimalo, jak to deda déld, Ze jedny kvetou
v soustrednych kruzich, jiné tvori hvézdu nebo sachovnici, kdyZ nemd Zddné obri
kruZitko, pravitko ani trojuhelnik. Déda jim své tajemstvi neprozradil, ale nabidl
jim, Ze mu mohou pomoci.

,Dobéhni do kulny pro provdzek a vezmi s sebou nékolik drevenych koliku“,
7ikd déda Martinovi. ,,K ¢emu to budes, dédo, potrebovat®, ptd se zvédavé Katka.
»Potrebuji vykolikovat ctverec, odvéti deda, ,ast takhle velky“. To je prece jed-
noduché, mysli si Katka a Martin sebejisté pronese: ,,To mame za chvili hotove.“
»Dobre, tak vy dva vykolikujete zdhon a jd zatim pripravim sazenice.“

Po chuilce pribéhne Katka za dédou a radostné mu oznamuje: ,UZ to mdme.
Bylo to raz dva.” ,,To jste skvéli geometri“, 1ikd potésené déda a jde se podivat.
»Je to opravdu ctverec?“ Pro¢ by nebyl? Na vSech strandch je provdzek stejné
dlouhy“, namitd Martin. ,To asi ano, ale ten pravy thel se mi nezda“, krouti
hlavou déda. ,,Ten jsme odhadli. Nemdme tak velky trojuhelnik s ryskou ani
twhlomer®, vysvetluje Katka. ,Hm, to jd taky ne, ale zkontrolovat by to slo“,
odvéti déda a jde si po své prdci.

Nakonec Katka a Martin presny ctverec vykolikovali a déda jim ukdzal, jak
ctvercové ornamenty vznikaji.

Situace popsana v pfibéhu nabizi hned nékolik geometrickych tloh. Jednou
z nich je konstrukce ¢tverce, resp. pravého thlu, kterd predstavuje déjovou za-
pletku a v pfibéhu je zamérné zamléena. Nabizi se téz nékolik otazek do diskuse:
jak déda poznal, Ze vykolikovany Gtvar neni ¢tverec, jak mohli Katka a Martin
zkontrolovat pravé tihly, jak lze pomoci provazku sestrojit rovnobézky a kolmice.
Zavér pribéhu pak vybizi k tvorbé ¢tvercovych i jinych ornamentt ¢i dokonce
navrhii zameckych zahrad, ve kterych by mohli zaci vyuzit své poznatky sou-
mérnosti ttvard podle osy nebo stiedu.

Geometrickou tlohou, k niz pribéh zaky prirozené vede, je konstrukce ¢tverce.
7 popisu situace je zfejmé, ze pri feSeni konstrukce ¢tverce nelze pouzivat bézné
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rysovaci potieby, ale pouze provazek. V pripadé, ze zaci pracuji ve 3-4¢lennych
skupinéch, coz doporucujeme, nejsou zapotiebi ani zminéné koliky. Kazda sku-
pina dostane dva kusy provazku v délce asi 4 m a manipulaci s nim tlohu fesi.
Konstrukce ¢tyftuhelniku, ktery mé vsechny strany stejné dlouhé, je pro zaky
snadné, obtizna je konstrukce pravého thlu. Néktefi Zaci tento problém fesi
tim, Ze pouzivaji pravouhlé pfedméty v ucebné. Uziti této pomicky, jak jsme
jiz uvedli, vSak neodpovidd zadané situaci, proto je treba zdky upozornit, ze
Katka a Martin takové pomticky neméli a pfesto Gtverec sestrojili. Zaci, ktefi
jiz znaji Pythagorovu véty, pfichazeji nékdy s napadem vyrobit si z druhého
provazku pravouhly trojihelnik — pythagorejsky trojuhelnik 3-4-5. Vyroba ta-
kové pomticky je ovSem pomérné komplikovana. Nékteri zaci si vzpomenou na
shodnost thlopticek ve ¢tverci a konstrukci zdarné dokonéi, jinym je tieba cestu
naznacit.

Pomoci provazku lze konstruovat nejen ctverec, jak bylo ukazano vyse, ale
i jiné mnohothelniky. Na obr. 10 je naznacen postup konstrukce rovnobézek
(protéjsich stran kosodtverce) a kolmic (thlopticek kosodtverce), které lze vyuzit
v dalsich konstrukcich. Provazkova geometrie je rovnéz pouzitelnd pro modelo-
vani osové nebo stiedoveé soumérnych Gtvart. Jediné, ¢im jsme v tomto didaktic-
kém prostiedi omezeni, je skutecnost, ze vysledkem konstrukce pomoci provazku
je lomen4 ¢ara (uzaviend ¢i oteviend). O konstrukei kruznice ¢i jiné k¥ivky (napf.
elipsy) 1ze mluvit jediné v p¥ipadé, Ze vytvofime pomoci provazku stopu, ktera
je bude reprezentovat.

1/2

1/4

I

Obr. 10 Konstrukce rovnobézek a kolmic pomoci provazku

Dodejme, ze prostiedi, které je provazkové geometrii velmi blizké, presto
z hlediska feseni konstrukénich tloh odlisné, predstavuje modelovani na geo-
boardu (viz Jirotkové, 2002). Geoboard je deska vétsinou s 5 x 5 koliky uspofa-
danymi do ¢tvercové sité, na které se modeluji mnohothelniky pomoci gumicek.
V podstaté se jedna o dynamické modelovani ve ¢tvercové siti.
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Cilem tohoto ptispévku bylo ukéazat, ze k poznani geometrickych obrazci
vede mnoho cest a ze pro vytvoreni predstav o nich a jejich zkvalitnovani je
tfeba nabizet zakdm rozmanita didakticka prostfedi. Vyucovani geometrii reali-
zované v jednom didaktickém prostfedi, omezujici se na stale stejné prostredky
reprezentace a ¢innosti, muze vést ke zkresleni svéta geometrie v predstavach
zakl ¢i dokonce k jeho zneptistupnéni. Pravé dominantni postaveni rysovani ve
vyucovani geometrii vede k tomu, Ze nékteti zaci si geometrii spojuji pouze s ry-
sovanim, obtizné se v ni orientuji a postradaji schopnost ji aplikovat. Rysovani
mé ve vyucCovani své misto, neni vSak jedinou cestou k poznavani svéta geo-
metrie. Rozmanitost didaktickych prostfedi poskytuje zakim moznost nahlizet
na geometrii z mnoha rdéznych thld pohledu a otvird jim prostor pro tvofivost.
Pouze geometrie, které bylo ve skole umoznéno rist, pfinese v zivoté zralé ovoce.
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DIDAKTICKE MATEMATICKE HRY

Marta Volfova

Na nasem pracovisti, katedfe matematiky Pedagogické fakulty Univerzity
Hradec Kralové, se jiz dlouhodobé zabyvame moznostmi uplatnéni didaktickych
her ve vjuce matematiky (viz napf. publikace [1], [2]). Proto je pfispévek vztazen
k této oblasti.

Hry maji mnohé pfednosti: nevyzaduji slozitou motivaci, naopak jsou casto
jejim zdrojem, prispivaji ke zlepSeni vztahu ditéte k predmétu, rozvijeji tvori-
vost, kombinacni a logické uvazovani a tspésnost v hledani strategii, zvysuji
aktivitu mysleni, zlepsuji koncentraci pozornosti, predstavivost, orientaci v pro-
storu, upevnuji ziskané znalosti.

Casto pfinaseji zékovi komplexné&jsi pohled na uréity problém, nebot dovoluji
uplatnit znalosti z vice disciplin, 1épe je propojit a tim i prohlubovat.

Veétsi zafazeni her pfispiva k napliiovani dnes (opétovng) zdiraziiovanému
pozadavku na aktivitu Zdka, na jeho vlastn? vytvafeni poznatkl (na zékladé jeho
mnohotvarnych zkusenosti), na FeSen{ nejriiznéj$ich problémovych situaci.

Casto se propojuji didaktické hry se skupinovou praci, kde rozvijeji i ta-
kové dilezité zdkovské kompetence, jako je komunikace mezi jednotlivymi ¢leny
tymu, dovednost spolupracovat, rozdélit si ¢innosti, vyslechnout nazor druhého,
spoluprozivat radost z tspéchu atp.

Zarazovat didaktické hry do vyucovani znamené tedy nejen vnaset do skoly
vice uspokojeni a radosti, zahnat eventualni nudu, ale znamené to téz moznost
vice se priblizit napliovani pozadavku ,Bilé knihy“ i ,Ramcovych vzdélavacich
programii“ na dosahovani zdkovskych kompetenci.

Radu her prozkouseli nasi studenti pii feSeni svych diplomovych tikoli. Své
zkuSenosti pak formulovala jedna z nich, E. H., takto:

»Musim 7ici, Ze hodiny stravené s detmi hranim her mi opravdu pisobily ra-
dost. Poturdila se md hypotéza, Ze hravy moment ve vyuce muze velice usnadnit
praci. Ovérila jsem si, Ze ulohy néjakym zpisobem spojené s hrou Tesi déti s ob-
rovskym zaujetim. Veétsinou si ani nejsou védomy, Ze se uci. Velmi casto se mi
pri mych zkusebnich hodindch stdvalo, Ze jsem, ac¢ nerada, musela déti nutit, aby
svou prdci ukonéily, nebot jiZ skonéila hodina ¢ dokonce prestdvka.“

Pro dilnu na konferenci ,,Jak ucit matematice zaky ve v€ku 11-15 let* jsem

vybrala ukazky her sudoku, soma, matematico, matematické k¥izovky — lodé
a hru délitelé, které ucitelé zatim ptilis neznaji.
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Hra SUDOKU

Pfisla z Japonska (doslovné pry nézev znamend ,umisti ¢islo*) a v Evropé se
dnes stala témétr moédni zélezitosti. I noviny ¢asto uverejnuji jeji zadani a znacny
pocet Ctendfd pak nadSené fesi. S trochou nadsazky se tika, ze SUDOKU se
stava navykovou drogou. Pritazlivost hry lze vSak vyuzit i pro déti.

Sudoku rozviji logické a kombinatorické mysleni a predstavivost, zvysuje za-
jem o podobné ulohy a ¢innosti.

Lze je zadat ve tfidé pro obménu zaméreni mysleni, jako soutéz, jako odménu
za dobrou praci v hodiné, jako dobrovolné domaci cviceni ¢i jako tlohu do skolni
matematické soutéze.

Hra je uréitou obménu starého problému tzv. LATINSKYCH CTVERCU
n X n, v nichz v kazdém sloupci i kazdé fadce ma byt rozmisténo n prvkd
(v libovolném potadi), kazdy pravé jednou.

SUDOKU takové étverce navic rozdéluje na n oblasti (¢tvercovych ¢ obdél-
nikovych) a zad4, aby se i v kazdé oblasti vyskytovaly vSechny prvky, kazdy
praveé jednou.

Jako prvky se obvykle voli ¢isla (od 1 do n), 1ze v8ak vyuzit libovolné symboly,
pismena i j.

Zaci ZS mohou fe§it zejména nejjednodussi SUDOKU - dopliiovat étverce
typu 4 X 4 (rozdélené na 4 ¢tverce typu 2 x 2). Zadani mtze byt napt.:

& | A

*

O A *

Resitel uvazuje napt. takto: ktery prvek miize byt v levém hornim rohu? (x)
Co bude vpravo od néj? (O) Lze doplnit 2. sloupec, 1ze doplnit 1. sloupec. Jaky
prvek bude v 3. fddku 4. sloupce? (O). Lze doplnit 3. fadek i 4. Fadek.

Reseni:

| % |40 O
| 0|4

0| e[ 1> #
3| 0f+ >

Podobné i ¢tverce typu 6 x 6 (rozdélené na obdélniky 3 x 2) se zdaji byt pro
zéky ZS vhodné. Ze slozit&ji fesitelnych étvercii 9 x 9 snad jen ty nejjednodussi.



JAK UCIT MATEMATICE ZAKY VE VEKU 11-15 LET 199

Priklad SUDOKU typu 6 x 6 zadany v ¢islech ¢i pismenech

2 5 1 T O Y
3 1 2 K Y T
6 4 R A
4 2 A T
Reseni:
2 4 6 5 3 1 T A R O K Y
3 5 1 6 4 2 K O Y R A T
5 3 2 1 6 4 O K T Y R A
1 6 4 2 5 3 Y R A T O K
4 2 5 3 1 6 A T O K Y R
6 1 3 4 2 5 R Y K A T (@)

Vhodnost této hry jsme ovéfovali na zacich 8. a 9. roéniki ZS. S ¢tverci 4 x 4
si poradili béhem jedné ¢i dvou minut, s ¢tverci 6 X 6 do 10 minut. Hra je zaujala.

Hra SOMA

je rovnéz pritazliva pro déti i dospélé. Rozviji prostorovou predstavivost, pti hie
jde téz o nabyvani geometrickych zkusenosti.

Vyzaduje vsak i trpélivost.

Vyhodné je vyuzit ji pro praci ve 3—4 ¢lennych skupinach. Pro kazdou skupinu
je tieba zajistit soubor Sesti nepravidelnych téles, slozenych ze 4 jednotkovych
krychli a ,schodovity tvar ze ti{ krychli“. *

Déti je dobré nechat nejdiiv prozkouset rizné jejich vlastni stavby, pohrat si
se stavebnici. Pak by mohly zkusit sestavit ze vSech 7 tvart krychli (je zndmo
vic nez 200 zpisobti sloZeni) a dalsi prostorové utvary: studnu, pyramidu, kieslo,
zamek aj.

Hru prozkouseli ve vyuce nasi studenti. E. H. [4] o tom piSe: ,, Soma meéla
u déti obrovsky uspéch. Stdvalo se mi, Ze jsem déti musela nutit, aby skldddni
ukondily, protoze jiz byla prestivka. Dva chlapci z devdté tridy se do hry tak
zabrali, Ze si vibec nevsimli, Ze vsichni ostatni z jejich tridy jiz odesli a oni
zustali sami. Teprve kdyz jsem jim jednu ze svych sad kostek Soma darovala, byli
ochotni odejit na dalsi vyuku.”. .. Soma je prdavé jedna z téch her, které dokdzi
clovéka uplné pojmout. Déti pri skldddni Somy krici, ldteri a pak se zase obrovsky
raduji. KaZdy ucitel, ktery bude s détmi hrdt tuto hru, by se mél pripravit na to,
Ze ve tridé tézko udrzi klid, ale déti budou pracovat se stoprocentnim nasazenim.*

LPodrobnéjsi popis napt. v [1], 3. vydani, str. 77-79.
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Détem se podafilo vétsinou krychli slozit za 5—10 minut (ale i béhem jedné
¢ dvou minut). Nékteré vSak potfebovaly ke splnéni vice ¢asu a vydrzely u hla-

volamu 15 i 20 minut.
Jak se vyjadfovaly samy déti? Uvedme nékolik jejich hodnoceni (podle [4]):

- ,Hra se mi libila — must se u toho premyslet. OZziveni vyucovdni.“
- ,Zajimave! Bombal“

- ,No to je super, ale aZ po dlouhé dobé se mi podarila krychle a uz jsem
u toho mela nervy ,v kyblu“. ..«

- ,Hra se mi docela libila — must se zapojit i mozek.“

Vice nez soma jsou zndmé rovinné skladanky, zejména tangram, kolumbovo
vejee, kouzelny kruh a j. (popis napf. v [2]).

Pfi praci s nimi déti ziskavaji dalsi geometrické zkusenosti, rozvijeji prosto-
rovou predstavivost.

Obvykly zptisob prace se skladankami:

— vytvareni daného obrazce ze vSech dili sklddanky,

— podle vlastni fantazie slozit ze vSech dilt libovolny obrazec, vymyslet jeho
nazev.

Je vhodné doplnit pak o dalsi ikoly, napt.: uréit obvod obrazce, ze 2 nebo
3 dilt slozit konvexni ¢i nekonvexni mnohothelniky, vytvafet obrazce osové ¢i
stfedové soumérné, uréit (u TANGRAMU), jakou ¢ast zakladniho ¢tverce pred-
stavuji aj.

I k této hie uvedme nékolik autentickych zékovskych vyroki:

-, Takovou matiku bych brala castéjc. Dobrej napad!“

- ,Fajnovy, prisel sem na novy véci.“

- ,Dobry — ale jak mdm spocitat ten obvod?“

- ,Je to zabavny, dobrej ndpad (akordt nékdo musi umét Pythagorovu vétu).
- ,No, je to celkem dobry, furt lepsi neZ normdlni matika s X .“

- ,Bylo to zajimavé a celkem tezke.“
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Hra MATEMATICO (MATEMATICKY POKER)

Tato hra neni kupodivu nékterym ucitelim matematiky znama, i kdyz ji lze
vyuzivat pro rozvijeni kombinacnich schopnosti, predstavivosti, aktivizaci po-
zornosti.

V puvodni varianté jde o hru s prvky ndhody, mize tedy zvitézit i slabsi zak,
coz se tfeba dobfe projevi na zlepsSeni vztahu k matematice.

Ke hre je potfebnda sada karticek, na nichz jsou zapsana c¢isla od 1 do 13, kazdé
ctytikrat, celkem 52 karticek. Po promichani je ucitel po jedné otaci, ukazuje a nahlas
fika tazena Cisla, ktera si pak kazdy zak podle svého uvazeni hned zapisuje do predem
pfipraveného ¢tvercového schematu 5 x 5. (Karticky mohou nahodné vybirat i zaci —
podle zkuSenosti dr. Hozové povazuji takovy vybér déti za spravedlivéjsi.) Celkem se
vytahne 25 cisel.

Zéci si pak oboduji kazdy sloupec, fadek i thlopiicku a to takto: za dvojici stejnych
¢isel 10 bodi, za trojici 40 bodt. Je-li zaroven dvojice i trojice 80 bodi, za postupku
50 bodd, za ¢tvefici (poker) 160 bodw — je-li v8ak tvofena z jednicek, pak 200 bodii, za
¢isla 1, 1, 1, 13, 13 100 boda a za 1, 10, 11, 12, 13 150 bod. 2

Pozn.: Arcibiskupské gymnézium v Praze pofadalo v této hie jiz 4. ro¢nik
soutéze, kde se utkavaji skoly (kaZdou reprezentuji dva zéci ve véku od 11 do 18
let) i jednotlivci.

Zajimavé je varianta, kde zaci s vybranymi 25 ¢isly dale pracuji a umistuji je
tak, aby ziskali co nejvétsi nebo naopak nejmensi mozny soucet. Tady uz ndhoda
nehraje roli, dulezité jsou kombinac¢ni schopnosti, predstavivost a strategické
mysleni FeSiteld. Lze zadat i problémovou tlohu, jaky by byl vibec nejvétsi
mozny zisk.

Na obrazku uvadime zaznam t¥i variant hry primeérného fesitele - zdka J. D.
(Ve druhé varianté néktefi ziskali bodl vice, v tfeti mnozi dosdhli nuly.)

Obvykla varianta hry: zak J. D. ziskal 230 bodt

1 3 3 5| 4
1 1 6 6| 6
1 11 5 8| 3
13 | 10 3 81 7
13| 12| 11| 8 9

Nové umisténi ¢isel s cilem mit co nejvic bodt (J. D. se zlepsil na 650 bodi):

2Stejna &isla nemusi stat vedle sebe, &isla postupky mohou byt zpfehdzena. Pravidla lze
(v zévislosti napf. na véku Fesitell) zjednodusit. Na $kole v pfirodé ¢i tdbore lze jako karticky
vyuzit zolikové karty.
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1 10 | 11| 12| 13
1 9 5 5 3
1 8 8 8 3
1 7 4 11 3
6 6 6 13 3

Tieti varianta s cilem minimalizovat celkovy soucet; J. D. mé celkem 20
bodu:

1 10 | 11| 12| 5
3 9 1 8 6
8 3 1 4
7 11 8 3 1
13 6 13 5 3

MATEMATICKA KRIZOVKA

Hru lze vyuzit pro motivaci, rozvijeni kombinac¢niho a logického mysleni a pfed-
stavivosti, 1ze ji aplikovat v tématech soumérnost, obsah rovinnych atvart, pro-
centa, zlomky.

Zadana je pomoci Sachovnice m x n, kde jsou nad vSemi sloupci a pred vSemi
rfadky uvedena cisla informujici, kolik poli ma byt vyplnéno.

Napft. 2-1-2 fika: v této Fadé maji byt 2 vyplnéna pole, pak mezera (aspon
1 pole volné), dale 1 vyplnéné, opét mezera, ddle 2 vyplnénd pole. O tom, zda
se ma vyplnovat jiz 1. pole fady ¢i az nékteré dalsi, 1ze rozhodnout po uvazeni
situace v ,kfizujicich* radach.

Je tfeba vzdy uvazit, zda legenda nepfipousti vice Feseni.

LODE pfedstavuji zajimavou variantu hry. Nap¥. do Sachovnice 8 x 8 umis-
time 1 ,kfiznik* (celkem 7 poli: 5 za sebou v Fadé, pfitom s 2. a 4. sousedi vzdy
1 dalsi pole), 2 ,,parniky“ (ty maji celkem 4 pole: 3 za sebou v fadé, s 2. sousedi
1 dalsi pole), 3 ,ponorky“ (ty tvori 2 sousedici pole) a 2 | ¢luny*“ (pfedstavuje
je 1 pole). 3 Lodé nesmi tésné navazovat — nesmi mit spole¢nou zadnou stranu
ani vrchol obvodu. Po umisténi lodi do schematu vyznac¢ime nad sloupci a pied
radky ciselnou legendu, kterou pak zadédme fesiteli. Jeho tikolem je lodé€ objevit.

Tyto kiizovky si mohou zadavat napf. sousedé v lavicich a soutézit, kdo
diive objevi lodstvo druhého. (Varianta LODE je snazsi nez jiné matematické
kiizovky.)

3Tvary a pocty lodi je mozno zménit (vhodné je dodrzet détem znamé podoby hry LODE).
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Ukéazka jedné kiizovky:
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PROSKRTAVANE CTVERCE

Zajimava hrava ¢innost muze byt nad tabulkou souct — zaci nabyvaji zkusenosti
s operacemi s Cisly.

Détem lze piedlozit tabulku (souctit) a vyzvat je, aby zvolily libovolné éislo,
vyskrtly pak z jeho fadku a z jeho sloupce vSechna zbyvajici ¢isla, pak vybraly
z tabulky dalsi libovolné nepieskrtnuté ¢islo a opét vyradily vSechna dalsi ¢isla
z jeho sloupce i fadku atd. Kazdé dité voli zcela libovolné. Zvolena ¢isla pak
secte. Mtizeme vyhldsit i soutéz kdo ziskd nejvyssi soucet. (Vsechny vSak vyjdou
stejné.)

Priklad tabulky a dvou voleb:

32 24 26 28 39 2 | 26 28
25 17 19 21 25 17 19 21
29 21 23 25 29 21 23 25
37 29 31 33 37 29 31 33

Soucet: 32 + 21 + 21 + 31 = 105 26 + 25 4 21 + 3 =105

Déti pfijdou na to, Ze tato vlastnost neplati pro vSechny ¢tverce, samy na-
leznou (napf. ve skupindch) protipfiklady. Prozradime-li jim, Ze jde o tabulky
souctl, mohou nalézat vhodna cisla, ktera budou soucty vytvaret.

V daném piiklad€ miize zak zvolit pied 1. fadkem napft. ¢islo 10 a nad sloupci
pak doplnit ¢isla 2. séitanct: 22, 14, 16, 18 a pied dalsimi fadky doplnit dalsi
1. s¢itance: 3; 7; 15. (Zvoli-li pfed 1. fadkem ¢islo 15, dopocita nad sloupci éisla
17,9, 11, 13 a pfed zbyvajicimi radky 8, 12, 20.

Cisla mohou vyjit i zdporna — zvoli-li se nad 1. sloupcem &islo 1, vyjdou pied
fadky ¢isla 31, 24, 28, 36; nad zbyvajicimi sloupci —7; —5; —3.)
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Déti naleznou i zajimavé zakonitosti (soucet vybranych éisel v tabulce je
stejny jako soudet éisel nad tabulkou a pied ni, at bylo zvolené ¢islo jakékoliv).
Po ovladnuti operaci s algebraickymi vyrazy mohou ,,magi¢nost“ ¢tverct proveérit
obecnéji.

HrAa DELITELE

P1i hrani hry déti nabyvaji zkusenosti s Cisly, ndzorné se jim dotvareji pojmy
prvocdislo, ¢islo slozené, délitelé ¢isla, zdokonaluji si své strategické dovednosti.

Jde o soutézni hru pro dvojice. Vhodné je piipravit pro kazdou dvojici sadu
karti¢ek (napt. od 1 do 60), ta se vSak d4 nahradit jen zapsédnim ¢isel do tabulky.
Prvni hra¢ si vybere libovolné ¢islo (vezme si pfislusnou karticku nebo ¢islo vy-
znad¢i v tabulce svou barvou), jeho souper si vybere (vyznaci) délitele vybraného
¢isla 1. hrace a zvoli si sdm né&jaké dalsi (zbylé, nevyznacené) ¢islo. Nyni je na
fadé prvni hrac¢: pokud jesté zbyly karticky s déliteli zvoleného cisla, vybere si
je (vyznaéi je svou barvou). A opét voli dalsi éislo. ..

Cely postup se opakuje tak dlouho, dokud jsou jesté néjaké karticky s ¢isly
(nevyznacend ¢isla) k dispozici.

Na konci si pak kazdy urci soucet ¢isel na ziskanych kartickdch (vyznacenych
¢isel). Kdo mé vétsi soudet, vyhrava.

P1i hite se zaktim zcela jasné ozfejmi a spoji s konkrétni ¢innosti zejména
pojem prvocislo, délitelé i dalsi.

Déti totiz prijdou na vitézici strategii: volit nejprve co nejvétsi prvocisla
a ¢isla s malym poctem délitelti (napf. ziskaji zkuSenost, Ze vybrat si nejvétsi
¢islo 60 neni strategické — soupef mize ziskat ¢isla 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 20, 30,
tj. celkem 104, Ze daleko ,Sikovnéjsi“ je volit 59 atd.).

Hru pii své vyuce vyzkouseli nasi studenti a ovéfili tak pfiméfenost, pritaz-
livost i vhodnost hry pro zafazeni do vyuky matematiky.

Didaktickych her, vhodnych k zarazeni do vyuky matematiky, her, které za-
kim zprostredkuji aktivni pfistup k nabyvani védomosti, k ziskavani kompetenci,
je celd fada. Zde jsme pfipomnéli nékolik, které jsou v ucitelské verejnosti méné
znamé.
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CoO s DETMI, KTERE ,,PREDBEHLY" SVUJ VEK?
MIMORADNE NADANE DETI, VYVOJ JEJICH ZAJMU
O MATEMATIKU A ZKUSENOSTI S FORMALNIM
VZDELAVANIM.

Eva Vondrakova

Tento prispévek se zabyva vyjimeénymi, ale existujicimi pfipady mimoradné
nadanych déti, tedy téch, které napi. ,predbéhly“ své vrstevniky o vice nez
dva roky. Pokud jde o jejich znalosti matematiky (podporované rodinou, ale
podloZené nadénim a vnitinim zdjmem ditéte), spadaji do kategorie, kterou se
zabyva tato konference, uz v dobé, kdy navstévuji nizsi roéniky prvniho stupné
zékladni skoly. Soucasna legislativa teoreticky umoznuje témto détem rozvoj,
odpovidajici jejich specifickym vzdélavacim potfebam. Praxe vSak neni zdaleka
tak jednoducha.

Spolec¢nost pro talent a nadani (STaN) vznikla jako poboc¢ka ECHA
(European Council for High Ability, its study and development = Evropska rada
pro vysoké schopnosti, jejich vyzkum a rozvoj) a zabyva se, podobné jako fada
dalsich podobné zamétfenych organizaci ve svété, vzdélavanim a vychovou nada-
nych a mimoiadné nadanych jedinct, zejména déti. Vice se mohou zajemci docist
napf. na webovych strankach http://www.talent-nadani.xf.cz, kde najdou i dalsi
odkazy. Mezi hlavni ¢innosti STaN patii poradani odbornych seminait, ,pra-
covnich dni“ STaN, pravidelnd setkani Klubu rodica, spoluprace na tvorbé
koncep¢nich materidlt a dokumentiit (napf. Névrh systému péce o nadané, ka-
pitola o nadanych v Bilé knize, podklady pro RVP pro predskolni, zakladni
a gymnazialni vzdé&lavani), vzdélavaci a publika¢ni ¢innost, popularizace a také
spoluprace a vymeéna zkuSenosti a aktualnich informaci s vyznamnymi zahranic-
nimi odborniky v oblasti péfe o nadané. Neddvno byl zaloZen Klub uciteli.
Jeho ¢lenové zde mohou ziskat aktudlni odborné informace k vychové a vzdéla-
vani mimoradné nadanych déti a konzultovat s psychologem, pfipadné s dalsimi
pozvanymi odborniky feseni konkrétnich problémt, se kterymi se ve své praxi
setkavaji. Velmi uzite¢na je také vymeéna zkuSenosti, tykajicich se zejména nety-
pickych a obtizné fesitelnych pripadt. Nékterd setkani Klubu uciteli jsou zéasti
spole¢na s Klubem rodi¢t. Umoziiuje to obéma strandm neformalni a neohrozu-
jici nahlédnuti do problému, zkuSenosti a podminek, které ma druhd strana pro
praci s nadanymi détmi a pro jejich vychovu a osobnostni rozvoj.
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Nékteré z téchto déti jsou velmi problémové, jiné se jimi mohou stat v du-
sledku nepfiznivych podminek. Jednoduché ale neni ani nalezeni vhodného zpt-
sobu prace s détmi, které jsou nadané, motivované a bez zjevnych poruch uceni
a chovani ¢i dalsich komplikaci.

Pro ilustraci a k zamysleni (pfipadné k ndvrhtim dalsich moZnjch variant
FeSeni) uvadime piiklady dvou devitiletych mimofadné nadanych chlapci. Oba
svymi znalostmi a zdjmem o matematiku dospéli do kategorie, o které pojed-
nava tato konference, tedy 11-15 let. Oba by byli vhodnymi adepty skoly pro
mimoradné nadané, pokud by u nés existovala. I v ni by potfebovali individualni
studijni plan, jak mi potvrdila feditelka Skoly pro mimofadné nadané déti v Bra-
tislavé, PhDr. Jolana Laznibatova. (Blizsi informace o téchto détech najdete na
webovych strankach STaN, kde je uvedeno sdéleni z konference o nadanych, ktera
se konala v listopadu 2005 v Cilistové u Bratislavy.)

Radek, kterého znam od jeho necelych ctyf let, kdy uz umél ¢ist plynule
a s porozuménim a pocital na trovni druhé tfidy, byl pozdéji ve skole akcelerovan.
Ve véku 8 let, kdy jeho vrstevnici byli ve druhé tiidé, byl Radek velmi tispésSnym
zédkem ¢tvrté t¥idy a v matematice probiral ucivo t¥idy paté. Od ledna 2005
je integrovan a dle doporuceni PPP mu byl vypracovan individualni studijni
plan, kterj do té doby pfipravovala Radkova matka, ktera je ucitelka 1. st. ZS
a specialni pedagog. V soucasné dobé je Radkovi 9 let, je zdkem paté tfidy
a naroky 1. stupné ZS ma uz na za¢atku skolniho roku spolehlivé splnény, chybi
ale navaznost. Dojizdéni na viceleté gymnézium by sice byl schopen zvladnout,
vzhledem k jeho véku a vzdalenosti Skoly je vSak tato varianta ptilis rizikova.

V trochu jiné situaci je o t¥i mésice starsi Cechoameri¢an Nick, ktery navste-
vuje Skolu pro mimofadné nadané déti v Denveru (USA, Colorado). Je rovnéz
o nékolik let akcelerovan, zejména v matematice. Prestoze chodi do skoly, vyhla-
Sené jako jedna z nejlepsich skol pro nadané déti v USA, niroky v matematice
vyuku, nez maji jeho mimofadné nadani spoluzici. (Nickova rodina se béhem
Skolniho roku 2005/06 stéhuje do Prahy, takze i tohoto chlapce bude zapotiebi
zacClenit do naseho vzdélavaciho systému.)

Oba chlapci jsou velmi inteligentni, motivovani a zatim bezproblémovi, ale-
spon pro své okoli. Ze zkuSenosti STaN znadme Ffadu podobné potencialné nada-
nych déti, pivodné rovnéz velmi motivovanych k intelektové namaze, kterd jim
byla potésenim. Mnozi z nich motivaci v pribéhu skolni dochéazky ztratili, né-
ktefi se stali problémovymi a mnozi dalsi jimi od samého pocatku opravdu byli.
Mnoho téchto déti by potfebovalo takovy vzdélavaci systém, ktery by jim umoz-
nil rozvoj, odpovidajici jejich vzdélavacim potiebam a ktery by zaroven dokazal
respektovat jejich dalsi individualni zvlastnosti. Pomoc v tomto sméru potfebuji
i rodice a ucitelé téchto déti. Legislativa je prvnim a velmi dilezitym krokem,
ale sama o sobé k feseni nestaci. Nezbytna je pfiprava uciteli i psychologt pro
praci s ,normalnimi“ nadanymi détmi, o extrémnich pfipadech nemluvé. Je za-
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potfebi vybudovat systém pomoci uéitelim a vSe finanéné zabezpedit. Uz ted
muZeme zacit alespon zlepSenim informovanosti a tim i postoje nékterych peda-
gogt k mimoradné nadanym détem, které jim casto komplikuji praci. Jsme ve
stadiu hledani novych feseni. Urcité je uziteéné podivat se, ,jak to délaji jinde“.
Zejména je ale nutné komunikovat na vSech tirovnich a zacit u téch, kterych se
to tyka. Tedy u zakd, jejich rodict a uciteld. Usnadni jim to praci a vysledek
stoji zato, pokud se podaii.

Tato konference se zabyva vyukou ,druhostupnové® matematiky. Nova le-
gislativa dovoluje poskytnout vyuku na této tirovni i mimoradné nadanym mlad-
§im zaktm. Proto by do budoucna bylo urcité uziteéné zaradit do programu
nésledujicich konferenci téma, které by se zabyvalo pomoci ucitelim prvniho
stupné, ktefi maji ve svych tfidach zadky mimoiadné nadané a postupné vypra-
covat prehledny a snadno dostupny systém takovéto podpory. Zatim je soucasti
,brvini pomoci“ nové zalozeny Klub uciteld pfi Spolecnosti pro talent a nadani.
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KOMPARACIA VYSLEDKOV ZIAKOV OSEMROCNYCH
GYMNAZII A ZS Z MATEMATIKY V PEDAGOGICKYCH
MERANIACH SR SPU

Olga Zelmanova, Jozef Kuzma,
Viera Ringlerova, Iveta Sklenarova

Uvob

V ostatnych rokoch v Slovenskej republike uskutoénil Statny pedagogicky tstav
viacero narodnych ¢i medzinarodnych merani vedomosti a zruc¢nosti ziakov v ma-
tematike na réznych stupnioch vzdelavania, ktoré poskytuji podklady pre sekun-
darne analyzy.

»2Meranie a monitorovanie vedomosti a zruc¢nosti po ukonceni prvého stupna
zékladnej skoly“ v roku 2002 prvykrat overovalo pripravenost desafroénych zi-
akov na dalsie studium. ,Monitor 9% je od roku 2003 pravidelnym meranim
vedomosti a zruc¢nosti ziakov na konci druhého stupna vzdelavania, ktorym sa
mé perspektivne nahradit prijimacia sktgka na stredné skoly. V réamci medzi-
narodnych merani sa v SR realizovali merania v matematike TIMSS 2003, kde
boli medzindrodne komparované vedomosti $trnésfroénych ziakov a PISA 2003,
ktora skiimala kltc¢ové kompetencie patnastroénych. Po skonceni strednej skoly
ziaci absolvuji maturitnt skusku, v ramci ktorej sa ziaci testovani centralne
vypracovanym testom z matematiky.

Kontrola vystupov vychovy a vzdeldvania prostrednictvom monitorovania,
certifikovaného merania a hodnotenia zvySuje konkurenc¢né prostredie skdl a po-
zitivne spétne vplyva na troven ich vychovno-vzdeldvacej prace.

KOMPARACIA VYSLEDKOV ZIAKOV Z MATEMATIKY NA VYSTUPE
7Z PRVEHO STUPNA VZDELAVANIA

CIEL TESTOVANIA

Cielom celoplo$ného monitorovania vedomost! 10ro¢nych ziakov zaciatkom
5. ro¢nika zékladnej skoly alebo 1. ro¢nika gymnézia s osemrocnym stidiom
bolo ziskat objektivne idaje o vedomostnej irovni ziakov z matematiky v zévere
prvého stupria vzdelavania, informovat pedagogickt a nepedagogickii verejnost
o stave vyuCovania a pokradovat v inovacidch zmien vychovno-vzdeldvacieho
systému na Slovensku [1].
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VYSKUMNA VZORKA

Objektom merania bola populacia ziakov po ukonceni prvého stupna zakladnej
skoly. Hlavnymi kritériami pre vyber $kol boli: geografické kritérium (zastipenie
krajov), typ skoly (ZS a OGY) a velkost skoly (do 300 ziakov, 300-600 Ziakov,
viac ako 600 ziakov). Koneény pocet $kol zti¢astnenych na merani bol 117, ¢o
predstavuje 8,2 % £kol v SR. Zo 117 vybranych £kol bolo 89 ZS a 28 OGY.
V kazdej ndhodne vybranej skole sa vyskumu ztcastnili ziaci jednej triedy pia-
teho roénika ZS (v pripade OGY #iaci prvého roénika). Z celkového poctu 66 173
desatro¢nych ziakov sme merali vedomosti a zru¢nosti 2 774 ziakov.

POROVNANIE ZIAKOV NA ZS A OGY

Vsetci testovani ziaci presli prvymi Styrmi rokmi vzdelavania na zakladnej skole.
Gymnaézia s osemro¢nym Sttdiom s uréené pre maximalne 10 % najnadanejsich
kurzy z matematiky a skladaju prijimaciu skasku. Monitorovanim, ktoré pre-
biehalo na vstupe do osemro¢ného gymnazia sme teda zmerali vysledky najna-
danejsich ziakov. Rozdiely vo vykonoch Ziakov podla typu skoly potvrdzuje aj
Graf ¢.1.

Ziaci OGY dosiahli signifikantne (Statisticky vyznamne) lepsie vysledky
v standardnych aj nestandardnych tilohéch i celkovo v teste z matematiky ako
ziaci ZS. Vzhladom na vyberovost OGY tieto rozdiely sme predpokladali.
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Graf ¢. 1 Rozdiely vo vykonoch ziakov podla typu $koly na vystupe z 1. stupna
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KOMPARACIA VYSLEDKOV ZIAKOV Z MATEMATIKY NA VYSTUPE
7Z DRUHEHO STUPNA VZDELAVANIA

Monitor 9 od jeho vzniku realizuje SPU z poverenia Ministerstva skolstva SR.
V rokoch 2003 a 2004 sa konalo monitorovanie vedomosti a zru¢nosti ziakov
konciacich 9. ro¢nik zakladnej skoly, ktori si podali aspon jednu prihlasku na
gymnazium.
V roku 2005 sa monitorovala celd populécia ziakov 9. ro¢nika na zakladnjch
gkolach a na dobrovolne prihlasenych osemrocénych gymnézidch.
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Graf ¢. 2 Rozdelenie skére v teste z matematiky v 9. ro¢niku ZS

Celkovy pocet ziakov ZS, ktori pisali test: 62 106
Priemerny pocet bodov ZS: 23,45
Rozdelenie hrubych skdre (pocet bodov) pre osemroéné gymnézid (OGY)

CIEL, TESTOVANIA

Cielom bolo overit a optimalizovat systém vyhodnotenia vysledkov jednotnych
testov pre vSetkych administrovanych ziakov, pricom vysledky MONITORa
9/2005 uz riaditelia strednych §kol zohladiiovali vo svojich kritéridch na prijatie
ziaka na Skolu. Mohli sme tak zicastnenym ziakom a zakladnym skoldm poskyt-
nat aktudlne informécie o dosiahnutych vysledkoch a zistenej Grovni vystupnych
vedomosti a zrué¢nosti ziakov konéiacich zédkladnt skolu [5].

VYSKUMNA VZORKA

Boli testovani vSetci ziaci konciaci 9. ro¢nik zakladnej skoly a ziaci z kvarty
osemroénych gymnéazii, ktori sa prihlasili. Celkovy pocet ziakov zakladnych $kol
(ZS), ktori pisali test bolo 62 106 a pocet Ziakov, osemroénych gymnazii (OGY),
ktori pisali test bolo 3 054. Priemerna tspesnost ziakov ZS bola 65,1 % a ziakov
OGY 754 %.
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Graf ¢. 3 Rozdelenie hrubych skére v teste z matematiky v OGY

Celkovy pocet ziakov OGY, ktori pisali test: 3 054
Priemerny pocet bodov OGY: 27,15

Ziaci OGY dosiahli signifikantne (Statisticky vyznamne) lepsie vysledky v tes-
te z matematiky v Monitore 9 ako Ziaci ZS.

KOMPARACIA VYSLEDKOV ZIAKOV Z MATEMATIKY V MERAN{
14ro¢NYcH TIMSS IEA

CIEL TESTOVANIA
Hlavnym cielom stidie TIMSS je skiimat podstatu, pric¢iny a vplyv rozdielov vo
vysledkoch vzdelavania v medzindrodnom meradle.

Cielmi Medzindrodnej asocidce pre evaludciu vysledkov vzdeldvania je usku-
toc¢novanie komplexnych komparativnych vyskumov vzdelavania zameranych
na pochopenie vplyvu faktorov, ktoré sposobuju rozdiely v $tudijnych vysled-
koch, dalej porovnavanie vysledkov medzi krajinami navzajom, poskytovanie
informécii o vedomostnej trovni Ziakov v medzindrodnom kontexte, zistovanie
a porovnavanie efektivnosti podmienok ziakov pri $tidiu a overovanie efektiv-
nosti Skolskych systémov.

VYSKUMNA VZORKA

Zastupenie $kol a Ziakov vo vijberovom sibore podla typu skoly

Typ skoly | Pocet 8kol | V % | Pocet ziakov | V %
Z3 140 78,2 3311 74,8
OGY 39 21,8 1117 25,

Spolu 179 100,0 1428 100,0
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VYSLEDKY PODLA TYPU SKOLY

Analyzu vzdelavacich vysledkov z matematiky a z prirodovednych predmetov
sme uskutocnili aj podla typu skoly. Ziaci z gymnézii s osemroénym sttidiom
dosiahli v matematike priemerné skére 601 bodov, ktoré bolo Statisticky vy-
znamne vyssie ako celoslovensky priemer 508 bodov. Ziaci zakladnych £kol dosi-
ahli v matematike priemerné skére 500 bodov, ktoré bolo Statisticky neodlisi-
telné od celoslovenského priemeru [4].

B30 -
GO0 +
550 +

500

Priemerné skére

450

400

Priemer SR 5 oGy

| W Maternatika @ Prirodovedné predmety |

Graf ¢. 4 Vysledky ziakov v TIMSS 2003 podTla typu skoly

Vysvetlivky:
OGY - gymndzium s osemroénym stidiom, ZS — zdkladnd skola

KOMPARACIA VYSLEDKOV ZIAKOV Z MATEMATIKY V MERANI
15r0¢NYCH PISA OECD

CIEL TESTOVANIA

Cielom bolo hodnotif matematicki gramotnost, ¢ize schopnost pouzivat mate-
matiku pri rieseni problémov realneho zivota.

VYSKUMNA VZORKA

Stiadie OECD PISA 2003 sa na Slovensku zudéastnilo 7346 Ziakov z 281 $kol
vietkych typov (34 % ZS, 8 % OGY, 14 % GYM, 22 % SOS, 20 % SOU, 2 % OU).
Stratifikovana vzorka reprezentovala zastupenie 15 roénych ziakov na Slovensku
podla vzdelavacieho stupiia a jednotlivych typov $kél, podla vyudovacieho jazyka
a podla regiénu.
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VYSLEDKY PODLA TYPOV SKOL

V studii PISA 2003 vsSetci nasi 15roéni ziaci dosiahli v merani priemerne 492
bodov, ¢o predstavuje vysledok Statisticky neodliSitelny od priemernej tirovne
OECD (500 bodov). Ziaci zakladnych §kol (ZS) dosiahli skére 477 a Ziaci kvarty
osemro¢énych gymnazii (OGY) dosiahli skére 588, ¢o predstavuje pedagogicky
vyrazny rozdiel 111 bodov. Z Grafu ¢. 5 si mdzeme v§imnut, Ze priemerné socio-
ekonomické zazemie ziakov OGY je pri vSetkych skolach nadpriemerné (SES
priemer je —0,18) s ¢im koreluju aj vysledky v teste [3].
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—F Rt line for Total

00—
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400—

Priemerné skare - Matematika

300—
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200—

-2.0 -1,0 o0 1.0 20
Socio-ekonomicke zazemie
Graf ¢. 5 Vztah priemerného socio-ekonomického zazemia ziakov §kol a vysledkov
z matematiky v PISA 2003 na ZS a OGY
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Graf ¢. 6 Vysledky ziakov ZS a OGY v PISA 2003
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Graf ¢. 7 Vztah priemerného socio-ekonomického zazemia ziakov §kol a vysledkov
z matematiky v PISA 2003 na OGY a GYM
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Graf ¢. 8 Vysledky ziakov OGY a GYM v PISA 2003

Graf ¢. 7 uvadza situaciu v prvych ro¢nikoch gymnazii a kvinte osemrocnych
gymndzii podla vysledkov studie PISA 2003.

Na zdklade predchadzajucich vysledkov a grafov moézeme konStatovat, Ze na
osemro¢nych gymnazidch studuja vyberovi ziaci s vyrazne vyssim, nadpriemer-
nym, socio-ekonomickym zdzemim v porovnani so ziakmi zakladngch §kol (vid
Graf ¢. 5). Tito ziaci dosahuju signifikantne lepsie vysledky ako Ziaci ZS (vid
Graf ¢. 6).
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Skoly so ziakmi ktori maji vyssie priemerné socio-ekonomické zézemie do-
sahuju lepsie vysledky z matematiky, tato previazanost je az 70 % (koeficient
determindcie je 0,705), to znamend, Ze z priemerného socio-ekonomického in-
dexu $koly vieme na 70 % odhadnat priemerny vysledok z matematiky ziakov
9. ro¢nikov na zakladnych skolach a ziakov kvarty osemrocnych gymnézii.

Situacia pri prechode na stredné skoly je odlisnd. Na Stvorro¢né gymnazia
sa hléasia ziaci s aSpirdciou $tudovat na vysokej Skole, ¢ize priemerné socio-
ekonomické zazemie ziakov tychto gymnazii je nadpriemerné podobne ako pri
Ziakoch osemroénych gymnézii (Graf ¢. 7), a rozdiel vo vysledkoch v prospech
ziakov OGY je nizsi (28 bodov — 5 %) v porovnani s rozdielom so ZS (111 bodov —
23 %).

Typ skoly Priemer N Std. chyba

priemeru
Osemroc¢né gym. 603 | 2960 1,2
Gymnéazium 575 | 9306 0,7
SOS 518 | 18268 0,5
SOU 445 | 15406 0,5
ou 408 | 1374 1,8
Spolu 508 | 47314 0,4

KOMPARACIA VYSLEDKOV ZIAKOV Z MATEMATIKY PO UKONCENI{
TRETIEHO STUPNA VZDELAVANIA (MATURANTI)

CIEL TESTOVANIA

Cielom externej Gasti maturitnej skusky 2005 bolo priniest porovnatelné vy-
sledky pre Ziakov z celého Slovenska. Percentuélna tspesnost Ziakov v teste bola
stucastou maturitného vysvedcenia.

VYSKUMNA VZORKA

Externy maturitny test z matematiky garantovany Ministerstvom skolstva a rea-
lizovany SPU pisali vietci Ziaci, ktori si zvolili maturitu z matematiky. Zakladni
droven z matematiky — MAB pisalo 8 537 ziakov z 381 skol. Predstavuje to cel-
kovo 13 % zo vsetkych maturantov v roku 2005, ktorych bolo 63 924. Testovani
Ziaci boli predovSetkym z gymndzii (79 %). Test MAB si zvolilo viac chlapcov
(54 %) ako dievcat (46 %).
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ROZDIELY PODLA TYPU SKOL V MATEMATIKE V EC MATURITNEJ SKUSKY
2005

Uspesnost
Typ skoly N Priemer | Std. chyba
priemeru
GYM 6710 76,8 0,2
SOS 1074 63,8 0,5
7SS 319 52,0 1,1
SOU 428 15,3 0,3
Spe 6 62, 3,8
Spolu 8537 72,7 0,2
USPESNOST PODLA TYPU SKOLY
Uspesnost
Typ koly | N [ Priemer | Std. chyba
GYM 6710 76,8 0,2
ostatné | 1827 57,5 0,4
Spolu 8537 72,7 0,2

Ziaci dosiahli priemernt tspesnost 73 %. Gymnazisti dosiahli signifikantne
lepsie vysledky (77 %), ako Ziaci z ostatnych §kol (56 %). Statne a cirkevné
gkoly dosiahli navzdjom porovnatelné vysledky na trovni celoslovenského pri-
emeru. Stkromné skoly dosiahli signifikantne slabsie vysledky. Ziaci strednych
odbornych $kdl (SOS) dosiahli vecne lepsi priemer (64 %) ako Ziaci zdruZzenych
gkol (ZSS - 52 %) a ucilist (SOU — 46 %).

V ramci ziakov gymnazii sme skimali podmnozinu ziakov, ktori koncili ose-
mrocné gymnazia.

Nasledujtaca tabulka (graf 9) a graf uvddza tspesnost Ziakov Stvorro¢nych
gymndzii (GYM) a osemroénych gymnazii (OGY)

Vo vysledkoch maturantov v matematike medzi tymi ¢o koncia Stvorro¢né
gymnazid a osemro¢né gymnéazia nie je Statisticky rozliSitelny rozdiel. Téato
skuto¢nost je velmi zaujimavéa, vzhladom k tomu, Ze v medzindrodnej studii
kla¢ovych kompetencii v matematike PISA OECD 2003 15ro¢ni Ziaci v kvarte
osemro¢nych gymnézii dosiahli viac ako stobodovy néskok (na skéle s priemer-
nym skére 500) pred ziakmi 9. roénikov zakladnych skol. Vysvetlenie moéze byt
vo viacerych faktoroch: Na gymnézium sa dostavaja vyberovi Ziaci, ktori maju
aspiracie na vyssie vzdelanie. Priemerné socio-ekonomické pozadie ziakov Stu-
dujicich na stvorroénych a na osemro¢nych gymnaziach je vyssie ako slovensky
priemer. Dalsim moznym vysvetlenim je fakt, Ze maturitné testy meraji iné
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MAB | Priemer [ Std. chyba t-test
Uspesnost [GYM 76,9 0,2 t [ df [ Sig. [rozdiel
OGY 76,0 0,7 [Uspesnost|1,11]6708[0,265 0,8

750

50.0

5.0

0.0=
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Graf ¢. 9 Vysledky ziakov GYM a OGY v externych maturitnych testoch z ma-
tematiky v r. 2005

schopnosti (viac Standardné ako rieSenie problémov) ako tie, v ktorych sa odli-
$uju a je mozny aj efekt ,vyhasnutia“ Ziakov osemro¢nych gymnéazii, ¢o sa tyka
tsilia v predmete matematika.

ZAVERY

Ako z jednotlivych komparécii vyplyva Ziaci zdkladnych kol dosahuja signifi-
kantne niz$ie vysledky ako Ziaci osemroénych gymnézii. Ziaci s nadpriemernym
socio-ekonomickym zazemim sa ststreduju v osemroénych gymnaziach, kde vy-
tvaraju socidlne a vykonovo homogénne skupiny ktoré ich podnecuji k vybornym
studijnym vysledkom.

Po ukonceni zakladnej Skoly vyberovi ziaci sa hlasia na Stvorro¢né gymna-
zi4. Socio-ekonomické zézemie tychto ziakov je porovnatelné so zdzemim ziakov
osemrocnych gymnazii. Ukazuje sa, ze na konci stredoskolského sttdia rozdiely
v matematike medzi ziakmi osemro¢nych a Stvorroc¢nych gymnazii nie st Statis-
ticky vyznamné. Ziaci oboch typov gymnézii st motivovani snahou dostat sa na
vysokoskolské stiudium
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Povinna skolska dochédzka je v Slovenskej republike 10 ro¢na. Bolo by dobré,
keby vSetci ziaci mali pristup ku kvalitnému zakladnému vzdelaniu, tak ako to
kladnym skolam, kde Studuje 92 % ziakov, spoloc¢ensky podporit uéitelov na za-
kladnych Skolach — finanéne aj dodatoénym vzdeldvanim, podporit materidlno-
technickt vybavenost §kol. Takisto by bolo potrebné do viicSej miery pomoct
ziakom s niz§im socidlno-ekonomickym zédzemim organizovanim bezplatnych do-
ucovacich vzdelavacich krazkov a pod.
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SPECIALNI TESELACE — MOZAIKY Z PRAVIDELNYCH
MNOHOUHELNIKT

Jaroslav Zhouf

Uvob

Je znamo, ze rovinu lze pokryt beze zbytku a bez pfekryvani tfemi typy pra-
videlnych mnohothelnikt: rovnostrannymi trojihelniky, ¢tverci a pravidelnymi
Sestitthelniky. Jak ale bude vypadat toto pokryti, pokud pripustime i kombinaci
pravidelnych mnohothelnika?

Budeme uvazovat jen takova pokryti, kdy vSechny pouzité pravidelné mno-
hotithelniky budou mit shodné strany a kazdé dva pouzité pravidelné mnoho-
thelniky budou mit spoleénou celou stranu, tj. vrchol kazdého pouzitého pra-
videlného mnohotihelniku bude lezet vzdy jen ve vrcholu jiného pravidelného
mnohothelniku.

Postupné rozebereme piipady, kdy se v jednom bodé setkaji néjaké (i shodné)
tfi, CtyTi, pét, Sest pravidelnych mnohothelnikd. Je jasné, ze dva pravidelné
mnothelniky se nemohou v jednom bodé setkat tak, aby pokryly celou rovinu.
A uvidime také, Ze ani vice neZ Sest pravidelnych mnohotuhelnikti se nemuze
v jednom bodé setkat bez prekryvani.

Cela problematika bude fesena tak, aby ji porozuméli i zaci druhého stupné
zékladni skoly.

Nejprve si pfipomenme, jaké vnittni thly maji jednotlivé pravidelné mnoho-
thelniky.

VNITRNI UHLY PRAVIDELNYCH MNOHOUHELNIKU

Soucet vnit¥nich Ghld trojihelniku je 180°. Pravidelny (rovnostranny) trojihel-
nik mé vSechny tyto thly stejné velké, kazdy z nich mé velikost 60°.

Ctyithelnik lze slozit ze dvou trojuhelniki, takze soucet vnitinich thl étyi-
uhelniku je 360°. Pravidelny ¢tyfahelnik (Gtverec) ma vSechny tyto uhly stejné
velké, kazdy z nich ma velikost 90°.

Pétithelnik lze slozit ze tii trojuhelnik, takze soucet vnitfnich Ghla pétin-
helniku je 540°. Pravidelny pétitthelnik m4 vSechny tyto tthly stejné velké, kazdy
z nich mé velikost 108°.

Prispévek byl vytvoren s podporou grantu GAUK 500/2004/A-PP/PedF.
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Takto lze pokracovat dale. Obecné plati, ze soucet vnitinich thli n-thelniku,
n >3, je

(n —2)180°.

A kazdy vnitini thel pravidelného n-thelniku, n > 3, ma velikost
(n —2)180°
—

Hodnoty vnitinich thli pro né€kolik pravidelnych n-thelnikd, n > 3, jsou uve-
deny v nasledujici tabulce:

| Pravidelny n-thelnik, n = | Vnit¥ni thel |

3 60°

4 90°

5 108°

6 120°

7 128,57...°
8 135°

9 140°

10 144°

11 147,27...°
12 150°

13 152,30...°
14 154,28...°
15 156°

16 157,5°
18 160°

20 162°

24 165°

25 167,6°
30 168°
32 168, 75°
36 170°
40 171°
42 171,42...°

TRI PRAVIDELNE MNOHOUHELNIKY SE SPOLECNYM VRCHOLEM

Nejprve budeme uvazovat, ze se v kazdém spolec¢ném vrcholu setkaji tii pravi-
delné mnohothelniky, z nichz nékteré mohou byt shodné.

Znamend to, Ze soufet t¥i Uhlt z predeslé tabulky musi byt roven 360°.
Vsechny moznosti, jak toho lze dosdhnout, jsou zapsany jako usporadané trojice
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pravidelnych mnohouhelniki: [3,7,42], [3,8,24], [3,9,18], [3,10,15], [3,12,12],
[4,5,20], [4,6,12], [4,8,8], [5,5,10], 6,6, 6].

Trojici [3,7,42] pravidelnych mnohotuhelnikii ale nelze zkonstruovat. Kdy-
bychom zkonstruovali u vrcholt A a B néjakého rovnostranného trojuhelniku
ABC' jesté pravidelny sedmithelnik a 42thelnik, dostali bychom u vrcholu C
bud dva sedmithelniky, nebo dva 42ahelniky.

Ze stejného diivodu nelze pokryt rovinu ani trojicemi [3,8,24], [3,9,18],
[3,10,15], [4,5,20], [5, 5, 10] pravidelnych mnohothelniki.

Odsud plyne, Ze rovinu by mohlo jit pokryt jen trojicemi [3,12,12], [4, 6, 12],
[4,8,8],a]6,6, 6] pravidelnych mnohothelniki. Obr. 1 az obr. 4 ukazuji, Ze rovinu
v téchto pripadech skuteéné pokryt lze.

Obr. 1 Obr. 2

Obr. 3 Obr. 4
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CTYRI PRAVIDELNE MNOHOUHELNIKY SE SPOLECNYM VRCHOLEM

Dale uvazujme, ze se v kazdém spolec¢ném vrcholu setkaji ¢tyri pravidelné mno-
hotihelniky, z nichz nékteré mohou byt shodné.

Znamend to, Ze soucet ¢tyf uhlu z predeslé tabulky musi byt roven 360°.
Vsechny moznosti, jak toho 1ze dosdhnout, jsou zapsany jako usporadané ¢tverice
pravidelnych mnohothelnikt: [3,3,4,12], [3, 3,6, 6], [3,4,4,6], [4,4,4,4].

Z téchto ¢tvefic nelze zkonstruovat pouze Ctvefici [3,3,4,12] pravidelnych
mnohothelniki, nebotf v jednom spoleéném vrcholu by se setkalo Sest rovnostran-
nych trojuhelnikt nebo dva ¢tverce. Ostatni tii ¢tvefice pravidelnych mnoho-
thelnikt zkonstruovat lze, z toho étvetice [3, 3, 6, 6] miizeme zkonstruovat dvéma
zpusoby. Je to vidét na obr. 5 az obr. 8.

™~
~

AV \

Obr. 7 Obr. 8
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PET PRAVIDELNYCH MNOHOUHELNIKU SE SPOLECNYM
VRCHOLEM

Dale uvazujme, ze se v kazdém spoleéném vrcholu setka pét pravidelnjch mno-
hotthelnikt, z nichz nékteré mohou byt shodné.

Znamena to, ze soucet péti thla z predeslé tabulky musi byt roven 360°.
Vsechny moznosti, jak toho lze dosdhnout, jsou zapsany jako usporadané pétice
pravidelnych mnohothelnikt: [3, 3,3, 3, 6], [3, 3, 3,4, 4].

Obé tyto pétice pravidelnych mnohothelniki zkonstruovat 1ze. Je to vidét
na obr. 9 a obr. 10.
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Obr. 9 Obr. 10

SEST PRAVIDELNYCH MNOHOUHELNIKU SE SPOLECNYM
VRCHOLEM

Posledni moznost, kterou mizeme uvazovat, je, ze se v kazdém spolecném vr-
cholu setka Sest pravidelnych mnohotihelniki, z nichz nékteré mohou byt shodné.
Touto Sestici pravidelnych mnohouhelniki je: [6, 6, 6,6, 6, 6].

Pokryti roviny v tomto pripadé je mozné vidét na obr. 11.

N N NS
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ZAVER
Seznamili jsme se s pokrytim roviny pomoci pravidelnych mnohothelniki, které
se setkavaji svymi vrcholy v jednom bodé. V kazdém tomto bodé€ je vzdy stejny
pocet stejnych typt pravidelnych mnohothelniki.

Dalsi, jesté rozsahlejsi alohou by mohlo byt zkouméani polopravidelného po-
kryti roviny tak, ze v jednom typu spoleénych vrchola by se setkalo nékolik
pravidelnych mnohotihelnik® a v jiném typu spoleénych vrcholt by se setkalo

nékolik jinych pravidelnych mnohotihelniki. Tato tloha by mohla byt pfedmé-
tem zkoumani na nékterém pristim seminafi.
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