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Uvop

Konference s nazvem ,Jak ucit matematice zdky ve véku 10-16 let“ je jiz tra-
di¢ni akci Spole¢nosti uéiteli matematiky JCMF. Prvni roéniky probéhly v le-
tech 1994, 1997 a 1999 ve Frydku-Mistku, popaté se hostitelkou setkani ucitelt
matematiky z Ceské republiky a Slovenska stala VOSP a SPgS v Litomysli.
Leto$nim hlavnim tématem byly Standardy pro matematiku na ZS a testovani
78kt v 5. a 9. t¥idach ZS. Tomu odpovidal i vybér plenarnich piednéasek (Fuchs,
Tomasek, Ridka).

Program konference byl zdmérné koncipovan tak, aby prevazovala aktivni
prace tiéastnikii setkani. Jednotlivé sekce — Matematika na 1. stupni ZS, Ma-
tematika na 2. stupni ZS, Matematické a ekonomické gramotnost, Interaktivni
média a Geometrie na Skolach nabizely moZnost prezentace zkuSenosti ucitelu
z praxe stejné jako vystoupeni fady pedagogt a didaktikd matematiky z vyso-
kych skol. Osvédéenou nabidkou bylo tymové zapojeni uciteld do finanéni hry
predvedené firmou Ekogram. Nechybéla opét prezentace firem zabyvajicich se
novymi informac¢nimi a technologickymi prvky ve vjuce. Cenné pro ucitele byly
ukazky praktického vyuziti produktd, jako je napiiklad eTwinning (Profime-
dia, s.1.0.) a online testovani (nakladatelstvi Fraus).

Riznoroda a bohata nabidka prispévki 40 lektort zajistila zacastnénym uci-
teltim dostatecnou moznost volby. Ctenaf si z piispévkil obsazengch ve sborniku
miize sdm vytvorit pfedstavu o $ifi nabidky tohoto setkani. Tradi¢né nezklamala
prodejni vistava ucebnic nakladatelstvi Prometheus, Fraus a Prodos. Ucastnici
si pripomnéli vyznamné 150. vyroci vzniku Jednoty ¢eskych matematiku a fy-
zikt (Kubéat). Doprovodnou akei byla v prostorach pedagogické skoly vystava
fotografii a setkani s jejich autorem prof. Frantiskem Kufinou.

Podnétnd vystoupeni o vztahu matematiky, geometrie a kultury (Kufina),
o metodach prace ve vyucovani matematice (Bachratd — Bachraty) a o metodach
vyuzivanych v zahrani¢i (Simsa) inspirovala iéastniky konference v priibéhu celé
akce. Vystoupeni psychologa v zavéru konference (Smékal) bylo nejen inspiraci
a moudrym sdélenim celozivotnich zkusenosti s tispésnosti a netspésnosti zakl
ale i potfebnou davkou optimismu pro dalsi pedagogické snazeni ucastnikt.

Véfime, zZe nejen program ale i prostfedi, kde probihalo jednani — zamek
a jeho kongresovy sal, klasickd budova pedagogické Skoly a moderni, prijemné
prostiedi domova mladeze pedagogické skoly a nového kostela, prispélo k diistoj-
nému prubéhu konference.

Hana Liskova
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TVORBA STANDARDU PRO VZDELAVACI OBOR
MATEMATIKA A JEJI APLIKACE

Eduard Fuchs

1 Uvob

V programovém prohlaseni vlady P. Necase ze 4. srpna 2010 se uvadi: Vidda za-
vede pravidelné zjistovdni visledki vzdéldvdini v 5. a 9. rocniku zdkladniho vzdé-
lavdani. Bude ddle stimulovat transparentni zverejniovani vysledku skol potrebné
pro jejich srovndni s akcentovdnim rozdili na tdrovni vstuptd (odlisné vzdéldni
prijimangch Zdki) pro optimdlni porovnatelnost poskytovaného vzdéldvdnd.

V souladu s timto prohldsenim ministr J. Dobes na podzim roku 2010 ozna-
mil, ze budou neprodlené zahajeny pfipravy na plosné testovani zaka 5. a 9. trid
a jiz v roce 2011 bude provedeno prvni testovani.

Abychom pochopili davody, které pravdépodobné vedly k tomuto rozhod-
nuti, je nezbytné alespon strucné popsat nékteré rysy vyvoje naseho skolstvi
v poslednim dvacetileti.

2  VYVO0J NASEHO SKOLSTVI PO ROCE 1990

Jednim ze zakladnich rysa vyvoje naseho skolstvi po druhé svétové valce je sku-
teCnost, zZe prochazi permanentnimi zménami. VSemi rezimy proklamovana péce
o zvySovani rovné vzdélanosti u nas nabyla podoby vymysleni zasadnich zmén,
aprav ucebnich plant, neustalého zavadéni novych metod a ucebnich postupi.
Charakteristickym rysem vsech téchto zmeén je vSak jejich nekoncepcénost, mala
pfipravenost a zejména nedtisledné vyhodnoceni jejich dopadi. Skolstvi samo-
zfejmé musi reagovat na vyvoj védy, na celkovy rozvoj spole¢nosti i na zavadéni
novych technologii. Jen je nutno mit na paméti, ze nové zavadéné koncepce
budou zédhy koncepcemi zastaralymi a zddné zmény neumensi rozhodujici roli
ucitel. Ti dob#i budou ucit dobfe i pfi Spatné reformé, jen jejich prace bude ob-

V poslednich dvaceti letech proslo nase skolstvi dvéma zasadnimi zménami,
které znamenaly kvalitativni zvrat v celém skolském systému. Tim prvnim fak-
torem byla liberalizace skolského prostfedi na pocatku devadesatych let charak-
terizovana predevsim prudkym nartstem poctu skol vSech typt. Jak vyrazny
tento narust byl, dokumentuji idaje o po¢tu gymnézii a stfednich odbornjch
skol.
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Gymnazia Stiredni odborné skoly
skolni rok | pocet skol | zakid na Skole | pocet skol | zakd na Skole
1989-1990 225 451 375 497
1996-1997 367 344 1001 205

Tento boom se vsak tykal i skol vysokych se vSemi negativnimi disledky,
které tento stav znamena.

Druhou podstatnou zménou pak bylo zavedeni Skolnich vzdéldvacich pro-
grami na zakladnich a stfednich skolach.

Na celkové (a logické) rozvolnéni skolskych pomérti na poéatku devadesé-
tych let, kdy se byt jen zminka o néjakych osnovach na nové vznikajicich skolach
povazovala pfinejmensim za nepatfi¢nou, jsme se jiz v r. 1992 na 4. setkani uci-
tel@t matematiky vSech typt a stupiii §kol rozhodli vytvofit v ramci JCMF pro
zékladni Skoly a pro vSechny typy stiednich skol standardy pro vyuku mate-
matiky, které by formulovaly nazor Jednoty na to, jakd by méla byt vystupni
aroven zak, a to bez ohledu na to, kdy, jak a zda viibec k obdobnému nézoru do-
spéje Ministerstvo gkolstvi. Jak se uk4zalo, dospélo MSMT k tomuto rozhodnuti
(alespoini u zékladnich gkol) v roce 2010.

Jaké asi byly divody tohoto rozhodnuti? Vyvoj skolstvi v poslednich le-
tech pfinesl, kromé pozitivnich efektt, i fadu negativnich jevii. Naddimensované
mnozstvi skol vSech typa a stupnu zakonité znamenalo vyrazny propad trovné
fady z nich. Nesmyslny systém financovani navic zptsobil, Ze fada skol vice ¢i
méné rezignovala na pozadovani odpovidajici Grovné piijimanych absolventi,
coz zpusobilo neblahou fetézovou reakci na vsech typech skol. Rychlé a zddouci
feseni tohoto stavu se vSak ukazalo komplikované, a tak teprve signély o zhorsu-
jici se trovni nasich zakid v evropském a svétovém srovnavani (vyzkumy TIMSS
a PISA) pfimély nasi politickou reprezentaci k hledani alespori dilé¢ich opatieni
vedoucich ke zlepsSeni situace. Jednim z takovych opatieni je pripravované zave-
deni standardi pro zakladni vzdélavani.

3 PRIPRAVA STANDARDU Z MATEMATIKY

Jak jsme jiz uvedli, na podzim roku 2010 bylo rozhodnuto o konéni plosného tes-
tovani (v té dobé nazyvaného ,narodni srovnavaci zkousky“) v 5. a 9. t¥id4ch.
Ministrem J. Dobesem byl stanoven tkol ptipravit podklady pro tyto zkousky
tak, aby jiz v roce 2011(!) mohlo probéhnout pilotni ovéfovani v matematice,
ceském jazyce, anglictiné a pfipadné v dalSich pfedmétech. Soucasné bylo roz-
hodnuto, Ze testovani bude probihat elektronicky a pozadavky budou disledné
vychézet ze soucasné podoby RVP.

V listopadu 2010 zapocala prace na pfipravach tohoto testovani: sestaveni
pracovnich skupin pro pfipravu standardt z matematiky, CeStiny, anglictiny
a ,ostatnich“ pfedmétl, vytvafeni metodologie chystanych standardi, nasta-
veni irovné obtiznosti testt atd. Ministr soucasné stanovil, ze standardy, které
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se stanou podkladem pro chystané testovani, musi vytvafet predevsim ucitelé
z praxe, takze v kazdém tymt mize byt pouze jeden pracovnik z vysokych skol
a jeden koordinator z Vyzkumného ustavu pedagogického.

Pro pfipravu standardi z matematiky tak byl v listopadu 2010 ustaven tym
ve slozeni:

Vedouci: Eduard Fuchs, Pfirodovédecka fakulta MU Brno
Koordinator za VUP:  Eva Zelendova, VUP v Praze
Clenové: Helena Fucikova, ZS Praha-Hostivai

Dag Hruby, Gymnazium Jevicko
Hana Ligkova, VOSP a SPgS Litomysl
Michaela Pazoutové, ZS Praha 4
Dagmar Ryc¢lova, ZS Jesenice

Jitka Topic¢ova, ZS a MS Sadov

Soucasné bylo rozhodnuto, Ze prvni verze standardd musi byt pfipravena do
konce ledna 2011, aby jiz v inoru mohla probéhnout prvni ¢ast vefejné diskuse
k jejich podobé.

To, ze tvorba standardt musi disledné vychazet se stavajictho Rdmcového
vzdéldvaciho programu (RVP), samozfejmé znamenalo pro tvirce fadu omezeni.
Predevsim nebylo mozno vyjit z vyse zminénych standardti, které v devadesatych
letech pfipravila JCMF, nebot ty vznikly davno pfed zvefejnénim RVP. Soucasné
si je jisté fada uciteld matematiky védoma nedostatki, které jsou v RVP obsa-
zeny: nevhodné Casové zarazeni nékterych tematickych celki, nejasné formulace
nékterych vystupt apod. Pro tvirce standardi jsou to samoziejmé neprijemné
faktory, pozitivnim rysem je vSak to, Ze pfiprava standardu se snad stane prvnim
krokem ke kvalifikovanym revizim RVP.

Stanovena elektronicka forma testovani pfinesla jiné komplikace. Nékteré vy-
stupy, napfiklad fada geometrickych partii, prakticky nemohou byt elektronicky
testovany. (Jesté vyraznéjsi omezeni to vSak jisté znamend v testovani jazyko-
vych znalosti.)

V priibéhu piiprav se postupné také ménila néktera kritéria tvorby stan-
dardti, zejména naroky na jejich stanovenou obtiznost. V piivodnim zadani bylo
feceno, ze standardy budou nastaveny na ,optimalni“ troven, v niz bude mi-
nimalni vyhovujici hladina tispésnosti stanovena predem zvolenym percentilem.
Tento pozadavek byl zadhy zménén tak, Ze se budou pripravovat standardy ve
tfech obtiZnostnich drovnich, aby posléze bylo feceno, Ze maji pokryvat mini-
malni pozadovanou troverti znalosti v patych a devatych tfidach. Obrazné feceno,
maji byt stanoveny tak, aby je, alespon teoreticky, spliovali i zaci hodnoceni na
zakladni skole ¢tyrkou.

Pfes vSechny problémy byl do konce ledna 2011 navrh standardd pfipraven
a jeho ukézky byly predlozeny k vefejné diskusi na strankéach http://www.rvp.cz.
Odezva ucitelt z praxe byla vesmeés pozitivni, jejich pfipominky byly z valné
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Casti zapracovany do dalsi verze standardi. Proti samotné myslence testovani
zaku se stavéla pouze pomérné uzka skupina ,,profesionalnich odptrci“ vseho,
co chysta stat v oblasti vzdélavani. Jejich motivaci vSak byla pfevazné obava
z ohrozeni jejich ,obchodnich® zajm.

Standardy byly v Gnoru rovnéz pfedany k recenzi prednim odborniktim. Ma-
tematiku posuzovali doc. RNDr. Nada Stehlikova, Ph.D., z Pedagogické fakulty
UK, prof. RNDr. Josef Molnar, CSc., z Prirodovédecké fakulty UP v Olomouci
a Vaclav Klaus ml., feditel PORG. Zadny z recenzentti nemél pfipominky k za-
kladni koncepci standardi, prof. Molnar a doc. Stehlikova navrhli pouze nékteré
diléi apravy, V. Klaus konkretizoval nékteré technické moznosti elektronického
testovani.

Uplna verze standardt byla ptedlozena k vefejné diskusi v dubnu a kvétnu
2011 a v soucasnosti je zvefejnéna na webovjch strankach MSMT na adrese
http: //www.msmt.cz/file/16601.

4 SOUCGASNA PODOBA STANDARDU

V soucasnosti jsou v matematice, Cestiné a angli¢tiné vypracovany ke vSem vy-
stuptim RVP tzv. indikatory, které podrobnéji popisuji, které znalosti budou
v rdmci daného vystupu testovany. Ve standardech jsou uvedeny i indikétory,
které nelze elektronicky testovat. V matematice je pro kazdy ocekavany vystup
z RVP vypracovana tabulka se seznamem indikatord a s ilustracni tlohou, ktera
demonstruje prepokladanou minimalni troven budoucich testd. Je nutno zdu-
raznit, ze tyto ilustracni tlohy v zadném pripadé nejsou minény jako budouci
testové ulohy!

Na ukézku uvedme jednu takovou tabulku pro patou a jednu tabulku pro
devatou tridu.

Vzdé&lavaci | Matematika

obor

Roé¢nik 5.

Tematicky | Zavislosti, vztahy a prace s daty

okruh

Ocekavany | M-5-2-01

vystup 74k vyhledava, sbird a t¥idi data

RVP ZV

Indikatory 1. zék provadi a zapisuje jednoduchd pozorovani (méfeni

teploty, prijezd aut za dany ¢asovy limit apod.)

2. zak vybira a porovnava ze zadani ulohy data podle da-
ného kritéria

3. zék posuzuje redlnost vyhledanjch adaji




JAK UCGIT MATEMATICE ZAKY VE VEKU 10-16 LET 13

Tlustraéni V tabulce je uveden pocet divaki, kteii se béhem uvedenych
uloha tFi dnu pfisli podivat do prazskych kin na film Kuky se vraci.
DEN stfeda | patek | nedéle

POCET NAVSTEVNIKU | 490 1509 | 1954
1. O kolik bylo navstévnikia v patek vic nez ve stiedu?

2. Kolik navstévnikt celkem vidélo film v uvedenych
dnech?

3. Je z tdajt mozné urcit, kolik navstévnikd vidélo tento
film v sobotu?

ANO - NE (zakrouzkuj pravdivou odpovéd)
Poznamky | Indikator 1 nelze testovat elektronicky.

Pro 9. tfidu uvadime zpracovani prvniho vystupu RVP:

Vzdélavaci | Matematika a jeji aplikace

obor

Roé¢nik 9.

Tematicky | Cislo a proménnéa

okruh

Ocekavany | M-9-1-01

vystup 74k provadi pocetni operace v oboru celjch a racionalnich
RVP ZV C¢isel; uziva ve vypoctech druhou mocninu a odmocninu
Indikatory 1. zak provadi zakladni pocetni operace se zlomky a dese-

tinnymi ¢isly

2. 74k dodrzuje pravidla pro pofadi pocetnich operaci
v oboru celych a racionalnich ¢isel, vyuziva vlastnosti
operaci s¢itdni a nésobeni (komutativnost, asociativ-
nost, distributivnost) pfi Gpravé vyrazi

3. zak vyznaci na ciselné ose racionalni ¢islo a ¢islo k nému
opacné

4. 7ak uziva znalosti druhych mocnin celych ¢isel od 1 do
20 (i ke stanoveni odpovidajicich druhjch odmocnin)

5. zak urci rozvinuty zapis prirozeného cisla v desitkové
soustave

6. zék provadi zékladni Gpravy zlomkt (rozsifuje a krati
zlomek, zjednodusi slozeny zlomek, vyjadii zlomek v za-
kladnim tvaru, uréi prevracené c¢islo, pocitad se smiSe-
nymi ¢isly)

7. zak urc¢i absolutni hodnotu celého ¢isla a vyuziva jeji
geometrickou interpretaci
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Tlustraéni Vypoctéte hodnoty B,C, D, E a jejich obrazy umistéte na
uloha Ciselné ose podobné jako obraz Cisla A.
Vzor: A=10-12 -112 =120 - 121 = —1

B=22-2.3 Cz—(g)-\/ﬁ
D=+/(-5)2—4> E=+/(-4)-(-9)

LI | ]

5 NEKTERE PRIPOMINKY Z DISKUSE

Jak jsme jiz uvedli, byly do soucasné verze standardti zapracovany vsechny ,ak-
ceptovatelné* pripominky. Abychom ilustrovali, jaké pfipominky nebylo mozno
zohlednit, uvedme nékteré typické priklady.

Rada pfipominek nebrala v ivahu, Ze je nutno vychézet ze stavajicich RVP.
Proto nebylo mozno akceptovat mnohé, na prvni pohled racionélni a opravnéné
navrhy na upravu indikatord.

Neéktefi ucastnici diskuse nebrali v tivahu zduraznovany fakt, ze ilustracni
tlohy nejsou navrhy konkrétnich testovych tloh, ale jsou pouhymi ukazateli
odpovidajici irovné testu. Dalsi zase doporucovali, aby priklady byly ,. komplex-
néjsi“, aby netestovaly pouze zakladni dovednosti, ale jejich vyuziti v praxi.
Priklady tohoto typu by vsak vyrazné zvysily obtiznost a podle naseho nazoru
nepatii do MINIMALNT trovné.

Nékteré pripominky, které se k nasemu udivu ¢asto objevovaly i v médiich,
vS8ak byly naprosto nesmyslné. Mezi né patti napriklad vyhrady, Ze pozadavky
jsou moc mirné, nebot nepokryvaji uéivo nutné pro prijeti na gymnazium. Sa-
moziejmé: jde prece o MINIMALNI pozadavky, které ma splnit nejen budouci
gymnazista, ale ,kazdy“ ¢tyrkai ze ZS.

V zaii a fijnu 2011 probéhly ve vSech krajich seminafe pro ucitele, porfadané
MSMT a NIDV. Na téchto seminafich jsme si v nékolikahodinovych workshopech
kromé jiného ovérovali, zda nasSe chapani nastavené minimalni irovné indikatort
je shodné s pfedstavami ucitelt 1. i 2. stupné.

Podrobnéji o zjisténich z téchto seminafich viz v ¢lanku H. Liskové a E. Ze-
lendové v tomto sborniku.

6 DALSI vYVvoJ

Samotnym testovanim byla povéfena Cesks skolni inspekce. Pilotni testovani
probéhne cca na stovce vybranych skol ve dnech 12.-13. 12. 2011, pijde vsak
jen o zkousku logistiky, nikoliv primarné o vyhodnocovani znalosti zakt. Prvni
plosné testovani probéhne mezi 20. 5. a 10. 6. 2012, generalni zkouska probéhne
v r. 2013 a od r. 2014 by mély narodni srovnavaci zkousky probihat v plném
rozsahu.
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ELEMENTARNI MATEMATIKA A KULTURA

Frantisek Kurina

Muj prispévek se netyké ,,zhavych“ problému soucasné skoly typu standardy,
testovani, gramotnost ¢i kompetence. Jsem rad, ze programovy vybor konference
v Cele s Hankou Liskovou se nebal zaradit mé vystoupeni, které chce orientovat
vasi pozornost k otdzkam, o nichz nemluvime ¢asto, nebo nemluvime vibec, tj.
k problémum matematického vzdélavani v kontextu kulturniho rozvijeni zakt.
7Zd4 se mi, ze mnohdy a mnohde preziva nazor o jakési vylucénosti matematického
vzdélavani, které je snad z tradice trpéno, ale nemé pro rozvijeni osobnosti valny
vyznam. Chtél bych ukézat, Zze matematika vyveéra z kulturnich tradic, kterymi
spolecnost zila v minulosti, Zije v soucasnosti a snad bude zit i v budoucnosti.
Jsem presvédcen, ze tyto souvislosti by si mél ucitel matematiky uvédomovat,
nebot jejich vyuzivani mtze ptispivat k hlubsimu chdpani matematiky a nalézéani
smyslu jejiho studia u kazdého zaka.

Terminem elementdrni matematika budu rozumét matematiku soucasné
stfedni skoly reprezentovanou napiiklad fadou ucebnic prazského nakladatelstvi
Prometheus. Pojem kultura povazuji v duchu Pithova ndzoru za pojem utvareny
»peclivé po staleti vrstvenou moudrosti“ a nebudu ho vysvétlovat [22, s. 27].

1 PRVNf KONTAKTY

Prvni kontakty ditéte s hlubokymi matematickymi myslenkami nemaji vyslo-
vené matematicky raz. Souviseji s rozvijenim mysleni ditéte, s rozvojem jeho
jazyka. ,Jazyk je tkani rtizné jemnou a pevnou, v niz jediné se muize rozvijet
souvislé mysleni, a tedy i soucasny vztah ke svétu... Jedna véc je rozeznat ve
svété jednotlivé prvky, rozlozit si jej na ¢asti a ¢astecky, a druhé, stejné dilezita
véc je zase ty prvky mezi sebou pospojovat, vyjadrit ¢asti opét jako soucasti,
vzajemné svazané; v priméreném postizeni této vazanosti znakem tkvi zakladni
drama lidského poznani* [12, s. 152]. Toto drama ma matematicky charakter.
Utvafeni pojmd znamend vidét v rtizném jedno, proces abstrakce je procesem
konstrukce mnozin. Podobné jako dité dochazi od setkani s Alikem, Brokem, Sul-
tanem, ... k pfedstavé psa, dochazi i od setkani se tfemi jablky, tfemi bonbony,
tfemi kulickami, ... k ¢islu 3. Tento proces, ktery jsme dosti podrobné popsali
v knize [7], je vyznamnou matematickou konstrukci, na niz se podili v pted-
skolnim véku rodice, prarodice, sourozenci, i ,spoluzaci“ v mateiské skole, je
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Obr. 2

podstatnou slozkou matematického vzdélavani na prvnim stupni zakladni skoly.
Schopnost ditéte tyto souvislosti plnohodnotné prozivat je zdkladem matema-
tického vzdélavani. Vidét v rizném jedno ilustruje puvabné Viadimir Nabokowv,
kdyz jeho détsky hrdina vzpomina: , Tikani hodin, podobné pti¢né pruhované
pésce krejéovského metru, nekoneéné odméfovalo mé bezesné noci“ [18, s. 23].
Zni to neuvéritelné, ale ja jsem se jako desetilety venkovsky chlapec setkal
s matematikou ,axiomaticky“. Se star$im bratrem jsme méli sbirat kameni na
poli. Kosiky byly tézké, a tak jsme prisli na ,zlepSovak“: budeme kameny hazet
pted sebou, az je dohazime z pole ven. Ze to vzdycky je mozné, je poznatek, ktery
je v matematice zndm jako Archimédiv axiom: K libovolnym kladnym d¢islim
a, b existuje ptirozené ¢islo n tak, Ze plati na > b (obr. 1). Druhy mtj matema-
ticky zazitek je geometricky. Méli jsme doma koryto peclivé vyrobené z jednoho
kamene, které bylo zvnéjsku na jednom rohu poskozené, aniz by to jakkoliv va-
dilo jeho funkci. Jednou, kdyz jsme byli sami doma, jsme se s bratrem rozhodli
tento nedokonaly geometricky tvar zni¢it. To jsme také provedli. Koryto jsme
zcela roztloukli, a¢ jsme jinak neméli zadné destrukéni choutky. ,,Cim je objekt
dokonalejsi, tim je krasnéjsi“ jsem si po padeséati letech od naseho destrukéniho
¢inu precetl ve Vopénkovyjch Rozpravdch [26, s. 114]. O krase geometrickych téles
sni i hrdinové Rencinovy kresby na obr. 2. Treti mij matematicky zazitek byl
vyprovokovan neuvéritelnou historkou o odméné za vynalez Sachové hry. Snazili
jsme se s bratrem vypocitat, kolik pseni¢nych zrn mél vynalezce dostat. Byli jsme
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nedspésni, neuméli jsme ¢isla ani precist, ani zapsat, dosel nam papir, byli jsme
vSak ohromeni velkymi ¢isly. Snad jsme citili podobné okouzleni velkymi Cisly,
jaké prozivali stafi Indové pifi zrodu matematiky kalkulaci. Je neuvéfitelné, ze
pfes neupotiebitelnost téchto ¢isel v bézném zivoté dosli tehdy az k ¢islu 10421,
Podle Vopénky ,pravé snaha operovat s nepfedstavitelné velkymi ¢isly, nikoliv
s ¢isly uzivanymi bézném zivoté, vedla k objevu aritmetického kalkulu. Pro béz-
nou potfebu postacovaly v Evropé jesté vice nez tisic let ¢islice fimské, pocitadlo
a znalost velké nésobilky“ [24, s. 34, 35]. O zrodu matematiky mimo $kolu piSe
i Keith Devlin v knize [3]. Pfipometime z ni scénu, v niz dvanéctilety brazilsky
hoch (H) prodéava kokosové ofechy kupujicimu (K).

K: Zac je jeden?

H: Za 35.

K: Dobra, vezmu si jich 10. Kolik budu platit?

H (Chvilku v&ha a pak nahlas po¢itd): Za 3 to je 105.
Za dalsi 3 ... To bude 210.
Ale ja potfebuji jesté 4, to bude 315 a jesté 35.
Date mi 350.

Prodavajici hoch vyuzije to, Ze zna cenu tfi ofechdi, a ani ho nenapadne
aplikovat ze skoly zndmé pravidlo o nasobeni ¢islem 10.

V souvislosti s vSudypiitomnosti kalkulacek jisté nelze ocekavat nartst do-
vednosti pocitat zpaméti. Pfesto mé vsak udivilo, ze Josef Holecek v Nasich
popisuje scénu, kdy Rozéara z Ujezda vypoditala ,za chvilenku z hlavy“ souéin
365 - 490, kdyZ si s tim jeji muz nevédél rady [8, s. 101]. Je mozZné, Ze skola
(patrné obecna) dokdzala na konci 19. stoleti vypéstovat takovéto dovednosti?

Mozna, ze se nékomu budou zdat nize uvedené souvislosti matematiky s reali-
tou zivota pon€kud naivni. Dovolim si proto zminit se o jedné piithodé zakladatele
teorie katastrof francouzského matematika René Thoma. ,,V roce 1961 byl Thom
v Bonnu a navstivil tam prirodovédecké muzeum... Nesel tam ale z néjakého
prirodovédeckého zajmu, ale proto, ze tam matematici poradali recepci. Kdyz se
pak prochézel saly muzea, uvidél sddrovy model gastrulace vajicka zaby — a tu
se mu nahle objevila asociace se singularitami, které praveé studoval... K to-
muto napadu se vratil a na jeho zdkladé vznikly prvni modely teorie katastrof
v embryologii“ [5, s. 124].

Nemohu nyni nepfipomenout zkusSenost jiného francouzského matematika
Gustava Choqueta. ,Chovani védce, at jiz v matematice ¢i v experimentalnich
védach pripomina chovéani prizkumnika v lese, ktery hledd pramen nebo vzacny
druh hmyzu. Kraci stezickou s napnutymi smysly pfipravenymi vnimat podnéty.
Bez umdleni vyuziva postranni pésinky. A nékdy se stane zazrak. Vydal se za
motylem a objevuje poticek, v némz se povaluji valouny zlata“ [10, s. 90].

Reseni tloh, jako kazda tviiréi prace, se neopiré jen o logiku, ale také o intu-
ici, pfedstavivost, pamét a zkuSenosti. Na fadé priklada jsem se to snazil dolozit
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v knize [16]. I profesor Bohumil BydZovsky zdtraziioval: ,U stfedoskolské mate-
matiky je dulezitd psychologickd stranka — ne ta logickad® [6, s. 41]. Nevim, zda
by nase stfedoskolské uc¢ebnice z tohoto hlediska obstaly.

2 MATEMATIKA A OBRAZKY

V roce 2011 vysla v ¢eském prekladu pozoruhodné kniha anglického fyzika a ma-
tematika Johna D. Barrowa. Pfipomenme z ni nékolik myslenek.

»2Knihy a zvlasté knihy o védeckych tématech, obvykle uzivaji obrazkt, aby
ilustrovaly, o ¢em je fe¢. Usetfi se tim slova. Obrazky ovliviiuji tempo vypravéni,
pozménuji jeho sloh a poméhaji paméti. Jsou mostem mezi tématem a myslen-
kou“ [1, s. 13].

»2Mame radi obrazy. Svét se ndm zjevil v jejich podobé hned po narozeni. Nase
mysli nebyly pfipraveny na pismena, ¢isla, podvojné tic¢etnictvi, notové zapisy ¢i
matematické rovnice — to vse jsou v lidské historii az pozdéjsi pridavky. Lidské
smysly se rozvinuly v prostfedi, které bylo nejsnazsi vnimat, pochopit a zapa-
matovat si v podobé obrazu. Citlivost k bohatstvi zrakovych vjemu se rozvinula
a upevnila v generacich potomki s ostrym zrakem, ktefi se dokazali postarat
o svou bezpecnost a dlouhovékost 1épe nez ostatni. Od téchto skromnych po-
Catkl se odviji nase zaliba v obrazech. Obrazy nas bavi, vzdélavaji, napomahaji
nasi paméti a jsou pro nés zdrojem inspirace* [1, s. 17].

Tyto nazory vnimam jako podporu svych myslenek, které jsem se snazil
uplatnit napf. v knize Uméni vidét v matematice [15], musim ovSem uznat, Ze
nase ucebnice matematiky jsou Casto ,ilustra¢né chudé®. Snad je to vlivem bour-
bakistického pojeti matematiky, které jisté aspon zcasti ovlivnilo fadu generaci
nasich autord, souvisi to jisté i s pojetim geometrie v ucitelském vzdélavani na
univerzitach a s jejim postavenim v tzv. moderni matematice. Nakreslit vhodny
obrazek je pocatek tispésného Feseni mnoha matematickych tloh, pficemz navod,
jak takovy obrazek vytvofit, neexistuje. Emil Calda jisté nemyslel slova, ktera
budu nyni citovat zcela vazné, nicméné vystihl jimi do zna¢né miry praxi fe-
Seni geometrickych uloh: ,Zirdme-li na obrazek pfedstavujici rozbor konstrukéni
ulohy dostatecné dlouho a stéle nic nevidime, spojime dva naméatkové vybrané
body a koukame, jestli uz néco vidime. Jestlize ani ted nic nevidime, spojujeme
postupné dalsi a dalsi body tak dlouho, dokud néco neuvidime, nebo dokud ne-
vznikne takova zméf ¢ar, Ze uz viibec nic vidét nemtizeme. V tomto piipadé
nakreslime puvodni obrazek znovu, spojime jiné dva body a cely postup opa-
kujeme® [2, s. 11]. Doporuduji ¢tenéfi, aby si vyzkousel Caldiv ndvod napft. na
tloze: Vypoctéte délku té ¢asti osy pravého tthlu pravouhlého trojihelniku s od-
vésnami a, b, kterd je ¢asti uvazovaného trojuhelnika. Sedm feSeni toto ulohy
uvadim v knize [16] na s. 85-89. Komu se podaii najit dalsi feseni?

Jak klopotna muze byt cesta k novym napadim, k novym myslenkdm, do-
lozme nasledujicim prikladem.
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Jiz 900 let je znama konstrukce ¢tverce, ktery ma obsah rovny trojnasobku
obsahu daného ¢&tverce od arabského matematika Abul Vefa (obr. 3). J& znam
tento dikaz od r. 1989 [15, s. 56], ale teprve v roce 1999 modifikoval jisty Poo-
sung Park obr. 3 na obrazkovy diikaz Pythagorovy véty (obr. 4). Dikaztim beze
slov vénoval dvé knihy Ameri¢an Roger B. Nelsen [20, 19]. Takovéto duikazy maji
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Obr. 5

podobny charakter jako kreslené vtipy (obr. 5). Jsou bez textu nebo s textem
minimalnim a obvykle chvilku potrva, nez je pochopime. Oboji je zajimavou,
i kdyz okrajovou slozkou lidské kultury. Neverbalni vyjadfovani je vyznamné
pro porozumeéni skolské matematice. Je ovsem dtilezité i v matematice védecké.
To vyjadtili vyslovné dva nasi matematici. Eduard Cech (1893-1960) napsal:
,Umét tlohu prelozit z Feci slov do feci obrazi a obracené, to neni spjato jenom
s urcitou partii uciva, ale s celou podstatou matematiky — ba dokonce s ce-
lou podstatou mysleni“ (citovdno podle ¢lanku [9]). Petr Vopénka se vyjadril
v podobném duchu: Neuznavani obrazki a nacrtt za plnohodnotny zptisob sdé-
lovani poznatki, to je disledné trvani na tplnych slovnich popisech sdélovanych
poznatkil, vyrazné umrtvuje dynamiku matematického poznavéani [25, s. 569)].
Nasge didaktika, zda se mi, uznava vyjadreni slovni a symbolické, zpravidla vsak
ne obrazkové — to mnohé ucebnice ve Vopénkové smyslu umrtvuje. V Sedesa-
tych letech minulého stoleti vyrazné pfispél k vizualizaci matematiky (nejen
skolské) belgicky matematik George Papy. Jeho klasické knihy ,,Mathématique
moderne?* [21] jsou z tohoto hlediska velmi pouc¢né.

3 MATEMATIKA A LITERATURA

V této Césti se pokusim ukazat, jak mize literatura (a to i literatura krasnd)
davat podnéty k uvazovani o matematice.

JAN AMOS KOMENSKY A ZDENEK SVERAK

V prvni ukdzce je Komensky autorem (ukdzka z Labyrintu svéta a rdje srdce),
v druhé je hlavni postavou scénky ze Svérdkova dramatu Ceské nebe.

Mezi geometry. Prijdeme do jiného séalu, na jehoz priiceli bylo napsano: Nikdo
nevchdzej, kdo neznds geometrii. Zastavil jsem se a ptal se: ,Budeme tak smét
vejit? Vidyt tam poustéji jen geometry.” ,Jen pojd,“ vekl mi Viudybud. A tak
jsme vesli a uvidél jsem tam mmnozZstvi lidu, jak kresli ¢dry, uhly, krize, kruhy,
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ctverce a body, kazdy potichu a sdm. Pak chodili jeden za druhgm a ukazovali si
sv€ vytvory a tu jeden tikal, Ze to md byt jinak, a ten zase, Ze je to tak dobre,
a tak se hddali. Kdyz nekdo vynalezl néjakou novou édru nebo thel, jdsal radosti,
svolal druhé a ukazoval jim to. Oni obdivné pomlaskdvali, tocili hlavami a prsty
a pak kazdy bezel do svého koutu a udélal si také takovou véc — jednomu se
to podatilo a druhému ne — takZe nakonec byla sin plnd car, byly na zemi, po
sténdch i na stropé, a nikoho nenechali, aby po nich slapal, nebo se jich dotykal.

Scéna ze hry Ceské nebe (Svérak 2009).

,Komensky: ...ten Zensky prvek — samoziejmé v pocestné podobé — by
tu chybét nemél. Vite, ja kdyz jsem ucil ve Fulneku, mél jsem ¢isté chlapeckou
t¥idu. A ti chlapci mé neustéle zlobili tim, ze noziky vyryvali do skolnich skamen
obrazce.

Hus: Jaké obrazce?

Komensky: Geometrické. A nejen na lavice. Na tabulky to kreslili, na okraje
knih, i zvené¢i na Skole se takovy geometricky obrazec objevil. A mé napadl
pedagogicky pokus: ucit dévcéata a chlapce dohromady. A vidite — opravili jsme
lavice i omitku a od té doby se zadny takovy obrazec nikde nevyskytl. Ti hosi
S tim prosté prestali.

Havli¢ek: Tomu nevéiim.

Komensky: Piestali! A kdyZ jsem se jich ptal pro¢, vite co mi fekli? Protoze
zjistili, Ze to tak nevypada.

Vaclav: Tak to by byla trocha geometrie.“

Geometti z Labyrintu kresli ikonické reprezentace geometrickych utvart,
kresli geometrické ttvary podobné abstraktnim pojmtm. Reprezentace z Ces-
kého nebe je pouze symbolicka.

Kresba Vlastimila Rady na obr. 6 dokumentuje, ze symbolicka reprezentace
mize byt pro toho, kdo je s prislusnymi symboly obeznédmen, srozumitelnéjsi nez
odpovidajici reprezentace ikonicka.

K pobodll p. t. tetnlkt musl trampstve byt
oznatoving dle pohlavl jasn2 a viditelnd.

Obr. 6
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Teprve kdy? jsem si piecet]l Ceské nebe, mi doslo, jak moudré jsou DZibrdnova
slova: ,Nikdo vAm nemitze zjevit nez to, co jiz spoc¢iva a zpola difima v rozbfesku
vaSeho poznani* [4, s. 50]. Teprve potom jsem dokéazal uéitelkdm prvniho stupné
vysvétlit, ze na obr. 7a je ikonickéa a na obr. 7b symbolické reprezentace usecky.
Ikonickou reprezentaci kruznic rysujeme kruzitkem nebo kreslime, symbolickou

reprezentaci jsou napf. zapisy k(S,r) nebo 2?4y =12

REPREZENTACE
IKONICKA | SYMBOLICKA

# |

k (S¢)

X %l-yzx l‘z

Obr. 7

FRANTISEK KUPKA A LAO-C’
N&s vyznamny mali¥ Frantisek Kupka (1971-1957) a ¢éinsky mudrc Lao’c
(570-490 pf.n.l.) formulovali ve svych dilech myslenky, které se mi jevi velmi
vyznamné z hlediska pojimani struktury elementarni geometrie. Pf¥ipomenu nej-
drive jejich slova.

»Architektura — uméni, jez vzeslo z potieby piistfesi — zaklada se zcela na
feSeni problému déleni prostoru. Pro ni otazka objemu tkvi v tom, Ze jedna
nebo nékolik ¢asti prostoru je uzavieno télesy jako kamenem, dfevem, kovy —

a ovSem okennimi skly atd. Utvafeni objemu vyplyva tu zcela z uzitkové pod-
minénosti“ [13, s. 137].

,TTicet loukoti spojenych vjedno dava kolo,
le¢ ,nic’ mezi nimi tvofi pouzitelnost vozu.

Hlina se hnéte a tvoii se nddoby,
le¢ ,nic‘ jejich vnittku tvori pouzitelnost nadob.

Stavi se dim a vysekavaji se okna a dvefe,
le¢ ,nic‘ jejich otvoru tvori pouzitelnost domu.
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Tak v tom, co jest, spoc¢iva prospésnost,
v tom, co neni, spoéivd uziteénost.“ [17, s. 49]

Kdyz jsem poprvé Cetl tyto myslenky, nezjevilo se mi néco, co by dfimalo
v rozbfesku mého poznani (jak jsem niZe citoval Dzibrana), ale potvrdilo se
mi — z necekané strany, od umélce a filozofa — to, co jiz pevné tkvélo v mém
presvédceni. Na zakladé didaktickych studii a pedagogické praxe jsem formuloval
a napf. na konferenci Perspectives on the Teaching of Geometry for the 21st
Century, Catania 1995 prednesl téze o tzv. didaktické struktufe geometrie, ktera
spoc¢ivé na téchto principech:

1. Déleni prostoru
Prostor (dimenze 1, 2, 3) 1ze délit na ¢asti:

Bod déli pfimku na dvé polopfimky, 2 body déli pfimku na tsecku a dvé
polopfimky, n bodt déli pfimku na n+ 1 ¢asti. Piimka déli rovinu na 2 po-
loroviny, 2 piimky déli rovinu na 4 thly nebo na 2 poloroviny a pas, ...
Kruznice déli rovinu na kruh a neomezenou ¢ast roviny, jednoduché uza-
viend lomena c¢ara déli rovinu na mnohothelnik a neomezenou ¢ast ro-
viny, ... (Pfi tomto pouziti terminu déleni nalezi spole¢na hranice obvykle
obéma ¢astem.) Princip déleni prostoru je tedy ,pojmotvorny®.

2. Vyplnovdni prostoru

Prostor a jeho ¢asti Ize vypliiovat jinymi utvary. Tato idea tkvi v zdkladech
budovéni miry (velikost tisecky, obsah obrazce, objem télesa).

3. Pohyb v prostoru
4. Dimenze prostoru

Posledni dva principy jsou spjaty s prvnimi dvéma. Bod, pfimka a rovina,
tedy utvary dimenze 0, 1 a 2 déli na ¢asti itvary dimenze o 1 vétsi. Dréha
bodu pri pfimém pohybu je tsecka, vhodnym pohybem tisecky miize vzniknout
Ctverec, pohybem ¢tverce napt. krychle, ...

Podrobnéjsi informace o této problematice lze najit v pracech [14, 11].

Dnes jsem presvédcen, motivovan i uvedenymi citaty, ze naznacena struktura
elementdrni geometrie je opravnéna jak z hlediska aplikaci matematiky (méfeni
Zemé, vypocty obsahl, povrchd a objemi, ... ), tak i z hlediska teoretického
(Jordanova véta, problém ¢tyt barev, ...). Je pozoruhodné, Ze zminéné principy
tvori dobry vhled i do vytvarného uméni. P¥ipomenu to jen dvéma ukazkami:
Paul Klee (Harmonie severni fléry, v origindle ovSem barevnd, obr. 8) a Vasare-

lyho grafika (obr. 9).
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Obr. 8

Obr. 9
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4 ZAVERY

Dosud jsem se nezminil o zasadné dtlezitém kulturnim vlivu matematiky, o jejim
vyznamu pro prirodni védy a techniku. To je oblast, ktera je relativné znama,
a rozbor této problematiky by si vyzadal mnohem vice prostoru, nez zde mam
k dispozici. Zde budu pouze formulovat jisté pouceni, které pro mne z Gvah
o kultufe a matematice vyplynulo.

Bylo by mylné domnivat se, Ze cesta k matematice je dldzdéna ,logickymi ka-
meny“. K matematice vede ,, nekone¢né, neperiodicka mozaika“ tvorenda pohledy
psychologickymi, aplika¢nimi, umeéleckymi i logickymi. Matematika je nedilnou
soucasti lidské kultury. Péstovat matematickou kulturu znamena vidét koreny
matematiky v realité (v pfirodé a spoleénosti), pozndvat svébytny svét matema-
tickych pojmu, rozumét mu a umét ho aplikovat ,kultivované“ a spravné i na
aktualni otazky zivota.
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VYKOPANA GEOMETRIA: AKO NAS SKOLSKA
REFORMA VRATILA O 2500 ROKOV DO MINULOSTI

Hynek Bachraty, AlZbeta Bohinikova

1 KRATKE VYJASNENIE

Na tvod sa poktsime zabranit nedorozumeniam, ktoré by mohol vyvolat trochu
nejasny nazov prispevku. Jeho jadrom bude popis a analyza Cerstvej pedagogickej
skiisenosti pri rozvijani geometrick§ch schopnosti Ziakov druhého stupiia ZS.
Suvis s prebiehajucimi zmenami vo vyuCovani matematiky na skolach je skor
stihrou okolnosti, aj ked v zavere poukéZeme aj na jednu hlbsiu stivislost. Casovy
udaj mé naznacif, Ze sa budeme venovat geometrii, ktord historicky zodpoved4
predeuklidovskej ére.

2 ODKIAT, SA BERU INSPIRACIE

Ako bolo povedané, chceme sa na tomto mieste s poslucha¢mi a ¢itatelmi podelit
o prvé poznatky z oblasti, ktorej sme sa zatial v rdmci zadujmovej matematiky
venovali inym sposobom. Nepdjde teda o overend, dlhoroénymi sktisenostami
a tvahami potvrdent tému, ale o nové napady a navrhy, ktoré ¢akaju na rozpra-
covanie. A samozrejme aj na konfrontéciu sktisenosti s dalsimi pedagégmi. Cel&
histdria zacala vo februari 2011, kedy sme do zadani koreSponden¢éného seminara
SEZAM pre ziakov 7. az 9. ro¢nika zadali nasledujticu tlohu:

Aramis, Porthos a D’Artagnan sedeli pri raniajkdch a rozprdvali sa o vieraj-
Som dni. Boli smutni, Ze sa nebudiu moct zicastnit pdtrania po brneni. Ked som
k nim prigiel a poloZil pred nich obdEnikovy pldt zlata s plochou 50 em?, prekva-
pene na mna pozreli. Povedal som im, Ze rad privitam ich pomoc pri ceste za
brnenim a ich odmena bude tento zlaty pldt. Zlaty pldt si ale medzi seba musia
bezo zvysku rozdelit ma tri pravouhlé trojuholniky tak, Ze plocha jedného z mich
bude rovnako velkd ako sucet ploch zvysnich dvoch. Trojuholniky si potom roz-
delia podla veku. Akymi sposobmi sa pldt dd takto rozdelit? KedZe rytiert neboli
rovnako start, mali este obavu, ¢i im pri delend vyjdi rozne velké trojuholniky.
Mohol byt pldt taky, aby vysli niektoré trojuholniky pri deleni rovnako velké? (Pre
plné znenie zadani pozri archiv tloh v [1].)

Uloha patri do ,zlatého fondu“ SEZAMu a tohto roku bola zadané (po pri-
slusnej prestavke) uz treti raz. Ocakévali sme preto obvykly sposob rieSenia.
V prvom kroku zvykli deti objavit, ze najvic¢si z pravouhlych trojuholnikov
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musi mat plochu polovice obdlZnika. To je mozné najjednoduchsie dosiahnuf
rozdelenim obdlznika uhloprie¢kou. Jeden z dvoch vzniknutych trojuholnikov
potom rozdelime jeho vyskou a ziskame prvé delenie. Druhé, obtiaznejsie, spo-
éiva v moznosti vyuzitia Talesovej vety. Niektori ziaci byvali aj schopni ukazat,
7e dalsie rieSenia tlohy uZ neexistuji (klti¢om je nutnost rozdelit jeden zo 4 pra-
vych uhlov obdlZnika, ¢o vedie na jednoduchiti diskusiu). V tohtoro¢nom zadani
sme eSte doplnili poslednii podotazku, ktorej ciefom bolo zvedomit deftom niek-
toré Specidlne tvary rieseni. Z tohto dévodu sme pre zjednoduSenie zadali aj
¢iselny tdaj o ploche obdlZnika.

Pisomné rieSenia deti pre nds predstavovali velké, na prvy pohlad neprijemné
prekvapenie. Uspech tlohy z minuljch rokov sa nezopakoval. Len niekolko z cca
80 rieseni obsahovalo delenie na zaklade Talesovej vety, vSetky ostatné skoncili
pri deleni uhloprieckou. Navyse, v zadani v dobrom timysle spomenuta plocha

.....

25 x 2 a 10 x 5.

Utrpeli sme fiasko? Nagtastie nie, inak by nevznikol tento ¢lanok. Naopak,
skuisenost z ,havarie“ osvedcenej tlohy nas podnietila k ivaham o novych vzdela-
vacich cieloch. Tie st pre oblast zdujmovej matematiky, v ktorej sa pohybujeme,
Specifické, a pokusime sa ich upresnit.

3 SKOLSKA A ZAUIMOVA MATEMATIKA

Vztah ,oficidlnej“, skolskej matematiky a matematiky zaujmovej, venujicej sa
prevazne mimoskolskej praci s defmi so zvySenym matematickym zaujmom a ta-
lentom, m4a na Slovensku bohati pritomnost aj minulost. (Ak hovorime o ma-
tematike, myslime teraz v prvom rade na matematické vzdelavanie.) Na tomto
mieste sa obmedzime len na jeden didakticky aspekt tohto vzfahu. PomoéZeme si
pri tom pripomenutim jednotlivych etdp pozndvacieho procesu (pozri napr. [2],
[3, str. 23], [4, str. 15-24], [7]:

1. Motivacia
Izolovany (separovany) model
Genericky (univerzéalny) model
(Abstraktny) Poznatok

5. Krystalizacia

= W N

.....

alebo podcenovanim prvych troch etap a kladenim dérazu na posledné dve:
uditel prezentuje prislusny matematicky poznatok, ktory je nasledne precvico-
vany stubormi prislusnych tloh. Désledkom st formélne matematické vedomosti
a vzdelanie (pre detaily pozri napr. [6]).

Jednym z cielov respektive dosledkov nasej prace v oblasti zdujmovej mate-
matiky je odstranovanie tychto deformacii. Pontikaju sa nam tu dva zakladné
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pristupy. V prvom pripade mame moznost poniknut deftom témy, v ktorych sa
realizuju prvé fazy poznavacieho procesu este pred tym, ako v skole absolvuja
posledné dve. Ako priklad moze sluzit oblast logiky, kombinatoriky alebo prav-
depodobnosti. V prostredi semindrov SEZAM a SEZAMKO vieme poniknut
ucelené sady tém, ktoré postupne, na konstruktivistickjch principoch, buduja
potrebné pojmy v tychto oblastiach.

Tento postup je samozrejme mozny len v situcii, ked nacasovanie skolskych
aj mimoskolskych aktivit zodpoveda vekovym schopnostiam ziakov. Pokial tomu
tak nie je, nastava druhy, zlozitejsi pripad. Vtedy dieta ziskalo forméalny pozna-
tok v skole prili§ skoro, a propedeutiku nepovazujeme v naSich aktivitach za
mozni a veku primerant. (Pamétnici si moZno spoment, Ze nedesiatkové po-
zifné Ciselné sistavy sa kedysi uéili v 4. roéniku.) Ked dieta dospeje do, podla
nasho néazoru, primeraného veku, je preto dany poznatok uz davno ,nauceny®,
teny jeho skiisenostami. D1hé roky boli typickymi prikladmi na trovni ZS prave
geometria alebo zavidzanie ¢iselnych oborov. V oblasti zaujmovej matematiky
sa v takejto situdcii snazime vyhladavat témy a tlohy, ktoré deti motivuja ku
zmysluplnému, veku a ich skiisenostiam zodpovedajicemu vyuzitiu tychto po-
znatkov. S velkym zjednodusenim moézeme povedat, ze hladdme a rieSime ,,pekné
ulohy na Pytagorovu vetu“, hladdme najmensiu hodnotu vyrazu (n/m + m/n)
a podobne.

Uvedend vyrazna zmena sposobu a tispesnosti riesenia tlohy delenia obdlz-
nika nds upozornila na moznost, Ze geometria (a znalost oboru raciondlnych
a realnych ¢isel) sa prestva z druhej do prvej skupiny. Tdto zmenu sme naviac
ocakévali (aj ked asi nie tak skoro) ako dosledok redukcie a posunu obsahu vyuco-
vania na zaklade realizovanej reformy matematického vzdelavania na Slovensku.
Ci st tieto uvahy spravne na 100 alebo len 60 percent, teraz nebudeme riesit.
V kazdom pripade nés totiZ ingpirovali k rozhodnutiu pokusit sa o budovanie
geometrickych pojmov a ich poznania od zakladov, na trovni prvych troch etap,
bez vyuzitia predpokladanej Skolskej znalosti vyznamnych viet a metéd. Tento
pristup sa ukazuje ako tispesny.

4 LETNE PLANY

Cesta od inspiracie k realizacii trvala len niekolko mesiacov. Na jej zaciatku
bola hlavnou vyzvou Talesova veta. Aky je jej elementarny dékaz? V akych
tlohéch sa moze objavit potreba jej vyuzitia? Ak4 sada tloh moze deti viest
a motivovat k jej hfadaniu, objaveniu a pripadne aj dokazu? Chceli sme pri tom
vychédzat len z elementarnych geometrickych poznatkov a pojmov. Postupne sa
ukazovalo, Ze podhubie takéhoto objavu musi byt $irSie a tym sa objavovali aj
nové geometrické napady a inspiracie.
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Druhym motivom bol bliziaci sa termin 10 diiového augustového tabora rie-
sitelov semindra SEZAM. Na vikendovej akcii, venovanej jeho priprave, sme sa
koncom juna rozhodli, Ze geometrii bude venovany jeden z jeho seminarov. Na
vysvetlenie uvedieme, ze tdAborovy seminar pozostava zo série 4 hodinovych stret-
nuti, v rdmci ktorych sa kazdy druhy den stretava stabilnd skupina deti a ved-
Gcich a venuje sa zvolenej matematickej téme. Seminarov sa organizuje viac
(zvyGajne 5 alebo 6) a deti si na zaciatku tdbora z ich ponuky jeden vybert.
Okrem prace na stretnutiach deti samostatne riesia aj ,doméce ulohy“, a za
celkov aktivitu od vediacich mozu ziskat 3 stupne vedeckého ocenenia: uceni, to-
vari§ a majster. Seminare tak pontkaji vedicim moznost na hlboké vzdelavacie
pOsobenie na deti. Format a rozsah seminara sa vyborne zhodoval s dovtedajsimi
talesovskymi* tvahami. Rozhodli sme sa preto, Ze sa stant jeho napliou, ktori
uz treba aj detailne pripravit.

Seminar Geometria, Tabor Sezam 2011

Seminarbude mat’ 4 casti. KERTRNNENAENEHOTATIENEORENE, b udi ale na seba do wréitej miery navizovat.

Typické, hlayné lohy budd mat' v zisade stile podobni Struktiru:

Dobré By holo realizovat o pracovmymi listmi. Kaid4 iloha moze mat jeden, mbie byt aj spoloény pre viac iloh.

Rozprivka sa najskr porozpriva, potom dostani papier, na kiorom je text zopal 1y, aby sa k nemu mohli viacat',

obmedzime len viedy, ked' ich to uZ bude zdrZovat' pri vymysl'ani konStrukefi.

Obr. 1

PriloZzeny obrazok predstavuje stranku prvého, koncepéného navrhu. Skro-
mne pripomeniem, Ze su za nim 40 ro¢né skusenosti s geometrickymi tlohami
a 30 ro¢né skisenosti s pracou s defmi v tejto vekovej kategdrii. Skromne preto,
Ze zelenou farbou st vyznacené tie paséze, ktorych skutoény priebeh zodpovedal
névrhu a fialovou tie, kde sme skutoénost odhadli chybne. Nagtastie zelené casti
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zodpovedali dobre zvolenym vychodiskdm a zakladnym formam prace a jej ob-
sahu. Fialové casti predpovedali niektoré reakcie deti a rozsah toho, ¢o sa ndm
pocas seminara podari s detmi absolvovat. Inymi slovami, tu sme sa o detoch
dozvedeli nové, neocakavané skutocnosti.

V dalsom sa uz budeme venovat samotnému priebehu prace s defmi. Vopred
preto uvedieme, ze seminar na tabore navstevovali 3 deti. Zhodou okolnosti
vietko siedmaci na ZS, teda prvi, od 5. roénika kompletne ,reformni“ Ziaci. Z4-
roven iSlo o deti, ktoré pochadzali z mensich obci, tabora (aj celej sutaze) sa
zucastnili prvy rok a matematicky tak patrili k menej skisenym tcastnikom.
Vedici seminara boli autori ¢lanku. Prave takato konsteldcia seminara umoz-
nila velmi detailne sledovat a analyzovat sposob ich prace. Neskorsia sktisenost
s overenim témy na skupine druhdkov gymnazistov potvrdila, zZe pri pomere
Siestich, rychlejsie pracujucich deti na jedného vediceho by mmnohé evidencie
neboli mozné.

5 ARCHEOLOGICKA MOTIVACIA

Znovu pripomeniem, Ze prvou etapou poznavacieho procesu je tzv. motivécia.
Jej cielom je vzbudit v psychike dietata silny, dlhodobejsi zdujem o tému a vzni-
kajuce problémy, ktory mu dodéava energiu na ich rieSenie a tym rozvoj jeho
poznania. Upresnime, Ze vSeobecnym ciefom v tomto prispevku popisovanych
a seminarom realizovanych matematickych aktivit je budovanie schopnosti rie-
Senia konstrukénych tloh. Pri podrobnejsom pohlade ho moéZeme rozdelif na
mensie casti, napriklad na spoznanie a konstrukéné vyuzitie stredovej stmer-
nosti, osi tsecky alebo samotnej Talesovej vety.

Motivacia sa zaroveii musi spolupodielat na intenzivnej, pozitivnej, pracov-
nej a objavitelskej klime stretnuti. Tym zabezpedime, Ze zézitky zo seminéara
sa ulozia do skusenostnej Struktiry deti a buda ich v budtcnosti orientovat
smerom rozvoja ich matematickych schopnosti (pozri [2]). V oblasti zdujmovej
matematiky je k tomu potrebné zvolif veku a sktsenosti deti primerany ob-
sah a naro¢nost témy a vymyslief vhodné motiva¢né rozpravanie a (didaktické)
prostredie. To sa stdva nositelom klimy stretnuti, umoznuje formulovat tlohy,
postvat dej a tym aj matematicky obsah seminara. V oboch pripadoch sme volili
dobre.

Pribeh celého seminara bol o matematikoch, geometroch, pomahajacich ar-
cheolégom v hladani v pusti stratenych starovekych civilizacii. Kazda z nich zila
v mestach urcitého typu, teda geometrického tvaru. Archeolégom sa obéas po-
darilo v piesku objavit niektoré ¢asti miest a zaniest ich do mapy. Od nas ako
geometrov potrebovali, aby sme na zéaklade tejto informdacie v mape vyznacili
podorys celého mesta a tym urcili rozsah vykopavok. Kedze sme v tazkom te-
réne daleko od vymozenosti ndsho storo¢ia, na pracu s mapou nemame digitalne
technoldgie, ale len starodavne rysovacie pomocky.
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Musime sa pochvélit, Ze pribeh bol zvoleny velmi §tastne. Po prvé bol ozaj do-
veryhodny a prirodzeny. Predstava mnozstva horticeho piesku, ktorym by sme sa
pri zlom urceni pddorysu zbytocne prehrabavali, podvedome motivovala k pres-
nému a zodpovednému rieSeniu kazdej tilohy. Na druhej strane po jej zvladnuti
ndm pieso¢né burka ,zotrela tabulu“, umoznila objavenie novych zrtcanin a ot-
vorila dal$i problém. Archeologicka rozpravka v pripade potreby umoznila povo-
lat na scénu Indiana Jonesa, ktory niekedy odniesol pravitka s ryskou, inokedy
pozical uhlomery atd. Mohli sme tieZ pracovat s mapami puste: kedze je pusté,
vierohodne ju zastupovali ¢isté papiere.

V povodnom pléane sme na kazdom zo 4 stretnuti seminara chceli pracovat
s jednym typom miest a tym aj geometrickych tloh. V skuto¢nosti sme viac ako
polovicu ¢asu, takmer 3 stretnutia, venovali prvému z nich. Z neho pochadza

.....

slovami, aké sme pouzili priamo na itvodnom seminéri.

6 KMEN KVADRONOV

Civilizacia, ktort budeme sktimaft ako prvi, bola vytvorend kmetiom Kvadrénov.
Archeolégovia sa o nej uz vela dozvedeli z objavenych starych népisov. Nézov
naznacuje, ze zili v mestdch tvaru Stvorca. Ako sa da v pusti ¢akat, dolezitym
prvkom kazdého mesta bola studna, ktora stavala v jeho presnom strede. V ro-
hoch miest stali 4 strazne veze, a na obvode mesta hradby chraniace mesto.
Sm#dné straze v kazdom meste vysliapali cesticky od vezi ku studni. Kazdé
Kvadrénske mesto preto v case rozkvetu vyzeralo tak, ako vidime na nacrte. Od
vtedy uz ale ubehli tisice rokov a z miest zostali len ruiny skryté pod tonami
piesku. . .

Vv,

4 Vs

Obr. 2
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Po tomto tivode sme niekolkymi otédzkami overili, Ze predstava Stvorca a jeho
zékladnych vlastnosti nerobi detom problémy. Poziadali sme ich este skusmo
o narysovanie Stvorca. Tato tiloha sa ukazala uzitocna z neocakavaného dévodu.
Deti pri nej mali k dispozicii trojuholnik s ryskou, pri rysovani ju ale nepouzili
a Stvorec dost nesikovne kreslili pomocou pravého uhla pravitka. Ukazalo sa, ze
s tymto nastrojom oc¢ividne nemaju skisenosti. Preto prvy raz zaturadoval Indi-
ana Jones, pravitka s ryskou ndm odniesol a az do konca seminara ndm nechal
len kruzidlo a linedr. Tymto krokom sme si Stastne zjednodusili a sprehladnili
situaciu a pustili sa do prvych Styroch tuloh.

W,
.

. . . .
Yy vy ‘v’. | Vs "

Obr. 3: Ulohy 1 az 4

Vsetky boli uvedené v duchu motivac¢nej rozpravky: po velkej piesoénej barke
objavili archeolégovia tréat z piesku pozostatky niektorych stavieb Kvadrén-
skeho mesta. Zakreslili ich do mapy, t ndm priniesli a my v nej mame urcit
polohu celého mesta. Je vidiet, Ze tretia a $tvrta tloha s stazenymi variantmi
prvych dvoch, pri ktorych sa neobjavila studna. Deti sa pri ich zadani dozvedel,
Ze archeoldgovia z napisov na ich ruinach zistili, ze v tretej ilohe islo o susedné
a v Stvrtej o protilahlé veze.

7 ZEMEMERACI A ICH NASTROJE

Pri planovani seminara sme predpokladali nasledovny priebeh prace. Pri kaz-
dej z tloh sa deti zamyslia nad postupom zostrojenia polohy mesta, prebehne
pravdepodobne aj diskusia medzi defmi a vedtcimi, ktor{ im v pripade potreby
vhodnymi otdzkami pomdzu problém rozdelit na mensie, Tahsie zvlddnutelné
kroky. Toto bude fazisko matematickych aktivit seminara. Ulohy st radené do
kaskady, ktord im umozni vzdy v nasledujicich vyuzit a upevnit si uz objavené
postupy a dalej ich rozvijat. KedZe na ststredeniach médme k dispozicii rysovacie
pomocky, niektoré z objavenych postupov dame defom aj skutoéne narysovat
na pripravené pracovné listy. Tak si overia skuto¢nii redlnost svojich postupov
a potesia sa z pocitu dobre vykonanej prace. Tato predstava vychadzala z osob-

.....

nazorom celej ucitelskej komunity. Konstrukéné tlohy sme zvyknuti spravidla
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zakondit zdpisom postupu, rysovanie nasleduje len ako pripadny uplny zaver
préace. Casto zdrzujtci, pretoZe sa treba pondhlat k dalsiemu zadaniu. Nés na-
gtastie korigovali skiisenosti z deskriptivnej geometrie, kde bolo vytvorenie rysu
aj pri zndmom postupe dolezitym a v pripade tspechu aj radostnym zavisenim
préace. Preto sme boli rozhodnuti motivovat deti ¢o najviac, aj nad predpokla-
dany bezny rdamec, k rysovaniu. Skuto¢nost nase predstavy prekvapivo zmenila.

e Rysovanie, teda skuto¢néd praca s kruzidlom a linedrom, sa stala hlav-
nou a v podstate jedinou formou prace deti pocas celého seminara. Po
rozpravkovom uvedeni kazdej tlohy deti dostali okamzite k dispozicii pra-
covné listy, tj. ¢isté papiere A4 (pripadne A3) so zaznadenymi bodmi zada-
nia. Body sme umiestiiovali nepravidelne a tak, aby umoznovali prehladnt
a bezproblémovi pracu s rysovacimi poméckami.

e Prica deti s ndstrojmi ndm umoznila bezprostredne pozorovat ich mysli-
enkové pochody. Tento zazitok bol azda najsilnejsi z celého priebehu semi-
nara. Mohli sme sledovat zvaZzovanie jednotlivych moZnosti pouzitia line-
ara, preberanie a skimanie dvojic bodov pre vytvorenie alebo predizenie
usecky. Prikladanie a roztvaranie kruzidla ukazovalo, aké vzdialenosti a na
aké miesto chct deti preniest, ktoré Gtvary povazuji za simerné atd.

e Povazujeme naviac za velmi pravdepodobné, Ze tdto manualna manipuldcia
nebola sprievodnym javom, ale jadrom, zakladom, vychodiskom a ,,hnacim
motorom® geometrickych tvah deti. Neregistrovali sme ziadne dlhsie, viac
sekundové prestavky, pocas ktorych by prebiehali len tvahy a dusevny po-
hyb. Tak isto sme nemali dojem, Ze prica s pomdckami by mala formu
realizacie uz premysleného a pripraveného postupu prace. Naopak, vo vic-
Sine situécii prave manudalne pokusy umoziiovali a podporovali generova-
nie krokov riesenia systémom pokus—omyl. Sledovali sme, ako postupné
prikladanie linedra testovalo moznosti jeho vyuzitia, po netdspechu bol vy-
striedany kruzidlom a intenzivnou manipuléciou s nim, tieto vymeny sa
niekedy opakovali. Jadrom stibeznej dusevnej ¢innosti bolo zrejme zamie-
tanie vytvaranych variantov, ktoré po uréitej (postupne zvysovanej) hibke
postdenia boli vyhodnotené ako neperspektivne. Unikatne boli okamziky,
kedy sa zrodil spravny népad, pri ktorom bolo mozné sledovat posun od
tapavého experimentovania k jeho rozhodnej realizécii, vicSinou spreva-
dzanej zakreslenim ciary alebo obliku. Tieto situdcie buda urcite dalej
skiimané.

e V kazdom pripade sme presvedceni, ze pre deti ndsho seminara bol sposob
préce zaloZeny na manuélnej manipuldcii a experimentovani velmi vhodny
a prirodzeny. Naviac, pretoze sme nesledovali ziadny spontanny posun
k inému druhu prace, predbezne predpokladame, Ze je vSeobecne pre tento
vek respektive troven matematickych sktisenosti aj najvhodnejsi.
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Na tomto mieste pripomenieme v histérii matematiky ¢asto spominani (tak-
mer) floskulu, Ze geometria sa vyvinula zo zememeradstva. Po nasej skiisenosti
s tlohou manualnej manipulécie s geometrickymi pomdckami sa ndm toto tvr-
denie napliia obsahom.

8 ETAPY POZNAVACIEHO POCHODU KONSTRUKCNEJ
GEOMETRIE

Pri rieSeni prvych 4 tloh deti, za nasej pozornej asistencie, postupne objavili
niektoré zakladné konstrukcie. Na tdrovni elementarnych krokov, ktoré nero-
bili defom problémy, iSlo hlavne o prenasanie vzdialenosti pomocou kruzidla,
predlzovanie tiseciek a ich pretinanie. Na vysSej tirovni elementarnych konstruk-
cii iSlo o prenasanie bodu v stredovej simernosti a hlavnym nastrojom a zaroven
objavom bola konstrukcia stredu tisecky a jej osi. Na najvyssej irovni konstrukcii
bolo treba tieto kroky spajat do spravnej postupnosti riesiacej zadant ulohu.

Yy By V3
: S
84 Bz
81
\n"1 \-"2
Obr. 4

Pred popisanim dalSich pozorovanych zdkonitosti, ktoré tu zatial predkla-
dame ako hypotézy, uvedieme dalSiu $tvoricu tloh, pri ktorej sme pozorovali
a analyzovali ¢innost deti. Do rozpravky bola pred nimi doplnend dalSia in-
formacia, ktort kolegovia archeolégovia ziskali z objavenych napisov. Zistili, ze
v strede kazdej zo 4 hradieb obklopujucich Kvadrénske mesto bola postavena
brana, z kazdej tiez viedla cesta do stredu mesta ku studni. VSeobecny tvar za-
sypanych miest bol teraz zlozitejsi. Ulohy na seba opif nadviizovali a poskytovali
moznost riesit ich zlozenim krokov znamych z prvych tloh. Skuto¢ény priebeh sa
ale od tohto predpokladu opét vyznamne odchyloval. Ukdzal ndm, aky enormne
dolezity je vyznam prvych etdp pozndavacieho procesu a aky neocakavane az
prekvapujaco dlhy cas je potrebné ponechat ich priebehu.
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Obr. 5: Ulohy 5 az 8

O prvej etape, motivacii, sme sa uz zmienili. Dobre zvoleny archeologicky
pribeh plnil svoju funkciu pocas celého seminara. Udrziaval deti v pozornosti
a napiti, stabilizoval pracovni klimu stretnuti, umoznoval uvadzat a formulovat
jednotlivé tlohy a podmienky zadani. Bez tejto (alebo inej podobne Ué¢innej)
motivacnej zlozky by bol tu popisovany priebeh a obsah stretnuti v podstate
nemozny.

Za troven izolovanych (separovanych) modelov zatial pracovne povazujeme
aroven vyssie spomenutych elementarnych konstrukcii. Tu nas prekvapila po-
treba ich mnohonésobného opakovania. Predstava, ze po objaveni urcitej kon-
strukcie ju uz bude dieta schopné okamzite a bez problémov pouzivat v dalsich
tlohach, sa ukazala iplne mylna. Elementarna konstrukcia zostrojenia osi tsecky
bola v prvych tlohéich kazdym z deti opakovane objavend viac krat. Kazdy z ob-
javnych postupov prebiehal takmer identicky, rovnakym tempom, s rovnakymi
chybnymi aj spravnymi krokmi. K fixacii tejto elementarnej konstrukcie doslo
aZ po jej tretom, Stvrtom, piatom objaveni.

Podobny efekt sme pozorovali aj na trovni generickych (univerzélnych) mo-
delov, za ktoré povazujeme zlozitejsie konstrukcie na trovni zadavanych tloh.
Typickym prikladom je konstrukcia mesta pomocou dvoch susednych bran, ktora
sa objavuje v ulohe 5 a 8 a aj vo viacerych neskorsich ilohach. Tu sme uz mohli
pozorovat aj ur¢ité stadid fixovania znalosti konstrukcie resp. pripravy abstraké-
ného zdvihu (pozri [4]). Pri prvych opakovaniach bol cely postup objavovany
nanovo. Pri dalsich bolo moZné postupne pozorovat najskoér narast odhodlania,
potom ddvery a napokon istoty diefata vo vlastni schopnost zopakovat tento ob-
jav. Priebeh konstrukcie pritom stéle zostdval na objavitelskej Girovni, mierne sa
len zniZoval pocet nespravnych pokusov. Az po tomto $tadiu bolo mozné pozo-
rovat, ze v uréitych okamzikoch diefa namiesto objavovania spomina a niektoré
Casti konstrukcie (nie celi) vykondva na zéklade ur¢itého pamitového zdznamu.
Ako vyzeraju ranné podoby tohto zaznamu, ako aj presnejsie skimanie Stadii
objavovania a fixacie postupu bude dal§im objektom nasho zadujmu.

Pre uplnost doplnim, Ze etapa objavenia abstraktného poznatku, za ktory
mozeme povazovat vyuzivanie formdlneho, slovného alebo pisomného zachytenia
objavenej konstrukcie umoznujaceho jej zopakovanie, ani raz nenastala. Bolo
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mozné, aby sme vhodne volenou rozpravkovou motivaciou deti viac orientovali
tymto smerom. Ked sme im ale niekolko krat navrhli moZznost spolo¢ne slovne
zhrnuf niektoré opakujice sa postupy, stretli sme sa s vyraznym nezdujmom
az nepochopenim takejto aktivity. Formalne popisy konstrukcii preto predbezne
povazujeme za velmi abstraktny nastroj, ktorého ¢as prichaddza az po dlhodobej
praci na drovni izolovanych a generickych modelov.

9 (OzNACOVANIE A DISKUSIA

S formalizmom, casto sprevadzajicim nielen skolské vyucovanie geometrie, stvi-
sia aj dva Specialne postrehy. V prvom ide o oznacovanie. Pri zadavani iiloh sme
pouzivali tzv. kontextové znacenie: S znacilo studtiu, V' veZe, B brany (znacenie
s indexmi uvddzame len v tomto prispevku, na seminari sme ich nepouzivali).
Takéto znacenie plne defom vyhovovalo a v tomto $tyle ho pouzivali aj pocas
konstrukcii, pri oznacovani novo vznikajacich bodov. Oznacenie réznych bodov
zhodnym pismenom nerobilo Ziadny problém, ale pokial sa objavila potreba odli-
Senia, deti sami vedeli toto zna¢enie doplnit. Tato schopnost (a mnohé dalsie sk-
usenosti) ukazuje na neforméalnost a primeranost takéhoto oznacovania. Naopak,
rigorézne, ale ,odosobnené“ standardné znacdenie pismenami A, B, ¢, d, moze byt
v tomto veku zbytoc¢nou komplikaciou az prekazkou pri budovani skuto¢ného ge-
ometrického poznania. Pripomenieme, ze nejednoznac¢né znacenie bodov je bezné
napriklad v pracach matematikov 18. storodia.

Druhjm, zrejme zlozitejSim pripadom, je otazka diskusie poctu rieseni. Pri
niektorych z nasich tloh je tato diskusia mozné, pri niektorych sme deti na
tto moznost aj upozornili. Pozorovali sme ale dva javy. Moznost iného riese-
nia si deti rychlo uvedomili a bolo im jasné, Ze by ho podobnym sposobom tiez
mohli zostrojit. Zaroven ich ale tento problém takmer neoslovil a neuputal. Bolo
nam preto zrejmé, ze pre rozvoj geometrického myslenia nasich deti s v tomto
okamihu prvoradé konstrukéné problémy. Diskusia poctu rieseni ho ni¢im neobo-
hacuje a venovali sme jej dalej len okrajovii pozornost. Poucnejsia bola sktisenost
so spomenutou ,kontrolnou“ skupinou stredoskolakov. Ti po zadani prvej tlohy
(pre nich to boli dve susedné veZe bez studne) vyhlasili, Ze konstrukcia je jasnd
a tloha méa dve rieSenia. Vzapiti boli vyzvani aby tito dlohu (a dalSie) riesili
skuto¢nou konstrukciou linedrom a kruzidlom. Od tohto okamihu sa o pocte rie-
Seni jednotlivych tloh nezmienili ani raz, zato realizacia konstrukcii rysovacimi
pomockami ich posunula na objavitelski troveni velmi podobnt popisovanym
siedmakom. Je preto mozné predpokladat, ze ,diskutovat® o pocte rieseni vieme
deti naucit, tato potreba ale este dlho nebude vnatornd a prirodzena.

10 DoOPLNUJUCE INFORMACIE V ZADANT

Dalsi postup v téme priniesol novy objav archeolégov. Okrem uz objavenych
objektov sa zistilo, Zze Kvadréni hradby miest zdobili sochami svojich oblibe-
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nych bohov. Tie mohli stat na ich lubovolnom mieste (okrem stredov a krajov,
obsadenych branami a vezami). Ziaci na seminari uz mali vela skiisenosti so stre-
dovou (,studiiovou“ aj ,branovou“) symetriou a po kratkej diskusii bolo jasné,
7e aj prenasanie soch v tychto symetriach vytvara nové body na hradbach. Mi-
mochodom, prave pre tieto obrazy séch deti sami zaviedli dopliujiice oznacenie
,otocené sochy“ a tak napr. simerny obraz sochy J znacili OJ.

Pomocou séch sme zadali mnoho dalSich tloh. Zvlastnu sktsenost sme ale
ziskali pri tlohach, ktoré boli vlastne varidciami tloh 1 az 8, do ktorych pribudla
este poloha objavenej sochy.

A,

oA

®E, *B,

B. V. Jy Ay !
Obr. 6 Ulohy 9 az 16 (tu aj s vyslednou polohou mesta)

Ocakéavali sme, ze deti buda tato dopliiujicu informéaciu vyuzivat na zjed-
nodusenie a zrychlenie povodnej konstrukcie. Skuto¢nost nés opit prekvapila.
Pri prvych tdlohéach tohto typu deti doplneny, ,pomocny*“ bod tiplne ignorovali
a sustredili sa na znovuobjavenie povodnej konstrukcie. V dalsom $tddiu chvilami
prerusovali hladanie konstrukcie a venovali novému bodu kratky pohlad, zdalo
sa ale, Ze ich skor vyruSuje a prekdza im pri préaci. Po niekolkych tlohach doslo
k dalSiemu posunu, stratila sa negativna emdcia a bodu boli venované kratke
chvile premyslania. Zrejme na ich zdklade nakoniec doslo k o¢akédvanému vyuzi-
vaniu bodov pre zjednodusenie konstrukcii.

Na zéklade tychto pozorovani zvazujeme hypotézu, ze opakované zadava-
nie tloh s dopliiujicou informéciou moze byt diagnostickym nastrojom. Na za-
klade reakcie a miery vyuZitia tohto idaja mozeme identifikovat mieru fixdcie
konstrukcie, ktorej Stadia sme naznacili v 8. casti. Je dokonca mozné, ze nut-
nost prerusit na chvilu hladanie konstrukcie a venovat sa analyze novej infor-
macie podporuje proces tvorby Struktur ukladajacich do pamiti uz objavené

postupy.
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11 PROCES A KONCEPT

Pocas prace na seminari sme venovali pozornost aj dualite procesualneho a kon-
ceptudlneho pristupu Ziakov k rieSenym problémom (pozri [5, 7]). Na elemen-
tarnych konstrukcidch bolo mozné pozorovat odakdvani prioritu procesu pred
konceptom, v¢itane posunov ku konceptualnemu uchopeniu.

Pri konstrukcii stredovo stimerného bodu (méme narysovania polpriamku od
veze V ku studni S a vytvarame stredovo simernt, ,diagondlnu“ vezu V) jeden
z UCastnikov od zaciatku postupoval konceptualne, kruzidlo zabodéval do bodu .S
a preto¢enim kruzidla prenésal vzdialenost od zndmeho bodu V na druh stranu
polpriamky. Zvysni dvaja postupovali procesualne, zacinali s kruzidlom zabod-
nutym v bode V' a nastavenim vzdialenosti ku S, nasledne kruzidlo ,prebodli“
do bodu S a vyznacili novy bod V. Jeden tcastnik pocas druhého stretnutia
seminara presiel ku konceptudlnemu postupu.

Druhym prikladom je na semindri objavend konstrukcia osi usecky (napr.
BB, tvorenej dvomi susednymi branami). VSetky deti zac¢inali procesnym po-
stupom. Odhadli rozumné rozpitie kruzidla, a vytvorili dva obliky z oboch kraj-
nych bodov na jednej strane usecky. Nasledne (spociatku ¢asto zmenili rozpétie
kruzidla) urobili dva obliky na druhej strane tsecky. Potom spojenim novyjch
dvoch bodov zakreslili os. V dalsom $tddiu prestévali menit rozpitie kruzidla
a prvé z deti spominané v predchadzajicom pripade nakoniec zmenilo postup
a pre kazdy krajny bod vyrdbalo hned oba obliky na oboch strandch tsecky.
KedZe iSlo o matematicky najzdatnejsie z deti, potvrdilo sa, Ze Groven posunu
od procesu ku konceptu zvicsa zodpoveda kvalite poznania.

Aj v tejto oblasti sme registrovali zaujimavi skutoc¢nost. Zatial ¢o deti svoje
konstrukcie realizovali na pracovnych listoch, na tabuli sme mali permanentne
zakresleny nacrt , historického“, tplného tvaru Kvadronskeho mesta. Pri rieSeni
jednej z prvych tloh sme ho ndhodou vyuzili, ked jeden z ucastnikov stratil
prehlad o svojom postupe v rozpracovanej konstrukeii. Ked sme spolo¢ne v na-
érte interpretovali a farebne vyznacili jeho dosial vykonané kroky, ziskal porozu-
menie pre aktuédlny stav konstrukcie, ¢o mu umoznilo dalsi postup. Tato metédu
ziaci nasledne v pripade potreby vyuzivali pravidelne, aj bez asistencie veducich.
Teda aj ked ich vlastny postup bol skér procesudlny, konceptudlny pohlad na
cel situdciu bol pre nich pochopitelny a vedeli ho funkéne vyuzivat a viazaf na
vlastné skisenosti. Zd4a sa ndm, Ze v oblasti geometrie je moznost vyuZitia kon-
ceptu pri budovani poznania Sirsia a vhodnejsia ako v inych oblastiach. Urcite tu
hra vyznam fylogeneticky fakt, ze typicky konceptudlne vytvarné umenie resp.
grafické vyjadrovanie sprevadza Tudstvo od jeho pravekej minulosti.

12 Co SME VYNECHALI CESTOU DO STAROVEKU

Na tomto mieste ukonc¢ime detailny popis nasich skiisenosti a predbeznych zave-
rov a struéne spomenieme dal$i priebeh seminara. Cas nAm neumoznil realizovat
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dalgie ¢asti kvadrénskeho pribehu. Okrem stredovej symetrie sme cheeli pracovat
aj s otocenim (najCastejsie soch) o pravy uhol. Nerealizovali sme ani varianty
tloh na pravidelnjch trojuholnikoch a Sestuholnikoch. Uplne sme vynechali civi-
lizciu stavitelov kruhovych miest, v ktorjch sme sa chceli cez se¢nice a dotycnice
prepracovat az k stredovym a vrcholovym uhlom. Jedno stretnutie sme venovali
tlohdm o mestach kmena Trigénov, kde sme v archeologickom podani prezento-
vali klasické konstrukéné tlohy na vSeobecnom trojuholniku. O tieto sktisenosti
sa podelime pri inej prilezitosti.

Na zaver posledného stretnutia sme venovali tvodnému podnetu celej témy,
Talesovej vete. Riesili sme v podstate len jedint tlohu. V civilizadcii Kvadra-
tov mali mest4 tvar fubovomého obdlznika. Nam sa z neho podarilo objavif
pozostatky dvoch protilahlych vezi. V zévere semindra uz deti mali dost sku-
senosti, aby objavili, ze lloha nem4 jediné riesenie. Vsetky boli tiez schopné
postupne konstruovat ich jednotlivé mozné polohy. V tplnom zavere sme polo-
zili otdzku, myslent skor ako dlhodoby podnet do dalsieho matematického Zivota
ziakov. Vyzvali sme ich uréif tvar celého tizemia, na ktorom sa teoreticky mozu
nachédzat rozne archeologické nalezy z tohto mesta. Uz po chvili zruéného ma-
nualneho experimentovania ale jeden z Gi¢astnikov hlésil objav rieSenia! Na naSe
velké a radostné prekvapenie sa pred nami na papieri v plnej krase vynimala Ta-
lesova kruznica, zostrojend nad spojnicou oboch vezi. Po pravde sme necakali,
7e hned pri prvej realizcii nasich désledne konstruktivistickych geometrickych
experimentov budeme odmeneni vzacnym a zriedkavym zazitkom zopakovania
vyznamného historického objavu. A to naviac na zaklade tu popisaného postupu
seminéra, spocivajiceho len v citlivom kladeni tiloh, maximalnom respektovani
prirodzeného tempa a schopnosti deti a pri uplatneni v prispevku spominanjch
didaktickych zéasad.

Z nich sme este explicitne nespomenuli zadsadu paralely ontogenézy a filoge-
nézy (pozri [3, str. 25]). V jej duchu preto upozornime, ze podla nasho nizoru sa
na drovni ontogenézy ticastnici seminara pohybovali v obdobi, historicky zodpo-
vedajicom rannej gréckej matematike 6. az 5. storocia pred nasim letopoctom,
v obdobi Talesa a Pytagora. Toto obdobie, u deti aj v historii, mame do znacnej
miery prekryté bohatsimi a lepSie dokumentovanymi neskorsimi obdobiami Eu-
klida a dalsich. Myslime si, Ze je to chyba a treba sa mu venovat dokladnejsie.

13 OPTIMISTICKY ZAVER

Skusenosti z tohto leta zhrnuté v nasom prispevku v prvom rade pontkaji mnoz-
a pribudaji nam nové poznatky. Chceli by sme ale upozornit na jednu skutoc-
nost, ktori uz teraz povazujeme za preukaznt. Takmer cely material bol ziskany
na zaklade prace troch ziakov a dvoch veducich, s overenim zakladnych zave-
rov na skupine Siestich ziakov gymnazia. Sme presvedceni, ze podobny, detailny
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pohlad do myslenia a spésobu uvazovania ziakov je mozny len za takychto podmi-
enok. Tato myslienku chceme podporit niekolkymi citdtmi z préce [8] Vita Hej-
ného, ktory je prvym autorom nosnych myslienok nasho sposobu prace s detmi
a pristupu k nim:

...vedy pedagogické nehladaju také konstruktivizécie, ktoré by neboli iba
akademicky navodné, ale dokazali by riesit jednotlivé individualne pripady. ..

... avahy o vSeobecnych podmienkach davaju edukatorovi iba pocit zlozitosti
a neistoty, ale neotvaraji mu pristupovi cestu k rieseniu problému samotného. . .

...v individualnom pripade $tidiom podmienok sa sice riesi iba jediny pri-
pad, ale printti pozndvat realne ¢innosti dusevnych orgénov. ..

...je potrebné. .. hladat na praktickom skiimani chovanie chovancov ... tak,
aby bolo mozné odhalit zédkonitost pohybov pozorovanych dusevnych organov. ..

Boli by sme radi, keby aj v ¢ase velkych a koncepénych zmien tykajicich sa
tisicov uditelov a ziakov nebolo zabtidané na to, Ze skuto¢né poznanie a vzdelanie
sa rodi len v spolo¢nej préci ziaka a ucitela. Dufame, Ze nas prispevok tuto
myslienku podporil.
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UroYy MO PRO PATNACTILETE V POLSKU

Jaromir Simsa

Zatimco u nds Matematickd olympidda (MO), nejstarsi pfedmétova soutéz
na zékladnich a stfednich koldch, zaznamendva ve §kolnim roce 2011/2012 jiz
svij 61. roc¢nik, v sousednim Polsku mé soucasny roc¢nik stejnojmenné soutéze
(s polskym nazvem Olimpiada Matematyczna a zkratkou OM) dokonce pora-
dové ¢islo 63. Charakter této soutéze je nejen v téchto dvou, ale i v fadé dalsich
zemich dobfe znam: zapoli se v feseni nestandardnich tloh v omezeném case for-
mou z&pisti iplngch postupt, Gvah a vipocti. Mezi obéma olympiddami v Cesku
a Polsku je vSak zasadni rozdil: u nas jsou soutézici rozdéleni do fady vékovych
kategorii (t¥i pro stfedoskoléky a péti pro zéky zdkladnich kol nebo nizsich
gymndzii), aby v soutéZnich kolech mohli Fesit tlohy ,pfiméfené svému véku“.
Polska OM je vSak soutéz jednotnd, v niz ,,v jediné kategorii“, tj. bez rozdilu véku
mezi sebou soutézi zaci vSech ro¢nikua stfednich skol (v Polsku tfiletych); vétsina
soutézicich je pfitom pochopitelné z roéniku nejvyssiho. Ulohy z poslednich let
a podrobnosti o organizaci polské OM lze nalézt na strankach [1]. Ulohy nejstar-
Sich ro¢niku této soutéze véetné podrobnych FeSeni jsou soustfedény v knizni
publikaci [3].

Mladsi Poléci, ktefi pro soutézeni v OM jesté nejsou vyzrali, maji samoziejmé
moznosti poméfit své matematické schopnosti v jinych soutézich, obdobnych
tfeba nasi Pythagoriddé. Tak se ve Skolnim roce 2005/2006 v Polsku rozbéhla
nova soutéz, tentokrat spolecnéd pro vsechny zaky, ktefi dosud nenastoupili ke
studiu na stfedni Skole. Tteti slovo z jejiho polského nazvu Olimpiada Matema-
tyczna Gimnazjalistow, ve zkratce OMG, zasluhuje, aby bylo ¢eskému ctenafi
vysvétleno. K tomu ponékud $ifeji poznamenejme, ze polsky systém jednotného
zédkladniho (9letého) vzdélavani byl prolomen teprve v roce 1999, kdy byly po
celém Polsku otevieny vybérové tiileté skoly s ndzvem gimnazjum, které odpo-
vidaji nasim niz$im gymnaziiim. Pfivlastek ,nizsi“ v Polsku ovSem nema smysl,
nebot tamni dévno existujici t¥ileté stfedni skoly (odpovidajici ¢eskym ¢tytletym
gymndziim) nesou nazev liceum. Tim je pravy vyznam polského terminu gim-
nazjalista objasnén. Pro zajimavost dodejme, Ze polské stiedni Skolstvi se v ofi-
cidlnich dokumentech nazyva jako ponadgimnazjalne (¢ili ,nadgymnazidlni“).

Zminénou (pomérné novou) polskou soutéz OMG muiZzeme pFirovnat ke ka-
tegoriim Z9 nebo C nasi MO. Vyznamny rozdil ovSem spociva v tom, ze OMG
nekondi jako nase kategorie Z9 a C krajskym kolem, nybrz vrcholi tfidennim
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ustifednim kolem, konanym prozatim vzdy ve VarSavé, a to za tcasti cca 150 sou-
tézicich z celého Polska. Takovou vyznamnou akci pro patnactileté talentované
zaky mizeme nasim sousedtm urcité zavidét; jeji spolecenskou prestiz dokresluje
i skuteénost, Ze na zavéreéném slavnostnim vyhlaseni vitéza (lauredtt) OMG byl
zatim pokazdé osobné pritomen i polsky ministr kolstvi. Podrobnosti o organi-
zaci OMG 1i jeji tlohy najdete na strankach [2].

Podivejme se nyni na nadmi vybrané ptiklady tuloh, které byly v dosavad-
nich sedmi roc¢nicich polské OMG jejim ucastnikiim zadany. Je jisté zajimavé
posoudit napln uloh, které je mozné fesSit s minimem matematickych znalosti
(danym osnovami zakladnich $kol), jez vSak musi byt zéroven natolik obtizné,
aby i v elitnim vybéru 150 nejlepsich patnactiletych zak 40miliénového naroda
mohly soutézici vykonnostné rozlisit. (Jak je tomu p#i matematickych olympi-
adach obvyklé, zaci jsou hodnoceni vyluéné podle bodovych ziskll za podané
feSeni, neptihlizi se tedy napiiklad k tomu, jak Zaci brzy feSeni pied koncem
stanoveného ¢asového limitu odevzdaji.) Ulohy jsme tématicky rozdélili na alge-
braické (A), geometrické (G), ¢iselné-teoretické (C) a kombinatorické (K).

Zadani tloh
A1 Pro libovolna kladné ¢isla a, b, ¢ zdtivodni nerovnost

a b c

1 @ DB+ D @ Do DerDn -

b
A2 Plati-li £ o vab + 3 pro kladna realné ¢isla a a b, nemohou byt obé

¢isla a, b racionalni. Vysvétli.

at+c—0b

A3 Res rovnici
b+c—a

= % v oboru lichjch pfirozenych ¢isel a, b, c.

G1 Konvexni pétithelnik ABC'DFE ma vnitini thly pfi vrcholech B a D oba
pravé. Vysvétli, pro¢ obvod trojihelniku AC'E neni mensi nez dvojnasobek
délky thlopticky BD.

G2 Uvnitf trojuhelniku ABC je zvolen bod P. Body D, E, F jsou obrazy
bodu P v soumérnostech po fadé podle primek BC, C'A, AB. Za pfedpo-
kladu, zZe trojuhelnik DEF' je rovnostranny, vysvétli, pro¢ se piimky AD,
BE a CF protinaji v jednom bodé.

G3 Uvnitf strany AB rovnobézniku ABC'D je zvolen bod E, uvnitf strany AD
je vybran bod F'. Pfimka E'F protne pfimky BC a C'D po fadé v bodech P
a Q. Zduvodni, pro¢ trojuhelniky CEF a APQ maji stejné obsahy.
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C1 Existuji pfirozena ¢sla a,b, ¢, d takova, Ze z nich sestaveny soudin (a +
+b)(b+ ¢)(c + d)(d + a) je &islo, jehoz zapis v desitkové soustavé konéi
dvojéislim 107

C2 Najdi vSechny trojice prvoéisel p, ¢, r tak, aby platily obé rovnosti ¢ = p+
+6ar=qg>+6.

C3 Vysvétli, pro¢ rovnici a® + 3% = ¢ vyhovuje nekoneéné mnoho trojic
prirozenych ¢isel a, b, c.

K1 Urdi, kolik je vSech patnéactimistnych prirozenych ¢isel N s vlastnosti: kazdé
tfi vedle sebe stojici Cislice ¢isla NV jsou navzajem rizné a pritom jedna
z nich je nula.

K2 Kazdy bod roviny je obarven jednou ze dvou barev — bud ¢ervenou, nebo
modrou. Zduvodni, pro¢ néktery pravouhly rovnoramenny trojuhelnik
v této roviné méa vsSechny t¥i vrcholy stejné barvy.

K3 Skupina 21 realnych ¢isel méa tuto vlastnost: soucet kazdych jedenacti ¢isel
je veétsi nez soucet zbylych deseti. Vysvétli, pro¢ vSech 21 ¢isel je kladnych.

Odpovédi a navody k feSeni tiloh

Ke vSem vyse zadanym tloham uvadime nyni stru¢né napovédy, které jsme
samostatné vypracovali a které tedy nejsou prevzaty z materialti samotné sou-
téze.

A1 Ekvivalentni nerovnost
alb+1)(c+1)4+blc+1)+ec<(a+1)(b+1)(c+1)

po roznéasobeni prvni zédvorky vpravo upravime na nerovnost b(c+1)+c¢ <
< (b+1)(c+1), tu pak obdobné upravime na ¢ < ¢+ 1.

A2 Danou rovnost upravme na |a — b| = 2v/3.

A3 Po odstranéni zlomkt dostaneme (a—b)(a+b—c) = 0, pfitom druhy ¢initel
je liché ¢islo, takze vyhovuji pravé trojice (a, b, c¢) = (a,a,c) s libovolnymi
lichymi a, c.

G1 Jeli K stted AB a L stied CE, plati oacr = 20k rc. Protoze |CK| =
= |BK| a |CL| = |DL|, je obvod AK LC roven délce lomené ¢ary BKLD,
ktera vSak neni mensi nez vzdélenost |BD| jejich krajnich bodd B a D.
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G2

G3

C1

C2

C3

K1

K2

K3
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Od bodt E a F mé stejné vzdélenosti nejen bod D, ale i bod A (nebot
|AE| = |AP| = |AF|). Pfimka AD je proto osou tsecky EF. Podobné
BE je osa F'D a CF je osa DE, takze pfimky AD, BE a C'F se protinaji
v bodé, ktery je stfedem kruznice opsané trojuhelniku DEF'.

Oznacéme v, w vzdalenosti bodu A, C od pfimky PQ. Z dvojic trojuhelniki
podobngch podle véty uu dostaneme uméry v : w = |AF| : |CP| = |EF]|:
: |[PQ|. Odtud jiz plyne potfebnd rovnost |PQ|-v = |EF| - w.

Ne. Sou¢in (a + b)(b + ¢)(c + d)(d + a) ma byt délitelny dvéma, ne vsak
délitelny ¢tyfmi, takZe pravé jeden ze ¢tyr Ciniteld musi byt sudy a ostatni
tfi — liché. Pak by ovSem soucet vSech ¢tyt Ciniteltt byl lichy, je to vSak
sudé ¢islo 2(a+ b+ ¢+ d).

Jediné feseni (p, q,7) = (5,31,967). Zfejmé nemlize byt ani p = 2, ani p =
= 3. Je-li p7, kon¢i p jednou z ¢islic 1, 3, 7 nebo 9, v kazdém z téchto Ctyt
piipadi je oviem jedno z &isel ¢ = p? + 6 & 7 = ¢ + 6 délitelné péti.

Z jednoho uhodnutého feSeni (a, b, ¢) = (1, 1,2) vytvoiime nekone¢né mno-
ho dalsich (a,b,c) = (n?,n,2n%), kde n je libovolné pfirozené &islo.

Hledany pocet je 18 - 8°. Vyhovujici ¢isla N jsou dvojitho druhu, bud
.0..0..0..0..0., nebo ..0..0..0..0..0, kde tecky oznacuji mista nenulovych
¢islic. Vybirejme je po fadé zleva doprava a pocitejme moznosti podle
kombinatorického pravidla soucinu.

Vyberme dva body A, C rtzné barvy a uvazme ¢tverec ABCD se stfedem
S. Maji-li body B a D stejnou barvu, vyhovuje bud AABD, nebo ABCD.
V opa¢ném pripadé vyhovuje AXYS, kde XY je vhodna strana ¢tverce
ABCD.

Oznac¢me z libovolné ¢islo skupiny, A soucet deseti dalsich ¢isel a B soucet
zbylych deseti ¢isel. Sectenim nerovnosti t + A > B axz+ B > A jiz
dostaneme kyzeny zavér x > 0.

Na zavér naseho prispévku dodejme, ze podrobna FeSeni vybranych, jakoz
i v8ech ostatnich tloh polské OMG lze nalézt na zminénych strankadch [2].
Na nich si polsti ucitelé i jejich zaci mohou také objednat jednotlivé rocenky
vSech dosavadnich sedmi ro¢niki této soutéze. I tuto cennou pomicku pro praci
s nejmladsimi matematickymi talenty muzeme polskym kolegim jen zavidét,
protoze nase ro¢enky ,MO na zakladnich skoldch® prestaly pfed vice nez dva-
ceti léty vychazet viibec.
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LOGIKA PRE PIATAKOV
Katarina Bachrata

1 VYROKOVY POCET A DOKAZY

Na strednych skolach sa vyucuju vyrokovy pocet a metédy dokazov ako ukazky
matematickej discipliny ,logika“. Jednd sa o oblast matematiky, vo vyucovani
ktorej sa objavuje zbytoéne skoro zavedeny formalizmus. Casto dokonca Ziaci
nedokazu rozlisit medzi formalnym popisom pojmov, alebo vlastnosti a ich vlast-
nym obsahom.

Ako ukézku formalneho pristupu v téme vyroky, zloZené vyroky a negécie
vyrokov, som vybrala niekolko tabuliek z dnes uz historickej ucebnice [1].

V tabulke 1 je ilustrované, ¢o je to vyrok a je tu uréend jeho pravdivostné
hodnota.

V tabulke 2 je ilustrovanéa negécia vyrokov.

Tab. 1
Vyrok Oznaéenie Pravdivost
Praha je hlavné A pravdivy
mesto CSSR
Na Marse existuju B ?
urcité formy zivota
3+4=5 C nepravdivy
(312-5)/7<1 D pravdivy
Tab. 2
Negovany vyrok Oznacenie Pravdivost
Nie je Pravda, Ze 1A nepravdivy
Praha je hlavné
mesto CSSR
Na Marse B ?

neexistuju Ziadne
formy Zivota
3+425 1C pravdivy
(372-5)/721 D nepravdivy
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Vyslovené st pravidla pre negovanie vyrokov.

Tab. 3
Ak je vyrok V pravdivy, potom je vyrok 1V nepravdivy a
opaénel
\" wv
P N
N P

Nasleduje zavedenie zlozenych vyrokov a vysvetlenie pojmov
e Konjukcia
e Alternativa

Implikacia

e Ekvivalencia

e Vyroky moéZzeme negovat
Pravdivostni hodnotu zloZenych vyrokov v zavislosti na pravdivostnej hodnote
povodnych vyrokov méZzeme znovu zapisat do tabuliek.

Spominané tabulky najdeme v stredoskolskych aj vysokoskolskych uc¢ebnici-
ach a st natolko zndme, Ze ich tu nebudeme uvadzat.

Utitelia st si ¢asto vedomi toho, Ze tento formalny pristup vedie k nedo-
statoénému porozumeniu a naslednému nespravnemu pouzivaniu vyrokov. Ziaci
su preto upozorneni na uskalia pouzitia Specifickych slov vo vyrokoch. Autori
zbierky nabadaju: Treba si ddvat dobry pozor na vyber slov. Nasleduje zoznam
slov, ktoré pri nedostatoénom porozumeni toho, ¢o robia a ¢o je cielom ich ak-
tivity, ziaci zvyknt negovat nesprévne.

Tab. 4

[ slova

negujeme |

plati
ani jeden neprisiel

naiviéc"trikr;‘i‘i
vietci ano
prave '§tyr'ia
menej ako desat 10

viac ako 12

nie je pravda, Ze plati (neplati) |
aspon jeden prisiel
(nie “vietci prisli”)
najmenej styrikrat
(viac ako trikrat)
aspon jeden nie
(nie “vietci nie”)

‘menej ako $tyria, alebo viac ako |

najmenej 10
(prave 10 alebo viac ako 10)
najviac 12
(menej ako 12 alebo prave 12) |
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A tak celé generacie ucitelov a ziakov opakuju vypliiovanie tabuliek a tvéria
sa, Ze sa ufia pracovat so zloZzenymi vyrokmi. A ked to zvladnu, buda pokra-
dovat a v symbolike vyrokového podtu sa naudia, ¢o je to priamy dokaz, dokaz
nepriamy, dokaz sporom. V ucebniciach st na kazdi metédu dékazu uvedené
ilustra¢né priklady.

A ked ziaci zvladnu metddy dokazov, vedia uz vlastne z matematiky to na-
jdolezitejsie, vedia dokazovat.

Mrzuté je, Zze dokazovanie sa nie vSetkym ziakom podari zvladnuf v ocaka-
vanej kvalite. Moja sktisenost z prace so Studentami na technickej vysokej kole
a s talentami v oblasti matematiky na druhom stupni zakladnej skoly a na stred-
nych skolach hovori, Ze by sme nasli v kazdej triede sotva zopar ziakov, ktori
ktori sa venuji matematike nad ramec Skolskej matematiky a uz v minulosti
mali sktsenosti s dokazmi.

2 ROZVIJANIE MYSLENIA U PREDSKOLAKA

V predchadzajicej kapitole sme opisali, ako vyzerd prvé stretnutie ziakov s mysli-
enkami, ktoré si obsiahnuté v témach vyrokovy pocet a metédy matematickych
dokazov.

Aby sme sa dokazali pozriet na stretnutie Ziaka s novymi myslienkovymi po-
stupmi z dostatoéného nadhladu, uvedieme tu na ilustraciu prihodu s patroénym
chlapcom. (V nasledujicom texte nebudti pouzité skutoéné mend deti, ani ich
vlastné kresby. Obrazky iba schematicky ilustruji, ¢o deti kreslili.)

Palko je na ndvsteve a kresli si na vgkres obrdzok draka. Po chvili sa pride
s obrdzkom pochvdlit:

P: ,Teta, pozri! Nakreslil som 3-hlavého draka!“

Obr. 1

T: ,Vyborne si ho nakreslil, naozaj mé tri hlavy. A kolko hldv maju traja
draci?“

Palko sa znovu pusti do kreslenia. Nepokracuje vsak tak, ako ocakdva teta.
Namiesto prepokladaného dokreslenia dal$ich dvoch drakov, prvého draka odloZi
a zacne kreslit obrdzok odznova.

Po chvili malovania md Palko sprdvny vysledok. ,Devdit!“
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Obr. 2

T: ,A kolko hldv maju $tyria draci?“
Tentokrdt uZ tetu neprekvapilo, Ze Palko zase odkladd uZ nakreslengjch drakov
a zacina s kreslenim odznova.

e e e

Obr. 3

V tomto okamihu prichddza na scénu rodic, ktory chce Palka zobrat domov.
Ked mu teta vysvetli, na éom prdve Palko pracuje, rodi¢ sa rozhodne proces
urychlit a zoberie obrdzky predtym nakreslensjch drakov. Najprv jedného, potom
troch.

,Pozri Palko, toto st dokopy Styria draci a spolu maji kolko hldv. No spocitaj
sam.“

Palko napoéita sprdvne 12 hldv a otec so synom odchddzaji.

Palko je trochu popleteny, lebo tilohu, ktoru riesil, nedokondil a navyse mu
povedali, ze iny postup je spravny. Nerozumie tomu natolko, aby vedel, Ze aj
jeho postup viedol k cielu. Nie je ani jasné, ¢i tento jeden zdsah ovplyvni jeho
matematické schopnosti.

My tento pribeh pouzijeme iba ako ilustraciu toho, ze zdanlivo zdlhavy a ne-
efektivny postup rieéenia moze byt pre rozvoj matematickych schopnosti diet’at’a
vaky ponuknuté skor, ako ich deti potrebujt, ich vlastne zdrquu od skutoc¢ného
vynaliezania a zlepsSovania.

Postup vykladu vyrokového poctu tak, ako bol uvedeny v prvej casti tohto
élanku, je vhodny az v okamihu, ked uz maju Ziaci dostatoéné mnozstvo sktse-
nosti s vyrokmi a ich negéciami. A néasledne dostato¢né skisenosti s dokazmi.
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Formalizacia sprehladni a zjednodusi skladanie vyrokov a pracu so zlozenymi
vyrokmi. Negacie vyrokov buda vyuzivané pri dokazoch sporom. V kompliko-
vanych dékazoch prave formalizmus bude zjednodusujicim a sprehladiujicim
prvkom. Nesmie v8ak prist skor, ako st ho Ziaci schopni vyuzit. Rovnako ako
v pribehu o Palkovi, prili§ skoré poskytnutie zlepSovékov neprinesie Ziadne zlep-
Senie.

Otézkou je, kedy st Ziaci pripraveni porozumiet tabulkdm vyrokového poctu.
Na zaciatku strednej Skoly? Na konci strednej Skoly? Alebo az na vysokej $kole?
Je zrejmé, Ze to nezavisi ani tak od veku, ako od skiisenosti Ziaka. A skiisenostnii
struktiru mozeme zacat budovat uz na konci prvého stuptia zékladnej Skoly.
Napriklad pribehom uvedenym v nasledujicej casti.

3 MACACIE KRAT.OVSTVO

Pribeh sa odohrava v rozpravkovom krélovstve, kde macaci kral chce, aby ho
vSetky macky poslachali, a tak vydava kralovské nariadenia:

1. Dnes veder mozu ist von iba macky, ktoré maji na krku maslu.

Deti nakreslia macky, ktoré dnes vecer mozu ist von podla kralovho nari-
adenia:

Obr. 4

Kreslenie maciek je celkom dobra zabava aj pre matematicky slabgie deti.

Niektoré deti spontanne nakreslia aj nejakti neposlusni macku:

Obr. 5

Takéto deti sme pochvalili s tym, Ze poznaju skutoéné chovanie maciek,
ktoré st malokedy poslusné. Odteraz uz deti pre kazda tlohu kreslili po-
slusné aj neposlusné macky.
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. Dnes vecer mozu ist von iba macky, ktoré maji na krku maslu a v papulke

mys.
Deti nakreslia poslusné aj neposlusné macky. Spojka ,,a“ nie je pre deti
problémom.

Pri uvedeni spojky ,alebo* sa musime s detmi dohodnit, ako sa této spojka
pouziva v beznom jazyku a ako tuto spojku pouZiva madcaci kral. Analy-
zujeme spolu vety:

Ak donesies zo skoly zli znamku, tak budes$ cely tyzden umyvat riad, lebo
vyhodim poditac¢!“

,Ked pojdes nakupovat, kup si za odmenu zmrzlinu, alebo nanukal!*

Dohodneme sa, Ze kral nebude pouzivat vylucovacie ,alebo“.

. Dnes vecer mozu ist von iba macky, ktoré maji na krku mashu alebo aspori

jednu labku ciernu.

Deti nakreslia poslusné aj neposlusné macky. Tento krat, je omnoho viac
moznosti, ako nakreslit macky z jednej aj z druhej skupiny.

. Dnes vecer mozu ist von iba macky, ktoré ak maju na krku maslu, tak

potom magi aspon jednu labku ciernu.

Teraz je uz naozaj vela maciek v kazdej skupine. Aj poslusnych aj nepo-
slusnych.

Nasleduje naroc¢nejsia tloha. V krélovstve je okrem krala aj macacia kréa-
lovna. T4 tiez vydava prikazy. Také, aby vecer mohli ist von aj neposlusné
macky. A pokial mozno také, aby kral neodhalil, Ze mu kralovna robi na-
priek. A kralovnd povaZzuje za vec svojej cti, Ze nezahrnie do svojho prikazu
macky, ktoré poslichaju krala.

Posledny kralov prikaz:

. Dnes vecer mozu ist von iba macky, ktoré ak maju na krku maslu, tak

potom maji aspor jednu labku ¢iernu alebo maslu na chvoste a pruhované
US.

Skor ako deti za¢nu kreslit poslusné a neposlusné macky, zistia, ze pri-
kaz treba ozatvorkovat. MozZnosti je viacej. A podla toho, ako st urobené
zatvorky, je rozdielny aj vyrok madacej kralovnej. Ako moze zniet?

4 SKUSENOSTI

Téma, ktord tu uvedieme, bola odsktSana pre tri vekové kategorie, 5. rocnik
ZS, 1. ro¢nik SS a $tudenti uéitelského sttdia kombinécii s matematikou na VS.
Stredoskolaci mali s témou najvicsie problémy, lepsie reagovali 10-ro¢ni ziaci
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a vysokoskolaci sa s témou tvorivo vyhrali a vytvorili k nej niekolko prepojeni
s kombinatorikou.

Bolo fascinujuce, ako sa témy zhostili 10-ro¢ni Ziaci. Akonédhle sa zoznamili
s pribehom, kreslili macky a riesili lohy. Navyse vSak vymyslali nové zada-
nia a moznosti, kreslili macky s novymi vlastnostami, ktoré neboli spomenuté.
Hladali suvislosti a pre vyroky kralovnej (negécie) boli schopni sami korigovat
vlastné rieSenia aj rieSenia ostatnych deti. Nemuseli sme im hovorit o Ziadnych
pravidlach, deti vedeli, ¢o bude negacia zlozeného vyroku.

Verim, ze ked sa stretni s tabulkami pravdivostnych hodnét, budu ich chapat
ako jednoduchsi zapis vysledkov, ktoré uz sami vymysleli.

Zaujimavé boli reakcie na ,,macaciu rozpravku“ u stredoskoldkov, ktori prave
vyrokovy pocet preberali v §kole. Bolo vidno, Ze sa snazia pouZivat nastroj, ktory
si prave osvojili v §kole. Problém bol, Ze ten nastroj bol prili§ abstraktny. Stu-
denti si tvrdenia prepisali pomocou pismen a logickych spojok, urobili negéciu,
ale stracali sa v spéitnej interpretacii. V rieSeni tloh boli omnoho pomalsi ako
zékladogkoldci a nedokézali overit, ¢i maju spravne rieSenie, alebo nie. NavySe,
aj ked uz mali spravne rieSenie, bolo Tahko mozné ich popliest, alebo presveddit,
Ze sa mylia.

Vysokogkolaci uz mali dostatoény nadhlad a tlohy riesili nielen tak, ako to
rozpravka ziadala od deti, ale vymyslali ¢o najvécsie mnozstvo rieseni. Nakoniec
zacali pocitat moznosti, kolko réznych je poslusnych maciek a kolko neposlus-
nych. Presne si definovali, ¢o st rézne macky, ktoré znaky sa relevantné a ktoré
nebudt brat do tivahy, a pri neskorsich tlohdch najprv uréili pocet maciek a az
potom zacali hladat, ktoré macky to si. Takto postavend tiloha uz bola dosta-
tocne naroc¢na aj pre vysokoskoldkov. Za najcennejsie povazujeme hlavne to, ze
Studenti sami definovali problém a potom sa pustili do jeho rieSenia. Toto by
totiz malo podla nas byt vo vybave uéitela matematiky na kazdom stupni. Nie-
len riesit nachystané tlohy a napliiaf zvonku dané osnovy, ale vediet sa nadchntf
a maf odvahu zacaf riesit aj problémy, ktoré deti sami vymyslia. Ci uz treba od-
vahu na to, aby sme riesili tlohy, ktorych vysledky nepozname, alebo aby sme
s defmi riesili tlohy, ktoré nie si v osnovach. Lebo velki matematici sG znami
préave preto, Ze riesili to, ¢o nikto pred nimi, a nie rieSenim problémov, ktoré boli
v osnovéach.

Aby nasi ziaci mohli v budicnosti objavovat a tvorit, musia vediet, Ze je vy-
naliezanie v ich silach. Radost z objavovania a vynaliezania si mohol zazit Palko
z nasho pribehu o predskolakovi, aj nasi zakladoskolaci v rozpravke o macacom
kralovi. Navyse, ak sa ziaci na hodine citia dobre, je hodina prijemnd aj pre
ucitela. Tak si také ucenie obcéas doprajme vSetci. InSpiraciu aj odsktSané témy
mozno najst na internete, napriklad na strankach vytvorenych korespondend-
nymi seminarmi [3, 4].
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AKO SI Z KOCIEK POSTAVIT PEKNY HRAD
A ESTE KRAJSIU MATEMATIKU

Hynek Bachraty

1 UVODNE POZNAMKY

V rédmci tejto dielne sa mohli jej Gcastnici zozndmif s netradiénou, nezndmou
a atraktivnou matematickou témou. Jej prvé, kombinatoricka cast je skor moti-
va¢né. UmozZni rozohrat motiva¢né rozpravanie, vytvorit pracovni klimu a zoz-
namit sa s matematickym prostredim témy. V druhej, taziskovej ¢asti, ziaci ski-
maji a objavuju vlastnosti istej Specidlnej ¢iselnej Struktary a algoritmu defi-
nujiceho zobrazenie na nej. Skutoénym cielom je (podla veku posluchacov) pro-
pedeutika respektive rozvoj strukturalneho a algoritmického myslenia, ktorého
stavebny material pochadza hlavne z oblasti tedrie Cisle.

Z pohladu deti, ziakov a $tudentov, ide ale v prvom rade o zdbavnu a pritaz-
livia rozpravku o Janickovy a Marienke, ktora ich vtiahne do sveta zabavnych, ba
az uhrancivych matematickych problémov. K tomuto tvrdeniu nas opraviuji bo-
haté a pozitivne sktisenosti s témou. V réznych, prislusnému veku prispésobenych
verziach, bola viackrat prezentovana ziakom 5. az 9. ro¢nika ZS na stistredeniach
rieSitelov korespondencnych sitazi SEZAM a SEZAMKO, ziakom strednych §kol
na stretnutiach matematického klubu v Ziline a aj prvakom, §tudentom odboru
Informatika na nasej fakulte. A nesmiem zabudntf ani na uéitelov, ktorym sme
tému predstavili na niektorych konferenciach a stretnutiach.

Po takejto (samo)chvéle je asi najvyssi cas dat ¢itatelovi moznost posudit jej
opravnenost. Do zna¢nej miery sme ale limitovany rozsahom prispevku. Uvedi-
eme preto (kurzivou) len klucové ¢asti motivacného rozprévania, ktoré spreviadza
celt tému. Dalej uvedieme formulaciu vSetkych tloh, ktorych riesenie tvori ma-
tematické jadro témy, (kurzivou) komentare k ilohdm. RieSenia budeme uvadzat
len miestami, ¢im nechame citatelovi priestor na radost z ich objavovania. V pri-
pade zdujmu o detailnejsi popis témy je mozné kontaktovat autora. Pre istotu
ale vopred upozornime, Ze nasledujuca kompletnd sada tloh je prili§ naro¢na
pre takmer vSetky vysSie spomenuté kategorie posluchacov. O tom, ako sme ju
prisposobili ich veku, sa zmienime v zavere.
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2 KOMBINATORKA MARIENKA

Marienka je Sikovnd Ziacka piatej triedy, ktord md rada matematiku. Ked rodi-
¢ia rozmyslali, ¢im ju prekvapit na jej 11. narodeniny, inspirovali sa pohladom
do ucebnice matematiky a kipili jej stavebnicu z deviatich rovnakijch, velkych
drevengch kociek (v novych slovenskiyjch ucebniciach matematiky sa pomocou ta-
kychto kociek buduji stereometrické predstavy). Hned s nimi spravila to, ¢o deti
s kockami urobia ako prvé. Viete ¢o? Ano, postavila z nich velki vezu. Potom ju
zbirala, aby otestovala kocky aj po zvukovej stranke, a postavila znovu. Tentoraz
ju zbural jej starsi brat, a dal$iu ich zvedavy pes Dunco, ktorému pripominala
strom a prisiel si ju dokladne oriuchat. Marienka pre istotu dalej stavala uZ len
na stole, ale opakované stavanie a buranie velkej veZe ju casom omrzelo. Napadd
aj vds, ¢o je zaujimavejsie, ako jedna veza? Spravne, viac veZi. Tymto smerom
sa vybrala aj Marienka. Rozhodla sa ale, Ze veZe nebudi stdt ako chet, ale pekne
organizovane, v spolocnej stavbe. A aky ndzov zvykni mat stavby, pozostdvajice
z viacerych vezi? Spravne, su to hrady. Marienka sa rozhodla podrobne preski-
mat jednu ich $pecidlnu kategoriu. Jej hrady museli spliiat 3 pravidld:

e Na stavbu hradu sa pouZije vsetkych 9 kociek

e Hrad pozostdva z bezprostredne vedla seba postavenijch, zoradengch veZi
(aj jedindg veZa je hrad, a aj jednu kocku povaZujeme za veZu)

e VeZe sa smerom zlava doprava nemozu zvicsovat, teda napravo od prvej
veZe stoji (ak je veZi viac) niZsia alebo rovnako vysokd veZa a tak dalej, aZ
po posledni.

Uloha 1: Skuste si nakreslif par obrazkov povolenjch aj nepovolenych hradov.
Pri nepovolenych vysvetlite, v ¢om nevyhovuju Marienkinym pravidlam.
(S najmensimi detmi pouZivame skutoéné kocky a hrady si staviame.)

S

Obr. 1

Uloha 2: Aky najvyssi a aky najnizsi hrad méze Marienka postavit? Comu bu-
deme hovorit vyska hradu? Kolko najviac a kolko najmenej vezi moze mat hrad?
Ako suvisia odpovede na prvi a posledni otazku?
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(Pre istotu si skontrolujeme vysledok a spravne pochopenie definicie hradu. Naj-
vy$st hrad je zdroveri hradom s najmensim poctom vezi, teda jednou a ma vysku 9.
Najnizsi hrad md naopak najviac, 9 veZi, a vyska kazdej ako aj celého hradu je 1.)

Marienka si svoje hrady velms oblibila. Zaviedla si dokonca jeden velmi pekny
2vyk. VZdy vecer si na stol vedla postele postavila jeden hrad. Ked sa rdno zo-
budila, tento hrad bol to prvé, co uvidela. Aby sa jej neplietli jednotlive dni,
rozhodla sa, Ze kaZdy dern si na stol postavi ing hrad. Vznikol tak akysi hradny
kalenddr. Marienku samozrejme velmi zaujimalo, na kolko dni jej tento kalenddr
vydrZi. Na cely rok to asi nevyjde, ale ndstenné kalenddre zvyknd mdvat jeden
list na kazdy mesiac. Podari sa to?

Uloha 3: Kolko dni vydrz Marienke jej hradny kalendar? Kolko réznych hradov
je mozné postavit z 9 kociek? Bude ich dost na kazdy den mesiaca?

(Na tito dlohu ndjdeme sprdvnu odpoved aZ o chvilu. Na tomto mieste nechdme
deti tlohu riesit len tak dlho, aby si uvedomili jej obtiaZnost a potrebu lepsie si
zorganizovatl prdcu.)

Marienka rjchlo zistila, Ze spocitat vsetky hrady nie je také jednoduché. Za-
myslela sa preto, ¢i by si nevedela prdcu rozdelit. Hrady by si chcela podla niek-
torej ich vhodnej vlastnosti roztriedit na mensie skupinky a potom postupne urcit
pocet hradov v kaZdej z nich.

Uloha 4: Ktora vlastnost alebo vlastnosti hradov nAm pomozu rozdelif ich do
potrebnych skupin? Kolko skupin takto vznikne?

Uloha 5: Uré¢ite pocet hradov v jednotlivych skupinich a z nich potom celkovy
pocet hradov, zloZzenych z 9 kociek. Urcite sme nespravili chybu? Ako méZzeme
zvysit Sancu, Ze sme podcitali presne?
(Riesenie tychto dvoch tloh predstavuje jadro prvej céasti. Zdkladné dve vlast-
nosti, ktoré ndm umoZnia rozdelit vijpocet, je pocet ve{ hradu a viyska hradu.
Deti vedia obe vlastnosti objavit samostatne. Ak treba, dd sa im pomdct vhod-
nymi otdzkami alebo diskusiou. Kazdd vlastnost ndm hrady rozdeli do 9 skupin.
Uréenie poctu hradov v nich moZeme pridelit jednotlivgm skupinkdm deti, a cel-
kovy vysledok spolocne zhrnieme na tabulu do prehladnej tabulky. Okrem riesenia
dloh mozeme ziskat aj pozitivnu skisenost zo spoloénej prace.)

Pokial ndm to umozni dasovy pldn, mozZeme tlohu 5 riesit pomocou oboch
vlastnosti a porovnat vysledky.

Uloha 6: Co majt obe tabulky spoloéné? Co tomu zodpoveda u jednotlivych
hradov? Vieme tto zhodu jednoducho a v re¢i hradov vysvetlit?
(Pri porovnani zistime, Ze medzi oboma postupmi existuje vzdjomnd koreSpon-
dencia, ktori vedia objavit aj najmensie deti.)

Devit kociek a 30 z nich postavenych hradov sa vijborne hodi do rozprdvania
o Marienke a kalenddri. Ndrocnost je ale primerand aZ pre Sikovnych Ziakov 7. aZ
9. roénika ZS. S mladsimi posluchdcémi by ndm zabrala prilis vela ¢asu a energie,
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preto je moiné obmedzit sa na mensi pocet kociek Odporicame 7 kociek, s tymto
poctom mozeme riesit aj vietky nasledujice ilohy.

Dalsie tlohy st urcené hlavné citatelovi resp. predndsatelovi pre lepsie pocho-
penie témy. Niektoré z nich sme riesili s velmi kvalitngmi stredoskoldkmi, moZu
byt sucastou pripadnej Studentskej odbornej prdce.

Uloha 7: Zopakujte vypocty aj pre iny pocet darovanych kociek. Skuste to
urcite pre 6 az 10 kociek, tento rozsah si mozete v pripade zaujmu rozsirit oboma
smermi.

Uloha 8: Napiste si za sebou ¢isla, zodpovedajtce poétu hradov pre 6, 7, 8,
9 a 10 kociek. Nie je vam tato postupnost zndma? Pokial nie, sktiste ju zadaft
vasmu internetovému vyhladdvacu. Ako je na tom on?

(Prekvapugice vysledok tilohy 8 doprajeme ndjst citatelovi. Zdarover nam ukazugje
smer, ktorgm je mozné tito tému a pracovné prostredie hradov rozvijat s najsi-
kovnejsimi posluchdcéma.)

3 ALGORITMIK JANIK

Kto ddval na zaciatku pozor, mal by si pamdtat, Ze Marienka md starsieho brata.
Doplnime, Ze sa vold Janicko a md 15 rokov. Ten si, ako byva v jeho veku zvykom,
mysli, Ze na vietku hru a zdbavu staci sediet dostatoéne dlho za pocitacom.
Marienkine experimenty s hradmi ho ale mimoriadne zaujali. Prekvapil preto
svojich rodicov prosbou, aby na svoje narodeniny miesto dalsicho hw a sw dostal
svojich 9 kociek.

Jeho postihnutie pocitacmi sa ale prejavilo aj potom, ako ich dostal. Vedel, Ze
pocitace pracuji len na zdklade programov, a zdkladom programov siu algoritmy.
Preto sa problém hradov a hlavne hradného kalenddra rozhodol riesit algorit-
micky. Vymuyslel si krasny a jednoduchy postup, ako kaZdy den z postaveného
hradu vytvorit novy, ktory je uréeny na zajtra. Miesto zloZityjch Marienkingch
vgpodtov a obrdzkov hradov mu staci kazdy den postupovat podla troch nasleduy-
dcich krokov:

o 7 kazdej veZe existujiceho hradu zoberie vrchni kocku (veZa tym moZe aj
zZmiznit)

e Zo zozbierangch kociek vytvori jednu novi vezu

e Novi veZu zaradi do (zvySkov) pévodného hradu na miesto zodpovedajice
jej vyske

Uloha 9: Pochopili sme spravne Jankov algoritmus? Skuste si na jednom, dvoch
hradoch, & viete podla jeho ndvodu vytvorit nasledujici, zajtrajsi hrad.
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Obr. 2

(V nasledugicich dlohdch uZ budeme potrebovat efektivny zdpis pre sledova-
nie experimentov s hradmi nimi. Preto je vhodné na tomto mieste posluchdcov
vyzvat, nech ponitknu svoje ndpady, ako jednoducho a prehladne zapisovat kon-
figurdcie jednotlivych hradov. V diskusii z nich vyberieme tie najvhodnejsie. Ko-
necéné rozhodnutie je samozrejme na jednotlivijch detoch, pokial by ale zotrvali len
pri manipuldcii s kockami alebo zdlhavom kresleni obrdzkov, budi mat v dalsom
pokracovani problémy. Nam sa majviac osvedcil zdpis obsahujici usporiadany
zoznam vysok jednotlivych vezi. PouZijeme ho pre ilustrdciu prdce Jankovho al-
goritmu: hrad (4,2,2,1) sa zmeni na hrad (4,3,1,1), pripadne strucnejsie pre
int situdciv (5,3,1) — (4,3,2). Toto oznacenie budeme pouZivat aj v dalsich

tlohdch.)

Janicko mal v tomto okamziku vsetko pripravené na spustenie svojho auto-
matického hradného kalenddra. Tesil sa, ako predvedie Marienke, Ze namiesto
jej popisaneho zosita informatikovi staci jednoduchy algoritmus na pdr riadkov.
Rozhodol sa, Ze experiment zacne najvyssim hradom z jedinej veZe. Postavil ho
na stol plny oéakdvania, ako bude prebichat vijvoj dalsich hradov.

Uloha 10: Skiisme zrychlif ¢as a preskimat beh kalendéra, ktory za¢ina z hra-
du (9) a pokracuje podla Jankovych pravidiel. Postupnost hradov zapisujte, aby
sme si mohli porovnat a skontrolovat svoje vysledky.
(Pre kontrolu na tomto mieste uwvedieme aj vysledok. Postupnost hradov je na-
sledovna:

9) — (8,1) — (7,2) — (6,2,1) — (5,3,1) — (4,3,2) — (3,3,2,1) —
—(4,2,2,1) — (4,3,1,1) - 777

To, Ze postupnost sa po 9 hradoch zacykli, si v§imni véetci. Je to vicésinou
velké prekvapenie, k comu prispelo, Ze v predchddzajicom rozprdvani sme nend-
padne sirili optimisticky predpoklad, Ze Jankov algoritmus nds postupne prevedie
cez vietkych 30 hradov. Toto prekvapenie je silngm motivom pre daliu prdcu.)

Na rozdiel od Marienky Janicka fiasko kalenddrneho algoritmu mepotesilo.
Veril ale, Ze problém je len v zlom nastaveni prvého dna — teda prvého hradu
kalenddra. Pokusil sa to rijchlo napravit, v ¢om mu moZeme urcite pomoct.
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Uloha 11: Vyberte si niektory z hradov, ktory sa neobjavil v rieseni predchad-
zajucej ulohy. Skuste, kam sa z nich Jankovym algoritmom dostanete. Podarilo
sa vam ziskaf vSetkych 30 hradov?
(Staci vyskisSat jeden dva hrady, naprikled (1,1,1,1,1,1,1,1,1), (5,4) alebo
(6,3). Cesta k 80 hradom nds este cakd.)

Teraz uz Janko pochopil, Ze situdcia je vdZna. Pokial chce pred Marienkou
a aj sebou samym zachovat dobré meno informatikov, bude musiet vlastnosti
hradov a svojho algoritmu preskumat poriadne a dokladne. Asi si bude k tomu
musiet pohladat aj zoSit a pero. Ked sa ho mdrne pokisal ndjst v svojich polic-
kdch, prisadla si k nemu so vsetkym potrebnym Marienka. Aj ked neslo o JeZi-
babu, pochopila, Ze opdit nadisiel ¢as na osveddeni spoluprdcu tandemu Janicka
a Marienky. Prvé, ¢i si obaja vsimli pri nevydarenom kalenddrnom experimente
bolo, Ze algoritmus roznym sposobom meni pocet veZi hradu. Rozhodli sa, Ze
zacni skumanim tejto vlastnosti.

Uloha 12: Aky pocet vezi mdze mat zajtrajsi hrad v porovnani s hradom dnes-
nym? (Zajtrajsi hrad vznikne z dne$ného jednym pouzitim Jankovho algoritmu.)
Akt najvicésiu zmenu v pocte vezl mozno dosiahnut? Kedy sa pocet veZi ne-
zmeni? Co je pre zmenu poétu vezi rozhodujice?

Dalsim klicovym miestom je zmena smeru kroku algoritmu. Skumaniu jeho spit-
ného, inverzného kroku sa venuji nasledujice dlohy, ktorych riesenie casto sply-
nie do intenzivneho bddatelského silia.

Uloha 13: D4 sa pre zadany dnesny hrad uréif zodpovedajici véerajsi hrad?
Aky hrad predchadzal hradu (3, 3, 3), aky hradu (7,1, 1) a aky hradu (6,1,1,1)7
(Pre kontrolu (3,3,3) «— (4,4,1) atd.)

Uloha 14: Aky su véerajsi predchodcovia hradov (6,3), (5,4)? Hladajte naozaj
pozorne! Predchodcov hradu (8,1) alebo (7,2) uz pozndme z riesenia tlohy 10.
Pozname ich ale vSetkych? Je cesta do minulosti uréena jednoznacne, alebo
mame viac moznosti?

Uloha 15: Ako vzajomne stvisia jednotlivé veze dnesného a véerajsieho hradu?
Ak tdlohu hrali veze dnesného hradu a ich vysky vo svojom predchodcovi? Vi-
eme na ich zdklade urcit, kolko vezi mal alebo mohol maft véerajsi hrad? Skuste si
svoje napady overit na vysledkoch predchédzajacich tloh. Existuja hrady, ktory
maju troch alebo viac predchodcov?

(Riesenie tejto ilohy je klicové a velmi doleZité. K spravnej odpovedi by malo
stacit zvedomit si a presne sformulovat skusenosti, ktoré doteraz ziskali. Pre kont-
rolu zladeného postupu autora a Citatela uvedieme strucéné rieSenie. Jedna z vesl
dnesného hradu urcite zodpovedd novej vezi, vytvorenej z odobratych vrchnich
kociek véerajsieho hradu. Jej vyska zodpovedd poctu vezi véerajsieho hradu. Nao-
pak povedané, pocet vezi véerajsieho hradu je ukryty vo vyske jednej z vezi hradu
dnesného. Zvysné veze boli veZami vierajsicho hradu, v nom ale boli o jednu
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kocku vyssie. Vo véerajsom hrade sa mohli nachddzat aj veZe s vyskou jedna, po
ktorgch v novom hrade Ziadne veze nezostali.)

Uloha 16 je mierne mimo hlavnej linie a je mozné ju vynechat. Je ale zauji-
mavd a neskor umozni dalSie rozvijanie témy.

Uloha 16: Existuje hrad, na ktorom prechod ku zajtrajsku (alebo navrat ku
véerajsku) nezanechd ziadne stopy? Inak povedané, ndjdu sa hrady, ktoré Jankov
algoritmus nemeni? Pokial 4no, pojde asi o velmi viynimoéné stavby. V tejto tlohe
preto nebudeme uréovat, z kolkych kociek méa byt hrad postaveny. Ich pocet bude
stucastou odpovede.

Uloha 17: Vieme, ze Jankov pokus vytvorif kalendar vSetkych hradov $tartujtc
z hradu (9) nebol Gspesny a poniikol ndm len 9 z nich. Skiisme sa preto v tejto
linii vréatit spit, ku véerajsim hradom. Aki st predchodcovia hradu (9)? Ziskame
tak chybajice hrady?

(Predchodcom hradu (9) je hrad (1,1,1,1,1,1,1,1,1), éo uZ moZno vieme z pred-
chddzajicich experimentov. Ako vyzerd predchodca hradu (1,1,1,1,1,1,1,1,1)?
Jeho mdrne hladanie asi bude trvat len chvilu. To, Ze neexistuje, sa mnohymi
sposobmi prejavi velmi ryjchlo. S detmi ale sformulujeme dovody presnejsie. Jed-
nym je opdt havdria spdtného algoritmu: KaZdd, a teda aj novd veZa hradu,
md vysku 1. Vierajsi hrad by preto mal mat jedinti veZu. Na druhej strane ale
must obsahovat predkov ostatnijch 7 vezi s dnesnou vyskou 1, teda musi mat tvar
(...,2,2,2,2,2,2,2,...). To je ale aZ sedem veZi, na ktoré naviac spotrebujeme
14 kociek. Na zistenie rozporu nam staci aj jednoduchsia tvaha. Novd veZa md
urcite vysku 1, a teda 1 je pocet vezi véerajsieho hradu. Z ulohy 12 uZ vieme, Ze
pri prechode k dnesnému hradu moze pribudnit najviac jedna veZa. Vzniknuty
dnesny hrad teda moze mat najviac 2 veZe, my ich ale potrebujeme aZ 9.)

Objavenie sa hradov, ktoré nemaju Ziadnych wvcerajsich predkov, Janicka
s Marienkou viac potesilo ako prekvapilo. Ich existenciu totiZ uZ davnejsie tu-
Sili a mali pre ne pripraveny aj ndzov: prahrady. Janko hned vymyslel (ako
inak) algoritmus, ktory by mal problém hradného kalenddra definitivne vyriesit.
Najskor chcel pre kazdy hrad z im uZ zndmej postupnosti, zacinajicej hradom
(1,1,1,1,1,1,1,1,1) a kondciacej zacyklenim, ndjst vietkych predkov, aZ kym ne-
narazia na prahrady. Pokial hradov stdle nebude 30, dalsim krokom bude presk-
umanie Marienkingch pozndmok a ndjdenie hradu, ktory im este chyba. Pre ten
zase ndjdu vietkych potomkov aj predchodcov a takto budi postupovat dalej aZ do
konca. Marienka ale mala iny ndpad. S trochou ndmahy by sa im mohlo podarit
objavit vsetky prahrady. Ked ich budi mat, staci pre kaZdy z nich ndjst viet-
kych potomkov. Janko sa rozhodol, Ze nebude riskovat dalsi neispech, a stihlasil
s Marienkinym pldnom.

Uloha 18: N4jdite vsetky prahrady z 9 kociek. Podla akej zakladnej vlastnosti
budeme vyberat kandidatov? Kolko ich je? Ako zistime, Ze sme nasli vSetky?
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Uloha 19: Nakreslite schému, v ktorej budtl zachytené vietky hrady, a kazdy
z nich bude spojeny zo svojim zajtrajSim nastupcom a vcerajsim predchodcom.
Pokiste sa schému nakreslif ¢o najkrajsie a najprehladnejsie. Nachddza sa v nej
vSetkych 30 hradov?

(RieSenim 4lohy je obrazok, ktory sa nam mozZno podari pekne nakreslit aZ na
druhy pokus. Na porovnanie uvddzame visledok autorovej prace. Obrdzky deti by-
vaji o mnoho krajsie. Schéma vndsa definitivne jasno do sveta hradov a zobrazuje
ich struktiru vzhladom na Jankov algoritmus. Okamihy, kde sa problémovd situ-
dcia zvladand prevazne procesudlnym pristupom zrazu vyjasni a poniukne v prie-
zracnom koncepte, byva pre predndsatela (ucitela) a jeho posluchdéov (Ziakov)
casto silngm zdZitkom.)

Obr. 3

Posledné ulohy st uz skor ndmetmi na dalsie vvahy a rozvijanie témy. Si
uréen€ najmd pre predndsatelov a Citatelov.

Uloha 20: Prvou z nadviizujtcich loh je vytvorif schémy z tlohy 19 pre hrady
z inym poctom kociek. V stvislosti s nemeniacimi sa hradmi navrhujem zacat so
6 a s 10 kockami. V tychto pripadoch zistime, ze vSetky linie z prahradov koncia
v jedinom, stabilnom hrade (3,2, 1) respektive (4,3,2,1). Dalej odporticam vy-
tvorit schému pre hrady zo 7 kociek. Tak ziskame material pre objavenie dalsej
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zdhadnej vlastnosti. Porovnajme stabilny hrad (3,2,1) pre 6 kociek s cyklom
(4,2,1) — (3,3,1) — (3,2,2) — (3,2,1,1) pre 7 kociek. Pre tento el sa oplati
hrady v cykle aj poctivo nakreslit. Vidime vSetci? Kocka, ktora pribudla pri pre-
chode od 6 ku 7, postupne v cykle putuje po veziach stabilného hrady (3,2,1).
Dalsi smer skimania naznac¢ime uz len otazkami:

Obr. 4

e Vieme vopred odhadntt, ako bude vyzerat cyklus hradov z 11 kociek, aké
bude situécia pre hrady z 15, 16 a 14 kociek?

e Mobzu existovat aj schémy s dvomi cyklami? Ako budi vyzerat schémy pre
hrady z 8, 12 a 13kociek?

e Co spravi 18 kociek? Sti mozné 3, 4 a viac cyklov? Je ich pocet obmedzeny?

e Aby sme nezabudli na informatikov, mnohé zo spominanych postupov a al-
goritmov je mozné naprogramovat. Zacat sa da jednoduchymi poméckami
ulah¢ujicimi skimanie hradov, vrcholom by bol program, ktory po zadani
poctu kociek vygeneruje vSetky cykly alebo celi schému zodpovedajicich
hradov.

Uloha 21: Navrhnite matematicky model, v ktorom je mozné svet hradov po-
pisat, a dokazte pomocou neho exaktne ¢o najviac z predchadzajucich tvrdeni.

Uloha 22: Ako je mozné hradnd tému formulovat a skiimaf v reéi particii,
ako v tedrii (orientovanych) grafov, ako v tedrii stavovych automatov? Ziskame
tymito formulaciami nové vysledky a nové smery skimania? Je mozné vyuzit ich
pri vyucovani tychto partii vo vysokoskolskych predmetoch?
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4 ZAVERECNE POZNAMKY

Ako sme slubili, na zéver uvedieme upresnenie prezenticie témy pre jednotlivé
vekové kategorie.

Najmladsia vekova skupina, ktorej bola téma viac krat prezentovana, boli
ziaci 5. a 6. ro¢nika na sustredeniach riesitelov korespondenéného seminédra SE-
ZAMKO. Ide teda o deti so zvySenym zdujmom a schopnostami v matematike.
Rozpravanie prebehlo vo verzii pre 7 kociek a kazdé diefa ich malo k dispozicii.
Rozpravanie trvalo priblizne 50 mintt. Ulohy boli riesené v nasledovnom po-
radi: 1, 3, 4, 5, 6, 9, 10 (zacinalo sa z hradu (7)), 11 (skusili sme spolo¢ne hrad
(4,3)), 12, 13 (pre hrady (7), (5,1,1)), 14 (pre hrady (4,3), (6,10), (5,2)), 15,
17, 18 a 19. Vynimoc¢ne je mozné doplnit hlfadanie schémy pre 6 hradov, pri nej
objavenie stabilného hradu (3,2, 1) a porovnanie s cyklom hradov zo 7 kociek.

Druhou skupinou st ziaci 7. az 9. ro¢nika, ktori sa s témou stretli na ststre-
deni koreSponden¢ného seminira SEZAM. Ti uz pracovali bez kociek, len na
papieri. Rozpravanie trvalo 60 minat. Jednou z moZnosti je absolvovat s nimi
vyssie popisany 7-kockovy variant, ale doplneny a prehibeny o tlohy 2, 7 (pocet
hradov pre 6, pripadne 8 kociek), 16, a zévere¢nym porovnanim schémy pre 6
a 7 hradov. Mozeme eSte deti vyzvat na doméce skiimanie schém pre 10, 9 a 8
kociek. Druha moZnost je absolvovat rozpravanie v 9-kockovom variante, tak ako
je uvedené v tomto texte. Riesit potom budeme nasledovné tlohy: 1, 2, 3, 4, 5,
6, pripadne 7 (pre 10 kockové hrady), 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19.
Ak sme riesili dlohu 7, spolo¢nymi silami sme vytvorili na tabuli schému pre
10 kociek, a porovnali stabilny hrad (4, 3,2, 1) s cyklom pre 9-kockovy hrad.

Dalsou skupinou, s ktorou mame dostatok skiisenosti, st §tudenti prvého roé-
nika nasej fakulty, prevazne budtci informatici. Povazujeme za poctivé (a aj po-
u¢né) upozornit na fakt, ze z hladiska zvlddnutia témy sa pohybuji (samozrejme
okrem najlepsich §tudentov) na rozhrani prvej a druhej vyssie spomenutej sku-
piny. Treba vziat do Gvahy, Ze problematika je zna¢ne netradiéna a absolvované
hodiny matematiky im k nej nepontkli ziadne pouzitelné vedomosti. Skor nao-
pak mnohym ubrali schopnost a odvahu pustif do matematickych experimentov
a objavov. Nastastie téma vie v tejto oblasti mnohé napravit. Nagi bakalari
uréiti pomoc privitali v prvej, kombinatorickej ¢asti (slovicko kombinatorika
neodportacame pouzit!), naopak vyrazne oziji, ked dojde na algoritmy. S tymito
Studentmi sa mozeme téme venovat 90 az 100 minat, ¢o ndm déva dostatoény
priestor na pracu. Pri riedeni tloh netreba ist do najviésich hibok, objavené po-
stupy ale zvykneme zopakovat a vyuzit na ¢o najviac prikladoch. Studentov je
dobré nechat pracovat v dvojiciach. Ziskané rieSenia st potom vysledkom spo-
lo¢nej prace. V kombinatorickej ¢asti preto najskor riesime tlohy 1, 2, 4, 5 pre
7 kociek, potom pre 6 kociek. Rozpravku potom mozeme doplnit pasdzou o dar-
éekoch pre velké deti, a uréit pocéty hradov pre 9 a 10 kociek. Na zdver sa mdzeme
venovat tilohe 6. Nasledne sa pustime do algoritmickej ¢asti. Ulohy 9, 10, 11, 12,
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13, 14, 17, 18 a 19 vyrieSime pre hrady zo 7 kociek, 18 a 19 potom aj pre hrady
zo 6 kociek. S tymito sktisenostami mozeme vyrieSit dlohy 15 a 16. Nésledne
zopakujeme, opit s delbou prace, rieSenie tloh 18 a 19 pre 10 a 9 kociek. Na
zéklade ziskanych vysledkov mézeme poukdzat na suvis cyklov a stabilnych hra-
dov. Na zaver dostali Studenti otazky z 20. tlohy ako dobrovolnt, ale hodnotent
domaécu tlohu.

Poslednou skupinou matematicky najzdatnejsich posluchécov st stredoskol-
sky ti¢astnici tzv. Zilinskych matematickych klubov, s ktorymi je pocas 90 mintt
mozné absolvovat rozpravanie takmer v celom prezentovanom rozsahu.

Uplne na zaver by som chcel upozornif na jednu, zd4 sa mimoriadnu vlastnost
tejto témy. Z mnohych, ktoré poznam, patri snad k najfascinujticejsim a na-
juhrancivejsim. U deti, s ktorymi pracujeme v oblasti zaujmovej matematiky
a starostlivosti o talenty, nas jej priaznivé prijatie az tak neprekvapilo. O to
vynimocnejsia je reakcia Studentov nasej fakulty, ktorych pristup k matematike
je omnoho pragmatickejsi a rezervovanejsi. Tému som im poniikol v ramci pred-
metu Praktika z matematiky, kde urcite bola najmenej praktickd, uzitocna aj
vyuzitelna. Naopak, i§lo uz na prvy pohlad o matematick( rozpravku, odtrh-
nutt od reality. Napriek tomu to bola najlepsie prijatda téma, a to ¢o sa tyka
ochoty a intenzity prace priamo na cviceni, mnozstva odovzdanych domaéacich
uloh, ale tieZz postoja Studentov. Ani raz totiz nezaznela otdzka ,Na ¢o je ndm
to dobré?“ alebo ,Kde sa to dé pouzit?“, ktortt ndm Studenti podla kvality vy-
ucovania viac alebo menej casto kladi. Pocas 100 minat prace v tomto pripade
nikoho nenapadla, nikto ju nepovazoval za potrebnu alebo primeran.

Vieme, Ze v stcasnosti matematika musi znovu intenzivne zdovodiiovat svoju
poziciu vo vzdelavani na vSetkych typoch $kol. Zda sa, ze hlavna linia obhajoby
zdoraziiuje uzitocnost matematiky, jej vyznam a vyuzitie v beznom Zivote. Tu
prezentovana téma poniika argument iného druhu: matematika je zaujimava,
lakava a krasna.
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CO MI PRINESLO PREKLADANI PAPIRU

Ruzena Blazkova

1 Uvob

Matematické poznatky jsou ¢asto budovany metodami, na jejichz vytvareni je
vlastni podil zaka minimalni. Zaci se nauéi nékteré poucky, které viak neumi
pouzit v dalsim ucivu nebo v aplikacich. Tabule a krida jiz nestaci, pocitacové
animace jsou vesmeés jiz vytvoreny a zak je pozoruje bez vlastniho aktivniho
pristupu na jejich vytvareni. Proto se neustale hledaji metody prace, které by
vlastni podil zaka na ziskdvani védomosti zvysily. Zdtraziiuje se vyuzivani metod
konstruktivistickych na tkor metod transmisivnich. O vyznamu konstruktivistic-
kych metod pojednédvaji podrobnéji napf. Hejny, Kufina (2001, 2009), Stehlikovéa
(2004). Mezi konstruktivistické metody mizeme zafadit metody manipulativnich
Cinnosti, pfi kterych zak prekladanim papiru vytvari ruzné geometrické utvary
a muze ovérovat mnoho vlastnosti téchto geometrickych utvari. Manipulativni
éinnosti také rozvijeji komunikativni dovednosti zakt, nebot Zici se uéi pomoci
slovniho vyjadfeni nebo textu vymodelovat geometricky utvar. Na modelovani
pak navazuje dalsi viyuka jednotlivych témat matematického uciva, ktera souvisi
se systematizaci poznatktli, rozvojem konstrukénich dovednosti aj. K modelo-
vani se vyuziva list papiru formétu fady A (vychdzi z Ag o rozmérech 841 mm
a 1189 mm), vhodny je Ay nebo Aj. Strany tohoto obdélniku jsou v poméru
a,aVv 2, snadno se z néj vytvorii ¢tverec, jehoz thlopticka je shodné s delsi stra-
nou obdélniku. V tomto prispévku jsou uvedeny naméty ¢innosti, které ptispivaji
k upevnéni nékterych zakladnich pojmt, napt. k budovani pojmu zlomku jako
casti celku, k modelovani nékterych algebraickych vyrazt, chdpani né€kterych
geometrickych pojmt a vztahti. Mohou se dale modifikovat podle zajmu zaka
i ucitele. Zarazuji se v jednotlivych rocnicich prilezitostné k motivaci a ke snad-
néjsimu pochopeni né€kterych pojmu a jejich vzajemnych vztahti. Mnoho dalsich
nameétt modelovani pomoci prekladani papiru je uvedeno také v ¢lancich M. Je-
linka (1976, 1977).
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2 ZLOMEK JAKO CAST CELKU
Pouzivame papiry tvaru obdélniku, ¢tverce, kruhu, trojuhelniku.

2.1. Prelozte ¢tverec tak, abyste ziskali ¢tyfi shodné ¢asti (1ze to riznymi zpl-
soby). Pfelozte obdélnik na ¢tyii shodné ¢asti. Prelozte kruh na ¢tyfi shodné
Casti. Prelozte trojihelnik na ¢tyfi shodné ¢asti. Na kazdém z preloZzenych utvart
vybarvéte jednu ¢ast. Na kolik shodnych cdsti jsme utvary délili? Kolik jsme jich
vybarvili? Jak zapiseme, Ze jsme vybarvili jednu cast ze ctyr?

2.2. Prelozte obdélnik na dveé stejné casti. Jednu ¢ast vybarvéte. Prelozte tento
obdélnik na ¢tyti shodné ¢asti, potom na osm, na Sestnact. Mohli byste piekladat
i déle. Pozorujte vybarvenou ¢ast obdélniku. Jak miZeme vyjddrit, Ze jedna
polovina obdélniku jsou jeho dvé céturtiny, ctyri osminy, osm Sestndctin, atd.?

2.3. Ptelozte obdélnik na sedm shodnych ¢4sti (pfemyslejte, jak je mozné rozdélit
obdélnik na pocet ¢asti, ktery je lichy). T¥i ¢asti vybarvéte. Kolik ¢4sti obdélniku
je nevybarvenych? Zapiste pocet vybarvenych a nevybarvenych ¢asti. Vybarvené
a nevybarvené cdsti obdélniku tvori cely obdélnik. TFi sedminy obdélniku a ctyri
sedminy obdélniku tvori cely obdélnik.

2.4. Prekladanim rozdélte obdélnik na 10 shodnych ¢asti. Vybarvujte postupné
jednu desetinu obdélniku, pét desetin, devét desetin, deset desetin. Uméli byste
znazornit dvanact desetin?

Od modelovani na rtznych objektech dochéazi k postupné abstrakci a k cha-
pani pojmu zlomku jako ¢isla.

3 ALGEBRAICKE VYRAZY

Pouzivame papir tvaru obdélniku nebo ctverce. Usecky na stranach obdélniki
nebo ¢tverci vyznacime barevnymi pastelkami.

3.1. a) Oznacte strany obdélniku a, b, vymodelujte soucin a - b.

b) Oznacte jednu stranu obdélniku a+ b, druhou stranu obdélniku c. Prelozenim
obdélniku vymodelujte sou¢iny a - ¢, b- ¢. Pozorujte: (a+b)-c=a-c+b-c.

¢) Oznacte jednu stranu obdélniku a + b, druhou jeho stranu ¢ + d. PfeloZenim
obdélniku vymodelujte souéiny a-¢, b- ¢, a-d, b-d. Pozorujte: (a+b)-(c+d) =
=a-c+b-c+a-d+0b-d

3.2. a) Oznacte stranu ¢tverce a + b. Prelozte ¢tverec (pfehyby rovnobéznymi
se stranami ¢tverce) tak, abyste vymodelovali ¢tverce o obsahu a?,b? a dva
obdélniky o obsahu a - b. Pozorujte: (a + b)? = a® + 2a - b + b>.

b) Oznacte stranu ¢tverce a. Z tohoto Gtverce odstiihnéte ¢tverec o strané b
(u jednoho vrcholu ptivodniho étverce). Vymodelujte rozdil a® — b*. Tento rozdil
miZeme také vymodelovat obdélnikem o stranich a + b a a — b (odstfiZzenim
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obdélniku z nekonvexniho Sestitthelniku a pfidanim k jedné strané zbyvajiciho
obdélniku).

4 ZAKLADNI GEOMETRICKE POJMY

Prelozenim papiru ziskdme hranu, kterd je modelem piimky. Pti pirekladani pa-
piru je dobfe patrnd shodnost geometrickych utvart.

4.1. Na listu papiru vyznacte bod A. Pfelozte papir tak, abyste vymodelovali
pfimku, kterd prochazi bodem A. Oznacte ji a. Vymodelujte dalsi pfimku pro-
chézejici bodem A, oznacte ji b, dalsi pfimku oznacte c. Kolik takovych primek,
které prochazeji jednim bodem, mtzete vymodelovat?

Zavér: Dangm bodem prochdzi nekonecné mnoho primek.

4.2. Pokracujte na listu papiru z tlohy 4.1. Zvolte bod B, ktery nelezi na zadné
z ptimek a, b, ¢ z predchozi tlohy. Vymodelujte pfimku, ktera prochézi body A,
B. Oznacte ji p. Vymodelujte dalsi pfimku, rtiznou od p, kterd prochazi body
A, B. Co pozorujete?

Zdver: Dangmi dvéma body prochdzi jedind primka.

4.3. Na listu papiru z tlohy 4.2. vyznacte pastelkou polopfimku AB. Jinou pas-
telkou vyznacte polopiimku k této polopfimce opacnou.

Zavér: Opacéné polopiimky leZi na jedné piimce a magi spoleény jediny bod (po-
ddtek).

4.4. Pokracujte na listu papiru z tlohy 4.3. Vyznacte pastelkou tsecku AB.

Prelozenim papiru vymodelujte jeji stied.
Zavér: Stred usecky AB je takovy bod této usecky, pro ktery plati AS = BS.

4.5. Prelozenim papiru vymodelujte osu tsecky AB.
a) Presvédéte se, Ze pro libovolny bod X osy tsecky AB plati AX = BX.
b) VyuZijte stied usecky a rozdélte tisecku AB na 2, (4,8) shodnych tsecek.

4.6. Na listu papiru vymodelujte pfimku, kterd je riznobézna se stranami ob-
délniku — listu papiru. Oznacte ji a. Prelozenim papiru vymodelujte dalsi dveé
primky, které jsou rovnobézné s pfimkou a. Oznacte je b, c. Pozorujte: Jestlize
a| b, pak b || a. Jestlize a || b a zérovenn b || ¢, pak a || c.

4.7. Prelozenim papiru vymodelujte pfimku k, ktera je kolma k primce a z tlo-
hy 4.6. Vsimnéte si, ze pfimka k je kolma i k pfimkam b a c.

4.8. Vymodelujte pfimku a a zvolte bod P, ktery nelezi na pfimce a. Pfelozenim
papiru vymodelujte pfimku k, kterd prochézi bodem P a je kolmé k piimce k.

4.9. Ptelozenim papiru vymodelujte konvexni tihel (ostry, pravy, tupy).

4.10. Vymodelujte osu thlu, pozorujte vlastnosti bodt na této ose.
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4.11. Vystiihnéte z papiru dva konvexni tthly. Modelujte porovnavani uhli, gra-
ficky soucet Uhlu, graficky rozdil ahla.

4.12. Na listu papiru vymodelujte tii riznobézné primky tak, aby mély tfi rizné
pruseciky A, B, C. Vybarvéte trojahelnik ABC.

a) Pfelozenim papiru vymodelujte osy tseéek AB, AC, BC. Pokud dobfe pie-
kladate, prochazeji vsechny tyto osy jednim bodem.

b) St¥edy tsecek AB, AC, BC z dlohy a) oznacte postupné K, L, M. Preloze-
nim papiru vymodelujte tsecky AM, BL, CK. VSechny tyto usecky prochézeji
jednim bodem, ktery oznacte T' (t&zisté trojuhelniku ABC). Porovnejte tsecky
AT a TM.

¢) Vymodelujte stfedni pficky trojihelniku ABC (tsecky KL, KM, LM). V§im-
néte si jejich vlastnosti.

d) Vystfihnéte z papiru trojuhelnik ABC. Vytvoite z tohoto trojthelniku ob-
délnik, na kterém ilustrujete graficky soucet vnitinich thla trojahelniku ABC.
Vidite, Ze grafickym souctem vnitfnich Ghld trojthelniku je tihel pfimy. (Nej-
prve jej prelozte podle stfedni pficky rovnobézné se stranou AB, potom podle
vysek nové vzniklych trojahelnikta tak, aby vSechny vrcholy trojihelniku byly
umistény do jednoho bodu.)

4.13. Vysttihnéte z papiru kruh (napf. obkreslete skleni¢ku). Vymodelujte jeho
tétivu (kterd neni primérem kruhu) a sestrojte jeji osu. Vymodelujte jinou té-
tivu, kterd je rtiznobézna s prvni tétivou a sestrojte jeji osu. Pokud presné pre-
kladate papir, pak priisecik os tétiv je stfedem kruhu.

5 NEKTERE GEOMETRICKE UTVARY

Vzhledem k rozsahu prispévku nejsou v této kapitole uvedeny obrazky. Ani-
mace Cinnosti zde uvedenych je mozné najit na elportilu Pedagogické fakulty
(Blazkova 2011).

5.1. Preklddanim listu papiru tvaru obdélniku vymodelujte pravothly rovnora-
menny trojuhelnik. Pfehnéte obdélnik tak, jako abyste chtéli vymodelovat ¢tve-
rec, dolni obdélnik pfehnéte a zbyvajici trojuhelnik také prehnéte. Vsimnéte si
jeho odvésen a prepony pravouhlého trojihelniku.

5.2. Z listu papiru tvaru obdélniku vymodelujte rovnoramenny trojuhelnik, je-
hoz ramena maji délku av/2. Nejprve prehnéte obdélnik tak, abyste vymodelovali
pravouhly trojuhelnik. Rameny rovnoramenného trojihelniku jsou jedna strana
obdélniku a pfepona pravothlého trojuhelniku, zakladnu ziskate jako tthlopticku
dolniho obdélniku. Vypocitejte velikosti vnitinich thld rovnoramenného troja-
helniku.

5.3. Prelozte obdélnik ABCD tak, abyste vymodelovali jeho osu rovnobéZnou
s dels{ stranou obdélniku. Vytvoite tsecku BD (jednu stranu rovnostranného
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trojahelniku) tak, Ze jeden vrchol D obdélniku pfilozite k ose, vrchol B ponechéte
na misté. Jak muzete dale vymodelovat rovnostranny trojuhelnik? Jak z tohoto
trojuhelniku muzete zhotovit pravidelny Sestitthelnik?

5.4. Z listu papiru tvaru obdélniku vymodelujte ¢tverec, dolni obdélnik od-
stfihnéte. Ze ¢tverce vymodelujte pravidelny osmitihelnik, jeho strana je shodna
s kratsi stranou odstfihnutého obdélniku. Jakou velikost maji vnitini uhly os-
mithelniku?

5.5. a) Vytvoite deltoid z papiru tvaru étverce. Ctverec pielozte podél thlo-
pricky, rozlozte a prilozte k thlopfi¢ce dvé strany ¢tverce. Ziskate deltoid, jehoz
jeden vnitini thel je pravy. Jaké vlastnosti ma tento deltoid?

b) Vytvoite deltoid z papiru tvaru obdélniku. Pielozte obdélnik tak, abyste vy-
tvorili pravouhly trojuhelnik. Ze zbyvajiciho obdélniku preloZzte pravouhly troju-
helnik u pfepony prvniho pravoithlého trojuhelniku. Jakou velikost maji vnitini
thly tohoto deltoidu?

5.6. a) Z listu papiru tvaru obdélniku vymodelujte pravidelny pétithelnik. Ob-
délnik prelozte tak, Ze na sebe umistite protéjsi vrcholy. Ziskate tak nepravidelny
pétitthelnik, ktery mé jednu osu soumérnosti. Vymodelujte tuto osu soumérnosti
a k ni prilozte obé nejkratsi strany pétitthelniku tak, aby se dotykaly. Ziskate
tak pravidelny pétithelnik.

b) Z tzkého prouzku papiru je mozné vymodelovat pravidelny pétitihelnik tak,
ze 7z prouzku papiru vytvorime uzel, ktery opatrné utahujeme. Pfebyvajici ¢asti
prouzku zahneme.

6 OSOVA SOUMERNOST

6.1. Prelozte list papiru. Zvolte tfi rizné body A, B,C a spendlikem propich-
néte papir v téchto bodech tak, aby se zobrazily na druhé casti prelozeného
papiru. Papir rozlozte, body oznacte A, B’,C’. Pteklad papiru je osa soumér-
nosti, oznaéte ji o. Narysujte tisecky AA’, BB', CC’. Pozorujte: Usecky lezi na
primkéach, které jsou kolmé o ose, vzdéalenost bodu A od osy je rovna vzdalenosti
bodu A’ od osy.

6.2. Vystiihnéte z papiru rizné obdélniky, ¢tverce, trojihelniky, pravidelné mno-
hothelniky, deltoid, kruh. Prekladanim zjistéte, zda jsou tyto utvary osové sou-
mérné a kolik maji os soumérnosti.

7 ZAVER

Co mi pfinasi zafazovani téchto a dalsich analogickych ¢innosti do vyuky?

e Poznatek, ze pro mnoho zaki je komunikace obrazové nazornd mnohem
priznivéjsi nez komunikace verbalni.

e Obcasné zarazovani do vyuky prinasi novou metodu, moment piekvapeni.
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e Nékdy se dostavi AHA efekt, zak pochopi, co diive nevidél a nechépal,
v nékterych pripadech napomahaji odstranovani chyb, kdyz jina vyuka
neumozni odstranovat pretrvavajici chyby.

e I kdyz jsou casové naro¢néjsi jak na pripravu ucitele, tak na vlastni rea-
lizaci, ve vétsiné pripadt prinaseji efekt, zaci uvitaji zménu metod prace
a zazitek z vlastniho vytvoru.

e Tim, Ze Zaci pracuji samostatné, je mozné realizovat individualizovanou
vyuku, sledovat jejich schopnosti a zru¢nost pfi praci s papirem. Do vyuky
jsou zapojeni vSichni Zaci bez rozdilu nadani ¢i poruch uceni.

e Ve vétsiné pripadl jsou zaci vedeni k premysleni a pozorovani vlastnosti
ruznych objektt, mohou je formulovat slovné i pisemné.

e Jako nejvyznamnéjsi vysledky ¢innosti se vesmés ukazuje:

a) Prekladani se osvédéilo pro dikladnéjsi pochopeni zlomku jako ¢asti
celku a to pak usnadni pochopeni zlomku jako reprezentanta racio-
nalniho disla.

b) Pfeklddani papiru pfispiva ke zmirnéni chyb v tipravich algebraickych
vyrazi, kdy Zéci ¢asto ndsobi dvojélen dvojélenem (a +b) - (c+d) =
= ac + bd, druhou mocninu dvojélenu upravuji (a + b)* = a? + b2,
(a — b)? = a® — b*. Na papiie vidi vSechny potiebné ¢ésti.

¢) Pochopeni pojmu poloptimky a zejména polopfimky k dané poloptim-
ce opacné (Zaci ¢asto povazuji za opa¢nou poloptimku k polopfimce
AB polopiimku BA).

Je pochopitelné, Ze neni mozné zpracovat téma vycerpavajicim zptisobem,

nebot existuje mnoho dalsich ndpadt, které se mohou timto zptisobem prezen-
tovat.
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ZAKOVSKA TVORBA ULOH
NA ZAKLADE REALNE SITUACE

Jifi Bures, Jarmila Novotna

1 Uvop

Tvorba matematickych tloh a ptikladt je jednou z ¢innosti, kterymi lze oboha-
tit hodiny matematiky a poskytnout zaktm prostor pro vlastni matematickou
aktivitu a motivovat je pro aktivni praci v matematice. Tvorba tloh a prikladt
se d& vyuzit v riznych fazich vyucovani pro motivaci zakd nebo pro opakovéani,
prohloubeni, diagnostiku chyb a ovéfeni znalosti zakt v ramci daného mate-
matického tématu. Specifickou aktivitou v ramci tvorby matematickych tloh
je tvorba slovnich tuloh, kterd v sobé propojuje zejména dovednost interpretovat
a popsat danou situaci prostifednictvim matematickych pojmu a vztahi a schop-
nost spravné formulovat zadani tlohy jak z hlediska matematiky, tak z hlediska
jazyka.

Existuje mnoho rtznych situaci, v rdmci nichz zaci mohou tvorit tlohy. Velmi
dtlezity je zptusob zadani situace, kterd ma zaky vést k tvoreni tlloh. Takova si-
tuace muze byt zaloZena na textu — napf. popisu realné situace; na vhodném
obrazku, ktery umoznuje matematické zpracovani; nebo na matematickém mo-
delu, ke kterému je tfeba nalézt vhodny kontext — napf. jednoduchy priklad
obsahujici zakladni matematické operace nebo predpis funkce.

V tomto ¢lanku se zabyvame tvorbou tloh na zakladé redlné situace popsané
prostifednictvim kratkého textu. Po popisu této situace nasleduji komentované
ukézky tloh vytvorenych jednak zaky, jednak uciteli v ramci dilny na konfe-
renci.

2 DIDAKTICKA SITUACE — TVORBA SLOVNICH ULOH NA
ZAKLADE DANEHO TEXTU

V rdmci vyzkumu zaméreném na zakovskou tvorbu slovnich tiloh a jeji potencial
pro zkoumani matematické kultury zakt dané t¥idy jsme pfipravili didaktickou
situaci, kde zaci vytvareli slovni tllohy na zakladé nasledujiciho textu:

Pani Velebnd pracuje v obchodu s oblecenim. Cestou domi vyprdvéla v au-
tobuse svoji kamarddce: ,Dnes ndm privezli nové zboZi — uzZasnou jarni kolekci!
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Pro damy mame krasnd tricka za 250 K¢ za kus, halenky za 430 K¢ za kus,
krdatké sukne za 360 K¢ za kus. Pro pdny potom sportouvni kalhoty 740 K¢ za
kus a tricka za 280 K¢ za kus! Mdme vSechny velikosti v rizngch barevniych
odstinech.“

Tuto situaci jsme zadali na konci Skolniho roku ve tfech t¥idach 2. ro¢niku
Sestiletého studia (v&k 15 let) na Gymnéaziu Jana Nerudy v Praze. Na jejim za-
kladé mél kazdy zak pro své spoluzaky vytvorit dvé slovni tlohy: tlohu, ktera
pro né bude snadné, a ulohu, kterd pro né bude obtizna. Jelikoz jednim z cild
vyzkumu bylo analyzovat prostiedky, jaké zaci pouzili pfi tvorbé tloh, nepo-
zadovali jsme za vhodné nechat zaky tlohu rovnou vyfesit, abychom neomezili
jejich tvoFivost p¥i vytvaieni tloh. Zaci méli cca 30 minut na vytvoieni téchto
dvou 1loh. Pro vétsinu z nich byl tento ¢as dostacujici. Pro uplnost doplnime, ze
soucasti vyzkumu byla jesté dalsi situace, kde zaci tvorili slovni tllohy na zakladé
daného obrazku, touto situaci se vSak v tomto ¢lanku nebudeme zabyvat.

V nésledujicim textu se podivdme na vytvofené dvojice slovnich tloh (tj.
snadné a obtizna uloha od stejného autora) a pokusime se je charakterizovat
z hlediska proménné, které autori pouzili pfi jejich tvorbé. Podrobné studium
proménnych, které charakterizuji rozdily mezi témito tlohami, je pfedmétem
pravé probihajiciho vyzkumu, proto se zaméfime v tomto ¢lanku jen na nékteré
zakladni proménné — délka zadani, matematicky model, pocet operaci a druhy
¢isel pouzitych v ramci téchto tloh. Posouzeni vlivu téchto proménnych na obtiz-
nost tlohy vychazi pouze z nasich nazort a zkusSenosti z analyzy fesSeni slovnich
aloh.

3 SLovVNf ULOHY VYTVORENE ZAKY NA ZAKLADE TETO
DIDAKTICKE SITUACE

Ulohy vytvoiené zaky byly velmi rozmanité. Pro zvySeni obtiznosti ilohy nepou-
zivali zaci jen zménu matematického modelu, ale ¢asto také prodlouzeni zadani,
pouziti slozitéj$ich druhii ¢isel a vyznamné zvyseni poctu operaci. Castym fak-
torem zvysSeni obtiznosti bylo také vyuziti procent — vypocet procentové Casti
nebo zékladu.

1. DVOJICE ULOH

Uloha 1a. Kolik mé bude stat, kdyz si koupim 2 halenky, 3 tricka, 1 kalhoty
a 3 kratké sukné? Bude mi stacit, kdyz z banky vyberu 5000 K¢?

Uloha 1b. Tricka za 280 K¢ se moc neprodavala a tak je pani Velebna zlevnila
0 25 %. Nahle se zacaly prodavat a tak si pani Velebna usmyslela, Ze bil4 tricka
zdrazi o 30 %, Cervend tricka o 18 % a Gernd tricka zlevni o 8 %. Jakéd byla
vysledna cena bilych, ¢ervenych a ¢ernych tricek?

Komentéi: Uloha 1a je zalozena na relativné snadném séitani, nasobeni a po-
rovnavani. Vzhledem k nékolikanasobnému pocitani s procenty je tloha 1b obtiz-
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néjsi. Navic neni iplné jasné, zda se zvyseni ceny pocitd z ptivodni nebo snizené
ceny.

2. DVOJICE ULOH

Uloha 2a. Kolik bude stat nakup 6 tricek, 2 halenek, 5 sukni, 1 sportovnich
kalhot a 4 panskych tri¢ek? P¥i¢emz sleva pii ndkupu nad 10 ks je 10 % a kazdy
dalsi kus je za 1 %, hranice je 30 %, sleva je z celku.

Uloha 2b. Kolik bychom dostali, kdybychom penize za toto zbozi (poéitano se
slevami), ukladali na spofeni (doba tdroceni 5 let, tirok 10 %, dan 15 %, jde
o jednoduché troceni, Grodi se 1 za rok).

Komentéi: Uloha 2a predstavuje kombinaci jednoduchého séitani a nasobeni
s pocitanim s procenty. V tomto pripadé vedla snaha o zafazeni procent az
k nejednoznacnosti nékterych informaci v zadani. Obtiznost tlohy 2b spociva
zejména v tom, Ze se pro zaky jednalo o nové téma, ve kterém bylo slozité
spravné interpretovat informace ze zadéani.

3. DVOJICE ULOH

Uloha 3a. Pan Svacinka si jde koupit oble¢eni. V obchodé pani Velebné si koupil
2 sportovni kalhoty, 3 panska trika a pro manzelku koupil krasnou halenku. Pan
Svacinka vratil pani Velebné ptjcenou pétisetkorunu a koupil si slevovou kartu
za 100 K&, kterd mu da slevu 20 % na pénska trika, 30 % na halenky a 4,7 % na
panské kalhoty. Kolik K¢ pan Svacinka utrati v obchodé pani Velebné bez slevové
karty? Kolik se slevovou kartou? Jestlize ma s sebou pan Svacinka 1 352 K¢, bude
mu to stacit ndkup s kartou? Bude mu to stacit na ndkup bez karty? U obou
pfipadt uvedte, kolik K¢ bude pan Svadinka pani Velebné dluzit (pokud mu
Céstka stacit nebude).

Uloha 3b. Pan Duchadek jel do obchodu pani Velebné. Jeho auto mé vSak rozbity
tachometr a zajimalo by ho, jakou rychlosti jel, jestlize jel 40 minut od vesnice
vzdalené od obchodu 27,3 km? Cestou pan Duchéacek premyslel nad synovym
domacim tkolem: vyéislete redoxni rovnici 6H2O + 12K + 1+ H>SO4 — 2H50 +
+30K+14S. Rovnici vyTeste i se zdpisem oxidace a redukce. Kvili nepozornosti
se cestou zpét vyboural. Pfi ¢ekdni na pomoc pfemyslel nad maximem cerveného
svétla od vraku jeho auta, kdyz A = 5 nm, d = 200/mm a n = 2. Vypoditejte.

Komentéi: Ulohy 3a a 3b piedstavuji pfiklad snahy o ztizeni zadani prostied-
nictvim velkého mnozstvi otazek a tikoli k feSeni a s tim spojenym prodlouzenim
zadani. Zejména tloha 3b je urcitym seskupenim navzajem nesouvisejicich tkold.
Pres svoji zdanlivou nelogi¢nost maji jednotlivé tkoly spole¢né charakteristiky —
jednak se v nich matematika pouziva, jednak je tiloha podle zZakovych vlastnich
slov kombinaci vSech véci, které mu viibec nejdou.
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4  SLOVNI ULOHY VYTVORENE UCASTNIKY DILNY NA ZAKLADE
POPSANE DIDAKTICKE SITUACE

V ramci dilny na konferenci tvofili jeji icastnici z fad uditeld zakladnich, stied-
nich a vysokych skol slovni tlohy na zakladé stejné situace jako predtim zaci
gymnazia. Ucastnici dilny vytvofili také velmi rozmanité slovni tlohy. V ramci
dilny na konferenci nasledovala diskuse ve skupinach o tom, jaké faktory mohou
ovliviiovat obtiznost tlohy. Ucastnici formulovali nasledujici proménné: pocet
operaci, typ operaci, délka textu, mnozstvi pouzitych dat, zpisob ziskani infor-
macli, strategie feSeni, pocet feseni, pouzita ¢isla, struktura, vyhledani neznamé
podminky vedouci k feSeni, téma/kontext.

4. DVOJICE ULOH

Uloha 4a. O kolik K¢ je damské triko levnéjsi nebo drazsi nez panské?

Uloha 4b. Manzelé Rozkosni maji 3000 K¢ na nakup obleceni. Pani R. si vybrala
2 sukné, 1 halenku a 2 tricka. Za zbyvajici penize si koupil obleceni pan R.

1) Vypis, jaké obleceni si mohl koupit pan R. (v8echny moznosti).

2) Kolik rtiznych variant obleceni si miize pani R. vytvorit?

Komentaf: Uloha 4a je zaloZena na jednoduchém matematickém modelu (od-
¢itani a porovnani) a neméla by byt obtizna pro zaky daného véku. Uloha 4b je
modelu — tplny vypis vSech moznosti a pocet variant obleceni. Z hlediska pou-
zitych cisel a délky zadani by se nemélo jednat o obtizné tlohy.

5. DVOJICE ULOH
Uloha 5a. Kolik budou stat kalhoty po zlevnéni o 1/47?

Uloha 5b. Kolik bude stat ddmsky komplet (halenka + sukné) po zméné DPH
(z 20 % na 17,5 %)?

Komentai: Uloha 5a je zaloZena na jednoduchém matematickém modelu (né-
sobeni, déleni, piipadné i odéitani). Uloha 5b vyZzaduje poéitani s procenty, které
Casto C¢ini zakim obtize. Pouziti procent v zadani bylo jednim z nejcastéji po-
uzitych prostfedkt pro vytvoreni obtiznéjsi ulohy u zakw, ktefl se zucCastnili
experimentu. Z hlediska délky zadani se nejedna o slozité tlohy.

6. DVOJICE ULOH

Uloha 6a. Maminka nakupovala darky pro svou rodinu. Koupila dvé damska
tricka, tii panska tricka, jednu sukni, dvoje kalhoty a dvé halenky. U pokladny
platila pétitisicovkou. Kolik ji pokladni vratila?

Uloha 6b. Za tyden prodali v obchodé 20 damskych tricek, 13 halenek, 9 sukni,
14 kalhot, 16 panskych tricek. Kolik odvedli na DPH?
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Komentai: Uloha 6a je zaloZena na séitani a odéitéani (piipadné docitani).
Uloha 6b je obtiznéjsi , protoze se v ni poéita s vétsimi ¢isly, jednak kvili a pro
vypocet DPH se pouzivaji procenta. Na rozdil od tlohy 5b nebyla vyse DPH
v této uloze stanovena, takze zadani tlohy neni zcela jednoznaéné (obecné fe-
Senf presahuje svou obtiznosti troveii ZS). Délka zadani by neméla mit vliv na
obtiznost téchto uloh.

7. DVOJICE ULOH

Uloha 7a. V penézence mam 1800 Ké&. Chtéla bych obdarovat co nejvice lidi.
Jaké mam moznosti nakupu?

Uloha 7b. Petr mé& dva sourozence (bratra a sestru) a rodi¢e. Chce zakoupit
darky pro kazdého z nich. Cena déarki pro rodi¢e musi byt o minimalné 20 %
vétsi nez cena darkd pro sourozence. Ma nasSetreno 3000 K¢.

Komentéi: Uloha 7a je zaloZena na hledani a vypisovani moznosti. Neni jed-
noznacné feCeno, zda je tfeba nalézt vSechny moZnosti. Pokud ano, maze byt
tloha relativné obtizna pro nékteré zaky ZS. Uloha 7b neobsahuje otazku, fesi-
tel by mohl pripadné interpretovat Petrovu snahu o zakoupeni darkt jako otazku
na pocet moznosti nakupu. V takovém pfipadé muze byt iloha relativné obtizna
pro hledani tplného vy¢tu moznosti pfi dodateénych podminkach. Z hlediska
délky textu a pouzitych cisel se nejedna o obtizné tlohy.

8. DVOJICE ULOH

Uloha 8a. Kolik stoji panské tricko, jestlize je o 30 K& drazsi nez damské a do-
hromady dvé tricka (P + D) stoji 530 K¢?

Uloha 8b. Kolik zaplatila maminka za jednotlivé véci, kdyz za nakup pro dceru
dala 2260 K¢? Koupila 2 tricka, jednu halenku a 3 sukné. P¥icemz halenka byla
o polovinu ceny sukné drazsi nez tricko a sukné stala o 110 vice nez tricko.

Komentéi: Uloha 8a pfedstavuje jednoduchy problém déleni celku na nestejné
Casti. Informace v textu byly pouzity jinym zptsobem nez v predchozich tlo-
héach — v této tloze je tfeba nalézt Cisla z textu, zatimco ostatni tlohy tato ¢isla
vyuzivaji pfi feSeni tloh. V porovnani s tlohou 8a predstavuje tloha 8b obtiz-
néjsi problém déleni celku na nestejné ¢asti — jeji obtiznost spociva zejména ve
vétsim mnozstvi kvantitativnich tdaja, které je tfeba pouzit pfi feSeni tulohy.
7 hlediska pouzitych ¢isel a kontextu se nejednéd o obtizné tlohy.

9. DVOJICE ULOH

Uloha 9a. Pani Hruba nakoupila na Vanoce od kazdého nového druhu 1 kus.
Stacilo ji 2000 K¢?

Uloha 9b. Pani Hrub4 nemohla utratit vic nez 3 300 K¢é. Co mohla koupit?
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Komentéi: Uloha 9a je zaloZena na s¢itani a porovnavani. Uloha 9b je obtiz-
néjsi, pokud interpretujeme otazku ulohy tak, ze mame najit vSechny moznosti.
Pokud se jedna pouze o nalezeni néjaké moznosti, jedna se o ulohu snadné;jsi
nez uloha 9a. Z hlediska kontextu, délky zadani a pouzitych cisel se nejedna
o obtizné tulohy.

7Z ptedchozich ukazek vytvorenych tloh je patrné, Ze tcastnici dilny vyuzili ke
zvyseni obtiznosti slovni tlohy zejména zménu matematického modelu — hledani
uplného vyc¢tu moznosti, stejny model s vétsim mnoZstvim operaci, pripadné
doplnéni matematického modelu zafazenim pocitani s procenty nebo pocitani
s vétsimi ¢isly. Samotné prodlouzeni textu nebo zafazeni jinych druhd cisel ne-

vvvvv

5 ZAVER

Zakovska tvorba slovnich tiloh miize poskytnout uéiteli nastroj ke zjisténi, jaké
matematické a formula¢ni prostifedky si zaci osvojili béhem prace na urcitém
matematickém tématu. V dlohach vytvofenych zaky v ramci popsané aktivity
se jednalo nejcastéji o déleni celku na nestejné ¢asti a rizné zpisoby pocitani
s procenty. Bez vlastniho feseni tiloh nelze samoziejmé tvrdit, ze zak si dany
matematicky postup opravdu osvojil. Pokud se vSak né&jaky postup (jako napft.
po¢itani s procenty v tlohach vytvorenych zdky) objevuje astéji v obtiZznych
ulohéch, 1ze usuzovat, ze tento postup muze predstavovat pro zaky urcité obtize
a je mozné se k nému v ramci vyuky vratit. Pokud se néjaky prostiedek neobjevi
viitbec ve snadnych ani obtiznych tlohach, jeho uzZiteénost a dulezitost ziejmé
nebyla tak vysoka nebo nebyla dostatecné zduraznéna. Slovni tlohy vytvorené
zéky v ramci této aktivity ukazaly velké rozdily mezi jednotlivymi zdky jak
v pristupu k tvoreni tloh, tak v prostredcich pouzitych pro zvySeni obtiznosti
danych tuloh. Jejich podrobné analyza bude pfedmétem dalsiho vyzkumu.
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O PRESNEM VYJADROVANI, DULEZITOSTI
A DOKAZOVANI MATEMATICKYCH VET

Emil Calda

Presné vyjadrovant je vyjadrovdni, které pouZivdme,
kdyz chceme, aby ndm nikdo nerozumeél.

O tom, ze matematika se bez pfesnosti neobejde, nikdo z nas nepochybuje,
ale je otazka, do jaké miry ji mame od zakt vyzadovat. Domnivam se, ze pfi-
lisné 1péni na tom, aby se zaci vyjadrovali co nejpresnéji, mize nékteré ,otravit®
a posilit je v pfesvédceni, ze matematika je nezazivnd a nudné. Nicméné vsak
pripustit vyjadfovani, které je ledabylé a povrchni, nelze. V dobach svého uci-
telského ptisobeni na stfedni skole jsem se nespokojoval s odpovédi, ze napiiklad
rovnice z% — |z| = 0 ma v R t¥i kofeny, ale pozadoval jsem, aby tento pocet byl
upfesnén slivkem ,pravé“. Vysvétli-li se zakim, Ze uvedend odpovéd o poctu
t¥i koTenti nevylucuje moznost, ze tato rovnice mé redlné kotfeny ctyfti, a ze tedy
neudava pocet kofent presné, pochopi to a aspon nékteri to prestanou povazovat
za jeden z mnoha vasich malichernych vrtochd. Formulacim typu ,,Rovnice ma
feSeni pro x = 1“ (misto spravnéjsiho ,Rovnice je splnéna pro z = 1“) jsem
svého Casu vénoval tak ostrou a sziravou kritiku, Ze je po urcité dobé prestali
skoro vsichni zaci pouzivat. Podobné jsem pozadoval, aby po vyfeseni nerovnice
2x > 6 zédkovskd odpovéd nebyla, Ze ,,vyhovuji x vétsi nez t¥i“ ani Ze ,,vyho-
vuji v8echna x vétsi nez tfi“, ale ze ,vyhovuji pravé vSechna x vétsi nez tii*
anebo Ze ,vyhovuji vSechna x vétsi nez tfi a zadna jind“. I v tomto pripadé je
samoziejmé nutné zakidm vysveétlit, pro¢ prvni dvé z uvedenych moznosti jsou
nedaplné. Myslim si také, Ze je uzitecné, aby se v pisemnych pracich vyzadovala
slovné formulovana odpovéd; ta totiz éasto ukaze, zda zak porozumél tomu, co
vypocital. A kdyz uz je fe¢ o vyjadfovani, podotykam, Ze jsem se nikdy nesmifil
s tim, Ze néktefi zaci délili dvémi a ndsobili tfema! Kde jinde se maji ucit mlu-
vit spisovné, nez ve $kole? K jazykové vychové v hodindch matematiky mtzete
samoziejmé piispét i tim, ze ve svém vykladu obcas pouzijete prechodnik; za-
kiim se to urcité bude libit, protoze na pouzivani téchto slovesnych tvart nejsou
zvykli, a kromé toho tim udélate radost kolegyni, kterd je ma na cestinu.

Presnost je v matematice dilezita, ale jsem témér presvédéen o tom, Ze pro
matematické vzdélavani zactva je dilezitéjsi pochopeni a porozuméni, pti cemz



88 Emil Calda

vyznamnou roli hraje i motivace. Nékde jsem cetl, Ze ,pro mysl mladych lidi
neni sterilni pfesnost o nic vyzivnéjsi nez diry v tésté koblihy“. Myslim si, ze
v hodinach matematiky by se mélo presné vyjadrovani pouzivat v rozumné mire,
¢imz mam na mysli to, Ze by se mélo prizptisobit véku zaku a také t¥idé, ve které
ucime. Pochopi-li zdk néjakou matematickou vétu, je dost pravdépodobné, Ze ji
dovede také vice méné presné formulovat a nebude placat nesmysly. Jestlize na
konkrétnim ptikladu vidime, ze Honzik Pythagorové vété rozumi, neméli bychom
mu mit za zlé, kdyz ve formulaci ,,pro kazdy pravothly trojihelnik plati“ neuvede
slivko ,kazdy“. Naproti tomu to, ze Kvéta umi pfesné odfikat Pythagorovu vétu
jako kdyZz bi¢em mrskéa, nezarucuje, ze ji také rozumi a umi ji aplikovat.

Matematickd véta je turzeni vychdzejici z predpokladii,
které v Zivoté nikdy nenastanou.

Kromé toho, Ze nékdy klademe pfehnany diiraz na pfesnost, ,dopoustime
se“ casto také toho, Ze matematické véty a poznatky nerozliSujeme podle di-
lezitosti; ze vSech ,dé&ldme védu* neberouce (!) ohled na konkrétni t¥idu. Jiste,
matematické poznatky jsou dulezité skoro vSechny — ale stejné? A vzhledem
k ¢emu? Nékteré jsou dilezité kvuli tomu, Ze je néktefi budou potfebovat ve své
budouci praxi, jiné kvili tomu, Ze jejich znalost bude nutné pfi studiu na stiedni
¢i vysoké skole, né€které kvili tomu, ze dotyény nechce propadnout; na zakladni
a stfedni skole jsou vétsinou dilezité kvili tomu, ze na né navazuje dalsi ucivo.
Jsou ovSem poznatky, které maji vyznam hlubsi, které presahuji ramec matema-
tiky a maji vyznam vSeobecné kulturni; na Skole zakladni k nim nejspise patii
véta o souctu vnitinich hla trojuhelniku a také véta Pythagorova. Zda se mi, ze
pti jejich vykladu bychom také mohli pohovotit o tom, zZe tyto vysledky nejsou
samoziejmé a Ze jsou svym zptsobem dokonce podivuhodné. ,Neni, mili Zaci,
pozoruhodné, Ze svét, v némz zijeme, je takovy, Ze v ném neexistuje pravouhly
trojuhelnik, ve kterém soucet obsahti ¢tvercti nad odvésnami je rtizny od obsahu
¢tverce nad preponou?* Myslim si, Ze neni na Skodu obcas zakim ukéazat, ze
existuji véci, které tak iplné samoziejmé nejsou a které jsou dokonce hodné po-
divu. A kdyz pfitom ,zabrousite“ do historie a feknete jim néco o Pythagorovi,
Euklidovi a Archimedovi, budou aspon chvili ddvat pozor a pfedstirat, Ze je to
zajiméa; néktefi si to dokonce zapamatuji.

Diikazové ilohy jsou tlohy, kterymi chceme néco dokdzat
aspon v matematice, kdyZ se nam to nepovedlo v Zivoté.

Od matematickych vét a poznatkt se dostavame k jejich dukazim. To, ze
matematika své vysledky dokazuje, bychom neméli pred zaky skryvat, je ale
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nutno uvazit ,matematicky stav“ tfidy, ve které ucime. Domnivam se, Ze na
zékladni skole je mozné u nékterjch vét se spokojit s ndzornym vysvétlenim,
ale pfimlouvam se za to, aby u téch, jejichz dikaz neni komplikovany, byl s po-
drobnym vysvétlenim jednotlivych krokti proveden. Mezi dtkazy, které by zaci
stfednich (a mozn4 i zékladnich) kol méli znat, je ditkkaz vét vyse zminénych, tj.
véty Pythagorovy a véty o souctu vnitinich thla trojahelniku. Ani na zakladni
skole by vSak zadny poznatek nemél ,spadnout z nebe“ a byt pouze predlozen
k véreni.

Zaci by se méli ob¢as potkat i s dikazovymi tlohami, které nejsou z matema-
tické oblasti. Prikladem takové tlohy je tloha pozadujici dokéazat, Ze Sachovnici
8 X 8, z niz jsou odstfizena dvé protéjsi rohova policka, neni mozné pokryt je-
denatticeti obdélniky 2 x 1. Diikaz je jednoduchy a o tom, Ze jde o diikaz sporem
viitbec nemusime mluvit. Z predpokladu, Ze Sachovnice s odstfizenymi policky je
témito obdélniky pokryta, totiz plyne, ze kazdy zakryva jedno bilé a jedno ¢erné
polic¢ko, coz znamend, ze bilych i Cernych je stejny pocet. To vSak neni mozné,
protoze odstfizena rohova policka byla stejné barvy, takze na ni ztistalo nikoli
31 bilych a 31 éernych, ale 30 jednéch a 32 druhych. Radu podobnjch piikladi
mize zdjemce najit v [1], zejména v kapitole ,Ptiklady, ve kterych vzorecky
nepomohou*; feSeni nékterych z nich (pfiklad 1.8 a 4.3) jsem ukézal ve svém
vystoupeni primo na konferenci.

Na zavér si dovoluji pozadat Gcastniky konference, aby mi sdélili — pokud
to uznaji za vhodné — své zkusenosti a sviij nazor na uvedenou problematiku.
Vsem, kteii tak ucini, dekuji.
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MODNY SALON PRE HADOV
(VYUZITIE STATISTICKEHO EXPERIMENTU PRI
VYUCOVANI PRAVDEPODOBNOSTI A STATISTIKY )

Katarina Carska

1 Uvob

Jedna z moznosti, ako ziakom sprostredkovat prvé stretnutia so Statistikou
a pravdepodobnostou na hodindch matematiky, je dat im k dispozicii hracie
kocky a dostatok ¢asu a podnetov na objavovanie zédkonitosti. Za pomoci tloh,
ktoré im zada ucitel, alebo ktoré si Ziaci vymyslia sami, mozu objavit mnoho
krasnych a pre nich novych veci. Je tizasné, ked napr. poznatok, Ze na hracej
kocke maji vSetky ¢isla rovnakt pravdepodobnost padnut, objavi diefa samotné.
Casto krat je mu vsak tento poznatok predostrety hotovy — ¢ uz z nedostatku
¢asu, ¢i z neddvery, ¢ by ho vobec mohol objavit samostatne.

Médny salén pre hadov je ndmet (inSpirovany tlohou H. Bachratého) na
jedno z tvodnych stretnuti ziakov so Statistikou a pravdepodobnostou. Hlavni
tilohu tu zohréva hracia kocka (defom znama napr. z hry Cloveée). Neskor vstiipi
do hry i menej znadma 12-stenné hracia ,kocka®, pravidelny dvanaststen.

Téma bola prezentovana (vo forme prispdsobenej veku posluchacov) ziakom
7.-9. ro¢nika ZS na ststredeni matematického korespondenéného seminéra Se-
zam, ziakom 2. ro¢nika strednej skoly a studentom 1. a 2. ro¢nika Fakulty mate-
matiky, fyziky a informatiky UK. V zavere ¢lanku st uvedené struc¢né postrehy
z toho, ako tieto stretnutia prebiehali.

V texte st kurzivou uvedené motivacné Casti rozpravania a stru¢né poznamky
k rieSeniu tloh, i ndvrhy na mozné dalSie tlohy, ktoré vSak uZ neboli rieSené
spolo¢né so ziakmi.

V pribehu sa Ziaci preniesli do prostredia rozprdvkového stostrovia v ocedne,
na ktorom na niekolkjch ostrovoch Ziji hadi rozlicénej dizky. Pri zrode kazdého
z nich stoji hracia kocka. Ked sa had narodi, hodi hadia mama kockou a hodnota,
ktord na kocke padne, uréi dizku rozprdvkového hada na cely jeho Zivot.

Kazdy z hadov potrebuje Saty, samozrejme primerané svojej dizke — ani dihé,
ansi kratke.

Ziaci sa premenili na majitelov a majitelky mddnych salonov, na krajéirov
a ndvrhdrov a hlavne managerov, ktori sa pokusili zaobstarat si do svojich ob-
chodov vhodny sortiment Siat. Otdzka to ale nie je lahkd — ako to vymysliet, aby
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uspokojili, ¢o najvicsi pocet zdujemcov? Kolko metrov ldtky nakipit? Ako ju na-
strihat? Ldkavym spestrenim moZe byt aj iloha navrhnit a vytvorit vzor ldtky —
qulicky, kvietky, pdsiky, kolieska, ¢i radsej blaznivy miz farieb?. ..

2 MALY HADIi OSTROV

Na tomto ostrove sa rodia hadi s diZkou, akd padne na hracej kocke 1, 2, 3, 4,
5 alebo 6 metrov.

Uloha 2.1

Mate mdédny salén a ste eSte iba v zaciatkoch podnikania, preto mate peniaze
iba na nakup jedného kusu $iat. Vyberte si jednu, konkrétnu, dizku $iat, ktort
budete pozi¢iavat vo svojom saléne. Napriklad, budete poziciavaf iba Saty dlzky
5 metrov.

Pri pokuse, ktory sme urobili pri priprave tohto ¢lanku, padli na kocke po-
stupne cisla 2, 5, 2, 6, 3, 1, 4, 3, 5, 1, ...

Ulohou Ziakov bolo na zdklade hodnét padajicich na hracej kocke odpozo-
rovat, aké ¢isla padaji velmi casto, aké skoro vobec. Ktori hadi si premnoZend
a ktori maopak vzdcni. Niektori Ziaci pri tejto ulohe spocitali priemer, ini sa
ststredili len na pocetnosti, ¢i relativne pocetnosti. Uloha pokracovala zdpisom,
pripadne ndkresom ziskanych ddajov a argumentdciou Ziakov, preco povazZuji
tie-ktoré vysledky za sprdvne, ¢i naopak. Samotné spracovanie udajov je dobré
ponechat v réZif Ziakov. Uditel podla spdsobu spracovania udajov moZe nielen
diagnostikovat schopnosti Ziakov, ale aj pochopit myslenie deti a zistit, aky zdpis
tdajov je pre Ziakov prirodzenejsi, alebo pochopitelny. Po vvodnom zozbierani
a vyhodnotent udajov o tom, aki hadi na ostrove Ziju, nasledovalo nakupovanie.

Do obchodu prisli zdkaznici — hadi, a chceli si poZicat Saty Sité presne na
seba. O tom, aky dlhy had prisiel do obchodu, rozhodla ndhoda, teda cislo, ktore
padlo na hracej kocke. Had si bud potom Saty pozical (v nasom ilustraénom
pripade, ak mal dizku 5 metrov), alebo nie (v nasom pripade, ak mal diZku indi
ako 5 metrov), teda niekedy bol Ziak vspesny obchodnik, a niekedy nie.

Ziaci ¢oskoro sami prisli na to, Ze je jedno, ¢i si vyberd dizku 3 alebo 6, je
totiz takmer rovnakd Sanca, Ze do obchodu pride had dizky 3 alebo 6 metrov.

Ndsledne sami zistili, Ze poZiciavat jedny Saty nie je velmi efektivny sposob,
podnikanie napredovalo s malou Uspesnostou.

Dalsou alohou bola kipa ldtky naraz na 10 Siat a ndsledné strihanie pre jed-
notlivych zdkaznikov. Obchodnik si napriklad kipi 50 metrov ldtky. Pride prvy
had, kocka rozhodne o tom, %e md dizku 3 metre, pride druhy, s dlZkou 6 metrov,
a tak postupne dalej, aZ ten posledny desiaty, s dizkou napriklad 2 metre. Ob-
chodnik teraz vie, aké dlzky Siat potrebuje pre tyjchto 10 hadov, nastrihd z celého
kusa Saty jednotlivijch diZok a mnozstvo litky mu bude stacit presne, alebo mu kus
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latky chyba, alebo naopak mu kus latky ostane. V nasej ulohe sme predpokladali,
ze to, Ze kus latky prevysuge, je rovnako zI€, ako to, Ze ldatka chyba.

Uloha 2.2

Zvolte si dizku latky, potrebni na usitie 10 Siat. Potom hodte 10krat kockou.
V pripade, ze budete mat presné mnozstvo latky, budete tGspesni. Ak bude latka
chybat, alebo prevySovat, budi vam udelené trestné body.

Deti prisli k zdveru, Ze ani v tomto pripade nedokdzu dopredu urcit, aké
mmnoZstvo ldtky treba kupit.

Objavili vsak i to, Ze uZ existuju lepsie a horsie moznosti, aky kus ldtky kupit
naraz na 10 siat.

Nasledovala uloha s elastickou ldtkou, ktord by sa mohla natahovat. V oka-
mihu strihania celého kusa ldtky na desat Fiat je moznost ldtku natiahnut o 1
alebo 2 metre (alebo vobec).

Uloha 2.3
Zvolte si dlzku elastickej latky, potrebnil na usitie Siat pre 10 hadov. Latka sa
pred strihanim na celom kuse moZe natiahnut o 1 alebo 2 metre.

V tejto tlohe bude moziné lepsie predvidat, kolko ldtky si md mddny salon
kipit. Zdkaznici budi teraz vyjadreni cez vysledky desiatich hodov kockou, alebo
ako Ziaci navrhli, ako vijsledok jedného hodu desiatimi kockami. Ziaci, na zdklade
vlastngch pokusov, dokdzali odhadnait, Ze pravdepodobnost bude pre nicktoré hod-
noty vicsia a pre in€ mensia, a vyberali si najpravdepodobnejsie hodnoty, aby
bolo mozné uspokojit vicsi pocet zdkaznikov.

Rozsirenim tloh 2.1, 2.2 a 2.8 moézu byt ilohy na zistenie, kolko percent
zdkaznikov obchodnici uspokojili, narysovat grafy, ¢ spracovat ulohy pomocou
tabulkového procesoru. Ten sa dd jednak vyuZit na generovanie dizok hadov,
jednak na zistenie pocetnosti a zakreslenie hodnot do grafu. Tieto rozsirujice
ulohy sme vsak spolocne so zZiakmi nerealizovali.

3 VELKY HADI OSTROV A PRAVIDELNY 12-STEN AKO HRACIA
KOCKA

Na tomto ostrove mozu Zit hadi dizky 1, 2, 3, 4, ..., 12 metrov. Postup je

analogicky malému hadiemu ostrovu s klasickou 6-tkovou hracou kockou. Pre

deti je vsak tdto situdcia ind, novd. Niektoré z nich videli 12-sten ako hraciu
kocku prvy krdat. Ulohy su rovnaké ako v predchddzajicej casti.

Uloha 3.1
Vyberte si jednu dlzku $iat (napriklad 8 metrov), ktorti budete poziciavat vo
svojom médnom saléne.

Uloha 3.2
Zvolte si dlzku latky, potrebni na usitie $iat pre 10 hadov.
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Uloha 3.3
Zvolte si dlzku elastickej latky, potrebnil na usitie Siat pre 10 hadov. Latka sa
pred strihanim na celom kuse moéZe natiahnut o 1 alebo 2 metre.

4 (OSTROV STVORKOCKOVYCH HADOV

DIZku hada na tomto ostrove urci sicet hodnot na 4 hracich kockdch. Tym pddom
hadi mézu mat dizku 4, 5, ..., 22, 23, 24 metrov.

Oproti predchddzajicim ostrovom tu Ziju hadi premnoZent a hadi vzdcni. Je
napriklad vicsia Sanca stretnit hada dizky 11 metrov, nez toho s dizkou 4 metre.
Po chvili prisli na tento poznatok Ziaci sami.

Uloha 4.1

Zistite, ktori hadi na ostrove st najvzacnejsi, a naopak, ktori si1 najviac premno-
7eni. Tj. ktorého hada stretneme s najmensou $ancou — a pri hadovi akej dlzky
mame najvicsiu Sancu.

Ziakom sa tieZ prirodzenym spdsobom wujasnilo, ¢ pri hddzani ,zdle#i na
poradi kociek®, teda, ¢i sucet ,4“ na 4 kockdch je rovnako pravdepodobny ako
sucet ,5% (Ziaci niekedy argumentovali tym, Ze kocky moZeme farebne odlisit,
¢ hadzat jednou kockou 4krdt po sebe).

Pri vgpise Ziaci po case prisli na to, Ze moznosti 1111 a 6666, 1112 a 6665,
1121 a 6656 su ,inverzné“. Peknym zdovodnenym bolo hddzanie kociek na skle-
nenom stole s tym, Ze raz sa pozerdm zhora, raz zospodu. Tym pddom aj pocet
moZznosti, ako dostat sucty 4 a 24, 5 a 23, 6 a 22, je rovnaky.

V tejto faze je dobré vyuZit tabulkovy procesor, jednak na generovanie diZok
hadov, jednak na spracovanie ziskangch ddajov — pordtanie pocetnosti a zobra-
zenie hodndt v grafe. (obr. 1)

Prdca sa dalej uberala viac kombinatorickym smerom — nasledoval vijpis vset-
kych moznosti, ako dostat jednotlivé sucty. Ziaci pracovali samostatne, maxi-
mdalne vo dvojiciach, niektori bez systému, ini vypisovali moZnosti systematicky.
Bolo zaujimavé pozorovat, ako si s postupom casu nejaky ten svoj systém bu-
duji. V tejto fdze sa ndm osvedcilo ulohy rozdelit — a kaZdému pridelit jeden,
dva sucty. Vysledky sumarizovat na tabuli, ¢ neskor pomoéZe aj pri spoloénej
diskusi.

Ndsledne sa dd pokracovat rovnakym smerom ako ma predchddzajicich ost-
rovoch:

Uloha 4.2
Vyberte si jednu dizku $iat (napriklad 12 metrov), ktorti budete pozi¢iavat vo
svojom médnom saléne.

Uloha 4.3
Zvolte si dlzku latky, potrebni na usitie §iat pre 10 hadov.
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Stvorkové hady - hod 4 kockami (jednou kockou 4x)- sii¢et hodnét uréi dizku hada.

F9 generuje nové hody.
20

18

16
14

12

10

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

Dfik\rhadov 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
Potetf 0 0 2 3 1 5 6 18 14 9 14 13 7 8 5 3 4 4 3 1 0

Obr. 1

Uloha 4.4
Zvolte si dlzku elastickej latky, potrebnil na usitie Siat pre 10 hadov. Latka sa
pred strihanim na celom kuse méze natiahnuf o 1 alebo 2 metre.

Ziaci si pocas riesenia, aj po vyrieseni a prediskutovant vysledkov, kontrolo-
vali svoje teoretické riesenie s hodmi kockou medzi sebou. V zdvere ich ,otesto-
val“ aj udcitel.

5 ZAVERECNE POZNAMKY

Nav$tivif mozete aj iné, zatial este neprebadané ostrovy — ostrov trojkovych
hadov (hadZeme kockou tri krat po sebe, ¢ tromi farebnymi kockami), ostrov
dvojkovych hadov, pre odvaznejsich ostrov patkovych hadov. ..

Ist sa da este dalej a rozvintf tlohy v kombinatorickej oblasti. V Pascalo-
vom trojuholniku sa ukdzu pocty moznosti pre jednotlivé sucty. Nie je to vSak
univerzalne, sacty ,sedia®“ len na prvych Siestich miestach. Suvisi to s faktom,
ze na kocke najdeme len ¢isla do 6.

Tato téma bola prezentovand, ako bolo uz v Gvode spomenuté, (vo forme
prisposobenej s ohladom na vek) Ziakom 7.-9. ro¢nika ZS na ststredeni ma-
tematického korespondenc¢ného seminara Sezam na pokracovanie pocas Styroch
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hodinovych stretnuti. S touto skupinou nadanych ziakov sme tému presli prak-
ticky celu.

4. ¢ast s ndzvom Ostrov Stvorkockovych hadov bola v pozmenej forme pre-
zentovand pocas jednej vyucovacej hodiny ziakom 2. ro¢nika strednej skoly —
pouzili sme len kocky tri, ¢im sa zmensil poCet moznosti a prirodzene sa aj
skratilo hladanie premnoZenych a vzacnych hadov.

Potet kociek
Sacet

1 1

2 0 1

3 i

4 T S 1

5 TR T A [

6 T = o ol 5

7 sl =T (25 s

8 5 oiliEsIiss

9 4 25 56 70

10 3 27 8 126

11 2 27 10 205

12 125 125

13

Sucet & | 66 666 129
Obr. 2

Ziaci pracovali vylu¢ne vo dvojiciach, vysledky sa sumarizovali na tabuli,
kde sa nasledne aj sformulovali mozné riesenia. Niektori ziaci prekvapivo kocky
vobec nepouzili a riesili tlohy v ¢isto kombinatorickej rovine, naopak sa nasli
i Ziaci, ¢o ulohy riesili na zdklade hodov kociek.

Studenti 1. a 2. roénika Fakulty matematiky, fyziky a informatiky UK mali
moznost vypocut si plnil verziu, aj s nazna¢enim mozného kombinatorického
pokracovania v priebehu jednej dvojhodinovky.

Ziaci vo vsetkych pripadoch pracovali v skupinich (najcastejsie sa prirod-
zene utvorili dvojice), pripadne samostatne. V3etky skupiny zacali s hddzanim
kockami a nésledne presli k teoretickému rieseniu tloh. Vysledky sa taktiez su-
marizovali na tabuli, kde sa neskor vyuzili na spolo¢nu diskusiu a vyvodenie
ZAverov.
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DIDAKTICKE VYUZITI ROMBICKEHO DODEKAEDRU
VE VYUCE MATEMATIKY V NIZSiCH ROCNIicicH
GYMNAZIA A NA ZS

Jan Fiala

1 Uvop

K cilim vyucovani skolské matematice patii rozvoj manipula¢nich dovednosti,
geometrické predstavivosti a znalosti o geometrickych télesech a jejich vlastnos-
tech. Splnéni téchto ukoli znamena pro vétsinu zakd mnoho usili, vnitini kazné
a peclivosti. Aby zaci dosahli co nejlepsich vysledki, musi se jim ucitel pokusit
vyjit metodicky vsttic. O jedné takové moznosti pojednava text prispévku. Préace
s geometrickymi télesy ma navic silny motivacni naboj a zaci jisté radi pfivitaji
,odlehceni“ ¢asto ponékud rutinni vjuky.

Prace s geometrickymi télesy umoznuje zaktim zazivat tvar, vnimat barvu,
uvédomovat si schopnost télesa kutalet se, jeho rota¢ni schopnost, soumérnost
prostorovych tvart apod. Pravé pozorovani, experimentovani, zkoumani, ,za-
budou-li mit zaci moznost téleso nejen pozorovat ,z dalky“, ale budou-li s nim
smysluplné pracovat, tedy vykonavat doporucené ¢innosti. V tom spatiuji pod-
statu tzv. ¢innostniho pojeti vyuky matematiky, které je pro zaky zakladnich skol
a zaky v nizsich roc¢nicich gymnazii velmi vhodné. Modelovani geometrickych té-
les koresponduje s zadoucimi cilovymi kompetencemi zaki ve vzdélavaci oblasti
Matematika a jeji aplikace podle RVP.

2 OD PRAVIDELNEHO K ROMBICKEMU DODEKAEDRU

Pravidelné mnohostény byly predmétem zajmu a hloubkového studia jiz starych
Rekti. Napiiklad znadmy filozof Platén (428?-374 pt.n.l.) pfifadil v duchu své
koncepce objektivniho idealismu ke vSem pravidelnym mnohosténiim mystické
elementy: krychle — zemé, tetraedr — ohen, oktaedr — vzduch, ikosaedr — voda,
konecéné paty pravidelny mnohostén — dvanactistén (obr. 1) povazoval za téleso,
které zahrnuje cely vesmir. Zda se tedy, Zze dvanéctisténu prifazoval zvlastni
vyznam. VSechny pravidelné mnohostény (tzv. metricky pravidelna télesa, Pla-
ténska télesa) maji t¥i zdkladni spoleéné vlastnosti: 1. Jedna se o konvexni té-
leso. 2. Z kazdého vrcholu télesa vychazi stejny pocet hran. 3. Kazda ze stén



98 Jan Fiala

je ohraniCena stejnym poc¢tem hran, nebo také — kazda ze stén je pravidelny
n-thelnik. Naptiklad pravidelny dodekaedr (obr. 1) je pravidelny dvanéctistén,
jehoz kazdou sténou je pravidelny pétithelnik. Poruseni nékterého z pozadavkt
vede k télestim nepravidelnym. U tzv. rombického dodekaedru (obr. 2), kterému
se bude text dale vénovat, neplati druhé vlastnost, jde tedy o nepravidelné téleso.

Obr. 1 Obr. 2

Rombicky dodekaedr je konvexni mnohostén. Jeho ¢esky nazev je kosoctve-
reény dvanactistén. Vsechny jeho stény jsou shodné. Kazdou sténu tvoii ko-
so¢tverec (rhombus, odtud pfivlastek rombicky). (Vhodné prostfedi pro jeho
zkouméni je mozné nalézt napiiklad v [3].) Kazd4 sténa je sice ohranicena stej-
nym poctem hran, i presto neni zadné ze stén pravidelny n-thelnik: viz definice
kosoc¢tverce. Rombicky dodekaedr ma celkem 14 vrcholi a 24 hran. Pro rom-
bicky dodekaedr plati znamé Eulerova véta: v — h + s = 2. Z kazdého ze Sesti
vrcholi vychazi ¢tyfi hrany, ze zbyvajicich osmi vrcholi vychéazi pouze tfi hrany.
Kazdé dvé protilehlé stény lezi v rtznych rovnobéznych rovinach. Dodekaedr je
téleso stfedové i osoveé soumérné: ma prave jeden stfed a tii osy soumeérnosti jim
prochéazejici. Nejde o téleso rotaéni. Rombickému dodekaedru lze opsat (polomér

2
koule dodekaedru opsané je r = gaﬂ) i vepsat kouli (polomér koule dodekaedru

vepsané je p = g\/é) Rombicky dodekaedr se fadi k tzv. katalanskym télestim.

Celkem existuje 13 kataldnskych téles. (Jejich pfehled je mozné nalézt v [6].)
Byla pojmenovéana po belgickém matematikovi Eugenovi Charlesu Catalanovi
(1814-1894) (obr. 3). Kataldnska télesa se nazgvaji také dudlné archimedovska
télesa. Rombicky kosoétvereény dvanactistén je tzv. dudlem (dudlnim télesem)
ke kubooktaedru, coz je jedno z archimedovskych téles. Hrany dualu vzniknou
jako spojnice stfedt sousednich stran ptivodniho archimedovského mnohosténu.

Rombicky dodekaedr je sjednocenim priniku hexaedru (krychle) a oktaedru
(pravidelny osmistén) se dvéma ,vrcholovymi pyramidami“ osmisténu. (Simu-
laci vzniku rombického dodekaedru je mozné nalézt v [10].) Vznikne také tak,
7e vSech Sest ,pyramid“ , z nichz lze krychli sestavit, ,pfeklopime“ z vnittku
krychle vrcholem kazdé z pyramid ven a sjednotime je s krychli. (Odkaz na
animaci vzniku rombického dodekaedru touto cestou je uveden v odkazech na
literaturu.) Z toho vyplyvé, Ze objem dodekaedru je dvakrat vétsi nez objem
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Obr. 3

jemu vepsané krychle. (Tuto skuteénost lze se zéky snadno ovéfit modelovanim
nebo vypoctem.) Objem V rombického dodekaedru s délkou hrany a (tj. s dél-

16
kou strany prislusného kosoctverce) je roven hodnoté vyrazu V = gag V'3, jeho

povrch P se uréf uzitim vztahu P = 8a%v/2. (Odvozeni obou vztaht doporucuji
provadét az se zaky vyssich roénik gymnézia.)

3 NEKTERE Z MOZNYCH SiTI ROMBICKEHO DODEKAEDRU

4 NAVOD NA SESTAVENT ROMBICKEHO DODEKAEDRU

Vychozim pro sestavovani rombického dodekaedru je papir o velikosti A5, ktery
se bude ohybat podle nasledujicich kroki. Faze skladani jsou zndzornény na
obrézcich 3 az 10. Cely postup opakujeme dvanéctkrat, nebot se jedna o dva-
nactistén. Potfebujeme kancelaisky papir velikosti A4 (pfipadné riznych barev),
nuzky a lepici pasku pro zpevnéni hran télesa, popfipadé jesté pravitko, podle
kterého bychom tupou stranou ntzek pfipravili linie ohybu.
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Obr. 4 Obr. 5 Obr. 6 Obr. 7

Krok 1: Papir tvaru obdélniku v zakladni poloze (delsi strana necht je zaklad-
nou a kratsi vyskou obdélnika) rozdélime tfemi piehyby na ¢tyfi svislé shodné
¢asti. (Obr. 4.)

Krok 2: Kazdy z vrcholid vychoziho obdélnika postupné ohneme do stfedu
strany obdélnika: pro dva horni vrcholy obdélnika jde o zakladnu, pro krajni
body zékladny jde o stranu s ni rovnobéznou. Ve vnit¥ni stfedni ¢asti obdélnika
je hned po provedeni vSech ¢ty ohybu viditelny kosoctverec, ktery bude tvorit
jednu ze stén dodekaedru. (Obr. 5.)

Krok 3: Kazdy vrchol obdélnika ohneme podle nejbliz§ich ohybtu z pfiléha-
jicich stran dovniti obdélnika a ponechame ho v této pozici, nebo vznikly roh
tvaru trojuhelnika odstfihneme. (Obr. 6.)

Krok 4: Osmithelnik z obr. 6 ohybame kratsi stranou smérem dovnitf podle
vnitfnich dsefek osmithelniku, které jsou zvyraznény v obr. 6. Ve vzniklych
prehybech lezi strany kosoctverce. Na obr. 7 je pieloZzend pouze jedna kratsi
strana osmithelniku. Vysledny tvar z kroku 4 je pootocen.

Krok 5: Vrchol Sestithelniku, ktery lezi na obr. 7 vlevo nahoie, prohneme
dovnitf. Vysledny tvar z kroku 5 je na obr. 8 pootocen.

Obr. 8 Obr. 9

Krok 6: Jako v kroku 4, ale v druhé ¢asti Sestithelniku. (Obr. 9.)

Krok 7: Naposled ohnutou ¢ast Sestitthelniku z kroku 6 prohneme dovnitf
jako v kroku 5. (Obr. 10.)

Krok 8: Pro zpevnéni kazdé z dvanacti Casti télesa vlozime vyc¢nivajici roh
na obr. 10 do ,kapsy“ lezici pod ni. (Obr. 11.)
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Obr. 10 Obr. 11

Dvanéct stejnych dild dodekaedru na zévér postupné zasuneme cipy jed-
notlivych dilt do stfednich ¢asti ostatnich dili, malé obtize ¢ini jen zasouvani
poslednich dili dodekaedru. Pevnost modelu télesa lze zlepsit prelepenim hran
lepici paskou, ptripadné vyztuzenim modelu zevnitf. Pomoci Sesti riznych ba-
rev papiru lze docilit toho, Ze protilehlé stény budou mit stejnou barvu, coz se
vyuzije pii diskusi o geometrickych vlastnostech télesa. (Alternativni ndvod na
sestaveni rombického dodekaedru je k dispozici v 4.)

Slozit dodekaedr zvladaji bez problému jiz zaci nizsich roéniki gymnazii.
U mladsich zaka je vhodné nazornd demonstrace jednotlivych krokd. Vyhodu
maji jisté také ti zaci, kteri pred skladanim dodekaedru jiz néjaké zkusenosti se
skldadanim modelid téles obecné maji. Slozeni modelu rombického dodekaedru je
logisticky bezproblémové a finanéné i ¢asové nenaroéné. Zaci zvladnou sestavit
celé téleso za jednu vyucovaci hodinu.

5 NEKTERA DIDAKTICKA VYUZITI MODELU ROMBICKEHO
DODEKAEDRU VE VYUCE

Didakticka hodnota a atraktivita modelu dodekaedru tkvi ve vice skute¢nostech.
Zaprvé se jedna o téleso, které neni ani mezi samotnymi uciteli ptilis znamé, nebo
o ném maji jen zakladni znalosti. Lze tedy predpokladat, ze i pro zaky bude
seznameni se s timto télesem zajimavé a pouc¢né. Dalsi vyhodou je zde primé
propojeni poznatkd z rovinné geometrie (geometrické vlastnosti kosoétverce)
a geometrie téles (geometrické vlastnosti dodekaedru). Vyhodou je také pfima
navaznost na redlné objekty, konkrétné krystalické struktury granati (krychlovy
minerédl andradit) (obr. 12), riznd umélecka dila (napfiklad dilo francouzského
umeélce a architekta Gérarda Chamayou s ndzvem Orientation, obr. 13, [5]) apod.,
kterda podoby dodekaedru vyuzivaji.

Préci s rombickym dodekaedrem ve skolnim prostredi je mozné zaradit k uci-
vu o kosoc¢tverci, k opakovani a ndzorné demonstraci jeho geometrickych vlast-
nosti, dale k urceni jeho metrickych vlastnosti i k u¢ivu o mnohosténech. Tam
poslouzi model dodekaedru k demonstraci jeho geometrickych vlastnosti, k ur-
¢eni jeho povrchu a objemu a k porovnavani objemu dodekaedru a objemu mno-
hosténtl, které jsou zaktum znamé, k hledani zptsobti vzniku tohoto télesa z ji-
nych mnohostént, k hledani riznych siti rombického dodekaedru apod.
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Teiy

Obr. 12 Obr. 13

V nizsich roc¢nicich gymnézia a ve tfidach klasického gymnéazia se osvéd-
¢ila tato didaktickd vyuziti, k nimz jsou pfifazeny formulace konkrétnich otazek
a ukold.

Sestaveni modelu rombického dodekaedru vystfizenim a slepenim jeho sité
podle kroku pfi ndzorné demonstraci ucitelem, podle slovniho navodu nebo podle
pisemné formulovaného navodu. (Napfiklad podle vzoru v dokumentu pod od-
kazem [4].)

Samostatné (nebo s pomoci uéitele) sestaveni modelu rombického dodekaedru
bez vyuziti sité podle pfiloZzeného nédvodu (podle demonstrace uéitele, ¢i slovniho
navodu ucitele bez demonstrace). Sestav model rombického dodekaedru. Sestav
téleso tak, aby stejné barevné stény lezZely proti sobé. Spocitej, kolik md vzniklé
téleso steén. Jak se téleso nazyva? Urci pocet vrcholi sestaveného télesa. Urdi,
kolik hran md dané téleso. Sestav model rombického dodekaedru uZitim modelu
krychle a Sesti ,pyramid®, na néz lze danou krychli rozloZit. (Sablony jsou ke
stazeni v [13].)

Zkoumani geometrickych vlastnosti rombického dodekaedru. Md dané€ téleso
stred soumérnosti? Jaky je jeho vgznam? Ma téleso osu soumérnosti? Md téleso
pouze jednu osu soumérnosti? Kolik os soumérnosti téleso dohromady mad? Ja-
kou vzdajemmnou polohu maji dvé navzdjem protilehlé stény? Fxperimentdlné over,
Ze rombicky dodekaedr neni téleso rotacni. Zjisti, zda z kazdého vrcholu télesa
vychdzi stejny pocet hran. Urci pocet télesovych uhlopricek. Lze shodné modely
dodekaedri posklddat k sobé vhodné tak, Ze jejich sjednocent vyplniuje prostor?
Ndzorné demonstruj.

Prace se sitémi rombického dodekaedru. Uzitim priloZené sité najdi dalsi
mozné sité rombického dodekaedru. Odhadni pocet siti rombického dodekaedru.
Bude pocet siti dodekaedru vétsi neZ pocet siti pravidelného dvandctisténu
(48580)?

Zkoumani geometrickych a metrickych vlastnosti kazdé ze stén rombického
dodekaedru. Jsou vsechny stény télesa shodné utvary? Jaky rovinng geometricky
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dtvar tvori kaZdou ze stén télesa? O jaké mnohothelniky se jednd? Jaké spolecnée
vlastnosti maji véechny strany tohoto rovinného utvaru? Kolik hran tvori jednu
sténu télesa? Popis tento dtvar. Urci délky stran daného mmnohothelniku. Do
jedné ze stén télesa barevné vynes spojnice protilehlych vrcholi. Co jsou to za
usecky a jaké maji vlastnosti? Vypocitej obsah stény télesa. Odvod vztah pro
vypocet vysky v kosoctverci.

Urcovani metrickych vlastnosti rombického dodekaedru. Odvod vztah pro vij-
pocet obsahu a objemu rombického dodekaedru. (Ukol spise pro zaky stiednich
skol.) Vypoditej objem a povrch télesa s vyuzitim vzorce. Porovnej zjistény objem
s objemem pravidelného dodekaedru se stejnou délkou hrany a. Vypoctem ovér,
ze objem dodekaedru je dvojndsobkem objemu krychle s délkou hrany a. Apod.

Obr. 14 Obr. 15

Sestaveny model rombického dodekaedru je dale mozné vyuzit na vytvoreni
stolniho kalendaie stejného tvaru. Sestav kalendds pro rok 2011. (Obr. 14.) (Sab-
lonu pro sestaveni kalendare je mozné nalézt v [14].) V americké obchodni siti je
k zakoupeni Rubikova kostka ve tvaru rombického dodekaedru. (Obr. 15.) Zbyva
doplnit, Ze model dodekaedru je mozné vyuzit také jako didakticky prostiedek
pfi vyuce pravdépodobnosti nahodnych jevi.

6 ZAVER

Rombicky dodekaedr je télesem, pro které lze nalézt Siroké uplatnéni ve vyuce
matematiky na zakladni i stfedni Skole. Své vyuziti najde zvlasté v hodinach
zajmové matematiky jako prostiedek prohloubeni znalosti zakt o télesech a jejich
dovednostech v sestavovani modeld téles. Pii skladani modelu dodekaedru a na

feSeni uvedenych tkold mohou Zaci spolupracovat v parech nebo ve skupinach,
bezproblémové je také individualni prace zaka.
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KALKULACKA NA URCOVANI
NEJMENSIHO SPOLECNEHO NASOBKU
A NEJVETSIHO SPOLECNEHO DELITELE

Jan Fiala

1 Uvob

U zrodu matematiky stala teorie ¢isel. Zakladni poznatky z této vyznamné ma-
tematické discipliny si prohlubuji zaci prvniho ro¢niku osmiletého gymnazial-
niho studia. Dobrym prtivodcem jim pii uceni se zakladnim pojmtm specialné
v oblasti délitelnosti pfirozenych éisel je uéebnice Matematika. Délitelnost [1]
autorského tymu z nakladatelstvi Prometheus. Pro upevnéni a vyuziti nabytych
znalosti je velmi ucelné (uz vzhledem k véku zaki) zafadit do vyuky ¢innostné
orientovanou slozku. K ucivu o nejmensim spole¢ném nasobku a nejvétsim spo-
le¢ném déliteli se dobte hodi vytvofeni ,kalkulacky*, pomoci niz lze snadno tato
vyznamem i pouzitim specificka ¢isla urc¢ovat. Ucebni pomicka, jejimz vytvore-
nim a naslednym vyuzitim ve vjuce se prispévek zabyva, je autorovym vytvorem.

2 TEORETICKA VYCHODISKA

V procesu osvojovani si novych pojmii povazuji za nejpodstatnéjsi osvojeni si
(uvédoméni si, porozuméni) ,skrytého® (hlubsiho) vyznamu poznatki, resp.
pojmi, které dany poznatek reprezentuji. V idealnim pfipadé probihé toto osvo-
jovani si pojmu a s nimi spojenych dovednosti ¢innostni formou.

Postupné procesudlni osvojeni si pojmti nejmensiho spoleéného nésobku
a nejvetsiho spoleéného délitele vychéazi z vice pojmi: nasobek, délitel, mnozina
vSech déliteld, znaky délitelnosti ¢isel, prvocislo a ¢islo slozené, prvociselny roz-
klad a spole¢ny délitel, kone¢né tzv. nejvétsi spoleény délitel vybrany z mnoziny
v8ech spole¢nych déliteli, resp. nejmensi spoleény nasobek vybrany z mnoziny
spole¢nych nasobkid danych ¢isel. Zdivodnéni takového postupu zde neni cilem.
Dalsi text bude zaméfen jen na pojmy nejmensiho spole¢ného nasobku a nejvét-
$tho spole¢ného délitele.

Ucebnice [1, s. 45, 52] zavadi oba pojmy takto: ,Nejvétsi spolecny délitel
skupiny cisel je takovy spoleény délitel téchto Cisel, ktery je ze vSech spole¢nych
déliteltt nejvétsi. Kazdy jiny spoleény délitel je jeho délitelem.“ a ,Nejmensi
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spoleény néasobek skupiny ¢isel je ten spoleény néasobek téchto ¢isel, ktery je
ze vSech spolecnych nasobkl nejmensi.“ Dale navazuji ukazky tloh na urcovani
nejvétsiho spolecného délitele resp. nejmensiho spoleéného nasobku, z nichz pro
zaky vyplyne pfesna formulace postupu, jak dana ¢isla najit:

,»Nejveétsi spolecény délitel skupiny ¢isel je soucin vsech spoleénych prvocini-
teld vybranych z rozkladi jednotlivych ¢isel. Abychom zjistili, kolikrat se které
prvocislo bude v tomto rozkladu vyskytovat, uré¢ime, kolikrat se vyskytuje v jed-
notlivych rozkladech. Z téchto poc¢ti vybereme nejmensi a tolikrat toto prvocislo
zahrneme do vysledného souéinu...“ [1, s. 48]

»\Nejmensi spolecny nasobek skupiny ¢isel je soucin prvociniteld vybranych
z rozkladt jednotlivych ¢isel. Abychom zjistili, kolikrat se které prvocislo v tomto
sou¢inu bude vyskytovat, uré¢ime, kolikrat se vyskytuje v jednotlivych rozkla-
dech. Z téchto poctt vybereme nejvétsi a tolikrat toto prvocislo zahrneme do
vysledného soucinu.“ [1, s. 54]

,2Navodna“ formulace danych pojmi je vytsténim experimentdlni ¢innosti
zékd v fadeé konkrétnich tloh. Bez zasadnich problémi zaci vétsinou provadéji
nacviceny ,algoritmus“ podle pfilozeného navodu. Maloktery zak si ale uvédo-
muje vyznam pojmu a procesu, ktery postupné provadi v jednotlivych krocich.
Maloktery zak si obsah celych odstavcd zapamatuje dlouhodobé. P¥i hodnoceni
vysledktt vyuky nepovazuji za p¥ili§ cenné produkty ¢isté pamétovych forem
udeni, ale spiSe vlastni uvédomeéni si hlubsich ,,podtextt® (principd, algoritmu)
nabyvanych znalosti, nevedu tedy zaky k verbalistickym znalostem, ale snazim
se jim nabizet ¢innosti, které upeviuji dovednosti a prohlubuji znalost pojmt
tak, aby byli schopni si dany obsah snadno znovu vybavit.

Nejefektivnéjsi cestou k dosazeni takovych cili se mi podle zkuSenosti jevi
¢innostni formy uceni, jehoZz podstata a principy byly obrysové naznaceny na-
ptiklad v publikaci [2]. Pfitom se nejedna o néjaky novy typ uceni. Zd4 se vsak,
7e souCasna praxe vyucovani matematice, zvlasté individualni potieby zaka pre-
devsim na zéakladni skole a v nizsich roc¢nicich viceletych gymnazii pozaduji jeho
oziveni ve spektru forem a metod vyuky. Svou strukturou pfitom ¢innostni uceni
nerezignuje na zadnou z podstatnych slozek uceni: motiva¢ni, poznavaci, prova-
déci i zpétnovazebni (sebeevalua¢éni) komponenty jsou samozfejmé zastoupeny.

Skutecnosti ale zlstava, ze zatimco napiiklad v uéebnicich matematiky né-
mecky mluvicich zemi lze nalézt fadu namétd na realizaci praktickych ¢innosti
ve vyuce, je podobnych pobidek smérem k zadkium v ucebnicich ¢eskych jen velmi
malo. Zatazeni ¢innostniho uceni do vyuky tak probiha vétsinou jen na popud
ucitele.

3 PRIPRAVA

Ucebni pomtcku, jejiz vytvofeni a funkce budou nyni popsiny, budu nadéile
nazyvat ,kalkulacka“, i kdyz pouzity termin nepostihuje plny vyznam slova kal-
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kulator tak, jak je obecné zndm. Jedinymi funkcemi této specidlni kalkulacky
bude urcéovani nejmensiho spole¢ného nasobku a nejvétsiho spoleéného délitele
dvou (nebo skupiny) zvolenych ¢isel.

Zakladem kalkulacky je prihledny plastikovy obal o velikosti 8,5 cm na s$itku
a 11,5 cm na vysku, ktery zaci bézné pouzivaji jako obal na prikazky. Hlavni roli
hraji déle prihledné folie formatu A4, které jsou volné k zakoupeni v obchodech
s kancelaiskym zbozim. Félie je potieba nafezat na mensi obdélnikové casti
o rozmérech 8 cm na $ifku a 9 cm na vysku, které se budou vkladat do obalu.
Zakoupit je treba dale nesmazatelné fixy, které poslouzi k popisu pripravenych
félii. Sablona o stejnych rozmérech jako prithledna félie slouzi jako vzor pro
stale stejny popis vsech f6lii. Kazdy ze zakt tedy potfebuje jeden obal, alespon
Sest pruhlednych folii, fixy a jednu Sablonu pro popis. Pro pfipadné vystfizeni
materialt jsou potfeba niizky.

4 PRACOVNI LIST

Z4ci pracuji v hodiné s dvoustrankovym pracovnim listem velikosti A4, na kterém
postupné plni zadané ukoly. Cilem pracovniho listu je provadét zaka béhem jeho
samostatné prace v hodiné.

V prvnich tfech tkolech pracovniho listu si zaci zopakuji pojmy nejvétsi
spole¢ny délitel a nejmensi spole¢ny nasobek a nacviceny ,,monoténni“ postup
jejich urcovani.

1. Co je nejmensi spoleény nédsobek a nejvétsi spoleény délitel dvou (nebo
vice) pfirozenych ¢isel? Jak nasobek a délitel oznac¢ujeme? Pokud jsi to
zapomnél, zjisti vyznam i oznaceni obou pojmut ve skolnim seSité nebo
v knize.

2. Pisemné urci nejmensi spole¢ny nasobek a nejvétsi spolecny délitel cisel 36
a 48. Vyuzij prvociselné rozklady jednotlivych éisel.
36 = n(36,48) =
48 = D(36,48) =
Proved zkousku spravnosti! Spravnost vysledku ovéf u spoluzaka. Znovu
si uvédom, co dan4 ¢isla (vysledky) znamenaji.

3. Zapis prvociselné rozklady vybranych sloZzenych cisel. Jednotlivé prvocini-
tele uspofadej v soudinu od nejmensiho k nejvétsimu: (Viéi pivodnimu
pracovnimu listu zde byl seznam ¢isel zkracen.)
4= 30 =
6= 32 =
Nasledujici ukoly ¢. 4 az 8 navedou zaka na sestaveni vlastni , kalkulacky*.
Potfebny material pripravi ucitel v predstihu.
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4. Na pfipravenou papirovou Sablonu (obr. 1) pfiloz prithlednou f6lii. Do horni
Casti félie prepis fixem spravny tvar prvociselného rozkladu ¢isla 48. Fixem
zakrouzkuj na folii ta prvocisla, kterd tvori prvociselny rozklad c¢isla 48.
(Obr. 2.) Prvoéisla krouzkuj zleva doprava. Vysledek spravné popsané {6lie
pro ¢islo 48 je pro kontrolu na obr. 3.

| L48=2.2-2-2-3
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Obr. 1 Obr. 2

5. Podle navodu v tkolu 4 vytvor f6lii pro ¢islo 36. Spravna podoba félie pro

¢islo 36 je na obrazku 4.
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Obr. 4

6. Postupuj podle ndvodu v tkolu 4 a priprav si félie s prvociselnymi rozklady
alespon Sesti ¢isel. Vyber si z téchto ¢isel: 16, 18, 20, 27, 33, 35, 45, 48, 50,

54.

7. Do plastikového obalu na priitkazky vloz nejdiive papirovou Sablonu s pr-
vodisly a na ni pak obé pfipravené félie pro ¢isla 48 a 36. (Obr. 5.) Diky
prihlednosti folii uvidis, ktera prvocisla byla dfive zakrouzkovana. Ktera
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Obr. 5

prvocisla jsou zakrouzkovana opakované a ktera jen jednou?
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8. Zapis a urci:

a) soudin vSech alespomi jednou zakrouzkovanych prvodéisel: =

b) soucin prvocisel zakrouzkovanych sou¢asné na obou f6liich? =

Co vyjadiuji oba uréené souciny prvocisel? Srovnej vysledky v ¢asti a) a b)
s vysledky tkolu 2. Co ze srovnani vyplyva?

Znovu se vrat ke zpisobu hleddni ¢initelti do prvodiselnych rozklada hle-
danych ¢isel. Kdy jsme takovy postup pouzivali?

V tkolu 8 dojde k porovnani vysledkti z dosud zndmych a novych postupt
prace pfi hledani nejvétsiho spoleéného délitele a nejmensiho spoleéného na-
sobku. Zéaci objevuji, ze nejvétsim spoleénym délitelem dangch slozengch &isel
je soudin vSech prvociniteld soucasné zakrouzkovanych na vSech féliich danjych
slozenych ¢isel a jejich nejmensim spole¢nym nasobkem je soucin vSech prvocini-
teld, ktera jsou pri prekryti folii zakrouzkovana. V prvnim pfipadé jde o prinik
dvou mmnozin prvociniteli danych ¢isel, v druhém pak jde o jejich sjednoceni.
Tato skutecnost by méla zaky navést na jiz znamy ,algoritmus“ operaci mezi
mnozinami a usnadnit jim tak vybaveni si spravného postupu v pripadé hledani
Cisel n a D.

Posledni tkoly pracovniho listu, jejichz spravnost splnéni by méla byt v za-
véru hodiny ovéfena, se zaméfuji na vyuziti objevenych funkci kalkulacky. Ulo-
ha 10 mtze ztstat zakam za doméci ukol.

9. Uzitim vytvorené ,kalkulacky* urci hledand ¢isla. Spravnost vysledka over
vypocCtem a u spoluzaka.

n(16,18) = D(16,18) = n(16,36) = D(16,36) =
n(20,35) = D(20,35) = n(45,50) = D(45,50) =
n(27,33) = D(27,33) = n(48,54) = D(48,54) =
n(16,18,20) =  D(16,18,20) = n(16,36,48) =  D(16,36,48) =
n(20,35,55) =  D(20,35,55) = n(20,45,50) =  D(20,45,50) =

10. Pfiprav si potfebné félie a uzitim ,kalkulacky“ uréi: n(210,220),
D(210,220). Vysledek ovéf pisemnym vypoctem.

5 ZKUSENOSTI Z VYUKY

Takto pripravena hodina byla realizovana v pondéli 20. 12. 2010 se zaky prvniho
ro¢niku osmiletého studia (t¥ida 1.A) na Gymnaziu V. Novika v Jindfichové
Hradci v uéebné matematiky. Protoze se jednalo o posledni hodiny vyuky ma-
tematiky v roce 2010, vytvorili si tak zaci maly darek. (Vice v odkazu [4].)
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Na novou formu prace v hodiné matematiky byli Zaci v predstihu pfipraveni.
Diky vhodné motivaci a spravnym pokynim se hned vsichni pustili s nadsenim
do prace a jiz po kratké dobé od zahajeni hodiny bylo mozné sledovat prvni
vysledky jejich samouceni.

Béhem samostatné prace zakt se neobjevily zadné zavazné organizacni pro-
blémy ani potize s porozuménim zadanych tkolt. Témeér vsichni Zaci spravné
vyftesili zavérecné tkoly a predevsim si uvédomili, prakticky vyzkouseli a vyuzili
,Skryté“ funkce vytvorené pomiucky. Nékteri zaci pii zavére¢né diskusi priznali,
7e si dfive jen s obtiZzemi pamatovali postup na hledani nejvétsiho spolecného dé-
litele a nejmensiho spole¢ného nasobku. Nyni si pojmy délitel a nasobek vhodné
asociuji s principem fungovani ,kalkulacky“, resp. s operacemi prunik a sjedno-
ceni mezi mnozinami.

Za vyrazny motivacni efekt pro dalsi praci zakd v hodinach matematiky pova-
zuji skutecnost, ze si vSichni po skonceni hodiny odnéseli domu s sebou konkrétni
vysledek své prace, se kterym se mohli pochlubit naptiklad svym rodic¢tum. Ti
jisté oceni atraktivitu ucitelem pripravovanych hodin.

6 ZAVER

K hlavnim ciliim vyuky matematiky radim nejen ,josvojovani zakladnich mate-
matickych pojmi a vztaht...“ [3, s. 22|, ale hlavné vytvafeni hlubsiho vhledu
do vyznamu pojmi prostfednictvim éinnostnich forem vyucovani. Ukol sesta-
vit ,kalkulacku“ takové cile napliiuje a lze jej tedy doporucit do vSech roénik
2. stupné ZS i do viech nizgich roénikt viceletych gymnézii. Cinnostni udeni na-
vazuje na dfive dosazené znalosti a dovednosti, probouzi a udrzuje zajem zakh
o studovanou problematiku a rozviji zakovu aktivitu a samostatnou ¢innost pti
vyuce i mimo ni. Velky pfinos miiZze mit ¢innostni uceni také k rozvoji emocio-
nalni slozky osobnosti zaka.
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JAK NAHLIZET NA PRAVDEPODOBNOST?

Jakub Fischer

Prispévek je vénovan dvéma odliSnym pohledim na pravdépodobnost. Prv-
nim pohledem je pravdépodobnost vyskytu ndhodného jevu nazirdna jako ob-
jektivni vlastnost daného jevu, druhym pohledem je chapéana jako nas stupen
divéry ve vyskyt daného jevu. V tomto pojeti pak mohou byt pravdépodobnosti
vyskytu téhoz jevu z pohledu dvou osob ruzné, zejména v dusledku odlisnych
informaci, jimiZ ony osoby disponuji. Souvislosti a odliSnosti obou pojeti jsou
vysvétleny na dvou prikladech.

1 Uvop

Hodime-li minci, dopadne na jednu ze svych stran (ozna¢me je tradi¢né panna
a orel). Jsme-li dotdzani na pravdépodobnost, Ze padne orel, prili§ nepfemys-
lime o pojeti pravdépodobnosti a fekneme, Ze je pravdépodobnost rovna jedné
poloviné. Obdobné pokud hodime Sestisténnou kostkou, pak je-li tato kostka
v poradku, je pravdépodobnost padnuti Sestky rovna jedné Sestiné. Nicméné, co
v pripadé hodu napinackem? Jaka je pravdépodobmnost, ze padne Spickou na-
horu? Je rovna jedné poloviné, ¢i neni? A je tato pravdépodobnost vlastnosti
onoho napinacku, nebo pouze nasim pohledem na napinacek?

2 BEZNE POUZIVANE (OBJEKTIVNI) PRISTUPY K VYMEZENI
PRAVDEPODOBNOSTI

Nez odpovime na otdzky z Gvodu, pfipomerime si jednotlivé pfistupy (nékdy se
pouzivé termin definice) pravdépodobnosti.

Podle tzv. klasického (apriorniho) vymezeni pravdépodobnosti (Hindls a kol.,
2007, s. 53) je pravdépodobnost ndhodného jevu rovna podilu poctu elementér-
nich jevl pfiznivych danému jevu k pocétu vsech elementarnich jevi. Toto vy-
mezeni ma jeden zadrhel — pfedpokladd, ze nastani vsech elementarnich jevi je
stejné mozné (tedy de facto stejné pravdépodobné), a jde tedy v jistém smyslu
o definici kruhem. Pravé proto neni mozné podle klasického vymezeni zjistit
pravdépodobnost, Ze zminény napinicek padne Spickou nahoru. Aplikaci tohoto
vymezeni bychom dosli k ¢islu jedna polovina, nicméné predpoklad o stejné moz-
nosti nastani jednotlivych jevi je zjevné neudrzitelny.
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Podle tzv. statistického (¢etnostniho, posteriorniho) vymezeni pravdépodob-
nosti (Hindls a kol., 2007, s. 55) je pravdépodobnost ndhodného jevu rovna
limité podilu vyskytu ndhodného jevu a celkového poctu provedenych nahod-
nych pokust pro pocet pokusii jdouci k nekoneénu. Pravdépodobnost padnuti
napindc¢ku $pickou nahoru bychom timto vyfesili (pokud hodime napinackem na-
priklad 10000 krat a $pickou nahoru padne napft. ve 2576 pripadech, pak prav-
dépodobnost padnuti napinacku Spickou nahoru v desetitisicim prvém pokusu
bude blizka 0,2576). Cetnostni pojeti pravdépodobnosti je nicméné zaloZeno na
predpokladu opakovatelnosti jevu za stejnych podminek, ktery také v mnoha
pripadech (v podstaté ve vétsiné kromé skolnich ptikladd) splnén neni.

Jak tedy odhadnout pravdépodobnost vybuchu jaderné elektrarny? Jak mii-
zeme odhadnout, zZe vlak, ktery mé prijet zitra v poledne do Litomysle, ptijede
vcas? A muzZeme si klast otazku, jaké je pravdépodobnost, Zze véerejsi viak piijel
do Litomysle vcas?

3 SUBJEKTIVNI POJETI PRAVDEPODOBNOSTI

Obé vyse uvedend vymezeni pravdépodobnosti vychéazela z pojeti pravdépodob-
nosti coby objektivni vlastnosti zkoumaného ndhodného jevu. Nahodny jev ma
urcité vlastnosti a jednou z nich je i pravdépodobnost jeho vyskytu v urcité
situaci. Z tohoto pohledu si klast otazku, zda vcerejsi poledni vlak dorazil do
Litomysle véas, nemtzeme. Bud véas pfijel, nebo ne — pravdépodobnost je tedy
rovna bud jedné, nebo nule (pouze my bud pfislu$nou informaci mame a vime,
zda je pravdépodobnost rovna jedné, nebo nule, anebo tuto informaci neméame
a pak tuto pravdépodobnost nezndme).

Subjektivni pojeti vychazi z odlisného pfistupu, kdy pravdépodobnost neni
objektivni vlastnosti zkoumaného jevu, ale je nasim stupném duvéry ve vyskyt
daného jevu. Tento stupeni davéry je pfitom ovlivnén jak na$im (apriornim)
postojem k danému jevu, tak i nasimi informacemi o daném jevu. S rostoucim
objemem informaci pak ddvame mensi vahu nasemu apriornimu postoji a vétsi
vahu ziskanym informacim. Kombinaci apriorniho postoje a ziskanych informaci
pak vznikd nas postoj posteriorni.

4 PRIKLADY

Ukazme si rozdily mezi uvedenymi pojetimi na ¢tyfech prikladech.
A) Hop NAPINACKEM

O néco jednodussi situaci mame pfi hodu napinackem.

Zadéni al:
Méme pred sebou napinacek a chystame se jim hodit na sttl. Jaka je pravdépo-
dobnost, ze padne $pickou nahoru?
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Reseni al:

Jiz jsme vysvétlili, ze bez jakékoli pocatecni informace nejsme schopni ani po-
moci klasického, ani pomoci ¢etnostniho pojeti pravdépodobnost zjistit, a opét
nam tedy nezbyva nez se spolehnout na subjektivni pojeti. Musime ale prijmout
predpoklad (se kterym se néktet{ velmi tézce smifuji), ze schopnost padnout §pié-
kou nahoru neni vlastnosti napinacku, ale nasim postojem k nému. Kazdy z nas
si pak muze formulovat sviij vlastni postoj — pro nékoho budou Sance rovnocenné
a pravdépodobnost bude rovna jedné poloviné, pro jiného bude vysledek ,S$pic-
kou doli* méné pravdépodobny a prisoudi tomuto vysledku pravdépodobnost
jen napriiklad ¢tvrtinovou.

Zadéani a2:

Hodili jsme napinackem desetkrat, pri¢emz $pickou nahoru padl napinacek t¥i-
krat. Upravime nas ptivodni (apriorni) postoj?

Reseni a2:

Odpovéd je na kazdém z nads — nékoho t¥i vysledky z deseti ovlivni a sviij postoj
upravi (a ziskd tak novy, posteriorni postoj), nékdo se bude domnivat, ze deset
provedenych pokusiu je prili§ malo pro revizi jeho ptvodniho postoje.

Zadéni a3:

Hodili jsme napinackem tisickrat, pricemz Spickou nahoru padl napinacek ve 211
pfipadech. Upravime nas ptivodni (apriorni) postoj nyni?

Resgeni a3:

Odpovéd je opét na kazdém z nds — nékdo bude tvrdit, Ze o napinacku cetl, je
si jist svym ptivodnim postojem a dodatecné informace ke zméné jeho postoje
stale nevedou. Nékdo jiny muze kombinovat sviij ptivodni postoj s dodatec¢nou
informaci (a d4t napiiklad poloviéni vahu svému ptivodnimu odhadu a poloviéni
vahu dodate¢né informaci), nékdo tieti miize naopak vsadit pouze na onu doda-
te¢nou informaci, kterd zcela pfebije jeho ptivodni (neinformovany) postoj. Pak
se jeho TeSeni vlastné rovna feSeni, jehoz bychom dosahli pfi pouziti ¢etnostniho
vymezeni pravdépodobnosti.

B) LOSOVANI KULICEK Z BEDNY

Zadani bl:

Prejdéme k dalsimu ptikladu. V prvni bedné méame tietinu bilych kulicek a dveé
tfetiny cernych, v druhé bedné mame vsechny kulicky bilé. Nejprve nadhodné
vylosujeme bednu a z ni ndhodné vylosujeme kulicku. Jaké je pravdépodobnost,
ze vylosovana kulicka bude bila?

Resgeni bl:

K feSeni této tlohy vyuzijeme klasického vymezeni pravdépodobnosti; nikomu
nemuze byt branéno v tom, aby formuloval sviij postoj, nicméné ten by byl
nejspis beztak zaloZen na nize uvedeném vypoctu.
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Oznac¢me ndhodné jevy
A ... vytaZeni bilé kulicky
Bi ... vybér prvni bedny
Bs ... vybér druhé bedny

Pravdépodobnost vybéru kazdé z beden je rovna 0,5, pro vypocet pravdépo-
dobnosti nastani jevu A pak pouzijeme vzorec pro vypocet uplné pravdépodob-
nosti:

Pravdépodobnost vytazeni bilé kulicky je tedy

P(A) = P(B1)-P(A| Bi1)+ P(Bz)- P(A| Bs) =
= 1/2-1/34+1/2-1=1/6+1/2=2/3.

Zadani b2:

Vratime vytazenou kulicku do bedny a z téze bedny opét ndhodné vybereme
kulicku. Jaka je pravdépodobnost, ze vytazena kulicka bude bila?

Reseni b2:

Vracenim vytazené kulicky do bedny nedochézi ke zméné vychozich podminek
pro dalsi losovani. Pravdépodobnost vytazeni bilé kuli¢ky je tedy opét P(A) =
=2/3.

Zadani b3:

Vratime vytazenou kulicku do bedny a z téze bedny opét ndhodné jednu kulicku
vybereme. Nez jsme vSak kulicku do bedny vratili, podivali jsme se na ni a zjistili,
ze je bila.

Reseni b3:

Na tomto ptikladu se ,ldme chléb“, zastanci objektivniho a subjektivniho pojeti
zde totiz pravdépodobné budou mit odlisny nazor na feseni tlohy.

V objektivnim pojeti, kdy je pravdépodobnost vytazeni bedny této bedné pii-
souzena, se nasim pohledem na vysledek predchoziho pokusu pravdépodobnost
jevu v néasledujicim pokusu neméni (pfipomeiime, ze kulicku do bedny vracim,
takZze pokusy nezavislé jsou). Reseni tedy bude opét stejné a pravdépodobnost
vytaZzeni bilé kulicky bude rovna P(A) = 2/3.

V ramci subjektivniho pojeti je feseni odlisné. Zjisténi barvy vytazené kulicky
je totiz dodatecnou informaci, ktera ovlivni nas postoj k jevu ,v predchozim
pokusu jsme vytahli prvni bednu“.

S vyuzitim znamého Bayesova vzorce muzeme odpovédét na otazku:
uvJaké je pravdépodobnost, ze jsme vytahli prvni bednu, jestlize z ni vytazena
kuli¢ka byla bila?

P(By)- P(A| B1)+ P(Bz) - P(A| By)
1/2-1/3  1/6

= st 2 VA




JAK UCGIT MATEMATICE ZAKY VE VEKU 10-16 LET 115

Nyni mizeme (s upravenymi pravdépodobnostmi vybéru beden) pfepocitat tpl-
nou pravdépodobnost:

P(A) = P(B1)-P(A| B) + P(Bs) - P(A| Bo) =1/4-1/3+3/4-1=15/6

Spor mezi objektivnim a subjektivnim pojetim se pfitom nevede o samotné
uziti Bayesova vzorce (ten vychézi z uznivanych pravidel pro po¢itani s prav-
dépodobnostmi), ale o interpretaci vysledkti. Jadrem sporu zustava, zdali Sance
bedny byt vytazena je vlastnosti dané bedny, nebo zda je nasim postojem, do
néhoz muzeme zahrnout i dodate¢nou informaci.

C¢) HLEDAN{ ZTRACENEHO LETADLA
Zadani cl:
Spadlo letadlo. Z dlouhodobych pozorovani (ziskanych napiiklad pomoci &et-
nostnfho vymezeni pravdépodobnosti) odhadujeme, Ze s pravdépodobnosti 0,5
spadlo v horach, s pravdépodobnosti 0,3 spadlo do mofe a s pravdépodobnosti
0,2 spadlo v niziné. Dale vime, Ze pravdépodobnost, ze se letadlo najde, je pri
padu do hor 0,4, pfi padu do mote 0,1 a pii padu do niziny 0,8.

Jaka je pravdépodobnost, ze se letadlo najde? (Pod pojmem nalezeni letadla
uvaZzujeme v celém piikladu nalezeni letadla do 1 roku od padu.)
Reseni cl:
Reseni je analogické jako v piedchozim piikladu. Oznac¢ime
P(H) ... pravdépodobnost, ze letadlo spadlo v horach,
P(M) ... pravdépodobnost, Ze letadlo spadlo do mofte,
P(N) ... pravdépodobnost, ze letadlo spadlo do niziny a
P(U) ... pravdépodobnost, Ze se letadlo najde.

Vypocteme tplnou pravdépodobnost

P(U) = P(H)-P(U|H)+P(M)-P{U | M)+ P(N)-P(U|N)=
= 05-04+0,3-0,1+02-0,8=02+0,03+0,16 = 0,39.

Zadani c2:
Letadlo se nenaslo. Jaka je pravdépodobnost, ze lezi v moti?
Reseni c2:
Objektivisté budou tvrdit, Ze letadlo lezi v mofi s pravdépodobnosti 0,3 (letadlo
jiz je spadlé a dodate¢nou informaci se s jeho polohou nemohlo nic stét).
Subjektivisté zakomponuji dodatecnou informaci a propoctou nové pravdé-
podobnosti dle Bayesova vzorce:
PH)-P(U|H)+PM)-PU|M)+P(N)-P{U|N)
0,3-0,9 0,27 0,27

_ — — 20 044
05-06+0,3-09+02-0,2 03+027+004 061
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Je v tuto chvili na nés, zdali ponechame pravdépodobnost, ze letadlo spadlo
do mote P(M), na vychozi trovni 0,3, kterd se opird o nas apriorni tisudek zahr-
nujici pfipadné i informaci o predchozich mistech dopadu spadlych letadel, nebo
zdali ji zménime na troven 0,44, zahrnujici navic dodate¢nou informaci o tom, ze
jsme letadlo dosud nenasli. Zatimco objektivisté by ponechali pravdépodobnost
0,3, subjektivisté by volili bud hodnotu 0,44, a nebo linearni kombinaci hodnot
0,3 a 0,44. Stanoveni vah apriorni pravdépodobnosti a dodatecné informace je
pak samozifejmé také subjektivni.

5 ZAVER

Prispévek poukazal na zakladni souvislosti a rozdily mezi objektivistickym a sub-
jektivistickym vnimanim pravdépodobnosti. Souvislosti je pouzivani stejnych
pravidel pfi poc¢itani pravdépodobnosti (Bayestv vzorec vychazi z matematické
upravy nezpochybiiovanych pravidel pro poéitani s pravdépodobnostmi), rozdi-
lem pak nahliZeni na pojem pravdépodobnost (objektivni vlastnost daného jevu
vs. nas postoj ¢ili stupeni duvéry ve vyskyt daného jevu) a interpretace vysledku.
Bayesovsky pfistup je vyuzitelny i pfi vyuce statistiky v zdkladnim kursu (in-
tervaly spolehlivosti, testovani hypotéz), v ¢eskych podminkach se zatim neujal.
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OPRAVOVANIE ULOH AKO METODA
VYCHOVY UCITELOV

Jana Fraasova

Rozumeju uditelia svojim ziakom?

Cielom mojej dielne nebolo zodpovedat tuto zlozitt otdzku. Mdj zdmer bol
tlto otdzku nastolit a poniknut jednu alternativu, ako sa v porozumeni ziakom
zlepSovat.

Naéstrojom, ktory sme pouzili, boli opravy a rozbory oprav dvoch ziackych
rieSeni jednej konkrétnej tilohy. Tato tiloha bola zadana v koreSpondenc¢nom
matematickom seminari SEZAM, ur¢enom pre Ziakov siedmeho az deviateho
ro¢nika ZS a prisltichajicich roénikov osemro¢nych gymnézii.

1 ZADANIE ULOHY V SEMINARI

Nova ohrada bude staf tesnejsie pri osade a bude maft tvar obdiznika. Jednu jej
prirodzent hranicu, ktord netreba oplotif, bude tvorif Gplne rovny breh rieky.
Zvysné tri strany ohrady treba vytvorit z dreva (pozri si obrazok, hrubou ¢iarou
st vyznadené strany, ktoré treba ohradit). Carodejnice majt k dispozicii tolko
dreva, ktoré vystaci na postavenie 600 metrov ohrady. D’Artagnan navrhol, aby
sme postavili ohradu s najvic¢sou moznou rozlohou. Ani po vymene nézorov sme
sa v8ak nevedeli dohodniif na tom, aké rozmery ma maf najviicsia mozn4 ohrada.
Vedeli by ste nam poradif? Kolko metrov budt mat strany obdlznikovej ohrady,
ked bude mat najvécsiu moznt rozlohu?

Zistite, aké dlzky stran ma ohrada s najviésou rozlohou. Nezabudnite ukazat,
7e vami navrhovand ohrada je naozaj najvicsia mozna.

RIEKA
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Realizacia rozborov by mala mat, podla méjho nazoru, nasledovni
struktiaru:
Za prvy krok povazujem samostatne si vyrieSit zadant tlohu. Nie je pri tom
nutné snazit sa uvazovat ako ziak. Podstata je vniknutie do tlohy. Napriklad ja
som tulohu riesila takmer vysokoskolsky:
Rozloha nagej ohrady: S = x - (600 — 2x)
Maximum tejto funkcie zistime derivovanim:
S = 600 — 4x; 0 = 600 — 4x; = = 150
Ohrada s najvic¢sou rozlohou ma stranu rovnobezna s riekou dlhi1 300 m a kolmé
na tiu maji dizku 150 m.

Podobne riesili tlohu aj tcastnici dielne a dalsi opravovatelia tejto tlohy.
Vicsina z nich si tlohu prepisala do formy kvadratickej funkcie, s ktorou nasledne

.....

z riesitelov sa s kvadratickou funkciou este nikdy nestretla.

Druhg krok je opravit aspoii jedno Zziacke rieSenie. Nasledovné riadky pon-
tkaju autentické prepisy dvoch Ziackych rieSeni. RieSenie Alenky — siedmacky
a Adama — deviataka.

Prepis rieSenia Alenky (obr. 1), siedmacky (aj s gramatickymi chy-
bami a kostrbatymi formulaciami):

Kedze rieka je prirodzend hranica a netreba z jej strany urobit oplotenie, tak
600 m musia mat dokopi diZku len ostdvajice try strany.

Strany kolmé na rieku musia byt obydve rovnako dihé. Strana ohrady, ktord
je oproti rieke méze mat hociaki dizku (tak aby sedel sucet dizky vsetkych troch
strdn), lebo strana od rieky sa prisposobi aby mala ti isti diZku.

Ak toto vsetko dodrzime a dame tam rozne rozmery stran, tak bude aj tak
ohrada vZdy rovnako velkd, lebo méZeme skrdtit strany kolmé na rieky ale tym
zas predlFime stranu oproti rieke a naopak ¢iZe to moéze byt napr. ... vidy je
velkost rovnakd.

Prepis rieSenia Adama (obr. 2), deviataka (aj s gramatickymi chy-
bami a kostrbatymi formulaciami):

Ohrada bude mat najvicsiv plochu vtedy, ked budi rozmery 300 x 150

Myslel som si, Ze najvdcsi obsah bude mat Stvorec, aviak to by bolo 200 X
x 200 = 40000 m? avsak to nie je najvicsi obsah.

Ak by bol obsah a x b, a by bola strana rovnobezna s riekou, tak a by musela
mat ¢o najuicsiv dizku aby sa vyuzila dliZka rieky, kt. sa nemusi ohrddzat rovnaky
obsah ako stvorec md obdlznik s rozmermi 400 x 100 = 40 000. TakZe to musi byt
nieco medzi rozmermi 200 x 200 a rozmermi 400 x 100. Preto 400 — 2z - 100+
+ = (200 + 2z) - (200 — z) z toho x = 50. A a,b = 300 x 150 = 45000, ¢o je
najvdicsi obsah.

Ale to st len také moje domnienky.
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Obr. 1

Ja som ulohu riesil vypisovanim, a to:

200 x 200 = 40000 250 x 175 = 43750 300 x 150 = 45000
350 x 125 = 43750 400 x 100 = 40000 288 x 151 = 44988
302 x 149 = 44988

Vidime, Ze obsah sa rovnomerne zniZuje v tvare hore/dole. KaZdy obsah md
svoje dvojéa (okrem jedného). Na tom som zaloZil svoje vysvetlenie v 1. Casti

Za treti, posledny krok povazujem diskusiu o roéznych opravich rovnakych
detskych rieSeni. V rdmci takejto diskusie sa daju rozobrat aj mnohé nejasnosti.
Za vSetky uvediem ta (z mdjho pohladu) najddlezitej$iu — ¢o to znamend pokyn
woprav detské riesenie“. Tento povel pre miia nie je vobec jednoznacny. ,,Opra-
vit“ moéze znamenat precéitat a pridelit body. Méze to byt vyzva k napisaniu
komentéra. A ani toto delenie nie je dostacujtce.
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Obr. 2

Ja sama pouzivam formu akéhosi pisomného dialdgu s riesitelom. Do rieSenia
pisem komentdre, otdzky, snazim sa prepisat inymi vetami to, o som porozu-
mela z detského rieSenia. A hlavne, snazim sa vzdy ked som schopné, pokynom
alebo doplitujticou otdzkou posunit diefa smerom k dalsiemu objavovaniu. Dobré
oprava bude podla miia t&, ktord diefa posunie najdalej.
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V gkole viem, ktorému dietatu treba pisat komentér, s ktorym sa treba po-
rozprévat, ktorému dat dopliiujicu otédzku, resp. ktoré uz problém vyriesilo naj-
lepsie ako vedelo. Pri oprave rieseni koreSponden¢ného seminéara je situacia ina.
Komunikovat s rieSitelom vieme iba cez papier. Je preto nevyhnutné vcitit sa do
potrieb diefata a komentdr mu usit priamo na mieru.

Zaverom sa pokuisim naértnif klasifikAciu oprav, ktoré sa vyskytli
v spojitosti s tymito dvoma detskymi rieSeniami:

e Pochvala za zacata préacu, aj taku, ktora neviedla k rieSeniu zadanej ilohy
e Pochvala za nosné myslienky rieSenia, ktoré by sa dali dalej rozvinit

e Vyzva na domyslenie rieSenia zvicSa po miernej napovede — preformulo-
vanie zadania, vysvetlenie slova ,rozloha“, ukazka vypoctu rozlohy s roz-
mermi ohrady, ktort diefa v rieSeni pouzilo

e Poukézanie na nepresnosti — napr. Alenka pracuje s 60 m miesto 600 m
e Navod na uplné dokoncenie, ¢i dokazanie vysledku

e Ospravedlnenie sa opravovatela za strhnutie pol bodu za to, Ze nebol
schopny plne detskii myslienku porozumiet

e Komentar k Casti rieSenia — ,, Toto som si najprv myslel aj ja.*

e Pochvala, ale s doplnenim, zZe presnejsia argumentacia bude mozné az s po-
uzitim vedomosti o kvadratickej funkcii

e Pochvala s poukazanim na drobné nedostatky — Adam neuvazoval o nece-
lo¢iselnych rieseniach.

Netrafnem si hodnotit alebo sndd odsudzovat niektoré typy oprav. Urcite sa
kazda z nich d4 pouzit v roznych situaciach, pri komunikacii s réznymi detmi.
Moje pedagogické presvedcenie vSak znie, ze pochvala je najlepsim hnacim mo-
torom. Na ucenie sa treba velmi mnoho energie a t1 ziak, podla miia, nenaéerpé
z hrozieb, ¢i negativnych komentirov uéitela, ale prave z pochval.
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SKLADANI TVARU JAKO PODNET K BADATELSKYM
AKTIVITAM V GEOMETRII NA ZS

Alena HosSpesova, Libuse Samkova

Motto:
,Matematika neni opatrny pochod po uklizené dalnici,
nybrz vyprava do neznamé divociny, v niz se badatelé casto ztrati.*

W. S. Anglin (1994)

1 UvoDEM

Badatelsky orientovana vyuka je v posledni dobé chapana jako jedna ze slibnych
cest ke zlepSeni kvality vzdeélavani. Rozsifovanim tohoto piistupu v matema-
tickém vyucovani se zabyva evropsky projekt Fibonacci, do kterého vstoupila
pfed nedavnem katedra matematiky Pedagogické fakulty JU. Dilna, k niz se
vztahuje tento text, je zaloZena na pfistupech, které jsou rozpracovany v mate-
ridlech tohoto projektu (viz http://fibonacci.uni-bayreuth.de/resources/resources-
for-implementing-inquiry.html).

Badatelsky orientované vyucovani prijimé Skolskd praxe s urcéitou nedtive-
rou. Obvyklym argumentem proti je nedostatek ¢asu a také obava, ze aktivita
zakl nepovede ke splnéni zamyslenych cilti vyucovani. Je mozné skloubit to, ze
zaci samostatné objevuji nékterou ¢ast matematiky, s pozadavky kurikula? Do-
mnivame se, ze ano. Odmyslime-li si, ze badatelské aktivity podporuji péstovani
nadpfedmétovych kompetenci (zejména FeSeni problému a komunikativni kom-
petence), moznost vést zéky k hlub§imu porozuméni matematickym pojmim
a jejich souvislostem je pro vyuku matematiky vyraznym pfinosem. Badatel-
sky orientované vyucovani ¢asto nabizi jiny, netradi¢ni pohled na znamé situace,
mnohdy propojeny s realitou kazdodenniho Zivota. Zpracovava souvislosti naptic¢
celym kurikulem.

Badatelsky orientovanou vyuku budeme ilustrovat dvéma navazujicimi (a pfe-
sto nezavislymi) piiklady z geometrie.

2 CO ROZUMIME BADATELSKY ORIENTOVANOU VYUKOU?

Za badatelsky orientovanou vyukou (Inquiry Based Education) se skryva vyuka
s

zalozena na zkoumani, objevovani, ,badani“ zaktu. Nejde primarné o to, aby Zaci
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pochopili podstatu védy, spiSe nezavisle prozivaji proces poznavani. Jaky cha-
rakter ma rozsifovani lidského poznavani? Nejsou v ném predem jasné vymezené
ulohy, problémy jsou oteviené, jejich formulace se postupné upfesnuje. Vstupni
informace, jimiz je feSeni problému zahajovano, nebyvaji kompletni. Neni ani na
prvni pohled zfejmé, jakou dtlezitost pro feseni problému maji. Ze vstupnich
dat také nebyva jasné, zda a kolik feseni problém maé. Zridka obdrzime jedno fe-
Seni, o kterém bychom jednoznac¢né védéli, ze je spravné. V matematice mnohdy
LSpravnost® feseni zavisi na nazoru odborné komunity a historie matematiky je
plna omylt, kdy nebyla pfijata feseni, kterd v budoucnosti znamenala pralom.
Obvykle si také musime klast otazku, zda neexistuji jina, dalsi feseni a zda tato
feSeni nejsou ,lepsi®.

Chceme-li umoznit nasim zakam podobné postupy, vytvarime prostiedi po-
dobné tomu, ve kterém se pohybuji védci. K feseni nabizime problémy, pro néz
zatim Zak nemd vytvorené a nacvicené metody feSeni. Nechdme dost ¢asu na
vlastni experimentovani, ziskavani dat a tfidéni. Podporujeme pozorovani a tvo-
feni vlastnich zavéra a hypotéz o fungovani jevi. Vyzyvame zaky k ovéfovani.
Podnécujeme komunikaci mezi zaky, vytvafime tymy. Vyucovani tak zahrnuje
fadu aktivit, které jsou typické nejen pro védce, ale pro kazdého, kdo potiebuje
vyresit néjakou obtiz. Zda dojdeme ke spravnym zavérum zavisi na nasem mo-
mentalnim rozhledu. Stejna fakta mohou interpretovat dva lidé rizné a mohou se
lisit i jejich zé&véry. V nékterych pfipadech viibec nemusime dospét ke konecnému
zévéru. Postup mZzeme znézornit schématem, tzv. badatelskym cyklem (obr. 1),
ktery je analogii spirdly obvykle pouzivané ke znazornéni postupu poznani ve
védeé.

Problem / otazka

Pfedneseni vysledku,

diskise Vytvofeni hypotezy

| |

Analyza dat —— Sbérdat

Obr. 1

Badatelsky orientovana vyuka ale neni hrou sméfujici jen k zabaveni zakd.
Resené problémy by mély souviset s Gstfednimi cili vyuky matematiky v daném
ro¢niku a zahrnovat v sobé diilezité matematické myslenky, obsahy, procesy a po-
stupy (podobny pozadavek vyslovuje i Wittmann, 2001, pro podnétnd vyukova
prostiedi).
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3 JAK BADATELSKY ORIENTOVAT VYUKU GEOMETRIE?

Uloha 1: Vystiihnéte z papiru dva shodné trojtihelniky (napf. jako na obr. 2).
Slozte z nich vSechny mozné tvary takové, ze se trojuhelniky dotykaji celymi
stranami. Které tvary ziskate?

Obr. 2

Didakticka analyza tlohy:

Pocet sestavenych tvartu zavisi na tom, kolik je ve vychozich trojuhelnicich
stejné dlouhych stran. Jestlize ma kazda ze tii stran jinou délku, mazeme slo-
zit celkem 6 riznych tvart, rovnoramenné trojuhelniky davaji 3 rtzné tvary,
rovnostranné trojihelniky 1 tvar. (Obr. 3)

Rizné dlouhé strany: \

Dvé stejné dlouhé strany: , 7

Tti stejné dlouhé strany:

Obr. 3
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Pokud zakézeme pfevraceni trojihelnikti na rub, tj. pokud budeme vychozi
trojihelniky pouze posouvat v roviné, u rovnoramennych a rovnostrannych troj-
thelnikt se celkovy pocet tvarti nezméni (!), u ostatnich trojihelnik se snizi
na 3. Konkrétni tvary pak také zavisi na tom, jestli vychozi trojuhelniky jsou
ostrotihlé, tupothlé ¢ pravouhlé. (Obr. 4)

Tupolhly: Pravothly:

N
N y' \ N\

Obr. 4

V pribéhu fesSeni tlohy miize ucitel zaméfovat pozornost zaki na hledani
zajimavych fakt, napt.

e Porovnejte svij vysledek se sousedy.
e Pro¢ ma soused jiné tvary?
e Jak souvisi pocet vzniklych tvara s tvarem trojihelnika?

e Jaké tvary vzniknou, kdyz trojihelniky neobracime, ale pouze je posou-
vame v roviné?

— vzdy: konvexni ¢tyithelnik s rovnobéznymi protilehlymi stranami=
=rovnobéznik;
— nékdy: ¢tverec, obdélnik, kosocétverec;
— nikdy: trojahelnik, nekonvexni ¢tyfuhelnik, lichobéznik, ...
e Jsou takto vzniklé atvary stfedové soumérné? Ano, spojené trojuhelniky

jsou jeden obrazem druhého ve stfedové soumérnosti se stfedem uprostied
strany dotyku. (Obr. 5a)

e Jaké tvary vzniknou, jestlize jeden z trojihelnikti obratime ,naruby*“ a po-
tom trojuihelniky posouvame v roviné?

— vétSinou: c¢tyruhelnik, ktery ma dvé a dvé sousedni strany stejné
dlouhé = deltoid (mtize byt konvexni i nekonvexni);
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— nékdy: ¢tverec, rovnoramenny trojihelnik, rovnostranny trojuhelnik,
pravouhly rovnoramenny trojuhelnik;

— nikdy: obdélnik, kosoctverec, lichobéznik, ...

e Jsou takto vzniklé Gtvary osové soumérné? Ano, jeden trojuhelnik je ob-
razem druhého v osové soumérnosti s osou v dotykové strané. (Obr. 5b)

e Jaky je rozdil mezi osovou a stfedovou soumérnosti?

e Jak musi vypadat vychozi trojuhelniky, abychom jejich sloZzenim obdrzeli
Ctverec, nekonvexni deltoid, rovnostranny trojuhelnik, ...?7

e Co mizete Fici o obsahu vzniklych atvart? Jak souvisi s obsahem vychoziho
trojuhelnika?

e Co muzete Fici o obvodu vzniklych dtvaria? Jak souvisi s obvodem vycho-
ziho trojuhelnika?

Obr. 5

Jak pfedchozi aktivita navazuje na osnovy matematiky? Pfi sklddani tvard se
zprestiuje zakovska predstava o geometrickych utvarech, protoze vnimaji v no-
vych tvarech napf. pocet vrcholl, pocet stran a jejich velikost, velikost whla,
rovnobézné ¢i kolmé strany, rovné ¢i zakiivené spojnice vrcholli, soumérnosti,
obvod, obsah. Cast otdzek sméfuje k tomu, aby si zdk uvédomil rozdil mezi
pfimou a nepfimou shodnosti.

Uloha 2: Ctvercovy listek na poznamky rozstfihni na dva dily podle obr. 6
(Bod E je stfedem strany DC'.) (a) Skladej rtizné tvary tak, Ze dily spojis celou
stranou. Kolik tvart vznikne? (b) Rozsttihni jiny étverec jednim rovnym st¥ihem
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na dva dily podle svého uvazeni. Z téchto dila skladej tvary. Pokus se ¢tverec
rozstfihnout tak, aby mohlo vzniknout co nejvice tvard. Jaky je nejvyssi pocet
tvarta?

D E C

Obr. 6

Didakticka analyza tlohy:
Rozstfihnutim ¢tverce ABC' D vznikne trojuhelnik a lichobéznik, z nichz lze
podle danych pravidel slozit 8 riiznych n-thelnikta (Obr. 7).

Ry
AL

/

Da se ukéazat, ze tento pocet tvart je maximalni, tzn. Ze pfi jiné volbé stfihu
neni mozné vytvorit vice nez 8 tvarti. Pocet tvart je mensi nebo roven dvojnéa-
sobku po¢tu dvojic shodnych stran, které 1ze k sobé pfilozit. (Dvé shodné strany
lze k sobé pfilozit dvéma riznymi zpusoby: ,licem“ nebo ,rubem®). Pfitom
vzniknou dva riuzné tvary jen tehdy, kdyz ani jeden z dilii neni osové soumérny
podle osy priklddané strany.)

Obr. 7
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Uloha opét prohlubuje piedstavu o geometrickych tvarech. Zak pii ni vy-
uziva rozpoznavani shodnych rovinnych atvard a shodnych zobrazeni. Také se
prohlubuje kombinatorické mysleni.

4 CO NA TO SKOLSKA PRAXE?

Uspéch badatelsky orientovaného vyucovani zavisi, podle naseho soudu, ve velké
mife na ucitelich. Jestlize jsou pfesvédceni o jeho uzite¢nosti, mohou jim dosaho-
vat zvysSeni zajmu zakd o matematiku a zménu jejich predstav o ni. Matematika
se zméni ze sestavy poucek a nejasnych postupi na prostredi, ve kterém je mozné
zazit radost z tispéchu.

Také se stava, ze béhem badatelskych aktivit vyvstane potfeba posilit mezi-
predmétové vztahy. Matematika pak funguje jako jazyk komunikace pro ostatni
discipliny. Aby se daly porovnavat a zkoumat situace v biologii, chemii ¢i fyzice,
je treba problémy matematizovat, oznacit proménné, zapsat rovnice, vyresit je
a vysledky interpretovat ,,v jazyce* puvodni discipliny. Matematika tak pomaha
napt. hledat spolecné vlastnosti a souvislosti, popisovat a urcovat tvary, zpraco-
véavat data.

Badatelsky orientované vyucovani je zaroven velmi naro¢né na pripravu uci-
tele a jeho schopnost rychle a adekvatné reagovat na navrhy zakda. Umeét presveéd-
¢ivé vyvratit chybnou argumentaci zakti a nenapovidat ,spravné“ argumenty
mize byt zejména v pocatcich uvadéni téchto pristupt do vyuky dosti obtizné.
Evropsky projekt Fibonacci, zafazeny do Sedmého ramcového programu, vznikl
proto, aby pomahal ucitelim pfi zafazovani badatelsky orientovaného vyuco-
vani do jejich vyuky. Resitelé projektu poskytuji uciteldim odbornou pomoc
ohledné badatelsky orientovaného vyucovani, zajistuji jejich komunikaci a vy-
ménu zkusenosti. Projektova skupina z Ceskych Budéjovic se zabyva badatel-
sky orientovanou vyukou matematiky a roli matematiky v badatelsky oriento-
vané vyuce ptrirodnich véd. Ucitelé matematiky z ceskych zakladnich a stfednich
skol zapojenych do projektu intenzivné pracuji na tvorbé badatelsky oriento-
vanych pracovnich listi, véetné jejich odzkouseni ve vyuce. Hotové pracovni
listy budou volné dostupné na webovych strankach katedry matematiky PF JU
http: //www.pf.jcu.cz/stru/katedry/m/, nejlepsi z nich budou pfelozeny do ang-
lického jazyka, aby mohly slouzit i zdjemcim z jinych evropskych zemi. Po-
dobné budou do ¢estiny prelozeny zajimavé pracovni listy ze vSech koutt Evropy.
Vznikly soubor pracovnich listi tak pomize kazdému zajemci-uciteli zakompo-
novat badatelsky orientované vyucovani do své vyuky.

5 MIisTO ZAVERU. ..

... ocitujme nékteré zajimavé postiehy o badatelsky orientované viuce.
»Neni rozdil mezi malym ditétem a védcem; oba musi zkoumat vSe kolem
sebe a ucit se prostrednictvim pozorovani a chyb.*
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»3vét kolem nés je mixem vSech riuznych disciplin, tak i vyuka o tomto svété
musi ztstat interdisciplindrni. Internetovému vyhledévaci také nezadavate typ
informace (matematickd nebo néjaka jind), ktery méa k zadanému kli¢ovému slovu
hledat.“

,2Kazdy védecky vysledek je provizorni, nikdy nevime, jestli jsme néjakou
okolnost nezanedbali. Proto je dilezité znét historii védy; zptsob, jakym se
doposud vysledky vyvijely, co vSe je ovliviiovalo a ménilo.“
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PROCVICOVANT DOVEDNOSTI —
SADY PRIKLADU NA KARTACH

Dagmar Malinova, Marta Rajmonova

Soustavné a dusledné procvicovani pocetnich dovednosti je v matematice
nezbytné. Ucitelé stale hledaji cesty, jak praci ve tfidé efektivné Fidit a zajis-
tit optimélni podminky tak, aby zaci aktivné a s chuti dovednosti procvicovali.
V prispévku je predstavena jednoducha metoda préace s kartami, ktera se autor-
kam osvédcila pfi vyuce matematiky na zékladnich skolach i v nizsich roc¢nicich
gymnazia. Na kartach jsou z jedné strany napsana zadani tloh, z druhé strany
vysledky. V pracovni dilné byla metoda ukazana na nasobeni jednoclenu jedno-
¢lenem.

Automatizace zndmych postupi (nejen) v matematice uvolituje zdkovi pro-
stor pro naro¢néjsi myslenkové postupy (Hejny, Kufina, 2001, s. 117). Nécvik
dovednosti, dril, je nékdy chapan negativné, jako néco v matematice nepatfic-
ného (Be¢var, 2006). Casté procvicovani dovednosti je ale nezbytné k tomu, aby
byl zak schopen provadét pozadované matematické ¢innosti rychleji a ispornéji.
74k by mél fesit opakované dostatecné velké mnozstvi tloh cilenych na danou
dovednost a dostavat bezprostifedné zpétnou vazbu o spravnosti feseni, pripadné
chybéch. Je ziejmé, Ze je potfeba postupovat jinak napf. u nacviku dovednosti
rysovat a jinak u aritmetickych dovednosti.

Pri pripravé nacviku dovednosti fesi ucitel dva klicové problémy:

e Dostatecné mnozstvi vhodnych tloh,

e efektivni kontrolu zakovskych feseni.

Odkud Ize dlohy c¢erpat? Ucitel vybira tlohy z ucebnic a sbirek, z pracovnich se-
§it1, nékteré ulohy si vytvari sam. Zadani zakum diktuje, pfipadné pise na tabuli
nebo natiskne pracovni listy. Kontrola feSeni a vysledkt je obvykle provadéna
hromadné.

7 praxe vime, Ze v ucebnicich neni dostatek vhodnjch tloh, navic je ne-
efektivni kontrola vysledkd, které jsou mnohdy vzadu v ucebnici nepiehledné
napsany. Zaktm trva dlouho nalistovani p¥islu$né strany, a pak porovnavani
vlastnich vysledki je komplikovano neptrehlednym zapisem vysledki v ucebnici,
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soustavnym piesouvanim pohledu z ucebnice do seSitu a zpét, ucebnice maji
lepenou vazbu a samy se zaviraji.

Vétsi mnozstvi iloh vhodnjch k procvidovani poskytuji pracovni sesity. Zaci
ocenuji, ze nemuseji opisovat zadani. Problém je ovSem kontrola, vysledky nejsou
v publikacich k dispozici (napf. pracovni seSity nakladatelstvi TV Graphics).
Nékteri ucitelé to Tesi tak, ze alespon cast tloh s zaky zkontroluji pfimo ve
vyuce, né€ktefi ucitelé nakopiruji listy s vysledky a daji je zakam k dispozici,
napi. na nasténku, a Zaci si mohou o prestavkach tlohy kontrolovat.

1 SADY ULOH NA KARTACH JAKO VHODNA POMUCKA PRI
PROCVICOVANT

Metoda karet se sadami tloh a jejich vysledky je jednoducha, v praxi se osvédcéila
pfi nacviku aritmetickych dovednosti v riznych tematickych celcich. V priloze
je ukéazka karet pro nacvik nasobeni jednoclenu jednoclenem. Ziskani této do-
vednosti je predpokladem pro zvladnuti ndsobeni mnohoc¢lenu mnohoclenem.

2 POPIS KARET A PRACE S NIMI

Karta obsahuje osm zadani pocetnich tuloh, jejichZ obtiZnost pozvolna roste.
Tento pocet byl zvolen zamérné. Mensi pocet by nebyl efektivni, pfilis castéa
vymeéna karet by pusobila rusivé. Vétsi pocet tloh na karté je méné prehledny,
zejména pak pii vlastni praci zékid. Strukturovani do mensich celkti ma dalsi
pozitivni dopad. Vyfeseni vSech uloh na karté pfinasi ditéti dobry pocit z do-
konc¢eného tkolu (byt dil¢iho), i slabsi zaci zazivaji Gspéch z vlastni samostatné
préace.

Obr. 1: Zak pise vysledek piimo vedle karty

Zadéani tloh jsou umisténa na jedné strané karty a jsou zarovnana vpravo,
vysledky jsou na zadni strané karty. Zak si kartu poloZi na sesit, zadani neopi-
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suje a primo vedle pfikladu pise vysledek. S kartou béhem préace neposunuje. Po
vypracovani celé sady zak kartu otoci, pfilozi kontrolni feseni, porovna vysledky.
Chyby se snazi odhalit sdm, pfipadné se poradi se sousedem. Kontrola je velmi
rychld a prehlednéa. Dalsi vyhodou je to, ze zdk ma své TeSeni i kontrolni re-
Seni v bezprostfedni blizkosti, nemusi mnohokrat opakované presunovat pohled
ze sesitu do knihy (nebo na tabuli) a zpét.

Pro levaky je mozné pripravit karty s textem zarovnanym vlevo; zak pak
pise vysledky vlevo od karty, rukou si nezakryva text, obdobné pak pracuje pii
porovnavani vlastnich vysledku s vysledky na karté.

Vétsi mnozstvi karet je na zacatku prace rozlozeno na snadno pristupném
misté ve t¥idé. Karty s vySsi obtiZnosti jsou barevné odliSeny (barvou papiru
nebo napf. barevnym pruhem), barevné mohou byt také rozlieny karty pro
pravoruké a levoruké zdky. Déti si samy berou a vyménuji karty (mohou je
vyménit i se spoluzdkem v lavici), volné se pohybuji po t¥idé.

Pri sdélovani instrukei je vhodné zakidm fici casovy limit, po ktery se bude
s kartami pracovat. Pokud s touto pomifickou pracuji zaci poprvé, obvykle se
ptaji, kolik karet musi vyfeSit a co se stane, kdyz nebudou pocitat, ale opisi
vysledky ze zadni strany. NaSe zkusenost je takova, Ze pokud je vhodné nastavena
obtiznost tloh, pak déti pracuji samostatné, s chuti, ve t¥idé neni hluk a vladne
pratelskd pracovni atmosféra. Jestlize déti védi, ze je cilem naucit se urcitou
dovednost a neni dtilezité, kolik karet spocitaji, nemaji divod opisovat vysledky,
pokousi se od zacatku pracovat samy. Nékdy se stava, ze zpocatku néktery zak
opravdu opisuje vysledky, kdyz se ale v pribéhu vyuky rozhlédne po t¥idé, vidi
spoluzaky, jak samostatné pracuji, uvédomi si, ze podvadi sdm sebe a zacne také
fesit tlohy sdm. Nékdy se stane, ze déti pfi praci nahlédnou na feSeni na karté
jesté pred dokoncenim vypoctl celé sady, neni to vSak s imyslem podvadét, ale
snazi se zjistit ,jak na to“.

3 OVERENI POMUCKY V PRAXI

Karty jsme jiz dfive s ispéchem pouzivali v matematice na druhém stupni za-
kladni skoly i v nizs§im gymnéaziu. Metodu jsme vyzkouseli ve tfide, kde zaci
s kartami dosud nepracovali. Obvykle po celou vyucovaci hodinu setrvavaji v la-
vici a nemohou se v zddné ¢asti hodiny volné pohybovat. Prace s kartami toto
bézné pravidlo nabourava. Sondy se ztcastnilo 20 zaka tercie nizsitho gymnézia
(odpovida osmé t¥idé ZS). Procvicovali s kartami nasobeni jednoélenu jednocle-
nem, poté vyplnili dotaznik.

Dotaznik byl sestaven z deviti otazek, které se tykaly zejména zpétné vazby
k praci s kartami. Odpovédi na otazky ¢. 2 a ¢. 3 poskytly doplnujici infor-
mace o tom, jakym zpiisobem Zaci procvicuji dovednosti pfi doméci pfipravé do
matematiky.
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Dotaznik:

1.

Zaujala té tato pomucka?
O Ano, velmi.

O Zaujala.

O Nevim.

O Nezaujala.

O Ne, viibec.

Kdyz si doma procvicuji matematické dovednosti:

O Propocitavam priklady z ucebnice.

O Pocitam priklady ze sesitu, které jsme délali ve skole.

O Vyuzivam priklady z internetu nebo z vyukového CD.

O Doma se dobrovolné nepfipravuji.

O JINA MOZNOSt .. v vttt

. Pfi domAci ptipravé (na tuto otdzku neodpovidejte, pokud se doma nepti-

pravujete)

O se mi dobfe pracuje s ucebnici.

O mi vadi, Ze nemam hned kontrolu a slozité hledam vysledky vzadu
v ucebnici.

O mam nedostatek prikladd k procvicovani.

. Libilo se mi, ze

O jsem meél velice rychle kontrolu spravnosti.

O Ze jsem si piipadny chybny vysledek nasel sdm/nasla sama.

O jsem odhalil néco, co mi nebylo Gplné jasné a vyjasnil jsem si to.
O jsem se mohl mezi vypocty projit (kdyZ jsem si Sel pro jiné karty).
O jsem mohl pracovat vlastnim tempem.

. Vadilo mi

O Ze jsem musel vstavat a jit pro jiné karty.
O Ze jsem pracoval jinak, nez jsem zvykly.

. O Radéji jsem si vybiral/a barevné karty.

O Radéji jsem si vybiral/a bilé karty.
O Bylo mi lhostejné, zda volim karty bilé nebo barevné.

. Takovouto pomticku bych pro doméci procvi¢ovani uvital/a.

O Ano O Ne

. Uvital/a bych takovou pomticku ve vyuce i pfi procvicovani jinych témat.

O Ano O Ne

. Tvdj nazor na pomicku:
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4 INFORMACE Z DOTAZNIKU

Zaky pomticka zaujala, libilo se jim, Ze méli velice rychle kontrolu spravnosti
(70 % zaki), mohli pracovat vlastnim tempem (55 %), pfipadny chybny vysledek
si nasli sami (25 %), mohli se mezi vypocty projit, kdyZ si §li vyménit karty
(20 %), odhalili néco, co jim nebylo uplné jasné a vyjasnili si to (5 %). Jeden
zak pripsal, Ze se mu libilo, Ze mohl opisovat spravné vysledky ze zadni strany.

V dotaznicich néktefi zaci uvedli, ze jim vadilo, ze museli vstavat a jit pro
jiné karty (25 %), ze pracovali jinak, nez byli zvykli (20 %). Tuto pomiicku by
uvitali pfi procvicovani jinych témat v matematice (95 %), pfi doméci piipravé
(90 %). Z dalsich odpovédi déti v dotaznikové polozce ,tvilj ndzor na pomticku®
uvadime: Nemusi se opisovat zadani prikladu; To se mi libi. Bylo to dobreé, takto
bych chtél procvicovat i ostatni predméty. Je velice praktickd, mohla by pomoct
pTi vyucovdni i slozitéjsich prikladi.

7 doplnujicich otazek vyplynulo, Ze zaci pfi dobrovolném domécim procvico-
véani propoéitavaji ilohy z udebnice (45 %) a tlohy ze seSitu, které byly Feseny
ve Skole (40 %). Nékteii Zaci vyuzivaji ilohy z internetu a vyukovych CD (10 %)
a nékteii se dobrovolné nepiipravuji (35 %). Zaci uvedli, Ze jsou zvykli praco-
vat s ucebnici, ale ze jim vadi, Ze nemaji hned kontrolu a musi slozité hledat
vysledky vzadu v ucebnici.

5 VYHODY A NEVYHODY, KTERE PRINASI POUZITI POMUCKY

Vyhody: Dostatecné mnozstvi tloh k procvicovani; rychla kontrola spravnosti
feSeni, efektivni zpétna vazba zaka; emocionalné bezpecné prostiedi pro zéka;
aktivizace a samostatna prace i slabsich zakd; zaci pracuji individualnim tem-
pem; zaci si do jisté miry Fidi svou praci sami, voli si poCet a obtiZnost karet
(pokud jsou karty s ndro¢néjsimi tlohami k dispozici); dodrzovéni psychohygi-
eny zakl, zaci méni ¢innost, mohou se projit; dodrzovani psychohygieny ucitele,
ma prostor napf. vénovat se individualné nékterym zakiim; jednou vyrobenou
pomucku muze ucitel pouzivat opakované; tematicky soubor karet lze prabézné
dopliiovat o nové karty.

Nevyhody: Casova naro¢nost na vyrobu; karty vyrobené pouze z papiru maji
malou zivotnost, je vhodné zatavit je do folie; stava se, ze se néktera karta ztrati.

6 ZAVER

Princip metody procvicovani aritmetickych dovednosti s kartami, na nichz jsou
tlohy z jedné strany a feSeni ze strany druhé, neni novy. Je to metoda jednodu-
ché, ale velmi efektivni, navic nabizi fadu moznych obmén. V praxi se osvédcila,

také zaci z nasi sondy hodnotili pomicku kladné, ocenili zejména velmi rychlou
kontrolu svych vysledkt. Cas, ktery ucitelé do piipravy takovéto pomiicky vloz,
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se jim mnohokrat vrati. S ispéchem v praxi pouzivame karty tohoto typu k pro-
cvicovani i jinych tematickych celkd a vérime, Ze nas prispévek inspiruje ucitele
k pouzivani této pomtcky.
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POROVNANIE VEDOMOSTI A ZRUCNOSTI
DESATROCNYCH ZIAKOV V TESTOVANI Z MATEMATIKY
V ROKOCH 2002 A 2011

Viera Ringlerova, Tatiana Kosinarova

1 Uvob

V gkolskom roku 2002/2003 realizoval Statny pedagogicky tstav v spolupraci
s odbornikmi Ministerstva Skolstva, vyskumu a technoldgii Franctizskej repub-
liky meranie vedomosti a zruc¢nosti desatroénych ziakov zo slovenského jazyka
a literattry a matematiky. DalSie meranie takto starjch ziakov sa uskutocnilo
ku koncu skolského roka 2010/2011 ako stiast ¢innosti suvisiacich s realizdciou
projektu ,,Hodnotenie kvality vzdelavania na ZS a SS v SR v kontexte prebie-
hajtcej obsahovej reformy vzdeldvania®“ (ITMS kéd 26110130309) spolufinanco-
vaného z prostriedkov EU, ktorého riesitelom je NUCEM. Do testu sme vybrali
10 tloh z predoslého testovania, aby sme mohli porovnat vykony Ziakov spred
deviatich rokov so sti¢asnou rovnako starou populaciou ziakov.

2 TESTOVANI ZIACI

Objektom testovania v roku 2002 bola populéacia ziakov po ukonéeni 1. stupna
Z8S. Testovanie sa uskuto¢nilo v druhom septembrovom t§zdni, kedy Ziaci este
nemali zopakované ucivo, aby sme preverili trvalo nadobudnuté vedomosti. Z-
Castnilo sa ho 2 772 ziakov zo 117 §kol, ktori zacali navstevovat 5. roénik ZS alebo
primu gymnazia s osemro¢nym stidiom. Testovanie sa realizovalo dva dni. Prvy
den ziaci riesili 37 poloziek a druhy den 28 poloziek z matematiky.

V maji-jini 2011 sa testovania zacastnilo 1300 Ziakov 4. ro¢nika ZS zo 60
§kol. Polozky, ktoré sa opakovali z roku 2002 boli v zosite ¢. 1. Tento zosit riesilo
707 ziakov. Ide o posledny ro¢nik na 1. stupni ZS, ktory sa vzdelaval podla
dovtedy platnej pedagogickej dokumentacie [1, 2.
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3 TESTY

V roku 2002 test z matematiky obsahoval 65 poloziek, z nich bolo 57 otvorenych
a 8 zatvorenych. Za kazdou polozkou v teste bol priestor na vypocty a odpoved.
V kazdom z testovacich dni mali ziaci na vypracovanie testu 50 minat. Vsetci zi-
aci riesili jeden variant testu. Pre hodnotenie spravnych a nespravnych odpovedi
bol vypracovany kédovaci systém.

V roku 2011 bol test z matematiky 30 polozkovy, z toho bolo 20 poloziek ot-
vorenych a 10 s viberom odpovede. Ziaci riesili dva rozne testy. Na vypracovanie
testu mali 60 mintt. Za kazdou polozkou mali priestor na vypocty a odpoved. Po
skondeni testovania svoje odpovede prepisali do odpovedového formuléra, ktory
bude stidastou pripravovaného celoslovenského testovania ziakov 5. ro¢nika ZS.
Zaroven sa tym urychlilo spracovanie vysledkov.

V pedagogickych dokumentoch od r. 2002 nedoslo k zmenam, preto sme vy-
brali 10 dloh z testovania z roku 2002 a zaradili sme ich do jedného testovacieho
zosita v r. 2011. Ulohy boli zo vSetkych oblasti podla platnjch pedagogickych
dokumentov. Pri vybere tloh sme boli obmedzeni moznostami odpovedového for-
mulara. Z vytypovanych tloh boli zaradené do testovacieho zosita tie, v ktorych
odpovedou bolo jedno ¢islo. Oproti roku 2002 sa zmenili v §koldch pouzivané
ucebnice a pracovné zoSity. Predpokladame, Ze to bude hlavny dévod rozdielov
uspesnosti v jednotlivych polozkach. Overenie tohto predpokladu bude mozné
po vyhodnoteni dotaznika, ktory vyplnili ucitelia matematiky testovanych tried.

4 VYSLEDKY

Blizsie sa budeme venovat desiatim tlohdm, ktoré boli v oboch rokoch rovnaké
a tvorili kotviace polozky. V roku 2002 ziaci dosiahli v kotviacich polozkach testu
z matematiky dspesnost 71,9 % a v roku 2011 65,9 %. Rozdiely v GspeSnosti nie
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su vecne vyznamné. Histogramy tispesnosti z oboch rokov maja asymetrické roz-
delenie, posunuté s smerom k vyssim dspesnostiam, vyraznejsie sa vSak nelisia.
V roku 2002 najviac Ziakov dosiahlo 90% a 100% tspesnosti, v roku 2011 najvicsi
pocet ziakov mal 80% a 70% uspesnosti.

Tab. 1: Uspesnosti kotviacich poloziek

Polos B ) . ) Uspesnost | Uspesnost Kognitivna
olozka | Poziadavky na vedomosti a zruc¢nosti v % v % rover
2002 2011

1. Urcenie kone¢ného poc¢tu predmetov 77,1 68,7 1

2. Doplnenie v rovnosti vynechaného ¢lena 86,4 86,4 1

3. Pisomné od¢itanie prirodzenych ¢isel 81,0 81,0 1

4. Préca s ¢iselnym radom 69,3 76,2 2

5. Pisomné delenie jednocifernym delitelom 69,8 52,3 2

6. Premena jednotiek casu 46,3 41,9 2

7. Pouzitie informacii z grafu 78,9 71,4 2

8. Vypocet obvodu obdlznika 72,0 59,7 1

9. Zlozena slovnd tuloha 69,3 58,7 3

10. Pouzitie informécii z tabulky 66,8 62,7 2

V obidvoch testovaniach Ziaci najlepsie zvladli polozku, v ktorej mali doplnit
v rovnosti vynechany c¢len a najvicsie problémy im robila premena jednotiek
¢asu. V dvoch pripadoch bol medzi vysledkami v jednotlivych rokoch statisticky
vyznamny rozdiel na trovni velmi miernej vecnej signifikancie. Tento rozdiel
bol v polozkach 5 a 8, lepsie ich zvladli ziaci v roku 2002. Zostavajacich osem
poloziek zvladli na porovnatelnej tirovni, niektoré tplne rovnako, iné o nieco
lepsie v roku 2002 alebo naopak v roku 2011.
5. Vypoditaj: 2808 : 4 =

V tejto polozke sme overovali pisomné delenie jednocifernym delitelom.
U tohtoroénych stvrtakov mohol byt problém aj v tom, Ze do testovania niektori
Ziaci eSte pisomné delenie jednocifernym delitelom neprebrali.
8. ObdlIznik mé dlzky stran 8 cm a 30 cm. Uréi obvod tohto obdlznika.

Ziaci pravdepodobne nemaji dostatoéne upevnent predstavu pojmu obvod.
Vytvéaraniu predstav je potrebné venovat nélezitii pozornost a netreba ich urych-
lTovat. V testovani 2011 az 19 % ziakov uviedlo hodnotu obvodu ¢islo 38, teda len
stcet dvoch susednych stran. V roku 2002 takto postupovalo iba 4,5 % ziakov.

1. Kolko knih je na obrazku?
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V prvej polozke mali Ziaci uréit pocet knih na obrazku. Takmer 12 % tohto-
roénych §tvrtdkov uviedlo pocet 24, pricom prehliadli skuto¢nost, Ze na jednej
kopke st tri knihy. V roku 2002 takito chybu urobili 4 % ziakov.

2. Dopln é&islo tak, aby platilo: 540— = 200

V tejto polozke dosiahli ziaci v oboch rokoch rovnaky vysledok. V roku 2011
uviedlo 4,2 % ziakov ako spravny vysledok 740 oproti 1,6 % Ziakov v roku 2002.
Vysledok 240 v roku 2011 uviedlo 1 % ziakov, v roku 2002 to bolo 2,1 % Ziakov.

6. Nedelny film sa zadal o 19.30 hod. a skonéil o 21.10 hod. Kolko
minut trval?

Tato polozka robila Ziakom v oboch testovaniach spomedzi desiatich kot-
viacich poloziek najvécsie problémy. Niektori ziaci pravdepodobne nevenovali
pozornost zneniu otézky. Vypocitali sprdvny vysledok, ale uvadzali ho v tvare
1.40. V roku 2011 takto reagovalo 9,6 % Ziakov a v roku 2002 takychto ziakov
bolo 7,6 %.

9. MiSo ma vo vrecku 90 gul6éok, Peter 60. Kolko gul6¢ok musi dat
Miso Petrovi, aby ich mali rovnako?

NajcastejSou chybou, ktoru ziaci robili v tejto zlozenej slovnej tlohe, bol
len vypocet rozdielu poétu guldcok. V roku 2011 thato chybu urobilo 24,6 %
ziakov, v roku 2002 takychto ziakov bolo podstatne menej a to 7,1 %.

5 ZAVER

7 dotaznika, ktory bol ziakom administrovany po skonceni testovania v roku
2011, 3 % ziakov pri polozke 5 uviedlo, Ze ucivo nepreberali a 5,6 % ziakov polozke
nerozumelo. Polozke 4, doplneniu &isla do ¢éiselného radu, nerozumelo 3,5 %
ziakov a polozke 10, zameranej na pouZitie informécii z tabulky, nerozumelo
takmer 5 % Ziakov.

Tohtoro¢né testovanie Ziakov 4. roénika ZS nas utvrdilo v tom, ze cyklické
testovania su potrebné. Ak sa v testovaniach pouZiju aj kotviace polozky, mo-
zeme vyslovit redlnejsie zdvery o porovnaniach populécii a trendoch.

V juni 2012, v ramci projektu ,Hodnotenie kvality vzdelavania“, bude testo-
vanjrch 2 000 ziakov reformného 4. roénika ZS, pricom 60 §kdl bude s vyucovacim
jazykom slovenskym a 25 s vyucovacim jazykom madarskym. Ziaci reformného
4. ro¢nika ZS postupuji podla ,Stétneho vzdeldvacieho program pre 1. stupeii
ZS v SR¥. Bud riesit 30 tiloh, 20 s kratkou odpovedou a 10 s vyberom odpovede.
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JEDNA Z CEST OD HRY KE GEOMETRII

Alena Sarounova

Kazdé geometrické poznani se poznendhlu rozviji od tplnych prapocatk,
které viibec neptipominaji néco dtlezitého, pres jesté zdanlivé jednoduchou geo-
nich, kde je ji nemnoho, az ke studiu riznych matematickjch obort na skolach
vysokych, pokud to jejich zaméfeni vyzaduje. PFitom mnohé pojmy tzv. vyssi
matematiky vychazeji z jednoduchych poznatki, které by si déti mohly uvédo-
mit p¥i béZné viuce na ZS, kdyby na né byly pii praci upozornény. Nekdy staci
jen ve vhodny c¢as zdlraznit ¢i pfipomenout poznatek vychézejici z praxe, tako-
vou témér samozrejmost, z niz pozdé€ji vyroste tfeba i zaklad celé matematické
discipliny. My ucitelé musime vsak byt na takové pfipomenuti pfipraveni pre-
dem, abychom ty vhodné okamziky skutecné vyuzili. Méli bychom mit takovy
nadhled nad latkou, aby ndm bylo zcela jasné, kdy a pii jakych ¢innostech se
objevuji poc¢atky poznatki a dovednosti, k nimz déti vedeme. Potfebujeme rov-
néz vyhled do budouciho mozného studia zadkt po opusténi nasi skoly, protoze
i v nasich t¥idach se poc¢inaji rozvijet zaklady dalSich poznatkt, s nimiz se budou
muset studenti na vyssim stupni skoly popasovat.

Ukazme si nékolik takovych samoziejmosti a cest, bez nichz se skolni geo-
metrie budovat s porozuménim nedé a které jsou dilezité i pfi vysokoskolském
studiu matematiky. Mam na mysli zkuSenosti se stavebnicemi, hry s kostkami,
rozdélovani ttvaru rovinného i prostorového na casti, skladani dlazdic, vnimani
soumeérnosti a obecné shodnosti — a hlavné smysl pro experimentovani. Pokud
by byla materska skola dobfe vedena, vétsinu vyjmenovaného déti v jisté mire
maji uz pii pfichodu do skoly, i kdyz o tom mozné nedovedou pohovotit. Na nas
zélezi, jak s témito zkuSenostmi nalozime.

Podivejme se, kam az mtzeme dojit od détské zkusenosti, od her s kostkami,
Ctverecky apod.

Na obr. 1 jsou znazornény spleti nacrtnutych Sipek rizné cesty vedouci od
détskych her pres skolskou geometrii az k vys$si matematice a nékterym z odvétvi,
kde se rtizné aplikace matematiky bézné pouzivaji.

Vdécnou ¢innosti jsou tlohy vedouci k pokryti roviny. Umoznuji rozvijet vy-
tvarné citéni. Pokud jsou pfedem dany dlazdice riznych tvart a hledame zptisob
jejich uloZeni, aby pokryly pozadovanou plochu, privadéji déti ke kombinatoric-
kému mysleni. Pti praci s dlazdicemi snadno prejdeme od skuteéné manipulace



146 Alena Sarounové

Obr. 1: Sit cest od hry ke geometrii a jejim aplikacim

s vystfizenymi tvary k zakreslovani navrhti do vhodnych siti. Napsala jsem za-
kreslovani, to znamena ¢rtani, aby objevovani moznosti nebylo ruseno rysovacimi
pomtickami a co nejvice se blizilo hravému piemistovani skuteénjch vystfizenych
tvart. Rysovani muze piijit az potom. To je v podstaté sice skrovny, ale pod-
statny pocatek formalizace, prvni matematizace problému. Na obr. 2 vidime
nacrtky navrht do takovych siti.
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Obr. 2: Dlazdice zakreslené do pfipravenych siti

Zajimavou ulohou je hledani dlazdic jinych tvard, jejichz konstrukce vychézi
z jednoduchych siti. Af uz se pouzije déleni rovinnych pést nebo konstrukce
dlazdice postupnou deformaci stran ¢tverce ¢i jiného pravidelného n-tithelniku
pomoci stfedovych soumérnosti, vzdy je zachovana velikost plochy ptavodni dlaz-
dice. A jsme u rovnoplochosti tvarid. Princip? Co jsme odebrali na jedné strané,
na druhé pridame — a obsah se nezméni. Jak jednoduché! Oboji typ deformaci
je nacrtnuty na obr. 3.
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Obr. 3: Navrhy novych typt dlazdic proménou jednoduchych n-thelnikt

Od osové soumeérnosti je jednoduchéa cesta k osové afinité, pokud zdiraznime
pfi konstrukcich v osové afinité roli pfimek vice nez konstrukei jednotlivych bodi
podle definice.

Osovou soumeérnost 1ze zavést pomoci ¢tvercové sité, ale neni dobré pouzivat
pouze tuto a ne jinou, protoze prili§ odvadi pozornost od obecné polozenych
piimek a jejich obrazt. Muzeme zkusit sit trojihelnikovou a osu soumérnosti
lezici v jedné z jejich primek — obr. 4. Pak by mélo navazat pifimé rysovani.

N

Obr. 4: Osova soumérnost a afinita v sitich

Riizné sité a jejich transformace vidime napt. ve skolnim atlase, ale 1ze je po-
uzit i pfi modelovani tvart listt a jinych objekti. Je-li transformace sité afinni,
zmeéni se osova soumérnost v zajimavé zobrazeni. Jeho pouziti na vodorovnych
dopravnich znackach neni zcela presné, ale dobfe ilustruje, jak poloha pozorova-
tele ovlivni to, co opravdu vidi — obr. 5. Podobné v oblasti tvorby sloupkovych
grafl se Casto uzivaji nikoli kolmé osy, o velikosti jednotek nemluvé. I ¢ast grafu
funkce y = 2sinx v kartézské soustavé soutadnic na obr. 6 je afinnim obrazem
grafu funkce y = sin z.
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v

y=sinx

Obr. 6: Grafy funkci y = f(z) a y = k- f(x) jsou v afinnim vztahu

V nasi siti Sipek na obr. 1 je také uvedeno stavebnictvi. Mame-li z néjakého
materidlu vytvorit danou architekturu vétsich rozmérd, je nutné ji myslenkové
rozdélit na mensi ¢asti, z nichz se da pak skutecné sestavit. Tento kol fesila
ve stavebnictvi stereotomie neboli kamenofez. Odpovida tomu déleni daného
obrazce v roviné na mensi dilky — pokryti dané plochy dlazdicemi. Stereotomie
ovSem Tesi nejen tlohu geometrickou, ale musi prihlizet i k fyzikdlnim zdkonim
a estetice stavby, pokud budou vnéjsi spary mezi kameny viditelné.

Danou plochu je vSak mozno pokryt i zcela jinym zptsobem. Uz to, ze vy-
dlazdime dvorek lomovym kamenim, je v podstaté pokryti. Jen neni specifikovan
tvar pouzitjch dlazdic. Ziva p¥iroda také zna pokrjvani povrchu — nemé rada
vakuum. Organizmy se snazi pokryt jakykoli pfihodny kousek povrchu co nej-
dokonaleji. Ukazme zjednoduseny piiklad. V kruhové sklenéné nadobé je zivna
puda, ktera byla ve tfech bodech naoc¢kovana ¢asteckami stejného druhu plisné.
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Plisen se $ifi na vSechny strany stejné rychle, protoze pokusna zivna ptida i tep-
lota jsou v této Petriho misce homogenni. Kazda z téchto kolonii plisné se sifi
tak dlouho, nez narazi na prekazku — sténu misky nebo konkurenta. Na obr. 7
vidime kone¢né obsazeni misky, kdy uz nezbyva volny prostor k ristu.

Obr. 7: Hranice plisni v Petriho misce

Obr. 8: Apolloniova kruznice s prumérem 8 jednotek

Na obr. 8 mame jiny typ hranice. Je vymezena dvéma mravenisti A, B v jinak
téz homogennim poli. Mravenisté A je tentokrat ale dvakrat silnéjsi ¢i rychlejsi
nez mravenisté B. Hranice, kterd mezi nimi vznikne, je tentokrat kruhova. Je
to Apolloniova kruZnice — mnozina vSech bod v roviné, které maji od dvou
danych rtiznych bodl (této roviny) konstantni pomér vzdalenosti 2 : 1. Z hlediska
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vyhledu mravenci z mravenisté B to neni veselé. Protoze je obkliceno ze vsech
stran, muze bud splynout, nebo byt zotroceno témi druhymi, pfipadné nucené
zanikne. Totéz plati u vymezovani zZivotniho prostoru, lovisté, stanovisté porostu,
lidského spolecenstvi. Jen ty hranice nebyvaji tak geometrické, protoze v nasich
zivotnich prostorech se o homogenité mluvit neda. — A tak jsme se dostali od
stavebnice az ke kiivkdm matematicky definovanym jako Apolloniova kruznice —
i k zivé prirodé. ..
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Materiadly mé matky — dochované seSity a rysy z méstanské skoly v Dobrusce
ze let 1930-1935.

Vlastni zapisky ze ZS a stfedni koly pedagogické z let 1946-1954.

Zajimavé materidly nasich posluchac¢ii vhodné pro ZS i SS jsou déle zveiej-
nény na strankach katedry didaktiky matematiky MFF UK Praha.

A mnoho pékného ke geometrii, jeji vyuky i vyuZiti v praxi najdete v pred-
véleénych ucebnicich.

Déle doporucuji Atlas geometrie, ktery ma kone¢né vyjit letos (2012) v 16té
v nakladatelstvi Academia Praha. Snazili jsme se dodat mu podobu, ktera by
co nejvice vyhovovala ucitelim nasich zdkladnich a stfednich skol pro rychlé
ziskani materiala k zajimavym aplikacim geometrie v technice i umeéni.
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Z1LOMKY VE VYUCOVANI MATEMATICE
NA 1. STUPNI ZS; NEKOLIK POSTREHU

Marie Ticha

1 UvoDEM

Ve VUP byla v roce 2011 zpracovana Studie k problematice matematické gra-
motnosti v zédkladnim vzdélavani, v jejimz zavéru jsou uvedena Doporuceni pro
inovace kurikula. Je v nich uvedeno, ze ,,...by bylo vhodné zatadit zaklady po-
¢itani se zlomky a desetinnymi Cisly ¢i propedeutiku téchto pojmt explicitné do
oCekavanych vystupt 1. stupné ZS“.

Toto doporuceni se stalo podnétem pro usporadani pracovniho seminéfe
v ramci konference Jak ucit matematice Zdiky ve veku 10-16 let zaméfeného na
otazky spojené s vytvarenim pojmu zlomek. V pfispévku se pokusim uvést né-
které myslenky, ndzory a postfehy o problémech rozvijeni piedstav i ,,poctarské
rutiny® na 1. stupni ZS, které byly piedmétem diskuse tc¢astnikt. P¥ipominam
v ném zjisténi ze spoluprace s uciteli i z Setfeni provedenych v minulych letech
(Tich4, 1995; Tich4, Machackova, 2006; Ticha, HoSpesova, 2010).

2  OBTIZNE TEMA zlomek

Mezi uciteli i didaktiky matematiky panuje shoda, ze pojem zlomku patii k nej-
Je jednim z hlavnich problémt matematického vzdélavani. Jako divod pro zara-
zeni zlomku do kurikula se zpravidla zddraznuje jejich vyznam pro propedeutiku
algebry, uc¢iva o funkcich i pro vyuzivani zlomkd v praxi (Divisek, 1989; Ticha,
Machackové, 2006). Rozvijeni pfedstav o pojmu zlomek je tfeba se ve Skolnim
vzdélavani vénovat soustavné. Predstavy kolem zlomkt se ale zacinaji vytvaret
jiz dfive. Jednéa se o oblast, ktera obsahuje Siroké pole otazek. V diskusi jsme se
zamérili na nékteré z nich.

3 OD DELENI CELKU NA CASTI KE ZLOMKU

Zlomek je jedna z moznosti jak chapat, vyjadfovat, zapisovat kvantitativni vztah
celku a ¢asti/¢asti (Hejny, 1999; HoSpesova, Kufina, Tiché, 2003). Pochopeni
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vztahu celku a Céasti se uplatiiuje a projevuje v ruznych oblastech kazdodenni
praxe i matematiky.

Je zfejmé, ze chapani vztahu celku a ¢asti se za¢ina rozvijet jiz v pfedskolnim
véku, kdy se déti setkavaji s délenim celku na casti, zvlasté se spravedlivym
délenim. Neforméalni poznatky o vztahu ¢asti a celku se pak dale rozvijeji jiz od
1. ro¢éniku pfi porovnévani, séitdni a od¢itani (Tichéd, Machackova, 2006).

Podle naseho nazoru je mozné se na obsah matematického vzdéldvani na prv-
nim stupni ZS divat jako na systém propedeutik. Na budovani piedstav vztahu
celku a ¢asti je mozné nahlizet jako na propedeutiku pojmu zlomek. Je vSak tfeba
davat pozor na to, ze déti si vytvareji vlastni predstavy, které jsou casto mlhavé,
neptresné nebo dokonce chybné; dité se k nim dopracovalo samo a proto jsou
zpravidla hluboce vzité. Proto jsou casté vypovédi typu: ,,dej mi vétsi polovinu
kolace®, ,kolac jsme rozdélili na ¢tyti poloviny“.

Vytvafeni predstav zlomkt u zakféi 1. stupné ZS bychom méli zalozit na
¢innostech, které k pojmu zlomek vedou. Tim je zvlasté déleni celku na ¢asti
podle specifickych vlastnosti, napfiklad mit stejny pocet prvki, mit stejny obsah,
obvod a podobné.

4 JAK SE ZACI 1. STUPNE SETKAVAJI SE ZLOMKY

Mnozi zaci uzivaji ndzvy (ne zapisy) polovina, tfetina, ¢tvrtina, ... Je to zfejmé
proto, Ze se s nimi soustavné setkavaji v kazdodennim zivoté. Avsak slovo polo-
vina, resp. ptlka (a podobné tfetina, ¢tvrtina, desetina, ...) chapou jako syno-
nymum slova ¢ast.

Jak upozornil K. Hrusa (1964) ,zpravidla tu nejde o zlomky; témito nézvy
se totiz oznacuje tzv. déleni na stejné ¢asti (vypocitat ctvrtinu ze 76 je pro zéka
narodni Skoly totéz jako délit 76 : 4) ...tF ¢tvrtiny z 56 ... neni nic jiného nez
zkracena formulace pro tlohu: ¢islo 56 dél ¢tyimi a vysledek nasob tfemi, ... “.
(ZAci stanovuji naptiklad prekldddnim papiru/vypocétem, jakou ¢ast/kolik ¢ini
souhrn nékolika stejnych dilt papiru/¢isla.)

Podobné J. Divisek (1989) poukézal na to, Ze na 1. stupni ZS ,,...zlomek
chipeme jen jako charakteristiku velikosti ¢4sti celku (nikoli ¢islo) nebo jako
¢iselny operator, ktery dané prirozené ¢islo prfeméni na jiné piirozené cislo.*

V mimoskolnich situacich se déti se zlomky setkavaji zpravidla ve formé kvan-
titativnich idajt ve veli¢inach (Z kg, % hodiny, ... ). Ve kole jsou zlomky ¢asto
uvadény jako operatory v tlohach typu Ve tride je 20 Zdki. Dvé pétiny z nich
jsou chlapci. Kolik je ve tridé chlapcu?

Uvedené aspekty (,operatorovy“ a ,veli¢éinovy“ nejsou ale oddélovany. Na-
opak. V tlohéach jsou casto zohlednény soucasné riizné aspekty. Napiiklad ve

vy$Sich ro¢nicich se mohou setkat s tlohou: Déti snedly 1 z 3 kg jahod. Kolik

jahod snédly?
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Pokud se jedna o spravedlivé rozdélovani jde o ¢innost, kdy je tfeba vychozi
pfedmét (objekt, celek) rozdélit na n-stejnych ¢asti nebo vyéclenit, oddélit jednu
wentinu“ vychoziho objektu. ,,Entina“ to je vysledek, ke kterému se touto ¢innosti
dojde, je pro zaky vlastné nova jednotka, jednotka jiné kategorie.

Déleni na stejné ¢asti (spravedlivé rozdélovani) vede k préci s kmenovymi
zlomky. (Podrobnéji je o kmenovych zlomcich jako o jedné z kli¢ovych oblasti
pojednano v praci M. Hejného, Hejny, 2004.)

Vicekrat jsme méli moznost se presvédcit, ze zaci skutecné pracuji a posléze
pocitaji s kmenovymi zlomky zpravidla jako s novymi jednotkami. Je t¥eba se
ptat, co vlastné pocitaji, co si predstavuji. Castou interpretaci slova pétina ilu-
struje ukéazka, jak zaci 5. a 6. ro¢niku resili tkol:

Uloha 1
Petr si zapsal zaddni slovni ilohy se zlomky pomoci ndsledugjicitho obrdzku. Na-
piste slovni tlohu, kterou si mohl takto zaznamenat.

Jirka l:l:l }
Tomas D:D

Obr. 1

74k 5. roéniku vytvofil tlohu
Maminka koupila 55 maljch koldcku. Jirka snédl dvé pétiny ale Tomds snédl
o pétinu vic nez Jirka. Kolik koldcki snédl kazdy z nich?

Svoje feseni oduvodnil: Slovo pétina je stejné jako slovo kosik napriklad
v uloze
Jirka mel 2 kosiky jablek. Tomads mél o jeden kosik vic neZ Jirka. Dohromady
meli 55 kg jablek. Kolik kg jablek bylo v kaZdém kosiku jestlize v kazZdém bylo
stejné?

Je patrné, ze zak chdpe oznaceni jedna pétina jako novy objekt, novou jed-
notku oznacenou slovem pétina (resp. zndzornénou jednim malym obdélnickem
na obrdzku). S témito pétinami pocitd s jako s pFirozenymi ¢isly.

A 7&kyné 6. ro¢niku napsala tlohu

2 3
Jirka a Tomds usettili dohromady 55 K¢. Jirka usetril = a Tomds usetril 5
Kolik korun uSetril kazdy z nich?

Opét se tu projevil mozny rusivy vliv poznatki a zkuSenosti z pocitani s pri-

rozenymi Cisly a déale se tu potvrzuje pomérné casto vyslovovany nazor, ze vy-

tvareni pojmu zlomek je tifeba se vénovat systematicky a to jiz od nejnizsich
ro¢nikti. Objevuji se dokonce varovani, ze pokud se se zlomky nezacne vcas, zaci
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se prilis ,zabydli“ v pocitani s pfirozenymi ¢isly a to mutZe negativné ovlivnit
pochopeni pojmu zlomek i provadéni operaci se zlomky. (Projevuje se to pozdéji
napiiklad u nasobeni zlomki — Zaci jsou presvédceni, ze nasobit vzdy znamena

- 1 2
zvétsit. Zak 6. roéniku popsal situaci Hanka snédla e Petr 3 krdt vice.)

5 REPREZENTACE A INTERPRETACE

Mnohokrat jsme se presvédcili, ze ve skole se pojem zlomku vynofuje spontanné
(mimovolné, bezdééné), ¢asto i bez podnétu uditele — podnét prichézi od zaki.
Zcela samoziejmé feknou, ze koupili tii ¢tvrté kilogramu tiesni, jizda trvala piil
hodiny a podobné. Pokud hleddme cesty, jak vytvaiet predstavu pojmu zlomek,
je potfebné zamyslet se nad vyuzitim riznych reprezentaci (modeld) a to zv1asté
¢innostnich, ikonickych a symbolickych.

Déleni na stejné ¢asti mohou zaci modelovat v rtznych prostiedich diskrét-
nich (kulicky, Z4ci t¥idy, ...) i spojitych (list papiru, provazek, ...) ...pfipadné
znézoriiovat graficky — mluvime o rtznych zptisobech reprezentace (podrobnéji
v Ticha, Machéackova, 2006). Zaci maji malou zkusenost se symbolickou repre-
zentaci. Pozdéjsi zavedeni symbolické reprezentace podle naseho nézoru nevadi,
podstatné je rozvijeni predstav a neformalnich znalosti na zakladé ¢innostni
a ikonické reprezentace. Naopak — rychly prechod k symbolické reprezentaci a za-
nedbavani ¢innostnich a ikonickych reprezentaci je z hlediska vytvareni dobrych
predstav skodlivé.

Stejné tak jako o reprezentacich je tfeba pfemyslet o riznych interpretacich,
tedy o tom, v jakych situacich a vyznamech se Zaci setkdvaji se zlomky. Na
druhou stranu skutecnost, Ze zlomek mtize byt interpretovan riizné (zv1asté: ¢ast—
celek, pomér, operator, podil, mira), mtze se k nému pfistupovat z riiznych thla
pohledu, se mtze projevit jako vyznamny zdroj nesnazi se zlomky (Machackova,
Tich4, 2006). AvSak soucasné je tfeba si uvédomit, Ze pokud zlstaneme pouze
u interpretace cast—celek, znacné tim ochudime pfedstavy zaki.

EXPERIMENT V 5. ROCNIKU

Vyucujici se systematicky ve vyucovani snazila situaci vzdy rdzné modelovat,
budovat pfedstavy. Chtéli jsme zjistit, které interpretace vyvola obrazek.

Uloha 2
Popiste situaci na obrdzku.

Pétina nebo kulicka: Hrali jsme kulicky a ja jsem dvé prohral. Z péti
kulicek mi zbyly tfi.

Zak mluvi o kulickédch (popisuje obrazek), ale protoZe se pravé probiraji
zlomky, chce dat najevo, ze o nich také néco vi.
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ZkuSenosti z vyucovani ukazuji znamy problém identifikace, stanoveni celku.

Pripomenme si dvé ¢asté chybné tvahy:

e pokud jsou v textu tlohy dvé ¢isla, pak jako zdklad budeme brat vétsi

7z nich,

e pokud je v textu ¢islo a zlomek, pak c¢islo pfedstavuje celek.

Nase zkusenosti ukazuji, ze miskoncepce pomuze odstranit feseni tiloh typu:

Uloha 3
Postavte celou stavbu
Jajsem ) { Tojajsem |
L 1
l = Ja jsem 7
/]
U S ¢

R
\_“ | IS

Uloha 4
Které mince a bankovky mdme?

[ - g -
- Pt
\ = )
_// e
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Dopliite
Pétikoruna je: polovina z ..., ¢tvrtina z ..., desetina z ..., dvacetina z ...
Desetikoruna je ...

DvA EXPERIMENTY SE ZAKY 5. ROCNIKU
Védomi potieby znat celek bylo podstatou feseni uiloh, které jsme zadali zakdm
patého roéniku. Vyuéujici navrhla dlohu 5 (podrobné v Tiché, Ho$pesova, 2005):

Uloha 5

1 1 1
Mate tri stejné papirové ctverce. Jeden z nich je > druhy 3 a treti 1 Jak je to

1 1 1
2 3 4

Vyucujici na stdl polozila také tii rizné ,,dlouhé obdélniky“ takové, ze bylo
mozné ihned poznat, Ze ¢tverec predstavuje polovinu jednoho z nich, tietinu
druhého a ¢tvrtinu tfetiho. Sama vSak o téchto ,,dlouhych obdélnicich“ nemluvila
a Cekala, zda a jak na né zaci zareaguji.

mozné?

Zéci si pomérné brzy uvédomili roli ,dlouhych obdélniki“ a navrhli dvé fe-
Seni.

Honza poklada na ,,dlouhy obdélnik* Kacka priklada vedle ,,dlouhého obdél-
niku*

1 1
3 3

A Honza argumentoval: ,Jd si myslim, Ze to Kacka ma Spatné. Kdyby to
bylo, jak to md Kacka, tak by tady byl jeden (ukazuje na obrézek), druhej, tret,
a to uZ je cturtej, takZe by to byla jedna ctvrtina.“

Uloha 6
Koupili jsme si s bratrem kola¢. On si vzal Sestinu. TakZe ja si vezmu pétinu
zbytku, abychom meéli oba stejné. Je to vibec pravda?

A Tomds si vezme cturtinu dalstho zbytku — ted nevim, bude mit taky stejné?

Zaci pracovali ve dvojicich a vétSina z nich dosla ke spravnému reseni a byli
schopni ho vysvétlit a odtvodnit.
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7

Obr. 5

POzZNAMKA NA ZAVER

Ucitelé, ktefi uéi matematiku na 1. stupni ZS, ¢asto vyzyvaji zaky, aby vytvorili
slovni tlohu napfiklad k vypoc¢tu 5+ 8, nebo dokonce k 3 - (4 + 5). Tvofeni tloh
vede k hlubokému porozuméni a maze byt i vyznamnou motivaci k ¢innosti. Bylo
by dobré, aby se na tvoreni uloh Zdky nezapominalo ani pfi probirdni tématu
zlomek.
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STANDARDY Z MATEMATIKY PRO ZAKLADNIi
VZDELAVANI — 2. STUPEN ZS

Hana Liskova, Eva Zelendova

Hlavni zameér konference Jak ucit matematice zaky ve véku 10-16 let v roce
2011 vystihuje jeji podtitul: Standardy pro matematiku na ZS a testovani zaki.
Opravnénost volby tohoto tématu je zfejmé, testovani zakt a standardy patii
v soucasné dobé k velmi aktualnim otazkam. Ucitele zakladnich skol zajima,
jakou podobu standardy maji, kdo je vytvoril, jaké tlohy se budou pro zaky
pripravovat a jaké diisledky testovani pro né a pro jejich zaky piinese. Na ple-
narni pfedndsku doc. Eduarda Fuchse (vedouciho pracovni skupiny, kterd pii-
pravovala Standardy pro matematiku), navazaly dvé dilny. Jedna zaméfend na
testovani zak 5. t¥id, druhé na testovani zaki 9. t¥id. Obé dilny byly pripraveny
ve stejném duchu jako dilny pro ucitele, které probihaly v obdobi od 12. 9. do
18.10. 2011 v ramci seminait organizovanych Narodnim institutem dalsiho vzdeé-
lavani (NIDV) ve vSech krajich nasi republiky. V nésledujicim textu se nejprve
seznamite s celkovym obsahem téchto seminait a podrobné i s obsahem dilen
zamérenych na obor Matematika a jeji aplikace. Dilny zaméfené na matematiku
mély v kazdém kraji pomérné vysoké obsazeni, stejné jako dilna zarazena béhem
konference, a proto se muizete dale seznamit se zdznamy ze 145 pracovnich listi
Gtcastnikl téchto dilen.

1 KRAJSKE SEMINARE NIDV

Hlavnim cilem krajskych seminaiit NIDV bylo sezndmeni ucitelské verejnosti
s organizaci planovaného plosného testovani zakd 5. a 9. tiid a ziskdni zpétné
vazby k zdkladnimu dokumentu Standardy pro zdkladni vzdéldvani (dale jen
Standardy), ktery Ministerstvo gkolstvi, télovychovy a mladeze (MSMT) ve
spolupraci s pracovnimi tymy pripravilo. Seminait se zGcastnili nejen zastupci
MSMT a jejich poradci, zéstupci Ceské gkolni inspekce (CSI) a NIDV, ale i ¢le-
nové pracovnich tymi, ktefi standardy pro vzdélavaci obory Cesky jazyk a li-
teratura, Anglicky jazyk a Matematika a jeji aplikace pripravovali. Program
seminafi ve vSech krajich byl jednotny. Po spolecné ¢asti, ve které ucitelé zis-
kali zasadni informace ohledné vzniku Standardid a zajisténi plosného testovani
v ramci projektu CSI Ndrodni systém pro inspekéni hodnoceni vzdéldvaci sou-
stavy (NIQES), nasledovaly workshopy podle jednotlivych obori.
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2 DILNY ZAMERENE NA OBOR MATEMATIKA A JEJI APLIKACE

Dukladné seznameni ucitelt se Standardy pro matematiku probihalo v dilnach
zamérenych na obor Matematika a jeji aplikace. Jako ivodni pracovni materiél
byla tcastnikiim pfedéna prvni verze téchto standardit, kterd byla urcena ke
zvefejnéni (dostupnd na strankach MSMT http://www.msmt.cz/file/16601). Na
jednom ocekavaném vystupu byly pfipomenuty pojmy z Ramcového vzdélava-
ctho programu pro zékladni vzdélavani: tematicky okruh a ocekavany vystup
a vysvétlen novy pojem indikdtor — konkretizovany ocekdvany vystup. V né-
sledujici ukézce se miizete seznamit se standardem pro jeden ocekavany vystup
v tematickém okruhu Cislo a proménna.

Vzdélavaci | Matematika a jeji aplikace

obor

Roé¢nik 9.

Tematicky | Cislo a proménna

okruh

Ocekavany | M-9-1-07

vystup 74k matematizuje jednoduché realné situace s vyuzitim

RVP ZV proménnych; urc¢i hodnotu vyrazu, scitd a nasobi
mnohocleny, provadi rozklad mnohoclenu na sou¢in pomoci
vzorcu a vytykanim

Indikatory 1. zak Tesi zadané slovni Glohy pomoci proménnych

2. zék tvori smysluplné slovni tlohy, které lze fesit uzitim
proménnych

3. zak vyuziva pri upraveé vyrazu scitani, od¢itani a néaso-
beni mnohoélenti (vysledny mnohoclen je nejvyse dru-
hého stupné)

4. zak vypocte hodnotu vyrazu pro dané hodnoty promén-
nych

5. 74k vyuzivé pii tpravé virazt vytykani a vzorci (a+b)?,
(a—b)? a® = v?

6. zak sestavi ¢iselny vyraz podle slovniho zadéni

Tlustraéni tloha

Je dan vyraz 2z(3m — 1) — m(5z — 2) — 2(m — x).
Za proménnou m dosadte nulu (m = 0) a vyraz upravte.
Upravte ptivodni vyraz pro x = —2.

Poznamky

Tlustracni tloha testuje indikatory M-9-1-07.3 a M-9-1-07.4
Indikator M-9-1-07.2 lze testovat pouze otevienou tlohou.
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Ugastnici dilen potvrdili srozumitelnost zvoleného kédovani jednotlivych in-
dikétort, diskutovali o indikdtorech, které 1ze testovat jen otevienou tilohou (viz
indikétor M-9-1-07.2 v pfedchéazejici ukazce) i o indikatorech, které elektronicky
testovat nelze napft. indikator M-9-3-08.5 zak nacrtne a sestroji obraz rovinného
Gatvaru ve stfedové a osové soumérnosti.

Druhy pracovni material, ktery byl icastniktim dilen pfedan, obsahoval osm
tloh. Tyto ulohy byly pfevzaty z mezindrodniho vyzkumu TIMSS v roce 2007,
ktery byl zaméfen na zaky 8. t¥id (viz publikace [3]). U¢itelé méli samostatné
podle svych zkuSenosti zapsat do pripraveného pracovniho listu k jednotlivym
tloham jeden ¢i dva indikatory, které odpovidaji tomu, jaké , prioritni“ znalosti
a dovednosti by mél zak pfi feSeni tlohy prokéazat. Také méli stanovit obtiznost
jednotlivych tloh na pétistupnové skale obtiznosti: minimalni — minimalni az
stfedni — stfedni — stfedni az maximalni — maximalni.

3 SOUHRNNA ZJISTENTI PRO OSM VYBRANYCH ULOH

Predkladana zjisténi zahrnuji vysledky ze 145 pracovnich listdi tcastnikid kraj-
skych seminaft a ucastnikti dilny pro 2. stupen na konferenci v Litomysli.
U vsSech tloh jsou uvadény pouze ty indikatory, které byly uvedeny u vice nez
desetiny dotazovanych, tedy c¢etnost jejich vyskytu byla vétsi nez 14. Pro kom-
plexnéjsi posouzeni ndm bude slouzit i stupeni obtiznosti (1 nejnizsi — 4 nejvyssi)
uvedeny v mezinarodnim vyzkumu TIMSS a srovnani tispésnosti Ceskych zaka
s mezinarodnim primeérem v roce 2007. Nékteré tlohy byly soucésti testt vy-
zkumu TIMSS jiz v roce 1999, u nich je pro srovnani jako dalsi polozka uvedena
Gspésnost z tohoto roku. Stupné obtiznosti (1-4) a tspésnosti zaki jsou prevzaty
z [3].

Uloha 1
Prvni trubka je dlouha x metrt. Druhé trubka je y-krat delsi nez prvni. Jak
dlouhd je druhd trubka?

Cetnosti indikatorti uvadénych uditeli:
o 73k Tesi zadané slovni tlohy pomoci proménnych 121
e 73k sestavi ¢iselny vyraz podle slovniho zadani 19

Obtiznost podle volby uditeli:

Cetnosti: minimélni — 40; min. az stfedni — 37; stfedni — 49; stfedni az max. —
17; maximélni — 2

prameérna obtiznost 2,34 pfepoctena na skalu TIMSS 1,87

Obtiznost podle TIMSS: 3

Usp&nost v roce 2007 [%]:
Ceské republika 57,1; mezinarodni priimér 47,9
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Uloha 2
Katka, Risa, Radka a Petr prodéavali vstupenky na skolni koncert. Diagram zob-
razuje pocet vstupenek, které kazdy z nich prodal. Dva lidé dohromady prodali
stejny pocet vstupenek jako Katka. Ktefi to jsou?

Cetnosti indikatorti uvadénych uditeli:

Hana Liskova, Eva Zelendova

Risa

Radka

[}t‘ir _

0 10

20

30 40 50 60
Pocet vstupenek

zak porovna kvantitativni vztahy mezi soubory dat zadanych tabulkami,

grafy a diagramy 82

zak vyhleda potfebné tdaje v tabulce, diagramu a grafu 62

zak interpretuje vysledky ziskané porovnavanim soubort dat 47

zak zpracuje, porovna, vyhodnoti, usporada, doplni uvedené tudaje podle

zadani ulohy 34

zék vyhleda a vyjadii vztahy mezi uvedenymi udaji v tabulce, diagramu
a grafu (Cetnost, aritmeticky primér, nejmensi a nejvétsi hodnota) 25

Obtiznost podle volby uditeli:
Cetnosti: minimalni — 57; min. az stfedni — 54; stfedni — 29; stfedni az max. — 4;
maximalni — 1
prumeérnd obtiznost 1,88 prepoctena na skalu TIMSS 1,5
Obtiznost podle TIMSS: 2

Usp&nost v roce 2007 [%]:
Ceské republika 87,2; mezinarodni priimér 63,1

Uloha 3
Tabulka zachycuje vztah mezi x a y.

X

1

Y

1
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Ktera z nasledujicich rovnic vyjadiuje tento vztah?
a)y=xz+4 bly=z+1 c)y=2z-1 d)y=3zx—-2
Cetnosti indikatorii uvadénych uditeli:
e 73k pozné funkéni zavislost z textu tlohy, z tabulky, z grafu a z rovnice 60

e 73k prifadi linearni funkci vyjadifenou rovnici k pfislusnému grafu nebo
tabulce a naopak 52

Obtiznost podle volby uditeli:
Cetnosti: minimélni — 7; min. az stfedni — 27; stfedni — 58; stfedni az max. — 31;
maximélni — 10
prumeérnd obtiznost 3,01 prepoctena na skalu TIMSS 2,41
Obtiznost podle TIMSS: 3
Usp&nost v roce 2007 [%]:
Cesks republika 32,4; mezinarodni primér 38,4
Uloha 4
a=3,b=—1. Kolik je 2a + 3(2 — b)?
Cetnosti indikatorti uvadénych uditeli:
e 73k vypocte hodnotu vyrazu pro dané hodnoty proménnych137

Obtiznost podle volby uditeli:

Cetnosti: minimélni — 16; min. az stfedni — 45; stfedni — 55; stfedni az max. —
30; maximalni — 7

prumeérnd obtiznost 2,78 prepoctena na skalu TIMSS 2,22

Obtiznost podle TIMSS: 4

Usp&nost v roce 2007 [%]:

Ceska republika 33,8; mezindrodni primér 34,2
Uloha 5

Ze které sité se da slozit krychle?

A) B) C)

Cetnosti indikatorti uvadénych uditeli:

e 7ak rozpozna sité zakladnich téles 137
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Obtiznost podle volby uditeli:

Cetnosti: minimalni — 15; min. az stfedni — 28; stfedni — 56; stfedni az max. —
28; maximalni — 9

prameérna obtiznost 2,91 pfepoctena na skalu TIMSS 2,33

Obtiznost podle TIMSS: 3

Usp&nost v roce 2007 [%]:
Ceska republika 65,5; mezindrodni primér 43,5

Uloha 6
Na obrazku je uvnitt ¢tverce vybarveny trojihelnik. Jaky je obsah vybarveného
trojuhelniku?

- 4cm | 2em —-

w

6cm

Cetnosti indikatorii uvadénych uditeli:
e 73k uréi vypoctem obsah (v jednodussich pfipadech) trojahelniku, étverce,
obdélniku, rovnobézniku, lichobézniku, kruhu 129

e 73k odhaduje a vypocita obsah i obvod tutvart pomoci ¢tvercové sité 15

Obtiznost podle volby uditeli:

Cetnosti: minimalni — 5; min. az stfedni — 26; stfedni — 36; stfedni az max. — 49;
maximalni — 16

prameérna obtiznost 3,34 prepoctena na skalu TIMSS 2,67

Obtiznost podle TIMSS: 4

Usp&nost v roce 2007 [%]:
Ceské republika 23,1; mezinarodni primér 28,7

Usp&nost v roce 1999 [%]:
Ceska republika 33,2
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Uloha 7
Dana pece brusinkovy kola¢ z velké davky, ktera je jeden a pilkrat vétsi, nez
uvadi ptivodni recept. Jestlize v ptivodnim receptu bylo zapotiebi 1 salku cukru,
kolik salktu cukru Dana pro sviij kola¢ potiebuje?
Cetnosti indikatorti uvadénych uditeli:
e z3ak uzivd rizné zpusoby kvantitativniho vyjadreni vztahu celek — cast:
prirozenym ¢islem, pomérem, zlomkem, desetinnym ¢islem, procentem 40

e 73k provadi zakladni pocetni operace se zlomky a desetinnymi ¢isly 33

e 74k provadi zékladni Gpravy zlomkt (rozsifuje a krati zlomek, zjednodusi
slozeny zlomek, vyjadii zlomek v zdkladnim tvaru, uréi prevracené cislo,
poc¢itd se smiSenymi ¢isly) 31

e 7ak vyuziva pri feseni redlnych situaci matematicky aparat v oboru celych
a raciondlnich ¢isel 21

Obtiznost podle volby uditeli:

Cetnosti: minimalni — 5; min. az stfedni — 11; stfedni — 42; stfedni az max. — 41;
maximalni — 18

prumeérnd obtiznost 3,48 prepoctena na skalu TIMSS 2,78

Obtiznost podle TIMSS: 4

Usp&nost v roce 2007 [%]:

Ceska republika 26,3; mezinarodni primér 27,4

Uloha 8

Slitina je vyrobena ze zlata a stfibra v poméru 1 gram zlata na 4 gramy stiibra.
Kolik grami st¥ibra je ve 40 gramech této slitiny?

Cetnosti indikatorti uvadénych uditeli:

e 74k vyuzivd dany pomér (véetné postupného poméru) v redlnych situacich
81

e 73k stanovi pomér ze zadanych tdaju 31

Obtiznost podle volby uciteld:

Cetnosti: minimélni — 9; min. az stfedni — 22; stfedni — 36; stfedni az max. — 30;
maximalni — 10

prameérna obtiznost 3,09 pfepoctena na skalu TIMSS 2,47

Obtiznost podle TIMSS: 4

Usp&nost v roce 2007 [%]:
Ceska republika 26,9; mezinarodni priimér 23,3
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Ucastnici dilen se u vSech tiloh velmi dobfe shodli ve vibéru ,hlavnich® indiké-
tortl, které by danad tloha mohla testovat. Diskutovalo se vétSinou o obtiznosti
tloh. Autorky ¢lanku zdmérné vybraly pfi pfipravé pracovniho materidlu tlohy
s vétsi obtiznosti nez minimalni. Pfesto rada uciteli i llohy s obtiznosti nejvétsi
povaZovala za tlohy s minimalni obtiZnosti. Tedy za Glohy (populérné feceno),
které musi vyfesit i zdk ohodnoceny v matematice na vysvédceni ¢tyrkou. Je
proto potfebné pred testovanim peclivé nastavit a s uciteli matematiky konzulto-
vat onu pomyslnou hranici miniméalni tirovné testovych tiloh. Na aplné dokresleni
uvedme jeSté alespoii t¥i tlohy, které jsou v [3] oznadeny nejnizsi obtiZnosti.
Uloha 1: Kolik je 3.4 - 10%? Uloha 2: Vynasob 0,402 - 0,53 =

Uloha 3:

V tabulce jsou uvedeny teploty naméfené v rznych hodinach jednoho dne.

Cas 06:00 | 09:00 | 12:00 | 15:00 | 18:00
Teplota (°C) 12 17 14 18 15

Ktery z nasledujicich diagrama odpovida udajam v tabulce? V diagramech neni na svislé ose vyzna-
ceno méfitko.

Teplota (°C) Teplota (°C)
. | T —
_.,—""— \\‘___..
A) B)
L L s L L L s L
06:00 09:00 12:00 1500 18:00 06:00 09:00 12:00 15:00 18:00
as Cas
Teplota (°C) Teplota (°C)
— ety e
— | —
C) D)
. . . L . . s L
06:00 09:00 12:00 1500 18:00 06:00 09:00 12:00 15:00 18:00

Cas Cas
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