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Vážení a milí čtenáři,

dostává se vám do rukou sborník příspěvků z dalšího ročníku konference Jak učit
matematice žáky ve věku 11–15 let. Z pestrosti článků můžeme vyčíst, že odpověď
na otázku skrytou v názvu konference není jednoduchá. Každý z nás by ji zřejmě
zodpověděl trochu jinak. Jedno však máme jistě společné – úsilí, aby naši žáci
a studenti matematice rozuměli a aby ji měli rádi. Prostředky, jaké k tomu
volíme, jsou různé a ukazují na naše neustálé hledání řešení problému, který
je vlastně neřešitelný. Vždyť kdybychom znali onu jedinou správnou odpověď,
nemuseli bychom organizovat žádné konference a zkoušet nové přístupy a mohli
bychom prostě čerpat z jakési bible vyučování matematice.
Nabídka vystoupení a pracovní dílen na konferenci v roce 2007 byla tradičně

velmi pestrá. Je potěšitelné, že mnoho autorů jsou přímo učitelé z praxe, kteří
se chtějí s ostatními podělit o své zkušenosti. Doufám, že jejich úsilí nepřijde
nazmar a že si každý z uvedených příspěvků vybere to, co mu dodá energii do
další práce a poskytne tolik potřebnou inspiraci.

Letos poprvé sborník obsahuje i doplňkový CD ROM. Kromě celého sborníku
v pdf formátu obsahuje i dva příspěvky, které neprošly recenzí:

Pavel Charamza: Jak se měří televize
Eva Lesáková, Eva Řídká: CERMAT – testování na ZŠ

a doprovodné materiály k těmto článkům sborníku:

Jakub Fischer: Řešení (nejen) optimalizačních úloh [soubory pro MS Excel]
Ivo Horáček: Nebojme se interaktivní tabule [videa ve formátu avi ukazující mož-
nosti využití interaktivní tabule]
Marie Kupčáková: Geometrické modelování [webovské stránky ukazující práci
studentů týkající se modelování]
Pavel Leischner: Využití Cabri geometrie [návrhy na využití Cabri geometrie
včetně souborů pro Cabri]
Michal Roháček: Dělitelnost a číselné soustavy [demonstrační program na děli-
telnost a číselné soustavy]

Máte-li nějaký nápad, o který byste se chtěli podělit s ostatními kolegy, ne-
váhejte a pošlete nám ho. Umístíme váš příspěvek na http://www.suma.jcmf.cz,
kde se snažíme postupně vybudovat centrum informací pro učitele matematiky.
Tam také najdete informace o dalších akcích, které pořádá SUMA JČMF pro
učitele matematiky.

Naďa Stehlíková
nada.stehlikova@pedf.cuni.cz

editorka sborníku
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Využití ICT ve výuce matematiky

Jiří Cihlář

Úvod

V současné době je již obecně přijímána nutnost změny pojetí vyučování mate-
matice: větší akcent než doposud musí být položen na aplikace a na využívání
informačních a komunikačních technologií. Samozřejmě to neznamená, že by se
vyučování matematice mělo stát jen podáváním návodů, jak řešit praktické pří-
klady a situace. Matematika ve škole nepochybně musí zůstat „matematikou�,
nelze ji vyučovat bez vytváření pevné pojmové struktury a odhalování jejích
logických vazeb, jistě nepřestaneme rozvíjet myšlení žáků řešením abstraktních
úloh, nemůžeme z jejího vyučování vypustit nácvik důležitých dovedností či al-
goritmů. Také není myslitelné k současné výuce matematiky jen přidat více
aplikací, na to by ani vyučovací čas nestačil – je třeba výuku opravdu změ-
nit. Musíme tedy rozšířit povědomí žáků o uplatnění matematických poznatků
a metod v ostatních předmětech i v praxi, ale přitom soustavně a organicky
aplikací využívat k rozvoji matematického myšlení žáků a přitom vyučovat tak,
aby žáci měli dostatečný prostor pro svou tvořivost, uplatnění své aktivity, aby
nebyli pouze pasivním objektem našich snah. Jednou z možností, jak těchto cílů
dosáhnout, je vhodně využívat a naučit žáky užívat výpočetní techniku. ICT
technologie budou ve vyučování přínosem ale pouze tehdy, pokud s jejich po-
mocí dokážeme vytvořit příznivé prostředí pro učení, nalézt vhodné oblasti při-
tažlivých a relativně jednoduchých aplikací, a nalezneme-li odvahu přizpůsobit
tradiční matematickou látku nové situaci. Přimlouvám se za to, aby závažným
kritériem pro užívání počítačů ve výuce bylo: zamýšleného cíle není možné do-
sáhnout jinými „klasickými� metodami a prostředky.
Text článku je zaměřen na využití programových produktů Excel a Cabri.
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Excel

Výhodou tohoto tabulkového procesoru je jeho dostupnost na většině počítačů,
které jsou na školách k dispozici. Umožňuje provádět nejenom běžné výpočty
jako na kalkulátorech, ale i snadnou tabelaci hodnot různých posloupností, resp.
zachycení hodnot spojitých funkcí ve vybraných bodech. V Excelu lze používat
širokou škálu vestavěných matematických a statistických funkcí, je možné vytvá-
řet různé druhy grafů. S jeho pomocí je možné s porozuměním a v dosažitelném
čase řešit úlohy a problémy zcela nové třídy, které bychom „ručními� výpočty či
pouze s běžnými kalkulátory ve třídách nemohli zvládnout. Specifickou výhodou
je možnost práce s parametry.

Cabri

Tento program je „geometrickým náčrtníkem� a umožňuje přesné a dynamické
zobrazení geometrických objektů, které jsou vytvářeny pomocí nabídek pro-
gramu. Konstruujeme je jako volně umístěné (např. libovolný bod či přímka,
kružnice s libovolným středem a poloměrem) nebo vázané určitou podmínkou
s již existujícími objekty (např. bod na dané úsečce, rovnoběžka s danou přím-
kou, kružnice procházející určitým bodem). S geometrickými objekty lze mani-
pulovat, volné objekty lze tedy přemisťovat libovolně, vázané pak pouze podle
vztahů, jimiž jsou definovány. V programu lze měřit, pracovat se souřadnicemi,
atd. Program svou dynamikou a možností změny číselných parametrů umož-
ňuje žákům, aby experimentovali, sami objevovali nové poznatky a následně je
zdůvodňovali či dokazovali.

Náměty na využití Excelu a Cabri ve vyučování

matematiky a jejích aplikací

Problém 1. Situaci při bezpečném předjíždění vidíte na obrázku. Auto jede
rychlostí 130 km/h, autobus je pomalejší (v < 130). Auto začíná vybočovat ve
vzdálenosti 30 m za autobusem a v téže vzdálenosti se také před něj na konci
předjíždění zařazuje.
Pro zvolené hodnoty rychlosti v (km/h) odhadněte a pak vypočítejte, jak

dlouho bude předjíždění trvat a jakou dráhu auto ujede.



Jak učit matematice žáky ve věku 11–15 let 11

Jaká bude situace při předjíždění, když rychlost v bude „jen o málo menší�
než 130 km/h?
Komentář. Problém se váže k lomeným výrazům a funkcím, žáci také musí
používat vhodné jednotky. Velmi užitečné je tento příklad rozvinout dále tak, že
se všechny hodnoty počítají i pro rychlosti větší než 120 km/h, žáci pak mohou
objevit asymptotické chování funkcí a „vidět� je na grafu.

Řešení.
Dobu předjíždění t (v hodinách) počítáme podle vztahu t =

0,06
130− v

, pomocí

Excelu získáme například hodnoty z této tabulky a graf.

v (km/h) 70 80 90 100 110 120
t (h) 0,001 0 0,001 2 0,001 5 0,002 0 0,003 0 0,006 0
t (s) 3,60 4,32 5,40 7,20 10,80 21,60
s1 (km) 0,130 0,156 0,195 0,260 0,390 0,780
s1 (m) 130 156 195 260 390 780

Problém 2. Rýsujte v Cabri stíny různých rovinných nebo prostorových útva-
rů.

Komentář. Žáci využívají elementární konstrukci stínu svislé úsečky. Směr
stínu udává spojnice paty osvětlovací lampy s patou úsečky, délku stínu pak zís-
káme pomocí druhé přímky, která je spojnicí bodového zdroje světla na vrcholu
lampy s „horním� bodem úsečky.

Ukázky řešení.

Problém 3. Narýsujte v Cabri pro daný půdorys budovy vrstevnicovou mapu
střechy, jejíž všechny části mají stejný sklon. Sestrojte průsečnice jednotlivých
rovinných částí střechy.

Komentář. Žáci rýsují další vrstevnice a využívají toho, že mapa nakloněné
roviny je tvořena ekvidistantními úsečkami (užitečné je využít síť mřížových
bodů). Úlohy se mohou dále rozvíjet zjišťováním, mezi kterými místy na střeše je
(resp. není) přímá viditelnost nebo mohou žáci rozhodnout o sklonu jednotlivých
částí okapu a umístění svodů, a pak vypočítávat, kolik procent srážek odtéká
každým svodem.
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Ukázka řešení.

Problém 4. Vyhledejte na internetu podklady pro půjčování financí (napří-
klad tzv. „půjčky na cokoliv�). Pomocí roční úrokové sazby vypočítejte přibliž-
nou měsíční úrokovou sazbu a rekonstruujte v Excelu průběh umořování půjčky
pro danou výši splátky. Kontrolujte své výpočty hodnotami uveřejněných tabu-
lek. Vypočítávejte, o kolik procent je celkem zaplacená částka větší než byla výše
půjčky.

Komentář. Problém rozvíjí látku o složeném úrokování. Po příkladech, kdy
půjčku splácíme ročními splátkami (využíváme roční úrokovou sazbu) můžeme
se žáky řešit problém měsíčních splátek. Problém vkládání členů do geometrické
posloupnosti vyřešíme analogicky jako u aritmetických posloupností.

Ukázka řešení.
Banka například pro půjčku 300 000 Kč s dobou splatnosti 5 let požaduje při
roční úrokové míře 10,9 % měsíční splátku ve výši 6 508 Kč. Nejprve musíme
vypočítat kvocient geometrické posloupnosti s vloženými členy pro měsíce:

q = 12
√
1,109 = 1,008 658 8

Rekonstrukcí umořování půjčky získáme hodnoty uvedené v tabulce, poslední
60. splátka bude již pouze 556 Kč.
Celkem zaplatíme 384 528 Kč, což je o 28,176 % více, než činila výše půjčky.

Začátek Dlužná částka
1. roku 300 000
2. roku 250 775
3. roku 196 185
4. roku 135 645
5. roku 68 505
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Problém 5. Vymýšlejte a rýsujte v Cabri parketáže. Užívejte přitom vhodných
zobrazení (osovou a středovou souměrnost, posunutí a otáčení).

Komentář. Parketáží rozumíme pokrytí roviny pravidelnými mnohoúhelníky
se shodnými stranami, kde se v každém uzlu objevuje táž konfigurace mnoho-
úhelníků. Metoda, jak vymýšlet parketáže je jednoduchá, stačí sestavit takovou
kombinaci vnitřních úhlů n-úhelníků, aby jejich součet byl 360◦. Užitečné je ale
též ukazovat, že k některým těmto kombinacím parketáž neexistuje.

Ukázka řešení.
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Problém 6. Rýsujte v Cabri perspektivní obrazy rovinných či prostorových
útvarů.

Komentář. Začínáme konstrukcí perspektivních obrazů s jedním úběžníkem
a s žáky „objevíme� princip perspektivního zkrácení (středem obdélníka je prů-
sečík úhlopříček). Pro perspektivní obrazy s dvěma úběžníky můžeme užít sta-
vební tématiku (obdélníkové dlažby, schodiště, domky se střechou, atd.). Pohyb
obrázků přispívá k rozvoji prostorové představivosti.

Ukázka řešení.

Problém 7. Sestrojujte v Cabri těžiště různých trojúhelníků a zjistěte, „jak
těžiště souvisí s aritmetickým průměrem�. Sestrojujte i těžiště nepravidelných
čtyřúhelníků či dalších mnohoúhelníků.

Komentář. Jednoduchými experimenty v síti mřížových bodů žáci odhalí, že
souřadnice těžiště trojúhelníka jsou aritmetickým průměrem souřadnic jeho vr-
cholů. Těžiště čtyřúhelníka mohou nalézt tak, že jej dvakrát rozdělí úhlopříčkami
na dva trojúhelníky. Pak mohou pomocí různých dělení nalézat těžiště i dalších
mnohoúhelníků. Přínosem bude objevení faktu, že pro čtyřúhelníky (a víceúhel-
níky) již fakt o aritmetickém průměru souřadnic vrcholů obecně neplatí, že je
třeba odlišit pojmy těžiště soustavy hmotných bodů a těžiště obrazce.

Ukázka řešení.
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Problém 8. Zkonstruujte v Cabri množinu bodů, které mají stejnou vzdále-
nost od daného bodu a dané přímky, která jím neprochází (je to tzv. parabola).
Pomocí této křivky vysvětlete princip satelitních antén či reflektorů.

Komentář. Na konstrukci paraboly odvozenou z metrické definice naváže kon-
strukce paprsku rovnoběžného s osou a odraženého paprsku směřujícího do oh-
niska.
Osa úhlu, který svírají, je kolmicí dopadu, přímka k ní kolmá, která prochází

bodem dopadu je tečnou paraboly. Přesvědčivý je efekt, kdy pro pohyblivý bod
na parabole vykreslujeme stopu tečny.
Žákům můžeme nabídnout i jiný pohled na vzdálenostní mapu – pokud ji

budou chápat jako vrstevnicovou, „zahlédnou� pak průnik kužele s rovinou.

Řešení.

Problém 9. Vypočítejte kmitočty tónů v temperovaném ladění, které jsou
uvedeny v matematicko-fyzikálních tabulkách. Frekvence tónu a1 je 440 Hz, frek-
vence jednotlivých tónů tvoří geometrickou posloupnost a pro každý tón platí, že
tón o oktávu vyšší má dvojnásobnou frekvenci (oktáva obsahuje dvanáct tónů).
Výsledky porovnejte s poznatky starých Řeků (tzv. čisté ladění), které jsou

uvedeny v tabulce.

Název Počet Poměr
intervalu tónů frekvencí
oktáva 12 2 : 1
kvinta 7 3 : 2
kvarta 5 4 : 3

velká tercie 4 5 : 4
malá tercie 3 6 : 5
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Komentář. Jedná se o aplikaci geometrické posloupnosti a porovnání tempe-
rovaného a čistého ladění. Žákům se vysvětlí hudební terminologie (tóny a půl-
tóny, názvy intervalů).

Řešení. Kvocient posloupnosti tónů v temperovaném ladění se vypočítá (po-
dobně jako u složeného úrokování) ze vztahu q = 12

√
2 = 1,059 463. Další výpočty

žáci dělají v Excelu:

Tón
Oktáva

c c1 c2

c 130,81 261,63 523,25
cis, des 138,59 277,18 554,37
d 146,83 293,66 587,33

dis, es 155,56 311,13 622,25
e 164,81 329,63 659,26
f 174,61 349,23 698,46

fis, ges 185,00 369,99 739,99
g 196,00 392,00 783,99

gis, as 207,65 415,30 830,61
a 220,00 440,00 880,00
ais, b 233,08 466,16 932,33
h 246,94 493,88 987,77

Název Poměr frekvencí Odchylka
intervalu při ladění v %

čistém temperovaném
oktáva 2,000 00 2,000 00 0,00
kvinta 1,500 00 1,498 31 −0,11
kvarta 1,333 33 1,334 84 0,11

velká tercie 1,250 00 1,259 92 0,79
malá tercie 1,200 00 1,189 21 −0,90

Problém 10. Racionální číslo je buď desetinné, a pak má ukončený desetinný
rozvoj, anebo není desetinné, a pak má nekonečný periodický rozvoj (popří-
padě i tzv. předperiodou). Periody v jejich desetinných rozvojích mohou být tak
dlouhé, že i „přesný� kalkulátor nebo Excel celou periodu neodhalí. Vypočítejte
pro vhodná racionální čísla „celé� jejich periody.

Komentář. Žáci pomocí písemného dělení odhalí fakt, že zbytky při dělení
(a tedy i číslice podílu) se v případě nekonečného rozvoje musí ve stejném sledu
opakovat. Dělí-li například 1 : 7, 2 : 7, 3 : 7, atd., zjistí, že perioda je u těchto
čísel složena vždy ze stejných číslic, ale jdoucích v „posunutém pořadí�. To je
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klíč k řešení problému, v Excelu stačí vypočítat na určitý počet desetinných míst

hodnoty
k

n
pro k = 1, 2, 3, . . ., n−1, a periodu „detektivním� způsobem sestavit

„navazováním� skupin číslic, které se v těchto podílech vyskytují. Je vhodné
začínat s čísly, která mají „plnou� periodu délky n − 1. Problém lze řešit i na
kalkulátorech, cenné jsou pak odhady, které podíly je třeba počítat. Situace je
užitečná i tím, že žákům demonstruje limity výpočetní techniky a způsoby jejich
překonávání.

Ukázka řešení.
Vypočítejme například periodu čísla

37
47
. Přesnost nastavíme na 10 míst.

k k/47 k k/47 k k/47 k k/47
1 0,021 276 595 7 11 0,234 042 553 2 21 0,446 808 510 6 31 0,659 574 468 1
2 0,042 553 191 5 12 0,255 319 148 9 22 0,468 085 106 4 32 0,680 851 063 8
3 0,063 829 787 2 13 0,276 595 744 7 23 0,489 361 702 1 33 0,702 127 659 6
4 0,085 106 383 0 14 0,297 872 340 4 24 0,510 638 297 9 34 0,723 404 255 3
5 0,106 382 978 7 15 0,319 148 936 2 25 0,531 914 893 6 35 0,744 680 851 1
6 0,127 659 574 5 16 0,340 425 531 9 26 0,553 191 489 4 36 0,765 957 446 8
7 0,148 936 170 2 17 0,361 702 127 7 27 0,574 468 085 1 37 0,787 234 042 6
8 0,170 212 766 0 18 0,382 978 723 4 28 0,595 744 680 9 38 0,808 510 638 3
9 0,191 489 361 7 19 0,404 255 319 1 29 0,617 021 276 6 39 0,829 787 234 0
10 0,212 765 957 4 20 0,425 531 914 9 30 0,638 297 872 3 40 0,851 063 829 8

Perioda je tvořena číslicemi:
787 234 042 553 191 489 361 702 127 659 574 468 085 106 382 9.

Závěr

Námětově je oblast jednoduchých aplikací takřka nevyčerpatelná, stačí se jen po-
zorně dívat kolem sebe. Měli bychom však vybírat aplikace nejenom podle toho,
abychom mohli ukazovat využití matematiky, ale také podle toho, do jaké míry
vyučování těmto aplikacím přispěje k lepšímu pochopení matematických pojmů
(například posloupností a funkcí), jak poodhalí vnitřní souvislosti matematiky
(například geometrie s aritmetikou), zda pomáhají vytvářet dynamický pohled
na matematiku, jak učí žáky pracovat s parametry, proměnnými, neznámými,
atd. Není třeba se bát, že děti nezvládnou práci s počítači. Naopak, počítače jim
umožní matematiku a její aplikace lépe zvládnout.
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Pomáhá matematika porozumět světu?

František Kuřina

Tento příspěvek vychází z přesvědčení o kladné odpovědi na položenou otázku
a opírá se o mé celoživotní zkušenosti učitele matematiky. Je pochopitelné, že
snaha porozumět světu je „hnacím motorem� přírodních a společenských věd,
matematika však může a má těmto disciplínám účinně pomáhat. Jedna z „vůd-
čích postav� současné matematiky a teoretické fyziky anglický matematik Roger
Penrose (1931) se vyjádřil lapidárně: „Pro naše dávné předky byla schopnost vy-
mýšlet hlubokou matematiku stěží nějakou výhodou v darwinovském přírodním
výběru. Mohla jí však být obecná schopnost rozumět věcem�[7, s. 99]. Ve vyučo-
vání jsme ovšem často svědky předvádění „sofistikované� matematiky a otázce,
jak matematika vyrůstá ze snahy porozumět světu, věnujeme nedostatečnou po-
zornost. Role, kterou matematika může ve snaze pochopit okolní svět, společnost,
přírodu a techniku hrát, má vlastně charakter elementárních aplikací, a proto
jsem si dovolil uvést tento příspěvek na Litomyšli.

1 Množinové opojení

Pro lidské myšlení je významný proces abstrakce, proces utváření pojmů. Ně-
které rysy studovaných jevů považujeme za podstatné, od jiných jako nepod-
statných abstrahujeme. Pro proces poznání je tak charakteristické konstruování
souborů určitých objektů, tedy množin. Toho si jsou dobře vědomi filozofové i fi-
lologové, chápou to, možná někteří jen intuitivně, i literáti. Tak např. Jaromír
John (1882–1952) napsal: „Jsou cvrčkové, krocani, pávi, křečci, slavíci a pavi-
áni; jsou drnomistři, kominíci, domácí páni, komisionáři, dělníci, sedláci, kupci,
docenti; lid obého pohlaví; hlavy vlasaté a olysalé, vysoké, nízké, široké, hranaté,
šišaté, nosy takové, onaké; písaři, doktoři, báby, mudrci, šlechtici, hanebníci,
pivovarníci, šičky, školní mládež; spolky okrašlovací, polévkové, ostrostřelecké,
konzumní a čtenářsko-zábavní, hodnostáři, proletáři, panímámy; invalidi, ko-
jenci, zamilovaní. Zkrátka: národ� [4, s. 329].
Současný český literát Václav Jamek (1932) vystihl připomenuté souvislosti

velmi přesně:
„Jedna věc je rozeznat ve světě jednotlivé prvky, rozložit si jej na části a čás-

tečky, a druhá, stejně důležitá věc je zase ty prvky mezi sebou pospojovat, vyjádřit
části opět jako součásti, vzájemně vázané; v přiměřeném postižení této vázanosti
znakem tkví základní drama lidského poznání� [3, s. 152].
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Stěží lze rozhodnout, zda je věcí módy nebo špatně zažité „množinové re-
formy� školské matematiky, že se dnes můžeme setkat s takovými „zrůdnými�
formulacemi:
„Stráň veliká je množina a její podmnožiny jsou janovec a lupina, hvozdík

a kopretiny� (Libuše Pamětnická).
„Chybí mi množina vzdělání, kterou disponuje asociace klinických lékařů�

(P. Kašpar).
„Existuje mužský mozek v ženském těle a ženský v mužském. Jsou to množiny,

které se prolínají� (František Koukolík).
Přiznejme si ovšem, že „abstraktní� pojetí pojmu množiny jako shrnutí li-

bovolných prvků do jednoho celku těmto deformacím nahrává. Množiny, jejichž
prvky nemají žádnou společnou vlastnost, kromě té, že jsou pojímány jako prvky
jednoho celku, je možné sice konstruovat, ale takovéto konstrukce nemají žádný
rozumný smysl. Přitom tento přístup byl v éře tzv. modernizace vyučování ma-
tematice běžný. Např. Jaroslav Šedivý uvádí v knize [10] jako jeden z příkladů
množinu s prvky: belgický král, Eiffelova věž, pravítko ležící na stole před žáky
a učitelovy hodinky s Papyovskou otázkou: „Je ručička učitelových hodinek prv-
kem uvažované množiny?�
Pro matematiku, a patrně pro poznání vůbec, mají význam množiny, jejichž

konstrukci v matematice zapisujeme symbolicky

M = {x ∈ Z;V (x)}.

(M je množina všech prvků základní množiny, pro něž platí V (x)). Je jen přiro-
zené, že řada úloh školské matematiky se týká právě určování oboru pravdivosti
určité výrokové formy V (x), např. rovnice, nerovnice, množiny bodů v geomet-
rii, . . . ).
Týž objekt můžeme přirozeně chápat jako celou řadu množin. Např. Litomyšl

můžeme interpretovat jako množinu jejích obyvatel, jako množinu jejích domů,
jejích studentů, hotelů, lékařů, . . . Nemusíme snad zdůrazňovat, že některé dvě
z těchto množin jsou disjunktní, některá je částí jiné, apod.
Nedávno byl publikován v Lidových novinách článek Nejméně chudých v EU

má Česko [9]. Podle tohoto článku je u nás pouze 8 % chudých domácností,
zatímco např. ve Velké Británii je takovýchto domácností 18 %.
Protože cítíme, že zde patrně není něco v pořádku, chceme poznat statistiku

podrobněji a dovídáme se, že domácnost je chudá, je-li její příjem menší než
60 % středního příjmu domácnosti v příslušné zemi.
Je zřejmé, že toto pojetí odráží spíše malé rozdíly v příjmech domácnosti

než skutečné bohatství či chudobu. V zemi, kde by neměl „nikdo nic�, by byla
množina chudých domácností prázdná. Zcela jiný pohled na naše domácnosti
bychom dostali, kdybychom vycházeli např. z této definice:

Domácnost je chudá, nemůže-li si koupit automobil.
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Tím jsme se dostali k důležité otázce: k roli definic v komunikaci a v procesu
poznávání. K této problematice se vrátíme.
Již žáci základní školy by měli pochopit, že při studiu množin je podstatné

vědět, z kterých prvků se množiny skládají. Přitom matematický termín mno-
žina lze užít i v nematematických textech, ovšem správně. Poznávání souborů
prvků s určitou charakteristickou vlastností je možné doložit z historie snad
každého oboru. Jmenujme namátkou společenské třídy z ekonomie, rostlinné či
živočišné druhy z biologie, nemoci nebo krevní skupiny z medicíny, voliče a ne-
voliče z politiky, ale např. také angličtináře a němčináře ze zvolené třídy střední
školy. Množiny jsou přirozeným nástrojem v porozumění světu. Matematika na
základní škole zde má dobrou příležitost přispět k všeobecnému vzdělání řeme-
slníka, lékaře, básníka i filosofa.

2 Přítel mého přítele je i mým přítelem

Matematika se nezabývá jen studiem souborů, tedy množin, ale studuje i vztahy
mezi jejich prvky. Příklady známe z života rodinného, společenského i z jednot-
livých vědních disciplín, včetně matematiky. Připomeňme si některé.

• Osoba x je přítelem osoby y.

V nadpise sděluje, nemýlím-li se, sám Vinettou, že vztah „býti přítelem se
přenáší� je tranzitivní.

• Osoba x je matkou osoby y.

Matka mé matky není mou matkou, ale mou babičkou. Tato důvěrně známá
skutečnost naznačuje možnost skládání vztahů. Můžeme zde poznat i „zá-
rodek� definice složené funkce.

• Řeka x se vlévá do řeky y.

• Město x má y obyvatel.

Zde jde o vztah mezi prvky množiny měst a prvky množiny přirozených
čísel.

• Nerost x krystalizuje v soustavě y.

• Číslo x dělí číslo y.

• Přímka x je kolmá k přímce y.

Vztah kolmosti přímek je symetrický: x⊥y ⇒ y⊥x.
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Relace „podřízenosti�

• Osoba x je podřízena osobě y

přirozeně symetrická není.

• Trojúhelník x je shodný s trojúhelníkem y.

• Množina x je částí množiny y.

Označíme-li otce, matku, dceru, syna a babičku z matčiny strany, kteří žijí
v rodině R, po řadě písmeny O, M, D, S, B, můžeme nahlížet na rodinu jako na
množinu

R = {O, M, D, S, B}

a vztah xPy charakterizovaný slovy „osoba x je matkou osoby y� můžeme popsat
jako množinu všech dvojic členů rodiny, které jsou v uvedeném vztahu, tedy jako
množinu dvojic

[M, D], [M, S], [B, M ].

Kolik vztahů mezi členy naší rodiny R bude existovat? Na tuto otázku mů-
žeme stěží odpovědět, protože pojem „vztah� není definován. Přijmeme-li však
běžnou konvenci a definujeme v souladu s předcházejícím výčtem dvojic vztah
neboli relaci na množině R jako libovolnou podmnožinu kartézského součinu
R × R, je relací tolik, kolik je podmnožin tohoto kartézského součinu. Protože
množina o n prvcích má 2n podmnožin a naše rodina má 5 prvků, existuje na ní

225 = 33 554 432

relací. Definice nám tedy pomohla vnést jasno do situace. Tuto roli hrají definice
dosti často.

3 Já o voze, ty o koze

Povrchní pohled na školní matematiku může vzbudit dojem, že se věci jasné
formálně a zbytečně definují. Všimněme si nejdříve několika otázek.
Je čtverec obdélníkem?
Je rovnostranný trojúhelník rovnoramenným trojúhelníkem?
Je čtverec deltoidem?
Je krychle kvádrem?
Je kružnice elipsou?
Je celé číslo číslem racionálním?
Diskusi těchto otázek přenechávám čtenáři.
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Definici bychom ve škole měli uvádět vždy „v pravý okamžik�, tedy tehdy,
pociťujeme-li potřebu si ujasnit souvislosti. Milan Hejný to vyjádřil velmi vý-
stižně: „Privčas povedaná definícia je najčastejším zárodkom pojmotvorných de-
formácií� [2, s. 32].
Definice uspořádané dvojice [a, b] jako množiny {a, {a, b}} je pro studenta uči-

telství prvního stupně, v jehož jedné učebnici je bez komentáře uvedena, stejně
užitečná, jako definice polibku pro milence, kterou formuloval jakýsi MUDr. He-
nri Gibbons: Polibek je anatomická juxtapozice dvou orbicularis oris muscles
ve stadiu kontrakce. Je tu však přece jen jeden rozdíl: definici polibku pocho-
píme, i když neznáme ani jedno slovo latinsky. Pojem uspořádané dvojice, který
chápe každé dítě na začátku školní docházky (OD �= DO, 12 �= 21), z uvedené
množinové definice patrně stěží bez vysvětlení pochopí maturant.
Definice jsou ovšem třeba, máme-li vyjádřit přesně, oč jde. Kuchařka pa-

trně nepotřebuje definice hrnce, vynálezce však v žádosti o patent z r. 1891
považoval za nutné vysvětlit: „Hrnec je výjem obhmotnělé prostornosti: vyjímá
část prostoru z jeho celistvosti a pojímá do sebe dílčí mnohost vzduchu. Kolikost
kapaliny, pojatá bytelností hrnce, vypuzuje kolikost vzduchu stejné rozsáhlosti
a zaujímá prostor hrncem pojatý.�
Tato definice může budit úsměv – např. proto, že autor vysvětluje pojem

běžně známý pomocí řady pojmů nedefinovaných. Podivné definice však můžeme
najít i v učebnicích matematiky. Např. v učebnici pro gymnázia z roku 1977 je
definována rovnice takto:
Rovnicí s proměnnou x ∈ R nazýváme každou výrokovou formu V (x), která

je zápisem rovnosti dvou výrazů l(x), p(x) ve tvaru

l(x) = p(x),

výraz l(x) nazýváme levou stranou rovnice, výraz p(x) pravou stranou rovnice.
Předtím se ovšem definuje rovnost dvou výrazů takto: dva výrazy si jsou

rovny, jestliže oba dávají pro stejné hodnoty proměnných stejné výsledky.
Má-li mít definice rovnice smysl, musíme ji doplnit tak, že jde o zápis rovnosti

dvou výrazů, které se nerovnají, tedy o určení všech x, pro něž platí l(x) = p(x)
za předpokladu, že l(x) �= p(x).
V definici rovnice se snažíme upřesnit pojem, který, nechceme-li se uchýlit do

oblasti jazykových jemností a vztahů syntaxe a sémantiky, upřesnit není dobře
možné. Přitom ani praxe školní, ani praxe technická či vědecká taktové upřesnění
nevyžaduje.
Jak už jsem naznačil, v definici musíme používat pojmy již zavedené a změní-

me-li jejich význam, mohou se podstatně změnit vlastnosti definovaného pojmu.
Např. v definici kružnice jako množiny všech bodů roviny, které mají od da-

ného bodu danou vzdálenost, je podstatné slovo vzdálenost. Chápeme-li ji eukli-
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dovsky, tedy platí-li pro vzdálenost bodu X [x, y] od počátku P

|PX | =
√

x2 + y2,

má kružnice obvyklý tvar. Budeme-li při definování vzdálenosti inspirováni ome-
zením možnosti pohybu pouze na dva k sobě kolmé směry, dostáváme pro tzv.
taxi vzdálenost vzorec

t(PX) = |x|+ |y|

a kružnice se středem v počátku bude mít tvar hranice čtverce s vrcholy [r, 0],
[0, r], [−r, 0], [0,−r].
V matematice se mohou žáci na vhodných příkladech poučit o významu for-

mulace definic pojmů. S touto problematikou se mohou setkat např. v justici
(přestupek, vražda, . . . ), v lékařství (počátek a konec lidského života), a v nej-
různějších vědních disciplínách.
My, učitelé, si dosti často myslíme, že formulací definice jsme „zasadili� pojem

do myslí žáků. Tak tomu ovšem není. Žák si o pojmu vytváří představy a začíná
ho správně chápat teprve tehdy, má-li příležitost s pojmem pracovat. To souvisí
s problémy jazyků ve vzdělávání.

4 O vyjadřování

Polský autor Leszek Koľakowski formuloval, zdá se mi, důležitý postřeh o komu-
nikaci:
„Náš jazyk, i kdybychom ho kdovíjak ždímali a natahovali, se nedokáže od-

trhnout od svých kořenů spočívajících ve vnímání, představivosti a logice, kterou
nám vnucuje svět� [5, s. 16].
V češtině prý „spíše než významu slova nasloucháme jeho barvě, tónu, způ-

sobu, jak bylo proneseno, kontextu spíše než kódu, více než přesnost čili exaktnost
se zpravidla kvituje jeho vhodnost� [6, s. 6].
Nemohu posoudit, zda tato charakteristika češtiny, která pochází od Patrika

Ouředníka, je výstižná, zdá se mi však, že u mnohých našich kolegyň, zvláště na
prvním stupni základní školy, přesvědčují i v matematice emoce více než logika.
Nemůže být pro některé studenty matematika těžká i proto, že jejich pojmy jsou
„zatíženy kontexty�, o nichž učitel nemá ani tušení? Chápat pojem ve významu
postulovaném v definici, a jen v tomto významu, je patrně obtížné.
Jako ilustraci myšlenky o roli kontextu v porozumění uveďme několik pří-

kladů.
Bez kontextu nepozná nikdo, zda anglická věta

„Our mothers bore us�
vyjadřuje, že „nás naše matky v minulosti porodily�, nebo že „nás v současnosti
nudí�.
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Německé spojení
„aufgehobene Rechte�

znamenalo za 2. světové války „zdviženou pravici�, tedy nacistický pozdrav, po
válce bylo možné vyložit tato slova jako „zrušená práva�.
Titul anglické knihy „The Kinds of Mind� [1] byl do češtiny přeložen jako

„Druhy myslí�, z něhož není patrno, zda se jedná o „různé druhy uvažování
člověka� nebo vyjádření skutečnosti, že „různé živočišné druhy mohou myslet�.
Kontext vítězí nad logikou téměř vždy. Budu nyní osobní a připomenu dvě

své příhody.
U nás doma zvoní telefon. Zvednu ho a představím se: „Tady Kuřina.�

Z druhé strany se ozve: „Sitoty?� Odpovím tedy bez rozmýšlení „Ano�, ale. . .
může někdo dát jinou odpověď? Pikantní je, že volající byl matematik.
Při přípravě sborníku jsem se zarazil: „Mohu se podepsat, když editorka dů-

razně požaduje
’
Nepoužívejte všechna velká písmena v nadpisech, ani ve jménu

autora?‘ 1 Co když F a K patří mezi ta písmena, která se nemají používat?�
Na vyvolání příznivých dojmů mohou být záměrně soustředěny některé sta-

tistiky. Např. diagram podle obr. 1, v němž se uvádějí procenta hrubého do-
mácího produktu, která jednotlivé státy vydávají na školství, ukazuje, že vy-
dáváme na školství více než Německo, Francie a Švýcarsko a téměř tolik jako
USA. Přepočteme-li však např., kolik vydávají jednotlivé státy na školství na
osobu a rok v 1 000 USD, dostaneme pohled zcela jiný (obr. 2): méně než my
vydává na školství pouze Litva, Německo, Francie a USA vydávají na školství
několikanásobně více než naše republika. I zcela elementární matematika nám
může pomoci „v porozumění světu� (údaje jsou čerpány z publikace [11]).

Obr. 1 Obr. 2

1Editorka si sype popel na hlavu – měla na mysli, aby autoři nepoužívali volbu formátu ve
Wordu s názvem Všechna velká písmena. (Pozn. ed.)
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Nepřeberným zdrojem formulačních deformací jsou některé knihy a denní
tisk. Mluvit o těchto otázkách s žáky na hodinách matematiky by podle mého
názoru nebyl ztracený čas.
Uveďme několik příkladů, jejichž rozbor přenechávám čtenáři.

• „Míra účasti v preprimárním vzdělávání je podíl dětí pro každou jednole-
tou věkovou skupinu, které jsou začleněny do instituciálního preprimárního
vzdělávání z celkového počtu dětí dané věkové skupiny. Indikátor je vyjá-
dřen v procentech.� [8, s. 54]). Autor měl patrně na mysli otázku Kolik
procent dětí navštěvuje v jednotlivých rocích věku školku.

• „Odborníci odhadují, že až 20 % dolarů v oběhu je falešných. Přesto se prý
v poměru k obrovskému množství této měny jedná o zanedbatelné množ-
ství.� (Lidové noviny 3. 8. 1993.)

• „Kolektiv v národě neznamená podprůměrné množství 18 % populace na
gymnáziích.� (Lidové noviny 5. 11. 2005.)

• „Většina žáků v dospělosti bude lékařkou, řidičem a dalšími voliči.� (Lidové
noviny 5. 11. 2005.)

• „Množina pojmenovaná literatura představuje statisíce ba miliony textů.�
(Lidové noviny 1. 10. 2005.)

• „Dvě podmínky: postačující a nutná. K postupu do čtvrtfinále potřebují
čeští fotbalisté, aby neprohráli s Ruskem a zároveň aby Itálie nevyhrála
nad Německem.� (Večerní Praha 19. 6. 1996.)

Jak kontext proluutváří smysl sdělení doložme ještě dvěma příklady.
Britský historik Paul Johnson píše ve své knize Tvůrci, která vyšla nedávno

česky: „Angličtina měla v Shakespearově době 150 000 slov, z nichž Shakespeare
užíval asi 20 000� (s. 54). „Victor Hugo publikoval kolem deseti milionů slov,
z nichž tři miliony byly vybrány z rukopisů a vydány posmrtně� (s. 135). Vzhle-
dem k tomu, že mohutnost slovní zásoby francouzštiny Hugovy doby se patrně
řádově nelišila od mohutnosti slovní zásoby angličtiny Shakespearovy doby, je
z citovaných vět zřejmé, že u Shakespeara jde o „počet slov ve slovníku� teh-
dejší angličtiny, ale u Huga o počet slov „ve struktuře jeho díla�, kde se každé
slovo počítá tolikrát, kolikrát ho napsal. Paradoxní je ovšem formulace o třech
milionech slov vybraných z rukopisů.
Zkuste si vybavit, jak bude řešit student úkol: Sestavte větu, v níž užijete

slova: „sob� a „plot� nebo „sever� a „pot�. Jednou jde o úkol z učebnice češtiny,
podruhé z učebnice angličtiny.
Otázky smyslu slov, otázky porozumění textu, jsou přirozeně základní při

překládání z jednoho jazyka do druhého. Dnes jsme bohužel v této oblasti svědky
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mnoha nedostatků. Uveďme namátkou jeden příklad z českého překladu knihy
Gregory Batesona Mysl a příroda: „Jestliže platí Euklidovy definice a postuláty,
pak dva trojúhelníky, kde součet tří stran jednoho se rovná součtu tří stran dru-
hého, jsou si rovny� (s. 59).

5 Ach, ta logika

Jak máme přesvědčit novináře či právníka o tom, že matematika a logika mají pro
jeho práci smysl, když akceptujeme, že platí: „Z libovolných dvou tvrzení jedno
plyne z druhého nebo druhé z prvního.� O správnosti tautologie (p ⇒ q)∨(q ⇒ p)
se každý snadno přesvědčí tabulkovou metodou. Zdánlivý spor není logický, ale
terminologický. „Zásluhou� Bertranda Russela (1872–1970) a Alfreda N. Whi-
theada (1861–1947) se totiž čte implikace p ⇒ q jako „z p plyne q� nebo „q je
důsledkem p� (q is a consequent of p). Jazykově má tak logická spojka implikace
charakter relace (vztahu) mezi výroky. To v rámci logiky a matematiky nevede,
jak známo, k žádným sporům, nicméně se to může jevit studentům i laikům jako
nevhodné. Tradiční matematika implikaci skutečně jako relaci chápala. Např.
Vladimír Kořínek ve své algebře píše: „Máme-li zaručeno, že pro výroky p, q
nenastává situace, že p je pravdivý a q nepravdivý výrok, píšeme p ⇒ q a ří-
káme, že

’
z p plyne q‘ nebo

’
p je postačující podmínkou pro q‘ .� Relaci tzv.

logického vyplývání zavedl jak známo do logiky náš matematik Benrad Bolzano
(1781–1848) a polský matematik Alfred Tarski (*1901). V oblasti predikátové
logiky je možné tuto relaci a vše, co s tím souvisí, zavést zcela přirozeně např.
takto:

P (x)⇒ Q(x)

znamená, že obor pravdivosti výrokové formy P (x) je částí oboru pravdivosti
výrokové formy Q(x). Naše školská matematika definuje implikaci jako logickou
spojku pomocí známé tabulky pravdivostních hodnot. To je zcela v pořádku.
Tuto logickou spojku ztotožňuje s „logickým vyplýváním�, což nepovažuji za
vhodné.
S logikou a vyjadřováním souvisí ovšem řada dalších otázek.
Vztah množinových operací sjednocení a průniku a logických spojek není tak

„průzračný�, jak se to jevilo v éře tzv. modernizace.
Uveďme si několik příkladů.
Na otázku: Které prvky náležejí sjednocení množin A, B? můžeme právem

očekávat odpověď: Ty, které náležejí do množiny A, a ty, které náležejí mno-
žině B. Přitom ovšem víme, že množina prvků, které náležejí do množiny A
a do množiny B, je průnikem těchto množin a sjednocení množin A, B je mno-
žina tvořená prvky, které náležejí do množiny A nebo do množiny B.
Takovéto formulační jemnosti nejsou patrně příliš vhodné pro studenta, který

se s příslušnými pojmy setkává poprvé. Je zajímavé, že symbolika, pokud je již
zavedena, dokáže do situace vnést jasno:
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x ∈ A ∪ B ⇔ x ∈ A ∨ x ∈ B
x ∈ A ∩ B ⇔ x ∈ A ∧ x ∈ B.

Ačkoliv z konjunkce výroků p, q plyne výrok p, neplyne z toho, že vlajka je
červená a bílá, že vlajka je červená.
Někdy může volné užití spojek vést až k větám anekdotického charakteru:

„Otec má dvě nohy, matka a dcera čtyři� [12, s. 85].
Jsme-li vnímaví, můžeme se s matematikou setkat takřka na každém kroku,

matematiku by měli vidět a využívat k porozumění světu i naši žáci.
Nečekané setkání s geometrií popisuje Jaroslav Putík: NESOUMĚRNÁ KRŮ-

TA. „Papírek s tímto upozorněním byl zastrčen do oškubaného těla vánoční krůty.
Nesouměrně krájená krůta, co to jen může být? Řeznický estét se omlouvá, že
se mu smekl nůž? Nepřináší snad nesouměrně krájená krůta nějaký kulinářský
zážitek? Teprve když krůta rozmrzla, objeví se, v čem tkví ohlášená asymetrie.
Krůtě chybí levé stehno. Ó, sláva češtině, sláva řeznickému lišáctví, sláva!�
Nakonec si dovoluji jedno upozornění. Ve spolupráci s Janou Cachovou, Ale-

nou Hošpesovou, Marií Kupčákovou, Vladimírou Petráškovou, Ivanem Saxlem
a Marií Tichou jsme připravili pro nakladatelství Academia knihu „Matematika
a porozumění světu�, která by měla vyjít v roce 2008.
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Využití matematických poznatků v praxi

Emil Calda

Mé znalosti týkající se využití matematických poznatků v praxi jsou u někte-
rých pouze teoretické, u jiných zcela zanedbatelné. Výjimku tvoří znalosti o vy-
užití matematických poznatků ve školní praxi učitele matematiky, kterých jsem
za padesát let svého učitelského působení nashromáždil poměrně dost. Rozhodl
jsem se proto, že ve svém příspěvku budu hovořit pouze o využívání matematic-
kých poznatků tohoto druhu v naději, že aspoň některým kolegům to pro jejich
školní praxi bude užitečné. Rád bych ještě podotknul, že v praxi se nevyužívá
pouze samotných matematických poznatků, ale také – a to hlavně – matema-
tických metod a vůbec matematického přístupu k řešení problémů. Z tohoto
důvodu by výuka matematiky měla být zaměřena i tímto směrem a nejen na
osvojování matematických výsledků, které většina žáků stejně zapomene, pro-
tože je ve své budoucí praxi nebude potřebovat. Následující úlohy jsou pokusem
ukázat, jak lze toto zaměření alespoň občas realizovat. Návody k řešení těchto
úloh jsou poměrně stručné – u každé je uveden odkaz na článek nebo sbírku
úloh, ve kterých lze najít řešení podrobnější.

Příklad 1. Vojáci jsou nastoupeni do obdélníkového tvaru. Z každé řady vy-
bereme největšího a z nich nejmenšího. Vrátíme je na zpět, načež z každého
zástupu vybereme nejmenšího vojáka a z nich největšího. Který voják je větší –
nejmenší z největších v každé řadě nebo největší z nejmenších v každém zástupu?
Návod. Porovnáme výšky nejmenšího a největšího s výškou vojáka, který

stojí ve stejné řadě jako nejmenší z největších a ve stejném zástupu jako největší
z nejmenších. Výsledek: Voják, který je nejmenší z největších, je stejně veliký
nebo větší než největší z nejmenších. Viz [1].

Příklad 2. Ve čtvercové síti pokrývající celou rovinu je libovolně zvoleno pět
mřížových bodů. Ukažte, že mezi nimi lze vždy nalézt dva, které jsou krajními
body úsečky, jejímž jedním vnitřním bodem je bod mřížový.
Návod. Řešení je založeno na přihrádkovém principu: Je-li (n+ 1) předmětů

rozmístěno do n přihrádek, pak aspoň v jedné přihrádce jsou aspoň dva před-
měty. Zvolíme souřadnicovou soustavu tak, aby mřížové body měly celočíselné
souřadnice, a rozdělíme je do čtyř přihrádek: v první budou body s oběma sou-
řadnicemi sudými, ve druhé body s první souřadnicí sudou a s druhou lichou, ve
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třetí body s první souřadnicí lichou a druhou sudou a ve čtvrté mřížové body
s oběma souřadnicemi lichými. Podle přihrádkového principu budou v jedné při-
hrádce aspoň dva body A, B – jejich první souřadnice budou mít stejnou paritu,
jejich druhé souřadnice také. Odtud plyne, že střed úsečky AB je celé číslo, takže
je to mřížový bod, který leží uvnitř úsečky. Viz [1].

Příklad 3. V každé místnosti přízemního domu je sudý počet dveří – některé
spojují sousední místnosti, jiné jsou vchody do domu. Ukažte, že počet vchodů
do domu je číslo sudé.
Návod. Z každé strany každých dveří postavíme osobu, která má modrý klo-

bouk, stojí-li v místnosti, a červený klobouk, stojí-li vně domu. Počet modrých
klobouků je sudé číslo, neboť v každé místnosti jich je sudý počet. A protože po-
čet modrých a červených klobouků dohromady je také číslo sudé (neboť z každé
strany dveří stojí jedna osoba), je počet červených klobouků – který udává počet
vchodů do domu – rovněž sudé číslo. Viz [1].

Příklad 4. K účasti na tenisovém turnaji se přihlásilo n hráčů. Kolik utkání
bude během celého turnaje sehráno? (Tenisové turnaje se hrají tzv. k.o. systé-
mem – prohraje-li hráč nějaké utkání, vypadává.)
Návod. Porovnáme počty prvků dvou množin – množiny hráčů, kteří bě-

hem turnaje prohráli, a množiny všech utkání během turnaje sehraných. Prvky
těchto množin lze jednoznačně spárovat – každému hráči, který prohrál, přiřa-
díme utkání, v němž prohrál, a naopak. Obě množiny mají proto stejný počet
prvků, a protože počet hráčů, kteří během turnaje prohráli, je n − 1, je počet
sehraných tkání také n−1. Viz [2], kde je tato úloha vyřešena užitím geometrické
posloupnosti.

Příklad 5 – Problém Klubu pro vzájemnou komunikaci a šíření zaručených
zpráv.
Dámy, které jsou členkami tohoto klubu, si každý večer telefonují všechny no-
vinky, které se během dne každá dověděla Určete, kolik telefonických rozhovorů
stačí, aby se každá z n účastnic dověděla všechno, co vědí ostatní.
Návod. Označíme-li hledaný počet hovorů f(n), platí zřejmě: f(2) = 1,

f(3) = 3, f(4) = 4. Počet hovorů, které stačí, je-li n ≥ 5, určíme takto: Označme
A, B, C, D dámy, které jsou v předsednictvu klubu, a nechť dáma A zavolá po-
stupně všem n−4 zbývajícím, takže proběhnou n−4 hovory. O získané informace
se podělí se čtyřmi členkami předsednictva, k čemuž jsou zapotřebí čtyři tele-
fonáty. Potom kterákoli z dam A, B, C, D zavolá postupně opět všem n − 4
zbývajícím, takže znovu proběhne n − 4 hovorů. Celkem se tedy uskutečnilo
f(n) = (n − 4) + 4 + (n − 4) = 2n − 4 hovorů. Tento počet stačí k tomu, aby
se všechny členky klubu všechno dověděly; všimněme si, že tento výsledek platí
i pro n = 4. Viz [3].
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Příklad 6 – Projde skříň dveřmi?
Návod. Má se (bez experimentování) zjistit, zda skříň délky a a šířky b je

možné z chodby šířky c > b přemístit dostatečně vysokými dveřmi šířky d do
sousední místnosti, je-li a > d > b. Předpokládáme nejprve, že skříň projde
a odvodíme, že je ab ≤ cd. Dále pak z předpokladu, že skříň neprojde, odvodíme,
že platí ab > cd. Bude to znamenat, že skříň projde právě tehdy, když bude platit
ab ≤ cd. Viz [4].

Příklad 7. V baru U kmotra se shromáždilo n mafiánů, a to dosti zajímavým
způsobem: vzájemné vzdálenosti každých dvou jsou různé. Během vzniklé hádky
každý vytáhne revolver a vystřelí na nejbližšího. Ukažte, že dráhy žádných dvou
střel se nekříží.
Návod. Předpokládáme, že A střílí na C, D na B a že dráhy těchto dvou střel

se kříží v bodě S.
Protože A střílí na C a nikoli na B, je |AC < |AB|, protože D střílí na B

a nikoli na C, je |DB| < |DC|. Sečtením těchto nerovností dostanete, že platí:
|AC|+ |DB| < |AB|+ |DC|.
Na druhé straně však v trojúhelnících ASB a DSC platí trojúhelníkové ne-

rovnosti, což znamená, že je |AS|+ |SB| > |AB| a |DS|+ |SC| > |DC|. Odtud
vyplývá nerovnost |AC| + |DB| > |AB| + |DC|, která je ve sporu s předcháze-
jící. Znamená to, že dráhy žádných dvou střel se nekříží. Viz [1], kde je navíc
ukázáno, že žádný z přítomných není zasažen více než pěti střelami.

Příklad 8. Ukažte, že šachovnici 8 × 8, ze které jsou odstraněna dvě protější
rohová políčka, nelze pokrýt jedenatřiceti obdélníky 2× 1.
Návod. Předpokládejme, že šachovnice je těmito obdélníky pokryta. Každý

z nich zakrývá jedno černé a jedno bílé políčko, takže všechny dohromady za-
krývají 31 bílých a 31 černých políček. To však není možné: odstraněná rohová
políčka měla stejnou barvu, takže počet černých políček, která zůstala po odstra-
nění, je jiný než počet bílých. Viz [1], kde jsou i další podobné úlohy o pokrývání
šachovnice.
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Řešení (nejen) optimalizačních úloh: využití

tabulkového kalkulátoru při výuce

matematiky na všech stupních škol

Jakub Fischer

Příspěvek vznikl na základě někdejších zkušeností autora s vedením kroužku
Aplikovaná matematika v 9. ročníku třídy se zaměřením na matematiku a in-
formatiku pražské Základní školy Uhelný trh. Jeho smyslem je ukázat možnosti
řešení relativně komplikovaných úloh pomocí žákům základní školy dostupných
prostředků, tj. bez znalosti náročnějšího matematického aparátu. Příspěvek ob-
sahuje ukázky dvou různých úloh, které jako základní řeší posluchači kurzů vyu-
čovaných na Fakultě informatiky a statistiky Vysoké školy ekonomické v Praze.
Dále je zde uvedena praktická úloha z finanční matematiky (taktéž obtížně ře-
šitelná analyticky pro žáka ZŠ) a v neposlední řadě několik úloh zaměřených na
využití náhodných čísel. V předkládaných úlohách s výjimkou úlohy poslední je
uvedeno jak teoretické řešení vyžadované od studenta vysoké školy, tak i postupy
aplikovatelné ve výběrové třídě základní školy (označeno „alternativní řešení�).
První dvě úlohy byly prezentovány na semináři MAKOS v roce 2003 (Fischer,
2003). Inspirace k úlohám a teoretické řešení obdobných úloh je popsáno v kni-
hách Cipra (2006) a Kořenář (2002).

Úloha 1. Prazdroj, nebo Radegast?

Zadání. Předpokládejme, že určitý trh ovládají pouze dvě značky reprezento-
vané dvěma pivovary, např. Radegastem a Prazdrojem. (Pro žáky základní školy
bude zřejmě vhodnější motivací např. trh limonád.) Spotřebitelé se přitom cho-
vají podle známých pravidel, zjištěných marketingovým průzkumem na vzorku
1 000 spotřebitelů:

(i) Spotřebitel si na počátku týdne vybere jednu značku, které je „věrný� celý
týden.

Příspěvek vznikl s podporou vědecko-výzkumného záměru č. MSM6138439910 Metody
získávání znalostí z dat a jejich využívání v ekonomickém rozhodování.



36 Jakub Fischer

(ii) Na konci týdne 80 % konzumentů Radegastu u značky zůstává pro týden
příští, 20 % přechází k Prazdroji. Stejně tak 90 % konzumentů Prazdroje
u něj zůstává a zbylých 10 % přechází k Radegastu.

(iii) Rozdělení trhu v prvním týdnu je 60 : 40 ve prospěch Radegastu.

Úkol. Zjistěte, jak se bude rozdělení trhu těmito značkami vyvíjet v budouc-
nosti. Diskutujte, jaký vliv na řešení úlohy má volba parametrů uvedených v bo-
dech (ii) a (iii) zadání.

Komentář k řešení. Jedná se o poměrně elementární úlohu z oblasti tzv. ho-
mogenních Markovových řetězců. Označíme-li p(n) = [p1(n), p2(n)] vektor abso-
lutních pravděpodobností nastání jednotlivých stavů po n obdobích, a = (a1, a2)
limitní vektor pravděpodobností nastání jednotlivých stavů a P = [(Pij)] matici
podmíněných pravděpodobností přechodu z i-tého stavu do j-tého, (i, j = 1, 2),
pak lze snadno ukázat, že při regularitě matice P konverguje pro rostoucí n
vektor p(n) k limitnímu (stacionárnímu) vektoru a, přičemž vektor a lze nalézt
vyřešením maticové rovnice aP = a (jednoznačné řešení nalezneme, přidáme-li
omezující podmínku

∑
ai = 1).

V našem konkrétním případě pak a = (1/3, 2/3), což znamená, že se systém
bude stabilizovat ve stavu, kdy 2/3 zákazníků budou píti Prazdroj a 1/3 zákaz-
níků bude píti Radegast. Dále zjistíme, že hodnoty složek limitního vektoru a
nejsou ovlivněny hodnotami složek počátečního vektoru p(0) = (0, 6; 0, 4), zato
jsou ovlivněny hodnotami složek přechodové matice P.

Alternativní přístup. Jelikož žáci nemají k dispozici dostatečný aparát k ře-
šení úlohy naznačenou cestou (maticový počet) ani k dostatečnému teoretickému
uchopení problému (pravděpodobnosti, limity), je třeba přistoupit k řešení jedno-
duššímu. Vystačíme s jednoduchým tabulkovým kalkulátorem (např. MS Excel)
a provedeme postupný výpočet vektorů pn např. pro n = 1, 2, . . ., 50. Je přitom
zřejmé a i pro žáky pochopitelné, že složka

p1(1) = p1(0) · p11 + p2(0) · p21

a obdobně
p2(1) = p2(0) · p22 + p1(0) · p12,

přičemž složky p1(2) a p2(2), p1(3) a p2(3) atd. vypočteme rekurentně obdobně.
Složky vypočtených vektorů p1 až p50 pak znázorníme graficky a vidíme nejen,
že se systém stabilizoval, ale i že se stabilizoval poměrně rychle (viz obr. 1). Zá-
měnou parametrů (počáteční vektor a pravděpodobnosti přechodu), které jsme
uložili do určitých buněk, pak můžeme názorně ukázat jak vliv parametrů uve-
dených v bodu (ii) zadání, tak i nezávislost na počátečním vektoru zadaném
v (iii).
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Obr. 1

Poznámka. Za slabinu alternativního přístupu pochopitelně můžeme považo-
vat určitou nekorektnost vyplývající z toho, že konvergence ke stabilnímu stavu
není nijak dokázána a odvoláváme se pouze na tabulkové a grafické znázor-
nění na základě konečného počtu n období. Tato slabina je určitou „daní� za
jednoduchost přístupu a jeho pochopitelnost žákem základní školy. Zmíněnou
slabinu můžeme částečně odstranit doprovodnou úvahou: Jestliže ustálení stavu
předpokládáme, pak v tomto ustáleném stavu musí zřejmě platit rovnost počtu
odcházejících od jedné značky a počtu odcházejících od druhé značky. Jestliže
od jedné značky v našem případě odchází 20 % jejích konzumentů (Radegast)
a od druhé značky 10 % jejích konzumentů, pak, označíme-li si počet konzu-
mentů Radegastu v ustáleném stavu r a počet konzumentů Prazdroje v tomtéž
stavu p, pak zřejmě 0,2r = 0,1p, čili poměr p : r = 2 : 1. Možnost dosažení
ustáleného stavu z libovolného stavu počátečního tím nicméně dokázána není.

Úloha 2. Kdy přivézt minerálky?

Zadání. Prodejce v obchodě prodává určité zboží, například minerálky. Na
základě zkušeností má zjištěno, že prodej minerálek probíhá rovnoměrně a kon-
tinuálně po celý rok. Roční náklady na skladování jednoho litru jsou 50 Kč,
přivezení jedné dodávky stojí 100 Kč. Celková roční spotřeba činí 10 000 litrů.
Zásoba nesmí klesnout pod nulu, tj. neuvažujeme náklady z nerealizované po-
ptávky.

Úkol. Určete velikost jedné dodávky (resp. alternativně: kolikrát za rok má
nechat prodejce minerálky přivézt), jestliže má minimalizovat skladovací a pře-
pravní náklady.
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Komentář k řešení. Označme Q celkovou roční poptávku, q (hledanou) ve-
likost jedné dodávky, n = Q/q počet dodávek za rok, c1 roční jednotkové skla-
dovací náklady, c2 přepravní náklady na jednu dodávku a N celkové náklady na
skladování a přepravu. Zřejmě platí, že

N(q) =
q

2
· c1 +

Q

q
· c2,

přičemž hodnotu N se snažíme vhodně zvoleným q minimalizovat. Vyřešením
rovnice dN/dq = 0 získáme

q0 =

√
2Qc2
c1

,

tj. po dosazení konkrétních hodnot z našeho příkladu q0 = 200.

Alternativní přístup. Úlohu je možné řešit graficky tak, že zakreslíme funkci
N(q) a hledáme odpovídající q, v němž dosahuje minima. Jinou možností je vyu-
žít procedury Řešitel v programuMS Excel (instaluje se přes nabídku Nástroje→
Doplňky → Řešitel). Tato procedura, která je zobecněním starší procedury Hle-
dání řešení, umožňuje nejen nalezení konkrétního řešení např. rovnice nebo jejich
soustav, ale i řešení optimalizačních úloh.
Tabulka v MS Excel může například vypadat následovně:

A B
1 Q 10 000
2 q 100
3 c1 50
4 c2 100
5 N 12 500

Hodnoty ve sloupci A jsou textové a označují příslušnou konstantu či pro-
měnnou, hodnoty v buňkách B1, B3 a B4 jsou vložené konstanty, hodnota B2
je odhad řešení a hodnota B5 je vložena funkcí =B3*B2/2+B1/B2*B4. Zadání
na kartě Parametry Řešitele (spuštěné z nabídky Nástroje → Řešitel) pak bude
následující:
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Do pole Nastavit buňku zadáváme buňku obsahující vzorec (v našem případě
náklady N), do řádku Rovno pak údaj, zdali má tato buňka nabýt konkrétní
hodnoty, nebo zdali má být minimalizována či maximalizována (v našem případě
se minimalizuje). Měněná buňka (v našem případě velikost dodávky q) je pak
buňka ovlivňující hodnotu buňky nastavené a Omezující podmínka je formálně
zadána jako nezápornost velikosti dodávky q. Spuštěním procedury (Řešit) je pak
spuštěn výpočet, na jehož konci dojdeme k určení optimální velikosti dodávky
q0 = 200.

Poznámka. Úlohu lze dále rozšiřovat. Je možné uvažovat například předstih
objednávky (v situaci, kdy zásoby klesnou na nulu, je na objednávání již pozdě
a je tedy potřeba objednávat při poklesu zásob na určitou signální úroveň),
stejně tak je možné uvažovat deterministický model zásob s možností přeru-
šení zásobovacího procesu (kde uvažujeme náklady spojené s nedostatkem zásob
a modifikaci nákladové funkce). Mimo možnosti žáků základní školy pak zřejmě
jsou modely zásob stochastické, které opět využívají aparátu matic pravděpo-
dobností přechodu.

Úloha 3. Něco chce? Tak jí to kupte!

Zadání. Již několik let probíhá poměrně agresivní kampaň, přesvědčující spo-
třebitele k nákupu toho či onoho zboží krátkodobé i dlouhodobé spotřeby (a v po-
slední době již i služeb) na úvěr. Jedno z hesel je uvedeno v názvu úlohy, jiné bylo
třeba „Za desetinu Sony máš hned celé Sony�. Podstata „Sony nákupu� spočí-
vala v tom, že spotřebitel zaplatil desetinu ceny hned a následně desetinu v deseti
měsíčních splátkách. Vypočtěte skutečnou roční úrokovou sazbu (podle zákona
jsou banky a leasingové společnosti povinny ji uvádět jako tzv. RPSN=Roční
Procentní Sazba Nákladů).

Komentář k řešení. Na úvod poznamenejme, že roční úroková sazba opravdu
není 10 %, jak se řada lidí mylně domnívá. Sice zaplatíme o 10 % finančních
prostředků více, než při nákupu za hotové, ale bohužel si tuto částku nepůjčujeme
na rok (sazba by byla rovna 10 %, pokud bychom celý nákup, navýšený o 10 %,
zaplatili přesně po roce od jeho fyzického pořízení).
Označme i hledanou roční úrokovou sazbu, j měsíční úrokovou sazbu. Pro

výpočet využijeme vzorce

PV =
K∑

k=1

Splk
(1 + j)k

,

kde k označuje číslo splátky, K celkový počet splátek, Splk výši měsíční splátky
a PV současnou hodnotu splátek.
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Pokud bychom znali hodnotyK, j, Spl, je situace velmi jednoduchá. Poměrně
jednoduchá by byla i při hledání hodnoty Spl (úlohu lze převést na součet prv-
ních k členů geometrické posloupnosti). Bohužel hledání j vyžaduje nalézt řešení
polynomické rovnice k-tého stupně, což je při k = 10 pro žáky základní školy
nedosažitelné.

Alternativní přístup. Využijeme proto opět možností tabulkového kalkulá-
toru. Do buněk v záhlaví si zapíšeme hodnoty pro proměnné Spl a j (zde zvolíme
nějaký počáteční odhad, např. j = 0,01), do jednotlivých řádků pak vypočteme
diskontované hodnoty splátek po jednotlivých měsících. Následně sečteme hod-
notu těchto diskontovaných splátek a získáme hodnotu PV . Pro počáteční odhad
j = 0,01, Spl = 1 000 Kč a deset měsíčních splátek (+nultá splátka 1 000 Kč
hned na počátku) bude PV = 10 471,3 Kč. My potřebujeme získat takovou
hodnotu j, pro niž bude PV = 10 000 Kč. Využijeme funkce Hledání řešení. Na-
stavená buňka bude buňka, v níž je hodnota PV , cílová hodnota bude 10 000 Kč
a měněná buňka bude buňka, v níž je uvedena hodnota j. Po spuštění procedury
získáme hodnotu j =. Podle elementárního vztahu mezi roční a področní úroko-
vou mírou spočteme i = (1 + j)j =.

Poznámka. Společnost nabízející Sony pod touto reklamou dříve nabízela
i možnost zaplatit desetinu hned a následně pět splátek po jedné pětině ceny.
Tento pro spotřebitele velmi nevýhodný model vede k měsíční úrokové sazbě
a k roční úrokové sazbě. V současné době, pokud chceme nakupovat na dluh,
se v řadě případů vyplatí vzít si spotřebitelský úvěr u banky než se zadlužit
u dodavatelské společnosti. Nemusí to ale platit vždy a ve všech případech je
třeba porovnávat ono zmíněné RPSN, které lze (z důvodu požadavku zákona)
nalézt kdesi dole v letáku velikostí písma 4.

Úloha 4. Vyhrajete v MonteCarlo 100 dolarů,

a nebo π?

Zadání. Odhadněte číslo π metodou MonteCarlo.

Komentář k řešení. Předtím, než se pustíme do samotného řešení, pojďme
si stručně ukázat, k čemu můžeme využít náhodná čísla. V prostředí MS Excel
vygenerujeme jednoduše náhodná čísla mající rovnoměrné rozdělení s parame-
try (0,1) pomocí funkce NÁHČÍSLO(). Funkce nemá žádný parametr a vrátí
náhodné číslo mající výše uvedené rozdělení. Tuto funkci můžeme vyzkoušet,
například modelovat hody mincí (kde generované náhodné číslo zaokrouhlíme,
hodnoty 0 přiřadíme rubové straně a hodnoty 1 lícové straně). Můžeme pozo-
rovat, že s rostoucím počtem pokusů konverguje podíl hozených lícových stran
k jedné polovině (na tomto příkladu lze žákům názorně ilustrovat tzv. statistic-
kou definici pravděpodobnosti). O něco složitější je modelování hodů kostkou.
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Potřebujeme totiž ze spojité náhodné veličiny s rovnoměrným rozdělením s pa-
rametry (0, 1) získat diskrétní náhodnou veličinu s možnými hodnotami 1 až 6,
přičemž každá z hodnot bude stejně pravděpodobná. Tuto transformaci můžeme
provést například pomocí funkce ZAOKROUHLIT(NÁHČÍSLO()*6+0,5;0). Při
generování několika tisíc hodů můžeme spočítat relativní četnosti jednotlivých
obměn na kostce a sledovat, jak s rostoucím počtem hodů konvergují relativní
četnosti k jedné šestině.
Pokud jsme zvládli náhodné hody, můžeme se pustit do samotného odhadu

čísla π. Představíme-li si čtverec o straně délky 1 a do něj vepsanou kružnici
o poloměru 0,5 (nechť levý dolní roh čtverce prochází počátkem os souřadnic,
střed kružnice pak leží v bodě [0,5; 0,5]). Provádějme náhodné hody do tohoto
čtverce a počítejme, kolikrát z N hodů zasáhneme kruh (tento počet zásahů
označmeM). Je zřejmé, že pro nekonečně velký počet hodůN se podíl úspěšných
zásahů kružnice M/N rovná podílu obsahu kruhu a čtverce (pro zvyšující se
počet hodů N k němu konverguje). Podíl obsahu kruhu a čtverce můžeme zapsat
jako π ∗ r2/(2r)2, z čehož při předpokladu nekonečně velkého počtu pokusů N
(v realitě alespoň dostatečně velkého počtu pokusů) můžeme po triviální úpravě
získat odhad π = 4M/N .
V prostředí tabulkového kalkulátoru MS Excel můžeme generovat dvojice

náhodných čísel, která budou reprezentovat náhodný hod se souřadnicemi zá-
sahu [x, y]. Po provedení hodu (vygenerování dvojice náhodných čísel) ověříme,
zdali jsme zasáhli kruh s využitím Pythagorovy věty. Vzdálenost bodu zásahu
od středu kruhu totiž musí být menší nebo rovna poloměru kružnice, tj. v na-
šem případě 0,5. Vzhledem k tomu, že celý proces může i přes nasazení relativně
rychlého počítače trvat pro tisíce či desetitisíce hodů relativně dlouho a odmoc-
nina je výpočetně náročným procesem, budeme testovat nerovnost (x − 0,5)2 +
+ (y − 0,5)2 ≤ 0,52. V případě splnění nerovnosti dochází k zásahu, v případě
nesplnění nikoliv. Následně sečteme počet zásahů, vydělíme jej počtem hodů,
vynásobíme 4 a máme odhad čísla π. Ten by se měl ke skutečnému číslu π blížit
s rostoucím počtem pokusů (hodů).

Literatura

[1] CIPRA, Tomáš. Pojistná matematika – teorie a praxe. 2. vyd. Praha : Eko-
press, 2006. 411 s. ISBN 80-86929-11-6.

[2] FISCHER, Jakub. Alternativní přístupy k řešení (nejen) optimalizačních
úloh. Nový Hrádek 09. 10. 2003–11. 10. 2003. In: ZHOUF, Jaroslav (ed.).
MAKOS 2003. Praha : Pedagogická fakulta UK, 2004, s. 16–20.
ISBN 80-7290-156-7.

[3] KOŘENÁŘ, Václav. Stochastické procesy. 1. vyd. Praha : VŠE, 2002. 228 s.
ISBN 80-245-0311-5.





Jak učit matematice žáky ve věku 11–15 let 43

Jak zaujmout talentované i méně nadané žáky

při hodinách matematiky

Jana Hanušová

Jak organizovat práci třídy, aby měl každý žák možnost optimálního roz-
voje bez ohledu na jeho vlastní učební styl, matematickou vyspělost a pracovní
rytmus?

Úvod

Snad každý učitel někdy zažil pocit beznaděje, například když při opravě pí-
semné práce zjišťuje, že se znalosti žáků záhadně někam „vypařily�. Při malých
kontrolních písemkách i při práci v hodině se vše zdá v pořádku, ale čtvrtletní
nebo ročníkové práce dopadnou špatně. Jindy mohou učitele zaskočit žáci, kteří
při hodině nespolupracují. Učitel se trápí pochybnostmi, jestli může nějakým
způsobem situaci nějak změnit. Hledá odpovědi na mnoho otázek. V tomto pří-
spěvku se pokusím popsat moji cestu hledání a ukázat některé zkušenosti, které
se osvědčují.

Jaký byl začátek

Po absolvování MFF UK (v roce 1976) jsem začala učit na střední ekonomické
škole. Učitelskou dráhu jsem nastupovala s přesvědčením že „dobrý kantor i kozu
naučí počítat� (možná v podtextu a v podvědomí je moje přesvědčení, že různí
žáci potřebují různý přístup) – nyní bych to poopravila – možná naučí, ale
ta „koza� musí chtít. Pomáhal mi pocit kvalitního teoretického matematického
základu – „stavovská čest matfyzáka�.
Mojí první snahou bylo, aby se moji žáci matematiky nebáli. Vysvětluji, ptám

se, zda žáci pochopili látku, kdykoliv se mohli zeptat na nejasnosti. Způsob vy-
učování byl ale instruktivní (do té doby, kromě vlastního způsobu učení se, jsem
nic jiného nepoznala). V této etapě lze mé pedagogické působení charakterizovat
v oblasti interakce se žáky jako vstřícné a v oblasti vyučování jako instruktivní.
Při přípravách na vyučování jsem se výrazně soustředila na obsah.
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Přišly první radosti a první zklamání.

• radost – žáci se matematiky nebojí, nedostavují se katastrofické výsledky
v podobě nedostatečných jako v jiných třídách; třídy byly převážně dívčí
a instruktivní výklad dívkám vyhovoval; jasná strukturace učiva a přesné
vymezení standardních úloh pomáhaly žákům získat jistotu, že učivo jsou
schopni zvládnout,

• zklamání – čtvrtletní písemné práce dopadaly hůř než průběžné kontrolky.
Neúspěchy jsem již tenkrát dokázala do jisté míry analyzovat. Uvědomovala

jsem si, že získané poznatky nejsou trvalé. Přemýšlela jsem, jak to napravit, a za-
čala jsem se zajímat právě o ty žáky, kteří nebyli úspěšní. Zjistila jsem, že při
hodinách nejsou všichni žáci aktivní. Všimla jsem si, že i žáci, kteří nevyrušovali,
měli dostatek času k „únikům� do světa svých myšlenek zcela nematematických.
Umožňoval to vysoký počet žáků ve třídě (běžně 40 žáků ve třídě) i způsob in-
struktivního vyučování – zcela klasická struktura hodiny (zkoušení a opakování;
výklad; shrnutí).
Pochopila jsem, že moji výzvu, kterou jsem kladla po každé části výkladu, –

„Rozumíte všichni? Kdo se chce na něco zeptat?�, nevnímali žáci tak, jak jsem
se domnívala. Uvědomila jsem si, že se většinou ptají ti, kteří problému částečně
rozumí a vědí, na co se ptát. Žák, který látku nechápe, se nezeptá z obavy, aby
se neprojevilo, že něco neumí.
Když jsem pochopila, že moje výzvy nejsou účinné, snažila jsem se žáky víc

aktivizovat. Výklad jsem prokládala otázkami tak, aby odpovědi na tyto otázky
dovedly žáky k novému poznatku. Pro mne měly odpovědi žáků diagnostickou
funkci.
Snažila jsem se zpříjemňovat hodiny zajímavými úlohami, ale to se mi dařilo

jen nárazově.
Nicméně již zde se začaly utvářet moje názory, které posléze vedly k změně

mého výukového stylu od instruktivního ke konstruktivnímu.

Velká změna – přestup na víceleté gymnázium

V roce 1990 jsem začala učit na víceletém gymnáziu jedenáctileté nadané děti.
Stala jsem se třídní učitelkou v primě, kde jsem učila i matematiku. Uvědomovala
jsem si zodpovědnost za rozvoj nadání žáků a jejich chuť učit se, chtěla jsem při
tom pokazit co nejméně. Byla jsem nucena změnit způsob příprav, větší důraz
jsem kladla na to „jak� učit než na obsah.
Tato etapa mého učitelského vývoje by se dala označit jako hledání. Nejprve

jsem čerpala náměty v literatuře, pak jsem se účastnila didaktických seminářů
a konferencí didaktiky matematiky. V té době jsem hledala způsob, jak zaujmout
bystré žáky, jak zvládnout jejich živelnost na jedné straně, jak přitom neodradit
a nezanedbat žáky pomalejší na straně druhé. Nechtěla jsem, aby žáci poznatky
pouze reprodukovali, snažila jsem se vést je k přemýšlení, rozvíjet jejich tvořivost.
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Prošla jsem obdobím didaktických her, činnostního pojetí, modelováním. Začala
jsem obdivovat učitele na základních školách, kteří dokázali své žáky zaujmout
a něco je naučit.
Výrazným mezníkem v mém hledání (nejen pro mne, ale i pro další učitele

na Boleslavsku) se stal v roce 1995 vzdělávací program Iniciativa. Ten nabídl
ucelený systém seminářů, psaní seminárních prací a jejich obhajoby, přinesl pra-
covní setkání s odborníky, atmosféru stejného pedagogického přesvědčení. Prožili
jsme první analýzy žákovských prací, první zamýšlení se nad poznávacím pro-
cesem. Zkusili jsme ve svých třídách realizovat experimenty, byli jsme vyzváni
k prezentaci výsledků na konferencích. Od prvotních sdílení značně emotivně
zabarvených zkušeností z hodin nebo z matematického tábora jsem postupně
přecházela k analýzám činností žáků, průběhu hodin, k hledání způsobu, jak
ukázat možnosti konstruktivistických přístupů.
Dalším mezníkem bylo v r. 1999 zahájení doktorandského studia na KMDM

PedF UK. Možnost spolupracovat s odborníky na katedře didaktiky matematiky
byla pro mne hlavní motivací ke studiu. Každé setkání s nimi přineslo mnoho
cenných podnětů pro moji práci ve škole. Na konzultacích jsem se postupně se-
znamovala s metodou atomární analýzy, tj. kladení velice detailních otázek a tr-
pělivé sestavování mozaiky řešitelského procesu žáka. Domnívám se, že naučit
se této metodě z knih je téměř nemožné. K tomu je nutný bezprostřední dia-
log lidí, kteří s dostatečnou trpělivostí hledají mezi mnoha možnostmi tu, která
nejlépe koresponduje celkovému myšlenkovému projevu daného žáka. Zvládnout
atomární analýzu neznamená jen naučit se pečlivě vnímat detaily. Znamená to
i schopnost umět tyto jednotlivosti správně hodnotit, řadit, porovnávat, klasifi-
kovat apod. To vše vyžaduje pojmový aparát, který se člověk učí „za pochodu�.
Je to učení „plíživé� a člověk si jej mnohdy vůbec neuvědomuje.
Po odučené hodině, stejně jako každý učitel, se zamýšlím nad tím, co se

během 45 minut odehrálo. Několik hodin jsem koncipovala jako experimenty
a získané materiály jsem podrobně analyzovala. Tyto analýzy mi postupně od-
halovaly hlubší pohledy do poznávacího procesu žáků, otevíraly mi nové oblasti,
které jsem dříve nevnímala. Takové učitelské „procitání� přinášelo nejenom ra-
dost, ale zároveň i chvíle depresí. Začala jsem si víc uvědomovat nedostatky při
výuce, co všechno ještě mohu dělat jinak. Setkání na fakultě i hodiny konzultací
pro mne mají význam nejen po stránce didaktiky matematiky, ale především
po stránce lidské. Myšlenky z diskusí se vynořují s odstupem času, třeba i po
několika letech, jsou „pod kůží� – člověk se změní, mění se způsob myšlení.

Poučení z experimentů a analýz – východisko pro další

výuku

Analýzy žákovských řešení spolu s hledáním co nejpřesnější rekonstrukce procesu
řešení přinášejí učiteli poznání způsobu myšlení a učení se žáků. V následujících
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odstavcích stručně shrnu zkušenosti, které jsem si odnesla ze dvou experimentů,
které se týkaly hodin, kde „objevovací� činnnost žáků nahradila klasickou formu
frontální výuky – instruktivní výklad nové látky.

Experiment V (válec).
Téma – Objevování vzorce pro výpočet povrchu rotačního válce.
Činnosti byly připraveny tak, aby žáci mohli odvodit vzorec pro výpočet

povrchu válce na základě vlastních pozorování a zkušeností, aby modelovali.

Úloha.

1. Navrhněte síť válce.

2. Síť válce narýsujte na barevný papír.

3. Síť válce vystřihněte a vymodelujte z ní válec.

4. Vypočtěte povrch vymodelovaného válce.

5. Nalezněte vzorec pro výpočet povrchu válce.

Žáci pracovali ve dvou až čtyřčlenných skupinách. Konstatovala jsem, že
modelování vedlo přirozenou cestou žáky k diskusi a spolupráci.
Při pohledu na třídu se zdálo, že všichni žáci hned od začátku pracovali, byli

aktivní. To, kromě jedné skupiny, potvrdilo i zběžné pozorování během hodiny
a fotografování práce skupin. Při pozornějším pozorování vybraných skupin jsem
si ale uvědomila, že nebyli všichni stejně aktivní. Při přípravě dalších hodin jsem
pak víc zvažovala počet lidí ve skupině, dávala jsem přednost práci ve dvojicích.
Při hodinách jsem pak víc vnímala signály, které naznačovaly míru zapojení
jednotlivců do činností.
Již v průběhu hodiny bylo evidentní, že jednotlivé skupiny volily rozdílnou

strategii řešení.
V práci skupin v hodině se objevily chyby: záměna pojmů i znaků poloměru

a průměru, vystřižení nerealizovatelné sítě, . . . Zadaný úkol však umožňoval
sebekontrolu a žáci sami chyby odhalili a napravili.
Potvrdilo se, že při „objevitelských� hodinách je učitel nucen reagovat na

vzniklou situaci a improvizovat – například chlapci v jedné skupině byli s úkolem
hotovi příliš brzy; v dané chvíli jsem si neuvědomila, že jsem měla mít připraveny
další náročnější úlohy.
Podrobné kognitivní analýzy odhalily, jak souvisí rozdílný postup řešení

s učebním stylem žáka, jak může činnost skupiny ovlivnit vhled jednoho žáka.
Práce jedné skupiny ukázala formální znalost vzorce pro délku kružnice, ma-

lou zkušenost s konkrétními modely kružnice, špatný odhad velikosti obvodu
kruhu v závislosti na poloměru. Potvrdilo se pozorování z hodiny, že jeden
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z chlapců řešil a ostatní pouze přihlíželi, že by pro ně byla vhodnější jiná al-
ternativa zadání úkolu.
Analýzy písemných prací dvou skupin ukázaly, že objev nebyl dokončen. Zá-

věrečným shrnutím a zopakováním na konci hodiny jsem zarazila objevitelský
proces. Zabránila jsem tak vlastnímu objevení chyby a tím jsem žáky ochudila
o další napětí a hlavně o radost z objevu a zřejmě v nich posílila vědomí, že
samostatně nejsou schopni objevovat. Ověření výpočtem mělo být až další ho-
dinu, tím by se prodloužilo napětí, diskuse by mohla pokračovat o přestávce,
o problému by žáci přemýšleli i doma. Sdělením výsledku se vše zastaví. Nau-
čila jsem se tedy hlídat si, abych zbytečně nepodlehla pokušení urychlit probrání
látky instrukcí a sdělením hotových poznatků. Posílila se tak moje víra, že je pro
žáky lépe probrat méně látky s vnitřním pochopením, než řešit kvanta typových
procvičovacích úloh.
V tabulkách a učebnicích bývá vzorec pro výpočet povrchu válce upraven

do tvaru: S = 2πr(r + v). Žádná z osmi skupin k tomuto zápisu nedospěla, ale
ve všech (kromě jedné) byl vzoreček napsán jako součet obsahů dvou objektů.
Tak jej děti konstruovaly a tak je jim srozumitelný. Vzorec uvedený nahoře
zdokonaluje výsledný poznatek po formální stránce, ale současně skrývá význam
jednotlivých znaků ve vzorci vystupujících.
Když jsem nad tímto jevem uvažovala, napadlo mě zadat žákům následující

úlohu: Nalezněte geometrický útvar, který je modelem vzorce ve tvaru S =
= 2πr(r+v). Modelováním ukažte, že obsah tohoto útvaru je shodný s obsahem
povrchu válce vyjádřeného vzorcem S = 2πr2 + 2πrv.
Metodologický pohled na to, co bylo řečeno, ukazuje, jak mohou algebra

s geometrií spolupracovat. Vzorec S = 2πr(r+ v), ke kterému jsme dospěli alge-
braickou úpravou, nás vedl k hledání takového „stříhání� daného geometrického
objektu, aby bylo možné přeskupit jeho části do nového objektu odpovídajícího
tomuto vzorci.

Co jsem se naučila z experimentu V

• v projevech žáků během hodiny i v písemných záznamech lze pozorovat
jevy, které ukazují na učební styl žáka, tím jsem pak schopna účinnější
pomoci,

• na aplikacích mohu ověřovat míru porozumění vztahům a vzorcům; ověřo-
vat, zda znalosti nejsou pouze formální, zda jsou podloženy dostatečným
počtem izolovaných modelů,

• před sdělením výsledku a před závěrečným shrnutím se přesvědčím, zda
všechny skupiny ukončily objevování,

• víc vyhledávám příležitosti ke „zviditelnění� algebry pomocí geometrie.
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Experiment G (goniometrie).
Téma: Zavedení goniometrických funkcí zadáním a řešením úlohy s využitím
prostředí čtverečkovaného papíru.

Úloha Jsou dány body O[0, 0], P [5, 0] a dále body A[2, 1], B[5, 2], C[7, 4],
D[16, 6], E[22, 11] a F [101, 50]. Uspořádejte podle velikosti úhly α = �AOP ,
β = �BOP , γ = �COP , δ = �DOP , ε = �EOP , ϕ = �FOP .

Úloha, kterou jsem ke svému experimentu zvolila, je ze skript Hejný, Jirotková
(1999). Jedná se o Úlohu 6.2. na straně 58. Podrobněji je tento experiment
popsán ve sborníku z minulé konference v Hradci Králové 2005.
Žáci pracovali nejprve samostatně, pak porovnali svá řešení se sousedy, ná-

sledovala skupinová práce.
První pozorování jsem dělala již v průběhu experimentální hodiny. Nebylo to

poprvé, ale tentokrát, zřejmě pod vlivem pečlivé přípravy scénáře hodiny a mé
zvědavosti, jsem svoji roli experimentátora vnímala hodně intenzivně. Poprvé
jsem totiž opustila pro mne běžnou organizaci hodiny založenou na skupinové
práci žáků a předřadila jsem před ni etapu samostatné práce žáků. Nevěděla
jsem, jak bude třída na tuto změnu reagovat. Snažila jsem se postřehnout a evi-
dovat vše, co by mohlo obohatit následnou analýzu experimentu.
Od prvních minut samostatné práce žáků jsem si všímala neobvyklé atmo-

sféry třídy. Místo běžných diskusí a přirozeného šumu třídy byl tentokrát ve
třídě klid připomínající psaní pololetní práce. Všichni žáci pracovali zaujatě.
Žádné náznaky komunikace mezi žáky, ani žádné předstírání práce jsem neregis-
trovala. Překvapilo mne to. Nečekala jsem, že moji výzvu ke zcela samostatné
práci budou žáci brát tak vážně.
Sama sebe jsem se ptala, proč k tomu došlo, a viděla jsem dvě příčiny: první,

zjevná, byla výzva učitele k samostatné práci; druhá, méně viditelná, spočívala
ve struktuře úlohy, která i slabším žákům dává možnost samostatné práce. Třetí
pravděpodobnou příčinu překvapivé atmosféry v úvodu hodiny jsem odhalila až
později. Bylo jí moje silné citové zaujetí nastřádané v průběhu pečlivé přípravy
scénáře a umocněné mojí zvědavostí a očekáváním. Je velice pravděpodobné, že
žáci citlivě vnímali moje zaujetí, a to podněcovalo i jejich zájem. Uvědomila jsem
si, že tento jev zažívám opakovaně téměř pokaždé, když přípravě hodiny věnuji
nadměrnou energii a čas.
Úloha žáky oslovila nikoli jen jako školní zadání, kde jde o nalezení kon-

krétního výsledku, ale jako intelektuální výzva k odhalení jisté zákonitosti. To
se projevilo ihned, jak začali ve druhé etapě práce žáci mezi sebou diskutovat.
Dokumentují to poznámky z mých záznamů, v nichž je opakovaně žáky formu-
lována otázka: „Jak to tedy bude?� Někdy jen jako otázka, kterou si klade žák
pro sebe.
Dále jsem si uvědomila, že v mých, běžným způsobem vedených hodinách,

je žákům dán menší prostor pro individuální práci, protože již od začátku mo-
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hou mezi sebou diskutovat a úloha nenabízí tak širokou paletu výzev od jed-
noduchých až k složitým. Navíc probíhající experimentální hodina vede k vyšší
motivaci žáků a tím i k bohatší paletě jejich nápadů, zejména u slabších žáků,
kteří při organizaci „diskuse od začátku� mají tendenci spíše přebírat myšlenky
spolužáků.
Mé záznamy vztahující se ke druhé etapě hodiny – skupinové práci – obsahují

ještě dvě důležité poznámky. První se týká mé reakce na strategii nastavování
čtverečkovaného papíru (dvojice dívek při diskusi navrhovala řešit nedostupnost
bodu F přilepením dalších čtverečkovaných papírů, aby bod mohly narýsovat).
Ihned, jak jsem tento postup dívek viděla, jsem byla schopna formulovat nároč-
nější úkol (totiž soubor vyšetřovaných bodů doplnit o vzdálený bod G), který
orientoval práci dívek k dalšímu, hlubšímu cíli.
Druhá poznámka se týká nedostatečné vytíženosti dvou velice dobrých žáků

třídy. Při hodině jsem si včas nevšimla, že chlapci mají úlohu dořešenou. Až
následné analýzy ukázaly, že bod G byl zařazen do hotového systému. Potvrzuje
to i konstatování v dodatečných rozhovorech: „Pak jsme už neměli co dělat, tak
jsme dostali zadaný bod G, tak jsme ho doplnili pod čáru.� Již zkušenosti z ex-
perimentu s válcem ukázaly, že tito chlapci nebyli dostatečně vytíženi. Tentokrát
jsem pro ně měla připravený náročnější úkol (hledat, jestli nalezené přiřazení je
funkcí, zjistit její vlastnosti), bohužel jsem neuhlídala okamžik, kdy mám úkol
zadat. Tento neúspěch byl pravděpodobně tím nejcennějším, co jsem se na ho-
dině naučila. S odstupem času mohu konstatovat, že je to jedna z věcí, které si
od té chvíle hlídám velmi pečlivě. Uvědomuji si, že odpovídající obtížnost zada-
ných úloh je jednou z hlavních podmínek podnětného prostředí jak z hlediska
poznávání, tak především z hlediska osobnostního rozvoje.

Co jsem se naučila z experimentu G

• Intenzita práce žáků je závislá na kvalitě předložené úlohy, zejména na
tom, že úloha umožňuje každému žákovi smysluplnou aktivitu,

• vzájemné diskuse žáků jsou motivačně a asi i výukově účinnější než učite-
lovo poučování a kontrolování práce žáků,

• má-li učitel zadávanou úlohu dobře promyšlenu, je schopen bezprostředně
reagovat na případné nečekané situace v žákovských řešeních,

• učitel, který chce motivovat i nejschopnější žáky třídy, musí mít připraveno
a promyšleno pokračování dané úlohy do dalších nebo hlubších oblastí ma-
tematiky; taková příprava vyžaduje nejen to, aby učitel matematiku znal
komplexně a hluboko, ale aby se sám matematickými problémy perma-
nentně zabýval a udržoval si tak odbornou „kondici�.
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Teorie generických modelů (TGM)

Právě popsané zkušenosti ukázaly, že podstatnou roli hraje kvalita zadané úlohy,
která žáka přivede ke smysluplné aktivitě. Při hledání vhodných úloh mi nejvíce
pomohla teorie generických modelů M. Hejného.
Popis procesu poznávání vychází z toho, že člověk obvykle nejdříve poro-

zumí několika konkrétním příkladům, všímá si, co mají společného, a dochází tak
k obecnějším a abstraktnějším poznatkům. Proces zrození a budování matema-
tického poznatku je možné rozložit do série hladin a dvou hladinových přechodů,
zdvihů (Hejný, 2004, s. 27). Proces můžeme znázornit schématem:

motivace → izolované modely → generické modely → poznatek

Stává se, že ve vyučovacím procesu není dán dostatečný prostor pro tvorbu
izolovaných modelů, nebo se dokonce v zájmu „urychlení� tato etapa úplně vy-
nechá. To je pak příčinou formálních znalostí – žák se snaží převzít hotový po-
znatek a zapamatovat si ho. Je pak schopen dobře reprodukovat definice, poučky,
vzorce, používat nacvičené postupy podle vzorových příkladů. Není však scho-
pen dál tvořivě formální poznatky použít. Není schopen je rozvíjet, propojovat
a obměňovat. V. Hejný a M. Hejný (1977) takové poznání nazývají „protézou�
poznání.

Úlohy

Domnívám se, že je užitečné, když si učitel sám na sobě vyzkouší, co přináší
řešení úloh, které v sobě skrývají cestu přes izolované modely ke generickému
modelu. Velkou inspirací jsou úlohy v publikaci Čtverečkovaný papír jako most
mezi geometrií a aritmetikou od M. Hejného a D. Jirotkové. Pro učitele se osvěd-
čila například úloha „Pickova formule� uvedená na straně 45.

Úloha. Množinu všech mřížových trojúhelníků označme T . Je-li T jeden ta-
kový trojúhelník, pak znakem S(T ), označíme jeho obsah, znakem h(T ) počet
mřížových bodů ležících na jeho hranici a znakem v(T ) počet mřížových bodů
ležících uvnitř trojúhelníku T .

Výzkumný problém. Hledejte Pickovu formuli, která říká, jak vzájemně sou-
visí čísla S(T ), h(T ) a v(T ) pro libovolný trojúhelník T .

Již několikrát jsem tuto úlohu předložila učitelům, aby zkusili vzorec hledat.
Sami na sobě si ověřili, že každý uchopil úlohu po svém. Většina z nich nejprve
začínala testováním konkrétních trojúhelníků – izolovanými modely, s každým
objevem i učitelé prožívali radost. Sami se pak pokoušeli hledat návodné otázky
a navrhnout sérii úloh pro žáky, případně mohli využít postup popsaný ve skrip-
tech na straně 45.
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Předložené úlohy – oba experimenty i Pickova formule, jsou výsledkem ná-
ročné přípravy i následných rozborů. Je jasné, že na tak podrobné přípravy učitel
nemá čas ani energii. V dílně v Litomyšli jsem účastníkům poskytla několik ná-
mětů pro činnosti žáků v hodinách, které vycházely z uvedenými zkušeností.
Byly to pracovní listy vytvořené v běžném vyučování „za pochodu�. V příloze
několik námětů připojuji. Jsem si vědoma, že zdaleka nejsou bez chyb a že je
mnoho možností, jak je vylepšit. V okamžiku, kdy žáci úlohy řeší, vidím, co se dá
pro příště změnit. V okamžiku, kdy o úlohách mluvím s učiteli, vidím další sou-
vislosti. Domnívám se však, že přes všechnu nedokonalost je užitečné pokoušet
se hledat vlastní cestu a tvořit. Učení pak baví víc nejen žáky ale i učitele.
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Příloha 1 – Celá čísla

Pracovní list – hledání závislostí

Úloha 1. Doplňte další tři čísla do číselné řady a nalezněte vyjádření možné
závislosti mezi čísly:

a) 2, 4, 6, 8, . . .

b) −5, −7, −9, −11, . . .

c) 2, 4, 8, 16,. . .

d) 4, 9, 16, 25, . . .

e) 2, 5, 8, 11, . . .

Úloha 2. Vyplňte následující tabulku:

a 2 0 −2 5 7 −3
b −1 3 −2 5 3 3

a+ b
a − b
2 · a+ b
a : 2− b

−3 3 0 0 −4 6
−5 3 2 −5 −11 9
−2 0 4 25 21 −9

Do tří posledních volných řádků tabulky vyplňte zadání úlohy pro kamaráda.

Komentář. Pracovní list byl použit ve třídě sekunda ve fázi procvičování sčí-
tání a odčítání celých čísel. Žáci si mohli sami zvolit, které z úloh budou ře-
šit. Obtížnost úloh se stupňuje, každý žák měl možnost řešit úlohu podle svých
schopností. V tabulce je skryto další pokračování – násobení a dělení celých čí-
sel číslem přirozeným. Talentovaní žáci se s chutí pouštěli do číselných řad i do
hledání závislostí v tabulce.
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Příloha 2– Hledáme Eulerovu přímku

Pracovní list – zadání

Úmluva.
S – střed kružnice opsané
O – střed kružnice vepsané
V – ortocentrum (průsečík přímek, na kterých leží výšky)
T – těžiště (průsečík těžnic)

Úloha 1. Zjistěte, kolik trojic můžeme vytvořit z bodů S, O, V, T tak, aby tyto
tři body ležely na jedné přímce.

Úloha 2. Jedna z možností z předchozí úlohy je trojice bodů, která tvoří „Eu-
lerovu přímku�. Eulerovu přímku lze sestrojit téměř ke každému trojúhelníku.
Zjistěte, které tři body tuto přímku tvoří.

Hledáme Eulerovu přímku

Pracovní list – nápověda

Úloha 1. Narýsuj:

a) střed úsečky AB,

b) osu úsečky AB,

c) osu úhlu �AV B,

d) přímku p, bod M �∈ p, změř vzdálenost bodu M od přímky p.

Úloha 2. Narýsuj trojúhelník

a) rovnostranný,

b) ostroúhlý různostranný,

c) rovnoramenný,

d) pravoúhlý,

e) tupoúhlý.

V každém z narýsovaných trojúhelníků sestroj body S, O, V, T . Hledej, která
trojice z bodů S, O, V, T leží na jedné přímce.

Komentář. Pracovní list byl použit ve třídě prima při procvičování základních
pojmů v trojúhelníku. Nejprve žáci dostali zadání úkolu. Kdo si nevěděl rady,
mohl postupovat podle pokynů v listu nápověda.
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Příloha 3 – Posloupnosti

A

1. Vypočtěte součet všech přirozených čísel od 1 do 100.

2. Vypočítejte součet všech dvojciferných přirozených čísel.

3. Zjistěte, oč je větší součet prvních 100 přirozených čísel sudých než součet
prvních 100 přirozených čísel lichých.

4. Prodejna potravin obdržela nejnovější druh nealkoholického nápoje v ple-
chovkách. Za účelem jeho propagace bude z plechovek při volné stěně jed-
noho regálu sestaven „rovnoramenný trojúhelník�: do nejspodnější vrstvy
tohoto „trojúhelníku� se postaví vedle sebe 25 plechovek, do každé ná-
sledující vyšší o jednu plechovku méně, v nejhořejší vrstvě bude jediná
plechovka. Kolik plechovek musí učeň Karel pro tuto stavbu přivézt ze
skladu?

5. Buduje se hlediště letního kina přibližně pro 1 200 diváků. Do první řady
je plánováno 40 sedadel, do každé následující řady postupně o 4 sedadla
více. Kolik řad sedadel bude mít hlediště?

B

1. Vyslovte hypotézu o součtu prvních n členů aritmetické posloupnosti
(an)

∞
n=1, tj. sn = a1 + a2 + a3+. . .+an. Hypotézu ověřte.

2. Dokažte, že pro každé n ∈ N je součet čísel n, n+1, n+2, . . . , 3n−2 roven
druhé mocnině nějakého přirozeného čísla.

3. Zjednodušte výraz:

V =
1 + 2 + . . .+ n

n · (1 + 12 +
1
4 + . . .)

C

G. Galilei (1564–1643) objevil r.1615 tuto zajímavou vlastnost posloupnosti li-
chých čísel:

1
3
=
1 + 3
5 + 7

=
1 + 3 + 5
7 + 9 + 11

=
1 + 3 + 5 + 7
9 + 11 + 13 + 15

= . . .

Prověřte, zda jsou skutečně všechny čtyři zlomky sobě rovny. Hledejte další
zlomky „téhož typu�, které se rovnají uvedeným zlomkům.

Komentář. Ukázka jednoho pracovního listu pro vyšší gymnázium.
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Přírodovědný klokan 2006/2007 –

kategorie Kadet

Jiří Hátle, Josef Molnár

Soutěž Přírodovědný klokan vznikla při řešení projektu „STM – Morava�
jako podúkol S002 [1]. Cílem projektu je výzkum nových metod soutěží tvoři-
vosti mládeže zaměřených na motivaci pro vědecko výzkumnou činnost v oblasti
přírodních věd, obzvláště v oborech matematických, fyzikálních a chemických.
Přírodovědný klokan vychází z oblíbené v České republice dobře zavedené

a známé mezinárodní soutěže Matematický klokan [2]. Přírodovědný klokan však
není úzce zaměřen pouze na jeden obor – matematiku, ale zaobírá se i dalšími
obory. A tak v otázkách kromě matematických jsou úlohy ze školních předmětů
jako fyzika, chemie a biologie s plánovanými výlety do informatiky, geografie,
vědy a techniky, historie a filologie. Obě soutěže však mají společný cíl – po-
pularizovat matematiku a přírodovědné obory mezi mládeží, vzbuzovat a pod-
porovat zájem žáků a studentů o tyto obory a prezentovat jejich zajímavost
a užitečnost, mezi žáky vyhledávat talenty, u studentů podporovat jejich zájem
a rozvíjet jejich nadání.
Společným pro oba sourozence z rodiny Klokanů je osvědčený typ testu – jed-

norázový s uzavřenými otázkami (multiple-choice) s jednou správnou odpovědí,
způsob distribuce a vyhodnocování přes vybudovanou síť krajských a okresních
důvěrníků Matematického klokana a také zázemí a centrum na Univerzitě Pa-
lackého v Olomouci.
Dne 25. dubna 2007 proběhl ve školách ČR první ověřovací ročník soutěže

Přírodovědný klokan v kategoriích Kadet (8. a 9. tříd základních škol, 14–15 let)
a Junior (I. a II. ročník středních škol, 16–17 let). V každé kategorii bylo zadáno
24 úloh a na jejich vyřešení měli soutěžící 45 minut čistého času.

Podporováno z projektu NPV II MŠMT ČR „STM – Morava� pod číslem 2E06029.
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Přírodovědný KLOKAN 2006/2007

Zadání soutěžních úloh kategorie Kadet – ukázka

1. Na proužek papíru délky 1 m zakreslíme nejprve značky, které jej rozdělí na
4 stejně dlouhé části a potom další značky, které jej rozdělí na 3 stejně dlouhé
části. Pak tento proužek rozstříháme v každém místě, kde je nějaká značka. Kolik
různých délek mají takto vzniklé proužky?

(A) 2 (B) 3 (C) 4 (D) 5 (E) 6

4. Mezi kovy nepatří

(A) rtuť (B) hořčík (C) zinek (D) křemík (E) cín

7. Ve kterém jazyce znamená „kangourou� klokan?

(A) anglický (B) německý (C) francouzský(D) polský (E) estonský

10. Vyber, která odpověď na otázku: „Kolik kostí a svalů má člověk� je nej-
přesnější

(A) člověk má 200 kostí a 600 svalů (B) člověk má 600 kostí a 200 svalů

(C) člověk má 300 kostí a 300 svalů (D) člověk má 250 kostí a 250 svalů

(E) člověk má 250 kostí a 400 svalů

13. Kryštof Kolumbus objevil Ameriku roku

(A) 1592 (B) 1515 (C) 1352 (D) 1392 (E) 1492

16. Stavebnice obsahuje pouze díly tvaru kvádru o rozměrech 2 cm × 3 cm ×
× 1 cm. Jaký nejmenší počet těchto dílů potřebujeme k sestavení krychle?
(A) 6 (B) 12 (C) 36 (D) 216 (E) 288

20. Vynálezce parního stroje James Watt se k výrobě parních strojů spojil
s bohatým birminghamskýmmajitelem továrny Boultonem. Při získávání nových
zákazníků bylo důležité vyjádřit kolik koňských sil jejich vynález majitelům dolů
ušetří. Změřili, že silný kůň vytáhne za 1 s 75 l vody z hloubky jednoho metru.
Tak vznikla jednotka výkonu 1 kůň. Kolika Wattům odpovídá výkon 10 koní?
Tíhové zrychlení g = 10 m/s2, hustota vody ρ = 1 000 kg/m3.

(A) 750 W (B) 7 500 W (C) 1 500 W (D) 15 000 W (E) 5 000 W

21. Jaké množství vody vznikne spálením 10 g plynné směsi vodíku a kyslíku
v ideálním poměru?

(A) 100 g (B) 1 kg (C) 0,1 g (D) 10 g (E) 1 g
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24. V krychli je umístěn jeden kus drátu. Urči, které řešení odpovídá půdorysu,
nárysu a bokorysu na obrázku.

(A) (B) (C) (D) (E)

Správná řešení – Přírodovědný klokan 2006/2007

Kadet
1 B, 2 C, 3 C, 4 D, 5 D, 6 B, 7 C, 8 B, 9 A, 10 A, 11 A, 12 B, 13 E, 14 C, 15 D,
16 C, 17 B, 18 A, 19 D, 20 B, 21 B, 22 A, 23 D, 24 E

Výsledky soutěže Přírodovědný klokan 2006/2007 – kategorie

Kadet

V grafu jsou znázorněny počty soutěžících, kteří získali příslušný počet bodů.
Celkový počet řešitelů v České republice v kategorii Kadet je 16 293, prů-

měrný bodový zisk činí 44,77. Nejúspěšnější řešitelé jsou uvedeni v následující
tabulce.
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1. místo 111 Řehoříková Ilona 8. A
ZŠ Tišnov
nám. 28. Října 1708
666 01 Tišnov

2. místo 110 Herda Tomáš Kvarta
Gymnázium
Jírovcova 8
371 61 České Budějovice

3. místo 109 Šimbera Jan Kvarta B
Jiráskovo gymnázium
Řezníčkova 451
547 44 Náchod

3. místo 109 Kubín Ondřej 4. A8
Slovanské gymnázium
tř. J. z Poděbrad 13
771 11 Olomouc

K celé soutěži byl sestaven dotazník, který byl rozeslán elektronickou poštou
po školách Olomouckého kraje, které se účastnily soutěže Přírodovědný klokan.
Vyplněných dotazníků se tazateli vrátilo celkem 21.
První otázka byla určena jen pro orientaci tazatele a zněla: Napište, na jakém

typu školy učíte. Většina respondentů, tj. 15 z 21, učí na základní škole.
Druhá otázka zjišťovala, který z předmětů (s možnostmi výběru matematika,

fyzika, chemie a biologie) dotazovaný učí a jak dlouho.
Ve třetí a čtvrté otázce se dotazovaní vyjadřovali k úlohám ze soutěže vzhle-

dem k předmětům, které vyučují.

Matematika

Fyzika
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Chemie

Biologie

Další otázky byly společné.

Otázka 5.

Otázka 6a Otázka 6b

Na 7. otázku respondenti, kteří odpověděli rozhodně ne, uvedli jiné možné
vyhovující termíny: září–listopad, květen, leden–únor, březen (únor).
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8. Uveďte, prosím, Vaše připomínky, náměty k organizaci a průběhu soutěže:
• matematiku ne (Matematický klokan), navíc přidat zeměpis
• úlohy na logické myšlení i u úloh z biologie, úlohy na přemýšlení
• těžké otázky z fyziky a chemie, úlohy z chemie mimo možnosti žáků 8. tříd
• menší náročnost některých příkladů, nebo soutěž jen pro vybrané
• málo času na zpracování

Odpovědi na předposlední a poslední (9. a 10.) otázku jsou pro organizátory
soutěže velice pozitivní a motivační.

Další informace a výsledky kategorie Junior naleznete přímo na stránkách
Přírodovědného klokana [3], kde je ke stažení i sborník 2006/2007.
Vzhledem k tomu, že řada lokálních organizátorů upozorňovala na to, že na

jaře je soutěží již mnoho, rozhodli jsme se přesunout konání soutěže na podzimní
měsíce. Konkrétně další ročník pro školní rok 2007/2008 proběhne 7. listopadu
2007.
Do budoucna bychom si přáli, aby Přírodovědného klokana vzala pod svá

ochranná křídla Jednota českých matematiků a fyziků a aby figuroval na seznamu
soutěží vyhlašovaných Ministerstvem školství, mládeže a tělovýchovy ČR.
Děkujeme moc všem, kteří pomáhali při vzniku nové soutěže, při přípravě

soutěžních úloh a při samotné propagaci, organizaci a průběhu soutěže Přírodo-
vědný klokan a těšíme se na další spolupráci.
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Nebojme se interaktivní tabule (aneb několik

způsobů, jak využít interaktivní tabuli

SmartBoard při výuce matematiky)

Ivo Horáček

Interaktivní tabule

Moderní didaktická pomůcka označovaná jako interaktivní tabule (dále jen IT)
pracuje ve spojení s PC a dataprojektorem. Obraz z počítače je promítán pomocí
dataprojektoru na plochu tabule a aktivní dění na ploše tabule je přenášeno
zpět do počítače. IT je vybavena softwarem dodávaným výrobcem, dokáže ale
pracovat i s jinými typy aplikací.
Ačkoli je IT je prostředkem, jak výuku zefektivnit, naráží její používání při

výuce na určité překážky (a to nejen finanční). Podle mých osobních zkušeností je
používání IT pro řadu učitelů spojeno se strachem z neznámého zařízení, někdy
i s pohodlností, protože využití IT při jedné vyučovací hodině může znamenat
několikahodinovou předchozí přípravu na PC. V první části článku se chci proto
zaměřit na stručný (a neúplný) přehled způsobů, jak lze IT při výuce využít
s tím, že při práci s IT může učitel využít většinu z materiálů, které měl již dříve
na počítači zpracované.
Na českém trhu se během posledních pěti let objevilo několik typů IT s ob-

dobnými možnostmi využití, které fungují na jiném technickém principu. Nej-
rozšířenější IT ve školách v ČR je interaktivní tabule Smart Board, proto se
v tomto článku zaměřím na tento typ tabule.

Způsoby práce s IT

Nejjednodušším způsobem využití IT je náhrada tradiční „černé� tabule. Při-
tom je třeba dodržovat určitá pravidla a respektovat i jistá omezení, která IT
oproti klasické tabuli má (na IT může v danou chvíli psát pouze jeden člověk,
problémy se stíněním). Na druhou stranu IT v tomto případě disponuje několika
výhodami – čitelné psaní ve čtyřech barvách, možnost velice rychlého smazání
celé tabule a zcela odpadá učitelům dobře známý problém s čekáním, až smazaná
tabule uschne. Zcela zásadní výhodou tohoto využití IT (např. pro didaktickou
analýzu) je možnost uložení všeho, co bylo během vyučovací hodiny na tabuli
napsáno, do grafického souboru nebo videosouboru.
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Při práci s IT je možné využít dobře známé a rozšířené aplikace MS Office
(Word, Excel, PowerPoint). Nástroje softwaru dodávaného výrobcem IT dokáží
s těmito aplikacemi velmi dobře spolupracovat (např. možnost vkládání ručně
psaného textu do wordovských a powerpointových souborů, zvětšení části textu
pomocí nástroje lupa), takže učitel může jen s malými úpravami využít téměř
vše, co v těchto aplikacích již dříve vytvořil.
Nejefektivnějšího využití možností IT Smart Board lze dosáhnout při práci

s aplikací Notebook, který je hlavní aplikací balíku software dodávaného vý-
robcem tabule. V aplikaci Notebook lze interaktivně pracovat s objekty, a to
jak textovými, tak grafickými (viz příklady). Objekty je možno přímo na tabuli
zvětšovat, přesouvat, otáčet a seskupovat.
IT se navíc chová obdobně jako flipchart, to znamená, že při popsání celé

plochy tabule není třeba tabuli mazat, ale vloží se nová prázdná plocha. Ke
každé „popsané tabuli� se pak lze kdykoli vrátit.

Příklady konkrétního použití IT

Podle mého názoru může učitel matematiky využít IT smysluplně při výuce
jakéhokoli tématu, nicméně existují témata, při jejichž výuce mohou výhody
interaktivní tabule vyniknout více. Uvedeme zde několik příkladů z geometrie
i algebry, kdy možnosti interaktivní tabule vysoce převyšují možnosti tradičních
školních pomůcek. V této části článku předkládám několik nápadů, jak udělat
s pomocí IT výuku matematiky zajímavější a názornější.

Zobrazování na číselné ose

V aplikaci Notebook je možné vytvořit si číselnou osu podle vlastních poža-
davků. Na rozdíl od klasické tabule je výsledek zobrazení po grafické stránce
vždy uspokojivý a žáky navíc manipulace s objekty potřebnými pro zobrazování
baví.
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Odvození vzorce pro obsah lichoběžníku

S pomocí aplikace Notebook lze snadno demonstrovat „přeměnu� lichoběžníku
na trojúhelník přesunutím a otočením trojúhelníku SCD s následnou diskusí
o shodnosti úseček a úhlů.

Odvození vzorce pro druhou mocninu dvojčlenu

Pomocí geometrické interpretace druhé mocniny dvojčlenu a s využitím IT
snadno ukážeme, že oblíbený „žákovský vzorec� (a+ b)2 = a2 + b2 neplatí.

Náznak důkazu Pythagorovy věty

Ukázat, že v pravoúhlém trojúhelníku se součet obsahů čtverců nad odvěsnami
rovná obsahu čtverce nad přeponou, není s použitím IT problém. Vhodným
rozdělením jednoho ze čtverců nad odvěsnou a následným přesunutím na největší
čtverec je výsledek velice názorný.
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Práce s aplikací GeoGebra

GeoGebra je freewareová alternativa k známé Cabri-geometrii, při výuce věno-
vané tématu konstrukčních úloh vhodná zejména k názorné diskusi počtu a typu
řešení. V dnešní době je GeoGebra k dispozici i v české verzi, pro využívání
na IT má velkou výhodu možnost zvětšení fontu písma. Ke stažení na adrese
http://www.geogebra.org/cms/.

A nakonec dobrá zpráva pro ty, kteří chtějí při výuce (nejen) matematiky
pracovat s IT. Velké množství hotových příprav pro interaktivní tabuli Smart
Board je zdarma ke stažení na portále http://www.veskole.cz.
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Koupím mobil za korunu. Neprodělám? –

žákovský projekt

Miroslav Hricz

Probíhající reforma ve školství předpokládá, že každý učitel bude dispono-
vat různými metodami, prostředky a formami práce, kterými podpoří rozvoj
kompetencí a kapacit svých žáků. Bude na něm, které z nich zvolí, pro jakou
vzdělávací strategii se rozhodne. Volbu mu usnadňuje školní vzdělávací program,
celkové nasměrování školy, na které působí.
Žákovský projekt považuji za jednu ze vzdělávacích strategií, která podle

mých dlouhodobých zkušeností zvyšuje aktivitu žáků.
Jednoznačné vymezení pojmu projekt ale v pedagogické literatuře nena-

jdeme. Mnozí autoři vůbec pojem projekt nedefinují, hovoří rovnou o projektové
metodě nebo o projektovém vyučování.
Na základě zkušeností s uplatňováním projektů ve vyučování matematice

vycházím z následujícího vymezení pojmu žákovský projekt (viz [1, s. 6]):
„Žákovský projekt:

• je zaměřen na část učiva, jejíž osvojení směřuje k dosažení určitého cíle,

• se vyznačuje otevřeností v procesu učení,

• je sestaven tak, že program učení není před prováděním projektu do všech
jednotlivostí pevně stanoven, takže žáci nemohou projektem projít jako
programem fixním a shora daným,

• vzniká a je realizován na základě žákovské zodpovědnosti,

• souvisí s mimoškolní skutečností, vychází z prožitku žáků,

• vede ke konkrétním výsledkům.

Velmi stručně bychom mohli žákovský projekt definovat jako přechod od myš-
lenky k činu, který se uskutečňuje na žákovu zodpovědnost a má zcela konkrétní
výstup�. Podrobněji viz [3, s. 73].
Pro ilustraci použiji projekt realizovaný ve školním roce 2007/2008 „Koupím

mobil za korunu. Neprodělám?� v rámci tzv. oborových dnů na ZŠ Táborská,
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Praha 4 (viz http://www.zstaborska.cz/zaci/oborove-dny/), které se konají pět-
krát ročně. Žáci se v průběhu roku věnují příslušnému oboru, ve druhém polo-
letí pak zpracovávají „oborovou práci�. Výsledky své práce následně prezentují
ostatním spolužákům. Žáci 9. ročníků pak oborovou práci obhajují před komisí
učitelů.
Následující odstavec popisuje průběh 1. oborového dne.

1. Jaká je vaše představa o tom, co přesně se bude v rámci oborového dne
dít?

2. Procházka Sezimovou ulicí, nám. Bří Synků a ulicí Táborská. Úkolem bude
shromažďovat důležité údaje vztahujicí se k tematickému zaměření oboro-
vého dne.

3. Řešení úloh a následná diskuse.

a) Kde se dá nejlevněji pořídit oběd?

b) Na kolika místech bych si mohl vyřídit půjčku?

c) Je na trase naší procházky nějaká možnost zajít na internet (veřejně
přístupný)? Je to cenově výhodné?

d) Kolik a které zboží bylo v prodejně Ovoce-zelenina poblíž tramvajové
zastávky Otakarova v AKCI?

e) Jaké produkty nabízí Komerční banka v Sezimově ulici ZDARMA?

4. Na základě studia reklamních materiálů vymyslete důležitá kriteria pro
vznik efektivní reklamy. Ověřte správnost údajů v těchto materiálech.

5. Co bychom rádi zažili na příštích oborových dnech?

a) Návštěva reklamní agentury – jaké jsou finty při tvorbě reklamy?

b) Jít ne internet, podívat se na nákupy, něco prodat.

c) Udělat prezentaci na PC, jít ve škole na počítače.

6. Úkol na příště: Přineste reklamní a propagační materiály oblíbeného spor-
tovního klubu.
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Dopis pro žáky:

Koupím mobil za korunu.
Neprodělám?

V Praze 10. 10. 2007

Milí žáci,

Každý z nás už určitě přemýšlel o tom, jaké nabídky nám nabízí reklamy. Mnohé
vypadají lákavě, zdají se být výhodné.
Je tomu ale skutečně tak? Nebo nás tvůrci reklam jen obelhávají?
V rámci oborových dnů budete mít příležitost vše ověřit. Můžete:

• prozkoumat nabídku na trhu,

• navrhnout postup, jak klamavou reklamu odhalit,

• cokoliv dalšího.

Pravidla pro naši práci jsou následující:

• můžete pracovat jednotlivě nebo ve skupinách, které nebudou mít více než
čtyři členy,

• pokud budete malovat nebo rýsovat, přineste si potřebné pomůcky, papír,
nůžky, lepidlo, . . . budou k dispozici ve škole,

• předpokládám, že budete pracovat samostatně,

• přineste si vlastní materiály (katalogy, letáky, . . . ) i předem zpracované pod-
klady,

• na všechny, kteří budou aktivně prácovat, čeká malé překvapení.

Těším se na naši společnou práci.

Miroslav Hricz

Naše první setkání se uskuteční v pondělí 15. října 2007. Začátek práce je
v 8.15 v pracovně matematiky ve 2. patře. Předpokládaný konec naší práce je ve
12.50 hodin.
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Upřednostňování rozvoje předmětných

představ před rozvojem formálního jazyka

(rozvoj funkčního myšlení)

aneb jeden z námětů pro učitele matematiky

na 2. stupni ZŠ

Miroslav Hricz

Podle Rámcového vzdělávacího programu pro základní vzdělávání (dále jen
RVP ZV) pomáhá základní vzdělávání na 2. stupni žákům získat vědomosti, do-
vednosti a návyky, které jim umožní samostatné učení a utváření takových hod-
not a postojů, které vedou žáky k uvážlivému a kultivovanému chování, k zod-
povědnému rozhodování a respektování práv a povinností občana našeho státu
i Evropské unie. Pojetí základního vzdělávání na 2. stupni je budováno na širo-
kém rozvoji zájmů žáků, na vyšších učebních možnostech žáků a na provázanosti
vzdělávání a života školy se životem mimo školu. To umožňuje využít nároč-
nější metody práce i nové zdroje a způsoby poznávání, zadávat komplexnější
a dlouhodobější úkoly či projekty a přenášet na žáky větší odpovědnost ve
vzdělávání i v organizaci života školy.
Naplňování takových cílů vyžaduje podnětné a tvůrčí školní prostředí, které

by mělo stimulovat nejschopnější žáky, povzbuzovat méně nadané, chránit i pod-
porovat žáky nejslabší a zajistit, aby se každé dítě prostřednictvím výuky při-
způsobené individuálním potřebám uspokojivě vyvíjelo vlastním způsobem. Přá-
telská a vstřícná atmosféra by měla vybízet žáky ke studiu, práci i činnostem
podle jejich zájmu a poskytnout jim prostor a čas k aktivnímu učení a k plnému
rozvinutí jejich osobnosti. Hodnocení výkonů a pracovních výsledků žáků by
mělo být postaveno na plnění konkrétních a splnitelných úkolů, na posuzování
individuálních změn žáka a pozitivně laděných hodnotících soudech. Žákům by
měla být dána možnost zažívat úspěch, nebát se chyb a pracovat s nimi (viz [5,
s. 5–6].
Aby se tak dělo, považuji za klíčové upřednostňování rozvoje předmětných

představ před rozvojem formálního jazyka. V následujícím příspěvku se pokusím
výše uvedené ilustrovat na budování pojmu závislost.
Budování pojmu závislost (funkce) ve vyučování matematice musí být vě-

nována dostatečná pozornost vzhledem k jeho vývoji v dějinách matematiky
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dlouhé. V propedeutice tohoto pojmu využíváme každodenních zkušeností žáků.
Klademe důraz na posilování vazeb mezi reálnými situacemi, které popisujeme,
a závislostí (funkcí) – nástrojem k modelování těchto situací.

Měření teplot

Žáci měřili teploty třikrát denně – v 8.30 hod., 13.00 hod. a 18.00 hod a zazname-
návali údaje do tabulky. Tyto údaje graficky zpracovávali, určovali průměrnou
teplotu, modus, medián, četnosti jednotlivých naměřených hodnot. Žákovská
řešení byla různorodá. Jejich shrnutí nalezneme v tabulce 1. Podrobněji v [4,
s. 59–61].

Jízdní grafy

1. Vyčtěte z následujícího grafu co nejvíce informací. Zapište je.

2. Narýsujte jízdní graf parníku, který pluje z jednoho místa do druhého 1 ho-
dinu a má 20 minut přestávku.

Využití jízdních grafů má propedeutický charakter pro studium závislostí
dráhy na čase, případně rychlosti na čase ve vyučování fyzice. Jízdní graf však
není znázorněním trajektorie pohybujícího se tělesa a není to obecně totéž, co
graf závislosti dráhy na čase.
Jízdní grafy umožňují budovat v žákově poznatkové struktuře představu

o grafu funkce jako důležitém zdroji informací o vlastnostech dané funkce. Jízdní
grafy používané v 6. ročníku znázorňují závislost dráhy na čase, výjimečně popi-
sují závislost rychlosti na čase. Ve vyšších ročnících je možné je využít k popisu
dalších závislostí. Popis práce žáků naleznete v [2] a [3, s. 124–127].

Telefonování

3. Zaznamenejte graficky cenu hovoru, který trval 31 minut 26 sekund. Narý-
sujte graf, který vidí pracovník mobilního operátora na monitoru svého po-
čítače. Určete pro Tarif T30 – T-Mobile (měsíční paušál – 190 Kč, 30 vol-
ných minut, cena hovorů – 3,20 Kč za minutu do sítě T-Mobile, 4,80 Kč
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Tabulka 1

Typ grafu další dělení
lineární 3 grafy, zvlášť každý čas

3 grafy v jednom obrázku
vše v 1 grafu spojeno celé – jednobarevné

spojeno celé – barevně
odlišeno
spojené teploty v rámci dnů
(za sebou)
spojené teploty v rámci dnů
(nad sebou)

každý den zvlášť
změna os spojeno celé – jednobarevně

průměrné teploty – pro každý
čas zvlášť

průměrné teploty v 1 grafu
pro každý čas zvlášť

Excel všechny typy
sloupcové průměrné teploty
(kvádrové 3 grafy, zvlášť každý čas
nebo válcové) v jednom obrázku barevně odlišeny časy

jednobarevné
jednotlivé časy u sebe

zvlášť každý den a hodina
(1 den= 3 grafy)

pruhové kvádrové, válcové,
obdélníkové

křivkové „had�, „spirála�
„hory�, vrcholový graf

kruhové koláčové – ve výsečích popis
s výsečemi – 1 výseč= 1 den

kombinované lineární a sloupcový
netradičně
pojaté grafy

sluníčka

chybné měnící se barvy ve sloupci
grafy začínající nebo končící
v 0
přímá úměrnost
koláčové – ve výsečích popis
(všechny výseče jsou stejně
velké)
chybně zaznamenány dny,
kdy se neměřilo
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za minutu do ostatních sítí, účtuje se první minuta celá, poté je doba spo-
jení účtována po sekundách. Jedná se o první hovor v daném účtovacím
období).

Zkušenosti ukázaly, že žáci nejsou ochotni při realizaci projektů provádět
činnosti, které v běžném životě nejsou běžné či řešit úlohy, které jim připadají
nereálné. Proto odmítli rýsovat graf znázorňující cenu hovoru, protože si ho při
telefonování nerýsují.
V další práci jsem proto použil modifikovanou úlohu (viz výše). Podrobný

popis práce naleznete v [2].

Klasifikace grafů

4. A) Napište, jakou závislost vyjadřuje graf na obrázku.

B) Doplňte chybějící informace na obrázku tak, aby lomená čára byla gra-
fem funkce f .

„Co říkají grafy?� Vyjádření žáků byla různorodá. M. Kubínová je popisuje
v [6, s. 110–112]. Zadávací list naleznete v Příloze 16 (s. 31/P-16-2) tamtéž.

5. Klasifikujte grafy na obrázku do dvou skupin. První skupina grafů je sku-
pina grafů funkcí, které mají společné vlastnosti s grafem A. Druhá skupina
grafů nemá tyto společné vlastnosti s grafem A. Vytvořte tak co nejvíce
možných klasifikací, vysvětlete svá tvrzení.

Podobně M. Ulrychová dala prostor žákovské tvořivosti (úloha 5). Zároveň
došlo k procvičení a fixaci vlastností funkcí a k jejich klasifikaci.

Závěr

Ve vyučování matematice na základní škole a v odpovídajících ročnících více-
letého gymnázia jsou funkce první pojmem obsahující dynamiku, pohyb. Pro-
pedeutika tohoto pojmu začíná již od začátku školní docházky. Za důležité po-
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važujeme využití mezipředmětových vztahů, téma umožňuje využívat experi-
mentování, , rozvoje předmětných představ, řešení úloh modelováním, intuicí či
dedukcí.
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Geometrické modelování

a ostatní vyučovací předměty

Marie Kupčáková

Na Pedagogické fakultě v Hradci Králové již mnoho let prakticky připravu-
jeme budoucí učitele matematiky všech stupňů tak, aby byli schopni rozvíjet tvo-
řivý potenciál žáků a studentů. Aby se sami prostřednictvím vlastního prožitku
seznámili s psychologií tvořivé práce. Souhlasíme s tím, že výchova k tvořivosti je
možná a potřebná na všech věkových úrovních (Lokšová, 1999). Nabouráváme
tak mnohdy vžité styly učení, mnohdy naopak přicházíme se strategií učení,
která je studentům od dětství blízká: Najít si problém, najít si vlastní cesty
řešení, soutěžit sám se sebou a nakonec i s ostatními o nejoriginálnější nápad,
důmysl a provedení.
Tvořit, zaměstnávat ruce, je nesmírně důležité. Vypozorovali jsme, že bez

rozdílu věku učících se přináší modelování zvláštní psychoterapeutický účinek,
který zřejmě souvisí s haptickým vnímáním a rozvíjením tělesné inteligence.
Stereometrie – strašák školních lavic – pro nás není samoúčelnou kapitolou

završující geometrické poznatky (Kupčáková, 2005), ale naopak východiskem,
zdrojem inspirací pro řešení úloh napříč školními předměty. Znalost, která není
opřena o žádný separovaný model, je obvykle silně formální (Hejný, Kuřina,
2001). Proto vymýšlíme nové a nové náměty, které by se staly nosileli kladné
motivace, jež je jednou ze zásadních podmínek školní úspěšnosti. Dá se říci, že
naše celoročníkové projekty jsou geometrizacemi z různých oblastí – z botaniky,
zoologie atp. Modelujeme zvířátka, houby, květiny, dopravní prostředky, ale sa-
mozřejmě i geometrické tvary. Odměnou jsou pak řešitelům webovské nástěnky,
kam fotografie modelů ukládáme.
A právě prostřednictvím webovských stránek přinesla dílna Geometrické mo-

delování ukázky výsledků některých projektů probíhajících v matematickém
vzdělávání na PdF UHK (jsou na CD z této konference), které by mohly po-
sloužit jako inspirace učitelům žáků od 11 do 15 let.
Účastníci dílny si také mohli vyzkoušet, jak snadno lze vysvětlovat geome-

trické prostorové vztahy a pojmy, pokud je souběžně s výkladem modelujeme
(špejle, párátka, modelína JOVI, plíšek na řezání).
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Využití Cabri geometrie při řešení

konstrukčních úloh

Pavel Leischner

1 Úvod

Příspěvek navazuje na stejnojmennou dílnu, v níž jsme řešili jednoduché nepolo-
hové konstrukce trojúhelníku. Zde vyřešíme jen jednu polohovou úlohu, ukážeme
však různé možnosti jejího zpracování v Cabri (včetně stručného metodikého ko-
mentáře. Úloha zní následovně:

Úloha 1 Sestrojte všechny kružnice v rovině, které se dotýkají daných rovno-
běžek a, b a kružnice k(O, r).

2 Ekvidistanta kružnice

Před vlastním řešením úlohy si zopakujeme pojem ekvidistanta kružnice a k je-
jímu snadnému sestrojování vytvoříme makrokonstrukci.

Obr. 1 – Konstrukce ekvidistanty

Ekvidistantu kružnice k(O, r) s parametrem (nebo vzdáleností) u > 0 definu-
jeme jako množinu středů X všech kružnic x(X, u), které se dotýkají kružnice k.
V Cabri ji můžeme sestrojit například takto:
Pomocí nabídek Kružnice a Úsečka sestrojíme kružnici k(O, r) (obr. 1) a po-

mocnou úsečku, jejíž délka bude určovat hodnotu parametru u. (Číslo u můžeme
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zobrazit pomocí nabídky Délka úsečky a připsat k němu vhodný text, např. „u =
=�.) Dále zvolíme na kružnici k bod M , sestrojíme polopřímku MO a pomocí
nabídky Kružítko (v pátém sloupci ikon zleva) sestrojíme kružnici m(M, u),
která protne polopřímku v bodě X . Nakonec vytvoříme obraz X ′ bodu X v sou-
měrnosti se středem M (nabídka Středová souměrnost v prostředním sloupci
ikon) a kružnice n(O, |OX |) a n′(O, |OX ′|), jež tvoří hledanou ekvidistantu.
Před tvorbou makrokonstrukce doporučujeme skrýt body X a X ′, případně

podle individuální potřeby pozměnit barvu a tloušťku kružnic n a n′. Postup
vytvoření makrokonstrukce: V sedmém sloupci ikon otevřeme nabídku Vstupní
objekty makra a pomocí levého tlačítka myši kliknutím označíme vstupní objekty,
tedy kružnici k a úsečku, jejíž délka určuje hodnotu parametru u. Analogicky zvo-
líme nabídku Výstupní objekty makra a pak označíme kružnice n a n′, které má
makrokonstrukce vytvořit. Nakonec volbou nabídky Vytvoření makra zobrazíme
okno, v němž vyplníme potřebné údaje. Do položky Název konstrukce napíšeme
„EKVIDISTANTA KRUŽNICE�, do položky nápověda umístíme vhodnou ná-
povědu, například větu „Zadejte kružnici, jejíž ekvidistantu vytváříte, a úsečku,
jejíž délka určuje parametr ekvidistanty.� Vyplnění ostatních položek není nutné.
Proces dokončíme kliknutím na značku OK. Pokud si chcete makrokonstrukci
uložit pro další používání, klepněte ještě před tímto závěrečným potvrzením na
nápis Uložit do souboru. Program vám umožní vytvořit (resp. otevřít) složku
pro ukládání vlastních maker. Z ní pak můžete otvírat uložené makrokonstrukcí
v libovolném obrázku vytvářeném pomocí Cabri. (Poznamenejme, že v Cabri
se rozlišují dva základní typy souborů: „obrázky� jsou soubory s koncovkou fig
a „makra�, které mají koncovku mac.)

Obr. 2 – Ekvidistanta kružnice k

Makrokonstrukci můžeme používat i při vytváření nového obrázku, pokud
si ji v něm jako soubor otevřeme, nebo máme-li současně otevřen jiný soubor,
v němž byla uložena. Otevřete nyní nový obrázek volbou Soubory/Nový obrá-
zek, sestrojte kružnici k a úsečku u. Po otevření sedmého sloupce ikon spatříte
novou nabídku „EKVIDISTANTA KRUŽNICE�. Po jejom otevření vytvoříte
ekvidistantu pouhým klepnutím na kružnici a úsečku (obr. 2).
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Prozkoumejme ještě vlastnosti ekvidistanty: Jestliže zvětšujeme délku u od
nuly až k hodnotě r poloměru dané kružnice, zmenšuje se menší z kružnic ekvi-
distanty, až se při u = r stane středem O kružnice k. Při dalším zvyšování
hodnoty u se zvětšují poloměry obou kružnic ekvidistanty. Je-li u = 2r, je menší
z nich totožná s kružnicí k. Pro u > 2r leží obě kružnice ekvidistanty ve vnější
oblasti kružnice k. Vidíme, že označení „ekvidistanta� není zcela korektní. Vzdá-
lenost menší z kružnic ekvidistanty od kružnice k není vždy stejná jako vzdále-
nost větší z nich od k.

3 Základní sestrojení úlohy 1

Nejprve připravíme zadání: Do nového obrázku napíšeme text zadání úlohy, pak
sestrojíme pomocnou polopřímku s počátkem A a její vnitřní bod B. V bodech
A, B sestrojíme kolmice a, b na polopřímku. Nakonec sestrojíme kružnici k(O, r)
(pomocí nabídkyKružnice. Polopřímku můžeme obarvit nevýraznou barvou, aby
nerušila zadání, nebo ji skryjeme. (Skrytí není vhodné, chceme-li soubor později
využívat ve třídě k demonstračním účelům.) Tím máme připraveno zadání a mů-
žeme přistoupit k řešení úlohy.
Rozbor. Označme 2u vzdálenost přímek a, b. Všechny hledané kružnice

mají poloměr u a střed každé z nich leží v průniku osy o rovnoběžek a, b s tou
ekvidistantou kružnice k, která má parametr u. Konstrukce je odtud zřejmá.
Provedení konstrukce v Cabri. Osu o rovnoběžek s výhodou sestrojíme

jako osu úsečky AB – otevřeme prostředí Osa úsečky (v pátém sloupci ikon)
a klepneme na body A, B. Ekvidistantu kružnice k vytvoříme pomocí makra,
ale předtím je nutno sestrojit pomocnou úsečku délky u například jako úsečku
AC, kde C je střed úsečky AB. Hledané kružnice sestrojíme s využitím nabídky
Kružítko.

Obr. 3 – Řešení úlohy 1

Na obr. 3 vidíme kompletní řešení. Výsledné kružnice jsou čtyři: Kružnice
c(C, u), d(D, u) mají vnitřní dotyk s kružnicí k a kružnice g(G, u), h(H, u) s ní
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mají vnější dotyk. Poznamenejme, že soubor s touto konstrukcí naleznete na
příloze CD pod názvem „a b k 1.fig�.
Jestliže jste při konstrukci postupovali uvedeným způsobem, můžete posou-

vat dvojici přímek a, b uchopením za bod A a otáčet je úchopem za libovolný
neoznačený bod pomocné polopřímky. Přemisťování a změny kružnice k pro-
vádíme obvyklým způsobem. Uvedené manipulace umožní průzkum závislosti
počtu řešení na vzájemné poloze a rozměrech zadaných útvarů.
Popsanou konstrukci můžeme provádět společně se žáky přímo v hodině

nebo ji připravit jako pracovní list pro samostatnou práci. Měli bychom je vést
k tomu, aby na základě experimentů a pozorování objevovali souvislosti, nachá-
zeli správné závěry a uměli je zdůvodnit.
Jiná možnost je, že si právě dokončený soubor po vhodné estetické úpravě

uložíme jako hotovou učební pomůcku. Při frontální výuce snadno celou kon-
strukci předvedeme volbou prostředí Upravit/Krokovat konstrukci (resp. Upra-
vit/Historie krok za krokem ve starších verzích Cabri II). Přitom nelze měnit
sled kroků konstrukce. Z didaktického hlediska bychom uvítali možnost ukazo-
vat v libovolném pořadí jen některé ze všech čtyř výslených kružnic. Takový
soubor vytvoříme například pomocí T-ovladačů.

4 T-ovladač

Ovladač typu T slouží ke skrytí nebo zobrazení vybrané části obrázku na moni-
toru. Pracují na principu posunutí vybraného objektu o vektor dostatečné délky
(např. 10 km). Takový vektor se dá sestrojit pomocí stejnolehlosti.

Obr. 4 – Schéma T-ovladače

Schéma T-ovladače představuje obr. 4, podle nějž ovladač sestrojíte tekto:
Na novém obrázku zvolte nejprve číslo k, například k = 5. Dále sestrojte polo-
přímku p s počátkem O a na ní úsečku AB tak, aby body A, B měly od počátku
vzdálenosti přibližně 1 cm a 3 cm. Polopřímku umístíme vodorovně, aby bod A
byl napravo od počátku O. Dále sestrojíme tzv. ovládací vektor s počátkem O
a koncovým bodem C na úsečce AB a vektor C′ − B, kde C′ je obraz bodu C
ve stejnolehlosti se středem B a koeficientem k. Nakonec skryjeme polopřímku,
úsečku a body A, B a C′. Vektor C − A je vhodné vyznačit středně silnou
čarou.
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Sestrojte dále do obrázku libovolnou kružnici a její obraz v posunutí o vektor
C′−B. Potom skryjte původní kružnici i s jejím středem i vektor C′−B. V pro-
středí Ukazovátko proveďte dvojpoklep na číslo k. Otevře se okénko umožňující
měnit hodnotu k. Připište v něm za pětku čtyři nuly a vraťte se do prostředí
Ukazovátko. Na obrazovce by měl být viditelný pouze vektor C − O ovladače
i se svými krajními body. Je-li bod C vzdálen od skrytého bodu B například
o 1 cm, nachází se obraz kružnice ve vzdálenosti asi půl kilometru od obrazovky.
Na tzv. pracovní ploše jej nenalezneme, ale v souboru Cabri je registrován, pro-
tože program vytváří objekty na bázi analytické geometrie a pracuje tedy s celou
eukleidovskou rovinou. Když nyní posuneme koncový bod C vektoru ovladače
co nejvíce doprava, bude platit C = B = C′. Obraz kružnice uvidíme na původ-
ním místě obrazovky, protože posunutí je nulové. Posunutím koncového bodu
vektoru doleva kružnici opět skryjeme.

5 Konstrukce úlohy 1 s využitím ovladačů

Sestrojte si pomůcku k demonstraci řešení úlohy 1 pomocí ovladačů: Z přílohy
na CD otevřete soubor „OVLADAČ 12T EXTRA.fig� ze složky OVLADAČE
a napište si do ní zadání úlohy. Podobně jako při prvním řešení sestrojte svislou
polopřímku s počátkem A. Pomocí nabídky Vzdálenost a délka ve třetím sloupci
ikon zprava vyčíslete délky úseček označených 2u a u ovladače v pravé horní
části obrázku. Nanesením těchto délek (nabídka Nanést délku) na polopřímku
sestrojíte body B, C. Dále postupujete stejně, jak bylo popsáno v odstavci 3, jen
při konstrukci kružnice k použijete prostředí Kružítko místo Kružnice. Poloměr
kužnice k bude určen úsečkou r horního ovladače.
Dolní skupinu T-ovladačů využijte k úpravě skrývání a zviditelňování vybra-

ných objektů pomocí posouvání, jak bylo vysvětleno v odstavci 4. Tuto úpravu
již necháváme čtenáři k dotvoření podle jeho představ. Nevyužité vektory sku-
piny T-ovladačů je možno skrýt nebo vymazat. Hotový soubor doporučujeme
uložit pod jiným názvem, aby bylo možné i později využít původní soubor k po-
dobným konstrukcím. Hotovou pomůcku vytvořenou autorem článku lze nalézt
v souboru „a b k 2.fig� na příloze CD.
Náměty k dalším aktivitám poskytují úlohy na konci článku.

6 Závěr

Příspěvek si kladl za cíl ukázat některé možnosti využití Cabri geometrie v pla-
nimetrii na ZŠ a SŠ. Učitel, který využívá tento nástroj k zadávání úloh žákům
nebo k vytváření řešených demonstračních úloh i jiných pomůcek, může naznače-
ným způsobem výhodně využívat soubory ovladačů, které mu dáváme k dispozici
v příloze na CD. Jejich popis a výklad k řešení a nepolohových úloh je obsažen
v článku [1], který jsme rovněž umístili na CD.



82 Pavel Leischner

7 Úlohy pro samostatnou práci

1. Řešte v Cabri: Sestrojte všechny kružnice, které se dotýkají daných sou-
středných kružnic m, n a kružnice k, jež leží mezi m a n.

2. Řešte v Cabri: Sestrojte všechny kružnice, které mají daný poloměr r a do-
týkají se daných kružnic m, n

3. Zvolte kladné číslo r a nakreslete grafy závislosti poloměrů kružnic ekvi-
distanty kružnice k(O, r) na velikosti parametru u.

4. Nechť r1 a r2 jsou poloměry kružnic ekvidistanty z předchozí úlohy. Se-
strojte grafy závislosti |r1 + r2| a |r1 − r2| na velikosti parametru u.

5. Jaký vztah splňují parametry u1 a u2 dvou různých ekvidistant dané kruž-
nice, je-li jedna kružnice první ekvidistanty totožná s některou kružnicí
druhé ekvidistanty?
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Matematická rozhledna – aneb i matematika

má duši

Věra Olšáková

Projekt se uskutečnil dne 3. 5. 2007 ve spolupráci s Pedagogickou a Příro-
dovědeckou fakultou UP Olomouc v rámci projektu STM Morava. Zúčastnilo se
ho celkem 130 dětí mateřské a základní školy a 15 učitelů, pozváni byli také ro-
diče. Cílem projektu bylo v žácích vzbudit pozitivnější přístup k matematice,
zejména k jejím aplikacím. Projektem jsme poskytli prostor pro realizaci potřeb
a zájmů žáků. Ti mohli získat nové zkušenosti, poznatky a schopnosti pomocí
různých prostředků a různými cestami. Žáci tak mohli konstruovat své poznání
(matematické pojmy, jejich vlastnosti a vztahy mezi nimi, postupy, . . . ? nebyly
definovány, ale „objevovány� samotnými žáky).
Projekt, který jsme pojali jako motivační a zároveň aplikační, byl projekt

krátkodobý, s délkou trvání 4 hodiny v jednom dnu. Realizován byl v dopo-
ledních hodinách ve škole.
Bylo vytvořeno 10 pracovních dílen. Žáky jsme dopředu rozdělili do skupin,

tentokrát podle věku a nadání. Každá skupina dostala kartu ve tvaru rozhledny,
na kterou si žáci po splnění úkolu zapsali vždy jedno písmeno. Z těchto pís-
men pak v závěru vytvořili slovo „Čtyřlístek� – název školy. Na druhou stranu
karty každá skupina napsala zpětnou vazbu k projektu – sebehodnocení. Po
splnění úkolů se děti sešly ve svých třídách a dostaly poslední úkol. Měly nama-
lovat svoji Matematickou rozhlednou a v ní znázornit, kam až doposud dospěly
se svými matematickými znalostmi. Každá třída je samozřejmě na jiné mate-
matické úrovni. Po rozhlédnutí z vrcholu rozhledny vidí každý nějakou aplikaci
matematiky v běžném životě, což měli žáci symbolicky znázornit v okolí namalo-
vané rozhledny. Vznikla nám tak řada devíti Matematických rozhleden, s užitím
matematiky. Výsledky práce dětí pak byly vystaveny na chodbách školy.

Pracovní dílny

1. Mozaika – u dětí v předškolním a mladším školním věku se objeví jen málo
z čisté planimetrie – tedy rovinné eukleidovské geometrie. Děti raději řeší úlohy
v takovém prostoru, ve kterém jakoby zůstala část třetího rozměru. Rovinné
útvary jsou nahrazeny tenkými destičkami, se kterými lze pohodlně manipulovat.
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Hračky – mozaiky z různých materiálů jsou prvním impulsem rozvíjení ro-
vinné představivosti, která se musí v dětech rozvíjet stejně trpělivě, jako prosto-
rová. (Kupčáková, 2001)
Pracovali jsme s mozaikou, tvořenou z pravidelných n-úhelníků: rovnostran-

ných trojúhelníků, čtverců, pětiúhelníků, popřípadě jiných pravidelných mnoho-
úhelníků. Při výpočtu jsme vycházeli ze skutečnosti, že v tak zvaném uzlovém
bodě platí, že součet všech vnitřních úhlů mnohoúhelníků je 360 stupňů. S tímto
výpočtem si dokáží poradit žáci vyšších ročníků (8. roč., 9. roč.). Potřebují však
ještě znát vzorec pro výpočet vnitřního úhlu mnohoúhelníku.
Mozaiky tedy mají charakteristickou vlastnost – opakující se vzor. Některé

mozaiky mohou mít ovšem uzlové body různých typů, jako například mozaika
ze čtverců, trojúhelníků a šestiúhelníků (např. 1 trojúhelník, 2 čtverce, 1 šes-
tiúhelník nebo 3 trojúhelníky, 2 čtverce, . . . ). Další mozaiky lze vytvářet také
z jiných než výše uvedených mnohoúhelníků, ovšem zase jenom ve vzájemných
kombinacích.
Žáci si tedy buď sami narýsovali mozaiku nebo využili předlohu. Starší žáci

již uměli z hodin matematiky určit, kterými mnohoúhelníky dokážou pokrýt
plochu. Na fólii pak barvami na sklo každá skupina mozaiku nakreslila. Hotovými
výtvory jsme pak ozdobili okna na chodbách školy.
Tato aktivita se velmi líbila také rodičům, kteří malovali ještě večer mozaiku

na posezení u čaje (rodičovské schůzce).

Obr. 1 – Mozaika (2. třída) Obr. 2 – Niťáky (7. třída)

2. Niťáky – krásné tvary se dají vytvořit sčítáním čísel. K tomu děti potřebovaly
kus pevného, tvrdého papíru, pravítko, tužku, bavlnky a jehlu. Úkolem bylo
narýsovat osy (nemusely svírat pravý úhel) a na nich zvolit libovolnou jednotku.
Potom si děti vzaly jehlu s barevnou nití a vytvářeli spojnice tak, že součet
jednotlivých bodů dával vždy shodné číslo. Výsledkem byly pěkné obrázky, které
jsme zavěsili na stěny ve třídách.
Obdobně mohou žáci přicházet na další číselné zákonitosti, které nalezneme

v přírodě. Zjistíme, že příroda je dokáže změnit v nádherné obrazce. Toho vy-
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užívají také architekti, sochaři a malíři. V přírodě najdeme všude Fibonacciho
posloupnost. Začíná takto: 1 1 2 3 5 8 13 21 34 . . . Žáci mohou hledat jakou
zákonitostí se řídí (další číslo posloupnosti je vždy součtem předchozích dvou
čísel, další číslo by tedy bylo 23+ 34 = 55). Tato úloha je však pro žáky značně
obtížná. V přírodě se můžeme setkat např. s květem slunečnice. Ta má počet
spirál v květu 55 ve směru a 34 proti směru hodinových ručiček. Ananasy mají
8 semen uspořádaných ve spirále po směru a 13 ve spirále proti směru hodin.

3. Deskové hry – mohou být nejen hrou, ale také efektivním učením. Mohou
pomoci zejména v oblastech procvičování a upevňování učiva. Tato dílna patřila
mezi nejoblíbenější, což vyplynulo ze závěrečné zpětné vazby. Zde si jednotlivé
skupiny mohly zahrát např. Blokus, Domino, Ubongo, Hey! My Fisch! (Tuč-
ňáci), Digit, Ligretto a jiné hry ve kterých nalézáme mnohé využití matematiky,
zejména pak geometrii (osovou a středovou souměrnost, . . . ).

4. Člověče, nezlob se – touto dílnou jsme chtěli proložit jinak vcelku statické
dílny. Hra se odehrávala na dvoře a žáci sami tvořily hrací figurky.

5. Šifrování – prostřednictvím šifer luštily děti jednoduché zprávy. Zde hodně
záleželo na jejich schopnostech a dovednostech vhodně kombinovat a správně
využívat jednotlivé symboly pro šifry, ale také správně využít Morseovu abecedu.

6. Stavby – jednotlivé skupinky si stavěly rozličné stavby z barevných kostek
různých tvarů. Dle svých možností pak dělaly nákresy, starší žáci se pokoušeli
načrtnout půdorys a nárys těchto staveb. Manipulací s předměty dítě získává
v podnětném prostředí mnohé zkušenosti. Oběma smysly, tedy zrakem a hma-
tem vnímají oblost, hranatost, rovnoběžnost, kolmost stěn či hran. Opakovaným
cvičením lze pak vytvářet správné prostorové představy geometrických objektů.
Domníváme se, že jednoduché modely těles v podobě dřevěných hracích kostek
patří k nejoblíbenějším dětským hračkám. Proto jsme také do projektu zařadili
tuto dílnu.

7. Špejlování – z velmi rozsáhlého oddílu geometrie, zvaného stereometrie, jsme
se zaměřili na prostorové vztahy mezi objekty trojrozměrného světa. Ty patří
v dětské geometrii k přirozeným problémovým úlohám. Ze zkušenosti je známo,
že děti mají mnohdy z geometrie obavy. Pomocí hranových modelů vyrobených
ze špejlí a modelíny žáci mohli názorně demonstrovat vzájemnou polohu hran či
povrchových úseček těles. Opět dle věkové rozlišnosti jsme demonstrovali různá
tělesa: krychle, kvádr, rovnoběžnostěn, čtyřboký hranol, delta šestnáctistěn, pra-
videlný osmistěn, ale také i mnohostěn zvaný Keplerova stella octangula (hvězda
osmicípá). Tu žáci vymodelovali z pravidelného osmistěnu tak, že nad každou
jeho stěnou doplnili pravidelný čtyřstěn. Vlastní vytváření je mnohem cennější,
než jen předvádění hotových modelů. Za modelováním je skryta řada dílčích
konstrukčních úvah, které se pohledem na hotový model vůbec neobjeví.
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Obr. 3 – Keplerova stella octangula
(7. třída)

Obr. 4 – Pyramida (1. třída)

8. Tangramy, origami – kromě čínské rovinné hry Tangram existuje japonská
prostorová hra Origami. Jedná se o skládanky z papíru, jako je například vlaš-
tovka, čepice a různá zvířátka. Nejde jen o skládání, origami má i své tradice
a bývá považováno za umění. Slovo origami pochází z japonského „ori� (sklá-
dat, zahnout) a z „kami� (papír). Odtud skládání papíru. Tento termín se ujal
teprve před 120 lety. Pro skládání je třeba získat cit a zručnost. Proto jsme
s mladším dětmi vyráběli jednoduché modely, kde přesnost nehraje velkou roli
a na výsledku to nic nezmění. Papírové skládačky patří k výchovným hrám již
od 19. století. Starší děti dokázaly objevit v průběhu skládání i základní geomet-
rické transformace, jako je osová či středová souměrnost. Tangram je hlavolam,
který pochází z Číny. Tvoří ho sedm geometrických tvarů, ze kterých lze sestavit
spoustu obrázků. Při skládání Tangramu musí být dodržena základní pravidla,
se kterými jsme nejdříve žáky seznámili:

• Cílem hry je sestavit obrázek, když znáte pouze jeho obrys.

• Při skládání použijte všechny části, žádný díl nesmí zůstat stranou.

• Jednotlivé díly leží vedle sebe na podložce, nepokládejte jeden přes druhý.
Dotýkají se hranou nebo alespoň rohem.

• Části lze libovolně převracet.

9. Pokusy – v této dílně se žáci seznámili s jednoduchými fyzikálními a che-
mickými pokusy.

• Jaké barvy vidíš?
Z tvrdého papíru vystřihni kruh a ten rozděl na 16 stejných dílů. Takto
rozdělený kruh vybarvi barvami duhy. Jaké jsou to barvy? Napiš jak jsou
řazeny za sebou. Prostrč středem párátko a roztoč kruh. Co pozoruješ?
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• Pozorně pozoruj a měř. (Jak je to možné?)
Pomůcky: odměrný válec, vlažná voda, cukr, tužka. Postup: do odměrného
válce nalijte 80 ml vlažné vody. Vhoďte do válce 3 kostky cukru – a zapište
o kolik se zvedla hladina vody ve válci. Následně cukr ve vodě rozmíchejte
a opět zapište hodnotu.

• Pozorně pozoruj a važ.
Pomůcky: dvě stejné sklenice, ovesné vločky, rýže, kuchyňská váha. Postup:
navažte 200 g rýže a 200 g ovesných vloček a nasypte je do připravených
sklenic. Co pozorujete?

• Proč se nafoukne balónek?
Pomůcky: láhev, teplá voda, cukr, sušené droždí. Postup: do láhve nalijte
asi 0,5 l vlažné vody, přidejte 2 lžičky cukru a půl sáčku sušeného droždí.
Láhev zavřete – místo vršku nasuňte na ústí láhve nafukovací balónek
a nechte chvíli stát. Co pozorujete?

10. Zkoumáme čísla – zde bylo velmi důležité věkové rozlišení pro jednotlivé
úkoly. Děti formou hry zkoumaly čísla.

• Patnáctka – hra, určená k procvičení sčítání. Hráči si vyberou sady hra-
cích kamenů a oba je střídavě pokládají vždy na jedno pole. Vyhraje ten,
kdo první dosáhne součtu 15. Když 15 překročíte, je to „bankrot� – pro-
hráli jste. (Užitečné rady: když začnete některým z větších čísel, pozor,
protože snadno uděláte bankrot. Snažte se sami dosáhnout součtu 15, ale
nezapomínejte, že i váš soupeř se snaží vytvořit 15. Dokážete mu v tom
zabránit?)

• Odpočítávání – hra, určená k procvičování odčítání. Máme 10 bílých hra-
cích kamenů a 1 černý. Poskládáme všechny kameny do sloupce, černý bude
úplně vespod. Hráči střídavě odebírají 1 nebo 3 kameny. Cílem hry je při-
nutit protivníka sebrat černou tečku, aby prohrál. (Doporučujeme hledat
postupy, které vyhrávají. Pokud zvítězíte, zkuste si vzpomenout, jak jste
začínali a co pak udělal soupeř. Je v této hře lepší být na tahu první nebo
druhý? Jak by se změnil způsob hry, kdyby jste mohli při každém tahu
odebrat jen jeden nebo dva kameny?)

Pro děti z MŠ jsme ještě připravili navíc dílnu, která podporovala rozvoj
matematických dovedností a znalostí (předškoláci umí poznat čísla 1–6, znají
pojmy: za, před, pod, . . . ). Také v této dílně jsme se zaměřili na rozvoj geome-
trických poznatků. Ty jsme se snažili dětem zprostředkovat pomocí her a růz-
ných manipulačních činností. Našim cílem bylo, aby děti ovládly potřebný aparát
k postižení prostorových vztahů v reálném světě. (Šmelová, 2007)
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Vyhodnocení projektu

Našim úkolem je soustavně zjišťovat aktuální stupeň osvojení učiva žáky. Pro-
jekty odstraňujeme obavy mnohých žáků ze zkoušení a známkování. Zároveň
se snažíme naše žáky naučit, že se mohou poučit i z chyb, kterých se během
projektu dopustili. Proto považujeme za nezbytně nutné zjišťování zpětné vazby
žáků i učitelů. Považujeme to za důležité pro další práci s projekty.
V tomto projektu jsme se soustředili zejména na zadání úkolů z oblasti ge-

ometrie. Chtěli jsme tak dětem přiblížit zejména tuto oblast matematiky, jako
velmi zajímavou a krásnou.

1. hodnocení dětí – nejvíce oblíbené byly deskové hry, niťáky a špejlování).
Celkově vyjádřily všechny skupiny své velmi pozitivní stanovisko. („Zjistili jsme,
že matematika není jenom počítání�, „Chtěli by jsme všechno opakovat�).

2. hodnocení učitelů – pozitivně hodnotili dobré rozdělení do skupin, sro-
zumitelná a jasná pravidla her, zajímavou změnu. Potřebovali by však více času
pro jednotlivé skupiny v dílnách. Šlo o akci velmi náročnou, uvítali by více pře-
stávek.

Projekt byl hodně náročný v oblasti přípravy. Všechny dílny musely být
připraveny pro kategorie MŠ, I. stupeň, II. stupeň. V těchto kategoriích růz-
ných obtížností se mnohdy musely vytvořit ještě další podkategorie. Vzhledem
k tomu, že učitelé pracovali s dětmi nepřetržitě po dobu čtyř hodin, považuji
tento projekt za velmi náročný. Celkový dopad byl však velmi pozitivní, v dě-
tech zanechal velmi hluboké emoce. Některé třídy pokračovaly v činnostech ještě
v průběhu týdne a dodělávaly výrobky, které nestačily dokončit. Projekt splnil
naše očekávání, snad i předčil.
Prezentace dalších projektů:

• Šetříme peníze
• Dům mých snů
• Město mých snů
• Statistika

• Hvězda
• Mozaika
• Mandaly
• Geometrie kolem nás
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Jak jsem propadl do sekundy

Karel Otruba

Moje vystoupení na celostátní konferenci s názvem „Jak učit matematice
žáky ve věku 11–15 let� je čin hodně odvážný. Kdybych měl brát název konfe-
rence jako otázku, musel bych hned na rovinu přiznat, že to prostě nevím. Ale
okamžitě bych také dodal, že se tomu každou hodinu a skoro každou minutu
učím, dokonce velmi rád, protože tak prožívám stále nová a nová dobrodruž-
ství, získávám nové a nové příležitosti k řešení naprosto nečekaných problémů
a úkolů a to všechno mě svým způsobem náramně baví. Je to hodně zajímavá
paralela k mým dlouholetým zvyklostem (mám se odvážit říct „zkušenostem�?)
se studenty ročníků vyšších, především s maturanty. Ale to bych předbíhal.
Učím desátým rokem na osmiletém gymnáziu v Brně, před tím jsem asi čtvrt

století působil převážně na čtyřletých gymnáziích, především na někdejším Gym-
náziu W. Piecka v Praze, pak na gymnáziu ve Dvoře Králové nad Labem. I tam
jsem byl nasazován ponejvíc do třetích a čtvrtých ročníků. Stalo se jaksi mou
pracovní náplní převádět mladé lidi ze středních škol na školy vysoké, pomáhat
jim nejen v tomto závažném kroku, vedoucím přes maturitní zkoušku a zkoušky
přijímací, ale i v celkovém nasměrování podle jejich možností, schopností a přání.
Za ta léta jsem si tuhle roli školního Chárona, převozníka, velmi oblíbil. Když
ještě přidám asi šestnáct dobrodružství v roli předsedy maturitních komisí, mohu
říci, že jsem byl po většinu svého učitelského života v kontaktu s mladými lidmi
v onom zajímavém věku těsně pod dvacet. A to, jak by se dnes řeklo, napříč
školami, režimy a někdo by možná dodal i napříč zeměmi.
Se studenty na tzv. nižším gymnáziu jsem neměl zkušenosti vůbec žádné.

Začalo to až v Brně. Naše škola se teprve rozjížděla. Nastoupil jsem do tercie,
tehdy nejvyšší třídy. Jenže tam jsem učil fyziku, a problémy byly trochu jiné.
Třídu jsem vedl až do oktávy, od sexty i v matematice, a na terciové problémy
jsem zapomněl. . . Matematiku na nižším gymnáziu jsem „chytil� poprvé před
osmi lety, další terciány. I s těmi jsem to dotáhl až k maturitě. A teprve loni
jsem se znovu objevil v sekundě, tedy po osmi letech, takže jsem měl pocit, jako
bych se skutečně kamsi hluboko propadl. . . Rok před tím jsem však také začal
externě učit na katedře didaktiky matematiky UK v Praze, a moje působnost se
tak rozšířila oběma směry, nečekaně spolu souvisejícími. Mohu říci, že to opravdu
stálo za to.
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Co všechno se za těch osm let změnilo? Někteří z nás učitelů říkají, že se
mění děti. Mnozí hovoří i o klesající úrovni. Nedávno jsem však slyšel jednoho
kolegu radostně líčit, že děti se vlastně nemění a že jsou pořád fajn a bezva.
To, že dnes daleko častěji píšou babičku s ypsilon po b, mu prý ani tolik nevadí.
(Nevím. Mně to vadí dost.) Ale i my se měníme. Jak? Především stárneme, na
rozdíl od těch v lavicích před námi, ti mají stále svých osmnáct nebo jedenáct
až patnáct. . . A naše stárnutí, je to klad nebo zápor? Jsme vnímáni jako zku-
šenější a tudíž použitelnější? Nebo naopak jako už opotřebovaní a proto zralí
k odepsání? Ten první pohled se nosil u Indiánů a dodnes se prý nosí v zemích
dalekého východu, v Číně, Koreji, . . . Tak jsem to slyšel vyprávět. Jenže v USA
a v zemích jejich kulturou poznamenaných se na stáří začínají dívat jinak, tím
druhým způsobem. . . Je to situace hodně složitá.
Ale vraťme se k tématu. Moje první zkušenosti s nižším gymnáziem byly

neveselé. Na otázku, jakou má představu o tom, co budeme dělat ve fyzice,
mi kdysi jedna ustrašená dívenka třesoucím se hlasem odpověděla „. . .budeme
převádět jednotky. . . �. Bylo opravdu vidět, jakou má z toho hrůzu. A skutečně.
V naší první tercii jsem se odvážil dát do písemky toto zadání: Lojzík běžel
rychlostí 3 m/s. Jakou dráhu uběhl za 2/3 minuty? Značná část třídy vynásobila
3 · 2/3 = 6/3 = 2. Uběhl 2 metry. Autoři tohoto řešení (a především pak jejich
rodiče) se bránili proti ošklivé známce tím, že prý děti látku znají, vždyť přece
dosadily do správného vzorce s = v · t. . . Byl jsem opravdu konsternován.
A potom přišla další poznání. Problémy s tím, že čtvrtina z šedesáti je pat-

náct, nebo patnáctina z šedesáti jsou čtyři, jsem nečekal. To je přece vidět z prv-
ního pohledu na ciferník. Nebo dvanáctina z šedesáti a tedy také pětina z še-
desáti. Že by děti neměly zažité tak běžné pojmy jako pět minut, čtvrthodina,
půlhodina, patnáct minut, . . . a neviděly při tom automaticky v duchu ciferník,
tomu se mi nechtělo věřit. Nebo bezradnost se zlomkem 5/9, když měli jeho
hodnotu naznačit na kruhu, zámém „koláči�. Skoro nikoho nenapadlo, že je to
o kousek víc než čtyři a půl devítiny, tedy něco přes jednu polovinu. Nebo že je
to prostě o kousek víc než 5/10. Že by jim chyběla představa dělení dortu? Je
to možné, vždyť která rodina má dnes devět nebo deset členů? A dělívají se teď
vůbec děti o „své dorty� s někým? Možná jsou tyhle a jim podobné problémy
daní za informace v digitální podobě. Když k tomu přidáme známou průpo-
vídku „zlomek je naznačené dělení� (které mimochodem sám moc nerozumím),
máme to skoro jako na dlani. Děti si dovedou problém pěti devítin „vyklikat� na
kalkulačce, získají výsledek 0,555 555 5, možná 0,555 555 6, pak začnou radostně
drmolit „žádná celá pětpětpětpětpět. . . � s potutelným očekáváním, kdy je učitel
utne, a ti informovanější hrdě prohlásí „žádná celá pět periodicky�, nevědouce,
jakého závažného problému se vlastně dotýkají a jak jim dá v septimě či oktávě
zabrat první oťukávání pojmu limita a konvergence. . .
S tím naznačeným dělením mi to opravdu není jasné. Když vidím někde

napsáno třeba 5 : 8 = 0,625, říkám tomu dělení. Už provedené. Když vidím
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5 : 8 nebo dokonce 5 : 8 = , cítím v tom jakýsi imperativ „děl!� (spíš v tom
druhém zápisu, ten bez rovnítka by mohl pouze znamenat poměr), zdůrazněný
prázdnotou za rovnítkem, která mě nutká k dokončení zápisu. Tomu bych snad
„naznačené dělení� říkal. Ovšem zápis 5/8 mě nijak k dělení nesvádí, nic ta-
kového mi nenaznačuje. . . V tom vidím jen a jen racionální číslo a jeho vztah
k jednotce podvědomě vnímám pomocí dortu. Záludnost slov „naznačené dělení�
mi ostatně potvrdil jinak velmi bystrý tercián Matěj. Při úpravě číselného výrazu
dospěl správně ke složenému zlomku (7/3)/(5/3), který upravil oblíbeným způ-
sobem na (2,333 33 . . .)/(1,666 66 . . .) a naštěstí skončil. Představa naznačeného
dělení ho zavedla do bažiny, ve které ho pak už nechala na holičkách. (Někdo
méně bystrý by se možná pokusil ještě vybřednout „krácením� periodické trojky
a šestky. Věřte tomu nebo ne, viz níže. . . )
Dovolte mi malou vsuvku pro dospělé: Řešením krásné exponenciální rovnice

9x+15x = 25x dospějete k číslu logaritmus (při základu 3/5) výrazu (
√
5−1)/2.

Asi nikdo z nás nemá okamžitou představu, kde na číselné ose toto číslo leží,
i když po chvilce nám dojde, že musí být o kousek menší než 1. (Mimochodem –
k tomuto závěru lze dojít úvahou, aniž bychom rovnici řešili, zkuste to, je to
zajímavé cvičení). Tady nám převod na desetinný zápis opravdu velmi pomůže,
je to asi 0,942 027 . . ., digitální informace má zde velikou cenu. Ale není tomu
tak vždy. Konec vsuvky pro dospělé.
Záhy jsem také seznal, jaký zmatek mají děti v pojmech „krácení zlomku�

a „uvedení zlomku na základní tvar�. Nejprve to krácení: V příkladě 22/33
si někdo pomohl kalkulačkou, vyšlo mu 0,666 666 . . . Tím zjistil, že jde o dvě
třetiny a usoudil, že se krátí dvojka proti trojce. Zlomek 5 555/7 777 se rovná
5/7 (kalkulačka to potvrdí) a jistota o správnosti takového „krácení� prudce
vzrůstá. Pak už pro někoho nebyl problém napsat, že 1 112/1 111 = 2, prostě
škrtnul příslušný počet jedniček. Stále snad platí, že krátit zlomek znamená vy-
dělit čitatele i jmenovatele stejným nenulovým číslem (obecně výrazem). Jistě,
v nižších třídách je výhodné krátit tak, abychom došli k méně košatému vý-
razu, třeba k základnímu tvaru zlomku. Když však u těchto představ zůsta-
neme a tvrdíme, že třeba zlomek 7/4 už krátit nejde, dožijeme se v septimě
zklamání, když se dozvíme, že například rovnice x2/4 + 7y2/4 = 1 je rovnicí
kružnice. Leckterý septimán vidí stejné jmenovatele, tedy domněle stejně dlouhé
poloosy, vlastně poloměr. Sedmička v čitateli mu tam sice jaksi vadí, ale ne
zas moc, nad tím se přivře oko. . . Kdyby zlomek 7/4 zkrátil sedmi, měl by
elipsu jak na dlani. (A podle mých představ by měl maturant tu kratší polo-
osu umět hbitě eukleidovsky sestrojit.) Uvést zlomek na základní tvar je přece
docela jiná věc. Zde je klíčovým pojmem (ne)soudělnost. Mnoho problémů však
vzniká z toho, že sekundán prostě nepozná, zda dvě celá čísla jsou nebo nejsou
soudělná. To je ale věcí jeho zkušenosti, praxe, procvičování, . . . Nevím, ale
neskoncovali jsme příliš rychle někde na základní škole s odříkáváním náso-
bilky?
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Zavedl jsem u sekundánů pojem „kamarádství s čísly�. Snažím se je přimět
k tomu, aby jim co nejvíc čísel něco říkalo, připomínalo. Vyprávím jim, jak
chodím často kolem domu č. 144 a vždy se mi vybaví 122. Skoro každou hodinu
se ptám, co jim připomíná číslo hodiny nebo datum na tabuli (chci, aby tam čísla
hodin a datum psali, není to zastaralé?). Při hodině č. 47 mi hlásí „. . . dnes je
to prvočíslo a přespříště to bude druhá mocnina!� A tak podobně. Máme z toho
oni i já tak trochu legraci, ale to mi nevadí, taková legrace je výborným kořením
hodiny. Když jsem se dověděl, že podle výzkumů neví statisticky významný
počet osmáků, že 75 % jsou 3/4, vyprávěl jsem v sekundě o pětadvacetnících
mého dětství, jak jsme si s nimi hrávali a jak jsem si dobře zapamatoval, že čtyři
jsou jedna koruna. Dvacetníky, které jsme též nedávno opustili, nebyly myslím už
tak výmluvné, ale že těch je do koruny pět, také nebylo k zahození. Co myslíte,
až zmizí i padesátníky, neprojeví se to všechno zase nějak v matematických
představách našich žáků?
Na základě uvedených a mnohých dalších poznatků jsem se začal rozhlížet.

Musí přece existovat způsob, jak žákům vrátit možnost tyto základní představy
získávat, pěstovat a udržovat. Napadla mě vzpomínka na mého studenta R. T.,
který na univerzitě v Atlantě významně zapracoval na slavném problému čtyř
barev. Ten mi kdysi řekl, že nejdůležitější je to, co jsme se dozvěděli mimo učební
látku, co jsme si jen tak povídali bokem, mimochodem. Ano, nejlíp se pamatuje
to, co je navázáno na přirozené asociace, běžné zážitky, oblíbené činnosti, často
opakované všední dění a podobně. Nebo naopak na zážitky nevšední, mimořádné,
vzácné.
A potom jsem si vzpomněl na svého otce, výborného pedagoga, a na jeho

vyprávění, jak jako mladý učitel na venkovské škole dětem takové zážitky insce-
noval. Tak třeba: Mají dnešní děti nějakou představu o čísle milion? Na to je
těžká odpověď. Dnes snad vědí, co by se dalo za milionový obnos pořídit. Ale
zkuste se zeptat, jak by vypadala hromada obsahující zrovna milion korunových
mincí. Vešla by se mi do dlaně? do kapsy? do aktovky? do auta? Nebo bych
musel přijet s náklaďákem? menším? větším? Unesl bych je vůbec? A kdybych
z těch korun postavil sloupek, „komínek�, jak by byl vysoký? Můj táta nechal
nejdřív děti zjistit, že sirka je tlustá asi dva milimetry. Pak jich dali deset k sobě,
to byly dva centimetry. Potom vyšli před školu a položili k sobě těch sirek sto,
tedy 20 cm. Nakonec nebylo těžké pochopit, že 1 000 sirek by byly dva metry,
a protože „tisíc tisíců je milion� a kilometr je tisíc metrů, milion těch sirek by
těsně k sobě museli klást na délku dvou kilometrů, „. . . a to je od školy až tam
k té vzdálené kapličce v polích, však jsme včera na vycházce šli kolem a pak
jsme si to na mapě odměřili. . . �. Nevím, jak bych líp mohl dětem zprostředko-
vat zážitek z čísla milion. Nebo poznatek „světlo je rychlejší než zvuk�. Táta
vzal opět děti na vycházku. Ve smluvenou chvíli se v dálce u lesa objevil hajný
s puškou. . . Děti sledovaly, jak z hlavně nejdříve vyšlehl plamínek. A potom,
za dost dlouhou chvíli, k nim dospěl zvuk výstřelu. . . Pozorování vzdáleného
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dřeborubce vykoná skoro stejnou službu, ale uznejte, s tím hajným a puškou je
to daleko větší „vzrůšo�. Takových věcí mi táta vyprávěl dost a dost, ale nebudu
jich zatím víc prozrazovat.
Jaké zážitky mají děti dnes? Jakými reáliemi a jakými ději jsou obklopeny?

A mají tyto vjemy tolik potence, aby v dětských myslích pomohly vybudovat
základní představy, o které se pak mohou dál bezpečně opírat ve škole a v ži-
votě? Je skutečně pro děti přínosné (a zdravé) zvykat si na myšlenku, že vše, co
potřebují vědět, zjistí vsedě, téměř jediným pohybem ruky, totiž kliknutím na
myš? A je to vlastně vůbec pravda?
Jedna poznámka k tomu klikání. Četl jsem nedávno v denním tisku asi tuto

myšlenku: „Neučme děti hned psát, jejich počítačové úpravy jsou hezké. Psát ru-
kou se pak naučí snadno�. Nejsem odborník, ale slyšel jsem odborníka se k tomu
vyjádřit: „Rukohybná motorická centra a řečová centra jsou v mozku blízko sebe.
Zanedbávání výuky psaní mívá za následek obtíže ve vyjadřování�. Tak nevím.
O poklesu vyjadřovacích schopností dnešních mladých lidí se poměrně hodně
mluví. Není i zde žába na prameni? A jak na tom jsme my, učitelé matematiky?
Víme o těchto a podobných psychologických skutečnostech? I k tomu se ještě
vrátím.
Rozhlížel jsem se i v literatuře. Půvabná dětská kniha s názvem „Hanýžka

a Martínek� je výběrem ze slavné trilogie J. Š. Baara. Najdeme tam kapitolu
„Škola v Klenčí�. Mladý učitel Alois Jindřich zcela přirozeným způsobem před-
kládá venkovským dětem jednoduché slovní úlohy velmi přiměřené jejich před-
stavám. Uvedu dvě z nich: „Chlapec šel do lesa na houby, každou minutu našel
jeden klouzek a každé dvě minuty jeden hřib. Celou hodinu chodil a pak se vrátil.
Kolik měl ten hoch v košíku klouzků a kolik hříbků?� Druhá: „Jeden pohůnek
pase dobytek třem hospodářům. Jednoho dne první pustil mu do stáda dvanáct
kusů, druhý jen půl tolik a třetí konečně jen třetí díl toho, co první. Kolik kusů
toho dne pásl?� Tohle je úplně nová metoda, děti jsou mile překvapeny, Jindři-
chův předchůdce Čejka s nimi pouze memoroval násobilku bez aplikací. . . Však
také Baar tato zadání mistrovsky prokládá myšlenkami a představami, kterými
si děti učitelovo vyprávění v duchu rozvíjejí, dokud neprohlédnou jeho „lest�.
A Hanýžka je nakonec zklamaná, když se z toho všeho vyklube „škaredý početní
úkol�. Posléze je sama vyvolána k tabuli na řešení úlohy o pohůnkovi. Náhle
si nemůže vzpomenout, jak se píše číslo dvanáct, a dokonce ji „zablokují� roz-
paky, kam že to má na té velké tabuli napsat . . .hleďme, taková samozřejmá
věc. . . pro nás, ale nejsou mnohá „zaseknutí� malých žáčků u tabule dána třeba
i podobnými banalitami, které by se nám v té chvíli neodvážili říct? „A kam
to mám napsat na té velké tabuli? Nahoru? Doprostřed?� Celá epizoda pak
pokračuje konfliktem mezi vzdorující Hanýžkou a poněkud prchlivým učitelem,
ale vše se zanedlouho v dobré obrátí při nácviku Rybovy České mše vánoční.
Ukáže se totiž, že Hanýžka i pan učitel jsou oba nadšení muzikanti. . . Rád při
této příležitosti vzpomínám na studentská provádění Rybovy mše v Praze. S tím



94 Karel Otruba

nápadem nepřišli studenti humanitních a jazykových zaměření, ale z matematic-
kých tříd. . .
V literatuře je vůbec mnoho příhod a postřehů ze školního prostředí. Stačí

pozorně číst a nechat se poučit. Dokonce i humorná kapitola „Jak byl Mikeš ve
škole� ve známé Ladově knížce dává mnohý podnět k zamyšlení. Pepík Ševců
chodí do školy rád, protože – jak sám říká – „. . .paní učitelka pěkně o všem
vykládá a je na nás hodná�. A tato paní učitelka s dokonalým pedagogickým
mistrovstvím a přehledem zvládne naprosto neplánovanou situaci, kdy místo
nemocného Pepíka přijde do třídy mluvící kocour Mikeš. Ostatně i Mikešův
zápis na tabuli 1 + 1 = 11 nás může přivést k zamyšlení, jestli to snad někdy
není nakonec pravda.
Vraťme se k dalším překvapením. Když přišly tzv. slovní úlohy (existuje

vlastně přesná definice tohoto pojmu?), začali sekundáni psát nepravdivé vý-
roky typu 1/2 = 20 nebo 2/7 = 10. To byly jejich stručné zápisy zadání „Vašek
našel dvacet hub, polovinu celkového množství. . . �, nebo „dvě sedminy všech
návštěvníků, což je deset lidí, odešlo. . . �. Tomu, kdo vidí ve zlomku 2/7 jakési
naznačené dělení a nikoli číslo, se to napíše snadno. Bylo nutno zabrousit do
češtiny. Ukázat jim, že vždycky následuje genitiv, „dvě sedminy něčeho nebo
z něčeho�. A když to něco neznáme, dáme si tam nějaké naznačení toho množ-
ství, nejlíp písmeno, obvykle x, ale je to skoro jedno. Poslouží i čtvereček, jako
okénko pro číslo, které se tam pak bude hodit. Dost důležité a dost obtížné je
žáky naučit, že ten genitiv, ona předložka z, je vlastně krát, tedy násobení. Ale
nechci odbíhat do metodiky.
Když se do gymnázia připravovaly naše tři děti, získali jsme zkušenosti ne-

čekaně rozsáhlé. Především každé z nich prošlo jiným typem přijímaček. Anča
klasickou češtinou, matematikou a OSP Scio. Bára po dvou letech pouze OSP
Scio (!), Vojta po dalších dvou letech OSP Scio a klasickou češtinou. Anča zís-
kala přípravou na své přijímačky tolik, že z toho žije myslím ještě teď v sextě.
Bára i Vojta se proto připravovali stejně intenzivně. A znovuzařazení klasické
češtiny (diktát, rozbor, . . . ) si nakonec vymohla předmětová komise po zkuše-
nostech s dětmi, které u přijímaček klasickou češtinu neměly. Kdo z uchazečů
věděl, že projde pouhým Sciotestem a ani nesáhl na klasický typ přípravy, ne-
umí teď vzít do ruky pravítko a kružítko a český pravopis mu moc nejde. A moji
sekundáni klasikou neprošli. Je zajímavé porovnat jejich umístění v přijímacích
testech s tím, jak si vedou dnes. Ale ani na to zde není místo. Mohu říci jen tolik,
že Sciotesty zachytí 1) uchazeče s dobrými nápady, 2) ty, co projdou kratším či
delším nácvikem a na testy se připraví (trochu to jde, ale ne zcela, především lze
vysledovat optimální taktiku a typy příkladů, to je tak vše), 3) pár lidí, kterým
to vyjde náhodou (na to je dobrá úloha z pravděpodobnosti. . . ). Nedají však
žádnou informaci o tom, jak uchazeč dovede se svým nápadem pracovat, jak
ho rozvine a kam až ho dotáhne, jakou má při této práci výdrž, jaké má ná-
vyky, . . . Tedy vlastnosti pro studium hlavní a podstatné. Jsou to dobré testy,
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ale ne samy o sobě. Doporučuji kombinovat je s „klasikou�. Velmi zasvěceně
o těchto věcech dovede pohovořit moje manželka, která naše děti před přijímač-
kami hodně vedla a sledovala. Vyzná se ve struktuře přijímaček mnoha škol za
dlouhá období a ovládá taktiku i záludnosti Sciotestů dokonale. (Já jsem si na
přípravu vlastních dětí moc netroufal, zvláště v matematice.)
Během přípravy našich dětí jsme sáhli dokonce i k velmi starým knížkám.

Mám před sebou třeba učebnice „Mladý počtář�. Je jim přes šedesát let a jsou
pochopitelně výpovědí o své době. Ale stavějí na zcela „moderních� zásadách.
Vše se odvozuje z praktického života. Hemží se to v nich úlohami o nakupující
mamince, o dětech, které jí pomáhají a počítají s ní, otec pracuje, vydělává,
investuje, řemeslníci měří, váží, vyrábějí, obchodníci kupují, prodávají, rozdělují
a expedují zboží, děti si na to všechno hrají, počítají mince, vracejí nazpět
drobné, rozměňují bankovky, ale také spoří, šetří, rozhodují se pro efektivní
investice. Jsou tam úlohy tvořivého typu, odhadují se vzdálenosti, počítá se
doba, za kterou se dostaneme do sousedních měst (není tam žádné konkrétní!)
pěšky, na kole, na koni, autem, vlakem, . . . Najdeme zde i úlohy dlouhodobějšího
charakteru, návody na různá pozorování o prázdninách, na zpracování zápisů
o tom, a tak podobně. Dnes by se možná tyto činnosti nazvaly „projekty�, ale
vidím to tak, že jde o návraty ke starým dobrým věcem. . . Nihil novi. . .
Další malá vsuvka: Výmluvné jsou i některé osobní zkušenosti se základními

vybavenostmi „odborníků�. Prodavačka v jistém supermarketu moji manželku
dlouho přesvědčovala o tom, že čtvrt kila je sto dvacet pět gramů. To se stalo
dvakrát, a jednou jsem u toho dokonce byl. Nebo: V Německu nám jeden řezník
navážil 33 dkg salámu, i když jsme chtěli jen čtvrt kila (doslova ein Viertelkilo).
Také nás dlouho přesvědčoval, že má pravdu. Možná měl ve škole rád nekonečné
periodické zlomky, jako mnoho dnešních žáků. Ale 3 × 4 = 12 mu nenaskočilo.
Konec další malé vsuvky.
Tenhle můj referát byl původně míněn jako prezentace souhrnu překvapení,

která jsem zažil po mnoha letech v nižším gymnáziu. A pár jsem vám jich také
skutečně předložil. Domníval jsem se, že se svěřím, postěžuju si, popláču, zase se
osvěžím (podle Jana Nerudy), ale stále mi chyběla jakási červená nit, táhnoucí
se celým referátem. Nakonec jsem to konzultoval s kamarádkou psycholožkou.
Chtěl jsem vědět nějakou typickou vlastnost věku 11 až 15 let, o kterou bych
to všechno opřel. Konference se už blížila a do velkých rozprav nebylo možno se
pouštět. Řekla mi jen klíčové sdělení: „Je to věk, kdy se velmi rychle, radikálně
mění celý způsob jejich myšlení, stručně řečeno z konkrétního na abstraktní.
Přelom je obvykle kolem dvanáctého roku�. A doporučila mi přečíst si alespoň
několik vybraných stránek z publikace Jean Piaget, Psychologie inteligence.
Tedy jsem se začetl. Na dlouhá studia už nebyl čas, ale nevycházel jsem

z údivu. Piaget hovoří o systému formálních operací (soudy o soudech, úvahy
o úvahách, myšlení o myšlení, . . . ), o umění operovat se stále abstraktnějšími
pojmy, dokonce o uvažování v symbolech. Tohle všechno je vlastně ono! Právě
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tady to mým sekundánům skřípalo a skřípe, právě tady musíme všichni společně
něco nového zdolat. Možná právě proto mi jinak výborná studentka Petra píše
2/7 = 10. Sice se už docela dobře kamarádí s čísly (a tedy se soudy o konkrétních
věcech), ale dosud se neskamarádila s proměnnými, jejichž zavedení umožňuje
soudy o věcech abstraktních. A možná právě proto ještě dost sekundánů „neumí�
vzoreček (a + b)2, i když ho odříkají, napíšou, dovedou nakreslit onen známý
„kapesník�, který to interpretuje geometricky, ale dosud ho nepoznali ve výraze
(1 + b)2, a dokonce ani v (1 + 2/3)2, což prý je 13/9, (totiž 12 + (2/3)2).
Dovolím si zde ocitovat klíčový odstavec zmíněné Piagetovy knihy:
„Reflexivní myšlení, charakteristické pro adolescenta, začíná v 11–12 letech

od okamžiku, kdy subjekt se stává schopným usuzovat hypoteticko-deduktivně,
tj. o prostých předpokladech, nesouvisejících nutně se skutečností nebo s jeho do-
mněnkami, přičemž se spoléhá na důslednost samotného usuzování (vi formae),
nikoli na soulad závěrů se zkušeností.�
To je úplně přesně ono. . . Je pravda, že jsem se celou knihou ještě neprokou-

sal. Psychologické texty nebývají na první pohled srozumitelné člověku mimo
obor. Ale zmíněnému odstavci (a některým textům souvisejícím) rozumím zcela
jistě, protože přesně popisuje a vyjadřuje mou novou zkušenost propadlíka do
sekundy. Nejde tedy o moji chybu, možná ani ne o chybu sekundánů,
jsou to prostě věci, k jejichž poznání teprve přichází čas. Problém je
v tom, že tenhle zlom nepřijde u všech ve stejnou chvíli. Za největší umění pe-
dagoga teď považuji dokázat efektivně pracovat se skupinou žáků, vykazující
v tomto ohledu velký rozptyl. Není dobře možné přizpůsobit tempo výuky těm,
jejichž chvíle už přišla, ostatní by přece mohli právem zatrpknout. A věnovat se
naopak pouze jim? To by ti časnější nejspíš pomalu, ale jistě zplaněli. . .
Mám tedy o čem přemýšlet. Především o tom, jestli jsem se tohle všechno

mohl dozvědět už během studia, ale nějak mi to uniklo („nebyl jsem zrovna
ve škole�). Nebo jsem se to možná dozvěděl, jenže při práci s maturanty zase
zapomněl. Vzpomínám si dobře na přednášky, zapsané v indexu jako „psycho-
logie – Hyhlík�, ano, bylo to moc zajímavé, ale obsah se mi již vytratil. Zají-
malo by mě dále, jestli tohle všechno vědí tvůrci RVP. A rád bych věděl – a to
považuji za zcela zásadní, jestli na litomyšlských konferencích někdy proběhly
přednášky odborníků-psychologů o tomto tématu, které sám pro sebe pracovně
nazývám „11–12�. Velmi naléhavě doporučuji takovou přednášku, co nejplenár-
nější, na příští program zařadit. Nebo uspořádat ještě mimo dvouletý cyklus,
a to co nejdřív, akci nazvanou „Dva dny s psychologií věku 11–15� (nebo nějak
podobně), kde by se o těchto věcech vážně jednalo. Neměl by to být problém.
Ale sám nesmím ztrácet páru. Už totiž v sekundě nejsem. Čas letí a mně se

podařilo postoupit se svými sekundány do tercie. A ještě i zde mohu využívat je-
jich dosud upřímné hravosti, zvídavosti a poměrně snadné nadchnutelnosti. Hle-
dám k tomu všechny příležitosti. Pozorujeme fáze Měsíce, Venuši v roli Jitřenky
či Večernice, protože o těchto nebeských tělesech máme v matematice hodně
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příkladů na velká čísla a mocniny deseti. A když se počítá příklad o poměru
hmotností Země a Slunce, řeknu pouze: „Jan Neruda. Kdo zjistí, proč jsem to-
hle jméno teď vyslovil, dostane tři malé jedničky, z matematiky, fyziky a češtiny.�
(Jejich češtinářka na tohle naštěstí slyší.) A byla to již zmíněná šikovná Petra,
která mi druhý den hlásila, že by to mohlo souviset se sbírkou Písně kosmické.
Pak tam skutečně našli Zpěv XXII. „Seděly žáby v kaluži. . . � a sloku, končící
„. . . ze Slunce že by nastrouhal/na tři sta tisíc Zemí!�. Tu básničku máme na
nástěnce. Je v ní toho o matematice a fyzice víc. Vedle visí text Karla Čapka
„Pohled ke hvězdám�. . . Při probírání čoček jsem jednou řekl významným hla-
sem slova „palčivé sklíčko�. Dostal jsem odkazy asi na tři či čtyři dětské knihy,
kde se o spojce mluví, sám jsem čekal jen Poláčka Bylo nás pět. Toho ovšem
objevili taky. Největší nadšení a jásot ovšem vzbudilo házení plastové láhve s vo-
dou z okna, kterýžto úkon je studentstvu přísně zakázán. Demonstrovali jsme
totiž beztížný stav. Jakmile začne děravá láhev padat, voda okamžitě vytékat
přestane. Co asi tak může zmizet ve vztahu pro hydrostatický tlak p = ρ · h · g?
Hustota? Výška hladiny? To jistě ne, takže zbývá tíhové zrychlení g. Když jsem
láhev pustil dolů a seběhl z druhého patra k pozorovatelům před školu, nebralo
nadšení konce.
Poslední velké překvapení mi terciáni přichystali právě teď, kdy píšu tento

příspěvek. Vyzval jsem je v hodinách cvičení z matematiky, aby sami vymýšleli
příklady na trojčlenku. Moc mě potěšilo, na jak rozmanité situace přišli a jak
obratně se někteří dokázali pohybovat na pomezí vážnosti a recese (třeba příklad
o tom, za jak dlouho kolik myší sežere učitelovi různý počet knih. . . ). Máme
teď opravdu dost příkladového materiálu, a asi uspořádáme tak trochu soutěžní
přehlídku trojčlenkových úloh s přiměřeně veselými odměnami.
O dalších podobných akcích snad už není potřeba mluvit. Snažím se stu-

denty zaujmout třeba i bouráním oněch umělých přihrádek, školsky vymezují-
cích jednotlivé předměty, aby nám poznatky v jednom oboru mohly pomáhat
také v oborech jiných.
Na konec tedy shrnutí. Co mi přineslo moje „propadnutí do sekundy�?

1. Především jsem se ocitl mezi sympatickou mládeží, která si ještě dovede
občas i spontánně hrát. Dostal jsem se do světa velké radikální změny
jejich myšlení, která na jedné straně způsobuje značnou zátěž, neboť prů-
chod celé třídy tím obdobím se neuskuteční najednou. Ale na straně druhé
umožňuje dobré podchycení a nasměrování, když se o tom ví. Je to vy-
nikající dependance k prožitkům s jejich staršími kamarády-maturanty, ti
také něco podobného prožívají. Je velmi přínosné obě tato období změn
sledovat, trochu je nenápadně řídit a poučovat se z nich.

2. Získal jsem poznání, že současná (po tolika minulých opět nová) reforma
našeho školství je pouhým návratem k mnohému dobrému z toho, co tu
už dávno a dávno bylo. Že však často „objevuje objevené� a prezentuje
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staré věci pod jinými, krkolomnými názvy. A že se mnohdy vracíme nejen
k dobrým věcem, ale bohužel i ke starým nešvarům. Jak vidí do minulosti
tvůrci (opět nové) reformy? Co o minulosti víme my učitelé? Zvláště ti
později narození? Neopakuje se v některých z nich dokonce ono příslovečné
„svazácké nadšení� padesátých let? A chceme vůbec znát minulost? Nebo
nám v tom něco brání? Nebo nám v tom někdo brání? Kdo? A proč asi?
Nebojme se o tom přemýšlet, nebojme se jednat.

3. Poznal jsem pocit velké zodpovědnosti učitele, pracujícího s nižšími vě-
kovými skupinami. Ta zodpovědnost s klesajícím věkem svěřených žáků
exponenciálně roste. Co se opomene nebo dokonce pokazí u malých dětí,
velmi těžko se později napravuje. Pamatuji ze svého dětství a mládí na
zkušené učitele-odborníky, jejichž výchovné působení mě nasměrovalo dál.
Byli to většinou prostí lidé, jejich odbornost z nich nevyzařovala na první
pohled. A přesto na mě dodnes působí. Vzpomínám na ně s vděčností. Je-
jich metodami a pomocí jejich předaných zkušeností se snažím vzdělávat
a vést dál své studenty. Nejen gymnazisty, ale i budoucí učitele na KDM
MFF UK.

4. Pocítil jsem nezbytnost pečlivého vzdělávání učitelů v psychologických
oborech. Měl by to být neustálý proces, korigovaný poznanou nutností,
narůstajícími zkušenostmi a aktuální potřebou. S despektem a skepsí se
dívám na hesla typu „maturanti za katedrou�. Nebo snad chceme pone-
chat tak subtilní a zodpovědnou činnost, jako je výchova náctiletých nebo
ještě mladších dětí, pouhé intuici a v lepším případě nadšení dvacetileté
mládeže?

5. Se zájmem a obdivem jsem se seznámil s představami, které o podobných
problémech měla Božena Němcová. Vložila je do vynikající povídky Pan
učitel. Mnoho let už mě dělí od povinné školní četby a dokázal jsem se
proto na tyto řádky podívat jinýma očima. Udělejte to také. Možná i ve
vás začne klíčit poznání, že vše, o čem dnes tak košatě debatujeme a co se
tak důležitě snažíme řešit, bylo vyřešeno už dávno.
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Rozvíjení prostorové představivosti (dílna)

Jaroslav Perný

Tento příspěvek popisuje dílnu, která byla realizována na konferenci „Jak učit
matematice žáky ve věku 11–15 let� v Litomyšli. Účastníci se prakticky zabývali
několika problémovými situacemi, které mohou napomáhat rozvoji prostorové
představivosti žáků.
První úlohovou situací byly tzv. Geometrické skládanky v rovině, kdy každý

účastník dostal „univerzální� soubor 5 obrazců vystříhaných z papíru (viz obr. 1),
ze kterých má být složen postupně: a) čtverec, b) obdélník, c) trojúhelník, d) rov-
noběžník, e) lichoběžník, f) různoběžník. Přitom musí být použity všechny díly
souboru.

Obr. 1

Soubor obrazců může být z papíru nebo z plastu a základem je čtverec 10×
× 10 cm rozstříhaný podle obr. 2 a) (čáry směřují z vrcholů do středů stran
čtverce). Pokud je úloha zadávána mladším žákům, je možno útvary d), e), f)
zadat úlohou „hledejte další útvary, které lze z daného souboru obrazců sestavit�,
nebo tvar zmíněných útvarů zadat obrázkem.
Řešení je na obr. 2.
Následovala diskuze s účastníky dílny, jaké volili pro skládání strategie a který

obrazec se skládal nejobtížněji. Většinou to byl obrazec f) různoběžník a c) troj-
úhelník.
Za velice cenné jsem považoval zjištění některých účastníků, ke kterému došli

i někteří žáci při důkladnějším řešení této problémové situace, že kromě obdél-
níku (obrazec b), lze všechny ostatní postupně vytvořit ze čtverce přemístěním
jediného dílu.
Druhou úlohovou situací jsou Procházky po krychli, kdy účastníci pouze

ve své mysli „chodí� po hranách a stěnových úhlopříčkách krychle od vrcholu
k vrcholu podle daných pokynů. Jedná se o tzv. mentální manipulaci.
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a) čtverec b) obdélník c) trojúhelník

d) kosodélník e) lichoběžník f) různoběžník

Obr. 2

V úlohách typu A chodíte od výchozího bodu podle pokynů a zapisujete
koncový bod cesty.
V úlohách typu B naopak máte zadány pokyny pro cestu a zapisujete výchozí

a koncový bod cesty.
Nejdříve si zkuste malý nácvik přípravných úloh obou typů, kdy nejdříve

v představě se zakrytým modelem projdete cestu podle pokynů a zapíšete kon-
cový bod, resp. výchozí a koncový bod a pak si odkrytím modelu své řešení
ověřte. V případě chyby opravte škrtnutím vrcholu a zapsáním nového.

Obr. 3 – Dohodnutá terminologie popisu stěn a směrů pohybu
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Nácvikové úlohy typu A

NA1:
Začínáme v B – nahoru – dozadu – napříč horní stěnou – jaký
je koncový bod?

�

NA2:
Začínáme v F – napříč přední stěnou –dozadu – nahoru – do-
prava – napříč pravou stěnou – jaký je koncový bod?

�

Nácviková úloha typu B

NB:
Z těchto 3 kroků najdi výchozí a koncový bod: dopředu – doleva –
dolů

�→�

Nyní bude následovat soubor úloh k řešení, při kterých zakryjete model
krychle i její obrázek a budete po jejím povrchu chodit výhradně pouze ve své
představě!

ÚA1:
Začínáme v G – dopředu – dolů – napříč přední stěnou – jaký
koncový bod?

�

ÚA2:
Začínáme v F – napříč přední stěnou – dozadu – doprava –
nahoru – napříč horní stěnou – jaký je koncový bod?

�

ÚA3:
Začínáme v A – nahoru – napříč přední stěnou – napříč dolní
stěnou – doprava – dopředu – napříč pravou stěnou – dolů –
jaký je koncový bod?

�

Jakou cestou dojdeme zpět do výchozího bodu? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ÚA4:
Začínáme v F – dozadu – doleva napříč stěnou – jaký je koncový
bod?

�

ÚB1:
Z těchto 3 kroků najdi výchozí a koncový bod: dolu – dozadu –
doleva

�→�

ÚB2:
Z těchto 3 kroků najdi výchozí a koncový bod: doleva – nahoru –
dopředu

�→�
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Pokuste se nyní odpovědět na několik otázek:

A) Pomáhali jste si nějak při řešení těchto úloh na chození po krychli?

Pokud ano, jak, čím? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

B) Jaký typ modelu krychle jste si při řešení představovali? . . . . . . . . . . . . . . . .

C) Která úloha byla nejobtížnější? . . . . . . . . . . . Co činilo potíže? . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

D) Jiné poznámky a připomínky? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Třetí úlohovou situací bylo tzv. Odvalování hrací kostky, kdy každý účastník
dostal hrací kostku a na papíru natištěné hrací plány několika úloh. Úkolem
každého bylo, pouze ve své mysli „převracet� klasickou hrací kostku přes její
hrany a sledovat stěnu, na kterou se kostka právě položila. Přitom nesmí být
s hrací kostkou manipulováno.
V úlohách typu A se v mysli převrací kostka ve směru šipek na hracím plánu

a zapisují se do něj hodnoty na dolní stěně kostky.
V úlohách typu B naopak je zadána řada hodnot, na kterou se má kostka

položit a šipkami se zaznamenávají do plánu směry převracení kostky.
Na začátku je umožněn malý nácvik přípravných úloh obou typů, kdy se

nejdříve v představě provede postupně odvalování kostky a doplní se hodnoty,
resp. šipky, do hracího plánu a pak je možno si manipulací s kostkou své řešení
ověřit.

Ve všech úlohách se kostka odvaluje ze základní
polohy! (viz obr. 4)
Tj.: na dolní stěně je 6, na horní stěně 1, na
pravé stěně 3, na levé stěně 4, atd.

Obr. 4

Nácvikové úlohy typu A:
(zapisujte hodnoty)

NA1:

NA2:

Nácviková úloha typu B:
(zapisujte šipky)

NB:
6 – 4 – 2 – 1
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Nyní bude následovat soubor úloh k řešení, při kterých již ponecháte hrací
kostku ve stabilní základní poloze a budete ji převracet výhradně pouze ve své
představě!

ÚA1:

ÚA2:

ÚB1:
6 – 5 – 4 – 1

ÚA3:

Jaké číslo je vpředu?

ÚA4:

(Hodnoty z různých směrů
zapište do příslušných
částí posledního pole.)

ÚB2:
6 – 3 – 2 – 1

Po skončení této činnosti byli účastníci dílny vyzvání k určité sebereflexi
podle předtištěné osnovy:

Pokuste se nyní odpovědět na několik otázek:

A) Pomáhali jste si nějak při řešení těchto úloh na odvalování hrací kostky?

Pokud ano, jak, čím? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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B) Jakou jste přitom volili strategii řešení? Jak jste postupovali?

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Sledovali jste při řešení jen jednu stěnu kostky nebo více stěn? . . . . . . . . . .

C) Objevili jste při nácviku a řešení nějaké pravidelnosti v odvalování, které
jste pak kromě představivosti využili při řešení úloh nebo při kontrole
správnosti řešení?

Uveďte:

a) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

b) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

c) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

d) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

e) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

D) Která úloha byla nejobtížnější? . . . . . . . . . . . Co činilo potíže? . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

E) Jiné poznámky a připomínky? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Následovala diskuze s účastníky dílny k vlastnímu provedení i k otázkám
sebereflexe. V podstatě se potvrdily výsledky experimentů s žáky, že si při řešení
úloh pomáhali pohybem, že při „Procházkách� některým činil problém směr
dopředu–dozadu, že „Odvalování� bylo mnohem těžší, že při něm museli sledovat
polohy více stěn kostky, že nejtěžší úlohou byla ÚA3, kde bylo více změn směru
odvalování a že potíže činilo zejména opětovné navázání při přerušení sledu
odvalování se hrací kostky.

Literatura

[1] Jarkovská, Z. Geometrická skládanka. Semestrální práce, Liberec : 2002.

[2] Perný, J. Tvořivostí k rozvoji prostorové představivosti. Liberec : TU, 2004.
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Zkušenosti s projekty

Jana Plíšková

Úvod

Jsem učitelkou matematiky a fyziky na 2. stupni ZŠ. Pracovat s úlohami, které
přináší život kolem nás, nikoli učebnice, jsem se rozhodla až po několikaleté
praxi, když jsem vychovávala žáky své tehdejší třídy a přistoupila na hru otá-
zek: „K čemu nám to bude?�. Začala jsem sbírat zkušenosti z různých pracovních
oborů a připravovat tak žáky na výběr povolání. Práce a úkoly, kterým se nyní
říká projekty, jsem zprvu zadávala bez přílišné předchozí rozvahy. Při výuce
se rozvíjely debaty, při kterých jsme se dostávali do oblastí, které naznačovaly
různost chápání a při nich jsem občas zadala úkol cosi zjistit, propočítat, vyzkou-
šet. Až vyhodnocení zadaných úkolů ukázalo význam takové práce, zkušeností
s řešením takových problémů. Tento přístup „bezhlavého zadání úlohy� stále
uznávám, protože každý žák je individualita, která potřebuje svůj prostor pro
vyjádření a často jeho cesta obohatí ostatní i mne. S časem jsem však získala
zkušenost, jaké reakce mohu od žáků očekávat a co mohu v zadání upřesnit,
aby byly práce smysluplnější, měřitelné a zajímavé. Začala jsem zadávat řady
návazných úloh a později i větší práce, kterým nyní již sama říkám projekty.
Mezi klady takto zadávaných úloh patří samostatnost zpracování, originalita
přístupů chápání a zpracování a seznámení žáků s oblastmi či prostředím, které
právě je zajímají nebo jsou jim blízké. Často se mi tak podařilo zapojit i ro-
diče do práce vedoucí ke zjištění informací a tím přispět k větší informovanosti
dětí o problematice rodinného života. Omylů žáků při pochopení úlohy využí-
vám v rozborech vhodnosti výběru témat, řešení, ukázkách jiných přístupů a při
motivaci k další práci. Různorodost prací napomáhá i k motivaci slabších žáků
a dává možnost je vyzdvihnout například za volbu tématu či preciznost zpra-
cování, přestože ostatní stránky práce nejsou nejlepší. Individuálním řešením
je nutné věnovat větší časový prostor na zpracování i na vyhodnocení, proto
nepovažuji za vhodné zadávat příliš mnoho takových úloh v krátkém časovém
sledu. V poslední době jsem ustoupila i od klasifikace všech prací a při hodnocení
využívám formy pochval a zveřejnění úspěšných prací. Podle potřeby, tématu,
obtížnosti či rozsahu práce volím různé formy zadávání úloh: k vypracování ve
škole či doma, pro samostatné zpracování či práci ve skupinách. Některá té-
mata (např. statistiku) jsem zpracovávala několika různými dětem dostupnými
metodami. Nejprve ve škole, pak ve skupinách, následně ve skupinách doma,
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doma samostatně a pro úplnost i s využitím výpočetní techniky. V následujících
částech tohoto příspěvku popíšu tři své nejúspěšnější projekty.

I. projekt: 7. ročník – Trojčlenka

Oblast zadaných úloh je zdánlivě velice široká, ve skutečnosti však spolu úlohy
úzce souvisí. Jedná se o přímou a nepřímou úměrnost, procenta a finanční ma-
tematiku. Je to možná můj nejstarší projekt. Původním záměrem bylo ukázat
žákům složitost tvorby slovních úloh a učit je přesnému vyjadřování. Tato snaha
byla následně spojena s cílem dokázat, že matematika základní školy je mate-
matikou potřebnou pro běžný život. Výsledkem projektu jsou individuální práce
a zadávám ho v několika krocích v sedmém ročníku ZŠ.
Po vysvětlení přímé a nepřímé úměrnosti a seznámení se s možností řešení

těchto úloh pomocí trojčlenky ukládám žákům první úkol.

1. úkol. Přečti si nějaký článek v časopise, novinách atp. a z informací v něm
obsažených formuluj a vypočítej slovní úlohu na přímou úměrnost.

Žákům stanovím formu výstupu. Zpravidla požaduji vybraný článek vystřih-
nout, nalepit na papír formátu A4 a na stejný papír i úlohu zapsat a vyřešit.
Doba na vypracování je jeden týden. Takto zadaný úkol skrývá nečekané mož-
nosti věnovat se různým tématům, která se objeví po vypracování. Nikdy se nedá
odhadnout, jaká témata si žáci vyberou, a tím je tato práce zajímavá a tvořivá
i pro nás, učitele.
Složitějším úkolem pro žáky je vytvořit úlohu na nepřímou úměrnost, proto

tento úkol zadávám pouze jako doplňkový „ pro zájemce�.
Druhou fází projektu je, po seznámení žáků s procenty, obdobná úloha.

2. úkol. Podobně jako u prvního úkolu najdi článek v novinách či časopisu
a z jeho textu sestav a následně vyřeš slovní úlohu na procenta.

Doba vypracování je opět jeden týden. Zde se nejčastěji vyskytují úlohy čer-
pající z letáků obchodů nabízejících slevy. Proto zařazuji opět úkol „pro zá-
jemce�, najít klamavou reklamu, tedy reklamu, v níž je uvedena sleva v procen-
tech, která neodpovídá zmiňované ceně. O možnostech vedené diskuze se snad
nemusím zmiňovat.
Třetí fáze předpokládá seznámení s minimálními znalostmi finanční matema-

tiky, tedy pojmy vklad, úrok, úroková sazba. Můžeme opominout daň z úroku,
kterou ponecháme do vyššího ročníku.

3. úkol. Máš fiktivních 10 000 Kč. Ulož je na dobu jednoho roku do nějaké
banky či spořitelny a vypočítej, kolik korun tímto vkladem za jeden rok získáš.
Své rozhodnutí dokumentuj nabídkou zmíněného finančního ústavu.

Tento úkol je možné zadat na dva i více týdnů. Potřebné informace hledají
na internetu, či ve výpisech, které vlastní každá rodina. Najdou se i žáci, kteří
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se snaží uložit peníze do všech dostupných finančních úřadů a vklady porovnat.
Tím mi umožní vést diskuzi o dané problematice. Tuto snahu motivuji soutěží,
kdo uloží peníze nejvýhodněji.

Zkušenosti s projektem

Žáci podobnou formu vítají. Mohou se realizovat a něčím vyniknout. Proto se
snažím i na chybně řešených úlohách najít nějaký klad, který vyzdvihnu a autora
pochválím. Může jím být zvolené zajímavé téma, forma zpracování či úprava.
Protože se jedná o individuální úkol, nestává se mi, že by ho žáci opisovali ve
škole před vyučováním. Naopak je ve většině případů vypracován včas a samo-
statně. Setkala jsem se i se sebekritikou, a to v případě, že někteří žáci ponechali
úkol „na poslední chvíli� a nebyli schopni si zajistit potřebné údaje. Některé
práce svým obsahem předčily moje očekávání. Setkala jsem se i s vtipným zadá-
ním, kdy se dluhy splácely porodným, řešily se případy hromadných sňatků ale
i vlastnictví střelných zbraní apod. V poslední části mnozí žáci uložili peníze do
mnoha bank dostupných na našem trhu. Ukládali ale také do pojišťoven či sta-
vebních spořitelen, a to umožnilo vysvětlit některé pojmy, se kterými se v životě
budou setkávat.
Tuto řadu individuálních domácích úkolů je možné doplnit i o plánování

rodinné dovolené a využití znalosti měřítka mapy, ale to je téma vhodné pro
samostatný projekt.
Velmi výrazným kladem právě popsaného projektu je zapojení rodiny. Stává

se, že žáci využívají informací o financích vlastní rodiny a s rodiči vedou o dané
problematice diskuzi. V současné době má již řada z nich vlastní účet, který si
spravují.

II. projekt: 8. ročník – Statistika

1. krok – 1. hodina – Vysvětlení problematiky, cíl, užití.

2. krok – 2. hodina – Nejprve se seznamujeme ve třídě se statistickým šetřením
na příkladu výpočtu známek z matematiky. Protože si přehledy známek a jejich
aritmetický průměr dělají žáci již několik let sami, připadá jim učivo jednoduché
a známé. Diagram jim pak viditelně ukazuje výsledky jejich práce. Ukazuje se
první problém, jak použít získané vědomosti o úhlech při práci s dělením kruhu
pro užití v kruhovém diagramu. U některých slabších žáků jsme museli použít
trojčlenku k výpočtu velikosti příslušné části kruhu, která odpovídala počtu
procent.

3. krok – 3. hodina – V další části se žáci formou skupinové práce zabývají
šetřením nějakého jevu ve třídě. Obvykle volí témata týkající se barvy triček, očí,
velikostí bot atd. Volbě ponechávám volnost a teprve po zpracování šetření je
vedena diskuse o využitelnosti zvoleného tématu a formě zpracování. Sami žáci
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pak odůvodňují volbu tématu svého šetření takto: velikost bot využije obuvník,
bude vědět, kterých bot má vyrobit nejvíce, stejně tak oblíbená barva trička.
Většinou nenachází uplatnění pro barvu očí či vlasů, i když se ozývají návrhy
využití pro výrobce barev na vlasy či barevných očních čoček. Šetření tohoto
typu ponechávám jako zajímavý průzkum.

4. krok – Projekt A – Třetím úkolem bývá sledování nějakého jevu ve škole.
Předem se žáky domluvíme témata a ošetříme u kolegů, pokud žáci vstupují do
vyučovacích hodin. Jedná se opět o skupinovou práci. Některé skupiny si vyberou
téma samy, nerozhodným pomáhám. Skupiny zpracovávají např. témata: volba
SŠ v devátém ročníku, počet zaměstnanců ve škole a jejich pracovní zařazení,
docházka žáků na obědy atd.
U těchto prací porovnávám vhodnost a způsob zpracování. Stalo se, že jedna

skupina se rozhodla zjistit, jestli zájem žáků o obědy ve školní jídelně opadá
s věkem. Svoje šetření si nevhodně rozdrobila na jednotlivé třídy a nevěděla, jak
informace celkově vyhodnotit a zpracovat. S mojí nápovědou si rozdělila žáky do
věkových skupin a tím získala přehled, zda se s rostoucím věkem žáci odhlašují
z obědů. Žáci tedy mají možnost při třetí a čtvrté hodině porovnat a posoudit
využitelnost zvoleného tématu a zvoleného zpracování a získané poznatky pak
dále využít při samostatné domácí práci.
Hodnocení volím formou slovní, o tématech a zpracování vedeme s žáky dis-

kuzi.

5. krok – Projekt B – V poslední fázi žákům zadávám úkol zabývat se statis-
tickým šetřením v jejich okolí. Zpracování provádí jednotlivci vyčleňuji na ni více
času. Asi dva až tři týdny. Práce bývají po odevzdání vyvěšeny na nástěnku, kde
si je všichni mohou prohlédnout. Následně v třídním kolektivu opět diskutujeme
o vhodnosti témat, využití šetření a způsobu jejich zpracování. Ke zpracování
šetření doporučuji připravit jednotný pracovní list.

Zkušenosti s projektem

Domnívám se, že popsaný projekt žáky zaujal. Byla vidět snaha o volbu za-
jímavého tématu. Mnozí věnovali práci spoustu času díky velikosti zvoleného
souboru. Mezi nejúspěšnější témata patřila šetření: Můj denní rozvrh, Progra-
mová nabídka komerční televize, Přijetí žáků na SŠ, Věkové složení obyvatel
domu, Způsob dopravy lidí do zaměstnání, Typ automobilů na našich silnicích
atd. Skupina, která si zvolila šetření zabývající se přijetím žáků na SŠ, získala
i pochvalu vedení školy, které jejich výsledky použilo jako materiál pro školní
potřeby. Nejpilnější žáci využili znalostí práce s počítačem a šetření zpracovali
pomocí nejrůznějších, a to i prostorových diagramů.
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III. projekt: Kam na školu v přírodě?

Nyní bych chtěla uvést svůj první příklad vzájemné mezipředmětové spolupráce
s kolegy při realizaci projektu „Kam na školu v přírodě?�.
Nápad uskutečnit tento projekt se zrodil při školení na kurzech ESF, které

má za cíl ukázat učitelům matematiky nové přístupy k výuce, a to nejen mate-
matiky. Právě v rámci tohoto školení jsme se snažili připravit projekt s názvem
„Kam na výlet?�. Poprvé jsem se tak sama setkala s důkladnou přípravou za-
dávacího listu pro učitele i pro žáky včetně podrobného rozboru kompetencí,
zapojení průřezových témat a co pro mne bylo to nejdůležitější, s přípravou pro-
jektu, který zahrnoval více oblastí a předpokládal mezipředmětovou spolupráci
kolegů. Využila jsem nabytých zkušeností a tak vznikl projekt „Kam na školu
v přírodě?�. Toto téma jsem zpracovala pro žáky naší školy s cílem zjistit, ve
kterých rekreačních zařízeních je možné zajistit školu v přírodě pro větší skupinu
dětí. Vše jsem připravila, a tak nebylo těžké se s kolegy dohodnout na spolupráci.
Rozhodli jsme se projekt zadat žákům 8. ročníků, kteří se již s obdobnou

prací setkali a navíc mají i poměrně reálný odhad, co vše je potřeba zařídit
k uskutečnění školy v přírodě.
Projekt byl zahájen v hodině rodinné výchovy. Žáci si povídali, co na které

škole v přírodě zažili, co se jim líbilo, co by chtěli vidět, v jakém prostředí by se
jim škola v přírodě líbila. Součástí hodiny byla i diskuze o tom, co vše je třeba
zjistit a zajistit pro tak velkou akci. Žáci se nejdříve rozdělili do pracovních
skupin po 3 až 5 žácích. V první fázi se domlouvali, co od akce očekávají a kam
by se rádi podívali. Rozdělili si úkoly, kdo jaké informace zjistí. Následně byl
žákům v hodině výpočetní techniky umožněn přístup na internet, kde se snažili
vyhledat vhodné objekty a zjistit potřebné kontakty, ceníky, vybavení. V hodině
matematiky jsme se zabývali propočty nákladů, cestovného, vzdálenostmi apod.
Na závěr pak žáci v hodině výtvarné výchovy vytvářeli katalogy pro „svoji�
školu v přírodě.
Motivací pro žáky bylo vyhlášení soutěže o nejzajímavěji připravenou školu

v přírodě. Odměnou pro vítěze byl slib, že se pokusíme jejich školu v přírodě
uskutečnit.
Odevzdání prací bylo spojeno se slovní prezentací, při které nás žáci udi-

vovali nápaditostí, výmluvností, či videonahrávkou. Nejdříve proběhlo žákovské
hlasování o nejzajímavější školu v přírodě, pak jsme hodnotili my, učitelé.

Zkušenosti s projektem

U takto připraveného projektu není důležité, jestli žáci na závěr získají známku,
ale že se seznámí s problematikou přípravy akce pro skupinu osob. Vyzkouší
si smysluplné využití výpočetní techniky, zvládnou propočítání nákladů, zjistí
zajímavosti o různých místech a v neposlední řadě se učí komunikovat v pracovní
skupině, rozdělovat si spravedlivě práci, hodnotit přínos jednotlivců pro práci
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skupiny, či prezentovat svoji práci před ostatními. Učí se i posuzovat přednosti
a výhody zvoleného místa, odlišovat důležité a nepodstatné informace. I když
byl žákům dán prostor pro práci ve škole, využili i možnost získávat informace
doma, ve městě, do vybraných zařízení i telefonovali, kontaktovali autodopravce.
Úroveň zpracování byla samozřejmě různá. Některé skupiny zvolily zpraco-

vání pomocí počítače, fotografií, webových stránek zvoleného zařízení, jiné pro-
pracovaly více otázku náplně týdenního pobytu. Překvapením nejen pro nás byla
videonahrávka, která ukázala rekreační zařízení a jeho okolí.
Přestože se některým skupinám práce nepovedla k plné spokojenosti, věřím,

že tento projekt byl pro všechny žáky velkým přínosem. Byl přínosem nejen pro
žáky, ale i pro nás, učitele, a to proto, že jsme si vyzkoušeli vzájemnou spolupráci
ve více předmětech, kde by nás zřejmě dříve společná práce nenapadla. Navíc
jsme pro školu získali materiál, který můžeme dále využívat. Tímto projektem
jsme také předvedli možnost zařazení průřezových témat do výuky nenásilnou
formou.
Školu v přírodě, která měla největší ohlas a úspěch u žáků, jsme uskutečnili

a všem, dětem i nám, se opravdu líbila.
Pro příklad uvedu ukázku zadávacího listu pro žáky.

KAM NA ŠKOLU V PŘÍRODĚ?

Naplánujte pro svu třídu školu v přírodě.
Podmínkou je realizovatelnost projektu.

1. úkol. Rozdělte se do skupin (3–5 žáků).

2. úkol. Domluvte si místo konání školy v přírodě.
Uvažujte roční období, místo ubytování, činnosti, kterým byste se chtěli na škole
v přírodě věnovat.

3. úkol. Zjistěte si potřebné informace.
Využijte hodin výpočetní techniky (internet), matematiky (finanční, časové pro-
počty, plánování), rodinné výchovy (diskuse o očekávání spolužáků).

4. úkol. Získané informace zpracujte v hodině výtvarné výchovy do formy
nabídkového katalogu, který bude vystaven ve třídě.

5. úkol. Připravte si slovní upoutávku pro prezentaci vaší práce.
Po předvedení vašich katalogů proběhne tajné hlasování, kterým rozhodnete,
kam bychom mohli jet na školu v přírodě.

Povinné kapitoly katalogu:
Místo pobytu, popis okolí, zajímavosti (pobyt pro 30 osob).
Délka pobytu, finanční kalkulace na žáka (ubytování, stravné, vstupné).
Doprava (způsob, vzdálenost, doba, finanční kalkulace, kontakt na dopravce).
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Plán činností (dopolední, odpolední, večerní).
Upoutávka (důvody výběru místa a programu).

Doplňkové kapitoly:
Mapa okolí.
Popis ubytování (velikost pokojů, sociální zázemí).
Kulturní či sportovní vybavení.

Termín odevzdání:

Závěr

Mým velkým přáním je, aby všechny děti měly rády matematiku alespoň v takové
míře, že na hodiny strávené ve školních lavicích budou vzpomínat v dobrém,
přestože hodnocení na vysvědčení, které jim musím udělit, mnohdy není příliš
lichotivé.
Přeji i Vám krásný pocit ze smysluplné práce. Budu se těšit na případné

reakce a náměty.
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Dělitelnost a číselné soustavy –

demonstrační program

Michal Roháček

1 Úvod

Proč vlastně tento demonstrační program vznikl? Měl by doplňovat výuku ma-
tematiky a informatiky na ZŠ, kde se nyní začínají do praxe zavádět školní
vzdělávací programy. Dosud se totiž, podle mých zkušeností, učitelé téměř vů-
bec nevěnovali číselným soustavám o jiném základu než 10, teď mají možnost
začít, neboť nejsou tolik svazováni osnovami a také mohou například propojit
dějepis s matematikou či informatikou apod.
Cílem demonstračního programu je přiblížit dělitelnost žákům na ZŠ, ukázat

jim řadu usnadňujících kritérií dělitelnosti a jiný systém soustavy než desítkový
a na něm například definovat principy aritmetických operací. Prostředí se ne-
ustále vyvíjí, je laděno a upravováno na základě připomínek uživatelů či při
zjištění chyb.
Program je uložen jako exe-soubor, nevyžaduje tedy žádný nákup nového

softwaru. Uživatel si ho může stáhnout na stránkách ZŠ Zlatá stezka 240,
http://www.prachatice.cz/stezka pod sekcí „Pomůcky ke stažení� či obdržet e-
mailem, kontakt m1r@seznam.cz.

2 Prostředí

Demonstrační program je vytvořen v prostředí Imagine Logo, které vzniklo v roce
2001 a je nepřímým následovníkem Comenius Loga. Imagine je nová generace
prostředí a programovacího jazyka Logo. Byl vyvinut pro žáky, studenty a uči-
tele, kteří chtějí provádět aktivity širokého rozsahu, jako kreslení a animování,
prezentace svých projektů na Internetu, tvorba multimediálních aplikací, mode-
lování, vyvíjení projektů a mikrosvětů pro matematiku. Imagine má objektově
orientovanou strukturu, podporuje hierarchii objektů a chování a paralelní ne-
závislé procesy. Hlavním cílem prostředí Imagine je poskytnout studentům, uči-
telům a tvůrcům pedagogických aplikací lákavý a silný nástroj pro učení (se).
Prostředí je kompletně lokalizováno do českého jazyka.
Demonstrační program vznikl při tvorbě diplomové práce a připomíná kal-

kulačku. Uživatel se může opřít o nápovědu, která mu „zajistí� správný chod
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programu, správné zobrazování. Pomocí myši a poklepání se pohybuje mezi jed-
notlivými stránkami a vykonává jednotlivé příkazy. Čísla do textových polí za-
dává na numerické klávesnici.

3 Využití programu

Učitel matematiky může program využít při výkladu nové látky. Nemusí veškeré
převody čísel z jednotlivých soustav provádět ručně ani nemusí složitě malovat
na tabuli (případně ukazovat na lavici) princip počitadla. Naopak může názorně
ukazovat piktogramy čísel starých národů. Předpokladem je učebna podporu-
jící výuku na PC. Program může dále sloužit učitelům informatiky při výkladu
nejenom dvojkové soustavy v počítačích.
Žák program ocení pro jeho rychlé zobrazování (převod) čísel. Stačí zadat jen

číslo, které chce převádět a držet se nápovědy. Program mu přehledně ukáže, že
číslo v naší (desítkové) soustavě má „různou podobu� nebo naopak, že dvě stejně
vypadající čísla mají jinou hodnotu v desítkové soustavě. Také si snadno ověří,
zda je zadané rodné číslo dělitelné jedenácti a nebo zda je zadané bankovní číslo
platné.

4 Současné možnosti programu

Uživatel například zadá číslo v desítkové soustavě a program zobrazí číslo ve
dvojkové či jiné číselné soustavě (obr. 1). Oproti tomu na další stránce (obr. 2)
(přepínání modrým puntíkem) zadá číslo například v soustavě o základu pět a to
se zobrazí jak v desítkové soustavě, tak v soustavě o základu, který si sám zvolil
(oranžové pole).

Obr. 1 Obr. 2

Práce s jinými soustavami a počítání v nich však může vést k lepšímu po-
chopení vlastností přirozených čísel zapsaných v desítkové soustavě, což je jeden
z hlavních úkolů v hodinách matematiky na základní škole. Program by měl
žákům ukázat trochu jiný pohled na číslo. Takový, aby si uvědomili, že zápis 10
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může znamenat i něco jiného, než číslo 10. Na podrobnější problematiku soustav
odkažme čtenáře na [1] či [2].
Lepšího porozumění naší numerační soustavě se docílí pomocí počitadel. Jsou

to velmi staré učební pomůcky, kterých se odedávna užívalo ve školách i při prak-
tickém počítání. Proto je dále v programu naznačen princip počitadla (obr. 3),
které pomáhá s převodem čísla (počet kamenů) do soustav o základu dvě, tři,
čtyři a pět. Díky tomu se žáci názorně dozvědí, jak se vlastně převádí číslo
z desítkové soustavy do soustavy o jiném základu. Počitadlo by mělo napomoci
porozumět žákům, že pro úkol zapsat počet rozhozených předmětů v pozičních
soustavách není rozhodující základ soustavy. Toto téma je velice pěkně rozebráno
v [1].

Obr. 3 Obr. 4

Rozvoj číselných soustav a symbolický zápis čísel pomocí znaků spolu úzce
souvisí. Člověk brzy zpozoroval, že tvořením nových a nových znaků by ztrácel
přehled v číslech. Proto by žáci měli vědět, že odhlédnutí od množství předmětů
je projevem vyššího stupně vývoje matematického myšlení. Program obsahuje
databáze obrázků, díky kterým uživatel pozná vyjádření čísel tak, jak to zazna-
menávali staří Egypťané, Mayové či Babyloňané (obr. 4). Žák po zadání čísla
dostane odpověď nejen ve formě zobrazení historického zápisu, ale dozví se také,
v jaké soustavě příslušný národ počítal a jaká měl pravidla pro psaní čísel. Zá-
kladní text k historii soustav najde čtenář kupř. v [2].
Program také obsahuje přehled obecně známých kritérií dělitelnosti. Uživatel

zadá číslo a po ověření se zobrazí, zda je či není číslo dělitelné příslušným číslem.
Poslední stránka programu naznačuje užití dělitelnosti v každodenním ži-

votě. Mnoho lidí si myslí, že teorie dělitelnosti, prvočísla a kongruence mají jen
velmi malý praktický význam opak je však pravdou. K systematickému zpra-
cování údajů o osobách, výrobcích, firmách atd. se k jejich identifikaci používá
číselných kódů. Při praktickém použití takových kódů se ukazuje, že splnění pod-
mínek – každý objekt má přiřazen právě jeden číselný kód a každé dva různé
objekty mají různé kódy – nestačí. Je třeba počítat i s lidským faktorem, tj. při
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zadávání kódů se přepíšeme nebo čtecí zařízení nesprávně přečte číselný kód atd.
Z tohoto důvodu se zpravidla přidává k danému kódu ještě kontrolní číslo tak,
aby výsledný kód splňoval určitou „matematickou� podmínku – do hry vstupuje
algebra.
Program se zatím zabývá rodným číslem a bankovními účty, ale nelze za-

pomenout například na Evropské číslo zboží, tzv. EAN13 kód; International
Standard Book Number – ISBN, identifikace knižních vydání; identifikační číslo
přidělováno fyzickým či právnickým osobám a ostatním ekonomickým subjektům
atd. Více informací o praktické aplikaci dělitelnosti nalezne čtenář v [5].

5 Závěr

Program je zatím koncipován jako kalkulačka, která přehledně zobrazuje čísla
v různých číselných soustavách, obsahuje historické způsoby zápisu čísel a uka-
zuje princip počitadla. Prozatím nedává žákům příliš velký prostor pro samo-
statný tvořivý přístup. Program se však dále rozšiřuje, poslední verze je rozší-
řena o podkapitolu Číselné soustavy – Aritmetické operace, kde již žák bude
moci otestovat své znalosti sčítání, odčítání, násobení a dělení. Ani u této části
nebude chybět kalkulačka. Další novou součástí je kapitola o násobku, děliteli
a prvočíslech.
Upozorňuji čtenáře, že příspěvek byl již prezentován na 10. setkání učitelů

matematiky v Srní 2006. Došlo k aktualizování programu a jeho rozšíření o nová
témata.
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Základní pojmy a vztahy v trojúhelníku –

srovnávací test

Jana Slezáková, Josef Molnár

Základem úspěšného řešení geometrických úloh je správné vymezení někte-
rých klíčových pojmů. V našem příspěvku se zaměříme na elementární pojmy
geometrie trojúhelníku, jako jsou osy stran, osy úhlů, výšky, těžnice, střední
příčky atd. Je nezbytně nutné, aby si žáci důkladně osvojili také jejich základní
vlastnosti, vztahy mezi nimi, a aby se s těmito prvky naučili bez potíží pracovat.
Jedním z cílů níže popsaného předvýzkumu bylo srovnat úroveň znalostí zá-

kladních pojmů a vztahů v trojúhelníku u žáků 2. ročníku osmiletého gymnázia
(13–14 let), žáků prvního ročníku čtyřletého gymnázia (15–16 let) a žáků tře-
tího ročníku obchodní akademie (17–18 let). Studentům byl předložen didaktický
test, který obsahoval 10 otázek s možností výběru ze čtyř odpovědí. Test jsme
vyhodnotili metodou průzkumové analýzy dat, a to pomocí kvartilových grafů,
které poskytují velmi názorné grafické výstupy. Využívají se metody vyvinuté
pro ordinální data. U kvartilového (krabičkového, box-whiskers-plots) grafu se
data znázorňují pomocí mediánu a kvartilů. Medián je hodnota, která v řadě hod-
not (seřazených podle velikosti) odděluje polovinu větších hodnot od poloviny
hodnot menších. Dolní kvartil je hodnota, která odděluje čtvrtinu nejmenších
hodnot, analogicky pojem horní kvartil. Tuto metodu jsme vybrali, abychom
zjistili, zda existují významné rozdíly mezi vědomostmi žáků těchto tří skupin.

Zadání testu

1. Průsečík těžnic dělí těžnice:
a) přesně na polovinu
b) kratší části těžnic jsou polovinou delších částí
c) nijak, protože se těžnice neprotínají
d) bez pravidla

2. Střed kružnice vepsané trojúhelníku se nachází v průsečíku:
a) os úhlů
b) os stran
c) výšek
d) těžnic
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3. Výška trojúhelníku je:
a) přímka procházející vrcholem trojúhelníku a kolmá na protější stranu
b) úsečka, jejímiž krajními body jsou vrchol trojúhelníku a pata kolmice
vedené tímto vrcholem na protější stranu

c) délka úsečky podle bodu b)
d) úsečka, jejímiž krajními body jsou vrchol trojúhelníku a střed protější
strany trojúhelníku

4. Střed kružnice opsané trojúhelníku se nachází v průsečíku:
a) os úhlů
b) os stran
c) výšek
d) těžnic

5. Průsečík výšek dělí výšky:
a) přesně na polovinu
b) nijak, protože se výšky neprotínají
c) kratší části výšek jsou polovinou delších částí
d) bez pravidla

6. Trojúhelník, jehož dva vnitřní úhly mají velikost 40◦, je:
a) rovnostranný
b) tupoúhlý a rovnoramenný
c) tupoúhlý a rovnostranný
d) ostroúhlý a rovnoramenný

7. Součet velikostí ostrých úhlů v pravoúhlém trojúhelníku je roven:
a) 80◦

b) 90◦

c) 100◦

d) 180◦

8. V tupoúhlém rovnoramenném trojúhelníku neplatí tvrzení:
a) jedna z těžnic je kolmá k protilehlé straně
b) je osově souměrný
c) osa některého z úhlů je kolmá k protilehlé straně
d) střed kružnice opsané je totožný se středem kružnice vepsané, s těžiš-
těm a průsečíkem výšek

9. Střední příčka trojúhelníku je:
a) úsečka, jejíž jedním krajním bodem je vrchol trojúhelníku a druhým
krajním bodem je střed protější strany trojúhelníku

b) úsečka, která je spojnicí středů dvou stran trojúhelníku
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c) úsečka, která je spojnicí vrcholu trojúhelníka a středu protější strany
trojúhelníku

d) úsečka, která prochází středem trojúhelníku
10. Velikost vnitřních úhlů v tupoúhlém rovnoramenném trojúhelníku je:

a) různá, záleží na velikosti stran
b) dva jsou shodné a třetí se dopočítá do 180◦

c) nemůžeme určit
d) 60◦

Pozn.: Za správnou jsme u otázky 3. považovali odpověď a) nebo b) nebo c).

Výsledky výzkumu jsou shrnuty v následujících dvou tabulkách a grafu:

Počet
bodů

Četnost u žáků
1. ročníku
gymnázia

Četnost u žáků
2. ročníku
osmiletého
gymnázia

Četnost u žáků
3. ročníku
obchodní
akademie

0 1 0 0

1 0 0 1

2 2 0 1

3 0 0 5

4 4 5 4

5 2 3 5

6 2 9 3

7 4 1 3

8 2 6 4

9 1 1 0

10 1 2 0∑
19

∑
27

∑
26

Výsledky
Žáci 1. ročníku
gymnázia

Žáci 2. ročníku
osmiletého
gymnázia

Žáci 3. ročníku
obchodní
akademie

největší hodnota 10 10 8

nejmenší hodnota 0 4 1

horní kvartil 8,5 8 6,5

dolní kvartil 4 5 3

medián 6,5 6 5
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Z tabulek a grafu vyplývá, že nejúspěšnější skupinou byli studenti 2. ročníku
osmiletého gymnázia, kde se úspěšnost řešení didaktického testu pohybovala
v rozmezí od 5 bodů do 8 bodů, střední hodnota byla 6 bodů. V případě studentů
1. ročníku čtyřletého gymnázia byl medián 6,5 bodu, ale úspěšnost řešení se
pohybovala v rozmezí od 4 bodů do 8,5 bodu. Nejhůře však dopadli studenti
třetího ročníku obchodní akademie, medián byl 5 bodů a bodové rozpětí činilo
od 3 bodů do 6,5 bodu.
Všechny tři testované skupiny absolvovaly didaktický test bezprostředně po

probrání učiva základních pojmů a vztahů v trojúhelníku. Výsledky všech tří
skupin by měly být tedy srovnatelné. Zjistili jsme, a to jsme předpokládali,
že nejúspěšnější skupinou byli studenti 2. ročníku osmiletého gymnázia, pak
studenti 1. ročníku čtyřletého gymnázia a nakonec studenti 3. ročníku obchodní
akademie.
Zajímavé a velmi cenné pro nás bylo zjištění nejčastějších odpovědí na jed-

notlivé otázky u všech tří testovaných skupin dohromady, což bylo dalším dílčím
cílem výzkumu. Výsledky jsou uvedeny v následující tabulce:
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Otázka Četnost odpovědí Správná
číslo a) b) c) d) odpověď

1. 8 54 0 10 b

2. 48 10 5 9 a

3. 24 32 5 11 a, b, c

4. 17 44 4 7 b

5. 14 2 25 31 d

6. 5 32 3 32 b

7. 17 47 8 0 b

8. 18 9 13 32 d

9. 24 42 4 2 b

10. 5 56 1 10 b

Otázky 1. a 7. byly pro studenty velmi snadné, neboť v obou případech přes
70 % z nich odpovědělo správně. Studenti tedy v naprosté většině znají vlastnost
průsečíku těžnic a vědí, že součet velikost ostrých úhlů v trojúhelníku je roven
90◦. Za pozornost také stojí odpovědi na otázku 6, kde jsme se ptali na název
trojúhelníku, jehož dva vnitřní úhly mají velikost 40◦. Stejný počet studentů
volilo odpověď b) a odpověď d). Možná nerozlišují pojmy ostroúhlý a tupo-
úhlý trojúhelník nebo si ve spěchu pozorně nepřečetli všechny čtyři odpovědi.
V otázce 5. jsme se ptali, zda průsečík výšek má vlastnost analogickou průsečíku
těžnic, tj. zda obecně dělí výšky v nějakém poměru. Je vidět velice malý rozdíl
v odpovědích, 43 % studentů odpovědělo správně a skoro 35 % uvedlo odpo-
věď c), což vypovídá o tom, že neprávem vlastnosti průsečíku těžnic přiřazují
též průsečíku výšek.
Součástí výzkumu bylo zjistit, jak studenti chápou pojem výška trojúhelníku.

Výsledky shrnuje tabulka:

Relativní
četnost
odpověď

Žáci 1. ročníku
gymnázia

Žáci 2. ročníku
osmiletého
gymnázia

Žáci 3. ročníku
obchodní
akademie

a) 26 % 8 % 42 %

b) 53 % 70 % 27 %

c) 21 % 0 % 19 %

d) 0 % 0 % 12 %

b), c) 0 % 22 % 0 %

a), b), c) 0 % 0 % 0 %
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Z uvedeného vyplývá, že všechny tři testované skupiny pojem výška trojú-
helníku znají. Pozoruhodné však je, že studenti gymnázia si pojem výška trojú-
helníku spojují s úsečkou, malá část uvažuje o délce úsečky. Avšak studenti ob-
chodní akademie si jako výšku představují přímku. Zajímavé bude zjistit, v čem
je příčina různého vnímání tohoto pojmu u jednotlivých skupin studentů.
Zastavme se u tohoto problému podrobněji. Ve školské matematice se s ne-

jednoznačností pojmů setkáváme častěji. Jednak je to nejednoznačnost „nezá-
měrná�, která je dána různým přístupem autorů učebnic a jiných publikací (Ne-
stálo by za to obnovit činnost terminologické komise při JČMF?), jednak ne-
jednoznačnost „záměrná�. Jejím příkladem je právě pojem výška trojúhelníku
(dalším např. osa elipsy aj.). Samozřejmě v tom můžeme udělat pořádek, napří-
klad tak, že za výšku trojúhelníku budeme považovat úsečku, reálné číslo určující
její délku nazveme velikost výšky. Přímku, na níž daná úsečka leží, můžeme po-
jmenovat např. jako výškovice, výškovnice, nositelka výšky atd. (Jde o autentické
návrhy studentů učitelství matematiky PřF UP v Olomouci ze semináře z di-
daktiky matematiky.) Je to však potřebné? Je potřeba zatěžovat žáky spoustou
pojmů? Dlouholetá praxe ukazuje, že není. Učitel by si toho však měl být vědom.
Z výsledků. které jsme získali, nemůžeme znalosti studentů z elementárních

pojmů v trojúhelníku hodnotit zcela kladně. Nutno však dodat, že se ukázalo,
že chyby vznikaly z nepozornosti, v mnoha případech byli studenti formou testu
zaskočeni. Chyby vznikaly však též na základě nepochopení některých pojmů vy-
světlených učiteli a nedostatečného procvičení jejich vlastností. Některé pojmy
žáci chápou intuitivně, ale neumějí je samostatně, jednoznačně, přesně a úplně
formulovat. Je tedy nezbytně nutné, aby učitelé nezjednodušovali význam zá-
kladních pojmů v trojúhelníku a jejich vlastností a věnovali jim i na středních
školách patřičnou pozornost.
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Geometrie v živé přírodě

Alena Šarounová

Na našem setkání v Litomyšli jsem vedla dvě „dílny�. Obě byly zaměřené na
mezipředmětové vztahy a měly ukázat některé z motivací k výuce geometrie. Ná-
měty, s nimiž jsme pracovali, je možné rozvíjet různými směry přiměřeně k věku
dětí a potřebám učitele. Nejen „Zlatý řez�, ale i „Geometrie listů� může budovat
mosty mezi matematikou, biologií a uměním. Zde uvádím jen stručnou ukázku –
možnosti práce s jedním pracovním listem (Listy – A). Pokud se vám námět
líbí, naleznete více na mých stránkách http://www.karlin.mff.cuni.cz/˜sarounov/.
Námět byl dopracován v rámci grantu OP RLZ CZ.04.1.03/3.1.15.2/0065.
Pracovní list A je možné předložit dětem již v 6. ročníku. Základní úlohy

(tj. dotvoření obrysu listů) nevyžadují v podstatě ani znalost osové souměrnosti.
Stačí, když budou žáci dodržovat „předepsaný algoritmus� a získají tak řadu
bodů, jimiž obraz okraje listu prochází. Pokud se už setkali s tečnou ke kružnici,
mohou analogicky sestrojit (odhadnout – nejde o její konstrukci, ale o před-
stavu) tečnu (přímku, která se „dotýká� křivky v daném bodě) a její obraz.
Jde o propedeutiku a motivaci. Tvrzení o obsahu ploch lze přiblížit – napovědět
prací s listem, jehož levá strana má tvar trojúhelníku. Protože ve všech úlohách
se zde pracuje pouze s úsečkami shodnými nebo zkrácenými na jejich polovinu,
jsou obsahy ploch – levé a pravé strany listů – v poměru 1 : 1 nebo 2 : 1. Při
jiném poměru zkrácení (či prodloužení) úseček spojujících bod a jeho obraz by
se pochopitelně změnil i poměr obsahů odpovídajících si ploch. Práce s listem 5
je vhodná pro „výzkumníky� a rychle pracující neposedy. Jde o jinou deformaci
roviny, a proto je výsledek „zajímavější�.

Geometrie a tvary listů

Východiska:

• Základem tvaru listu je jednoduchá geometrická struktura.

• Pro strom (i jednotlivé listy) je důležitější plocha listů než jejich tvar.

• List zvětšuje svou plochu nejrychleji podél sítě cév, které přinášejí potřebné
živiny.
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Obr. 1 – Typy listů

Pro pracovní listy můžeme vybrat několik jednoduchých modelů sítě cév a vý-
chozích tvarů, např. A, B, C. (Sítě mohou vytvořit sami žáci zjednodušením
z reálných listů.)

Obr. 2 – Listy A

List typu A (lípa srdčitá) je osově souměrný podle střední „cévy�. Pokud je
mu ale zabráněno v rovnoměrném růstu, jeho tvar se mění. Tak lze žákům ukázat
řadu dalších zobrazení levé části listu na jeho pravou část a vést je k zobecnění
osové souměrnosti. Na pracovním listu stačí uvést „osu�, levou část listu a dva
páry odpovídajích si bodů okraje. Pro usnadnění črtání je vhodný čtverečkovaný
papír a vhodné zkracování úseček. Následující tabulka shrnuje, co lze při práci
s pracovním listem ukázat:

List A Zobrazení Vlastnosti

1 osová souměrnost zachovává obrazem přímky

2 šikmé zrcadlení obsah ploch je přímka,

3 pravoúhlá afinita obsah ploch v tomto případě obrazem tečny

4 šikmá afinita v poměru 2 : 1 je tečna

5 — — obrazem přímky

je křivka, pokud

přímka neprochází

bodem S
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Obr. 3 – List 5

Od zkušenosti s tímto listem vede dál cesta k obecné osové afinitě (dříve
ji znal každý učeň písmomalířství!) či k rovnoplochým útvarům (Cavalieriho
princip v rovině). Důležité je rovněž zjištění, že ne všechna zobrazení v rovině
jsou lineární (viz list 5 a obr. 3). Ve světě přírody jsou lineární zobrazení spíše
výjimkou.
Od listů typu B je snadný přechod ke stejnolehlosti. Doplníme-li jeho síť

„místy bez výživy� (čárkovaně přímky svazku „cév�), tedy bez přírůstků, zís-
káme dlanité listy. A vhodnou volbou přírůstků listu typu C list vinné révy.
Dokonce můžeme znázornit i její růst.

Obr. 4 – List B Obr. 5 – List C
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Matematika všedních situací

Jaromír Šimša

Abstrakt

Příspěvek je věnován třem ukázkám praktických úloh, které prokazují užitečnost mate-
matických vědomostí, které učíme žáky ve věku 10–15 let. Uvedené příklady mohou být
využity při výuce žáků uvedené věkové kategorie.

Úloha o zácloně

Příspěvek o všedních uplatněních matematiky nemůže autor začít jinak než po-
pisem významné situace, kdy jeho paní konečně ocenila profesní zaměření svého
manžela. Jednou mu položila otázku:

Koupila jsem záclonu délky d a chtěla bych ji pověsit na naši garnýž, jejíž
délka je g. Záclona bude vypadat hezky, když na její horní okraj našiju záhyby
šířky z. Jak mají být od sebe daleko?

Situace je znázorněna na obrázku. Kromě neznámé šířky m jedné mezery
mezi sousedními záhyby (s ní shodné mezery mají být i na obou krajích záclony)
zavedeme ještě pomocnou neznámou N , která bude označovat celkový počet
záhybů. Celkový počet mezer pak bude roven N + 1, takže délkám garnýže
a celé (neupravené) záclony budou odpovídat rovnice

Nz + (N + 1)m = g,
3Nz + (N + 1)m = d.

(1)



128 Jaromír Šimša

Takovou soustavu nyní vyřešíme obvyklou sčítací metodou, popsanou v učeb-
nici [3] na str. 84–88. Odečteme-li od sebe levé strany rovnice a porovnáme-li je
s rozdílem pravých stran, dostaneme rovnici

2Nz = d − g,

ze které již snadno vyjádříme hodnotu neznámé N , a to ve tvaru

N =
d − g

2z
. (2)

Dosadíme-li nalezené číslo N do kterékoliv z rovnic (1), dostaneme po snadné
úpravě konečné vyjádření druhé neznámé m vzorcem

m =
3g − d

d − g + 2z
· z. (3)

Započneme nyní diskusi o výsledných hodnotách N a m v závislosti na (da-
ných) kladných parametrech g, d a z. Především je jasné, že reálný význam má
výsledek pouze v případě, kdy obě vypočtené hodnoty N a m budou kladné.
To podle vzorců (2) a (3) nastane, právě když délky garnýže a záclony budou
splňovat nerovnosti

g < d < 3g.

Praktický význam levé nerovnosti je jasný: manželka jistě koupila záclonu délky
převyšující délku garnýže. Podle pravé nerovnosti však nesmí délka záclony do-
sáhnout či dokonce převýšit trojnásobek délky garnýže, v opačném případě by
totiž záhyby nemohly být odděleny žádnými mezerami či by se musely dokonce
překrývat (při výsledku m < 0).
Odložme na chvíli ještě jednu velice důležitou otázku, totiž zda stanovená

hodnota N bude celým číslem. Koneckonců číslo N , které jsme zavedli jako
pomocnou neznámou, zadavatelku úlohy příliš nezajímá, počet záhybů zjistí,
bude-li vůbec chtít, až záhyby na záclonu s mezerami námi doporučené veli-
kosti našije. Místo toho se podívejme, zda naším výsledkem splníme manželkou
dodatečně vyslovené přání:

Záhyby na zácloně by neměly být ani příliš husté, ani příliš řídké.

Po krátkém rozhovoru zjistíme, že takový požadavek lze vyjádřit kvantitativ-
ním vztahem mezi šířkou z jednoho záhybu a šířkou m jedné mezery v podobě
dvojice nerovností

z ≤ m ≤ 2z.

S ohledem na vzorec (3) se proto pustíme do řešení soustavy nerovnic

1 ≤ 3g − d

d − g + 2z
≤ 2
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s nadějí, že ani v této otázce intuice manželku při nákupu záclony neopustila.
Nerovnice vynásobíme kladnou hodnotou d− g+2z a odděleně je ve dvou slou-
pečcích vyřešíme, a to vzhledem k nákupnímu parametru d:

d − g + 2z ≤ 3g − d 3g − d ≤ 2(d − g + 2z)
2d ≤ 4g − 2z 5g − 4z ≤ 3d

d ≤ 2g − z d ≥ 5g
3

− 4z
3

Získané podmínky lze přijatelně zjednodušit. Vzhledem k tomu, že šířka z jed-
noho záhybu je v porovnání s délkami d, g poměrně malá, můžeme zkoumaný
estetický požadavek vyjádřit jednoduchými nerovnostmi

5g
3

< d < 2g.

Například pro garnýž délky g = 340 cm by zakoupená záclona měla mít délku d
přibližně v rozpětí 570 cm až 680 cm.
Od doplňujícího požadavku „na krásu� se vraťme k původní základní úloze

a posuďme konečně zásadní podmínku, kterou nelze nijak obejít: početN záhybů
na zácloně musí být přirozené číslo. Považujme od této chvíle g, d, m a z za čísla,
která vyjadřují příslušné délky v centimetrech. Je jasné, že g a d jsou – prakticky
vzato – trojmístná přirozená čísla. Číslo z udávající šířku jednoho záhybu závisí
na velikosti okrasného vzorku záclony a má obvykle jednu z hodnot

z ∈ {1,5; 2; 2,5; 3; 3,5; 4; 4,5; 5},

takže 2z je poměrně malé přirozené číslo. Proto podmínka dělitelnosti

2z | d − g, (4)

která je podle (2) vyjádřením celočíselnosti výsledného N , není příliš svazující
a je často splněna. Není-li tomu tak, nabízí se možnost provést dělení se zbytkem

d − g = 2z · N + r, kde r ∈ {1, 2, . . . , 2z − 1}, (5)

a kousek zakoupené záclony délky r cm před šitím odstřihnout (vyslovit doma
takový návrh jsem ovšem neměl chuť, natož abych se v nestřežený okamžik sám
pustil do stříhání záclony).
Je poučné si uvědomit, že právě posuzovaný problém nemůžeme vyřešit pou-

hou změnou délky jedné nebo více mezer mezi stanovenými záhyby. I kdybychom
uvažovali řešení úlohy s mezerami m1, m2, . . . , mN+1 obecně různých délek, do-
stali bychom soustavu rovnic

Nz +
N+1∑
i=1

mi = g,
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3Nz +
N+1∑
i=1

mi = d,

ze které – stejně jako z původní soustavy – dostaneme odečtením tutéž rovnici
2Nz = d − g, vedoucí k určení hodnoty N vzorcem (2). Jediným exaktním
východiskem z dané situace (při zachování hodnot g a d) je nepatrně zvětšit délku
jednoho záhybu z hodnoty z na hodnotu z′, která je po provedeném dělení (5)
určena rovností

2z · N + r = 2z′N,

z níž snadno vypočteme

z′ =

(
1 +

r

2zN

)
· z.

Protože pro (kladný) zbytek r platí podle (5) odhad r < 2z, vidíme z posledního

vzorce, že relativní změna hodnoty z na hodnotu z′ je menší než
1
N
, což je méně

než 10 % při počtu záhybů (obvykle) větším než 10. Je to tedy změna patrně
vždy srovnatelná s přesností praktického šití.
Budeme-li realističtí, uznáme, že mezeru určené délky m nelze s absolutní

přesností na záclonu našít. Když ji budeme oznamovat zadavatelce, přesnou
hodnotu m ze vzorce (3) nejspíše zaokrouhlíme na milimetry. Podobně i našité
záhyby budou mít délky vyjádřené různými hodnotami z1, z2, . . . , zN blízkými
zamýšlené hodnotě z, takže realitě více odpovídá soustava rovnic

N∑
i=1

zi +
N+1∑
i=1

mi = g,

3
N∑

i=1

zi +
N+1∑
i=1

mi = d.

Lze celkem spolehlivě věřit, že – přes chyby v přesnosti šití – pružnost záclony
a tolerance při jejím uchycení na krajní žabky garnýže povedou ke zdárnému
výsledku. Autor příspěvku takto uspěl v několika případech, na garnýžích vlast-
ního bytu i bytů známých, kterým manželka nabídla, že jim záclony (s intelektu-
ální pomocí svého manžela) vhodným způsobem upraví. Bylo to snazší zejména
tehdy, když jsem se předem dozvěděl hodnoty g, z, m a měl jsem pouze určit
parametr d (třeba rovnou v obchodě s metráží).

Vypočítanost. V běžném životě naší současné civilizace se na každém kroku
setkáváme s výsledky technologických výpočtů, které pokládáme za natolik sa-
mozřejmé, že jim většinou nevěnujeme žádnou pozornost. Tato naše netečnost,
která je namístě už proto, že bychom se jinak zbytečně rozptylovali, je jistě
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ovlivněna i tím, že důmyslné konstrukce a jejich vnitřní chod – jsou-li vůbec
viditelných rozměrů a substancí – zůstávají naším zrakům utajeny pod pouzdry
přístrojů, kapotami aut nebo jinými „slupkami� produktů, jež nám technický
pokrok k vylepšení našeho života přinesl. Vůbec se například nepozastavujeme
nad obdivuhodnou skladbou jediné elektromagnetické vlny mobilního operátora,
do které jsou namíchány tisíce právě probíhajících hovorů, každý s jiným ode-
sílatelem a příjemcem. Tím působivější je pak zážitek matematika, když se mu
občas naskytne příležitost nahlédnout „pod pokličku� nějakého zařízení, které
svůj (viditelný) chod zakládá na důmyslných výpočtech, dnes už stěží provádě-
ných jinak než na počítači.
O jedné takové příhodě vám teď povyprávím. Stala se mi před pár lety při

návštěvě jisté balírny oříšků a jiných pochoutek ve Velkém Meziříčí. Snad nebude
na závadu, když pouze laicky popíši zařízení, které mě tam zaujalo natolik, že
jsem u něj několik minut postál, v důsledku čehož jsem v průběhu exkurze snědl
méně nabízených vzorků pochoutek než jiní její účastníci. Jednalo se o automat
na balení sáčků para ořechů, jejichž jednotlivé kusy (narozdíl od běžných arašídů)
mají značně odlišné velikosti, a proto vybrat jejich sestavu pro náplň sáčku
o předepsané hmotnosti není tak jednoduchá záležitost.
Jak celé zařízení vypadalo? V jeho nejvyšší části byla dávkovací trubice na-

plněná řadou ořechů. Pod jejím ústím byl umístěn velký kruhový talíř rozdělený
do sektorů (v počtu N , jehož hodnotu mezi 15 až 20 si nepamatuji). Do těchto
sektorů byly jednotlivé ořechy seřazené v trubici postupně vypouštěny. Když se
uvolněný ořech po dráze sektoru dokutálel od středu talíře na jeho okraj, byl
zvážen automatickou váhou, samostatnou pro každý z N sektorů. V okamžiku,
kdy byly všechny sektory na talíři zaplněny a v nich obsažené ořechy zváženy,
vybral počítač z N naměřených hmotností x1, x2, . . . , xN tu skupinu několika
(řekněme k) hodnot, pro kterou příslušný součet

xi1 + xi2 + . . .+ xik

se nejméně odlišoval od předepsané hodnoty S, kterou měla mít sestava ořechů
pro jeden sáček. V příslušných k sektorech se pak otevřely západky a dotyčné
ořechy (které to měly „sečteno�) se propadly do kanálků, jež je svedly do při-
praveného sáčku. Počítač pak vydal pokyn, aby ústím dávkovače bylo doplněno
právě těch k volných sektorů, které se tak ocitly bez ořechů, a celá procedura
výběru vhodné skupiny ořechů se mohla znovu a znovu opakovat. Je téměř zby-
tečné dodávat, že pro moderní počítač je úkol spočítat součty čísel v jednotlivých
podmnožinách dané N -prvkové množiny úkol, který vyřeší ve zlomku vteřiny
(20prvková množina má pouze kolem 1 miliónu podmnožin).
Podívejme se na obrazně popsaný úkol z teoretického hlediska, jaké otázky

z pohledu matematiky při něm vyvstávají. Situaci popíšeme několika parametry.
Proměnné hmotnosti N ořechů budou určeny čísly x1, x2, . . . , xN z intervalu
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〈m, M〉, kde m, M jsou kladná čísla, udávající nejmenší, resp. největší možnou
hmotnost jednoho ořechu (tato čísla jsou jistě známa). Kromě předepsané hmot-
nosti S sestavy ořechů pro jeden sáček je nutně zadána i jistá tolerance ε > 0,
které vybrané sestavy k ořechů musí vyhovovat v tom smyslu, že pro součet
jejich hmotností bude platit

S − ε ≤ xi1 + xi2 + . . .+ xik
≤ S + ε. (6)

Základní otázka popsané situace je nasnadě:

Jaké podmínky na parametry m, M , N , S a ε zaručují, že z libovolné N -
tice čísel x1, x2, . . . , xN ∈ 〈m, M〉 lze pro některé k vybrat k-tici xi1 , xi2 , . . . , xik

vyhovující nerovnostem (6)?

Posuzovat uvedenou otázku nebudeme, rozsah našeho příspěvku nám to ne-
dovoluje. V případě, kdy popsaný výběr není s absolutní jistotou zaručen, mů-
žeme položit jinou, stochastickou variantu původní otázky:

Předpokládejme, že náhodné veličiny x1, x2, . . . , xN mají v intervalu 〈m, M〉
(totéž) známé pravděpodobnostní rozdělení. Jaká je pravděpodobnost toho, že
soustava nerovností (6) je pro některou vybranou k-tici hodnot xi1 , xi2 , . . . , xik

splněna?

Zaokrouhlování. Jak napovídá název poslední části našeho příspěvku, budeme
se nyní zabývat početním úkonem, který je v každodenní početní praxi tak
všední, jako jsou aritmetické operace sčítání, odčítání, násobení a dělení. Ne-
budeme uvádět příklady dokazující, že v mnoha praktických situacích není za-
potřebí (a často ani možné) počítat s absolutně přesnými číselnými údaji. Tehdy,
jak dobře víme, čísla zaokrouhlujeme na určitý řád (. . . , tisíce, stovky, desítky,
jednotky, desetiny, setiny, tisíciny, . . . ).
Nácviku správného zaokrouhlování věnujeme v hodinách matematiky zaslou-

ženou pozornost ([1], str. 39–40, [2], str. 15–16 a str. 39–40). Dostupnost kalku-
laček a osobních počítačů však zapříčinila, že ze středoškolských osnov vymizely
i základní poučky z teorie chyb o tom, jak zaokrouhlování čísel, které dále vstu-
pují do početních operací, ovlivňuje přesnost výsledných hodnot. Místo toho
žáky pouze nabádáme, aby při složitějších výpočtech průběžné výsledky pokud
možno nezaokrouhlovali.
Vraťme se však k samotnému úkonu zaokrouhlování na předem určený řád

a připomeňme si jeho základní princip, vyjádřený podle [1] ve třech bodech.

(1) Je-li zaokrouhlované číslo x rovno celému počtu jednotek určeného řádu,
je výsledkem zaokrouhlení toto číslo samo. Například 3,1

.
= 3,1 při zao-

krouhlování na desetiny.
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(2) Nenastane-li případ z bodu (1), určíme dvě „sousední� čísla a, b o celém
počtu uvažovaných jednotek, mezi nimiž číslo x leží. Výsledkem zaokrouh-
lení čísla x je pak to z čísel a, b, které je k číslu x „blíže�. Například při
zaokrouhlení čísla x = 3,17 na desetiny jsou zmíněná sousední čísla a = 3,1
a b = 3,2. Bližší číslu x je číslo b, proto 3,17

.
= 3,2.

(3) V případě, kdy obě čísla a, b zmíněná v bodě (2) jsou od čísla x stejně
„daleko�, dohodneme se na zaokrouhlení „nahoru�. Například číslo 3,15
zaokrouhlíme na desetiny takto: 3,15

.
= 3,2.

Uvedený princip vede k známému praktickému pravidlu o zaokrouhlení podle
rozhodující číslice. Je jí ta číslice zaokrouhlovaného čísla, která stojí bezpro-
středně za místem toho řádu, na který máme zaokrouhlit. Je-li rozhodující čís-
lice 0, 1, 2, 3 nebo 4, zaokrouhlíme číslo „dolů�, je-li rozhodující číslice 5, 6,
7, 8 nebo 9, zaokrouhlíme číslo „nahoru�. Toto pravidlo je natolik běžné a ve
škole hojně procvičované, že příklady jeho užití zde uvádět nebudeme. Doplňme
k němu pouze dvě krátké poznámky, jednu terminologickou a jednu věcnou. Ta
první souvisí s tím, že v naprosté většině praktických situací zaokrouhlujeme
kladná čísla, takže přívlastky „dolů� a „nahoru� jsou namístě. Zaokrouhlíme-
-li však teplotu −1,7 ◦C na celé stupně s výsledkem −2 ◦C, zaokrouhlili jsme
skutečně (podle rozhodující číslice 7) „nahoru�?
Druhá poznámka je vlastně otázkou, proč při rozhodující číslici 5 zaokrouh-

lujeme „nahoru�. Zeptáme-li se na to našich žáků, dostaneme nejspíše odpověď,
že pravidlo zaokrouhlování by mělo být spravedlivé : zaokrouhlujeme-li v pěti
případech „dolů� (podle číslic 0 až 4), měli bychom rovněž v pěti případech
zaokrouhlovat „nahoru� (proto k číslicím 6 až 9 přidáme i „středovou� čís-
lici 5). Takové rozhodnutí lze však podpořit i pádným matematickým argu-
mentem: stojí-li v zápise zaokrouhlovaného čísla za rozhodující číslicí 5 někde
nalevo aspoň jedna nenulová číslice, je zaokrouhlení „nahoru� v souladu s výše
uvedeným základním principem. Například číslo x = 35,001 zaokrouhlíme na
desítky s výsledkem 35,001

.
= 40, neboť ze dvou sousedních čísel 30 a 40 je

druhé k číslu x skutečně bližší (35,001 − 30 = 5,001, zatímco 40 − 35,001 =
= 4,999).
Podívejme se nyní na operaci zaokrouhlování poněkud obecněji. Při zao-

krouhlování na daný řád 10−k hledáme k danému číslu x desetinný zlomek
m

10k
s celočíselným čitatelem m, při kterém odchylka

∣∣∣x − m

10k

∣∣∣
nabývá nejmenší hodnoty. Například zaokrouhlení na setiny 3,141

.
= 3,14 zna-

mená, že následující výraz s celočíselnou proměnnou m
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∣∣∣3,141− m

100

∣∣∣
nabývá nejmenší hodnoty pro m = 314. Takový „zlomkový� zápis je nám po-
někud cizí; bytostně spjati s desítkovou soustavou patrně vůbec nepomýšlíme
na otázku, zda bychom reálná čísla nemohli s výhodou zaokrouhlovat na jiné
než desetinné zlomky. Je to jev všeobecnější povahy: pod vlivem postupující
digitalizace nám nejen v našich myslích čísla stále více splývají s jejich zápisy
v desítkové soustavě, ale také stále více ustupuje do pozadí význam (jiných než
desetinných) zlomků při praktických výpočtech.1 A tak například vnímáme spíše
jen jako historickou zajímavost, že iracionální Ludolfovo číslo lze dobře přiblížit
zlomky

π
.
=
22
7
a π

.
=
355
113

.

Je pozoruhodné, že například druhý z uvedených zlomků vyjadřuje číslo π s přes-
ností na šest desetinných míst, přestože má pouze trojmístný čitatel i jmenovatel.
S ohledem na to, co ještě bude následovat, poznamenejme, že uvedené dva „his-
toricky slavné� zlomky mají vyjádření

22
7
= 3 +

1
7
a
355
113
= 3 +

1

7 + 1
16

.

Nemáme zde prostor k tomu, abychom posuzovali naznačenou problematiku,
kterou bychom mohli poněkud volněji vyjádřit následující otázkou:

Jak k danému reálnému číslu x hledat zlomky
m

n
s celým m a přirozeným n,

aby odchylka ∣∣∣x − m

n

∣∣∣
byla při relativně malém n co nejmenší?

Odpověď na uvedenou otázku, která sama o sobě měla zásadní význam napří-
klad při konstrukci středověkých orlojů (znázorňujících mimo datum a denní čas
rovněž pohyby různých nebeských těles), poskytuje dnes již téměř pozapomenutý
kalkulus řetězových zlomků, o kterém se můžete dočíst v zajímavé publikaci [4].2

Uveďme na závěr pouze jedno poučné „kouzlo�, které můžeme předvést našim
žákům a které uvedenou problematiku dobře ilustruje.

1Pesimisté již kladou otázku, kdy desetinná čísla zcela vytlačí obecnější zlomky z učebních
osnov (nejen základních) škol. Z hlediska obecné matematické vzdělanosti populace, kterou
nelze posuzovat výlučně přímou uplatnitelností osvojených témat, to bude jistě velká škoda.
Zásada „učme v matematice děti jen to, co budou v praxi bezprostředně potřebovat� je autorovi
příspěvku krajně nesympatická.
2Téma řetězových zlomků a jejich aplikací bylo ještě na počátku 20. stol. běžnou maturitní

otázkou z matematiky na středních školách tehdejšího Rakouska-Uherska.
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Požádáme žáky, aby zvolili dvě (nepříliš velká, nejlépe nesoudělná) přirozená
čísla m a n, na kalkulačce vypočítali podíl m : n a celý (přibližný) výsledek
z displeje nám nadiktovali. Slíbíme, že z oznámeného (složitého) desetinného
čísla vcelku rychle určíme čísla m a n, která žáci zvolili. Obecný postup nejlépe
vysvětlíme na konkrétním příkladu.
Předpokládejme, že žáci zvolili čísla m = 579, n = 67 a oznámili nám pří-

slušný podíl
579
67

.
= 8,641 791 045.

S tímto desetinným číslem „naložíme� následujícím postupem, při kterém sami
budeme potřebovat kalkulačku, ovšem jen k opakovanému výpočtu čísla převrá-
ceného k danému kladnému číslu menšímu než 1:

8,641 791 045 = 8 + 0,641 791 045
.
= 8 +

1
1,558 139 535

=

= 8 +
1

1 + 0,558 139 535
.
= 8 +

1

1 +
1

1,791 666 667

=

= 8 +
1

1 +
1

1 + 0,791 666 667

.
= 8 +

1

1 +
1

1 +
1

1,263 157 895

=

= 8 +
1

1 +
1

1 +
1

1 + 0,263 157 895

.
= 8 +

1

1 +
1

1 +
1

1 +
1
3,8

=

= 8 +
1

1 +
1

1 +
1

1 +
1

3 + 0,8

= 8 +
1

1 +
1

1 +
1

1 +
1

3 +
1
1,25

=

= 8 +
1

1 +
1

1 +
1

1 +
1

3 +
1

1 + 0,25

= 8 +
1

1 +
1

1 +
1

1 +
1

3 +
1

1 +
1
4

.
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Nyní poslední složený zlomek vypočteme postupně „odspodu�:

1 +
1
4
=
5
4
, 3 +

4
5
=
19
5

, 1 +
5
19
=
24
19

, 1 +
19
24
=
43
24

,

1 +
24
43
=
67
43

, 8 +
43
67
=
579
67

.

Není působivé (a trochu záhadné), jak jsme neznámá čísla m = 579 a n = 67
určili? Rozhodně je to postup, který je dnešním školákům naprosto cizí, odlišný
od všeho, co se v hodinách matematiky dozvěděli.
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Metody práce v geometrii

Hana Švábenská

1 Úvod

„Prvním krokem na cestě ke štěstí je učení se.

Dalajláma

Každé dítě je individualita a má tedy individuální vzdělávací potřeby. Zeptejte
se několika žáků, jak se nejraději učí – někdo odpoví, že v klidu sám, jiný se
nejlépe učí nahlas, někdo s kamarádem diskusí o problému, jiný si potřebuje
věci prakticky vyzkoušet nebo aspoň vymodelovat. Je tedy dobré nabízet žákům
různé vyučovací metody i organizační formy práce.
V geometrii na nižším gymnáziu proto kromě tradičního rýsování, barvení,

vystřihování i modelujeme. Žáci pracují samostatně, užívám projektovou výuku,
skupinovou práci i hry. Pokud problém studenty aspoň trošku zaujme, je „učení
se�, které je podle mého názoru nejtěžší prací, pro žáky a studenty příjemnější.

2 Rýsování

Pro zopakování tématu trojúhelníků byla zvolena samostatná práce – krátký
projekt. Byl plánován na jednu vyučovací hodinu, ale nakonec trval hodiny dvě.
Myslím si ale, že „trval� není to správné slovo, většinu žáků práce bavila. I žák
s dysgrafií neměl s rýsováním problémy a výsledek jeho práce byl pro mě pře-
kvapivý.

2.1 Domácí příprava

Vyhledat v časopisech obrázky, kde se vyskytují trojúhelníky, přinést barevné
tužky, nůžky a lepidlo.

2.2 Vlastní příprava

Žáci přinesli obrázky se štíty domů většinou ve tvaru rovnoramenných trojúhel-
níků, dopravní značky, trojúhelníky na vlajkách, poštovní obálku, fotografie židlí
s nohama do tvaru trojúhelníka a podobně. Uvědomili si, že všude kolem sebe
se s těmito trojúhelníkovými útvary setkáváme. Většina trojúhelníků, jejichž ob-
rázky přinesli, byly ve skutečnosti trojúhelníky pravoúhlé, rovnoramenné nebo
rovnostranné – to bylo také záměrem. Při práci s fotografiemi jsme narazili na
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problém perspektivy a společně jsme jej prodiskutovali. Jeden žák přinesl fo-
tografii mostního oblouku, kde ve skutečnosti trojúhelník nebyl, tak jsme řešili
i tento problém.

Připravené obrázky si všichni nalepili na papír formátu A3 a jejich úkolem
bylo vybrané trojúhelníky narýsovat, popřípadě zvětšit (většinou se snažili za-
chovat i poměr délek stran), narýsovat úsečky v trojúhelníku a sestrojit kružnici
opsanou a vepsanou. Všimnout si zvláštních vlastností jejich trojúhelníka a za-
psat je.
Práce byly na závěr vyhodnoceny a vlastnosti jednotlivých trojúhelníků byly

ještě jednou zopakovány.

2.3 Výsledky

• zdokonalení se v grafickém projevu , upevnění poznatků o trojúhelnících,

• schopnost pracovat samostatně, vyhledávat informace, přehledně je zazna-
menat, zobecňovat, shrnovat nové poznatky, třídit je a používat v praxi.
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3 Barvení, rýsování, vystřihování

Skupinová práce, opakované cvičení a krátká hra byla zvolena pro čtyřúhelníky.

„Co dnes dokáže dítě ve spolupráci s druhými, dokáže zítra samo.

Vygotskij

3.1 Domácí příprava

Přinést barevné papíry, barevné fixy, nůžky.

3.2 Vlastní činnost

Tato práce byla prováděna v půlené hodině (asi 16 studentů ve skupině). Žáci
byli rozděleni do tří nebo čtyř skupin. Dostali letecký snímek našeho města – ten
je nejprve zaujal rozložením budov, hledali školu, místní žáci pak dům, kde bydlí.
Dále vybarvili určenými barvami různé typy čtyřúhelníků, které na střechách na-
šli – nejčastěji se objevovaly obdélníky, méně čtverce, našli hodně pravoúhlých
lichoběžníků i lichoběžníky rovnoramenné. Znovu na začátku práce bylo připo-
menuto, že hledáme útvary, jaké se objevují ve skutečnosti. (Problém perspektivy
znají už z práce s trojúhelníky.) Dalším úkolem bylo vypsat čtyřúhelníky, které
na fotografii chyběly. Ve skupině si rozdělili všech osm čtyřúhelníků, o nichž jsme
už mluvili. Tvořili-li čtyřčlenné skupiny, každý rýsoval dva čtyřúhelníky na ba-
revný papír a vystřihl je. Objevili se i pohotoví žáci – pokud jejich úkolem bylo
narýsovat obdélník, hlásili se hned s tím, že jsou hotovi – výsledkem jejich práce
byl nedotčený barevný papír – tedy zadaný obdélník.
Žáci si vyplnili pracovní list. Jednotlivé vlastnosti zkoumali na čtyřúhelnících,

které si ve skupině sestrojili a vystřihli z barevných papírů.

Pracovní list:

Doplň názvy čtyřúhelníků požadovaných vlastností

Rovnoběžníky

Lichoběžníky

Čtyřúhelníky, kterým lze vepsat kružnici

Čtyřúhelníky, kterým lze opsat kružnici

Čtyřúhelníky jejichž úhlopříčky se půlí

Rovnoběžníky, jejichž úhlopříčky jsou
kolmé

Rovnoběžníky, jejichž úhlopříčky půlí
úhly při vrcholech
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Na závěr práce žáci hráli hru – každý žák měl v ruce jeden čtyřúhelník.
Nejprve podle pokynů vyučujícího a potom podle pokynů žáků se přeskupují do
skupin podle vlastností jednotlivých čtyřúhelníků. Např. – žák, který má v ruce
čtverec, volal k sobě všechny čtyřúhelníky, jejichž úhlopříčky se půlí tak jako
úhlopříčky čtverce. Hru lze hrát i tak, že se všichni žáci s čtyřúhelníky postaví do
kruhu a místa si musí vyměnit ty čtyřúhelníky, které mají požadované vlastnosti.
Kdo udělá chybu posadí se. Zajímavým zpestřením je deltoid.

Příklad. Urči kolik cm2 papíru je třeba na výrobu papírového draka?

Někteří určitě doplní deltoid na obdélník a podle známého vztahu vypočítají
jeho obsah a zdůvodní, že obsah draka je polovinou obsahu obdélníka. Pouštění
draka je příjemnou tečkou.

3.3 Výsledky

• zdokonalení rýsování čtyřúhelníků, upevnění poznatků o čtyřúhelnících,

• chopnost zdůvodnit svoje názory, obhájit vlastní postup, naslouchat dru-
hým.
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Pracuje-li se v týmu, je dobré na otázky žáků neodpovídat ihned, nechat je
prodiskutovat problém nejprve ve skupině a pomoci jim teprve tehdy, nenajdou-
-li řešení sami.

4 Modelování

„Co slyším, to zapomenu.
Co vidím, to si pamatuji.

Co si vyzkouším, tomu rozumím.

Kung Fu Tzu

Činnostní učení, v tomto případě modelování, bylo použito pro práci se sítí
krychle a krychlí.

4.1 Domácí příprava

Barevné tužky, tvrdé papíry nůžky, samolepky.

4.2 Vlastní činnost

Žáci pracovali samostatně, jejich úkolem bylo z čtvercových dílců stavebnice
vytvořit co nejvíce sítí krychle a hned si vyzkoušet jejich správnost. Na tabuli
potom shromažďovali návrhy sítí, případně vyřazovali sítě stejné (otočené nebo
souměrné).

Následující úkoly nám pomohly trénovat prostorovou představivost. Žáci pra-
covali jako malíři pokojů – v sítích krychlí na tabuli byl vyznačen strop, hledali
podlahu a barvili stěny svého pokoje. Dalším krokem byl výběr netradiční sítě
krychle – žáci si ji narýsovali na papír A3 – nyní už nepracovali jako malíři po-
kojů, ale jako návrháři interiérů a na jednotlivé stěny kreslili ve správném směru
vybavení svých pokojů. Někteří si vybrali druhou možnost – navrhovali dům
tvaru krychle a jeho venkovní vzhled. Samolepky jim pomohly spojit vyrobené
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pokoje nebo domky do 3D rozměrů. Výstavka jejich výtvorů mile překvapila
i samotné tvůrce.

4.3 Výsledky

• získání prostorové představivosti,

• samostatné objevování nových poznatků probouzí zájem o problém. Mani-
pulací s pomůckami byli osvojeny praktické zkušenosti a dovednosti. Čin-
nostní učení vede k tvořivosti, samostatnému a logickému myšlení.
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Pojmová mapa v žákovském projektu

Petra Švrčková, Naďa Stehlíková

Úvod

Nejen díky právě probíhající reformě značná část učitelů hledá nové formy a me-
tody práce. Jednou z těchto metod může být projektové vyučování.
Tato metoda, jak je vnímána dnes, má své počátky v USA na počátku 20. sto-

letí. Přelom 19. a 20. století mimo jiné přinesl i kritiku tradičního školství, což
otevřelo prostor pro alternativní metody práce, jako například projektové vyu-
čování. Mezi jeho průkopníky patří zejména John Dewey a William Kilpatrick.
Zdůrazňovali, že v centru učení by mělo být samo dítě, ne kurikulum. Dewey
prosazoval školu, kde dítě prochází situacemi úměrnými jeho věku a zkušenos-
tem. Jeho myšlenky pak uvedl do praxe Kilpatrick. Zdůrazňoval význam zájmu
dítěte o výuku a navrhl soustředit učební látku do projektů (Coufalová, 2006).
V České republice se tato metoda používala již ve 30. letech 20. století,

ale bylo od ní upuštěno a byla „znovuobjevena� v 90. letech téhož století (viz
Kubínová, 2002).
Projektové vyučování je úzce spojeno s konstruktivismem. Některé z cílů jako

například řešení problémů, vyhledávání informací, získávání různých dovedností
apod. korespondují s principy didaktického konstruktivismu podle Hejného a Ku-
řiny (Hejný, Kuřina, 2001, s. 160).

Pojem „projekt


V literatuře neexistuje jednotné chápání termínu projekt. Mnoho autorů tento
termín ani nevymezuje a mluví přímo o projektovém vyučování a projektové
práci. Navíc různí autoři definují tyto termíny různě. Například Petty (1996,
s. 213) rozumí projektem úlohy nebo sérii úloh, které žáci řeší samostatně nebo
ve skupinách. Žáci se mohou často rozhodnout jak, kde, kdy a v jakém pořadí
budou úlohy řešit. Kilpatrick specifikuje projekt jako každou systematickou a sa-
mostatnou aktivitu, během které žáci řeší dané úlohy (Grecmanová, Urbanovská,
1997).
Také několik českých autorů jako Maňák, Vrána, Kubínová a další vymezuje

termíny projekt a projektové vyučování. Náš přístup k projektům koresponduje

Příspěvek byl finančně podpořen grantem GAUK č. 102807.
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nejvíce s vymezením M. Kubínové (2002, s. 27), která zdůrazňuje následující
požadavky, které by měl projekt splňovat:

• Je to část učiva, jejíž osvojení směřuje k dosažení určitého cíle.

• Není připraven jako fixní program, který je shora daný a neměnný.

• Vzniká a je realizován na základě žákovské odpovědnosti.

• Souvisí s mimoškolní skutečností, vychází z prožitků žáků.

• Vede ke konkrétním výsledkům.

Projekty mohou být interdisciplinární zahrnující několik předmětů i ryze ma-
tematické, tedy takové, které nemají na první pohled žádné spojení s realitou či
jinými předměty.

Příprava, realizace a vyhodnocení projektu

Dříve než začneme pracovat na daném projektu, měli bychom promyslet tři
hlavní fáze projektu – přípravu, realizaci a evaluaci.
Během první fáze – přípravy, bychom neměli zapomenout na několik důleži-

tých bodů, mezi něž patří například:

• Název projektu

• Cílová skupina

• Místo konání

• Časový rámec+ termín odevzdání

• Cíle

• Pomůcky

• Forma práce (individuální, skupinová)

• Výstup

• Pravidla pro práci

• Kritéria hodnocení

Všechny tyto body můžeme uspořádat do přehledné tabulky – volně inspiro-
váno podle Kubínové (2002):
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Název projektu: Typ projektu:

Cílová skupina: I. Motivační II. Matematický

Fixační Mezipředmětový

Reflexe

Připravil: Učitel Místo konání: Časový rámec+

Žáci termín odevzdání:

Učitel + žáci

Cíle: Matematické:

Klíčové kompetence:

Mezipředmětové vztahy:

Pomůcky: Forma práce:

Skupinová

Individuální

Výstup:

Pravidla pro práci: Kritéria hodnocení:

1. část – motivace
2. část – vlastní práce na projektu
3. část – prezentace
4. část – reflexe

Velmi důležité pro práci žáků jsou kritéria hodnocení a přesné instrukce, které
se týkají jejich práce. V případě, že všechny body fáze přípravy jsou promyšleny,
můžeme se pustit do realizace projektu.
Jak je uvedeno v předchozí tabulce, fáze realizace má tyto čtyři hlavní části:

1. Motivace žáků.

K tomu, abychom motivovali žáky k práci na daném projektu, můžeme
využít zajímavou úlohu, otázku nebo problém, který vyvolá diskuzi mezi
žáky, situaci z reálného života apod.

2. Vlastní práce na projektu.

Žáci pracují samostatně, ve dvojicích nebo skupinách v závislosti na cha-
rakteru projektu. Práce může probíhat jak ve škole (v hodinách matema-
tiky i jiných), tak doma. V této části projektu je učitel především v roli
rádce, který by měl pomoci, pokud je požádán, ale měl by se vyhnout
přílišnému usměrňování práce žáků.

3. Prezentace.

Tato část je velmi důležitá nejen pro učitele, ale i pro žáky. Těm umožňuje,
aby byli pozitivně ohodnoceni za svou práci nejen učitelem, ale i spolužáky,
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rodiči apod. Prezentace může být provedena formou referátu, vystaveného
plakátu, výrobku, krátkým ústním představením práce nebo kombinací
zmíněných variant.

4. Reflexe.

Reflexi může provést učitel samostatně (vyhodnocením předem daných
kritérií) nebo společně se žáky například formou řízené diskuse. Zaměřit
bychom se měli především na naplnění zadaných úkolů a cílů, atmosféru
a pocity žáků při práci atd.

V následujícím odstavci představíme jeden konkrétní projekt, který byl rea-
lizován ve výuce.

Projekt – Trojúhelníky

Tento projekt byl proveden ve dvou hodinách matematiky v šestém ročníku.
První dvě fáze projektu – příprava a realizace jsou popsány v následujícím pře-
hledu.

Název projektu: Trojúhelníky
Typ projektu: I. Reflexe

II. Matematický
Připravil: učitel
Místo konání: ve škole
Časový rámec+ termín odevzdání: 2 vyučovací hodiny matematiky
Cíle: Matematické: Žák si pomocí prezentace pojmové mapy

uvědomí své znalosti o trojúhelnících.
Žák si procvičí své znalosti o vlastnostech
trojúhelníků pomocí práce na pojmové mapě.

Kompetence: spolupráce
žák se naučí používat pro své učení novou
techniku – pojmovou mapu

Mezipředmětové vztahy: osobnostní a sociální rozvoj
Forma práce: skupinová
Výstup: plakát
Pomůcky: flip chart papíry, rýsovací potřeby, tužky, pastelky, fixy, nůžky,

lepidlo, modely trojúhelníků
Pravidla pro práci: Žáci pracují ve skupině čtyř nebo pěti žáků.

Vypracují plakát (pojmová mapa na téma trojúhelníky).
Žáci si zvědomují postup tvoření pojmové mapy.
Všichni členové skupiny prezentují pojmovou mapu
v závěru hodiny – matematické informace
i postup tvoření mapy.
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Kritéria hodnocení: Matematická správnost
Počet údajů (informací) na pojmové mapě
Spolupráce ve skupinách
Počet členů prezentujících plakát

1. část – motivace

Žáci si připravili obálky s vystřiženými trojúhelníky (7 typů – pracovali s nimi
již v předchozích hodinách). Učitelka, tedy první z autorek, kladla otázky, např.
Zvedněte nad hlavu všechny tupoúhlé trojúhelníky. Může být tupoúhlý trojúhelník
současně rovnoramenný? Žáci ukazovali příslušné typy trojúhelníků a odpovídali
na otázky. Následně otázky tvořili sami žáci a pokládali je ostatním spolužákům.
Např. Jaký je součet vnitřních úhlů v trojúhelníku? Jaké typy trojúhelníků znáš?
Může být pravoúhlý trojúhelník současně rovnostranný?

2. část – vlastní práce na projektu

Po první aktivitě, která uvedla žáky do tématu trojúhelníky, vysvětlila učitelka,
co je pojmová mapa. Jako příklad použila slovo PES a požádala žáky, aby dik-
tovali všechny své asociace se slovem pes. Učitelka je zapisovala na tabuli do
několika skupin, viz obr. 1, a ptala se žáků, zda je v rozdělování slov nějaký
smysl či řád. Svými otázkami chtěla přivést žáky k odpovědi typu: Slova ve sku-
pinách mají něco společného – jsou to vlastnosti, jména apod. Na základě tohoto
žákovského zjištění učitelka představila název této techniky – pojmová mapa.

Obr. 1

Žáci se následně rozdělili do pěti skupin. K vytvoření skupin použila učitelka
kartičky tak, aby byly vytvořeny na první pohled náhodné skupiny. Učitelka
chtěla, aby pro tuto aktivitu bylo složení skupin vyrovnané, proto si kartičky
naskládala v určitém pořadí (podle rozsazení žáků) ještě před začátkem vyučo-
vací hodiny. Na kartičkách byly náčrtky těles, rovinných útvarů, desetinná čísla



148 Petra Švrčková, Naďa Stehlíková

atd. Úkolem žáků bylo najít ostatní členy skupiny, aniž by jim bylo předem
vysvětleno pravidlo, podle kterého se mají hledat. Ačkoli se tímto způsobem dě-
lili žáci poprvé, nenastaly výrazné problémy a skupiny utvořili během několika
minut.
Žáci pracovali 20 minut, následovala 10 minut přestávka. Po přestávce po-

kračovali žáci dalších 20 minut v práci na pojmové mapě.

3. část – prezentace

Žáci prezentovali ve skupinách svou pojmovou mapu (cca 4 minuty každá sku-
pina). Ukázka pojmové mapy je na obr. 2.

Obr. 2

První a druhá skupina prezentovala matematickou část podrobně, ostatní
skupiny pouze doplnily informace, které předchozí skupiny neuvedly (omezila se
tím ztráta pozornosti žáků, protože by žáci slyšeli některé informace až pětkrát).
Každá ze skupin řekla několik slov o tom, jak byla pojmová mapa tvořena.
Objevily se dva způsoby práce. 1) Žáci zapisovali své myšlenky přímo na

plakát. 2) Žáci sepsali své nápady na zvláštní papír, kde je uspořádali do skupin,
a pak přenesli na plakát.
Všechny skupiny sepsaly velký počet matematicky správných informací.

Všech pět skupin dělilo trojúhelníky podle délky stran a velikosti vnitřních úhlů,
uvedlo rýsovací potřeby, které jsou pro konstrukci potřebné, odvěsny a přepony
pravoúhlého trojúhelníku a načrtlo několik ze sedmi typů trojúhelníků. Pojmy
výšky a těžnice v trojúhelníku nebyly probírány (pouze zmíněny v úvodní hodině
do tématu, kdy žáci uváděli vše, co již o trojúhelnících znají), přesto je jedna
skupina uvedla. Dvě ze skupin uvedly postup konstrukce trojúhelníku podle věty
sss, druhy úhlů – ostrý, pravý, tupý, přímý, výpočet obsahu pravoúhlého trojú-
helníku a výpočet obvodu všech typů trojúhelníků.
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4. část – reflexe

Žáci zhodnotili svou práci na pojmové mapě a skupinovou práci a shrnuli její
výhody a nevýhody.
Učitelka pomohla žákům při reflexi těmito otázkami:

1. Jak jste se cítili při práci ve skupinách?

2. Jaké byly hlavní principy tvorby pojmové mapy?

3. Můžeme použít pojmovou mapu ve škole/praktickém životě? Jestliže ano,
jak?

Většině žáků se skupinová práce líbila, zejména protože mohli kdykoli požá-
dat spolužáka ze skupiny o pomoc a mohli se poradit nad svými nápady. Objevilo
se i několik problémů – některé skupiny se dlouho nemohly shodnout na podobě
mapy, příliš dlouho diskutovaly o svých nápadech a nezbyl jim dostatek času
k dokončení mapy atd.
Žáci se shodli na tom, že pojmovou mapu mohou využít jak ve škole, tak

v běžném životě, například při opakování učiva, plánování různých akcí apod.
Při evaluaci projektu z pohledu učitele se druhá z autorek zaměřila zejména

na tyto otázky:

1. Jak žáci pracovali? Zaujala je práce na pojmové mapě?

2. Které jevy/vlastnosti se objevily v pojmových mapách? Které byly nejčas-
tější?

3. Zaměřili se žáci pouze na jevy, které znají z předchozích hodin matematiky,
nebo se objevily i nové informace?

Z pozorování žáků při práci a z následné diskuze vyplynulo, že práce je zaujala
a pracoval každý žák. Jak již bylo zmíněno, některé skupiny věnovaly příliš
mnoho času diskuzi nad svými nápady a také výtvarnému zpracování detailů,
takže v závěru jim chyběl čas na dokončení pojmové mapy.
Všechny plakáty obsahovaly poměrně velký počet matematicky správných

informací, viz výše. Navíc se u jedné ze skupin objevily termíny výšky a těžnice
v trojúhelníku, kterými se žáci zabývali až v následujících hodinách.

Závěr

Projektové vyučování je jednou ze zajímavých forem práce nejen v hodinách ma-
tematiky. Velkým přínosem projektové práce je její motivační charakter. Navíc
projekty nabízí dostatečný prostor pro:

• rozvoj kompetencí jako spolupráce, kompetence k řešení problémů, učení,
sociálních kompetencí atd.

• realizaci potřeb a zájmů žáků
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• žákovskou reflexi
• zahrnutí interdisciplinárních témat
• rozvoj zodpovědnosti žáků za jejich práci

Samozřejmě projekty mají mimo výhod i své nevýhody. K nevýhodám může
patřit:

• časová náročnost
• možná chaotičnost
• nezájem některých žáků pracovat
• větší hlučnost
• náročná příprava jak pro učitele, tak pro žáky, protože obě zmíněné strany
se projektové práci musí postupně učit

Závěrem zmiňme, že projekty nabízí možnost, jak přinést do školy více mimo-
školní reality, přináší příležitosti pro aktivní zapojení žáků do vyučování a pod-
porují rozvoj zodpovědnosti za práci ve skupině i za vlastní práci.
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Nasazení Cabri do výuky – typy úloh

a žákovských aktivit

Jiří Vaníček

Abstrakt

Článek představuje přehled typů aktivit, při kterých lze použít software prostředí dy-
namické geometrie, jejímž význačným a na českých školách rozšířeným přestavitelem
je prostředí Cabri, při výuce v různých tématech geometrie. Aktivity jsou řazeny podle
míry aktivity žáka a využití počítače jako nástroje pro konstruktivistický přístup k učení.
Více tradiční formy páce, které využívají počítač víceméně jako doplněk tradiční vý-
uky, jsou řazeny na začátku; méně tradiční typy úloh, které využijí daleko více dynamiku
prostředí, vlastní aktivitu a kreativitu žáků, jsou řazeny spíše ke konci.

Úvod

Přichází doba, kdy počítač ve výuce matematiky přestává být něco zcela exotic-
kého. Podmínky k jeho nasazení na školách jsou příznivější (dostupnost projekce
do běžné třídy, dostupnost počítačové učebny pro občasnou výuku matematiky,
finanční dostupnost software pro výuku), také obavy z organizačních problémů
jsou zmírňovány konkrétními příklady, kdy to funguje (např. pro výuku matema-
tiky stačí dva žáci u jednoho počítače, není tedy nutné kvůli výuce v počítačové
učebně půlit třídu). Učitele přestává ohromovat či děsit, co počítač a výukový
software umí, ale vznáší otázky, jak může počítač přispět k trénování matematic-
kých dovedností žáků. Zatím nejsme v situaci, kdy můžeme učitelům nabídnout
připravené učebnice matematiky, založené na použití počítače, můžeme ale uká-
zat, v čem je počítač užitečný a z hlediska výuky matematiky těžko nahraditelný.
V tomto článku se na příkladu geometrie a použití programu Cabri pokusíme
ukázat a na příkladech dokumentovat, při jakých činnostech a ve kterých úlohách
je přínosné počítač použít.
Podle míry aktivity a zapojení žáka lze aktivity typizovat následovně [Vaní-

ček, 2005]:

1. Sledování prezentace hotové figury nebo její konstrukce

2. Rýsování podle návodu
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3. Manipulace s hotovou figurou

4. Konstruování figur

5. Experimentování

6. Modelování, komplexnější úlohy, projekty

Každá z forem použití je v dalším textu komentována konkrétními úlohami.
Z těchto úloh si lze učinit představu, jak rozmanité typy úloh lze v geometrii
řešit pomocí počítače a jak pestrý přístup k výuce může zvolit. Výběr úloh
může sloužit učiteli matematiky k vytváření analogických úloh či úloh typově
podobných pro jiná témata školního kurikula.

1 Sledování prezentace hotové figury

Jedná se o tradiční přístup, který je velice „levný� a nenáročný. Žáky není třeba
seznamovat s prací v počítačovém prostředí, a také učitel, využívá-li hotové ma-
teriály, nemusí být do hloubky seznámen s prací v daném počítačovém prostředí.
Didaktický přínos tohoto využití počítače však přes svoji efektnost není velký,
protože nevyužívá aktivní žákovu tvorbu a sleduje tradiční trend frontální výuky.
Společné debaty nad promítanými figurami dávají žákům příležitost zkvalitnit
své vyjadřování a učiteli možnost předvést žákům práci v prostředí počítačové
aplikace.
Učitel může použít hotové soubory s geometrickými figurami jako názornou

pomůcku např. při výkladu před celou třídou. Druhou možností je postupné
vytváření obrázku před zraky žáků (i podle jejich pokynů) za použití nástrojů
počítače.

Obr. 1 – Sinus a cosinus úhlu, názorná interaktivní pomůcka při výkladu. Táh-
nutím za bod A lze plynule měnit velikost úhlu β, odečítat délky stran, počítat
jejich poměr, případně přepnout mezi zobrazením sinu a kosinu.
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2 Rýsování podle návodu

V těchto úlohách žák konstruuje podle postupu, který je předem stanoven, na-
řízen. Úlohy mohou sloužit k získání zručnosti v ovládání programu, v naučení
postupu nápodobou nebo jako motivační k sestrojení figury, která bude použita
v následných aktivitách (výklad nové látky, důkaz nebo diskuse, objev nového
poznatku, ověřování hypotéz). Vděčné jsou takové úlohy, v nichž konstrukce
vede k překvapení nebo k neočekávanému výsledku. Konstrukce podle předem
daného postupu uvítají slabší žáci, pro které je obtížné vlastní postup vymyslet.
Na vlastní rýsování může navázat dokazování (před celou třídou), proč vznikl
obrazec, který je vidět na nákresně, či proč se tak chová, jak počítač zobrazuje.

Příklad: Geometrické počítadlo druhé odmocniny
Žáci zkonstruují „počítačové odmocnítko�, vyzkouší jej a poté se pokusí dokázat,
proč „počítá druhou odmocninu� (obr. 2).

Obr. 2 – Figura grafické konstrukce druhé odmocniny. Ovládá se táhnutím za
bod X .

Zadání.
Konstruujte podle postupu: 1. Zobrazte souřadnicové osy, počátek pojmenujte O.
2. Sestrojte bod A na ose x tak, aby jeho vzdálenost od bodu O byla 1 cm.
3. Sestrojte polopřímku ležící na ose x s krajním bodem O, která nebude prochá-
zet bodem A.
4. Na této polopřímce vytvořte bod X tak, aby byl volně pohyblivý.
5. Sestrojte kružnici k, jejímž průměrem bude úsečka AX.
6. Sestrojte bod Y jako průsečík kružnice k s osou y.
7. Změřte vzdálenosti bodů X, Y od bodu O. Zjistíte, že |XO| = |Y O|2.
Pohybujte bodem X a měňte jeho vzdálenost od počátku. Ověřte, že program

automaticky „změří
 hodnotu druhé odmocniny z nastavené vzdálenosti bodu X
od počátku.
Uměli byste dokázat, proč konstrukce vede k druhé odmocnině z daného čísla?
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Poznámky k důkazu: Žáci mají dokázat, proč |OX | = |OY |2. Tím také ověří,
jak vlastně geometrické odmocnítko pracuje. Pokud neznají Eukleidovu větu
o výšce, mohou dokázat platnost vztahu |OA| : |OY | = |OY | : |OX | na zá-
kladě podobnosti trojúhelníků AY O a Y XO. Protože |OA| = 1, po úpravě platí
|OX | = |OY |2.

3 Manipulace s hotovou figurou

Princip manipulace spočívá v tom, že žák otevře soubor s hotovou geometric-
kou figurou a uchopením a táhnutí bodu nebo jiného objektu myší řeší úlohu.
Nekonstruuje přitom žádné další útvary. Výhodou manipulace je její dostupnost
a finanční nenáročnost. Manipulaci s hotovými figurami si mohou dovolit i žáci
školy nebo uživatelé, kteří nevlastní licenci na příslušný geometrický software.
Řadu interaktivních geometrických figur, vhodných k manipulaci, najde učitel
na Internetu ve formě apletu webové stránky a zobrazí je ve webovém prohlížeči.
Manipulace s hotovou figurou může sloužit k různému účelu. Pomocí manipu-

lace lze zkoumat chování pozorovaných objektů a aktivně tak objevovat nové po-
znatky, hledat invarianty při změně objektů ve figuře, hledat chyby v konstrukci,
diskutovat počty řešení úloh, dokazovat tvrzení nebo pouze využít prostředí pro
vhled do problematiky nebo pochopení nových pojmů jejich vizualizací.
Manipulaci s hotovými figurami lze využít též k tréninku vytváření žákov-

ských hypotéz. Počítač rychle zkontroluje, zda chování figury odpovídá očeká-
vání, zda uživatelova hypotéza (návrh řešení úlohy, nalezené řešení, jeho vlastní
představa některého pojmu) odpovídá skutečnosti nebo ne.

Příklad: Diskuse počtu řešení konstrukční úlohy

Zadání: Na obrázku je hotová konstrukce úlohy: Sestrojte kružnici daného polo-
měru, která se dotýká dvou daných kružnic. Řešením jsou tučně vytažené kruž-
nice (obr. 3). Pohybujte kružnicemi a jejich středy, měňte velikost poloměru
hledané kružnice. Pozorujte počty tučně vytažených kružnic.
Návodné otázky:

1. Kolik řešení má úloha, pokud se kružnice k1, k2 neprotínají?
2. Nejméně kolik řešení může mít úloha, pokud se kružnice protínají? Může mít
úloha žádné řešení?
3. Pro jaký největší poloměr hledané kružnice má ještě úloha řešení?
4. Kolik řešení bude mít úloha, jestliže budou všechny změřené údaje na obrázku
stejné?
5. Pro jakou podmínku úloha nemá řešení?
6. Jaká podmínka musí být splněna, aby úloha měla lichý počet řešení?
7. Kdy bude mít úloha maximální možný počet řešení?
Přenastavováním poloh objektů a poloměrů kružnic zadání úlohy lze se žáky

diskutovat počet řešení. Žáci se mohou pokusit odhalit některé z dílčích pod-
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Obr. 3 – Diskuse počtu řešení konstrukční úlohy manipulací se zadáním úlohy
(mění se poloměry kružnic zadání, délka středné, poloměr hledaných tečných
kružnic)

mínek pro určitý zadaný počet řešení. U tohoto typu úlohy není podstatné, zda
žáci dokáží úlohu zkonstruovat či nikoliv. Podstatné je, zda dokáží ve figuře
odhalovat zákonitosti vztahů mezi parametry konstrukce a počtem řešení.

4 Konstruování figur

Pro žáky je konstruování figur v počítači přirozené a srozumitelné. Žáci se ne-
musí zdržovat technikou rýsování (jak sestrojit kolmici, rovnoběžku), zajímají se
především o vymýšlení správného postupu konstrukce a o sdělení tohoto postupu
počítači (tedy o formulaci svých myšlenek). Rýsovací aktivity jsou vhodné i pro
seznámení s prostředím programu na takových konstrukčních úlohách, které již
uživatel zvládl bez počítače a u nichž zná postup. Zpřístupní geometrii žákům se
sníženými manuálně výtvarnými dispozicemi či žákům handicapovaným a při-
vedou je k poznání, že to podstatné na geometrii, řečeno lapidárně, není vlastní
rýsování, ale přemýšlení nad rýsováním.
Konstrukční úlohy rozdělíme na úlohy polohové a nepolohové. V polohových

úlohách nezáleží na konkrétních hodnotách; zadání je dáno sestrojenými objekty,
jejich konkrétním umístěním. Nepolohové úlohy jsou zadány konkrétními čísly.
K tomu se v počítači používají tzv. ovladače, což jsou předem připravené objekty
(úsečky, čísla na nákresně), z nichž se parametry zadání přenášejí do figury
[Leischner, 2005].
U obou typů úloh žák vlastně konstruuje obecný postup konstrukce: u nepo-

lohových úloh lze zadání změnit přenastavením ovladače, u polohových změnou
polohy útvarů zadání úlohy. U správného řešení úlohy smí manipulace způsobit
jen takové změny výsledné figury, aby stále vyhovovala zadání.
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Příklad: Trojúhelník podle věty SSS
Sestroj trojúhelník ABC, jsou-li dány délky jeho stran a, b, c. Délky stran jsou
dány úsečkami sestrojenými v rohu nákresny (obr. 4).
Vzorový postup:

1. Sestrojte polopřímku s počátečním bodem B.
2. Sestrojte kružnici k se středem v B, poloměrem a (v Cabri nástrojem Kru-
žítko).
3. Sestrojte bod C jako průsečík polopřímky a kružnice k.
4. Sestrojte kružnici l(B; c) – podobně jako v bodě 2.
5. Sestrojte kružnici m(C; b) – podobně jako v bodě 2.
6. Sestrojte bod A jako průsečík kružnic l, m.
Je zřejmé, že konstrukce je prakticky totožná s klasickou konstrukcí na papíře,

pouze s uplatněním technik přenesení vzdáleností do konstrukce pomocí nástrojů
počítače.

Obr. 4 – Konstrukce trojúhelníka podle věty SSS se zadáním daným ovladači –
délkami úseček rohu nákresny.

5 Žákovský experiment

Experimentování má nezastupitelné místo při vytváření pojmů, pro žákův
úvodní vhled do problematiky některých témat či úloh. Zde máme na mysli
opravdové žákovské pokusy, experimentování, „hraní si�, nikoliv „vzpomínání
si� na probranou látku, opakování učitelova postupu nebo řešení úlohy pomocí
dedukce či analogie. Experiment lze zařadit jako úvodní aktivitu k nějakému
tématu, pro propedeutiku pojmu, jako problémovou úlohu, již je vhodné mode-
lovat.
Experiment je často aktivitou s otevřeným koncem, většinou zcela individu-

ální jak co do tempa, tak co do míry potřeb vedení. Je téměř nemožné řídit ho
hromadně, frontálně. Je třeba, aby s tím učitel počítal, aby se na výuku for-
mou experimentu připravil. Cíle nasazení experimentu nejsou jen matematicko-
-edukativní; podstatnějším důvodem pro zařazení experimentu je potřeba tréno-
vat žákovy kompetence pro provádění a zpracování experimentu jako pracovní
metody.
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Příklad: Splynutí os a těžnic

Zadání. Jaký tvar musí mít trojúhelník, aby všechny jeho osy stran splynuly
s těžnicemi? Jaký tvar musí mít trojúhelník, aby alespoň jedna osa strany sply-
nula s těžnicí?
Instrukce pro řízení výuky: Žák nejprve zkusí odhadnout správné řešení. Po-

tom sestrojí obecný trojúhelník, jeho osy stran a těžnice (obr. 5). Pohybujte
následně vrcholy trojúhelníka a hledá a formuluje podmínku pro tvar trojúhel-
níka, která by co nejlépe odpovídala na otázku.

Obr. 5 – Model pro experimentální hledání podmínky pro splynutí os stran
trojúhelníka s těžnicemi

Příklad: Množina čtverců
Je dán čtverec ABCD, jehož vrchol A je pevný a vrchol B se pohybuje po dané
kružnici k. Jaký tvar má stopa pohybu vrcholu C?
Žáci tipují, po jakých křivkách se mohou pohybovat vrcholy C, D čtverce.

Poté otevřou připravený model a pomocí nástroje stopa ověřují své hypotézy.
Mohou se pokusit dokázat, že bod D se pohybuje po kružnici téhož poloměru
jako kružnice k.
Poměr poloměrů kružnic vytvářených body C a B je roven

√
2. Důkaz vychází

z podobnosti a z vlastností úhlopříčky ve čtverci ABCD.

Obr. 6 – Čtverec, jehož vrchol B se pohybuje po dané kružnici. Po jaké křivce
se pohybují vrcholy C, D?
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6 Projekty

Možností, jak najít vhodné téma pro projekt, a přitom neztrácet těžiště výuky
mimo oblast matematiky, je použít výpočetní techniku jako nástroj pro
trénink matematických dovedností. Na rozdíl od mezipředmětových pro-
jektů, v nichž se pouze uplatňují matematické znalosti žáků v jiné oblasti, je
možné celý projekt realizovat jako matematickou záležitost. Takový projekt je
intenzívní, vyžaduje znalosti, rozumové schopnosti i představivost, celý se může
odehrávat nad čistě matematickým obsahem, a přesto v něm žáci trénují ži-
votní dovednosti, které projektová výuka dokáže kvalitně naučit a které mají
nadpředmětový, průřezový rozměr.
Na projektu je zásadní možnost žáka podílet se na zadání projektu (mož-

nost „upravit si jej podle svého�). Toto je nesmírně důležitý prvek žákovského
projektu, protože při tomto „přizpůsobení� dochází ke ztotožnění žáka s pro-
jektem (žák jej „vezme za svůj�). Projektem není sled krátkých navazujících
úloh, které má žák provést. Projektem není ani dlouhodobá činnost, jestliže má
žák přesně předepsáno, co má dělat, a nemůže se sám svojí aktivitou zapojit do
realizace projektu.

Projekt: Kaleidoskop
Žáci zkonstruují funkční otáčivý model krasohledu. Zrcadla kaleidoskopu jsou
modelována pravidelným trojúhelníkem, do něhož jsou naskládány malé objekty.
Jejich obrazy v osové souměrnosti vytvoří obrazce jako při nahlížení do kukátka
krasohledu. Aby byla úloha ztížena, není dovoleno provádět žádné pomocné kon-
strukce nových os souměrnosti.
Trojúhelníkem lze otáčet a měnit ornament. Trojúhelník je potřeba zkon-

struovat jako pravidelný mnohoúhelník vepsaný kružnici (která na obrázku není
viditelná), aby se otáčel kolem těžiště a neměnil rozměry. Obměnou úlohy je jiný
tvar systému zrcadel (čtverec, pravoúhlý trojúhelník apod.)

Obr. 7 – Projekt Kaleidoskop, mnohonásobné použití osové souměrnosti podle
různých os. Otáčením trojúhelníku zrcadel se mění pozorovaný obrázek.
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Závěr

Prostor pro tento článek nedovolili zveřejnit více konkrétních příkladů a pro-
jektů. Zájemce může další konkrétní příklady k jednotlivým typům aktivit najít
ve výukových materiálech kurzů ESF „Podíl učitele matematiky 2. stupně ZŠ
na tvorbě školního vzdělávacího programu� (viz webové stránky SUMA) nebo
na portálu Cabri pro podporu výuky geometrie pomocí počítače.
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Peniaze naše každodenné

(banky, poisťovne a iné)

Ján Žabka

Abstrakt

Príspevok informuje o projekte, ktorý autor uskutočnil v rámci výuky finančnej mate-
matiky na nižšom stupni gymnázia v školských rokoch 2005/2006 a 2006/2007. Okrem
popisu priebehu projektu a skúseností, ktoré autor pri jeho realizácii získal, inšpiruje
a nabáda čitateľov k podobnej forme výuky.

Úvod

Jedna časť matematiky, o dôležitosti ktorej určite ani spomedzi žiakov nikto ne-
pochybuje, je finančná matematika. Finančná matematika je pomerne bohatá
oblasť aplikovanej matematiky, s ktorou sa môžu zoznámiť žiaci a študenti ľu-
bovolného ročníka. Dôležité je, aby čé najviac poznatkov mali šancu objaviť
samostatne. Vo finančnej matematike sa objavujú úlohy na prácu s percentami,
riešenie rovníc, prípadne nerovníc (lineárnych, exponenciálnych), súčet geomet-
rického radu, logaritmy. V tomto materiáli ponúkam námet na prácu so žiakmi
8. alebo 9. ročníka ZŠ, resp. kvarty osemročných gymnázií. Čo sa týka mate-
matiky, ktorá sa v tomto projekte objavuje, tak ide najmä o prácu so zloženým
úrokovaním, zložitejšie úlohy s percentami a propedeutiku súčtu geometrického
radu. Podrobnosti je možné aj na http://www.ucmeradi.sk

Príprava na projekt

Cieľom tohto projektu je prvé zoznámenie sa s niektorými finančnými produktmi
(bežný, termínovaný vklad, hypotéka, leasing, dôchodkové sporenie, pôžičky, . . . )
podľa výberu a záujmu detí. Projekt sme realizovali v druhom polroku kvarty,
teda po prebratí učiva o percentách (preberali v tercii) a po zopakovaní a roz-
šírení tohto učiva o jednoduché a zložené úrokovanie na začiatku kvarty. Na
zopakovanie je možné použiť napr. učebnice pre 8. ročník ZŠ (Černek, Repáš),
I. diel. Po tomto zopakovaní by mali žiaci byť schopní vyriešiť úlohy na takej
úrovni náročnosti, ako napríklad:
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Úloha. Vypočítajte, akú sumu budete mať na účte po dvoch rokoch od vlože-
nia 100 000 Sk, ak banka ponúka 4% ročný úrok.
Ak sme teda na začiatku roka opakovali, je vhodné, aby sa žiaci zoznámili

s niektorými ďalšími pojmami.

Otázka. Aké sú ešte iné možnosti (okrem banky), kam sa dajú peniaze uložiť
tak, aby sa zhodnocovali? (Poisťovne, nákup podielových listov, . . . )

Otázka. Potrebujete si súrne požičať 100 000 Sk. Aké máte možnosti?

Úloha. Nájdite na internete aspoň tri rôzne ponuky od rôznych inštitúcií, ktoré
ponúkajú požičanie peňazí.

Realizácia

Po krátkej príprave na začiatku marca dostalo 26 žiakov kvarty zadanie projektu
pod názvom: „Peniaze naše každodenné� – triedy Friends a Innovators –
marec 2006 a február 2007. Doslovný text zadania vyzeral takto:
Trieda sa rozdelí na 4 až 5členné skupiny (skupín by malo byť 5 až 6).
Každá skupina si vyberie, či bude ponúkať pôžičky (banka, splátková spoloč-

nosť, „rýchle pôžičky�, . . . ) alebo bude ponúkať uloženie peňazí a ich úročenie,
poistenie, prípadne iný finančný produkt.
Každá skupina do 3. 3. nahlási zloženie tímu a vybratú tému Žabčovi.
Úlohou každého tímu bude osobne navštíviť aspoň jednu inštitúciu (banku,

poisťovňu, splátkovú spoločnosť, leasingovú spoločnosť, . . . ), zistiť čo najviac
informácií o tejto spoločnosti a produktoch, ktoré ponúka, napríklad na inter-
nete a:

1. pripraviť reklamný leták vlastnej vymyslenej spoločnosti aj s ponukou,

2. pripraviť reklamný šot (živý alebo natočený), z ktorého bude zrejmé, prečo
je výhodné si vybrať práve ich ponuku, bude v ňom vysvetlené úročenie,
ukážka výpočtov, . . .

3. na „Trhu finančných spoločností�, ktorý sa bude konať cca 27. 3. prezen-
tovať svoje výtvory (leták, ponukový list, reklamu, prezentáciu v PP, . . . ),
vysvetliť princíp úročenia, pôžičiek, . . . Na otázky musia vedieť reagovať
všetci členovia tímu!

Po skončení „Trhu finančných spoločností� bude každý tím písať krátku hod-
notiacu správu (cca pol strany A4) o zvyšných 4–5 spoločnostiach.

Členovia tímu budú hodnotení nasledovne:
Spolu za celú aktivitu môže každý získať 10 % koncoročnej známky. Z toho:
Každý člen tímu získava max. 2 % za prípravu letáku, jeho informačnú hodnotu,
vzhľad, . . .
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Každý člen tímu získava max. 2 % za prípravu šotu, jeho informačnú hodnotu,
obsah, úroveň spracovania, . . .
Každý člen tímu získava max. 3 % za prezentáciu výtvorov na „Trhu finančných
spoločností�, úroveň vystupovania, porozumenie matematike v pozadí, . . .
Každý člen tímu získava max. 1 % za prípravu hodnotiacej správy, jej úroveň,
kritiku (najmä pozitívnu), objektivitu, . . .
Tieto percentá získavajú všetci členovia rovnako.
Okrem týchto 8 % môže každý člen individuálne získať max. 2 % za tímovú

spoluprácu.

Študijný materiál určený na samoštúdium:
Učebnica matematiky pre 8. ročník ZŠ 1. diel, strany 9, 10, 11.
V prípade akýchkoľvek nejasností si dohodnite konzultácie!

Tieto pokyny sme si na jednej vyučovacej hodiny vysvetlili. Najčastejšia
otázka bola, či skutočne majú navštíviť nejakú konkrétnu finančnú inštitúciu
(áno, musia), či nestačí komunikovať s rodičmi (nie nestačí, dôležité je komuni-
kovať s človekom, ktorého nepoznajú a na ktorého nie sú zvyknutí. . . ), či stačí,
keď tam pôjde len jeden z tímu (nie, nestačí), či stačí využiť internet (nie, ne-
stačí), kto bude prideľovať percentá (učiteľ) a pod. Žiaci sa začali rozdeľovať do
skupín (väčšinou podľa toho, kto je s kým kamarát). Viac sme na tejto hodine
nestihli.
Všetci dodržali termín na rozdelenie do tímov. Pravdepodobne pomohlo aj to,

že pri nedodržaní termínu za nich rozhodujem ja (napríklad ich môžem rozdeliť
do tímov, prideliť im tému a podobne). Takže je pre nich výhodné dodržiavať
termíny.
Na ďalších dvoch hodinách študenti referovali o svojej návšteve a ujasňovali

si, čomu presne sa majú venovať, pripravovali si prezentáciu.
Na ďalšej hodine sme konzultovali problémy, ktoré mali jednotlivé skupiny –

od zásadných („Čo máme hovoriť?�) po menej zásadné („Čo máme robiť, keď
sme natočili video šot dole hlavou?�). Po tejto hodine nasledoval víkend, počas
ktorého sa všetky skupinky chystali prácu na projekte dokončiť.
V pondelok 27. 3. (podľa harmonogramu) nasledovala jedna vyučovacia ho-

dina ako príprava na prezentácie (spolupracoval som s kolegom informatikárom
a kolegyňou slovenčinárkou). Potom prebiehali cca 60 minút prezentácie a ďalších
cca 30 minút hodnotenie. Niektoré výsledky práce 13 až 14ročných študentov si
môžete pozrieť na web stránke http://www.ucmeradi.sk. Pripomínam, že sú to ich
vlastné výtvory a teda obsahujú primerané množstvo nepresností, gramatických
chýb a pod. Na hodnotenie študentov a prideľovanie percent som používal počas
prezentácií hodnotiacu tabuľku.
Študenti písali svoje krátke hodnotiace správy do pripravenej šablóny, ktorú

som mal taktiež pripravenú a je ju tiež mžné nájsť na http://www.ucmeradi.sk.
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Cieľom nebolo prideliť ostatným percentá, ale napísať (opäť tímovo) kritické
hodnotenie.
Celkovo mali prezentácie veľmi podobný priebeh: každý tím rozumel dobre

svojej téme, bolo však veľmi náročné ju vysvetliť ostatným.
Taktiež bolo vidieť, že pomerne veľa úsilia deti vložili do toho, čo ich najviac

bavilo – prípravy reklamných šotov. Všetky skupinky sa stretli cez víkend a spo-
ločne ich pripravovali. Teší ma predstava, že sa 5 spolužiakov stretne cez víkend
kvôli projektu z matematiky, pracujú spoločne, dobre sa pri tom zabavia a ešte
sa aj zoznámia s prvými pojmami a súvislosťami vo finančnej matematike.

Záver

Som presvedčený, že takáto forma práce stojí za to. Ukazuje matematiku v inom
svetle, deti v nej vidia užitočnú vec. Pracujú s počítačom, prezentáciami, hľadajú
na internete, komunikujú s rodičmi, s odborníkmi. A ešte k tomu všetkému majú
z toho všetkého dobrý pocit. Aj ja ako učiteľ som sa dozvedel všeličo nové.
Myslím, že to bolo užitočných 5 vyučovacích hodín.
Na spomenutom portáli www.ucmeradi.sk si po registrácii môžete pozrieť

niektoré pôvodné (neupravené) práce študentov a niekoľko fotografií z prezentá-
cie.
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