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PREDMLUVA

UVAHA O PODILU GEOMETRIE NA KULTIVACI MLADI{

Bylo mi tfinact, kdyz jsem poprvé zazil geometrické zasvéceni. Experi-
mentovanim jsem objevil konstrukci trojuhelnika z prvkia a, vy, o. Asi po
tydnu mi doslo, Ze klicovy trik mé konstrukce — Ze totiz vrchol A dhlu
a ,béha* po kruznici — je klicem k feSeni dalsich konstrukci, protoze
to je obecny zakon. SAm si jiz pamatuji pouze omamnou vuni té chvile
a radosti zafici tvar otce, ktery mi po letech popisoval tento okamzik
i zpusob, jak se jej trpélivé snazil navodit.

Kdyz mi bylo patnact, potkalo mé veliké Stésti: ucitelem matematiky
nasi t¥idy byl urcen profesor Josef Filip. Hned na jedné z prvnich hodin,
kdyz mluvil o ¢iselné ose, dostal provokativni otazku, jak je to v tom
nekonec¢nu, v tom bodé oo, kdyz tam ta ¢iselnad osa dorazi. Pan profesor,
duse cista a prostd vSech zaludnosti, byl ,zdjmem“ studentky potésen
a celou hodinu ndm vypravél o Zenonovi a jeho aporiich, o Albrechtovi
Diirerovi, o ibéznicich a nekoneénych bodech roviny o projektivni roviné.
Dokonce zminil i Lobac¢evského a Bolyaie. Bylo to fascinujici a vyrazné
to ovlivnilo mtj zajem o geometrii. Konstrukce, které do té doby byly
hlavnim, skoro jedinym zfidlem mého geometrického rozvoje, byly dopl-
nény novym zdrojem problémt, otdzkami skoro filosofickymi: Co je bod?
Co je primka? Jak je to se sousednimi body na primce? Jak je mozné, Ze
na kratké tiseCce je stejny pocet bodt jako na nekonecné dlouhé piimce?
Dochézi pfi zobrazeni, které tuto pravdu popisuje, ke zhustovani bod?
Do jaké miry jsou nase smysly vérohodné? Film nas klame, kdyz nam
z posloupnosti statickych obrazku vytvari iluzi pohybu? Nebo je i sku-
teCnost takova?

Omlouvam se, ze jsem si dovolil osobni vstup k ivaze. Povazuji ale za
potiebné informovat ¢tenare o korenech mého osobniho presvédéeni o ne-
postradatelném vyznamu geometrického vzdélavani mladého ¢lovéka.

P1i zdivodnovani smyslu vyucovani matematice ¢asto hledame ar-
gumentaci v oblasti jeji pouzitelnosti. Nasi odpiirci, usilujici o vyrazné
snizeni pritomnosti matematiky na zakladnich a stfednich skolach, pou-
kazuji na zbytecnost vyucovani toho, co umi kazda kalkulacka. Domni-
vam se, ze takova debata jasné ukazuje na lichost nasi argumentace.
Ta musi vychéazet nikoli z pouzitelnosti matematiky, ale z jejiho vlivu
formativniho. Neni podstatné, co se zak nauci, ale to, do jaké miry roz-
vine svoje kognitivni schopnosti (analyzovat problémy, abstrahovat, hle-
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dat souvislosti, modelovat procesy a situace, argumentovat, formulovat
vlastni myslenky a kriticky hodnotit my$lenky jinych lidi,...) a do jaké
miry prispéje matematika k jeho osobnostnimu zrani, zejména ke kulti-
vaci jeho hodnotového systému.

Uvedené pojeti vyucovani matematice pak klade geometrii na vy-
znamné misto, protoze tato disciplina zde vyrazné pusobi pfinejmensim
ve Ctyfech smérech, které zde stru¢né nastinim.

Geometrie umoznuje v jediném obrazku, nebo prostorovém modelu,
postihnout sérii souvislosti. Plastickd mapa Krkono$, plan sité praz-
ského metra a tabulka hokejového turnaje jsou ptiklady ze zivota. Pokud
jde o matematiku, prvni pocetni poznatky jsou budovany na vnimani po-
moci zraku i hmatu a vime, Ze snaha o rychly pfechod k pocitani bez
této geometrické opory vede Casto k poznani formélnimu. Jesté vyraz-
néji se zhoubna absence geometrické zkusenosti projevi u zlomkid nebo
procent. Seznam pojmt a mySlenek matematiky, které bez nézorného
geometrického ukotveni stradaji, je dlouhy: ¢islo (pfirozené, celé, raci-
ondlni, realné), zakladni pocdetni operace, absolutni hodnota, mocnina
a odmocnina, funkce, spojitost, limita, derivace, integral atd. Dodejme,
7e jedna z oblasti, v nichz se evidentné projevuje nedostatecny podil ge-
ometrie na matematickém vzdélavani mladeze, jsou slovni tlohy. Zaky
uéime fesitelské postupy pro slovni tlohy o praci, tlohy o véku, tlohy
o plnéni bazénu nékolika pritoky, ale nediskutujeme s nimi moznosti mo-
delovat situaci obrazkem. A pritom pravé schopnost uchopit situaci tlohy
obrazkem dava resiteli vhled do struktury zkoumanych objekti a vazeb
a tim i smér k nalezeni feSitelské strategie.

Geometrické konstrukce umoziuji zakovi na zakladé (neziidka opa-
kované) manuélni zkuSenosti, na zékladé experimentu, odhalovat nové
vSeobecné jevy a zakonitosti. Navic konstrukéni tlohy rozvijeji schop-
nost zdka propojovat zkuSenosti procesudlni (konstrukce jako postup
tvorby) a konceptudlni (vysledny obrazek, produkt procesu). Na po-
mérné malém pojmovém prostoru je mozné dat zakdm moznost pocitit
radost z vlastni tvircéi prace, zazitek objevu. Pravé takova zkuSenost
stala u pramene mého geometrického zasvéceni.

Geometrie je jazyk. Je to zpusob uchopovani reality, nastroj, ktery
nam umoznuje porozumeét svétu. Hlavni pfinos objevu soutadnicové sou-
stavy spociva podle mého minéni ve vytvoreni slovniku mezi svétem al-
gebry + aritmetiky a svétem geometrie. Podobné v soucasnosti je Cabri
geometrie nejen nastrojem, ale téz slovnikem, ktery umoznuje zakam
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vzajemné propojit prevazné staticky svét geometrie a prevazné dyna-
micky svét poéitadt. Rizné poéitacové hry typu Zofka umoziiuji nabjvat
tyto dtlezité zkusenosti dokonce détem predskolniho véku. V radostném
udivu sleduji jak moji vnuci (7 a 5 let) timto zptisobem vlastni experi-
mentalni ¢innosti zcela spontanné komunikuji s pocitacem.

7Z hlediska didaktiky muzeme geometrii metaforicky chapat jako in-
telektualni zebiik. Paralela fylo- a ontogeneze geometrie nabizi moz-
nost predklddat zaktim problémy primérené jejich kognitivni vyspélosti
a geometrické zdatnosti. Tvarova pséfoforie, znazornovani ¢isel kaménky
uspofadanymi do riznych tvartd, stala v pythagorejské dobé u zrodu spe-
kulativni matematiky. Geometrické ditkkazy o s¢itani a nasobeni sudych
a lichych cisel byly velice pravdépodobné prvni argumentace tvrzeni
vztahujicich se na nekoneény pocet pripadi. Geometricky dikaz exis-
tence iracionalniho ¢isla byl prvni dikaz nekonstruovatelnosti jistého
objektu. Euklidiv axiomaticky systém byl po dvé tisicileti prototypem
védecké dokonalosti struktury znalosti. Trisekce tthlu, duplicita krychle,
rektifikace kruznicového oblouku, kvadratura kruhu a problém péatého
postulatu vzrusovaly skvélé matematiky ve vSech epochach a byly zfid-
lem mnoha hlubokjch myslenek. Model jako dtikaz nedokazatelnosti
jistého tvrzeni je asi nejnaroc¢néjsi myslenka, kterou geometrie nabizi
hloubavé mysli stfedoskolaka. Hluboké analyza fylogeneze geometrického
mySleni uskuteénénd v poslednich patnacti letech Petrem Vopénkou je
nejen bohatym inspira¢nim materidlem, ale i vyzvou ucitelim a didak-
tikim matematiky ke hledani dal$ich motivac¢né Uc¢innéjsich cest vyuky
geometrie na vsech stupnich skol.

S jistou nostalgii jsem sledoval Gtlum skolské geometrie, ktery na-
stal v obdobi ,mnozinové matematiky“. S velikou radosti vitam jeji,
byt trochu vdhavy, ndvrat do t¥id a ucebnic. V&im, a doufam, Ze tuto
viru sdili vétSina ti¢astnikd nasi konference. Doufam, Ze nase konference
povzbudi snahu ucastnik odvaznéji prispivat geometrii ke kultivovani
mySleni zakt a student. Jsem presvédcen, ze tim geometrie vyrazné
prispéje k zvySeni prestize matematiky a ukaze na smysluplnost tohoto
predmétu, na nezastupitelnou roli, kterou hraje pfi formovani mladé ge-
nerace.

Milan Hejny
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SOUCASNE APLIKACE KLASICKE GEOMETRIE

Adolf Karger

1 Uvobp

Mnoho ucitelt zakladnich, stfednich i vysokych skol neni v soucasné dobé
spokojeno s tim, jak mnoho a jakym zpusobem se vyucCuje geometrie
na nasich skolach. Domnivam se, Ze nespokojenost je opravnénd a neni
pouze nasi, tj. ceskou zalezZitosti.

Shodou okolnosti jsem mél moznost se u prilezitosti udéleni ¢estného
doktoratu Univerzity Karlovy profesoru Gustavu Choquetovi seznamit
se zpravou, vypracovanou pro francouzské ministerstvo skolstvi komisi
vedenou Jean-Pierre Kahanem s nazvem ,,O vyucovani matematiky“ a ze
které volné cituji:

Strana 90 — Co se tykéa geometrie, zdkladni myslenkou reformy (fran-
couzského $kolstvi) bylo upfednostnit pojem vektorového prostoru oproti
implicitnimu systému axiomu Eukleida a Hilberta. Citujme Dieudon-
ného — Zda se mi, Ze je vhodné sezndmit zacCateCnika co nejdfive se
zékladnimi pojmy linearni algebry a naucit ho ,myslit linearné“.

Komise konstatuje, ze to vedlo k

e systematickému omezeni tlohy obrazku
e omezeni tlohy invariantt, hlavné velikosti thli a ploch
e opusténi studia shodnosti a trojuhelnikt

e zmizely vyssi geometrie

Vyzkum umoziiujici napsani tohoto ptispévku byl podporovan grantem GACR
201-02-0616 a ¢aste¢nd Vyzkumnym zamérem MSMT 113200007.
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V kazdém pripadé zaci prechod k linearni algebie neakceptovali.
Strana 115 — Neuspéch moderni reformy vedl na konci 70. let k opus-
téni linearni algebry, mozné protoze navrat zpét uz nebyl psychologicky
mozny, geometrie uz se nestala tim, ¢im byla ani po strance obsahu, ani
po strance metod.

Profesor Choquet k tomu fikéa:

Slavny Dieudonného vyrok ,Pry¢ s Eukleidem!“ docela dobie vyjad-
foval zaméreni ministerské komise povérené vypracovanim novych uceb-
nich planti matematiky na zakladnich gkolach a gymnéziich. Ustiedni
myslenka reformy vychazela z predstavy, ze zaklady matematiky jsou
nepostradatelné pro jakoukoli logickou konstrukci, a tak se zdidrazno-
vala potieba zacit pii vyuce pravé s nimi. Slo o logiku, mnoziny, algebru
a linearni algebru. Vysledek nemohl dopadnout jinak, nez katastrofalné,
protoze se odsunuly na vedlejsi kolej veskeré pedagogické aspekty.

Situace u nds ma mozna jiné pfic¢iny a projevy, ale myslim, ze bychom
nasli i podobné rysy a problémy. V kazdém piipadé vidime, Ze troven
znalosti studentu a jejich schopnost fesit geometrické tlohy se postupné
méni, zaci maji radéji jasné a prehledné algoritmy, pomoci nichz lze dané
ulohy ftesit, nejlépe s pouzitim kalkulatoru.

K vseobecné prijatému pohledu na ,klasickou“ nebo ,elementarni“
geometrii prispiva také minéni, ze ,klasicka“ nebo ,elementarni“ geome-
trie jsou uzaviené discipliny, které nejen Ze se jiz dale nerozvijeji, ale ani
jiz nejsou potiebné, protoze vSechny praktické problémy s elementarni
geometrii souvisejici uz byly vyfeSeny nebo je vyfesi pocitace.

V dalsi ¢asti bych chtél uvést nékteré problémy, které ukazuji, Ze
opak je pravdou. Uvedu nékolik ,klasickych® geometrickych problémd,
se kterymi se setkavame v aplikacich, nékteré z nich jsou dokonce jesté
oteviené.

2 GEOMETRICKE ULOHY V ROBOTICE

Nejdrive uvedu jednu historickou poznamku.

V roce 1904 vypsala francouzskd Akademie véd pro soutéz Prix Vail-
lant néasledujici problém:

Urcete a studujte vSechny pohyby pevného télesa, pri kte-
rém se vyznacené body tohoto télesa pohybuji po sférickych
trajektoriich.

(Jde o volny a doufam i vécné spravny preklad z francouzstiny.)
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Soutéze se zucastnilo 8 praci, dvé z nich cenu ziskaly a to:

Borel, E.: Mémoire sur les déplacements a trajectoires sphériques. Mém.
présentés par divers savants, Paris (2), 33, 1-128, 1908.

Bricard, R.: Mémoire sur les déplacements a trajectories sphériques.
Journ. Ecole Polyt. (2), 11, 1-96, 1906.
Obé prace maji vynikajici urovenn a obsahuji mnoho velmi origindlné
nalezenych priklada takovych pohybu.

Uvazuji ovSem vzdy pouze ,obecny“ pfipad, jak bylo v jejich dobé
obvyklé. Obecny na této Grovni znamena, ze dvé kuzelosecky maji spo-
le¢né Ctyti body, dvé primky se protinaji v jednom bodé a podobné.

Ukazuje se vSak také, Zze obecné feSeni problému, tj. nalezeni vSech
pripadu takovych pohybt, je spojeno s velice komplikovanymi vypocty
a v dané dobé nebylo mozné feseni dokondit.

Nez budeme pokracovat, musime zadani trochu upfesnit, musime po-
psat, co rozumime vyznacenymi body télesa.

Poloha télesa v prostoru je urcena Sesti parametry, napiiklad tfemi
¢eni vzhledem k osam soufadnic.

To znamend, Z%e jednoparametricky pohyb télesa (pohyb v case) je
urcen, je-li ddno obecné pét podminek, které tento pohyb omezuji —
napiiklad pét podminek pozadujicich, aby se vybrané body télesa pohy-
bovaly po sférach. To znamend, Ze pohyb télesa, ktery ma pét bodu se
sférickymi trajektoriemi, neni z tohoto hlediska zajimavy; jsou-li splnény
urc¢ité nerovnosti, existuje vzdycky.

Borel — Bricardovym pohybem nazyvame prostorovy pohyb, ktery
neni sféricky ani transla¢ni a mé tu vlastnost, Ze existuje alespon Sest
bodid pohybujiciho se télesa, které maji sférické trajektorie.

Existuje cela skala konfiguraci bod v hybném a pevném prostoru,
které maji tu vlastnost, ze existuje pohyb, pfi kterém body hybného
prostoru maji sférické trajektorie na sférach se stfedy v danjych bodech
pevného prostoru.

Napriklad Borel a Bricard nalezli pohyb, pfi kterém se vsechny body
hybného prostoru pohybuji po sférickych trajektoriich (a neni to sféricky
ani translaéni pohyb), na druhé strané existuji pfipady pohybt majicich
praveé Sest bodi se sférickymi trajektoriemi.

Problém Borel — Bricardovych pohybti byl zcela akademickym pro-
blémem v dobé svého vzniku a byl by otézkou spise pro historiky, kdyby
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se takova otazka neobjevila v soucasné dobé v souvislosti s pohybem tzv.
paralelnich manipuléatora.

Paralelnim manipuldtorem (platformou) rozumime dvé Sestice bodu,
mi,...,mg v hybném prostoru a M, ..., Mg v pevném prostoru,
které jsou spojeny teleskopickymi rameny se sférickymi klouby na kon-
cich. Zménou délky ramen v zéavislosti na ¢ase se hybny prostor (horni
¢ast platformy) pohybuje vzhledem k pevnému prostoru (dolni ¢ast plat-
formy) v rdmeci oblasti dané technickymi parametry ramen. Takto 1ze re-
alizovat prakticky jakykoli prostorovy pohyb v ramci nejvétsi a nejmensi

délky ramen manipulatoru.

Paralelni manipuldtory se pouzivaji naptiklad jako letecké simula-
tory, jako svafovaci stroje, v chirurgii, v astronomii a dalSich oblastech
moderni techniky.

Zakladnim pozadavkem pro konstrukci takového manipulatoru je,
aby pfi pevné délce ramen se celd soustava nemohla pohybovat, tj. aby
tvorila pevné téleso. To znamend, aby nedoslo k tzv. vlastnimu pohybu
manipulatoru, ktery by znamenal jeho nekontrolovatelny pohyb, pfi-
padné ziiceni. Vlastni pohyb paralelniho manipulatoru neni ovsem nic
jiného nez Borel — Bricardiv pohyb uvazované konfigurace Sesti bodu
v hybném a Sesti bodi v pevném prostoru.

To znamena, ze dosud nevyreseny problém klasické geometrie se stava
aktuadlnim problémem v modernich technickych aplikacich.

3 VLASTNI POHYBY PARALELNICH MANIPULATORU

V dalsim textu uvedeme nékteré znamé pripady vlastnich pohybu para-
lelnich manipulatori. Nejjednodussi je asi pripad, kdy body mq,...,mg
a My, ..., Mg lezi na kuzZeloseckach a je mezi nimi projektivni pfibuz-
nost. Nastane-li tato situace, mame zcela extremalni pfipad pro paralelni
manipulatory. V tomto pfipadé méa totiz paralelni manipulator vlastni
pohyby pro kazdou konfiguraci, tj. pro vSechny mozné délky ramen. Vy-
pocty jsou dosti komplikované a je nutné je provadét pomoci pocitace.
Priklad vidime na obrazku 1, kde horni ¢ast platformy je podobna dolni
¢asti a zobrazeny jsou drahy dvou vrchold platformy.

Obecnéjsi pfipad dostaneme na zakladé nasledujici véty:

Méjme platformu, kde body my, ..., mg leZi v roviné (nazvéme ji «)
a stejné tak body M, ..., Mg lezi v roviné (nazvéme ji ). Uvazujme pro-
jektivni transformaci f: o — (3, ktera body ms, ..., mg prevadi do bodu
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M2

Ms M,

Obr. 1

Ms, ..., Ms. (Ptedpokladdme, Ze body jsou v obecné poloze.) V roviné
B tak dostéavame konfiguraci osmi bodu, jsou to M3 = f(ms),..., Mg =
= f(me), M1, Ma, f(m1), f(m2). Jestlize plati:

1. Body M3, My, M5, Mg, My, f(m2) lezi na kuZelosecce
2. body Ms, My, M5, Mg, M2, f(m1) lezi na kuZelosecce
3. body f(mu1), f(mz), M1, M2 lezi na p¥imce,

je manipulator pohyblivy v kazdé poloze (viz obrézek 2 vlevo, vpravo je
znézornén jeden takovy manipuldtor pfi pohledu shora).

My = f(my)
M;3 = f(m3)
f(mq) Meg M; My
mg ) o
/ -
my m3
M; M, M;j

Obr. 2

Posledni tvrzeni je mozné dokazat prfi splnéni vSech pozadavkid na
matematicky dikaz. Vypocty s ditkazem spojené jsou ovSem opét natolik
komplikované, Ze je potieba pouzit nékterého matematického programu,
ktery umi provadét symbolické vypoéty (napf. Mathematica nebo Ma-
ple). I to vSak neni snadné, soucasna troven pocitacové techniky neu-
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moznuje provadét vSechny vypocty v robotice potfebné v symbolickém
tvaru, mnoho uloh je tfeba Fesit numericky. Nebudeme zde zabihat do
podrobnosti a radéji uvedeme nékteré jednodussi tilohy, které s robotikou
souviseji a je mozné je feSit i na stfedni skole.

4 GEOMETRICKE ULOHY INSPIROVANE ROBOTIKOU

Zakladni geometricka tloha robotiky paralelnich manipulatort se da for-
mulovat velice jednoduse — méame danu polohu platformy a chceme na-
jit odpovidajici délky ramen. To je ovSem velice jednoduché, najdeme
vzdalenosti bodu m;M;,i =1,...,6 a to jsou hledané délky prislusnych
ramen. Mnohem obtiZnéjsi je tloha obracend, tj. jsou dany délky ramen
a mame najit prislusnou polohu horni platformy manipuldtoru. To ma
prakticky vyznam — je to problém montaze manipuldtori, tj. kolik riz-
nych manipulatori mizeme pfi dané geometrii horni a dolni platformy
sestavit. Tento problém mame rovnéz pfi fizeni manipulatoru — mame
udaje o aktudalni délce ramen a potiebujeme védét, kde se horni plat-
forma praveé nachézi.

Tato tloha neni jednoduché — k jejimu vyfeseni je tfeba najit kofeny
polynomu c¢tyticatého stupné. Mtzeme ji formulovat jako Cisté geomet-
rickou tulohu:

Je dan osmistén (nemusi byt pravidelny) a Sest kulovych ploch. Pfe-
mistéte osmistén tak, aby jeho vrcholy lezely na danych kulovych plo-
chach.

To je klasicka geometrické tloha o pfemisténi a je mozné ji riznym
zpusobem modifikovat, napf. misto nékterych kulovych ploch zvolit ro-
viny nebo nékteré body ztotoznit, takze nejjednodussi verzi bude tloha
o sestrojeni rovnostranného trojuhelnika o dané strané, jehoz vrcholy
lezi na danych tfech mimobézkach.

Pro jednoduchost cely problém pieneseme do roviny. Rovinnym pa-
ralelnim manipuldtorem jsou dva trojthelniky, hybny uréeny body m1,
ms, M3 a pevny, uréeny body My, Ms, M3. Tyto body m;, M;,i=1,2,3
jsou spojeny teleskopickymi rameny a jejich prodluzovani a zkracovani
vytvafi rovinny pohyb trojahelnika mq,ma, ms. (Takové manipulatory
existuji.) Z této interpretace plynou nésledujici tlohy:

Sestrojte trojihelnik shodny s danym trojihelnikem, jehoz vrcholy
lezi na danych kruznicich.
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Nahradime-li nékteré kruznice pfimkami, dostdvame naptiklad:

Sestrojte rovnostranny trojuhelnik o dané strané, jehoz vrcholy lezi
na danych dvou pfimkéach a jedné kruznici — vede na sestrojeni prasecikt
kruznice a elipsy.

Sestrojte rovnostranny trojuhelnik o dané strané, jehoz vrcholy lezi
na danych tfech pfimkach — vede na priseciky primky s elipsou, tloha
FeSitelna pravitkem a kruzitkem.

Opustime-li pozadavek shodnosti, dostavame dalsi zajimavé tlohy:

Sestrojte ctverec, jehoz vrcholy lezi na danych ¢tyfech kuzeloseckach.
V nejjednodussi formé pak:

Sestrojte ¢tverec, jehoz vrcholy lezi na danych ¢tyfech primkach —
opét uloha FeSitelna pravitkem a kruzitkem.

KONSTRUKCE CTYRUHELNIKA PRIMO
PODOBNEHO DANEMU, JEHOZ VRCHOLY LEZf
NA DANYCH CTYRECH PRIMKACH

Rovnice pfimek.

> pl:=A1%xX+Bl*xY+Cl;p2:=A2xX+B2xY+C2:
> p3:=A3%xX+B3*xY+C3:p4:=A4xX+B4xY+C4hd:

pl = A1X + B1Y +C1

Rovnice podobného zobrazeni v roviné.

> xp:=x*k+y*xl+m:yp:=—x*x1+y*k+7p:[xp,yp);
[xk + yl + m, —zl + yk + p]

Vrcholy podobného ¢tyiihelnika.

> x1p:=subs(x =x1,y = y1,xp);ylp := subs(x = x1,y = y1,yp);
> x2p:=subs(x=x2,y =y2,xp): y2p := subs(x = x2,y = y2,yp) :

xlp :=axlk+yll+m

ylp = —zll+ylk+p

> x3p:=subs(x =x3,y =y3,xp) : y3p := subs(x = x3,y = y3,yp) :
> x4p := subs(x = x4,y = y4,xp) : y4p := subs(x = x4,y = y4,yp) :
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Podminka incidence.

> ql:=subs(X =x1p,Y = ylp,pl);q2 := subs(X = x2p,Y = y2p,p2) :
> q3:= subs(X = x3p,Y = y3p, p3):q4 := subs(X = x4p,Y = y4p,p4) :

ql := Al(x1k + yll +m) + B1(—x1l + y1k +p) + C1

Reseni soustavy rovnic pro neznamé k, [, m, p.

> solve(ql,q2,93,94,k,1,m,p) :
> assign(”);

PRIKLAD

> Al1:=1:B1:=1:C1:=—-2:A2:=—-7:B2:=1:C2:=0:
A3:=4:B3:=1:C3:=-20:

> AM:=-1/4:B4:=1:C4:=2:

> xl:=—4:y1:=0:%x2:=—-4.2:y2:=13/4:
x3:=29/10 —3.4:y3:=1.6:

> x4:=5/2—-4:y4:=0:

> k,1,m,p;

—.2767775405, —3.968568813, 10.16841623, 6.598 748856

> x1p,ylp,x2p, y2p, x3p, y3p, x4p, y4p;

11.27552639, —9.275526394, —1.56696674, —10.96876716,
3.957094899,4.171620384, 10.58358254, .645895636

Vysledek zobrazime.

> with(plots):
> ql:=solve(pl,Y):q2:=solve(p2,Y):q3:=solve(p3,Y):
q4 := solve(p4,Y):

> R1:=plot(ql,q2,93,94,X = —5..15,Y = —12..10,
numpoints = 1000) :

> R2:=plot([[x1,y1],[x2,y2], [x3,y3], [x4, y4], [x1, y1]],

> style = line,numpoints = 1000) :
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R3 := plot([[x1p, yip|, [x2p, y2p], [x3p, y3p, [x4p, y4p, [x1p, y1p]],
style = line, numpoints = 1000) :

display(R1,R2,R3, color = black, thickness = 3);
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VYUCOVANI GEOMETRII A ROZVOJ ZAKOVSKYCH
KOMPETENCI

Marie Kubinova, Vaclav Sykora

Zijeme v rozporuplné dobé. Postupujici globalizace vyhrocuje proti-
klady mezi védeckotechnickou primyslovou racionalitou a zivotem lid-
stva na nasi planeté [1, s. 13]. Globalizujici se svét je charakterizovan ros-
touci mobilitou informaci, zbozi i lidi, ktera v nékterych svych projevech
vede k pocitiim nejistoty, nestability, neprihlednosti. V souvislosti s tim
proto pozadujeme, aby vzdélavani nemélo charakter pouhého predavani
jiz hotovych a usporadanych poznatkd védy a techniky nebo pasivniho
osvojovani profesionalnich kompetenci. Vzdélavani je ¢im dél naléhavéji
tfeba koncipovat se zfetelem k optimalnimu rozvoji osobnostniho poten-
ciadlu kazdého cloveka.

Jednim ze spoleénych ryst svétovych trendi typickych pro soucasné
pristupy k procesu vzdélavani jsou proto snahy o harmonickou pro-
porci mezi jeho vzdélavacim a formativnim pusobenim. Osvojovani po-
znatkd a védomosti, péstovani a rozvijeni dovednosti nebo prohlubovani
a zdokonalovani schopnosti musi byt tzce vazano i na formovani po-
stojl, s nimiz jsou spjaty potfeby a zajmy motivujici aktivity jednot-
livce v jeho praktickém zivoté. Celosvétové se prosazuje interaktivni —
¢innostni a zkuSenostni uceni, které je zalozeno na pouzivani aktivizuji-
cich metod, forem a prostiedkt ve vychové a vzdélavani.

To v8echno, spolu s neuvéritelné rychlym rozvojem vypocetni a in-
formatické techniky, vede k poklesu vyznamu jednotlivych konkrétnich
matematickych poznatkt a dovednosti pro prakticky zivot i pro vykon
profese. Ze vSech stran (snad s vyjimkou védcti — matematiki) sili tlaky
na omezeni rozsahu vyucovaciho pfedmétu matematika v povinném ku-
rikulu. Nikdo se dnes nepozastavuje nad tim, ze jen velmi malo lidi
umi v dospélém véku vyslovit spravné Pythagorovu vétu, nebo Ze je-
nom nepatrné procento dospélé populace vyuzije Pythagorovu vétu ve
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své profesi.! V soucasné dobé i inzenyii technickych profesi vyuzivaji
(vice méné pasivné) dokonalé software a mélo si pamatuji z matematiky,
kterou studovali na vysokych skolach. Pfesto je zfejmé, ze matematika
a jeji vyucovani jsou nezastupitelné pro formovani mnoha osobnostnich
charakteristik, které jsou nezbytné pro prakticky zivot a profesni uplat-
néni kazdého z nas. Obvykle jsou uvadény nasledujici priklady: logicke
usuzovani, kritické myslent, argumentace pFi obhajovani prijatych zd-
ver, presné vyjadrovdnt, kvalifikované zpracovani informaci, tvorba al-
goritmai, prostorovd predstavivost, volba vhodné strategie Teseni problémai
a jiné.

V Koncepci resortu MSMT do roku 20022 bylo za jeden z vychozich
bodi konstrukce kurikula povaZovano definovéani klicovych kompetenci
zakl zakladni skoly a jejich rozpracovani do konkrétnich cilt. Teprve na
zékladé takto formulovanych cili by bylo stanoveno povinné a rozsifujici
uéivo. Timto krokem méla byt v Ceské republice zapodata transformace
obsahu vzdélavani, ktera odpovida soucasnym evropskym trendim a jejiz
potfebu pocituje velka ¢ast odborné vefejnosti jiz delsi dobu. To zaroven
poskytuje moznost prokazat, ze matematika vyznamné rozviji klicové
kompetence zaku.

Pojem ,kompetence® se objevil v pedagogické a didaktické literature
v poslednich deseti letech a prifadil se k tradi¢né uzivanym pedagogic-
kym pojmim (poznatky, dovednosti, schopnosti, cile), aniz by byl zatim
blize specifikovan. V nasich podminkéch je termin kompetence vyuzivan
predevsim v kurikularnich dokumentech a v materidlech skolské spravy.
Pritom se nejcastéji hovoii o

e kompetencich Zdka — termin uplatiovany u nas i v zahranici, ktery
se snazi postihnout skutec¢nost, ze ,cilem skolniho vzdéldvani mladé
generace nent jen osvojovdni poznatki a dovednosti, ale i vytvdreni
zpisobilosti presahugicich do mimoskolniho prostiedi.“ [2, s. 111],

e kompetencich ucitele — jimiz se rozumi ,soubor profesnich doved-

LV kvétnu 1999 provedli nasi Z4ci statistické Setfent, jehoz predmétem bylo vyslo-
veni Pythagorovy véty a Archimédova zakona. Celkem bylo dotazano 96 dospélych
¢lent rodin nasich zakt. VSichni respondenti uvedli, ze Pythagorova véta ma ,néco
spolecného s matematikou®, dvacet Sest z nich uvedlo, Ze se tyka pravouhlého troj-
uhelniku, pé&t z nich vyslovilo vétu spravné jako implikaci a jeden (dédecek jedné
zakyné a byvaly stfedoskolsky profesor matematiky) spréavné jako ekvivalenci.

2Schvalena vladou Ceské republiky dne 7. 4. 1999 pod & 277.
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nosti a dispozic, kterymi by mél byt vybaven ucitel, aby mohl efek-
tivné vykondvat svoje povoldni. ... Jsou to nejen kompetence (zna-
losti a dovednosti) vztahugjici se k obsahové sloZce vgkonu profese
(,,znalost predmétu”), ale dnes jsou zdirazriovdany zvldsté komuni-
kativng, 7idici, diagnostické aj. kompetence.“ [2, s. 110] (Prtcha,
1998, s. 110)

V naSem pfispévku chceme vyjit z tohoto pohledu a ukazat, ze kom-
petence Zika rozvijené predmeétem matematika, specidlné geometrickym
ucivem, tvori nezbytnou soucast celkového rozvoje jeho osobnosti, a ze
je v tomto smyslu predmét matematika nezastupitelny, i pfesto, Ze
vlastni vyuziti osvojenych konkrétnich matematickych poznatki a do-
vednosti v praktickém zivoté vétsiny Clent spolec¢nosti je relativné velmi
nizké. V navaznosti na to se v prispévku budeme zamyslet nad vytvare-
nim potfebnych profesnich kompetenci ucitele matematiky.

K zakladnim charakteristikdm tradicné vedeného vyucovani mate-
matice, které je Casto deklarované jako vytvareni optiméalnich a rovnych
podminek pro vSechny ucici se zaky, patii:

e transmise ,hotového* uciva v pfedem danych schématech a vzta-
zich (8kola nemd pravo naruSovat systém matematiky jako védy
a zaci nemaji dostatecné schopnosti tvorivé pracovat s matematic-
kymi poznatky a dovednostmi),

e separace (Casto riizné skryvand, ale implicitné pfitomnd ve vSem,
co se ve Skole déje) skolniho svéta a svéta mimoskolniho; to je ve
vyucovani matematice snad na celém svété patrné na prvni pohled,
nebot ¢asti kurikula jen vyjimeéné (pocetni geometrie, procentovy
pocet, statistika a finanén{ matematika) souvisi, a to vétSinou ne
zcela bezprostiedné, s redlnym svétem,

e restrikce prostoru pro uplatnovani individualnich zvlastnosti jed-
notlivych zakl zdivodnovana velmi ¢asto nutnosti zachovat rovné
podminky pro vSechny ucici se zaky.

Prijmeme-li predpoklad, ze cilem skolniho vzdéldvdni mladé generace
v matematice neni jen osvojovdni poznatki a dovednosti, ale i vytvdreni
zpusobilosti presahujicich do mimoskolniho prostredi, znamena to pod-
statné zménit vySe uvedené charakteristiky tradi¢niho vyucovani tak,
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aby byl vytvoren dostateény prostor pro realizaci potreb a zdjmu Zdki.
Jde predevsim o to:

o ziskdvat nové zkusenosti, poznatky a schopnosti (véetné schopnosti
ucit se) pomoci riznych prostiedkl a rtiznymi cestami, které ne
vzdy musi vést primo k cili, ale které dovoluji zaktim konstruo-
vat si své pozndni (matematické pojmy, jejich vlastnosti a vztahy
mezi nimi, postupy, nejsou definovany ucitelem, ale ,objevovany*
samotnymi 7&ky),

e aktivné se stfetavat se svétem mimo Skolu i za cenu prvotnich neu-
spéchtl a propojovat tento svét se svétem skoly, integrovat ve svém
poznéavani skolni a mimoskolni svét (matematika se stava G¢innym
nastrojem feSeni realnych problémii, prestava byt svétem sama pro
sebe),

e uplatnit svou vlastni odpovédnost i spoluodpovédnost za préaci (na-
priklad pfi feseni ulohy jde o zakovo dilo, za néz citi odpovédnost
a mnohdy vykoné praci, kterd svym rozsahem napft. pfi nacviku
algoritmtt mnohonasobné prekracuje pozadavky tradi¢niho vyuco-
véani); uplatnit rovnéz své individudlni zvlastnosti (zék postupuje
svym tempem a své handicapy v nékteré oblasti kompenzuje svymi
pfednostmi v jiné oblasti).

V tomto smyslu budeme Zdkovskymi kompetencemi rozvijenymi ve
vyucovdni matematice nazyvat postoje, schopnosti a dovednosti rizného
stupné obecnosti, které matematika jako skolni predmeét v Zdcich rozviji,
a které jsou potrebné pro jeho prakticky Zivot, zejména z hlediska profesni
pripravenosti. Nezahrnujeme je pritom do poznatkového obsahu $kolské
matematiky. Nasim cilem bude pritom ukdzat, Ze existuji kompetence,
kterée jsou pro matematiku typicke, to znamend, Ze jsou USpesné rozvijeny
predevsim v rdmci matematického vzdélavdni, a Ze je pro jejich rozvoj
matematické vzdéldvdni nezastupitelné.

V materidlech OECD [11, s. 40] je zpracovéan ptehled zakladnich a nej-
obecnéjsich matematickych kompetenci, které odpovidaji vSéem urovnim
vzdélani. Tento seznam neni hierarchicky usporadan a obsahuje:

1. Matematické mysleni (pochopeni obsahu a pfiméfeného rozsahu
danych matematickych pojmi a prace s nimi v rdznych typech
tvrzeni)
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2. Matematickd argumentace (znalost povahy a praktické pouziti
principtt matematickych dikazi)

3. Modelovdni (,matematizace®, tj. pfevod ,reality* do jazyka ma-
tematickych struktur — prace s matematickymi modely — ,de-
matematizace”, tj. interpretace matematickych modeli v jazyce
sreality®)

4. Vymezeni problému a jeho Teseni

5. Znakové reprezentace a jejich transformace (dekédovani, formy
zndzornéni matematickych objekt a vztahtt mezi nimi)

6. Symbolika, formalismy a technické dovednosti (prace s vyrazy, uzi-
vani proménnych, feSeni rovnic, provadéni vypocti)

7. Komunikace (schopnost pochopit pisemné nebo tstni vyroky, vy-
jadrit je a sdélovat jejich vyznam)

8. Pomicky a ndstroje (véetné vypodetni a informaéni techniky)

Vzhledem k zaméfeni nasi konference se na zédkladé predchéazejicich
uvah pokusime v dalsim zamyslet podrobnéji nad tim, které zakladni
uvaze vyclenit a pojmenovat jednak kompetence, o nichz soudime, Ze je
rozviji vyluéné vyucovani geometrii v ramci pfedmétu matematika nebo
je rozviji lépe nez ostatni skolské discipliny. Dale chceme urcit kompe-
tence, které nazveme vseobecnymi kompetencemi, o nichz budeme tvrdit,
Ze jsou potiebné pro prakticky nebo profesni zivot kazdého ¢lovéka, tedy
¢lovéka, ktery neni specidlné pripravovan pro uzivani matematiky jako
néstroje poznani (ucitele matematiky povazujeme za ¢lovéka specialné
pfipravovaného pro pouziti matematiky). Hlavnim cilem je tedy jakési
,obrana“ matematiky podporujici ndzor, Ze vyucovani matematice (spe-
cidlné geometrii) je nezbytné pro kazdého ¢lovéka i pfesto, Ze vétSinu
z osvojenych matematickych poznatkt ve svém praktickém zivoté nepo-
uzije. Vybrané kompetence prozkoumame podrobnéji. Predlozena tivaha
je samoziejmé diskutabilni, bereme ji jako vyzvu k zamysleni nad danou
problematikou.

Domnivame se, ze v souvislosti s vyucovanim geometrii mizeme ho-
vorit zejména o nésledujicich kompetencich formovanych v prabéhu
rozvijeni:
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Pojmotvorného procesu jako konstruktivistického fenoménu,
Racionalniho mysleni zahrnujiciho v Descartesové pojeti:

a) Induktivni myslenkové postupy a tvorbu hypotéz,

b) Zaklady deduktivni argumentace,
Strukturalistického chapéani svéta,

Fenoménu invariance osvojovanim tvrzeni o pruvodnich jevech ge-
ometrickych atvard,

Aktivni tvorby algoritmi,

Pravidel transformace znakovych reprezentaci abstraktnich pojmi,
Dovednosti klasifikovat pojmy a poznatky,

Prostorové predstavivosti a orientace v prostoru,

Metod zobrazovani a modelovani,

Kultivovaného grafického projevu,

Dovednosti volit zptisob matematizace realné situace,

Dovednosti aktivné pouzivat metrické vlastnosti rovinnych a pro-
storovych atvara,

Dovednosti aktivné pouzivat polohové vlastnosti rovinnych a pro-
storovych atvara.

Netvrdime, ze jsme uvedli uplng systém vsech kompetenci rozvijenych
pfi vyucovani matematice. Ten je urcité Sirsi. V souvislosti s jeho vyme-
zovanim budeme naptiklad hovorit o kompetenci komunikovat v procesu
vyucovani a uceni se, o kompetenci prezentovat vysledky reseni nebo
ucent, o kompetenci volit vhodny ucebni styl pro osvojovani matema-
tickych poznatkt a dovednosti. Mizeme hovotit o kompetencich, jako
je napriklad volba strategie Teseni problému, kterd je vyznamnd nejen
pro vSechny slozky matematiky, ale i pro efektivni rozhodovani v ne-
matematickém jednani. Uplny systém kompetenci souvisejicich s vyuco-
vanim matematice zatim patrné vytvoren nebyl. V nasem prispévku se
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geometrii. Podrobnéji zdivodnime vyznam vybranych kompetenci pro
rozvoj osobnosti kazdého ¢lovéka a budeme pritom zddraznovat nezastu-
pitelnost kompetenci rozvijengch ve vyucovdni matematice pro véeobecné
vzdeéldani. Vzhledem k omezeni daném rozsahem prispévku se zabyvame
jenom vybranymi kompetencemi. Domnivame se, ze to postacuje k ilu-
straci naseho zaméru.

Ad A) Postupné rozvijeni pojmotvorného procesu jako konstruk-
tivistického fenoménu:

Geometrické pojmy, s nimiz pracuji zaci zakladni i stfedni skoly, pred-
stavuji dilezity krok v rozvoji abstraktniho mysleni. Vyucovani geomet-
rii disledné sleduje konstruktivisticky pristup predevsim v tom smyslu,
ze zdlraznuje etapu predmétnych model v pojmotvorném procesu. Vy-
tvoreni nebo , konstrukce* pojmu nebo poznatku zakem predstavuje za-
ruku, ze nedojde k formalnimu osvojeni pojmu nebo poznatku. Tésna
souvislost téchto otazek se znakovymi reprezentacemi pojmi nebo po-
znatkl naznacuje, Zze bychom v pribéhu pojmotvorného procesu méli vy-
uzivat Siroké skaly znakovych reprezentaci (zptisobtt modelovani). Zda-
leka uz nepostacuje zatim Siroce zakofenéna predstava, ze rysovani je
pojmil a poznatki.

Je tfeba si priznat, Ze didakticky nefesSitelnym problémem skolské
geometrie je zatim pojem nekonecna. Prestoze s pojmem realného cisla
operujeme jiz od zakladni skoly, nejsme schopni presvédcit zaky zakladni
nebo stfedni skoly, ze mé smysl zabyvat se otadzkou, co je zarukou skutec-
nosti, ze kruznice a jeji se¢na maji vzdy dva spole¢né body. Problematika
spojitosti a kontinua patrné predstavuji matematicky konstrukt, ktery
nemad charakter vseobecné kompetence.

Ad B) Rozvijeni raciondlniho mysleni zahrnujiciho v Descarte-
sové smyslu:

a) Induktivni mySlenkové postupy a tvorbu hypotéz: Vyucovani
geometrii poskytuje velké mnozstvi prilezitosti k rozvijeni induktivni me-
tody v raciondlnim mysleni. Naptiklad Thaletovu vétu zavadime jako
zobecnéni experimentalné ovérené zkusenosti zakd, podle niz jsou na-
hodné vybrané body kruznice vrcholy pravych thla sestrojenych nad
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jejim pramérem. Mnoziny bodt dané vlastnosti pfedstavuji dokonce uce-
lené téma, ktery tento mentalni postup prohlubuje a upeviiuje. Mtuzeme
hned poznamenat, Ze nové a velmi G¢inné nastroje pro tuto metodu
tvorby geometrickych hypotéz predstavuje vypocetni technika a soft-
ware typu Cabri. Soudime, ze moznost rozvijet tuto kompetenci prisu-
zuje matematice a predevsim geometrii vyjimeéné misto. Srovname-li pro
jednoduchost zobecnujici tivahu Darwina o vyvoji druht, kterd rozviji
predstavy zaka o induktivnim postupu v biologii, musime konstatovat,
ze mySlenkovy postup matematiky se neomezuje na netplnou indukci.
Matematické uvazovani je v tomto smyslu silnéjsi a ,,dokonalejsi“, pro-
toZe své tvrzeni vztahuje na vSechny prvky uvazované mnoziny (i kdyz
abstraktnich) objektd. Neni ovSem jednoduché pochopit tento nédstroj
logického uvazovani. Autofi tohoto pfispévku se kazdy rok ucastni pti-
jimacich zkousSek na vysoké skoly a védi své o tom, jak malé procento
absolventt stfednich skol neformélné pochopi princip matematické in-
dukce. Uvedené skutec¢nosti souvisi bezprostiedné s nasledujici kompe-
tenci rozvijenou velmi vyrazné vyucovanim geometrii.

b) Zéklady deduktivni argumentace: Thaletovu vétu jsme schopni
s prostfedky dostupnymi uz zaktm zakladni skoly dokazat, predpoklada-
me-li, Ze plati véta o shodnosti vnit¥nich thla pfi zdkladné rovnoramen-
ného trojuhelniku. Potvrdime tak spravnost induktivni tvahy vedouci
k hypotetické formulaci Thaletovy véty. Podobnych moznosti poskytuje
skolska geometrie nepreberné, a to na nejruznéjsich drovnich obtiZnosti
a narocnosti. Jisté se vsichni dohodneme na tom, ze Skolskou geome-
trii neni mozno budovat striktné deduktivné. Zda se, Ze axiomaticka
vystavba matematické teorie je nepiilis vhodna z didaktického hlediska
pro vSechny stupné skoly. Souvisi s tim problém, jehoz dusledkem je
skutec¢nost, ze zatim nevime o vhodnych prostiedcich neeuklidovské geo-
metrizace realného svéta. Pritom bychom patrné povazovali za rozumné,
aby si lidé létajici do kosmu, osvojovali adekvatni geometrické pohledy
na svét. Z hlediska ptisné deduktivni vystavby je jisté Skolska geometrie
n,dérava“, presto vSak rozviji velmi mnohostranné zéklady deduktivni
argumentace. Je mozné, ze jsme v praci s dikazovymi tlohami prilis
opatrni, Ze by bylo ucelné posilit tuto kompetenci jesté intenzivnéji.

Ad C) Strukturalistické chapani svéta: Strukturalistické pojeti chape
svét jako souhrn vztahtu vytvarenych ¢lovékem, ktery jevy svéta aktivné
pozoruje. Véci existuji jen ve vztahu k jejich pozorovateli. Jestlize Pi-
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aget tvrdi, Zze vyvoj psychickych operaci ma grupovy charakter, je to
predevsim on, kdo do zkoumani psychickych operaci vklada tuto mate-
matickou strukturu. Poznévat svét jako mnozinu jevii nebo objekti, jejiz
prvky existuji v urcitych vztazich vytvarejicich pojmenovatelné struk-
tury, je modernim zptisobem nazirani svéta a vyucovani geometrii k tomu
muze vyznamné prispivat. Domnivame se totiz, Ze na Skolskou geomet-
rii miazeme stéale pohlizet jako na geometrii v jeji definici podané Klei-
nem v Erlangenském programu. Velmi zjednodusené feceno, na geomet-
rii zdkladni a stfedni skoly bychom méli mnohem vyraznéji pohlizet jako
na studium vlastnosti invarianti grup shodnych a podobnjch zobrazeni
v roviné a prostoru. Soudime, Ze posileni pohledu na skolskou geometrii
jako na studium struktur geometrickych transformaci, prospiva i rozvoji
kompetence strukturalisticky chapat svét kolem nés. Uzce totiz souvisi
s problematikou prace s predmétnymi modely abstraktnich matematic-
kych pojmii. Vétsina jevi redlného svéta, které se snazime geometrizovat,
mé dynamicky charakter, odehrava se v pohybu. Jednoduchym pozoro-
vanim se muzeme snadno presvédcit, ze svét, v némz zaci ziji, je plny
nejen statickych soumeérnosti, ale predevsim posunuti, otaceni, zmén veli-
kosti v daném poméru a z nich slozenych nesmirné réiznorodych pohybt.

Ad D) Poznévéani fenoménu invariance osvojovanim tvrzeni o privod-
nich jevech geometrickych utvart predstavuje kompetenci, kterou vyuco-
véni matematice a geometrii zvlast intenzivné formuje a rozviji, a kterd
je dalsi kompetenci potiebnou pro mysleni kultivovaného ¢lovéka. Véta
o souctu vnit¥nich thli, kosinova véta, vzorec pro obsah i tvrzeni o poloze
tézisté jako priseciku téznic plati pro kazdy trojihelnik v roviné i v pro-
storu. Rada tvrzeni (trojthelnikova nerovnost) zachovéva svou platnost
i pro obecnéjsi (metrické) prostory. Pfipomenime pfitom, Ze v p¥irodnich
védach nebo v nauce o jazyku se zaci setkdvaji s obecnymi tvrzenimi,
kterd maji fadu ,,vyjimek“. V fadé disciplin (déjepis, spolecenska nauka,
psychologie) poznavaji zici jevy, které nepodléhaji zadnym zakonitos-
tem (neexistuji v nich invariantni prvky) nebo tyto zakonitosti neumime
identifikovat a formulovat. Fenomén invariance a poznani jeho specific-
kych forem je pritom dilezity pro lidskou psychiku. Lidé ho samoziejmé
nehledaji jenom v matematice, fada osobnostnich charakteristik ¢lovéka
z néj vSak vychazi. Muze jit o viru, predstavy o dobru a zlu v lidské
spolec¢nosti, o krase atd. Vime vSichni, ze mnozi vyznamni matematici
nalezli sty¢né body s filosofii nebo dokonce vyznamnymi filosofy byli.
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Ad E) Aktivni tvorba algoritmu patii ke kompetencim, které
patrné kazdy ucastnik diskuse bude ochotné povazovat za vseobecnou
kompetenci. Jednani kazdého z nés se sklada z pravidelné se opakuji-
cich postupi, které musi mit identickou podobu a vést k identickému
vysledku, nemé-li dochazet k chybnym vykonim. Hromadnost, reprodu-
kovatelnost a identicnost vysledku pfedstavuji zakladni charakteristiky
algoritmu jako pojmu, ktery vznikl formalizaci konkrétnich postupt lid-
ského jednani. Vyucovani geometrii pfitom nabizi sirokou skalu problé-
movych situaci vedoucich ke konstrukci nového, pro zaka doposud ne-
zndmého algoritmu. Je znamou skutecnosti, ze tzv. konstrukéni dlohy
(které mnozinovd modernizace zcela odepsala jako archaicky relikt) ne-
potiebovaly dokazovat zdivodnéni vlastni existence v didaktickych sys-
témech aktualizaci své praktické vyuzitelnosti a presto ze $kol nezmizely.
V praxi dnes vsichni rysuji na monitorech pocitaci a jednim z hlavnich
davodi pokracujiciho vyuziti konstrukénich tloh ve vyucovani geometrii
je fakt, ze ptispivaji k rozvoji kompetence konstruovat algoritmus teseni
tlohy. Porovname-li z hlediska této kompetence nejen jiné skolni pred-
méty, ale i ostatni matematické discipliny (algebra, analyza), pfedstavuje
konstrukéni geometrie — sice akademicky, z hlediska své praktické vyu-
zitelnosti — av8ak zcela ojedinély, homogenni a velmi efektivni edukacni
nastroj pro formovani dovednosti konstruovat algoritmy. Nase zkusenosti
z prace se studenty pedagogické fakulty svédéi o tom, Ze nalezeni algo-
ritmu FesSeni ulohy syntetické geometrie predstavuje mnohdy naroc¢néjsi
problém, nez je vhodny vybér a uziti transmisivné osvojenych, i kdyz

vevs

analyze.

Ukéazali jsme na péti prikladech nasi predstavu o tom, jak by di-
daktika geometrie méla argumentovat pfi obhajobé svého postaveni ve
vzdélavaci soustavé. Souvisi s tim dalsi skute¢nost: Popsané kompetence
je mozné rozvijet prostfednictvim wvariabilntho obsahu. Kazdy jsme se
setkali s mnoha rozli¢cnymi pomtickami, nastroji nebo specializovanymi
vyukovymi kurzy pro rozvijeni prostorové predstavivosti. Deduktivni ar-
gumentaci lze cvicit jak v euklidovské roving, tak i uzitim modeli finit-
nich geometrii nebo v prostredi ¢tvereckovaného papiru i riiznymi hrami
s geometrickou tématikou. V blizké budoucnosti se budeme muset smifit
s postupnym snizovanim dtrazu kladeného na jednotny obsahovy zaklad
vyucovani geometrii a s adekvatnim zvySovanim vyznamu rozvoje kom-
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petenci doprovazeném hodnocenim jejich dosazené urovné. Tento trend
muzeme pozorovat na pojeti mezinarodnich srovnavani matematickych
znalosti, s nimiz jsme pribézné seznamovéani (TIMSS, PISA). Stejné tak
zékladni pedagogické dokumenty pripravované uz dnes skolskou spravou
maji rAmcovy charakter zvyraznujici rozvoj kompetenci a variabilitu ob-
sahu. Jde o celosvétovy trend. Naptiklad soucasna reforma matematiky
v USA (NCTM Principles and Standards for School Mathematics 2000)
se snazi vidét cile a obsah vyucovani matematice z hlediska nové peda-
gogické kultury zdtraziujici tzv. kvantitativni gramotnost (quantitative
literacy). Kvantitativni gramotnost pfitom neni jen souhrn konkrétnich
matematickych poznatki a dovednosti, jak je zname z naSich tradi¢nich
ucebnich osnov predmétu matematika. Jde o strukturalné uskupené po-
stoje, dispozice, dovednosti, navyky s vysokou komunika¢ni hodnotou,
slouzici k feSeni problémi, které lidé pottebuji pro efektivni jednani v si-
tuacich, které maji kvantifikovatelny nebo geometrizovatelny charakter.
Do popredi tedy vstupuje vyucovani matematice a specidlné geometrii
jako

e nastroj feseni problému,

e prostiredek rozvijeni racionalniho mysleni,

e forma mezilidské komunikace,

e metoda poznani strukturované architektury matematiky

e zplsob prezentace znalosti.
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SMYSL MATEMATIKY

Petr Vopénka

Smysl jako takovy charakterizoval Jifi Némec na tajné bytové pred-
nasce v lednu 1979 nésledujicimi neobycejné vystiznymi slovy: Smysl
je to ,tam® kam miri nase porozumeéni. Jinak receno smysl je ,odtud“
odkud miri k rozuméjicimu néjaké ,poselstvi“. Toto poselstvi muzZeme
oznacit jako vyznamnost, duleZitost, zajimavost, ... Co to znamend pro
rozuméjictho? V prunim pribliZeni miZeme vici: bud rozumi, nebo nero-
zumi, chdpe, nebo nechdpe. Nebo také se mize stat, Ze jsme nuceni ici:
chdpe, Ze jde o poselstvi, ale nechdpe o jaké.

Jesté nedavno by nikdo nedopfal sluchu tomu, kdo by vazné vznesl
otazku po smyslu matematiky. Jeji mnohostranné pouzitelnost vné sa-
motné matematiky, pfedevsim pak v nejruznéjsich oborech lidské ¢in-
nost, byla onim ,odtud“, odkud pro Sirokou vefejnost prichazela posel-
stvi zakladajici jeji smysl. Dokonce i matematici vycitili, kde verejnost
spatifuje smysl jejich pocinani, a proto i badani, jimz programové neslo
o zadnou takovouto pouzitelnost, ospravedlnovali nemérnym zvelicova-
nim téch pfipadd, kdy ¢as od ¢asu (byt velmi zfidka) nékteré takové
badani prece jenom dodatecné nalezlo uplatnéni vné ¢isté matematiky.
Kromé toho nejriznéjsi evidentni prakticka uziti matematiky poskyto-
vala matematikim silny argument, jimz mohli pfed Sirokou mélo infor-
movanou vefejnosti obhajovat svou ¢innost. Tim ji ovSem zaroven sami
utvrzovali v pfesvédceni, ze pravé v takovychto praktickych uzitich spo-
¢iva smysl matematiky.

Dnes vsak — na pfelomu tisicileti — opanovala pole praktického uziti
matematiky informatika. Ta ho navic, opfena o nesmirné vykonné po-
Citace, obsahla v takové §ifi, jakou matematici svymi takiikajic ruc¢né
provadénymi vypocty a vykresy nikdy nedosahli a ani dosdhnout ne-
mohli. Nasledkem toho — ackoliv matematika nezanedbatelnym zptso-
bem prispéla k objevu pocitact, ackoliv v informatice se dobie uplat-
nuje, ackoliv zavadéni pocitacu je provazeno nebyvalym rozvojem finitni
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matematiky — vystupuje pravé v souvislosti s informatikou otazka po
smyslu matematiky v neodbytné naléhavosti. Zacinaji ji verejné klast ti,
ktefi pravé v praktickych uplatnénich matematiky spatfovali jeji smysl.
Tak doslo k tomu, Ze lacinym le¢ t¢innym zakrytim hlubsiho smyslu ma-
tematiky jejim praktickym uplatnénim se otazka po smyslu matematiky
pomalu stava otazkou po smyslu jeji dalsi existence.

Informatika, o jejimz smyslu nikdo nepochybuje, vystavila tak mate-
matiku pokuseni rezignovat na hledani svého vlastniho smyslu, a vplout
do informatiky jako soucast jeji teoretické slozky. Kdyby si vSak mate-
matika méla i po té udrzet alespon zbytek samostatnosti, otazky po svém
vlastnim smyslu by se nezbavila. Pouze jeho hledani by bylo vymezeno
ramcem informatiky a tim i moznosti nalézt ho by byly vyrazné zizZeny.
Konecné neni nikterak jasné, zda idealizace a zobecnovani naplné in-
formatiky odpovida viibec jejimu duchu, neboli — fec¢eno naostro — zda
matematika pod protektoratem informatiky by se nestala jen jejim ne-
zadoucim parazitem. Pouze finitni matematika by v tomto pripadé méla
nadéji na samostatné smysluplné prezivani.

Neni to poprvé, kdy matematika je vystavena pokuSeni rozplynout se
v nécem, co s jejim vyraznym pri¢inénim vzniklo, co ji zpétné neobycejné
obohatilo a ovlivnilo, a svym vyznamem jeji smysl na dosti dlouhou dobu
zastinilo.

Doslo k tomu napftiklad jiz tehdy, kdyz nad klasickym geometric-
kym svétem povstal Newtontv mechanicky svét. Pfi rozvoji Newtonovy
fyziky se geometrie jevila jen jako trpny a svym zpisobem i chudy pod-
klad, na némz se teprve odehravalo to, co bylo krajné zajimavé; totiz
déni realného svéta jakozto souhra Newtonovych zdkond. Sto let trva-
jicimu pokusSeni stat se soucasti teoretické mechaniky a vibec fyziky,
tehdy matematika odolala. Prispél k tomu z renesance stale jesté sdi-
leny zajem o antickou geometrii ozivovany jejim uzitim ve stavebnictvi,
pozdéji i algebra predevsim studiem polynomil, a s konecnou platnosti
pak dotvofeni komplexnich ¢isel, zadjem o jejich studium a pozoruhodné
vysledky pfi ném dosazené.

Druhému velkému pokuseni tohoto druhu matematika neodolala. Za-
slepena tchvatnou krasou a zavratnou rozlehlosti barokni stavby klasic-
kych aktudlné nekoneénych mnozin, jejiz zaklady polozil Bolzano a kte-
rou az do nebetyénych vysek vyzvedl Cantor, usilovala matematika dva-
catého stoleti stat se soucasti Cantorovy teorie mnozin, ba dokonce s ni
splynout; neboli vstoupit do raje, ktery matematikim oteviel Cantor
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a z néjz je jiz nikdo nevyzene, jak to na pocatku stoleti dal matematice
do vinku Hilbert.

Toto tsili se preneslo i do kol a svého vrcholu doséhlo patrné u nas
v utvorivsim se zde skanzenu predvalecné némecké matematiky vcetné
jeji preciznosti. A tak se naSi studenti udili, aniz byli sezndmeni, aniz
vibec mohli byt seznameni, se smyslem tohoto poc¢inani, ze pfimka je
mnozinou bodi lezicich (kde jinde neZ) na pfimce, Ze tfi pétiny jsou
mnozinou uspofadanych dvojic jistych celych ¢isel, Ze realné ¢islo je mno-
Zinou vSech raciondlnich ¢isel mensich nez (co jiného) ono samo, jde-li
pak navic o ¢islo racionalni, tak to uz neni tim, ¢im bylo prve, ale mno-
zinou vsech drivéjsich racionalnich ¢isel mensich nez to, ¢im bylo prve
a podobné.

Teprve az informatika vyvadi nyni matematiky z omylu vkladat celou
matematiku do Cantorovy teorie mnozin, podobné jako by teorie mnozin
(a nejen ona) usvédéila matematiky z omylu, kdyby byli byvali podlehli
pokuseni vlozit celou matematiku do teoretické mechaniky.

Neméné zcestné by bylo hledat smysl matematiky v logice. Matema-
tika neni soucasti logiky, i kdyz — stejné jako kazdé lidské pocindni —
logiku vyuziva. Pravdu vsak maji ti, ktefi rikaji, Ze logicky myslet se
lze naucit i bez znalosti matematiky. Logika pouzivana v matematice —
tak zvany predikatovy kalkul — je nadto logikou strnulého svéta, tedy
jen specidlnim a velmi tzkym vysekem z logiky. Je to vsak ta jeji ¢ast,
kterou pravé matematika zpracovala a rozvedla do takové hloubky, o niz
se drive logiktim ani nesnilo.

Snad pro tplnost by bylo zdhodno zastavit se nejprve u otazky ,jaky
smysl m4 otdzka po smyslu matematiky“, neboli jaky — a zda vibec —
smysl ma tato nase tivaha.

Smysl otazky po smyslu matematiky spoc¢iva pochopitelné v odpovédi
na ni, a to i tehdy, kdybychom dospéli k zavéru, ze matematika zadny
smysl nema. Kdo vSak mé pro matematiku porozuméni, ten pritomnost
jejiho smyslu citi. Otazkou pouze je, jaky jeji smysl je. Od odpovédi
na tuto otazku se totiz odviji i nd$ vztah k ni, jmenovité pak zpusob
jejiho vyucovani, smér jejiho dalsiho rozvijeni, vstficnost k tomu, co ji
obohacuje a podobné.

P1i hledani smyslu matematiky bychom se neméli nechat zmast tim,
¢im se v té ¢i oné dobé matematika proslavila, ani tim, co prosadila nebo
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prosadit pomohla. Naproti tomu samotné skute¢nost, Ze se matematika
obcas proslavila, ze obcas leccos prosadila nebo prosadit pomohla, by
nam meéla byt voditkem pfi tomto hledani. Jeho vychodiskem pak je sice
velmi obecnd, nicméné pravé pro ni do zna¢né miry specificka nasledujici
charakteristika obsazena v tuvodu k mé knize Uhelng kdmen evropské
vzdélanosti a moci.

Matematika je veletokem wvalicim se k ndam od obzord minulosti, sy-
cengm z nescetnych prament i praménku sotva znatelnych, okdzale se
lesknoucich i skrytych v temmnotdch, vytrysklijch na usvité vzdélanosti
i v dobdch neddvnych, ba témer soucasniych. Zprdavu, kterou ndm pri-
ndsi, se budeme snaZit cist. Ne vsak tu, jeZ pluje po jejim povrchu a je
zachycena v nepreberném mmnozstvi poznatki, jimiz jsou precpdny tisice
knih, ale tu, kterou ndm prindsi o lidském pozndni. Vidyt v té ucelenosti
jako ona by ndm o ném jen mdlokdo mohl povédet vice. Do ni se zapsaly
déjiny lidského ducha — a nékdy i srdce.

Rozmanitost myslenkovych proudu slévajicich se v matematiku nam
ztéZuje, ne-li znemoznuje, vyslovit néjakou takovou definici matematiky,
ktera by zfetelné matematiku vymezila a usnadnila ndm tak poukazat
na jeji smysl. Jinak je tomu ovSem v pripadé jednotlivych proudt mate-
matiky. I tam je vSak nutno s takovymi pripadnymi definicemi zachézet
uvazlivé. Uziteéné pro tyto acely jsou totiz hlavné ty, které oteviraji
novéa pole pluisobnosti a nikoliv ty, které konzervuji soucasny stav. Tako-
vou otevirajici definici byla napfiklad znamé Kleinova definice geometrie,
pod niZ se nejen vesla vétsina toho, ¢im se geometii pravé zabyvali, ale
zietelné ukazala i na to, ¢im by se zabyvat mohli a méli. Negativni do-
pad na geometrii by pak tato definice méla tehdy, kdyby se geometrie
neodvazovala prekracovat hranice, do nichz ji byla seviena.

O tom, ze matematika je vskutku utkdvana z rozmanitych myslen-
kovych a také ovsem kulturnich proudd, se presvéd¢ime, jakmile z pa-
tficného odstupu pohlédneme na jeji historii. Proto i my nyni velmi
struéné na nékteré z nich upozornime. Teprve povaha téchto jednotli-
vych proudd, jejich vzajemného propleteni a ovliviiovani nam totiz miize
poodhalit povahu celé matematiky; a jeji vztah k myslenkovému vyvoji
lidstva pak i jeji smysl.

Dva patrné nejvlivnéjsi a také nejznaméjsi proudy matematiky, ma-
tematika geometrického nazoru a matematika kalkulaci, vytryskly jiz
v davnovéku. Prvni byl pfedstavovan antickou geometrii, druhy indic-
kou aritmetikou. O tom, Ze to jsou proudy znac¢né odlisné, svédci i to,
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7e geometrie a aritmetika byly po jistou dobu povazovany za dvé sa-
mostatné védy. Velkou Cast prvniho z téchto proudiu jsem se pokusil
zachytit v mych Rozpravdch s geometrii, jejichz souborné vydani nyni
vyslo pod nazvem Uhelngj kdmen evropské vzdélanosti a moci. Proto mu
v této pfednéasce bude vénovano jen par struénych poznamek. Struénou
charakteristiku druhého prebirdm z rukopisu mé knihy Meditace o zad-
kladech védy, ktera vyjde v pristim roce.

Otevieni geometrického svéta v jeho cistoté, k némuz doslo v antic-
kém Recku, bylo udalosti, ktera rozhodujicim zptisobem ovlivnila vyvoj
nejen matematiky, ale evropské védy vibec. Neslo totiz o svét ledajaky,
ale o svét jevli pozoruhodné skloubenych, do krajnosti vyostfenych, na-
prosto urcitych, neménnych a nadc¢asovych.

I kdyz pohledy do geometrického svéta bylo vyhodné vést skrze kostr-
baté a vselijak propletené ¢ary nakreslené v pisku nebo vyryté do vos-
kovych tabulek, poptipadé skrze nékteré jiné jevy prirozeného realného
svéta, Slo o svét jiny. Jevy prirozeného realného svéta vlastné geomet-
ricky svét zakryvaji. Ostatné ne kazdy umi skrze obrazek kruznice a ji
se dotykajici primky proniknout az ke kruznici a pifimce geometrické
a zahlédnout, zZe se dotykaji toliko v jediném bodé. Pritom vSak ackoliv
geometrické poznatky jsou nase vytézky ze svéta geometrického, presto
i prirozeného realného svéta se tykaji. Tykaji se ho néjak tak, jak se
geometricka koule dotyka koule vytesané z kamene.

P1i hlubsich pohledech do geometrického svéta vychazely na svétlo
dalsi a dalsi prekvapivé, a pritom nepochybné skutecnosti. Poznatky
o nich ziskané pak mély trvalou povahu, byly jasné, urcité, nepomi-
jivé a neménné. Geometrie, jez je osvétlovanim geometrického svéta, se
tak stala onim ptikladnym bozskym epistémé, védou v nejopravdovéjsim
a nejvazenéjsSim smyslu toho slova, na rozdil od sice uzite¢ného doxa, jez
vSak je védénim pomijivym a méné urcéitym.

Pod nanosem jevi prirozeného realného svéta tak ze skrytosti po-
vstaval strohy, chladny, netec¢ny, le¢ nezvratnou pevnosti tctu budici
svét novy, svét geometricky. Nelze se divit, Ze jeho povaha spolu s jeho
zéhadnym otevienim vedla antické myslitele k tomu, aby pravé z néj
ucinili misto pravdy v jeji nejvétsi Cistoté. Nasledkem toho se geometrie
stala védou objevujici pravdu v jeji majestatné tvrdosti a sile.

Antickd geometrie se tak stala idedlem opravdové védy a toto posta-
veni si v Evropé zachovala az do konce druhého tisicileti. Dnes je pro
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nas kromeé toho téz tim, co spojuje nasi soucasnost s antikou, co nam
vice nez cokoliv jiného umoznuje vstupovat do antického myslenkového
svéta.

Na skolach by se geometrie méla ucit v tom pojeti, v némz vznikala
a v némz byla péstovana az do konce devatenactého stoleti, tedy nikoliv
v pojetl mnozinovém. Jeji omezeni nebo dokonce vylouceni ze skol by
bylo ¢inem barbarskym, srovnatelnym se zaplnénim kostela exponaty
ateistického muzea.

Pfiblizné v téze dobé, kdy byl v antickém Recku polozen tihelny ké-
men novovéké evropské védy, rodil se pozvolna v Indii jeji nejucinnéjsi
nastroj: metoda, pro niz jsem zvolil ndzev matematika kalkulaci.

Z divodi ne dosti jasnych byli indi¢ti Arjové okouzleni velkymi ¢isly.
Hned v jednom z jejich nejstarsich spisd, jimz je Lalitavistara, doprovazi
Buddhu 32 tisic bédhisattvi (to je téch, ktefi se stanou jeho vtélenim)
a 12 tisic mnicht. Vrcholem pak jsou v tomto spisu popisované Buddhovy
schopnosti dopocitat se velkych ¢isel. Na otdzku muZe-li pocitat jesté
déle nez 100 Koti (jedna miliarda), vyjmenoval je§té 22 ¢isel, z nichz
kazdé nasledujici je stonasobkem predchazejiciho, az do ¢isla tallaksana
(coz je pii nasem soucasném znadeni ¢islo 10°). Potom fekl, Ze tato &isla
tvori pouze prvni pocet a téchto poctu je devét. Posledni ¢islo v devatém
poétu by tedy bylo 10%2L.

Sice mnohem mensi, le¢ rovnéz nepredstavitelné velkd, je i uvadéna
délka zivota stvofitele Brahmy, ktera ¢ini sto jeho let, coz je 31104 -
-101° roka lidskych. Jeden Brahmiv den, takzvana kalpa (4 320 miliont
rokt lidskych), je pak dobou trvani jednoho svéta. K tomu dodejme, Ze
nejen v Evropé, ale viibec v bézném lidském Zivoté byla jesté dlouhou
dobu pro svou velikost sotva upotfebitelna i takova dnes jiz mala cisla,
jimiz kdosi vyjadfil velikost armad, o nichz Bhagavadgita pise ve svém
prvinim zpévu. Kuruovska armada, ktera méla 11 divizi, byla pry o ¢tyfti
divize pocetnéjsi nez panduovska. Jedna divize — aksauhini — méla 21 870
véleénych vozi, stejny pocet slonti, 65610 jezdct na konich a 109 350
pésaka.

Indtim ovSem neslo jen o oznaCovani a pojmenovavani téchto ob-
rovitych cisel, ale téz o pocitani s nimi, to je predev§im o provadéni
zékladnich aritmetickych operaci s ¢isly. Pfitom pomalu vychézelo na-
jevo, zZe obtiznost provadéni téchto operaci souvisi s tim, jak proziravé
a damyslné znaceni c¢isel bylo zvoleno. Az pak najednou indi¢ti mate-
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matikové poprvé v déjinach lidstva stanuli v idivu nad tajemnou moci
znakl propijéenou jim vhodnymi kalkulacemi s nimi. Aritmeticky kal-
kul zaloZeny na pozi¢ni desitkové soustavé (dotvofeny pravdépodobné
v sedmém stoleti indickym matematikem Brahmaguptou, jenz v tako-
vém pripadé zaujima v matematice kalkulaci stejné misto jako Euklei-
des v matematice geometrického nazoru) obdarovaval ty, ktefi se v ném
vyznali, schopnosti rychle a sou¢asné naprosto davéryhodné operovat
(dodnes pouzivanym zpiisobem) s pfirozenymi ¢isly. A je tfeba zdiraz-
nit, zZe pravé snaha operovat s nepredstavitelné velkymi ¢isly, a nikoliv
s Cisly uzivanymi v bézném zivoté, vedla k objevu zminéného aritmetic-
kého kalkulu. Pro béznou potiebu postacovaly v Evropé jesté vice nez
tisic let po objevu tohoto kalkulu ¢islice Ffimské, pocitadlo a znalost velké
nasobilky.

K vyznamnému setkani indické aritmetiky a pocatkn algebry s antic-
kou geometrii doslo v prvni poloviné devatého stoleti v arabské matema-
tice. Uenci soustfedéni v proslulém Bajt al hikma v Bagdadu, zaloze-
ném a podporovaném kalifem al Maminem, se prostiednictvim pieklada
seznamili jak s indickou aritmetikou, tak s Eukleidovymi Zdklady.

Zde také ptisobil al Chvarizmi, matematik, jenz znal jak neocenitelné
prednosti indického aritmetického kalkulu, tak i misto ostré a nezvratné,
byt studené, antické pravdy, jimz byl geometricky svét. Proto se, ovliv-
nén feckym myslenim, pokousel opfit o geometricky nazor opravnénost
nékterych slozitéjsich pravidel kalkulovani s €isly; jmenovité téch, ktera
se tykala kvadratickych rovnic. Podnéty k tomu nalezl v téch kapito-
lach Zdkladi, v nichz Eukleides odkryl mnozstvi vztahti mezi veli¢inami
ukazujicimi se na geometrickjch objektech. Ukolu, ktery si pfedsevzal, se
pak zhostil tim zptisobem, Ze veli¢iny aritmetické, to je Cisla, zndzornoval
podle potieby bud jako délky tsecek, nebo jako obsahy obdélnikt. Pii-
tom vsSak nahlédl, aniz z toho vyvodil patfiéné dusledky, ze geometrické
veli¢iny pri aritmetickych tivahach netoliko hraji tlohu nadbyte¢ného
prostfednika, ale nezfidka mohou i takovou ivahu zatemnit. Jmenovité
se to stalo v jeho Algebraickém traktdtu pii objasnovani vztahu, ktery
bychom dnes zapsali (100 + 2 —20x) 4 (50 + 102 — 22%) = 150 — 2> — 10z.
Tehdy se nasledujicimi slovy vzdal sluzeb geometrického nazoru:

Obrazek zde nent nakreslen, nebot v ném vystupuji t¥i rozlicné druhy —
kvadrdty, koreny a ¢isla — a neni nic, cemu by mohly byt rovny. Mohli
bychom sice i pro tento pripad nakreslit obrdzek, nebyl by vsak pruhledny).
Odivodneént slovy je snazsi.



42 Petr Vopénka

Dodejme, Ze pfi objasnovani feSeni kvadratickych rovnic, kde nasta-
vaji podobné potize, se al Chvarizmi neodvazil obrazek vynechat a misto
geometrického nazoru pouzit prostou logiku.

Algebraicky kalkul operujici se znaky oznacujicimi proménné pro
¢isla (netoliko jiz jen pfirozend), pii némz jsou aritmetické operace pouze
naznacovany k tomu ucelu zvolenymi znaky, byl postupné zdokonalovan,
a nakonec dotvofen v Evropé. Dalo se to od druhé poloviny dvanactého
stoleti do konce stoleti Sestnactého. Jakkoliv tedy aritmeticky kalkul je
nadhernym vytvorem indickych Arja, algebraicky kalkul je vyplodem
zapadoevropské ¢inorodé tvorivosti.

Viechny problémy geometrie lze snadno prevést na takové virazy (ter-
my), k jejichZ sestrojeni staci zndt pouze délky nékterych isecek. Vyslo-
venim této teze zacind proslula Descartova Geometrie vydana roku 1637.

Vyrazy, o nichz je fec¢, jsou algebraické termy (to znamen4 jista slova
v abecedé slozené z operac¢nich znakd pro sc¢itani, od¢itani, nasobeni,
déleni a odmocniovani, déle pak z konstant pro ¢isla a zavorek) kopiru-
jici vztahy mezi danymi a hledanymi geometrickymi veli¢inami, pfi¢emz
v nich vystupujici bliZze neuréené konstanty (proménné) oznacuji délky
onéch zminovanych vychozich tsecek. Descartes pak predvadi, jak lze
podle navodu zachyceného takovym termem, v némz se vyskytuji nej-
vySe druhé odmocniny, sestrojit z danych tsecek tsecku hledanou.

Descarttiv myslenkovy obrat byl dalekosahly. Jestlize diive byl geo-
metricky svét mistem, v némz algebraicky kalkul hledal oporu pro oprav-
nénost svych pravidel, tak nyni se stal mistem, v némz algebraicky kalkul
nalezl vyznamné uplatnéni. Vedle obori ¢isel (pfirozenych, raciondlnich,
realnych) se tedy i geometricky svét stal pfedmétem, na jehoz studiu se
podili algebraicky kalkul. V Descartové Geometrii tak byla matematika
kalkulaci pouzita ke studiu jednoho z prvnich prfedmétt studia matema-
tiky, jimz je Eukleidovsky geometricky sveét.

Descartovou zasluhou se matematika kalkulaci dockala svého tfetiho
triumfalniho tspéchu. Poprvé to bylo tehdy, kdyz ¢lovék znaly indic-
kého aritmetického kalkulu hbité a bezpecné pouhou kalkulaci s ¢isli-
cemi predpovédél vysledek soucinu dvou pfirozenych ¢isel, k némuz se
¢lovek neznaly klopotné dopracovaval. Podruhé tehdy, kdyz ¢lovék znaly
algebraického kalkulu hbité a bezpec¢né pouhou kalkulaci se znaky pred-
povédél feseni slozité slovni pocetni tlohy, k némuz se ¢lovék neznaly do-
pracovaval jen s nesmirnou dusevni namahou. Potfeti nyni, kdyz ¢lovek
znaly algebraického kalkulu a jeho pouziti v geometrii pouhou kalkulaci
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se znaky hbité navrhl geometrickou konstrukci pozadovaného objektu,
jejiz spravnost ¢lovék toho neznaly nahlizZel jen s velkymi obtizemi, pro-
nasledovan pfi tom pocitem, Ze takovou konstrukci by sam asi nebyl
schopen vymyslet.

Jiz z uvedenych t¥i uziti matematiky kalkulaci bylo mozno usuzovat
na povahu tohoto myslenkového proudu matematiky. Pokud pfedmétem
studia algebry byla jen ¢isla, mohla byt matematika kalkulaci s algebrou
ztotozllovana a nasledkem toho povazovana za védu, nebot méla sviij
jasné vymezeny predmét studia. Jakmile se vSak ukazalo, ze predmétem
jejiho studia mutze byt stejné tak dobie geometricky svét, jenz byl dosud
vyhradnim pfedmétem geometrie, bylo ziejmé, ze matematika kalkulaci
zadny svij vlastni pfedmét studia nema. Jinymi slovy pfedmétem jejitho
studia muze byt cokoliv, pro co se podafi vytvorit hru se znaky, ktera je
pro takové studium prihodna. Matematika kalkulaci ve své nejobecné;jsi
podobé neni véda; je to metoda.

Tyto prvni t¥i priklady uziti matematiky kalkulaci nam téz umoznuji
tuto metodu blize vymezit, a to nasledujicim zptsobem: Matematika
kalkulaci je metoda predpovidani pomoci formalnich kalkuli. Pfitom
formalnim kalkulem rozumime hru se znaky provadénou podle néjakych
pevné stanovenych pravidel. Pfedpovéd pak chapeme v Sirokém vyznamu
zahrnujicim predikci (do budoucna), kodikei (v pfitomnosti) i retrodikei
(do minulosti), tedy jako minéni pfedchazejici védéni, ve védé pak jako
védéni predchazejici evidenci.

Uzitecnost a sila matematiky kalkulaci jakozto metody je v kazdém
zvlastnim pripadé jejiho uziti rozhodujicim zptisobem zavisla na volbé
pfihodného kalkulu, tedy na nécem, co matematikou v pravém smyslu
slova jeSté neni, co vSak lze nazvat protomatematikou, nebot to vlastni
matematiku predchézi.

V protomatematice se stietavaji rizné, Casto zna¢né protichidné za-
méry, a nelze tudiz stanovit néjaka jednoznac¢na pravidla, podle nichz
bychom se ji mohli naucit. Tak napriklad na jedné strané by bylo za-
douci, aby zvoleny kalkul co nejuplnéji kopiroval studovany predmét,
nebot predpovédi jeho prostiednictvim ziskané by neopomijely zddnou
stranku studovaného pfedmétu. Na druhé strané v piipadé néjakého bo-
hatého predmétu studia by takovy kalkul mohl byt velmi tézkopadny,
takze by neposkytoval jednu, z prvnich dob matematiky kalkulaci nej-
vice cenénou vyhodu, totiz hbitost pfi vyslovovani predpovédi. Podobné
nevyhodny mize vSak byt i co mozna nejjednodussi popis studovaného
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predmétu. Prikladem toho by bylo oznac¢ovani pfirozenych ¢isel odpovi-
dajicim mnozstvim Carek.

Vhodny kalkul musi se studovanym pfedmétem ladit, vyzdvihovat
podstatné a tlumit okrajové, byt elegantni a tihnout k jednoduché pri-
zra¢nosti, ne vSak mélké, ale hluboké a proziravé. Kratce feceno, pro-
tomatematika neni ani véda, ani metoda; je to umeéni, které je nad jiné
obtizné, coz je patrno jiz z toho, Zze mezi vSemi ostatnimi se muze chlubit
zdaleka nejmensim mnozstvim hodnotnych uméleckych dél. Vytvoreni
kteréhokoliv takového zdarilého dila bylo vSak vzdy udalosti dalekosah-
lého déjinného vyznamu.

Protomatematika matematice (a nejen ji) poskytuje i jiné neoceni-
telné sluzby nez jen ty, které Ize vtésnat do prve uvedeného ramce ma-
tematiky kalkulaci. O tom vsem by bylo zdhodno napsat pfinejmensim
tak obsahly spis, jako jsou Rozpravy s geometrii. Protoze ale doposud na-
psan nebyl, nezbyva nez uvést na ukazku nékolik namatkou vybranych
prikladt.

Pouzivany kalkul mtze upozornit na néco, co ve studovaném pred-
métu bylo dosud skryto, nebot dosavadnimi metodami to bylo obtizné
dostupné. (Pfi studiu rovinnych kiivek se zprvu geometrie zabyvala ku-
ZeloseCkami a pak jesté nékterymi zvlaStnimi kiivkami, napiiklad Archi-
médovou spirdlou. Algebraicky kalkul obratil pozornost geometru téZ na
algebraické kiivky vyssich stupni.)

Prve uvedend Descartova teze pozd€ji umoznila provadét i prekvapivé
zaporné predpovédi. Snadno lze ovéfit, ze takzvané konstrukce pravit-
kem a kruzitkem lze zachytit algebraickymi termy, v nichz se vyskytuji
nejvyse druhé odmocniny. Kdyz se pak ukézalo, ze naptiklad trisekce
thlu (to je uloha rozdélit pravitkem a kruzitkem thel na tfetiny) vede
v obecném pripadé k takové rovnici tfetiho stupné, jejiz kofeny nelze vy-
jadrit takovymto algebraickym termem, bylo tim predpovézeno, ze tuto
tlohu nikdy nikdo nevyfesi. Ac¢koliv jde o pfedpovéd naprosto zaruc¢enou,
prece jen mnoho lidi jeji tthu neuneslo. Dodnes ji nékteri lidé nedivéruji
a stale se pokouseji trisekci tthlu nalézt.

Uvolnéni pravidel kalkulovani v néjakém daném kalkulu za tcelem
zjednoduseni kalkulaci muze vést k rozsireni studovaného predmétu po-
dobnym zptisobem, jakym byla realna ¢isla rozsifena do ¢isel komplex-
nich.

Ke studiu néjakého daného predmétu mohou byt vhodné rtzné kal-
kuly, pficemz kazdy z nich odréazi jiny p¥istup k tomuto pfedmétu. (Ana-
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lyticka geometrie zaloZena na soutadnicovych osich, nebo na vektorovém
poctu.)

Naopak tyz kalkul mtze byt vhodny i ke studiu riznych predmétii
a zprostiedkovavat tak podobnost mezi nimi, kterd pfi povrchnim po-
hledu nemusi byt zfejmé. To jednak umoznuje ¢erpat podnéty ke studiu
jednoho z nich ze studia druhého (a nékdy téz tyto pfedméty uvadét do
tésnéjsiho souladu; naptiklad redlna ¢isla byla takto uvedena do souladu
s délkami tsecek), jednak z téchto pfedmétt odlucovat — to je abstraho-
vat — co je pro né z hlediska takového kalkulu spolecné, tedy vytvaret
abstraktni struktury a rozvijet abstraktni matematiku.

Na néktery protomatematicky vytvor (kalkul) ani zZddnd matematika
nemusi bezprostifedné navazovat, a presto je jeho uzitecnost nepochybna.
Prikladem takovéhoto mistrovského a nad jiné dimyslného dila je hlas-
kové pismo.

Prve uvedeny vycet tii triumfalnich tspéchi matematiky kalkulaci
doplnime o &tvrty (ktery nebyl jejim tspéchem poslednim). Doslo k nému
tehdy, kdyZz ¢loveék znaly infinitezimélniho kalkulu (objeveného Newto-
nem a Leibnizem) hbité vypocital, Ze ploSny obsah ttvaru vymezeného
sinusoidou a osou z v intervalu od 0 do 7 je roven dvéma, coz ¢lovék
neznaly tohoto kalkulu nebyl schopen viibec nahlédnout.

Na tomto tspéchu se ovsem nemalou mérou podilela téz matematika
geometrického nazoru. Po rozepnuti geometrického svéta do klasicky vy-
klddaného absolutniho nekone¢na, k némuz doslo nékdy ve stfedoveéku, se
totiz pod piivodnim, pfirozenym geometrickym svétem, to je pod tim, do
néjz nahlizeli a ostatné dodnes nahlizeji geometii, objevilo jeho dvojce.
Je jim klasicky geometricky svét rozpinajici se do takovych dalek a hlu-
bin, do nichz zadny smrtelnik nedohlédne. Body pfirozeného geometric-
kého svéta tak byly podlozeny monadami bodu klasickych, coz umoznilo
zavést nekonecné mala redlna ¢isla. Vypracovani geometrického nézoru
tykajiciho se vztahu obou zminovanych geometrickych svéti pak teprve
otevrel dvefe infinitezimalniho kalkulu, jimZz matematika dosahla onéch
udivujicich vysledk.

Pti kalkulacich s nekoneéné malymi veli¢inami dochéazelo obcas k chy-
bam a nékdy i k naprostym absurdnostem. Ty pramenily z neujasnénosti
toho, Ze jde o dva vnitiné nerozlisitelné geometrické svéty (nebo, chceme-
li, dvoje realn4 ¢isla) nachézejici se v pomérné jednoduchém a nazorném
vztahu. Aby k témto chybam a nedopatfenim nedochéazelo, rozhodli se
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matematici dosdhnout vSech vysledku infinitezimalniho kalkulu tivahami
tykajicimi se toliko jediného geometrického svéta (popfipadé jediného
exempléfe redlnych ¢éisel), coz mélo za nasledek vylouéeni nekoneéné ma-
lych veli¢in z matematiky. Toto stanovisko bylo podporeno i Cantorovou
teoril mnozin, kde obracené hodnoty obou dvou druhii nekonecné vel-
kych ¢isel, ordindlnich a kardinalnich, tlohu nekone¢né malych velic¢in
prevzit nemohly.

Stézi bychom nalezli situaci, na niz by se vice hodilo porekadlo o vy-
liti vanicky i s ditétem. Pro shora uvedené pocinani matematik bylo
snad mit mozno porozuméni v dobé, kdy infinitezimalni kalkul vznikal,
ne vsak jiz dnes, kdy jeho ptvodni pojeti véetné piislusného geometric-
kého nézoru bylo nejen plné rehabilitovano, ale kdy i duvéra ve snadnou
eliminaci nekoneéné malych veli¢in byla vazné otfesena (viz miyj Calculus
infinitesimalis).

I kdyz je tfeba uznat, Ze odstranovani nekoneéné malych veli¢in z ma-
tematiky vedlo vyvoj matematiky zajimavym a podnétnym smérem,
nelze jiz nadale nekonecné malé veli¢iny tvrdosijné odmitat. Matema-
tika by se tim vzdala snad vibec nejsilnégjsitho nastroje poznani, jaky na
jeji pudé vznikl.

Spolu s opétnym zavedenim infinitezimélnich veli¢in se do nového
svétla dostavaji kromé jiného i diferencidlni rovnice. Diraz, ktery jesté
nedavno byl kladen na jejich feseni prostiednictvim znamych funkei, se
nyni prenasi na jejich sestavovani. ZjiSténi, ze Teseni néjaké diferenci-
alni rovnice bylo mozno slozit ze znamych funkci totiz umoziovalo toto
FeSeni tabelovat. Dnes vSak pocitace mohou stejné dobfe, ne-li 1épe, ta-
belovat kazdou diferencidlni rovnici, popfipadé nakreslit graf jejiho rTe-
Seni.

Diferencialni rovnice zachycujici pribéhy nejriznéjsich déju fyzikal-
nich, biologickych, spolecenskych a podobné, jsme se vSak odnaudili se-
stavovat. Ono to totiz bez nekonecné maljch velicin neni vitbec snadné.
Nastésti fyzikové v odstrarovani nekoneéné malych veli¢in matematiky
nendsledovali a ani néasledovat nemohli, nebot by tim vyvoj fyziky ne-
smyslné zpomalili. Od nich se tedy sestavovani diferencidlnich rovnic
musime naudit a pak to rychle zacit pouzivat i v jinych oblastech lidské
¢innosti. To je kol zasadniho vyznamu, bez jehoz zvladnuti se nam ne-
podafi zastavit vytéstiovani matematiky ze vSeobecného vzdélani. Toto
stanovisko zastavam jiz témér ctyricet let. Nechlubim se tim, ale naopak
povazuji za svij nedostatek, Zze se mi ho nepodarilo prosadit.
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Tabelujeme-li feseni néjaké diferencialni rovnice, nahrazujeme infini-
tezimalni diferencialy néjakymi hodné malymi ¢isly. Namitka, ze v nékte-
rych pfipadech pfi mnohem mensich hodnotach diferencidlu se ndm na
obrazovce pocitace miize objevit zcela jiné feSeni, poptipadé ze pii limit-
nim prechodu diferenciali k nule tato rovnice feseni viibec nemusi mit,
je legitimni. Na to je vSak tfeba opacit, ze sestavenim prislusné rovnice
uloha nekonéi, ale ze tuto rovnici je tfeba analyzovat. Kromé toho pii
sestavovani takové rovnice oznacCime za diferencial napiiklad vzdalenost
néjakych dvou molekul. Potom ale ten graf na obrazovce, ktery byl vy-
tvoren, kdyz jsme za hodnotu tohoto diferencialu zvolili praveé vzdalenost
téchto molekul, postihuje nejlépe ze vsech zkoumany déj.

Uvahami o infinitezimalnim kalkulu jsme se dostali na ptidu vysoko-
skolského studia. Nicméné i na stfednich skolach je zadouci vyhody ne-
kone¢né malych veli¢in studenttim predvést a sice pfi odvozovani vzorct
pro objemy a povrchy klasickych téles; to znamena odvozovat tyto vzorce
tak, jak byly vskutku ptivodné odvozeny.

Jednim z nejvdéc¢néjsich predmétt matematického studia se stalo ne-
konec¢no ve svych nejriznéjsich podobach. Matematice Slo pochopitelné
o takové nekonecno, které vyhovuje pfisnym naroktim kladenym na védu
vyvolanym antickou geometrii, nyni v§ak navic téz snoubici se s kfestan-
skym vykladem nekone¢na naziraného Bohem, to znamend nekonec¢no
klasické (viz Druh€ rozpravy s geometrit).

O sporech mezi toliko potencialni nebo téz i aktudlni pfitomnosti
tohoto nekonecna, o teologickém pozadi téchto sporti, a o prosazeni ne-
konec¢na aktualniho a jeho uvedeni do matematiky Bolzanem, jsem psal
v knize Podivuhodny krok ceského baroka a nebudu je tedy nyni pfipo-
minat.

Pred vznikem teorie mnozin bylo klasické nekonec¢no spatifovano v né-
kolika rtiznych a svym zpisobem rovnocennych podobéch. Naptiklad Ro-
drigo de Arriaga rozliSoval tii nésledujici podoby tohoto jevu. Za prvé
nekonec¢no co do mnozstvi; to je mnozstvi néjakych jednotek, které nelze
spocitat tak, aby se pocitani skoncilo. Za druhé nekonecno co do veli-
kosti, ¢i lépe feCeno rozlehlosti; to je takové, které se ukazuje na tom,
co se tahne do nekonecna jako pfimka nebo prostor a podobné. Za tieti
nekonecno co do intenzity; to je nekonec¢né velkad rychlost, sila, laska,
teplota a podobné. Pridame-li za ¢tvrté jesté nekonecné malé veli¢iny,
s nimiz pracovala matematika v infinitezimalnim kalkulu, obdrzime jiz
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pomeérné dosti vycerpavajici prehled vsech napadnych podob klasického
nekonecna.

V prvni poloviné devatenéctého stoleti oznacil Bernard Bolzano ne-
kone¢no co do mnozstvi za kli¢ ke studiu vSech podob nekonecna. Uéinil
tak ve svych Paradozech nekonecna, kde nasledujicimi pamatnymi slovy
nastinil program mnozinové matematiky dvacatého stoleti.

Jde tedy jiz jen o to, zda budeme schopni urcit, co je nekonecno vibec,
a to vykladem toho, co se nazgvd nekonecnygm mnozstvim. Tak by tomu
tak bylo, kdyby se ukdzalo, Ze prisné vzato neexistuje nic jiného, nez prave
mnoZzstvi, nac lze pojem nekonecna aplikovat, to je kdyby se ukdzalo, Ze
nekonecnost je pouze urcitou skladbou mnoZstvi, neboli Ze vsechno, co
prohlasujeme za nekonecné, nazyvame tak jen proto a pokud na ném
pozorujeme skladbu, kterd se dd pojimat jako mekonecné mnozstvi.

Bolzano nam tedy radi, abychom u kazdé podoby klasického neko-
nec¢na hledali néjakou klasicky nekoneénou mnozinu, ktera tuto jeho po-
dobu vyvolava, nebo abychom alespon tuto jeho podobu néjakou tako-
vou vhodnou mnozinou podlozili, a teprve jejim prostfednictvim tuto
podobu nekone¢na uchopili. V klasické matematice dvacatého stoleti se
tato Bolzanova rada vice nez osvédcila, o cemz zajisté neni tieba zadného
matematika presvédcovat.

V této souvislosti je tieba upozornit na dnes uz sotva postfehnu-
telny, le¢ dalekosahly a diive nepripustny myslenkovy obrat spocivajici
v Bolzanem zavedeném a prosazovaném pojmu mnoziny. Vyklad néja-
kého mnozstvi i naprosto riznorodych objektt jako mnoziny, to je jako
jediného objektu, byl z hlediska bézné lidské logiky pfinejmensim vy-
kladem svévolnym. Dokonce jesté dnes bychom méli studenty vyslovné
upozornit, ze tim, kdyz vykladame néjaké mnozstvi jako mnozinu, stava
se z tohoto mnozstvi jediny objekt a muze tedy naptiklad byt prvkem
néjaké jiné mnoziny a podobné. Hovofime-li misto o mnoziné néjakych
mnozin o jejich systému, vychazime tim sice vsttic bézné logice, ale zaro-
ven podstatu tohoto myslenkového obratu zakryvame. Pravé naopak je
vhodné studenty upozornit, ze vytvareni takovychto svévolnych vykladi
je jednim z velmi tc¢innych néstroji moderni matematiky umoznujici ji
dobrat se do mist jinak obtizné pfistupnych.

Protoze mam v amyslu brzy zacit s pracemi na pokracovani prve zmi-
nované knihy, ktera bude vénovana patrné viibec nejkrasnéjsimu vytvoru
moderni matematiky, jimz je Cantorovo universum klasickych aktualné
nekone¢nych mnozin, nebudu se nyni zminovat o tom, jak obdivuhodné
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Cantor teorii téchto mnozin vypracoval, ani o dal$im rozvijeni tohoto
jeho veledila.

Vyznam teorie mnozin vSak nespociva pouze v ni samé, to je v tom,
ze ji Ize ve smyslu zminéného Bolzanova programu povazovat za obecnou
teorii nekonecna, ale téz v tom, Ze se ve dvacatém stoleti stala svétem
veskeré matematiky. Dopad, ktery toto centralni postaveni teorie mno-
zin mélo na matematiku, byl zcela mimoradny. Dostatecné docenit ho
v8ak muzeme jen tehdy, pokud zndme matematiku predchazejicich sto-
leti. Proto také na strednich skolach a dokonce ani na nékterych vysokych
nelze smysl mnozinového pojeti matematiky presvédcivé dolozit. Mate-
matika podévana v tomto pojeti pak pisobi tézkopadné, zvlasté klade-li
se dliraz na mnoZinové pretvareni (jez je ve skutefnosti modelovanim)
jinak jasnych intuitivnich pojmu.

To, Ze vSechny predméty dosavadniho studia matematiky lze v teo-
rii mnozin modelovat, viibec neznamené, ze bychom je méli nahrazovat
jejich néjakymi (nékdy i dosti slozitymi) kanonickymi modely v teorii
mnozin. Na druhé strané pravé moznost modelovat je v teorii mnozin
ma ruzné dulezité dusledky, z nichz alespon nasledujici tii je zdhodno
zminit. Za prvé teorie mnozin prebird odpovédnost za bezespornost teo-
rii tykajicich se v ni modelovanych pfedmétt. Za druhé prostfednictvim
svych modeli v teorii mnozin se rizné predméty dostavaji do souvis-
losti, které dfive nebyly tak patrné, takze vysledky ziskané pii studiu
jednoho z nich lze prenaset i na nékteré jiné. Za teti, nékteré predméty
ziskavaji v teorii mnozin vhodnou nadstavbu, do niz lze pfi jejich stu-
diu vstupovat a zase se pak vracet zpét. Takovou nadstavbou klasické
matematické analyzy je analyza funkcionalni. Pfitom ovSem celé teorie
mnozin mtze hrat tlohu takovéto nadstavby pro kteroukoliv teorii, jejiz
predmét studia byl v universu mnozin modelovan.

Konecné je tfeba zdaraznit, Ze teprve az zminovany Bolzantv pro-
gram ospravedlnil vyklad napriklad pfimky jako mnoziny bodid. Na-
sledkem toho se pak kazdd mnozina bodid v prostoru stala objektem
vhodnym nyni jiz topologického studia, coz ve svych dusledcich vedlo ke
vzniku mnozinové topologie.

Jak je vseobecné znamo, infinitni matematika je zalozena na klasicky
vykladaném absolutnim nekoneénu. V této podobé se vsak v pfirozeném
realném svété — a pravdépodobné ani ve svété redlném — nekonecno ne-
vyskytuje. Méli bychom si tedy polozit otazku jak je mozné, Ze nékteré
poznatky infinitni matematiky jsou pouzitelné v prirozeném svété a jiné
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nejsou pouzitelné ani pfi vykladech svéta redlného. Tak naptiklad fada
poznatki o klasickém kontinuu je pouzitelné i pfi vykladech tvaru stolu
stojiciho pfed nami. P¥itom i tvar tohoto stolu je kontinuum, avsak jiné
nez to, které zkouma klasicka infinitni matematika v topologii. Podobné
poznatky z klasické infinitni teorie pravdépodobnosti jsou pouzitelné pri
vykladech spolecenstvi vSech lidi a stejné je tomu i v fadé dalsich pri-
padt. Naproti tomu poznatky o mnozinach obrovitych mohutnosti, ale
téZ i o obrovitych pfirozenych ¢islech nejsou pouzitelné ani pii nejfan-
tasti¢téjSich vykladech svéta realného.

Jsou-li vSak nékteré poznatky infinitni matematiky pouzitelné v pii-
rozeném realném svété, pak v tomto svété musi byt nekonec¢no v néjaké
podobé pritomné. Toto nekonecno nazyvam nekoneénem prirozenym.
Protoze nékteré poznatky o klasickém nekone¢nu nejsou v prirozeném
realném svété pouzitelné, nefidi se nekoneéno pfirozené tymiz zakony,
jako nekonecno klasické. Dokonce neni ani oklesténym nekonec¢nem kla-
sickym, jak by se snad pri povrchnim pohledu mohlo zdat. Nicméné i pri
jeho studiu se ukazuje tcelné fidit se prve zminénym Bolzanovym progra-
mem. Vychazeje z téchto podnétt zacal jsem pred mnoha lety budovat
tzv. alternativni teorii mnozin.

Pro matematiku dvacatého stoleti jsou vedle jejiho mnozinového po-
jeti pfiznacna téz pozoruhodnd vyusténi nékterych ramen matematiky
kalkulaci.

Jde pfedevsim o jeji propojeni s proudem abstraktni matematiky. To
je s takovou matematikou, kterd z nejruznéjsich situaci odlucuje holé
kostry jejich struktur a takto ziskané abstraktni struktury jednak sa-
mostatné zkoumd, jednak hledd co mozné nejriznéjsi situace, v nichz
by je bylo mozno zpétné umistit. Vysledky ziskané pii studiu té ¢i oné
abstraktni struktury pak lze prenadset na ty situace, v nichz byla tato
struktura dodatecné nalezena, tim je zasadit do nékdy az prekvapivych
souvislosti — a také naopak z povahy riznych umisténi néjaké abstraktni
struktury cerpat motivaci k jejimu dalsimu studiu.

Vlivem matematiky kalkulaci se do stfedu zajmu dostaly ty abs-
traktni struktury, které lze néjakym jednoduchym kalkulem zachytit
a zpracovat, tedy predevsim rizné struktury algebraické jako napriklad
algebraicka télesa, okruhy, obory integrity, grupy, ... a také ovSsem svazy,
booleovské algebry a podobné.
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Protoze vétsina situaci vyskytujicich se jak v redlném, tak i v raznych
matematickych svétech je vykladana jako spolecenstvi objektt jistych
vlastnosti zasazenych do jistych vztaht, poskytla teorie mnozin svymi
abstraktnimi objekty, mnozinami, relacemi a funkcemi abstraktni mate-
matice vychozi zazemi. To se pak zvratilo v usilovné vyhledavani nej-
riznéjsich umisténi abstraktnich struktur predevsim v univerzu mnozin.
Jinymi slovy, teorie mnozin, ktera abstraktni matematice poskytla od-
razovy mustek, se stala mistem jejiho nejvétsiho uplatnéni.

Cilené kalkulovani v néjakém formalnim kalkulu vyzaduje jinou
schopnost, nez je geometrickd popfipadé mnozinova predstavivost. Zaci
a studenti si tuto kalkula¢ni schopnost mohou postupné rozvijet nejprve
pri pisemném provadéni aritmetickych operaci s prirozenymi ¢isly za-
psanymi v poziéni desitkové soustavé, pozdéji pfi upravovani rdznych
algebraickych vyrazt a pfi feSeni rovnic, jeSté pozdéji pak pii derivo-
véani a integrovani funkci sloZenych z funkci elementarnich, popripadé
pri kalkulovani v nékterych méné obvyklych kalkulech.

Nékteré takové kalkulovani je zcela mechanické a mize ho provadét
stroj 1épe a rychleji nez ¢lovék. To se tyka predevsim téch kalkulovani,
ktera jsou slozena z velkého mnozstvi jednoduchych jednoznac¢né po sobé
jdoucich kroki. Pocitac¢ je vitanym spolupracovnikem také v téch piipa-
dech, kdy velké mnozstvi v tvahu prichéazejicich vysledki lze ulozit do
paméti pocitacde (napiiklad seznam nejriznéjsich integralt). Ne kazdé
kalkulovani v8ak lze néjakym takovymto mechanickym zptisobem zvlad-
nout nebo nahradit.

Bohuzel praveé ty pripady, na nichz se studenti ucili rozvijet kalkulac¢ni
problém dnesni didaktiky matematiky. Uvédomme si, Ze naptiklad jiz pi-
semné déleni vicemistnych ¢isel vyzadovalo experimentovat a odhadovat
vysledek, tedy netrividlné kalkulovat; podobné odvozovani vzorce pro fe-
Seni kvadratické rovnice (a zvlasté pak rovnice kubické) vyzadovalo vyssi
kalkula¢ni schopnosti pii praci s algebraickymi termy. Reseni uvedeného
didaktického problému, které by odvratilo hrozbu zaostavani studentu
v rozvijeni kalkula¢nich schopnosti, se neodvazuji navrhnout.

Neméné priznacné pro matematiku dvacatého stoleti jako abstraktni
matematika je i vyusténi ponékud jiného ramene matematiky kalkulaci,
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které spocivalo v tom, ze samotny jazyk matematiky se stal predmétem
jejiho zkoumani.

Umoznéno to bylo zjisténim, ze predikatovy kalkul dostatecné zachy-
cuje jazyk takové matematiky, ktera zkouma trvalé a neménné existujici
struktury, tedy ty, které byly pfedmétem studia matematiky provozo-
vané v mnozinovém pojeti.

Vznikla tak nova matematickd disciplina — matematicka logika — za-
byvajici se studiem jazyka matematickych teorii, jejich modely, vztahem
dokazatelnosti a pravdy, problémem bezespornosti a relativni bezespor-
nosti, formalizaci neklasickych logik a podobné.

Jakmile se samotné formalni kalkuly staly pfedmétem matematic-
kého studia, vyrojilo se mnozstvi problémi tykajicich se algoritmizace
kalkulaci. To znamena vydélovani z daného kalkulu téch kalkulaci, které
muze provadét stroj, coz se opét dale délilo v zavislosti na tom, o jak
dokonaly stroj by $lo, a na délce ¢asu potfebného k provedeni té ¢i oné
kalkulace.

Zavazné otazky na rozhrani matematiky a filosofie byly vyvolany pti
zkouméni vztahu jazyka a metajazyka (to je toho jazyka, jenz je pii
studiu daného jazyka pouzivén).

Udivujicich vysledkt v matematické logice dosdhl Kurt Godel. Ne-
budu je zde uvadét. Pouze pfipomenu, Ze pfi jejich dosazeni vyuzil toho,
ze kazdy kalkul lze zakédovat v oboru prirozenych cisel. Kratce feceno,
ze slova — a to i obecného jazyka, natoz pak jazyka néjaké matematické
teorie — Ize pfi vhodné interpretaci povazovat za prirozena ¢isla.

Na vysledcich zalozenych na souvislosti jazyka a Cisel se oviem ma-
tematika kalkulaci podilela jen velmi okrajové. Zde totiz patrné vibec
poprvé na pudé novoveéké védy vystoupil okézale na povrch mocny skryty
proud tzv. badani naslepo, proud evropskou védou neuznavany, le¢ ne-
védomé vyuzivany.

Evropskym myslenim prochéazi tento proud ve dvou ramenech. Do
prvniho byl sveden Pythagorem a projevoval se u néj jako zkoumani
kvalitativnich vlastnosti jednotlivych malych pfirozenych ¢isel, pozdéji
pak jako soustfedéné vzdy kolem néjakého unikatu. Jeho pokleslé odnoze
1ze v dnesni dobé€ nalézt v tzv. numerologii. Jeho druhé rameno bylo velmi
peclivé uchovavano a péstovano v zidovské kabale, kde pravé souvislost
jazyka a Cisel hraje vyznamnou roli.
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V obou pfipadech lze podstatu tohoto proudu charakterizovat jako
usili o fizené badani, které se pohybuje napfi¢ sméru vedouciho od pfi-
¢iny k ucinku.

7 povahy obou zminovanych ramen tohoto proudu lze usuzovat, ze
jeho pramen vytryskl ve starovékém Egypté, odkud ho do Evropy pfenesl
jednak Pythagoras, jednak oklikou pres Svatou zemi Izraelité.

O tomto mysSlenkovém proudu jsem sice konal nékolik predn&sek,
ale zpracovat ho zptsobem, ktery by mne uspokojoval, se mi doposud
nepodatilo.

JizZ jen z téch nékolika zastaveni na cesté matematiky déjinami, ktera
jsme v této prednasce ucinili, je patrno, ze netoliko v riznych dobach, ale
i béhem jednoho historického obdobi méla matematika rizné, navzajem
si jen malo podobné tvare a vytvarela rozmanita duchovni dila.

Matematika vSak neni souhrnem vSech tvari, v nichz se ukazala, nelze
ji ztotoznovat s dilem, které vykonala, ani s metodami, které pfitom pou-
Zivala, a¢ mnoho matematiki podvédomé na takovémto jejim vymezeni
Ipi. Tim ale konzervuji ani ne tak jeji dosavadni stav, jako jeji dosa-
vadni uplatnéni, a zaviraji tak o¢i pfed novymi tvafemi, v nichz se miize
ukazat, a dvere pred novymi dily, které miize vytvaret.

Kdyby nic jiného, tak uz jen to, ze vSechny tyto tvafe a vSechna
tato dila zafazujeme do raznych matematickych disciplin, dosvédcuje, ze
zde je cosi — totiz matematika jako takova — ¢eho rozmanitymi tvaremi
a vytvory jsou. A pravé v matematice odloucené od tvari, v nichz se
ukazuje, a nikoliv v téchto jejich jednotlivych tvarich, je tfeba hledat jeji
smysl.

K matematice jako takové se ovSsem muzeme dobrat jenom tak, ze ji
abstrahujeme (to znamend odlou¢ime) od jejich jednotlivych tvaii a vy-
tvort,, podobné jako se k rozumu jako takovému dobereme, kdyz ho
abstrahujeme od jeho jednotlivych uziti. Jinymi slovy, matematiku se
nelze naucit jinak, nez pti poctivém studiu jejich jednotlivych disciplin.
A je tfeba jasné Tici, ze toto studium neni zabavnou hrou, ale neziidka
velmi tvrdou a nékdy i nudnou praci, kterda vyzaduje nasazeni vyssiho
intelektu, nez je pouhy rozum.

Jde vskutku o vyssi stupen intelektu nez ten, jaky vyzaduje pouhy ro-
zum. Uzivat rozumu se muze naucit kazdy ¢lovek tak fikajic sim od sebe;
ne nadarmo definuje Aristotelés ¢lovéka jako tvora rozumem obdafeného.
Naproti tomu nékolik tisicileti budované duchovni dilo matematiky by
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zéddny ¢lovék sam od sebe jen uzitim pouhého rozumu nevytvoril a ani
by ho asi nenapadlo, Ze by ho mél vytvaret. Do jednotlivych matema-
tickych disciplin musi byt ¢lovék zasvécovan, aby teprve odtud nabyval
schopnosti onoho vyssiho stupné intelektu, nebo, chceme-li, aby se z néj
stal ¢lovek matematikou obdafeny.

Matematika stoji nad rozumem, je jeho vys$im stadiem — a v tom
spocCiva jeji smysl, odtud k ndm pfichazi jeji poselstvi. Zptsobem odpo-
vidajicim jeho dobé to Brahmagupta vyjadfil nasledujicimi slovy:

Stejné jako v zdri Slunce blednou vsechny hvézdy, tak také ucenec
muze v obecném shromdzdéni zastinit sldvu jingch, kdyz predlozi — a tim
spise kdyz vyresi — matematické problémy.

Matematika vstupuje do lidskych dé&jin vzdy, kdyz se ji k tomu na-
skytne ptilezitost a kdyz lidé tuto prilezitost nepromeskaji. V tom je jeji
spriznénost s evropskou kulturou mysleni, a proto nam o ni, jmenovité
o jeji kvalité, muze podavat vérohodné zpravy. To vsak jiz prekracuje
vymezeny ramec této prednasky.



PRISPEVKY V SEKCICH



Tento sbornik obsahuje podkladové materialy pro diskusi v ramci
konference.
Prispévky nebyly recenzovany.
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VYUKA FUNKCI PODPOROVANA POCITACEM

Helena Binterova

Abstrakt

Cldnek vznikl jako potveba reakce na soucasny stav ve vyuZivdni pedagogic-
kého softwaru na Skoldch pri vjuce matematiky. Je zde nastinéna obtiznost
pouZivani pocitacu pri vyuce, pokud nechceme, aby jejich pouZiti bylo pasivni
a pokud naopak chceme, aby aktivni pouZiti pocitace sledovalo spravné€ zavd-
déni pojmu z hlediska pojmotvorného procesu. Ackoliv se na pruni pohled tento
problém zdd jednoduchym ,mechat za sebe ucit stroje“, presto jej v semind-
rich didaktiky matematiky studia ucitelstvi na PF studenti povaZuji za obtizny
a nevi si s nim vétsinou rady, podobné jako ucitelé na ZS i SS.

Uziti pocitacu a pocitacového softwaru v matematice zaznamenava
v posledni dobé obrovsky vzestup. Oproti tradi¢nim metodam vyucovani
prinasi velké mnozstvi vyhod, ale na druhé strané je velice ndro¢né na
pripravu ucitele. Pfinasi také zménu prace zakd, ale ti, pokud ma byt
vyucovaci proces uskuteénény prostfednictvim pocitace efektivni, musi
byt spravné metodicky vedeni ucitelem. Ve vétsiné skol, navzdory pro-
klamacim, probiha vyuka formou instruktivniho vyucovani a pokud jsou
pocitace viibec pouzivany, je jejich uziti pasivni. Je samoziejmé obtizné
tento stav zménit a priblizit se soucasnym potfebam, ale zptisob vyuky
ucitele se nezméni zapnutim pocitace. Znamena to pro vétsinu ucitel
naprostou zménu jejich dosavadni prace, znamena to zménu zptisobu vy-
ucovani. Jinak feCeno prejit na takovy zptsob vyucovani, pii kterém je
vénovana maximalni pozornost vzajemnému dialogu ucitel-Zdk, kdy zaci
sami nebo za pomoci ucitele objevuji podstatné rysy budovaného pojmu
a kdy si samostatné ovéruji ziskané poznatky pti feSeni tloh rizného
typu a rtzné obtiznosti. Je tedy nutné zamétit pozornost na piipravu
budoucich ucitelt na PF.
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Praci s pocitacem muzeme rozdélit na dva zpusoby. Jeden zpisob,
mohli bychom ho nazvat pasivni, pfedstavuje stlacit tlacitko a cekat, az
pocita¢ provede vypocet a da vysledek. To je nejbéznéjsi zptisob vyuziti,
jakym dnes prace zakt na pocita¢i pfi vyucovani probihaji. Pfi jiném,
z didaktického hlediska jisté lepsim zpiisobu, slouzi pocitac¢ k rychlejsimu
provedeni vypocttu, nahrazuje zdlouhavé vypliovani tabulek a snadno
kresli grafy. Pfi tomto zptsobu vyuky zaktm nestac¢i konecny vysledek,
ale interpretuji jej a vytvari dalsi myslenku, mohou si do nekonecna
hrat s moznostmi TeSeni, jinymi variantami, objevovat souvislosti. Tim
se u zaku vyviji cit pro problém, zak pracuje tak dlouho, dokud ho bavi
zkoumat generované myslenky a ovéfovat z nich vyplyvajici otazky.

LINEARNI FUNKCE

Vezméme napiiklad téma linearni funkce a zpracovani vyuky tohoto té-
matu podpofené pocitacem. Obvykle vyuka funkci ve skolach probiha
formou rovnice=tabulka=-graf Zéaci se seznami s rovnici, kterd popi-
suje danou funkci, dosazovanim za proménnou a pomoci tabulky sestroji
graf funkce. Pokud podpofime vyuku pocitacem, zkratime tuto cestu na
formu rovnice= graf. To pfi zkoumani vlastnosti linearni a jinych funkci
prinasi vynikajici vysledky, nebot Zaci maji moznost vidét v jednom
grafu okamzité nékolik funkci, pozorovat jejich vlastnosti, vztahy mezi
nimi, modelovat dalsi situace a odhadovat jiné vlastnosti a ovérovat své
hypotézy. Je dilezité, ze si na zakladé vlastniho pozorovani vytvari pred-
stavu a pojem, ktery takto v jejich védomi vznika, nemuize byt postizen
nemoci formalizmu. Hodnoty do tabulky samoziejmé také dopocitavaji,
ale tabulka neplni funkci ,,cesty* k sestrojeni funkce, ale je jen prostied-
kem k ovéfeni domnénky, hypotézy. Vyznam uziti pocitace tedy spociva
jednak v urychleni zdlouhavych vypocti, ale zejména v moznosti podi-
vat se na zkoumany problém z jiné strany, a docilit tak u zaka schopnost
vidét nakonec v zadané rovnici pro funkci na zakladé pozorovani rovnou
graf a tim i mit pfedstavu o vlastnostech dané funkce.

Klasicka vyuka tohoto tématu vétSinou zacind vysvétlenim vlastnosti
funkce y = x, oznacenim nazvu této funkce a sestrojenim grafu pomoci
tabulky po dosazeni hodnot za proménnou x. Poté se prace vétsinou
omezi na sestrojeni nékolika dalsich grafti posunutych funkei a ucitel pro-
vede zobecnéni studovaného problému. Zaci nabyvaji dojmu, ze ,funkce,
to jsou ty tabulky“ a navic pojem linearni funkce a jeji vlastnosti v jejich
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védomi nevznika vlastnim aktivnim pozorovanim, ale zprostiedkované,
prostifednictvim ucitele.

Uvadim jeden takovy piiklad prace pro ilustraci mozné prace v ho-
diné matematiky na ZS, jejim# tématem je linedrni funkce. (P¥i vyuce
je vyuzit matematicky program ,Matematika“ multimedialni CD-ROM,
stfedoskolska matematika 97. Je to program finanéné dostupny a snadno
osvojitelny i pro zaky ZS.)

1.

Vezméme funkce y =z +4,y=x+8, y=z,y=z—-3,y=x —
— 4,5. Nechme sestrojit jejich grafy pocitac. (Zaci tedy maji pred
sebou jiz sestrojené grafy linearnich funkci, aniz je sami pocitaci
zadavali.)

. Pozoruj graf pred sebou a snaz se popsat, co vidis, jaké jsou tyto

funkce, srovnej je, popi$ jejich vlastnosti, ¢im se lisi, v ¢em se sho-
duji? Vse, co zjistis, si zapis.
Jak se od ostatnich odlisuje graf funkce y = x? Napis vSe, co v grafu

miiZzeS pozorovat.

Sestroj na papir sim graf funkce y = x, y = = + 4, porovnej sviij
vysledek s pocitacem.

Pokus se popsat rovnici vSechny uvedené grafy na obrazku.

Napi$ zavér predchozich ivah a pokus se napsat obecnou rovnici
popisujici predchozi funkce. Navrhni nézev pro pozorované funkce,
odvozeny z jejich vlastnosti.

Zadej pocitaci sestrojeni dalsich 5 podobnych grafii a odhadni pre-
dem vysledek.

Zmén znaménko u absolutniho ¢lenu a odhadni zménu. Pozoruj
tyto zmény na grafech, které sam zadas, ovér vysledek pocitace
tabulkou napfiklad pro funkci y = —x + 1.

Podobnym zptisobem miizeme postupovat déle a rozvijet tak u zaku
schopnost samostatné uvazovat, klast si otazky a zdivodnovat si je. Ne-
budou tedy pouze reprodukovat naucené standardni tlohy, ale budou
schopné tvorivé premyslet.
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Tvofivost v matematice znamena vytvoreni podminek pro vznik
tvarci aktivity zakd, pro rozvoj schopnosti aplikovat poznatky. Je za-
potrebi naucit zaky nechapat matematiku pouze jako vzdélavaci cil, ale
jako nastroj k pochopeni svéta, ktery nas obklopuje. Podstatou modelo-
vani v matematice je vést zaky k tomu, aby si v konkrétnich ¢innostech
vytvorili velké mnozstvi predstav, modeltt a poznavali jejich spolecné
vlastnosti. Pojem, ktery je si na zakladé téchto modelu vytvori, se poté
vymani z pfedchézejicich asociaci s predmétnymi predstavami a stane se
soucasti abstraktnich predstav. Manualni operace budou postupné na-
hrazeny myslenkovymi.

MODELOVANI — MANAGERSKA HRA

Dalsi priklad, ktery uvadim, je modelova situace, pii jejimz tkolem je
rozvijet funkéni mysleni zakd. Jako motivujici problém jsem zvolila situ-
aci firmy, zabyvajici se reklamou. Zvolila jsem zamérné konkrétni firmu
i s udaji o ni, abych zaky zainteresovala na déji a vzbudila u nich zajem
fesit ulohu, aniz by méli pocit, Ze se udi.

Zadéni:

1. Majitel firmy XJ ma novy pocitacovy program, ktery pouziva k vy-
poctu ceny prodavaného zbozi. Zkusme spolu s nim spocitat ceny
reklamnich f6lii podle zvolenych rozméri a podle daného ceniku.

T vro. 1€O: 25041304

© XJ S.1.0.  bg orr-as0u1304 @Z ;
Jirovcova 16, €.Budéjovice, 370 01 =]
Pobliz Polikliniky Sever, xj@xj.cz www.xj.cz -

Tel: 038/7423357 Fax: 038/7423357 Mobil: 0602/836458 Hardware & Sftware

1 10 50 0,05 84,30 K& 4,22 K& 5,14 K& 0,63 K& 8,77 K&
2 10 500 0,5 89,20 K& | 44,60 K& 54,41 K& 6,69 K& 64,10 K&
3 10 1000 1 109,80 K¢ | 109,80 K& | 133,96 K& 16, 47 K& 153, 43 K&
4 20 50 0,1 123,50 K& | 12,35 K& 15,07 K& 1,85 K& 19,92 K&
5 20 100 0,2 164,70 K& | 32,94 K& 40,19 K& 4,94 K& 48, 13 K&
6 20 1000 2 139,00 K& | 278,00 K& | 339,16 K& 41,70 K& 383, 86 K¢
7 30 300 0,9 177,00 K¢ | 159,30 K& 194, 35 K& 23,90 K& 221,24 K&
8 40 600 2,4 347,50 Ke | 834,00 K& |1 017,48 Ke| 125 10 K& |1 145, 58 K&
9 50 500 2,5 202,00 K¢ | 505,00 K& | 616, 10 K& 75,75 K& 694, 85 K&
10 100 400 4 312, 00 K& 1 248,00 K&|1 522,56 K&| 187,20 K& |1 712 76 K&

Obr. 1
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2. Protoze se kontrolou zjistilo, Ze program nepocita spravné, poza-
dal majitel zaky, jako schopné matematiky, o spolupraci. Pozaduje
najit a opravit chybu tak, aby program pracoval spravneé.

3. Jeho posledni prosbou je, aby se pokusili vy¢islit vzniklou chybu
v denni trzbé, za predpokladu, Ze se pracuje s programem a aniz by
se chyba nasla. Pt4 se tedy na to, ¢eho je trzba funkci, popripadé
na ¢em zavisi mozna vznikla chyba.

Zaci by méli objevit chybu, které se ,dopustil® programator, ktera
je skryta v poslednim sloupci tabulky. K celkové cené jsou vzdy pri-
¢teny 3 K¢. Je zajimavé sledovat cesty a postupy pii objevovani chyby.
Posledni, treti tikol sleduje schopnost rozpoznat, na ¢em by chyba za-
visela — ne na rozmérech, ne na trzbé, ale na poétu nakupt. Zaci by
nakonec méli byt schopni sestavit rovnici pro zapis takové zavislosti.

Cilem této tlohy je rozvijet u zaku cit pro odhad feseni, schopnost
vyfesit nestandardni lohu, rozvijet funkéni mysleni. Pojem funkéni mys-
leni znamené schopnost predstavit si matematické objekty v pohybu
a zméné, znamena to i snahu po obsahovych interpretacich matematic-
kych jevl a s tim spojenou aplikaci matematiky.

NA ZAVER

Ukolem soucasné skoly je piipravit zaka, ktery bude schopen zabjvat
se matematikou, rozumét ji a ktery bude vidét souvislost matematiky
a soukromého Zzivota, zaméstnani, zivota ve spoleCnosti jak v pritom-
nosti, tak i v budoucnosti. Nejvice je zakum vzdalen védecky kontext. Je
tfeba tedy smétrovat pfipravu zaku takovym smérem, kdy nebudou hle-
dat feseni problémt podle Sablon a skatulek, do kterych si zaradily stan-
dardizovana TeSeni, ale naucit je orientovat se v problému, modelovat,
vyslovovat nazory a obhajovat je, hledat feSeni, pozorovat a nachéazet
spole¢né vlastnosti pozorovanych jevi. Matematika ma ty nejlepsi pred-
poklady u nich takovéto schopnosti rozvijet. Je tfeba toho jen spravné
vyuzit.
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MATEMATIKA ANGLICKY

Daniela Bittnerova

V ramci vyuky matematiky na Fakulté pedagogické Technické univer-
zity v Liberci byl na zadost studenti magisterského studia druhého a tte-
tiho stupné ucitelstvi vypsan (a akreditovén) volitelny pfedmét Matema-
tika v angli¢tiné. Tento pfedmét byl ptivodné urcen studentiim vyssich
ro¢nikt kombinace matematika — anglicky jazyk, postupné vsak o néj
projevili zdjem i studenti z jinych kombinaci s matematikou (zejména
s fyzikou ¢i informatikou). Prvni kurs probéhl pted Sesti lety, od té doby
je pravidelné otviran jednou za dva roky. Predmét je jednosemestrovy
v rozsahu 1 + 1, zakonceny klasifikovanym zapoctem. Predpokladaji se
znalosti matematické analyzy, algebry a geometrie na Grovni prvni ¢asti
magisterského studia pro druhy stupen ucitelstvi.

Pranim studentd bylo zvladnuti zdkladni matematické anglické ter-
minologie v ramci stfedoskolské matematiky, aby pfipadné po absolvo-
véni fakulty mohli bez vétsich problému ucit na skolach, kde probiha
vyuka v anglictiné. Pfedmét je vSak zaméfen trochu jinak. Cilem je, aby
se studenti naucili zdkladni terminologii pti vykladu nové problematiky,
aby byli schopni vnimat a chapat prfednasku v cizim jazyce a posléze ji
i reprodukovat ¢i vysvétlovat. Také by méli byt schopni pouzivat cizo-
jazycnou (anglickou) literaturu, nastudovat néjaky problém z anglické
ucebnice, umét udélat vypisky a ucivo vysvétlit.

Po dlouhé diskusi se naplni tohoto predmétu staly vybrané metody
FeSeni soustav linearnich diferencidlnich rovnic a zobrazeni kiivek a ploch
v Mongeové promitani. Ke zvladnuti téchto témat v angli¢tiné je nutné
dobie znat anglickou terminologii z algebry, analyzy, z planimetrie i ste-
reometrie.

Vlastni prubéh kazdého dvouhodinového ucebniho celku se sklada
z nékolika ¢asti. Uvod je vénovan terminologii z uréité elementarni ob-
lasti matematiky (zlomky, mocniny, funkce, logaritmy, matice a determi-
nanty atd.). Studenti Fes$i a soucasné komentuji pfiklady z uéebnic pro
zakladni a stfedni skolu. Potom nasleduje anglicky vyklad nové latky,
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ktera je v zavéru druhé hodiny procvicovana. Tato ¢ast probiha disledné
anglicky, véetné zakladnich pokynt a komentaii.

Hodnoceni studenta je zavislé jednak na jeho aktivni tucasti, jednak
musi Uspésné napsat dvé pisemné prace a vypracovat dvé semestralni
prace. Pisemné prace obsahuji ¢ast terminologickou a ¢ast odbornou.
Prvni pisemna prace se tyka uc¢iva soustav diferencialnich rovnic, druha
Mongeova promitani. Témata semestralnich praci si studenti voli sami
po konzultaci s vyucujicimi. Jde o metodické zpracovani mensiho uceb-
niho celku pro vyuku matematiky v angli¢tiné na zakladni nebo stfedni
skole. Jedna z praci musi byt geometrickd, jedna z algebry nebo ana-
lyzy.

Vzhledem k tomu, Ze uvedeny volitelny predmét probéhl jiz tiikrat,
miizeme si dovolit uvést dosavadni zkuSenosti. Nékteré (neinformované)
studenty zarazil nebo dokonce odradil nazev predmétu. Jak sami uva-
déji, méli strach, ze napln je prilis obtizna. Pritom pak zjistili, Ze se to
da zvladnout, i kdyz se domnivaji, ze by bylo dobré predmét rozsirit
na dva semestry, aby bylo mozné vénovat vice ¢asu aktivnimu procvi-
¢ovani probirané latky i terminologie. Ohlas na zavedeny predmét mezi
absolventy je mimofadné priznivy, odevzdané domaci prace maji vét-
Sinou velmi dobrou uroven. Navic maji tito studenti moznost vykonat
souvislou praxi z matematiky na anglické vétvi Euroregionalniho gymna-
zia v Liberci, kde vyuka matematiky probihd pouze v anglickém jazyce.
Domnivame se také, ze zajmu o tento predmét prospiva, ze se otvird
pouze jednou za dva roky. Pfed druhym a tfetim béhem byli jiz studenti
s naplni a cilem tohoto pfedmétu seznameni v hodindch matematické
analyzy.

Pii vyuce jsou pouzivany ucebni texty, pfipravené pro vyuku zahra-
ni¢nich studenti na Fakulté strojni a Hospodarské fakulté v Liberci,
dale terminologické skriptum urcené pro studenty anglického gymnazia
a samoziejmeé anglické a americké stfedoskolské i vysokoskolské ucebnice.
Studenti navic pouzivaji internet. Vétsi problém nez s algebrou a ana-
lyzou je s planimetrii a stereometrii. Témto partiim v anglo-americké
literatufe pro stfedni skoly neni vénovana dostatecna pozornost, citelné
na nasem trhu chybi ucebnice tohoto typu.

Predmét Matematika v angli¢tiné vyucuji pedagogové, majici dlouho-
leté zkuSenosti s vyukou zahrani¢nich student® na technickych fakultach
a také externé uc¢i matematiku anglicky na Euroregionalnim gymnéziu
v Liberci. Vzhledem k pfiznivému ohlasu studentt je ziejmé, ze predmét
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tohoto typu v nabidce volitelnych predmétt chybél a Ze jeho zavedeni
dalo studentiim dobry zaklad pro studium zahrani¢ni odborné literatury
i pfipadné navazujici studium v zahraniéi (odborné stéze).

LITERATURA

[1] Bittnerova, D.: Systems of differential equations & numerical me-
thods. [Skripta VSST.] VSST Liberec, 1993.

[2] Bittnerova, D. — Vild, J.: Low-Rank Matrices. In: Proceedings of
Mathematics in Liberec 1993. VSST Liberec, 1993.

[3] Bittnerova, D. — Vild, J.: Vyguka matematiky v anglictiné. In: 24.
konference o matematice na VSTEZ — piiloha. [Sbornik z konference
1996.] Brno, 1996.

[4] Bittnerova, D.: Pre-calculus. 1.¢dst. EUG Liberec, 1997.

[6] Bittnerova, D.: Guided Investigation of Quadratic Functions. In:
Mathematical Investigations in School Mathematics — 2. University
of Oslo 1998.

[6] Bittnerova, D. — Vild, J.: Distance Principles for Full Time Studies.
VI*" Czech Polish Mathematical School. LitoméFice ¢erven 1999,
UJEP Usti n. L., 1999.






8. SETKANI UCITELU MATEMATIKY 67

GEOMETRICKE ROZJIMANI NAD INTERESANTNI
ULOHOU ANEB EUKLEIDES BY MEL RADOST

Emil Calda

K matematice sice nevede
krdlovskd cesta, ale zase vds
na ni neprejede Zadnej debil.

Rekl jsem si, ze by mohlo byt dobré, kdybychom na tomto setkéni
také néco vytesili. A protozZe jde o setkani vénované geometrii, pfipravil
jsem si geometrickou tilohu, o niz se domnivam, Ze by pritomné mohla
potésit a Eukleidovi udélat radost. V piipadé, ze by se ji vyfesit nepo-
dartilo, podotykam, Ze o vysledek nejde — ma demonstrovat ,uzite¢nost
navratu®, tj. ukazat, jak se daji ,,propojovat“ poznatky z analytické ge-
ometrie s poznatky ziskanymi v planimetrii.

N
// N
\
D L c I p=m=L | C=K
. /
M N P
S o /-
K S=N
45°
45° N
A B A B
Obr. 1 Obr. 2

Na obr. 1 je ¢tverec ABCD se stfedem S a body L a K na stranach
CD a BC, které jsou zvoleny tak, ze tthel KAL m4 velikost 45°; ramena
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AK a AL protinaji ihlopficku BD ¢tverce v bodech N a M. Mame zjistit,
na jaké kiivce lezi body N, K, C, L, M.

Uvazujme nejprve piipad (obr. 2), kdy bod L splyne s bodem D —
body M, K, N splynou po fadé s body D, C, S, takze body N, K, C, L,
M lezi na kruznici (s pramérem DC).

D Cc=L D L C
P =~ N
7 \
I/ \ N
S=M ! S~
B 1 =~ ~]| K
! /
\
45° N ,’ 45° N5
N _ -
A B=N=K A B
Obr. 3 Obr. 4

Jestlize bod L splyne s bodem C (obr. 3), pak body M, K, N splynou
po fadé s body S, B, B takze body N, K, C, L, M lezi opét na kruznici
(s pramérem BC). Naskyta se tedy otézka: Nelezi body N, K, C, L, M
(v obecné poloze podle obr. 1) také na kruznici? UkaZeme, Ze ano.

Usecku MK (na obr. 4) je z bodit A i B vidét pod zornym tihlem 45°,
coz znamena, ze body A, B, K, M lezi na kruznici s primérem AK; thel
AMK a tedy i tthel LMK jsou pravé.

Use¢ku LN (na obr. 5) je z bodit A i D vidét pod zornym thlem 45°,
coz znamend, %e body A, N, L, D lezi na kruZnici s primérem AL; thel
ANL a tedy i tthel LNK jsou pravé.

Odtud uz je zfejmé, ze body N, K, C, L, M lezi na kruznici, jejiz
prumér je LK.

Uspésné zodpovézeni tivodni otazky nas motivuje k tomu, abychom
si polozili dalsi: Na jaké kiivce lezi stfedy téchto kruznic?

Vezmeme si ku pomoci analytickou geometrii a ¢tverec ABCD umis-
time ve zvolené sostavé souradnic podle obr. 6; pro jednoduchost budeme
predpokladat, ze tento ¢tverec je jednotkovy. Protoze stfed kazdé kruz-
nice prochazejici body N, K, C, L, M je stfedem usecky KL, je zapotiebi
uréit soufadnice bodu K, L. Je-li k£ smérnice pfimky AK, snadno zjis-
time, Ze pro 0 < k < 1 mé pfimka AL smérnici (1 + k)/(1 — k), odkud
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Obr. 5 Obr. 6
vypocteme

K[la k]aL[(l - k)/(l + k)v 1] )
odtud pro stfed P usecky KL dostaneme:

P/(1+k),(1+Fk)/2].
Tento bod lezi na kiivce s parametrickym vyjadfenim

z=1/(1+k)
y=Q1+k)/2,

o které vyloucenim parametru k zjistime, ze se jedna o hyperbolu
xy=1/2,

jejiz ohniska jsou body E[1,1] = C a F[—1,—1]. Tim je tspésné zodpo-
vézena i druhd otéazka.

V tomto okamziku bychom si mohli uvédomit, ze hyperbola je mno-
Zina stfedu kruznic, které se dotykaji dané kruznice a prochazeji danym
jedno ohnisko ve stfedu dané kruznice a druhé v daném bodé, mizeme
odpovédeét i na dalsi otazku:

Jaké kruZnice se dotykaji vSechny kruznice prochazejici bodem C[1,1],
jejichz st¥edy lezi na hyperbole xy = 1/27
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Obr. 7

O hledané kruznici k vime, ze mé stfed v bodé F[—1,—1] a Ze se
dotyké kazdé kruznice prochézejici bodem E[1,1] = C. Jeji polomér R
uréime z podminky, Ze se v bodé T na obr. 7 dotyka kruznice prochézejici
bodem E, kterd ma stied v bodé Q[2/2,2/2] lezicim na pfimce y = z
a na hyperbole zy = 1/2. Plati pak:

R = |FT| = |[FO| + |OT| = |[FO| + (|OE| — 2|EQ|) = 2+[2—2(2—-1)] = 2.
Zjistili jsme tak, Ze vSechny kruznice, které prochazeji body N, K, C,

L, M v jednotkovém ¢étverci ABCD, se dotykaji kruznice o poloméru 2,
jejimz stiedem je obraz bodu C ve stfedové soumérnosti se stifedem A.
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VYUKOVE PROGRAMY VE VYUCOVANT
GEOMETRIE NA 1. STUPNI ZAKLADNI SKOLY

Jana Coufalova

Vétsina skol dnes vlastni nékolik vyukovych programi, o kterych dis-
tributofi tvrdi, Ze jsou urceny pro vyucovani matematice. V nabidkach
je uvadéno, ze programy odpovidaji osnovam, ¢ini matematiku pro zaka
zajimavou a zabavnou, vychazeji z didaktickych pozadavki, ovladani je
jednoduché a intuitivni. Pro¢ tedy mnoho ucitelt programy nevyuziva?
Pri¢iny 1ze hledat v nedostatecném vybaveni skol prislusnou technikou,
v chybéjicich metodickych materidlech pro vyuzivani vyukovych pro-
gramil, ale i v programech samotnych.

Podivejme se na nékteré vyukové programy, které jsou nabizeny sko-
lam pro vyucovani matematiky na 1. stupni, z nékolika hledisek. Z Si-
roké nabidky programi na naSem trhu bylo posouzeno 15 programd.
Programy byly hodnoceny podle néasledujicich kritérii:

e zda se v programu nevyskytuji odborné chyby,

e zda vychazi ze souCasného stavu didaktického poznani,

e do jaké miry je vyukovy program uzivatelsky pratelsky,
chybovych hlaseni),

e jakou zpétnou vazbu poskytuje o zakové vykonu (slovni hodnoceni,
popf. procentudlni vyjadfen{ tsp&snosti),

e jaka je tiroven motivacnich prvki.

Kritéria nejsou uvadéna podle potradi dulezitosti, kvalitni program by
mél do jisté miry vyhovovat vSem.

Vyukové programy mizeme podle jejich charakteru rozdélit do t¥i
zékladnich skupin:
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a) Programy pro procvi¢ovani uciva, které umoziiuji generovat dalsi
priklady a tlohy, daji se pouzit pro zjisténi irovné znalosti zaku,
vysledky lze zaznamendvat a vyhodnocovat (srovnani s pfedcho-
zim vykonem, srovndni s ostatnimi zéky). Jsou vétSinou graficky
jednodussi, pokyny jsou zadavany tak, aby v uéebné mohlo praco-
vat soucasné nékolik zakt bez vzajemného ruseni. Programy z této
skupiny nahrazuji tradi¢ni pracovni sesity, zdk je motivovan pre-
devsim kladnym hodnocenim své prace.

b) Programy, které nabizeji zdkovi procvi¢ovani uéiva zajimavou for-
mou, kladou dliraz na motivaci, ale pro jejich plné vyuziti je vhodné
nebo dokonce nezbytné zatfazeni zvuku, které omezuje pouzitel-
nost programu ve vyucovaci hodiné. Programy tohoto typu najdou
uplatnéni predevs§im ve skolni druziné nebo pfi individudlni praci
zéka v centrech, kterd jsou ve tridé prostorové oddélena. Ucitel
miize volit ucivo, které bude zak procvic¢ovat, program podava za-
kovi i uciteli informaci o vykonu zéka.

c¢) Programy, které jsou oznadeny jako vyukové, ale maji charakter
pocitacovych her. Vyznacuji se zajimavou motivaci, fadou kvalit-
nich animaci a delsi dobou, kterou musi dité u pocitace stravit,
pokud ma byt motivace plné vyuzita. Vétsinou se jedna o pfibéh
o cestovani vesmirem, o navstévu tajuplnych mist apod. Programy
z této skupiny jsou urceny pro praci ve skolni druziné nebo doma.

V nésledujicim textu je popsdn a hodnocen vzdy jeden program
z kazdé vyse uvedené skupiny. Vzhledem k zaméteni setkani byly z pro-
gramil vybirdny a analyzovany Casti, které se tykaji uciva geometrie.
Jeho didaktického zpracovani si vSimneme podrobnéji. Zaroven byl vy-
bér programu proveden tak, aby bylo mozné charakterizovat danou sku-
pinu programu. Cilem analyzy nebylo vypracovani recenzniho posudku
na dany program, ale upozornéni na obecnéjsi tendence, které jsou ty-
pické pro danou skupinu.

1 DIDAKTA — MATEMATIKA

Podle distributora je program urcéen pro nizsi i vyssi stupen zakladnich
skol. Instalace z CD je i pro laika velmi jednoducha. Rovnéz ovlddani
je predevsim intuitivni. P¥i pochybnostech dobfe slouzi napovéda. Na
uvodni rozhodovaci obrazovce si uzivatel vybira, které u¢ivo bude pro-
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cvicovat. Na levé strané najde tematické okruhy, v pravé ¢asti jsou jed-
notlivé jejich ukoly. Zaroven se zobrazuje ukazka tikolu. Lze volit i pocet
tloh a pfislusny ciselny obor. Zvolené dlohy lze rovnéz vytisknout na
pracovni listy.

7 uciva geometrie nabizi program pievody jednotek. Jak bylo uve-
deno, 1ze nastavit pocet ptikladi i ¢iselny obor (nad 100, zadporna ¢isla,
zlomky, desetinnd ¢isla). Vybér je oviem matouci, protoze pfi volbé ,,Za-
porna ¢isla“ se generuji prevody jednotek obsahu a objemu. Pfevody jsou
pomeérné narocné. Ve stejné davce se objevuji prevody jednotek délky,
¢asu, hmotnosti nebo obsahu a objemu. Pfi volbé oboru ,,Zlomky“ jsou
zéktm zaddny obtizné pfevody typu 4/5 h = 48 minut. SpiSe bychom
ocekavali obvyklejsi pfevody (1/2 h = 30 minut, 3/4 h = 45 minut ap.).

U okruhu ,,Pfevadéni jednotek“ lze zvolit dva typy tkold — porov-
navani nebo pexeso. U ,,Porovnavani“ je itkolem zaka doplnit znaménko
=,<,> (napf. 3 dm O 3 cm). P¥i volbé ,Pexeso“ zék vybira kliknutim
dvé pole, kterd si odpovidaji (napt. 5 t 7 kg a 5007 kg).

Program umoznuje rychlou kontrolu spravnosti. U spravnych feseni
se objevi zaSkrtnuti, u chybnych kfizek. Po chybé se vSak neukaze
spravné FeSeni. Program nabizi pfehlednou tabulku pocétu spravnych
a chybnych feseni u kazdého zaka. Pfi pouzivani vice zaky se ukaze
i poradi tspésnosti. Z didaktického hlediska nepovazuji za spravné, ze
program ,pridéluje“ zékovi zndmku. Hodnotit znamkou by mél ucitel,
protoze jenom on dovede posoudit praci zaka komplexné.

I kdyz je program celkové dobfe propracovany a vhodny pro praci
v hodinidch matematiky, je moznost jeho vyuziti pfi vyuce geometrie
na 1. stupni omezend. I pfi volbé nizsiho ¢iselného oboru jsou prevody
jednotek prilis narocné.

2 FERDA MRAVENEC — 1. TRIDA, 2. TRIDA

Program se jednoduse nainstaluje z CD. Je mozné zvolit dynamickou
nebo statickou verzi podle typu pocitace. Autofi predpokladaji vyba-
veni zvukovou kartou, ale zvuk 1ze vypnout. Ovladani programu je velmi
jednoduché, intuitivni.

74k je motivovan tim, Zze splnénim tkold ziskava pravo shlédnout film
o Ferdovi. Pokud se dopousti chyb, miize se divat jenom na ¢ast filmu.
Program méa péknou, jednoduchou a prehlednou grafiku odpovidajici
namétu. Je rozdélen do nékolika ¢asti, které muze zak volit oddélené.
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Jedna z ¢asti je vénovana ucivu geometrie. V prvnim ro¢niku se jedna
o geometrické tvary. PFi volbé ,Poznavani tvari“ se objevuji obrazky
broukt, ve kterjch jsou zakresleny geometrické tvary. Zak je kliknu-
tim na paletu s barvou vybarvuje podle vzoru (napfiklad vSechny troj-
thelniky vybarvi modfe). Tvary nejsou pojmenovavany, zak je oznacuje
pouze podle podoby se vzorem. Nabizen je ¢tverec, obdélnik, trojuhelnik,
kruh, tedy tvary, které odpovidaji osnovam. Nazvy tvaru jsou zafazeny
do ¢4sti ,,Uréovani tvaru“. V poli jsou zobrazeny ¢tyti tvary. Zak uslysi
nazev tvaru, vybere ho a pfetdhne pohybem mysi na vzor dole (¢tverec
na Gtverec ap.). Kdyz se splete, ma moznost opravy. Tvar, u kterého se
mylil, je pozdéji zadan znovu.

Program pro druhy roc¢nik je zaméfen na rozliSovani geometrickych
téles a prevody jednotek. U poznavani téles se postupné na obrazovce
zobrazuji stavby z kostek. Zak kliknutim oznacuje zadana télesa (kvadr,
krychle, koule, valec, jehlan, kuzel). Télesa jsou zobrazena tak, aby mél
zék pfedstavu prostoru. Obrazky jsou jednoduché, prehledné. Jistym
nedostatkem je pomalejsi reakce nékterého pocitace. Zak klikne na téleso
rychle a pocita¢ ,nestihne* oznacit spravnou odpovéd. P¥i vyhodnoceni
uspésnosti se tak paradoxné rychly postup zaka muze projevit zvySenym
poctem chyb.

Do ¢asti ,,Prevody jednotek délky“ jsou zafazeny prevody v oboru do
100 (napiiklad 40 dm = m). Zak vypisuje vysledek pomoci numerické
klavesnice. Z didaktického hlediska je nedostatkem to, Zze pfi chybé se
neobjevi napovéda typu 10 dm = 1 m. Navic se po uplynuti limitniho
¢asu neukaze spravné reseni.

Kladem celého programu je naopak jednoduchd moznost nastaveni
obtiznosti. Ucitel nebo samotny zak muze volit pocet ukoliu a Cas na
jejich splnéni. Plnéni tkolt doprovazi klidna hudba, pro program je cha-
rakteristické pomalejsi tempo, dostatek ¢asu na plnéni kol i na opravy.
Cas udava pohyb pavoucka po vladknu, fesitel ma tak piehled o svém
tempu prace.To dodava zaktm pocit jistoty.

Po splnéni kazdého tikolu néasleduje ihned zpétna vazba. Pfi spravném
vysledku se objevi Ferda Mravenec a zasméje se, pfi chybném se zamraci
a dava moznost opravy v urCitém casovém limitu. Po splnéni prislusné
série kol se objevi statistika tispésnosti a srovnani aktualniho vykonu
74ka s predchozimi vykony (uziti individualni vztahové normy). Zaktv
vykon je Ferdou hodnocen rovnéz slovné. P¥i spravném vyiteSeni vSech
ukoli se ozve napftiklad: ,,Vyborné, se v§im sis poradil na jednicku.“,
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méné Uuspésny zak muze uslySet napriklad: ,,Slava, jenom par chybicek.“
a pri vétsim chybovéani je hodnocen slovy typu: ,Mrzi mé to, ale udélal
jsi hodné chyb.*

Celkové lze program hodnotit jako metodicky velmi pékné zpraco-
vany, u¢ivo odpovidd osnovam. Nevyhodou je vyznam zvuku pro plné
vyuziti programu. Ve skole je obtizné pouzitelna i motivace filmem.

3 GORDIHO ZABAVNE POCTY I, II

Rovnéz tento program lze jednoduchym zpiisobem instalovat z CD. Po-
mérné snadné ovladani odpovida véku, pro ktery je podle distributora
program urcen, tj. prvni ¢ast pro 5-10 let, druhéd c¢ast pro 9-12 let.
Uvazujeme-li vsak znalosti a dovednosti primérného zéka daného véku,
jevi se udaje jako znacné nadsazené.

Motivace je pojata tak, aby se hrac zaroven s plnénim matematickych
tkolll sezndmil s jednotlivymi ¢4stmi pocitace (pamét, zvukova karta
ap.). Pocitac¢ se pokouseji napadnout viry, které se snazi likvidovat spe-
cidlni protivirova policie. Hra¢ plnénim tkolt zabranuje proniknuti virta
do dalsich ¢asti pocitace nebo viry pfimo ni¢i. Hru lze hrat celou nebo
1ze volit plnéni vybranych tkolt. Pokud mé hra¢ u nékterych kol pro-
blémy, mtze zvolit ndpovédu a otevie se mu prislusna vyukova kapitola.
Vyukové kapitoly miize rovnéz vybrat pred zapocetim hry kliknutim na
ikonu ,,Uceni®. U kazdé hry lze nastavit jeden ze t¥i stupnt obtiznosti,
ale rozdily nejsou velké.

Mezi nabidkou her najdeme v kazdé ¢asti i geometrické ucivo. V ¢asti
urc¢ené mladsim détem je to opét poznavani geometrickych tvart. Vy-
skytuje se ve dvou hrach nazvanjych , Tvary*“ a ,Elekttina“.

Ve hie ,Tvary* vylétaji tunelem proti hraci stale se zvysujici rychlosti
viry riizngch tvari. Ukolem hréce je kliknout na tla¢itko stejného tvaru
a tim vir zlikvidovat. Na prvni trovni se vyskytuje kruh, trojuhelnik,
¢tverec, na druhé urovni musi hrac¢ rozlisSovat kruh, ¢tverec, obdélnik,
pétitthelnik a Sestitthelnik, na t¥eti trovni rozlisuje tyto tvary podle poctu
stran. Tvary se nepojmenovévaji.

Hra s nazvem ,Elektfina“ je zaméfena na nazvy tvara. Podle slov-
nich pokynt hraé jednotlivé tvary oznacuje a pfemistuje (,,Dej rtizovy
trojuhelnik dold od Zlutého kruhu.“). Po pfemisténi vznikne z tvart ob-
razek. Na prvni arovni se pracuje se ¢tverci, kruhy a trojihelniky, na

vvvvvv

druhé drovni je totéz se slozitéjsim obrazkem, na tfeti Grovni pribyvaji
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dalsi tvary — obdélnik a pilkruh. Program hodnoti jako spravné pouze
feSeni, ve kterém je tvar umistén hned vedle dalsitho tvaru (pod, nad,
vlevo, vpravo). Dalsi rovnéz spravné feseni oznacuje jako chybu.

Pokud u hry ,Tvary* hra¢ ,neodstfeli“ vSechny viry, proniknou do
pocitace a musi se hrat znovu. Vzhledem k vysoké rychlosti, se kterou se
tvary objevuji, je i na nejnizsi trovni kol prili§ obtizny. PFi jeho plnéni
nejde v podstaté o znalost tvard, ale o rychlost ovladani mysi. Stalé
opakovéani stejného tkolu ma demotivujici Géinek. Ve hie ,Elektfina“
mé naopak hra¢ moznost opravy i dostatek ¢asu na plnéni tkolu, za
spravné feseni je slovné pochvéalen.

Ve srovnani s jinymi programy je kladem tohoto vyukového pro-
gramu moznost volby vykladové varianty pred vlastni hrou, ale i v je-
jim prubéhu. Zaroven je vSak bohuzel tato ¢ast nejslabsim ¢lankem ce-
lého programu. Pro vyklad k poznavani geometrickych tvart se ukazuji
a pojmenovavaji tvary v riznych barvach a velikostech. U trojuhelniku
chybi tupotihly trojahelnik. Pétitthelnik je zavadén nasledujicim zptiso-
bem: , Tvaru, ktery vypada jako domek se stfechou, se ika pétitthelnik.“
a vSechny dalsi pétithelniky maji skute¢né podobu ,domecku“. Rovnéz
vSechny Sestitthelniky jsou stejného typu. Nejsou zdiraznény podstatné
znaky jednotlivych tvard a u zakd muize vzniknout zcela zkreslena pred-
stava o jejich podobé. Nasleduje ukazka spravného postupu pii hre, ve
které je jako obdélnik oznacovan i ¢tverec. Tvary jsou umistény ve ¢tver-
cové siti, zak ma tedy moznost porovnavat velikosti stran. Chyby podob-
ného typu by se v zddném vyukovém programu nemély vyskytovat.

Hra je vhodné pro praci zakt doma nebo ve skolni druziné. Vyhodou
je to, ze se da hrat cela jako pribéh nebo lze volit jednotlivé ¢asti, a tak
procvicovat vybrané ucivo.

Popsané programy i dalsi vyukové programy, které byly analyzovany,
ukazuji ve vztahu k vyucovani geometrie na 1. stupni nékteré spolecné
rysy. Shriime je do nésledujicich zavért:

a) V ucivu geometrie na 1. stupni je malo témat, kterd jsou vhodna
pro procvic¢ovani s vyuzitim pocitace. Autofi vyukovych programut
se vesmés zaméruji na poznavani geometrickych tvar nebo pre-
vody jednotek délky. Vzhledem k cilim vyucovani geometrie na
1. stupni se tato tendence jevi jako spravna. Zék by mél v tomto
véku pracovat predevsim s redlnymi objekty, ve vyucovani by mély
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byt zapojeny i dalsi smysly (zejména hmat), coZ poéitadové pro-
gramy neumoznuji.

V nékterych vyukovych programech se objevuji odborné i meto-
dické chyby. Skola, ktera nakupuje vyukové programy, by méla mit
jistou garanci jejich kvality. U¢itelé by jisté uvitali, kdyby vyukové
programy prochazely recenznim fizenim a ziskévaly schvalovaci do-
lozku MSMT podobné jako ucéebnice.

Vyukové programy jsou urceny pro samostatnou praci zédka s mi-
nimalnimi zasahy ucitele. Program musi byt proto jednoduse ovla-
datelny. Po osvojeni elementarnich navyka prace s pocitacem by
mél zadk postupovat prevazné intuitivné. Vétsina programi tento
pozadavek spliuje. Pomoci nékolika klaves se zak snadno v pro-
gramu pohybuje, pokud ma problémy, mtze vyuzit grafické nebo
akustické napovédy.

Vyukovy program by mél umoznit nastaveni obtiznosti a doby na
splnéni tkolu. Zejména u programi, které maji charakter pocita-
covych her, se stavd doba na splnéni tkolu vyrazné limitujicim
faktorem. Z didaktického hlediska jsou proto takové programy ne-
vhodné. Ucitel by mél mit moznost volit tlohy, jejich obtiznost
i limitni ¢as pro jednotlivé zaky nebo skupiny zakt. Pokud volbu
provadi zék, je casto veden touhou rychle se dostat k cili, voli leh¢i
ukoly a procvicuje to, co dobie ovlada. P¥i ovéfovani programi
v praxi se tato tendence objevovala i u zaku, kteri pfi moznosti
volby obtiznosti kol pred kolektivem tfidy v bézné vyucovaci

vvvvvv

Jednim ze zékladnich cild vyucovani geometrie na 1. stupni je roz-
vijeni prostorové predstavivosti zaku. ,Pocitacovy svét“ je vsak
dvojrozmérny. Pro dité, které travi hodiny pred obrazovkou te-
levizoru nebo pocitade, ztraci svét treti dimenzi, ,zplostuje se“.
Nekritické pouzivani vyukovych programt mtze vést k nevrat-
nym ztratdm v prostorové predstavivosti, které nelze vyrovnat
v pozdéjsim véku. Zidek [4, s. 133] upozoriiuje na skutec¢nost, Ze:
.- .. vnimani pohledt na télesa prostfednictvim obrazovky je na
rozdil od vnimani konkrétnich modeli téles dalsim stupném roz-
voje abstrakce.“ Dité na prvnim stupni neni zatim takové abstrakce
schopné.
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f)

Jana Coufalova

7 podobnych divodi nelze na prvnim stupni povazovat za vhodné
pouzivani programi, které umozinuji provadéni geometrickych kon-
strukci. Zak v této etapé ziskava prvni zkuSenosti s pouzivanim
tuzky, pravitka a kruzitka. Ziskani zakladnich dovednosti rysovani

vvvvvv

Obecnym nedostatkem vyukovych programii a tedy i programi
pro procvicovani geometrického uciva je nedostatecné reakce na
chyby zaka. Zék neni veden k odhaleni pii¢in chyb, neni mu po-
skytnuta jista napovéda, pro odstranéni chyby nadhodné voli jiné
feseni, zkousi, zda se trefi. Vyhodou vétsiny vyukovych programu je
poskytovani okamzité zpétné vazby. Zak poznava, zda postupoval
spravné, muze zpravidla porovnat svij aktualni vykon s predcho-
zimi vykony nebo s vykony ostatnich zakt. Nésledné by vsak mél
jeho praci vzdy hodnotit ucitel.

Uvédomime-li si vSechny uvedené skutecnosti, je zfejmé, ze ve vy-
ucovani geometrie na 1. stupni maji vyukové programy spise okrajové
postaveni. Vyrazné vétsi prostor dostavaji pfi procvi¢ovani aritmetic-
kého uciva. Jestlize tvrdime, ze ani nejlepsi vyukovy program nenahradi
ve vyucovaci hodiné plné ucitele, v geometrii to plati dvojnasobné.
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MATEMATIKA V ANGLICTINE — NO PROBLEM

Helena Cechova, Klara Horka, Hana Klimova,
Zdenka Simonova

V dilné predstavime metodu vyuky CLIL. Tato zkratka pochézi z an-
glictiny a znamena Content and Language Integrated Learning — Inte-
grace jazykové a odborné vyuky. Jde tedy o vyuku nékterého nejazyko-
vého predmétu v cizim jazyce. Tato metoda je v Ceské republice pomérné
nové, v nékterych zemich Evropy (napf. v Rakousku) je vSak jiz pouzi-
véana delsi dobu a stala se povinnou soucasti Skolnich osnov a uc¢ebnich
pland.

CLIL je mozné vyuzivat na vSech trovnich $kol (od matefskych skol)
a na vSech trovnich znalosti jazyka (i s uplnymi zacéte¢niky). CLIL je
mozné zavadét postupné, zacinat naprt. s péti- az desetiminutovymi ak-
tivitami na zacatku nebo na konci hodiny. Je téz mozné zapojit vice
predméta do projektu, pii jehoz vytvareni bude pouzivan cizi jazyk. Po-
uzivani metody vyuky CLIL mé nékolik nespornych vyhod. Vyuzivaji se
pii ni riizné druhy interakce (ucitel-zak, zak—zak, zdk-zaci). Zaci maji
vice prilezitosti zapojit se do vyuky, klast otazky, reagovat na podnéty
ucitele a spoluzaku v cizim jazyce. Zaroven zaci pii CLIL pouzivaji jazyk
jako prirozeny nastroj komunikace. Vyuka je ¢asto podporovana vyuzi-
vanim modernich technologii, coz jisté prispiva k atraktivnosti vyuky
jak jazyka, tak i nejazykového pfedmétu. Vzhledem k tomu, ze pfi vy-
uce v cizim jazyce se mnohem castéji verbalizuji zdkladni pojmy, dochéazi
obvykle u zakt k hlub$imu pochopeni latky.

V dilné budou predvedeny nékteré konkrétni aktivity, které ticastni-
ktim pfiblizi realizaci CLIL a uzitec¢nost jeho uzivani. Cel4 dilna bude

Prace vznikla pod vedenim PaedDr. Marie Hofmannové a doc. RNDr. Jarmily
Novotné, CSc.

Préace je soucasti feseni projektu CLIL - kurs podle standardu EU programu
»2Podpora rozvoje ucitelskych vzdélavacich programi a jinych vzdélavacich aktivit
pro rok 2002¢.
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vénovana matematice vyucované anglicky. Dilna je tedy urcena prede-
v8im pro ucitele matematiky, zejména ty, ktefi ovladaji aspon Castecné
angli¢tinu. Zajimavé aktivity v ni jisté najdou i ucitelé, ktefi maji za-
jem vyucovat matematiku v jiném cizim jazyce, pfipadné hledaji nové
aktivity pro vyuku matematiky v Cestiné.

Prvni z aktivit, zafazenych do dilny, je aktivita ur¢end pro dvou- az
Ctyfclenné skupiny zakid. Lze ji dostatecné upravit tak, aby byla pou-
zitelna ve vSech roc¢nicich 2. stupné zakladni skoly. Jejim zékladem je
pocitani s prirozenymi &isly. Zaci maji k dispozici rtizné hraci kostky
a postupné s nimi hazi. Podle urcitych pravidel musi pomoci ¢isel do-
sazenych hody a pomoci operaci s prirozenymi ¢isly dojit k predem za-
danému ¢islu. Nejrychlejsi skupina vitézi. Tato aktivita rozviji slovni
zasobu a muze také slouzit jako kontrola jiz nauceného uciva. Jejim dal-
$im prinosem je i to, Ze nuti zaky vytvaret strategie a promyslet dopifedu
pravdépodobny pribéh hry. Tuto aktivitu je vhodné zaradit na zacatek
nebo na konec hodiny, trva pfiblizné 5 az 10 minut.

Dalsi aktivita je urena pro skupiny 4 az 6 zaka 2. stupné zakladni
skoly. Vychazi ze stejného tématu jako predchozi aktivita — pocitani
s prirozenymi ¢isly. Do kazdé skupiny je rozdana sada karet a jsou na nich
popsany ukoly, které maji zaci délat. Tykaji se s¢itani, od¢itani, nasobeni
i déleni celych ¢isel a zaci je maji provadét zpaméti a co nejrychleji. Vitézi
skupina, ktera podle instrukci dojde az na konec. Tato aktivita pomaha
zejména pii procvi¢ovani slovni zasoby a zaroven samoziejmé i rychlého
pod&itani. Jde vlastné o procvic¢eni komplexni znalosti v této oblasti. Zaci
musi rychle reagovat a soustfedit se na hru. Aktivita je vhodna zejména
pro zacatek hodiny a trva pfiblizné 10 minut.

Dalsi aktivita je urcena pro celou tfidu. Jedné se o aktivitu, kdy
z4ci musi reagovat na pokyny ucitele. Zaci nemluvi, pouze poslouchaji
a musi spravné porozumét uciteli. Jde o tzv. Total Physical Response,
kdy zéaci musi nejen premyslet, ale vykonavat také fyzicky néjakou ¢in-
nost. V nasem pripadé€ ucitel postupné popisuje, jak se vyrobi krychle
z jednoho kusu papiru. Tato aktivita se d4 pouzit ve vSech roénicich ZS,
zélezi hlavné na dostatecné slovni zasobé zakl. Procvicuje se v ni hlavné
poslech, slovni zasoba a porozuméni. Cela aktivita trva asi 10 minut a je
vhodna zejména pro tvod hodiny.

Ctvrta aktivita je opét pro celou tiidu. Hodi se spiSe pro zaky 2.
stupné ZS a opét zavisi spiSe na jazykovych schopnostech zakt. Uéitel
nakresli na zadni stranu tabule geometricky utvar, jehoz slozitost odpo-
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vid4 znalostem a schopnostem zakti. Ukolem 7akii je uhodnout, co je na
tabuli. Obrézek samoziejmé nevidi a maji k dispozici pouze zjistovaci
otazky. Tato aktivita slouzi pochopitelné na procviceni slovni zasoby
z geometrie a zaroven procvicuje i predstavivost zakt. Je vhodné s ni
zahajovat hodinu. Doba trvani je snadno ovlivnitelna, hra obvykle trva
5 az 15 minut.

Posledni z aktivit, které budou do dilny zafazeny, muze byt prova-
déna s celou tfidou, ve skupinkach nebo i individudlné. Vék zakt za-
lezi na obtiZznosti zadanych tloh. Pouzivaji se takzvané algebrogramy
a podobné tlohy, kde jsou zadana pismena, pocetni operace a vysledek
je opét zapsan pismeny. Mame zjistit, jaka cisla reprezentuji pismena.
Dalsi varianta téchto tloh je zadat nékolik ¢isel a zbytek je nahrazen
teckami. Zjistit se opét maji neuvedend ¢&isla. Zaci si pfi této aktivité
opakuji slovni zasobu a hlavné si ovéfuji, zda pochopili systém zapisu
pfi algoritmech pisemného provadéni aritmetickych operaci. Délka této
aktivity je libovolna a vhodné je pouzit ji pravé pfi probirani této latky
v matematice.

Pro Gcastniky dilny budou pfipraveny i dalsi tlohy pro individualni
vyfFesSeni, pripadné pro diskusi o moznostech jejich zarazeni do vyucovani.
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NEKTERE NETRADICNI ULOHY O KRIVKACH

Lenka Cechova

V historii geometrie se nachéazi Siroké spektrum zajimavych a dnes
casto opomijenych témat. Vhodné zvolené netradi¢ni dlohy umoznuji
procvicit a upevnit ziskané znalosti, podporuji kreativni mysleni zaka a
v neposledni fadé mohou nepochybné svym historickym pozadim zvySo-
vat jejich motivaci. Navic se ndm dnes nabizi moznost zpracovavat tato
témata netradi¢nimi metodami — a to pomoci pocitace.

V piispévku ukazeme nékolik zajimavych tloh s historickym poza-
dim, které se tykaji kuzelosecek a nékterych dalsich algebraickych kii-
vek. Vybrané tlohy umoznuji procvicit celou fadu poznatki ze stfedo-
skolské geometrie a zejména ukéazat jejich vzajemné souvislosti. Vsechny
tlohy jsou feseny s vyuzitim vyukového software pro geometrii CABRI
GEOMETRE II (déle jen Cabri), coz pfinasi dalsi vihody, ale jeho pouziti
k feSeni tloh neni podminkou.®

KUZELOSECKY

Objeveni kuzelosecek s nejvétsi pravdépodobnosti souviselo s tzv. problé-
mem zdvojeni krychle. K tomuto problému se vazi nejriiznéjsi legendy.?
V dnesni terminologii bychom tlohu o zdvojeni krychle formulovali nasle-
dovné: Pro danou krychli o hrané délky a je t¥eba najit krychli (pfesnéji
feceno délku jeji hrany), kterda bude mit dvojnasobny objem, tj. hleddme
x splnujici

7% =24 (1)
Pfipomenme, Ze ve starovéku neexistovala zadna algebraicka symbolika a
vyfFesit tuto tlohu znamenalo vyfesit ji euklidovsky, tj. ,pomoci kruzitka

Informace o programu je mozno najit napf. na http://www.pf.jcu.cz/cabri/.
Na této adrese je mozno nalézt také demoverzi a &eské prostfedi pro Cabri (vSe je
volné ke stazeni).

2Napt. Jedna z nékolika legend spojovala tuto ulohu s feckou véstkyni Pythii, kterd
Zadala, aby byl na usmitent bohiu postaven na ostrové Délos, kde vypukla epidemie,
oltar, ktery by byl opét krychlovy, ale meél by dvojndsobny objem pivodniho oltdre.
[8, str. 105], podobna verze viz napf. [4, str. 71].
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a pravitka“ — presnéji fe¢eno geometrickou konstrukci, ve které je uzito
jen kone¢ného poétu piimek a kruznic.?

Priblizné v 5. stoleti pfed Kr. Hippocrates z Chiu redukoval pro-
blém zdvojeni krychle na problém nalezeni dvou stfednich geometrickych
tumérnych.* V dnesni terminologii bychom jeho tivahu vyjadfili piiblizné
takto: Necht a je hrana krychle. Je tfeba najit =, y tak, aby platilo

a:x=x:y=9y:2a, (2)

tj. aby platily kterékoliv dvé z nasledujicich rovnic

2 =ay, vy?®=2axr, zy=2a. (3)
Vyloucenim y obdrzime 2® = 243, tedy z je hrana hledané krychle.

Jako prvni nalezl feSeni Menaichmos (cca 380-320 pfed Kr.). Ukézal,
Ze prusecik dvou parabol, popf. prusecik paraboly s rovnoosou hyperbo-
lou, dava ocekavané hodnoty x, y, a tedy resi problém zdvojeni krychle.
Neni pfesné znamo, jak tyto kfivky Menaichmos sestrojil. Jednotlivé
body téchto kiivek lze sestrojit euklidovsky, ale kompletné je zkonstru-
ovat euklidovsky nemtzeme.

Nejvyznamnéjsi spis o kuzelose¢kach Konika (KuZelosecky) pochazi
od Apollonia z Pergy (260-180 pfed Kr.). KuZelosecky jsou zde vylozeny
jako fezy na kuzeli zptsobem, ktery se v podstaté nelisi od dnesniho. Spis
sestaval z osmi knih, z nichZ prvni ¢tyti se dochovaly v Tec¢tiné, dalsi t¥i
v arabském prekladu a posledni byla ztracena. Zejména knihy pata az
sedmd jsou velmi originalni, zahrnuji dokonce diskuzi evolut kuzelosecek
a jiné zajimavé vlastnosti. Témér dva tisice let nebylo Apolloniovo dilo
prekonano.

O tom, jak pfisli Rekové na to, ze kiivky, objevené pii feseni pro-
blému zdvojeni krychle, 1ze obdrzet jako fezy na kuZeli, miZzeme dnes
jen spekulovat.

Popisme stru¢né Menaichmovu myslenku a ukazme, jak vyuzil stfedni
geometrickou timérnou k nalezeni kuzelose¢ek. Uvazujme v roviné dveé

3Dnes vime, #e pozadovanou konstrukei je tloha o zdvojeni krychle nefesitelna.
Neftesitelnost problému zdvojeni krychle i nékterych dalsich starovékych tuloh eukli-
dovskou konstrukci byla dokdzana v 19. stoleti. V literatufe jsou tyto otazky podrobné
vylozeny (viz napf. [7]).

4Obecné problém nalezeni dvou stiednich geometrickych tmérnych znadi nalézt
ke dvéma danym veli¢indm a, b veliciny z, y tak, aby platiloa: z =z :y =y : b.
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vzdjemné kolmé piimky p,q. Jejich priseéik ozna¢me S (obr. 1). Déle
uvazujme veli¢inu a = |SA|. Necht 2a = |SB|, A € p, B € q. Uvazujme
bod @ pohybujici se z bodu S ve sméru opa¢ném k — SB. K tomuto
bodu Q existuje pravé jediny bod T tak, ze ZAQT je pravy, a praveé jediny
obdélnik SQUT'. Z podobnosti trojuhelniki ASQ a QST obdrzime

154 _ 15Q
1SQ|  |ST|”
a odtud
1SQI* = |ST| - [SA]. (4)
77 Boubary  Uprwvit  Nustavit  Qhoa Népovida 7] Boubory Upewit Nusavit  Qhna Niovida
=181 % =181 x|
OISEEFREREE DI EEE R
/‘,_L’-I\\"(\
B/'-;: s| R _.; q I
a ,/.
4 _In ;L'J
Obr. 1 Obr. 2

Obdobnou tvahu provedeme pro bod P pohybujici se po pfimce p
(obr. 1). Potom
|SP? = |SR|-|SB. (5)

Odtud plyne, Ze pohybuje-li se bod ) po pfimce ¢ a bod P po pfimce
p, pak se body U a V pohybuji po parabolach (4), (5).

Uzitim vyukového software Cabri jsme zkonstruovali dynamicky ob-
razek, na kterém lze sledovat, jak vrcholy U a V jednotlivych obdél-
nikt vykresluji pfi pohybu bodd P a () paraboly. V soustavé soufadnic
(S,x,y), x ~ q, y ~ p, ozna¢me U = [uy,us|, V = [v1, v2]. Pak miZeme
uzit pro trojuhelniky TAQ, BRP FEuklidovu vétu o vysce a vyjadiit
rovnice parabol (4), (5) jako

ul=a-uy, vi=2a-v. (6)

Prisecik parabol ozna¢me X = [z, y]. Potom (obr. 2)
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2?=a-vy, tj. y¥*’=2a z. (7)

Snadno lze ukazat, Ze bod X se pohybuje také po hyperbole s asympto-
tami p, q.

Odtud plyne, Ze jsou splnény podminky (3) a uvedenym postupem
muzeme ke kazdé veli¢iné a najit veli¢iny z,y tak, aby platily vztahy
(2). Uveden4 konstrukce ovsem neni euklidovska.

Na prezentované tloze l1ze procvicit podobnost trojihelnikd, Eukli-
dovu vétu o visce, rovnice paraboly apod. Uloha také umoziiuje zéky
motivovat kratkym historickym vypravénim.

BERNOULLIHO LEMNISKATA

Necht F' a G jsou dva pevné dané body v roviné. MnoZina bodi X
v roviné takovych, Ze souéin vzdalenosti |[FX| a |GX| je konstantni a
roven k2, tj.

[FX]-|GX|= k2, (8)

se nazjva Cassiniho ovdl.’®

Ozna¢me vzdélenost mezi body F a G (ohnisky) 2¢. Odvodit im-
plicitni vyjaddfeni rovnice (8) v pravouhlé soustavé soutadnic (S,z,y)
miZzeme vyuzit jako cviceni pro studenty. Oznac¢me |F'S| = ¢ = |GS],
F[—c,0], G[c,0]. Potom lze vztah (8) pfepsat v soufadnicovém vyjadieni
jako

VTR T VPR =k 9)
Upravami obdrzime z (9) znAmé vyjadieni Cassiniho ovalil
(22 +y*)? +22(° —ah) +ct —k* =0. (10)

My se budeme zabyvat pouze specidlnim ptripadem, kdy k = c. Kfivka
o rovnici
(@ +y*)? +2%(y* —2?) =0 (11)

se nazjva Bernoulliho lemniskdta.

SKrivka se nazyva Cassiniho ovdl po francouzském astronomovi italského ptavodu
GIOVANNIM DOMENICU CASSINIM (1625-1712). Cassini ji popsal roku 1680. Vice o Cas-
siniho ovalech viz napt. [2].

6Pojmenovana po JACOBU BERNOULLIM (1654-1705), bratrovi neméné proslulého
matematika Johanna Bernoulliho. Jacob Bernoulli ji popsal nezavisle na Cassinim
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Geometrické vlastnosti Bernoulliho lemniskaty jsou dalsim vhodnym
nameétem pro cviceni podporované pocitacem, pii kterém lze soucasné
procvicit upravy algebraickych vyrazi, derivovani, prace se soustavou
soufadnic apod. Napf. ji lze vygenerovat jako obalku kruznic, které
maji stfed na rovnoosé hyperbole a prochazeji stfedem soustavy souiad-
nic, ktery koresponduje se stfedem hyperboly (viz obrazek 3). Vytvotit
obélku téchto kruznic pomoci Cabri je pomérné snadné (viz obrazek 4),
zkusme vSak ovérit také vypoctem, ze se skutecné jedna o kiivku o rov-
nici (11).

Obr. 3 Obr. 4

UvaZujme pravothlou soustavu soutadnic (S, x, y). Rovnice kruZnice
se stfedem O = [m, n] a polomérem r bude tvaru

(x—m)>+ (y—n)? =r2. (12)

Stiedy téchto kruznic musi lezet na rovnoosé hyperbole

2 2
x y?
Pl (13)
tj. 72 = m? 4+ n? (viz obrazek 3) a musi byt splnéna podminka m? —
—n? = ¢ Odtud a z 12 obdrzime rovnici soustavy kiivek ve tvaru

v roce 1694 a pojmenoval ji ,lemniscus“. Nazev pochazi z feckého slova Anuviorkos —
stuha, masle. Jacob Bernoulli uvetejnil svij objev v Acta Eruditorum v zari 1694.
Prekvapivé je, Ze o souvislosti Cassiniho ovalu a Bernoulliho lemniskaty nevédéli ma-
tematikové jesté vice nez sto let, ackoliv zejména lemniskatou se fada z nich zabyvala
(viz [6, str. 215]).
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F(x,y,m) =0, kde m je parametr a
F(z,y,m) = (2% +¢*)* — dma(a® + y*) +4m* (2 — y?) + 4y°a’.

Obalku této soustavy kfivek ziskdme, jestlize se ndm podaii ze sou-
stavy

F(Zayvm) = 0’ (14)

0
%F(Zayvm) =0

vyloudit parametr m. Soustava rovnic (14) bude v nasem piipadé tvaru

(@® +9°)% — dma(2® + y?) + 4m*(2® — y®) + 4> = 0,
—dx(z® +y?) +8m(a? —y?) = 0. (15)

Odtud vylou¢ime m a obdrzime rovnici
(2% +y*)? 4+ 4a®(y® — 2%) =0, (16)

coz odpovida rovnici Bernoulliho lemniskéty. Srovnanim rovnice (16)
s rovnici (11) ziskdme vztah mezi délkou poloosy hyperboly a a vzdéle-
nosti ohniska lemniskaty od stiedu c

c:\/ia.

Nyni je zfejmé, ze ohniska rovnoosé hyperboly i ohniska lemniskaty jsou
tytéz body F a G.

Dalsi tlohy z analytické geometrie, o obélkach kiivek apod. (véetné
popisu jejich zpracovani v Cabri) lze najit v sérii ¢lanka vychézejicich
v Casopise U¢itel matematiky [3]. Omezeny rozsah tohoto pfispévku bo-
huzel nedovoluje podrobnéjsi rozvedeni této problematiky.
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KONSTRUKTIVNI GEOMETRIE PRO BAKALARE NA
FAKULTE sTAVEBNI CVUT

Jaroslav Cerny

Abstrakt

Jaké je postaveni predmétu Konstruktivni geometrie na fakulté, jaky postoj
magi studenti k tomuto predmétu? Plni predmeét cile, které md ¢i mél by mit?
Jaké bude postaveni geometrie v budoucim bakaldrském studiu?

Fakulta stavebni CVUT maé v soucasné dobé nejvétsi pocet studentii
ze viech fakult CVUT. Pocet studentti v 1. roéniku se pohybuje kazdo-
ro¢né kolem 1500 ve tfech studijnich programech. Jsou to Stavebni in-
zengrstvi, Pozemni stavby a architektura a Geodézie a kartografie. Prvni
program ma 8 studijnich obort. Pfiblizné jedna ¢tvrtina studentii neméla
na stfedni Skole pfedmét deskriptivni geometrie. Na nékterych oborech
je toto procento podstatné vyssi, napf. na oborech S, T, E se pohy-
buje kazdoro¢né kolem 60 % (zkratky a blizsi informace o oborech na-
jdete na adrese http://www.fsv.cvut.cz). Nemalé procento studentii
mélo deskriptivni geometrii na stfedni Skole v 1. roéniku (vétsina absol-
ventll pramyslovych $kol) a jejich tfilety odstup od zdkladnich znalosti
v pfedmétu je zietelny. Stanoveni cili pfedmétu Konstruktivni geome-
trie (KG), ktery je na vétsiné oborti v 1. semestru, je proto nésledu-
jici: zédkladni seznameni s jednoduchymi geometrickymi objekty a jejich
vlastnostmi (télesa, kiivky, plochy), metodami zobrazovani (axonomet-
rie, perspektiva, skicovani), feSeni jednoduchych tloh na objektech s uzi-
tim promitacich metod. Snaha je o rozvijeni prostorové predstavivosti
modernimi pfistupy a rozvijeni tvorivého pristupu. Pozn. Prispévek ne-
obsahuje mnoho ilustracnich obrdzku, nabizi odkazy na webové stranky,
kde vétsinu ilustraci najdete.
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JE GEOMETRIE OBLIBENY PREDMET?

V roce 2000 byla katedrou matematiky realizovana rozsahla anketa, ty-
kajici se ndzoru studenti na vyuku ucitelt katedry a nazory studentt na
obsah vyuky i metody vyuky v jednotlivych predmétech. Pfedmét kon-
struktivni geometrie byl studenty hodnocen jako nejoblibenéjsi. V anketé
se vyjadfovalo 986 studentti. Jejich tcast na pfednaskach konstruktivni
geometrie byla na jednotlivych oborech v priméru vyssi nez 80 %, 397
oznacilo pfedmét za nejlepsi z pfedmétt v 1. ro¢niku (anketa byla konéna
v kvétnu, koncem letniho semestru 1. roéniku).

Odpovéd na otdzku, co stavi pfedmét na toto misto, asi neni jed-
noznacnad a mize byt subjektivni. Pro ty studenty, ktefi pfedmét na
stfedni skole méli, to muze byt ,nendrocnost predmétu®, aroven je na-
stavena spiSe pro ty, ktefi geometrii neméli. Vyuka v pfedmétu nema tak
formalizovanou podobu jako vyuka matematiky, se kterou studenti nej-
Castéji srovnavaji, a je pro studenty prijatelnéjsi. Predmét Konstruktioni
geometrie prece jen nema takovou vahu jako Matematika, kterd mé sou-
casné Ctyinasobné velkou hodinovou dotaci, a v fadé partii je predmét
orientovan spiSe na rutinu nez na problémové ¢i nestandardné formulo-
vané a zadavané tlohy. Blizsi informace o naplni predmétu Konstruktivni
geometrie najdete na webové strance http://mat.fsv.cvut.cz.

Pokud budete zjistovani obsahu pfedmétu na jednotlivych oborech,
tzn. u jednotlivych vyucujicich, vénovat dostatek casu, zjistite podstatné
rozdily. Najdete dvé pojeti vyuky. Na jedné strané viceméné klasickou
deskriptivni geometrii, ale na druhé strané vyuku s vyraznym podi-
lem analytickych metod. Jejich zafazeni do kurzu geometrie je pfiro-
zené, v kurzu matematiky chybéji a student by (podle ndzoru pfedna-
Sejicich, ktefi tuto strukturu vyuky realizuji) mél aspoii zéklady téchto
metod znat. Najdete zde partii o transformacich jako aplikaci linearni
algebry a maticového poc¢tu, partii o analytickém popisu kvadratickych
ploch a konec¢né zaklady diferencialni geometrie kiivek. Je zajimavé, ze
srovname-li obtiznost geometrickych partii s fadou partii matematiky,
milzeme geometrické partie, v irovni a obtiZznosti, ve které jsou studen-
tim predkladany, oznacit jako jednoduché, presto ,,pocitani“ v geometrii
neni mezi studenty oblibeno a radéji by jen rysovali.

Vyznamnou roli v pfedmétu hraje jiz nékolik let tvorba modeli ob-
jektt. Jedna se vesmés o jednoduché zalezitosti, presto jde i v tomto véku
o vyznamny didakticky prvek. Fyzicky kontakt s tvarem a poznani jeho



8. SETKANI UCITELU MATEMATIKY 93

vlastnosti je dulezité, navic studenti tuto aktivitu neodmitaji, na fadé
obort (napf. pozemni stavby a architektura, ale také geodézie) je nao-
pak studenty ocenovana a pozitvné prijimana. Na oboru Pozemni stavby
a architektura je vyuka konstruktivni geometrie ve dvou semestrech a zde
je priprava modelt integralni soucasti vyuky, studenti v pracovnich sku-
pinach pfipravuji samostatny geometricky projekt, jehoz soucasti je i fy-
zicky model. I tato aktivita je studenty velmi vysoko hodnocena a vice
neZ pétiletd price s prezentaci geometrie (pravidelné vystavy modeli
v atriu fakulty poradané ve spolupraci s geometry z fakulty architektury,
spole¢né vystavy s katedrou architektury, spole¢né pedagogické projekty
s katedrou architektury fakulty stavebni, stala internetova vystava mo-
delt, http://mat.fsv.cvut.cz/geometrie (ukdzka na obr. 3), vystava
a soutéz Mathematicky panacek na stejné adrese, ukazky na obr. 1) pfi-
nesla své vysledky, které budou zminény v posledni ¢asti.

SONDA ZNALOSTI PLANIMETRIE A STEREOMETRIE?

O znalostech studenti z geometrie na ruznych stupnich skol najdeme in-
formaci napf. v ¢lanku [4] nebo [3]. Stodvacetii studenti stavebni fakulty
bylo v kvétnu tohoto roku respondenty sondy planimetrickych a stereo-
metrickych znalosti a dovednosti (doba testu 30 minut). Test obsahoval
3 ulohy planimetrie:

1. Sestrojte pravidelny Sestitthelnik, znate-li velikost jeho strany
(spravné 94,6 %). Ocekavand 100% tspésnost nebyla dosazena.
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2. Sestrojte tisecku velikosti V6 (spravné 37,4 %). Vétsina netispés-
nych studentt se priklad viibec nepokusila Fesit.

3. Sestrojte kruznici, kterd mé polomér 2,5 a dotyka se riiznobézek
a,b (spravné 54,7 %). Pouze tfi studenti se zminili, Ze kruznice
neni jedina a tloha mé vice feseni. Jednim ze zptisob feseni bylo
feSeni zkusmo (bréno jako nevyhovujici).

Zatazeny byly tfi llohy stereometrie, které netestovaly znalosti, ale spise
schopnosti studenti fesit zadanou tlohu intuitivneé.

1. Sestrojte ez krychle rovinou K L M. Krychle byla narysovana, body
byly zadany na hranach krychle. Slo o nejslozitéjsi piipad, kdy
body lezi na mimobéznych hranach, tento pripad byl po nékolik
poslednich let (do roku 2000) jednou z tloh u pfijimaci zkousky
(spravné 14,1 %).

2. Nadrtnéte téleso zadané ptidorysem, narysem a bokorysem (obr. 2).

Obr. 2

Standardni tloha, kterd je navic procvicovanad ve vyuce KG na
fakulté, vyznamna ¢ast vyuky promitacich metod (viz [1]) je to-
muto tématu vénovana. Uloha testuje zdkladni schopnost vnimani
grafické informace a jeji ndzornou interpretaci (spravné 33,3 %).

3. Graficky ovéf, zda dany bod lezi na plasti kuzele. Standardni tiloha,
kterd se v kurzu KG opét opakuje (spravné 56,8 %).
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Obr. 3

7 vysledkti minitestu nelze délat vyznamné zavéry. Vysledky vsSak
byly nedobré. Dobra vizitka to neni ani pro pfedmét KG samotny (dvé
streometrické tlohy byly zafazeny v programu pfedmétu), ani pro schop-
nosti a znalosti studentt, které méli ziskat na stfedni skole. Na tomto
misté je tfeba zminit jeden negativni fakt, ktery souvisi s pfijimacimi
zkouskami na CVUT. Ptijimaci zkousky z matematiky jsou realizovany
formou testu s uzavienymi tlohami, konstrukéni tlohy jak z planime-
trie, tak stereometrie zde zarazeny nejsou. Blizsi informace o pfijimaci
zkousce z matematiky na CVUT a ,test nanecisto“ najdete na adrese
http://mat.fsv.cvut.cz/entrance/tests/default.asp

POMOHOU NETRADICNI PROSTREDKY K UCENI GEOMETRII?

Konstruktivni geometrie jako predmét a geometrie jako Cast matema-
tiky ma na fakulté stavebni do budoucnosti vyznamny zavazek. V zaii
2001 byla dokonéena pfiprava akreditace nového t¥istuptiového (bakalai-
ského — magisterského — doktorského) studia. Konstruktivni geometrie
v navrhu bakaléfského studia neztratila soucasnou pozici. Rozsah jeji
vyuky se nezmensil (2 + 2), pfedmét je planovan v letnim (druhém) se-
mestru. Ackoliv studium bylo zkraceno v bakalafském stupni na 4 roky
a pocet tydennich vyukovych hodin se zmensil o 13 %, ke kraceni vyuky
geometrie nedoslo. Navic se podafilo na jednom z vyznamnych studijnich
programu (Architektura a stavitelstvi) zafadit pfedmét Aplikovana geo-
metrie do magisterského studia. Jeho naplni by méla byt geometrie pro
moderni architekturu, sezndmeni student s geometrickymi prvky pou-
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Zivanych napf. v prutovych, membranovych a pneumatickych konstruk-
cich. Pozn. Neni zde mozné nezminit problém, ktery pravdépodobné vy-
uku konstruktivni geometrie cekd. V blizké dobé nebude jednoduché najit
ucitele konstruktivni geometrie, kteri by byli aprobovanymi matematiky—
geometry.

V bakalaiském stupni studia se pocita s vyuzitim prostfedki online
vyuky a vyuky podporované internetem. Soucasny stav mohou doku-
mentovat dvé prostiedi, kterd najdete na adresach

http://mat.fsv.cvut.cz/cerny,
http://mat.fsv.cvut.cz/dvorakov,
kde je jisty zpusob vyuky prezentovan. Druhym piikladem je dvojice
modult KuZelosecky a Goniometrie z pfipravovaného online pfipravného
kurzu k pfijimacim zkouskam z matematiky, ktery najdete na adrese
http://prijimackyl:prijimackyl@online.cvut.cz/
/webct/homearea/homearea.
Netradi¢ni prostiredky jsou prezentovany i na adrese
http://mat.fsv.cvut.cz/geometrie,
kde je prtibézné inovovany prehled zajimavych internetovych adres s riz-
nou tématikou, véetné adres s online prezentaci geometrie. Po prvnich
zkusenostech je tfeba konstatovat, ze ackoliv jsou vytvoreny jednodu-
ché a zajimavé pfistupy k informacénim zdrojim pro studenty, studenti
je minimalné vyuzivaji. Touha po poznani a poznavani né¢eho nadstan-
dardniho (mimo rdmec pfedepsanych pozadavkl ke zkousce) neni velkd
a obecnd snaha (dlouhodobd, toto neni lokalné ¢asovy problém) je o nej-
jednodussi splnéni podminek k absolvovani pfedmétu. Pifesvédceni, Ze se
situace zmeéni k lepSimu a hledani prostfedkt k této zmeéné je optimis-
tickym pohledem do budoucnosti.

JAKOU GEOMETRII PREZENTOVAT BUDOUCIM BAKALARUM

Postaveni pfedmétu v iivodu studia je relativné silné, predmét bude prav-
dépodobné z technickych divodl prednasen jak v zimnim, tak v letnim
semestru. Nasledujici koncept predstavuje jednu z moznych variant bu-
douciho sylabu predmétu:

e Geometrické objekty a jejich vlastnosti: zdkladni plochy, télesa,
krivky, plochy.
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e Transformace v roviné a prostoru: shodnosti, podobnosti, trans-
formace pouzivané v pocitacové grafice (zména métitka, zkoseni,
vyfezy, atp.)

e Promitaci metody: axonometrie, perspektiva, skicovani, promitani
jako zobrazeni prostoru do roviny a jeho analyticky popis.

e Krivky a plochy vcetné jednoduchych analytickych vlastnosti.

Jednim z problémt je mozné uziti vhodného softwaru ve vyuce. V sou-
¢asné dobé v pfedmétu konstruktivni geometrie ve 3. semestru programu
Pozemni stavby a architektura praktikujeme pouziti jakéhokoliv grafic-
kého softwaru, ktery studenti umi (pracuji pfi pfipravé projekti v pra-
covnich skupinéch). I do budoucnosti je mozné realizovat vyuku bez uziti
jakéhokoliv softwaru s rizikem, ze pristi reforma studia pfedmét zrusi.
Aktivngjsi varianta je pouziti vhodného softwaru. Jednim z moznjch
softwara je software Rhinoceros, 3D NURBs modelar, ktery umoznuje
3D modelovat zakladni geometrické objekty a jejich kompozice. Jinou
moznosti je pouziti pocitacovych algebraickych systémt (Maple, Mathe-
matica) pii zobrazovani analyticky zadangych ploch a jejich kompozic.

Zda se, ze cesta od klasické deskriptivni geometrie ke geometrii za-
méfené na aplikace linedrni algebry (transformace a promitaci metody)
a vnimani prostorovych objektt a jejich vlastnosti s uzitim softwaru
je jedinou moznou cestou k zachovani kurzu konstruktivni geometrie
v prostfedi technickych studijnich oborti. Vyznamnym prvkem by méla
byt i aktivni a kreativni acast studentu tak, jak ji prezentuji soucasné
studentské prace na vyse uvedenych adresach.
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METODY VYUKY MATEMATIKY
VE FRANCOUZSTINE — ZKUSENOSTI
7 EUROREGIONALNIHO GYMNAZIA V LIBERCI

Eva Dvorakova

Euroregionalni gymnazium v Liberci bylo zalozeno v roce 1993 jako
dvojjazycné cesko-francouzské gymnézium. O rok pozdéji ziskalo akredi-
taci i pro ¢esko-anglické t¥idy. Doposud odmaturovalo 90 studenti ¢esko-
francouzskych tiid, 80 % z nich pokracuje na vysokych skolach vétsinou
humanitnich zaméfeni.

Vyuka matematiky ve francouzstiné zac¢ina v kvinté. V rozvrhu jsou
pouze 3 hodiny matematiky tydné, ale tato nevyhoda je ¢astec¢né vyrov-
nana malym poctem studentl ve tfidach. V soucasné dobé je ve fran-
couzskych tfidach maximélné 10 studentt.

STUDILINT PROGRAM.

Program studia respektuje maly pocet hodin vyjuky, pozadavky fran-
couzskych partnertt a MSMT. Program je uzi nez je obvyklé na ceskych
gymnéziich. Zajemclim je nabidnut matematicky seminar, kde maji moz-
nost procvicit pocetni dovednosti, aktivné si osvojit ¢eskou terminologii
a doplnit okruhy, které byly ze spoleéného programu vypustény. V sou-
casné dobé byl diferencialni pocet nahrazen oddilem ,¢iselné mnoziny
a jejich vlastnosti“ a rozsifenim uciva statistiky a pravdépodobnosti.
Aktuélni program je néasledujici:

1. Algebraické vyrazy, absolutni hodnota, rovnice, nerovnice, sou-
stavy rovnic vice neznamych a soustavy linearnich nerovnic o dvou
neznamych.

2. Eukleidovské geometrie v roviné.

3. Funkce a jejich vlastnosti (véetné goniometrickych, logaritmickych
a exponencidlnich funkei a pfislusnych rovnic).
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4. Vektorova algebra, analytickd geometrie v roviné (vcetné skaldr-
niho soudinu, Feseni trojuhelnika a kuzeloseéek).

5. Posloupnosti.

6. Uvod do teorie mnozin. Ciselné mnoziny a jejich vlastnosti.
7. Komplexni ¢isla.

8. Kombinatorika a zéklady pravdépodobnosti.

9. Statistika.

Eukleidovska i analytickd geometrie v prostoru byly ze spole¢ného
programu vynechany z diivodi naroc¢né terminologie a zafazeny do Ces-
kého seminare. Zaklady logiky a dikaz v matematice nejsou probirany
jako samostatna kapitola, jsou zafazovany a procvicovany pribézné se
vzrustajicimi jazykovymi schopnostmi studentt. Posloupnost uéiva je
kompromisem francouzského programu, ¢eského programu a jazykovych
dovednosti studentti. Snazime se respektovat francouzské ucebnice: po-
sloupnost uéiva neni linedrni, zakladni okruhy (1-4) jsou zafazovany
opakované s postupnym rozsifovanim obsahu. Studenti maji k dispozici
dva dily ucebnic pro humanitni tf¥idy francouzskych gymnézii [1, 2].

Ucebnice jsou doplnény pracovnimi texty , Skalarni soucin a kuzelo-
secky“, pfipravenymi na miru, a pracovnimi listy ze statistiky a kombi-
natoriky.

PEDAGOGICKE CILE A METODY VYKLADU UCIVA

S ohledem na velky pocet humanitné zaméfenych student jsou hlavnimi
cili vyuky nabyti zédkladnich pocetnich dovednosti, rozvoj abstraktniho
mysleni a dovednosti nezbytnych pro samostatné feSeni problém1.

Vlastni vyklad uciva je zejména v kvinté a prvni poloviné sexty vice
jazykovym nez didaktickym problémem.

VYKLAD UCIVA FORMOU ROZHOVORU

V obdobi, kdy studenti jesté nejsou schopni spontanné myslet ve fran-
couzstiné, muze byt vyklad uciva formou rozhovoru rusivym prvkem,
ktery negativné ovliviiuje jazykovy rozvoj. Ocekdvani castych dotazi
nuti studenty k neustdlému védomému pieklddani. Forma rozhovoru
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z hlediska primérného studenta kvinty probiha nasledovné:
prubézny védomy preklad vykladu do cestiny — formulace odpovédi
(¢esky) — preklad odpovédi do francouzstiny — odpovéd.

Doslovné prekladani je tfeba co nejrychleji odstranit. Tim se stava
vyklad uciva formou rozhovoru v kvinté velmi citlivym problémem a za-
visi na individuélnich jazykovych schopnostech a dovednostech studenti.
Metodé se nelze vyhybat, protoze vybizi k rychlému reagovani v cizim
jazyce. Na druhou stranu muze metoda nutit nékteré studenty k neusta-
lému prekladani, a tim opozdit spontanni proces mysleni v cizim jazyce.

V sexté, kdy studenti zpravidla za¢nou spontdnné myslet ve fran-
couz$tiné, muze vhodné volend metoda rozhovoru upevnéni tohoto pro-
cesu urychlit, tj. upeviiovat nové nabyté jazykové dovednosti potiebou
rychlé reakce. Az do konce sexty je forma rozhovoru vedena tak, ze od
studenti vyzadujeme pouze kratké, z jazykového hlediska nenaroc¢né od-
povédi. Cas na zformulovani odpovédi je tieba omezovat na minimum,
abychom zabranili prekladani. Od druhé poloviny sexty ma vyklad uciva
formou rozhovoru stejnou hodnotu a priabéh jako v ¢eskych t¥idach.

VYKLAD UCIVA FORMOU PREDNASKY

ZkuSenosti ukazuji, Zze studenti jsou jiz na zacatku kvinty schopni s po-
rozuménim sledovat desetiminutovou prednasku za nasledujicich podmi-
nek:

e Slovni zasoba nepiekro¢i 10 neznamych slov.

e Neni tfeba respektovat znalosti gramatiky s vyjimkou neobvyklych
tvart nepravidelnych sloves (subjonctif nebo gérondif).

e Prednasku je tfeba dopliovat struénym a prehlednym zapisem na
tabuli.

Za splnéni téchto podminek je prednaska plnohodnotnou metodou vy-
kladu uciva od samého pocatku kvinty. Je ovSem tieba ji doplnovat
samostatnymi aktivitami vedoucimi k upevnéni, pochopeni a rozsifeni
prednéaseného uciva.

DIDAKTICKE ZPRACOVANI UCIVA

V didaktickém zpracovani uciva respektujeme francouzské ucebnice. Od-
lisuji se v oddilu vektorova algebra, ktery je vice zaméfen na studium geo-
metrickych tvara. Vlastni pojem vektoru je zavadén postupné, s vétsim
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dirazem na intuitivni pochopeni — v kvinté je tfeba doplnit predstavy
studenti o vektorech na stejnou troven, jakou predpoklada uc¢ebnice.

e P1i opakovani geometrie je vektor intuitivné zaveden jako objekt
charakterizovany smérem, orientaci a normou. Déle jsou definovany
a procviceny pojmy rovnost vektori a kolinearni vektory. Tim jsou
doplnény predpokladané vstupni znalosti v ucebnici.

e V kapitole ,vektorovy pocet“ se ucivo zopakuje a rozsifi o zpu-
soby znadeni vektort (analogie s pfimkou, ,nenapadné“ zobecnéni
pojmu), o séitani vektort a ndsobeni vektoru realnym éislem. N4~
sleduje studium geometrickych atvart: dikazy o rovnobéznosti pri-

apod.

e Na zacatku sexty je celé uc¢ivo podrobné zopakovano pred tivodni
kapitolou z analytické geometrie v roviné a soustavné vyuzivano
po zavedeni soufadnic.

Zmnalosti z vektorové algebry jsou vyznamné vyuzity v u¢ivu o skalar-
nim soucinu, do kterého jsou zafazeny i diikazy Kosinové, Sinové a Eu-
kleidovych vét.

Ostatni ¢asti uciva se svym didaktickym zpracovanim témér neodli-
Suji od ceskych skol.

PROBLEMOVE VYUCOVANT

Od samého pocatku pripravy programu matematiky bylo rozhodnuto
koncipovat vyuku problémové. Podminky k této koncepci jsou lepsi, nez
na ostatnich skolach:

e Maly pocet studentti ve tiidach.

e Dostatek dobte zpracovanych problémovych tiloh ve francouzskych
ucebnicich.

e Maly pocet hodin vyuky matematiky ma za nasledek omezeni vy-
kladu na zakladni ucivo a je velmi motivacni pro feSeni problémii
k rozsifeni znalosti.

e Bylo mozné uzpiisobit rozvrh hodin: matematika je 2x v tydnu
2 + 1 hodiny vyuky.
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Od sexty studenti zpracovavaji 4 problémové ulohy za pololeti, z toho
t¥i domaci a jednu Skolni — z hlediska klasifikace jsou vyznamové srov-
natelné se Gtvrtletni praci. Ulohy jsou hodnoceny znamkou i slovnim
komentafem a doplnéné o modelové feSeni. Maji charakter seminarnich
praci, komentar a pisemné zdivodnéni postupu jsou stejné dilezité, jako
vlastni feseni.

Ma-li problémové vyucovani splnit ocekavané cile, je tfeba studenty
naucit zdkladnim dovednostem nezbytnym pro feseni problémut. Tomu
je vénovana pozornost po celou dobu studia. V kvinté je nutno prekonat
nevhodné navyky a naucit studenty zakladnim postuptim.

ODPOVEDI NA OTAZKY

Hlavnim problémem je pfimét studenty odpovidat na poloZené otazky.
Studenti nejsou zvykli dostavat neobvyklé dotazy. Otazky nevnimaji az
do konce, ale prifazuji je co nejrychleji modelové tloze. Problém je vy-
razny pfi vyuce v cizim jazyce — zbézné precteni otazky je jednim ze zpt-
sobi, jak urychlit preklad. Odstranit tento mechanismus je obtizné a pro
studenty stresujici. Pfi pfimé komunikaci nevnimaji studenti opravu ze
strany ucitele jako zpochybnéni obsahové ¢asti vyjadieni, ale jako ko-
rekci jazykovych vyjadfovacich prostiedki. Nejefektivnéjsim zpiisobem
je proto dusledné hodnoceni pfimérenosti pisemnych odpovédi.

Dale je tfeba studenty naucit, ze otazky v ramci jedné tilohy na sebe
mohou navazovat. Postup lze procvi¢ovat na jiz zminovanych modelo-
vych tlohach, jejichz feseni formou dil¢ich dotazt rozdélime na nékolik
krokti. Pro ilustraci uvedme piiklad.

Piiklad 1 (kvinta):
1. Reste v R nésledujici nerovnice a) # —3 < 0, b) 2 — 2 < 0.

2. Znazornéte FeSeni kazdé z nerovnic a) a b) na ¢iselné ose na samo-
statnych obrazcich.

3. Znazornéte graficky na ciselné ose feSeni soustavy nerovnic

r—3<0
2—2<0

4. S vyuzitim tabulky znamének fe§te nerovnici (x — 3)(2 —z) > 0.
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5. Urcete FeSeni nerovnice 2 — 5z + 6 < 0.

Doposud vice nez 80 % studenti Fesilo ptiklad jako 5 nezavislych
uloh. Je-li priklad zadan jako Casové omezena pisemnd prace, je oprava
velmi ilustrativni.

MATEMATIZACE REALNYCH SITUACH

Proces matematizace je obtizny v ptripadé doslovného prekladu do ces-
tiny. Problému je nutno se vénovat systematicky a disledné kontrolovat,
zda studenti pochopili zadani.

Formulace zadani v cizim jazyce muze byt ovSsem pozitivné vyuzita.
Ulohy lze formulovat tak, aby pochopeni slov nev§znamnjch z hlediska
matematiky bylo obtizné. Napft. stravi-li studenti delsi cas prekladem
slova ,nénuphar® (leknin) a poté si uvédomi, ze nebylo dilezité, budou
pristé peclivéji zvazovat vyznam jednotlivych slov.

V pribéhu kvinty, kdy se studenti uci fesit problémové tlohy véetné
pisemného komentare, se osvédcily praktické tlohy na opakovani uciva
o pravouhlém trojahelniku, absolutni hodnoté (vzdalenost) a klasické
slovni dlohy vedouci na rovnice jedné neznamé.

SAMOSTATNA PRACE STUDENTU

Samostatna prace probihé pfevazné pisemnou formou v souladu se zvyk-
lostmi na francouzskych gymnéziich. Ustnim prezentacim se vyhybame,
jsou vnimany jako zkouseni z francouzstiny. Kromé individualni pisemné
prace se osvédcila prace ve dvojicich. Vétsi skupiny jsou nevhodné, stu-
denti nadmérné komunikuji ¢esky. Prace ve dvojicich naopak usnadnuje
jazykové problémy s prekladem a vyjadfovanim.

K procviceni uciva se osvédcéily pracovni listy s riznym druhem akti-
vit: odpovédi na otazky, feseni kratkych cviceni i problémového charak-
teru a zejména testy.

UZAVRENE TESTY

Jsou nejcastéjsi formou individualni prace. Studenti vybiraji spravné od-
povédi z navrhovanych (3-5) s moZnosti vice spravnych odpovédi. Testy
s jednou spravnou odpovédi vyuzivame ke kontrole a procvic¢eni pasiv-
niho zvladnuti odborné terminologie.
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SERADOVACI A DOPLNOVACI TESTY

Jsou vhodné pro praci ve dvojicich. Osvédcily se tkoly, ve kterych stu-
denti prifazuji grafy funkci k jejich zadani ¢i vlastnostem, seskupuji geo-
metrické objekty podle vzajemné polohy nebo zadanych vlastnosti apod.
Doplnovaci testy byvaji zaméfeny na kresleni grafti a obrazkt a doplno-
véni udaji v tabulkach prehledu uciva a myslenkovych mapéach. K pro-
cviceni terminologie se osvédcily kfizovky. Uvadime pfiklad tabulky na
shrnuti uéiva:

Piiklad 2 (kvinta): Dopliite tabulku podle vzoru druhého fadku.

..<z<. .z €]...;...]|Vzdalenost |t —...| <...|z je prvkem
meziza... intervalu
je mensi nez ... o stredu...
a polomeéru. ..
5<x<7 | z€[57 |Vzdalenost |z —6] <1 |stied: 6
mezi z a 6 polomeér: 1

je mensi nez 1

x € [—5;9]

Vzdélenost
mezi x a —1
je mensi nez 0,3

|z +2] <0,25

-1 <x<2

stied: a
polomér: r > 0

TESTY ,,PRAVDA — NEPRAVDA®

Studenti rozhoduji, zda je dany vyrok pravdivy ¢i nepravdivy, a své roz-
hodnuti zdivodnuji. Testy jsou vhodné pro hlubsi rozmysleni ucéiva a od
studentti vyzaduji samostatné vyjadfovani ve francouzsting. Uroveti vy-
jadfovani lze pritom lépe ovliviiovat nez pfi FeSeni klasickych cviceni
a rozsdhlych loh. Soucasné lze téchto testt vyuzivat k rozvoji doved-
nosti z oblasti logiky a ditkkaz v matematice. Uvadime nékolik testovych
otazek z ruznych okruhi.

Priklad 3: Rozhodnéte o pravdivosti nasledujicich vyroki a své rozhod-
nuti zdvodnéte.

1. Nerovnice z(x + 1) > 5a m4 stejné feSeni jako z + 1 > 5.



106 Eva Dvorakova

2. Mnohocleny, které maji stejné koreny, jsou si rovny.

3. Funkce sudd a rostouci v celém svém definicnim oboru je kon-
stantni.

1
4. Je-li posloupnost u,, rostouci, potom je — klesajici.
Un

5. Pro vektory @ = (—11;4) a ¥ = (8;25) plati: @ — ¥ je kolinearni
s 2t + 27.
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FORMALNI ANALYZA KONCEPTU
VE VYSOKOSKOLSKE PRIPRAVE UCITELU
MATEMATIKY

Petr Emanovsky

Abstrakt

Zajimavou ukdzkou uZiti svazu je tzv. formdalni analyza konceptu, kterd umoz-
nuge algebraickou cestou vytvaret pojmy jakéhokoliv oboru. Tato metoda by tedy
mohla poslouZit jako vyznamny prostredek k posileni mezipredmétovych vztahi
mezi matematikou (algebrou) a druhgm aprobacénim oborem uditelského studia.
Velkou vyhodou této metody je jeji algoritmizovatelnost, kterd umozniuje zcela
automatizovan€ vytvdreni vSech pojmi daného kontextu s vyuZitim vypocletni
techniky.

Uvob

Ke klicovym problémtm dlouhodobého rozvoje skolstvi, ktery vystu-
puje v soucasné dobé ,informacni revoluce“ stale vyraznéji do popredi,
patii bezesporu nezbytnost integrace lidského védéni, jejimz zakladnim
predpokladem je promyslena integrace vzdélavacich obsaht didaktickych
systému vyucovacich predmétt na vSech stupnich a typech skol. Kazdy
vysokoskolsky pedagog, ktery se chce podilet na realizaci kvalitni pri-
pravy budoucich uéiteli, by se nemél spokojit pouze s predavanim izolo-
vanych poznatki svého predmétu. Mél by vést studenty ke komplexnimu
pristupu k FeSeni problému, upozornovat je na souvislosti uvniti studij-
niho pfedmétu i mezi jednotlivymi predméty a hledat moznosti apli-
kaci poznatkil jedné discipliny pfi feseni problémi jiné discipliny. Speci-
fické podminky poskytuje v tomto sméru dvouoborové ucitelské studium.
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V tomto ¢lanku se omezime na problematiku studia ucitelstvi matema-
tiky s druhym aprobac¢nim pfedmétem pro 2. stupenn ZS. Na rozdil od
¢lanku [1], ktery analyzuje mezipfedmétové vztahy mezi zdkladnimi ma-
tematickymi disciplinami ucitelského studia matematiky, zejména mezi
algebrou, geometrii a matematickou analyzou, se zaméfime na mezi-
predmétové vztahy mezi matematikou a druhym aprobac¢nim predmé-
tem a vSimneme si jedné konkrétni moznosti vyuziti poznatki z algebry
(z teorie svazil) pfi tvorbé pojmi tohoto druhého predmétu (ptirodopisu,
technické vychovy, hudebni vychovy, obéanské vychovy apod.).

KONCEPTUALNT SVAZY

Se zékladnimi vlastnostmi svazt (viz napf. [4]) se studenti seznamuji
zpravidla v rdmci zakladniho kursu algebry. V rdmci tohoto kursu, pfip.
v ramci volitelného seminafe je uziteéné studenttim ukazat také néktera
vyuziti a konkrétni modely svazl. Zajimavou ukazkou uziti svazi je tzv.
formdlni analyza koncepti, kterd umoznuje algebraickou cestou vytvaret
pojmy jakéhokoliv oboru. Tato metoda by tedy mohla poslouzit jako vy-
znamny prostiedek k posileni mezipredmétovych vztahti mezi matema-
tikou (algebrou) a druhym aprobacénim oborem. Podstatou této metody
popsané napf. v [3, 5] je tvorba tzv. konceptudlnich svazi. Oznaéme
symbolem O mnozinu uréitych objektd (napt. rostlin, Zivoéichfi, tech-
nickych zafizeni, hudebnich néstrojt, zaku ve t¥idé apod.) a symbolem
A mnozinu atributd (vlastnosti) (napf. ,byt suchomilny“, byt savec*,
»byt elektrospotiebi¢“ apod.). Ozna¢me R C O x A relaci incidence,
tj. pro objekt o € O a atribut a € A plati (0,a) € R pravé tehdy,
kdyz objekt o mé vlastnost uréenou atributem a. Usporadanou trojici
(O, A, R) nazveme kontextem. Pro podmnozinu objektit X C O oznacme
X' ={a € A,(o,a) € R pro kazdé o € X}, tj. X’ je mnozina vsech atri-
butd z A spoleénych vSem objektim z X. Podobné pro podmnozinu
atributt Y C A ozna¢me Y' = {o € O, (0,a) € R prokazdéa € Y},
tj. Y’ je mnoZina vsech objektti z O, které maji pravé viechny atributy
z Y. Zfejmé X; C Xs implikuje Xé - X{ a Y7 C Y, implikuje Y2' C
CYY pro kazdé X1, Xo C O,Y1,Ys C A. Necht je dan kontext (O, A, R).
Konceptem (pojmem) v kontextu (O, A, R) nazveme uspoiddanou dvo-
jici (E,T) takovou,ze E C O, I C Aaplati E' = a I’ = E. MnoZinu F
nazyvame rozsah (extent) konceptu (E,I), mnozinu I nazyvame obsah
(intent) konceptu (E, I). Mnozinu vSech koncepti v kontextu (O, A, R)
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ozna¢me symbolem K(O, A, R). Na této mnoziné lze definovat uspo-
fad4ni nasledujicim zptsobem: Necht (X1,Y7), (X2,Y2) € K(O, A, R).
Pak (X1,Y1) < (X3,Y3) pravé tehdy, kdyz X; C X5 (coz je ekvivalentni
s Y2 C V7). V tomto ptipadé také fikame, ze (X1, Y1) je podkonceptem
konceptu (X2, Y2).

HLAVNT VETA O KONCEPTUALNICH SVAZECH

Necht (O, A, R) je kontext a K(O, A, R) mnoZina jeho koncepti. Pak
uspofadand mnozina (K (O, A, R), <) je Giplnym svazem, v némz suprema
a infima jsou urcena takto: Necht {(X;,Y;), i € I} je systém konceptl
z K(O, A, R), pak

V{(X3,Y3), i € I} = ((N{Y3,, i € I}),0{Yi,, i € 1},
/\{(XMY;)a ZGI}: (Q{X’M7 ZGI},(Q{X“, ZGI})I)

Vzhledem k tomu, ze (K (O, A, R), <) je uplnym svazem, tvofi mnoZina
K (O, A, R) uzavérovy systém a pro danou mnozinu objekti (extent)
X C O existuje koncept K(X) generovany mnozinou X. Podle hlavni
véty o konceptuédlnich svazech je zfejmé K(X) = (X, X’). Podobné pro
dany intent ¥ C A existuje koncept K(Y) generovany mnoZinou Y
a plati K(Y) = (Y',Y). Je-li tedy ddna mnoZina objektt O a mno-
Zina atributi A a zname-li relaci incidence R, ktera je zpravidla zadana
tabulkou, pak mizeme podle hlavni véty o konceptualnich svazech zkon-
struovat svaz vSech konceptti v kontextu (O, A, R). Konstrukei tohoto
svazu ziskame:

a) vSechny pojmy, které v rdmci daného kontextu existuji (pfipadné
i nékteré dosud neuvazované),

b) prehled o implikacich mezi vlastnostmi (pro mnoziny atributt
Y1,Ys C A definujeme Y7 = Y5, jestlize kazdy objekt o € O, ktery
mé vlastnost Y7, ma také vlastnost Y, tj. (Y3, Y2) < (Y{,Y1)).

FORMALNI ANALYZA KONCEPTU

Vzhledem k tomu, Ze popsany postup je zcela formalizovany, nezavisly na
subjektu zpracovatele, byva nazyvan formdlni analyzou koncepti. Velkou
vyhodou této analyzy je algoritmizovatelnost konstrukce suprem a infim
svazu (K (O, A, R), <), kterd umoziuje zcela automatizované vytvéareni
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vSech pojmil daného kontextu s vyuzitim vypocetni techniky (existuje
napf. program CONIMP). UkaZme si konstrukci svazu (K (O, A, R), <)
na konkrétnim jednoduchém prikladu: Uvazujme mnozinu objektd O =
= { 1 —spalovaci motor, 2 — elektromotor, 3 — akumulétor, 4 — automobil,
5 — computer, 6 — ru¢ni mixér, 7 — pilnik, 8 — motorovéa pila}, mnozinu
atributtt A = { a — spotfebovévat energii, b — spotfebovévat elektrickou
energii, ¢ — potfebovat software, d — potfebovat palivo, e — byt dopravnim
prostfedkem, f — potfebovat lidskou obsluhu, g — slouzit k mechanické
upravé materialu, h — byt zdrojem elektrické energie, j — byt pohonnou
jednotkou} a relaci incidence R uréenou tabulkou 1 (k¥izek v i-tém Fadku
a j-tém sloupci znamena (0;, a;) € R):

Atributy\Objekty | a | b | c | d| e | f | g |h|]
1 X | X X X
2 X | X X
3 X X
4 X | X X | X | x
5 X | X | X X
6 X | % X | x
7 X X | x
8 X X X | x
Tabulka 1

V osmiprvkové mnoziné O existuje 2° podmnozin a ke kazdé této
podmnoziné X C O muzeme hledat Y C A. Zjistime, Ze existuji pod-
mnoziny X1,Xs C O takové, ze X1 # Xo a V] = X = Yy = XJ.
V tomto pfipadé zfejmé dvojice (X1,Y1), (X2, Y2) nejsou koncepty, ne-
bot pro koncepty by rovnost Y; = Y5 implikovala X; = X». Pro kontext
(O, A, R) existuje pravé 15 riznych koncepti a pfislusny konceptudlni
svaz (K (O, A, R), <) je zndzornén na obrazku 1.

Na obrazku 1 odpovidd napf. bod oznadeny g, 7 konceptu {6, 7,8},
{a, f, g}. Jeho rozsah je tedy v daném kontextu {mixér, pilnik, mo-
torova pila} a obsah {spotfebovéava energii, potfebuje lidskou obsluhu,
slouzi k mechanické ipravé materidlu}. Nyni je mozné diskutovat o tom,
jak by se dal tento pojem interpretovat, pfip. zda mu odpovida néjaky
bézné uzivany termin daného oboru. Nas koncept bychom napf. mohli
interpretovat jako ,ruéni (osobni) pracovni nédstroj“. Podobné koncept
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Obr. 1

oznafeny pismenem b mé rozsah {spalovaci motor, elektromotor, auto-
mobil, computer, mixér} a obsah {spotfebovava energii, spotfeboviva
elektrickou energii}. Tento koncept odpovidd bézné uzivanému terminu
elektrospotiebic®.

ZAVER

Popsana metoda forméalni analyzy koncepti by mohla byt vyuzita napf.
jako téma pro volitelny seminaf, pro diplomovou praci apod. Pti kon-
strukci konkrétnich konceptualnich svaza by studenti jednak tvorivé vy-
uzivali poznatku z algebry a jednak by aktivné pracovali s pojmy dru-
hého aprobac¢niho predmétu. Obé tyto ¢innosti, navic ve vzajemném spo-

jeni, jsou pro kvalitni pfipravu budoucich uciteltt matematicky bezesporu
velmi cenné.
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KONSTRUKTIVISTICKA KONCEPCE GEOMETRIE
U BUDOUCICH UCITELU

Milan Hejny

1 FORMULACE PROBLEMU

Konstruktivizmus, myslenkovy proud zabyvajici se vzdélavacimi procesy
zejména ve Skole, vstoupil do didaktiky matematiky asi pred deseti lety.
Nepfinesl asi zadnou podstatné novou ideu, ale polozil diraz na kvalitu
poznatkil, které si zak ze Skoly odnasi, a v oblasti vyzkumu otevtel sérii
novych otazek.

Béhem konstruktivistické éry narostl pocit odpovédnosti obce didak-
tikti matematiky za stav vyuky matematiky na skolach. Vzrostl pocet
vyzkumi zabyvajicich se otdzkou, pro¢ nepronikaji silné vysledky teo-
rie do zivota. V sedmdesatych a osmdesatych letech 20. stoleti oficialni
skolské materidly od ucitele halasné pozadovaly, aby ucil tvotive, rozvi-
jel logické mysleni zakt, odboural memorovani, zvySoval potiebu zaki
po porozumeéni apod. Realizovat tyto vyzvy bylo tenkrat tlohou ucitele.
Dnes jsou nase znalosti o moznostech redlné ménit kvalitu vyucovani
daleko rozsahlejsi, ale jejich pronikani do skol je velice pomalé. Pro¢?

Vidime dvé hlavni pfi¢iny tohoto jevu. Prvni tkvi v setrvacnosti skol-
niho systému, druhd v apatii spole¢nosti smérem k vyznamu skoly pro
vlastni vyvoj. Zkvalitiiovani vyucovani je totiz bytostné zavislé na uci-
teli a spole¢nost nedokaze do této naro¢né profese orientovat dostatek
vysoce kvalitnich lidi.

Je ztejmé, ze druhd z uvedenych pricin lezi vné nasich moznosti. Do-
mnivame se vSak, Ze pokud jde o prvni pfi¢inu, neni nase usili bez Sance.
Je znamo, ze edukaéni styl, ktery si ucitel vytvori v prvnich letech svého
pedagogického piisobeni a ktery pak vyraznéjSich zmén dozna jen zcela

Studie byla vypracovana s podporou vyzkumného zaméru VZ J13/98/114100004
»2Kultivace matematického mysleni a vzdélanost v evropské kulture“.
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ojedinéle, je vice ovlivnén vzory pedagogu, ktefi budouciho ucitele udili,
nez teorii, kterou mu nabidne vysoka skola. Jestlize student zazil ucitele,
ktery jej umél pro matematiku nadchnout, pak mechanizmus napodo-
bovani vzord lze jen vitat. Jestlize vSak budouci ucitel ve svém mate-
matickém vzdélavani poznal pouze (feceno slovy K. Capka) pedagogické
nadeniky, stava se pro néj vysokoskolska matematicka priprava posledni
prilezitosti k nabyti lepSich Zivotnich zkuSenosti se skolskou matemati-
kou. Tu prilezitost bychom neméli promarnit.

Studenti, ktefi prichazeji na vysokou skolu, aby se pripravili na ucitel-
ské povolani, si z predchozich $kol pfindseji nejen znalosti, ale i postoje,
hodnoty a navyky studia. Jsou mezi nimi i lidé sebevédomi, ktefi veéri
vlastnim schopnostem a nejsou ochotni konzumovat poznatky, aniz by
si je sami ve svém védomi neprovérili, nebo spise nanovo nekonstruovali.
Zel podstatné vice je téch, ktefi o vlastnich schopnostech mnohdy po-
chybuji a naro¢néjsi myslenky se nesnazi pochopit, protoze tusi, ze by
to bylo marné. Naudi se je tedy zpaméti. Vysokoskolska pfiprava téchto
lidi zalozena vyluéné na prezentaci hotovych vysledki poznéani a nacviku
standardnich fesitelskych postupt odpovida jejich predeslé zkusSenosti.
Oni pak u zkousky uspésné odrikaji naucené definice, véty a dikazy
a imitaci nacvicenymi postupy vytesi standardni tlohy, aby v dalsi ge-
neraci reprodukovali stejny model uceni se matematice.

Ptejme se, zda mohou pedagogické fakulty prispét ke zméné této sku-
te¢nosti. Tak zni problém, o jehoz feseni se pokousime na nasi katedre.
Hledame takovou koncepci pripravy budoucich ucitelid matematiky, aby
aspon ¢astecné plnila naznacené cile. Nase dosavadni dobré zkusenosti
nam dodéavaji vili v praci pokracovat.

O nasich zkusenostech informujeme v tomto ptrispévku, ktery je prvni
Casti ,trilogie“, do niz nalezi jesté prispévky D. Jirotkové a N. Stehlikové
v tomto sborniku.

2 INTELEKTUALNI SEBEDUVERA

Rekli jsme, Ze hlavnim problémem ve vyucovani matematice je pamétové
uceni, které vede k poznatkiim zasazenym nemoci formalizmu. Pfi¢inou
tohoto jevu je nedostatek sebediivéry zaki. Clovek, ktery je presvédéen,
ze vysoko poloZzenou latku nepfeskoci, se nebude ke skoku viibec pfipra-
vovat. Musi-li se dostat na druhou stranu, podleze. Chceme-li, aby se
o skok aspon pokusil, musime snizit latku.
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Je dobfe znamo, Ze nejspolehlivéjsi cesta jak povzbudit sebedivéru
¢lovéka je dopfat mu uspéch. Tim, pokud jde o matematiku, nemyslime
jen zisk dobré znamky, ale predevsim, metaforicky feceno, krasny pocit
skokana po skoku ,ja to preskocil“. K takovému tspéchu prispivaji tti
véci:

1. nestandardni tlohy, jejichz naro¢nost je primérend moznostem stu-
denta,

2. diskuse o zajimavych problémech, do nichz ucitel vstupuje pokud
mozno pouze jako moderator a hodnotitel pFipadného tspéchu stu-
denta, nikoli jako nositel znalosti,

3. povzbuzovani malovérnych, kteri netusi, ze kol mohou zvladnout.

Vsechny tii uvedené rady patii do bohatého registru konstruktivistickych
nazord.

3 MOTIVACE

Motivace je napéti, které ve védomi ¢lovéka vznika z rozporu mezi stavem
existujicim a stavem zaddanym. Orientaci k zddanému stavu nazyvame
potfebou. Kvalita potfeby ucit se urcuje kvalitu pfislusné motivace a na-
sledné i kvalitu toho, co se ¢lovék naucil. Pokud jde o uceni se matema-
tice, stoji zde proti sobé dvé zakladni potieby: potfeba védét a potieba
uspét u zkousky.

Vysokoskolsky vyklad matematiky je zalozen na definicich, vétach,
dikazech a prikladech. Pro studenta, ktery patii do obce matematic-
kych zasvécenct oplyvajicich silnou potfebou zabyvat se matematikou,
je takovy pristup dostatecné motivujici. Takovy poslucha¢ vniméa vyklad
nikoli jako soubor pravd, které se musi naucit, ale jako soubor poukaz,
které orientuji jeho pozornost, vyzev, které jitii jeho zvidavost a vedou
jeho mysl k hledani, které mu pfinasi velikou radost a seberealizaci.

Student, ktery nem4 dostatec¢né rozvinutou potfebu matematického
poznavani, je ke studiu veden spise potfebou uspét u zkousky. Je zfejmé,
Ze tato vnéjsi motivace neprinasi vysledky tak hodnotné jako vyse zmi-
nénéd motivace vnitini. Vime, ze tato situace neni dana osudové, vime,
Ze existuji prednasejici, ktefi jsou schopni svym vykladem matematiky
zaujmout i ty studenty, pro které matematika neni jejich motivacni do-
minantou, pouze nastrojem. Jde naptiklad o studenty techniky. Proto je
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smysluplné ptat se, zda lze i studenta pedagogické fakulty vést tak, aby
jeho potfeba poznavat narustala a potfeba udélat zkousku byla utlu-
mena.

Vidime ¢tyfi myslenky, ¢tyfi rady, které mohou prispét k plnéni uve-
deného cile:

bN1S

1. snizit naroky u zkousky, pfinejmensim na znamku ,,dobie
tak strach studenta,

a snizit

2. nepredkladat studentim hotové poznatky, ale vést je k tomu, aby
je sami odhalovali,

3. demystifikovat chybu,

4. organicky propojit vysokoskolskou matematiku s tou, kterou budou
budouci ucitelé ucit.

Prvni rada je znac¢né diskutabilni a k ni se zde vyjadfovat nebudeme,
nebot lezi mimo hlavni tok nasich Gvah.

Druhé rada vychazi ze skutecnosti, ze potfeba studenta poznavat
matematické pravdy je nizka. Velice malo studentt se zachvéje radosti
z oCekavani dusevniho hodokvasu, kdyz ucitel na tabuli napise ,definice
baze“. Spise je takovy napis zazene do ulity jejich malé sebedtvéry. Proto
je nutné nové myslenky otevirat zcela jinak nez okazalou prezentaci. Nej-
uc¢innéjsi je zpusob, kdy se k nové myslence propracuji studenti sami pii
feSeni problému nebo ve vzajemné diskusi. Pak jiz staci Fict, Ze to, co
prave pouzivali, nazyvaji matematici ,baze“. Vést zaky k samostatnému
objevovani novych pojmu, vztahi, dikazi a postupt, nebo aspon k vy-
razné participaci na tomto objevovani vyzaduje hledani poznavacich cest
a pésinek, tedy pfiméfené narocnych iloh, jimiz lze tyto cesty realizovat.
Pritom nutno miti na paméti, ze kognitivni styly student jsou rizné a je
nutno hledat takovych cest vice, aby se pristup umoznil co nejvétsimu
poctu studentu.

Treti rada zadda demystifikaci chyby. V nasi skole byva chyba zaka
i ucitele chapana jako néco nedobrého, nezadouciho. Kazdy, kdo se samo-
statné snazi néco sestrojit, objevit, udélat, musi nutné délat chyby. Bez
chyb nemtze vzniknout zadné skuteéné poznani. Protoze jedna z nej-
ucéinnéjsich cest objevovani je diskuse mezi studenty, je potifebné pro
takovou diskusi vytvorit pfiznivé klima. Odbourani ostychu z chyby je
prvni véc, na niz se musime zamérit. Jako nejic¢innéjsi muzeme doporucit



8. SETKANI UCITELU MATEMATIKY 117

cestu analyzy vlastnich chyb. Je-li ucitel upozornén na chybu, které se
dopustil, podékuje za upozornéni a zac¢ne chybu analyzovat, aby ukazal,
ze chyba je véci prirozenou a spravna reakce na chybu je brat si z ni
pouceni.

Ctvrtd rada doporucuje organicky provazat vysokoskolské studium
matematiky s pristi praci budouciho ucitele nebo rodice. Vzhledem k to-
mu, ze vétSina studenttt pedagogickych fakult jsou divky, byva pravé
nabidka naucit se podporovat kognitivni rozvoj svych (vétsSinou jesté
nenarozenych) déti posluchaci velice vitdna. VSude tam, kde se vyso-
koskolska matematika tizce propojila na matematiku stfedni a zakladni
skoly nebo dokonce na predskolni veék ditéte, vzrostl zadjem posluchaca,
zejména téch, ktefi maji jinak k matematice rezervovany vztah. Propo-
jeni, o kterém mluvime, tkvi spiSe v oblasti obecnych myslenek a ko-
gnitivnich funkci nez matematickych poznatki. Obecné myslenky jako
idea symetrie, idea komplementu, idea zobecnovani, idea rozkladu pro-
blému, idea propojeni geometrie a aritmetiky, idea postupu od konce
apod.

4  QTEVIRANI POIMU

V tradi¢ni vysokoskolské matematice jsou nové pojmy uvadény definici.
Stejny pristup je dosti ¢asty i na stfedni a nékdy dokonce i na zakladni
skole. Jeho vyhodou je rychlost uvedeni nové osobnosti na scénu, jeho
nevyhodou je to, Ze Zaci nevédi, pro¢ tato osobnost ptichéazi.

Konstruktivisticky pristup zdirazinuje nutnost propedeutické pripra-
vy. Ta zaéind motivaci. Zaci fesi netradi¢ni tlohy a v pritbéhu tohoto pro-
cesu zacinaji tusit, Ze zde existuje nastroj, ktery by jejich praci usnadnil.
Pak se novy pojem objevi v riznych specialnich pfipadech a kontextech.
Tyto zarodky budouciho pojmu nazveme jeho separovanymi modely. Po
jisté dobé zacne zak vidét souvislosti téchto modeli a objevi, Zze se mohou
navzajem zastupovat. Ten ze separovanych modelt, ktery je z hlediska
zastupovani jinych modelt nejpiihodnéjsi, se stava univerzdlnim mode-
lem budouciho pojmu. Nékdy byva objeven pfi feSeni obecnéjsi ulohy.
V tomto stadiu jiz byva rozumné novy pojem pojmenovat a pokusit se
jej presné vymezit. Proces vymezovani kon¢i konstrukci definice pojmu,
ktera se tak stava nositelem abstraktniho tvaru pojmu. Vytvofenim de-
finice pojmotvorny proces nekonéi. Novy pojem se musi jesté provazat
na dalsi oblasti existujici kognitivni struktury.
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Cim abstraktnéjsi je novy pojem, tim delsi musi byt jeho propedeu-
tickd etapa, tim vice jeho riznorodych modeld je nutno uvést. A nejen
modeld, ale i ne-modelt, zdanlivych modelid a prekvapivych modeld.
Tyto se budou objevovat nikoli najednou, ale postupné.

U vymezovani nékterych pojmi byva casto konvence povazovana za
néco daného podstatou véci. Spory uditeld napf. o to, zda mezi rov-
nobézky nalezi i dvé totozné primky, ukazuji, jak méalo pozornosti je
vénovano metodologii pojmotvorného procesu.

Pojmy, které se objevuji v riznych disciplinach a v rtznych kon-
textech, je tfeba postupné v uvedené komplexnosti uvadét. Pomaha to
prekonavat izolovanost disciplin jako tradi¢ni nedostatek prezentace ma-
tematiky na VS. Student mé zna¢né potize, kdyz potiebuje poznatek,
ktery nabyl feknéme v teoretické aritmetice, pouzit v geometrii. Nase
snaha je provazat geometrii v co nejvyssi mife na jiné oblasti matema-
tiky. Toto provazani musi byt co nejprirozenéjsi, pres problémy, které
jednou nohou spocivaji v geometrii a druhou v jiné oblasti matematiky.

Dulezita metodologicka zasada konstruktivizmu pravi ,,od procesu
ke konceptu“. Pojmy se poznévaji tak, Ze s nimi zachdzime. Aplikovano
napiiklad na pojem ,baze“ to znamena, ze tento pojem mé do védomi
studenta vstoupit jako nastroj umoznujici jista feSeni, nikoli jako koncept
dany definici.

5 HLEDANI ZAKONITOSTI A ARGUMENTACE

Podobné jako pojem, i tvrzeni, které ,padlo z nebe“, nemuze od zdka
otekavat vstiicné prijeti. Zak nemél potfebu néco se dovédét a prave
zvéstovand pravda je z jeho strany pfijiména pasivné. Konstruktivis-
ticky pristup doporucuje, aby kazda nové prichozi pravda byla predem
pripravena jednim nebo ¢astéji i nékolika problémy, jejichz feseni takové
poznani vyzaduje.

I zde Ize ispésné vyuzit mechanizmu poznavaciho procesu, ktery za-
¢ind motivaci (napfiklad problémem, k feSeni kterého budouci poznani
vyrazné prispéje), pokracuje odhalovdnim separovanych a univerzalniho
modelu (je vyvolano sérii tloh ukazujicich specidlni p¥ipady budouciho
poznatku) a vede k abstraktnimu poznéani (formulovani nového poznatku
v obecné roving).

Poznéavaci proces se neobejde bez chyb, bez nepravdivych hypotéz,
bez bloudéni a slepych ulicek hledani. Kazdy, kdo mé s tviréi praci



8. SETKANI UCITELU MATEMATIKY 119

osobni zkuSenosti, vi, Ze bez nejistoty, zklamani a proher nelze zaZit
nadherny pocit ndhlého uzteni pravdy, nahlého objevu. Ucitel, ktery tuto
zkuSenost nenabude, nemé predpoklady pro to, aby podporoval tviirci
pocinani svych zakt, protoze se mu takova ¢innost bude jevit jako tézko-
padna, pomala, mnohdy i nedtvéryhodnéa a chybna. Proto povazujeme za
velice dulezité, aby budouci ucitelé pri své pripravé nabyli hodné zkuse-
nosti s tviaréi praci. Zivnou ptidou pro objevovani byva t¥idni diskuse, ve
které se zcela spontanné objevi rizné a ¢asto protichudné nazory. Praveé
takové nazorové strety jsou, podle naSich zkusSenosti, nejlepsi motivaci
pro opravdové badani studenti.

Tradi¢né byva dikaz chapan jako podstata porozuméni matematice.
S timto nazorem souhlasime, aspon pokud se jedna o dité starsi 12 let.
Nicméné v dikaze vidime néco jiného nez garanci pravdy, kterd musi na-
sledovat okamzité po vysloveni tvrzeni. Podle naseho soudu je dikaz fi-
nalnim krokem procesu, ktery zac¢ina objevenim hypotézy a pochybnosti,
zda je pravdiva. Dubito ergo cogito, cogito ergo sum, pravi Descartes.

Bez pochybnosti nemuze vzniknou skuteéné argumentacni mysleni.
Proto neméa smysl dokazovat to, co je zaktiim naprosto jasné. Je-li zak
zddan, aby dokazal to, co povazuje za zcela jasné, fekne ,nevim, co se
ode mne zada“. Na druhé strané je dulezité kultivovat zdkovu schopnost
pochybovat. Je potiebné dat zaktim dostatek zkuSenosti s tim, ze véci,
které se jim jevi jako zcela samoziejmé, se necekané zamotaji a Ze zdan-
livé prizracné tvrzeni se pod ostiejsim pohledem ukéze jako nepravdivé
a potfebuje korekce.
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UDELEJTE SI SVOU VLASTNI CABRI

Karek Horak

N4&s zivot ovladaji stale sofistikovanéjsi elektronické pristroje véetné
stolnich pocitaca a snaha, co nejjednodussim zptusobem udélat co nej-
vice, s minimem nadmahy dosdhnout maximum... Idedlem pak je, Ze
s nasi technikou a programovym vybavenim dokaze cvicend opice
mnohdy vice nez zkuSeny profesiondl dfive (tak jako v Thajsku nahra-
zujou cvifené opice dealery drog... [6])

V tom je skryta jista demokratizace, kterou lze zjednodusené charak-
terizovat takto: (téméf) vSichni budou umét stejné dobte (tj. tak dobie,
jak to umi pfislu$ny program) poditat, rysovat. ..

Tento pristup ma kromé zminéné demokratizace fadu jasnych vyhod:

e nemusime se zdrzovat vlastni technickou nemohoucnosti a soustie-
dime se konec¢né jen na to podstatné;

e nemusime umét rysovat, a prece budeme schopni vidét v geometrii,
co je tfeba...

Ve svém prispévku bych rdd zminil jinou, nejspi§ ne tak snadnou
cestu k vizualizaci geometrie, jez na rozdil od komercénich programt,
stoji, je vseobecné dostupnd a diky otevienosti dava nekonecné moznosti
(jedingm omezenim jsou nase vlastni schopnosti) od prostého hrani s ge-
ometrickymi objekty az po tvorbu obrazkt v té nejvyssi (profesionalni)
kvalité.

Cil vytéeny v nazvu pfispévku je samoziejmé ponékud nadneseny:
program, o kterém budu hovofit, muze sice zcela jisté tvorit zaklad né-
jakého uzivatelsky orientovaného interaktivniho programu typu CABRI,
ale ve skutecnosti jakmile mu ¢lovék propadne, ztrati obvykle jednou
provzdy chut zabyvat se takovymi zbytecnostmi. . .

Program se jmenuje METAFONT, resp. METAPOST. Ve skutecnosti
to neni jen program, ale zaroven i velmi pfirozeny programovaci jazyk.
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Vytvoril ho v osmdesatych letech prof. Donald E. Knuth ze Stanfordu,
kromsé jiného autor programu TEX a obsahlé (zatim t¥idilné) monografie
Art of Computer programming, jako metajazyk pro typografické ucely,
tj. pro vytvafeni procedur popisujicich (geometrické) tvary jednotlivych
znakil.

METAPOST, vytvofeny Knuthovym zadkem Johnem Hobby ([2],1992),
se od METAFONTu lisi v podstaté jen vystupem, kterym nejsou bitové
mapy, ale PostScript, jiny velmi obecny programovaci jazyk pouZivany
k popisu tiskového vystupu, dnes nejrozsirenéjsi standard pro sdileni
a vyménu elektronickych dokumentt (jeho odnoZi je i zndmy formét
pdf).

METAPOST je deklarativni geometricky jazyk, ktery vyuziva nazor-
nou (kartézskou) soustavu soufadnic, mé v sobé implementovany line-
arni geometrické transformace, trigonometrické funkce a exponencialu,
dovede (pfesné) Fesit soustavy linedrnich rovnic, pfirozené umoziiuje re-
kurzi, cykly, feSeni nelinearnich rovnic. Navic ma v sobé implementovan
generator pseudonahodnych cisel.

Jak takové programovani v METAPOST mtize vypadat, ukazu na jed-
noduchém piikladu inspirovaném [1]:

beginfig(1);

zl=origin; %) pocatek kartezskeho systemu

z2=5u*(7,5); z3=5ux(4,6);

draw zl1--z2--z3--cycle;

pair O;

0:=.5[z1,z2] +whatever*(z2-z1) rotated90
=.5[z1,z3] +whatever*(z3-z1) rotated90;

draw fullcircle scaled 2abs(0-z1) shifted 0;

pair V;

V:=zl4whatever*dir(.5angle(z3-z1)+.5angle(z2-z1))
=z2+whatever*dir(.5angle(z3-z2)+.5angle(z1-z2)) ;

%% pata na zl--z2:

z.V=vwhatever[z1,z2]=V+whatever*(z1-z2) rotated 90;

draw fullcircle scaled 2abs(V-z.V) shifted V;

pickup pencircle scaled u;

drawdot 0;

drawdot V;

pair T; T=1/3(z14z2+42z3);
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drawdot T;
show abs(z1-z2)/u;
endfig;

92

21

Obr. 1

Pro zapis bodiu v kartézské soustavé soufadnic se pouzivé zy, pri-
¢emz funguje pfifazeni z; = (xk,yr). Indexem, jak je dale vidét, muze
byt v podstaté libovolna kombinace ¢islic a znak®. Pokud se rozhod-
neme pouzit pro body jiné oznaceni, sdélime to METAPOSTu deklaraci,
Ze jde o proménnou typu pair (dvojice). Uréité uhodunete, Ze afz1, 23] je
linearni kombinace bodi z1, z2 s koeficientem «, v nasem piipadé tedy
stfed zminéné usecky; zajimavé je pouziti slivka whatever jako vnitini
neznamé, kterou si METAPOST spocita, nas vsak jeji hodnota nezajima;
fullcircle je kruznice jednotkového priiméru se stfedem v pocatku,
scaled znamena, zZe ji zvétSujeme na potiebny primér, shifted pak je
posunuti do potfebného bodu; prikazy draw, drawdot kreslime... Nako-
algebry. Pokud chceme znat délku strany trojuhelniku, pouzijeme piikaz
show. Jesté dodejme, ze % slouzi stejné jako v TEXu k odkomentovani
textu na Fadku (zbytek fadku METAPOST necte).

Nyni bychom mohli parametrizovat néktera vstupni data, vytvorit
napf. posloupnost obrazkt s malymi zménami jednoho ¢i vice parametri
atd. Nebo naopak muzeme zvolit nejdfive kruznici a na ni specifikovat
t¥i vrcholy trojihelniku a se zménou jejich polohy pozorovat, co se déje
trojuhelniku, kdy?z t¥eti vrchol probihd zvolenou kruznici (ndm je doufam
jasné, ze vysledkem musi byt kruZnice stejnolehld s danou kruznici).
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beginfig(2);
path s,p;
s:=fullcircle scaled 50u;
z1=pointO of s;
z2=point6 of s; % kruznice je parametrizovana
% pro t z intervalu <0,8>
N:=20;
for k=0 upto N: z3[k]=point 8k/N of s;
z.T[k]l=1/3(z1+z2+2z3[k]); endfor
p:=for k=0 upto N: if k>0:--fi z.T[k] endfor;
draw s;
for k=1 upto N: draw .5[z1,z2]--z3[k]; endfor
for k=1,2: overdraw fullcircle
scaled u shifted z[k];
endfor
pickup pencircle scaled .b5u;
draw p;
endfig;

Obr. 2

METAPOGST sice neni interaktivni prostiedek, ale velmi snadno jej lze
uzit k experimentovani a hledani odpovédi na libovolné otazky elemen-
tarni geometrie.

Rekurze, diky niz Ize kreslit jednotlivé aproximace fraktalnich mno-
zin, uz ¢asto vyzaduje netrivialni programatorskou dovednost, proto zde
uvedu jen vysledek (obr. 3).

Dostupnost zdrojovych kéda vSech zmirniovanych programi je samo-
ziejmost. Uzivatelim METAPOST se nemiZe stat, Ze by s pfrichodem
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Obr. 3

néjaké nové verze museli své staré vytvory predélavat, anebo rovnou za-
hodit . . . Velkou vyhodou je snadné pfenositelnost a nezavislost na ope-
raénim systému. A nikoli posledni vyhodou jsou programovaci moznosti
a mocny makrojazyk.

Ostatné o tom, jaka kouzla se daji s METAFONTem, resp. s META-
POSTem provadét, se miZete docist v [5] (autory jsou profesor fyziky
krélovéhradeckého gymnézia a jeden z jeho studentt) a presvéd¢it na
vlastni oC¢i nejen v ucebnicich geometrie, ale i v fadé ucebnic fyziky
(Elektfina a magnetismus, Atomova fyzika, ...) nakladatelstvi Prome-
theus.
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PouZivANT EXCELU V PLANIMETRII NA ZS

Alena HoSpesova
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Jako motto byly pouZity uryvky ze slohové prdice na téma Jd a po-
citac, kterou psali Zdci 5. rocéniku po skonceni projektu, ve kterém byl
v matematickém vyucovdni pouzit pocitac (TrzZilovd, Hospesovd, 2000)

v

Pouzivani pocitact je castym tématem vyzkumné prace v didaktice
matematiky v poslednich dvou desetiletich. Tendence, zda se, sméfuje
k tomu, aby byl pocita¢ vyuzivan v aktivitach, ve kterych si zaci aktivné
vytvareji znalosti a Tesi problémy jako jednotlivci i jako ¢lenové tymu.
Takové ¢innosti mohou zasadné ménit pojeti matematického vyucovani
i postaveni zaku a ucitele pfi uceni. Jestlize ovladani pocitace neni cilem
vyucovani, ale prostfedkem, ktery zak muze vyuzit pro feSeni uloh, je
tfeba zcela zménit organizaci vyucovaci jednotky. Je zfejmé, Ze nebude

Vyzkum byl feSen s podporou vyzkumného zaméru MSMT &. 124100006.
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mozné vyresit mnozstvi tloh, coz je v soucasné ceské skole chapano jako
znak efektivnosti vyucovani. Naopak bude tfeba vénovat dostatek casu
FeSeni jednoho problému riznymi prostiedky a diskusi vysledkt. Pocitac
pak muze hrat roli prostfedku, ktery vytvaii jednu z mnoha rdznych
reprezentaci probiraného pojmu, pomocnika pfi vytvareni a provéfovani
hypotéz apod.

V matematickém vyucovéni na 1. stupni ZS i v mimoskolnich ak-
tivitach se nejCastéji vyuzivd raznych programi, které se zaméruji na
procvi¢ovani spoju aritmetickych operaci. Dité je zde k procvicovani
pamétného pocitani, resp. k praci s pocitacem, motivovano predevsim
atraktivni animaci a bezprostfedni zpétnou vazbou na sviij vykon. Po-
uzivani jinych programi je ojedinélé. Vyuka podporovana pocitacem se
neobjevuje ¢asto ani na 2. stupni ZS.

Ur¢ité moznosti vyuziti poéitace v matematickém vyucovani na ZS
nabizeji tabulkové procesory. Je publikovana fada zkusenosti s pouziva-
nim specialniho skolniho hardwaru i softwaru ve vyucovani (napf. [3]).
Nase zkusenosti ukazuji, ze déti mohou vyuzivat i software, ktery neni ur-
¢en prave pro né. Na katedfe matematiky Pedagogické fakulty Jihoceské
univerzity se zabyvame v soucasnosti moznostmi vyuky podporované po-
¢itacem. Uspésné jsme vyzkousely v nékolika sondach pouziti Excelu ve
vyuce déti zakladni skoly [6, 5] i v pfipravé ucitela [7].

Pocitacovy program Excel se v experimentalnim vyucovani, které
jsme organizovaly, osvédéil az prekvapivé dobfe. Uvodni pouéeni o praci
s pocitacem obsahovalo vzdy jen navod, jak se orientovat v tabulce; jak
zapisovat text, ¢isla a vzorce do jednotlivych bunék; jak pouzivat pro-
ménnou ve vzorci (odvoldnim se na obsah jiné builky) a jak ,roztahovat“
vzorce do dalsich bunék. U feSeni uloh pak jiz vyucujici nepredavali dé-
tem hotové postupy prace, ale nechali na nich, zda pouziji pocitace ¢i ne.
Roli samoziejmé hralo, zda zaci méli néjaké predchozi zkusenosti s poci-
tacem. Celé experimentalni vyucovani bylo vedeno nékolika zakladnimi
myslenkami:

o 74k je uzivatelem pocitace, ktery nevi témé¥ nic o technickych pro-
blémech spojenych s jeho fungovanim. Domnivam se, ze v podob-
ném postaveni je vétsina uzivatelid pocitace v praxi. Jsou do jisté
miry ,rukojmimi“ pocitace, ale vzdy je zajiSténa rychld pomoc
v pripadé problémil. Podobné tomu tak muze byt i ve vyucovani.

e Pouziti pocitace neni cilem vyucovani. Pocita¢ je specifickym pro-
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stfedkem, ktery poméha vyfesit ilohu. Umoziniuje pouziti nékte-
rych Fesitelskych strategii, které jiné prostiedky neumoznuji.

e Ulohy jsou formulovény tak, aby pouziti tak ,schopného“ pro-
stredku, jakym Excel bezpochyby je, bylo pfirozené a praktické.

Ukazme si na piikladu dvou tloh z planimetrie pro ZS, co mame na
mysli.

Uloha 1 — Obvod a obsah é&tverce
Sestav tabulku obvodu a obsahi ctverct, jejichZ strana a méri 1,2,3, ...,
20 cm. Pozoruj, kolikrdt je vétsi obsah meZ obvod. Sestroj grafy.

Reseni tlohy by mélo zdkovi ukazat, jak se méni obvod a obsah
¢tverce ve vztahu k velikosti jeho strany. Starsi zaci by méli dojit k za-
véru, ze v jednom pripadé se jedna o linearni a ve druhém o kvadratickou
zévislost.

Strana | Obvod | Obsah Kolikrat je vétsi
¢tverce | ¢tverce | obsah nez | obvod nez
[cm] [cm] [cm?] obvod obsah
1 4 1 4
2 8 4 2
3 12 9 1,33
4 16 16 1 1
5 20 25 1,25
6 24 36 1,50
7 28 49 1,75

Uloha 2 — Rostouci pravoiihelniky (modifikace tilohy [4])

Pojdme na ndvstévu do matematického pralesa. V dobrém klimatu tady
rostou véechny geometrické utvary. Pravouhelniky rostou podle zvldstnich
pravidel. U druhu A je jedna strana pravouhelniku stdle 8 cm, druhd je
proni den dlouhd 1 cm a kazdy dal$i den o 1 cm vyroste. Pravouhelnik B
ma proni den obé strany dlouhé 1 cm a obé v kazZdém dalsim dni vyrostou
o 1 cm. Pravothelnik C ma také pruni den obé strany dlouhé 1 cm, pak
ale jedna strana stdle zistdvd 1 cm a druhd se kaZdym dnem zdvojnd-
sobuje. Na obrdzku 1 je makresleno, jak pravouhelniky rostou v prunich
trech dnech.
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Ktery z pravothelniki nejrychleji dosdhne obsah 1000 cm? 2 Kolikdty
den to bude? Kolikdty den dosdihnou obsahu 1000 ¢cm? ostatni pravothel-
niky?

1. den 2. den 3. den
A. B
al [T TTTTTT 4
a
B. b b b
al | a
a
C. b b b
al | al ] al 1111
Obr. 1
Obsah rostoucich pravouhelniki
% 600 A
> 500 + B
2 Y c
T 400
[
S 300 +
o s
& 200 +
o
< 100 +
2
o 0 ‘ 1 1
1 2 8 9 10
Den
Obr. 2

Domnivam se, Ze feSeni prvni otazky je zfejmé z grafu rustu pravo-
thelnikt v prvnich deseti dnech (obr. 2). PFi FeSeni druhé otazky muze
pomoci Excel jak pro vytvareni hypotéz, tak pro totalni feseni tilohy.
Postupy, jak zaci vytvareji tabulky, se pak znac¢né lisi:

e V kazdé t¥idé se najdou zaci, ktefi pracuji stejné, jako kdyby tlohu
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fesili na papife. Vkladaji vzorec pro kazdy vypodet zvlast. Pokud
nejsou uspésni, zkousi dalsi ¢isla a opét vkladaji vzorec.

e Vétsina zaku vytvori vzorec, natdhne jej do dalsich bunék a po-
kusnym vkladanim raznych cisel do tabulky se blizi k vysledku.
V pfipadé této tlohy zaci vytvareji zvlastni tabulky pro pravo-
uhelniky druhu A, Bi C.

e Objevuji se i zaci — vétsinou takovi, ktefi maji predchozi zkuse-
nosti s poc¢itacem — ktefi plné vyuzivaji moznosti Excelu. Vytvori
dlouhé fady cisel podle pozadovanych podminek, vloZzi vzorce, na-
tahnou je do dalsich bunék a pak ve vytvorené tabulce hledaji ¢isla,
ktera odpovidaji pozadavkim. U této tlohy obvykle zaci vytvareji
jednu tabulku a pouzivaji napt. fadu po sobé nasledujicich Cisel
pro vypocet obsahu u pravouhelnika A i B.

Je ziejmé, ze zatim bude pouziti Excelu ve vyucovani spise ,svatecni“

udélosti. Jaky vliv na vytvareni poznatkovych struktur déti bude pouziti
pocitace mit, mizeme jen odhadovat. Tézko se ale miiZze soucasna skola —
tim spise skola budouci — tvarit, Ze pocitace neexistuji.
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KONSTRUKTIVISTICKE PRISTUPY K VYUCOVANI
GEOMETRII VE STUDIU UCITELSTVI PRO
1. STUPEKN ZS

Darina Jirotkova

1 Uvop

Od roku 1990, kdy se oteviely nové moznosti zasdhnout do ucebnich
plant i do kurikula predmétt vyucovanych na Pedagogické fakulté v Pra-
ze, prodélal kurz geometrie ve studiu uéitelstvi pro prvni stupeii ZS pod-
statnou zménu co se obsahu i pojeti tyce. Impulsem pro tuto zménu byla
nespokojenost se stavem vyuky geometrie v pripravé budoucich ucitelt
a naSe vira, Ze to, co urCuje kvalitu pedagogické prace, zdaleka neni
objem poznatki, které studenti prokazi u zkousky, ale predevsim jejich

a) vztah k matematice a détem,

b) intelektudlni sebevédomi zaloZené na kvalitnim spekulativnim mys-
leni,

¢) porozuméni mechanizmu, které ¥idi matematické chovani a mate-
maticky rozvoj zaka.

Po nékolika letech experimentalniho vyucovani a zamysleni se nad
situaci jsme pod vedenim prof. M. Hejného dospéli k nazoru, Ze se mu-
sime vzdat tradi¢nich cild kurzu geometrie — ukézat studenttim krasnou
a vécné presnou axiomatickou strukturu syntetické geometrie a predkla-
dat jim hotové systematicky usporadané poznatky. Studenti prevazné
nebyli schopni strukturu pochopit, a tudiz jeji poznani bylo znacné for-
malni a také znac¢né vzdalené tomu, co sami za par let maji ucit. Tra-
di¢ni cile vyuky geometrie jsme nahradili cili novymi — otevrit studentim

Ptispévek byl podpofen vyzkumnym zédmérem J13/98:114100004 , Kultivace ma-
tematického mysleni a vzdélanosti v evropské kulture“.
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cestu k poznani systému schopnosti a dovednosti, které ¢lovék (jak on,
tak i jeho budouci 7zék) uziva k ,dé&ldni“ a studovani geometrie. Diraz
jsme polozili pfedev$im na kvalitu kognitivnich schopnosti a dovednosti
a zamérili se na rozvoj schopnosti experimentovat, objevovat, argumen-
tovat, tvorit a precizovat predstavy o geometrickych pojmech na zakladé
diskuse s kolegy i na zakladé vlastniho uvazovani, poznavat jejich smys-
luplnost a jejich misto v geometrickém svété, zkoumat své vlastni mys-
lenkové postupy a odhalovat chyby ve vlastnich iivahach, uc¢elné se pii
jejich odhaleni chovat (viz [5]). P¥i tom bylo nutno brat v ivahu znaéné
riznou droven studentti.

Obsah zminéného kurzu geometrie byl podfizen tomu, co studenti
sami budou ve své ucitelské praxi ucit. Podkladem kurzu se stalo skrip-
tum [1], které je koncipovano tak, aby byly v plné mife uplatnény zdsady
konstruktivistického pristupu k vyucovani. Pfi samotné vyuce se mimo
jiné snazime o to, aby studenti co nejcastéji prozili takové hodiny, které
by mohli po pfimérené metodické modifikaci ve své praxi napodobovat.

V tomto ¢lanku ukédzeme, jak pracujeme s tématem ,Mira tsecky“.
Diraz je kladen na autonomni praci studenta. Zadny poznatek se studen-
tim nesdéluje, k poznani jsou vedeni pouze otazkami a prostfednictvim
FeSeni uloh ¢i problémovych situaci a za vydatného experimentovani pro-
vazeného mnohymi diskusemi.

Uvedena feSeni nasledujicich dloh a naznacené diskuse jsou auten-
tické, avsak jsou ,,posbirany“ v prubéhu nékolika rtznych kurzu.

2 MIiRA USECKY

Nahlédnéme nejdiive do réiznych uéebnic matematiky pro 1. stupenn ZS
a podivejme se na ulohy tykajici se méreni tisecek. Vesmés najdeme tlohy
tohoto typu: ,Porovnejte dané dvé tsecky*, ,,Zmérte hranu stolu, ...,
danou tsecku v centimetrech®, | Sestrojte isecku dané délky*. Porovnani
se provadi zpoc¢atku pomoci prouzku papiru, pozdéji pomoci kruzitka,
k méfeni se pouzije milimetrové méritko a k uspokojivému sestrojeni
useCky dané délky je nutné mit ostfe ofezanou tuzku a rovné pravitko.
Vétsinou se porovnavaji usecky, které lze porovnat ,,od oka®, délky tse-
¢ek se vyjadruji v celych centimetrech. Pfedmétem diskusi mtize byt po-
treba zavést spolec¢nou jednotku délky a problémy, které se obcas vysky-
tuji, spocivaji v nespravném prilozeni méfitka ke krajnimu bodu tsecky.
Toto téma je vcelku malo zazivné, nedavd mnoho prilezitosti k experi-
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mentovani a k argumentovani, neumoznuje otevirat mnoho diskusi a neni
nutné jej provazovat na dalsi geometrické poznatky. Smysluplnost pro-
cesu porovnavani tisecek z ni¢eho nevyplyne a zaci si do zivota odnaseji
presvédceni, ze na néjakém milimetru nezalezi, a ze a o spravnosti méfeni
stejné nakonec rozhodne autorita ucitele.

Nase tlohy zformulujeme tak, aby byl zdiraznén a prosazen kon-
struktivisticky pristup.

2.1 Urony

Uloha 1 Na obrazku 1 je vyznaceno
Sest usecek a,b,c,d, e, f. Prekreslete je : : i
na ¢tvereckovany papir, jehoz ¢tverecky ;
maji strany dlouhé pfesné 10 mm. Kaz-
dou tsecku zméite s presnosti na jeden
milimetr.

Obr. 1

Komentdr Ulohu jsou schopni fesit zaci jiz 3. roéniku zékladni skoly
a zdanlivé se nelisi od standardnich tloh z u¢ebnic. Je pouze zadana v ne-
standardnim geometrickém prostiedi, na ¢tvereckovaném papiru. Jestlize
je tloha zadana na ,,¢istém*“ papiru, zmérenim tisecek, resp. jejich zapsa-
nim do poradi podle délky, jeji feSeni konci. Nestandardnost prostfedi
umoznuje oteviit diskuse a nové problémy a uciteli dava do rukou nastroj
(Pythagorovu vétu) na kontrolu pfesnosti méfeni, ktery neni zavisly na
tom, jak presné prilozi méritko a jak z néj odecte délku tsecky, neni tedy
zavisly na smyslovych vjemech.

Reseni Studenti méfili tsecky s presnosti na 1 mm a zjistili, Ze a =
=30mm, b =22mm, ¢c =7l mm, d =32 mm, e =8l mm a [ =
= 36 mm.

Ucitel vi, ze délka a je urCena presné, avsak délky dalsich tsecek jen
priblizné. Ve skutec¢nosti je délka b = V500 = 22,36, tedy o néco vice
nez 22. Néktefi studenti vSsak namérili b = 23. Rozpor v méfeni vedl
k diskusi, ktera byla ukoncena dohodou.

1Vgechny délky zde i dale jsou uréeny v milimetrech a jednotku mm nepiseme.
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svr

Dohoda Ti, kdo si mysli, Ze Gsecka je zméfena presné, pripisi k ¢islu ,1“.
Zapisi naptiklad a = 30'. Chceme-li vyjadrit, ze délka b je ,,0 néco vétsi«
nez 22, ale je blize k 22 nez k 23, zapiseme b = 227, Zapis b = 23~
znamend, ze délka b je ,,0 néco mensi“ nez 23 a je blize k 23 nez k 22.
Jestlize se neumime rozhodnout o znaménku, nenapiseme zadné.

Uloha 1.1 Ke kazdé délce tsecky piipiste znaménko +, — nebo ! podle
dohody tak, abyste upfesnili své méfeni.

Reseni Nyni Ize zapsat vysledky méfeni piesnéji: a = 30', b = 227 (nebo
237), ¢ = 71~ (nebo 70"), d = 327 (nebo 317), ¢ = 81~ (nebo 80™)
a f = 36. Mezi studenty vznikly spory o tom, které méreni je presnéjsi,
zda b= 22" nebo b =237, zda c = 71" nebo ¢ = 70", zda d = 32~ nebo
d=31",zdae = 81" nebo e =80". Tyto spory jsme vyuzili k formulaci
prvniho problému.

Problém 1 Lze viibec zjistit, které z méfeni b = 221 nebo b = 23~ je pres-
néjsi, kdyz mame k dispozici pouze milimetrové méfitko? Jak mutzeme

rozhodnout, zda b je blize k 22 nebo k 237

Uloha 2 Co nejpfesnéji zméite tise¢ky na obrazku 2.

Komentdr  Ucelem zadani
této tulohy bylo poskytnout R —
studentim bohaty a vhodny | « > s
material k ivahdm. O smyslu
opétovného zadani tsecky f BN
hovofi prubéh dalsich disku- N
si.

yA

Obr. 2

ReSeni Studenti naméfili tyto hodnoty: f = 36' (367,367), g = 71~
(707), h =817 (80T), i = 90" (917), j = 417 (427), k = 42 (437),
1 =50 (507,507), m = 51" (517,517), n = 98% (997).

Ucitel vi, ze f = V1300 = 36,06, g = /5000 = 70,71, h = V6500 =
= 80,62, 7 = V8200 = 90,55, j = V1700 = 41,23, k = V1800 = 42,43,
1 =+/2500 = 50, m = v/2600 = 50,99, n. = v/9 700 = 98, 49.
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Hned pfi prvnim méfeni doslo k delikatni debaté. Vétsina studentt
naméiila f = 36, ale nékolik jich tvrdilo, Ze spravné méfeni d4 vysledek
f =367, dalsi dva prosazovali, ze f = 36~ . V diskusi zaznél nazor, ze f
nemuze byt presné 36, ktery byl podpofen argumentem: protoze tsecka
je sikma. Formulujme tento nézor jako hypotézu.

LZddnd Sikmd tisecka nemiZe mit pri mévent na milimetry delku vy-
jadrenou presné celym cislem. Vzdy je to o kousek min nebo o kousek
vic. Pouze svislé nebo vodorovné usecky mohou mérit presné celé ¢islo.“

Toto tvrzeni bylo vysloveno velmi kategoricky. Nékolik studentii se
nechalo strhnout a priklonilo se k nému. Hypotéza byla pouzita i ve dvou
dalsich pripadech a bylo potvrzeno, ze a = 30", a vylouceno, 7e | = 50'
am=>51"

Komentar Vyslovena hypotéza, i kdyz nebyla spravné, méla z hlediska
dalsiho poznéani velky vyznam. Zpochybnila hodnovérnost nasich smys-
lovych vjemi, ukizala na omezenost smyslového poznani a vyzvala nas
k hledani logickych argumenti, jimiz 1ze smyslové poznani piekonat. Tim
nadfadila mysleni nad vnimanim smyslovym.

2.2 NEKOLIK OBJEVU

Bohaté diskuse studentti vedly k nékolika vyznamnym ,,objevim“. Uve-
deme je jiz bez podrobného popisovani diskusi a dil¢ich uloh, které bylo
nutno projit na cesté k objevim.

Objev 1 — mys$lenka prodluZovani tsecky Trojnasobné prodlouzeni
tsecky b vede k poznani: 3b = 67 (pfesné, nebo skoro presné), tedy b =
1

= 22 (piesné, nebo skoro piesné), to znamen4, ze b musi byt 227
Metoda prodluzovani tsecky tspésné vytesila problém 1, tedy spor

o délku tsecky b, ale i nékteré dalsi piipady: 2d = 63" = d = 327,

obdobné 3j = 1247 = j = 41", 2¢ = 1417 (1427) = ¢ = 71". Ostatni

nejasnosti v pfesnosti méfeni této metodé odolaly.

Komentar Jestlize je obdobny objev u¢inén ve tfetim nebo ¢tvrtém roc-
niku, je nutné zlomky ¢i desetinna ¢isla obchazet tivahou.

Studenti si vsimli, ze délky dvou dvojic tsecek jsou stejné. Sami jiz
pak formulovali druhy problém.
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Problém 2 Jsou usecky c a g,e a h, jejichz naméfena délka je stejna,
shodné?

Objev 2 — myslenka kosocétverce Po delsim experimentovani se na
tabuli postupné objevily obrazky 3 a 4. Z obrazku 3 je zietelné, ze na-
kresleny ¢tyithelnik je kosoctverec se stranami g a ¢, a tudiz mame od-
povéd na otdzku formulovanou v problému 2. Odhalend myslenka byla
rozvinuta dale a prinesla dalsi objev.

Obr. 3 Obr. 4

Objev 3 — myslenka rovnoramenného trojuhelniku Na obrazku 4
je nakreslen rovnoramenny trojihelnik, jehoz jedno rameno je tisecka [
a druhé rameno méfi presné 50. Tim je vyfeSen spor o délku tsecky I,
ale na druhé strané se zhroutila vyslovena hypotéza.

Diilezita myslenka — nahlizet na danou tsecku v kontextu néjakého
umoznil dofesit spory o délky nakreslenych tsecek, byl jiz maly krok.
Vedl vsak pres nékolik vedlejsich objevi, kterymi se zde zabyvat nebu-
deme. Jedna se o konstrukce ¢tverce nad danou tseckou a vypocet jeho
obsahu.

Objev 4 — myslenka ¢étverce Ctverec dostal novou funkci a jeho ob-
sah poslouzil k urceni délky jeho strany. Z obrazku 5 je patrné, ze obsah
¢tverce je 1300 mm?, a tedy jeho strana nemtize méfit presné 36. Spory
o délku tsecky f byly vyieseny, f = 361. Studenti zjistili, Ze myslenka
étverce je univerzalné pouzitelnd, a pomoci ni jiz dotesili vSechny nejas-
nosti. Navic byl objeven jednoduchy néastroj na libovolné presny vypocet
délky usecky jakozto strany Ctverce.
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3 ZAVER

Uvedené objevy a ztroskotani hypotézy oteviely zvidavym studenttim
nové problémy a privedly je k odhaleni hlubokych geometrickych mysle-
nek, dalsich souvislosti i mnohych vazeb mezi geometrii a aritmetikou.
O tom bude pojednano pfi tstni prezentaci prispévku.

Jsme si védomi toho, a mnohé reakce studenti to potvrzuji, ze z takto
vedeného kurzu si ne vzdy studenti odnéseji pocit, co vSechno se museli
naudit, vzdyt se nemuseli naucit zaddné vzorce, zadné definice, véty ani
dikazy. Mnozi studenti si vSak odnaseji radostny pocit, Ze jsou schopni
néco samostatné objevit a Ze jiz nejsou zavisli na tom, zda si vzorec
zapamatuji nebo ne. Jejich intelektualni sebevédomi vzrostlo a jejich
postoj ke geometrii se zlepsil. Vérime, ze tito studenti jsou pfipraveni
dale na sobé pracovat a v duchu konstruktivismu vést i své budouci
zaky.
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VyUuziTi PROGRAMU CABRI GEOMETRIE
v ZS A SS STEREOMETRII

Karel Kabelka

Interaktivni geometricky nacrtnik Cabri geometrie II, vyvinuty ve
Francii, pracuje na principu euklidovské rovinné geometrie a je urcen pro
vyuku na stfedni i vysoké Skole a jako néstroj pro vyzkum v odborné
matematice.

Zakladnimi objekty jsou: bod, usecka, pfimka, polopfimka, vektor,
kruznice, kuzelosecka, oblouk kruznice, trojihelnik a mnohotuhelniky.
Objekty lze sestrojovat ve vzajemnych vztazich a s body lze téz provadét
zékladni geometrickd zobrazeni. Lze pracovat i s mirou. Z didaktického
hlediska je pak nutno ocenit moznost nastavit tloustku, barvu a typ ¢ary,
typ znacky (bodu nebo dhlu), popis objekt apod.

Hlavni vyhodou interaktivniho geometrického nacrtniku pred tuz-
kou a papirem nebo kiidou a tabuli je moznost pohybu a zmény vybra-
nych objektl, na které reaguji i ostatni objekty ve shodé s definovanymi
vztahy.

Program Cabri geometrie II pracuje pouze s rovinnymi ttvary a jeho
hlavni vyuziti tudiz spociva v planimetrii. Je vSak uzitecény i v jinych
oblastech matematiky (napf. grafy funkci). J& se zminim o vyuziti tohoto
planimetrického programu ve vyuce stfedoskolské stereometrie, coz bylo
téma mé diplomové prace [1].

Vytvarel jsem v programu interaktivni obrazky téles a prostorovych
situaci, které by mély usnadnit vjuku stereometrie na gymnéaziich a pte-
devsim rozvijet prostorovou predstavivost studentii.

Zamérem mé prace bylo vést studenty od experimentalnich k mys-
lenkovym manipulacim s prostorovou situaci. Vyuziti Cabri geometrie
vidim pravé v jejim zaclenéni do tohoto procesu jako prechod od kos-
tek k deskriptivni geometrii. Pohybliva poc¢itacova zobrazeni téles v sobé
spojuji manipulovatelnost kostek s abstrakci deskriptivniho zobrazovani
téles.
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Obr. 1 Obr. 2
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Obr. 3

Interaktivni obrazky téles jsou doplitkem k vykladu vlastnosti téchto
téles. Télesa jsou schopna rotace kolem svislé osy, zmény rozméra a pii-
padné i tvaru podstavy. Vyhody interaktivnich obrazka pred klasickymi
jsou ziejmé predevsSim pri probirani vlastnosti thlopricek v mnohosté-
nech, uréovani pomért délek nebo uréovani hlt apod. Obrazky mohou
studentim pomoci i pfi obtizich se samotnym zobrazovanim téles. Né-
kterym studenttim by pro prvni sezndmeni s télesy (respektive opakovani
uciva zakladni §koly) mohly lépe vyhovovat obrazky téles v plné viditel-
nosti. Jako pfiklad uvadim obrazky kvadru a jehlanu v odlisnych vidi-
telnostech (obr. 1 a 2). Obrazky vznikajiciho valce (obr. 3) a kuZele
jsou urceny pro frontalni ilustrace prislusnych definic vélce a kuzele.

Na pocatek probirani uciva stereometrie navrhuji zaradit demon-
straci interaktivnich obrazki ilustrujicich vlastnosti rovnobézného ko-
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sothlého promiténi (obr. 4). Studenti si mohou experimentalné ové-
fit, zda promitani zachovava rovnobéznost, kolmost a délku. Déle mohou
porovnat kosouthla promitani lisici se thlem os x,y a pomérem zkréaceni,
které lze v obrazku ménit. Ilustraci stfedového promitani (obr. 5)
jsem zafadil pro jeho nejvétsi podobnost nasemu vidéni svéta. Studenty
pouzivajici neustéle jen rovnobézné promitani jisté zaujme a navic je za-
jimavym spojnikem mezi matematikou a vytvarnym uménim. Ucitel by
mél tyto skutecnosti zdiraznit spolu s interpretaci jednotlivych nastavi-
telnych parametr promitani. Interaktivni obrazek kolmého promitani
poukazuje na jeho presnost i nenazornost.

. . lEleso
{ph 7/
p

] uchop

sit’

Obr. 6 Obr. 7

Ulohy na rozkldd4ni hranic mnohosténti do siti (obr. 6 a 7)
jsou vhodnym prostiedkem k rozvijeni prostorové predstavivosti. Stu-
denti maji po otevieni obrazku pied sebou téleso s barevnym vyznacenim
tzv. nastfizeni. Ukolem studenti je najit sit télesa pii daném nastfizeni.
Nejprve mohou prosté sledovat rozevirani télesa v Cabri geometrii. Jed-
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notlivé stény se oteviraji pomoci ovladace, nebo pfimo tchopem za bod
stény. Pak zacnou jednotlivymi sténami manipulovat nejprve v predsta-
vach a az poté je oteviou v obrazku. Nakonec by méli studenti pracovat
zcela samostatné a v Cabri geometrii si jen ovéfovat spravnost svého
feseni.

a) b)
rotace rotace
: [ ] -
velikost velikost
hrany hrany
Obr. 8

Program Cabri geometrie II lze skvéle vyuzit 1 pfi feSeni tiloh na
vzajemné polohy (obr. 8 a, b). Studenti si sami dle zadani tlohy doplni
pfimky do interaktivniho obrazku krychle. Otacenim krychle si snadno
vytvori hypotézu o vzajemné poloze danych pfimek, kterou pak podlozi
dikazem. Pozdéji by studenti méli postupné prechazet k ¢isté myslenko-
vym manipulacim s prostorovou situaci.

Do obrazku téles lze téz dopliiovat Fezy (obr. 9 a, b). Vyhodou je
opét moznost natocit si téleso do nejnazornéjsi polohy. Timto zpisobem
mohou studenti samostatné fesit tlohy nebo jej muze ucitel pouzit pro
frontalni demonstraci obtiznych kroku fezu.

Program Cabri geometrie II nezna t¥irozmérny prostor. Pro tvorbu
stereometrickych obrazkt je nutné pouzit konstrukce deskriptivni geo-
metrie. Pro vytvofeni pohybujicich se konstrukci je tfeba k zakonitostem
deskriptivni geometrie pridat pozadavek spravné vzajemné zavislosti ob-
jektu. V podstaté celd pohybujici se ¢ast konstrukce musi byt zavisla na
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metrickych konstrukei usnadnuji ulozitelné makrokonstrukce.

Pro zachovani spravné viditelnosti napt. hran téles pfi rotaci je tieba,
aby se dana usecka v urcitém okamziku zménila z plné na ¢arkovanou
a naopak. Zména typu Cary v zavislosti na pohybu vSak neni v Cabri II
mozna. Cela konstrukce je proto tvorena plnou ¢arou. Iluze zmény plné
Cary v ¢arkovanou je navozena vznikem nové tsecky, ktera je ¢arkovana
a pozdéji vytvorena, a proto plnou tusecku prekryje. Tim je problém
preveden na ndhly vznik tisecky v souvislosti s pohybem. K tomuto tcelu
jsem vyuzival pruseciky vznikajici pti pohybu.

Konstrukce deskriptivni geometrie jsou casto bohaté na pomocné
konstrukce. Vytvoreni viditelnosti a dojmu kontinuality jejich rozsah
jesté nasobi. Proto je vhodné vyuzit moznost programu skryt pomocné
konstrukce tak, aby se nezobrazovaly na pracovni plose, ale pfitom byly
zachovany jimi dané geometrické vztahy.

Predvedené obrazky jsou pouhou ukazkou toho, co Cabri geometrie
IT ve stereometrii dovede. Zaméril jsem se pouze na konstrukce vhodné
k rozvijeni prostorové predstavivosti studenti. Pfedpokladam, ze v Cabri
geometrii jsou mozné i dalsi konstrukce, napf. zobrazeni dalsich téles
(pravidelné mnohostény, koule), zobrazeni téles v rotacich kolem jinych
os nebo sité dalsich typi téles (i rotac¢nich). Své misto by nasla Cabri
geometrie nejspise i v metrické stereometrii.

Cabri geometrii jsem pouzival v lonském roce pii vyuce matematiky
v 2. roéniku naseho Sestiletého gymnazia (tj. 9. roénik ZS) a s vysledky
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jsem zcela spokojen. Bohuzel kviili nedostateénym technickym podmin-
kadm jsem nemohl pouzit program ve vice tfidach a podlozit pak jeho
kvality vhodnym statistickym srovnanim.
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TROJUHELNIKOVA SiT NA PRVNIM STUPNI ZS
JAKO DIAGNOSTICKY I ROZVIJEJICI NASTROJ

Michaela Kaslova

Za konzultace k problematice komunikace patii podékovani profeso-
riim: C. Marchini (Italie), F. Jaquet (Svycarsko), B. Sarrazy (Francie),
J. Carravolas (Canada), S. Domoradski (Polsko), S. Machova, A. Jedli¢-
kovd, J. Hendrich (CR).

Uvob

Zaznam diskuse zakl z fijna 1999.

> Je to stejné. To uzZ jsme délali. Jako ctvercovd sit. > Nend to stejné.
> Ale jo, taky se vybarvuje. > Ale ne na 4 strany. > No na 3, ale jinak

to je to samy. > A kde tam mds soutadnice? > Ty mit nemusim. ..
... Ucitel: > VYSVETLETE, jak jste postupovali. ..

1 TROJUHELNIKOVA SiT

Trojthelnikova sit neni v geometrii prvniho stupné cilem. Dopliiuje prace
ve ¢tvercové siti. Chapeme ji jako nastroj pro rozvoj riiznych schopnosti,
jako facilita¢ni nastroj pro pochopeni nékterych jevii, vztahi, ridéeji jako
nastroj diagnosticky ¢i terapeuticky.

Uvazujeme trojuhelnikovou sif vzniklou konstrukci rovnobézek v dané
vzdalenosti a to ve tfech zadanych smérech. Podle potieby pak roz-
lisujeme trojuhelnikové sité rizného druhu, napiiklad trojuhelnikovou
sit ,rovnostrannou® (tvofenou shodnymi rovnostrannymi trojthelniky)
nebo ,pravothlou® (tvofenou pravothlymi shodnymi trojuhelniky) ap.

Jednou z funkci trojahelnikové sité je rozvoj komunikace tykajici
se FeSeni tloh v siti. Dokud je trojuhelnikova sif pro dité neobvykla,
plni mimo jiné i funkci diagnostickou (dlohy viz pfednéska). Aktivity
ilustruji, i do jaké miry hraje roli ¥fe¢ pfi zpracovavani a vyméné zako-
vych zkuSenosti. V analyze zakovské komunikace je tfeba vzit v itvahu
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i specifika ¢eského jazyka, ktery byl sice pro sledované resitele jazykem
matefskym, ale pro FeSitele v jinych zemich byl matefskym jazykem ja-
zyk neslovansky.

2 SPECIFIKA ZAKOVSKE KOMUNIKACE V CESKEM JAZYCE

2.1 CHARAKTERISTIKA KVALITY FORMALN{ STRANKY KOMUNIKACE
V MATEMATICE VE 3. A 4. R. ZS

Analyza vice nez 200 sledovanych hodin od roku 1995 do 2002 ve 3. a 4.
ro¢nicich na prvnim stupni potvrdila, Ze kvalita komunikace zavisi velmi
na zpusobu prace ucitele a na jeho jazykové trovni. Nékteré t¥idy na
zacatku Skolniho roku vykazovaly vaznéjsi obtiZze v komunikaci. Analy-
zovala se prevazné mluvend komunikace.

O moznych pricinach se nezminuji vzhledem k rozsahu ¢lanku. Na-
priklad:

a) porozuméni otdzce a schopnosti na ni adekvdiné reagovat
Kde...? ...— misto (na tsedce, na misté stovek, ma souradnice
[3,4], vpravo od, nad...)

Kdy...?— ¢asovy tdaj (v osm hodin, po 5 minutach, za tyden,
kazdy rok,...)

Jaky ... — pfidavné jméno (sudy, dvojciferny, rovnostranny, shod-
ny, v&tsi nez 10, jiny nez. .., ...)

Ktery...?...— jméno, ¢islovka, (v cm, metr, 25,...) Co...? Od-
kud...? atp.

b) wve formulaci odpovédi se vyskytovala tendence odpovédét jedno-
slovné, ¢islo nékdy nevhodné izolovat od jednotky, pouzit pojem
relativni ve smyslu absolutnim

c) v popisu postupu Tefent zjevné zakiam chybi slovesa, kterd nefadi
do slovni zasoby potfebné pro komunikaci v matematice, potize
s presnéjSim vyjadfenim souslednosti ¢asu

d) v argumentaci nedokazi pouzit souvéti, vynechavaji podminky, ¢
maji problém je formulovat, podobné jako pfi uvadéni protipii-
kladd

Tyto obtize v nékterych tridach pretrvavaly, v jinych se postupné
oslabily. Tam také vznikla pomérné silna skupina zaku, ktefi mohli jiz
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slouzit jako komunikacni vzor a stat se tak oporou pro celkové zlepseni
komunikace ve t¥idé. V jinych, i kdyz ne vzdy nadprimeérnych, tfidach
doslo dokonce celkové k markantnimu zlepseni u vsech zaku.

Progres nastal u ucitelt s dobrou jazykovou trovni, s citlivou a pes-
trou volbou slov. Duslednost, dostatek ¢asu pro zaka na formulaci ¢i
jeji korekci, dobfe odstuprniovana pomoc, rizné strategie rozvoje komu-
nikace a v neposledni fadé i pouzivani vice ucebnich materialt ucitelem
se ukazaly jako efektivni.

Slabsich vysledkt ve vétsiné parametrtt dosahuji ucitelé, ktefi prilis
dlouho pracovali s mensimi vékovymi kategoriemi (1. a 2. tfida nebo
matefska Skola). Pokud sledujeme ucitele prvniho stupné, ktefi presli
z druhého stupné na prvni, nelze situaci zobecnovat. Celkové lze kon-
statovat, ze progres v komunikaci neni ve t¥idé, kde ucitel vedle slabsi
jazykové trovné vykazuje mensi oborovou jistotu (vetné didaktik obort
prvniho stupné).

Byla provedena i analyza pisemnych praci — feseni vybranych tloh.
Resiteli byli jak Z4ci ¢eskych skol, tak skol vybranych zemi Evropy (Italie,
Francie, Svycarsko, Lucembursko). To umoznilo do jisté miry hledat i p¥i-
¢iny vné predlozeného matematického problému. Rozdily ve stylech uceni
pominime a sledujme rozdily v komunikaci, které z velkou pravdépodob-
nosti plynou z odli$nosti jazykovych oblasti, struktur jazyka (viz zpréva
z feSeni VZ katedry matematiky a didaktiky matematiky v roce 2000).

2.2 CESKY JAZYK A VYBRANE EVROPSKE NESLOVANSKE JAZYKY
Oproti jazyktm, jako je angli¢tina, francouzstina, némcina, italStina,
jsou v Ceském jazyce jevy, které podle mé zkusenosti ovliviuji jak zpasob
komunikace v matematice, tak i do jisté miry zpusob feSeni a v ojedi-
nélych pripadech se odvazuji tvrdit, Ze dokonce ovliviiuji i tspésnost
FeSeni.

a) neexistence urc¢itého a neurcitého ¢lenu u jmen

o

relativni volnost v poradi slov ve vété

(¢]

[N

)

mensi pocet slovesnych ¢ast
) P \t
)

nerozliSovani mezi podminkou redlnou a nerealnou v bézné fedi,
ani v ucebnicich

e) oslabeni rozliSovani mezi vedlejsi ¢asovou a podminkovou vétou
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DUSLEDKY PRO KOMUNIKACI V MATEMATICE

ad a) jazykové rozliseni, zda se jednd o jeden konkrétni objekt, ¢i zda
se chape slovo obecné, se realizuje ve verbalni roviné v prvnim piipadé
doplnénim privlastki, pristavkid, pojmenovanim, priCemz posledni jme-
nované nemusi byt zakovi oporou (napi. trojihelnik XY 7). Dodatky,
specifikaci se stava sdéleni delsi, méné sluchové, pripadné zrakové pre-
hledné. Toto je jeden z dtvodi, ktery vede ucitele k zestruénéni i na
ukor presnosti vyjadfovani. Ucitelé, kteri prece jen dbaji na jednoznac-
nost sdéleni, radéji pouziji bud ukazovaci zajmeno nebo gesto (ukazi).
Jen nékteii voli verbalni zpfesnéni pomoci vlozenych vét, rozvedenim
myslenky, obménou nebo dodatky. Pouziti pfivlastkti méni sdéleni co
do charakteru, sdéleni se stava emotivnéjsi, coz ve svém dtisledku muize
umoznit ditéti tendenci k pouziti asocia¢niho mysleni nebo k zaméreni se
na jev nepodstatny jako na jev podstatny, k tendenci objekt personifiko-
vat. Vynechani zpresnujici pasaze, pripadné jeji vynechani a nahrazeni
gestem muze mit nasledky i v oblasti pojmotvorného procesu, nejasnosti
v chapani hranic pojmu.

Techniky jako napiiklad pouziti prikladd s protiptriklady, obmény
kontext, které do jisté miry mohou neptesnost ve vyjadieni kompenzo-
vat, nejsou na prvni bézné nebo k protiprikladim a obménam kontext
dochézi az po znacném casovém odstupu, kdyz zak jiz mé svoji pred-
stavu do jisté miry zvnitinénou. Tyto techniky u silné podprimeérnych
zakl nelze dost dobfe pouzit, rychlda zména kontextu je pro né casto
nepiijatelna.

ad b) pofddek slov ve vété sleduje i jadro informace, novost informace,
postoj sdélujiciho k informaci. Informace, na kterou je kladen duraz,
je umisténa zpravidla na konec véty. To se péstuje v ditéti i prostred-
nictvim beletrie uz od predskolniho véku. Najednou se vsSak v mate-
matice tato volnost a jistd emotivnost v poradku slov ve vété muze
projevit jako blokujici. Svoji roli hraje i ,,vzdalenost“ specifikace od
popsaného objektu. Je prece rozdilné tvrdit, Ze méme nacrtnout rov-
nostranny trojthelnik ABC nebo nacrtnout trojuhelnik ABC tak, aby
byl rovnostranny. Druhy typ sdéleni navic predpoklada tvorbu pred-
stav ve dvou etapach, kde dochéazi s nejvétsi pravdépodobnosti k trans-
formaci prvni predstavy, kdezto v druhém pripadé pouze ke zpresnéni
prvni.
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ad ¢) mens? pocet slovesnych cast v Ceském jazyce vede k tomu, Ze je
nutné pouzit fadu doplnujicich slov, aby si zak dokazal vytvorit sprav-
nou predstavu, orientoval se nejen v Case, ale tim i v prostoru. Pro zaka
je v takovém pripadé obtizné nékteré za slov slySeného nebo ¢teného vy-
pustit. Proces zjednoduseni zadani, rozliSeni mezi podstatnym a nepod-
statnym prodluzuje dobu potiebnou ke zpracovani zadanych informaci.
Dobri ucitelé doplinkové pouzivaji dramatizaci nebo propojuji tzeji ja-
zykovou vychovu s matematikou (pfevypravéj, vymysli, co by se stalo,
kdyby ..., popis, zprehazej poradi, fekni to v jiném Case, v jiné osobé
nadiktuj, ... apod.). U zaku se projevuje nedostatek vyjadieni sousled-
nosti ¢ast v podobé kopie predchtidct, textd nebo ve vytvareni oblibe-
nych schémat. Tyto jevy bylo mozné zaznamenat nejen v sondé, ktera
vznikla ve spolupraci s UQAM v Kanadé nebo v pracich zakovskych sku-
pin v rdmci mezinarodni soutéze skupin Rallye mathématique transalpin
(RMT), ale i ve skolské praxi zejména v situaci, kdy ma Zak opsat, co
se délo, jak postupoval apod. Podobné se zak chova, ma-li fesit slovni
tlohy spojené s ¢asoprostorovou orientaci [15].

ad d) nerozliseni mezi podminkou redlnou a neredlnou vede éasto Zaky
k tomu, ze podminku redlnou ptehlizeji. Pokladaji podminku za sdé-
leni typu ,,bylo—nebylo“. Uc¢ebnice tomu nevénuji pozornost. Tato sku-
teCnost se vyznamné projevuje v tulohach, kde dité musi respektovat
vice podminek. Hospitace v zahrani¢i (B, FR, IT, Svycarsko, P, Ca)
od roku 1999 jednoznacné ukézaly, ze v zahranici se oba typy podmi-
nek rozlisuji jak v jazykové vychové, tak v feseni tloh a Ze Zaci jsou
zvykli jiz ve druhém roéniku ZS podminky nejen rozlisovat, respektovat,
ale i formulovat. Podobné i vysledky RMT prokazaly vyznamny rozdil
v praci s podminkou mezi ¢eskymi zaky a zaky ostatnich ucastnickych
zemi.

ad e) nerozliSovdni mezi vétou podminkovou a ¢asovou (kdyz...) vede
pfinejmensim ke zpomaleni p¥i vytvéafeni predstav. Ze zaktm splyvaji
mohou potvrdit ucitelé cizich jazykti na ZS (v angli¢ting if — when, ve
francouzsting si — quand, apod.) V obou pfipadech pouZivané kdyz nepo-
maha ditéti se zorientovat a nasmérovat ho na rychlé vytvareni predstav
zalozenych na ¢asovych vazbach nebo logickych zavislostech. V oblasti
experimentovani mizeme zaznamenat splyvani zavislosti ¢asové a pri-
¢inné nebo casové a dusledkové.
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Uvedené odlisnosti si neuvédomuji ¢asto prekladatelé a to ovliviiuje
i literaturu prekladovou, respektive ucitele—¢tenare, budouciho uditele—
studenta. Kurzy rétoriky tento specificky problém nefesi, hovoii pouze
o nepresném, nejednoznac¢ném vyjadieni. Jazykové prostiedky uréuji vni-
mani okolniho svéta a dité (zak) pod jejich vlivem ziskévé systém v jeho
vniméni.

3 PROJEVY SPECIFIK KOMUNIKACE V CESKEM JAZYCE
U ZAKU RESiCcicH ULOHY V TROJUHELNIKOVE S{TI

Vychazime z predpokladu, ze zak je zvykly pracovat se ¢tvercovou siti
(je mu jasny kontext i zdkladni princip préce v siti), orientuje se dobfe
ve sméru predozadnim (nebo hornodolnim) a pravolevém, umi pouzivat
soufadnice, je mu jasné slovo moznost, mé predstavu o ¢tverci, obdél-
niku a trojihelniku na tirovni zéka tietiho roéniku ZS, umi komunikovat
s pouzitim jednoduché terminologie jak v tlohach ve ¢tvercové siti, tak
v ulohéch spojenych s pojmy ¢tverec, obdélnik, trojuhelnik.

Formulujeme-li tlohy, na které byl zak zvykly ve ¢tvercové siti nebo
tlohy jim podobné, tentokrat v trojithelnikové siti, méni se z¢asti kontext
a v souvislosti s nim je tfeba uzptisobit komunikaci. Néktera slova, vazby
je nutné vypustit, jin€ zpresnit, jiné doplnit.

U fady zakd se projevuje komunikacni krize, dokonce i kdyz feseni
zvladaji na trovni grafické ¢i manipulativni. Tato krize se projevuje po-
dobné i pii jinych zménach kontextu.

Komunikaéni krize se projevuje (at jiz pozitivné nebo negativné)
nasledovne:

a) vyrazné navySeni po¢tu ukazovacich zadjmen a p¥islovci mista (ten,
ta, tam, tady apod.)

b) ukazovéani s dotykem sité (pfevazuje nad gestem bez dotyku)

¢) zména ve vyznamu dosud pouzivanych terminii (z(iZeni, rozsifeni,
posun)

d) vynechéni sloves
e) pouzivani nedokonéenjych vét

f) tvorba vlastnich slov
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g)

h)

pfechod na nestandardni strategii odlisnou od dosud zndmgch (ve
Ctvercové siti)

ticho

i) blokace FeSeni
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VYUZITI INTERNETU PRO VYUKU GEOMETRIE
NA GRAFICKYCH KALKULACKACH

Jan Kaspar

1 UvoDNf INFORMACE

Vyuzivani vypocetni techniky pro vyuku geometrie vyvolavalo od sa-
mého zacatku velké diskuse. Zastanci argumentuji, ze nedochézi k zby-
teCnym Casovym ztratam, vzniklym rutinnim rysovanim a usetfeny cas je
mozné vénovat feseni vice prikladi a naro¢néjsich problémi. Odptrci na-
opak argumentuji tim, Ze Zaci, za které ,rysuje“ pocitac¢, nejsou schopni
grafického projevu ani nejnizsi kvality. Rozhodovani tohoto sporu je
velmi obtizné a velmi se podoba sporu, zda pfi existenci aut by mél
¢lovék chodit pouze pésky, protoze jinak Skodi svému zdravi. Osobné
se domnivam, ze zaklady ,slusného“ rysovani by mél kazdy zak zvlad-
nout a vypocetni techniku vyuzivat az od okamziku, kdy je toto pro néj
skute¢né otazkou rutiny.

Kazdopadné diky software, ktery je pro vyuku geometrie k dispozici,
je mozné vyuzit vypocetni techniku jednak pro vyuku analytické geome-
trie a jednak pro vyuku téch partii geometrie, kde se tilohy fesi konstruk-
tivné (planimetrie, stereometrie, deskriptivni geometrie apod.). V sou-
¢asné dobé je nabidka tohoto software obrovska, jeho kvalita a ceny jsou
velice rozdilné, stejné jako zptisob ovladani, coz jenom zostfuje v ttvodu
zminénou diskusi. V posledni dobé pak jesté dalsi problém piinesly gra-
fické kalkulacky a vyvolaly dalsi diskuse, zda tato technika je pro geo-
metricky software vhodnd a dostacujici ¢i nikoliv. A pravé této technice
(konkrétné grafickym kalkulackdm firmy Texas Instruments) a jejimu
vyuziti pro vyuku geometrie se chci vénovat ve svém prispévku.

Grafické kalkulacky se u nés zacaly objevovat jiz pred rokem 1990
a jejich grafickych moznosti bylo nejdfive vyuzivano pouze pro zob-
razovani grafi funkci. Kalkulacky tak bylo mozné pouzivat pouze pro
analyticky fesené pfiklady. Podstatnou kvalitativni zménu pfinesla, jako
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disledek obrovského zvétseni kapacity, moznost implementace geomet-
rického software pro konstruktivni tlohy. U kalkulacek firmy Texas In-
struments se jednd konkrétné o implementaci CABRI Geometrie (TI
je mj. exkluzivnim dodavatelem tohoto software) a u nejnovéjsich mo-
deltt o implementaci systému SKETCHPAD. Daleko podstatnéjsi nez
implementace zminéného software je pro vyuziti grafickych kalkulacek
ve vyuce geometrie fakt, Ze nejnovéjsi typy téchto kalkulacek umoznuji
komunikaci s pocitacem. 7Z grafické kalkulacky se tak stal vlastné ter-
minal, ktery umoznuje vyuzivat plné verze software implementovaného
na pocitaci a dokonce i pfipadné provadét aktualizaci tohoto software.
Reseni tiloh, vytvoiena na grafické kalkulacce, je pak mozné pienaset do
pocitace a vyuzivat tak jednak vétsi obrazovku a jednak prislusenstvi
pocitace — tiskarnu apod.

V tomto prispévku nebudu uvadét ukazky prikladi, fesenych pomoci
CABRI Geometrie nebo SKETCHPAD, ale stru¢né popisi zdkladni moz-
nosti téchto systémt a upozornim na velké mnozstvi prameni na Inter-
netu, z nichZ je mozné Cerpat jak texty manuald, tak hlavné mnoho
vyukovych programu a prikladi pro ucitele i zaky. Velmi podstatnym
zdrojem vyukovych programil a prikladt pro ucitele a zaky jsou zejména
materialy, vzniklé v ramci programu T3. Tento celosvétovy vzdélavaci
program byl zalozen v roce 1988 a od samého zacatku je jeho hlav-
nim pfedmétem zajmu vyuziti grafickych kalkuladek ve vyuce mate-
matiky. Program T? je po celou dobu podporovan firmou Texas In-
struments, kterd po celou dobu existence programu jednak materialné
a finanéné podporuje vyroéni zasedani programu T2, jednak okamzité
reaguje technologickymi novinkami na pfipominky uciteli, zapojenych
do tohoto programu. Nejnovéjsi informace u programu T2, jeho aktivi-
tach a dosazenych vysledcich najdete na adrese www.education.ti.com.
Diky této bezprostiedni spolupraci uzivatelt s vyrobcem patii grafické
kalkulacky firmy TI k uzivatelsky nejpfijemnéjsim a programové nej-
lépe vybavenym. Jak jiz bylo naznaceno v predchozim textu, posledni
modely pak umoznuji komunikaci kalkulacek s pocitacem. Po progra-
mové strance jsou pak kromé jiz zminénych systémi CABRI Geometrie
a SKETCHPAD samoziejmé k dispozici programy pro komunikaci kal-
kulacky s pocitacem a v kolekci mnoha vyukovych programu jsou také
specialni programy pro vyuku zakladtu prace s jednotlivymi typy grafic-
kych kalkulacek. A nyni jiz kratce k jednotlivym programim na vyuku
geometrie.
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2 CABRI GEOMETRIE

CABRI Geometrie (verze CABRI Geometrie II) je implementovand na
grafickych kalkulackach TI-89, TI-92 Plus, na nejnovéjsim modelu firmy
TT Voyage 200 a je pfipravovana implementace pro TI-83 Plus. Systém
je vhodny pro geometrické konstrukce v roviné a umoznuje napr.:

e zadavat a sestrojovat linedrni ttvary (body, pfimky, tsecky, polo-
pfimky)

e sestrojovat kolmice, rovnobézky, osy tsecek a thli, stied tsecky

e sestrojovat kruznice a rovinné utvary, napt. mnohothelniky, pra-
videlné mnohotuhelniky

e zjistovat vzdalenosti, velikosti GiseCek a velikosti hlt
e sestrojovat obrazy geometrickych atvart ve shodnych zobrazenich

e sestrojovat podobné a stejnolehlé geometrické utvary

Systém dale umoznuje doplnit vykres soufadnicovymi osami, popiso-
vat geometrické utvary, vykresy doplnit komentafem, uzaviené oblasti
zvyraznit vyplni atd. Vykres nebo jeho diléi konstrukce je mozné ulozit
do paméti jako objekt.

CABRI Geometrie II je dynamicky geometricky systém, to znamena,
Ze pokud mame sestrojen néjaky geometricky objekt, pak pfi zméné po-
lohy zvoleného elementu tohoto objektu dochazi automaticky ke zménam
polohy elementii, na zvoleném elementu zavislych (napf. pokud méme
sestrojeny trojuhelnik véetné jeho vysek, pak pfi zméné polohy vrcholu
trojuhelniku se automaticky na vykresu méni poloha vysek trojuhel-
niku).

Vzhledem k tomu, Zze CABRI Geometrie II umoziuje zobrazovat
grafy zadanych funkci, je mozné tento program vyuzit i pro vyuku ana-
lytické geometrie.

Na strankach www.cabri.net najdete jednak odkazy na veskerou li-
teraturu o systému a dale jsou zde demo-verze nékolika zakladnich kon-
strukci. Verze pro grafické kalkulacky a pro pocitac jsou prakticky to-
tozné. Systém je k dispozici i v ¢eské verzi, pficemz pro potieby kurzi
programu T2 u nas byl vytvoren o CABRI Geometrii IT kolektivem au-
torti vedenym dr. A. Vrbou z pedagogické fakulty UK v Praze velmi
pekny ucebni text, ktery je k dispozici.
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3 SKETCHPAD

Program SKETCHPAD je implementovan na grafickych kalkulackach
TI-89, TI-92 Plus a Voyage 200. Proti CABRI Geometrii je ponékud
vadét vSechny konstrukce, uvedené v predchozim odstavci pro CABRI
Geometrii, a navic je umoznéna animace. Kromeé konstruktivnich taloh je
mozné zobragzit tlohy, feSené analyticky, i kdyZ moZnosti jsou pouze ome-
zené (podobné jako u CABRI Geometrie je mozné zobrazeni zadanych
funkci).

Také SKETCHPAD je dynamicky geometricky systém, jeho verze pro
pocitace a pro grafické kalkulacky se vSak 1isi podstatné vice, nez je tomu
u CABRI Geometrie II. Program neni k dispozici v ¢eské verzi.

Veskeré informace o programu véetné uzivatelské prirucky a nabidky
fesenych prikladi najdete na adrese www.keypress.com.

4 ANALYTICKA GEOMETRIE

Pro vyuku analytické geometrie pomoci grafickych kalkulacek vystacime
se zakladnimi moznostmi kalkulacek pro zobrazovani grafi funkci. Vel-
kym prinosem bude ovSem chystand implementace systému DERIVE
na grafickych kalkulackach TI. Soucasti tohoto systému je modul pro
analytickou geometrii, pficemz systém navic umozni i kresleni 3D grafi
(to v souasné dobé umoziiuje pouze kalkulacka TI-89 i bez zminéného
systému ).

5 ZAVER

Z uvedeného je zirejmé, ze vyrobci grafickych kalkulacek se nespokojili
pouze s moznosti zobrazovat grafy funkci, ale jejich pozornost je zamé-
fena, zejména v posledni dobé, i na implementaci geometrickych sys-
témil, které mohou pomoci pfi vyuce vSech partii stfedoskolské geomet-
rie. Podstatné pro tento trend je, Ze se podafilo realizovat jiz zminénou
komunikaci grafickych kalkulacek se stolnimi pocitac¢i véetné prenositel-
nosti software a tim odbourat namitky o nekvalitnim zobrazeni geome-
trickych atvard na malé obrazovce grafické kalkulacky. Z té se naopak
stava velmi vhodna mobilni pomiicka pro praci ucitelid a zaka v situaci,
kdy nemaji k dispozici pocitaé, protoze vysledky jejich prace, vytvorené
na grafické kalkulacce, jsou na néj kdykoliv pfenositelné.
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PARABOLA V TECHNICKYCH APLIKACICH

Milada Koéandrlova

Abstrakt

V technické praxi byvaji parabolicke oblouky urceny tecnami v jejich konco-
vych bodech. Potom by mohla byt vyhodnda bodovd konstrukce podle Artzera,

strukce je zde uvedeno nékolik vice ¢i méné zndmych prikladi parabol z praze.

1 ARTZTOVA PARABOLA

Snadno se presvéd¢ime, ze parabolicky oblouk vepsany do trojihelniku
ABC tak, 7e prochézi body A, C, je vyjadien bodovou rovnici, viz [1]

Xt)=(1—-t)?A+2t(1 —t)B+t3C, t €(0,1). (1)

Staci za t dosadit 0 a 1, pak X(0) = A a X(1) = C. Umime-li derivovat
bodovou funkei, pak mizeme dosadit téZ do jeji derivace X'(t) = —2(1—
—#)A+2(1—2t)B + 2tC, X'(0) = 2(B — A), X'(1) = 2(C ~ B). Tedy
strany AB a BC jsou te¢nami parabolického oblouku.

1
Tézisté trojuhelniku ABC' je bod T = §(A + B+ (). Bod T urcuje
dva trojthelniky ABT a CBT, viz [2].}
1 1
Jejich téziste Th = g(A +B+4+T)aTy, = g(C + B+ T) lezi na ob-

louku paraboly do trojuhelniku ABC vepsaného. Porovname-li vyjadfeni

ITeziste T urcuje tii trojuhelniky, jejichz tézisté jsou spolecnymi body tfi parabo-
lickych obloukii vepsanych do trojihelniku ABC' tak, ze kazdy oblouk vzdy prochézi
dvéma jeho vrcholy. Takové paraboly se nazyvaji Artztovy paraboly.
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Obr. 1 Obr. 2

1 1
teziste Ty = 5(414 +4B+ C) s (1), dostaneme X(g) = T}. Analogicky
1 2
pro Tr = §(4C’ +4B+ A) = X(g), obr. 1.

Stiedni piicka A'C’ v trojihelniku ABC a jeji stied V je te¢na s bo-
dem dotyku oblouku. Staéi tedy znat dva body parabolického oblouku
a teény v nich a mizeme touto konstrukci najit dalsi jeho body.

2 MOMENTOVA PARABOLA PROSTEHO NOSNIKU

Rovnomérné zatizeni prostého nosniku AB bfemenem ) = ¢l, kde ¢ je
rovnomérné zatizeni na délkovou jednotku a [ je délka nosniku, v patkach

1 1 1
A, B vyvolava reakce Q4 = Qp = EQ = qu, posouvaci silu T' = q(§l —
— ) a ohybovy moment M = §q1‘(l — ). Nejvétsi moment je uprostied
1 1
nosniku, tj. pro x = 51, tedy M, = gql2 je ve vrcholu paraboly nad

tétivou A'B’, obr. 2. Jeji rovnice je

1 I
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Moment v bodé X se ur¢i z momentového obrazce vymezeného para-
bolou (2), viz [3]. Pro uréeni momentového obrazce se nahrazuje rovno-
mérné zatizeni vyslednym bremenem () ptisobicim uprostied nosniku.
Nad tétivou A'B’ se uréi ze slozkového obrazce QT'Q4 pro skladani
vnitfnich a vnéjsich sil ptisobicich na nosnik, lomena vyslednicova cara
AIC”IBI.

V pfi¢ném fezu X se ur¢i moment tak, Ze se zatiZeni na ¢ast nosniku
AX, resp. X B nahradi bfemeny P, resp. P v jejich stfedu. Rovnobézky
se svislou osou témito stfedy na ramenech vyslednicové ¢ary A'C"" B’
uréuji podobné ptimé fady bodové I,II,...a I',II',... pro parabolicky
oblouk. Bod dotyku X’ na te¢n& I I’ je na ordinale X X’. Moment Mx
v bodé X je potom Mx =T -|X'X"|, obr. 2.2

S — — 1
Céra posouvaci sily T je tisecka AB, kde |AgA| = |BoB| = iql.
V pritfezu X je zatizeni Qx = |X X°| a posouvaci sila T = | X Xo|.

3 PRUHYBOVA KRIVKA SVISLYCH POSUNU

Naméfené a vyrovnané hodnoty méreni svislych posuvi objektt elektra-
ren, které jsou citlivé na posuvy jak béhem vystavby, tak pozdéji béhem
provozu, jsou aproximovany parabolickym obloukem, nazyvanym prihy-
bovou kiivkou. Na obr. 3 je pruhybova parabola charakterizujici rotacni
osu soustroji turbiny 500 MW. Rovnice interpola¢ni paraboly je

y =3,72100041- 10~ %22

Obr. 3

Vzhledem k hodnoté parametru jsou soufadnice na osach vynéaseny
v riznych méfitcich, viz [4].

2 Analogicky se graficky fesi zatizeni kleneb, viz [8].
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o] 2h

Obr. 4 Obr. 5

4 OCHRANNA PARABOLA

Stiela vystfelend z pocatku O soustavy soufadnic pod tthlen ¢ pocatecéni
rychlosti vy v ¢ase ¢t mé soufadnice, obr. 4, © = tvg cos @, y = tvg siny —

-3 gt?. Vyloucenim parametru ¢ dostaneme rovnici stiely ve vakuu

1
y=xtgp— Exz(l +tg?p),

2
kde h = ;)—0 je maximélni vyska. Draha stfely prochazi bodem [z,y],

jestlize
hty\/h(h— 2 —y)

IE2
tgp =2 kde h — — > y.
gy - ) € 4h_y

Mnoziny bodu v roving, které lze zasdhnout stfelou z poc¢atku, urcuje

ochrannd parabola 2% = —4h(y — h) s parametrem 2h a ohniskem O,
1

viz [5]. Uhel ¢ se da uréit i graficky, nebof oznacime-li yo = h — EIQ

soutadnici bodu ochranné paraboly, pak z Euklidovy véty o odvésné je

h+
A =hy—y)atgy = TC, obr. 4.
2

5 DRAHA VODNIHO PAPRSKU — COLLADONOVA FONTANA

Z horizontalni trubicky vytékajici paprsek vody rychlosti v je popsan
rovnicemi
=t = —1 2
X v .
y Y 2.9
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Vylou¢enim parametru ¢ dostaneme rovnici drahy vodniho paprsku 22 =
2

= 2U—y. Oznadime — = 2h, tj. parametr paraboly je 2h. Je-li hladina
g g

vody nad horizontalni rovinou 7 ve vySce H a trubicka ve vysce b/,
(h+ h' = H), pak voda dopada na horizontalni rovinu do vzdélenosti
z =2Vhh od osy paraboly, obr. 5.

Tuto vzdalenost lze graficky urcit Eukleidovou vétou o vysce. Z kon-
strukce je zfejmé, ze voda dopadne stejné daleko pro trubicku ve vysce

hih' a Ze maximalni vzdalenost d = H je pro trubicku ve vysce 5
viz [6].

Zenevsky fyzik Colladona jako prvni v r. 1841 osvétlil vodotrysk.
Ve valci proti vytokové trubicce umistil svételny zdroj. Prisel na to,
7e svételné paprsky se nesiri pfimocare, ale sleduji parabolickou drahu
vodniho paprsku.

6 HLADINA KAPALINY V ODSTREDIVCE

Na kapalinu v odsttedivce, ktera se otaci kolem své osy tthlovou rychlosti
w, pusobi odsttediva sila F, = mw?zo a gravitacni sila F, = mg, viz [7]
a obr. 6. Vyslednice obou sil je sila F, kolmé na hladinu. M4 hladina
tvar uvedeny na levém obrazku?

o

Obr. 6
7 vyslednicového schematu F,F,F, je zfejmé, Ze tecna t k osovému
F, w?
fezu hladiny m4 smérnici tga = —> = —ux,. Te¢na t v bodé [z,, yo)

Fqg g
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2
w

ma rovnici y — Yy, = —x,(x — x,). Po Upravé %(y — 1Y) = T — T2,
g w

Porovname-li tuto rovnici s rovnici %(y + y,) = xx, teny paraboly
w

z? = Q%y, vidime, Ze spravny je obrazek vpravo.® Hladina kapaliny

v rotujici nddobé ptisobenim odstiedivé a tihové sily se ustali na tvaru
rotacniho paraboloidu.
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3Umime-li derivovat a integrovat, pak z rovnosti tga = y' = —z dostaneme

parabolu jako integralni kiivku obycejné diferencialni rovnice.
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JAK JSEM POMOCI CABRI OBJEVIL NOVOU VETU
O TROJUHELNIKU A APOLLONIOVYCH
KRUZNICICH

Milan Koman

Abstrakt

Prdce popisuge, jak byla pomoci Cabri geometrie objevena a pak pomoci kom-
plexnich cisel dokdzdna ndsledujici veta z geometrie trojuhelniku:

Necht je ddn trojihelntk ABC a k,l,m tri Apolloniovy kruZnice, které jsou po
Tfadé mnozinami takovych bodi X, e AX :BX = u:v, resp. BX:CX =wv:t,
resp. CX:AX = t:u, kde u,v,t jsou tri libovolnd navzdjem ruznd kladnd cisla.
Potom mayji tyto kruznice spolecnou chorddlu, kterd prochdzi stredem kruznice
opsané trojuhelniku ABC.

Moznost pohybovat v Cabri geometrii s body, pfimkami, kruznicemi
a mnohymi dalsimi objekty poskytuje nespocet prilezitosti zkoumat pro-
ménné geometrické objekty a objevovat nové poznatky. Takové zkoumani
a objevovani miize byt nejen na urovni vice ¢i méné zkuSenych zaki,
ale i na trovni zkusenych uciteli nebo dokonce geometrickych expertii.
Vsechny tyto skupiny Cabri pokusnikti mohou zaZit nefalSovanou radost
z toho, ze pii vlastnim pokusnictvi pocitac¢ ,posloucha®“ jejich ,hru“
s my$i a vytvari z pivodnich obrazkt nové — nékdy ocekavané, jindy na-
opak neocekavané — obrazky. To necekané se muize stat vyzvou k novému,
cilenéjsimu zkouméani. Druh4 vlna radosti pfichazi, kdyz se podari obje-
vit néco nového, a kdyz se navic podafi takovy objev presné formulovat.
Je vsak nutné, abychom si uvédomili, Ze takto ziskdAme pouze hypotézu.
Tu je tfeba odtvodnit, dokdzat. Ten, kdo se odhodla k hledani dikazu,
miize se na konci této cesty dockat tfeti viny radosti, kdyz vlastnim
duSevnim tusilim kyZené mety — objeveni dikazu — dosdhne.

Prace byla zpracovana za podpory vyzkumného zdméru VZ-J13/98:114100004
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Obr. 1

V tomto prispévku uvedu nékteré zkusSenosti svych studentt i své
vlastni, které jsem ziskal pfi experimentovani s Apolloniovymi kruzni-
cemi.

Na zacatek pfipomenu definici Apolloniovy kruZnice:

Necht jsou dédny dva body A, B a pomér u : v (u # v). Potom se da
ukdzat, Ze mnozinou M vSech bodu T, pro které plati AT : BT = u : v,
je kruznice k opsana nad prumérem P(Q), jehoz krajni body P a @ lezi
na pfimce AB a plati pro né (ABP) = —(ABQ) =u : v. (Body P a Q
tedy patfi k mnoziné M.) Viz obr. 1, kde u: v =1:2.

Praveé tato kruznice k se nazyva Apolloniova kruZnice.

Zkoumani Apolloniovy kruznice jako mnoziny bodt pomoci Cabri ge-
ometrie popisuji Vrba a Vaniéek (viz [1], ¢l.: Mnoziny bod podrobnéji).
Zminuji se o nékterych technickych problémech, se kterymi se miizeme
pri sestrojovani Apolloniovy kruznice jako mnoZiny bodu setkat.

My jsme sestrojovali Apolloniovu kruZnici pomoci shora zminénych
bodt A a B. Cisla u a v jsme znizornili na ¢iselné ose a jejich tazenim
po Ciselné ose jsme mohli ménit vyslednou mnozinu. Vyftesili jsme i pfi-
pad, kdy v = v. Pfislusnd mnozina M je v tomto pfipadé jak znamo
osou usecky AB. Obrazek jsme sestrojili tak, ze kdyz pii taZeni né-
kterého z bodi u,v po ¢iselné ose tyto body splynou, zméni se praveé
Apolloniova kruznice na osu tsecky AB. (V tomto pfispévku se vSak
témito podrobnostmi nebudeme zabyvat.) To ndm umoznilo pfijmout
nazev Apolloniova kfivka, coz je v pripadé u # v Apolloniova kruznice
a v piipadé u = v osa useCky AB.

Jako obdobu Apolloniovy kruznice pro dva body A, B a pomér u : v
jsme zavedli pojem Apolloniuv bod pro t¥i body A, B,C (nelezici
v piimce) a sloZeny pomér u : v : t, coZ je takovy bod @, pro ktery
plati AQ : BQ :CQ =u:v:t.
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Na prvni pohled se mize zdat, Ze jeho sestrojeni je jednoduché. Pfi-
pomindm, Ze tento problém jsme se studenty fesili nejdiive bez Cabri
geometrie jen na papite. Idea byla jednoduché: Sestrojime Apolloniovu
kiivku k pro body A, B a pomér u : v a druhou Apolloniovu kiivku m
pro body A, C a pomér u : t. Jejich prusecik — pokud existuje — je hle-
dany bod. Studenti nac¢rtnuli vétsinou od ruky vlastni obrazky, podobné
napiiklad obr. 2.

7 diskuse vyplynulo, Ze mtizeme pro ,kontrolu“ sestrojit jesté treti
Apolloniovu kiivku [ pro body B, C a pomér v : t. Studenti nacrtavali
obrazky podobné obr. 3.

c
Q
A B
m m
# k
Obr. 2 Obr. 3

Pohledem na obrazek vyvstaly otazky: Kolik bodu vyhovuje tloze?
Které z bodi vyznacenych na obrazku 3 sipkou vyhovuji illoze? Je vitbec
obrazek dobfe nacrtnut?

Posledni otazku nejspise vyvolala predstava pripadu, kdy u : v : t =
=1:1:1 a vysledkem je jediny bod, stfed kruznice opsané trojuhel-
niku ABC'. To u nékterych vzbudilo pfedstavu, ze musi byt i zde jeden
vysledny bod, a Ze je tudiz obrazek $patné nac¢rtnut. AvSak analogie du-
kazu tvrzeni o osach stran trojihelniku aplikovana pro nas pripad vedla
k tomu, ze musi tloze vyhovovat i body vyznacené na obrazku 3 sipkami.
Zavér diskuse vedl k poznani, ze kdyz néjaky bod vyhovuje dané tloze,
musi jim prochéazet vsechny tri Apolloniovy k¥ivky. Jinymi slovy vSechny
t¥i Apolloniovy kiivky tvoii svazek.

Uvedené zkusenosti nas vedly k tomu, abychom se pokusili tuto lohu
fesit pomoci Cabri geometrie. Pokusy s Cabri geometrii potvrdily tak
objevené tvrzeni o svazku Apolloniovych kruznic ¢i kiivek.
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Zkouméni Apolloniovych bodti v zavislosti na zméné parametrt, at uz
na tvaru trojihelniku ABC nebo na zméné ¢isel u, v, t, vedlo k nové mys-
lence: Hledané Apolloniovy body lezi na spole¢né chordale tii shora zmi-
nénych Apolloniovych kiivek (vylucujeme p¥ipad, Ze jde o tfi pfimky).
Zkusme vySetTit pomoci Cabri geometrie, jak se tyto chordaly méni, kdyz
ménime parametry u,v,t. Tuto spole¢nou chordalu nazyvame v dalsim
Apolloniovou pfimkou trojuhelniku ABC piislusnou k poméru u : v :
: t.

Prvni pokus byl vySetfit mnozinu Apolloniovych pfimek odpovidajici
konstantnim hodnotam parametrti u,¢ a proménnému parametru v. Vy-
sledek ukazuje obrazek 4. Zda se, Ze vSechny odpovidajici Apolloniovy
primky prochézeji jednim bodem. Ke stejnému vysledku dojdeme, kdyz
ménime jen parametr u nebo jen parametr ¢t. Obrazky dokonce nazna-
¢ily, ze jde o stéle stejny bod. Hypotéza je, Ze tento bod (nazvéme jej
bod X) je nezdvisly na parametrech u, v, t.

Obr. 4

Nové pokusy odpovidajici jinému tvaru trojuhelniku ABC' jen tuto
hypotézu potvrdily.

Vyvstala ovSsem nova otdzka. Kterym bodem vSechny Apolloniovy
lika neuspésnych pokusech fesit tuto otazku dospél autor k prvnimu
napadu, ktery feseni otazky priblizil. Ten spocival ve zkoumani polohy
neznamého bodu X v zavislosti na tom, zda u vrcholu C je pravy, ostry
nebo tupy thel. Pokusy naznacily, ze v prvnim pfipadé lezi bod X na
pfimce AB, ve druhém pfipadé nad pfimkou AB a konecné v poslednim
pripadé pod pfimkou AB. Zkouméanim pravothlého trojuhelniku vedlo
k hypotéze, ze neznamy bod X je stfedem kruznice opsané trojuhelniku
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ABC, coz se dalo pomoci obrazku ovéfit. Dalsi experimenty ukazaly, ze
i v pripadé ostatnich trojihelnikt je neznamy bod X stfedem kruznice
opsané trojahelniku ABC.

Dosel jsem tak k hypotéze, ze plati véta:

Necht ABC je libovolny trojihelnik a u,v,t t¥i libovolnd navzdjem riznd
kladnd ¢isla. Potom wvSechny ti1i Apolloniovy kruinice k = {X;AX :
:BX =u:v},l={X;BX :CX =v:t}, m={X;CX : AX =t:
: u} magi spolecnou chorddlu, kterd prochdzi stfedem kruznice opsané
trojuhelniku ABC.

Nyni nastal asi nejtézsi tkol, tuto vétu dokézat. Jedinou moznou
cestu jsem vidél ve vypoctu. Prvni pokusy naznacovaly, Ze vypocet bude
dost technicky slozity.

Obr. 5

Kli¢em bylo najit vhodny matematicky aparat. Spasna myslenka byla
pouzit komplexni ¢isla, trojahelnik zvolit tak, aby jeho vrcholy lezely
na jednotkové kruznici. Pak staci ukazat, Zze chordala libovolnych dvou
kruznic prochéazi pocatkem.

Postup vypoc¢tu budeme sledovat na obr. 5. Uvedeme vSak jen vy-
sledky dil¢ich krokt, podrobné vypocty si mize ¢tenar doplnit sam.

Vrcholy trojuhelniku jsou komplexni ¢isla a, b, c. Protoze lezi na jed-
notkové kruznici J, je

ad =bb=cc=1 (1)
Vypocitame stfed a polomér kruznice K. Nejdfive uréime krajni body
D, ¢ jejiho praméru. Z rovnosti (abq) = —u/v, (abp) = u/v dostaneme:
av + bu av — bu

u+v 4 UV —1U
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Nyni jiz vypocitame stied s a polomér r kruznice K:

av? — bu? uv u —
5= 02 — 12 T:|u2_v2||a7b|: (a*b)(a*b) (2)

=02
Podobné vypoé&itame stied s’ a polomér r’ druhé Apolloniovy kruznice,
ktera odpovida bodtim b, c.

, b2 —c? vt bl vt
S = ———— r = —- —C|l = —
12 — 2 |U2 _ t2| |U2 _ t2|

b-cab-2) (3)
Z tdajt (1 a (2) mizeme sestavit rovnici chordaly, stac¢i dosadit do
vzorce (viz napiiklad [2, str. 116]):

(s—s)E+(5—5)z+ (58 —ss+r2—1") =0 (4)

Chceme dokézat, ze chordéla prochézi poc¢atkem. Nutnou a postacujici
podminkou pro to je, Ze absolutni ¢len v rovnici (4) se rovna nule. Vy-
pocitame proto jen

(s'8 — s5+12 —1"%) = (55 —r'*) — (s5— r?) (5)

Dosadime-li z rovnosti (2) a (3) do (4), dostaneme po tpravach a s vyu-
Zitim vztahi (1) vysledek 0. Zjistime pFitom, Ze zavorky na pravé strané
rovnosti (5) se sobé rovnaji a jejich rozdil je tedy nula.

Tim nase dobrodruzstvi s objevovanim pomoci Cabri skoncilo jednu
svou kapitolu. Na ty, ktefi si oblibili nebo jesté oblibi Cabri geometrii, ¢e-
kaji mnoha dalsi dobrodruzstvi. Pteji vSem, ucitelam, zaktm i vyzkum-
niktm, ktefi se touto cestou vydaji, aby to byla cesta tispésna a zajimava.

LITERATURA

[1] Vrba, A.: Geometrie na pocitaci (ucebnice ke kurzu ovldddani pro-
gramu Cabri Geometrie II pro Windows), s. 70, viz téZ internetovou
verzi.

[2] Rab, M.: Komplexni ¢isla v elementdrni matematice, MU Brno 1996,
2. vydani, s. 209. ISBN 80-210-1475-X
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MATEMATIKA ANGLICKY

Alena Kopackova

Technické univerzita v Liberci (TUL) nabizi na nékterych svych fa-
kultéach jiz fadu let studium v cizim jazyce. Od roku 1990 zde maji moz-
nost studovat na Fakulté strojni (FS) v angli¢tiné studenti — samoplatci
(tj. studium si hradi sami), o nékolik let pozdé&ji zahajila tuto vyuku také
Fakulta hospodaiskd (FH). Pfed nékolika lety byl na FS u¢inén pokus
vyucovat paralelné se skupinou cizinctl v angli¢tiné ve zvlastni skupiné
také Ceské studenty, ale od tohoto zadméru se zdhy upustilo (¢astecné
i pro maly z4jem Cechii). Cizinci studuji v bakalaiskych i magisterskych
programech podle stejnych plant jako GeSti studenti (na kazdé z fakult
zpravidla v jedné malé skupiné). Znamend to tedy, Ze prochazeji také
standardnimi kurzy matematiky, z nichz Katedra matematiky a didak-
tiky matematiky (KMD) zajistuje t¥isemestrovy kurz pro studujici F'S
a dvousemestrovy kurz pro studujici FH. Jde zejména o vyuku zakladd
matematické analyzy (diferencidlni pocet funkeci jedné i vice proménnych,
integralni pocet funkci jedné proménné, obycejné diferencidlni rovnice)
a linedrni algebry v prvnim rocniku studia. Na matematickém vzdéla-
véni poslucha¢i FS i FH ve vyssich ro¢nicich se podileji i jind pracovisté
TUL.

Naprostou vétSinu samoplatct studujicich na TUL tvoii Arabové
z ruznych statd Asie i Afriky. Za dobu existence tohoto studia na TUL
prosly prvnimi semestry matematiky jiz desitky studentt z Bahrajnu,
Egypta, Iranu, Jordanska, Kuvajtu, Libye, Maroka, Omanu, Palestiny,
Spojenych arabskych emiratd, Sidanu, Syrie a vyjimecné i Turecka. Stu-
denti pred vstupem do prvniho ro¢niku neabsolvuji tradiéni pfijimaci
zkousky ani zadny piipravny jazykovy kurz. Prokazuji se certifikitem
o ukonceni stiedoskolského vzdélani (v naprosté vétsiné v jejich rodné
zemi), ktery je opraviiuje ke vstupu na vétsinu vysokych skol doma i v za-
hranici. Jak sami fikaji, motivaci pro studium pravé na TUL je pro né
mnohdy i nizsi cena tohoto studia v porovnani s vysokymi skolami za-
padni Evropy ¢i USA a mnozi zde také nasleduji své znamé a pribuzné.



172 Alena Kopackova

Zajimavosti je, ze za 12 let trvani tohoto studia na TUL se mezi arab-
skymi studenty nevyskytla jedina Zena.

Od pocatku jsem se jako ucitel na této vyuce aktivné podilela. Moz-
nost vyucovat paralelné s ¢eskou vyukou matematiku také anglicky byla
pro mne zajimavou vyzvou uz jen proto, ze se jednalo o néco zcela no-
vého, k ¢emu az do roku 1989 nebyla v podstaté zadna prilezitost. Vyu-
¢ovat skupiny studentt — samoplatct znamend akceptovat nékterd speci-
fika, ktera zdaleka nejsou dana jenom tim, ze jde o vyuku v cizim jazyce,
a ktera z této Cinnosti vytvareji pro ucitele aktivitu ponékud odlisnou
od vyucovani ¢eskych studentt v Ceském jazyce. O nékteré zkuSenosti
nasbirané za poslednich 12 let se chci v tomto prispévku podélit.

NEHOMOGENNOST SKUPIN STUDENTU

Kazdy rok se setkavame se skupinami zna¢né nesourodymi — studenti po-
chézeji z raznych zemi, jsou rizného véku, rizného socidlniho ptvodu.
Jsou absolventy stfednich skol ¢asto velmi odlisnych skolskych systém,
z ¢ehoz plynou vétsi rozdily v jejich znalostech stfedoskolské matema-
tiky, nez jsme tomu zvykli u nasich studentt (ktefi navic zpravidla maji
za sebou standardni pfijimaci zkousku). Néktefi z nich absolvovali sva
stredoskolska studia vyhradné v arabstiné a s anglickou matematickou
terminologii se nikdy nesetkali, jini za sebou maji francouzské i anglické
stfedni Skoly, pFip. i nékolik semestrti $kol vysokych (af uz ve své do-
moving, jinde v Evropé ¢ v USA). To, co je v podstaté vSem spolecné,
je islam a arabstina. Velké rozdily mezi studenty jsou nejen v matema-
tickych znalostech, ale i v jazykové vybavenosti; nékterym z nich ¢ini
problémy i latinka (a nas zpisob psani zleva doprava) a zpocatku zapisy
z tabule spiSe prekresluji nez opisuji. Ruiznorodost vstupni matematické
(i jazykové) trovné studentt je u této vyuky prvnim vyraznym specifi-
kem, na néz musi vyucujici reagovat.

P0OSTOJ K MATEMATICE

Zvlastnosti, ktera je u velké Casti arabskych studenti silné patrna, je
jiny zptsob uchopovani matematiky, nez jak jsme tomu zvykli u nasich
studentt. Arabsti studenti daleko vice spoléhaji na svou pamét a jsou-li
postaveni pred néjaky matematicky problém, vétSina z nich se snazi spise
napodobovat to, co jiz nékde vidéli, nez hledat podstatu. Usuzuji tak
zejména z dotazi a reakci studentl a z analyzy chyb, jichz se dopoustéji.
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Typicka je napf. nasledujici velmi frekventovana situace. Po probrani ur-
¢ité latky, kdy byly vymezeny zakladni pojmy, jejich vlastnosti a vztahy
mezi nimi, spocitany ,,vzorové“ priklady, je studentiim zadana k samo-
statné praci tloha, kterd je zpravidla (az na ¢iselné zadéni) totozna s né-
jakou z jiz pfedvedenych. Podstata problému byva zietelna a nevyzaduje
mit si, s ¢im souvisi. Mnohy student se ale namisto uvédomeéni si souvis-
losti a zafazeni problému zpravidla dfive, nez zahaji jakoukoliv ¢innost,
ujistuje o tom, co mé délat, otdzkou ,Je to toto?“ a ukazuje v sesité na
néjaky jiz predtim vyfeSeny piiklad (obcas i takovy, ktery se zadanou
tlohou viibec nesouvisi). P¥i samostatné praci maji studenti tendenci si
u ucitele neustéale nechat schvalovat svij postup a tézko se smituji s tim,
Ze napr. u zkousky to neni mozné. Vypada to, jako kdyby matematické
poznatky téchto studenti netvorily strukturu, ale linearni seznam infor-
maci, uchopovanych a zpracovavanych paméti podle vnéjsich, casto méné
podstatnych znakt. Proto také arabsti studenti vyzaduji velmi konkrétné
vymezené pokyny témér ,atomického“ charakteru a brani se jakémukoliv
obménovani a modifikovani iloh. Popsané jevy nejsou ojedinélé, opakuji
se kazdoroc¢né u velké ¢asti studenti, takze je mozné, ze vysvétleni lze
hledat nejen v tradicich v pfistupu k matematice i jeji vyuce na Sko-
lach v zemich, odkud studenti pochazeji, ale je zde t¥eba uvazovat i Sirsi
kulturni a ndbozensky kontext. (S podobnymi postoji, otdzkami i vy-
raznou tendenci matematiku uchopovat pamétové se u ¢eskych studenti
ekonomické ¢i technickych fakult setkdvame vyjimecné.) Podle vlastniho
vyjadreni posluchaci je jim blizsi linearni algebra nez analyza, a to proto,
ze ,,se tam zachazi vice s ¢isly nez s pismeny a symboly“ — pracuje se zde
v eukleidovském prostoru F,,, fesi se soustavy linearnich algebraickych
rovnic, zavadi se inverzni matice a determinanty; Gstfednim postupem je
pritom Gaussova eliminace. Vime, Ze na stfednich skolach vétsiny zemi,
z nichz studenti pochéazeji, neni v osnovach matematiky kladen dtraz na
geometrii a grafickou stranku. Studentim ¢ini pak velké problémy vyba-
vit si napf. grafy zédkladnich elementarnich funkci a rtizné neobratnosti
pri értani a rysovani grafti prozrazuji, ze vétSinou nebyli ani zvykli zacha-
zet s geometrickym nac¢inim. Kolegové vyucujici konstruktivni geometrii,
pfipadné technické kresleni (FS) maji podobnou zkuSenost. V zadném
pripadé nechci své zkusenosti prili§ zobecniovat a vyslovovat rezolutni
zavéry o matematickych dispozicich arabskych student ¢i o vyuce ma-
tematiky v zemich, odkud studenti pfichazeji, ale pozorovani a zkuse-
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nosti ziskané za léta mi dovolily nalézt spolecné prvky ve vztahu téchto
studentt k matematice a abstrakci viibec a predpokladat, ze kofeny mo-
hou tkvit hluboko v kulturnich tradicich jejich zemi. Existuji samoziejmé
i vyjimky z téchto zevseobecnujicich ivah, a to jak individualni mezi stu-
denty, tak i uré¢ité rozdily mezi zemémi (napf. se mi nékolik let zdalo byt
vyrazné, ze hufe pripraveni jsou studenti ze zemi Perského zalivu — az
oni sami pak s humorem tvrdili, ze v Gulfu se na skolach péstuje ,crazy
mathematics“ (a snazili se timto konstatovanim ziskat pro sebe tlevu pii
hodnoceni), zatimco napf. v Syrii jsou osnovy matematiky i zptisob vy-
ucovani podobné evropskym, specidlné francouzskym (podle informace
kolegy pochézejiciho ze Syrie).

JAZYKOVE BARIERY

Pochopeni latky je dano do urcité miry i tirovni jazykovych znalosti stu-
dentt, ale nedomnivam se, ze prili§ vyznamné. Studenti prichazeji z tak
vyrazné odlisné jazykové oblasti, Ze nékterym z nich zpocatku angli¢tina
i latinka ¢ini potize, jsou vSak mezi nimi dost veliké rozdily a néktefi
vladnou angli¢tinou velmi dobfe. Vétsi problémy jim ptisobi psana ang-
lictina. To vSe se ale postupem ¢asu vylepSuje (mnozi do sebe za kratkou
dobu vstiebaji i zaklady ceského jazyka — timérné s poctem kontaktt
s Ceskymi studenty, resp. studentkami). Navic uéit ¢ studovat matema-
tiku v angli¢tiné nepfinasi nikdy takové problémy, jaké se pravdépodobné
mohou objevit u humanitnich predmétt, kde hlavnim prostiedkem do-
rozuméni je slovo. Domnivam se, ze nase vzajemnda komunikace v ho-
dinach matematiky neni nijak deformovana ¢i omezena ani tim, Ze ani
pro jednu stranu neni angli¢tina matefskym jazykem a ze se dalsim ji-
nym jazykem vzdjemné dohovofit nedokdzeme (studenti jsou vSak proti
mné se svou spoleénou arabstinou ve vyhodég). Angli¢tina je zde beze-
sporu velmi dobrym zprostfedkovatelem vzajemné komunikace. Navic
sama matematika ma také sviij jazyk, jazyk symbold, grafi, obrazki,
ktery ji ¢ini méné zavislou na prirozeném jazyce, nez je tomu u humanit-
nich véd. Student, ktery ma mensi znalost angli¢tiny, neni tak vyraznéji
hendikepovan pred ostatnimi. Je bézné, Ze studenti si vzajemné vypo-
mahaji a vysvétluji si to, ¢emu neporozuméli, v arabstiné, pfipadné si
délaji do svych sesitt arabské poznamky. V odborné terminologii mohou
zpoléatku vznikat drobnd nedorozuméni (kterd se velmi rychle odstrani
a kterd nebyvaji zdrojem dalsich problémi pii studiu matematiky), pro-
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toze nékteri studenti si zaroven s béznou anglic¢tinou prinaseji i zaklady
anglické matematické terminologie, které se mohou lisit od naseho pojeti
i od pojeti ostatnich. (Jako pfiklad takové nevyznamné nejednoznacnosti
mohu uvést napt. preklad slova odmocnina, kde jsou néktefi zvykli uzivat
terminu root, jini radical.) Vidim proto jako Gcelné a dilezité zpocatku
zopakovat i nejzakladnéjsi pojmy a vzajemné sjednocovat anglickou ter-
minologii i symboliku, aby vzdy vsichni védéli, o ¢em se hovori. Také ja
jako vyucujici nékdy zavdham, jaky termin pfi vykladu zvolit; jsou si-
tuace, kdy se nabizi vice moZnosti (cizojazycné literatura nabizi pro né-
které jevy vice prekladt a ani slovniky nebyvaji jednotné, v mnohych se
potfebné terminy ani spojeni nevyskytuji). Dulezitym kritériem pii vy-
béru anglického terminu se pak nékdy stane i frekvence, s niz dané slovo
v urcité souvislosti registruji v literatute (origindlné psané anglicky rodi-
Iym mluvéim) ¢ na rtznych mezindrodnich setkdnich. Dobrym zdrojem
pro orientaci v zédkladnich matematickych terminech a spojenich byvaji
matematické ucebnice zejména pro nizsi stupné skol psané v angli¢tiné.

STUDIJNI LITERATURA

Sylabus kazdého pfedmétu doporucuje vhodnou matematickou literaturu
v angli¢tiné, kterd je zpravidla dostupna v knihovné ¢i studovné Univer-
zitni knihovny TUL. Kromé toho na nasi katedfe vznikla (a vznikaji)
i skripta, kterd nami poskytovanou vyuku pokryvaji témér kompletné.
Nikdo vsak studentim nebrani, pokud se rozhodnou studovat i z jiné
literatury, a to pfipadné i neanglické. V takovém pfipadé nékdy zadaji
konzultaci, kde chtéji prinesenou ucebnici schvalit, pfipadné pfesné vy-
mezit, co z ni je nezbytné a co mohou pii studiu vynechat. Myslim si,
skymi spoluzaky vyhodu. V ¢eském prostiedi byva nékdy problém vhod-
nou anglicky psanou literaturu sehnat, v nabidce obchoda byvaji spise
prehledova encyklopedicka dila, prekazkou také je neporovnatelné vyssi
cena cizojazyc¢nych publikaci. V oblasti studijni literatury by jisté byla
uzite¢na spoluprace pfibuznych fakult poskytujicich vyuku matematiky
v angli¢ting.

NUTNOST IMPROVIZACE

Fakt, Ze ucitel musi v hodiné ¢asto reagovat na situace, které neocekava

N

a s kterymi se u ceskych homogennéjsich skupin nesetkava, zpisobuje,
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Ze obcas je nutné ve vyuce improvizovat. Pfedstava, kterou jsem o tomto
vyucovani méla v jeho samotnych pocatcich, vzala velmi rychle brzy za
své. Ve snaze byt na hodinu co nejlépe pfipravena a nedostat se do tzkych
po strance jazykové jsem si zpocatku vypracovala detailni pripravy, které
se podobaly spiSe scénafi. Thned po prvnich hodinach vSak bylo jasné,
ze neni mozné predvidat veskeré reakce studentt (i své) a planovat si
podrobné svij projev ¢i potencidlni dialogy. Vzpominam, jak v jedné
z mych tvodnich hodin cvic¢eni zimniho semestru, kde podle planu mély
byt opakovany elementarni funkce a mezi nimi i funkce logaritmicka,
bylo planované rozvrzeni hodiny naruseno po zjisténi, ze néktefi stu-
denti vibec netusi, co je to logaritmus a jak se s nim zachazi. Musela
tedy nasledovat neplanovana odbocka, v niz byl pojem logaritmus klad-
ného c¢isla definovan, v niz bylo nutné naucit studenty pravidlim pro
pocitani s logaritmy a predvést i nékolik prikladti. Dnes by mne takova
historka viibec neptekvapila, ale pfiznam se, ze tenkrat pred vice nez 10
lety mne toto ,,vykolejeni“ z planu zaskocilo. Jednak proto, ze odbocka
trvajici nékolik desitek minut znamenala nedodrZeni puvodniho planu
hodiny, ale také proto, Ze bylo nutné se i jazykové vyrovnat s nécim,
s ¢im jsem nepoditala. Vzhledem k tomu, ze pro definovani logaritmu
jsem tehdy hodlala uzit doslovného prekladu formulace ,,... logaritmus
kladného ¢isla b pti zédkladu a je takové ¢islo ¢, na néz kdyz umocnime
zéklad a, obdrzime b...“, prichystala jsem si sama zcela dobrovolné ja-
zykové cviceni z anglitiny, kterému bych se ziejmé vyhnula, kdybych
takovou situaci pfedem planovala. Idealni samoziejmé je uvazovat rov-
nou v angli¢ting a neptekladat, ale tato schopnost (zvlast u ucitele, ktery
sdm neni profesiondlnim angli¢tinafem) vznikd postupné a samovolné.

Je samoziejmé, Ze vyucovat v cizim jazyce matematiku cizince, ktefi
k nam navic ptrichazeji z tak odlisné oblasti, je narocné. Pfes vynaloZenou
vétsi namahu a obcasné potize ucitele vsak tato ¢innost také obohacuje.
Jiz prvnim pfinosem je to, ze mu poskytuje moznost pravidelné hovo-
fit anglicky a je také pro dalsi studium jazyka vice motivovan. Osobné
pocituji jako velmi cenné i to, Ze vzdjemnym kontaktem se studenty se
mi rozsifuji obzory, dozvidam se o zemich, kam se pravdépodobné nikdy
nepodivam, zbavuji se riznych predsudkt a ucim se toleranci.

V zéavéru se zminme kratce jesté o dalsi cizojazycné vyuce na TUL.
V akademickém roce 2001/2002 se Fakulta hospodaiskd TUL poprvé
stala soucasti mezinarodniho projektu — vedle némecké Hochschule Zit-
tau/Gorlitz a polské Politechniky Wroclaw je Technickd univerzita v Li-
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berci jednim ze tii vysokoskolskjch pracovist zajistujicich spole¢né in-
tegrované bakalafské studium ,, Informacniho a komunika¢niho manage-
mentu“ na Univerzité Nisa. Zatim studium probihé v jedné smisené sku-
piné némeckych, polskych a ¢eskych studentti (po deseti z kazdé zemé),
vyucuje se anglicky, kazdy rok na jiné ze zucastnénych vysokych skol.
TUL zajistuje podle dohody prvni rok tfiletého studia, a tedy také z4-
kladni kurz matematiky. Méla jsem moZnost se na vyuce také podilet;
dosavadni kratké zkusenosti mi vSak nedovoluji hovofit o tomto projektu
prilis obecné, navic jsem v Univerzité Nisa vyucovala nepravidelné. I toto
kratké ptisobeni bylo vSak pro mne prijemnym zazitkem. Bylo zajimavé
nejen ucit, ale i se studenty komunikovat, pozorovat, jak se postupné
vzajemné sprateluji a jak po pocatecnich tfech disjunktnich skupinach
vznika skupina jedina. MysSlenka spojit studenty riznych zemi do jedné
skupiny a umoznit jim postupné studium v kazdé ze zemi je podle mého
vynikajici. Podobné projekty maji zfejmé pro souziti a spolupraci tii
sousednich zemi daleko véts$i vyznam a prinaseji viditelnéjsi uzitek nez
formalni politické dohody. Vyznamnost projektu si jisté zaslouzi infor-
movat o ném v blizké budoucnosti na podobném féru podrobnéji.
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PROJEKTY SE STUDENTY OBORU SPECIALNI
PEDAGOGIKY

Jana Kratochvilova

Abstrakt

K technologiim, jimiz se snazime sezndmit budouci ucitele s konstruktivistic-
kymi pristupy k vyucovdni matematice, patii metoda projekti. Zdk zpracovdvd
jisty problém nebo matematické téma a vysledek svého snaZeni predklddd v pi-
semné formé. Udcitel, ktery bud pomdhd Zdkovi volit vhodné téma mebo mu
téma sam nabidne, je v prubéhu Zdkovi prdce jeho diskusnim partnerem a na-
konec hodnotitelem vysledného dokumentu. Nasi studenti se v prubéhu studia
seznamuji s metodou projektiu primym vedenim jednoho projektu se Zdky. Své
zkusenosti pak formuluji v semindrni nebo dokonce diplomové prici. Vétsina
studentu realizuje takovy experiment se znacnym nasazenim. Zvldstni zretel je
zde vénovdn studentum oboru Specialni pedagogiky, z nichz nékteri metodu po-
uZivaji pri prdaci s handicapovanyms Zdiky. Jedna takovd semindrni prdce, kterd
pozdéji prerostla v prdaci diplomovou, je popsina a ¢dstecné analyzovdna.

1 SPECIFIKA PRIPRAVY STUDENTU OBORU SPECIALNI PE-
DAGOGIKA

Nejcastejsi divod, proc si studenti vybiraji ke studiu obor Specialni pe-
dagogika (Sppg), vychézi z jejich potfeby pomahat at uz détem nebo
dospélym se specidlnimi potfebami. Z pohledu studentt ,poméahat“ zna-
mena stat se ucitelem, ktery pak muze zkvalitiovat jejich Zivot, prispivat
k integraci do ob¢anského zivota. U vétsiny studentti je tento cil nejvyssi
prioritou a tudiz nepfemysleji o vztahu k pfedmétim a schopnosti je udit,

Prispévek je podpofen vyzkumnym zamérem ¢. 114100004 Kultivace matematic-
kého mysleni a vzdélanosti v evropské kultufe.
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protoze to je pro né pri vybéru této specializace podruzné. Mnozi z nich
si vSak ze zakladni a stfedni Skoly prinaseji nedobré zkuSenosti, které
jsou charakterizovany strachem a presvédcéenim o vlastni nemohoucnosti
intelektualné zvladnout matematiku. Skolni pfedmét matematika je v je-
jich védomi ulozen tak, jak byl vniman v prubéhu jejich skolni dochéazky,
a je tedy silné podfizen presvédceni, Ze vyucovani matematice znamena
prenaseni matematickych myslenek z hlavy ucitele do hlav zaku, kde uci-
tel demonstruje a zak se snazi uchovat si v paméti ruzné definice, poucky
a vzorce, a 0svojit si algoritmické procedury. Podrobné je tento pristup
popsan v [1]. Navic studenti Sppg citi, Ze matematika neni vhodny pfed-
mét pro mentalné handicapované zaky, protoze nemaji zkusenosti s tim,
Ze 1 matematicky ,slabé“ dité muze zazit radost s feSenim priméfené
naro¢ného problému a muze byt povzbuzeno k dalsi ¢innosti a rozvoji
nejen matematickych, ale i obecné kognitivnich schopnosti. Takze stu-
denti Sppg prichazejici na fakultu si uvédomuji, ze budou muset v pru-
béhu studia zvladnout i kurzy matematiky a nahlizi na tento predmét
pouze jako na institucionalni prekazku, kterou je nutno prekonat, aby
mohli pomahat handicapovanym.

V uvedené souvislosti musi ucitel pfipravujici budouci ucitele speci-
alnich skol fesit otazku, do jaké miry studenta, ktery je v matematice
velice slaby, ale jehoZ ptisobeni mezi handicapovanymi détmi mé skvélé
vysledky, bude chtit eliminovat ze Skoly. Tradi¢ni pfistup uciteld mate-
matiky na vysoké skole je prostoupen presvédcenim, Ze student, ktery
ma uspét na zkousce z matematiky, musi jisté penzum znalosti a schop-
nosti mit, jinak zkousku nemuze dostat. Domnivame se, ze tento néazor,
aspon pokud jde o studenty Sppg, je nutno prehodnotit.

V hodnotovém stfetu ,urovenn matematickych znalosti studenta vs.
jeho schopnost zkvalitnovat Zivot handicapovanych déti“ se autorka plné
ztotoznuje s nazory zkusenéjsich kolegti katedry, ktefi upfednostinuji hod-
notu lidské kvality studenta. Nasim cilem pak neni dat studentovi jisty
objem matematickych znalosti, ale nabidnout mu ptitazlivé intelektualni
¢innosti, které povzbudi jeho sebevédomi a dovoli mu prozit radost z ob-
jevovani nového a z fesSeni tloh. Nejedna se vSak o rezignaci, o pausalni
proklamaci ,,vSichni studenti Sppg v discipliné matematika uspéji“. Jde
nam o to, ukazat témto studentlim na moznosti, které pro rozvoj ko-
gnice, ale i osobnosti ¢lovéka, nabizi matematika. K tomu je potiebné,
aby studenti ziskali osobni zkuSenost s tim, Zze nas matematika muze
obohatit, Ze je soucasti nasi kultury a ze zcela nepodstatnd jsou drilova
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cviceni, kterd umoznuji uciteli vidét, kdo si umi ¢ neumi vzpomenout
na jiz dfive naucené algoritmy.

2 CiLE A NASTROJE

Cile, které sledujeme pri pfipravé studentt Sppg, jsme jiz v hlavnich
rysech popsali, nicméné bude rozumné vypsat je taxativné:

e Systematicky snizovat, az uplné odbourat strach z matematiky.
e Povzbuzovat intelektualni sebevédomi studentu.

e Vést studenty k potfebé sebereflexe, a to jak v oblasti kognitivni
(analyzovat vlastni myslenkové procesy), tak v oblasti postojové
(analyzovat vlastni vztah k matematice).

e Pomahat studentiim rozvijet matematickou komunikaci, tj. schop-
nost formulovat vlastni myslenky a chapat myslenky formulované
jinou osobou.

e Propojit vSechny ¢tyfi uvedené zaméry s pedagogickymi zkusSe-
nostmi a s budouci pedagogickou praci studenta.

1. Pokousime se o vytvoreni vstiicného klimatu ve skuping, a to nejen
mezi vyuCujicim a studenty, ale také mezi studenty navzajem. K tomu
napomahaji nasledujici skutec¢nosti: nas postoj k chybé a diskuse. Chyba
je nutnd cesta k poznani. Pokud se student dopusti chyby a dobre ji
analyzuje, je pochvélen, jinak se spole¢né snazime o nalezeni jeji pficiny.
V pripadé studentovy chyby ¢i vysloveni nepravdivé myslenky nepti-
poustime zadnou ironii. Abychom studenty motivovali k diskusi, kla-
deme dtiraz na matematiku pro déti, protoze pravé v této matematice
studenti spatiuji smysl. V diskusi vyuzivame jejich pfevahy znalosti v ob-
lasti handicapovanych déti, napt. dotazovanim se, zda by nevidomy zak
vyresil danou tlohu nebo jak by méla byt Gloha zménéna, aby byla pro
nevidomého zaka uchopitelna. Tak ve skupiné vznika partnerstvi ,,vyucu-
jici (odbornik na matematiku) — student (odbornik na handicapovaného
zdka)“. Prejeme si, aby se studenti neobéavali pfijit s vlastni myslenkou
do diskuse, i kdyz védi, ze vyucujici s touto myslenkou nemusi souhlasit.
Kazdé myslence pfinesené do diskuse je vénovana pozornost, napf. tim,
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Ze je napsana na tabuli. Studenti, ktefi vidi ostatni spoluzaky pfispivat
do diskuse, nabyvaji presvédceni, Ze i oni jsou schopni prinést néjakou
myslenku do diskuse, a tak se postupné do ni zapojuji.

2. Individualizujeme matematické potieby kazdého studenta tak, Ze pro
né pripravujeme vhodné tlohy — ne prili§ naroc¢né, ani ptilis trivialni, pro-
toze jinak by tyto tlohy nepomohly budovat jejich sebedivéru v jejich
matematické schopnosti. Na zdkladé nasich zkusenosti se dobte osvéd-
Cily série gradovanych tloh. Z téch si studenti mohou vybrat takovou
ulohu, pii jejimz vyfeseni zaziji Gspéch jako vysledek jejich intelektualni
prace. Studenti diskutuji predevsim o svych strategiich pouzitych pfi fe-
Seni tulohy, o fesitelnosti tlohy, o zptisobu nalezeni vSech feseni tlohy
a o momentech, kdy se pti feSeni citili beznadéjné. Formuluji nové tlohy
tak, aby byly uchopitelné pro déti s riznym typem handicapu. Zpocatku
modifikuji ilohy zaddvané na seminéfi, pak tvori série gradovanych tloh
a zpracovavaji Sirsi dlohova témata, napf. tlohy na vytvafeni rtznych
staveb z hracich kostek majicich urcity pocet tecek viditelnych na té
stavbé; tlohy s tetraminy a pentaminy; tlohy na pravo-levou orientaci
v planku; bludisté; ilohy na vytvareni staveb z krychli a jejich zapisovani
do schémat; séitaci trojuhelniky; triady; kombinatorické tlohy.

3. V posledni dobé se ukazuje, ze sebereflexe je velmi dulezita, protoze
poméhda porozumét sobé a zvysit schopnost empatie. V oblasti kogni-
tivni dochéazi k uvédomovani si: komunika¢niho nedorozuméni, Spatné in-
terpretace pojmu/situace, volby nevhodnych Fesitelskych strategii apod.
V oblasti postojové dochézi ke zméné€ nazori jednak na vlastni schop-
nosti, ale také na smysl vyucovani matematice (viz [6]).

4. Kdyz ¢lovék ,déla“ matematiku, dokumentuje své mysleni pisemnym
zdznamem, ktery mé soukromy charakter, viz [2, s. 67]. Artikulace vlastni
myslenky v konvenénim jazyce je jind ¢innost nez ¢innost resitelska. Pro
ucitele mé& schopnost dobré artikulace vlastnich mysSlenek (nejen ver-
balni, ale i grafy, tabulky, obrazky, pohyby, ...) i pfesné interpretace
mnohdy vagné formulovanych zakt veliky vyznam. Vyucujici prispiva
k rozvoji matematické komunikace tak, Ze na seminari vystupuje jako
moderator, ¢astecné i architekt diskuse, nékdy i pomocnik pii artikulaci
myslenky.
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5. VySe uvedené zadméry (1-4) jsou permanentné propojovany pii praci
na projektu, jehoz specifikum je v tom, ze je dlouhodoby a se silnym
akcentem na autonomii studenta.

3 PROJEKT: KOLIK JE TROJUHELNIKU V OBRAZCI?

HISTORIE STUDENTA JANA TRAXLERA! — AUTORA PROJEKTU

e Ve 2. 1oé. v disciplinach Uvod do studia matematiky (aritmetika
a geometrie) a Didaktika matematiky I. (zaméfena na aritmetiku)
byl kognitivné slaby, ale osobnostné sebevédomy. Své nedostatky
v matematice si dobie uvédomoval. Klima, které vytvorila v semi-
narich kolegyné Eva Zapotilova, vnimal jako pfilezitost ,néco s tou
matematikou na sobé udélat®.

e V zimnim semestru 3. ro¢. v discipliné Didaktika matematiky II.
(zaméFena na geometrii) spole¢né s kolegou Milanem Hejnym jsme
jiz pozorovali vyrazny nartst aktivity u Jana. Mél zdjem o praci
i mimo seminare. Sledovali jsme jeho prvni pokusy formulovat a fe-
§it vlastni dlohy.

e V letnim semestru 3. ro¢. v discipliné Didaktika matematiky III.
(zaméFena na projekt) jsme spoleéné s kolegyni Evou Zapotilovou
zaznamenaly u Jana nartst sebevédomi v matematice, kreativity
a schopnosti pracovat samostatné. Janova prace spocivala v pii-
pravé experimentu (zpracoval jedno tlohové téma, které nebylo
prezentovano na seminafi), jeho realizaci, analyze a nésledné pre-
zentaci projektu v seminarni praci.

e O emodni sile Janovych zkusenosti nabytych pii tvorbé seminarni
prace svéddi, ze ve 4. roc. prace prerostla v diplomovou a pozdéji
dokonce i doktorskou. Obé byly velice tispésné obhajeny.

PROJEKT

e Jan si pro svij projekt vymyslel vlastni tlohové prostiedi. Nacrta-
val trojuhelniky jako obrazce skladajici se z jistého poctu troj-
thelnik® rizné velikosti a tvaru. Poté vymyslel i ¢tyituhelniky,

1Jan Traxler dal Katedfe matematiky a didaktiky matematiky PedF v Praze sou-
hlas ke zverejnéni jeho prace.



184 Jana Kratochvilova

pétithelniky a Sestithelniky skladajici se z trojuhelniki (viz obr. 1).
Nasel razné typy obrazci — od nejjednodussich, kde pocet troja-
helnikt je evidentni (napf. trojuhelnik skladajici se ze dvou troj-
thelniki), po naro¢éné (napf. obrazec skladajici se z trojuhelniki,
které obsahuji mensi trojuhelniky).

Obr. 1 Obr. 2 (barevny)

e Jan formuloval cil projektu: Jak jsou Zaci rozdilného véku schopni
urcovat pocet trojuihelnikd v obrazci. Kromé spravnosti odpovédi
zéka Jana zajimala doba, ktera ubéhla od zadani tlohy az po vy-
sloveni zadkovy odpovédi. Vybral 16 rtiznych obrazct a vyrobil kar-
ticky (rozmér 13 x 9 cm) s obrazcem na kazdé z nich a pokryté
omyvatelnou folii.

Karticky zadal 34 zdktim/studenttim ve véku 7-18 let a jejich vy-
sledky zpracoval do tabulky, kde u kazdého fesitele mél zazna-
menano jeho jméno, vék, ¢as potfebny pro vyfeSeni tlohy (tj. kar-
ticky), spravnost odpovédi, celkovy ¢as potfebny pro vyteSeni viech
uloh a tspésnost v procentech. Kromé tabulky Jan u nékterych
zaku popsal, jak postupovali pfi FeSeni.
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e Janovi se zdélo, ze faktor ¢ernobilého zpracovani obrazct vyrazné
urcuje uspésnost feseni tloh, proto provedl druhé Setfeni, pro které
pripravil stejné obrazce, ale s rtizné barevnymi trojihelniky (viz
vySe obr. 2). Protoze chtél provést Setfeni na vétsim vzorku lidi,
pozadal svou spoluzacku o pomoc. Barevné obrazce byly zadany
59 lidem ve véku 6—41 let. Vysledky opét zpracoval do tabulky.

e Jan se rozhodl, ze pripravi pocitacovou verzi zadavani obrazc.
Byl mu doporucen program Quarelldraw, na kterém se naucil kres-
lit geometrické obrazce. V konecné podobé pocitacova verze byla
obohacena o zvukové zadavani tlohy a volbu doby urcené pro zob-
razeni obrazce.

e Pocitacovou verzi tlohy bez ¢asového omezeni zobrazeni obrazce
Jan zadal 29 lidem ve véku 6-20 let a verzi s ¢asovym omezenim
30 lidem ve véku 6-18 let. Opét vysledky zpracoval do tabulek.

e Jan chtél porovnat vysledky vSech Setfeni se svymi hypotézami, ale
ukazalo se, ze tabulky nedostatecné vypovidaji o faktorech ovliv-
nujici Gispésnost (zavislost Gspésnosti na véku, zavislost ispésnosti
v8ech Zen na véku, zavislost ispéSnosti vSech muzt na véku, zavis-
lost ¢asu FeSeni na véku). Proto vysledky vSech tabulek zpracoval
do graftl na pocitaci.

Vycétem Janovych aktivit ndam nejde o to, abychom poukazali na
kvantitu jeho prace a vysledky jeho Setfeni, ale chceme ukézat, co vsechno
a v jaké mife se Jan v pribéhu prace na projektu ucil. Mimo jiné cilem
bylo ilustrovat nasi praci jako propojeni vyzkumi a pedagogické ¢innosti.
Tato problematika je rozpracovavana v rdznych grantech, ale zejména
ve Vyzkumném zaméru Kultivace matematického mysleni a vzdélanosti
v evropské kultufe.
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WE SPEAK ENGLISH HERE...

Michal Krupik

Mohlo by se zdat, ze hodina matematiky vyucovana metodou CLIL
(vysvétleni pojmu CLIL napiiklad v Novotna, J. a Hofmannova, M.:
Cizi jazyk jako ndstroj pri vjuce matematiky v tomto sborniku) se od
,hormalni“ hodiny matematiky 1isi pouze tim, Ze veSkera jazykova in-
terakce mezi zéky, ufitelem a ucivem je vedena v cizim jazyce (v kon-
textu Ceské republiky pak vétsinou v jazyce anglickém). Ti trochu zku-
Senéjsi by vsak jisté namitli, Ze zde jedna velka odliSnost pfece jen exis-
tuje. Touto odlisnosti by pak mysleli vétsi pozornost, kterd by v ho-
diné vyucované formou CLIL (dale jen ,v hodiné CLILu“) méla byt
vénovana prostifedku komunikace, v nasem pfipadé tedy anglickému ja-
zyku. V hodiné CLILu tak nachazime soucasti, které v bézné hodiné
matematiky nenalezneme, jako naptiklad momenty, kdy se vyuka do-
casné zaméri napriklad na spravnou vyslovnost ¢i gramatiku anglic-
kého jazyka nebo kdy je ¢ast hodiny vénovana prezentaci nové slovni
zasoby.

Je ale dilezité pochopit, ze takto oteviend vyuka jazyka spojend
s pfechodem pozornosti od obsahu (matematiky) k formé (jazyku) ma
byt v hodiné CLILu udrZovana na co nejnizsi mire. Jednim ze zaklad-
nich principtt CLILu je totiz to, ze jazyk ma byt vyucovan skrytou
cestou a ze pozornost mé byt soustfedéna predevsim na obsah. Navic
faktem je, ze na prilisnou vyuku jazyka neni pfi hodindch CLILu cas,
nebot je nutné pokryt velké ndroky oborové vyuky (tedy vyuky ma-
tematiky). Je tudiz mozZno Fici, Ze vyslovnosti a gramatice jazyka by
se mélo oteviené vénovat pouze v pripadech, kdy je nutné zabezpecit
uspésny pribéh komunikace (naptiklad pfi nesrozumitelné vyslovnosti
studenta).

Prace je soucasti feseni projektu CLIL — kurs podle standardu EU programu
»2Podpora rozvoje ucitelskych vzdélavacich programu a jinych vzdélavacich aktivit
pro rok 2002¢.
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Trochu jinak je tomu ale v pfipadé prezentace nové slovni zasoby.
Té se pii vyuce CLILem ucitel vyhne jen stézi. Je totiz zfejmé, ze pre-
zentace novych pojmi je béznym komponentem i ,normélni“ hodiny
matematiky. I v té uéitel nejdiive vysvétli obsah termind (jako napfi-
klad lok&lni minimum, kolinearni body ¢i rostouci funkce) a teprve poté
je pouziva pri popisu matematickych vztaht. P¥i CLILu se ale dosta-
vame do problému pii préaci s terminy, které zaci znaji v jejich ceské
podobé z predchazejiciho vzdeélavani (naptiklad terminy matematiky za-
kladni 8koly jako ¢itatel, nerovnice nebo ekvivalentni iprava), ale nejsou
soucasti jejich anglické slovni zasoby — ty je poté nutno naucit pomoci
klasickych technik jazykového vyucovani.

Timto vyc¢tem by ale soupis odlisnosti mezi matematikou vyucovanou
metodou CLIL a béZnou hodinou matematiky nekoncil. Pouziti ciziho ja-
zyka ma totiz dalekosahlejsi dopady na podobu hodiny, nez by se na prvni
pohled zdalo. Cizi jazyk totiz v prostiedi tiidy funguje pri CLIL vyuce
jako ¢astecny filtr kvality a kvantity informaci pfi komunikaci mezi ucite-
lem, zaky a ucivem. Jinymi slovy, ¢astecné ¢i uplné nepochopeni toho, co
student slysi, ¢i nedokonald schopnost se v jazyce vyjadfovat, zmensuje
uroven pochopeni prezentovaného uciva. Dobry ucitel hodiny CLILu si
je této skutec¢nosti védom a snazi se proto ucivo studenttim castéji pre-
zentovat nazornymi, nejazykovymi prostredky. Pri praci s jazykem pak
je velmi opatrny a uziva jej na primérené trovni.

Nejvétsi pozornost by pak ale ucitel mél pfi CLILu vénovat praci
s terminy. Jednim nebezpec¢im CLILu je to, Ze v cizim jazyce se vztah
mezi obsahem pojmu a pojmem samotnym tvori hiife nez v jazyce ma-
tefském. Jinymi slovy, student mize snadno pochopit, co nazyvame po-
jmem ,komoly jehlan“ (co je denotdtem tohoto slova), a pomérné bez
velké snahy si tento denotéat spojit s terminem ,komoly jehlan®. Prec¢te-li
si nebo uslysi-li pozdéji tento termin, pomérné rychle se mu vybavi pfi-
slusny denotat a muze tak s nim pfi vyuce myslenkové pracovat. Poné-
kud komplikovanéjsi je ale asociovat pfi CLILu tento denotéat s pojmem
ytruncated cone“ (anglicky ,komoly jehlan“). Je to zpiisobeno prede-
v8im tim, Ze slova ,to truncate“ a ,a cone“ nejsou studentiim znama
a priori tak jako ceskd slova ,komoly*“ a ,jehlan“. P¥i pozdéjsim po-
uzivani novych termin pak musime v CLILu poditat s tim, ze si je
studenti nemohou osvojit tak rychle, jako tomu je v ¢eském jazyce. Pro-
blematicka je predevsim oblast vySe zminénych pojmi, které studenti
znaji z pfedchazejiciho matematického vzdélavani. Prevodu této ceské
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terminologie do anglického jazyka je nutno vénovat dostatecnou pozor-
nost a nezanedbat jeji dostatecné upevnéni. Pravé tato terminologie poté
totiz tvori zaklady dalsiho matematického vzdélavani, a proto musi byt
vytvorena dostatecné.

Cilem nasi prezentace je ukazat, jaky vliv ma pouziti ciziho jazyka
v CLILu na jazykovou interakci a na vybér technik vyuky. Cely pii-
hodiny CLILu za pouziti pouze ¢eského jazyka. Prispévek bude vychazet
ze zkusSenosti ziskanych v kurzu CLIL absolvovaném na Pedagogické fa-
kulté Univerzity Karlovy a v pribéhu studentské praxe a v pfipadé Jany
Horodyské, spoluautorky prezentace, i vykonavani ucitelské profese na
anglickém gymnaziu v Hejc¢iné.
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PUVAB ELEMENTARNI GEOMETRIE
Frantisek Kurina

1 O KRASE MATEMATIKY

KdyzZ jsem pted 55 1éty zahajil sva studentska léta v kvarté prachatického
gymnézia, mél jsem béhem zaii na posledni strané svého matematického
seSitu nekolik cervenych rfadkd informaci o tom ,v cem déldm chyby*.
Snad proto dodnes nemohu bez vyhrad souhlasit s heslem M. Hejného
Chybo, budiz vitdna [1]. Trvalo mi cely semestr, nez jsem svij handicap
z bavorovské méstanky vyrovnal, ale o to vice m& potésil prvni tGspéch
na nové skole, a to z deskriptivni geometrie, kdy mé feseni jakési trapné
jednoduché ulohy bylo davano za vzor. Pfesné podle J. Bronowského:
Nejmohutnéjsi silou pri vzestupu clovéka je jeho radost z vilastni doved-
nosti. Clovék déld rdd to, co dobie umi, a déld-li néco dobie, chce to
délat jesté lépe. Vycitujeme to ve véde, i ve velkoleposti toho, co tesd
a buduge, tu oddanost a péci, tu radost a smélost [2]. Nepochybuji o tom,
Ze nas prepoctivy profesor matematiky byl veden nejlepsi snahou néas
co nejvice naucit, mne vSak presto po celé gymnéazium poutaly k ma-
tematice Gspéchy geometrické. V septimé jsem byl ,zapojen“ do feseni
maturitni pisemky z deskriptivni geometrie a pry jsem ji vytesil origi-
nalnim zptsobem. Zpétné si vzpominadm, Ze uz na méstance jsem prozil
uspéch s jakymsi geometrickym ornamentem a ,,prostorové* vyvedenym
napisem. Geometrie méla pro mne ptuvab od mladi. Hadamardova Ele-
mentérni geometrie [3], kterou jsem poznal pfi studiu na Matematicko-
fyzikalni fakulté v Praze, pak ovlivnila mutj zdjem o tuto problematiku
na cely zivot. Jak by mne nepotésilo, kdyz jsem si po létech precetl, ze
to, co jsem spontanné a na elementarni drovni prozival jako student,
pocifuji i matematici védci v ,,opravdové” matematice. Mnozi z nich si
navic uvédomuji, ze tyto otdzky maji vyznam i pro vyucovani.

V nadpisu tohoto piispévku jsem uzil dvé slova, ktery vyzaduji vy-
klad. Termin pivab uzivim v béZném smyslu v souladu se slovnikem [4]
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pro jemnou krdsu, okouzlujict vliv, libeznost. P¥idavnym jménem elemen-
tdarni oznacuji tu ¢ast geometrie, které bez dalsiho studia miZe rozumét
absolvent naseho gymnazia.

O krase matematiky, jak ji citi rzni autofi, mizeme shromézdit
fadu dokladii. Jeden z nejznaméjsich soucasnych americkych matematiki
P.A. Griffith napt. pise: Matematika md. .. dudlni povahu: je nezavislou
disciplinou cenénou pro svou presnost a vnitini krdasu a soucasné boha-
tym zdrojem ndstroju pro svét aplikaci. A obé casti této duality jsou tzce
spojeny [5]. Podrobné se vénuje otazce estetickych kritérii v matematice
britsky matematik G.H. Hardy (1877-1947) v knize Obrana matemati-
kova [6]. Matematik, podobné jako malii* nebo bdsnik, je tvircem vzorci.
Jestlize jsou jeho vzorce trvanlivéjsi nez ty jejich, je to proto, Ze jsou vy-
tvoteny z ideji (myslenek). Matematikovy vzorce, stejné jako vzorce ma-
lite nebo bdsnika, musi byt krdsné; ideje, jako barvy nebo slova, do sebe
must harmonicky zapadat. Krdsa je pronim predpokladem: oskliva mate-
matika nemd na svéte trvalého mista. ... Krdsa matematicke véty zdvisi
z velké cdsti na jeji zavaznosti, tak jako i v poezii krdsa verse zdvisi do
urcité miry na vyznamu myslenek, které obsahuje. Nakonec pfipomerime
slova naseho pred¢asné zesnulého topologa Z. Frolika: Domnivdm se, Ze
krasa matematiky spocivd v jeji harmonii. A nalézdni harmonie je. .. tim
nejhlubsim zdrojem uspokojeni. Je to krdsa vnimatelnd a samotné vni-
mant této krdsy muze dat ¢lovéku ndpln Zivota. Pritom tuto krdsu miZe
clovek pouze vnimat — a vibec ji nemust vytvdret. Temeéer Zadny mate-
matikdT na gymndziu védecky nepracuje, ale kazdy by mél mit pro krdsy
matematiky vytribenou vnimavost. Bez vnimavosti kantoru si tézko mohu
predstavit uspéch reformy studia matematiky, i kdyby byla sebelip pripra-
vend. . .

(H 2 )
] ®||>X<

Obr. 1 Obr. 2
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V dalsich odstavcich se pokusim dolozit ptivab elementarni geometrie
na prikladech tloh, dikazech vét a zajimavych vysledcich.
2 TRrRI1 ULOHY
Matematické tlohy mohou byt pékné svymi vysledky nebo zpiisoby re-
Seni. Prvni tloha, kterou uvedeme, je takika vytvarného charakteru.

Uloha 1 Dokreslete kresbu na obr. 1.

Po diskusi o tom, co mize kresba pfedstavovat (sponka, ozdoba, . . .)
vytvorili zaci 8. ro¢niku celou fadu péknych vysledki, na nichz lze ukazat
napf. spontdnni tithnuti k symetrii a jednoduchosti (obr. 2).

K H G F
K H G F 5
A i B o} E
o ) 7 o
A B c E L M N P
Obr. 3 Obr. 4

Uloha 2 Uréete soucet tihlii a+ 3+~ sestrojenych podle obr. 3 (obdélnik
AEFK je sjednocenim tii étverctt).

Po formulaci hypotézy, ze soucet zminénych thla je thel pravy, hle-
dame jeji diikaz. Ten miize byt formulovan napt. na zdkladé ,stastného®
napadu (obr. 4), na zdkladé logického rozboru, nebo uZitim vhodné te-
orie. Vsimnéme si stru¢né poslednich dvou postupi. Je-li soucet zmi-
nénych tfi (hld dhel pravy, muzeme thly velikosti o, 3,y umistit do
polohy podle obr. 5 a trojuhelniky BKC a BEK jsou podobné. Pro-
toze podobnost téchto trojihelnikti muzeme na zikladé vypoctu délek
|KB|,|KC|,|KE| snadno prokazat, vyplyva odtud spravnost nasi hy-
potézy. V Gaussové roviné fesil jako student tlohu B. Nowdk, budouci
profesor matematiky na MFF UK. Protoze body H, G, F jsou obrazy
komplexnich ¢isel h =1+, g = 2414, f = 3+ (obr. 6) a pro jejich
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7
soucin plati s = 94, je a+ B+ v = 5" Dalsi feseni tlohy mizete najit

v knize [7].
K H G F
o B B
A B c E Y
H G F
B K H G F
e X
B Y 7 |\P X
A B [} E A 1 B c E
Obr. 5 Obr. 6

Reseni tlohy a tedy i jeji krasa zavisi na uméns vidét (souvislosti),
které je podstatné pro jakoukoliv tvoFivou praci.

Uloha 3 A, B1C1D1, A3 B>C5D5 jsou libovolné dva rovnobézniky troj-
dimenzionélniho prostoru. Ozna¢me poradé pismeny A, B, C, D stiedy
usecek Ay As, B1Bs, C1Cy a Dy D5. Urcéete druh étyf"ﬁhelniku ABCD.

Zde opét snadno dojdeme k domnénce, ze ABC'D bude rovnobéznik.
Krasné resSeni tlohy se opira napt. o zakladni poznatky o vektorech.

Pocit matematické krasy jsem si osobné snad poprvé hluboce uveé-
domil, kdy# jsem poznal moznost znézornéni /1 vrcholy pravidelného
n-thelniku.

3 PROC DOKAZUJEME DOKAZANE?

Dtikazy, tak charakteristicky rys matematiky, se pfirozené vyskytuji
i v elementarni geometrii. Méli bychom je délat tehdy, maji-li pro stu-
denty smysl. Pochopi-li je dobfe, mohou poznat i jejich krasu. Z nej-
hezc¢ich dikazu, které jsou znamé z literatury, zde pfipomernme napr.
Gaussuv dukaz véty o pruseciku vysek v trojuhelniku, dikaz véty o Eu-
lerové primce a kruznici deviti bodt a napt. vétu Ptolemaiovu. Zajimavé
je, ze se v literatufe objevuji stale nové dikazy vét mnohonasobné doka-
zanych; logické dtivody pro to nemohou byt, divody jsou patrné praveé
estetické. Ilustrujme tuto ideu dvéma dukazy Pythagorovy véty, které
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jsem donedévna neznal [8]. Prvni ditkaz mtize kazdy vy¢ist z obr. 7, jeho
autor je Poo-sung Park.

@
a ac
B

ab

> /

a ®°
b

Obr. 7 Obr. 8

ab

Druhy dikaz se opira o konstrukci znazornénou na obr. 8. Zvétsime-li
pravouhly trojuhelnik s odvésnami a,b a preponou ¢ po fadé a krat b
krat c¢ krat, mizeme z prvnich dvou trojihelnikd, které takto vzniknou,
slozit* trojuhelnik tieti a plati tedy a® + b*> = ¢®. Autorem tohoto
dikazu je Frank Burke.

4 PREKVAPIVE VYSLEDKY

Pivab matematickych poznatkd mutze spocivat i v jejich neocekavanosti,
novosti, zdanlivém rozporu s predstavami.

Jednu z nejkrasnéjsich tloh tohoto typu fesili soutézici v 1. roéniku
nasi Matematické olympiady, ktera se z iniciativy akademika FEduarda
Cecha konala v roce 1951. Zminénd tloha, jejimz autorem je patrné
G. Polya ([8]), znéla:

V kolika zakladnich prvcich (strandch a uhlech) se mohou shodovat
dva trojuhelniky, které nejsou shodné?

Snadno lze ovérit, ze dva trojuhelniky, které nejsou shodné, se mohou
shodovat v 5 zdkladnich prvcich, napf. ve dvou stranéch a tfech tihlech.
Jednou z takovych moznosti je dvojice podobnych trojahelniki se stra-
nami a = 27, b = 36, ¢ = 48, a’ = 36, b’ = 48, ¢’ = 64. Pfijit na tento
vysledek je ovsem péknou ukazkou tvorivého pristupu k elementarni ma-
tematice.
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7 dalsich pavabnych zdanlivé rozpornych vysledki uvedeme kon-
strukci prostého zobrazeni uzavieného intervalu (0,1) na otevieny in-
terval (0,1), nebo pozoruhodny vysledek Erdostv, Ze do étverce o strané
1 km 1 mm lze umistit vice nez (100000)? &tvercii se stranou dlouhou
1 cm, aniz by se tyto ¢tverce prekryvaly ([10]). Nakonec uvedu mou
oblibenou tlohu (pro ty, ktefi ji dosud neznaji):

Sestrojte mnohothelnik, ktery méa tuto vlastnost: z nékterého bodu
jeho vnéjsku neni vidét zadna jeho strana cela.

ZAVERY
Rozehrat vyucovani matematiky ptvabnymi tlohami, zajimavymi vy-

sledky a problémy patii k uméni vyucovat matematiku, jak o ném mluvi

vvvvvv

poznali pii svém studiu, a pfi vyucovani znovu prozivali, krdsu mate-
matiky ve Frolikové duchu. Aspon trochu pfispét k tomuto cili jsem se
snazil v tomto prispévku, ktery byl vypracovan s ¢astecnou podporou
grantu GACR, 406/02/0829.
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VYUZITI PROGRAMU DYNAMICKE GEOMETRIE
PRI KONSTRUKCICHV MODELECH
LOBACEVSKEHO ROVINY

Miroslav Lavicka

Posluchaci fakult pfipravujicich ucitele matematiky by se méli bé-
hem svého studia seznamit alespon v zakladnich rysech i s problemati-
kou neeukleidovskych geometrii. Pochopeni této latky vsak byva casto
pomeérné narocné. V dnesni dobé, kdy mame k dispozici programy dy-
namické geometrie (Cabri Geometry, The Geometers Sketchpad, Cin-
derella apod.), miZeme vlastnosti objektti v modelech Lobacéevského ne-
eukleidovské geometrie studovat mnohem snadnéji a nazornéji. P¥i tom
vychazime z faktu, Ze pokud se zak ¢i student zmocniuje pojmi a vét
vlastni aktivitou, iniciativou, experimentovanim, hledanim souvislosti
a neustalym ovérovanim ¢i vyvracenim hypotéz, je kvalita jeho poznani
mnohem hlubsi a trvalejsi. A u problematiky hyperbolické geometrie to
plati dvojnasob.

Je zfejmé, ze v jednom kratkém ¢lanku nelze vystihnout vsechny moz-
nosti téchto programiu pro konstrukce a prezentaci objekt v modelech
Lobacevského geometrie, zvlasté pokud by soucasti mélo byt i uvedeni
axiému, definic a vét hyperbolické geometrie, teoreticky popis a srovnani
nékolika modeld, resp. osvétleni moznosti a funkci softwaru, se kterym
pracujeme. A proto v tomto prispévku budeme predpokladat, ze cte-
nar (uzivatel) je jak s teorii hyperbolické geometrie, tak s programem
Cabri jiz obezndmen (v opa¢ném piipadé jej odkazujeme na literaturu —
napf. [1, 3]).

Reseno v ramci grantu FRVS &. 1645/2002/F4 , Interaktivni podpora studia ge-
ometrie na ZCU*.
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NEKOLIK POZNAMEK K LOBACEVSKEHO GEOMETRII
A JEJIM MODELUM

Jednim z nejvyznamnéjsich meznikl ve vyvoji geometrie je 19. stoleti,
v némz muzeme najit koreny vSech modernich matematickych disciplin.
Marné uGsili o dikaz 5. Eukleidova postulatu vedlo k objevu neeuklei-
dovské geometrie, u jejihoz zrodu stali Némec CARL FRIEDRICH GAUSS
(1777-1855), Madar JANOS BoLyAI (1802-1860) a Rus NIKOLAJ IvA-
NOVIC LOBACEVSKIJ (1792-1856). Z pocatku tvrdé odmitand disciplina
byla pfijata po té, co vysledky zobecnil BERNHARD RIEMANN (1826—
1866), a po té, kdy byly nalezeny ndzorné modely neeukleidovské geo-
metrie — Kleintiv model (1871) a Poincarého modely (1882). Na trovni
téchto modeld se podarilo ukazat, ze zdanlivé ,absurdni tvrzeni“ Lo-
bacevského geometrie koresponduji se smyslové nazornymi predstavami
realizovanymi uvnitf téchto modeli.

Vychodiskem pro vytvareni geometrie, ktera se dnes nazyva Loba-
c¢evského neeukleidovska geometrie, popi. hyperbolicka geomet-
rie je negace axiému rovnobéznosti, tzv. aziom Lobacevského geometrie

(L): V roviné prochdzi bodem mimo primku alespori dvé rizné s ni
se meprotinajici primky.

Uvedme piiklady nékterych vét hyperbolické geometrie:
o Soucet vnitrnich uhli v trojihelniku je mensi nezZ 2R.
e Soucet vnitrnich uhli ve c¢tyruhelniku je mensi neZ 4R.

e Neexistuji trojuhelniky se shodnymi odpovidajicimi uhly, které by
mély odpovidagici strany neshodné. (Dva trojuhelniky jsou shodné,
Jjestlize magi shodné odpovidagict uhly.)

e FExistuje kolmice na rameno ostrého uhlu, kiterd neprotne druhé ra-
meno.

e Vsechny body leZici v téZe poloroviné s danou hranicni primkou
ve stejn€ vzddlenosti od ni nelezi na primce. (Ekvidistanta pfimky
nent piimka.)

o Existuji tii nekolinedrni body, jez neleZi na Zddné kruznici. (Exis-
tuje trojuhelnik, jemuZ nelze opsat kruznici.)
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Vyznam modeli Lobacevského geometrie tkvi v tom, Ze jejich pro-
stfednictvim ziskdvame nazornou predstavu o vlastnostech primek, troj-
thelnik a dalSich objektd v Lobacevského roviné, o kterych bychom
jinak vzhledem k nasi kazdodenni zkusenosti pochybovali. Za vSechny
modely vybereme alespon jeden z nich — vzhledem k naslednému pou-
ziti programu dynamické geometrie Cabri se jako nejvyhodnéjsi a nejlépe
,2uchopitelny* jevi Poincarého kruhovy model.

POINCAREHO KRUHOVY MODEL HYPERBOLICKE ROVINY

Uvazujme standardni eukleidovskou rovinu v bézném slova smyslu a v ni
zvolme kruh I' (kruznici ) se stfedem O a polomérem r. Rovinou Hj,
rozumime vnitFek kruhu int I' = {X € Ey; |OX| < r}, P-body jsou
vSechny body vnitiku kruhu Hy a P-pfimkami rozumime:

e jednak vSechny priméry kruhu I' bez krajnich bodi;

e jednak oteviené kruhové oblouky, které vzniknou jako pruniky Hy
a eukleidovskych kruznic, jez ortogonalné protinaji hraniéni kruz-
nici kruhu I" (1).

Vztahtim incidence a usporadani je ponechin smysl, jaky maji
v obycejné roviné.

Obr. 1

Shodnost tseéek zavedeme tak, ze P-isecky AB a C'D jsou P-sho-
dné, jestlize maji stejnou P-délku, kterou definujeme vztahem

(121, 129)
|AQ| |BP]|

kde P, @ jsou krajni body oblouku (ev. priuméru), na némz lezi P-usecka
AB (pfedpokladdme potfadi bodi P+ Ax BxQ), a kde |AP|, |AQ|, |BQ],
| BP| jsou standardni eukleidovské vzdalenosti (2). Plati, ze

d(AB)p =

)
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AhinP d(AB)p =00 a BthQ d(AB)p = o0,

a proto P-délky nabyvaji vsech kladnjch redlnych hodnot.

Shodnost thla koresponduje s béZznou shodnosti v eukleidovské ro-
viné, a proto méfit P-thly mezi dvéma P-primkami znamend mérit euk-
leidovské uhly mezi dvéma tecnami k danym dvéma P-primkdm v jejich
pruseciku.

Plati, ze Poincarého kruhovy model vykazuje hyperbolickou vlastnost
(spliiuje Lobacevského axiém) tykajici se neriznobézek vedenych k dané
pfimce p danym bodem P & p (3).

RESENI KONKRETNICH ULOH V LOBACEVSKEHO ROVINE
POMOCI PROGRAMU CABRI

Program Cabri patii mezi programy tzv. dynamické geometrie. Pomoci
mys$i a vybéru z nabidek uzivatel snadno, rychle a presné provadi kon-
strukce, pficemz muze navic pouzit aktivni a dynamické prvky, jakymi
jsou pohyb a jeho stopa, vypocty a mnoziny objektt dané vlastnosti. Jed-
nou z nejzdarilejsich funkci Cabri je moznost dopliiovat standardni pred-
definované konstrukce programu dal$imi tzv. makrokonstrukcemi, které
program muzeme ,doucit* a tim rozsitit jeho uplatnéni. Staci konstrukei
jednou provést a poté postupné oznacit vstupni objekty konstrukce, vy-
stupni objekty a vyplnit okno dotazujici se na nazev makrokonstrukce,
napovédu apod. Makrokonstrukce se pak objevi v nabidce jako dalsi
polozka (tlacitko) a kdyZ je aktivovéna, sta¢i klepnout na vstupni ob-
jekty a automaticky se objevi objekty vystupni. Tim je ndm umoznéno
obohatit Cabri (jakoZto program primarné uréeny pro konstrukce v eu-
kleidovské roviné) o aparat konstrukci v roviné hyperbolické!

Konstrukce obecné rozdélime na ty, jez souviseji s vytvofenim pr-
votniho prostfedi Poincarého modelu Lobacevského roviny, a potom na
konkrétni dlohy feSené v téchto modelech. Za¢néme tedy s vytvarenim
zakladnich objekti Lobacevského roviny v Poincarého kruhovém modelu
(pfimky, tsecky, trojuhelniky, kruznice, ...) a spoleéné s tim soucasné
i s tvorbou makrokonstrukei, jez umoznuji automatické sestrojeni téchto
objekti, méteni délek, velikosti tthld atd. Rozeberme si alesponi jednu ze
zékladnich loh:
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V' Poincarého modelu sestrojte primku prochdzejici dangmi dvéma
body.

Nejprve sestrojime hrani¢ni kruznici v a uvnitf této kruznice zvolime
dva libovolné body A, B. V souladu se zavedenim modelu je tikolem
nalezeni kruznice k prochazejici body A, B, kterd ortogonalné protina
kruznici v. Vyuzijeme vlastnosti kruhové inverze, kterd je v programu
Cabri standardné implementovana. V kruhové inverzi podle kruznice
zobrazime bod A do bodu A’ a sestrojime kruZnici k jakozto kruZnici
opsanou trojtihelniku ABA’ (kruznice k je v kruhové inverzi podle kruz-
nice v samodruznd, a proto ji ortogonalné protind). Priisec¢iky kruznic k
a v oznacme P, ) — jedné se o krajni body kruhového oblouku, ktery pro-
chazi body A, B — tim je hledand P-pfimka sestrojena. Nyni vytvoiime
makro, které umozni predchozi konstrukci vytvafet automaticky (vstup-
nimi objekty jsou kruznice v a dva body lezici uvniti této kruznice, za
vystupni objekt volime P-pfimku.

5 Cabri Geometrie I - [obr 1] =101 x|
{3 Soubory  Upravit  Mastavie Okna  Wapovéda =l®ix]
JLY N = o P i O 5 ol 4

P-piimka =
P-pfimka (2 idealni body]
P-Ggetka

P-polopfimka
e

P-EtyFahelnik il

1|
Vyberte nejprve 2 body (jiZ existujici, popF. nové]. pfitemZ prvni vZdy leZici
uvnitf kruhu A POTE vyberte hraniéni kruZnici idedlnich bodi.

S |‘-IL|L

[P-pFimka

Obr. 4

Obdobnym zptsobem je mozné sestrojovat i dalsi objekty v Poin-
carého modelu Lobacevského roviny.

Na vyse uvedeném obrazku vidime jesté dalsi vyhodu Cabri a tou je
reorganizace polozek v nabidkdch nastroju (standardni nabidku nastrojt
miizeme doplnit o ndmi definované makrokonstrukce, ¢imz vytvarime
nové prostfedi uréené pro konstrukce v Poincarého modelu). V souladu
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s uspofadanim polozek standardnich nabidek Cabri tak bylo vytvoreno
pét novych nabidek pro konstrukce v neeukleidovské roviné:

P1: P-primka, P-tsecka, P-polopfimka, P-trojuhelnik, P-¢tyfuhelnik;
P2: P-kruZnice;

P3: P-osa thlu, P-osa tsecky, P-spoleénd kolmice dvou piimek, P-
kolmice z bodu, P-kolmice v bodé, Nanést P-tihel, Nanést P-délku;

P4: P-osova soumérnost, P-rotace, P-translace;

P5: P-velikost thlu, P-vzdélenost.

BAC=27,2"°
ABC=22,6"°
BCA=16,4"°

Soutet dhld: 66,16 °

Trojuhelnik, jemuz nelze opsat  Soucet wnitinich uhli trojuhelnika je
kruznici mensi nez 2R

Ekvidistantou primky nent  Osovd a stiedovd soumérnost v hyperbo-
primka lické rovine

Obr. 5
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Noveé vytvorené prostiedi miazeme napf. ulozit do souboru poincare.men,
¢imz je k dispozici pro dalsi pouziti.

Nyni jiz jsou vytvoreny podminky pro experimentovani v hyperbo-
lické roviné. Neékteré situace a moznosti ukazuje obrazek 5, vyuziti je ale
samoziejmé mnohem S§irsi.
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PYTHAGOROVA VETA A CABRI GEOMETRIE

Pavel Leischner

Dukazy Pythagorovy véty, jeji zobecnovani a rtzné analogie jsou
vdéénym tématem pro zadjmovou matematickou ¢innost zakt. Cilem pii-
spévku je ptredstavit soubor interaktivnich obrazku vytvorenych v Cabri
k podpore takové prace, ukdzat moznosti vyuziti dynamické geometrie
a snad i nékteré netradi¢ni pohledy na znamé véci.

Obr. 1

Zamétfme se nejprve na ditkazy Pythagorovy véty. Mnoho z nich pred-
stavuje jakési skladacky. Napiiklad na obr. 1 je naznaceno rozfezani
¢tvercu sestrojenych vné nad odvésnami pravotuhlého trojuhelniku. Ze
vzniklych ¢asti mame sestavit ¢tverec nad pieponou. Sklddacka umoz-
nuje dokazat i Euklidovy véty o odvésnach. Ptvodni interaktivni obrazek
obsahuje ovladaé, jimZ se d4 pfivolat geometrickd nidpovéda (pomocny

Prispévek vznikl za podpory grantu MSM 124100006
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obrézek bez komentafe). U mladsich zaké miizeme rozvijet geometrické
dovednosti jen tak, ze jim obrazek vytiskneme s tikolem rozstiihat podle
car dva mensi ¢tverce a ze vzniklych casti poskladat ¢tverec nad pre-
ponou. Po starsich pozadujeme i diikaz. Barevné ¢asti obrazku muzeme
uchopit za ocislované vrcholy a pohybovat jimi. Pohyb kazdého dilu je
fixovan a zastavi se na patficném misté uvniti ¢tverce nad preponou. To
vyuzijeme napftiklad k frontalni demonstraci feseni skladacky, ale také
jako prvni ndpovédu zakovi k nalezeni dikazu — pohyb naznaci, co je
tfeba dokazat.

Obr. 2

Neni zde mozné ctenafe podrobné seznamit se vsemi obrazky. Pri-
pomenme jen, ze z velkého poc¢tu takovych dikazt je mnoho pouze ob-
meénou nékolika zakladnich. Jednoduchy, na skoldch dobfe znamy dikaz
(obr. 2) pochézi idajné od indického matematika Aryabhaty (476-550).
Utvar v pravé ¢asti obrazku 2 obdrzime pouhym posunutim tii troja-
helnikt v levém ¢tverci. Je zfejmé, Ze plocha nepokryta trojuhelniky je
v obou velkych ¢tvercich stejna. Diikaz aplikaci vzorce (a 4 b)? = a? +
+ 2ab + b* na pravy ¢tverec obrazku 2 se miize zdat zaktm zajimavy,
ale nepredstavuje nic nového, nebotf leva éast obr. 2 je jen geometric-
kym modelem uvedeného vztahu. Prosluly dikaz Leonarda da Vinciho
Ize predvést jako modifikaci pravé uvedené skladacky. Pomérné casto ci-
tovany Garfieldav dikaz je jen provedenim jiz naznaceného vypoctu pro
polovinu pravého ¢tverce.

Vsimnéme si jesté, jak Aryabhatova skladacka souvisi s Pappovym
zobecnénim Pythagorovy véty, podle néjz je soucet obsahii rovnobéznikt
sestrojenych nad stranami obecného trojihelniku roven obsahu takového
rovnobéZzniku nad tfeti stranou, ktery ma dvé strany shodné a rovno-
bézné s tseckou BD sestrojenou podle obrazku 3 (b).
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@ (b)

Obr. 4

Na obrazcich 3 (a) a 4 (a) jsme z pivodni sklddacky vytadili trojihel-
nik, ktery neposouvame, vyznaceny ¢arkované v obr. 3 (a). Posouvani
se tedy provadélo jen uvnitf pétithelniku, jehoZ deformaci dostaneme
obrazky 3 (b) a 4 (b) z nichZ (analogicky jako v predeslém piipadé)
odvodime Pappovu vétu.

Rizné zobecnovani Pythagorovy véty mohou byt motivaci k dalsi
praci, zejména s nadanymi stfedoskolaky. Jako pfiklad uvedeme dvé
z nich — Euklidovo zobecnéni a Ptolemaiovu nerovnost.

Euklides ve 31. vété 6. knihy Zakladd tvrdi, ze pro libovolné, navza-
jem podobné rovinné utvary, sestrojené stejnym zptsobem nad stranami
pravouhlého trojuhelniku je soucet obsaht téchto utvari nad odvésnami
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roven obsahu Gtvaru nad pfeponou. Podle obr. 5 to znamend, ze Py + P =
= P, kde P;, P; a P jsou po fadé obsahy mnohothelnikt nad odvésnami
AC, BC a pteponou AB. Tvar a rozméry mnohothelniki mizeme ménit
tchopem za vrcholy nejmensiho mnohothelniku. (,,Pejska“ proménit na
Jkravicku“ atd.) Cisla v pravé ¢asti obrazku, kterd piedstavuji obsahy,
se pri manipulaci s mnohothelniky prislusné méni.

i
A B
Q P = 10,40 cm®

Obr. 5

Znamy a nazorny dikaz piedstavuje obrazek 6, kde vSechny tfi na-

vzajem podobné utvary slozené z pravouhlého trojahelniku a ,pejska®

P, P. P
ziejmé spliuji vztah L =22 = Z =y Zrovnosti ) + S = S,
S1 Sa S

o které se mizeme nazorné presvédCit vlozenim krajnich trojihelnikt
do prostfedniho, plyne, ze rovnost plati i pro r-nasobky obsahi, tj. ze
P+ P, =P.

Algebraickou analogii tohoto dikazu dostaneme pomoci obrazku 6:
Jsou-li k1 a ko koeficienty podobnosti, které po fadé prevadi trojuhelnik
ABC na trojahelniky I a II, pak S; = k% S a Sy =k3-S.7Z rovnosti
Sy + S9 = S dostaneme k? + k3 = 1. Tento vztah miiZzeme povaZovat
za dalsi zobecnéni Pythagorovy véty, které fika trochu vic, nez nazorna
formulace v 31. vété 6. knihy Euklidovych zakladd. Za koeficienty podob-
nosti lze totiz dosazovat jakékoli poméry v podobnosti si odpovidajicich
délek a dostavat tak metrické vztahy pro pravouhly trojihelnik. Pre-
piSme naptiklad posledni vztah na tvar \/klklklkl + \/k2k2k2k2 =1
a dosadme za jednotlivé koeficienty poméry odpovidajicich si poloméri
kruZnic z obrazku 7 (poloméry kruZnic v trojuhelnicich I a II zna¢ime
a7 na index stejnymi pismeny jako v trojihelniku ABC). Po malé tipravé
dostaneme: v/risitiu; + /rasataus = Vrstu, coz by se jinou metodou
asi t&zko zjistovalo.
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act+bd zef

Obr. 8

Praveé popsana metoda koeficientd podobnosti se da pouzit i pro jiné
geometrické situace a je, obrazné feGeno, mostem mezi svétem nazor-
nych pfredstav klasické geometrie a svétem abstraktnich tvah v analy-
tické geometrii. Jeji podstatou je nalézt vztah mezi koeficienty navzajem
si podobnych utvart, ktery pak pouzivame jako ,,operator* na vytvareni
metrickych vztaht v dané skupiné atvara.

Ptolemaiova nerovnost je relace, kterou splinuje vsech Sest vzajem-
nych vzdalenosti mezi libovolnymi ¢tyimi body v roviné. Na obr. 8 vlevo
je uvedena jako vztah mezi stranami a ihlopfickami konvexniho ¢tytahel-
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e e
e/ \f b b
ac+bd=ef aer‘t)Z:e2

Obr. 9

niku ABCD. Obvykle se odvozuje pomoci kruhové inverze, zde ukazeme
odvozeni pomoci otoc¢eni a stejnolehlosti. Vydélime-li celou nerovnost
nékterou délkou, napriklad f, dostaneme vztah pfipominajici trojihel-
nikovou nerovnost. Pfislusny interaktivni obrazek lze uzit k demonstraci
nalezeni odpovidajiciho trojihelniku ACB’ transformacemi trojuhelnik
DAB a DBC, z nichz kazda je sloZena z otoceni a stejnolehlosti se spo-
leénym stiedem D. Vysledek vidime na obr. 8 vpravo. Nerovnost na
obrazku dostaneme z trojihelnikové nerovnosti (resp. z kosinové véty)
pro trojuhelnik ACB’. Rovnost nastane, pravé kdyz bude bod B’ lezet
na useCce AC, coz odpovidéd podmince shodnosti thla ABD a ACD
(resp. shodnosti thli DBC' a DAC). To nastane jen pro tétivovy ¢tyi-
thelnik (obr. 9 vlevo). Bude-li navic étyfuhelnik ABCD pravothelnikem,
obdrzime Pythagorovu vétu, jak je vidét v pravé ¢asti obrazku 9.
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TRANSFORMATIONAL GEOMETRY & MATRICES

Graham H. Littler

INTRODUCTION

In my plenary lecture at the Seventh Conference of Czech Mathematics
Teachers I briefly wrote and talked about the linking of matrix algebra
to the work that I had spoken of in two-dimensional Transformational
Geometry and in particular the three isometries. In one sense I am
creating an analogy to the way in which conic sections are linked to
algebra in Coordinate Geometry. I would like to expand these ideas in
this paper and show how, in simple cases, grid paper can be used to
help the pupils determine the matrices they require and later, how even
the most complicated series of transformations can be undertaken using
matrices.

REFLECTIONS AND ROTATIONS IN THE X-Y PLANE

Reiterating a little of what I previously had said, the matrix is used in
this work as an operator. The initial work of determining the matrix
operators that will undertake the reflection of the point P(x,y) in the
lines y =0, 2 =0, y = x and = + y = 0 and rotate it through 90°, 180°,
270° and 360° can be done in one of two ways. The first way combines
drawing on grid paper to determine the result of the transformations
and then using the equivalence relations using the general 2 x 2 matrix

¢ Z to operate on the general coordinate z ‘ that is
a b| |z|_|ar+by | |2 (1)
c d y| |ecx+dy | | ¥ 2)

where (z',y) is the image of the point (z,y). Now by using the equiv-
alence relationships derived above and by drawing we would find that
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the image the point P(z,y) on reflection in the line y = 0 is the point
S(x, —y) hence

¥ =ar+by=2x, = a=1landb=0
andy =cx+dy=-y = c=0andd=—1.

So the operator which will reflect any point P(z,y) in the line y = 0 is
1
‘ 0 _01 which we will denote as My—o.

The second method, which some students find easier, is to consider
what happens to the unit vectors (1,0) and (0,1) when operated upon
by one of the above transformations. By drawing the pupils can see that
when these two vectors are reflected in the line y = 0 then the vector
(1,0) is invariant but (0, 1) is reflected to the vector (0, —1).

By applying the first methodology it is easy to show that the 2 x
X 2 identity matrix, that is the matrix operator which transforms the

point P(z,y) to the point P(x,y) is that is, a matrix made up

1 0
0 1
of the unit vectors expressed as column vectors. We now make up the
matrix for reflection in the line y = 0 by expressing the images of the
unit vectors as column vectors in a 2 x 2 matrix.

10‘

My—o} 0 —1

Either of these methods can be used for determining the following matri-
ces in addition to the one above M;—o,My—,, My—_;, and Rgg, Riso,
Roro, and I (identity = Rsgp) where M is being used for reflection in a
Mirror and R for a Rotation about the origin.

Once these have been determined then the students can use these
matrices to determine some of the multiple geometrical transformations,
which you will find in [3]. For instance, two examples which reinforce
the work done in multiple reflections and rotations are:

Ra70 - P(x,y)
Rgo - P(x,y)

Rogo - Riso - P(x,y)
and My—, - M, - P(x,y)

The second equation shows the student through matrix algebra that
reflection in two lines inclined at 45° meeting at the origin, produce a
rotation of twice the angle between the mirrors about the point where
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they intersect, that is a rotation of 90° about the origin in this case.
Please note that the rotation will follow the order in which the mirrors
are taken, in this case y = 0 first followed by y = x, hence the rotation
will be anti-clockwise, that is mathematically positively.

A further observation may be made by the students if they are aware
of the determinant of a matrix, which in the case of a 2 x 2 matrix is the
value of [ad — bc] in the general 2 x 2 matrix defined above. It will be
found that all the matrices denoted by M have a determinant A = —1,
whilst all those denoted by R have a determinant A = 1. Thus the
transformations which give us a direct image, rotations have A = 1 and
those giving an indirect image, reflections, have A = —1.

Now consider an enlargement of the unit square in the x — y plane
whose vertices are 0(0,0), A(1,0), B(0,1) and C(1,1) by a factor a,
the centre of enlargement being the origin, O. By drawing students
can see that this transforms the square so that its vertices are given
by 0(0,0), A’(a,0), B’(0,a), C’'(a,a). The matrix which performs this
transformation can be determined as above and we can show that

a 0

a 0 a
0 a 0 0 1 1 0 0 a a

.‘o 10 1‘_‘0

From the original drawing the student will have made they can see that
the area of the enlarged square is a? and from the determinant of the
a 0

matrix operator which will perform this transformation 0 a 0 we

see that this is also a®. In general the determinant of such matrix op-
erators shows whether the image is direct or indirect by its sign and its
magnitude shows the ratio of the areas of the object to the image.

y P, y) y

Px,y) -
0 P (X, ) -Pxy)

Figure 1 Figure 2
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You will notice that we have only determined very specific matrix
operators, which relate to the symmetries of a square.

Now we have to consider the next stage which is to find the matrices
which will give us a general rotation of § about the origin and a reflection
in the general line through the origin y = max, where m = tan a, a being
the angle between y = 0 and y = mx.

For the general rotation , about the origin, in Fig. 1, ZPOP’ =
=0, OP = OP'. Let /POzx = .

Then
¥ = OP - cos(d+ )
= OP'{cosf - cosf3 —sin@ - sin §}
= OP'{cosf-2/OP —sinf -y/OP}
= OP'/OP -{xcosf — ysinf}
¥ = xcosh —ysinb (3)
Similarly
y' = OP -sin(f + () which gives
Yy = wsinf+ycosd (4)

Comparing (3) with (1) and (4) with (2) we see that
a=cosf, b= —sinfl, c=sinf and d = cosf

Hence the matrix operator, which rotates any point through an angle
# about the origin, is

Ry = sinf cos@

cosf —sinf ‘

Note the determinant of this matrix is given by
A = cosf-cost — (—sinf)sinf
= cos?f +sin? 6
= 1, a direct image.

For a reflection in the general line through the origin, y =
= mx in Fig. 2 using the above type of solution, it is necessary to draw



8. SETKANI UCITELU MATEMATIKY 215

the reflection of the line y = 0 in y = mxz and then using right-angled
triangles you arrive at the statements:

2’ = xcos2a+ysin2a and

y = xsin2a — xcos2o

giving the matrix operator as

cos 2 sin 2«

My—pe = | .
y=me sin2a — cos2«

Note the determinant gives —(cos® 2« + sin® 2a) = —1, thus giving an
indirect image, as you would expect with a single reflection. This matrix
can be found more easily using the unit vector method.

TRANSLATIONS

Thus we have dealt with two of the isometries in transformational geom-
etry. However I hear you saying that this will not deal with the general
line, y = max + ¢ or with a rotation about some point (a, b) where a, bne0.
This is true and we have to introduce the third isometry, translation
to be able to determine such operators.

You have seen in (1) and (2) that for the 2 x 2 matrix, 2’ is of the
form ax 4 by. To translate any point P(x,y) by the vector (p,r), then
2’ must be of the form x + p and ¢’ of the form y + r.

To get the coordinates in this form we have to use a 3 X 3 matrix
operator and operate in three dimensions with all the operations being
transferred to the z = 1 plane. The matrix operator which translates
P(z,y,1) through (p,r,0) is

~

1 0 »p T z+p T
Tapn=[0 1 7| |y|=|y+tr|= y
0 0 1 1 1 1

Note that the 2 x 2 identity matrix is in the upper left part of the 3 x 3
matrix. Any of the 2 x 2 matrices referred to earlier in the text would
have to be placed in this position to perform the particular operation in
the z = 1 plane. Hence to perform the reflection in the line y = mz + ¢
cos2a  sin2a 0
in the z = 1 we would use the matrix | sin2a —cos2a 0
0 0 1
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Finally we are ready to reflect in the line y = mz + ¢. To do this
we have to shift the origin from (0,0) to (0, ¢), then reflect in the line
y = mx and finally return to the original origin

T(O,c,l) ' My=mzc ' T(o,fc,l) ' P(XaYa 1) = Pl(xlayla 1)

Matrix operators can be strung together as above to determine the
final image for any sequence of transformations. As with reflection, to
rotate a point P about a centre C(e, f,1) we have to shift the origin
to the point (e, f, 1), undertake the rotation and then translate back to
(0,0,1). Hence to rotate any point P in the plane z = 1 through an angle
0 about a point (e, f,1) we need to compute the following sequence of
matrices

Tes1) Ro-T—e—r1) - P(xy,1) =P'(x,y',1).

These last two expressions give the process necessary to produce re-
flections in any straight line in the z = 1 plane and a general rotation
about any point in the z = 1 plane. If centres of rotation and straight
lines can be defined in grid paper, that is expressed in terms of coordi-
nates or as an equation of the form y = mx + ¢ then the image of an
object acted upon by any set of multiple transformations can be deter-
mined using the above matrix algebra.
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NAVRH JEDNE CESTY K POSILENI ZNALOSTI
GEOMETRIE

Ludmila Machadova

Abstrakt

Prispevek predstavuje pracovni sesit Linedrni algebra a analytickd geometrie
v B3 jako pomicku, kterd md aktivizovat studenty a vést je prostrednictvim
nékterych prvku distancniho vzdélavani, uplatnéngch jednotné ve trech obsaho-
vych celcich, k tviréimu zvlddnuti tématu.

Pfi pfijimacich zkouskach na t¥i (z péti) fakult Univerzity Pardubice
se vyskytuje pravidelné i tloha z analytické geometrie v roviné. V jedné
z téch letosnich byl dan trojihelnik soufadnicemi svych vrcholt. Poza-
dovalo se najit obecnou rovnici pfimky obsahujici uréenou stranu a sou-
fadnice paty vysky na tuto stranu.

Uloha nebyla pro mnohé fesitele bezproblémova. Omyly se tykaly
i pojmul obecné rovnice pfimky a vyska trojuhelniku (zaméniovana napt.
za t&Znici).

Také v semestralnich zkouskach z matematiky se studenti dopous-
téji zdkladnich omylt. Faktem je pfekvapivé selhavani mnoha studenti
v geometrickych partiich. Napf. normalovy vektor roviny je interpreto-
van jako vektor lezici v roviné.

Napravu je mozné hledat ve cviceni predstavivosti, v modelovani
a hlavné v tom, ze vhodné postupy student sdm objevi. Za skuteény
uspéch pak lze povazovat prinos geometrickych pohleda do dalsich kapi-
tol zdkladniho kurzu (napf. funkce dvou proménnych).

Jednou z forem, kterd by méla vést k posileni znalosti studenti, bylo
zavedeni ,, Pracovniho sesitu®. Pracovni sesit, s jehoz pomoci by mél stu-
dent aktivné zvladnout linearni algebru a analytickou geometrii v FEs,
mé tii formalné jednotné celky. Struktura kazdého z nich je nésledujici:
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CILE

ANO - NE

VZOROVA RESENI
VYBRANYCH ULOH

10 ULOH K SAMO-
STATNEMU RESENT

SPRAVNE ODPOVEDI
A VYSLEDKY

KONTROLA
ZNALOSTI CELKU

Ludmila Machacova

vyjmenovany jsou cilové pojmy, vztahy,
metody

predlozena jsou tvrzeni k roztfidéni
na pravdiva a nepravdiva

demonstruji, navadéji a vysvétluji

vysledky tifidéni a vysledky feSeni 10 uloh

otazkami se ovéruje znalost definic a vét

Pracovni sesit neni nahradou ucebnic, skript ¢i prednasek, je jejich
doplitkem. Naroky na studenta se stupnuji od prostého t¥idéni k hlub-
$imu proniknuti do problematiky, k pochopeni a aktivni znalosti.

UKAZKA
ANO - NE

KONTROLA ZNALOSTI
PRVNIHO CELKU

UKAZKA
ANO - NE

KONTROLA ZNALOSTI
TRETIHO CELKU

Je-li A -B = 0, pak je aspon jedna z matic
A, B nulova.

Je ddna matice A = (2,3,1). Zvolte nenulo-
vou matici B tak, aby byla matice C = A-B
nulova.

z = 0 je v E3 rovnice roviny.

Zvolte bod B, ktery nelezi v zadné ze sou-
fadnicovych rovin. Které roviny prochéazeji
zvolenym bodem rovnobézné se soutradnico-
vymi rovinami?

Vyznamnou pomuckou pfi vyuce geometrickych partii jsou také mo-
dely. I na vysoké Skole se hodi $pejle a desky. Tteba i k vymodelovani

odpovédi na otazku:

Je mozné, aby tfi roviny nemély zadny spoleény bod, tfebaze jsou

kazdé dvé rtiznobézné?
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POSTAVENI GEOMETRIE V PRIJIMACICH
TESTECH Z MATEMATIKY

Iva Malechova, Jarmila Robova

UvoDb

V pribéhu poslednich let jsme pfi opravovani prijimacich testd z ma-
tematiky na Fakultu stavebni CVUT a Matematicko-fyzikalni fakultu
UK opakované pozorovaly, ze tlohy z geometrie ¢ini studenttim casto
potize. V fadé pfipadd studenti méli problémy dokonce s elementarnimi
vlastnostmi ¢tyfuhelnikd a planimetrickymi vztahy, které se uci jiz na
zékladni skole. Rozhodli jsme se proto, ze prozkouméme tuto situaci
ponékud hloubéji a ze se zaméfime na postaveni geometrickych tloh
v prijimacich testech z matematiky.

Podkladem pro zpracovani uvedené problematiky se staly sady ori-
ginalnich pfijimacich test z matematiky na osmiletd gymnazia (128
testl), ¢tyfleté stfedni Skoly (gymnézia, stfedni primyslové skoly a ob-
chodni akademie, 223 testil) a vysoké gkoly (konkrétné CVUT a MFF
UK v Praze — 66 testl). Zad4ni test jsme ¢erpaly pfedevsim z publi-
kaci [8, 9, 10, 11, 12]. Posuzované testy nepfedstavuji vycerpavajici vzo-
rek, avSak na zakladé rozboru téchto testl 1ze vypozorovat jisté trendy,
které jsou zpracovany v nasledujici casti.

PoDIL. GEOMETRICKYCH ULOH V PRIJIMACICH TESTECH

Typy i struktury jednotlivych test jsou rozdilné — ve zkoumaném sou-
boru se vyskytuji nejen testy s otevienymi a uzavienymi polozkami, ale
také kombinované testy. Testy s otevienymi polozkami vSak prevazuji,
pouze testy na CVUT jsou vyhradné s uzavienymi a na MFF UK jen
s otevienymi polozkami.

Vzhledem k rtiznorodosti testti jsme se dale soustfedily na tlohy s ge-
ometrickym obsahem. Nejprve jsme zkoumaly podil geometrickych tloh
(¢9) v pijimacich testech podle typu skoly:
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e osmiletd gymnazia — nejvice testd méa g v rozmezi — < g

Wl
IN
| =

e Ctyfleté stfedni skoly — nejvice testid ma g v rozsahu — < g

IA
DN =

1 1 1
e vysoké skoly — na CVUT je g = 3o ha MFF UK je 1 <g< 3

7 uvedeného je patrné, ze konstantni podil geometrickych tloh v pfi-
jimacich testech z matematiky maji ze sledovanych skol pouze fakulty
CVUT v Praze® — geometrické tlohy tvoii vizdy t¥etinu? viech testovych
uloh. Na ostatnich skolach je situace nejednotna.

ZASTOUPENI GEOMETRICKEHO UCIVA V TESTECH

V ramci dalsiho rozboru geometrickych iloh jsme se soustfedily na za-
stoupeni jednotlivich geometrickjch témat ve zkoumanjch tlohach3
podle typu skoly.

Polozka ,ostatni“ v grafu (obr. 1) zahrnuje neéetné tillohy na soumer-
nosti a otoceni, pojmoslovi, vzadjemnou polohu pfimek v roviné a objemy
téles pomoci jednotkové krychle.

59 62 01998
m 1999

obsahy a pfevody konstr. stavby z uréeni prostor. a ostatni
obvody jednotek alohy krychli a poétu rovinna
obrazca kvadra obrazci  orientace

Obr. 1 Zastoupeni geometrického uciva na osmiletych gymnéziich

10d akademického roku 2000/01 je na celém CVUT (kromé fakulty architektury)
zaddvan stejny test z matematiky. Sklad4 se z 15 uzavienych Gloh — student voli 1
z 5 nabizenych odpovédi, z nichz pravé 1 je spravna. Kazdému uchazeci o studium
pocita¢ generuje vlastni test z databaze uzavienych tloh. Tato vznikla modifikaci
otevienych tloh, ktera je dostupna viem zdjemctim o studium na CVUT - viz [4].

2Podil téchto tloh v celkovém hodnoceni je vsak vyssi, nez by odpovidalo jejich
poctu, nebot Uspésny student miize z geometrickych tloh ziskat 8 bodu z celkovych
20 moznych.

3Pocty geometrickych tloh v jednotlivych letech byly rozdilné — na osmileta gym-
nézia to bylo 189 tuloh v roce 1998 a 227 uloh v roce 1999; na Ctyfleté stiedni skoly
273 tlohy v roce 2000 a 329 tloh v roce 2002. Soubor geometrickych uloh na MFF UK
tvorilo 66 uloh.
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Pii rozlisovani zakladniho a rozsifujiciho uciva jsme vychéazely z os-
nov vzdélavaciho programu Zékladni skola [13] a stfedoskolskych Stan-
dardt z matematiky [1, 2].

V grafu (obr. 3) zahrnuje polozka ,ostatni“ tlohy na vlastnosti ge-
ometrickych obrazci, zobrazeni, promitani a déleni obrazct na pozado-
vany pocet ¢asti. Ulohy na pievody jednotek — pfevazné jednotek ¢asu —
nejsou v rozboru zahrnuty.

B zakladni B zékladni
uéivo 1998 ugivo 1999

Orozsifujici
uéivo 1999

O roz$ifujici
uéivo 1998| 21%

44%
56%

Obr. 2 Podil zékladniho a rozsifujiciho geometrického uciva na osmile-
tych gymnaziich

124
02000
| 2002

21 23

konstr.alohy obvody a  trigonometrie stereometrie grafy funkci ostatni
obsahy

Obr. 3 Zastoupeni geometrického uciva na ¢tytletych stfednich skolach

B zakladni B zékladni
ugivo 2000 uéivo 2002

O roz§ifujici 34% O rozsifujici
uéivo 2000 uéivo 2002

57%
66%

Obr. 4 Podil zdkladniho a rozsifujiciho geometrického uciva na ¢tytletych

SS

ANALYZA TESTU Z POHLEDU GEOMETRIE

7 vyse uvedenych grafii a z rozboru tloh vyplyva:

e nejvice tloh je z tematickych celkd obsahy a obvody rovinnych
atvard a objemy a povrchy téles 4

4Na sledovangch vysokych kolach podstatna Gast planimetrickych tloh je prave
z tématického celku obsahy a obvody rovinnych obrazct a prevazna ¢ast stereomet-
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Kombin.
geometrie
5%

Trigonom. Planim.
2% 20%
Analyticka

Planim.

. geometrie
Analyticka 27% 40%
geometrie Stereom.
39% 20%
Stereom.

Grafy 18% Grafy

funkci funkei

9% 20%

Zastoupeni geometrického Zastoupeni geometrického

uciva na MFF UK u¢iva na CVUT

Obr. 5

e Cim vySsi stupen $koly tim niz$i podil konstrukénich tloh (pfede-
v&{m na VS)

e nejveétsi podil tloh z kombinatorické geometrie je v pfijimacich
testech z matematiky na osmiletd gymnazia

e ¢im nizsi stupen Skoly tim vyssi podil rozsifujicitho uciva v pfiji-
macich testech®

e Ulohy z analytické geometrie tvori podstatnou ¢ast geometrickych
tloh v piijimacich testech na sledovanjch vysokych skolach”

Nemaly podil tloh z ,kalkulativni“® geometrie souvisi dle naseho na-

zoru jak s tim, Ze témto tloham je v ucebnicich geometrie pro zakladni
a stfedni skoly vénovan podstatné vétsi prostor nez napt. iloham z kom-
binatorické geometrie, tak s tim, Ze vétsina tloh v pfijimacich testech
testuje troven matematickych znalosti uchazeci o studium na daném
typu skoly a nikoliv jejich schopnost matematicky myslet.’

rickych tloh z tématického celku objemy a povrchy téles.

5Podrobnéji o kombinatorickych tlohach v piijimacich testech [7].

6Geometrické ulohy (a nejen ty) v pfijimacich testech z matematiky na MFF UK
a CVUT plné vychazeji ze standardi stfedoskolské matematiky, nejde o rozsitujici
ucivo. V pfevazné mire jde o tlohy stfedni obtiznosti.

"Pro zajimavost: na CVUT je to 40 % vsech geometrickych aloh a na MFF UK
39 % vSech geometrickych tloh. Podrobnéji viz [6].

8Tedy tématickych celkd vlastnosti rovinnych obrazci a té€les — vcetné obvodu
a obsahi rovinnych obrazcti a objemu a povrchu téles.

9Jsme si védomy toho, ze priprava i oprava uloh, které testuji Groven matematic-

testovani.
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Vysoky podil uloh z analytické geometrie nepochybné do znac¢né miry
souvisi s tim, Ze vSechna spravna feseni téze tlohy se skladaji v podstaté
z téhoz algoritmu. To samoziejmé usnadnuje opravovani studentskych
feSeni takovych tloh. Naopak napf. konstrukéni tlohy jsou obvykle na
tyto objevuji v testech méné Casto. A to pfesto, Ze ,planimetrické kon-
Strukcie st vhodnym testovacim prostriedkom, pomocou ktorého moze
uéitel diagnostikovat kvalitu neformalnych znalosti ziaka® [3, str. 327].

Ze srovnavaci analyzy prijimacich testl z matematiky na stfedni
gkoly, MFF UK a CVUT dale vyplynulo, Ze v souhrnu jsou nejnéro¢-
n&jsi testy na osmiletd gymnézia, nebotf maji:

e nejvyssi podil rozsifujiciho uciva v tlohach
e vysoky podil slovnich tloh.

Kvantitativni analyza geometrickych tloh v testech mize byt jistym
voditkem predevsim pro ucitele zakladnich a strednich skol, ktefi pri-
pravuji zaky k prijimacimu Fizeni, jehoz soucasti je test z matematiky.
Ovsem neumoznuje ndm plné postihnout riznorodost sledovanych tuloh.
Proto jsme se rozhodly pro kvalitativni analyzu vybranych geometric-
kych tloh, ktera by zahrnovala jak analyzu origindlnich zadani tloh, tak
analyzu studentskych feseni téchto tloh. V soucasné dobé jsou zpraco-
véany tlohy z kombinatorické geometrie [7] a dale se rozpracovava analyza
stereometrickych tloh.

ZAVER

Na zakladé rozboru uvedenych testi, je ziejmé, Ze s rostoucim stupném
skoly klesa narocnost geometrickych tloh v pfijimacich testech. Tato si-
opravovani geometrickych loh. Geometrické tilohy lze fesit riznymi pro-
stfedky a zpisoby, coz vede k velké variabilité studentskych feseni (kon-
strukéni tlohy, nestandardni tlohy z planimetrie). Situace v zafazovani
geometrickych dloh do pfijimacich testi je také podle naseho néazoru
ovlivnéné dlouhodobymi tendencemi omezovani rozsahu geometrického
uciva a na vysokych skolach rovnéz tim, Ze neexistuji jednotné pozadavky
na maturitni zkousku z matematiky.
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Ci1zi JAZYK JAKO NASTROJ PRI VYUCE
MATEMATIKY

Jarmila Novotna, Marie Hofmannova

Prispévek je soucasti dlouhodobého vyzkumu zaméreného na aspekty
vyuky v cizim jazyce (CLIL — Content and Language Integrated Lear-
ning) na rtznych stupnich a typech skol. Zabyva se jazykovym projevem
ucitele a zaku v prostiedi vyuky matematiky v anglickém jazyce. Tato
vyuka ma dvoji cil: v matematice jde pfedevsim o rozvoj matematického
mysSleni, v cizim jazyce o rozvoj komunikativni kompetence zak. Jazyk
je chapan jako vyjadfovaci prostiedek, nikoli jako cil.

Za formu CLIL se povazuje jiz takové vyucovani, kde se minimalné
25 % vyuky odehrava v cizim jazyce. Vyzkumy potvrdily [5], Ze i maly
rozsah CLIL ma pozitivni vysledky, pokud jde o postoje, motivaci a scho-
pnost ucit se jak cizim jazykdm, tak odbornym pfedmétim. Pro mladé
lidi je CLIL dynamickou, motivujici formou vyuky, znamena pro né pii-
lezitost pouzivat cizi jazyk jako prostfedek komunikace pfirozenym zpt-
sobem [4].

V prvni fazi vyzkumu se pozorovani vyucovacich hodin zaméfilo na
dvé oblasti: U zakd byly sledovany strategie osvojovani nové slovni za-
soby, u vyucujicich metodické postupy, které vedou k usnadnéni porozu-
méni. Vyuka v cizim jazyce vyzaduje od zaku i vyucujicich vétsi miru
vstficnosti a pfizptsobeni nez bézna vyuka. Pii bézné vyuce je nékdy
obtizné vyjit vstiic odliSnostem ve stylu uceni, protoze se opira o stan-
o prezentaci nového uciva, formulace zadani uloh apod. Jazykovy pro-
jev ucitele, tvofeny vSeobecnou kompetenci v cizim jazyce navysenou
o znalost terminologie, je tfeba naopak pfizpusobovat trovni zaku.

CLIL predstavuje komplexni, pruzné a intelektualné podnétné, tedy
obohacené prostredi, které umoznuje navodit pfiméfenou troven dusevni
aktivity [7].

Préce je soucésti feseni projektu GACR 406/02/0809: Riizné podoby jazyka a je-
jich vliv na formovéni poznavacich procesu.
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Vyzkumy provadéné ve tiidé prispély k optimalizaci obsahu a forem
pregradualniho kurzu pro pfipravu uciteld matematiky v cizim jazyce.
V idealnim pifipadé by mél pedagog pro vyuky formou CLIL mit aprobaci
pro prislusny stupen skoly jak v jazyce, tak v matematice a potFebné
vyucovaci dovednosti ziskané v obou oborovych didaktikach i v oblasti
psychologie a obecné pedagogiky. Navic by mél absolvovat specialni kurz
CLIL, rozsifujici jeho puvodni kvalifikaci.

Cilem kurzu je rozsifit pripravu ucitelt tak, aby jejich jazykové védo-
mosti a dovednosti byly na dostate¢né tirovni pro vyuziti ve vyuce mate-
matiky. Soucasné je tfeba usilovat o to, aby jejich znalosti a dovednosti
z matematiky a didaktiky matematiky byly doplnény hlubokym pocho-
penim lingvistickych, socialnich, kulturnich a psychologickych aspekti
ciziho jazyka. U¢astnici kurzu jsou vedeni k vyuzivani sirokého spektra
metodickych postupti s ohledem na individualni zvlastnosti zakd. V pri-
béhu kurzu si tcastnici pripravi vyuku kratkého tiseku CLIL a ten pak
realizuji formou mikrovyucovani vrstevnikt s naslednou analyzou a dis-
kusi. Napt. v prubéhu uplynulého roku se podatilo uskute¢nit i fadu jed-
notlivych vystupt CLIL na zdkladnich a stfednich skolach a souvislou
praxi t¥i studentid na bilingvnim gymnaziu v Olomouci. Soucasti kurzi
je analyza jazykového projevu zaki a vyucujicich z videozaznami vyuky,
analyza textti ucebnic a dalsich, autentickych materiald a priubézné do-
pliovani odborné slovni zasoby. Pozornost je vénovana i rozdilim v praci
ucitele v hodindch matematiky vedenych v Ceském nebo anglickém ja-
zyce.

V ciziné casto ve tiidach s CLIL ptisobi vyucujici s aprobaci pro cizi
jazyk, ktefi pak neodborné, experimentalné a predevsim z divodu zaky
motivovat, zafazuji do jazykového vyucovani prvky s matematickym ¢i
jingm obsahem. Tyto trendy lze dolozit i v mnoha zahrani¢nich ucebni-
cich ciziho jazyka.

V nasi praxi je naopak bézné, ze vyucujici mé kvalifikaci pro vyuku
matematiky a jeho dovednosti v anglickém jazyce jsou na stfedné pokro-
¢ilé arovni. Prikladem jsou ucitelé, ktefi slozili jazykovou zkousku, stu-
dovali nebo pobyvali delsi dobu v zahrani¢i, absolvovali specidlni kurzy
apod. Na druhé strané jsou vsak i vyucujici, ktefi neznalost odborné
slovni zasoby kompenzuji volbou pfiblizné, nepresné nebo nespravné for-
mulace, a uvadéji tak zaky v omyl.

Pri pozorovani reakci zakh bylo zjisténo, ze 1épe a rychleji reaguji ti
zaci, ktefl maji vyssi schopnosti v matematice, nez ti, ktefi jsou povazo-
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véni za lepsi v anglickém jazyce, ale matematika nepatii k jejich silnym
strankam. Na stfedné pokrocilé trovni jazyka je béZznym doprovodnym
jevem ,prepinani jazykového kédu“, tj. stfidavé uzivani ceského a ang-
lického jazyka, coz odpovida ,vnitfni mluvé®. PFitomnost téchto jevi lze
dokazat napf. pri nedostatecéné regulované parové nebo skupinové praci,
kdy zZaci pfi pripravé tkolu diskutuji feSeni problému v cestiné.

To, ze jsou Zaci schopni nazirat tentyZ pojem z riznych uhla, jako
by se divali pfes ,bryle“ riznych jazykt, muze podstatné ovlivnit jejich
schopnost myslet a rozumét. Jinymi slovy: schopnost zaramovat mys-
lenky pomoci vice nez jednoho jazyka se jevi jako vyhoda pro mysleni
i studium. Interakci jazyki — CeStiny, anglictiny a jazyka matematiky —
je proto tfeba vénovat zvySenou pozornost, a to nejen pfi vlastni vyuce,
ale jiz v pripravé budoucich uéiteli. ZkusSenosti ze $kol, které s formou
CLIL jiz delsi dobu pracuji, ukazuji, ze osvéd¢enym Fesenim je interak-
tivni styl vyuky. To znamend, Ze ucitel ma zaktum poskytovat co nejvice
prilezitosti zapojit se do vyuky, klast otazky, reagovat na podnéty v cizim
jazyce.

Chyby vzniklé na zakladé interference mezi ceStinou a anglictinou
povazuje soucasnd lingvistika za prirozenou soucast prozatimni faze roz-
voje produktivnich fe¢ovych dovednosti, tedy za pfechodny jev. V ust-
nim projevu ucitel opravuje chyby tykajici se jak formy, tj. jazyka, tak
i obsahu. V pisemném projevu opravuje pouze obsah. Znamkou pak hod-
noti pouze vécnou spravnost. Pfi opravovani musi dbat na volbu vhodné
formy tak, aby se nenarusila plynulost jazykového projevu matematic-
kého mysleni zaka. Nasilné upravovani a zduraznovani chyb vede ke stra-
chu z Gstniho projevu a v koneéném diusledku i ke strachu z predmétu
samotného. Jako vhodnou formu opravy lze uvést echo, kdy ucitel pouze
opakuje zdkovu vypovéd — ovSem ve spravné podobé podle potfeby, tj.
jednou nebo vicekrat. Gesty a mimikou dava pfitom zakovi najevo, Ze je
s jeho vypovédi spokojen. Vhodnou alternativou opravovani vyucujicim
je vzajemna oprava mezi zaky.

Dalsim tskalim vyuky formou CLIL je oblast receptivnich doved-
nosti. Zde se problém ¢astecného nebo $patného porozuméni da zjistit jen
velmi obtizné, souvisi totiz se schopnosti ucitele sledovat zmény v cho-
vani zékd, jejich nékdy jen nepatrné reakce signalizujici nepochopeni
obsahu uciva nebo formy, tedy ciziho jazyka.

Doporucené metodické postupy, které ucitel miize vyuzit pro usnad-
néni porozuméni, odpovidaji strategiim, které si zaci védomé ¢i nevé-
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domé voli v procesu osvojovani. Je vhodné, aby ucitel pusobil na pra-
covni pamét zakt tak, aby mohli pro zpracovani novych informaci vyu-
Zit rozmanité smyslové vstupy [3]. Klidem k vytvofeni trvalé paméti je
schopnost davat nova fakta do souvislosti s témi, ktera jsou jiz v mozku
ulozena. U¢itel mize zdkdm pomoci nové informace t¥idit. Techniky,
které napomahaji lepsimu porozuméni, jsou napft.

a) na verbélni Grovni:
vyuziti
e synonym (slova stejného nebo podobného vyznamu),
e antonym (slova opa¢ného vyznamu),

e hyponym a hyperonym (slova nadfazeného a podfazeného vy-
znamu),

e kategorii — ,vytvafeni sémantickych shluka“ [1],
e prikladi i tzv. nepiikladu z kontextu,
e otazek,
e asociaci,
e mnemotechnickych pomiicek,
e piekladu;
b) na neverbalni Grovni:
vyuziti
e grafickych reprezentaci a symboli,
e vizualizace pojmti,
e nizornych pomtcek a modeli,
e mimiky a gestikulace,
e prvkid dramatizace a spojeni s pohybem.

Meélo by byt prirozené, aby ucitel vytvarel podminky vhodné pro
prepinani mezi riznymi strategiemi fesSeni problémovych tloh. Pfi pre-
zentaci nového uciva je elicitace a¢innéjsi nez piimy vyklad, pfi procvico-
vani se osvédCuje parova prace, prace v malych skupinach, hry, simulace

a predvadéni roli. To vSse ma za kol pomoci zaktim naucit se spravné
dekédovat nové informace. Z metodologického hlediska se zda byt pro
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vyuku formou CLIL nejvhodnéjsi kombinace komunikativniho a kogni-
tivniho pfistupu.

Vyuka predmétu v cizim jazyce neni nic nového. Pouziva se jiz po
nékolik staleti [6]. Dfive se tento zptsob vyuky omezoval vétsinou pouze
na ,elitni* skupiny mladych lidi. Tato praxe setrvava v nékterych zemich
dodnes. V modernim pojeti je CLIL urcen pro vsechny mladé lidi bez
ohledu na jejich socialni a ekonomické zazemi. Poskytuje jim prilezitost
osvojovat si a uéit se cizim jazyktum smysluplnym zptsobem.

CLIL vsak nepodporuje jen jazykové dovednosti. UvaZovani o po-
jmech a FeSenich tloh v cizim jazyce obohacuje poznavaci procesy a po-
méaha v mysli 74k vytvafet bohatsi pojmové mapy. CLIL umoziuje
mladym lidem pouzivat dalsi jazyk pfirozené a takovym zpusobem, ze
brzy zapomenou na jazyk a soustfedi se na téma vjuky.

Pro tspéch vyuky typu CLIL mé pravdépodobné nejvétsi vyznam
prirozenost, a to jak ve vztahu k jazyku, tak i k odbornému predmétu,
v nasem pripadé k angli¢tiné a matematice.
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MATERIA MATER GEOMETRIAE
ANEB HREBIKY V TABULI

Karel Otruba

Musim se priznat, ze ohlaSeni hlavniho tématu 8. setkdni matema-
tikd v Prachaticich ve mné vzbudilo smisené pocity. V prvni fadé radost
z toho, ze doslo na tak zavazné téma. Vsichni vime, jak $patné na tom
uz dlouho je skolské geometrie (moznéa dokonce na vsech typech a stup-
nich skol). A zafazeni tohoto tématu jako hlavni naplné tak zavazného
setkani je pocinem jisté velmi slibnym. Snad se dokonce blyska na lepsi
¢asy. Jenze na druhé strané mi zacalo dochazet, ze ani ja sdm skoro ne-
mam k tomuto tématu ¢im prispét. Kajicné pfiznavam, ze jsem se néjak
nemohl honem rozpomenout, o ¢em bych tak asi referoval, mél-li bych
mluvit o geometrii. Nékolik jiz déle pfipravovanych referatt zistalo le-
zet jaksi stranou... ano, geometrie se netykal ani jeden z nich. Je to
sebekriticky vymluvné.

Ale potom mé zachrénilo slovo ,materia“. Vim, Ze souvislost pojmi
,hmota“, | prostor” a ,cas“ je velmi slavna, spojena s takovymi jmény
jako Einstein ¢i Lobadevskij (a mnoha jinymi). Nehodldm zde ovSem
referovat o zakrivovani prostorocasu a gravitaci, na to jsou tu jisté po-
volanéjsi kolegové. Ale vzpomnél jsem si na jednu pfihodu u tabule, kdy
mi bleskl hlavou napad demonstrovat jistou geometrickou skute¢nost po-
moci gravitace. A gravitace mi o néco pozdéji pomohla s geometrii jesté
jednou. Alespon o tyto dvé prihody se tedy s vami podélim.

Zacalo to slavnym piikladem o dvou bodech a primce. VSichni jej
zname. Na prfimce se ma najit bod X tak, aby délka lomené kiivky
AX B byla minimalni. Vsichni také vime, jak se fesi, a mame tu a tam
nutkani jej ozdobit néjakymi aplikacemi tzv. ,ze zZivota“, aby to bylo pro
zaky zajimavéjsi. (Pozor, tady lze narazit, nebotf kdyz Mafenka vyjde
s prazdnou konvi z bodu A k Fece-piimce, nabere plnou konev a nese
ji do bodu B, je to priklad o néfem jiném a osova symetrie je tady
k ni¢emu. Konev plna vody je pro Mafenku totiz naramné tézka, a proto
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jde tak, aby ... mimochodem — umél by si nékdo z vas poradit i v tomto
pfipadé néjakym vhodnym geometrickym zobrazenim?) Tohle v8echno
jsem kdysi povidal v tehdejsi kvarté naseho gymnazia a neopomnél jsem
ani provést diikaz tvrzeni o minimalni vzdalenosti pomoci trojihelnikové
nerovnosti. Potom se ale pfihlasil odvazny student Radek Ziegler, sikovny
klavirista a ¢len metalové skupiny SROT. Vyslovil hypotézu, jestli téch
hledanych bodi X neni na té pfimce pfece jen vic vedle sebe, dokonce
nekone¢né mnoho na néjakém intervalu, nebot pry se mu zd4, ze (cituji):
.- kdyz bod X na primce v néjaké oblasti posunujeme, tak mozna
o co pribude na délce tseéce AX, o to ubude z tsecky X B (a také
naopak)“. NAm vSem je jasné, Ze takova domnénka se miize objevit, ale 7Ze
ji dikaz pomoci trojuhelnikové nerovnosti spolehlivé vyvraci. Jindy bych
mozné opakoval a kreslil na tabuli tento dikaz jesté nékolikrat (,,copak
to nevidite?“), ale tenkrat mne napadlo, jak studenta presvéd¢it pFimo
hmatatelné. Pfinesl jsem z kabinetu kladivo, hfebiky, provazek a kamen.

Hrebiky jsem zatloukl do bodu A a B, jeden konec provéazku privazal
na hiebik A, pfehodil pies hiebik B a na druhy konec uvéazal kdmen,
ktery jinak pouzivam prfi demonstraci Archimedova zakona coby télesa
ponofeného do kapaliny (viz obr. 1). Pozval jsem zminéného studenta
k tabuli a vybidl ho, aby se tuzkou dotykal pfimky v rtznych bodech
X, a mél-li pfi tom pres tuzku prehozeny provazek napinany kamenem,
poznal zadhy nejen on, ale celd tiida, ze je-li bod X realizovany tuzkou
v optimélnim misté, je kdmen nejniZze, a délka provazku od A pres X do
B je tedy nejkratsi.

Okamzité mne ovSem také napadlo kout Zelezo dal, pfihfat si dalsi
polivéicku — alespon tuknout do mych oblibenych kuzelosecek, latky do-
sud v té tfidé neprobirané a ukazat studenttim, jak by to dopadlo, kdyby

B
B
A
provazek :
i
)
p X X P
| 7
A' [ ’
d
© Kimen AY

Obr. 1 Obr. 2
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se podle hypotézy Radka Zieglera délka provazku opravdu neménila (viz
obr. 2). K tomu stacilo provézek pfivazat i ke hiebiku B a misto tuzky
vzit kifidu. Ta se pfi pohybu okamzité od pfimky vzdalila a zacala na
tabuli kreslit nadhernou kfivku, ktera zcela evidentné nebyla pfimkou.
A hned jsem mél tu Cest predstavit studentim poprvé elipsu, seznamit
je s jednou z jejich definic, totiz tou, ktera byla pravé na tabuli ,zhmot-
néna‘“.

A tzv. ,zahradnické konstrukci“ budeme v této tridé fikat alespon
néjaky cas ,Zieglerova konstrukce“. Netrvalo totiz dlouho a popsanou
prihodu jsme si jesté zopakovali pfi probirani Keplerovych zékoni (a je
to nutné, nebot v udebnici fyziky se o elipse, ohniskach, privodi¢ich
i poloosach atd. sice mluvi, ale znalost téchto pojmi se tam z néjakych
dtavodt predpoklada jako samozfejmost). Celou pfihodu znovu oZivime
jesté po Case, az budeme uvazovat o konstrukcich tecen ke kuzeloseckam.

Kdyz jsem tedy zjistil, ze tato pfihoda nejen pomohla objasnit stu-
denttim kvarty nékolik skutecnosti, ale Ze ji navic mozna dokonce udam
v Prachaticich, pfemyslel jsem, jestli by mi gravitace a hmota nepomohly
s geometrii jesté néjak jinak. A podafilo se. V§ichni jisté vime, jaké ¢ma-
ranice jsou schopni studenti vytvorit pod zaminkou ,,pouhého nacrtu®,
kdyz maji provést rozlozeni daného vektoru na dvé komponenty danych
sméri. Nejcastéji se tak déje ve fyzikalnich tllohdch o matematickém
kyvadle, o koloto¢i nebo o naklonéné roviné. Tam jsou dané sméry hle-
danych komponent na sebe kolmé. Kolmost pak se da ¢asto navléknout
na Thaletovu vétu. Mame-li tedy rozlozit tihovou silu (zndzornénou vek-
torem sméfujicim na tabuli ,,dolt“) na dvé na sebe kolmé slozky, jejichz
sméry jsou na tabuli rovnéz znizornény primkami nebo polopfimkami,
stac¢i na hrebik zatluceny do tabule v misté pusobisté rozkladané sily
zavésit kruh (jakého pouzivaji naptiklad kouzelnici), ktery mé prameér
velikosti rozklddaného vektoru. V praxi toho docilime tim, Ze zakres-
lime vektor o velikosti pruméru kruhu, ktery mame k dispozici. A tento
kruh protne pfimky smérti hledanych komponent v mistech jejich konco-
vych bodi. Tedy gravitace a Thaletova véta ,,pomohly gravitaci®, totiz
rozlozit vektor tihové sily.

Dalo by se namitnout, Ze tento postup sice muze studenty zaujmout,
ale oni jej nemohou opakovat ve svych seSitech, které jsou na smér
intenzity gravitacniho pole téméi kolmé (pokud lezi na lavici). Jisté.
Konstrukci rozkladu pomoci rovnobézek je nutno studenty naucit. Ale
poridime-li si jesté dalsi model kolmic (napfiklad ze $pejli), mizeme cely



234 Karel Otruba

G GL/

Obr. 3

problém ,rozpohybovat“, to jest spojité ménit sméry komponent a stu-
denttim tak pfedvést, jak se jedna zkracuje a druha prodluzuje. Sledovani
takového pokusu v nich upevni pfedstavu, jak slozky mohou ale taky ne-
mohou vypadat a jejich ,nacrty“ v seSitech dopadnou pak jisté o néco
kultivovanéji (viz obr. 3).

Doufam, ze alespon néktefi z vas si néco podobného vyzkouseji. Ale
pozor — mé to jeden hacek! Do tabule se zatloukaji hiebiky. A tato sku-
tecnost se nemusi setkat s nadSenym souhlasem nadfizenych. Mné bylo
po téchto experimentech sdéleno, ze tabule je draha véc a nicit ji zatlou-
kanim hfebiki je zcela nemistné. Sice se mi podarilo tuto aféru ponékud
zklidnit vysvétlenim, ze hiebiky v tabuli nejsou umistény navzdy a Ze po
jejich vytazeni se daji i tak dost malé otvurky jesté zakytovat, ale presto
jsem rad, kdyz mohu tyhle véci délat v jedné poslucharné na tabuli staré,
opryskané, se stopami bodct kruzidel mych davnych predchtdcu. ...

Dovolte mi nakonec jesté pripomenout, ze priklad se svételnym pa-
prskem odrazenym od roviny se nachézel celych deset let ve skriptech pro
matematické t¥idy 01, nez omyl v jeho zadani objevil muj student Vit
Jliza pfi maturitni pisemce, kam se ten piiklad dostal. Soutadnice bodu
A a B byly totiz dany tak, Ze se body nachézely v opa¢nych poloprosto-
rech. A nikoho pfed nim nenapadlo si to ovéFit, protoZe rutinni postup
feSeni vede k jistému vysledku, ktery je ovSem tplné nesmyslny. To ale
pohledem na vypocitané souradnice nepozname. Zkuste si to nakreslit.

Muj dik patti kone¢né také kolegyni PhDr. Dagmar Penazové, ktera
mi pomohla hledat tsmévné modifikace moudrych vyroki aplikovanych
na geometrii a hmotu, a Dr. Janu Eisnerovi, obétavé zhotovujicimu na-
¢rty elektronickou cestou.
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AUTOMATICKE DOKAZOVANI A OBJEVOVANI VET
POMOCI POCITACE

Pavel Pech

Abstrakt

Je podana ukdzka uZiti teorie automatického dokazovani vet v elementdrni geo-
metrii. Beézny zpusob automatického dokazovdni vét si klade za cil potvrzeni ¢i
vyvrdcent hypotézy tvaru implikace (automatic proving). V predloZeném clanku
je kladen diraz na objevovdani tvrzeni. Jeden zpiusob vede k objevovdni tvrzent,
kterd plynou z danych predpokladi. PouZitim eliminace proménngch je timto
zptsobem ukdzdno pocitacové ,objevent” Heronovy ¢i Brahmaguptovy formule
pro obsah trojihelnika a tétivového ctyrihelnika (automatic deriving). Druhy
zpusob objevovdni tvrzeni spocivd v pouZiti metody, pomoci niZ jsou k danym
predpokladim nalézdny dodatecné podminky tak, aby dané turzent platilo (au-
tomatic discovery). Ackoliv tato metoda nevede k cili vidy, je mozno timto
zpusobem zkoumat Tadu zndmych uloh z elementdrni geometrie.

Jak je pravdépodobné znamo, po roce 1960 objevili Buchberger a Hi-
ronaka novy algoritmus pro fesSeni soustav algebraickych rovnic. Stale
silnéjsi zadjem o tuto oblast matematiky soucasné se vSeobecnym rozsi-
Fenim pocitact a matematického software, umoznujicitho provadét nejen
numerické vypocty, ale i vypocty se symboly, zpiisobily prevratné zmény
v komutativni algebfe a algebraické geometrii. Dnes je tzv. Buchberge-
rav algoritmus pro vypocet Grobnerovych bazi idedlu implementovan
dokonce i v nékterych kapesnich kalkuldtorech, podrobnéji viz [2]. Jedno
z nejznameéjsich uziti Grobnerovych bazi je automatické dokazovani vét
elementarni geometrie, viz [4, 5]. Pro ilustraci podejme ,pocitacovy“
dikaz zndmé Heronovy formule pro vypocet obsahu trojuhelnika.



236 Pavel Pech

y C=[xy]

A=[0,0] ¢ B=[c,0] X

Obr. 1

Priklad 1. Je dan trojahelnik ABC' o stranich délek a, b, c. Dokazte, ze
pro obsah P trojihelnika ABC plati

P=+/s(s—a)(s—b)(s—c), kdes=(a+b+c)/2. (1)

Zvolme kartézskou soustavu jako na obr. 1. Potom plati (z — ¢)? +
+9? = a?, 2 +y? = b?, P = 1/2cy. V okruhu polynomt Rla, b, ¢, ,y, P]
sestrojme idedl I = ((x —c)?> +y* — a?, 2* +y* — b%, P — 1/2cy). Budeme
zkoumat, zda formule (1), kterou lze pfepsat do ekvivalentniho tvaru

6P =(a+b+c)at+b—c)a—b+c)(—a+b+c) (2)

nalezi do idealu I. Pomoci softwaru CoCoA', ktery budeme v tomto
prispévku vyhradné pouzivat, dostaneme

Use R ::= Q[xyabcp]l;

Set FullRed;

I:= Ideal((x—c) 2+y 2—a"2,x"2+y"2-b"2,p—1/2cy);

NF(16p~2— (a+b+c) (at+b—c) (a—b+c) (—a+b+c),I);

0

Vysledek NF=0 znamend, ze polynom 16p? — (a+b+c)(a+b—c)(a —b+
+c¢)(—a+b+c) nélezi idedlu I. Odtud plyne dikaz Heronovy formule (1).

Pokusme se nyni formuli (1) objevit.

Videadlu I = ((z —¢)? +9°* —a?, 22 +y* — b%,p— 1/2cy) hledejme po-
lynom, ktery neobsahuje proménné z,y. Vyuzijeme ptikazu Elim, ktery
provadi eliminaci proménnych.

Use R::=Q[x,y,a,b,c,pl;

I:=((x—c) 2+y"2—a"2,x"2+y"2-b"2,p—1/2cy);
Elim(x..y,I);
Ideal(1/2a"4—a"2b"2+1/2b"4—a"2c"2—-b"2c"2+1/2c~4+8p~2)

ISoftware CoCoA je volné distribuovan na adrese cocoa@dima.unige.it
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Pomoci piikazu Factor zjistime, Ze vysledkem je polynom, ktery je ekvi-
valentni vztahu (2). Herontv vzorec jsme nejen dokézali, ale i objevili.

Nyni se pokusme o nalezeni zndmé Brahmaguptovy formule pro ob-
sah tétivového (cyklického) ¢tyiihelnika.

Priklad 2. Je dan konvexni tétivovy ctyfuhelnik ABCD o stranéch

délek a, b, ¢, d. Naleznéte formuli pro obsah P ¢tyithelnika ABC'D (Bra-
hmagupta, 598-asi 665, Indie):

P=1/(s —a)(s—b)(s —c)(s —d), 3)
kde s =(a+b+c+d)/2.

y

C=[uM

X

D=[w,z]

Obr. 2

Kartézskou soustavu soufadnic umistime tak, jak je uvedeno na
obr. 2. Plati nasledujici relace: 2% 4+ y? = r2, u? + 0% = r?, w? + 22 = 12,
(12447 = 2, (2 — u)® + (y— 0)2 = B2, (u—w)? + (v—2)? = 2,
(r—w)?+22=d* P =1/2(ry + 2v — uy + uz — vw — rz). Pomoci
procesu eliminace proménnych x,y, u, v, w, 2z, r dostaneme:

Use R::= Qlx,y,u,v,w,z,r,a,b,c,d,pl;

I:=Ideal(x"2+y 2—r"2,u"24v"2—r"2,w"24+2z"2—r"2, (x—r) "2+
y 2—a”2, (u—x) "2+ (v—y)"2-b"2, (w—u) "2+ (z—v) "2—c"2,
(r—w)"2+z"2—-d"2,p—1/2(ry+xv—uy+tuz—vw—rz));
Elim(x..r,I);
Ideal(1/64a~8—1/16a"6b"2+3/32a"4b"4—1/16a"2b"6+1/64b"8—
1/16a"6c"2+1/16a"4b"2c"2+1/16a"2b"4c"2—1/16b"6c "2+
3/32a"4c"4+1/16a"2b"2c"4+3/32b"4c"4—1/16a"2c"6—
1/16b"2c"6+1/64c"8—1/16a"6d4"2+1/16a"4b~2d" 2+
1/16a"2b"4d"2—1/16b"64"2+1/16a"4c~2d"2—5/8a"2b"2c"2d" 2+
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1/16b"4c"2d"2+1/16a"2c"4d"24+1/16b"2c"4d"2—1/16c" 64" 2+
3/32a"4d474+1/16a"2b"2d"4+3/32b"4d"4+1/16a"2c"2d 4+
1/16b72¢c"2d"4+3/32c"4d"4—1/16a"2d"6—1/16b"2d"6—
1/16c~2d"6+1/64d°8+1/2a"4p~2—a"2b"2p~2+1/2b"4p~2—
a~2c"2p~2—b~2c"2p~2+1/2c 4p~2—a"2d"2p~2—b~2d"2—
c~2d~2p~2+1/2d"4p~2+4p~4)

Dostavame jediny polynom, ktery prikazem Factor rozlozime na soucin

(16p*> — (a+b+c—d)(a+b—c+d)(a—b+c+d)
(—a+b+c+d)(16p*+(a +b+c+d)(a+b—c—d) (4)
(a—b+c—d)(a—b—c+d) =0

Je zfejmé, ze prvni z téchto polynomi dava hledanou Brahmaguptovu
formuli (3). P¥ipometime, Ze v programu CoCoA muZeme za proménné
dosazovat pouze maléd pismena, proto misto P piSeme p. Druhé zavorka
ve (4) d4vé vzorec pro vypodet obsahu tétivového ¢tyfuhelnika o strandch
a, b, c,d, ktery sdm sebe protiné, viz [3].

V pfedchozim jsme se zabyvali pfipady, kdy jsme néjaké geometrické
tvrzeni dokdzali (automatic proving) nebo formuli z danych predpokladt
odvodili (automatic deriving). Jako posledni vySetfeme piipad, kdy vy-
slovime néjaké tvrzeni, které nebude pravdivé. Nasim tikolem bude nalézt
dopliiujici predpoklady tak, aby dané tvrzeni platilo (automatic disco-
very).

Priklad 3. V roviné je dan ¢tyiuhelnik ABC D o stranach délek a, b, ¢, d.
Dokazte, ze pro jeho obsah P plati vztah (3).

Je zfejmé, Ze tvrzeni (3) pro libovolny étyftahelnik neplati. Z pii-
kladu 2 vime, Ze (3) plati pro konvexni tétivovy ¢tyfuhelnik. Plati (3)
jesté pro jinou t¥idu ¢tyfuhelnika? Nejprve zjistime, zda polynom z (3)
nélezi idealu I. Pfi oznaceni jako na obr. 3 dostaneme:

Use R::= Q[x,y,u,v,a,b,c,d,p,t];

Set FullRed;

I:=Ideal((x—a) "24+y~"2—b"2, (x—u) "2+ (y—v)"2—c"2,u"24v"2—
d~2,p—1/2(ay+xv—uy), (16p~2— (a+b+c—d) (a+b—c+d)
(a—b+c+d) (—a+b+c+d))t—1);

NF(1,I);

1
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y D=[u,\]
C=[x,y]

A=[0,0] a B=[a0] X

Obr. 3

Normaélni forma se nerovnd nule, tvrzeni tedy neplati. Uvazujme ideal,
ktery obdrzime, pridame-li k idealu I prvek

16p° — (a+b+c—d)(a+b—c+d)(a—b+c+d)(—a+b+c+d)

a eliminujeme zavisle proménné b, ¢, d, p. Dostavame

Use R::= Q[a,b,c,d,p,x,y,u,v];

I:=Ideal((x—a) 24+y"2—-b"2, (x—uw) "2+ (y—v) "2—c"2,u"24+v"2—
d~2,p—1/2(ay+xv—uy),16p~2— (a+b+c—d) (a+b—c+d) (a—b+c+d)
(—a+b+4c+d));

Elim(b..p,I);

a“3y~2u”2—-2a"2y~2u”3+ay 2u”4—2a"3xyuv+2a”2x" 2yuv+
2a”2y"3uv+2a”2xyu”2v—2ax~2yu~2v—2ay 3u”2v+a“3x"2v 22—
2a”"2x"3v " 2+ax"4vT2—-2a"2xy"2v_2+2ax"2y " 2v 2+ayT4vT2—
2a”2y~2uv~2+42ay 2u”2v 2+2a"2xyv 3—2ax"2yv~3—2ay 3v~3+
ay~2v~4

Rozklad vysledného polynomu ma tvar a(—ayu+yu2 +azv—z2v—y2v+
+ yv?)%. Odtud plyne chybéjici predpoklad

—ayu + yu® + azv — 22 — o+ 2 =0. (5)

Pfipomerime, Ze relace (5) je nutnd a postacujici podminka pro to, aby
body A, B,C, D lezely na kruzmici, viz [1, s. 414]. Dopliime chybéjici
predpoklad (5) a ovéfme, zda je tvrzeni pravdivé:

Use R::= Q[x,y,u,v,a,b,c,d,p,t];

Set FullRed;

I:=Ideal((x—a) 24+y"2—-b"2, (x—u) "2+ (y—v) "2—c"2,u"2+v"2—
d°2,p—1/2(ay+xv—uy) , —ayut+yu~2+axv—x"2v—y " 2v+yv"2,
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(16p~2—(a+b+c—d) (a+b—c+d) (a—b+c+d) (—a+b+c+d))t—1);
NF(1,1);

1

Normalni forma opét neni rovna nule a tvrzeni neplati. Mohl by totiz
nastat pripad, kdy ¢tyfuhelnik sdm sebe protina a platila by druha pod-
minka v (4). Pfedchozi postup tedy doplnime:

Use R::= Q[x,y,u,v,a,b,c,d,p,z,t];
I:=Ideal((x—a)"24+y~"2—b"2, (x—u) "2+ (y—v)"2—c"2,u"24v"2—
d~2,p—1/2(ay+xv—uy) , —ayut+yu"2+axv—x"2v—y " 2v+yv"_2,
(16p~2+(a+b+c+d) (a+b—c—d) (a—b—c+d) (a—b+c—d))z—1,
(16p~2—(a+b+c—d) (a+b—c+d) (a—b+c+d) (—a+b+c+d))t—1);
NF(1,1);

0

Nyni tvrzeni plati. Ukdzali jsme, Ze (3) z pfikladu 3 plati za pfedpokladu,
ze Ctyftuhelnik ABCD je tétivovy a sdm sebe neprotina.
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VYUKA PRAVDEPODOBNOSTI POMOCI
SOFTWARE MAPLE

Vladimira Petraskova

Abstrakt

V predlozeném cldnku je uvedena ukdzkovd hodina semindie z pravdépodob-
nosti s vyuzitim matematického software MAPLE. Je zde teseno nékolik pri-
kladi a v prubéhu Tesent je vidy upozornéno na vhodnost uziti tohoto programu.
Na dangch prikladech wvidime, Ze samotny software by studentovi pri Tesent
problému nestacil. Nejdrive must totiz danou ulohu matematizovat, a to s pri-
spénim svych znalosti z teorie pravdépodobnosti. Poté nadsleduje vyuZiti znalosti
z ostatnich matematickych disciplin, jako je matematickd analyza a linedrni al-
gebra.

Pravdépodobnost nepatii mezi oblibené predméty nejen u studentt
na stfedni skole, kde se ucitel soustfeduje predevsim na klasickou prav-
dépodobnost a vyuziva opét neoblibenou kombinatoriku, ale i u student
na vysoké skole. Pfi vyuce pfedmétu jako je matematicka analyza, line-
arni algebra nebo geometrie student pii feSeni daného problému vétsinou
nemad potize. Dostane-li za kol najit primitivni funkci k dané funkci,
nalézt feseni diferencialni rovnice, popf. najit inverzni matici, a ma pri-
slusné teoretické znalosti, zvlada vse bez vétsich problémd. Pokud mu
date k dispozici jesté matematicky software, bude nadmiru spokojen.
V teorii pravdépodobnosti tomu tak neni, nebot tato disciplina vyzaduje
specifické mysleni. Student mize mit slusny teoreticky zaklad, mize mit
k dispozici matematicky software, ale feSeni se dobrat nemusi. Podstatou
netspéchu je vétsinou ,neschopnost®* problém matematizovat.

V tomto ¢lanku uvedeme feseni dvou pfikladt z oblasti pravdépo-
dobnosti za pomoci programu MAPLE.

Tato préace je podpofena grantem MSM 124100006
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Priklad 1 Na trhu jsou dva typy soucastek za stejnou cenu. Doba Zi-
votnosti X7 prvniho typu soucastek ma hustotu

filx)=e™® x>0

=0 <0

(1)

Doba zivotnosti X5 druhého typu soucastek ma hustotu

fa(2)=2-e72" >0
=0 <0

Pro jaky typ soucastky se rozhodnete?

Reseni:

V praxi, pfi vybéru né€jakého druhu zbozi, bychom se ve vétsiné piipa-
dech fidili cenou. Vzhledem k tomu, Ze v nasem pfipadé cena u obou
vyrobkd je stejna, musime zvolit jiné kriterium. Zda se rozhodneme pro
prvni nebo druhy typ soucastky, uré¢ime podle stfedni doby Zivotnosti
jednotlivych typi, tzn. vybereme tu soucastku, kterd ma tuto dobu delsi.
Vzhledem k tomu, ze doby zivotnosti X7, Xo jsou ndhodné veli¢iny spo-
jitého typu, plati

EXl/OOO:c~f1(x)dx/Ooox~e_”d:v (3)

EXQ:/Oox-fg(m)da::/ooxﬂe_%dm. (4)
0 0

Integraly (3) a (4) bychom pocitali metodou per partes. Studenti maji
v8ak k dispozici matematicky software, tudiz pfi vypocCtu obou integrala
ho pouziji:

int (x*exp(—x) ,x=0..infinity); 1
int (2#x*exp(—2#x) ,x=0..infinity); 1/2

7Z vy$e uvedeného vidime, ze budeme volit prvni typ soudastky, nebot
mé delsi stfedni dobu Zivotnosti. Vypoctem integrala (3) a (4) by se
student nemusel zabyvat, kdyby si uvédomil, ze doba zivotnosti X; se
fidi exponencidlnim rozdélenim se stfedni hodnotou rovnou jedné a doba
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zivotnosti X, se fidi exponencidlnim rozdélenim se stfedni hodnotou
rovnou jedné poloviné.

Priklad 2 Z technickych udaji dvou davkovaci lze zjistit, Ze odchylka
X3 v davkéach prvniho davkovace mé hustotu

1

filx)==ze™™ x>0
: (5)
1
= Eew <0

Odchylka X5 v davkach druhého davkovace méa hustotu

1 2z
=—c z<0
5 <
Ktery davkovac je lepsi?

Resent

Pfi rozhodovani o kvalité davkovace se budeme opirat tentokrat o jinou
charakteristiku ndhodné veli¢iny nez v prikladé 1, kde jsme vychézeli
z charakteristiky polohy, a to konkrétné ze stfedni hodnoty. Nyni budeme
vychézet z charakteristiky variability, a to rozptylu. Pro lepsi predstavi-
vost si v MAPLE znazornime grafy hustot obou nahodnych veli¢in Xi,
Xo.

w:=proc(x) if x<0 then (1/2)*exp(x) else (1/2)*exp(—x)
fi end;
plot(w,—5..5);

w:=proc(x) if x<0 then exp(2*x) else exp(—2*x) fi end;
plot(w,—4..4);

Z obr. 1 a z obr. 2 vidime, ze hustoty obou veli¢in X7, X5 jsou
symetrické kolem nuly, tzn. EX; = EXs = 0. Mizeme tedy konstatovat,
ze ani jeden davkovac nemé systematickou odchylku, tudiz kriteriem pro
rozhodovani bude rozptyl. Davkovaé, jehoz odchylky v davkach budou
mit mensi rozptyl, bude tedy lepsi.
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14

Obr. 1 hustota ndhodné veli¢iny X; Obr. 2 hustota ndhodné veli¢iny X5

Pii vypoctu budeme vychézet ze vztahu
var X = EX? — (EX)? (7)

Vzhledem k tomu, ze obé ndhodné veli¢iny maji nulovou stfedni hodnotu
a jejich hustoty jsou sudé funkce, plati

0 o o]
1 1 1
var X3 :/ x2-§-e“dx+/ x2-§-e_”da::2/ x2-§-e_”da: (8)
0 0

— 00

0 o] o]
var Xo = / x? - e* dx —|—/ 22 e dr = 2/ 22 e dr  (9)
0 0

— 00

Pfi vypoétu (8) a (9) studenti opét pouziji program MAPLE:

int (x*x*exp(—x),x=0..infinity); 2
int (2#x*x*exp (—2#x) ,x=0..infinity); 1/2

Z vysledkt je jasné, ze se rozhodneme pro druhy dévkovac, nebot
pracuje presnéji.

V soucasné dobé se vede neustale diskuse, jaké je role pocitace ve
vyuce matematiky.

Privrzenci matematickych programi se domnivaji, ze studenti jsou
zbyteéné zahlcovani teorii a snazi se ji zatlac¢it do pozadi. Naopak ,,0d-
plrci® pocitacové vyuky poukazuji na bezmyslenkovité pouzivani téchto
programu, které vede studenty k presvédceni, Ze vse se da algoritmizovat.
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Vyse uvedené priklady jsou dokladem toho, Ze matematické programy
mohou feSeni daného problému studentovi ulehcit, avsak bez znalosti
prislusné teorie se student neobejde.

LITERATURA
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SYMETRIE V MATEMATICE DETI MLADSIHO
SKOLNIHO VEKU

Sarka Péchouckova

Na pocatku 90. let byl v Nizozemi, v Némecku a Svycarsku provadén
vyzkum, ve kterém zaci na zacatku prvniho stupné plnili test pfipraveny
ve Freudenthalové institutu. Hlavni cile vyzkumu byly:

1. zjistit, jaké jsou matematické schopnosti déti na zacatku prvniho
stupné

2. ovérit, zda odpovidaji realité nazory expertd na tyto schopnosti

Na tento vyzkum navézal ve skolnim roce 1994-95 vyzkum aritme-
tickych kompetenci Sestiletych zakt u nas pod vedenim prof. F. Kufiny,
dr. M. Tiché a dr. A. Hospesové. Jednou ze Sesti tloh predlozenych dé-
tem bylo vybarvit 9 kolecek z pripravenych 20 kolecek ve ¢tyfech radach
po péti. Podle zadani patfi tato tloha k aritmetickym tloham. Jeji fe-
Seni vSak ukézalo, Ze se zde projevily geometrické schopnosti déti. Ty
vénovaly pozornost také grafické apravé, coz se nejvice projevilo snahou
po ziskani soumérného obrazce (obr. 1, 2).
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Obr. 1 Vybarvi 9 kolecek Obr. 2 Néktera feseni
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Tento aritmeticky test byl pod vedenim stejného kolektivu doplnén
vyzkumem Sestiletych déti zaméfenym na geometrické schopnosti. Jeden
tkol obsahoval schématicky nakreslenou ,polovinu“ postavy. Otazkou
bylo, zda kresba vyvola v détech myslenku symetrie. Toto ocekavani se
splnilo. Ukazalo se, ze prviackové maji rozvinuty smysl pro primérni
symetrii. Maji tedy zakladni predstavu o symetrii, jednoduse feéeno ,,co
je napravo, musi byt také nalevo“. Neni tim samoziejmé myslena syme-
trie v exaktnim geometrickém vyznamu, protoze ani v realném zivoté se
symetrie nevyskytuje v ¢isté podobé (obr. 3).

s

L

Obr. 3 Dokon¢i obrazek Obr. 4 Stavba z krychli

Smysl pro symetrické usporadani prvki se projevuje také v manipu-
lativni ¢innosti déti mladsiho skolniho véku. Potvrzuje to také sonda,
kterou jsem v zari 2001 zadala zakdm prvnich tfid jedné plzenské za-
kladni skoly.

Na koberci byla postavena ¢ast stavby z krychli (obr. 4). Ukolem déti
bylo stavbu dokonéit. Kazdé dité meélo k dispozici 15 kostek, nemuselo
vS8ak vSechny pouzit. Kostky mohli zaci pridéavat nebo ubirat. Pti pl-
néni tkolu jsem sledovala, zda se u déti vyvola myslenka symetrie. Na
vzniklych stavbach bylo mozné pozorovat celou skalu odchylek od doko-
nalé symetrie, ktera byla podminéna pouzitym materidlem — kostkami,
pfes drobné odchylky az k vyrazné asymetrii. Vétsina déti vsak vytvorila
symetrické stavby.
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Tento smysl pro symetrii je tfeba vyuzit i pfi dalsim rozvijeni pojmu.
Se symetrii se u nas v matematice setkavaji déti jiz v prvnich letech skolni
dochéazky. S osou soumérnosti pracuji pouze intuitivné na zakladé ma-
nipulace, vybarvovani, dokreslovani a vystfihovani. Déti mohou chéapat
symetrické tvary ¢i obrazky jako tvary ¢i obrazky, které vypadaji ,,rovno-
vazné“. Tedy dvé poloviny téchto véci vypadaji ,,stejné“. Tvorba tvart,
které jsou v ,rovnovaze“, je pro déti fascinujici hrou, jez m4 spoustu va-
riant a vede k praktickému porozumeéni jednomu z nejdilezitéjsich pojmi
matematiky, tj. myslenky symetrie.

Do véku asi sedmi let déti nerozeznavaji ,vlevo“ od ,vpravo“ zcela
jisté. To je pochopitelné, protoze to zavisi na thlu pohledu pozoro-
véni. Pravé tvorba symetrickych tvari pomaha détem rozliSovat pojmy
Lpravy“ a ,levy“. Napf. boty a rukavice maji tuto symetrickou ,spoji-
tost“ a je tfeba jeden z ¢lend paru rozeznat jako ,pravy“ a druhy jako
Hlevy«.

Rozvoj symetrickych pfedstav probihd v matematice na prvnim stu-
pni v nékolika etapach. Nejdrive se déti seznamuji s osovou soumérnosti
pomoci manipulativni ¢innosti (umistuji stejné predméty tak, aby byly
osové soumérné podle zvolené pfimky) nebo vystfihovanim (vytvafeji
rizné tvary vystfihovanim listu papiru pfelozeného podle osy). Poté déti
pracuji se ¢tvercovou siti a dokresluji podle osy soumérnosti urcité vzory
nebo obrazky. Po zvladnuti tohoto ukolu pak déti vytvareji samy sou-
mérny obraz podle zadaného vzoru, ne vSak pfesnym rysovanim, nybrz
pouhym kreslenim. Rozhoduji také, které utvary jsou soumérné podle
osy. Spravné feSeni je vSak tfeba kontrolovat manipulativni ¢innosti.
Idealni pomiickou je zrcatko MIRA, které se vSak na nasich skolach ne-
vyskytuje prili§ ¢asto. V nékterych pripadech je mizeme nahradit rovin-
nym zrcatkem nebo vyuzit ,prekladani“ tvard z papiru. Vzdy je vsak
tfeba vychazet z praktickych zkuSenosti déti a k porozuméni symetrie
vyuzivat praktické ¢innosti.
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KONSTRUKCNI ULOHY V MATEMATICE
NA GYMNAZIU

Eva Pomykalova

Prispévek vychazi z vlastnich zkuSenosti z vyuky geometrie na gym-
naziu a navazuje na ptispévek Konstrukéni tilohy na zakladni kole (ZS)
a niz§im gymnéziu (NG) pfedneseny na konferenci o vjuce matematiky
11-15 letych zédkd na podzim 2001 v Litomysli.

Klasickou geometrii probiraji studenti na gymnéziu ve dvou téma-
tickych celcich — planimetrii a stereometrii. Hodinova dotace pro kazdy
z téchto celkil je v lepsim pifipadé asi 30 hodin. Vzhledem k celkovému
poctu hodin gymnazidlni matematiky to neni mnoho — pi#i hodinové do-
taci 3+ 3+ 34 3 je to asi 12 procent. Pfitom je v tomto poctu zahrnuta
i ,,poCetni geometrie“, tj. vypocty obvodd a obsahi rovinnych obrazci,
resp. povrchi a objemu téles.

S pocetnimi tlohami nemivaji studenti ani ucitelé témér zadné pro-
blémy — studenti vystaci s metodou , VSV (,vyber spravny vzorec*),
pro ucitele je vyklad uciva i provéfovani védomosti a jejich hodnoceni
snadnéjsi. A méné ,prijemna“ konstrukéni geometrie je pak casto na
okraji zdjmu nejen studentti, ale bohuzel i ucitelid. Pritom pravé kon-
strukéni geometrie by méla byt stézejni ¢asti uciva planimetrie — vzdyt
pravé geometrické konstrukce ukazuji, jak teoretické poznatky z geome-
trie prakticky vyuzit.

Na ZS, zejména na prvnim stupni, prolinaji (planimetrické) kon-
strukéni tlohy veskerym geometrickym ucivem, zak si osvojuje dovednost
Fesit konstrukéni tlohy postupné, pfiméfené véku. V osmém roc¢niku (na
NG v tercii) jde pak o souvisly tématicky celek, kde se jiz zmini jednot-
livé ¢asti konstrukéni tlohy: Zaci se nauci provadét rozbor, konstrukci
(popis konstrukce + grafické provedeni) a ovéfeni spravnosti (zkousku).
Diskuse se vétsinou omezi na uvedeni poctu feSeni — fesi se vesmés nepa-
rametrické tlohy. Zakladni metodou feSeni konstrukénich tloh je metoda
mnozin bodfi dané vlastnosti. Ani na ZS ale nebyva konstrukéni geome-
trii vénovana potfebné pozornost.
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Na gymnaziu by mélo v planimetrii jit o prohloubeni dovednosti fe-
§it konstrukéni ilohy — rozliSeni polohovych a nepolohovych tloh, feseni
uloh s parametry, pouziti nejen metody mnozin bodt dané vlastnosti,
ale i metody zobrazeni a metody vypoétu. Stejné jako na ZS jde i tady
o konstrukéni tlohy fesené pouzitim eukleidovskych konstrukénich pro-
stfedku — pravitka a kruzitka.

Ani studenti, ani ucitelé vSak nebyvaji na feSeni konstrukénich tloh
dobfe pripraveni. U uéitelii je nezbytna dikladnad a to nejen odborna,
ale i didaktickd vybavenost. Studenti by méli mit za sebou fadnou ge-
ometrickou priipravu ze ZS. Jiz tam by si méli osvojit pomérné znaéné
mnozstvi geometrickych predstav, poznatkt a pojmu, zdklady geomet-
rické terminologie a frazeologie.

I kdyz lze vyslovit obecné zasady pro feseni konstrukcnich tloh,
je v podstaté nemozné jejich feSeni algoritmizovat. Témér kazda kon-
strukéni tiloha je novym problémem, vyzadujicim vlastni feseni. K tomu,
aby byli studenti pfi hledani feSeni konstrukéni tlohy tispésni, je tfeba,
aby v prvé fadé védéli, co znamena ,fesit konstrukéni tlohu“: z danych
geometrickych utvart sestrojit geometrické utvary spliujici dané pod-
minky. Déle je nezbytné nutné, aby:

e pochopili obsah a vyznam vSech étyt ¢asti konstrukéni tlohy (roz-
bor, konstrukee, diikaz, diskuse)

e pochopili princip jednotlivych metod fesSeni konstrukénich tloh
(metody mnozin bodt dané vlastnosti, algebraické metody, me-
tody zobrazeni) a moznost jejich kombinovani

e aktivné zvladli zdkladni mnoziny bodt dané vlastnosti, shodnd
a podobné zobrazeni

e ujasnili si rozdil mezi polohovou a nepolohovou tlohou
e dikladné si osvojili zakladni konstrukce

Obtiznost konstrukénich tloh by méla gradovat. Je vhodné zacit tlo-
hami s jednim nezndmym bodem — z tohoto divodu je mozna vhod-
néjsi zacit lohami na konstrukci kruznic a teprve pak reSit tlohy na
konstrukci trojuhelnikid a ¢tyfthelnikd. Jednodussi jsou tlohy polohové
a neparametrické. Snazsi pro studenty je pouziti metody mnozin bodu
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dané vlastnosti nez pouziti metody zobrazeni, mozna proto, Ze takto fe-
sili tlohy jiz na zakladni skole. Je vhodné metody Feseni kombinovat,
je-li mozné, hledat i vice zptisobil feSeni jedné a téze tilohy.

Nejdulezitéjsi ¢asti feseni konstrukéni tlohy je rozbor (analyza tlo-
hy). M4 vsak smysl pouze u takové tlohy, kterou studenti neumi oka-
mzité vyresit. Je tfeba zduraznit, jak rozbor provadét: ,chytrak zacina
na konci, hlupék konéi na zacatku“. V rozboru predpokladame, ze tloha
ma aspon jedno feSeni a toto predpokladané feSeni si na¢rtneme, vyzna-
¢ime v ném dané prvky, uvédomime si neznamé body a hledame nutné
podminky, jimz musi nezndmé body vyhovovat. Vysledkem rozboru by
mél byt nikoli popis konstrukce, ale zapis podminek pro hledané body.

Konstrukce vyplyva z nalezenych podminek pro hledané body. Je to
vlastné plan postupu, podle néjz se realizuje pripadné grafické provedeni.
Vzdy vychazime od danych prvkl a konc¢ime hledanym ttvarem. Pouzi-
vana geometrickd symbolika by méla byt v souladu s Nazvy a znackami
skolské matematiky.

Dtkaz konstrukce je ovéfenim, zda nalezeny utvar ma vlastnosti
pozadované v zadani tlohy. Pokud fesime tlohu metodou mnozin bodu
dané vlastnosti, je ditkaz obsazen v rozboru.

Diskuse se provadi jen v tlohach s parametry. Probirame jednot-
livé kroky konstrukce a zkoumame, kdy a ke kolika riznym vysledkim
tyto dil¢i konstrukce vedou. Je vyhodné kreslit si nac¢rty pro jednotlivé
pripady, pripadné shrnout vysledek diskuse v tabulce.

Provedeni vSech ¢ty ¢asti feseni konstrukéni tlohy je zna¢né casoveé
naroc¢né — pri uplném vyreseni kazdé tlohy by se studenti seznamili jen
s malym poctem tuloh. Jesté dulezitéjsi je aspekt psychologicky — stu-
denti nemaji radi stereotyp, maji radi zménu. Dukaz a diskuse jsou navic
,prilohy*, které studenty znechucuji, vétSina jim i mélo rozumi. Neni
proto vhodné nutit studenty, aby pii feSeni postupovali pfesné podle
uvedeného schématu, cennéjsi je, pokud se budou s tlohami potykat
samostatné. U vétsiny konstrukénich dloh tplné postaci rozbor, resp.
naznak postupu u konstrukce, v tlohach s parametry jen fesSeni urci-
tého specidlniho pripadu. Studenti by si vzdy méli byt védomi toho,
kdy fesi tlohu uplné a kdy jen naznakové. Budou se jisté dopoustét celé
fady chyb. Vzhledem k naroc¢nosti tématu je tfeba tyto chyby posuzo-
vat shovivavéji nez chyby v aritmetickych nebo algebraickych operacich.
Naopak je vhodné vyzvednout kazdy projev samostatnosti a tvorivého
mysleni.



254 Eva Pomykalova

Reseni konstrukénich tloh ma i v soucasné dobé ve stiedoskolské
matematice sviij nezastupitelny vyznam — u¢i umeéni ,divat se*, prispiva
k rozvoji logického mysleni, k systemati¢nosti, vynalézavosti, uc¢i analy-
zovat problémy, vede k peclivému vyfeseni problému, ovéreni a vySetfeni
vSech moznosti; muze tak prispivat k zadoucimu rozvijeni kreativity.
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K PROBLEMATICE PISEMNYCH TESTU
7Z MATEMATIKY PRI STATNICH MATURITACH

Otakar Prachar

Abstrakt

Prispévek vychdzi z neuspokojivé urovné znalosti matematiky u soucasnych
absolventi strednich skol a maznacuje cesty k lepsi pripravé uchazecu o stu-
dium na vysokych skoldch technickijch. Resi problém tvorby pisemnych didak-
tickych testu, diskutuje vhodnost uzavrengych a otevienych testovych uloh riz-
nych typd pri statnich maturitdch z hlediska ziskdvdni objektivniho posouzeni
urouvné osvojenych schopnosti, znalosti a dovednosti v matematice. Uvddi ndvrh
struktury statni casti maturitni zkousky a ukdzku pisemného testu z matema-
tiky.

V poslednich letech stale ve vétsi mife pfichazeji na vysoké skoly
technického zaméfeni absolventi stfednich skol neuspokojivé pripraveni
z matematiky. Vysledky pfijimacich zkousek z matematiky, vysledky
a nasledné rozbory vstupnich diagnostickych testd z predpokladanych
znalosti a dovednosti ke studiu matematickych disciplin na vysoké skole
technického zaméreni, jakoz i pribézné sledovani a vysledky kontrol-
nich testi ukazuji na rozdilnou pfipravenost studentti z riznych typt
stfednich kol a celkové na nizsi Groven znalosti stfedoskolské matema-
tiky. Zavaznym nedostatkem je, Ze u vétsSiny absolventl stfedni skoly
neni rozvinuta schopnost efektivné se uc¢it z ucebnice, ¢ist s porozumé-
nim matematicky text, samostatné fesit ilohy a matematicky formulovat
feseni jednoduchych problémi. Jejich studijni styl je mélo i¢inny, samo-
statné studium jim ¢ini nepfekonatelné potize. O pripravenosti k tvofivé
¢innosti nemtze byt ani feci. Chybi jim vytrvalost a volni vlastnosti
k prekonavani prekazek.
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Absolventi stfednich Skol nemaji trvalé znalosti zakladnich pojm,
maji obtize pii uplatiiovani riznorodych matematickych metod i pfi fe-
Seni slovnich tloh. Nejsnaze se vyrovnavaji s jednoduchymi tlohami,
které lze fesit mechanicky podle znamych algoritmiti. Tyto nedostatky
potvrzuji i vysledky sond Maturant. Netspésnost stFfedoskolskych stu-
dentl v téchto testech je alarmujici. Rada absolvent® st¥edni skoly si
nedovede bezchybné poradit s tlohami typu:

e Pro jakd x € R je |z| < 07

e Rozlozte v souéin mnohoélen z3 — 22% + x — 2.

e Pro kterd z € R je hodnota cosx > 17

e ProkterAz € Rje 2 +2+1> 07

e Pro kterd z € R je logax < 17

e Je rovnice x = 2 rovnici pfimky? Jakou méa polohu?
e Je pro z € (0;1) vétsi 22 nez x?

e Je rovnice 22 + y? 4+ 1 = 0 rovnici kruZnice?

e Vseobecnd zdravotni pojistovna doplacela na 1ék 80 % jeho ceny.
Poté cena léku stoupla o 10 %, pojistovna vsak bude doplacet
jen stejnou castku jako drive. Na kolik procent tim poklesl jeji
prispévek? Vysledek zdivodnéte vypoctem a zaokrouhlete na cela
procenta.

Ucitelé matematiky na vysoké skole nemohou zacelovat mezery ve
znalostech stéZejnich témat stfedoskolské matematiky potrebnych ke stu-
diu vysokoskolské matematiky. Praci na vysokych skolach stézuji nejen
neuspokojivé znalosti stfedoskolské matematiky, ale i okolnost, ze stu-
denti nejsou zvykli soustavné studovat a neuméji racionalné studovat,
coz se projevuje v dosahovanych studijnich vysledcich.

U ¢&tvrtiny student neni vyjimkou pouze 20% tspésnost v pisem-
nych kontrolnich pracich. P¥ipravu uchazeci o vysokoskolské studium je
tfeba zlepsit, aby bylo mozno neustale zkvalitiiovat roven vzdélavani
na vysokych skolach.

Jak zkvalitnit pripravu stfedoskoldk na vysokoskolské studium a po-
stupné zvySovat pocet pfijimanych uchazect o studium na vysokych sko-
lach, ktefi budou schopni tspésné studovat?
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a)

Predevsim je nutné urcit, do jaké hloubky a jak podrobné se maji
probirat jednotliva témata s ohledem na vymezeny Cas predmétu
v programu studia. Je tfeba odliSovat zdkladni uc¢ivo od uciva do-
pliujiciho a informativniho, vytadit druhotadé ucivo, které nema
zasadni vyznam, aby urcujici podstatné uc¢ivo bylo mnohem vyraz-
négjsi. Je zddouci soustiedit pozornost studentti na hlavni podstatné
ucivo, klast duraz na dokonalé pochopeni a trvalé osvojeni kli¢o-
vych pojmu, zdkond a teorii oboru, na uméni samostatné ziska-
vat védomosti, uzivat je, osvojit si dovednosti, rozvijet schopnost
spravného usuzovani a dokazovani, rozvijet tvircéi schopnosti pfi
FeSeni novych nestandardnich ukolt.

Je tfeba ve vétsi mife zafazovat samostatnou préaci studenta, ucit
studenty vyhledavat a nachazet odpovédi na ulozené otazky a tiko-
ly, poskytovat jim odstupnovanou pomoc podle studijnich predpo-
kladd a vysledki.

Zavést narocné statni maturity k ziskdni objektivniho hodnoceni
znalosti, dovednosti a schopnosti absolventti SS, coZ umozni na
nékterych vysokych skolach upustit od prijimacich zkousek.

U vsech uchazecii o studium na VS technickych a ekonomickych vy-
zadovat tspésné vykonani maturitni zkousky z matematiky, p¥ip.
i z fyziky.

Pro skuteéné zajemce o studium na vysoké skole, ktefi v maturitni
zkousce nedosahli dobrych vysledkt, prip. neuspéli u prijimacich
zkousek na zvolenou VS, organizovat celoro¢ni piipravné kurzy
s cilem dosdhnout pozadovanych vstupnich znalosti a schopnosti
pro studium vysokoskolské matematiky.

Navrhovana opatieni by motivovala studenty k vétSimu studijnimu
asili, k vykonani maturitni zkousky s velmi dobrym prospéchem a zaro-
ven k vytvoreni predpokladt pro prijeti ke studiu na zvolenou vysokou

skolu.

Planovana reforma $kolstvi formulovand v tzv. Bilé knize pfedpo-
klada zavedeni statni ¢asti maturity vedle ¢asti skolni. V Katalogu ci-
lovych pozadavk® pro maturitni pfedméty jsou formulovany pozadavky
na Uspésné slozeni této Casti maturity, které jsou v souladu s koncepci,
cilem a obsahem vzdélavani na stfednich skolach. Néstrojem k ovéfovani
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kompetenci zéka, ke zjistovani, zda vytycenych specifickych ciléi bylo do-
sazeno, maji byt pisemné didaktické testy, jimiz se zjistuji pouze nékteré
vybrané znalosti a dovednosti zakd. Tvlrci maturitnich testti v sondach
Maturant preferuji uzaviené testové tlohy rtznych typia (tlohy s vy-
bérem nabidnutych odpovédi, tlohy pfifazovaci nebo uspotradaci) pied
otevfenymi tlohami, v nichz Zak sdm tvoii odpovéd, kterd miize byt
stru¢na nebo rozsahla. Duvodem je naro¢nost objektivniho vyhodnoco-
vani.

Polozme si otazku: ,,Mohou takto konstruované ovérovaci testy podat
objektivni obraz o Grovni osvojenych znalosti a dovednosti v konkrétnim
predmétu maturitni zkousky?«

Vyuéovani matematice na SS mé za tkol rozvijet v zacich aktivni
a tvorivé porozumeéni kvantitativnim nebo prostorovym vztahim, rozvi-
jet abstraktni mysleni, logické usuzovani a presné vyjadrovani. Maturitni
zkouska by tedy méla hodnotit troven rozvoje schopnosti chapat kvan-
titativni a prostorové vztahy, porozumét souvislostem, fesit problémy,
matematizovat realné situace, uzivat geometrické predstavivosti v kon-
krétnich situacich, ziskavat, zpracovavat a uzivat informaci, vyuzivat
vypocetni techniky.

Pisemny test pouze s uzavienymi tlohami s nabidkou odpovédi ne-
miize poskytnout objektivni hodnoceni Grovné osvojenych matematic-
kych schopnosti, znalosti a dovednosti. Dokonalejsi obraz ziskame praveé
zafazenim otevienych tloh, pfi jejichz FeSeni zdk sam tvori odpovéd,
matematizuje danou situaci, voli vhodnou strategii feSeni a provadi dis-
kusi feSeni apod. V testu pouze s uzavienymi tlohami je pomérné vy-
soka pravdépodobnost, ze Tesitel ndhodné vybere z nabizenych odpovédi
spravnou, aniz by dlohu fesil. Tim je zna¢né zkresleno hodnoceni tirovné
znalosti a dovednosti zkouseného studenta.

Maturita je zavérecnou, velmi dilezitou a naro¢nou stiedoskolskou
zkouskou, pfi niz bychom neméli upfednostriovat formu testu umoz-
nujici snadnéjsi zpiisob zpracovani vysledku pred formou, ktera zajisti
komplexnéjsi hodnoceni dosazeni cilovych pozadavkt. I pfi statni ¢asti
maturitni zkousky je tfeba pozadovat osvojeni objemu strukturovanych
poznatkt (odborné védomosti, terminologii a symboliku), ovladnuti ma-
tematickych ¢innosti (dovednosti, metody feSeni, algoritmy), ale hlavné
zpusobilosti k samostatné tvircéi praci, k aplikovani osvojenych védo-
mosti a dovednosti pfi feseni konkrétnich problémil a jejich pfenos na
feSeni loh i z jinych oblasti spolecenské praxe.
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Mam za to, Zze uz od pocatku zavadéni statni ¢asti maturitni zkousky

z matematiky by pisemny test mél obsahovat

a) uzaviené dlohy s vybérovou odpovédi k ovéfovani pochopeni z-

kladnich matematickych pojmii a znalosti jejich definic,

b) oteviené tlohy s tvofenou stru¢nou odpovédi ve formé slova, ¢isla,
symbolu a grafu k ovéfovani Grovné osvojenych védomosti a do-
vednosti, schopnosti kombinace algebraického a geometrického pti-

stupu,

¢) tlohy vyZzadujici volbu vhodné strategie feSeni a provedeni dis-
kuse feseni, lohy vyzadujici matematickou formulaci konkrétniho
problému, jeho feSeni a zdivodnéni k zjisténi schopnosti aplikace
ziskanych znalosti a dovednosti pfi propojovani matematickych po-

znatkt s poznatky jinych predméti.

Na zavér uvedme ukdzku struktury navrhovaného pisemného testu

z matematiky pro statni ¢ast maturitni zkousky.

CAsT A

U kazdé tlohy je jedind spravna odpovéd. Vyberte ji a zakrouzkujte ji.

Piiklad 1
Definiénim oborem funkce f:y = /4 — |z] je
(A) < —4;0> (B)< 44> (C)<0;4> (D)0

Priklad 2
Pro jaky zdklad z plati log, 4 = —2

(A) neexistuje (B) 2 (C) -2 (D)

DN =

Priklad 3
Rovnice z2 + 3% — 42 = 5 je rovnici
(A) elipsy (B) kruznice (C) paraboly (D) ptimky

CAsT B
Zadané ulohy vyreste a vysledek zapiste

Priklad 1

2
=3z +2
Upravte vyraz Tosrta

2 — 22

a uvedte, pro kterd z € R m4 smysl.
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Priklad 2

Urcete mnozinu téch = € R, pro ktera plati
a) 3 <1 c) logiz>0
b) log,z <0 d) |[x—1]<3

Priklad 3
Nacrtnéte graf funkce

a) y=2x—1 c) y= 1
. P r—2
b) y = cotgx v intervalu (*5,5) d) y:12+2x
Cist C

Priklad 1
Reste rovnici 22 + 2(a — 4)z + a® + 6a = 0 s nezndmou x a parametrem
a, kde x, a jsou realns cisla.

Priklad 2
Reste v R rovnici log(x + 1) +log(z — 1) — log(x — 2) = log 8 a provedte
zkousku.

CisT D

Reste slovni tlohu:

Osobni auto ujede jeden km o 50 sekund dfive nez nakladni auto. Za dveé
hodiny urazi osobni auto o 100 km delsi drahu. Jaké jsou rychlosti obou
vozidel?

Jisté tato struktura pisemného testu je z hlediska jeho vyhodnoco-
véni podstatné naro¢néjsi a neumoznuje snadné pocitacové zpracovani ve
velmi kratkém cCase. Ale pfi opravovani testi vyskolenym tymem odbor-
nikd podle jednoznacnych a velmi podrobnych instrukci Ize dosdhnout
objektivniho vyhodnoceni testii v prijatelném case.

Statni ¢ast maturity by se mohla konat v uréenych stfediscich v jed-
notlivych krajich za dozoru vybranych nezavislych pracovniki ze stied-
nich skol, nematurujicich studentid a studentt z vysokych skol. Tento
kolektiv by zarovenn mohl realizovat vyhodnocovani testt.
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MODELOVANI TROJROZMERNYCH OBJEKTU
ANEB CESTA Z 3D DO 2D A ZPET

Filip Roubicek

Ve vyucCovani geometrii, ktera je povazovana za nejkonkrétnéjsi a s re-
alitou nejvice spjatou ¢ast matematiky, predstavuje modelovani jednu
z charakteristickych metod poznavani. Modelovani zahrnuje rizné ¢in-
nosti, pfi kterych jsou vytvareny nebo pouzivany modely. Modelem
obecné rozumime materidlni prostfedek znakové reprezentace objektu
nebo jevu.

7 hlediska uzitych prostredka rozliSujeme jak ve stereometrii, tak
v planimetrii dva zékladni typy modelovani: dvojrozmérné (dale jen 2D)
a trojrozmérné (déle jen 3D). Modelovani typu 2D zahrnuje ¢innosti,
které souviseji s rysovanim nebo kreslenim, pfipadné s vytvarenim ob-
razu na pocitaci nebo pomoci projekce. Modelovani typu 3D predstavuje
¢innosti, které jsou spojeny s vytvarenim nebo pouzivanim riaznych pred-
meétnych nebo materiadlnich modelt. Vétsinu modelt bézné uzivanych ve
vyucovani geometrii lze vnimat zrakem — fikame, ze jsou vizualni. V pfi-
padé 3D modelt je mozné i hmatové vniméani.

Modelovani je pro porozumeéni geometrii (zejména na zdkladni skole)
velice dilezité. Vétsina didaktikd se shoduje v tom, ze axiomatické bu-
dovani geometrie nepatii na zakladni ani stredni skolu a Ze je nutné vy-
chazet z praktickych zkuSenosti zak. Uvazime-li, Ze prvni geometrické
zkusSenosti ziskavaji zaci pfi kontaktu s redlnym prostorem, dospéjeme
k zavéru, ze zkuSenosti zak jsou blize stereometrii nez planimetrii. Tento
poznatek vSak nebyva ve vyucovaci praxi prilis casto zohlednovan, spise
naopak — stereometrie je planimetrii vytlacovana.

Existuji pfinejmensim dva davody, pro¢ je planimetrie ve vyuco-
vani geometrii upfednostiiovana pied stereometrii. Prvni z nich vychazi
ziejmé z presvédceni, ze dvojrozmérné modelovani geometrickych ob-
jektt je pro zaky prijatelnéjsi nez trojrozmérné modelovani. Skutec¢nost,
ze geometrické objekty, s nimiz zaci pracuji v ramci planimetrie, jsou
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vétsinou abstraktni, tedy vzdalené jejich zkusenostem, vede k zamysleni
nad tcelnosti tohoto pristupu. Je znamo, Ze vyucovani geometrii, které
se uskutecnuje prevazné prostfednictvim obrazt abstraktnich geometric-
kyjch objektt, neprobouzi u zaku zakladni skoly dostatecné velky zajem.
Tato cesta, prestoze méa své opodstatnéni, postrada potfebnou motivacéni
hodnotu a zaky spise odrazuje od poznavani geometrie.

Druhy dtavod souvisi s prostorovou predstavivosti, tedy schopnosti,
ktera je pro praci s trojrozmérnymi objekty nutnym predpokladem. Fakt,
ze prostorové predstavivosti neni ve skolské geometrii vénovana nalezita
pozornost, svéd¢i o tom, Ze tato otazka nebyla zatim z hlediska jejiho
diagnostikovani a pozitivniho rozvijeni uspokojivé vyfesena a ze zlustava
aktualnim didaktickym problémem. Existuje sice celd fada namét, které
prispivaji k jeho feSeni, ale nedafi se je zavadét v SirSim rozsahu do
vyucovaci praxe.

Namét, ktery predkladam v tomto prispévku, vychéazi z poznatku,
ze optimalni rozvoj prostorové predstavivosti a dalsich stereometrickych
dovednosti lze docilit propojenim 2D a 3D modelovani. Cinnosti, jakymi
jsou napriklad zobrazovani a vytvareni modela trojrozmérnych objekt,
vedou zaky prirozenym zptsobem k objevovani souvislosti mezi stereo-
metrickymi a planimetrickymi poznatky.

Ve vyucovani geometrii pouzivame rtzné vizualni modely, které zpo-
dobriuji geometrické objekty a vztahy mezi nimi a které zpristupnuji ge-
ometrické poznatky. V planimetrii mnohdy vystacime s ryze vizualnimi
modely, tj. modely, které jsou vnimatelné pouze zrakem. Mezi né patii
statické obrazy vytvorené béznymi prostfedky, jako je tuzka a papir,
nebo dynamické obrazy vytvorené pomoci pocitacové grafiky ¢i svételné
projekce. V nékterych pripadech je vSak pro pochopeni planimetrickych
zékonitosti vhodnéjsi uziti taktilné vizualnich modelq, tj. modela, které
lze vnimat zrakem i hmatem. Je znamo, ze néktefi Zaci si poznatky snaze
osvoji prostrednictvim jednoduché ¢innosti, naptiklad prekladanim, dé-
lenim nebo skladanim papirovych model.
rii. Vime, Zze modelovani stereometrické situace pomoci ryze vizualnich
modeli (naptiklad obrazku) byvéa pro porozuméni nékdy nedostatecné,
nebot néktefi Zaci nejsou schopni pomoci nich modelovany objekt na-
lezité uchopit. Tito zaci potfebuji vidét 3D objekt nebo model v jeho
realné podobé a mit moznost s nim manipulovat. Modely geometrickych
téles by tedy mély byt béznou a vsem zaktim dostupnou pomuckou. Na
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druhou stranu je nutno zdtraznit, Ze uziti taktilné vizualnich modelt ma
své omezeni a Ze je proto nutné, aby zaci byli schopni vidét 3D objekt
ve 2D obrazu. Dovednost provadét transformaci mezi ryze vizualnimi
a taktilné vizudlnimi modely je nezbytnym predpokladem pro vyuku
stereometrie.

Jednou z metod, jak ve vyucovani geometrii tuto dovednost rozvijet,
je aktivita, kterou jsem nazval Stavime dum. Spociva v tom, Ze jedna
skupina zakt vytvoii podle 3D modelu domu jeho 2D nékres (v pravo-
hlém nebo kosothlém promitani) a druhd skupina zaka podle tohoto
nakresu 3D model opét sestavi. Aktivita mize byt také modifikovana
tak, Ze zaci vytvori misto nakresu domu jeho slovni popis.

Z4ci maji k dispozici listy papiru s centimetrovou ¢&tvercovou siti,
papirova centimetrova meétitka a dvé stavebnice. Stavebnice se skladaji
z papirovych modelt riznych geometrickych téles — krychli, kvadri, troj-
bokych hranold, ¢tyfbokych jehlanti a téles z nich slozenych. Rozméry
a tvary téles jsou navrzeny tak, aby bylo mozné dily snadno kombinovat
a vytvaret z nich rozmanité stavby a aby se pravouhlé priméty téles
daly snadno zobrazit ve ¢tvercové siti. Stavebnicové dily jsou zhotoveny
ve dvou zakladnich rozmérech 8 cm a 6 cm a jejich stény jsou prevazné
pravothelniky a pravothlé trojuhelniky. Na obrazku 1 jsou uvedeny dvé
ukazky modeli domi, které lze z nich sestavit.

Vzhledem k tomu, Ze z uvedené stavebnice lze sestavovat modely
redlnych staveb, je prace s ni pro zdky pozitivné motivujici. Stavebnici je
mozné vyuzit ve vyucovani matematice k riznym c¢innostem rozvijejicim
stereometrické dovednosti. V nésledujicim vyc¢tu jsou uvedeny nékteré
z nich:

e zobrazovani geometrickych téles v pravouhlém nebo kosouhlém
promitani,

e slovni popisovani geometrickych téles,

e sestavovani modelu stavby podle jejiho vyobrazeni,

e sestavovani modelu stavby podle jejiho slovniho popisu,
e vytvareni modelu stavby danjch parametri,

e vypodet obsahu stén modelu stavby (napf. stfech),
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A,
<

Obr. 1

e demonstrovani soumérnosti nebo podobnosti v prostoru.

Na zavér je tfeba zdidraznit, ze modelovani je pro vyucovani geo-
metrii na zakladni skole vyznamné nejen z hlediska poznavani, ale také
z hlediska motivace. Modelovani je bezesporu jednou z u¢innych metod,
jak priblizit zakam svét geometrie. Je-li feSeni geometrické ulohy zalo-
Zeno na praci s 3D modely, pFistupuji zaci k tomuto tkolu s podstatné
vétsim zadjmem nez naptiklad k béznému rysovani. Pokud jim navic tato
¢innost umoznuje vyuzit jejich zkusenosti a dava jim dostatecny prostor
pro jejich tvorivost, stava se pro né pritazlivou a vyhledavanou.
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VYUZITI POCITACE K AKTIVIZACI ZAKA
PRI VYUCE UCIVA O DELITELNOSTI

Bronislava Ruzic¢kova

UvoDb
V ucebnich osnovach vzdélavaciho programu Zakladni skola v 6. ro¢niku
je zafazen celek Délitelnost prirozenych Cisel.

Tento tématicky celek patii k tém méné oblibenym. Po zvladnuti
uciva podle predepsanych osnov lze vSak vyuzit tzv. ,Pari systém“ pro
zpestfeni vyuky a pro feSeni slozitéjsich tloh ¢i pro rychlou kontrolu
spravnosti FeSeni.

DELITELNOST PRIROZENYCH CISEL A PARI SYSTEM

Tématicky celek délitelnost pfirozenych Cisel je rozdélen na zakladni
a roz§ifujici udivo. Zak by mél po probrani tohoto celku ovladat pojmy
nasobek, délitel, prvocislo, ¢isla soudélna a nesoudélné, znaky délitelnosti
2, 3, 5, 10. Dale by mél umét rozeznat prvocislo a ¢islo slozené, provést
rozklad prirozeného ¢isla na prvocinitele, urcit nejvétsi spolecény déli-
tel dvou az t¥i pfirozenych c¢isel, urcit nejmensi spole¢ny nasobek dvou
az tii prirozenych ¢isel, fesit jednoduché slovni tlohy vedouci k urceni
nejmensiho spole¢ného nasobku 2 az 3 pfirozenych ¢isel nebo nejvét-
siho spolec¢ného délitele 2 az 3 prirozenych cisel. Rozsifujicim ucivem je
slovnich tloh vedoucich k vyuziti vlastnosti délitelnosti prirozenych ¢isel.

Zakladem vyukového programu Pari systém je vypocetni systém
GP/PARI CALKULATOR (Copyright © 1989-1999 by C. Batut, K. Be-
labas, D. Bernardi, H. Cohen a M. Olivier) v jeho nejnovéjsi verzi:
2.0.20 (beta). Tento systém je uréen pro FeSeni tloh z teorie ¢isel na
vy$8i trovni, napiiklad pro védecké pracovniky pouzivajici oblast teorie
¢isel. Systém obsahuje mnoho instrukci pro jeho uziti. Ja jsem vsak vy-
brala jen nékteré, kterych lze vyuzit pfi vyuce délitelnosti na zakladni
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skole. Nékteré z prikazt jsou komplikovanéjsi a presahuji rAmec osnov za-
kladni skoly. Lze je vSak vyuzit pro nadanéjsi zaky jako rozsifujici ucivo.
Nazvy prikazt vychazejici z angli¢tiny jsem pievedla do ceské verze tak,
aby byly pro zaky srozumitelnéjsi. Takto modifikovany systém PARI byl
prehran na disketu, ze které je pak mozno systém pouzivat. Zaci se se-
znami s pouzivanymi prikazy pro zékladni operace vyuzivanymi v PARI
systému: operace s¢itani (4), od¢itani (—), ndsobeni () a déleni (/).
K tomu je jesté pripojeno umocnovani celého ¢isla pfirozenym exponen-
tem.

7 dalsich prikazi, kterych mohou zaci v PARI systému vyuzivat
uvedu:

e piirozeni délitelé pfirozeného éisla n...dc(n)
e pocet kladnych délitelt ¢isla n .. .pocetd(n)
e soucet kladnych déliteld ¢éisla n .. .soucetd(n)
e déleni se zbytkem ... dsz(x,y)

e test na prvoéiselnost éisla x . . .prvocislo(x)

e rozklad ¢isla x na prvodinitele . . . rozklad(x)
e nejvétsi spoleény délitel ... nsd(x1,x2,...)

e nejmensi spoleény nasobek ...nsn(x1,x2,...)
e nejblize vétsi prvodislo k éislu z . . .vetsip(x)

V nésledujicim ukézi konkrétni pfiklady vyuziti Pari systému na
ucivu o délitelnosti prirozenych ¢isel.

DELENf DVOU CISEL SE ZBYTKEM

Cislo y déli ¢islo x, pravé kdyz zbytek r po déleni éisla x Gislem y je
roven 0. To nastane, praveé kdyz ¢islo y je délitelem c¢isla x neboli ¢islo x
je nasobkem disla y.

Priklady:
Zjistéte, zda cislo 13 je délitelem ¢isla 173.
Piikaz: dsz (173,13)
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Na obrazovce se objevi: Déleni se zbytkem 173 : 13 = 13 a zbytek 4.
Odpovéd: Cislo 13 neni délitelem ¢isla 173.

Zjistéte, zda cislo 17 je délitelem cisla 119.

Piikaz: dsz (119,17)

Objevi se: Deleni se zbytkem 119 : 17 = 7 a zbytek 0.
Odpovéd: ¢islo 17 je délitelem ¢isla 119.

Zjistéte, zda je ¢islo 1431 nasobkem ¢isla 27.

Piikaz: dsz (1431,27)

Objevi se: Deleni se zbytkem 1431 : 27 = 53 a zbytek 0.
Odpovéd: éislo 1431 je nasobek ¢isla 27.

ROZKLAD CfSLA NA PRVOCINITELE

Zadani: x = 140

Piikaz: rozklad (x)

Na obrazovce se objevi: Rozklad na prvocinitele 140 = 2«2 %2 x5 * 7.

Zadani: x = 1347259

Piikaz: rozklad (x)

Objevi se: Rozklad na prvocinitele 1347259 = 563 * 2 393.
Kontrola: zadejme p = 563, ¢ = 2393

Ovéfeni prvoéinitelid: Prvocislo (p), objevi se: cislo 563 je prvocislo.
Piikaz: prvocislo (q), objevi se: cislo 2 393 je prvocislo.

Ovéreni rozkladu: prikaz: p * g, objevi se 1347 259.

Zjistime si jedenacté prvocislo, devatenacté a tficaté prvocislo.

Zadame piikazy: ntep (11), ntep (19), ntep (30).

Objevi se nam: 11. prvocislo je 31, 19. prvocislo je 67, 30. prvocislo je
113.

Nyni zaddme: x = 31 % 31 % 31 % 67 % 67 * 67 « 113 % 113.

Objevi se: 114410629 875 877.

Ovéfteni rozkladu ¢isla = na prvocinitele provedeme pomoci prikazu:
rozklad (x)

a objevi se nam: rozklad na prvocinitele 114410629 875877 = 30 * 31 %
31 %67 *67+67*113 % 113.
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NEJVETS! SPOLECNY DELITEL A NEJMENS{ SPOLECNY NASOBEK
Zadame: x = 630, y = 3500, z = 2730

Piikaz: nsd (x,y),

objevi se: nejvetsi spolecny delitel zadanych cisel je 70.

Piikaz: nsd (70,z),

objevi se: nejvetsi spolecny delitel zadanych cisel je 70.

Piikaz: nsd (x,y,z),

objevi se: nejvetsi spolecny delitel zadanych cisel je 70.

Takto jsme verifikovali tvrzeni: D (x,y,z) = D ( D (x,y),2 ).

Podobné pracujeme s nejmensim spole¢nym nasobkem, kde budeme ve-
rifikovat vzorec: n(x,y, z) = n(n(z,y), 2).

Nejmensi spoleény nésobek vypoéitame piikazem: nsn (x,y)=31500, nsn
(31500,z)=409500, nsn (x,y,z)=409500.

Kontrolu provedeme pfes rozklady na prvocinitele:

rozklad (x)=2-3-3-5-7, rozklad (y)=2-2-5-5-5-7, rozklad (z)=2-
-3-5-7-13.
Pak D (x,y)=2-

5-7,D (D (x,¥),2)=2-5-7=D (x,y,2).
n (x,y)=2-2-3-3-5-5-5- n

7,1 (n(xy),z)=2-2-3-3-5-5-5-7-13 =n (x,y,2).

DOKONALA &fsLA
Pro nadané a talentované zaky se nabizi moznost vyuzit Pari systému

vvvvvv

pravé Pari.

Cislo n (vétsf nez 1) se naz§va dokonalé é&islo, jestlize soucet jeho (klad-
nych) déliteld raznych od n je roven tomuto ¢islu. Délitel ¢isla n rizny
od cisla n se nazyva vlastni délitel ¢isla n.

Nejmensi dokonalé ¢islo je ¢islo 6, jeho vlastni délitelé jsou 1, 2 a 3.
Jejich soucet je zfejmé roven 6.

OVEROVAN{ VLASTNOSTI CISLA BYTI DOKONALYM

Dalsi dokonala ¢isla jsou ¢isla:

28,496, 8128, 33 550 336, 8 589 869 056.

Zadame (pro jednoduchost):

a= 28, b= 496, c= 8128, d= 33550336, e= 8 589 869 056.
Provedeme ptikazy pro soudet (kladnych) délitelt ¢isla n:
soucet d(n) pro n = a,b,c,d,e.
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Dostaneme ¢isla:

56,992, 16 256,67 100672,17179 738 112.

Od téchto souctii odecteme cCisla 2xa,2xb, 2% c,2xd, 2*e. Vzdy musime
dostat 0.

ZAVER

Na predchazejicich prikladech a textu jsem chtéla ukazat, Ze nékdy pro
zéky 1 zcela nezazivné uc¢ivo muzeme, naptiklad vyuzitim pocitacu ve
vyuce matematiky, ucinit atraktivnim a zaky vést k aktivnimu zptsobu
préace.
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STUPNOVITY MODEL RELIEFU
(INTEGROVANY PROJEKT PRO PREDMETY
MATEMATIKA — ZEMEPIS)

Hana Simonikova, Marie Kubinova

Abstrakt

V prispévku jsou uvedeny metodické postupy a vysledky z ovéreni projektove
vyuky. Hlavnim cilem projektu bylo prohloubit a v praxi ovérit doposud ziskané
védomosti a dovednosti Zaki, které ziskali ve vyucovdni matematice a zemeépisu.
V pribéhu teseni projektu Zdci mimo jin€ vyuzivali svych zkusenosti ziskangch
ve vyucovdni vytvarné vychové. V Sestém rocniku Zdci pracovali s mapou, ma-
povym podkladem a zndzornénim vyskopisu a polohopisu na mapdch. MéEli by
tedy umeét ,,¢ist mapu®. V sedmém rocniku v predmétu matematika se v téma-
tickem celku ,,Pomeér® ucili zapsat pomér, rozdélit ¢islo v daném poméru, vy-
pocitat zakladni tvar poméru, vycislit pomér, zménit usecku v daném poméru,
rozdélit usecku v poméru, vypocitat méritko mapy a zakreslit pldn v daném
pPOMETU.

Popisovany projekt byl pripraven tak, aby vedl k integrovanému pojeti vzdeé-
lavdni. Pti jeho teSeni pracovali Zdaci osmého rocniku na vytvoreni prostoro-
vého modelu krajiny. V pruni édsti prispévku je uveden detailni metodicky po-
stup prdce ucéitele (pouzity materidl, vytvoreni pracovnich skupin, uspofdddni
tridy, prdce ucitele pred realizaci projektu i béhem realizace a casové rozur-
Zeni). V dalsi édsti popisujeme pribéh prdce na projektu véetné pracovnich
pomicek a pracovnich listi. V zdvéru jsou analyzovdny vysledky prdce Zaki
a zkusenosti z vlastni realizace projektu ve tridé.
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1 Uvop

Ve vyucovani matematice a zemépisu se Casto stava, ze zaci v priabéhu
vykladu nového uciva kladou otazky typu: ,K ¢emu mi to je? Na co
nam to bude?* Nebo: ,,Pro¢ se to viibec uéime? Vzdyt ndm to k nicemu
nebude.”“ Ucitel se jim vétsinou snazi vysvétlit, kde se s danym problé-
mem v praxi mohou setkat, ale feknéme si na rovinu, zaci to sice pasivné
pfijmou (,Fekl to ucitel“), ale jejich zvédavost tim dokonale uspokojena
neni. Nasi zaci nas pravé takovymi otdzkami pfinutili zamyslet se nad
moznostmi zmén v kazdodennim vyucovani na skole. Rozhodly jsme se,
ze do vyucovani zahrneme i autentické uceni. To je postaveno na ¢innos-
tech s originalnimi podklady a predmeéty, prizkumech v terénu, navrzich
feSeni skuteénych problémil, vytvareni vlastnich produkti vychéazejicich
z vlastnich myslenek a postupt. PTi téchto ¢innostech se zak uci aktiv-
nim produktivnim zptsobem fesit koly pfipominajici skutecné zivotni
situace. Své védomosti neziskava tedy tradicnim hromadénim informaci
v paméti, které s nadsazkou fe¢eno pouzije ,,v zivoté“ hlavné pifi souté-
zich nebo ve skole za icelem ziskani znamky.

Po absolvovani kurzu dalsiho vzdélavani ucitelt v rdmci programu
Socrates — Comenius 2* jsme se rozhodly vymyslet pro své zaky projekt,
ve kterém by se mohla uplatnit jejich tvofivost a aktivita a v kterém
by rozvinuli své schopnosti a dovednosti tolik dtlezité pro zivot. Pro-
jekt, pri jehoz feSeni by zakim nestacilo pouze reprodukovat ucivo a kde
by zaci museli své doposud ziskané védomosti z riznych predméti tvo-
fivé aplikovat pfi FeSeni urc¢itého problému. Rozhodly jsme se tedy, zZe
pripravime projekt, ktery bude zahrnovat poznatky z vice predméti.
Timto projektem je projekt . Stupnovity model reliéfu“. Vyuzily jsme
pritom dlouhodobych zkusenosti jedné z autorek [6] tohoto ¢lanku s pro-
jektovym vyucovanim.

2 MATERIAL A METODY

Hlavnim cilem projektu bylo prohloubit a v prazi ovérit doposud zis-
kané védomosti a dovednosti zakti z matematiky a zemépisu. Realizace
projektu byla zalozena na sestrojeni modelu krajiny pomoci vrstevnic.
V Sestém roc¢niku nasi Zaci pracovali s mapou, mapovym podkladem

'Projekt EMTISM — Empowering Mathematics Teachers for the Improvement of
School Mathematics. Charles University in Prague, Faculty of Education, Prague,
August 2001
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a znazornénim vyskopisu a polohopisu na mapach. Méli by tedy umét
,,Cist mapu“. V sedmém ro¢niku v pfedmétu matematika se v tématic-
kém celku ,,Pomér® ucili zapsat pomeér, rozdélit ¢islo v .daném poméru,
vypocitat zakladni tvar poméru, vycislit pomér, zménit tsecku v daném
poméru, rozdélit tsecku v poméru, vypocitat méfitko mapy a zakreslit
plan v daném poméru. Smyslem projektu bylo umoznit zaktim tvorivé
vyuzit svych védomosti, dovednosti, zkusenosti a schopnosti k tomu, aby
ztvéarnili (vymodelovali pomoci vrstevnic) redlnou krajinu, kterou navic
sami znaji.

a) Hlavni cile prace pro zaky
P1i zhotovovani modelu konkrétni krajiny mél zak prokazat, ze je
schopen:

e porozumét pojmum: méfitko mapy (horizontélni, vertikalni),
prevyseni, vyskopis, vrstevnice, vyskova kéta, nadmortska vys-
ka, polohopis, smluvené znacky

e vyjadrit zpusob znazornéni vyskopisu a polohopisu na ma-
pach, charakterizovat vysvétlivky-znackovy kli¢ map a v sou-
vislosti s tim s porozuménim dokaze pracovat s pojmy

e aplikovat na konkrétnim prikladu praktickou ¢innost s ma-
pou, ¢ist mapy, méfit na mapé, provadét vypocty skuteénych
vzdalenosti

e zkoumat informace v rtznych podobach, orientovat se v le-
teckém snimku a dokazat ho porovnat s obsahem mapy

e samostatné pracovat a organizovat svou vlastni ¢innost

e spolupracovat v tymu, vymeénovat si zkuSenosti, diskutovat,
vyjadfovat sviij ndzor a obhajovat jej, vyslechnout nazor dru-
hych.

b) Hlavni cile prace pro uditele
Pri praci na projektu jsme chtély ovérit, ze jsme schopny:

e zmeénit a vylepsit svij zpusob vyuky a formy prace se zaky

e zménit svij pristup k praci a pokusit se prejit z role vyucuji-
ciho, ktery stoji pred tabuli a vysvétluje nebo zkousi, do role
privodce a poradce
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e zaclenit se do kolektivu zakt, kde jim nenésilnou formou po-
miuzZeme a poradime, pokud budou pomoc vyzadovat. Budeme
se vSak snazit poméahat tak, aby to zaci nepocitovali jako
zkousSeni.

e pomoci rozhovoru na dané téma zjistit, jestli Zaci rozumi

VS delaii. a z . \vE Drovadené

tomu, co pravé délaji, a zda maji prehled o pravé provadéné
praci

e vice mluvit s zaky, a tim je i vice poznat.

3 STRUKTURA PRACE

Tento skolni projekt vede k integrovanému pojeti vzdélavani — uplat-
nuji se v ném védomosti z rtznych predmétid a poznatky z rdznych
obort lidské cinnosti. Je urcen zaktm osmého ro¢niku zakladni skoly
v rdmci vyucovani v predmétech zemépis, seminafe ze zemépisu, mate-
matika a vytvarna vychova. Z toho vyplyva i samotnéa struktura a ¢asovy
harmonogram prace zaki na projektu:

Zadani projektu, ¢islovani vrstevnic — v pfedmétu zemépis. Zaci
pracovali individualné, byla mozna konzultace ve dvojicich.

Rozdéleni zaki do tii- nebo ¢tyrélennych skupin, ve kterych pra-
covali az do konce projektu.

Vystfihovani ,vrstevnic* — v pfedmétu vytvarnd vychova.
Lepeni vrstevnic — v pfedmétu seminaf ze zemépisu

Vybarvovani modelu podle mapového podkladu (rozliSeni podle
jednotlivych funkei krajiny) — v pfedmétu seminai ze zemépisu

Vypocet horizontalniho a vertikalniho méritka, pfevyseni — v pred-
métu matematika

Kompletovéani (zhotoveny model se nalepil na tvrdou podlozku, kde
byly uvedeny vysvétlivky, vypocitana méritka a pfevyseni modelu
krajiny) — v pfedmétu seminaf ze zemépisu

Zaveérecné zhodnoceni prace zakt — v predmétu seminar ze zemé-
pisu
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PoOuUZITY MATERIAL

Pro praci zakd na vytvoreni prostorového modelu krajiny bylo nutné
zajistit potfebnou mapu a podklady slouzici k samotnému zhotoveni
modelu i podklady slouzici jako zdroj informaci o modelované krajiné.
Nékteré materialy dostali zaci v podobé&? pracovnich listi, jiné si museli
sami zhotovit.

Prehled podkladi a zdroju informaci:

e Turistickd mapa lokality v méritku 1 : 25000

e vyfez z mapy — pracovni list ¢. 1

e vyfez z mapy se zvyraznénymi vrstevnicemi (kazda patd) — po-
et kust podle potfeby (podle poétu zhotovovanych vrstevnic) —

pracovni list ¢. 2

e samotné vrstevnice bez polohopisu — pracovni list ¢. 3

o
S

e vysvétlivky kartografickych znacek — pracovni list ¢
e letecky snimek sledovaného tizemi

e ucebnice matematiky pro sedmy roc¢nik, ucebnice zemépisu pro
Sesty roc¢nik,

K samotnému zhotoveni modelu bylo nutné zajistit také vhodny ma-
terial. Jako nejvhodnéjsi se ukdzal tenky molitan (tloustka 2 mm nebo
3 mm) slouzici ve stavebnictvi jako podklad pod plovouci podlahu. Jeho
vyhoda je v tom, Ze je mékky, da se dobte stiihat ntzkami a je volné
prodejny. Déale zaci potfebovali lepidlo, pastelky, niizky.

VYTVORENI PRACOVNICH SKUPIN

V prvni éasti (pfi ¢islovani vrstevnic) zaci pracovali individualng. Po-
tom, co vrstevnice ocislovali, byli rozdéleni do skupin. V ramci skupiny
si navzajem zkontrolovali, zda maji vrstevnice o€islované spravné. Dale
navrhli postup dalsi prace, kterd vedla k vystfihnuti vrstevnic a nasled-
nému samostatnému zhotoveni modelu.

2Pracovni listy 1-4 a dalsi materidly, se kterymi zaci pracovali, budou k dispozici
pfi prezentaci naseho prispévku.
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Skupiny zaku vytvorila jedna z autorek tohoto ¢lanku sama. Vycha-
zela pritom ze znalosti klimatu ve t¥idé, protoze s danou tfidou pracuje
uz tii roky a je v této tzidé tridni ucitelkou. P¥i zafazovani zakt do
skupin se snazila zohlednit osobnostni charakteristiky kazdého zaka. Za-
kladnim kriteriem bylo to, aby zaci byli ve skupiné védomostné na stejné
urovni. Aby se nestalo, Ze se ve skupiné vyskytne jeden Sikovny zak, ktery
odvede vétsinu prace, bude na ném stat veskeré rozhodovani, a ostatni
se jim nechaji pouze ,vést“. Po zkuSenostech z jinych vyucovacich hodin
pfi rozdélovani zaku do skupin bylo respektovano i to, jestli spolu zaci
kamaradi nebo ne. Nenutila je k tomu, aby pracovali s nékym, s kym
nechtéji. Jednu z pracovnich skupin vytvorili zaci, kteri byli do tfidy
integrovani.

V pribéhu prace na projektu jsme pak sledovali pfedevsim dvé pra-
covni skupiny — skupinu integrovanych zaka a skupinu talentovanéjsich
zakt. Porovnavaly jsme, jak se lisi jejich metody préce, a zjistovaly jsme,
o kolik vice ¢asu budeme muset vénovat integrovanym zakum.

PRACE UCITELE PRED REALIZACI PROJEKTU

Pred realizaci projektu se zaky musi ucitel vénovat hodné ¢asu jeho pfti-
praveé, pripravit material a také pomtcky, které pomohou slabsim zaktm
pri plnéni dil¢ich uloh.

Prvni, co by mél ucitel nebo zaci udélat, je sehnat si mapu kraje
a vybrat tizemi, které chceme modelovat. Ne kazdé tizemi je vhodné.
Potom, co je zvolen urcity usek krajiny, je tfeba pripravit pracovni listy
pro zaky.? Diky poéita¢ovému zpracovani bylo mozno pro nase zaky zho-
tovit soubor pracovnich listt, ktery obsahoval prvni, tedy jesté neupra-
venou, ale zvétSenou podobu zvoleného tzemi (pracovni list 1), druhou
uz upravenou (zvyraznéné vrstevnice — pracovni list 2) zvétSenou po-
dobu sledovaného tizemi a dale pracovni list 3, kde byl potla¢en mapovy
podklad a kde byly vytiStény jenom ty vrstevnice, které byly predtim
zvyraznény. Do tohoto pracovniho listu zaci zapisovali nadmotské vysky,
které vrstevnice znazornuji.

Nasleduje pfiprava materidlu, kterdA ma pomoci slabsim zakam pii
kontrole dil¢ich vysledkd. Do pracovniho listu 3 si zapiSou jednotlivé
nadmoiské vysky vrstevnic. Jako zdroj informaci jim slouzi pracovni

3My jsme vyuzili pocitacového zpracovani, podrobnéji to popiSeme pfi prezentaci
naseho prispévku.
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list 2. Zaci maji k dispozici dostateény podet kopii pracovnich listi,
ze kterych postupné vystiihuji jednotlivé vrstevnice, lepi je na molitan
a znovu vystfihuji. Po naskladani vrstevnic na sebe pak vznikne prosto-
rovy model krajiny. Model nechaji zaci v rozebiratelné formé, neslepuji
ho. Nyni uz zaci vidi, jak asi bude vysledny model sledovaného tzemi
vypadat.

Jesté pred nalepenim jednotlivych vrstevnic na molitan je dulezité
uvédomit si jeho tloustku. U¢itel si musi dopfedu propocitat horizon-
talni a vertikalni méritko modelu. Pti vypoctu prevyseni pak zjisti, jak
tlusty molitan bude potfebovat. Pro upfesnéni, prevyseni by nemélo pre-
sahnout hodnotu 1,50. Pak uz je model netimérné vysoky.

4 VYSLEDKY A DISKUSE

Tento projekt muZeme zafadit mezi krétkodobé projekty (v rozsahu
osmi, maximalné deseti hodin). Po sezndmeni z&kl se zaddnim projektu
byla Gvodni hodina vénovana opakovani znazornéni vyskopisu a poloho-
pisu na mapach. Zopakovali jsme definici vrstevnice a jejiho vyznamu
pri ¢teni mapy. Potom Zaci samostatné ,cCetli“ pracovni list — mapu se
zvyraznénymi vrstevnicemi. Do dalsiho pracovniho listu — se zakresle-
nymi vrstevnicemi bez mapového podkladu k jednotlivym vrstevnicim —
zapsali zjisténé nadmotské vysky. V pribéhu druhé hodiny zaci vysttihli
jednotlivé vrstevnice z kopii mapového podkladu. Potom provedli kont-
rolu (podle nadmi zhotovenych pomticek), zda maji vrstevnice vysttizené
vSechny a zda byly vystrizeny spravné. Béhem tfeti hodiny vystrihli jed-
notlivé vrstevnice z molitanu a naskladali je na sebe. V pribéhu paté
a Sesté hodiny naskladané vrstevnice slepili a zhotovili tak model krajiny,
ktery ¢ekal na vybarveni. Jako pomiicka pro vybarvovani zakim poslou-
zila originalni mapa s vysvétlivkami mapovych znacek. V ramci sedmé
hodiny vénované tomuto projektu si zaci zopakovali, co védi o méfitku
mapy a snazili se vypocitat jak horizontalni, tak vertikalni méfitko sle-
dovaného modelu (viz tabulka 1), vypo¢itali také jeho pfevyseni. Pfitom
vychézeli z toho, Ze materidl — molitan, z kterého jednotlivé vrstevnice
stfthali — m4 tloustku 2 mm. Posledni osmou hodinu probéhlo dokon-
Covani a kompletizace modelu. Zéci nalepili zhotoveny model na tvrdou
podlozku. Sepsali legendu — vysvétlivky pouzitych znacek, vypocitana
meéfitka a prevySeni daného modelu. Soucésti legendy byl seznam zaki,
ktefi model krajiny zhotovili.
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Tabulka 1 Prehled feseni matematické ¢asti projektu

horizontalni méritko | vertikalni méritko
trojclenka uvaha trojélenka uvaha
Sk. 1 X X X
chybny zapis
Sk. 2 X X
chybny prevod jednotek chybny prevod jednotek
a vyjadieni nezndmé (stacilo dopoditat)
ze vzorce
Sk. 3 X X
Sk. 4 X X
Sk. 5 X X
Sk. 6 X X
Sk. 7 X X X X
chybné prace chybny zapis
s nasobenim zlomku
ZAVER

Projektova vyuka se v ¢eskych skolach objevila poprvé ve tricatych le-
tech minulého. stoleti. Byla jiz tehdy prosazovana na zakladé dnes velmi
aktudlnich myslenek. [7] Soufasny stav vyucovani na nasich zékladnich
gkolach vSak neumoziiuje dodrzovat zasady Komenského ,,Skola hrou“.
V dnesni dobé se ucitel vétsinou uspokoji s pouhym memorovanim zis-
kanych védomosti, nezlistava mu dostatek ¢asu na procvicovani uciva,
coz se potvrdilo i u tohoto projektu.

Musime fici, Ze si zaci u€ivo probirané pred dvéma roky vyborné
pamatovali. Definici vrstevnice odfikali bez chyby. Dokonce popisovali,
ze pokud jsou vrstevnice blizko sebe, jedna se o strmy svah v krajiné,
a pokud jsou od sebe dal, tak je svah pozvolny. Praktické vyuziti teo-
retickych poznatkfi viak dopadlo $patné. Zaci nebyli schopni uréit nad-
moftské vysky jednotlivych vrstevnic, nékteri méli problém se zorientovat
v mapé a zbytek t¥idy cekal, co se bude dit dal. Podobné problémy se
projevily i v matematické ¢asti projektu, kde méli zaci problémy s tvofi-
vou aplikaci pfevodu jednotek a trojclenky. V konecéném dutsledku vsak
pod nasim vedeni feseni projektu zvladli.
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V nasem prispévku jsme chtély poukazat na to, ze je mozné i v bézné
skole pripravit pro zaky interdisciplinarni vyucovani a skloubit vyuziti
ziskanych védomosti z rtznych vyucovacich predméti ke smysluplné
praci, kterda umozni zaktim novy pohled na poznatky, které ziskali ve
skole.
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GEOMETRICKE TRANSFORMACE —
KONSTRUKTIVISTICKY PRISTUP

Nada Stehlikova

1 Uvop

Konstruktivistické pristupy k vyuce matematiky se postupné dostavaji
do vyuky matematiky zakladni a stfedni Skoly. Rychlost tohoto procesu
do zna¢né miry zavisi na zpusobu pripravy budoucich ucitelt matema-
tiky. Proto bylo na Pedagogické fakulty UK pfed nékolika lety rozhod-
nuto zménit tradiéné vedeny kurz analytické geometrie charakterizovany
postupem ,definice — véta — diitkaz‘ smérem ke konstruktivistickému zpt-
sobu, jehoz zékladem je prace studenti — zejména feSeni problému. V dal-
Sim textu se zaméfime na strucné seznameni se s timto kurzem tak, jak
je v soucasné dobé vyucovan. Teoreticky zaklad kurzu je zpracovan v pri-
spévku M. Hejného v tomto sborniku.

2 KURZ ANALYTICKE GEOMETRIE — GEOMETRICKE
TRANSFORMACE

V roce 1995 M. Hejny zménil strukturu kurzu tak, aby lépe odpovi-
dal soucasnym trendtim konstruktivistického vyucovani. Na této zméné
se dale podilela autorka tohoto prispévku a D. Jirotkova. Zména mimo
jiné znamenala vyrazné ,oklesténi“ obsahu kurzu a vétsi diraz na de-
tail spolu se snizenim abstraktnosti uciva. Po nékolika semestrech tes-
tovani vzniklo skriptum [1], které pokryvéa obsah jednoho semestru vy-
uky analytické geometrie zamérené na geometrické transformace. Kurz
predpoklada zakladni znalost shodnosti a podobnosti, teorie grup a li-
nearni algebry (matic). Kurz zaéind shodnostmi v Euklidovské pfimce

Ptispévek byl podpofen vyzkumnym zédmérem J13/98:114100004 , Kultivace ma-
tematického mysleni a vzdélanosti v Evropé®.



282 Nada Stehlikova

a roviné a pokracuje k afinnim transformacim v afinni pfimce a afinni
roviné.

Cilem kurzu neni naudit studenty co nejvice pojmi, definic a vét
a ukazat jim ukoncéenou ,budovu‘ Eukleidovské a afinni geometrie, pro-
toze tu najdou v mnoha matematickych knihdch. Kurz jim méa poo-
teviit svét geometrickych transformaci a pfivést je k metodam, které
jim umozni ve studiu transformaci dale pokracovat. K tomu je zapo-
tfebi jiny pfistup vyucujiciho, ktery se musi vzdat predkladani hotovych
poznatkil a naopak musi pripravovat tlohy, které studenty k poznani
pfivedou. Od studentii je vyzadovan aktivnéjsi pristup.

Zakladni charakteristikou vyse zminéného skripta je to, ze na zacatku
kapitoly ziidka najdeme prehledné sepsané definice, véty a dikazy. Ne-
bylo zpracovano tak, aby mohlo byt vyuzito jako referen¢ni kniha pro
vyhledavani informaci. Vétsina vét je formulovana na zakladé fesenych
prikladt, pfipadné studentova samostatného objevovani. Teprve pak jsou
véty dokazany a dikazy jsou vétsinou zakomponovany do cviceni. Né-
které véty musi student formulovat sam. Skriptum tedy primarné slouzi
jako banka tuloh a doplnék prednéasek. Role ucitele je zde tedy naprosto
nezbytna. Ned4 se Fici, ze by vyuka kurzu byla kazdy rok stejna. Naopak
casto se smér ivah méni podle toho, kam zavede studenty jejich zkou-
méani. Jde o to, ze student si ma vytvaret svou vlastni strukturu pred-
métu samostatnym zkoumanim a feSenim vhodné pripravenych tloh. Po-
kud béhem semestru nepracuje a chce se pripravit ,tradi¢nim‘ zpisobem
na zkousky (tedy na konci semestru ,nadrtit’ uéivo za cely semestr), je
predem odsouzen k nezdaru.

Autorka vyucuje podle zminéného skripta jiz né€kolik let. Kromé toho
méla moznost vyzkouset si tento pFistup pfi svém pobytu na zahranicni
univerzité, kde vedla semestralni kurz pro ucitele matematiky z praxe,
ktefi se pfi svém pfedchozim studiu s geometrickymi transformacemi
prilis nesetkali. To ji umoznilo dale kurz zdokonalit a obohatit o pouziti
matematického programu Maple.

3 HLAVNI CHARAKTERISTIKY KURZU

V této ¢asti v bodech uvedeme zakladni vlastnosti kurzu, které povazu-
jeme za nejdulezitéjsi, a strucné je budeme ilustrovat.
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3.1 DURAZ NA SYNTETICKO-ANALYTICKY PRISTUP
K TRANSFORMACIM

V kurzu analytické geometrie se vyuziva jak synteticky, tak analyticky
pristup tak, aby vynikly vyhody a nevyhody obou a v predstavé studenta
se budovala geometrie jako struktura, nikoli jako soubor definic, vét,
dikazl a navodt.

P1i zkouméani shodnosti vychazime ze znalosti studenta, tedy ze syn-
tetické charakterizace shodnosti, a teprve pak je odvozovan jejich ana-
lyticky popis (v nasem p¥ipadé popis v jazyce matic 3 x 3, viz nize). Pii
studiu afinit, se kterymi se studenti setkavaji poprvé, je postup opacny.
Student dostane matici obecné afinity a postupnymi tlohami je veden
k tomu, aby charakterizoval transformaci, kterou matice reprezentuje,
syntetickymi vlastnostmi, napf. které vlastnosti zachovava, jaké jsou sa-
modruzné body a piimky apod.

a b ¢
Shodnosti: | +(-b) +a d |, kdea® +b*=1.
0 0 1
a b 1
Afinity: c d j , kde ad —bc # 0.
0 0 1

3.2 DURAZ NA SPOJENI MEZI GEOMETRIf A ALGEBROU GRUP A MATIC

Skriptum zachovava Kleintv pfistup ke geometrii, tedy to, Ze na geo-
metrii se mizeme divat jako na prostor a transformacni grupy na ném
pusobici. Domnivame se, Ze studium transformaci je na druhé strané
prispévkem ke studium teorie grup, kde mimo jiné pfispiva k vizualizaci
grup a k prekonani velkého dirazu na ¢iselné modely struktur.

Kurz vyuziva analytického vyjadieni shodnosti a afinit pomoci matic
3 x 3 (pfi studiu shodnosti v E' se vyuziva pouze rovnic). Tento pi¥istup
neni prili§ obvykly, vétSinou se setkdme s vyjadfenim pomoci matic 2 x 2.
Je mozné diskutovat o vyhodach a nevyhodach obou pfistupi. Z naseho
hlediska je neobvyklost vyjadfeni spiSe pfinosem, protoze studenti ne-
mohou nastudovat latku z jiné ucebnice, aniz by se zabyvali vlastnim
odhalovanim.
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3.3 KONSTRUKCE POZNATKU

Na trovni vysoké skoly se vSeobecné véri, ze vétsina pojmu abstraktni
matematiky je studentim pro samostatnou konstrukci neptistupna,
a kromé toho, samostatna konstrukce poznatkt trva nepomérné déle
nez tradi¢ni zptusob vyuky. S tim nelze nez souhlasit, protoze opravdu
objevitelské uceni trva nékolikanasobné déle nez prosté sdéleni faktu. My
ale véfime, Ze takto straveny ¢as neni v zadném pripad€ ztraceny a Ze
student timto zptisobem ziskd mnohem vétsi vhled do latky, nez je tomu
v opacném pripadé, kdy je mu poznatek sdélen jako hotovy. Porozuméni
a dovednosti, které tak student ziska, vice nez vyrovna sniZzeni obsahu
kurzu.

Jak jiz bylo feceno, studenti si maji odvozovat vétsinu znalosti sami.
Naprtiklad, misto aby se dozvédéli, jak vypada obecna matice pro rotaci
o thel « kolem bodu o soufadnicich (p,q) a poté ji vyzkouSeli na kon-
krétnich prikladech, museji ji sami odvodit na zakladé znalosti vlastnosti
rotace. Podobné, misto aby jim byly feceny zékladni vlastnosti afinit,
dostanou zadany matice konkrétnich afinit a na jejich zakladé maji afi-
nity synteticky charakterizovat. Poté zkoumaji obecnou matici afinity
a formuluji zakladni vlastnosti. Dalsim prikladem je tvrzeni, které je
obvykle formulovano jako ,,Dokazte, ze afinity zachovavaji kolinearitu®.
V nasem pojeti student nejprve zjistuje, co je obrazem konkrétni pfimky
v konkrétni afinité, pak hleda obraz obecné primky v konkrétni afinité,
az dospéje ke zminénému tvrzeni, ¢imz ziska i urcité zkusenosti, které
uplatni pfi jeho dtkazu.

Tento zptsob vyuky vyzaduje, aby studenti casto dlouze pocitali,
zejména, aby nasobili matice pfi hledani vysledku slozeni nékolika trans-
formaci, hledali inverzni matice apod. Program Maple jim ma tyto vypo-
¢ty usnadnit a kromé toho studentovi umozni, aby se soustiedil spise na
celkovou strategii feSeni problému nez na dil¢i, ¢asto pracné procedury.
Zde budeme ilustrovat nase predchozi avahy na prikladu hledani obecné
matice posunuté soumeérnosti.

Tlustrace: Jak najit obecnou matici posunuté soumérnosti a jak naopak
tuto matici synteticky interpretovat.

7 kurzu syntetické geometrie studenti védi, Ze posunutd soumérnost
je vysledkem slozeni osové soumérnosti a posunuti ve sméru jeji osy.
Predpokladame, Ze jiz dfive objevili obecnou matici osové soumérnosti
a obecnou matici posunuti. V nasledujicim textu je kurzivou zapsan tkol,
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ktery studenti dostali, a pod nim je struc¢né popsano studentské reseni.
7 duvodu nedostatku mista budou prislusné vypocty provedené v pro-
gramu Maple ilustrovany az pti vlastnim vystoupeni.

1. Najdéte obecnou matici posunuté soumeérnosti.

Obecnou matici posunuté soumérnosti najdeme vynasobenim (v libovol-
ném poradi) matice osové soumérnosti s osou, kterd ma smeér «, a matice
posunuti o vektor u[k cos «, k sin o], kde vektor u je rovnobézny s osou
soumeérnosti. Vysledné vypocty je vSak nutné upravit. K tomu vyborné
poslouzi Maple.

2. Jak odlisime matici 0sové soumérnosti a matici posunuté soumer-
nosti?

Matice ziskana v kroku 1 vypada stejné jako obecna matice osové sou-

a b m
mérnosti. Pokud tedy dostaneme matici v podobé | b —a n (kde

0 0 1
a,b,m,n jsou realna &isla a a® 4+ b? = ), nemtzeme okamzité rozhod-

nout, zda je to matice osové ¢i posunuté soumérnosti. Zde vyuzijeme
znalosti vlastnosti obou shodnosti. Vime, ze se lisi poctem samodruz-
nych bodd, pouzijeme tedy standardni postup hledéni samodruznych
bodi shodnosti dané matici. Ziskdme soustavu dvou neznamych a pou-
zijeme znalosti z algebry. Dospivame k nazoru, zZe soustava je fesitelna
prave tehdy, kdyz d = nsina+mcosa = 0. Jinak jde o matici posunuté
soumeérnosti.

3. Necht mdme ddnu obecnou matici posunuté soumérnosti. Interpretujte
tuto matici synteticky.!

Ukolem je najit osu a vektor posunuté soumérnosti. Tento tikol je po-
mérné kalkulativné naroény a Maple je vybornym pomocnikem. Pfi-
slusné vypocty budou ukézany pfi vystoupeni.

3.4 NETRADICNI HODNOCEN{

Soucasné s pristupem k ,vykladu‘ obsahu pfedmétu bylo zménéno i hod-
noceni studentd. Tradi¢ni zptisob hodnoceni predmétu zahrnoval pi-
semny test a Ustni zkousku, ktera sestavala z definic, vét a pripadné
dtikazt. Casto se stavalo, Ze se studenti naucili obsah kurzu nazpamét
a umeéli fesit pouze standardni typy tloh. Nova podoba zapoctu i zkousky

IPfed timto tikolem maji Zaci interpretovat synteticky matici s konkrétnimi &sly,
takze je obecny kol pro né snazsi.
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zavedena M. Hejnym spociva v tom, ze studenti mohou vyuzivat libo-
volné zdroje véetné svych poznamek z kurzu. Jedinou podminkou je, ze
museji pracovat samostatné. Tento zpiisob vsak klade zvySené naroky
na vyucujiciho, ktery musi pripravit tlohy, jez se od tloh feSenych v se-
mestru sice 1isi, ovSem na druhé strané musi byt fesitelné pouze pomoci
myslenek, které jiz byly v nékteré predchozi tloze feseny. TTi z takovych
uloh uvadime.

1. Necht je ABC rovnoramenny trojihelnik s ortocentrem O a zaklad-
nou |AB| = 4. Ozna¢me u = AC, v = BC, w = AB. Necht je p
pfimka. Vime, 7e plati nasledujici vlastnosti: (s,5,)* = sc, susp =
= SpSy, Sp(5w(0)) = Q. Najdéte délku |OQ)|. (s, je osova soumeér-
nost podle pfimky u, s¢ je stfedovd soumérnost podle bodu C'.)

2. Necht mame dan trojihelnik K LM a body N (stfed dvojice bodl
L a M), O (stfed dvojice bodti K a M) a P (stied dvojice bodu
L a K). Afinni transformace f je ddna vztahem f(LPN) = OKP.
Vyjadrete f jako slozeni f = tg, kde t je posunuti a g je elace (staci
najit jedno feSeni). Najdéte samodruzné pfimky transformace f.

3. Popiste maticemi grupu G, ktera je generovana tfemi osovymi sou-
meérnostmi s osami soumeérnosti x —y=1,r—y=—-1, x+y=2.

V prvni tloze maji studenti pouzit své znalosti ze syntetické geo-
metrie (zdkladni vlastnosti shodnosti). Museji umét skladat shodnosti
a pracovat s transformac¢nimi rovnicemi. Déle je nezbytny nacrtek situ-
ace. Analyticky pfistup je zde nevyhodny, vypocty by byly pfili§ kom-
plikované.

Reseni druhé alohy kombinuje synteticko-analyticky p¥istup a vyza-
duje pomérné hodné experimentovani. Studenti museji védét, jak najit
obraz bodu v relaci a posunuti. Ve druhé ¢asti feSeni museji zavést sou-
stavu souradnic a najit matici afinity f, kterd jim nasledné poslouzi pfi
hledani samodruznych primek.

Treti tloha se nejlépe fesi analytickym zptisobem od samého zacatku.
Je dulezité, ze tloha se pouze nepté, zda je urcitd mnozina transformaci
transformacni grupou, ale vyzaduje, aby student takovou mnozinu vy-
tvoril.

Po pisemné zkousce nasleduje tstni zkouska, ktera je hlubsi u téch
studentt, ktefi v pisemném testu nedosadhli dobrych vysledkt. Stalo se
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zvykem, Ze test opravuje vyucujici primo se studentem. Tim mé student
moznost vysvétlit pfipadné nejasnosti a soucasné ziskava zpétnou vazbu
o svych znalostech.

4 ZAVERY

Vyse uvedené uvahy predstavuji idealni stav, ktery odrazi predstavy
a plany autord skripta. Ovsem neni napf. jasné, zda by skriptum doka-
zal pouzivat i jejich ,neautor‘. Z hlediska studenta se jedna o pomérné
radikalni zménu pristupu ke studiu. Mél by byt aktivnéjsi v tom, Ze bude
pravidelné Fesit tlohy, klast otazky a zajimat se o vznikajici strukturu
transformaci. Prace v seminarich méa za cil dat dohromady znalosti a do-
vednosti riznych studentt tak, aby vznikala jakési kolektivni konstrukce
predmétu. Ne vzdy a v kazdé skupiné k tomu vSak opravdu dochéazi. Ne
vzdy se také dafi studenty dostatecné motivovat, nékterym z nich staci,
kdyz se jim feSeni problému prosté predlozi.

K nasemu prekvapeni se ukazalo, ze fakt, ze studenti mohou pfi testu
pouzivat veskeré materialy, zpocatku piisobil spise kontraproduktivné.
Rada studentii se domnivala, Ze v takovém pfipadé nejsou nutné zadné
pripravy, protoze dokazi najit odpovédi na vSechny otazky v knihéch.
Pak ovsem byli pfekvapeni typy uloh, které jim byly predlozeny. Pozdéji
jsme tento nedostatek zmirnili tim, Ze studenti dostali na konci semestru
jeden ukazkovy test bez feseni, ktery si mohli vyzkouset.

Reakce na kurz vedeny timto zpisobem jsou troji. Od absolutniho
odmitnuti (,viibec se v tom nevyznam‘, ,je to moc prace‘, ,pro¢ nam
to prosté nefeknete, ;nemé to zddnou strukturu) pfes lhostejné reakce
(,ani nevim, Ze se to néjak 1isi od ostatnich pfedméti‘ ) az po ptijeti (,ko-
neéné vim, o éem to je‘). Domnivame se, Ze pravé pro posledni skupinu
studentd ma cenu pokracovat v tomto zptsobu vyuky.
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MATEMATICKA GRAMOTNOST
VE VYZKUMU PISA

Vladislav Tomasek

Ke konci 20. stoleti vstoupila aktivné na pole pedagogickych vyzkumi
Organizace pro hospodéfskou spolupraci a rozvoj OECD. Zastupci ¢len-
skych zemi se rozhodli zorganizovat vlastni vyzkum PISA — Programme
for International Student Assessment. Vychodiskem bylo presvédéeni pe-
dagogickych odbornikt a tvarca skolské politiky, ze vzdélavaci systémy
nereaguji dostatecné rychle na zmény ve spolecnosti. Prevlada nazor,
ze Skoly predavaji zakim stale stejnym nezazivnym zpusobem soubor
védomosti, které nebudou nikdy potfebovat, a naopak je dostatecné ne-
vybavuji dovednostmi a védomostmi nezbytnymi pro dobré uplatnéni na
trhu prace a v osobnim Zivoté.

Vyzkum PISA piinasi novy pohled na hodnoceni vysledkt vzdéla-
vani a orientuje se na méfeni ¢tenarské, matematické a prirodovédné
gramotnosti patnactiletych zakt — zakt, ktefi ukoncéuji povinnou skolni
dochézku. Prvni Setfeni probéhlo v roce 2000 a hlavni sledovanou oblasti
byla ¢tenaiska gramotnost. Druhé Setfeni se uskutecni na jare roku 2003,
hlavni sledovanou oblasti tentokrat bude matematicka gramotnost.

Matematicka gramotnost je pro vyzkum PISA definovana takto:
Matematickd gramotnost je schopnost jedince poznat roli, kterou hraje
matematika ve svéeté, a porozumeét ji, tvorit dobie podloZené usudky a pro-
niknout do matematiky tak, aby splnovala jeho Zivotni potreby jako tvo-
riveho, zainteresovaného a myslicitho obcana.

Termin ,,gramotnost“ byl zvolen, aby se zdtraznilo, Ze stfedem zajmu
nejsou matematické znalosti a dovednosti, jak jsou definovany v tradic-
nich ucebnich osnovach. Duraz je kladen na matematické znalosti uve-
dené do funkéniho uzivani v mnoha riznych situacich a kontextech, které
vyzaduji usudek a vhled.

Termin ,svét“ predstavuje prirodni, socidlni a kulturni prostiedi, ve kte-
rém jedinec Zije.
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Termin ,,proniknout® neni minén pouze v tzkém smyslu jako fyzicka
nebo socialni ¢innost. Zahrnuje rovnéz zaujimani postoje, vytvareni vzta-
hu, hodnoceni a dokonce i uznani a oblibu matematiky.

Slovo ,zivot“ zahrnuje soukromy zivot jedince, pracovni vztahy, socialni
vztahy k pribuznym a k ostatnim lidem i jeho zivot jako prislusnika
urcité spolecnosti.

Zakladni schopnost vyplyvajici z uvedeného pojmu matematické gra-
motnosti je zpusobilost uchopit, formulovat a fesit problémy z raznych
oblasti a kontextti a interpretovat jejich feSeni s uzitim matematiky.

P1i podrobnéjsim popisu zkoumané oblasti se rozlisuji tii slozky:

e situace a kontexty, ze kterych pochazeji problémy predkladané za-
kiim,

e matematicky obsah, ktery by mél byt uzivan pri feSeni problémii,
je usporadan podle urcitych tematickych okruhi,

e kompetence, které by mély byt uplatnény pfi propojovani redlného
svéta s matematikou, tedy pri feSeni problému.

Uvedené tfi slozky maji riznou povahu. Situace a kontexty definuji
oblasti problémii readlného svéta, tematické okruhy reflektuji zptisob na-
hlizeni na svét ,matematickymi brylemi“ a kompetence jsou jadrem ma-
tematické gramotnosti. Hodnoceni matematické gramotnosti zahrnuje
hodnoceni, jaké maji zaci matematické kompetence a jak je dokazi tvo-
fivé aplikovat na dané situace.

Situace je soucasti zédkova svéta, do néhoz jsou umistény dlohy. Od
74kt ma uréitou vzddlenost. Zaktm je nejblizsi situaci jejich osobni Zi-
vot, vzdalenéjsi je skolni zZivot, pak prace a volny cas, nasleduje mistni
komunita a spolecnost, jak se s nimi setkava v kazdodennim zZivoté. Nej-
vzdalenéjsi jsou situace odborné. Pro klasifikaci tloh ve vyzkumu PISA
bylo zavedeno pét typt situaci: osobni, skolni, pracovni, verejné a od-
borné. Kontext tlohy je jeji specifické zasazeni do situace.

Ucebni osnovy matematiky jsou logicky ¢lenény podle obsahovych
hesel (napf. aritmetika, algebra, geometrie), kterd reflektuji historicky
vzniklad odvétvi matematického mysleni. V redlném svété vsak jevy ve-
douci k aplikaci matematiky uz nejsou tak logicky usporadany. Problémy
jen ziidka vznikaji takovym zptisobem a v takovém kontextu, Ze by k je-
jich pochopeni a feseni stacilo jen aplikovat znalosti z jednotlivého obsa-
hového hesla. Protoze cilem vyzkumu PISA je hodnotit schopnosti zaku



8. SETKANI UCITELU MATEMATIKY 291

FeSit realné problémy, jeho strategii je definovat rozsah zkoumaného ob-
sahu s vyuzitim fenomenologického pfistupu k popisu matematickych
pojmi, struktur a ideji. To znamené popsat obsah v souvislosti s jevy
a s typy problémd, pro néz byl vytvoren. Fenomenologicky pohled na
matematicky obsah neni novy. Matematika je timto zptisobem popsana
ve dvou znamych publikacich: On the Shoulders of Giants: New Approa-
ches to Numeracy (Steen, 1990) a Mathematics: The Science of Patterns
(Devlin, 1994). MiZeme se vSak setkat s mnoha zptsoby pojmenovani
fenomenologickych metod a kategorii. V koncepci matematické ¢asti vy-
zkumu PISA 2003 budeme uZivat termin ,tematické okruhy*.

Ve vyzkumu PISA 2003 se uzivaji nasledujici tematické okruhy, které
splnuji pozadavky historického vyvoje, pokryvaji obor a reflektuji hlavni
kapitoly skolniho kurikula:

e kvantita,

e prostor a tvar,
e zména a vztahy,
e neurcitost.

Tyto ¢tyfi okruhy ¢leni matematicky obsah na dostatecné mnoho ob-
lasti, aby to umoznilo rozprostfit lohy pres celé kurikulum, a zaroven
na dostatecné malo oblasti, aby to nebranilo zaméfit se na problémy
vychazejici z redlnych situaci.

Tematicky okruh ,kvantita“ je orientovan na potfebu kvantifikace
pro ucely usporadani svéta. K jeho vyznamnym aspekttim pat¥i chapani
relativni velikosti, poznavani ¢iselnych struktur a uzivani ¢isel k vyjad-
fovani kvantity a kvantifikovatelnych vlastnosti objektu redlného svéta
(mér). Déle obsahuje zpracovavani a chapani ¢isel reprezentovanych riiz-
nym zptisobem a kvantitativni mysleni.

Zkoumani tvart tzce souvisi s pojmem ,;uchopeni prostoru®. U¢me se
je tedy znat, zkoumat a ovladnout, abychom zili a pohybovali se v nasem
zivotnim prostoru s vét§im porozuménim. (Freudenthal, 1973). Abychom
toho dosahli, musime byt schopni porozumét zakladnim vlastnostem ob-
jektl a jejich vzajemné poloze. Musime si uvédomit, jak vidime a proc
vidime tak, jak vidime. Musime se naucit orientaci v prostoru, v kon-
strukcich a tvarech. Znamenéa to pochopit vztah mezi tvary a jejich ob-
razy nebo vizualnimi reprezentacemi, podobné jako mezi redlnym més-
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tem a jeho fotografiemi a plany. V tom je obsazeno i chapani toho, jak
Ize trojrozmérné objekty reprezentovat ve dvou dimenzich, jak se tvori
stiny, co je perspektiva a jak se projevuje.

Kazdy pfirodni jev je projevem zmény a ve svété kolem nas pozo-
rujeme mnoho docasnych i trvalych zmén. Napiiklad organismy ménici
se béhem rustu, cykly ro¢nich obdobi, ptiliv a odliv, cykly nezaméstna-
nosti, zmény pocasi a burzovnich indext. Nékteré z téchto proménnych
procesi lze popsat nebo modelovat jednoduchymi matematickymi funk-
cemi. Mnoho vztaht vSak pat¥i do jinych kategorii a k urceni typu vztahu
je Casto zapotiebi analyzovat data. Vztahy mohou mit nejriznéjsi re-
prezentace — symbolické, algebraické, grafické, tabulkové a geometrické.
Rizné reprezentace slouzi rliznym tcelim a maji rizné vlastnosti. Pte-
vody mezi reprezentacemi maji proto pri feSeni situaci a tloh zasadni
vyznam.

Okruh ,neurcitost* zahrnuje dvé pribuzna témata — zpracovani dat
a pravdépodobnost. Tyto fenomény studuje matematika ve statistice
a poc¢tu pravdépodobnosti. Komentare ke skolnim osnovam z posledni
doby shodné doporucuji, aby statistika a pravdépodobnost dostaly mno-
hem vétsi prostor nez v minulosti. Matematické pojmy a ¢innosti speci-
fické pro tuto oblast jsou sbér dat, analyza dat, prezentace a znazorno-
vani dat, pravdépodobnost a statistika.

Vyzkum PISA hodnoti schopnosti zaku efektivné analyzovat, uvazo-
vat a sdélovat matematické ideje, kdyz pristupuji k matematickym pro-
blémtim, formuluji je, fesi a interpretuji feseni v rozmanitych situacich.
Ustfednim pojmem je proto ,matematizace®. Ma-li zak tspésné zvlad-
nout matematizaci v rozmanitych situacich, internich i externich kontex-
tech a tematickych okruzich, musi byt vybaven urc¢itymi matematickymi
kompetencemi, na jejichZ souhrn mtzeme hledét jako na komplexni ma-
tematickou kompetenci. Jednotlivé kompetence mize ovladat na rtuzné
urovni. Rizné etapy matematizace vyuzivaji kompetence rizné, jak co
do jednotlivych kompetenci, tak co do trovné jejich ovladani. K identifi-
kaci a zkoumani téchto kompetenci bylo pro vyzkum PISA pouzito osm
charakteristickych matematickych kompetenci, které vychéazeji z prace
M. Nisse a jeho danskych kolegti:

e matematické mysleni,

e matematickd argumentace,
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e matematicka komunikace,

e modelovani,

e vymezeni problému a jeho feSeni,

e reprezentace,

e uzivani symbolického, formalniho a technického jazyka a operaci,
e uzivani pomiicek a nastroji.

Pro vyzkum PISA nejsou vyvijeny testové tlohy, které by hodnotily
uvedené kompetence jednotlivé. Vyznamné se totiz prekryvaji a uzivani
matematiky obvykle vyzaduje souCasné vyuziti mnoha téchto kompe-
tenci. Snaha o hodnoceni jednotlivych kompetenci by vedla k umélym
uloham a ke zbytecnému rozdrobeni oblasti matematické gramotnosti.
Jednotlivé kompetence, které Zaci projevi, se budou zak od zéka vyrazné
lisit. K tomu, aby bylo moZzné v mezinarodnim méfitku efektivné po-
psat a dokumentovat schopnosti, silné i slabé stranky zakt, je potfebna
urcitd struktura. Jednou z dobfe srozumitelnych a prakticky uskutecni-
telnych moznosti, jak ji ziskat, je popsat tfidy kompetenci zaloZzené na
typech kognitivnich pozadavki, které jsou zapotfebi k FeSeni ruznych
matematickych problémi. Ve vyzkumu PISA jsou definovany tii tridy
kompetenci.

TRIDA REPRODUKCE

Kompetence v této tridé v podstaté zahrnuji reprodukci probranych zna-
losti. Jsou to ty kompetence, které jsou nejéastéji uzivany pii standard-
nim hodnoceni a ve skolnich testech. Jde o znalosti faktii a béznych zpt-
sobll reprezentace problémi, rozeznavani ekvivalentt, prezentace béz-
nych matematickych objektt a vlastnosti, provadéni rutinnich procedur,
aplikace standardnich algoritmd a technickych dovednosti, prace s vy-
razy obsahujicimi symboly a se vzorci ve standardni formé a provadéni
vypoctu.

Do této tridy kompetenci také patii feseni jednoduchych problémi.
Jde o rutinni problémy z ucebnic, u kterych je matematicky kontext
a prevod je bezprostfedni. Ulohy patiici k této tiidé vyzaduji matema-
tické mysleni omezené na vybavovani toho, co se zaci explicitné ucili.
V tlohéch se zpravidla nepozaduje, aby zZaci zdavodnovali sviij postup
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ani aby formulovali matematické argumenty. Na zaky jsou kladeny jen
omezené pozadavky ohledné matematické komunikace a prechodu mezi
riiznymi reprezentacemi matematickych pojmii. Ulohy uréené k hodno-
ceni kompetenci z této t¥idy lze charakterizovat deskriptory — reprodukce
probrané latky a provadéni rutinnich operaci.

TRIDA INTEGRACE

Tato tfida obsahuje kompetence, které zak vyuziva pri strategii feseni
zalozené na propojeni obsahu riznych matematickych hesel, respektive
riznych tematickych okruhti. Patii sem i schopnosti zakti kombinovat
a sdruzovat informace potifebné k feSeni problému. Ttida kompetenci
sintegrace“ reflektuje zakovy schopnosti volit a vytvaret strategie, volit
matematické prostfedky, kombinovat v procesu matematizace rozmanité
metody a kroky. Tyto kompetence zahrnuji i zdkovy schopnosti interpre-
tovat vyznam feSeni a kriticky hodnotit svou praci.

Ulohy spojené s touto tiidou kompetenci vyzaduji, aby si zaci uvé-
domovali ekvivalenci tvrzeni a aby pracovali se Sirokym spektrem pii-
kladi a aplikaci matematickych metod a procedur. Tyto tlohy c¢asto
zéky vedou k formulaci a sdélovani argumentt, k vykladu a k pocat-
kim matematické generalizace. Pti feSeni predlozenych tloh museji Zaci
prekladat problémy z jazyka situace a kontextu do matematické sym-
boliky. Charakteristické ulohy tu vyzaduji, aby zaci prechazeli mezi ver-
balni, grafickou, tabularni a symbolickou reprezentaci pojmu a situaci,
se kterymi se setkali pfi studiu matematiky. V matematickych situacich
vznikajicich pfi feSeni téchto tloh je ¢asto nutno pouzit bézné nastroje
a pomticky. Ulohy uréené k hodnoceni kompetenci z této tiidy lze cha-
rakterizovat deskriptory - sdruzovani, propojovani a mirné rozsifovani
probrané latky.

TRIDA REFLEXE

Kompetence této tiidy zahrnuji schopnosti zaka uvazovat o procesech
potfebnych k feseni problému. Tykaji se zakovych schopnosti planovat
strategie feSeni a implementovat je na problémové situace. Je v nich vice
prvkii a mohou byt ”originalnéjsi” (méné bézné) nez kompetence z t¥idy
mintegrace“. Tyto kompetence vyzaduji, aby Zaci nejen matematizovali
problém, ale také vyvinuli origindlni modely feseni. Ulohy uréené k mé-
feni kompetenci by mély reflektovat schopnosti zaka analyzovat, inter-
pretovat, uvazovat, vysvétlovat, prezentovat matematické generalizace,
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argumenty a dfikazy. Zaci by méli umét nejen problémy fesit, ale také
formulovat.

Ulohy souvisejici s touto tiidou kompetenci vyzaduji od zéka zna¢nou
zbéhlost v matematickém mySleni, uvazovani a argumentaci. Tyto tlohy
casto vyzaduji, aby zak projevil, Ze ovlada vhodny jazyk k vyjadfeni
svych schopnosti modelovat, fesit a sdélovat feSeni u situaci, které pre-
sahuji uivo probrané ve Skolni matematice. Mezi témito tllohami jsou
kombinované problémy, které vyzaduji, aby Zaci jako ¢ast procesu fe-
Seni provadéli reprezentace a prevody. Pii praktickém provadéni téchto
uloh by se mélo projevit nejen to, jak zaci dovedou uzivat matematické
nastroje a pomticky, ale také, ze védi, kdy je pouzit. Ulohy uréené k hod-
noceni kompetenci z této tfidy lze charakterizovat deskriptory — vyspélé
uvazovani, abstrakce, generalizace a modelovani v novych kontextech.

Diraz, ktery klade matematicka ¢ast vyzkumu PISA na uzivini ma-
tematickych znalosti k feseni problémut vznikajicich z kazdodenni zkuse-
nosti, predstavuje ideal, ktery rizné vzdélavaci systémy na svété napliuji
v ruzném stupni. Vyzkum PISA se snazi pfipravit pestrou paletu mate-
matickych problému s rtiznym stupném navodd a s riznou strukturou,
pritom vsSak preferuje autentické problémy, kde zaci museji samostatné
uvazovat.
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KLASIFIKACE ULOH DO SPOLECNE CASTI
MATURITNI ZKOUSKYZ MATEMATIKY

Jaroslav Zhouf

1 Uvob

Piipravovana spoleéna (statni) ¢ast maturitni zkousky z matematiky se
v soucasnosti stale opira o Katalog poZadavki ke spolecné ¢dsti maturitni
zkousky z matematiky v roce 2004 (dale jen Katalog). Novy skolsky zdkon
ale doposud nebyl schvalen, vyslednd podoba maturit se tedy muize od
soucCasnych predstav lisit. Pfedpokladejme vsak, Ze alesponn navrhovana
forma uloh zistane zachovana.

Podle Katalogu ma mit zkouska podobu testu s tzv. uzavienymi tlo-
hami a s tzv. otevienymi tlohami. Pfipravou tloh pro spole¢nou ¢ast ma-
turitni zkousky z matematiky se zabyva kolektiv autori, ktery je uveden
v [1, 2, 3, 4]. Podle pfedstav autorského kolektivu se uzavienou dlohou ro-
zumi tloha, v niZ je zdkovi nabidnuto nékolik odpovédi (tzv. distraktor)
a ten z nich ma vybrat jedinou spravnou. Ulohy maji takovou obtiznost,
aby je bylo mozné vytesit za 3—5 minut. U tloh tohoto typu se nehod-
noti postup feseni, hodnoti se jen spravnost vysledku. Otevrenou wlohou
se rozumi tloha, v niz se hodnoti nejen spravny vysledek, ale zejména
podrobny postup, s jehoz pomoci zak k vysledku dospél. Vétsinou jde
o komplexni tlohu, v niz se integruji poznatky a dovednosti ziskané bé-
hem celého studia na stfedni skole. Na TesSeni kazdé ulohy tohoto typu
je stanoven cas 15-20 minut.

V tomto prispévku se budeme zabyvat specifickymi vlastnostmi aloh,
hlavné vsak klasifikaci téchto tloh podle jednotlivych dale uvedenych
znakl. Provedeme zvlast klasifikaci uzavienych tloh a zvlast uvedeme
zésady tvorby otevienych tloh. Ke kazdému znaku uvedeme jako priklad

Prispévek byl vytvofen v ramci vyzkumného zaméru Kultivace matematického
mysleni a vzdélanosti v Evropé J13/98:114100004.
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konkrétni tlohu z publikace [4]. Vzhledem k omezenému rozsahu pii-
spévku uverejiiujeme jen takové tlohy, z nichz kazda ma nékolik znakia.
Dalsi tilohy dokumentujici uvedené znaky je mozné najit v prilozené lite-
ratufe. Jesté pfipomenme, ze zde uvedend klasifikace nemutze byt tplna,
zamérime se tedy pouze na nékolik nejvyznamnéjsich znak.

2 UZAVRENE ULOHY

1. znak: forma textu s otdzkou

a) Otézka je poloZena v tivodnim textu tlohy a je zakoncena
otaznikem; odpovéd je kratkd véta v distraktoru (tloha 1).

b) Misto otazky je uvedena odpovéd, jejiz prvni ¢ast je v uvod-
nim textu dlohy a druhd ¢ast je v distraktorech (tloha 2).

2. znak: pocet distraktori
a) Uloha m4 pét distraktort (dloha 1).
b) Uloha m4 étyfi distraktory (tiloha 3).
3. znak: (ne)homogenita distraktord

a) Jednotlivé distraktory jsou na sobé vzajemné nezavislé
(tloha 1).

b) Posledni distraktor tvrdi, ze ,z4dny z pfedchozich distraktorii
neni spravny“ (tloha 2).

4. znak: pocet ukoli

a) V dloze se Tesi jediny kol a z distraktort se vybere spravna
odpovéd (dloha 1).

b) V dloze se fesi tolik nezavislych tkold, kolik je distraktorii
(aloha 3).

5. znak: kvalita otdzky

a) Otazka je polozena v pozitivni podobé (tloha 1).

b) Otézka je poloZena v negativni podobé (tloha 3).
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6.

10.

11.

znak: Tesent a zkouska

a) Uloha se vyfesi z idaji v ivodnim textu a z distraktort se
vybere odpovéd (tloha 1).

b) Hodnoty distraktort se dosazuji do tvodniho textu; vlastné
se provadi zkouska (tloha 3).

znak: redalnost situace

a) Uloha nefesi ,redlnou situaci“ (tiloha 1).

b) Uloha fesi ,realnou situaci® (tloha 2).
znak: tradicnost ulohy

a) Uloha je tradi¢ni gkolsk4 (tiloha 2).
b) Uloha je kolsky ponékud netradi¢ni (tiloha 3).

znak: (ne)pfitomnost obrdzku

a) Uloha vyzaduje grafickou pfedstavu, ale obrazek neni soucasti
textu, obrazek si tvofi zdk sdm (tloha 1).

b) Soucasti textu tlohy je pomocny, ne vSak nutny obrazek
(tloha 4).

znak: nutnost obrazku

a) Uvodni text tilohy se neodvoldvé na obrazek (tiloha 2).

b) Uvodni text tlohy se odvolava na obréazek, tvoii se z ného
odpovéd (tloha 3).

znak: forma distraktori

a) Distraktory nejsou ve formé grafické (uloha 1).

b) Distraktory jsou ve formé grafické (tiloha 5).
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3 OTEVRENE ULOHY

Oteviené ulohy jsou svoji stavbou odlisné od uzavienych tloh, proto
i zésady jejich tvorby jsou odlisné. Misto klasifikace jednotlivych tloh
podle jejich specifickych znakti zde uvedme spiSe obecné zasady tvorby
otevienych 1loh, a to opét bez naroku na jejich vycCerpavajici seznam.
Mezi nejdilezitéjsi zasady tvorby otevienych tloh pro spolecnou cast
maturitni zkousky patii:

e clenéni slozitéjsi llohy na nékolik dil¢ich ukolu tak, aby zdk mohl
vytesit aspon ¢ast zadanych tkoli,

e nezavislost jednotlivych dil¢ich tkolu tak, aby nevyfeseni jednoho
ukolu neznamenalo zablokovani feseni celé tlohy,

e soucasné zarazeni komplexni tlohy s jedinou otazkou, pficemz zak
musi sam c¢lenit FeSeni na diléi tkoly,

e propojeni vice oblasti matematiky v jedné tloze dil¢imi tikoly,

e moznost feseni tlohy vice zpusoby,

e priméfend ¢asova narocnost,

e primérend mira slozitosti iprav v feSeni pro zaka i pro opravova-
tele,

e  Citelnost® textu, nezarazovani slozitych souvéti v textu tlohy,

e zafazeni vétsitho poctu tloh s redlnou tématikou, kterou je tfeba
spravné matematizovat a vysledek zpét prevést do realné situace.

Je jasné, ze vSechny zasady nemohou byt vyuzity u kazdé ulohy,
snahou v8ak je uzit jich vzdy co nejvice. Priklady vyse uvedenych zasad
jsou tulohy 6 a 7.

4 PRIKLADY ULOH

Uloha 1

Je dana tsecka AB délky 3 cm a pfimka p, ktera je rovnobézna s ptimkou
AB aje od ni vzdalena 1,5 cm. Jaky je pocet rovnoramennych trojihel-
nikit ABC, kde C € p?

Al B.2 C.3 D. 4 E. 5
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Uloha 2

Smichédnim pomerancového dzusu, grepového dZzusu a citrénové stavy
v objemovém postupném poméru 5 : 4 : 6 vzniklo 12 litrd ovocného
napoje. Objem grepového dzusu v tomto napoji je:

A. 48 litru B. 4 litry C. 3,2 litru D. 2,4 litru

E. jiny, nez je uvedeno v bodech A-D

Uloha 3
Utvar, ktery je nakreslen na obrazku 1, neni grafem funkce:

VAaz2

Ay=L20 v
||
_ log 100/ 2
~ log10l=l
C'y:x+|x|+|x|f:c 0 1 =
x ||
Dy 222 + 62|z
Uloha 4

V pravidelném osmithelniku ABCDEFGH (viz obrazek 2) je velikost
uhlu BAC rovna:

F FE
A. 15 . .
B. 20°
C. 22,5°
D. 27, 5° m O
Y “
E. 30° A B
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Uloha 5
Graf inverzni funkce k funkci f:y = 2z + 1 je na obrazku:
y y Y
1
—2 o T o 1 z
i
-1 =2 @] T
A. B. C.
Y y
! 1
" -1
0 5 O‘ x
D. E.
Uloha 6

V Gaussové roviné je dan rovnostranny trojuhelnik ABC'. Jeho tézisté
T je obrazem komplexniho ¢isla ¢ = 0 a jeho vrchol A je obrazem kom-
plexniho ¢isla a = —1.

a) Urcete algebraicky tvar komplexnich ¢isel b, ¢, jejichz obrazy jsou
body B, C, vite-li, Ze ¢islo b ma zapornou imaginarni ¢ast.

b) Vypoctéte obsah trojihelniku ABC.

Uloha 7
a) Sestrojte graf funkce f:y = |z — 3|

b) S vyuzitim grafu z ¢asti a) FeSte soustavu nerovnic 0 < |z — 3] < 4.

5 ZAVER

V dobé, kdy neni schvalena definitivni podoba budouci maturity z ma-
tematiky, ma tento prispévek seznamit Sirsi verejnost s koncepci autor-
ského kolektivu zabyvajiciho se pfipravou tloh pro tuto zkousku. Ma ale
také slouzit jako podnét k pripadné diskusi o spravnosti nastoupeného

trendu pfi tvorbé tloh do spole¢né ¢asti maturitni zkousky z matema-
tiky.
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KAJL PedF UK, Celetna 13 224 49 18 05

Praha 1, 110 00

marie.hofmannova@pedf.cuni.cz

Holeckova Helena 491 42 62 43
VOS a SPSS, Prazska 931 491 243 25
Néchod, 547 01 voss-na@voss-na.cz
Holenda Jiti 37749 12 77

KMA FAV ZCU, Univerzitni 8
Plzen, 306 14

holenda@rek.zcu.cz

Horak Karel
MU AV CR, Zitné 25
Praha 1, 115 67

257 95 06 29

horakk@math.cas.cz

Horké Klara
KMDM PedF UK, M.D. Rettigové 4
Praha 1, 116 39

gara@centrum.cz
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prijmeni a jméno telefon
adresa fax
e-mail
Horodyska Jana 585 71 12 73

Gymnazium — Hejéin,
Olomouc,

jana.horodyska@post.cz

Hostinskd Michaela 487 83 17 50
Euroskola SOS, Zeleznic¢aiska 2232 487 83 17 50
Ceska Lipa, 470 01 hostinska@eso-cl.cz
Hospesova Alena 387 77 30 89

PF JU, Jeronymova 10 387 31 21 94
Ceské Budéjovice, 371 15 hospes@pf.jcu.cz
Houser Jifi 491 47 41 95

SPS, CSA 376 491 47 01 64
Nové Mésto nad Metuji, 549 01 houser@spsnome.cz
Hrbek Jifi 776 19 49 35

SLS, Zizkov 345
Zlutice, 364 52

jaih@seznam.cz

Hrubéa Miluse 461 32 78 05
Gymnézium, A.K. Vitadka 452 461 32 78 31
Jevicko, 569 43 hruba@gymjev.cz
Hruby Dag 461 32 78 05
Gymnézium, A.K. Vitadka 452 461 32 78 31
Jevicko, 569 43 hruby@gymjev.cz
Hudcova Milada 516 45 40 44
Narodohospodérska skola, Hybesova 53 516 45 50 83
Boskovice, 680 01 hudcova@nhskola-boskovice.cz
Jarnik Jifi 221 90 02 69
KMDM PedF UK, M.D. Rettigové 4 220 51 07 27

Praha 1, 116 39

jiri.jarnik@pedf.cuni.cz

Jachim FrantiSek
ZS, Skolni 300
Volyné, 387 01

383 383 37 20 42

zs.volyne@Qtiscali.cz

Jedlickova Milada
SPSS, Jihlavska 628
Havlicktv Brod, 580 01

569 43 35 19

jedlickova@stavskola.highlands.cz
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prijmeni a jméno telefon
adresa fax
e-mail
Jelinek Vaclav 412 53 50 01
SPSSD, Slovanska 1000/55 412 53 59 51
Décin, 406 60 vjelinek@prumka.cz
Jindrak Vaclav 353 82 53 53

SOS, Husova 600
Nejdek, 362 21

sou_nejdek@volny.cz

Jirotkova Darina
KMDM PedF UK, M.D. Rettigové 4
Praha 1, 116 39

221 90 02 52
221 90 02 48

darina.jirotkova@pedf.cuni.cz

Jodas Vladimir
Statny pedagogicky tstav Bratislava,
Bratislava,

vladimir.jodas@spu.sanet.sk

Kabelka Karel
Gymnézium, Tyrsova 365

Moravské Budéjovice, 676 19

568 42 00 22

kabelka@gmb.mbnet.cz

Karger Adolf
KDM MFF UK, Sokolovska 83
Praha 8, 186 00

221913215

karger@karlin.mff.cuni.cz

Kaslova Michaela 221 90 02 52

KMDM PedF UK, Rettigové 4 221 90 02 48

Praha 1, 116 39 kaslovam@pedf.cuni.cz
Kaspar Jan 221 91 32 34

KDM MFF UK, Sokolovska 83 221 91 22 27

Praha 8, 186 00 kaspar@karlin.mff.cuni.cz
Kazbundova Pavla 312 24 80 81

10. ZS, C. Boudy 1188

Kladno, 272 00

Klierova Kvéta 475 60 14 02
Gymnézium, Jateéni 22 475 60 12 46

Usti nad Labem, 400 01

klierova@gymjat.cz

Klimova Hana
KMDM PedF UK, M.D. Rettigové 4
Praha 1, 116 39

klimovah@seznam.cz




8. SETKANI UCITELU MATEMATIKY 313
prijmeni a jméno telefon
adresa fax
e-mail
Kocandrlova Milada 224 35 43 80

KM FSV CVUT, Thékurova 7
Praha 6, 166 29

kocandrlova@mat.fsv.cvut.cz

Kolar Pavel 412 37 26 32
SOU technické, Karoliny Svétlé 2703 412 37 02 40
Varnsdorf, 407 47 soutechvdf@interdata.cz
Koman Milan 221 90 02 49

PedF UK Praha, M.D. Rettigové 4
Praha 1, 116 39

milan.koman@pedf.cuni.cz

Kommova Helena 233 35 25 46
Gymnézium J. Keplera, Parléfova 2 233 35 25 49
Praha 6, 169 00 kommova@gjk.cz
Kopéackova Alena 485 35 23 07

KMD FP TUL, Halkova 6
Liberec, 461 17

alena.kopackova@uslib.cz

Kopecky Frantisek 25731 72 74
Gymnézium J. Nerudy, Hellichova 3 257 32 67 47
Praha 1, 118 00 gjnQgjn.cz

Kott Dalibor 605 88 02 68

KMA PiF MU , Janackovo nam. 2a
Brno, 662 95

kott@gyrec.cz

Kotlik Josef 567 30 18 71
ISSS a U, Zizkova 20 567 31 01 00
Jihlava, 586 01 jkotlik@isss-ji.cz
Kratochvilova Jana 221 90 01 76
KMDM PedF UK, M.D. Rettigové 4 221 90 02 48

Praha 1, 116 39

jana.kratochvilova@pedf.cuni.cz

Krupik Michal
KMDM PedF UK, M.D. Rettigové 4
Praha 1, 116 39

donebe@post.cz

Kubéatova Lenka
Prvni ¢eské gymnazium, Narodni 25

Karlovy Vary, 360 20

353 22 35 50

kubatova@gymbkvary.cz
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prijmeni a jméno telefon
adresa fax
e-mail
Kubes Josef 377 22 67 47
Gymnazium, Mikulasské ndm. 23
Plzen, 326 00 josef.kubes@gymik.inplus.cz
Kubesova Nadézda 377 26 36 45
Gymnéazium L. Pika, Opavska 21
Plzen, 312 00 kua@gop.pilsedu.cz
Kubinova Marie 221 90 02 51
KMDM PedF UK, M.D. Rettigové 4 221 90 02 48
Praha 1, 116 39 marie.kubinova@pedf.cuni.cz
Kufina Frantisek 495 06 11 53
Univerzita H. Kralové, V. Nejedlého 573
Hradec Kralové, 500 02 frantisek.kurina@uhk.cz
Lavicka Miroslav 377 49 11 37
KMA FAV ZCU, Univerzitni 8
Plzen, 306 14 lavicka@kmt.zcu.cz
Leischner Pavel 387 77 30 94
KMA PF JU, Jeronymova 10
Ceské Budégjovice, 371 15 leischne@pf.jcu.cz
Lesékova Eva 261 21 54 09
Nakl. Prometheus, Cestmirova 10
Praha 4, 140 00 lesakova@prometheus-nakl.cz
Liskova Hana 461 61 35 63
VOSP a SPgS, Komenského nam. 22
Litomysl, 570 12 liskova@lit.cz
Littler Graham Haward ++44 11 59 25 59 59
University of Derby, Mickleover
Derby, DE35GX grahamlittler@msn.com
Machacova Ludmila 466 03 60 19
UM FES UPa, Studentské 95
Pardubice, 532 10 ludmila.machacova@upce.cz
Machéacek Vlastimil
, Nad Cihelnou 22
Praha 4, 147 00
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prijmeni a jméno telefon
adresa fax
e-mail
Machéackova Marie 577 21 07 59

OA T. Bati a VOSE, ndm T.G.M. 3669

Zlin, 761 57

m.machackova@Qoazlin.cz

Machovcova Hana
Prvni ¢eské gymnazium, Narodni 25

Karlovy Vary, 360 20

353 22 35 50

machovcova@gymkvary.cz

Mannheimova Dagmar
Gymnéazium, Komenského 713

Ttinec, 739 61

558 32 52 84
558 32 52 84

dagmar.mannheimova@gymtri.cz

Manéaskova Eva
Gymnézium L. Jarose, Palackého 524

Holesov, 769 01

573 39 60 98
573 39 89 66
mat@gymbhol.cz

Martint Petr
ZS Campanus, Jirovcovo nam. 1782

Praha 4, 148 00

Masny Petr
Fakultni ZS, Chodovicka 2250
Praha 9, 193 00

286 85 00 93

masny.petr@cbox.cz

Masgek Josef
KMA FAV ZCU, Univerzitni 8
Plzen, 306 14

377 46 16 32

jmasek@kma.zcu.cz

Matéskova Lubica 377 42 33 78
SPSS, Klatovska 109 377 42 26 40
Plzen, 320 57 info@spstrplz.cz
Molnéar Josef 585 63 46 57

KAG PiF UP, Tomkova 40
Olomouc, 779 00

molnar@risc.upol.cz

Mrvikova Stanislava, 377 26 03 65
Gymnazium, Mikulasské ndm. 23

Plzen, 326 00

Musilové Jana 516 44 28 20
SPS, Na VétFaku 463 516 44 28 19

Jedovnice, 679 06

skola@spsjed.cz
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prijmeni a jméno telefon
adresa fax
e-mail
Necasova Eva
Gymnézium J. Nerudy, Hellichova 3
Praha 1, 118 00
Neubauerova Danuse 377 22 12 48
SZS a VZS, Karlovarska 99 377 22 11 63
Plzen, 323 17 neubauerova@szsvzs.top.cz
Novakova Marie 261 21 54 09

Nakl. Prometheus, Cestmirova 10

Praha, 140 00

novakova@prometheus-nakl.cz

Novotna Jarmila

PedF UK Praha, M.D. Rettigové 4

Praha 1, 116 39

221 90 02 51
221 90 02 48

jarmila.novotna@pedf.cuni.cz

Olsakova Véra

572 55 45 14

SSZS, s. r. 0., Mojmir 747 572 55 45 14
Uherské Hradisté, 686 06 sszs@iol.cz
Otruba Karel 543 23 39 36

CMSPgSaG, Lerchova 63

Brno, 602 00 otruba@cmsps.cz

Pech Pavel 387 77 30 71

PF JU, Jeronymova 10 387 31 21 94

Ceské Budégjovice, 371 15 pech@pf.jcu.cz
Pelantova Alena 286 58 97 18

ZS Na Slovance, Bedfichovsks 1 286 58 97 18

Praha 8, 182 00 pelantova@thunderaet.cz
Perny Jaroslav 485 35 22 85

KMD FP TU, Voronézska 13
Liberec, 460 01

jaroslav.perny@vslib.cz

Petraskova Vladimira
PF JU, Jeronymova 10
Ceské Budégjovice, 371 15

387 77 30 93
387 31 21 94
petrasek@pf.jcu.cz

Pé&chouckova Sarka
KMT FPE ZCU, Klatovska 51
Plzen, 306 14

37742 3776 1. 332

s.pechouckova@volny.cz




8. SETKANI UCITELU MATEMATIKY 317
prijmeni a jméno telefon
adresa fax
e-mail
Pillerova Jana 565 32 36 91
7S, Krasovy Domky 989 565 32 59 46
Pelhiimov, 393 01
Polova Alenka 318 62 46 26

4. 78, Jirdskovy sady 273
Pribram II, 261 01

alenapb@seznam.cz

Pomykalova Eva 577 43 61 14
Gymnézium, Lesni ¢tvrt 1364 577 43 61 14
Zlin, 760 01 pomykal@sendme.cz
Potéacel Jaroslav 353 22 35 50
Prvni ¢eské gymnézium, Narodni 25 353 22 33 69
Karlovy Vary, 360 20 potacel@gymkvary.cz
Prachar Otakar 466 03 60 14

UM FES UPa, Studentska 95
Pardubice, 532 10

otakar.prachar@upce.cz

Prokes Josef 386 36 01 47
Biskupské gymnazium, Jirsikova 5 386 35 70 59

Ceské Budé&jovice, 370 01 prokesovi@bigy-cb.cz
Prokesova Jana 386 36 01 47
Biskupské gymnazium, Jirsikova 5 386 35 70 59

Ceské Budé&jovice, 370 01 prokesovi@bigy-cb.cz
Rendlova Miloslava 377 52 02 53

SPSd a SOUd, Karlovarska 99 377 52 20 67

Plzen, 323 17 rendlova@dopskopl.cz
Robové Jarmila 221 91 33 55

KDM MFF UK, Sokolovska 83 221 91 32 27

Praha 8, 186 00 robova@karlin.mff.cuni.cz
Roubicek Filip 224 91 86 55

ZCS, Ostrovni 9 224 93 46 46

Praha 1, 110 00 filip.roubicek@seznam.cz
Rozkopalova Vladimira 577 21 11 40

ISST COP, Nad Ovéirnou 2528
Zlin, 760 01

isst@isst.zlin.cz
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prijmeni a jméno telefon
adresa fax
e-mail
Ruzickova Bronislava 585 63 57 10

KMA PdF UP, Zizkovo nam 5
Olomouc, 771 40

ruzickov@risc.upol.cz

Rybova Juliana
SZS a VZS, Palachova 35
Usti nad Labem, 400 01

47521 12 76

juliana.rybova@post.cz

Simonikova Hana
ZS Campanus, Jirovcovo ndm. 1782

Praha 4, 148 00

hana.simonikova@seznam.cz

Smolafova Ivana 318 62 35 06
6. ZS, Bti. Capkt 279 318 62 35 06
Pribram VII, 261 01

Soukupovéa Jaroslava 565 32 36 91
ZS, Krasovy Domky 989 565 32 59 46
Pelhfimov, 393 01

Stanék Miroslav 516 45 30 41
SOU a U, Nam. 9. kvétna 2A 516 45 30 47
Boskovice, 680 11 stanek@soubce.cz
Stehlikova Nada 221 90 02 52
KMDM PedF UK, M.D. Rettigové 4 221 90 02 48

Praha 1, 116 39

nada.stehlikova@pedf.cuni.cz

Stejskalova Marie

573 39 60 98

Gymnézium L. Jarose, Palackého 524 573 39 89 66
Holesov, 769 01

Sykora Vaclav 221 90 02 48

PdF UK, M.D. Rettigové 4 222 21 12 02

Praha 1, 116 39 vaclav_sykora@volny.cz
Sarounova Alena 221 91 32 35

MFF UK, Sokolovska 83
Praha 8, 186 75

sarounov@karlin.mff.cuni.cz

Sedivy Jan
Gym. J. Nerudy, Komenského nam. 9
Praha 3, 130 00

222 71 53 88
222 71 53 88

gjn.hud@seznam.cz
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pfijmeni a jméno
adresa

telefon
fax
e-mail

Simonova Zderka
KMDM PedF UK, M.D. Rettigové 4
Praha 1, 116 39

simonovaz@seznam.cz

Sima Frantisek 388 31 41 12

SOA a SOUS, s.r.o., ZI1. Stezka 240 388 31 41 12
Prachatice, 383 01 s0a@soa.cz

Sima Petr 567 30 18 71

ISSS a U, Zizkova 20 567 30 01 00

Jihlava, 586 01 psima@isss-ji.cz
Smidova Hana 353 57 70 21

SPS a G, Lidicka 40 353 57 70 23

Karlovy Vary, 360 05 pedskolakv@mbox.vol.cz
Solcova Alena 224 35 43 88

KM FSV CVUT, Thékurova 7 233 33 27 32

Praha, 166 29 solcova@mbox.cesnet.cz
Svachova Jana 317721710
Gymnézium, Husova 470 31772 30 77
Benesov, 256 01 svachova@gbn.cz
Tetourova Markéta 257 31 41 70

Gymnézium J. Nerudy, Hellichova 3
Praha 1, 118 00

tetourova@centrum.cz

Tomasek Vladislav 224 39 83 33

UIV, Senovazné nam. 26 224 39 82 78

Praha 1, 110 06 tomasek@uiv.cz

Vavros Michal 596 91 25 67
Gymnazium, Cs. exilu 669 596 91 01 35
Ostrava-Poruba, 708 41 michal.vavros@osu.cz
Vanova Monika 487 83 45 28
Gymnézium, Zitavska 2969 487 52 21 52

Ceské Lipa, 470 01 vanova.monika@gym-cl.cz
Vejmolova Katefina 318 59 22 54

7S, Komenského 420
Mnisek pod Brdy, 252 10

kvejmolova@seznam.cz
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prijmeni a jméno telefon
adresa fax
e-mail
Vitovcova Zuzana 353 23 39 36
SZS a VZS, Podébradska 2 353 22 61 27
Karlovy Vary, 360 01 szs.vzs.kv@volny.cz
Vlaskova Jana 241 74 00 53
Nakl. Prometheus, Cestmirova 10
Praha 4, 140 00 vlasko@prometheus-nakl.cz
Vodak Zdenék 541 32 13 17
Gymnazium, Slovanské nam. 7
Brno, 612 00 mat@gymnaslo.cz
Vopénka Petr
UJEP,
Usti nad Labem,
Vorsilkova Véra 482 71 00 77
Gymnézium F.X. Saldy, Partyzanska 530 485 10 38 80
Liberec 11, 460 11 vo@gfxs.cz
Weberova Jarmila 353 22 35 50
Prvni ¢eské gymnézium, Narodni 25 353 22 33 69
Karlovy Vary, 360 20 weberova@gymkvary.cz
Zhouf Jaroslav 221 90 02 50
KMDM PedF UK, M.D. Rettigové 4
Praha 1, 116 39 jaroslav.zhouf@pedf.cuni.cz




Ucelené rady uc¢ebnic matematiky
pro 1.-9. ro¢nik zakladnich skol

nabidka pedagogického nakladatelstvi PRODOS Olomouc

PRVNI STUPEN zS

1. roénik ZS:

Matematika 1 —dil 1, 2, 3
Zajimava matematika pro prviaky
Metodicka prirucka pro ucitele

Cislice — Pisanka 3

Cislice, penize, obrazky

Otikova stavebnice s pfir. pro ucitele
Pocitadlo velké a malé

2. roénik ZS:

Matematika 2 —dil 1, 2, 3

Zajimava matematika pro druhaky
Metodicka pfirucka pro ucitele
Matematické ...minutovky 2 —dil 1, 2

3. roénik ZS:

Matematika 3 —dil 1, 2, 3

Zajimava matematika pro tretaky
Metodicka pfirucka pro ucitele
Matematické ...minutovky 3 —dil 1, 2

4. roénik ZS:

Matematika 4 —dil 1, 2, 3

Zajimava matematika pro étvrtaky
Metodicka priruka pro ucitele
Matematické ...minutovky 4 —dil 1, 2

5. roénik ZS:

Matematika 5 —dil 1, 2, 3

Zajimava matematika pro pataky
Metodicka pfirucka pro ucitele
Matematické ...minutovky 5 —dil 1, 2

Poznamka:

DRUHY STUPEN zS

6. roénik ZS:

Matematika 6

Matematika 6 s komentarem
Matematika 6 PS 1, 2
Matematika 6 PS 1, 2 s kom.

7. roénik ZS:

Matematika 7

Matematika 7 s komentarem
Matematika 7 PS 1, 2
Matematika 7 PS 1, 2 s kom.
Sbirka tloh BENJAMIN

pro 6. a 7. roénik

8. roénik Z8:

Matematika 8

Matematika 8 s komentarem
Matematika 8 PS 1, 2
Matematika 8 PS 1, 2 s kom.

9. roénik ZS:

Matematika 9

Matematika 9 s komentarem
Matematika 9 — sbirka uloh
Matematika 9 — sbirka uloh s kom.
Sbirka uloh KADET

pro 8. a 9. ro¢nik

Ucebnice a pracovni sesity
matematiky pro 2. stuperi ZS
jsou soucasné urcéeny pro
odpovidajici roéniky viceletych
gymnazii a jsou psany ve dvou
verzich, Zakovské a ucitelské.

Souéésti nabidky jsou také sbirky tloh pro SS JUNIOR a STUDENT. VSechny ucebnice
a pracovni sesity na 1. a 2. stupni jsou opatreny schvalovacimi dolozkami MSMT.
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