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Vazené kolegyné, vazeni kolegové, mili ¢tenari,

tento sbornik prispévkl z konference Dva dny s didaktikou matematiky 2016
vychézi opét v dobé, kdy je jiz ptriprava na roc¢nik 2017 v plném proudu. Pripra-
vujeme novy program, premyslime, ¢im novym bychom mohli zaujmout, co zaji-
mavého a inspirujiciho bychom mohli nabidnout a ¢im povzbudit mladé zajemce
o didaktiku matematiky a ucitelské povolani. Vérime, ze si prectenim nékterych
prispévki pripomenete sdilnou a tvircéi atmosféru této konference a Ze jiz nyni za-
¢nete prochazet Vase zkusSenosti, Vase dobré napady, o které byste se mohli podélit
na dalsim nasem setkani ve dnech 16. a 17.2.2017.

Ptispét ¢lankem do tohoto sborniku neni povinnosti vystupujicich na konferenci,
ale prilezitosti k publikovani a tim také k efektivnéjsimu rozsifeni na konferenci
prezentovanych myslenek. Proto si Vasich prispévki velice vazime a vydanim to-
hoto sborniku chceme ocenit praci, kterou do jejich zpracovani, ale i do pripravy
programu na Vase vystoupeni vkladate. Vérime, ze této prilezitosti budete vyuzivat
i ve tieti dekadé zivota konference Dva dny s didaktikou matematiky, kterou v roce
je na strankach www.suma.jcmf.cz.

Za cely programovy a organizac¢ni vybor dékujeme vSem, kteti jakkoliv, i jen svou
pritomnosti, prispéli ke zdaru konference v uplynulém roce, dékujeme také tymu
studentu i studentt doktorandu, ktefi zajistuji hladky prubéh konference a pecuji
o pohodli nas vsech.

Tésime se na vas vSechny i na dalsi nové kolegy

Vas programovy vybor






JEDNANI V SEKCICH

Presvédceni ucitelt a jejich moZzny vliv na ochotu
zaku resit slovni ulohy

Jimi BRuNal

Prispevek popisuje prubeh a vysledky didaktického experimentu, ktery jsem usku-
tecnil v ramci doktorského studia, konkrétné v predmetu Didaktika matematiky I1.
Clilem experimentu bylo prozkoumat souvislost mezi presveédcenim a vyukovym sty-
lem vyucujictho na strané jedné a strategiemi reseni slovnich uloh u jeho Zdku na
strane druhé. Jednd se tedy o oblasti, které jsou v literature dobre popsany oddélene,
avsak vyzkum zamerujici se na spojitosti mezi nimi je spise vzacnosti.

Domnivam se, ze jednim z divodi, pro¢ toto téma neni v literatufe vice rozsifeno,
je fakt, ze jakykoli vyzkum zkoumajici vztah mezi vyukou a uc¢enim nevyhnutelné
narazi jak na teoretické, tak metodologické prekazky. Vice o tomto tématu naptiklad
v (Hiebert & Grouws, 2007). Popsany didakticky experiment se nutné nesnazil
tyto prekazky prekonat, ale spise se jednalo o pokus vytipovat oblasti, kterymi by
se mohl podrobnéji zabyvat vyzkum navazujici. Je rovnéz dobré poznamenat, ze
ackoli nazev tohoto prispévku hovori o ochoté slovni tillohy fesit, experiment nebyl
primarné na volni slozku u zakt zaméren a domnénka, ze vyukovy styl ucitele a viile
zak1 Tesit slovni tlohy spolu souvisi, vyvstala az pfi analyze ziskanych dat.

Design experimentu

Experiment samotny probihal v nékolika fazich. Prvnim tkolem bylo vybrat, pfi-
padné vytvorit dveé slovni tlohy, na nichz by se mohla projevit riznorodost strategii,
které zaci pii jejich feseni vyuziji. Podobny postup zvolili naptiklad (Hershkovitz,
Peled & Littler, 2009) ve svém clanku o podporovani kreativity, od nichz jsem
prvni z uloh prevzal a modifikoval pro ¢eské prostiedi. Obé ulohy se daji zaradit
do kategorie CUN (Mevarech & Kramarski, 2014), tedy komplexni, nezndmé a ne-
standardni (z anglického Complex, Unfamiliar, Non-Standard). Jejich znéni bylo
nasledujici.

'KMDM, PedF UK, bumlic@centrum.cz



Uloha 1

Pisar dostal za kol napsat za sebou ¢isla od 1 do 500 na klavesnici. Kolikrat pri
vykonavani tohoto tikolu napise ¢islici 1, jestlize neudéla zadnou chybu a nebude
se muset opravovat?

Uloha 2

Kolikrat denné je soucet jednotlivych ¢islic na displeji digitalniho budiku, ktery
ukazuje v rozsahu od 00:00 do 23:59, roven sedmi? (Napiiklad soucet jednotlivych
Cislic v udaji 02:45 je roven 0 +2 44+ 5 = 11.)

V dalsim kroku jsem se zaméril na sbér dat od uciteli. Experimentu se zucastnili
dva ucitelé (déle jen vyucujici A a vyucujici B) s rozdilnou mirou profesni zkuse-
nosti. Zatimco v pripadé vyucujiciho A se jednalo o zacinajiciho ucitele, v ptipadé
vyucujici B Slo o uditelku s delsi praxi. Jedinym kritériem pfi vybéru vyucuji-
cich bylo, aby oba ptsobili v sedmém roc¢niku zakladni skoly. S uciteli viceletych
gymnézii experiment nepocital z obavy, ze by vysledky zakt byly vzajemné nepo-
rovnatelné.

Pro sbér dat o vyukovém stylu a presvédceni ucitele byl pouzit dotaznik, ktery
je prilozen na konci tohoto prispévku. Jak je vidét, dotaznik se skladal ze tii ¢asti
a jeho cilem bylo na omezeném prostoru pokryt Siroké spektrum jevi. Od formy
prace v hodiné pres nakladani s chybami az napriklad po pohled na matematiku
jako takovou. Zatimco v prvni c¢asti byla vyuzita skala od jedné do Sesti, druha
a treti ¢ast maji formu oteviené, respektive polooteviené otazky.

Poté, co byla data od uciteli sesbirana, pokracoval experiment piimo ve tridach.
Ptvodni zamér pocital se zafazenim jedné tridy od kazdého vyucujiciho, avsak
vzhledem k tomu, Ze vyucujici B vyucovala ve dvou sedmych tiidach, byly do
vzorku zatazeny obé. Celkem se tedy experimentu zucastnily tii sedmé tiidy, kazda
priblizné po patnacti zacich.

Béhem této faze vyucujici zadali zaktim k feSeni nejdiive prvni tlohu, poté pri-
sla na radu tridni diskuze nad tlohou v rezii ucitele, pfi niz zaci neméli dovoleno
upravovat své odpovedi, nasledné zaci dostali k TfeSeni druhou z tloh a vse bylo
zakonc¢eno opét diskuzi nad alohou. Casové tedy experiment nemél prekrocit éty¥i
vyucovaci hodiny. Pocitalo se priblizné s jednou vyucovaci hodinou na kazdou tilohu
a az jednou vyucovaci hodinou na diskuzi, pficemz vyucujici mohli v pripadé po-
tfeby casovou dotaci upravit. Kazda z tiloh byla zaktm predlozena na samostatném
pracovnim listu. Plivodni zamér predpokladal, ze zaci budou na tlohach pracovat
samostatné, i kdyz toto nebylo vzdy dodrzeno (pfedevsim ve t¥idé vyucujiciho A,
kde se vytvorilo nékolik mensich skupinek).

Nasledné byla vyhodnocena data z dotaznikt pro ucitele a listti s zakovskymi
resenimi. U dotazniku byly sledovany oblasti, ve kterych se vyucujici od sebe pod-
statnym zptsobem lisili. V prvni ¢asti dobie poslouzila stupnice a za zasadné odlisné
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byly oznaceny ty polozky, ve kterych se odpovédi rozchazely alespon o tii stupné.
Druha c¢ast byla analyzovana z pohledu poméru jednotlivych zptisobti organizace
prace ve tfidé béhem vyucovaci hodiny. Ve treti se sledovalo, zda se pohledy vy-
ucujicich na matematiku budou rozchéazet.

Pti analyze zakovskych Teseni byly nejdiive vyhodnocovany strategie u jednot-
livych zakid a ty se spole¢nym principem byly zarfazeny do jedné kategorie, pro
kterou jsem pouzil termin obecna strategie. Vystupem tedy byla tabulka, ktera
pro kazdou tfidu predstavovala seznam obecnych strategii pouzitych v jednotlivych
ulohach a u kazdé obecné strategie navic udavala pocet zaki, kteri si ji vybrali
k Teseni dané tlohy. Na tomto misté je vhodné poznamenat dvé véci. Za prvé, za
obecnou strategii se téz povazovalo, pokud se zak rozhodl tilohu neftesit, pripadné
uvedl, Ze nevi, jak tllohu Tesit, bez toho, aby se o feseni vazné pokusil. Za druhé, to,
zda se zak Gspésné dobral k cili, nebylo pfedmétem anal§zy. Slo hlavné o to zjistit,
jaké je spektrum pouzitych strategii v jednotlivych tridach.

Poslednim krokem byla syntéza dat z dotazniki a zakovskych feseni. Hlavni
domnénkou bylo, Ze rozdily mezi odpovédmi vyucujicich se odrazi v rozdilnosti
strategii v jejich tridach.

Vysledky

Cést vénovanou vysledkiim experimentu za¢neme pohledem na ucitelské dotazniky.
Ackoli se odpovédi vyucujicich lisily ve vSech tfech ¢astech, v tomto prispévku bych
se chtél vénovat predevsim rozdilim v ¢asti prvni, které, na rozdil od téch v druhé
casti, byly vyznamneéjsi a oproti tém v tieti ¢asti umoznovaly snadn€jsi interpretaci
dat. T'vrzeni z prvni ¢asti, u kterych se na skale lisily odpovédi alespon o tfi stupné,
jsou nasledujici:

[1] Chybu zaka se snazim opravit ihned.
[2] Do vyuky casto zatazuji vyklad uciva v délce alespori 10 minut.
[3] Dobii zaci fesi matematické tlohy snadno a okamziteé.

Zde bych rad upozornil predevsim na prvni a tfeti tvrzeni, u nichz odpovédi
vyucujicich vykazovaly urcitou dichotomii, ktera mitize nékterym ctenaitim pripadat
prekvapiva. Ackoli vyucujici A plné souhlasi s tim, ze se snazi chyby zak® ihned
opravovat, presto se nepriklani k nazoru, ze dobry zak matematické tlohy resi
snadno a okamzité. Odpovédi vyucujici B jsou taktéz v kontrastu, avSak v opacném
smyslu.

Co se zakovskych TeSeni tyce, analyza odhalila celkové 11 obecnych strategii
v pripadé prvni ulohy a 17 obecnych strategii u druhé tlohy. Nejvyssi pocet obec-
nych strategii za tfidu byl u prvni ilohy sedm, zatimco u tlohy druhé dokonce devét.
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Podrobnéa tabulka popisujici strategie v jednotlivych tridach je bohuzel pro prostor
tohoto prispévku prilis rozsahla, avsak lze konstatovat, ze zvolené strategie se liSily
nejen mezi tridami vyucujicich, ale i mezi obéma tridami vyucujici B. To mimo jiné
ukazuje, ze ackoli rozdil mezi vyucujicimi pravdépodobné ovliviiuje volbu strategie
u zakil, tento rozdil sam o sobé neni dostacujici pro vysvétleni rozdilu ve volbé
strategii mezi tridami; prestoze ve dvou tridach pisobi stejna vyucujici, strategie
zakl se v téchto tiidach neshoduji.

Blizsi pohled na data ziskana z listt s zakovskymi feSenimi odkryl dalsi pozo-
ruhodnou skuteénost. V obou tfidach vyucujici B se objevilo nékolik (¢tyfi v prvni
skupiné a pét v druhé skupiné) zaku, kteti zvolili strategii ,nefeseni® (viz vyse).
Oproti tomu ve t¥idé vyucujiciho A se zadny takovy zak nevyskytl. Pokud bychom
toto zjisténi spojili s rozdily v odpovédich uciteld, konkrétné s témi tykajicimi se
opravovani chyb a pohledu na dobrého zaka, mtizeme vyslovit dvé hypotézy.

(A) Zpiusob, jakym ucitel opravuje chyby zékt, mé vliv na ochotu nékterych zaku
resit obtizné slovni tlohy.

(B) Pokud je ucitel presvédcen, ze dobry zak fesi matematické lohy snadno a oka-
mzité, negativné to ovliviiuje ochotu nékterych zak resit obtizné slovni tlohy.

Pravé odhaleni téchto moznych souvislosti je hlavnim vystupem didaktického
experimentu.

Zaver

Zavérem se budu vénovat mozné platnosti predlozenych hypotéz. Na jednu stranu
je dobré zdiraznit, Ze design experimentu, predevsim pak velikost vyzkumného
vzorku, je limitujicim faktorem a neumoznuje vyvodit prikazné zavéry. Prestoze
pocet zaki, ktefi feseni tlohy vzdali bez vétsiho snazeni, neni nizky, nelze s dostatec-
nou jistotou vyloucit, ze se nejedna pouze o dilo nahody. Konec koncti priithéh expe-
rimentu, jak zde byl popsan, dovoluje i alternativni vysvétleni. Vzhledem k faktu, ze
se ve tfidé vyucujiciho A vytvorily pri feseni tloh skupinky, je mozné, ze zaci, ktefi
by se jinak nechali tlohou odradit, se v ramci skupiny do feSeni zapojili, pripadné
ho opsali.

Na stranu druhou, v odborné literature je mozné objevit clanky a publikace,
které se tohoto tématu vice ¢i méné dotykaji. Napriklad (Hejny & Kufina, 2009)
hovoti o strachu z netispéchu. Otazkou je, zda ucitel nemiize svym presvédcenim
o chovani dobrého zaka vytvaret u slabsich zakt praveé strach z netaspéchu, coz by
je mohlo vést k potfebé vyhnout se vykonu. Nutno ovSem dodat, Ze v provedeném
experimentu nebyl naznak pravdivosti tohoto vysvétleni nijak pozorovan. Clanek
(Santagata, 2005) zachazi jesté dale; ukazuje, Ze zpusob, jakym ucitel zachazi pred
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tfidou s chybami, ovliviiuje zkusenosti zakt, stejné tak jako jejich ochotu poustét
se do novych nebo slozitych tukoli.

At tak ¢i onak, zde predstaveny didakticky experiment naznacil, Ze souvislost

mezi ucitelovym zptsobem zachazeni s chybou a jeho presvédceni o dobrém zakovi
na strané jedné a ochotou zakt resit obtizné slovni tlohy na strané druhé je poten-
cionalné nosné téma. Dalsi vyzkum by mohl prozkoumat danou problematiku do
vétsi hloubky, pripadné rozsirit paletu oblasti presvédceni a vyukového stylu ucitele
a strategii feSeni slovnich tloh u zakt, které spolu vzajemné souviseji.
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Priloha — dotaznik pro uditele (grafickd uprava se mirné lisi od verze distribu-
ované ucitelim)

U nasledujicich tvrzeni uvedte, do jaké miry vystihuji Vas vyukovy styl. PouZijte prosim
priloZzenou skalu (1 — plné souhlasim, 6 — viibec nesouhlasim).

P1i vyuce kladu diraz na samostatné objevovani zak.

1 2 3 4 5 6
Chybu zaka se snazim opravit ihned.

1 2 3 4 5 6
74k pfi viuce pracuje samostatné.

1 2 3 4 5 6
Snazim se, aby zaci vymysleli vlastni strategie feSeni problémi.

1 2 3 4 5 6
Pravidelné zarazuji do vyuky diskuzi celé t¥idy.

1 2 3 4 5 6
Do vyuky pravidelné zarazuji netradi¢ni a problémové tulohy.

1 2 3 4 5 6
Nechévam zakam prostor pro sebereflexi.

1 2 3 4 5 6
Prace ve dvojicich nebo skupinkach je podstatnou komponentou mych hodin.

1 2 3 4 5 6
Do vyuky c¢asto zatazuji vyklad uciva v délce alesponn 10 minut.

1 2 3 4 5 6
Ke kazdé tloze existuje nejlepsi postup, jak ji fesit.

1 2 3 4 5 6
Dobii zaci fesi matematické tlohy snadno a okamzité.

1 2 3 4 5 6

Struc¢né popiste, jaky je typicky pomér zastoupeni individualni prace Zaka, prace ve
dvojicich/skupinach (véetné prace ve dvojicich) a celotfidnich diskuzi ve Vasich hodi-
nach. (Napriklad ktera z forem je nejCastéjsi a ktera naopak nejméné Casta atp.)

Oznacte, ktery z nasledujicich pohledii na matematiku nejvice ovliviiuje Vase vyuco-
vani.

Matematiku vnimam jako nastroj pro reseni problémi.

Matematiku vnimam jako specificky zptisob pfemysleni.

Matematiku vnimam jako soubor tematicky provazanych poznatki.

Matematiku vnimam jako pomocnou védu pro dalsi obory, naptiklad piirodovédné.

Matematiku vnimam jako zabavnou ¢innost.

Jiny (specifikujte):
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Konvergentni aritmeticko-geometrické
posloupnosti

Jiii BURES!

Aritmeticko-geometrickée posloupnosti je mozné pouZit na stredni skole jako vhodnou
aplikaci poznatki o aritmetickych nebo geometrickych posloupnostech a zaroven jako
aplikact principu matematicke indukce. V clanku je popsdan zpusob studia vlastnosti
aritmeticko-geometrickych posloupnosti pomoci rekurentniho vyjddreni. Na tento
postup navazuje odvozeni vzorce pro n-ty clen, s jehoZ pomoct lze jinym zpusobem
overit vlastnosti posloupnosti.

Aritmeticko-geometrické posloupnosti je mozné vyuzit jako vhodnou aplikaci po-
znatkll o aritmetickych nebo geometrickych posloupnostech a linedrnich funkcich,
a zaroven jako aplikaci principu matematické indukce. V prvni ¢asti ¢lanku ukazeme
studium vlastnosti konkrétni arimeticko-geometrické posloupnosti pomoci rekurent-
niho vyjadreni. V druhé ¢asti potom odvodime obecny vzorec pro n-ty ¢len, pomoci
kterého miizeme ovérit vlastnosti aritmeticko-geometrické posloupnosti s vyuzitim
vlastnosti geometrické posloupnosti.

Studium vlastnosti posloupnosti vyjadrené rekurentné

Pro studium vlastnosti posloupnosti pouzijeme néasledujici tvrzeni. Jejich dikazy
1ze najit napt. v (Bures, 2014):

Véta 1 (monotonie): Necht [ je interval a funkce f : I — R je spojita na I.
Predpokladejme, ze f(I) = I a definujme posloupnost (a,) : a3 € [ a Vn € N :
an+1 = f(ay,). Pak plati:

[1] Je-li funkce f rostouci na I, pak posloupnost (a,) je monoténni.

[2] Pokud navic as — a; > 0, posloupnost (a,) je rostouci, a pokud as — a; < 0,
posloupnost (a,,) je klesajici.

Véta 2 (konvergence): Necht (a,) je posloupnost. Pak plati:
[1] Je-li (a,) rostouci a shora omezend, pak (a,) konverguje.

2] Je-li (a,) klesajici a zdola omezena, pak (a,) konverguje.

'KMDM, PedF UK, jiri.bures@pedf.cuni.cz

13



Véta 3 (limita posloupnosti): Necht [ je interval a funkce f : I — R je spojita
na I. Predpoklddejme, ze f(I) = I a definujme posloupnost (a,), kde ag € I
aVn € N : a,.1 = f(a,). Pak plati, ze pokud (a,) konverguje k L € R, pak
L= f(L).

Dale se jiz zaméfime na aritmeticko-geometrické posloupnosti. Posloupnost (a,,)
se nazyva aritmeticko-geometrickd, jestlize plati: Vn € N : a,.1 = m - a, + p, kde
m e R —{0;1},p € R— {0}. Studium vlastnosti aritmeticko-geometrické posloup-
nosti ukdzeme na prikladé posloupnosti (a,) : a1 = 1,¥n € N: a,1 = %an + 4. Na
zakladé vypoctu nékolika prvnich ¢lend posloupnosti (a,) miZzeme vyslovit nasle-
dujici hypotézy: posloupnost (a,) je rostouci, omezena a konverguje k ¢islu 5.

Nejprve ukazeme, ze posloupnost (a,) je rostouci. Posloupnost (a,)7; je defi-
novédna pomoci linedrni funkce f(z) = tz +4 na R. f je rostouci funkce (linearni
funkce, a > 0), a tedy (a,) je ryze monoténni. a; = 1, a9 = %1 Plati tedy as —a; > 0
a (ay) je rostouci.

Dale dokazeme, Ze posloupnost (a,) je omezena. Posloupnost je rostouci a tedy
zdola omezend prvnim ¢lenem a; = 1. Predpokladejme dale, ze posloupnost (a,,)
je shora omezena a plati: Vn € N : a,, < 5. Dlikaz provedeme pomoci matematické
indukce:

[1] Tvrzeni plati pro prvni ¢len posloupnosti, protoze a; = 1 < 5.

[2] Pfedpokladejme, Ze pro jisté n € N plati a,, < 5. Ukazeme, Ze plati a,,1 < 5
s vyuzitim ryzi monotonie funkce f a f(5) =1 544 =5:

lan < 5] = [f(an) < f(5)] = lant1 < 5]

[3] Podle principu matematické indukce plati nerovnost pro kazdé n € N a po-
sloupnost (a,) je shora omezen4 ¢islem 5.

Posloupnost (a,) je rostouci a shora omezena ¢islem 5, a je tedy konvergentni
podle Véty 3. Limita posloupnosti L je feSenim rovnice f(L) = L : %L +4=L <
& %L = 4 < L = 5. Limita posloupnosti (a,) je tedy rovna 5.

Ovéreni vlastnosti posloupnosti pomoci vzorce pro n-ty ¢len

Nejprve ukazeme postup, jak ziskat vyjadieni aritmeticko-geometrické posloupnosti
pomoci vzorce pro n-ty c¢len. Uvazujme obecné vyjadieni aritmeticko-geometrické
posloupnosti: Vn € N : a,.1 =m - a, + p, kde m # 0,m # 1.
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Definujeme pomocnou posloupnost (r,) : Vn € N: r, = a, + k, kde k € R tak,
aby posloupnost (r,,) byla geometricka:

Tnil =1 +k=m-a,+p+k=m-(r,—k)+p+k=m-r,+p+k(1—m)
Aby posloupnost (r,) byla geometrickd (s kvocientem m # 0,m # 1 a prvnim
¢lenem r; = a; — k), musi platit:

p
k(1 — —0ek=—""
(I—m)+p —

Posloupnost (a,) lze tedy vyjadfit pomoci vzorce pro n-ty ¢len:
ap =Tn —k=rm" —k

Nyni vyjadiime nasi posloupnost (a,,) pomoci vzorce pro n-ty ¢len. Nejprve urc¢ime

p
k= = = —b5.
m — 1 % —1
Hledana posloupnost (r,,) je ddna vztahem: r, = a,, — 5. Ukazeme, Ze takto defino-
vana posloupnost (7,)7°; je geometricka:

1
rn+1:an+1—5:gan—l—4—5:

1
-(rn+5)+4—5:g~rn

O] —

Posloupnost (r,) je tedy geometrické s kvocientem —.

Postupné vyjadiime posloupnosti (7,,) a (a,,) pomoci vzorce pro n-ty ¢len:

" 1\"
rn:—4(g) a a”:_4<5) +5

S vyuzitim vlastnosti geometrické posloupnosti (r,,) mizeme snadno stanovit vlast-
nosti posloupnosti (a,), které jsme ukazali pomoci jejitho rekurentniho vyjadfeni.

Zavér
V ¢lanku jsme ukazali moznosti vyuziti aritmeticko-geometrickych posloupnosti
na SS. Tento zpfisob umoziuje propojit poznatky z riiznych oblasti matematiky:

elementarni funkce a jejich vlastnosti, vlastnosti aritmetickych a geometrickych
posloupnosti a aplikovat princip matematické indukce.
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Podpora vyucovania pravdepodobnostnych tloh
experimentovanim

ZOLTAN FEHER!

V prispevku sme vysetrili vyuZitie experimentov vo vyucovani pravdepodobnosti na
zakladnych aj strednych skoldch. Zaoberali sme sa aj nahodnymsi javmi, ktoré nie su
uskutocnitelné v skolskych podmienkach. V takiych pripadoch navrhujeme vyuZitie
pocitacove] simulacie nahodného javu. V clanku uvadzame dva priklady z geomet-
rickej pravdepodobnosti, pri ktorych vyuZijeme pocitacovu simuldciu na zndzornenie
a numericke rieSenie ulohy.

Experimentovanie vo vyucovani

Vo vyucCovani sa najcastejsie vyuziva demonstracia, ktora je tradi¢na vyucovacia
metdda pouzivand aj v matematike. Pri demonstracii ucitel ukazuje ziakom ob-
jekty, javy, procesy, s ktorymi sa maji oboznamit. Pri vyuziti tejto metédy Ziaci si
vécsinou pasivnymi ucastnikmi vyucovania. V porovnani s demonstraciou, experi-
mentovanie patri medzi aktivizujice metédy vyucovania, lebo Ziaci zistuju pre nich
nové poznatky aktivnym spdsobom. V ramci Skolského vyucovania sa experimenty
vyuzivaji najmé v prirodovednych predmetoch ako je fyzika, chémia. V matematike
sa naskytd moznost vyuzit experimenty vo vySetreni nahodnych javov.

Prehlad poziadaviek pre ZS a SS

Aktivizujice metédy vyucovania st pozadované aj v Statnom vzdeldvacom prog-
rame (SVP). V ucebnych osnovach matematiky podla SVP (Bélint & Cernek, 2010)
na 2. stupni ZS okrem iného sa nachadzaji poziadavky:

e pouzivanie aktivizujucich vyucovacich metdd,

'EF UJS v Komérne, feherz@ujs.sk

16



e objavovanie novych poznatkov experimentovanim a vlastnou ¢innostou,
e vyuzivanie demonstra¢nych pomocok a didaktickej techniky.

Poziadavky SVP sa vzfahuji vieobecne pre vzdeldvaciu ¢innost na 2. stupni
ZS. Samozrejme v niektorych tematickych celkoch sa tieto poziadavky mézu uplat-
nit vo vicSej miere, a v inych celkoch menej. Tematicky celok ,,Kombinatorika,
pravdepodobnost, Statistika* povazujeme za oblast matematiky, v ktorej uvedené
poziadavky efektivne uplatnime, preto dalej sa venujeme podrobnejsie vyucovaniu
tejto ¢asti na ZS aj SS.

Podla prilohy ISCED 2 SVP (Bélint & Cernek, 2010) v minimélnych poziadav-
kach pre ziakov 8. ro¢nika sa uvadza, ze maja

e vediet uskutociiovat jednoduché a primerané experimenty,

e vediet posudit a rozliSit mozné aj nemozné udalosti,

e vediet rozhodnut o pravdepodobnosti udalosti,

e vypocditat relativnu pocetnost udalosti,

e vediet spracovat a systematicky zhromazdovat a triedit idaje v experimente.

Uvedené poziadavky sa spracované v obsahu vyucovania, ktory tvoria pravde-
podobnostné hry a pokusy, rézne tlohy na porovnavanie Sanci réznych udalosti
a ¢iselné porovnavanie Sanci. Ucebnica pre 8. roénik (Zabka & Cernek, 2012) je
v stlade s uvedenymi poziadavkami aj obsahom, a moézeme konStatovat, Ze pod-
poruje vyuzitie experimentovania. V kapitole s pravdepodobnostou sa nachadza
spolu 7 1loh, v ktorych ziakov podnecuje k vykonaniu experimentov. Su to za-
kladné ulohy pravdepodobnostnej teorie, v ktorych pozorujeme vysledky hadzania
jednou kockou, hddzanie dvomi mincami, losovanie guloc¢ok.

V miniméalnych poZiadavkach podla prilohy ISCED 3A SVP (Balint & Kubacek,
2009) sa uvadza, ze ziak ma vediet

e pouzivat zakladné pravdepodobnostné pojmy,

e riesit tlohy zamerané na hladanie pomeru vSetkych priaznivych a vSetkych
moznosti,

e v jednoduchych pripadoch porovnat dve pravdepodobnosti,
e suvis relativnej pocetnosti s teoretickou hodnotou pravdepodobnosti,
e riesit ulohy vyuzitim geometrickej pravdepodobnosti.
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Poziadavky sa prejavia v obsahu tematického celku ,, Kombinatorika, pravdepo-
dobnost, statistika*, do ktorého patria uréenie Sance a porovnéavanie Sanci, prav-
depodobnost a niektoré jej vlastnosti, geometrickd pravdepodobnost, nahodné aj
nezavislé javy a rozne pripady pravdepodobnosti okolo nas.

Podla uvedenych poziadaviek a osnov moézeme zistit, Ze vo vyucovani mate-
matiky pre gymnazii vyuzitie experimentov nie je explicitne pozadované. Tomu
zodpovedd aj ucCebnica (Kubacek, 2011), ktora uprednostiiuje teoretické riesenie
uloh a vykonanie tzv. myslienkovych experimentov. Treba poznamenat, Zze v ucive
gymnazii sa ziaci zaoberaju vicsinou takymi ndhodnymi javmi z realneho zivota,
ktoré nie st uskutocnitené v skolskych podmienkach. Sem mozeme zaradit aj nie-
ktoré tlohy z geometrickej pravdepodobnosti. V tychto pripadoch je vyhodné vyuzit
pocitacovi simulaciu ndhodného javu na znézornenie aj na podporu riesenia. Ski-
senosti resp. nové poznatky Ziakov mozu byt zalozené nielen na realnych pokusoch
ale aj na pocitacovych simulaciach.

Pocitacova simulacia tloh z geometrickej pravdepodobnosti

Uvedieme dva priklady z geometrickej pravdepodobnosti, na ktorych predstavime
vyuzitie pocitacovej simulacie. Vytvorené aplety obsahuju vizualizaciu teoretického
rieSenia aj riesenie tlohy numerickou metédou. St zverejnené na stranke GeoGeb-
raTube pod ndzvom Geometric Probability (Fehér, 2016).

Priklad 1: Do stredu jednotkového stvorca mnakreslime kruh s polomeromy
r < 0,5. Ak ndhodne vystrelime na tento terc, akd je pravdepodobnost, Ze zasiah-
neme oblast kruhu?

Mnozinu vSetkych moznych zasahov tvoria vSetky body Stvorca, z hladiska hla-
danej udalosti st vyhovujice vsetky body kruhu. Podla geometrickej pravdepodob-
nosti pravdepodobnost toho, Ze zasiahneme oblast kruhu je podiel obsahu kruhu
a tvorca. Teda teoreticky vysledok dava P = 7 - 2.

Numerické riesenie pomocou simulécie je zalozené na pocetnom opakovani na-
hodného pokusu. V simulécii vypocitame relativnu pocetnost udalosti. Tieto hod-
noty nam davaju experimentalny odhad teoretickej hodnoty pravdepodobnosti.

ZvySenim poctu opakovani sa zvysi pravdepodobnost presnosti odhadu.

Priklad 2: Julia a Lucia nakupuji. Dohodli sa, Ze po ndkupe sa stretni na ndmesti
v ¢ase medzi 16:00 a 16:20. Kto pride skor na namestie cakd 10 minut, potom odide.
Akd je pravdepodobnost, Ze dievcatd sa stretni?

Mnozinu vsetkych moznych pripadov ¢asu prichodu dievéat tvoria body Stvorca
so stranou 7' = 20. Mnozinu vsSetkych vyhovujtcich situacii uréuje podmienka
|z —y| < 10, kde = a y oznacuje ndhodny ¢as prichodu dievéat v danom ¢asovom
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intervale, doba cakania je t = 10. Pravdepodobnost toho, Ze dievéaté sa stretnu je
podiel obsahu stvorca a obsahu mnoziny vyhovujtcich bodov, teda

2
o 2= (-1’ 20°-10° 3
T2 202 4
_ o ©9% S o0 " =10
r=03 . ge0 o . ¢ ° o. t.
n=100 e ® . n =100
e L
° e
® Teoreticky vysledok :
Teoreticky vysledok : o { 10\ 2
P=mr? =0.283 ®. © P=17(172—0) =0.75
" ” e A
Experimentalny odhad : 3 ? Experimentalny odhad :
k23 % 9 L) 7
w100 = 0% o | R
n e . e o ° n 100 *
ano (k) | nie | spolu (n) ano (k) | nie | spolu (n)
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1
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Obr. 1: Pocitacové simulacie prikladov 1 a 2 pre n = 100 opakovani

Vo vytvorenom aplete vieme ukézat zavislost vyslednej pravdepodobnosti (P)
od dlzky ¢akacej doby (t). Vykonanim simuldcie pozorujeme relativnu pocetnost
danej udalosti pri roznych poctoch opakovani (n). Takto ziskame experimentalny
odhad pravdepodobnosti stretnutia.

Pocitac¢ovi podporu vyuZijeme aj pri dalsich tlohach z pravdepodobnosti, ktoré
patria k stredoskolskej matematike a st uvedené v ucebniciach resp. v zbierkach
prikladov pre maturantov.

Podakovanie

Prispevok vznikol v rdmci projektu MSVVaS SR KEGA 002UJS-4/2014 s ndzvom
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Komentované standardy — Matematika

EDUARD FucHS, EVA ZELENDOVA!

Cldnek prindsi zdkladni informace o publikaci, kterd dopliiuje zdvazné kurikuldrni
dokumenty pro zakladni vzdelavani metodickymi komentari pro ucitele a radou ve-
senych ilustrativnich tloh ve tiech stupnich obtiznosti. Cdst vénovand 2. stupni
7S je ¢lenéna dle RVP ZV do ctyr tematickijch okruhi: Cislo a pocetni operace,
Zawislosti, vztahy a prdace s daty, Geometrie v roviné a prostoru a Netradicni ap-
likacni ulohy a problémy. KaZdd cast obsahuje metodické materidly podstatné pro
dany tematicky okruh, jednotlive ilustrationi ulohy jsou pak podrobné komentovdany.
Soucdsti publikace jsou i Zakovska Tesent.

Zavedeni Ramcového vzdélavaciho programu pro zakladni vzdélavani (RVP ZV)
a nasledné tvorba gkolnich vzdélavacich programti (SVP) patii k nejvétsim systé-
movym zménam v nasem Skolstvi v poslednich desetiletich. Jako vzdy ma kazda
takova zmeéna své pozitivni i negativni stranky. Na jedné strané ponechala prilisna
stru¢nost jednotlivych vystuptt v RVP ZV skolam znac¢nou volnost pii tvorbé SVP,
na druhé strané vsak nezajistila srovnatelnou turoven absolventi vSech zakladnich
kol v Ceské republice. Kdyz se v roce 2010 rozhodlo o plosném testovani zaki ZS,
bylo nezbytné stanovit pro toto testovani zavaznou troven znalosti a dovednosti.
Tato snaha vyustila v tvorbu Standardi pro zdkladni vzdéldvani. Plosné testovani
zakl 5. a 9. ro¢nikd bylo sice po nékolika ovérovacich pokusech ukonceno, stan-
dardy pro vzdélavaci obory Cesky jazyk a literatura, Cizi jazyk a Matematika a jeji
aplikace se vSak ukazaly byt Zivotaschopné a ucitelé je vesmés vitali jako uzitecny

1Ustav matematiky a statistiky P¥F MU, fuchs@math.muni.cz; NUV, eva.zelendova@nuv.cz
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material doplnujici RVP ZV. Proto se 1.9. 2013 vyse uvedené standardy, které jsou
zpracovany pro tzv. minimalni Groven, staly zavaznou prilohou RVP ZV.

Na radé seminait konanych v letech 2013-2015 a na dalsich akcich si autori
¢lanku ovérili, ze ucitelé by privitali podrobnéjsi material, nez jsou uvedené stan-
dardy matematiky. Standardy totiz nepopisuji vyssi troven védomosti a dovednosti
zakl, neobsahuji zadné metodické navody pro praci v hodinach, nepomahaji uci-
tellim v praci se zaky se specialnimi vzdélavacimi potfebami apod. Tato zjisténi
vedla k myslence vypracovat pro ucitele podrobnéjsi material, ktery by uvedené
nalezitosti obsahoval a ktery by mohl usnadnit naro¢nou ucitelskou praci.

Struktura Metodickych komentari a obtiZznost ilustrativnich
uloh

Metodické komentdre ke Standardim pro zdkladni vzdéldvdni — matematika (dale
jen Metodické komentarie) jsou Clenény podle tematickych okruhu dle RVP ZV.
V teoretické ¢asti obsahuji presnou citaci charakteristik jednotlivych vystupi te-
matického okruhu v RVP ZV a zasadni metodickd doporuceni ¢i obecné postiehy
vztahujici se k vyuce uvedeného tématu. Pro prehlednost jsou uvedeny i stanovené
indikatory na minimalni trovni dle Standardi.

Teoreticka c¢ast je doplnéna ilustrativnimi tlohami, které sice nemohou pokryt
celou skalu tloh a aktivit pro zaky, vztahuji se vsak k danému tematickému okruhu
a umozni ¢tendftim lépe pochopit néktera uskali vyuky matematiky. Pti préaci
s témito tlohami ¢tenafe zcela jisté napadnou riizné modifikace predlozenych prob-
lémi (napf. s vyuZitim podpturnych pomticek) ¢i dalsi zajimavé tlohy a aktivity.
Také uvedené postupy reseni u jednotlivych ilustrativnich tloh nejsou jediné mozné.
Zaci budou objevovat dalsi cesty, jak danou tlohu Fesit. Protoze zapisy feseni, ob-
razky a schémata, ktera zaci béhem svych feseni vytvareji, maji pro pedagogickou
¢innost ucitele velky vyznam, jsou u nékterych uloh uvedena autentickd zakovska
reSeni, ktera vznikla pii ovérovani ilustrativnich tiloh v praxi. Na zavér jsou uvedeny
informacni zdroje.

Pro nastaveni tii tirovni ilustrativnich tloh (minimélni, optimalni a excelentni)
byla pro potieby Metodickych komentait pouzita Bloomova taxonomie kognitiv-
nich vyukovych cili. Pro nastaveni minimalni tirovné byla zvolena prvni a druha
troven této taxonomie (zapamatovani, pochopeni), pro optimalni troven byla zvo-
lena tfeti a Ctvrtd troven (aplikace a analyza), pro excelentni tiroven pak pata
a Sestd troven (syntéza, hodnoceni).
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Autorsky tym casti urcené pro 2. stupen zakladni skoly

Tematicky okruh Cislo a pocetni operace zpracovala doc. RNDr. Nada Von-
drova z Katedry matematiky a didaktiky matematiky PedF UK Praha.

Tematicky okruh Zdvislosti, wvztahy a prace s daty vypracovaly
doc. RNDr. Helena Binterovéa, Ph.D., z Katedry matematiky PdF JU Ceské
Budé&jovice, Mgr. Marta Vrtisova ze ZS Matice skolské Ceské Budé&jovice
a RNDr. Eva Zelendové z NUV.

Tematicky okruh Geometrie v roviné a prostoru ptripravila RNDr. Marie Kup-
c¢adkova, Ph.D., z Katedry matematiky PTF UHK Hradec Kralové.

Tematicky okruh Nestandardni aplikacni ilohy a problémy zpracoval Mgr. Pa-
vel Rezek ze zakladni skoly v Cerekvici nad Louc¢nou.

Kapitolu Zdci se specidlnimi vzdéldvacimi potrebams, ve které jsou shrnuty
zakladni principy vyuky matematiky pro tuto zakovskou skupinu, zpracovala
RNDr. Rtzena Blazkova, CSc. z Katedry matematiky PdF MU Brno.

Ilustrativni tlohy

Jak jiz bylo uvedeno, teoretické ¢asti pro jednotlivé tematické okruhy jsou doplnény
tzv. ilustrativnimi tlohami ve tfech stupnich obtiznosti. Z nékolika desitek tiloh si
vzhledem k rozsahu c¢lanku predstavime pouze jednu. Jedna se o tlohu z okruhu
Nestandardni aplikac¢ni tilohy a problémy.

llustrativni dloha 3 A) minimélni | B) optimalni | C) excelentni

Na procvi¢ovani s¢itani se pouif\.‘r'é i tzv. s€itaci trychtyr. 3 > a 5 I
Je vném vyplnén prvni fadek. Zaci postupné dopliuji { < PN 7% |_,/'
dalii fadky, kam zapisuji soufty sousednich policek — [g5 7 [g “+ "4 T A I
z predchoziho fadku (tak, jak naznacuji Sipky). : /
Vysledkem je ¢islo v poslednim fadku. 1n\/ 4

A) Kjakému Ccislu se Zaci ,dopocditaji”, jestlize i
v prvnim fadku scitaciho trychtyie jsou Cisla: oy _/{
1,2;1,5;0,8;2,1; 1,47

B) Urcete Cisla, ktera byla zapsana v prvnim radku, kdyZ na levé strané scitaciho trychtyfe jsou
¢isla: 0,7; 1,6; 4,0; 8,7; 17,6.

C) V prvnim fadku scitaciho trychtyie jsou cisla: 0,5; 0,8; ? ; 0,7; 1,3. Které Cislo je nahrazeno
otaznikem, jestlize vysledek scitaciho trychtyie je 16,27

Obr. 1: Ukazka tlohy ve tfech obtiznostech
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Zavér

Celou publikaci Metodické komentdre ke Standardim pro zdkladni vzdéldvani — Ma-
tematika naleznete na strankach Metodického portalu rvp.cz, ktery spravuje Na-
rodni tstav pro vzdélavani. Publikace byla pro tcely seminaiti, které jsou v roce

2016 autory ¢lanku realizovany v celé Ceské republice, vydana v limitovaném poctu
na CD nosicich.

Literatura

[1] Fuchs, E. & Zelendova, E. (Eds.). (2015). Metodické komentdre ke Standardim
pro zdkladni vzdélavani — Matematika [CD-ROM]. Praha: Néarodni dstav pro
vzdélavani.

Slovni tlohy pro zaky druhého stupné zakladni
skoly inspirované texty v meédiich

EDUARD FucHus, EVA ZELENDOVA!

Slovni ulohy patri ke kritickym mastium ve vyuce matematiky na vsech stupnich
skol. Prispevek informuje o vysledcich projektu Matematika v meédiich, ktery byl za-
meéren na tvorbu slovnich uloh inspirovanych autentickymsi texty. Duraz je kladen na
ruznorodost motivacnich texti: texty z popularizacnich médit, texty sirené prostred-
nictvim internetu (véetné textu multimedidlnich), nelinedrni texty jako jsou grafy,
diagramy, tabulky, modely, matematické zapisy, ale i obrdazky, ndacrtky, fotografie.
Vytvorené slovni ulohy jsou doplnény metodickymi komentari, ukdzkams Zakovskych
resent, poznatky z pilotaze uloh a doporucenimi pro skupinovou praci Zaki.

Slovni tlohy patii na zakladnich i stfednich Skoldch mezi nejobtiznéjsi ¢asti uciva
a ucitelé je vesmés uvadéji jako jedno z kritickych mist ve vyuce matematiky. (Na se-
minafich pro ucitele zakladnich i stfednich skol, které v roce 2015 uskutecnili autori
tohoto prispévku ve vsech krajich republiky, se tak vyjadfovala vétsina z nékolika
set t¢astniki.) Na tomto zjisténi neni nic prekvapivého, nebot slovni tlohy v sobé
koncentruji fadu tskali a bariér, které musi zaci prekonat. Kromé matematické gra-
motnosti slovni tlohy v podstatné mire vyzaduji napi. i odpovidajici gramotnost
¢tenarskou.

1Ustav matematiky a statistiky P¥F MU, fuchs@math.muni.cz; NUV, eva.zelendova@nuv.cz
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Kazdy ucitel ze své praxe dobre zna, jaké problémy slovni tilohy zaktm cini
a jakych typickych chyb pii jejich TeSeni se zaci dopoustéji. Podstata obtiznosti
slovnich tloh je vSsak mnohem hlubsi, nez se na prvni pohled zda. Autofi tohoto
prispévku provedli v roce 2014 rozsahly vyzkum, v jehoz priibéhu na vzorku 234 uci-
telli prevazné 2. stupné zakladnich skol zkoumali postupy a reakce ucitelti pfi feSeni
pro né neznamé slovni tlohy. A vysledek? VSechny typické zakovské chyby, mylné
postupy, neschopnost formulace smysluplné odpovédi apod. se az v pozoruhodné
shodé objevovaly i v ucitelskych feSenich. (Vice viz v ¢lanku (Fuchs & Zelendova,
2014)).

Tato zjisténi byla dalsim divodem, proc¢ se autori ¢lanku problematikou tvorby
slovnich tloh zabyvali podrobnéji.

Zakladni informace o vysledné publikaci

Jednim z klicovych bodi tvorby slovnich tloh je jejich tematika. Chceme-li zvysit
aktivitu zakd, je nutné volit tematiku tuloh tak, aby je zaujala a podnitila jejich
zajem o TeSeni uloh. Jednou z moznosti, jak tuto skutecnost realizovat, je brat
motivacni texty z redlného zivota, z prostiedi, v némz se pohybuji a o néz maji
primarni zajem. Proto v projektu Matematika v médiich byly zvoleny za motivacni
texty pravé podklady z médii (napi. z denniho tisku, z ¢asopist nebo z interneto-
vych zdroji.). K motiva¢nimu textu je vZdy zformulovina gradovana fada slovnich
uloh, jsou uvedena vzorova a ukazkova zakovska reseni a metodické poznamky. Na
vysledné podobé publikace se podilela rada autorti, predevsim uciteld z prvniho
i druhého stupné zakladni skoly a ucitelti skol stfednich. Ucitelé také byli autory
vétsiny puivodnich naméth slovnich loh a vyslednou podobu tloh na skolach také
ovéfovali. Kolektiv spolupracovnikii z 2. stupné ZS vedla doc. RNDr. Helena Bin-
terova, Ph.D., z Pedagogické fakulty Jihoc¢eské univerzity v Ceskych Budéjovicich,
¢leny byli Mgr. Jitka Mikasova, Mgr. Josef Schanél a Mgr. Michaela Schanélova,
vsichni ze ZS v Ceskych Budé&jovicich.

Riznorodost motivacénich zdroji

P1i vybéru textt bylo tieba dat pozor na jejich prfimérenost a rtiznorodost. Kromé
tzv. ucebnicového textu byly v projektu predlozeny zakim i jiné (velmi rozmanité)
texty: texty z popularizacnich médii rtizné tirovné spolehlivosti, texty Sifené pro-
stfednictvim internetu (véetné textti multimedidlnich), nelinearni texty jako jsou
grafy, diagramy, tabulky, modely, matematické zapisy, obrazky, nacrtky, fotografie
apod. Vyuzity byly i texty, které uvadéji nepresnou nebo Spatné pouzitou matema-
tickou terminologii (ikolem zaku bylo ,,chyby* nalézt a opravit). Zasazenim slovni
tlohy do riznych aktualnich situaci a kontexti (socidlnich, geografickych, historic-
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kych, technickych, uméleckych apod.) byl ovlivnén rozvoj vsech kompetenci i cely
matematicky obsah.

Ukazka z materialt pro 2. stupen ZS

V aktivité Blob byla za motivacni text zvolena nasledujici ukazka z Mladé fronty
Dnes ze dne 30.5.2015: Pro predstavu — tvorba blobu z kostek zabrala peét set hodin
prace a spolykala asi dve sté tisic kousku lega. Nejvetsi bézné stavebnice maji kolem
tri tisic kostek. Vysledkem je model o rozmeérech 240 na 160 centimetri tycici se
zhruba do vysky dvou metri. Jeho stavitel Eduard Hybler spolupracoval kvili pres-
nému meritku i barevnosti stavby s Kaplického studiem Future Systems. ,KaZdy
vi, Ze lego je dost pravouhle, ale tento organicky tvar Zddné prave uhly nemd. Ze
zacatku to byla legrace, pozdéji jsem byl zraly spis na psychiatrickou lécebnu.”, vy-
pravi o stavbé, na které pracoval asi pul roku. ,,Uvnitr modelu, ktery se v expozici
nasviti, budou také funkcni vytahy. Cely blob vazi asi ctvrt tuny a dad se rozlozZit na
ctyri moduly. Jejich velikost je dana rozmeéry dveri v mém byte,“ vysvetluje Hybler.

Na tento text navazuje celkem sedm tloh, z nichz uvadime tri:

e Pozorné si prectéte text o modelu budovy Narodni knihovny v Praze, kterou
navrhl architekt Jan Kaplicky. Z kolika kouskt lega se model sklada? Kolik
béznych stavebnic lega bylo na stavbu pouzito?

e Kolik pracovnich dnti by potteboval E. Hybler na stavbu modelu blobu? Uva-
7ujte béZnou pracovni dobu osm hodin denné. Nejprve provedte odhad, ktery
poté ovérte vypoctem.

e Pavel postavil stavbu ze stavebnice lega. Na stavbu pouzil 36 stejné velkych
kouskt lega, jejichz rozméry jsou uvedeny na obrazku. Jaky je objem cukru,
ktery Pavel do své stavby nasypal az po okraj?

Obr. 1: Pavlova stavba
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Zaveér

CD obsahujici publikaci s kompletnimi materialy, které v ramci projektu vznikly,
vydala Jednota ceskych matematiki a fyzikid. Publikace Matematika v médiich je
volné ke stazeni na adrese http://www.suma.jcmf.cz/.

Literatura

[1] Fuchs, E. & Zelendova, E. (2014). Slovni tlohy — kritické misto ve vyuce na
7S. In, Setkdni ucitelii matematiky viech typti a stupriti kol (69-72). Plzefi:
Vydavatelsky servis.

2] Fuchs, E. & Zelendova, E. (Eds.). (2015). Matematika v médiich. VyuZiti slov-
nich uloh pi kooperativni vyuce na zdkladnich a strednich skolach [CD-ROM].
Praha: Jednota ceskych matematiki a fyziki.

Simulacie v tabulkovom kalkulatore MS Excel

STEFAN GUBO!

Matematické modelovanie je vseobecne definované ako modelovanie, v ktorom
mé vytvoreny model tvar matematickej struktiry (obsahuje premenné, funkcie, re-
lacie, rovnice, logické podmienky, operatory a iné matematické objekty). Podla Ma-
lindzaka (1991) stmuldcia je vyskumna metéda, ktorej podstata spociva v tom, ze
skimany dynamicky systém sa nahradi jeho simulacnym modelom a s nim sa reali-
zuju pokusy s cielom ziskat informécie o pévodnom skiimanom systéme. Vysledkom
simulécie je priblizné, ale dostato¢ne presné riesenie pévodného problému. Podsta-
tou matematického modelovania a pocitacovej simulacie je v tom, ze sa povodny
systém nahradi pocitacovym modelom. Na vytvorenie zlozitejsich simula¢nych mo-
delov sa pouzivaju predovSetkym Specializované komercéné softvéry. V prispevku
uviadzame rieSenie niekolkych jednoduchsich simula¢nych tloh pomocou tabulko-
vého kalkulatora MS Excel 2013.

'EF UJS v Koméarne, gubos@ujs.sk
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Tvorba simulacného modelu v tabulkovom kalkulatore MS
Excel

Pocitacom generované nahodné ¢isla sa nazyvaju pseudonahodné c¢isla, pretoze
na ich generovanie s pouzité matematické vztahy, ktoré technicky nie st ndhodné.
V tabulkovom kalkulatore MS Excel sa simula¢né modely daja zostrojit dvoma za-
kladnymi spésobmi: pomocou zabudovanych funkcii a pomocou nastroja Generdtor
ndhodnych c¢isel (Random Number Generation).

Funkcia =RAND() vrati rovnomerne rozdelené redlne pseudondhodné ¢islo
z intervalu [0, 1). Tato funkcia pri kazdom prepocitani harka (po zadani vzorca alebo
udajov do inej bunky, alebo po spusteni prepoc¢itania manualne stlacenim funkcéného
klavesu F9) automaticky vygeneruje nové ¢islo. Ak chceme vygenerovat realne pseu-
dondhodné ¢islo z intervalu [a,b), sta¢i pouzit vzorec =a+ (b—a) * RAND()
(Dodge & Stinson, 2013).

Funkcia =RANDBETWEEN (a,b) vrati rovnomerne rozdelené celé pseudo-
nahodné ¢islo z intervalu [a, b]. Aj tato funkcia pri kazdom prepocitani harka auto-
maticky vygeneruje nové ¢islo (Dodge & Stinson, 2013).

Nastroj Random Number Generation sa nachidza na karte Udaje v sku-
pine Analyza v standardne dodavanom doplnku Data Analysis, a vyplni dany roz-
sah pseudondhodnymi ¢islami vybratymi z niektorého rozdelenia (rovnomerné, nor-
mélne, Bernoulliho, binomiélne, Poissonovo, diskrétne).

Simulac¢né ilohy v tabulkovom kalkulatore MS Excel

Simulacia 1. Hadzanie kockou

Budeme 10 000-krat hadzat kocku a sledovat kolkokrat padne Sestka. Je vSe-
obecne znadme, Ze ked hadzanie opakujeme viackrat, tak pri rastticom pocétu po-
kusov sa pomer medzi po¢tom Sestiek a poc¢tom hodov bude ustalovat na hodnote
1/6.

V tabulkovom kalkulatore MS Excel 2013 do bunky B2 zadame vzorec v tvaru
=RANDBETWEEN(1,6), tym dostaneme celé pseudondhodné ¢islo z mnoZiny
{1,2,3,4,5,6}. Ak chceme simulovat 10 000 hodov kockou, staci ttto funkciu skopi-
rovat do oblasti B2:B10001. V oblasti C2:C10001 pomocou funkcie COUNTIF
(kde C2:=COUNTIF($B$2:B2,6), C3:=COUNTIF($B$2:B3,6), atd.) spo-
¢itame kolkokrat padlo Sestka (6) po jednotlivych hodoch. V oblasti D2:D10001
potom vypocitame podiely poc¢tov padnutych Sestiek (kde D2:=C2/A2,
D3:=C3/A3, atd.) a nakoniec si vytvorime bodovy graf znazornujuici tento po-
diel ako funkciu celkového poc¢tu hodov (obr. 1). Z grafu vidno, Ze limitna hodnota
relativnych pocetnosti sa rovna pravdepodobnosti padnutia Sestky.
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ABT9 - S

A B c D E F G H J K L M N o P a R s T u
Gislohodu stranakocky 'OCStePon  Pediel poftugpon oo T

1 hodoch hodoch poétus

L 2 0 0 L 0
3 2 1 0 0 10/ 0,07456349
4 3 1 0 0 100 0,1427547
5 a 3 0 0 1000 0,15634634
6 s 2 0 0 10000 0,16338333
7 6 6 1 0,166666667
8 7 2 1 0,142857143
9 8 2 1 0,125
10 s s 1 o,111111111 1
1 10 5 2 0.2
2] n 1 2 0,181818182
13 1 3 2 0,166666567
4 1 2 2 0,153846154
5] 14 3 2 0,142857143
16 15 a 2 0,133333333
7 1. 1 2 0,125
1B 17 5 2 0,117647059
1] 18 1 2 0,111111111 06
0 19 3 2 0,105263158
2 20 5 2 01
2| n a 2 0,095238095
3 2 5 2 0,090909091
4| 23 2 2 0,086956522
5| m 3 2 0,033333333
26 5 5 2 0,08 03
27 2% 5 2 0,076323077
| 27 6 3 0,111111111 02 g

pr—

29 28 1 3 0,107142857 r*
0 29 5 3 0,103448276 01
3 30 1 3 0,1
3 31 2 3 0,096774193 0k
33 32 6 4 0,125 0 2000 & 200! I
33 1 4 0,121212121
35| 3 a 4 0,117647059
| 35 6 5 0,142857143

Obr. 1: Vysledok simulacie 1

Simulacia 2. Brownov pohyb (podla Verschuuren, 2014)

Brownov pohyb je neustaly nepravidelny pohyb mikroskopickych castic v kva-
paline alebo v plyne. Prvykrat ho zaznamenal v roku 1827 skétsky botanik Robert
BROWN, ktory zistil, Ze pelové zrnka pritomné vo vode nie st v pokoji, ale v usta-
vi¢nom trhavom pohybe, ktorého smer sa nepravidelne meni. V tabulkovom kalku-
latore budeme simulovat ndhodny pohyb (kvéli ndzornosti iba prvych 50 krokov)
castice a znazornime v kartezianskej stiradnicovej stustave.

A B C D E F G H J K L ¥ N
Y

z dX dy 0 0

3 1 -0,04 -0,5 -0,04 -0,5

4 2 0,48 0,68 0,44 0,18

5 3 -0,85 0,66 -0,41 0,84 3

5 4 -0,02 0,68 -0,43 1,52

7 5 0,89 0,86 0,46 2,38

g 6 0,19 -0,28 0,65 2,1

g 7 0,92 -0,8 1,57 1,3

10 8 0,61 -0,04 2,18 1,26

11 3 -0,79 -0,12 1,39 1,14

1z 10 -0,11 0,47 1,28 1,61

13 11 -0,39 0,88 0,89 2,49

14 12 -0,89 0,98 0 3,47

15 13 -0,58 0,15 -0,58 3,62

16 14 0,98 -0,86 0,4 2,76 = 5

17 15 -0,84 -0,97 -0,44 1,79

18 16 0,38 0,39 -0,06 2,18 1

12 17 -0,84 0,35 -0,9 2,53

Obr. 2: Vysledok simulacie 2
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Nech podiatocény bod ndhodného pohybu je v bode (0,0). V oblasti B3:C52 po-
mocou vzorca =1 —2*¥RAND() vygenerujeme redlne pseudondhodné ¢isla z inter-
valu (—1,1). Cisla v oblasti B3:B52 udévaji ndhodné zmeny stiradnic X, kjm ¢isla
v C3:C52 nadhodné zmeny stradnic Y. Potom v stipcoch D a E (kde D3:=D2+B3
a E3:=E2+4C3) vypocitame siradnice aktualnej polohy castice po jednotlivych
krokoch a nasledne drédhu ¢astice zndzornime pomocou ¢iarového grafu (obr. 2).

Simulacia 3. Predator — korist (podla Verschuuren, 2014)

Jednym z najznamejsich nelinedrnych modelov je systémovy model preddtor —
korist (nazyvany tiez ako Lotkov-Volterrov model), ktory sa stal zédkladom pre
rieSenie komplexnych tloh z oblasti populacnej dynamiky. Model bol vytvoreny
v 20-tych rokoch 20. storocia nezavisle americkym matematikom Alfredom Jame-
som LOTKou a talianskym matematikom Vitom VOLTERrem. V tomto modeli vy-
chadzame z nasledujacich predpokladov:

[1] korist m& neobmedzené mnoZstvo potravy a pri neexistencie predatora jej
populdcia rastie exponencialne (m — konstanta koeficient mnozenia koristi),

2] jedinym zdrojom potravy predatora je korist, a pri stretnuti predatora a ko-
risti d6jde k thynu koristi s istou pravdepodobnostou (p — konstanta koefi-
cient preddcie)

[3] predator sa mnozi na zéklade ulovenej koristi (r — konstanta reprodukcénd
miera preddtora na jednu korist).

Ak hodnota populacie predatora v case t je P(t), populacie koristi je K (t), tak
hodnoty populacie predatora a koristi v ¢ase ¢t + 1 vypocitame nasledovne:

K(t+1) = (1-m(K(t) —100) K(t) — pK(t)P(t)
P(t+1) = rPHK(1).

Parametre modelu sme si zvolili nasledovne: m = 0,05, p = 0,5, = 0,0205. Po-
¢iato¢ny stav populacie koristi je 50 a kym pociato¢ny stav populacie predatora je
0,2. Do bunky B7 zaddame vzorec =(1—-$B$1*(B6—-100))*B6 - $B$2*B6*C6,
do bunky C7 vzorec =$B$3*B6*C6. Tieto vzorce kopirujeme do oblasti B7:C55.
Potom vytvorime kombinovany populacny graf, ktory popisuje vyvoj populacii ko-
risti a predatora v ¢ase (obr. 3).

Ide o periodicky sa opakujici cyklus, ktory mozno vyjadrit nasledovne: ked
rastie populécia koristi, stiiCasne zac¢ne rast aj populacia predatora. Viacsie mnozstvo
predatora spdsobi negativny vplyv na populaciu koristi, v dosledku ¢oho mnoz-
stvo koristi za¢ne ubudat. S klesajicim mnozZstvom koristi za¢ne klesat i mnozstvo
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A B C D E F G H | J K L M

m= 0,005 koeficient mnoZenia koristi
2 p= 0,5 koeficient predacie
3 r=  0,0205 reprodukéna miera predatora
Fi
5 tas korist  preddtor 20 1,0
6 1 50,00 0,200 -
7 2 57,50 0,205 70 o
8 3 63,83 0,242 - /_\ /_\ H/—\'\ /F \\ 0.8
9 a 67,66 0,316 Rl \ 1 \ .
0 5 67,90 0,439 . / \ / \ / / \ '
6 6391 0,610 \ \ / \ 0.5
12 7 553,94 0,800 40 / / s 05
13 g 4589 0,917 \ \/ / / \J
14 a 37,26 0,863 30 - - 4
15 10 32,88 0,659 0,3
16 11 33,08 0,444 20
17 12 36,80 0,301 .
5 13 4288 0,227 01
9 14 50,26 0,200
20 15 57,74 0,206 6 6 1 25 31 3 a1 4
21 16 64,00 0,244 ——korist predator
22 17 67,72 0,320
23 18 67,83 0,444

Obr. 3: Vysledok simulacie 3

predatorov, ktorym ubtida potrava. S klesajicim mnozstvom predatorov sa pokles
populécie koristi zastavi a jej mnoZstvo zacne opit rast.

Tabulkovy kalkuldtor MS Excel umoziiuje urcit vplyv jednotlivych parametrov
na spravanie sa modelu. Po¢iato¢né hodnoty parametrov m,p a r modzeme zmenit
a sledovat ako sa menia hodnoty populécie predatora a koristi.

Zaver

Cielom prispevku bolo predstavit pouzitie tabulkového kalkuldtora v rieSeni simu-
la¢nych tloh. Na zdklade ukazkovych prikladov mozeme skonstatovat, Ze tabulkovy
kalkulator MS Excel 2013 je uzito¢ny nastroj na rieSenie takychto tloh.
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Milionové projekty
DANIELA GUFFOVA!

Projektove vyucovanie je povazZované za jeden z krokov smerujicich k vysokoefek-
tivnemu uceniu. V prispevku su strucne zhrnuté zdakladné vlastnosti projektového
vyucovania a poziadavky na tvorbu projektov so zameranim na kriteridalne hodno-
tenie. Popisané su moznosti tvorby kritéric a cesta od najjednoduchsej a casovo
nendrocnej formy k zloZitejsim. Poniukam 1 kritérid na tvorbu a hodnotenie pro-
jektu ,Keby som mal(a) milion*, ktory som realizovala so Ziakmi.

PodTla inovovaného Statneho vzdeldvacieho programu by mal uéitel vo vyucbe pre-
ferovat medzipredmetovy pristup, v stlade s ktorym by mali byt uplatiiované moti-
vacné postupy podporujice pozitivnu klimu v skole. Jednym z odportacanych postu-
pov na rozvoj medzipredmetovych vztahov a na rozvoj samostatnosti a tvorivosti
ziakov je projektové vyucovanie.

Projektové vyucovanie

V suvislosti s pouzivanim projektového vyucovania sa spomina mnoho pozitiv. Patri
medzi nich rozvoj zZivotnych zruc¢nosti, ktoré st pri praci na projektoch zdokona-
fované. Kazdy ziak by mal byt pri praci na projekte iniciativny, mal by si vediet
zorganizovat pracu, mal by sa zodpovedne postavit k svojej tilohe a v neposlednom
rade by mal spolupracovat s ostatnymi spoluziakmi pri rieSeni problémov. Okrem
rozvoja zivotnych zrucnosti projektové vyucovanie umoznuje individualizovat vy-
ucovaci proces vdaka rozdeleniu tloh medzi jednotlivych ziakov a moZnosti vyberu.
K vic¢sej motivacii ziakov prispievaju i prirodzenost a zmysluplnost, dosiahnuté
prostrednictvom integracie poznatkov z réznych predmetov a prepojeniu s realnym
Zivotom.

S pozitivami projektového vyucovania su spojené poziadavky na samotny pro-
jekt, zahfnajace jasne stanoveny problém a ciel, priebeh v jasne vymedzenom c¢aso-
vom useku, iniciativu ziaka, prepojenie s praxou a priebezné i zaverecné hodnotenie
(Kasova, Tomkova & Dvorakova, 2009).

Prave hodnotenie projektov je casto vnimané ako negativum projektového vy-
ucovania z pohladu ucitela kvoli jeho naroc¢nosti. Kazdy ucitel moze prikladat roz-
nym zlozkdm projektu réznu vahu, preto je hodnotenie projektov velmi $pecifické.
PredovSetkym pri interdisciplinarnych projektoch je dolezité zdoraznit klic¢ové zloz-
ky projektu a ziakom zadat podmienky, ktoré m4 findlny produkt a praca na nom
spliiat.

KM, FPV UMB v Banskej Bystrici, daniela.guffova@umb.sk

31



Kriterialne hodnotenie projektov

Spojenie projektov s kriteridlnym hodnotenim je jednou z moznych ciest ako zlepsit
kvalitu projektového vyucovania v Skolach. Ucitel by mal pred zadanim projektu
okrem ciela projektu stanovit zékladné poziadavky na findlny produkt, proces jeho
tvorby a prezentaciu produktu. Vdaka jasne stanovenym kritéridm sa vyhneme prili-
snej Specializacii ziakov na tie ¢innosti, ktoré povazuju za atraktivne, zefektivnime
pracu na projekte z ¢asového hladiska, ziakom poskytneme bezpecné prostredie
vzhladom k hodnoteniu, kedZe presne buda vedief, ¢o mé projekt obsahovat, ako
mé vyzerat findlny produkt a tiez ktoré zlozky projektu budt hodnotené a akym
sposobom.

Najjednoduchsia forma kriteridlneho hodnotenia je spojena so sadou poziada-
viek a podmienok, ktoré ma vysledny produkt spliiat. Ziakom je prezentovana ideél-
na predstava finalneho produktu, popis ocakavaného vykonu ¢i odvedenej prace.
V takom pripade je mozné hodnotit produkt z hladiska splnenia jednotlivych krité-
rii napriklad skonstatovanim, ¢i dané kritérium bolo alebo nebolo splnené, pricom
je snahou postupne Ziakov viest k tomu, Ze ich produkt je prijatelny len v tom pri-
pade, ak spliia vetky stanovené podmienky. Dalsou moznostou je vyuzitie 8kély,
pomocou ktorej ziaci spolocne s ucitelom uréia do akej miery boli jednotlivé krité-
rid naplnené. Takato forma hodnotenia nie je vyrazne naro¢né na pripravu ucitela
a zaroveil je zrozumitelné pre ziakov.

Vyssou tarovnou kriteridlneho hodnotenia je rozpracovanie jednotlivych kritérii
do viacerych tirovni pomocou indikdtorov. Kazdy indikator jasne urcuje znaky kva-
lity findlneho produktu, procesu tvorby alebo prezentacie. Napriklad samostatnost
prejavu pri prezentacii moze byt rozclenend do troch trovni:

[1] Ziak rozpréava plynule, necita z podkladu ani nerecituje vety naucené naspa-
miit, vo vhodnych momentoch sa opiera o pripraveny poklad.

[2] Ziak rozprava takmer stale plynule, len v niektorych castiach prejavu sa
spolieha na pamift alebo na pripraveny podklad.

[3] Ziak nevyuziva svoju pripravu, ¢ita alebo rozprava mechanicky spamiiti
(Kostalova, Mikova & Stang, 2008).

V pripade, Ze ucitel chce zacat pouzivat kriterdlne hodnotenie, moze postupne
prejst od zadania sady kritérii k detailnému rozpracovaniu jednotlivych kritérii
pomocou indikatorov. V idedlnom pripade tvoria kritéria zZiaci samostatne, pricom
ich konzultuju s uditelom a spolo¢ne urcuju indikatory kvality.
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Kritéria k projektu

V dalsom texte uvadzam kritérid k projektu ,Keby som mal(a) milién“ v takej
forme, v akej boli prezentované ziakom.

Co md projekt obsahovat?

Presny rozpis toho, ¢o by si si kupil(a) a za aka sumu.
Zdovodnenie a dokladovanie jednotlivych investicii.
Vypocet vyslednej sumy investicie.

Aspori jednu tabulku.

Prilohu, v ktorej buda vypocty, ktoré si potreboval(a) pri zistovani cien a vy-
slednej sumy.

Zistenie toho, za aki dobu by si milién eur minul(a) pri Tvojom st¢asnom
zivote. Je potrebné zarataf i (priblizné) vydavky na stravu, ubytovanie, ob-
leCenie, vzdelanie, zabavu, . ..

Obrazok alebo pribeh o tom, ¢o by si s peniazmi spravil(a), keby Ti nik
nekladol podmienky, ako ich mas minut alebo investovat.

Ako ma projekt vyzerat?

MobZe mat podobu brozury, plagatu, prezentécie, ... (Mo6zes skombinovat
rozne podoby.)

M4 byt prehladny (roz¢leneny na jednotlivé ¢asti — rozpis, zdévodnenie, vy-
pocet, zistenie, obrazok/pribeh, priloha).

Podmienky na utrdcanie:

MA4s si samostatne zabezpecit zékladné potreby (strava, oblecenie, ubytova-
nie, ...) a vzdelanie.

Mozes investovat najviac tristotisic eur do kiipy domu.

M4s si kapit nejaky dopravny prostriedok.

Mas§ aspon desatinou ziskanej sumy prispiet na dobroc¢inné tcely.
MA4S$ si splnit aspon tri zelania.

Mas zaplatit dovolenku celej triede.
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e MAS minuf alebo investovat ¢o najviac penazi, ale v Ziadnom pripade nie
viac ako milién eur.

Podmienky na prezentdaciu projektu:
e Trvanie minimalne 3 minuty a maximalne 7 minut.
e Samostatné vystupovanie.

Projekt ,, Keby som mal(a) milién“ bol individudlny, domaci, Ziaci mali na jeho
vypracovanie mesiac. Pocas prace na projekte si ziaci mali zopakovat poctové vy-
kony s ¢islami do miliéna, pricom boli niteni vyhladavat si informécie, dokladovat
ich a tiez spolupracovat s rodi¢mi pri zistovani ich pribliznych vydavkov. Pro-
jekt nebol planovany ako interdisciplindrny, aj ked mierne presahoval do geografie
(planovanie triedneho vyletu) a slovenského jazyka alebo vytvarnej vychovy (pri-
beh alebo obrazok). Zadanie projektu ziakom aj napriek siedmim podmienkam na
utracanie pontkalo vela moznosti na utracanie penazi. Zavereéna podoba projektu
nebola striktne dana, ¢o viaceri Ziaci ocenili a kombinovali r6zne podoby.

Projekt bol hodnoteny na zaklade splnenia, resp. nesplnenia danych kritérii,
kedZe iSlo o prvy projekt z matematiky, v ktorom sa Ziaci stretli s kriteridlnym
hodnotenim. Takmer vsSetci ziaci splnili vSetky kritéria projektu, len Styria ziaci ne-
splnili jednu podmienku. V pripade, Ze chybajicu ¢ast doplnili, ziskali stopercentné
hodnotenie.

Zaver

Pomocou projektového vyucovania dokézeme ziakov motivovat a zaroven u nich cie-
lene rozvijat Zivotné zrucnosti. Ucitelia ¢asto tapaju pri hodnoteni projektov. Prave
kriteridlne hodnotenie im pontka cestu, ktora je pre nich prijatelné a zaroven bez-
pecné pre ziakov, kedze v kazdej chvili projektu maju vdaka vopred poskytnutym
kritéridm okamzit spitna viizbu k svojej praci. Spolu s dalsimi podmienkami sa
tak postupne mozeme od projektového vyucovania prepracovat k vysokoefektiv-
nemu uceniu.
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Ked’ Ziaci pochopia slovna tlohu inak ako
zadavatelia. . .

JANA CHUDA!

Tento prispevok sa tyka jednej ulohy, ktora sa objavila na Matematickej olympidde.
Je to tloha o dotykajicich sa kruZniciach v obdlZniku. Jej zadanie bolo sformu-
lované, tak Ze sa dalo vyloZit viacerymi roznymi sposobmi. Pokisime sa pribliZit,
v ¢om spocival hlavny problem s interpretaciou zadania. Dokazujiu to aj autentické
Ziacke riesenia, ktoré v tomto prispevku popiseme.

Zadanie ulohy

(Slovenska verzia:)

KruZnice k, [ s vonkajsim dotykom lezia obe v obdlzniku ABCD, ktorého obsah je
72 cm?. Kruznica k sa pritom dotyka stran CD, DA a AB, zatial ¢o kruznica [ sa
dotyka stran AB a BC'. Urcte polomery kruznic k a [, ak viete, ze polomer kruznice
k je v centimetroch vyjadreny celym ¢islom. (SKMO, 2006a: s. 2)

(Ceska verzia:)

Kruznice k, [ s vnéjsim dotykem lezi ob& v obdélniku ABC D, jehoz obsah je 72 cm?.
Kruznice k se pritom dotyka stran C'D, DA a AB, zatimco kruznice [ se dotyka
stran AB a BC'. Urcete poloméry kruznic k a [, jestlize polomér kruznice k je
v centimetrech vyjadfen celym ¢islem. (MO, 2006: s. 1)

1UMV, PF UPJS v Kosiciach, jana.chudal@student.upjs.sk
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Riesenie a hodnotenie tlohy

Nebudeme uvadzat Gplné vzorové rieSenie, podrobnejsie popiSeme len tu ¢ast, ktora
sposobovala nejasnosti. Spomedzi ¢isel, ktoré sme overovali, ¢i mézu alebo nemdzu
byt stranami obdlznika, ostantt dve pripustné moznosti, a to 6cm, 12cm a 8cm,
9 cm. Prva moznost vedie k hodnotdm polomerov r = s = 3 cm. Druhd moznost ve-
die k rieSeniu s polomermi r = 4cm, s = 1 cm, dopocitanie tejto casti tu nebudeme
uvadzat. Z nasho pohladu sa da dojst k dvom zéverom, podla spésobu pochopenia
zadania ulohy:

[1] Uloha mé4 jedno rieenie: r = 4cm, s = 1em (kruznica [ sa nemd dotykat
strany C'D).

2] Uloha m4 dve rieSenia: r = 4cm, s = lcm a r = s = 3cm (kruznica [ sa
moze dotykaf aj strany C'D).

Vo vzorovom rieSeni autorov tlohy sa v zavere uvadza, ze tiloha ma prave dve
rieSenia, r = 4cm, s = lecm a r = s = 3cm. Aj ked vo vzorovom rieSeni autorov sa
argumentuje pomocou neostrych nerovnosti, v pokynoch k hodnoteniu sme nenasli
komentar ku roznym interpretacidm zadania tlohy, pokial ide o strany, ktorych sa
kruznice maju dotykat. Ako sa ukaze z uvedenych ukéazok nizsie, vicsSina Studentov
v tomto smere pochopila tulohu inak ako autori. Pokyny autorov k hodnoteniu
ulohy boli takéto: ,,Za uplné rieSenie dajte 6 bodov bez ohladu na to, ¢i riesSitel
urcil jediné dve moznosti vypoctom, alebo z piatich moznosti vylucil postupne tie,
ktoré nevyhovuji danym podmienkam. Za kazdé nespravne riesenie (napriklad ked
ziak uvedie ako mozny vysledok r = 5, s = ) strhnite bod.“ (SKMO, 2006: s. 3)

Vyznam a pouzitie spojky zatial ¢o a zatimco

Myslime si, Ze nejednoznacnost tejto tilohy prameni prave z pouZitia spojky zatial
¢o v zadani tlohy. Jedn4 sa o podradovaciu spojku, ktora sa pouziva pri vedlajsich
vetach Casovych, vo vyzname za ten c¢as, medzitym, ale aj vo vedlajSich vetach
odporovacich vo vyzname kym, ale. Ako ¢asova spojka stoji na zaciatku suvetia, ak
stoji vnutri stvetia, ma vyznam protikladu, kontrastu (Ruzicka, 1974). Teda z toho,
v akej pozicii v suveti sa tato spojka nachéadza, sa d& urcit, v akom vyzname ju
méame chapat. V pripade tejto tlohy, teda ide o pouZitie spojky v odporovacom
vyzname.

Podobne je to aj s ¢eskym variantom tejto spojky. Veta so spojkou zatimco
moze stat bud na prvom, alebo na druhom mieste. Typ stveti so spojkou zatimco,
rozobral a obhajil K. Hausenblas, oznagil ich ako kontrastne porovnéavacie (konfron-
tacné), pri¢om poévodne ¢asovy vyznam spojky zatimco s rovnakym vyznamom ako
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mezitimco sa rokmi meni na kontrastne porovnavaci. Tato spojka byva vyjadro-

vana tiez spojkou kdezto a Casovéa subeznost dejov je v tizadi, alebo celkom chyba
(Danes, 1963).

Ziacke rieSenia

Autentické ziacke riesenia z KosSického kraja sme rozdelili do Styroch skupin, ktoré
boli pomerne nerovnomerne zastipené. Prva skupina obsahuje tie, ktoré moznost
r = s = 3cm neakceptuju za riesenie tlohy. Tato skupina je najpocetnejsia, az
28 z 53 ziakov, spominant moznost zamietla. Pri uchopovani zadania u tychto
ziakov doslo k tomu, Ze spojenie zatial’ ¢o pochopili vo vylucovacom vyzname,
teda prva kruznica sa dotyka prave troch (vymenovanych) stran a druha len/iba
tych dvoch stran, ktoré st uvedené v zadani. Druh4 skupina naopak tito moznost
vyslovene pripusta z toho dovodu, Ze to ¢o v zadani nie je zakdzané, je povolené,
avSak takéto rieSenia boli len $tyri. Tretiu skupinu tvori len jeden riesitel, ktory
nasiel prvé riesenie (r = 4cm, s = 1cm) a ak sa kruznica [ moze dotykat aj strany
CD, tak pontka aj druhé riesenie. Ostatni skupinu tvoria riesenia, v ktorych sa
ziaci k tejto Casti zadania na zaklade chybnych tivah vébec nedopracovali, tych
bolo 20. Napriek tomu, ze pokyny na opravovanie vyzadovali dve spravne riesenia,
v KoSickom kraji boli rieSenia obodované plnym poc¢tom bodov, aj ked moznost
r = s = 3cm vyludili. Ak sa v procese rieSenia moznost r = s = 3 cm objavila, ale
nebola povazovana za pripustnil a neobjavila sa v odpovedi, v Kosickom kraji sa
body nestrhli.

Na ilustraciu pontikame vybrané prepisy ziackych rieseni. V zatvorkach za me-
nom ziaka uvadzame ziskany pocet bodov za rieSenie (maximéalny pocet bodov bol
6) a skutocnost, ¢ riesitel diskutabilnt moznost r = s = 3 cm akceptuje, alebo
neakceptuje. V citovanych ukazkach rieseni zvyraznujeme relevantné casti hrubym
pismom. Ukazky su autentické, mena st pozmenené.

Lenka (6, neakceptuje):

Hned prva veta jej rieSenia znie: ,,Zo zadania aj z nacrtu vyplyva, Ze kruznica
k je vicsia ako kruznica [.“ Neskor, ked narazi na rieSenie s = ¢ = 3 cm, vyluci ho
s argumentom: ,,¢o je uz zo zadania vylucené.“

Oliver (6, neakceptuje):

... aby sa [ dotykala iba zvolenych dvoch stran, musi byt jej priemer mensi nez
(omylom uvadza) vicsia strana“ (ale zrejme mysli kratsiu stranu obdlznika, ¢o jasne
vidiet z dalsieho postupu). Uprostred riesenia sa nachadza aj poznamka, ze ,r > s“.

Hugo (3, akceptuje):
s .. 7 =3,58=3. A to sa di. Nakreslime si to. Plati to a nevadi, Ze | sa dotyka
CD, lebo v zadani nie je, Ze sa jej nesmie dotykat.“
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Ivana (4, akceptuje):

»- - . to by vSak znamenalo, Ze sa (rozumej: kruznica [) bude dotykat aj strany CD,
¢o v zadani nie je uvedené. V zadani vsak nie je uvedené ani to, ze sa strany
CD dotykat nesmie, preto je to moZné rieSenie tlohy.“

Jozef (6, akceptuje):

V tomto pripade si student s dvojakym vykladom zadania poradil takto. Z jeho
odpovede je vidiet, Ze aj ked si nie je isty, ¢i to zadanie dovoluje, pre istotu uvadza
aj druhé riesenie s komentarom v zatvorke. ,Kruznica k£ ma polomer 1cm a [ ma
4 cm, alebo (ak I sa mdZe dotykat C D), k m4 3cm, [ ma 3cm.“ (Polomery mé
v prvom pripade v odpovedi naopak, ale za tuto drobnost nestratil body.)

Z nasho pohladu Ziaden z tychto pristupov, ktoré boli podobné uvedenym Ziac-
kym rieseniam nie je chybny, respektive nejde o nepozornost Ziakov. Pokyny na
opravovanie a hodnotenie nie st z nasho pohladu najstastnejsie. Myslime si, Ze ak
riesitelia ilohy chapu inak, nez oc¢akavaju autori tlohy (resp. ilohova komisia MO),
neznamena to, ze je to neopravnené, v rozpore so zadanim alebo z nepozornosti.
Skor sme toho nazoru, ze ak jednu moznost z vah vyradili na zaklade svojej, lo-
gicky zdovodnenej interpretacie zadania tlohy, tak mali ziskat plny pocet bodov.
V Kosickom kraji tomu tak bolo, ale ako pise Jitka Bélaskova vo svojej préaci (2008),
tak v Juhomoravskom kraji sa opravovatelia striktne drzali pokynov k hodnoteniu,
teda za takéto riesenie bod(y) strhli.

Aby zadanie bolo jednoznacné

Kedze sa chceme vyhnut akymkolvek pochybnostiam a nedorozumeniam v zadani,
tak znenie ulohy, u ktorej by sme ocakavali vyluc¢enie moznosti rovnako velkych
kruznic by mohlo vyzerat nasledovne (doplnené alebo zmenené slova oproti pévod-
nému textu vyznacime hrubym pismom):

Kruznice k, [ s vonkajsim dotykom lezia obe v obdlzniku ABCD, ktorého obsah je
72 cm?. Kruznica k sa pritom dotyka troch stran C'D, DA a AB, zatial ¢o kruZnica
[ sa dotyka len dvoch stran AB a BC. Urcte polomery kruznic k a [, ak viete, ze
polomer kruznice k je v centimetroch vyjadreny celym ¢islom.

Aby dant slovni tlohu bolo mozné pochopit druhym spésobom, teda pripustit,
7e polomery kruznic k£ a [ budi rovnaké, zadanie by sme mohli upravit takto:

KruZnice k, [ s vonkajsim dotykom leZia obe v obdlzniku ABCD, ktorého obsah je
72 cm?. Kruznica k sa dotyka stran C'D, DA a AB a kruZnica [ sa dotyka stran AB
a BC'. Urcte polomery kruznic k a [, ak viete, ze polomer kruznice k je v centime-
troch vyjadreny celym cislom.
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Zaver

Zadanie by malo byt jednoznac¢né, ak sa vSak stane, Ze loha mé dve interpretécie
a pri oboch sa prejavi znalost ¢ neznalost testovaného udiva, je to v poriadku.
V opa¢nom pripade je potrebné dat Ziakovi moznost preukdzat svoje vedomosti
znovu a rieSenie ,nespravne“ vyloZzenej ulohy nehodnotit. Ak ziak zisti, Ze m4 tloha
dvojaky vyklad, mé pravo sa opytat ucitela na to, ¢o mu nie je jasné a ten by mu
mal pomdct vSetky nejasnosti odstranit. Problém moze nastat v situacii, ked sa
riesitel nemd moznost pytat. Vtedy je asi najlepsie, ak pripusti pri rieSeni tlohy
obe moznosti vykladu jej zadania.
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Riesenie slovnych tloh na zmesi pomocou
Geo(Gebry

LADISLAV JARUSKA!

Cldanok prezentuje moznosti vyuZitia dynamického programu GeoGebra vo vyuco-
vani. Obsahuje riesenie troch jednoduchych prikladov, ktoré ponukaji moznosti
GeoGebry na dynamické modelovanie slovnich iloh, a tym potvrdzuje pouZitelnost
a aplikovatelnost matematickych poznatkov v kaZdodennom Zivote a praxi. Prezen-
tovan€ slovné ulohy su na zmesi.

Pocas vyucovania pedagdgovia aj studenti sa Casto stretéavaju s praktickymi tlo-
hami, problémami z kazdodenného zivota. Prostrednictvom praktickych tloh pre-
zentujeme vztahy medzi matematikou a dalSimi prirodovednymi predmetmi. RieSe-
nim spominanych tloh sa Ziaci presvedéia o pouzitelnosti a uZzito¢nosti matematic-
kych poznatkov v realnom zivote. Pre lepSie pochopenie a predstavenie si situacii
a javov opisanych v tlohdch méme moZnost pouzivat moderné technoldgie. Sti¢asné
moderné technoldgie pontikaji nové moznosti pedagégom aj studentom na zvyso-
vanie efektivity vychovnovzdeldvacieho procesu a moznost pripravovania Ziakov na
problémy realneho zivota.

Moznosti aplikovania GeoGebry

Jednou takou moznostou aplikovania modernych technolégii do vyucovania je po-
uzivanie dynamického programu GeoGebra. GeoGebra je volne Siritelny matema-
ticky softvér, ktory bol vytvoreny hlavne na podporu vyucovania matematiky. Spaja
v sebe geometriu, algebru a matematickt analyzu a mozeme vyuzivat v edukacnom
procese od zakladnych skol az po univerzity.

Dolezitym ciefom premeny vyucovania je rozvijanie kreativneho myslenia a zruc-
nosti riesenia problémov ziakov, ich priprava na rieSenie zlozitych — narocnejsich
uloh v modernej dobe. Vdaka novym technolégidm sa sformuluji nové poziadavky —
rozvoj foriem a metdd vyucovania a aplikovanie modernych.

V sucasnosti moderné technoldgie st integrované vo vicsine oblasti vyucova-
nia. Rozvoj IKT ma délezity vplyv na vychovnovzdelavaci proces. Poniika nové
moznosti pedagégom aj studentom na zvysovanie efektivity vychovnovzdelavacieho
procesu a moznost pripravovania ziakov na problémy redlneho Zivota.

LUJS v Komarne, jaruskal@selyeuni.sk
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PodTa viacerych prac (Kllogjeri & Kllogjeri, 2010; Rodriguez, Santana & Men-
doza, 2013; Kozielska & Kedzierski, 2009) aplikovanie pocitacovych simulécii a st-
¢asné vykonévanie redlnych pokusov-experimentov pomoze Studentom rozvijat ich
analytické a tvorivé myslenie, takisto aj ich IKT — informac¢né kompetencie.

Vdaka novym technol6giam sa sformuluji nové poziadavky — rozvoj foriem a me-
téd vyucovania a aplikovanie modernych.

GeoGebra pontka nové moznosti pocas hodiny matematiky pedagégom aj stu-
dentom.

Prinosy GeoGebry pre pedagdga:
e zvySovanie efektivity vyucovacieho procesu,
e aktivizacia ziakov — prenesenie aktivity na ziakov,
e Uspora cCasu na hodine aj doma,
e okamzité znazornenie,
e atraktivnejSia matematika,
e priprava vlastnych pomocok,
e vyuzitie vlastnych odbornych vedomosti pri priprave apletov,
e moznost grafického zndzornenia zavislosti veli¢in,
e modelovanie javov, experimentov.
Prinosy GeoGebry pre ziakov:
e samostatna praca ziakov v skole aj doma,
e zbierka tloh s meniacimi sa tdajmi,
e motivacia,
e zaujimavejsia hodina,
e moznost experimentovania, objavného a badatelského ucenia sa,
e moznost lepsSieho pochopenia uciva,
e podporuje predstavenie si konkrétnych situacii a problémov,

e moznost grafického zndzornenia zavislosti veli¢in.
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Postavenie slovnych tloh

Pocas pedagogickej praxe sa casto stretavame so slovnymi tlohami, ktoré vo vyuco-
vani matematiky obsadia Specialne miesto. Pocas riesenia tychto tloh sa ziaci stre-
tavaju so situdciou z kazdodenného zivota, podla ktorej si vytvoria model, v ktorom
budi poditat, modeluji konkrétnu situiciu, jav v jazyku matematiky. V pripade
tychto dloh prvoradym kritériom je, aby boli blizko k realite. Vysledky potom ap-
likuji1 na dant realnu situaciu. podporujeme rozvoj zrucnosti a schopnosti ziakov,
pomocou ktorych modeluju konkrétne situacie, javy v jazyku matematiky.

Cielom tychto tloh, je, aby sme Studentov viac motivovali na rozmyslanie vzbu-
denie ich zaujmu o matematiku. Tym sa zvysSuju aj ich naroky na riesenie prob-
lémov, hladanie chyb, pricom pocas rieSenia tloh nepouziva menej matematiky,
ako pri rieSeni klasickych tloh. Druhoradym cielom je, aby sa Ziaci oboznamili so
zaujimavymi a pou¢nymi situéciami. Uloha je zadana zaujimavym pribehom, tym
prezentujeme Studentom aplikovatelnost matematickych poznatkov v redlnom Zi-
vote. Tym rozvijame ich schopnosti pochopenia a riesenia problémov, abstrakcéné
a logické myslenie.

Hlavnymi cielmi slovnych tloh st:

e motivovanie ziakov, vzbudenie ich zaujmu o matematiku,

e zaujimavy pribeh — aplikovatelnost matematickych poznatkov v redlnom Zi-
vote,

e modelovanie konkrétnej situacie, javu v jazyku matematiky;,

e rozvijame ziakom schopnosti pochopenia a riesenia problémov, abstrakcéné
a logické myslenie.

Specialnu skupinu slovnych tloh tvoria slovné tlohu na zmesi. ViéSina z nich
vychédza z toho, Ze uréime, osoba alebo zariadenie akt ¢ast prace je schopné spravit
za jednotku casu z celej prace. Pomocou tejto informéacie moézeme zistit, kolko bud
trvat vykonanie celej prace. Typickym pripadom moze byt, Ze ak pracuje viac 0osob
alebo zariadeni, za aky ¢as vykonaju danu celu tlohu.

Pocas riesenie zdoraznujeme, ze:

e zmesi vytvorime zmieSanim dvoch druhov danej latky (tekutiny, pevné latky),
e kazdy druh danej latky je charakterizovany:

— mnozstvom,

— dalsim parametrom (cena, percento, teplota),

e pri zmieSani sa mnozstvo cistych latok zachovava.
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Potrebné poznatky:
e ckvivalentné tipravy rovnice,
e sustava linedrnych rovnic s dvoma neznamymi,
e percenta,
e zlomky,
e fyzikalne veli¢iny a ich jednotky — obsah, objem,
e chémia — roztoky,
e finan¢nd gramotnost — poznatky.
Na ZS uréuje SVP — ISCED 2:
e 8. ro¢nik — linearne rovnice, slovné tlohy,

e 9. ro¢nik — slovné tlohy, linedrne rovnice — stistava linearnych rovnic s dvoma
neznamymi — rozsirujice — dopliiujiice ucivo,

e Od 2015 inovovany SVP.
Na GYM a SS uréuje SVP — ISCED 3:
e 1. ro¢nik — lin. rovnice, sustavy lin. rovnic, slovné tulohy.

Pocas rieSenia tychto tloh dobré grafické zndzornenie ulah¢i Zziakom pochopenie
a vnimanie ulohy, predstavenie si a modelovanie javu. V takych pripadoch moéze
pomdct pedagdgom aj ziakom modelovanie priebehu GeoGebrou.

Nasledovné tlohy sluzia ako jednoduché pomoécky, ukazky na modelovanie rie-
Senia slovnych tloh na zmesi pomocou GeoGebry.

1. Gloha — Kava

Obchodnik s kdvou mé k dispozicii dva druhy kavy: robustu a arabika. 1 kg robusty
stoji 12€, 1kg arabiky stoji 20€.Vypocitajte, kolko budeme platit, ked obchodnik
pomiesa 3 kg robusty a 5kg arabiky? Kolko stoji 1kg zmesi kdvy?

Vyskusajte, ako sa zmeni cena zmesi, ak zmenime mnozstvo alebo cenu za kg
jednotlivych kav.

RieSenie rovnicou:

Cena zmesi:

mi-a+me-b=3-12+5-20=136€.
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Cena za 1kg zmesi:

mi-a+mo-b=(mg+msy)-x,

mp-a+mg-b  3-12+45-20
my+me 3+5

= 17€.

€r =

Animécia riesenia 1. llohy pomocou GeoGebry.

ZMES KAVY
clp=12
®
c2p =20
®
136 €
100 € arabica = 5
robustaj= 3 36 €
T - MnoZstvo zmesi 8 K(Q
12 €/kg 20 | €/kg

Cenazmesi: 17 €/kg

Urob zmes mieS$anim dvoch kav

Obr. 1: Animaécia riesenia 1. tlohy

Pomocou posuvnikov mozeme zmenit cenu a mnozstvo jednotlivych kv, tym

vlastne rieSime, modelujeme vSetky pripady daného typu.

2. tloha — Studena a tepla voda

K trom litrom vody teploty 25°C prilejeme 6 litrov vody teploty 70°C. Aka bude
teplota vody po zmiesani?

Pozn.: rieSenie vyzaduje poznatky z fyziky — kalorimetrickti rovnicu, vymenu

tep. energie teplo prijaté chladnejSou vodou = teplo odovzdané teplejSou vodou.
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RieSenie rovnicou:

mi-c-(t—1t1)) =ma-c-(ty — 1),

-1 -t .9 .
:ml 1—|—m2 2:3 5"'6 7025500
mi + mo 3+6

t

AnimAacia rieSenia 2. llohy pomocou GeoGebry.

STUDENA A TEPLA VODA

25
Teplota studenej vody ®

Teplota teplej vody ™

vodaz=6 @ — — — — —

vodal =3

|

25 °C 70 °C

————— MnozZstvo vody 9 |

Teplota zmesi: 55 °C

ZmieSaj studenu a teplu vodu

Obr. 2: Animaécia rieSenia 2. tlohy

Pomocou posuvnikov mozeme zmenit mnozstvo a teplotu vdd, tym vlastne rie-

sime, modelujeme vsSetky pripady daného typu.

3. tlloha — Zmes roztokov

Jeden roztok obsahuje 20 % kyseliny, druhy 45 %. Ak4 bude koncentracia roztoku,
ak zmiesame 0,5 litrov prvého a 0,3 litre druhého roztoku?

Resenie rovnicou:

20 45 T
0,5-ﬁ+0,3-m—(0,5+0,3)°r.0.
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Animacia riesenia 3. tlohy pomocou GeoGebry.

20 45
- 0, - 0,
w,=20 % @ w,=45 % ®
500 — 300
m=500 9 @ m,=300 g ®
Kyselina s hmotnost'ou m,=500 g, a koncentraciou w,= 20%, bola zmieSana s d'alSou kysell h ti m,= 3009 a koncentraciou of wy= 45%.
Vypocitajte r2 novej kyseliny m; a jej k aciu v per ach w,.
m3=800
B _ m,=m,+m,
mg=wy my Mas™ W2 M, mag=m, o+m,g W,=29.38%
w,=45% § < a

(it~ W iy Aw,=?
w,=20% Mgs™%8 ; mas

m, =100
1s @

m,=500 m,=300 m, m, m,=?

Obr. 3: Animaécia riesenia 3. tlohy

Pomocou posuvnikov moézeme zmenit mnzstvo a koncentraciu roztokov, tym
vlastne rieSime, modelujeme vSetky pripady daného typu.

Zaver

Pouzitim vizualizacie a modelovania pocas vyucovania podporujeme motivaciu
a predstavivost ziakov a zvySujeme efektivitu vyucovacich metdd. Vytvaranie vir-
tualnych dynamickych modelov pomocou GeoGebry prinasa nové moznosti aj v ob-
javovani matematickych stvislosti. Vhodna vizualizacia podpori porozumenie suvis-
losti, pomaha pri vySetreni vlastnosti pojmov. Animaécia tloh pomocou GeoGebry
podporuje lahSie pochopenie podobnych tloh. Pomocou posuvnikov sa daji mode-
lovat vSetky tlohy daného horeuvedeného typu. V GeoGebre Ziaci mézu pouzivat
vlastné teoretické poznatky, a tym ziskavaja poznatky a zazitky o vyuziti matema-
tickych poznatkov v redlnom zivote.

Podakovanie

Tento prispevok vznikol s podporou KEGA 002UJS-4/2014 Interaktivne elektro-
nické ucebné materidaly na podporu tmplementovania modernych technologii do vy-
ucovania matematiky a informatiky.
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Pocitadlo

MICHAELA KASLOVA, DANIELA HIfHOVA!

Historie i soucasnost odhaluji rezervy v uZivdni pocitadla v materské skole i ZS.

Exkurz do historie

Slovo pocitadlo je odvozeno od funkce této pomicky: zdznam poctu, nastroj mo-
delovani ¢isla, nastroj k usnadnéni nékterych kalkulti. Podobné néstroje najdeme
pocitaci desticka pokrytd piskem), v latiné abacus a odtud v modifikacich v dalsich
jazycich, aniz se na hlavnich funkcich néco méni. Podobné pomiicky najdeme jak
v Asii, tak na americkém kontinentu, kde napt. své pocitadlo z kukufi¢nych zrn
uzivali Aztékové. Co se ménilo, byl vék a postaveni uzivatelti. Dnesni pocitadlo
(obr. 1) je charakterizovano ramem, v némz na napnutych dratech (2 nebo 10) jsou
navleCeny stejné velké volné pohyblivé predméty, tradi¢né kulicky (kostky apod.).

'KMDM, PedF UK, studentka PedF UK, michaela.kaslova@pedf.cuni.cz
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Analyza metodickych prirucek ukézala, Ze neni zcela jasné, kdy se zacalo poci-
tadlo uzivat v naSich Skoldch. NaSe Setfeni (s podporou doc. J. Uhlifové) odhalilo,
ze se v dile J. A. Komenského zminka o pocitadle nevyskytuje. Zminky (1860-1927)
najdeme u Los$taka, Palecka, Zlamala a Moc¢nika. Soucasné metodické prirucky po-
¢itadlo neuvadéji, i kdyz se v praxi pouziva. Do druhé svétové valky se podoba
pocitadel prilis neliSila, existovala forma stojanova a stolni. Po druhé svétové valce
se ménila podoba predevsim barev kulicek, v ramci tzv. modernizace se objevila
nova pocitadla véetné ,krychlového®, které ¢astecné suplovalo i tabulku cisel od 1
do 100. Po roce 1990 doslo k urc¢itému atlumu pouzivani, v soucasnosti je na trhu
siroka skala pocitadel, aniz by se psalo o moznostech jejich vyuziti, tedy uvazuje se
puvodni tradi¢ni.

Obr. 1

Druhy pocitadel

TFidit je 1ze dle: a) charakteru: stojanova, zavésna, stolni, ,nedratova hadrova“
(autor Kaslova, pro Sppg), ,nedratova — provazkova/vlascova“; b) poétu objekt
na ,dratu“: stovkova, dvacitkova; c) typu modelovani: jednotkovid — vSechny
predstavuji zakladni jednotky, fadova — na kazdém dratu predstavuje kulicka jed-
notku jiného fadu; d) tvaru a zpracovani objektu: kulickova, ,pilkoulova“
(kulicky jsou sestavené ze dvou ruzné barevnych polokouli, drat prochazi rovinou
slepeni) krychlova s ¢islicemi; e) barevnosti: jednobarevna, Lostakovo radkové
(kazd4 desitka jiné barvy), ptlend (5 a 5 jiné barvy), spadova (barvy na dratu se
lisi dle rozkladu 9 + 1, 8 + 2, ...), pyramidélni, (prvni fadek je jednobarevny,
druhy radek shora 4 + 2 + 4, kde 4 maji stejnou barvu a 2 jinou, dalsi radek dle
barev: 3 + 4 + 3; pak 2 + 6 + 2, 1 4+ 8 + 1, pak naopak), 2 barvy — ,pilkoulova“;
pestrd — vyjime¢né kazda kulicka na fadku je jiné barvy; f) tchopu kulicek:
pinzetovy, dlanovy tchop; g) sméru manipulace: dany pocitadlem (krychlové,
radové), volitelny uzivatelem; h) materialu pocéitanych objekti: dievénd, plas-
tova, moduritova, sklenéna (na vlasci z PVC), z pfirodnin (na provazku).

Kazdé z pocitadel ma své vyhody i uskali. Dratova pocitadla ukazuji jen
tzv. ,fadkové“ nebo ,obdélnikové modely* ¢isla (Kaslova, 2010), snadno se na nich
porovnava pocet i mnozstvi (bez pouziti ¢islovky). Barevna podporuji poznani ne-
zavislosti poctu kulicek na jejich barvé. Jednobarevna umoznuji snazsi pouziti ana-
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logie, kterou u nékterych déti odlisné barva blokuje. Spadova pocitadla ukazuji
détem vSechny rozklady ¢isla 10 na dva scitance, pyramidalni na tii s¢itance, tu-
diz je dité nevyhledava, neobjevuje, nevytvari si v praci systém, v tomto smyslu
vyhovuje urc¢itym typiam retardaci. Nedratova pocitadla s tézkymi kulickami na sto-
¢eném hadru/lanu tak, aby se neposouvaly snadno, umoznuji snazsi synchronizaci
pohybu kulicek se slovy jedna, dva, ... Asynchronnost se vyskytuje, dle pozorovani,
v materskych skolach a v 1. r. pfedevsim u retardovanych, ktefi pracuji pii poci-
tani po jedné na pocitadle obdobné jako déti kolem tii let (jednomu vyslovenému
¢islu neodpovida jedna kulicka; ruka nemusi posouvat jen jednu kulicku; néktera
slova jsou vynechana), dale i u nékterych Sestiletych primérnych jedinct. Nedra-
tova pocitadla umoznuji zakovi objevit nezavislost poctu kulicek na poloze lana
(i oblouk), na charakteru navle¢enych véci, ukazuji moznost vlastni vyroby.

Uzivani pocitadla

Setieni (M. Kaslova) v Cechach v generaci narozenych pfed 1930 umoZnilo popsat
schémata uzivani pocitadla pred druhou svétovou valkou na prvnim stupni, domi-
nantné v prvnim ro¢niku. Kulicky na pocitadle slouzily jako: a) model ¢isla, kdy
k mluvenému slovu (¢islu) zak priradil kulicky posouvanim bud po jedné (v pfipadé
¢isel mensich nez 10, nebo jednotek), nebo posouvanim ,celého dratu“ pocitanim
po desitkach, posouvani bylo zpravidla zleva doprava; b) model operace (sci-
tani, od¢itani), kde se postupovalo od zépisu zadani tlohy (méné ¢asto mluveného
zadani) se postupné modelovala ¢isla (séitanci) posouvanim kulic¢ek po jedné (pii-
padné po desitkach), podobné u od¢iténi v oboru do 20. Nejasnosti jsou kolem
modelovani dloh typu 24 + 17, coz ovSem odpovida ucivu druhého roéniku. U slov-
nich uloh, dle vypovédi, se zpravidla pocitadlo nepouzivalo. Nékdy nahrazovalo
modelovani na prstech, jindy slouzilo pro komunikaci mezi jedincem (ucitelem, ¢i
zékem) a zbytkem tfidy.

Po roce 1990 jsme registrovali na prvnim stupni uziti pocitadla stejné jako v his-
torii (typ a, b) navic pro: ¢) zakladni porovnavani mnozstvi (bez uziti ¢isla,
vztahy: vice nez, stejné jako, vice neZ) zpravidla na dvou dratech pod sebou, po-
dobné k zakladnimu porovnani poctu, kulicky tvorily model ¢isla, avsak jiz
bez omezeni na 2 draty s pouzivanou vazbou tolik-kolik; d) pouziti kulicky jako
prostfednika mezi ¢islem a realnym objektem u reseni slovnich tloh.

Mas t¥i jablicka cervena a dvé zelend. Uz jiné jablicko nemas. Kelik mds jablicek?

-
-
-

Obr. 2: Priklad
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Vyznam nulté faze a manipulace

Clovek, nezéavisle na véku, pfi setkdni s novym materidlem mé tendenci se s nim
seznamit, aniz by v dané fazi plnil néjaké tkoly. Intelektova zatéz je mozna po
nasyceni této faze (Kaslova, 2006, 2010, 2015). U malych déti a na pocatku prv-
niho stupné se nulta faze projevuje pestieji nez u starsich (okusovani, olizovani,
ocucavani, tluceni jednoho o druhé nebo o zem, hazeni, prohrabavani, seskupovani,
otaceni, ohmatavani, tfidéni a podobné). Podobné u mladsich trva nulta faze déle,
neni souvisla. U zakt prvniho stupné mize trvat dvakrat 5-10 minut, u nékterych
materialli i delsi dobu, u predskolaki mtize trvat i tyden, nez je dité ptripraveno po-
uzit dany objekt k feseni intelektovych tkolt. Nerespektovani nulté faze ma, podle
mych dlouhodobych Setfeni, za nasledek nepozornost, roztékanost, nerespektovani
vsSech zadanych podminek, uték od tkolu, méni model na nefunkcni.

Nabidka uziti kulickového stovkového pocitadla (Kaslova)
1) Modely ,nefadkové“ (nezavislost poc¢tu kulicek na vzéjemné poloze, obr. 3).
) Modely sudosti — lichosti (pythagorejské i Montessori modely, obr. 4, 5).
3) Modely figuralnich ¢isel (¢tvercova, trojuhelnikova ¢isla).
)

Problémové tlohy (napt. Kolik nejvice modeli riznijch ctvercovijch cisel
umistis na stovkovém pocitadle?).

5) Rozklady ¢isla na dva scéitance (hleddni moznosti, objevovani systému).
6) Rozklad ¢isla v daném poméru.

7) Rozklad ¢isla na desitky a jednotky (pocet ,plnych drata® vyjadifuje pocet
desitek); odliseni pocitanych jednotek: desitky (,draty*), jednotky (,kulic-

ky“).
Nasobilka.
Délitelnost.

Evidovani skore.

)
)
)
11) Evidence sledovanych jevi ve statistice.
) Modelovani pravdépodobnosti.
) Modelovani zlomku na dvou dréatech pod sebou (horni pro ¢itatele).
) Zéavislosti, pravidelnosti, rytmizace (obr. 6, 7, 8).
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Obr. 3: Prace na dvoubarevném po¢éitadle (sudé/liché draty maji stejnou
barvu); zde pro 5.
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Obr. 4: Pythagorejsky

model sudosti/lichosti. Obr. 5: Montessori modely.

Obr. 6: Zavislosti horizontalni kvantitativni (jednobarevné s vyjimkou
»pilkoulového* pocitadla).
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Obr. 7: Zavislosti vertikalni (lze pracovat jak s barvou, tak kvantitou).
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Obr. 8: Zavislosti plosné — ve dvou smérech.

Nabidka aktivit s fadovym pocitadlem (Kaslova)

1)

Pocitani s prechodem pres desitku.

Modelovani rozdilu mezi pamétnym algoritmem (nejdiiv pracujeme s vyssimi
rady, nakonec s jednotkami) a pisemnym algoritmem (zahajujeme manipulaci
s jednotkami) jak u +, tak —, a to u minimalné dvojcifernych ¢isel (27 +/—
12).

Nésobeni/déleni mocninou ¢isla 10 (100, 1 000).
Déleni jednocifernym délitelem.

Nové znaceni radli a prace s desetinnymi cisly.
Pfevody jednotek (ozna¢ime nové fady).

S¢itani/odc¢itani v pozi¢nich nedesitkovych soustavach.

Pfevody jednotek (ozna¢ime nové fady); misto zakladnich jednotek napi-
seme napf. mm, misto desitek cm a tak dale; napr. 132 mm cteme jako 13 cm
a 2mm, nebo 1 dm a 32 mm, nebo také jako 0,132 m. Muzeme vyuzit i ,,zahu-
sténi pojmenovani“ pomoci ¢asti slozenin: deka, hekto, kilo a to i ve spojeni
s jednotkami, kde se to v CR nepouziva.
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Obr. 10

Napt. v Itélii nebo Recku se uzivaji. Tim se stavaji pievody jednotek pro zaky
srozumitelnéjsi: deka jako desetinasobek, hekto stonasobek a kilo tisicinasobek jed-
notky, ke které se vaze. Podobné deci jako desetina, cent:i setina, mili tisicina jed-
notky. Vitaji to ihned jak nadpriimeérni zaci, tak zaci jazykové orientovani, zbytek
zakd poznava vyhody v prubéhu feseni. Problém tvofi jen metrické centy q a tuny
t. PTi vhodném ¢lenéni drati po dvou (po tfech) lze modelovat pfevody u plosnych
(prostorovych) jednotek.

Nabidka aktivit v materské Skole (Hithova)

Na rozdil od prace s pocitadlem na prvnim stupni je nutné s pocitadlem pracovat
s ohledem na danou vékovou skupinu — neptedbihat (nepfesouvat ucivo prvniho
stupné do mateiské skoly). Novou aktivitu napojit na zndmé — pocitadlo zatradit ke
znamym hram ve fazi jejich nastupu nasycenosti hrou. Je nutné zachovat princip
smysluplnosti pro dité. Dité ve véku 56 let, pokud nemaji zazité pouziti poci-
tadla od starsich sourozencti, se probiraji kulickami v nulté fazi, rizné je seskupuji,
posouvaji jak jednotlivé, tak po skupinach, vytvareji soumérné obrazce. Sledovani
(Kaslova, 2014) déti ve véku 2-3 let, které maji doma pocitadlo, v matefské skole
ukazuji, jak ,to umi s pocitadlem®; posunou prvni kulicku, feknou jedna, druhou
— dvé a v pribéhu dalsich slov ¢ nebo c¢tyri zacinaji posouvat i vice kulicek,
néktera slova vynechaji, az posunou posledni kulicku ¢i skupinu a feknou deset.
Vétsina aktivit stoji na principu zastupnosti: jednomu objektu / jedné ¢innosti od-
povida jedna kulicka. To umoznuje pochopeni vazby tolik-kolik, zviditelniuje proces
v souvislosti s ¢islem, ktery dité vnima jinak. Déti objevuji, ze je-li kulicek 5, pak
i ¢innosti/objekti muselo byt také 5. V tomto smyslu piispiva k prohloubeni poj-
motvorného procesu.

Hra Branka navazuje na prvni pokusy kopu na branku. Zaméreni hry: statis-
tika — evidence po¢tu géli — pomér — pravo-leva orientace. Metu vyznacime (pro-
vézkem, kiidou nebo jehli¢im) 5 metrii od stfedu branky. Ukolem hrade je vstielit
mi¢ z dané mety do branky. Kazdy hra¢ ma deset pokust. Casovy limit zde neni
stanoven. Na pocatku je 10 kulicek na stfedu dratu. Pii Gspésném kopu posune
dité kulicku ze stfedu vpravo, pri neuspéchu vlevo. Hra konc¢i po presunuti vSech
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kulicek ze sttedu. Na jednom dratu je patrny pomér mezi aspésnymi a netispésnymi
kopy. U déti tendence pokusy opakovat, zlepsit se, respektive zménit pomér mezi
uspésnymi a neuspésnymi kopy. Obmény pravidel: Ménime vzdalenost pro vykop
mice. Dité je schopné popsat zavislost mezi vzdalenosti mety od branky a mirou
uspésnosti.

Hra Strom — béh na 2 minuty vychazi z RVP, kdy v ramci rozvijeni kon-
dice maji déti béhat bez preruSeni 2 minuty, pro co je nutné je néjak motivovat.
Dle pokynti CSI se i zde uplatiiuje prace ve skupinach po 56 détech. Zafazeni
pocitadla pro evidenci se ukazalo jako instrumentalné motivacni a pro nekteré déti
jako nastroj smysluplnosti. Vybereme metu (zde strom) s bezpeénym terénem. Dité
startuje u jedné mety — pocitadla, obéhne druhou metu, vrati se k pocitadlu a toto
jedno obéhnuti zaregistruje posunem jedné kulicky. Dité béha tak dlouho, dokud
ucitelka neoznami po dvou minutach STOP. Za nedokoncené obéhnuti se kulicka
neposouva. Zameétfeni hry: Hruba pfedstava o case s urcenym casovym usekem,
ktery je nécim naplnén, slozené orientace v prostoru vzdy na jeden orientacni bod,
prostorova pamét, evidence vykonu, zvySend ventilace plicni, zatiZeni kardiovasku-
larniho systému, posilovani velkych svalovych skupin; cesta k mife — jednotka je
jeden okruh (start — strom — pocitadlo), jednomu okruhu odpovida i jedna kulicka;
slovo zadny a necely okruh. Déti v pribéhu hry (vzajemné se pozoruji) objevuji za-
vislost: ¢im rychleji bézim, tim vickrat to obéhnu (tim vice kuli¢ek). Objeveni této
zavislosti motivuje déti ke zlepsovani se, k opakovani. Pti dalsim pokusu uzije ku-
licky na dalsim dratu. Zpravidla porovnavaji mnozstvi nez pocet, i kdyz se o pocet
na pocatku zajimaji.
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Zavér

Uzivani pocitadla bylo poc¢atkem dvacatého stoleti kritizovano (Zlamal, 1927) v tom
smyslu, ze jde o formalni pouzivani neumoznujici proniknuti do podstaty problému.
My se s touto myslenkou neztotoznujeme, problém neni v pocitadle samotném,
ale v ucitelich, jak dalece alternuji pocitadlo jinymi modely a jak tvorivé k praci
s pocitadlem pristupuji.
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Rozeta katedraly Notre Dame de Paris vo
vyucovani matematiky

MILADA KAZDOVA!

V predloZenom texte naznacime, ako mozno vyuZit goticku architektiru, v nasom
pripade katedralu Notre Dame de Paris, vo vyucovani matematiky a ako mozZno
prepdjat jednotlivé matematické celky. Vo svojej rigordznej prdaci som vytvorila via-
cero aktivit suvisiacich s katedrdlou Notre Dame de Paris z matematického hladiska
vratane metodickiych materidalov, ktoré mozu pomaoct najmd zacinajicim ucitelom.
V nasledujicich odsekoch predstavim jednu z aktivit, ktord md motivacny a aplika-
¢ny charakter. Predpokladdme, Ze Ziaci poznaju princip osovej sumernosti, rovno-
lahlosti a vedia narysovat elementdrne geometrické utvary.

'KMANM, UK v Bratislave, Milada.Kazdova@fmph.uniba.sk
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Sucasny stav ziackych vedomosti

Za poslednych desat rokov st na Slovensku k dispozicii vysledky niekolkych testo-
vani, ktoré ukazuji, zZe v oblasti matematiky maja ziaci isté rezervy, v niektorych
¢astiach dokonca medzery. Narodny tstav certifikovanych merani vzdeldvania (NU-
CEM) vo svojich spravach odporuca:

e uprednostiiovat stratégie vyucby zaloZené na principe objavovania, skiimania,
a konstruovania;

e odburavat odovzdavanie poznatkov v hotovej podobe s dorazom na ich pa-
miitové osvojovanie, verbalne metddy a frontalnu organizaciu;

e vyuzivat matematiku tvorivo a kriticky pri rieSeni problémov bezného Zivota;

e naucit ziakov planovat stratégiu rieSenia tuloh vyZzadujucich prepojenie roz-
nych tematickych celkov.

Uspesnost ziakov v Testovani 9 v celku matematika sa pohybuje medzi 52-61 %,
vysledky maturit z matematiky v rozmedzi 45-59 %. Vo vicSine pripadov mali Ziaci
problémy s geometriou.

Aj tieto skutocnosti nas viedli k vytvoreniu aktivity Rozeta katedraly Notre
Dame de Paris vo vyucovani matematiky, ktortt mozno vyuzit v duchu konstrukti-
vistického spo6sobu vyucovania.

Rozeta na hodine matematiky?

Preco nie?” Rozeta je kruhové okno, ktoré sa nachiddza na vicsine katedral, chra-
mov, kostolov. Katedrala Notre Dame de Paris pontuka dokonca niekolko tychto
nadhernych okien. Aj ked rozeta vyzera na prvy pohlad zlozite a pre vyuc¢bu nepou-
zitelne, nie je tomu tak. Aktivitu mozno zacat diskusiou so ziakmi, ¢i uz niekedy
videli nejaktt peknt rozetu a kde.

V podstate ide o to, aby sa ziaci naudili rieit Glohy efektivne — rozeta je kras-
nym prikladom toho, Ze stac¢i narysovat iba ¢ast okna a pri rysovani zvySku mozno
vyuzit osovi stmernost. Mozno teda viest diskusiu o symetriach, zobrat do ivahy
symetrie vratane Stvorca alebo iba samotné kruhové okno. Vzdy sa pontka nie-
kolko moznosti, teda Ziaci si precvicia aj dovodenie. Ich tlohou méze byt prave
narysovanie jednej casti okna, ktora sa opakuje.

Je vhodné so ziakmi prejst ¢iastkové konstrukcie eSte pred tym, ako sa pustia
do celej rozety. Ukézku uvedieme v Casti 3. Pri samotnej konsStrukeii treba volit
dostato¢ne velky polomer, aby sa dali narysovat aj ¢iastkové konstrukcie.
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Obr. 1 (Zdroj: https://goo.gl/levibt)

Aktivitu mozno prepojit aj s vytvarnou vychovou, kde si Ziaci mozu rozetu
dokoncit alebo vyfarbit podla vlastnej fantézie, pripadne ju zaradit na tvodné
hodiny deskriptivnej geometrie na zlepsenie rysovacich zruc¢nosti.

Ako rysovat jednotlivé ¢asti rozety?

V gotickych oknach sa vyskytuje viacero opakujicich sa motivov. Jednym z nich je
tzv. trojlistok. Ukazme si, ako sa d4 na hodine matematiky vyuZit.

1. sposob: Ide o vpisanie trojice navzajom sa dotykajucich kruznic do kruhu.
Ucitel mdze v pripade potreby klast otézky, ktoré ziakov k spravnemu postupu
navedi. Majme k dispozicii kruh primerane velkého polomeru. Nagsou tlohou bude
najst stredy do neho vpisanych kruznic.

Obr. 2

Viete urcit, kde budu lezat stredy troch kruznic, ktoré st rovnako velké, navza-
jom sa dotykaju a st vpisané do kruhu? [Kedze mame do kruhu vpisat tri kruznice,
treba kruh rozdelit na tri rovnaké c¢asti. Urobime teda tri priemery kruhu, ktoré
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pri strede S zvieraji uhol 60 °. Niekde na tychto priemeroch budu lezat stredy hla-
danych kruznic. VSetky tri kruznice buda rovnako velké. Musime im teda nejako
obmedzit priestor v kruhu. Vieme, na akych priamkach buda lezat stredy, ak teda
urobime osi uhlov, ziskame priamky, ktorych sa budu hladané kruznice dotykat.]

Ako ziskame prva z hladanych kruznic? [Narysujeme fubovolnt kruznicu, ktora
ma stred na danej priamke a dotyka sa hrani¢nych priamok. Potom pomocou rov-
nolahlosti dorysujeme prvt hladant kruznicu.]

Ako budeme postupovat dalej? [KedZe uz pozname stred aj polomer jednej
hladanej kruznice, prenesieme prislusni vzdialenost od stredu kruhu a ziskame aj
ostatné stredy. Potom narysujeme zvys$né kruznice.]

II. spbsob: Ziakom ukazeme uvedeny obrazok a nechdme ich, aby na zaklade
konstrukcie na obrazku navrhli, ako autor postupoval.

Obr. 3

Co spravil autor obrazka ako prvé? [Uréil, na akych priamkach budi lezaf stredy
vpisanych kruznic. Teda urobil polomery obalovej kruznice, ktoré zvieraju medzi
sebou uhol 120°.]

Preco prave 120°7 [Ide o trojlistok, teda plny uhol 360° treba rozdelit na tri
rovnaké Casti.]

Aky bol pravdepodobne autorov druhy krok? [Dalej treba uréit, kde bud lezat
dotykové body vpisanych kruznic. Kedze ide o trojlistok, sta¢i ndm z polomerov
urobenych v prvom kroku urobit priemery. Na tychto polomeroch zvierajicich me-
dzi sebou uhol 60° budu lezat striedavo stredy vpisanych kruznic a body dotyku.]

Ako ziskame stred prvej vpisanej kruznice? [Na polomer, na ktorom ma lezat
stred vpisanej kruznice urobime kolmicu v mieste, kde bude dotyk obalovej kruznice
s vpisanou. Predlzime priemer, na ktorom bude stred dalsej vpisanej kruznice. Tieto
dve priamky sa pretni mimo obalovi kruznicu. Hladan4 kruznica sa dotyka kolmice
aj predlzeného priemeru, teda jej stred musi lezaf na osi uhla, ktorého ramenami
st uvedené dve priamky. Stred prvej kruznice je preto priesecnik tejto osi uhla
s prislusnym polomerom obalovej kruznice.]

Ako ziskame dalsie stredy? [Napriklad tak, Ze pomocou kruzidla nanesieme
vzdialenost SS; na prislusné polomery.]

58



Ako dokonéime trojlistok? [Do kruzidla zoberieme vzdialenost bodu S; a bodu,
kde sa bude dotykat obalovd kruznica s vpisanou. To je polomer malych vpisa-
nych kruznic. Zostava iba tieto kruZnice narysovat: postupne z bodov Si, Sy a S3
narysujeme kruznice s danym polomerom.]

Ziaci mozu medzi sebou aj s uéitelom diskutovat, preco sa prave takto da troj-
listok narysovat.

III. spésob: Ziaci pravdepodobne navrhnt, Ze sa dé trojlistok narysovat tak, zZe
najprv narysujeme tri dotykajice sa kruznice, a potom urobime ich obal. Prvé, ¢o
vicSina ziakov pri pokuse narysovat tri rovnaké dotykajice sa kruznice vyskusa, je
metoda pokus-omyl. Pravdepodobne bude ich odhad celkom presny, nas ale zaujima
presna konstrukcia.

Ak chceme naozaj presne narysovat trojlistok tak, Ze pozname tri malé kruznice
a chceme ich obalit jednou velkou, ¢o si musime uvedomit? Je umiestnenie malych
kruznic hocijaké? [Umiestnenie malych kruznic nie je hocijaké, malé kruznice musia
mat rovnaké polomery, musia sa dotykat a ich stredy musia tvorif rovnostranny
trojuholnik.|

Teda mame tri malé kruznice, ktoré sa dotykaju a ich stredy tvoria rovnostranny
trojuholnik. Ako zostrojime stred obalovej kruznice? [KedZe ide o rovnostranny tro-
juholnik, mame na zostrojenie stredu obalovej kruznice viacero moznosti. Jednym
sposobom je zostrojenie priesecniku vysok v trojuholniku, ktory je v tomto pripade
totozny s taziskom aj priesec¢nikom osi uhlov. Tento bod oznacime S']

Ako dorysujeme hladany trojlistok? [Vysku alebo os uhla v rovnostrannom troj-
uholniku si predlZime tak, aby tvorila priemer malej kruznice. Obalova kruznica mé
stred S a jej polomer je vzdialenost bodu S od vzdialenejSieho priesecniku vysky
alebo osi uhla s malou kruznicou. Na zaver zvyraznime obalovt kruznicu a prislusné
Casti vpisanych kruznic.|

IV. spdsob: Vypoctom. Poznadme polomer obalovej (opisanej) kruznice R a jej
stred S. Hladdme polomer malych kruznic r. Urobime nacrt a potom vedieme dis-
kusiu:




Co vsetko mozeme povedaf o strede S obalovej kruznice K? [Stredy malych
kruznic tvoria rovnostranny trojuholnik. Priesec¢nik vysok — a rovnako aj priese¢nik
osi uhlov tohto trojuholnika — je bod S. Teda bodom S prechadzajt 3 priamky, ktoré
zvieraju 60 °.]

Pre vic¢siu nazornost je vyhodné nakreslit si obrazok (obr. 4).

XY Z pozname. Trojuholnik 575555 potrebujeme néajst. Ako uz bolo spomenuté,
kedZe XY Z je rovnostranny trojuholnik, body Si, Ss a S3 budu lezat na vyskach
trojuholnika XY 7. Existuje niekolko moZnosti, ako néjst hladany polomer r. Napri-
nachédza viacej podobnych trojuholnikov, teda je mozné ich vyuzit.

Zoberme napriklad pravouhlé trojuholniky SMY a SGSs. Zrejme |Y S| = |SZ| =
= R a |Y S| =]5G| =r je hladany polomer malej kruznice.

s%\ s
Wl e

% M Z 52 I
Obr. 5 Obr. 6

7 trojuholnika 575553 vidime, Ze: (RCT) = sin 60 °, teda

V3 V3, V3 V3 V3

7’:(R—T)SiH6OO:>T:(R—T)7:>T—7R—7T:>T+7T:7R:>

3 3 BR BR 1-¥3 LBp_ RV
r(1+£):§R:>r: Qﬁ:M“: 2\/3- jg: 2 . 22 =
1+7 1+7 1—7 4
ﬁR 3R 2RV3-3R
r= -2 -4 = r=R(2V3-3)

Zaver

Na zaklade testovania v rdmci doucovania sme ziskali dojem, ze uvedena aktivita je
pre ziakov zvladnutelna, podporuje radost z rysovania, ukazuje geometriu okolo nas.
Taktiez sa na nej precvicia viaceré tematické celky — okrem konstrukcénej geometrie
napriklad aj pomery, sinus, kosinus, Pythagorova veta, atd. Ziacka uviedla, Ze by
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bolo pekné, keby mohli to, ¢o narysuju, aj redlne vidiet. Aktivita je samozrejme
fahko aplikovatelnd aj na iné miesta — na dém sv. Alzbety v Kosiciach, katedralu
sv. Vita v Prahe, Stephansdom vo Viedni atd.
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Ako vyuzit mobil na hodine matematiky?

IVETA KOHANOVA!

V tomto prispevku sa zameriame na vyhody a nevyhody mobilného vzdeldvania
a v kratkosti opiseme priebeh nami zrealizovaného vyskumu zameraneho na uce-
nie sa prostrednictvom matematickych aplikdcii urcenych pre mobilné zariadenia,
ktory sme realizovali v ramci slovensko-norskeho projektu Apps in Math.

Mobilné vzdelavanie

Mobile learning, m-learning alebo v slovenc¢ine mobilné vzdelavanie je charakte-
rizované ako akakolvek podoba ¢i forma ucdenia, ktora prebieha prostrednictvom
mobilnych zariadeni alebo s ich pomocou (Neumajer, Rohlikova & Zounek, 2015:
s. 21). (McQuiggan et al., 2015) uvadzaja, ze m-learning je skisenost a prilezitost,
ktort poskytuje vyvoj vzdelavacich technolégii. Ide o udenie sa kdekolvek a ke-
dykolvek, vdaka okamzitému a vyziadanému pristupu k personalizovanému svetu
naplnenému nastrojmi a zdrojmi, ktoré preferujeme pri ziskavani nasich vlastnych
vedomosti, ktoré napliiaji nasu zvedavost a tiez umoziiuji spolupracu s ostatnymi
a ziskavanie skusenosti inak nedosiahnutelnych.

'FMFI UK v Bratislave, kohanova@fmph.uniba.sk
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Implementacia mobilného vzdeldvania do vyucby zavisi od mnohych faktorov,
akymi moze byt vek Studentov, skiisenosti, ¢i zaujem ziakov i pedagégov o novi
formu vzdeldvania, zameranie Skoly, pripadne samotny ciel, ¢i obsah vyucby. Mo-
bilné vzdelavanie, ktoré nie je v slovenskych skolach zatial velmi rozsirené a zname,
prinasa so sebou do vzdeldvania niekolko vyhod i nevyhod. Tie uvddzame zhrnuté
v tab. 1.

Mobilné vzdelavanie
Vvhody Nevvhody
e Flexibilita, vzdelavanie kdekol'vek e Pouzivanie mobilnych zariadeni za
™,

a kedykol'vek nespravnym ucelom, bez didaktického
e Aktivne ucenie orientovane na ciela

Studenta e Moznost zneuzitia zariadenia za
¢ Dosah aj na slabsich $tudentov fitelom odpisovania
e Napredovanie vlastnym tempom e Neschopnost’ uzivatel'a pracovat’
e Pristup k rovnakému vzdelavaciemu samostatne

obsahu e RoOzny pristup na internet
e Moznost’ vratit’ sa k vzdelavaciemu ¢ Pouzivanie bez monitorovania

obsahu e Technické parametre (velkost’ pamiite,
e Rozvijanie oblasti vlasineho zaujmu vykonnost” hardwaru, vydrz batérie)
e Moznost’ neobmedzene] e Predsudky voci pouzivaniu

komunikacie
e Podpora pre kolaborativne ucenie
¢ Silna motivacia

Tab. 1

Matematické aplikacie

Mobilnt aplikiciu predstavuje akykolvek program, ktory je mozné spustit na ne-
jakom mobilnom zariadeni a svojou ¢innostou pripomina ¢innost ekvivalentni na
stolnom pocitac¢i alebo notebooku. Za matematicki aplikaciu povazujeme kazdu
aplikaciu, ktora v sebe zahfna nejaky matematicky obsah, ktory sa d& vyuzit na
ucenie (sa) matematiky.

Dostupné vyvinuté matematické aplikacie sa od seba vyrazne liSia nielen z tech-
nického hladiska, ale aj z pedagogického, tieto aplikacie vyuzivaju rozne vyucovacie
a vzdelavacie stratégie. (Crompton & Traxler, 2015) delia matematické aplikacie
do styroch kategorii, kde kazdad ma svoju vlastnu stratégiu ucenia.
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1. kategoria: Stand-Alone Learning Apps (aplikdcie na samostatné ucenie sa)

Do tejto kategorie spadaju aplikacie, v ktorych pripojenie na internet nie je
potrebné a aplikidciu je mozné spustit kedykolvek a kdekolvek, ak je k dispozicii
samotné zariadenie. Z pedagogického hladiska tieto aplikidcie napomahaji samos-
tatnému/individudlnemu vzdelavaniu sa, Co znamené, ze jedinec prebera iniciativu
v potrebach vzdelavania sa, avSak pedagdégovia nemaji Sancu riadit proces ucenia
a ziskat spitni viizbu o vykonnosti a vedomostiach Studentov.

2. kategoria: Game-Based Learning Apps (aplikacie, v ktorych je ucenie zaloZené
na hre)

Vo vsSeobecnosti, hranie hier prinasa riesenie urcitych problémov a okrem toho,
hry v sebe zahfnaju aj stufazenie a ziskavanie odmien. Ako pisu (Crompton
& Traxler, 2015), Malone v roku 1980 zhrnul odpoved na otazku, ¢o nés ldka na
praci s poc¢itacovymi hrami do troch slov: vyzva, fantazia a zvedavost. S rokom 2010
prisiel novy pojem gamifikacia, ktory mozno definovat ako pouzitie hernych prvkov
v nehernom prostredi. Kedze videohry a rozne aplikicie viditelne motivuji pouZi-
vatelov, je pravdepodobné, Ze pouzitim vyvinutych matematickych aplikacii buda
studenti viac motivovani v procese vzdelavania a zmeni sa ich postoj k matematike
k lepsiemu.

3. kategoria: Collaborative Apps (aplikdcie zamerané na spolupracu)

Cielom tejto kategdrie matematickych aplikécii je napomahat vyucbe prostred-
nictvom koordinovanej a spolo¢nej ¢innosti prostrednictvom socialnej interakcie
medzi ¢lenmi skupiny. Ak by sme ku kooperativnemu vyucovaniu pridali mobilné
zariadenia, okrem interakcie medzi ludmi dochédza k spajaniu aj ich zariadeni.

4. kategoria: Learning Analytics Apps (aplikicie vyuzivajice analyzu)

Prostrednictvom aplikacii tejto kategdrie, v ktorych sa data ukladaji a analy-
zuju, ucitel ziska lepsi prehlad o tom, ¢i sa ziaci uéili pouzitim aplikécie, ¢o bol
obsah ich vzdeldvania a ¢o im robilo problémy, teda vie vyhodnotit cely proces
ucenia sa a nésledne optimalizovat dalsi priebeh a prostredie vzdelévania.

Projekt Apps in Math a testovanie aplikacii

V ramci slovensko-nérskeho projektu Apps in Math (http://www.project-aim.eu),
spolufinancovaného z Grantov EHP a zo statneho rozpocétu Slovenskej republiky
prostrednictvom Stipendijného programu EHP Slovensko, sme vyvinuli 25 aplikacii
pre mobilné zariadenia, v ktorych je ucenie sa zalozené na hre. Aplikacie st roz-
delené do piatich tematickych okruhov (Cisla, Funkcie, Geometria, Sanca, Logika)
a st uréené ziakom 2. stupiia ZS alebo Ziakom SS. Poéas vyvoja tychto aplikécii
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sme v ramci iterativnych cyklov pouzitej metodoldgie Design based research (Wang
& Hannafin, 2005) aplikécie niekolkokrat testovali. Vo findlnej faze vyvoja sme tiez
overovali, ¢i vybrané aplikacie mozu sluzit ako pomocka pri vyucovani, resp. ¢i ziaci
porozumeli novému ucivu len ucenim sa pomocou nami vytvorenej matematicke;j
aplikicie. Vzhladom na obmedzeny rozsah tohto ¢lanku uvedieme len stru¢ny opis
testovania aplikacie Stastny hokej a vysledky z tohto testovania. Vyskumnou vzor-
kou boli ziaci z Gymnazia na Grosslingovej ulici v Bratislave (trieda kvarta, 29
ziakov) so zameranim na matematiku a Ziaci zo Zékladnej skoly s materskou Skolou
Ondreja Stefku vo Varine (trieda 9. B, 25 Ziakov). Ziaci boli v oboch triedach rozde-
leni na dve skupiny, aby kazdy ziak mohol dostat vlastné mobilné zariadenie, ktoré
sme mu poskytli. Aplikicia Stastny hokej je zamerand na linearne funkcie a mé dva
rezimy — rezim ucenia a rezim hrania. V rezime ucenia je na obrazovke hokejovy
hrac¢, ktory striela puk do brankéara. Trasa strely predstavuje graf linearnej funkcie.
Ziaci maji moznost vidiet ako sa meni predpis i graf linedrnej funkcie, ked menia
koeficienty v jej predpise. Pomockou pre ziakov je, Ze trasa strely je zvyraznena.
V rezime hrania uz tito pomdcku nemaju a ich tlohou je na zaklade toho, ¢o sa
naucili v reZime ucenia, zozbierat mince na hracej ploche.

‘ Traf brankara pukom Q ‘ Level 2 - Skére: 9 c

Strely: 6 : ez Pozbieraj vietky 2@. pomocou puku R

of i ®) ool i &
y=-0.2x-0.6 @ @3 y=-0.7x+1.5 @ CB
@ v 1 % m @ @ .

e | | Yk wmm &

Obr. 1: Rezim ucenia. Obr. 2: Rezim hrania.

Aplikaciu sme so ziakmi testovali na jesen 2015, kedy ziaci ani v jednej triede
pojem linearna funkcia eSte nepoznali, pretoze ucivo o funkcidch este nepreberali.
Ziaci mali priblizne 25 mintt na vyskasanie aplikicie, teda na ucenie i hranie. N4-
sledne sme Zziakom dali test, na ktory mali 20 mintt, pomocou ktorého sme zistovali,
¢i porozumeli vztahu medzi predpisom a grafom linedrnej funkcie. Test obsahoval 7
poloziek. Prvé dve polozky boli otvorené, v nich sme od ziakov pozadovali, aby na
zéklade jednoduchého predpisu nacrtli linearnu funkciu do predtlacenej stiradnico-
vej stustavy. Dalsie tri polozky boli tlohy s viyberom spravnej odpovede. V polozke
¢. 3 bolo tlohou ziakov vybrat spravny graf podla predpisu, v polozkach ¢. 4 a ¢. 5
Ziaci na zéklade grafu mali ur¢it spravny predpis funkcie. V polozkach ¢. 6 a ¢. 7
sme pozadovali, aby ziaci v kratkosti vysvetlili a popisali ako sa zmeni priamka,
ak sa Cislo pred x zmeni na opac¢né a aky vplyv maju parametre a a b z rovnice
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priamky na vyslednt priamku. Za kazda tlohu bolo mozné ziskat maximéalne 1 bod,
za cely test maximalne 7 bodov.

Vysledky ziakov sme spracovali a vyhodnotili pomocou kvartilového grafu, v kto-
rom sa data znazoriiuji pomocou kvartilov. Zékladom grafu je obdlznik, ktorého
strany tvoria horny (75. percentil) a dolny kvartil (25. percentil). V tomto obdizniku
lezi cca 50 % vsetkych pripadov, z toho polovica nad plnou ¢iarou a polovica pod pl-
nou ¢iarou. Z obdlZnika vedu tsecky, ktoré st zakon¢ené kratkymi ¢iarkami. Horné
¢iarka predstavuje maximum a dolnd minimum nameranych dat.

kvarta| 9.B 3 ‘
dolny kvartil 5 3.5 =e
minimum 0 25 :;
median 6 | 5
Maximium 7 7 E‘ ‘
hormy kvartil 7 6 8 L
priemer 54 147 ;

Tab. 2 Graf 1
Zaver

Generacia 7, teda ziaci a Studenti narodeni v rokoch 19962010, si1 generacia, ktora
je technologicky najvyspelejsia, mnohokrat oznacovana ako ,digital natives”, teda
digitalni domorodci. Narodili sa do éry internetu a Facebooku, so svojim smart-
fonom st zrasteni a len velmi neradi sa ho vzdavaji pocas vyucovania. Tradiéné
vyucovacie metddy ich neoslovuju a aj preto sme v ramci projektu Apps in Math
vyvinuli matematické aplikicie pre mobilné zariadenia, o ktorych si myslime, Ze by
mohli byt motivaénym prvkom pri vyucovani matematiky. V nami zrealizovanom
vyskume sme overovali, ¢i ziaci porozumeli novému uc¢ivu len pouzitim matematic-
kej aplikacie. Z vysledkov testovania je evidentné, ze v oboch testovanych triedach
vicSina ziakov dosiahla nadpoloviény pocet bodov, ¢o mozno povazovat za tspech.
Dalsie testovania a vyvoj ukézu, ¢i mobilné vzdelavanie je efektivna forma vzdela-
vania, ktora zlepsuje nielen ziacke vedomosti, ale aj postoje k matematike.
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Matematika se zaky se specialnimi potirebami

SARA MACHOVA!

Cilem clanku je sezndmit ctendre se zkuSenostmi s vyucovanim matematice Hej-
neho metodou Zaky se specifickymi potrebami. V clanku popisugi potreby ditéte se
syndromem ADHD a prostredi, které mu tato metoda nabizi v porovndni s jinymi
metodami. Obdobné pozitivni vysledky jsem zaznamenala také na pracovisti Jedlic-
kova ustavu ve tridé déti po mozkové obrné.

Kdyz jsem svym rodi¢im rekla, ze budu prispivat na matematické konferenci, acko-
liv mé vzdycky bezmezné podporovali, neubranili se oba smichu a pfipomenuti pti-
béhu, kdy mi tatinek tak dlouho vysvétloval déleni, az mi vyhodil sesit na doméci
ukoly do kose. Myslim ale, ze to je pravé ta zprava, kterou bych chtéla sdélit —
matematika mize byt a také je pro kazdého. Z moji zkusenosti matematika orien-
tovana na budovani schémat zpracovana do uc¢ebnic pro 1. st. ZS prof. M. Hejnym
et al. (nakladatelstvi Fraus) je vhodna i pro déti, jejichz vzdélavaci potfeby jsou

vev/

otazky inkluze na zakladnich skolach bych se rada o tuto moji zkuSenost podélila.

L Uéitelstvi pro 1. stupen ZS, sara.machova@gmail.com
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Pribéh Klarka

Dlouhodobé pracuji s Klarkou. Klarka je mentalné lehce retardovana, trpi poruchou
pozornosti a vétsinou specifickych poruch uceni. Navstévuje 8. tfidu praktické za-
kladni skoly. ,Matika mé nebavi, protoze je tézka a nezvlada ji skoro nikdo. Jenom
ty co jsou Sikovny,“ prohlasuje hned na zacatku naseho doucovani. Oteviu jeji sesit
a vidim prehlidku souvislych prikladi, stranky pokryté stejnym typem pocetnich
operaci znamkované témeér bez vyjimky nedostatecnou, casto za numerické chyby
(obr. 1). ,Vs8ichni jsme zticha, pani ucitelka mluvi a my vSichni musime koukat na
tabuli,” pokracuje Klarka v popisu klasické hodiny.

705 “Fad’ o5 g0
089

“roETy

5% gzo zf2ise R
e — 3
— 7 i

Obr. 1

Jako vétsina déti s diagnézou syndromu ADHD je i Klar¢ino chovani specifické.
Je hyperaktivni, impulzivni a ¢asto nepozorna. Jeji produktivita neni vysoka a pro
jeji progres je tieba dostatku c¢asu. Nejlépe se uci v sémantickém kontextu a praktic-
kou ¢innosti. Okamzité bylo tedy jasné, Ze ucebnice, kterou cela jeji trida pouziva
a ktera obsahuje stranky od shora dolt zaplnéné priklady slévajici se s textem,
takové dité jednak nezvladne, ale hlavné je od matematiky spise odradi.

Hledala jsem tedy zptsob, jak Klarce pocetni operace priblizit prakticky, jak
ji umoznit, aby si na priklady ,sahla“. Zacala jsem ji predkladat tlohy z rtznych
prostredi Hejného metody. Zacinaly jsme pomalu tlohami pro 1. t¥idu, které se
z pocatku ukazaly byt vyzvou. Hodné rychle jsme ale zjistily, ze je velice snadné
si prostfedi i ulohy personalizovat (obr. 2). Klarka zacala vyrabét vlastni parkety
s obrazky, polepovat schody, na kterych jsme pocitaly tlohy, délila grose mezi cleny
rodiny. Matematika pro ni pomalu prestavala byt nepritelem.

Ptisuzuju to drobnym tspéchiim. Ty jsou jednim z hlavnich motivac¢nich im-
pulsi pro dité s timto typem poruchy pozornosti. ,,Dokazal jsem to, zvladnul jsem
to! Mozna diky tomu zvladnu i tu dalsi tlohu.“ Tato a mnoha dalsi presvédceni
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Obr. 2

jsou nejspise disledkem feseni primérenych tloh z jednotlivych prostiedi, které
piimo vybizeji ke gradaci a umoznuji prizplisobit narocnost trovni resitele. Vhod-
nym nastavenim trovné obtiznosti mizeme takovému zakovi pomoci posilit jeho
sebevédomi, a tim i chut poustét se do tloh néroc¢néjsich.

Zéka s témito poruchami zkratka neni mozné nutit, aby sedél nad tim samym
typem tuloh v kuse celou hodinu, vSechny dny v tydnu a aby se orientoval v ne-
prehledné zméti velkych cisel. Idealni tak je stridat rtizné typy aktivit dostatecné
casto, zaroven ale s urcitym radem a opakovanim. To je totiz dalsi podminkou pro
zvysSeni vykonu déti s touto diagndzou. A opét jsem vse potiebné nasla v ucebnicich
matematiky M. Hejného. Jednotliva prostiedi se pestie stiidaji, zaroven se ale po
urcité dobé v navaznosti opakuji a zaci tak maji moznost ve vSech se ,zabydlet®.
Jednotlivé aktivity se nestavaji rutinou, coz je pro dité s poruchou pozornosti za-
sadni. Uvedu praci se souctovymi trojuhelniky, ktera se casem stala pro Klarku
aktivitou za odménu. Zacinaly jsme s tlohami pro druhou tiidu a postupné grado-
valy ubirdnim neposedii (nabidka ¢isel), az Klarka zacala ¢isla dopliiovat sama, bez
pomoci. Jelikoz jsme postupovaly pomalu a stfidaly souctové trojuhelniky s jinymi
prostiedimi, v Klarce uzralo porozumeéni vztahiim mezi jednotlivymi ¢isly, kterym
mé jednoho dne prekvapila. Na zacatku naseho doucovani mi totiz na stole pristal
souctovy trojuhelnik k vyfeseni, nepripravila jsem ho ja, ale Klarka.

Dalsi vyhodou pri spravném vyuziti této metody v prostredi skolni tfidy je pak
nesporné fakt, ze oproti tradiéni formé vyucovani matematiky? jsou pri Hejného
metodé déti ¢asto v pohybu. Poznatky se zde buduji od vlastniho prozitku a znac-
ny diraz se klade na rozvoj osobnostné-socidlnich schopnosti, coz je bezesporu

2Tradi¢ni formou vyucovani je mysleno takové vyucovani, které je spie transmisivni, spise zalozené na reprodukci
ukazek uloh Fesenych vzorové ucitelem, na uchopovani mnohého uciva paméti a ve kterém je ucitel hlavni autoritou
a nositelem poznatki. Je to zpisob vyucovani, ktery dosud na skolach prevazuje.
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oblast, kterou tito specifi¢ti zaci potiebuji ¢asto zazivat. Pro pfiklad uvedu Klar-
¢ino oblibené prostiedi krychlovych staveb, kde se bez komunikace nelze obejit. Pti
hie vysila¢ — prijimac jsou dva hraci zady k sobé a podle navodu se snazi postavit
stavbu jednoho ¢i druhého (v nasem pripadé ¢asto telefon, kdy mé piijimac moznost
doptévat se). Klarka velmi rychle zjistila, ze jestli nebude klast vhodné otazky,
nebude moji stavbu bez nahlédnuti schopna postavit. Kde se v popisu stala chyba,
musela postupné zjistovat sama a nakonec se naucila i to, jaké signdly jsou potieba
od ni.

V neposledni fadé je jednim z nejvétsich prinosti Hejného metody spojeni ma-
tematiky a kazdodenniho zivota. Syndrom ADHD pravdépodobné nebrani cloveku
vést plnohodnotny zivot v dospélosti. Jiné typy postizeni uz ale miizou. Proto je
¢innosti vSsedniho dne, nez jim predat dovednost, jakym zptisobem maji pisemné
délit ,,s ocaskem* nékolikaciferna cisla. V tom je pro mé zasadni rozdil mezi Hej-
ného metodou vyuky matematiky a témi, kterymi jsem si sama jako studentka na
zakladni a stfedni skole prosla. A co hiit, ¢im si ¢asto prochézeji déti, které skutecné
nemohou nic z toho, co se nauc¢i zpaméti, pozd€ji pouzit a promitnout do skutec-
ného zivota. Jsem presvédcena o tom, ze dité, které se obratné pohybuje Hejného
ucebnici pro 5. tfidu zakladni Skoly (nakladatelstvi Fraus), dokdZe nejen mnoho
z matematiky, ale ovlada i zplisob poznavani a hlavné dokaze své schopnosti z ob-
lasti osobnostné-socialni mnohem ucinn€ji aplikovat v redlném zivoté nez mnoho
zak 8. tridy vedenych klasickou transmisivni metodou. Totéz plati i pro déti, které
maji specidlni vzdélavaci potieby. A nejsou pravé ty vychovné cile a schopnosti
fesit praktické problémy to hlavni, o co bychom méli usilovat?

Pribéh z Jedlickova ustavu

V moment€, kdy se Klarka zacala matematikou opravdu bavit a kdy jsem si vSimla
jejich skute¢nych pokrokt, mi doslo, Ze je Skoda nechat si mé zjisténi jen pro sebe.
Zkontaktovala jsem jednu ze tiid zakladni bezbariérové skoly Jedlickova tustavu
v Praze a k mému prekvapeni jsem se dostala do svéta, kde byly mé objevy po-
sunuty milovymi kroky vpred. Ttida druhacki pani ucitelky Kamily Janyskové je
zainym prikladem toho, jaké pokroky dokéazi délat zaci at uz s lehkym ¢ mno-
hlavné pfivedenim mnoha pomtcek naznacenych v ucebnicich k Zivotu (obr. 3).
Pani ucitelka promyslené vyftesila i mnoha tuskali, jako napiiklad skutecnost, ze
je nutné prepracovat pomiicky pro krokovani a schody, kdy déti takového pohybu
nejsou schopny. Kazdy zak ma k dispozici osobni krokovaci pas a také dievéné
schody, po kterych ,chodi“ barevné figurky. Naopak vyuzila situaci zakt naptiklad
pii praci v prostfedi Autobus. Ikony zviratek Dédy Lesoné nakreslila na hranolky
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piislusnych délek (pomtcka zndmé po ndzvem Cuisinairovy hranolky), coz détem
umoznilo argumentaci FeSeni formou manipulace, nebot verbalizace a abstrakce je
pro né nedostupna.

Obr. 3

Z4ci jeji t¥idy maji zkuSenosti i s tradicnim vyucovanim matematiky. Cely rok
se vénovali ucebnici pro prvni tiidu, podle které se vyucuje i na zakladnich skolach.
Nedokézali se ale béhem roku piili§ posunout. Klasicka u¢ebnice? totiz vybizela déti
k mechanickému napocitavani a ne k pocitani a logickému uvazovani, jak jsem se od
pani ucitelky dozvédéla. ,,Ucebnice pracujici s Hejného metodou umoznuji détem
pouzit vlastni jazyk, nenuti jim své postupy jako jiné ucebnice. Ulohy jsou vétsinou
ukotveny ve svété, ktery déti znaji, a jsou jim proto mnohem blizsi,“ dodava pani
ucitelka Janyskova.

Zaveér

V zadném piipadé nechci, aby miij prispévek vyznél jako obhajoba jednoho pristupu
k vyuce matematiky a kritika jiného. Jen se velmi casto setkdvam s nazorem, Zze
matematika M. Hejného (orientovana na budovani schémat) je metoda pro nadané
déti, a tak se chci podélit o své zkusenosti, kdy jsem byla svédkem uptfimné radosti
déti z vlastnich tspéchi, z vlastniho ristu, déti, kterym diive matematika prinasela
jen starosti a vytvarela v nich predstavu, ze nejsou dost dobré, déti, které logické
mysleni a schopnost orientovat se v rtznych situacich a schopnost ucit se budou
potiebovat cely zivot.

3Z4amérné neuvadim, o jakou udebnici §lo, abych se vyhnula konfrontaci.
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Co vse volime pri vybéru ucéebnice matematiky

HANA MORAOVA!

Na zdklade vyzkumu, ktery probihd v rdmci vétsitho vyzkumneho projektu, v pri-
spevku autorka upozornuje na to, Ze volba ucebnice matematiky je ovlivnéna mnoha
faktory. Pritom povedomi o faktorech, které budou v clanku predstaveny a které
hraji vyraznou roli v tom, jakd je konecnd podoba ucebnice, je velmi malé. Volba
ucebnice je rozhodnutim aktéra c¢i aktérd, kteri se pohybuji v urcitém socidlnim
a ekonomickém poli. Je Zadouct, aby si uvédomouvali své motivy pri volbé ucebnice
1 dopad, kterée jejich rozhodnuti bude na vyuku matematiky mit.

Skolni vzdélavaci systém v Ceské republice dava skolam pomérné velkou autonomii.
Pozadavky na vystupy jsou pro jednotlivé predméty obecné definovany v ramco-
vych vzdélavacich programech pro jednotlivé typy skol a konkretizovany ve skol-
nich vzdélavacich programech, které vytvareji skoly samy podle potieb svych, svych
zak1l, podle své vize i zaméreni. Zamérem vzdélavacich programi je, aby skolam ne-
bylo diktovano, co presné se kdy a jak bude probirat v celé zemi, jak by vyzadovalo
jednotné kurikulum. Misto toho maji skoly moznost v ramci bariér definovanych
ramcovym vzdélavacim programem budovat vzdélavaci program po svém. V praxi
skol ale velmi casto dochazi k tomu, ze Skolni vzdélavaci program pro jednotlivé
predméty je stavén podle konkrétni ucebnice, ktera je ve skole pouzivana. A to se
tyka nejen uciva a jeho rozdéleni do jednotlivych ro¢niki, ale také metod, které jsou
ve Skolnim vzdélavacim programu uvedeny. Navic vyzkumy ukazuji napf. (Rezat
& Straesser, 2012), Ze v evropskych zemich se uc¢ebnice v hodinidch matematiky po-
uzivaji velmi vyrazné, zhruba 70 % vyucovaciho ¢asu. K tomu je tfeba brat v potaz,
ze jsou ucebnice vyznamnym materidlem pri domaci pripravé. Role ucebnice ma-
tematiky v systému je tedy velmi vyznamna a je proto tifeba zkoumat, zda ti, kdo
ucebnici, podle které se bude v urcité skole vyucovat, voli, jsou si védomi dopadii
tohoto rozhodnuti.

Abychom mohli tuto oblast zkoumat, je tfeba se na ucebnici matematiky podivat
nejen jako na ucebni text, ale jako na produkt urcité spolecnosti se vSim, co to
obnasi. Ucebnici matematiky je tfeba zkoumat sociologicky.

Cilem prispévku je upozornit ucitele matematiky i vedeni skol (podle toho, kdo
ve Skolach rozhoduje o vybéru ucebnic) na to, ze pfi posuzovani toho, zda uéebnice
vyhovuje koncepci konkrétni skoly, vstupuje do hry rada faktort, které nesouvisi
s obsahem ucebnice a kterych si nemusime byt védomi.

!PedF UK, hana.moraova@pedf.cuni.cz
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Sociologie matematické ucebnice

Matematickad ucebnice neni jen pouhy ,objektivni“ ucebni text. Jak upozornuji
(Rezat & Straesser, 2012), ucebnice matematiky je kulturni artefakt. Tvoii soucast
komplexnich vztahti mezi riznymi aspekty vyuky matematiky. Pro tento komplex
vztahtt Rezat a Straesser pouzivaji termin didakticky ctyrstén (viz obr. 1), jehoz
vrcholy mimo jiné tvoii artefakty (kam Rezat a Straesser fadi i ucebnice), konvence
o tom, co znamena byt ucitel matematiky a vyucovat matematiku, konvence o tom,
co znamena byt zak a ucit se matematiku, nebo také image matematiky ve spole-
¢nosti, jaky vyznam je v konkrétni spolecnosti matematice prikladan. Vsechny tyto
aspekty jsou ve vzajemné interakci a vzajemné se ovliviiuji.

artefacts

teacher

student mathematics
conventions
and norms about
being a teacher
conventions and about teaching
and norms about
being a student noosphere
and about learning

peers, family, tutors

public image of mathematics /
relevance of mathematics in society

Obr. 1: Didakticky ctyrstén

Jinymi slovy je ucebnice produkt urcité spolecnosti, konkrétniho vydavatele,
autora ¢i kolektivu autortd. Promitaji se do ni pozadavky kurikula, u nas ramco-
vych vzdélavacich programt, ale také nazory vydavateld, odpovédnych redaktort,
autorl, uciteld, ale i Sirsi spolec¢nosti na to, co presné znamena vyucovat matema-
tiku a délat matematiku. Tyto nazory jsou v lepsich pripadech ovlivnény vysledky
vyzkumu v didaktice matematiky (mnoho ucebnic u nas pochézi z pera autorskych
kolektivii vedenych didaktikem matematiky z nékteré z ceskych vysokych skol),
praxi (v autorskych kolektivech byva zkuSeny ucitel-praktik), ale také predstavami
neodborné vetrejnosti jak presné mé vypadat ucebni text, zkuSenostmi s matema-
tikou z vlastnich skolnich let, tlakem c¢asto velmi konzervativni ucitelské verejnosti
apod.
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Bourdieu v Pravidlech umeéni (Bourdieu, 2010) upozornuje na to, ze autor lite-
rarniho dila, se pohybuje v ur¢itém sociologickém poli (v literarnim poli) a v ramci
tohoto pole ¢ini celou fadu rozhodnuti, ktera jsou ovlivnéna strukturou samotného
pole. V ramci tohoto pole existuje urcity generativni princip, na jehoz bazi dila
vznikaji. Princip, ktery pole generuje, ovlivituje autorova rozhodnuti a jeho tvorbu.
Pole Ize vnimat jako soubor strategickych moznosti. Autor védomé hleda svoji po-
zici v poli, bud tim, Ze se zdmdérné snazi pravidla porusit, nebo Ze se pravidly Fidi.
Vzdy ale v poli hleda pozici, ktera ho bude odlisovat od ostatnich aktéri v tomto
poli. A vzdy je toto hledani ovlivnéno dalsimi silami a aktéry — redaktorem, vy-
davatelem, literarnim kritikem i ¢tenarskou verejnosti. Vsichni tito aktéri vlastné
vytvareji autora samého. Maji na néj vliv.

Analogicky lze hovorit o sociologickém poli u¢ebnice matematiky. Autor ¢i au-
tori sady ucebnice matematiky hledaji svoji pozici v ramci pole. Toto pole ma sviij
generujici princip, pravidla a zasady tvorby ucebnice matematiky, se kterymi autori
nakladaji. Snazi se nabidnout néco nového, snazi se do ucebnice vlozit svoje pred-
stavy o tom, jak nejlépe vyucovat matematiku. Zaroven ale museji hrat hru podle
pravidel danych polem. Jinak by jejich pfedstavy nebyly akceptovany a nebyly by
polem piijaty. Autofi ucebnic matematiky nejsou utvareni ¢i ovlivnéni jen védou
a didaktikou matematiky. Jsou ovlivnéni dalsimi silami v poli (nebo dalsimi fak-
tory z didaktického trojtihelniku). Ucebnice musi byt pfijatelnd pro recenzenty, aby
dostala dolozku, musi byt atraktivni pro ucitele i zaky, musi byt dobrym trznim
artiklem, nebot pole uc¢ebnic matematiky neni jen polem kulturnim, ale také polem
ekonomickym. Roli v tom, zda je konkrétni ucebnice tispésna, hraje napriklad to,
zda k ni existuji dopliky zdarma, zda skoly dostanou slevu pii nakupu vétsiho poctu
ucebnic, nebo zda maji formu pracovni uc¢ebnice nebo ucebnice a pracovniho sesitu
zvlast. Tyto ekonomické faktory jen velmi mélo souvisi s kvalitou ucebnice jako
takové, s metodami, které predstavuje, nebo s pojetim matematiky. To neznamena,
ze dobry marketing a oblibenost uc¢ebnice vylucuji to, Ze jde o ucebnici nadmiru
kvalitni. Znamena to, ze pokud se ucebnice vymyka obecné predstavé o tom, jak
ma ucebnice matematiky vypadat, a pokud nema velkou marketingovou podporu,
pravdépodobné nebude tspésna.

Zaveér

Cilem ¢lanku bylo ukazat, co vSechno hraje roli v procesu tvorby uc¢ebnice matema-
tiky. Drive, nez padne rozhodnuti o volbé ucebnice v konkrétni skole a nez podle ni
skola upravi skolni vzdélavaci program, je tfeba ucebnici podrobit peclivé analyze.
Tato analyza musi reflektovat to, co vSechno nematematické ovliviiuje kone¢nou
podobu ucebnice a snazi se je ovlivnit pri jejich rozhodovani. Jediné poté budou
schopni udélat védomé a spravné rozhodnuti.
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Podékovani

Clanek vznikl v rdmci feSeni vyzkumného projektu GAUK 227-259, Vyzkum kul-
turniho obsahu ucebnic matematiky pro ZS.
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Reedukace formalnich poznatkti z oblasti zlomk
v prostredi individualniho doucovani

GABRIELA NOVOTNA!

Prispévek popisuje pribéh a vysledky reedukace formalnich poznatki v oblasti zlomku
u trech vybranych Zaki niZsich rocniki viceletych gymnazit v ramci jejich hodin indi-
vidudlniho doucovdni. Po diagnostikovant formalnich poznatkid byl vytvoren a otes-
tovan manudl, ktery by mohl slouZit ucitelim a lektorim pri snahdch o zZivotnent
formalnich poznatku z této tematické oblasti. Ndslednée byl proveden vystupni test,
ktery mél za cil odhalit u Zdku zbylé formalni pozndni. JelikoZ v bézné skole na
reedukact casto nezbyva prostor, cely proces byl zasazen do prostredi soukromého
doucovant, kde je mozné s kazZdym Zdakem pracovat individualne.

Formalni poznani

Formalni poznani je v tomto prispévku chapano v souladu s teorii generickych
modelt Hejného a Kuriny: , Jestlize se ve vyucovani etapam modelu nevénuje do-
statecny cCas, jestlize je abstraktni znalost predkladana zakovi prili§ brzy, nemtize
zak vélenit novou védomost do sité jiz pripravenych konkrétnich poznatk a je nu-
cen uchopit ji pouze memorovanim jako viceméné izolované stojici pamétovy tdaj,
tak dochazi k formalnimu poznani“ (Hejny & Kufina, 2009: s. 154). Takové zakovo

'KMDM, PedF UK, gabriela.novotna@jeida.cz
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poznani tedy postrada oporu o izolované a generické modely a ¢asto byva uchovano
pouze pametné.

Hejny a Stehlikova oznagcili formalizmus za ,,nejvaznéjsi didakticky problém sou-
¢asného vyucovani matematice” (Hejny & Stehlikova, 1999: s. 29). ZAci ¢asto ztra-
ceji potfebu novému poznatku porozumét a spokoji se s tim, Ze si jej zapamatuji
bez hlubsiho pochopeni. Zak ¢asto umi fesit typové skolni tlohy a ¢asto nikdo ani
nepozna, ze je s jeho poznanim néco v neporadku. Problém ale nastava, kdyz se
zak setka s netypickou tlohou nebo kdyz néjakou ¢ast pamétné uchované informace
zapomene, potom se totiz nedokaze bez pomoci dobrat ke spravnému postupu.

Soukromé individualni doucdovani

Pro cely tohoto ¢lanku je soukromé doucovani vymezeno jako ,doucovani skol-
niho (akademického) pfedmétu (napf. matematiky, déjepisu nebo angli¢tiny), které
je doplitkové k vyuce v bézné Skole a je za tcelem financniho zisku. [...] To za-
hrnuje soukromé doucovéani (nabizené jednotlivcem) a piipravné kurzy (nabizené
institucemi)“ (Bray & Silova, 2006: s. 29; preklad autorky).

Ackoliv je problematika soukromého doudovani v Ceské republice jesté malo
prozkoumand (vyjimku tvoii nap¥. (Stastny, 2016)), v zahrani¢i vzniklo k tomuto
fenoménu jiz mnozstvi publikaci. Neopomenutelnou postavou je Mark Bray, ktery
mluvi o soukromém doucovani jako o stinovém vzdélavani. Metaforu stinu lze podle
néj vysvétlit nékolika zpisoby: Zaprvé, soukromé doucovani existuje pouze proto,
ze existuje bézné skolni vzdélavani. Zadruhé, podle toho, jak se méni rozsah a forma
skolniho vzdélavani, méni se i rozsah a forma soukromého doucovani. Zatieti, v na-
prosté vétsiné spolecnosti je hlavni diraz kladen na vzdélavani skolni, ne na dou-
covani. Zactvrté, prvky doucovani jsou mnohem méné zietelné a jasné nez prvky
bézného skolstvi. Zahy vsak dodava, ze na rozdil od vétsiny stinii neni soukromé
doucovani pouze pasivni subjekt, ale miize vyrazné ovlivnit i objekt, ktery je jeho
vzorem, tedy Skolni vzdélavani (Bray, 1999, cit. podle Novotné, 2015).

Pripadové studie

Byly provedeny tii pripadové studie — zaci Adam, Bara a Cilka dochazeli v priibéhu
jednoho skolniho roku na hodiny individualniho doucovani a bylo diagnostikovano
formalni poznéani v oblasti zlomku (viz vstupni diagnosticky test). Béhem jednoho
skolniho roku u Adama (kvarta) a jednoho pololeti u Bary a Cilky (tercie) dochazelo
k reedukaci jejich formalnich poznatkil v této oblasti a pokusu o jejich zzivotnéni.
7 hodin doucovani byly pofizovany videozaznamy a poznamky, které byly nasledné
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déle analyzovany. Adam a Cilka prosli vstupnim diagnostickym testem? a vSichni
tfi zaci prosli naslednou reedukaci a vystupnym diagnostickym testem.

Vstupni diagnosticky test

Tento test byl pievzaty z projektu GA CR N. Vondrové Kritickd mista matematiky
na zdkladni skole pro oblast zlomki a vyskytly se v ném ¢tyfi nestandardni typy
uloh.

Ukéazalo se, ze nejvétsi problémy maji zZaci s praci na ¢iselné ose, u Cilky se vsak
objevily nedostatky vétsi, jdouci az k samotné podstaté zlomku. Nejcastéjsi chyby,
které se vyskytly u zkoumanych zaku, jsou nasledujici:

e nepochopeni podstaty zlomku (jsou to jen dvé ¢isla spojend zlomkovou ¢a-
rou),

e zakresleni zlomku na ¢iselnou osu,
e zapis celého cisla je ve formé zlomku (napt. 7 = %),
e formalni uchopeni poucek a algoritmiti pro pocetni operace,

e pouzivani univerzalniho, ne vsak nejjednodussiho postupu (napf. hledani
spole¢ného jmenovatele).

S Barou, kterda vstupnim testem neprosla, probéhla diagnostika individualné
pred zapocetim samotné reedukace. Objevily se u ni obdobné chyby jako u Cilky
(celou skolni dochéazku chodi divky do stejné t¥idy), pouze v mensim rozsahu.

Reedukace

Ackoliv je proces reedukace u kazdého zaka individualni, byly sestaveny urcité
oblasti zajmu, které je pfi zzivotniovani formalniho poznani vhodné projit (ne vsak
nutné v tomto poradi):

e oblast 1 — podstata zlomku (co to zlomek je, terminologie),

e oblast 2 — dobudovani izolovanych modeli (pocet, tsecka, kruh, obdélnik,
¢okolada a prechody mezi nimi),

e oblast 3 — pohyby na ¢iselné ose (zakreslovani a od¢itani hodnot zlomk,
pocetni operace, prace nejen se ¢tvereckovanym papirem),

2Béra timto testem neprosla, jelikoz (mimo jiné) ptivodni zamér vyzkumu byl pracovat se étyfmi zaky. Dva z nich
(Adam a Cilka) by testem prosli, dva z nich (Bara a Daniel) ne. Daniel ale musel v pribéhu vyzkumu pfestat na
doucovani dochazet a v té dobé uz bylo bohuzel pozdé zadavat Bare vstupni test.
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e oblast 4 — ¢iselné operace se zlomky (dobudovani podstaty jednotlivych po-
Cetnich operaci a jejich odvozovani na jednotlivych modelech),

e oblast 5 — slovni tulohy s preferenci urc¢itého modelu.

Prace s jednotlivymi zaky byla nejen zamérena na rtizné oblasti zajmu, ale byla
i rtizné intenzivni (v rozmezi od cca 115 minut do 235 minut celkové prace).

Vystupni diagnosticky test

Na konci skolniho roku probéhl zavérecny test, ktery meél za cil odhalit zbylé for-
malni poznatky u kazdého z zaki. Zaci méli na jeho vypracovani 60 minut, nékteré
typy tloh jim pfitom byly zndmé, jiné ne. Cely test je k dispozici nize (obr. 1 a 2).

Vysledky

U kazdého z 7zadkt doslo v oblasti jejich formalnich poznatkti u zlomkt k po-
kroku, nicméné ne vSechno forméalni poznani bylo zzivotnéno. Nezbytnou podmin-
kou tspéchu se ukazal zaktv zadjem své poznani zménit — s Adamem, ktery byl vy-
borné motivovan, se pracovalo velmi dobfe a i jeho vysledny test dopadl vyborné,
naopak Cilka zajem o reedukaci nemeéla, leckdy veskeré snahy lektora bojkotovala
a ve vysledném testu pohorela.

Dalsim vyznamnym faktorem tispéchu je dostatek casu. Prace s Barou probihala
bezproblémové, nicméné bylo zfejmé, zZe na pochopeni podstaty problému potiebuje
vétsi mnozstvi ¢asu, nez jsme mély k dispozici.

V neposledni fadé je nezbytna dobra pripravenost lektora. Musi mit v zasobé
velké mnozstvi tloh, zaroven je vsak nutna schopnost improvizace a zaméfeni se
na potreby jednoho konkrétniho zaka. Lektor ziskéa zkusenosti nejen s nejriiznéjsimi
paralelami mezi zaky, nauci se také pracovat s preferencemi jednotlivych zaki napft.
co se tyce modelu (kruh vs. pocet apod.).

Zavér

Clanek byl vénovan formalnim poznatkéim v oblasti zlomkid a moZnostem jejich
reedukace v prostredi individualniho doucovani. Byly provedeny ptripadové studie
tti zaki, kterym bylo odhaleno formalni poznani v oblasti zlomkt. Nasledné s nimi
bylo v ramci hodin individualniho doucovani pracovano a jejich poznatky byly
(do rizné miry) zzivotnény. V ramci procesu reedukace byl vytvoren pro lektory

a ucitele manual, ktery by jim mohl byt ndpomocny pii dalsich snahach o reedukaci
formalnich poznatkt v této oblasti.
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Kontinualne vzdelavanie na tému netradié¢ného
vyucovania matematiky

VIERA UHERCGIKOVA, PETER VANKUS!

Na Faokulte matematiky, fyziky a informatiky Univerzity Komenského v Bratislave
realizujeme v ramci kontinudlneho vzdeldvania ucitelov matematiky kurz s ndzvom
Netradiéné metody vyucovania matematiky so zameranim na motiva-
ciu, tvorivost a rozsirenie klicovich kompetencii ucitelov matematiky
na ZS a SS. Nds prispevok prezentuje uvedeny kurz a venuje sa jeho organizdcii
a obsahu. Uvadzame aj prehlad a reakcie icastnikov vzdeldvania.

V ramci stucasného Skolského vzdelavania sa kladie déraz na pouzivanie motiva-
¢nych a aktivizujacich vyucovacich metod. V ¢lanku opisovany kurz kontinualneho
vzdelavania pre ucitelov matematiky pontka teoretické poznatky, ako aj praktické
ukéazky, ktoré ulah¢uju integraciu uvedenych metéd v ramci hodin matematiky na
zékladnych a strednych skoldch. Tento kurz moze byt preto pre ucitelov podnetom
pouzivat Castejsie takéto vyucovacie metddy v ich edukacnej praxi.

'FMFI UK v Bratislave, v.uhercikova@gmail.com, peter.vankus@gmail.com
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Tvorba vzdelavania

Pri tvorbe nasho kontinudlneho vzdeldvanie sme si stanovili ako ciel prezentovat
motivacné a aktivizujice metdédy vyucovania matematiky vhodné pre pedagogicki
prax vo forme umoznujtcej studium aj pre ucitelov zo vzdialenejsich lokalit SR. Za
ucelom splnenia tohto ciela sme zvolili vhodni organiza¢ni formu a obsah vzdel4-
vania.

Autori vychadzali pri tvorbe organizac¢nej formy a obsahu vzdelavania zo skiuise-
nosti ziskanych z podobnych nimi realizovanych vzdelavacich kurzov a inych aktivit.
Konkrétne sa jedna o predmet Netradicné metédy vyucovania matematiky,
ktory vyucuje V. Uherc¢ikova v oboch semestroch posledného roku studia budicich
ucitelov matematiky na Fakulte matematiky, fyziky a informatiky UK v Brati-
slave; kurz Netradicné metody vo vyucovani matematiky vytvoreny a reali-
zovany V. Uherc¢ikovou v ramci projektu EMATIK (2008-2010). Cenné sktisenosti
sme ziskali aj pocas riefenie projektu MS SR KEGA 057UK-4/2011 Rozsirenie
kli¢ovych kompetencii u¢itelov matematiky ZS a SS v ramci kontinual-
neho vzdelavania s vedicou projektu V. Uherc¢ikovou, v ramci ktorého sme vytvo-
rili a testovali kurz elektronického vzdelavania Netradi¢né metdédy vyucovania
matematiky.

Organizacna forma vzdelavania

Nami vytvorené vzdelavanie sa radi medzi aktualiza¢né kurzy kontinualneho vzdela-
vania. To znamend, Ze jeho cielom je zabezpecit sprostredkovanie aktualnych infor-
macii, prehlbovanie, rozvijanie a rozsirovanie odbornych a pedagogickych vedomosti
a zru¢nosti. DIzka vzdelavania je 60 hodin.

Za ucelom spristupnenia vzdelavania bez nutnosti c¢astého cestovania bola zvo-
len& kombinovana forma vzdelavania. Pocas vzdelavania st uskuto¢nené 2 osobné
stretnutia na pode Fakulty matematiky, fyziky a informatiky UK v Bratislave a 10
lekcii vzdelavania je realizovanych formou elektronického vzdelavania.

Na tivodnom osobnom stretnuti st ti¢astnici oboznameni s organizac¢nou for-
mou vzdeldvania, najmd s pouzivanim elektronickej platformy vzdelavania
(Moodle). V ramci elektronickych lekcii vzdelavania uc¢astnici dostavaja ulohy, ktoré
priebezne pocas kurzu riesia. Na zaver vzdelavania potom pripravi kazdy ticastnik
zavereénu pracu na témy suvisiace s naplnou vzdelavania. Vzdelavanie je ukoncené
druhym osobnym stretnutim, na ktorom kazdy tcastnik prezentuje svoju zaverecnu
pracu a absolvuje pohovor na uvedenu tému vyplyvajicu z obsahu absolvovaného
vzdelavania.

Nase vzdelavanie je akreditované Ministerstvom skolstva, vedy, vyskumu
a Sportu SR (akreditacia ¢. 1150/2013 — KV, platna do 31.12.2018). Garanti vzde-
lavania st autori ¢lanku. Za absolvovanie lekcii vzdelavacieho programu tcastnik
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ziska 12 kreditov, za zaverecnu prezentaciu a pohovor 3 kredity; spolu teda ziska
tcastnik za celé vzdelavanie 15 kreditov. Uhrada t¢astnikov kontinualneho vzdela-
vania je 100 €.

Obsah vzdelavania

Na vytvorenie predstavy o obsahu vzdelavania uvadzame nazvy jednotlivych lek-
cii elektronickej casti vzdelavania a tiez pri vybranych lekcidch ukazky niektorych
otazok, ktoré ticastnici vzdelavania riesia.

Lekcia 1: Vyznam a délezitost matematiky pre spolocnost.

Ukézky otazok: Cielom vychovno-vzdelavacieho procesu je formovanie osobnosti
dietata. Aky vyznam mé matematika v tomto smere, aké vlastnosti a schopnosti
v nas rozvija? Ako by ste ukézali svojim ziakom doéleZitost matematiky pre vzdela-
vanie, Zivot a spolo¢nost?

Lekcia 2: Netradi¢né metddy, formy a prostriedky vyucovania matematiky:.

Ukazky otazok: Ktora z uvedenych netradi¢nych metéd Vas najviac zaujala?
Ktoré z nich hodlate vyuzit vo vyucovani? Aké netradicné metédy ste doteraz
vyuzivali vo vyucovani? S akym tspechom?

Lekcia 3: Motivacia a tvorivost vo vyucovani matematiky.

Lekcia 4: Uloha priestorovej predstavivosti v matematike. Geometrické predsta-
vivost a rieSenie tloh.

Lekcia 5: Didaktické hry v matematike.

Lekcia 6: Alternativne skolstvo.

Lekcia 7: Projektové vyucovanie.

Ukazky otazok: Realizovali ste uz na Vasej skole nejaké projekty? Ak ano, aké?
Uvedte aspon dva projekty, ktoré Vas najviac zaujali a stvisia aj s matematikou.
Strucne opiste vysledky a ohlasy na projekty realizované na Vasej skole.

Lekcia 8: Slavni matematici — ich matematika.

Lekcia 9: Vyznam histérie matematiky v matematickom vzdelavani.

Ukéazky otazok: Popiste, ako vyuzivate resp. by ste mohli vyuzivat histériu vo
vyucovani matematiky.

Lekcia 10: Humanizacia vyucovania matematiky; Rekordy a kuriozity v mate-
matike.

Realizované vzdelavania

V ramci skolského roku 2014 /2015 sme tspesne realizovali nase kontinuélne vzdela-
vanie pre 6 absolventiek vzdelavania. VSetky tic¢astnicky boli vo veku 30-39 rokov,
3 castnicky posobili na ZS a 3 Géastnicky na SS. V ramci spétnej viizby sme ziskali
od t¢astni¢ok velmi pozitivne ohlasy ¢o sa tyka organizacie aj obsahu vzdelévania.
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V skolskom roku 2015/2016 realizujeme momentalne vzdelavanie pre 11 ti¢astni-
¢ok. Jedna tucastnicka je vo veku 20—29 rokov, 5 i¢astnic¢ok je vo veku 30-39 rokov,
3 ucastnicky vo veku 40-49 rokov a 2 ucastnicky vo veku 50-59 rokov, Vsetky
tcastnicky st ucitelky matematiky na ZS. Aj od tychto Gcastni¢ok ziskavame velmi
pozitivnu priebeznt spitni vizbu ohladne kvality vzdeldvania. Uvadzame vyjadre-
nia jednej ucastnicky:

S obsahovou naplriou kurzu som velmi spokojnd, splnil moje ocakdvania. Dozve-
dela som sa dostatok novych a hlavne zaujimaviych skutocnosti z matematiky a to
nielen z oblasti obsahovej, ale aj mozné sposoby ich realizovania vo vyucovacom pro-
cese. Urcite ma ziskané vedomosti ,nakopli® k dalsiemu zatraktivneniu vyucovania
matematiky, pretoZe v dnesnej dobe je velmi tazké Ziakov ,zapdlit pre tito oblast.
Co sa tyka technickej realizdcie, hodnotim ju tieZ na vijborni, pretoZe sa dal kurz
technicky realizovat prostrednictvom zakladnych uZivatelskych znalosti tykajicich sa
prace s pocitacom.

Zaver

V ramci prispevku sme prezentovali kontinualne vzdelavanie Netradi¢né metody
vyudovania matematiky so zameranim na motivaciu, tvorivost a rozsi-
renie klG¢ovych kompetencii uditelov matematiky na ZS a SS, ktoré na
Fakulte matematiky, fyziky a informatiky Univerzity Komenského v Bratislave rea-
lizujeme pre ucitelov matematiky druhého stupna zakladnych 8kol a strednych Skol.
Strucne sme opisali organizac¢nt formu a obsah vzdelavania. V ¢lanku sme uviedli
tiez prehlad a reakcie ucastnikov vzdeldvania.

V ramci spitnej vizby na naSe vzdelavanie si ucastnicky pochvaluji najmé ak-
tudlnost tém vzdeldvania a ich priamu vyuzitelnost v pedagogickej praxi. Preto
verime, Ze nase vzdelavanie prispieva k zvySenému pouzivanie aktivizujtcich a mo-
tivaénych metdd absolventkami vzdeldvania na hodinach matematiky a tym tiez
k ich skvalitneniu.

Grantova podpora

Prispevok vznikol s podporou grantu MSVVaS SR KEGA ¢&. 074UK-4/2014.
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Vyuziti webového nastroje Khan Academy ve
vyuce matematiky na strfedni skole

Jiii VANCGURAL

V prispevku se zabyvame vyuzitim interaktivni sbirky uloh, kterd studentim nabizi
procvicovani s moznosti napovédy a ucitelum poskytuje podrobny prehled o cinnosti
studentu. Po kratkém predstaveni Khan Academy prezentujeme nektere vysledky
z pilotniho dotaznikového Setreni, kterého se zucastnilo 141 studenti ze 2 praz-
skych gymndzii. Na zaver predstavujeme webovou stranku, jejimz cilem je usnadnit
zapojeni Khan Academy do vyuky matematiky na stredni skole.

Khan Academy (dale KA) je neziskova organizace, kterd provozuje stejnojmenny
webovy nastroj — www.khanacademy.org. Od svého vzniku v roce 2008 prosla KA
dlouhym vyvojem. Dnes se jedna o rozsahly vzdélavaci web, ktery pokryva oblasti
z matematiky, prirodnich i humanitnich véd a informacnich technologii. Vzdélavaci
materialy zde prezentuji NASA, Pixar, Exploratorium a mnohé dalsi instituce. Diky
stédrym darcim muze KA poskytovat veskery obsah zcela bezplatné. V tomto
prispévku se zamérime na interaktivni sbirku tloh z matematiky, kterou KA nabizi.

Ve sbirce najdeme tlohy pokryvajici vétsinu latky zakladni i stfedni skoly. Pokud
student neni schopen tlohu vyresit, mtze se podivat na komentované feseni. Dale
ma k dispozici vyukové video, které se zabyva prislusnou latkou. Aby bylo cviceni
napovédy. Snimek obrazovky ze sbirky ukazuje obr. 1.

Zatimco si studenti procvicuji latku, mohou ucitelé sledovat jejich aktivitu. Po
zalozeni virtualni t¥idy nabizi KA uciteliim jak zevrubné statistiky, které poskytuji
prehled o ¢innosti celé tridy, tak velmi podrobna data o kazdém studentovi a kazdém
cviceni, které student resil.

Na Gymnéaziu Ptripotocéni v Praze 10 jsme v zafi 2015 KA zacali se studenty
pouzivat k domacimu procvicovani probrané latky. Na gymnaziu PORG v Praze
8 jiz KA pouzivaji od roku 2014. Studenttim KA nabizi velmi dobré podminky
k procviceni, piipadné douceni se latky. Uciteliim dava KA lepsi prehled o domaéci
pripravé studenti.

Studenty obou gymnazii jsme pozadali o vyplnéni dotazniku ohledné vyuzivani
KA. Dotaznik jsme castecné prevzali od institutu SRI, ktery provedl rozsahle;jsi
Setfeni v USA (Murphy et al., 2014). Nas dotaznik obsahoval uzaviené otazky
s pétistupnovou Likertovou skalou zamérené na motivaci a postoj k matematice

'KDM MFF UK, jivancura@gmail.com
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Obr. 1

obecné, dale na postoj k videim, cvicenim a dalsim prvkim KA a také otazky za-
meéfené na vliv KA na postoj k matematice. Dale nas dotaznik obsahoval oteviené
otazky zaméfené na viyhody a nevyhody KA z pohledu studenta. Set¥eni se zicast-
nilo 141 student od 3 riiznych ucitelti. Zde uvedeme jen nékolik vysledkti, které
povazujeme za nejdilezitéjsi. Na obr. 2 vidime cetnost odpovédi studenti na tii
uzaviené otazky s Likertovou $kalou (naprosto nesouhlasim, ¢astecné nesouhlasim,
nevim, ¢aste¢né souhlasim, naprosto souhlasim).

Na zakladé odpovédi studentt se zda, ze KA nemé negativni dopad na postoj
studentti k matematice (obr. 2, vlevo). Oproti bézné sbirce nabizi KA spolehli-
véjsi zpétnou vazbu. Aby byla tloha uznana jako spravné vyreSena, musi student
odpovédét bez napoveédy, presné a napoprvé. Vétsina studenti tak neprestane pro-
cvicovat ve chvili, kdy se domniva, Ze u¢ivu rozumi (obr. 2, uprostied), ale vytrva,
dokud tlohy skute¢né neumi resit. Vétsina studenti je navic schopna se latku doucit
pomoci nadpovéd nebo videi (obr. 2, vpravo).
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Obr. 2

Grafy na obr. 3 porovnavaji videa na KA s vykladem ucitele z pohledu studenta.
Data jsou rozdélena do tri kategorii podle uciteltl, kteri pii nasem Setifeni ucili
dotazované studenty. Vidime, ze studenti rtiznych ucitell se ve svém nazoru znacné
lisi.

Videa na KA jsou pro mé pfinosnéjsi nez
vyklad v hodiné, protoZe si je mohu
pozastavit, pfizpUsobit svému vlastnimu
tempu nebo pfehrat znovu.

Videa na KA nabizeji lepsi vysvétleni
neZ muj profesor.
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Obr. 3

Pouze 10 % studentt povazuje vysvétleni latky ve videich za lepsi nez vysvétleni
jejich ucitele, ale 42 % studentt povazuje videa za prinosnéjsi nez vyklad v hoding,
nebot si je mohou zastavit, pfehrat znovu a nikdo je pii studiu nerusi. Zatim nevime,
co presné 10 %, pripadné 42 % studentti povazuje na videich za prinosné. Na tuto
otazku se zaméfime v dal§im vyzkumu. Z grafu na obr. 4 vidime, Ze 65 % studenti
preferuje KA pred béznou sbirkou, kdy chlapci preferuji KA vice nez divky.
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V otevienych otazkach studenti uvadéli fadu vyhod, které jim podle jejich néa-
zoru KA piinasi. Zde se ale zamérime na uvadéné nevyhody, které se snazime resit
pomoci webovych stranek uvedenych dale.

e 22 % studentt uvadi jako hlavni nevyhodu angli¢tinu. Naopak 10 % studentt
uvadi anglictinu jako vyhodu KA.

e 22 % studenti povazuje nutnost vyresit 5 cviceni v fadé spravné za zbytecnou
nebo nevhodnou.

e 14 % studentt spatifuje nevyhodu v nutnosti internetového pfipojeni, které
neni vzdy k dispozici.

e 8% studentil povazuje web KA za neprehledny, bylo pro né naro¢né se re-
gistrovat, zapsat do t¥idy nebo pracovat s KA.

Za podnétnou povazujeme také vyhradu jednoho studenta k systému dotazii na
KA, ktery miize zptisobit, Ze novy dotaz zapadne hluboko mezi ostatni a nebude
nikdy zodpovézen. Ucitelé vidi prekazku v odlisné organizaci obsahu uciva, které
je na KA uspotradano podle osnov USA.

V reakci na tyto vysledky vytvarime webovou stranku, ktera by meéla pomoci
prekonat nékteré problémy studentt i ucitelt (www.jirivancura.cz/khanacademy).
Na strance jsou navody pro ucitele i studenty, které mohou usnadnit zavadéni KA
do vyuky. Dale na webu lze nalézt sbirku tloh, kde jsou cviceni usporadana podle
tradi¢nich ceskych vzdélavacich plant. Pod seznamem cviceni k danému tématu je
slovnik s klicovymi anglickymi terminy, které se ve cvicenich objevuji. Dale je pod
kazdym seznamem cvic¢eni prostor pro komentare uzivatelti. Studenti tak mohou
o problémech diskutovat v Ceském jazyce. Vérime, ze tento web usnadni a zefek-
tivni vyuziti KA v ceské skole. Kompletni vysledky dotaznikového Setfeni, dotaznik
i prezentaci z konference lze také nelézt na nasem webu.
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Matematické sustredenie pre Studentov ucitelstva

PETER VANKUS!

V priprave studentov ucitelstva matematiky na Fakulte matematiky, fyziky a infor-
matiky Univerzity Komenského v Bratislave je v ponuke vyberovy predmet Matema-
tické ucitelské sustredenie. DoleZitou castou aktivit na tomto predmete st aktivizu-
Juce a motiwacné metody vyucovania matematiky. Nds prispevok prezentuje uvedeny
predmet a venuje sa vybranym na nom realizovanym aktivitdm, medzi ktoré patria
najmd sutazné a strategické matematické hry a popularizacné matematické prednd-
sky.

Kvalitné priprava budicich uditelov je povazovana za jeden z klucovych faktorov
zvySovania urovne vzdelavacieho a vychovného procesu (Darling-Hammond, 2006).
V tomto smere je Ziaduce pripravit Studentov aj na pouzivanie aktivizujacich vy-
ucovacich metéd. Kladom tychto vyucovacich metdéd je, ze podporuju intenzivne
prezivanie, myslenie a konanie ziakov, zaujem ziakov o ucenie a rozvijaji pozna-
vacie procesy ziakov (Kotrba & Lacina, 2007). V ¢lanku opisovany predmet Ma-
tematické ucitelské ststredenie sa snazi prispiet v tomto smere, kedze pontka Stu-
dentom priamu skisenost s niektorymi aktivizujicimi vyucovacimi metédami. Tato
sktisenost mdze byt nésledne pre studentom motivaciou pouzivat takéto vyucovacie
metddy v ich budicej uditelskej praxi.

'FMFI UK v Bratislave, peter.vankus@gmail.com
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Matematické ucditelské stistredenie

Ako sme prezentovali v ivode, ciefom predmetu Matematické ucitelské stustredenie
je prezentovanie ¢innostného a kooperativneho vyucovania matematiky pre Studen-
tov uditelstva. Predmet je na Fakulte matematiky, fyziky a informatiky Univerzity
Komenského v Bratislave zaradeny ako vyberovy vo vsetkych roc¢nikoch bakalér-
skeho studia. Predmet je hodnoteny dvoma kreditmi. Podla semestra, v ktorom si
Student predmet zapisuje, je ndzov predmetu Jarné matematické ucitelské sustre-
denie resp. Jesenné matematické ucitelské sustredenie. Samotny predmet je realizo-
vany ako 3 dnovy pobyt, pocas ktorého Studenti absolvuju okolo 25 hodin aktivit.
V ramci informacnych listov v osnove predmetu studenti ndjdu nasledovné: formy
a metody ¢innostného a kooperativneho vyucovania, motivaéné odborné prednasky,
matematické hrové a siutazné aktivity, skupinové vyucovanie, praca s matematicky
nadanymi ziakmi.

Forma a metodika realizidcie predmetu Matematické ucitelské stustredenie méa
svoje korene v aktivitach realizovanych v ramci Taborov mladych matematikov
(Hejny, V. & Hejny, M., 1977) resp. kruzkov ZAMAT (Burjan, Bachraté, & Bach-
raty, 1986, 1987). Na Fakulte matematiky, fyziky a informatiky Univerzity Ko-
menského v Bratislave boli obdobné ststredenia realizované pre Studentom ucite-
[stva v rokoch 19992002 kolektivom J. Zabka, M. Balintova, V. Balint, P. Novotny,
S. Bednéarové et al. Podobné stistredenia st tiez realizované pre tispesnych riesitelov
matematickych sutazi (KMS, Sezam, Pikomat, seminare zdruzenia STROM, ...).
Predmet Matematické uditelské stustredenie moze preto slazit pre Studentov ako
motivacia, aby svojich budtcich Ziakov viedli k rieSeniu tychto stutazi.

Nami realizované ucitelské sustredenia prebiehaji od roku 2006, do konca roku
2015 bolo realizovanych uz 20 ststredeni. To by nebolo mozné bez spoluprace ko-
lektivu organizatorov, ktory je tvoreny asistentmi, doktorandmi, Studentmi a absol-
ventmi Fakulty matematiky, fyziky a informatiky Univerzity Komenského v Bra-
tislave. Poc¢as 20 ststredeni sa na organizovani podielali okrem injch: J. Duris,
P. Vankus, 1. Masaryk, E. Vyslocka (Mitkova), M. Pémova, M. Slavickova, M. Micha-
lik, J. Krchitavy, K. Kubaliakova. Sti¢asné zloZenie vedicich je (jesett 2015): J. Duris
(absolvent), P. Vankus (asistent), J. Krchiiavy (absolvent — uéitel), K. Kubaliakova
(absolventka — ucitelka), E. Fendekova (absolventka — ucitelka) a V. Se¢ (Student).

Realizované aktivity

Medzi klacové aktivity, ktoré tvoria didaktické jadro predmetu Matematické udi-
telské sustredenie patria sutazné a strategické matematické hry a popularizacné
matematické prednasky. V tejto ¢asti nasho prispevku pontikneme pre obmedzeny
rozsah len stru¢nt charakteristiku a odkazy na ukazky tychto aktivit, realizovanych
v ramci predmetu.
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Sttazné matematické hry (na sustredeni realizované pod nézvom N&boj)
predstavuji hrovi ¢innost spojeni s rieSenim matematickych tiloh. Pocas realizacie
sutaznej matematickej hry druZstva ziskavaju za spravne vyrieSenti matematicki
tlohu isté vyhody (fahy, suroviny a pod.), pouzitelné v sprievodnej hrovej ¢innosti.

Zadania matematickych tuloh, ktoré pocas tejto aktivity Studenti riesia su va-
¢Sinou preberané s prezencénych sutazi realizovanych organizatormi matematickych
seminarov (KMS, STROM a pod.). Cela aktivita prebieha v ramci stitaze druzstiev,
do ktorych su studenti pocas celého pobytu rozdeleni. (Rozdelenie do druZstiev je
pritom realizované so snahou o rovnocennost danych druzstiev z hladiska vykon-
nostnych aj inych.)

Napriklad v danej aktivite na jesen 2015 Studenti za kazda spravne vyrieSent
tlohu dostali karticku z hry Sety (Hra sety bola vymyslena autorkou M. J. Falco
v roku 1974. Pravidla st dostupné on-line na www.setgame.com). Vo vyhodnoco-
vani aktivity ziskali druzstva bod za kazdu spravne vyriesenu tulohu a tiez extra
body za kazdy spravne zlozeny set.

Strategické matematické hry (na ststredeni realizované pod nédzvom Mat-
boj) predstavuju sutaze dvojic v hrani matematickej hry. Tieto hry st vyberané
tak, aby rozvijali schopnost hracov strategicky mysliet. Hry st vii¢Sinou realizované
na Cistom papieri alebo $pecidlnom hracom podklade (napr. Stvorcova sief danych
rozmerov) a hréaci realizuja tah zakreslenim svojho symbolu resp. vykonanim istej
operacie.

Po odohrani istého poc¢tu partii sa dvojice hracov menia pricom dvojice su tvo-
rené obycajne hra¢mi z roznych timov, ktoré st vyberané vo forme turnaja ,kazdy
s kazdym“ resp. aktivita moze byt realizované aj ratingovou formou, kde si hraci
vyberaju superov z inych timov na priblizne rovnakej tirovni v hrani danej strate-
gickej hry.

Prikladom je hra ,, Symetrické piskvorky*, realizované na stistredeni na jar 2014.
V nej hraci postupuji obdobne ako pri klasickych piskvorkach, s rozdielom, ze pri
kazdom tahu musia zakreslit dva symboly, symetrické podla vodorovnej a zvislej
osi, ktoré rozdeluji herny pldn na polovice. Podrobnejsie pravidld najde citatel
v literattre dostupnej aj on-line (Brinckova, Uher¢ikova & Vankus, 2013: s. 94-97).

Popularizacné matematické prednasky predstavujiu aktivitu, ktorej cie-
fom je putavou formou priblizit t¢astnikom istti matematicka problematiku. Témy
prednasok su vyberané tak, aby mali vhodny motivacny potencial. Pri realizécii
prednasok sa potom kladie doraz na vzbudzovanie aktivity posluchacov vhodnymi
otazkami resp. rieSenim zadanych problémov. Okrem matematickych prednasok su
zaradované aj nematematické prednésky a tiez prednéasky pripravené ucastnikmi.

Na ilustraciu uvedieme nazvy prednasok realizované na jesen 2015: Ovecka —
geometria pre ZS (J. Duri§); Magické stvorce (pre druhy stupeti ZS, K. Kubaliakova);
Delenie vzoriek — tlohy s vahami (pre SS a VS, P.Vankus); Karnaughove mapy
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(pre SS, E. Fendekova); Efekt ukotvenia (psycholégia, V. Se¢); Overovanie matema-
tickych vysledkov odhadom (M. Michalik); Ako Tibetfania putuji po horach (SS
a VS, D. Csiba).

Zaver

V ramci prispevku sme prezentovali predmet Matematické ucitelské sustredenie,
realizovany na Fakulte matematiky, fyziky a informatiky Univerzity Komenského
v Bratislave. Stru¢ne sme opisali aktivizujice metddy, ktoré maji moznost Studenti
v ramci tohto predmetu prakticky zazit. Jedna sa najmi o sutazné matematické
hry, strategické matematické hry a popularizacné matematické prednasky. V ¢lanku
sme uviedli tiez priklady tychto aktivit.

Studenti, ktory uvedeny predmet absolvovali nAm v ramci hodnotenia predmetu
uviedli velmi pozitivne nazory ¢o sa tyka jeho zaujimavosti a uzito¢nosti. Verime, Ze
aj tento predmet ndm umozni pripravit Studentov na tspesné vykonavanie ucitelske;
profesie.

Grantova podpora
Prispevok vznikol s podporou grantu MSVVaS SR KEGA ¢. 074UK-4/2014.
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Kombinatorické tilohy v matematice 1. st. ZS

RENATA ZEMANOVA!

Predstavujeme kombinatorickou ulohu gradovanou do tri obtiznostnich stupni, jeji
pisemnd fesend Zdky 4. roéniku ZS a analyzu téchto Teseni. Zaméiujeme se na vyuZiti
1zomorfismu jako didaktického ndstroje, kdy ukazujeme gradaci od 1. do 5. roc-
niku 7S, a to véetné prechodu od konceptudlniho k procesudlnimu zaddni objekti.
V analyze konkrétnich Zakouvskych reseni zobecnujeme postup ucitele pri analyzach
Zakovskych reseni kombinatorickych loh.

Formulace problému

Kombinatorické tlohy se v matematice 1. st. ZS vyskytuji od 1. po 5. ro¢nik ZS. Zaci
jsou obvykle vyzvani, aby nasli vice (vSechna) feSeni usporadéani objektt, pficem?z
objekty mohou byt jak konceptudlni povahy (krychle, ¢isla, pismena, barvy...),
tak povahy procesudlni (pohyb. .. ). Zaci kombinatorické situace modeluji, postupné
odhaluji nastroje vyhledavani riznych reseni a sméruji k systemati¢nosti. Nadani
zaci pak sami tvori izomorfni tlohy.

Kombinatorické ulohy — zadani a rozbor

Ulohy 1-3, U1-3 (Hejny et al., 2010: s. 22), obr. 1: Kamil hledal, kolika zpiisoby
muze precist slova v tabulce. Provadél st pri tom evidenct sipkami. Zkus pokracovat
a najit vsechny zpisoby.

E[D[UJAJR] ||<|_5 [O V_L_V_A‘K‘:
olulalrlD] [LTA[R] T A K[A
A|lR|A Al | Sl R

E b Dot e Ao Rt B
ED>U—>A>R—D

E—>JQ—>7U;LA—> R—D

Obr. 1: Ulohy U1-U3 (Ul — Eduard, U2 — Klara, U3 — Otakar).

Uloha I1 (izomorfni s tlohou Ul; Hejny et al., 2009: s. 9, upraveno): Lenka
ma jednu krychlt cervenou a ctyri krychle modré. Kolik riznych vezZi z nich muze

IKMD, PdF OU v Ostravé, renata.zemanova@osu.cz
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postavit? Grafické feseni tlohy I1 viz obr. 2 (znac¢ime C — &ervena krychle, M —
modré krychle), tilohy U1 viz obr. 3 (zna¢ime — krok doprava, | krok dolt1). Uloha
I1 je jednodussi, protoze objektem tlohy je koncept (krychle), kdezto objektem
ulohy U1 je proces (pfesun z jednoho pismene tabulky na vedlejsi).

c| (M| M| (M| M s |- | e | s
M| €| M| (M| M = | & || 2|2
M| (M| (€| (M| M — | we] L] s ]
M| M| M| [C] M —% | sma | —3 | | e
M| (M| M| M| |C —F | mF [ —F | =2 &

Obr. 2: Grafické Teseni tlohy I1. Obr. 3: Grafické feseni tlohy Ul.

Uloha I2 (tloha izomorfni s ilohou U2; Hejny et al., 2008: s. 16): Pismena D, R,
A, K se vozila na pouti po dvojicich v autickdach. Napis vSechny mozZnosti. Grafické
feSeni tilohy 12 viz obr. 4 (znac¢ime C — ¢eka, J — jede), tlohy U2 viz obr. 5 (znacime
— krok doprava, | krok dolt). V tloze 12 mizZe ¢init potize uvédoméni si povahy
objektt jako stavi (,ceka“, ,jede”). Tuto tvahu ale zak provadét nemusi, chape
objekty konceptualné jako pismena a manipulativné fesi. Izomorfismus 12 a U2
neodhali.

DIRIAIKI [V [¥[>]>
ClCll ][>
chehl LT
¢clJ|J]|C

Jééjed,d,e
REANRE: AR AEAR
117 (€| € AR AR

Obr. 4: Grafické feseni  Obr. 5: Grafické feseni
ulohy 12. ulohy U2.

Stejné tak bychom nalezli llohu izomorfni s tlohou U3.
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Kombinatorické alohy — analyza zakovskych reseni

Na obr. 6 uvadime, jak alohy Ul-3 Yegila Adéla. Ulohy uchopila, graficky fesi vy-
razné lépe nez formalné (zapis cesty uzitim Sipek). V grafickém Feseni miZeme zva-
zovat, pro¢: 1) dochazi ke zméndm barvy cest mezi jednotlivymi tlohami, 2) v tloze
U1 dvé grafické cesty odpovidaji forméalnimu zapisu, ale tfeti nikoli, 3) v tloze U3
jsou dvé graficka feseni totozna. Ve formalnim feSeni, pro¢ nepokracuje v tloze Ul,
nepousti se ani do tlohy U3 a najde jen dvé cesty v tloze U2.
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Obr. 6: Zakovské feseni tloh Ul-3 Adéla.

Na obr. 7 vlevo uvadime feSeni tlohy U3 Beaty. Pokud jeji formélni zapis cest
prepiseme do tabulky a evidujeme ¢islem pozice, na kterych doslo k pohybu v jed-
nom sméru (zde doli), ziskdme néstroj pro snazsi vyhledavani naznakt systému
v zakovskych fesenich. Na obr. 7 zvyraziujeme obdélnikem (4.—6. fadek). V feSeni
dobre vidime fungovani mantinelové strategie, kdy Zéaci ¢asto jako prvni naleznou
cesty pres vrcholy obrazci (vlevo nebo doli dokud je to mozné, teprve potom
zména sméru). MuZeme zvazovat, pro¢ posledni dvé feSeni jsou totoznd s jinymi
dfive nalezenymi (navic je Beata uvadi na stejném Fadku). Jisté toto nepovazujeme
za chybu, kterou je mozné penalizovat, kdyz zadani tlohy nepozaduje nalezeni riiz-
nych zptsobd. O tom je mozné s zaky nasledné diskutovat.

Zavér

Podobnym zpiisobem pfipravujeme uéitele 1. stupné ZS jak k zadavéani a FeSeni
kombinatorickych tiloh ve vyuce matematiky, tak k analyze zdkovskych reseni. Usi-
lujeme, aby dokazali kombinatorické situace vyhledavat v redlném svéteé i v uceb-
nicich, pracovat se zkuSenosti zakl a cilené smérovali zejména k systematic¢nosti
reSeni, riznorodosti TeSitelskych strategii a ivaham o poc¢tu vSech rtiznych reseni.
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Obr. 7: Zakovské feseni tlohy U3 Beata, analyza.
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PRACOVNI DILNY

Matematicka analyza konstruktivisticky?

ANINO BELAN!?

V' clanku popisujeme proces tvorby kurzu matematickej analyzy, ktory kladie doraz
na principy konstruktivizmu. Zhrnieme teoretické vychodiskda a popiseme poradie,
v ktorom zavadzame jednotlive procepty z oblasti matematickej analyzy tak, aby
kladli co nagmenej epistemiologickych prekazZok, uvedieme niektoré reakcie Studentov
a pldn dalsej prace a viskumu.

Eddie M. Gray a David O. Tall vo svojom ¢lanku (1994) zavadzaji termin procept.
Slovo procept vzniklo spojenim slov proces a koncept. Vyjadruje spojenie troch
komponentov — matematického objektu (konceptu), procesu, ktory vedie k jeho
vzniku a symbolu, ktory reprezentuje ¢i uz objekt, alebo proces, ktory k jeho vzniku
viedol. Napriklad objekt 6 je zviazany s viacerymi procesmi — s pocitanim ,,jeden,
dva, tri, Styri, pit, Sest“, s vypoctami 3 + 3, 2- 3, 8 — 2, 3! pripadne f24xd33.

Vramci proceptu je koncept produktom procesu. Jav, kedy manipulaciou s ob-
jektami (redlnymi, slovnymi, symbolickymi alebo mentélnymi obrazmi) vznika novy
koncept, sa nazyva reifikacia. Vysledny procept teda obsahuje amalgam samotného
konceptu a procesov, ktoré k jeho vzniku viedli. Tento amalgadm ,,... umoznuje
mysliacemu ¢loveku pruzne v myslienkach prechédzat od procesu, ktorym nejaku
tlohu riesi ku konceptu, s ktorym pracuje ako s castou SirSej schémy.“

Milan Hejny vo svojej publikicii (2014) piSe: ,,Podla tejto (Grayovej a Tallo-
vej) interpretacie je schéma mentalny priestor, v ktorom dochadza k vzajomnému
prepajaniu, prelinaniu a organizovaniu procesov, proceptov a konceptov.” V knihe
popisuje metodiku, ktorej i¢elom je schémy efektivne budovat.

Hejny uvadza pit faz vzniku matematického poznatku:

e Motivacia: Dan4 je prirodzenou zvedavostou a tuzbou po poznatku. Kvalita
dalSieho vzdeldvacieho procesu na nej velmi tesne zavisi.

'FMFI UK v Bratislave, anino@smnd.sk
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Izolované modely: Konkrétne pripady budtcej znalosti, s ktorymi sa ziak
stretava. Faza izolovanych modelov mé $tyri podfazy: a) prva konkrétna sku-
senost s javom, b) postupny prichod dalsich izolovanych modelov, ktoré zatial
nie st prepojené, c) jednotlivé modely za¢ni na seba navzajom poukazovat,
vytvaraju sa klastre podelov, ktoré si v nejakom zmysle rovnaké, d) uvedo-
menie si podstaty tejto rovnakosti.

Genericky model (procesualny — konceptualny): Model, ktory ve-
dome zastupuje celil skupinu izolovanych modelov. Jeho vznik je ¢asto spre-
vadzany AHA efektom v podfaze d) predoslej fazy.

Abstraktny poznatok: Je to poznatok, ktory sa uz neviaze na konkrétny
model, zZiak mu rozumie a vie ho pouzivat autonémne.

Krystalizacia: Faza naviizovania poznatku na iné poznatky, ktoré uz ziak
ma. Tato faza sa Casovo prelina s ostatnymi a pokracuje aj po vzniku abs-
traktného poznatku.

Vytycili sme si za ciel vytvorit kurz matematickej analyzy funkcii jednej pre-
mennej, ktory by splnal nasledujtce kritéria:

Respektoval by ¢o najviac fazy vzniku matematického poznatku opisané Hej-
nym s prihliadnutim na tedriu proceptu.

Viedol by Studentov k samostatnej praci a objavovaniu.

Studenti by nasli odpovede na viésinu zékladnych otazok typu ,preco je to
tak*.

Diferencialny aj integralny pocet by sa budoval stcasne.

Bol by pouzitelny ako uc¢ebnica pre samoukov.

Rozoberme si niektoré z tychto kritérii podrobnejsie:

Respektovanie faz vzniku matematického poznatku

Pred tym, ako sa zavedie nejaky pojem, je najprv dolezité uviest situéciu pre rieSenie
ktorej je tento pojem klucovy. Toto je zvlast naroéné pre pojem limity, definiciou
ktorého vicsina kurzov matematickej analyzy zacina. Jej dnesnd ¢, 4 — podoba
vznikla v roku 1821 (Cauchyho kniha Cours D’Analyse), ¢o je viac, nez 150 rokov
po vzniku matematickej analyzy (Newton, 1666). Vznikla ako snaha korektnym
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sposobom odpovedat na problémy s nekonecne malymi veli¢inami a na kritiku Ber-
keleyho a Hobbesa. O tejto motivacii vSak Studenti, ktori sa matematicki analyzu
zaCinaju udit, nemaju ziadnu predstavu. V ¢lanku (Hejny & Hejny, 1978) o tom
autori Vit Hejny a Milan Hejny pisu:

Prvé stretnutie Studenta s limitou je rozpacité. Nevie preco, nevie naco. Ucitel
mu demonstruje to, co dejiny overili a osnovy predpisuju. On, student berie na ve-
domie. Potom pride tedria — definicia, veta, dokaz; jedna, druhd, tretia, ... Student
stale nevie naco a preco. SnaZi sa pochopit, ale mdrne. Chiyba stimuldcia, niet mo-
delov ani univerzalnych modelov, niet ani toho prvotného poznania Newtonowho
a Leibnitzovho. Zacina sa hned poznanim na druhom poschodi. Student sa snazi
prentknut do tajov limity, zvicsa vsak bezuspesne. A tak ako jeho mladsi priatel
v 1. triede ZDS aj on sa obrdti na osvedcéeni pamdt podopreti o dokonali sustavu
tahdkov. Ano, je pravda, Ze pride doba, kedy Student pochopi podstatu. Bude to
vsak zasluha prikladov a aplikdcii, ktore aspon dodatocne vyplnia vakuum modelov
a univerzalnych modelov. Malokedy sa vsak Studentovi podari preniknit do zdhad
tak, aby sa sdm mohol pustit do neprebadanich koncin. Vie iba imitovat, nevie
tvorit. Je schopny registrovat myslienky cudzie, ale neveri, Ze by mohol prispiet
myslienkou vlastnou.

V nasom kurze sme sa tymto problémom pokusili vyhnat viacerymi spdsobmi.
Prvé tri kapitoly venujeme tloham, ktoré obsahuji myslienky pouzivané matema-
tickou analyzou, ale Studenti st ich schopni riesit bez toho, aby im bola predloZené
patri¢na teodria.

V prvej kapitole sa venujeme rozboru filmového zéznamu lopticky. Studenti
dostand filmovy zaznam zvislého vrhu lopticky snimany kamerou s frekvenciou
25 snimkov za sekundu vytlaceny po jednotlivych snimkoch. Tento material umoz-
nuje otazky o tom, ako rychlo sa lopticka na ktorom snimku pohybuje. Tato situacia
umoznuje viaceré pristupy. Tato Cast sme zatial testovali na dvoch skupinéch Zia-
kov. V oboch skupinach Studenti dokézali prist s ideou derivacie aj symetricke;
derivécie (pri¢om hodnota dz bola rovné trvaniu jedného snimku, teda 0,04 s).

V druhej kapitole rozoberame zaznam siefovej prevadzky na siefovej karte. Ulo-
hou studentov je z tohto zaznamu zistit, aky velky stbor sa stiahol. Dalsie tlohy sa
tykali toho, aké cast siboru sa stiahla v uréenom case. Tieto tlohy st prirodzenou
propedeutikou integralu. Opit sa vyskytli rozne pristupy k rieSeniu od aproximécie
konStantami na jednotlivych intervaloch, na ktorych sa subor stahoval priblizne
rovnako rychlo aZz po zistovanie plochy grafu pomocou Photoshopu alebo Studen-
tami vytvoreného softvéru (pricom Studentom nebolo prezradené, ze plocha pod
grafom krivky hré nejaka podstatni tlohu, prisli na to sami).

Tieto dve kapitoly maju tlohu sprostredkovat Studentom izolované modely pre
derivicie a integraly, pricom oba tieto modely maji Sancu stat sa generickymi
modelmi. Rovnako tretia kapitola mé za tlohu budovat intuiciu. Tato kapitola
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predstavuje isti abstrakciu nad predoslymi dvoma kapitolami — hovori sa v nej
o termostate, ktorému sa pomocou vstupného grafu nastavuje, ako rychlo sa ma
menit teplota a Student ma nakreslit graf priebehu teploty, pripadne naopak Student
dostane graf Zelaného priebehu teploty a mé vytvorit vstupny graf pre termostat.
Vyskytuju sa tam teda tilohy s rovnakym principom, ako v prvej a druhej kapitole,
ale do hry vstupuje procept funkcie. To umoziiuje niektoré dalsie zovSeobecnenia,
zatial iba na intuitivnej Grovni. Na strane vstupov pre termostat sa spociatku vy-
skytuju len funkcie, ktoré st na jednotlivych intervaloch konstantné, na strane
priebehu pozadovanej teploty funkcie, ktoré st na jednotlivych intervaloch line-
arne. Niektori studenti ale boli schopni aj v pripade vstupnej funkcie y = %x urcit
priebeh teploty spravne a objavuje sa idea integralnych aj hornych integralnych si-
¢tov. Rovnako boli studenti schopni odhalit nerieSitelnost tlohy, ak ako pozadovany
priebeh teploty dostali nespojitt funkciu. Implicitne bola idea limity pritomnéa uz
v tejto faze.

V stvrtej kapitole zavedieme derivaciu pomocou dx, pricom pracujeme s fun-
kciou y = —4,82% + 9,87 — 1, ktora relativne presne aproximuje drahu lopticky
z prvej lekcie. Otéazka, ,ako rychlo rastie funkcia® ktord moze byt pre Studentov
epistemiologicky naro¢na, sa tak transformuje na otazku ,ako rychlo sa hybe lop-
ticka“, s ktorou uz maju studenti sktsenosti. Sticasne odpada problém rozliSovania
medzi derivaciou v bode a derivaciou ako funkciu, ktory sa zvykne objavit, ked
sa k zavedeniu derivacie pouziva geometrickd motivacia, v ktorej derivacia vystu-
puje ako smernica doty¢nice. Studenti vnimaji ako prirodzené, Ze rychlost lopticky
(a teda aj rychlost rastu funkcie polohy) sa meni v ¢ase, ale Ze moze byt zaujimavé
zistit ta rychlost nie iba vSeobecne, ale aj v niektorom konkrétnom ¢ase. Hodnota
dx zatial vystupuje v tlohe blizSie neurcenej snimkovacej frekvencie rychlostnej ka-
mery, takze ked sa objavi vo vysledku v nejakom ¢lene, tak ten ¢len s vyhldsenim,
Ze ,méame skutoéne dobri kameru“ zanedbame. Dopustame sa tak matematicke;
nepresnosti. Jeden Ziak tuto nepresnost odhalil. Jej podrobnej$iu analyzu ale od-
lozime az do 0smej kapitoly. Takto zavedend derivacia ndm umoznuje derivovat
funkcie y = 22, y = 23, uhadnut a dokézat pravidlo pre derivaciu y = x", derivéaciu
suc¢tu dvoch funkcii a derivaciu redlneho nésobku funkcie. Rovnako sa vyskytna
tlohy typu ,néjdite funkciu, ktorda ma uréent derivaciu®. Studenti s tymto apara-
tom opétovne vyriesia niektoré tilohy z predoslej kapitoly, ktoré boli vtedy narocné,
ale teraz sa daju riesit jednoducho.

Geometrickou strankou matematickej analyzy sa zaoberame az v piatej kapitole.
Studenti zistia, ze v¥pocet smernice dotyénice prebieha tplne rovnako, ako vypocet
rychlosti zmeny funkcie, ktory objavili v predoslych kapitolach. Okrem toho sa

.....

motivacii derivacie.
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Siesta kapitola je venovana uréitému integralu a fundamentélnej vete matema-
tickej analyzy. Analyzuje sa plocha pod grafom funkcie y = 2. Najprv sa podita
pomocou hornych integralnych stc¢tov. Tu sa Studentom najprv umozni, aby uhadli
vztah pre stcéet 12422+ 32+ ... +n? | nasleduje rozprava o tom, ako sa presvedgit
o tom, Ze uhadnuty vztah bude skutocne fungovat aj pre ¢isla, pre ktoré sme ho
neoverovali. S vyuzitim znalosti uvedeného suctu vedia studenti vypocitat horny
integralny sucet pre zvolené dx. Potom, ako absolvuja tento tazky vypocet, su Stu-
denti upozorneni na to, ze uz v stvrtej kapitole prisli na to, ze funkcia y = z? je
derivaciou funkcie y = %3 a ze uz v tretej kapitole prigli na to, Ze ak chci vediet,
o kolko sa zvicsi hodnota funkcie y = %3 na intervale (0; 1), potrebuju zistit obsah
oblasti pod grafom funkcie ¥y = 22 na tom istom intervale. Existuje ale ovela jedno-
duchsi sposob, ako zistit, o kolko sa zvic¢si hodnota y = %3 na intervale (0; 1). Staci
do funkcie krajné hodnoty dosadit a spravit rozdiel. To, Ze sa zaroven dozvieme ob-
sah pod grafom y = 22 je bonus. Zvazovali sme, ¢ studentov na tento jednoduchsi
sposob nechat prist samych, ale nakoniec sme sa rozhodli postup vyzradit. Dovod
bol ten, ze sme chceli, aby si vyskuasali aj techniku integralnych suctov a tak sme ich
naschval naviedli tym smerom, aj ked vSetky predpoklady k samostatnému odha-
leniu a pouzitiu Newton-Leibnitzovej vety uz mali. Keby si totiz najprv vymysleli
jednoduchsi sposob, bolo by pre studentov privelkym utrpenim robit to isté este
raz a nesikovnejsie. V opa¢nom poradi naopak velmi ocenili eleganciu a efektivnost
druhého postupu. Podobne ako pri derivacii v bode a derivacii ako funkcii, ani tu
sa nevyskytli problémy v rozliSeni medzi urcitym a neurcitym integralom. Najprv
bol zavedeny urcity integral a hladanie primitivnej funkcie sa ukdzalo ako velmi
efektivny sposob jeho vypoctu.

Uc¢elom siedmej kapitoly je privykntt fudi na to, ze ak uz nejaké derivacie &
integraly poznaju, nemusia stile pouzivat j—z techniku, ale mozu tato znalost vyuzit
priamo. (To, Ze to Ziaci mali stale sklon robit, aj ked uz mali v rukéch efektivnej-
Siu techniku, a stéle zotrvavali vo faze procesu, bolo pre nas prekvapenim. Ucelom
tejto kapitoly bolo napomoct transformacii procesu derivovania a integrovania na
koncept.) Kapitola dalej otvara niektoré nové otazky typu zistovanie extrémov (aj
ked otézka tohto typu sa riesila pri analjze letu lopticky), zistovanie priebehu funk-
cie a zostavovanie integralov. Tymto témam bude ale neskér venovana samostatna
kapitola.

V o6smej kapitoly kone¢ne dozrel ¢as na to, aby sa Studenti zacali zaoberat li-
mitou. Ziakom sa prednesti nadmietky Berkeleyho a Hobbesa v povodnej (patri¢ne
pobtrenej) podobe. Pristup, zZe ked sa nam to hodi, tak sa k spréavame ako k ne-
nulovému a inokedy ho vyhldsime za nulu, nie je podla Berkeleyho ,ani slusny,
ani presvedcivy® (George Berkeley: The Analyst). Studenti st schopni tiito kritiku
prijat a dokonca sa s fiou intelektualne vyrovnat. Ako experimentélna funkcia bola
zvolend y = 3. S—Z vyslo pre nenulové dz rovné 322 + 3z dx +dz?. Cleny 3z dz + da?
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Studenti vyhlasili za ,,chybu® a rozvijali ivahy o tom, ¢i vedia vhodne zvolit dx tak,
aby tato chyba bola Iubovolne mald. Pojem limity si tak vymysleli sami. Okrem
toho v tejto kapitole nastolime namietku, ze preco moézeme krivku za tcelom poci-
tania obsahu pod krivkou nahradit schodmi so Sirkou dz, ale nemdZeme to spravit,
ak chceme podcitat dizku krivky (vedie to k zndmemu paradoxu, v ktorom dlzka
uhlopriecky jednotkového §tvorca vyjde rovna 2). Studenti si uvedomili, Ze aj v pri-
pade pocitania obsahu pomocou schodov prevysujucich funkciu dostaneme horny
odhad obsahu. Aby sme si ale boli isti, Se to mame spravne, musime spravit aj
dolny odhad a ukéazat, Ze sa bude blizif k tomu istému ¢islu.

V deviatej kapitole zavedieme limitu funkcie pomocou ¢, § konvencie, pricom
pismeno ¢ sme na oznacenie velkosti chyby, pod ktort sa vhodnou volbou dz méame
dostat pouzivali uz v predoslej kapitole. Predvedieme dokazy o stcte a stcine limit
(pretoze st trikové a naro¢né), nau¢ime studentov s limitami pracovat a zavedieme
limitu ako derivaciu. Vdaka korektnému zavedeniu limity vedia Studenti zodpovedat
otazku, ako je to s derivaciou funkcie y = |x| pre z = 0 (tento problém bol nastoleny
uz v stvrtej kapitole).

Pocas prvych deviatich kapitol sa takto studenti oboznamili so zakladnymi pro-
ceptami, s ktorymi matematicka analyza pracuje. Poradie, v ktorom sa tak stalo, je
iné, nez v pripade vicsiny sicasnych nam znamych kurzov matematickej analyzy.
Dodrziava viac historicky sled vzniku jednotlivych pojmov (aj ked nie tiplne — na-
priklad tvahy podobné itvahdm o ohraniceniach z 6smej kapitoly robili uz Eudoxos
a Archimedes). Kazdy pojem, ktory je zavedeny, ale predchadza dosledna motiva-
cia, aby bolo zrejmé, preco je zavedeny, na ¢o slizi a ¢o sa s jeho pomocou dé zistit
a Studentom st poskytnuté modely, ktoré maji Sancu stat sa generickymi modelmi,
na ktorych sa da vystavat abstraktny poznatok.

Odpovede na zakladné otazky

V niektorych starsich kurzoch matematickej analyzy (zvlast tych pre technické
Skoly) sme sa stretli s pristupom ,v tejto tabulke néjdete derivéicie elementér-
nych funkcii, zdkladné pravidla derivovania st takéto, podme derivovat®. Napriek
tomu, zZe Studenti boli predtym vystaveni €, § — trapeniu, ktorému mnohi z nich po-
riadne neporozumeli, tabulka derivacii a integralov elementarnych funkcii im bola
predloZend ako niec¢o, Comu maju bez dalSieho vysvetlenia uverit.

Situaciu v stucasnosti ¢iastoc¢ne vylepsilo pouzitie vypoctovej techniky. Tento pri-
stup sa nam v mnohych pripadoch javi ako dostato¢ny a nazorny. Ma ti vyhodu,
ze umoznuje Studentom sa s funkciami zaoberat hmatatelnym spdsobom, posky-
tuje mnoho izolovanych modelov a buduje intuiciu. Jeho nevyhodou je, ze kritikov
typu Berkeley by sotva uspokojil. Pouzity softvér totiz pouziva nejaké konkrétne
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nenulové dzx a derivaciu pocita numericky. Je otazne, ¢i pri volbe takéhoto pristupu
k matematickej analyze treba vobec zavadzat pojem limity.

V nasom kurze sa nebranime vyuzitiu vypoctovej techniky. Ale v niektorych
pripadoch by nam bolo Iito neukizat Studentom hlbsie matematické suvislosti,
ktoré medzi niektorymi funkciami a ich derivaciami/integralmi vladnu.

Desiata kapitola nasho kurzu sa preto venuje hladaniu derivéicii a integralov
o zovSeobecnenie vztahov, ktoré Studenti objavili uz v Stvrtej kapitole na celé
¢isla. Ako problematicky sa ukaze jedine vypocet [ 2~ dz. Dieléie tlohy, pomocou
ktorych Studenti zistia, ze uvedeny integral bude nejaky logaritmus, tvoria pod-
statna Cast tejto kapitoly. Zaklad tohto logaritmu bude také ¢islo e, pre ktoré plati
fle 2z~ 'dz = 1. Studenti pomocou numerického integrovania zistili, Ze hodnota e lezi
medzi 2,717 a 2,720. Nami pouzity pristup je este vhodnejsi, nez uhadnutie sprav-
nej funkcie a nasledné nazorné overenie pomocou pocitaca, pretoze studentom sa
krok po kroku ukazuje sposob, akym sa funkcia nasla a Studenti moézu objav urobit
sami.

Podobne v jedenastej kapitole vypocitame derivaciu funkcii y = sinz
a y = cosx. Velkd Cast tejto kapitoly je venovana geometrii — najméi najdeniu
suctovych vzorcov pre sinus a kosinus a dokazu toho, Ze limita funkcie y = = je

pre x iduace k 0 rovna 1. V&A¢Sinu odvodzovania opit vykonaji Studenti.

Sucasné budovanie diferencialneho a integralneho poctu

S tymto pristupom sme sa zatial stretli iba v knihe (Courant, 1961). Aj pri budovani
nasho kurzu tento pristup mnohé veci zjednodusil a mnohé uc¢inil ndzornejsimi. Pro-
cesy derivovania a integrovania navzajom tzko suvisia a ukazuje sa ako vhodné,
aby si Studenti tato viizbu uvedomili hned od zaciatku, pretoze je sucastou jed-
ného proceptu. Ako zvlast vhodny sa tento pristup ukézal byt aj v dalsich dvoch
kapitolach.

V dvanastej kapitole derivujeme sti¢in funkcii a sticasne s tym zavadzame pra-
vidlo per-partes, ktoré je prirodzenym dosledkom vztahu pre derivéciu stcinu. Ked-
ze derivaciu funkcie y = ﬁ sme uz zistili v desiatej kapitole, Studenti vedia zistit
aj derivaciu podielu dvoch funkecii.

V trinastej kapitole derivujeme zlozenu funkciu a sticasne zavadzame pravidlo
substittiicie. Samotny koncept zlozenej funkcie je didakticky pomerne naro¢ny a pre-
to mu predchidza fyzikalna motivacia a dba sa na jeho spravne upevnenie. Deri-
vacia zlozenej funkcie sa najprv uvedie v Leibnitzovskej notacii a neskor sa vykona
aj korektny dékaz pomocou limit. Studenti tak maji moznost vidief jednoduchost
a eleganciu prvého pristupu, aj vypovednu silu druhého, ktory odhali detaily a pod-
mienky platnosti, ktoré z prvého pristupu neboli viditelné. Okrem toho sa pri vy-
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pocte integralov substitué¢nou metodou Standardne pouziva prave Leibnitzovska
notacia. Hodnota dx sa nahradza nejakym nasobkom dt. V niektorych kurzoch
sa Studenti s Leibnitzovskou notaciou prvykrat stretnt prave tu a bez toho, aby
jej rozumeli, je pre nich casto substitu¢na metéda iba algoritmus, ktory nejako
zazracne funguje. V trinastej kapitole okrem iného ndjdeme derivacie mnohych in-
verznych funkcii (e”, arctgz, arcsinx, arccosz) a odvodime pre jeden konkrétny
pripad Ciolkovského raketova rovnicu.

Strnasta kapitola je sthrnna kapitola, ktord obsahuje vzorce a triky, derivécie
a integraly elementarnych funkcii spolu s odkazmi na tlohy, v ktorych ich stu-
denti zistili. Niektoré derivacie a integraly ostali nedopocitané a uzavriet tabulku
je hlavnou tlohou tejto kapitoly.

Patnasta kapitola je venovana aplikadciam derivacii a integralov. Optimaliza¢né
tlohy pochadzaji z geometrie, ekondmie a fyziky (Snellov zdkon lomu), tlohy na
integraly zahffiaju vypocet prace a kinetickej energie (aplikovany na vypocet dru-
hej kozmickej rychlosti), vypocet objemov rotacnych telies, rota¢nych momentov,
taziska a inych fyzikalnych tloh.

V pétnastej kapitole sa zaoberame tlohou, ¢i moze tazisko plochy pod gra-
fom funkcie y = 2" pre x € (0;1) lezat mimo tato plochu. (KedZe oblast je
nekonvexn4, principidlne to moné je.) TaZisko zmienenej plochy mé stradnice
[Z—g; 471112]. Otéazka teda znie, ¢i moze pre niektoré n nastat, ze (Z—g)n < 47;112. Tato
uloha prirodzene otvara svet postupnosti a ich limit, ktorému je venovana Sestnasta
kapitola. Je zavedend limita postupnosti, Studenti sa s 1fiou naudia pracovat, zistia,
ze lim, (1 + %)n = e. Je vyrieSend otvorenda uloha z predoslej kapitoly. Otvori
sa otazka suctu nekonecéného radu nastolend kedysi v prvej kapitole. VysSetri sa
konvergencia suctu geometrickej postupnosti, ktora dalej inSpiruje k hfadaniu Mac-
laurinovho radu. St najdené rozvoje niektorych funkcii do radov a s ich pomocou
st vypoéitané presnejsie hodnoty e, 7 ¢ In 2. Studentom ukaZeme odvodenie Eule-
rovej formuly €™ +1 = 0 a niektoré paradoxy, ktoré mézu vzniknat pri neopatrnom
narabani s radmi a st upozorneni na existenciu funkcie, ktora nie je konstantna,
ale vSetky jej derivacie v nule st rovné nule a teda jej rozvoj do Maclaurinovho
radu je problematicky. Tieto problémy nerieSime, ale ponechavame ich otvorené.

Sedemnaésta kapitola je venovana aproximacii funkcii linedrnou funkciou a od-
hadu chyby. Motivacia je zaloZena na pribehu, ktory vo svojej autobiografii ,To
snad nemyslite v4zné?“ rozprava Richard Feynman. Dalsou témou kapitoly je Ne-
wtonova dotyc¢nicovd metdda a Taylorov rozvoj funkcie (tentokrat na rozdiel od
predoslej kapitoly aj s odhadom chyby), ktoré obe z linedrnou aproximéciou stavi-
sia, aj ked kazd4a z tém inym spdsobom.

Kurz zakoncia posledné dve kapitoly, ktoré buda venované diferencialnym rov-
niciam, ale zatial nie s napisané. V osemnéstej kapitole sa budeme zaoberat mo-
tivacii, numerickym rieSenim diferencidlnych rovnic, konstrukciu smerového pola
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a metodou separacie premennych, v devitnastej kapitole bude metdoda variacie ko-
nstanty, rieSenie diferencidlnych rovnic vyssich radov s konstantnymi koeficientami,
zostavovanie diferencidlnych rovnic a niektoré fyzikalne a iné aplikacie.

Zaver

Kurz, ktory budujeme, je zaloZeny na konstruktivistickych principoch. Zatial sa
nachadza v $tadiu tvorby. Studentov, ktori kurz absolvovali, hodlame otestovat
pomocou Calculus Concept Inventory testu Jeroma Epsteina (Epstein, 2013) aj
pomocou postojového dotaznika.
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Od planku k mapé
MICHAELA KASLOVA!

Problematika prispévku zasahuje vsechny vékové skupiny od materské skoly po SS.
Ukazuje na vyznam pestrosti pristupi a variantnosti kontextd a ndstroji v priprave
na pract § mapou.

Mapa a didaktika matematiky

Prace s mapou sice zacinad ve vlastivédé jiz na prvnim stupni, prace s plankem se
objevuje izolované i v ucebnicich matematiky. Pokud se ucitel opira dominantné
o ucebnice, je zfejmé, ze zde chybi priprava na praci s mapou, respektive systema-
ticky gradovana rada aktivit, které by umoznily ditéti pochopit, o co v mapé jde,
respektive ji umét pouzivat. Mapa reflektuje svoji podstatou 3D svét na povrchu
zemeékoule, respektive pfi trose idealizace na povrchu kulové plochy, u planku na
malém tzemi jde zjednodusené o transformaci do roviny.

Mapa je produktem dvou transformaci (Kaslova, 2015a): a) transformace této
3D reality do roviny euklidovského typu, tedy jeji vznik s sebou nutné nese jiz
urcitd zkresleni, b) transformace velikostni, v uréitém poméru 1 : n, zpravidla pro
n > 1000. Potlaceni treti dimenze se opira jednak o urcitou zkusenost provaza-
nou na potirebnou miru prostorové predstavivosti, jednak o schopnost zmensovat
diive vnimané v pfedstave, jednak stoji na tradicich a fadé timluv. Sladéni zobra-
zovaného prostoru s mapou se déje skrze natoceni mapy vzhledem ke svétovym
strandm. Z4adna mapa (véetné té na GPS) neni absolutné bez chyby. Dvé stejné
dlouhé ¢ary nemuseji predstavovat dvé stejné dlouhé cesty v realité. Pokud chceme
toto pravidlo dodrzet i mimo praci v ,rovném terénu“, pak se zpravidla uchylu-
jeme k ur¢itym plankim a schémattim (viz tlohy v Matematické olympiadé, Dejte
hlavy dohromady, Matematické rallye, nebo tlohy v uc¢ebnicich MU AV CSR 1997
(Koman et al.) — nejen ulohy o rychlosti, ale predevsim o ekonomice cestovani).
Z ptedchoziho plyne, Ze cesta k mapé by méla probéhnout z pohledu zéka/ditéte
urcitymi etapami, které nevylucuji setkani s mapou, avsak v danych aktivitach dité
pronikne do toho, na ¢em mapa stavi (dva druhy transformaci a préace s grafickym
znakem na zadkladé umluvy), lze vyuzit i plankid. K fixaci a prohloubeni poznatki,
tykajicich se mapy, je pottebné zadavat zaktim aktivity v mapé, které jsou pro né
smysluplné a které odpovidaji zajmtm soucasné generace. To, co v ucebnicich neni,
to je nabidka alternujicich aktivit s mapou, tedy aktivit opirajicich se o tutéz pod-
statu, majici tutéz strukturu informaci, avsak lisici se kontextem tak, aby si zak
mohl vybrat.

'KMDM, PedF UK, michaela.kaslova@pedf.cuni.cz
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Obr. 1

Planek je méné naro¢ny na tvorbu a pochopeni. V zasadé ma dvé podoby:
a) Jednodussi je blizsi schématu, neni zavisly na presném dodrzeni méritka, ale
zachovava proporce rozméru jednotlivych objekti i objekt k sobé navzajem (me-
nsimu objektu odpovidé i mensi atvar), pripousti neoficialni grafické znaky, vybira
ucelové jen nékteré objekty, mize pfipominat détsky obréazek. b) Slozitéjsi podoba
planku jiz pracuje s méritkem, opird se o dohody v uziti znakt. Je blizsi starym
mapam. V obou pripadech se zachovava vzajemné postaveni objektli. Na rozdil od
mapy se u planku nemusi vyskytovat orientace pfes svétové strany, ale natoceni
planku vzhledem k realité casto stoji na vztahu dvou vyznamnych objektt jako,
napr. okno a dvere, kostel a Skola, nadrazi a feka a podobné v zavislosti na velikosti
prostoru, ktery se do planku promita. Planky se od sebe lisi iicelem, to znamena, ze
se dva planky téhoz prostoru mohou lisit od sebe zobrazovanymi objekty, mirou de-
tailti (planek télocviény pro cvicitele, nebo planek télocviény pro osobu vysetiujici
traz). U plankt je vyznamné si uvédomit, co déti/zaky zajima a co ne. Napft. déti
od materské skoly po osmy ro¢nik nebavi planek tridy, i kdyz je realita na dosah.
Vétsinou potfebuji mit planek spjaty s n€jakym déjem, ktery ukaze smysluplnost
tvorby planku. Fotografie nemtize nahradit planek, je pro dité slozitéjsi, ¢asto plna
nepodstatnych detailti, mnohdy na rozdil od mapy/planku odrazi emoce (Kaslova,
2011).

Aktivity

V nasledujici nabidce se objevi propedeutické aktivity s obménami a naméty pro
praci s mapou. K aktivitdm jsou doplnény klicové komentafe pfevzaté (piepis)
z praxe, nebo upravené (shrnujici vice pozorovanych situaci) se zaméfenim na to
nejfrekventovanéjsi. AM aktivity v mateiské skole sméruji ke strukturovanému
vnimani 2-3 fixnich orientac¢nich bodu a k registraci pohybu dalsiho
orientaéniho bodu (kterym je zpravidla dité samo, nebo jeho kamarad, ¢i pred-
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mét, ktery nékdo z nich drzi, manipuluje s nim; napt. osobni nebo nakladni auto,
kosik s nadilkou, détsky kocarek). AP znaci aktivity optimélni pro prvni stuperi,
AD pro druhy a AT pro tieti stupen — tedy stfedni skoly. Prvni aktivity musi byt
zafazeny do uzavieného prostoru nejen pro lepsi koncentraci déti, ale i usnadnéni
prostorové orientace (kde co je vzhledem ke mné a vzhledem jednoho k druhému)
a prostorové dynamické paméti. AM jsou opakované odzkouseny v materskych
skolach Prahy 1 (1982-2016), v Jihlavé, Nachodé, Litomysli, Chomutoveé, Karlo-
virch Varech, Mladé Boleslavi, Liberci, Usti nad Labem. Aktivity AM lze zafadit
do 1. a 2. r. ZS, u star§ich déti s mentalni retardaci.

AM1 V TELOCVICNE?

Pomiucky: A) novinovy papir, B) barevné ¢tvrtky a ntzky

Obr. 2

Postup je upraven na zakladé préce s détmi ve véku 4-7 let (1981-2015): vedle
prekazkové drahy v télocviéné — vedle naradi polozime na zem listy novin tak, aby po
pteloZeni/sloZeni v nepatrném zmenseni predstavovaly pohled shora na jednotliva
naradi. Mtzeme déti nechat se dohadovat, co jsme udélali. Pak nechame dobrovol-
nika s plySovym medvédem ,zacvi¢it® to, co déti samy na draze provadély (pre-
valy, prelézani, skoky, chizi apod.), protoze dité vaze na tvar funkci. Zmenseni neni
vyrazné proto, ze nékteré déti (pripadné mladsi zaci P) maji horsi predstavivost
a nezvladaji soucasné zpracovat predstavu transformace do roviny (,zplacnuti“)
a zmenseni. Déti ,zplacnuté® naradi pojmenuji. Pristé déti privedeme do télocvi-
¢ny a na zemi lezi nase ,zplacnuté” modely v jiné sestavé. Déti maji za kol podle
identifikace objekti s nasi dopomoci pripravit novou prekazkovou drahu. V dalsi
hodiné samy déti kladou ¢i vytvareji modely a jind skupina premysli, jakou drahu
mé pripravit. Na tuto zkusenost mtze po docviceni drahy navazat i kresba déti na
A3 s tim, ze zakresli drahu, piipadné i sebe. V aktivité B pfipravime détem jedno-
barevné dilky z barevné ¢tvrtky, které jsou 2D modelem jednotlivych nafadi/nacini
(kuzelky, obruce, lano), kazdy si vytvari ,svoji télocviénu“, pohybuje po ni pana-
¢kem a 1ika, co kde déla. Verbalni stranka je dulezita. Manipulace musi predchazet

2Podrobné v (Kaslové, 2015c).
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nebo jit soubézné s grafickym zaznamem. Ptiprava drahy na zakladé fotografie je
v predskolnim véku diskutabilni (Kaslova, 2011).

AM2 AP, AD POKOJ — BYT?

Pomicky: kooperace — na 2 déti v M/4 zdky v P, D 6 dvojlistti novin.
Vhodné prostredi: télocviéna nebo chodba, navaznost na AMI.

Obr. 3

Prekladame a trhdme noviny tak, abychom sestavili pokoj/garsonku, byt. Nic
nesmi ,,tréet nahoru“. Rozvijime cit pro proporce, pracujeme jak s velikostni trans-
formaci, tak transformaci z 3D do 2D. Malé déti zacinaji postylkou o takové ve-
likosti, aby se na ni vesly. Ostatni rozméry tomu prizptsobuji. Pak se skupiny
navstévuji, dohaduji se, co ktery kus novin predstavuje, co tam asi chybi (u malych
¢asto dveie). Zaci maji sviij vytvor vyfotografovat a zakreslit na papir. Nedoporu-
¢uji ¢tvereckovany papir, zaci pak délaji korekci své tvorby, misto aby zaznamenali,
co sestavili. Aktivita je rovnéz socialni sondou.

AM3 Vysvobozeni princezny*

Matetska skola, uzavieny prostor t¥idy, koberec 2 x 3 m, predméty zastupujici détsky
svét fantazie (napf. modré gymnastickd obruc je rybnik/bazina, st¥ibrny plechovy
ko$ na odpadky/plastova krabice je sklenéna hora/skala, hnédy proutény kosicek
je husty neprostupny les/bodavé trni, kieslo nebo ribstol je hrad). Situace: obr. 4.
Situaci zakreslime na A4 schematicky, détsky (obr. 5) tak, aby do néj dité mohlo
zasahovat.

3 Autorska aktivita, (Kaslova, 1978).
4 Autorska kombinatoricks aktivita, M. Kaslova.
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Obr. 4 Obr. 5

Ukol &ast A pro 6 aktéril, piipadné pozorovatele: Jste na startu (na papiru je
to puntik). Mdte vysvobodit princeznu, ale musite k ni dojit nejméné tremi ruznymi
cestams.

Podminka: Nevracime se a po Zddném kousku cesty nemizes jit dvakrdt, treba
chodit dokola kolem baziny. Pozn. Pro nékteré déti je nova cesta jen takova, ktera
s jinou neméa ani usek spole¢ny, zpravidla proto, Ze nova cesta je ekvivalentem
,moje” cesta ve smyslu privlastnéni; to je pripadné tireba odstranit — vysvétlit.
Jde prvni, popise, kudy Sel, pro jistotu se toutéz cestou vrati na start a znovu
od startu ke hradu, aby se jeho cesta fixovala i pozorovatelim. Popis je nutny,
protoze 14-15 % pétiletych bez slovniho popisu (napft. mezi baZinou a trnim) tépe.
Pokud jsme dali podminku t¥i cest a kazda byla jina, princeznu jsme vysvobodili.
Mize to zkusit dalsi skupina, nebo pozorovatelé si projdou kouzelnou krajinu sami,
aniz by princeznu vysvobozovali, coz nékterym vyhovuje. U zkuSenéjSich déti Ize
pracovat se 6 cestami, pti opakovani aktivity doporucuji zménit smysl hledani cesty
a prekazky prestavét (pozor, nékdy se méni pocet moznosti).

Ukol ¢ast B: Kdo se prosel, sedne si ke stolecku, vezme si ode mne jednu
pastelku a zakresli, kudy $el od startu (puntik dole) ke hradu nahote. Nékdo Sel
a mél kopec po levé ruce, jing mél skleneny kopec po pravé ruce (rekapitulace,
neprimd ndpovéda). Pokud si nékdo nemize vzpomenout, projde si to jesté jednou

. Kdo mad hotovo, vezme si ode mne jinou barvu a zakresli cestu, po ktere Sel
nékdo jiny ... Kdo chce dalsi pastelku? . ..

Ukol &ast C: Kdo md mapu, piijde se mnou na viak (postavime se do zastupu
a dojedeme na start jako turisté ve vlaku, déti vystoupi a ja kazdému zadam,
po které znacce (barva cesty) se vyda na hrad a po které (jiné) se vrati. Détem
neradime, jsou déti, které nepotiebuji mapou otacet ani pri zpatecni cesté.

Efekt: Dité chape barevnou cestu jako stopu i jako navod, ktery je zavisly na
postaveni orientacnich bodt, tvar cesty a jeji délka zatim nehraji roli.
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Obr. 6

AM4 NADILKA /KOLEDA’

Materska skola, uzavreny prostor, lze az na 3 x4 m., zdroj svétla za zady startujiciho
hrace z bilé mety.

Pomucky: tfi barevné dily — cihly z molitanové stavebnice, kosik na nadilku
a nadilka (bud 3 stejné, nebo 3 rtzné véci).

Obr. 7

Zvolime tii pevné orientacni body — rtizné barevné domecky, ve kterych bydli
déti nebo zviratka. Zvlast vymezime start (bily puntik) pro Mikulase/kolednika.
Poradi obdarovavanych si uréi kazdy sam. Pak svoji cestu zakresli do planku (A4).
Pak svoji trasu zakresli. V dalsi fazi se déti své ,mapy“ vymeéni a jdou nadilet
podle toho, co maji na obrazku (nékdo mohl jit nejdiiv k ¢ernému, pak k modrému
nakonec k ¢ervenému, jiny mohl jit na nadilku k domeckim v jiném poradi).

Obmény: a) do prostoru priddme prekazky (kostel, strom, zahradu); b) kdo
nadili, ma v kosicku 3 rtzné darky (bandn, pomerané, jablicko) a roli hraje i to,
co ve kterém domecku nadéli. Pak to musi do své mapy néjak zaznamenat, aby

® Autorska kombinatorickd aktivita (Kaslova, 1981).
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to ,ctenaifim® mapy bylo jasné; treba barevnym puntikem, znackou na principu
tvarové podobnosti, pfipadné pismenem; c¢) déti si mapy vyméni a dité ¢te v cizi
mapé, co se délo (kudy chodil Mikulas, pfipadné co komu dal), sestavuje piibéh,
ktery muze obohatit ve svém vypravéni pro jiné. Kontextova obména: chodime po
koledé, kam nejdriv, kam potom, co jsem kde vykoledoval.

Efekt: dité se uci prijmout cizi kéd, jde stale o imluvu a détsky kéd spojeny
s manipulaci (u domecku necha darek) a s kinezi, ptipadné se ,Ctenim v mapé®,
prace s moznostmi a paméti.

AM1 i AM2 lze pozdéji prenést do jiného prostoru: velkého uzavieného nebo
polozavieného.

AMS5 (Ize i AP1 a AD) SADROVA KRAJINA — OSTROV

Organizace: M skupiny po 5-6 s jednim dozorem, zaci P, D ve skupinach po 3—4.

Obr. 8

Material na skupinu: modelarska sadra 1kg, plastovy kuchynsky kyblik s vic-
kem (bily, 31), stérka, tac, igelit na tac a na stul, pfipadné lZice, voda a nabéracka,
stétce, vodovky, papir A3.

Postup: Rozmichdme siddru a na tacu pokrytém igelitem vytvorime ostrov,
sadru neklademe k okrajim tacu, dbame na to, aby vznikla predstava sadrového
ostrova na igelitovém moti. Modelujeme lzicemi/stérkou krajinu s kopci a idolimi.
Po ztvrdnuti jeden opatrné podlozi a pienese (v matefské Skole ucitelka) sadrovy
vytvor na papir a déti fixem obkresli hranice, nebo podle predlohy kresli na papir
a dle svého zaznamenaji na papiru umisténi kopcti. Pak navrhnou, kudy potece
feka, kde budou skély a kde bude trava, les (pfipadné pole). Porovnaji si zékresy
a dohodnou se, jak bude jejich ostrov vypadat. Vodovkami natifou povrch, teprve
na zaschlou barvu vyznadi feku. Vybarvime i obrazky na papiru (pfipomind mapy

112



z 13. a 14. stoleti). Malé déti si na papir mohou dokreslit i domecky a stromy.
U starsich (AP, AD) chceme nejdfive znat vysku kopcii vzhledem k okolnimu terénu
a pak je smérujeme k promysleni Sitky toku feky. V materské skole pouzijeme
figurky od ,Clovéée, nezlob se“ a vyuZzijeme modelu pro dramatizaci piibéhi na
ostrové (pokladil). Kdo nehraje v sddrovém modelu, hraje na papiru. Pfekvapeni
nastane, kdyz si dité vezme na papir auticko, tam jezdi a na sadrovém modelu zjisti,
ze to tak nejde (prohloubené pochopeni transformace). Objevuje se fada propedeu-
tik vCetné pripravy na métitko. U AP lze propojit s literaturou (Robinson Crusoe,
Tajuplny ostrov, Dva roky prazdnin, Tom Sawyer, Déti z Bullerbynu a podobné).
Pokud jde o AD, lze pracovat i se sci-fi a mési¢ni krajinou.

Varianta pro starsi AD, AT: modely sjezdovek, vytipovani lavinového tizemi,
vypocty prevysSeni a sklonu sjezdovek vcéetné urceni jejich obtiznosti, vyuzivame
propojeni s goniometrickymi funkcemi.

AMG6, AP2 SAFARI / POKLAD — prace se soufadnicemi

Vychézim jednak ze zkuSenosti (ucitel i hospitujici), jednak i z tvrzeni prof. Kufiny,
ze pro prvni praci se soutfadnicemi je pro dité snazsi pracovat se souradnicemi pole
(kiizovka, automapa) nez se soutadnicemi bodu (GPS — vyzkousela jsem u skupin
AD a AT v geocachingu, zamétenosti na jeden bod — zpravidla na sebe — zak ztraci
zejména v pocatcich Castéji vztah k dalsim orienta¢nim bodtam). U Safari pracujeme
s obrazky na A4 — co list papiru, to jeden sektor. Podrobné viz prace se sektory na
Safari (Komanova & Kaslova, 1995).

Pomicky pro Poklad: prostéradlo s vyznac¢enymi ¢tvercovymi poli (do t¥idy),
které vice odpovida konkrétnimu mysleni hrace (pod nékterym polem ukryt po-
klad, ktery objevi), venku sta¢i kiida nebo Svihadla a predstava, Ze je v néja-
kém poli ukryt poklad. U jednotlivych pruhti poli jsou riizné objekty v roli orien-
tacnich bodt (kyblicek, mi¢, PET ldhev, ...), které pojmenovavaji dany pruh
(svisly /vodorovny), u starsich AP pracujeme s pismeny a ¢islicemi.

Varianta 1: Vedouci hry diktuje postupné hrac¢i (dvojici hraci) soufadnice
(siska, kyblik) a podle toho hra¢ postupuje z jednoho pole do dalsiho, dokud mu
neprozradime, ze v daném poli je poklad. Pokud se zmyli, vypadava ze hry za
pokladem, nova dvojice musi od zacatku.

Varianta 2: Hraci se ptaji na moznosti: Mohu na sisku; kyblik/1; A (ukazuji
si pfitom)? Vedouci bud vstup povoli, nebo ne. U kontextu SAFARI je dobré mit
v kazdém poli néjaky obrazek (zebra, skaly, slon, jezero a podobné): Mam jit na
slunicko /strom — na tomhle poli je hroch! Soufadnice se stéavaji sou¢asti mluvené
komunikace. Spravnost ma bezprostfedni kontrolu a je vyznamné pro pokracovani
ve hre.

Varianta 3: Hrajeme jako 1 s tim rozdilem, Zze na vybraném poli se jiz hraci
ptaji, kde je poklad. Odpovéd muize znit: Dvé pole od vés, ale neni to v pruhu/ve
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sméru mi¢ (neni to v pruhu 3), nebo je to vpravo do pole. .. (vSichni jsou natoceni
stejnym smérem — napf. zaddy ke slunci, k oknu). U obou variant si mohou svoji
trasu zanaset do vlastniho planku.

Varianta 4: pro AP a bystré AM: jedna skupina si zakresli trasu do svého
planku se stejnymi rozmeéry a souradnicemi, cestu pak diktuje druhé skupiné, nebo
podle zakresu na dotazy odpovida. Z pole do pole se nechodi ,pres roh“. Obmeéna
pro Dopravni hristé jako Rallye.

APs, AD ZASTAVBA®

Snaz$i varianta: Zaci ve skupiné 3-4 postavi z kostek
(tfeba ze 4) navrh domu jako krychlovou stavbu. Pak ob-
tahnou misto, kde navrh stoji a ziskaji tak jeji ptdorys,
ktery vystiihnou a vystfizek jesté n-krat zopakuji (zada
ucitel). Pak dané ptudorysy umistuji na ,zelené plose* tak,
jak by si predstavovali, ze by zastavba mohla vypadat. Po
schvaleni skupina ,,ptidorysy* nalepi. Vedle planu zastavby
na téze plose vedle postavi sviij model. Zde je vyznamné,
aby model a planek byly stejné veliké. Nejde jen o hledani
riznych tvard o daném objemu a kompozice pudorysi,
ale také o transformaci z 3D do 2D a naopak. Nékteri zaci
po sestaveni modelu tvrdi, Ze si pii sestavovani planku
predstavovali zastavbu jinak, pak provadéji korekce. Pou-
hé postaveni celé zastavby a pak preneseni do planku je
do jisté miry mechanické, nenese AHA efekt a neodkryva
zékovi rozdil mezi navrhem a realitou. Vyrazné vhodnéjsi Obr. 10
jsou kostky nebarevné, z prirodniho dreva.

AD, AT UZEMNI PLAN"

Uzemni plan, ke kterému se mohou vyjadfovat ob¢ané, je na kazdé zakreslené ¢asti
tzemi oznacen charakteristikou (zda je napf. plocha uréena k zastavbé, nebo k ji-
nému ucelu). Plocha uréend k zastavbé ma uvedeno ¢islo nejméné rovno 1, které
(hodné zjednodusené feceno) predstavuje pomér mezi nezastavénou plochou a plo-
chou obytnou. Pokud je zde ¢islo 1, a ptdorys naseho piizemniho domu je 100 m?,
pak by zbyvajici nezastavénéa plocha méla mit také 100 m?, bude-li dim dvoupodla-
7ni (jednopatrovy), pak by nezastavéna plocha méla byt 200 m?. Zaci se dohodnou

6papiry ptidorysu a krychle, (Kaslova, 2015¢, 2016a)
"vhodné v propojeni s vychovou k obéanstvi (realizace ZS Praha 9, 1975, ZS Praha 1, 20012, ¢aste¢na Praha 1,
1995).
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na plose, kterou lze zastavét, napt. 1000 m?, dohodneme se na méfitku. Pak maji
zéci (samostatné nebo ve dvojicich) vytvorit model domu, ktery odpovida koefi-
cientu 1. Kazdy projekt se predstavuje ke schvaleni stavebni komisi, vedle dokazo-
vani (vypocty), Ze jsou podminky dodrzeny, 1ze argumentovat i ekologicky, predlozit
navrh cest, zelené€, prijezdu pro sanitky a hasice. Pied projektem je vhodné navstivit
architektonickou vystavu (Praha: napf. Fragnerova galerie, Staroméstska radnice —
4. patro, Technické muzeum, stavebni fakulta nebo SPSS, pfipadné tiad). Pro zaky
jsou vypocty ploch smysluplné, problém nékdy tvori rozpor mezi predstavou a vy-
pocty (co se libi, to nemusi byt realné), prace s méfitkem.

APs, AD KARTONY?

Pomiucky: balici papir, kartony, nuzky (pfipadné nuz na koberce), tuzky, Spejle
nebo calounické Spendliky.

Organizace: prace ve skupinach po 4-5 zacich, vhodné propojeni se zemépi-
sem /vlastivédou/piipadné s jinym predmétem, prace je na 60—70 minut.

Ukol — &ast 1: Vrstvenim nastiihanych kust kartonu vymodelujte krajinu tak,
aby kopce nemély previsy. Aby se vam , kopec nezménil®, propichnéte vsechny vrstvy
a jedte tuzkou od vrcholu kopce doli jednim smérem aZ na papir. Tak budete védét,
jak jsou vrstvy ma sobé a jak je kopec natocen, aZ ho budete rozebirat a zase skld-
dat. Pak k vybranému kopci napiste tuzkou, jak je vysoky vzhledem k roviné papiru
(nepracujeme s nadmorskou vyskou).

8Zavedeni vrstevnic, realizace od roku 1990, lze propojit s jizdnimi Fady.
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Obr. 12 Obr. 13

Ukol — &ast 2: Nyni kopce postupné odspodu rozebirejte tak, Ze spodni vrstvu
obkreslite, stihnete ze sSpendliku/spejle, pak spendlik/spejli zapichnete do pivod-
ntho mista a obtahnete zase spodni vrstvu, kterou zase odeberete a tak dale... Pak
nasleduje diskuse o tom, co mame zaznamenano. Termin vrstevnice se jevi zcela
prirozené. Zabyvame se vyskou jedné vrstvy vzhledem k tomu, jak si ktera skupina
zadala vysku kopce. Pak lze vrstevnice ¢iselné oznacit jako v mapé.

Ukol — ¢&ast 3: Vyznacte do modelu silnice, veky, potoky a most (pripadné
Zeleznici a letisté). Totéz udélame do mapy, kterd vznikne odstranénim kartono-
vych kopct. Pak diskutujeme o sifce mostu, silnice (zpravidla ,ujedou z méfitka®).
Urcujeme vzdusnou vzdalenost mezi vrcholky kopci, silni¢ni vzdalenost, doletovou,
pouzivame provézek a vyrobime si méfitko. Resime problémy délky a ¢asu, realné
,provazkové“ vzdalenosti, doplnime jizdni fady k zastavkam (vzdélenosti, rychlost
vlaku). Do modelu lze dovyrobit v daném méfitku stromy a stavby, umoziuje-li to
meéritko.

AP spolu s AD MAPA A PLANEK nezniamého mésta

Prace ve smiSenych skupinach po 34 (na 2 zaky 9. r. 1-2 Zéci 4. r.) Ovéfeno v Hradci
Kralové, v Pelhfimové a v Praze. Zaci v bezpecné ¢asti mésta plni tikoly, napi: zjistit
ze dvou zdrojui s riznym métitkem (prekryvaji se jen zcasti) jak dlouhou trasu
pujdeme, kdyz. ..; délka hradeb, rozméry ostrova apod. Pro starsi je vyznamné se
predvést pred mladsimi, je mozné se rovnéz ptat na radu chodcti. Jde o propojeni
na outdoorovou matematiku.

Obmeéna: Prochézime znamym méstem s mapou (nesleduji ji béhem cesty).
Prace dvojic: po ukonceni vychazky nejdfive odhadnou délku cesty na kus papiru
a odevzdaji uciteli. Do mapy vyznaci trasu, kudy $li, ze zakresu a méritka vypocitaji
jeji délku. Porovnaji s odhadem.
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AD, AT PATRANI kruh a elipsa jako mezni hranice pro patrani’

Odzkougeno na talentech ve véku 8-10 let, dale na AD a se studenty VS.

Pomicky: lze vyuzit staré mapy, nebo automapy (staré atlasy ne, je tam pro

danou praci nevhodné méfitko); pro diléi ikony lze pracovat s mapou na interak-
tivni tabuli, ale az po praci v lavicich ve skupinach po 3. Uzivame techniky blizké
patracim a zachranarskym.

Naméty:

A) Hledame dité: zmizelo z daného mista pred hodinou, kde miZe byt, kdyby slo

B)

C)

pésky, kdyby jelo na kole, jeho autobusem /viakem, kdyby ho nékdo svezl autem.
Kruznice o poloméru rovném dochozi/dojezdové rychlosti predstavuje hranici,
kam nejdale se v dany moment mohlo dostat. Pro patrani je treba okruh zvétsit
vzhledem k ¢asu organizace patrani a uzitym prostfedkim (rojnice pésich, do-
jezd auty apod.), pfipadné pokyny pro vrtulnik s termovizi. U pési alternativy
zvazujeme, kam se da dojit vzhledem k povaze terénu. Uvazujeme na venkové
kooperaci obcanti nejblizsich obci. V oblibé je vymysleni takovych.

Uraz, porod, pozar — odkud zavolat nejblizsi pomoc a za jak dlouho tam asi
bude, kdyz... (rychlost auta urcuje terén, zatacky, stoupani, kvalita cesty);
prace s rychlosti a s odhady.

Policie patra po pachateli bankovni loupeZe v mésté M (zvolite dle mapy),
ktery ujel v kradeném vozidle z autoservisu (vedle banky). Auto mélo dle ser-
visntho vypisu najeto napt. 35 425km. Auto se naslo druhy den ve mésté B
vzddleném 56 km od mesta M. Auto mélo najeto 35 510km. Kam vsude mohl
zajet? Kde asi ukryl lup? ... Modelaci dostaneme horni mez dojezdu — elipsu,
v ramci ni hledame cesty a mista (potiebujete 2 Spendliky, nit a tuzku).

9Popséno v (Kaslové, 2016b)
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Dalsi vyuziti: Na feSené tlohy lze navazat literarni tvorbou (detektivni pii-

béh), kterda musi zpracovavat data podobné jako ve slovni tloze, avSak s emotivnim
déjem (osvédcilo se).
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Jak vidime vyucovaci hodinu? Jedna vyucovaci
hodina, ruzné pohledy

JARMILA NOVOTNA, HANA MORAOVA!

Pri naslechu vyucovacich hodin je bézné, Ze kaZdy pozorovatel zdiraznuje jiné jevy,
které se v hodiné objevi. Spolecnd reflexe vyucovacich hodin pak ucastnikim prindsi
giny pohled profesné stejné orientovanych osob a znamend bohaty zdroj inspirace.
V ramci dilny meéli ucastnict moznost reflektovat cdst vyucovact hodiny matematiky
v 8. tridé a popsat interakce, které se v hodiné uskutecnily. Ve spolecné reflexi
probéhla diskuse o wvolenych terminech a jejich vyznamu, o tézZkostech, na ktere
ucastnici pri popisu hodiny narazili, o rozdilech v pouzivani pojmai.

Ucastnici dilny se také sezndmili s mezindrodnim projektem Lexicon. Cilem to-
hoto projektu je vytvorit lexikon pogma, ktere védci a ucitelé v riuznych zemich svéta
pouzivaji pro popis nejriznéjsich interakci, ktereé probihaji v hodiné matematiky.
Projekt se zaroven snazi o porovnani rozdilu v kulture interakci v jednotlivych ze-
mich a ukazuje, Ze jsou urciteé terminy, ktere jsou pouZivany jen v nékterych zemich.

Pozorovani v hodinadch mtize mit riizné cile, od ziskani podkladt pro analyzu toho,
co se v hodiné déje, jako podklad pro vyzkumnou cinnost, pres snahu dozvédét
se o novych vzdélavacich aktivitach, at uz jako soucast vzdélavani ucitelt nebo
budoucich uciteli, pfes hospitace predsedli predmétovych komisi a vedeni Skoly
v rdmci kontrolni ¢innosti az napt. po oficialni kontroly inspektor.

Praxe z téchto pozorovani ukazuje, ze fada zkuSenych a kvalitnich uciteld po-
uziva rizné a velmi casto uzitecné a uspésné vzdélavaci aktivity, aniz si toho jsou
zcela védomi a aniz jsou schopni o nich s ostatnimi komunikovat. Mnoho se toho
déje na intuitivni rovni, z ¢ehoz sice mohou tézit hlavné ucitelé z blizkého okoli,
kteri chodi na naslechy do hodin konkrétniho kolegy a priklady jeho dobré praxe
primo sleduji, ale je problematické obecnéjsi vyuziti nebo vyuziti ve vzdélavani
ucitel.

V posledni dobé ve skolach probihaji vyrazné zmény. V dtsledku toho se po-
sunuje pohled na to, co je tfeba v hodinach matematiky sledovat, kdyz je potteba
ji popsat. Jako priklady uvedme, napt. problémové orientované vyucovani, pouziti
heuristickych strategii, vétsi vyuzivani prace ve skupinach, objevovani; zafazeni
téchto metod vyzaduje zmény v interakcich ve tridé a také v komunikaci.

1PedF UK, jarmila.novotna@pedf.cuni.cz, hana.moraova@pedf.cuni.cz (pfipraveno ve spolupraci s Alenou Hospe-
sovou a Ivou Zlabkovou, PF JU v Ceskych Budéjovicich, hospes@pf.jcu.cz, zlabkovai@pf.jcu.cz)
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Projekt Lexicon

Projekt The Lexicon Project: Analysing pedagogical naming systems from
different cultures to reconceptualise classroom practice and advance educational
theory (zkracené ho budeme v dalsim textu oznacovat jako Lexicon) byl pod vede-
nim Davida Clarka z Univerzity v Melbourne zahajen v roce 2014. Zapojilo se do
néj devét zemi (Australie, Cina, Ceska republika, Chile, Finsko, Francie, Japonsko,
Némecko, USA). Hlavnim cilem projektu je vytvorit databézi termint pro vyzkum
vyuky matematiky v hodiné ve tridé. Rozdilnost vzdélavacich systémt, kultury
a tradice v zacastnénych zemich umoznuje vznik srovnavacich studii. Jazykem pro-
jektu je angli¢tina, ale vzhledem k specifikiim jednotlivych jazykovych oblasti je
toto srovnavani velkou vyzvou pro vSechny ztcastnéné. (Clarke, 2015)

Cile projektu lze podrobnéji popsat takto:

e Vytvorit seznam terminti popisujicich aktivity probihajici pii hodiné mate-
matiky, ktery by umoznil lepsi vzajemné porozumeéni a spolupraci uciteli
a studenti pfi spolecnych diskusich s vyzkumniky.

e 7jistit, co ucitelé sleduji pri hodiné matematiky.

e Identifikovat terminy, které ucitelé pouzivaji, kdyz mluvi o hodinach mate-
matiky.

e Pomoci uciteltim pri pripravé hodin matematiky.

e Vytvorit nastroj pro pouziti v pripravé uciteli umoznujici zptresnit vyjadio-
vani pri popisu hodin matematiky.

Realizace projektu probiha v nékolika etapach. Jednotlivi partneri nejprve na
zakladé videonahravek ze vSech partnerskych zemi identifikovali takové ¢innosti
ve tridé, které ucitelé v jejich zemi povazuji za vyznamné. Takové aktivity byly
zafazeny do narodnich lexikonti. Smysluplnost narodnich lexikonii byla dale ovéro-
vana v ramci ucitelské komunity. Dalsi etapou je srovnavaci studie jednotlivych
narodnich lexikont a vytvofeni (pokud to bude mozné) mezinarodniho lexikonu.
Vyslednym produktem projektu bude mezinarodni lexikon termint pro popis akti-
vit v hodinach matematiky a knihovna videonahravek hodin z rtiznych zemi.

Na ceském lexikonu pracuje pét kolegii: Jarmila Novotna, Hana Moraova, Jifi
Bures z Pedagogické fakulty Univerzity Karlovy a Alena HoSpesova, Iva Zlabkova
z Pedagogické fakulty Jihoceské univerzity v Cesk§ch Budéjovicich. Pro etapu zpie-
snovani lexikonu bylo pripraveno asi 100 termini. Ukazka Lexikonu pro pilotaz je
na obr. 1.
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In Local La.l':lguage (Where In English User Video Examples
applicable)
. . Time | Time
PEdTaEg:ngllcal Description Ped;f:gml Description Lesson | Stamp | Stamp
IN oUT
Vyklad nového Uwyklada nové | Explanation of | T explains a new
Uciva UEIvo new topic topic
+ linkmg Unpozerime na | linking T draws attention | E Anstralia | 00:27:25 [00:27:33
zouvisloeti & diive to links with
naufenym previcusly
acquired
knowledze
* 73 poufiti using aids
pomiicek
g soporouo | Uwwkladia using a drawing |Uexplainz andat |[T,R | Chma 00:23:56 |00-36:18
kresleny soutasné kreslina the same time Finland | 00:11:12 [00:14:30
obrazek tabuli makees illustrative
drawing on the
board
o spouiitim | UTwykladia using a T explains and T.FE  [China 00:03:55 | 00:05:00
projektony, | prezentuje na projector, 2 presents on a
interaktivmi | interaktivni smart board smart board or 2
tabule tabuli, resp. na projectar
projekton
Obr. 1

Format tabulky je jednotny: obsahuje 8 sloupcti, z nichz prvni dva jsou v narod-
nim jazyku, dalsi dva obsahuji stejnou informaci v angli¢tiné (pro moznost srov-
navani s jinymi narodnimi lexikony), v dalsich je pak uvedeno, kterého aktéra ve
tridé se aktivita tyka, a odkaz na uryvek z nékteré videonahravky z databaze videi
pro projekt.

Dalsi informace o tvorbé ceského lexikonu lze najit napt. v (Novotna et al.,
2016).

Pribsh dilny

Po kratkém tivodnim seznameni s projektem Lexicon sledovali icastnici videoukaz-
ku ¢asti hodiny matematiky (veék zakt 13-14 let). Pak se rozdélili do skupin. Dostali
k dispozici transkripci promitnuté ukazky. Ukazka je na obr. 2. Ukolem t¢astnik
bylo ve skupinach rozdélit celou sekvenci na tseky odpovidajici rtiznym aktivitam
ve tridé, vytvorit popis téchto aktivit ve dvou formach — popisem a terminem. Pro
snazsi porozumeéni formé popisu, ktera byla vyzadovana, méli icastnici k dispozici
ukazky z ceského lexikonu.

Po skonceni prace ve skupinach vSichni tcastnici spole¢né diskutovali, jak a proc
ukazku rozdélili do tsekt, a snazili se vysvétlit, jak hodinu popsali.

Ucastniky byli ucitelé z praxe, coz ovlivnilo jak navrhy popisti aktivit, tak na-
slednou spole¢nou diskusi. Ucitelé s bohatou zkusenosti z vyuky velmi casto do-
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Termin Popis
Priklad
Uiitel prochazi tridou a sleduje, jak Zaci pracuji

Monitorovani fedeni Zakd pfi hodiné

Obr. 2
plnovali do popisu své predstavy cill, které podle jejich nazoru vyucujici zamyslel,
a snazili se hodnotit Gspésnost jejich realizace. To neodpovida smyslu tvorby lexi-
konu, ktery ma hodinu technicky popisovat, nabizet vhodné terminy, kterym vsichni
stejné rozuméji, nikoli hodnotit kvalitu vyuky, styl prace nebo dosazeni cili. Do
diskuse vstoupily také obtize a otazky souvisejici s aktudlnimi problémy soucasné
skolské politiky statu, pripadné lokalni problémy. Namisto technické diskuze a po-

rozumeni pojmim tedy nakonec probéhla sirsi diskuze o smyslu vyuky matematiky
i vhodnych metodach.

Zavérecna poznamka

Co nabizi projekt Lexicon odborné vefejnosti? Jeho nejvétsi vyznam lze shrnout
do téchto bodl: Lexikon by nemél byt jen seznamem termint vazanych ke skolni
realité a jejich popisi, mél by byt nastrojem pro popis skolni reality a kazdodenni
praxe, ktery pomuze lepsimu porozumeéni pii diskusich hlavné mezi uciteli z praxe
a vyzkumniky, mezi uciteli navzajem, mezi vyzkumniky z rtznjch zemi a kultur.
Ukazuje se, ze by se mohl stat spoustécim mechanizmem pro diskusi ¢eské pedago-
gické verejnosti o terminologii pro popis aktivit ve tfidé, které zatim neni v ¢estiné
dostatecné rozpracovana. Lexikon ma také ambici stat se uzitecnym textem v pfi-
pravé ucitelt matematiky.

Nepostradatelnym nastrojem by se mél lexikon stat i pro skolni inspektory a ve-
douci pracovniky, kterym umozni objektivni popis déni v hodin€. Hodnoceni potom
probéhne az v pohospitacni diskuzi. Ke zdarnému splnéni téchto cilti vede jestée
dlouhé cesta.

Dilna ukézala, jak moc takovy nastroj u nas chybi. Bylo velmi zretelné vidét,
jak velmi zkuseni ucitelé maji tendenci hodnotit misto popisovat, jak nemaji zazity
neutralni pojmy k popisu hodiny a misto toho formuluji hodnotici soudy.

Podékovani

Prispévek vznikl v ramci feseni projektu DP140101361 The Lexicon Project: Ana-
lysing pedagogical naming systems from different cultures to reconceptualise class-
room practice and advance educational theory (Australian Research Council).
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