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Váženı́ a milı́ čtenáři,

konference „Dva dny s didaktikou matematiky“, kterou pořádá pro učitele matema-
tiky katedra matematiky a didaktiky matematiky Pedagogické fakulty Univerzity Karlovy
v Praze ve spolupráci se Společnostı́ učitelů matematiky JČMF, má již bohatou tradici.
Je našı́m potěšenı́m, že tato akce za dobu svého trvánı́ našla své mı́sto v kalendářı́ch
mnoha učitelů a je mı́stem pravidelného setkávánı́ vědeckých pracovnı́ků univerzit, uči-
telů z praxe i adeptů tohoto těžkého, ale záslužného povolánı́ z řad studentů. Na čtrnáctém
ročnı́ku konference se ve dnech 18. – 19. 2. 2010 v prostorách PedF UK v Praze sešlo
takřka 200 účastnı́ků.

Nynı́ se vám dostává do rukou sbornı́k, který mapuje průběh konference od plenárnı́ch
přednášek, až po jednánı́ v sekcı́ch a pracovnı́ch dı́lnách. Věřı́me, že vám tento sbornı́k
připomene přı́jemné chvı́le strávené na konferenci, podnětné myšlenky, které by neměly
být zapomenuty, a zároveň umožnı́ se seznámit i s vystoupenı́mi, kterých jste se nemohli
zúčastnit. Věřı́me, že v něm najdete mnoho podnětů, kterých budete moci využı́t ve své
práci.

Za celý programový a organizačnı́ výbor musı́m řı́ci, že setkávánı́ s učiteli s praxe
je pro nás vždy zdrojem inspirace, ale i stále hlubšı́ho respektu k těm, kteřı́ se tomuto
povolánı́ věnujı́. Akademická práce v oblasti didaktiky, které se na univerzitě věnujeme,
nemůže nikdy být odtržena od školské reality. Každé setkánı́, na kterém si obě skupiny
mohu vyměňovat své zkušenosti a poznatky, je velmi důležité. Proto věřı́m, že se s mno-
hými opět setkáme na letošnı́m, již patnáctém ročnı́ku konference, nebo na nějaké dalšı́
podobné akci.

Na závěr bych rád poděkoval všem, kteřı́ se na obsahu sbornı́ku podı́leli, milým
kolegynı́m a kolegům, kteřı́ se rozhodli podělit o své zkušenosti a podněty, i těm, kteřı́
se podı́leli na redakčnı́ práci s tvorbou sbornı́ku spojené.

Za programový a organizačnı́ výbor
Antonı́n Jančařı́k
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Zvané přednášky

ZLOMKY V MATEMATICE, MATEMATIKA
V KURIKULU: K PŘÍČINÁM NEÚSPĚCHU

ČESKÝCH ŽÁKŮ VE VÝZKUMU
TIMSS 2007

DOMINIK DVOŘÁK1

Detailnı́ rozbor výsledků českých žáků 4. ročnı́ků v matematické části mezinárodnı́ho
šetřenı́ TIMSS 2007 ukázal neobyčejně velkou relativnı́ neúspěšnost našich dětı́ při řešenı́
úloh z tematického okruhu zlomky a desetinná čı́sla. Přı́činu je třeba hledat ve struktuře
kurikula české primárnı́ školy. Na rozdı́l od žáků jiných zemı́ se češtı́ žáci pravděpodobně
v době testovánı́ se zlomky teprve začı́nali seznamovat. Ukazujeme na odlišný přı́stup
k zařazovánı́ tohoto učiva v zahraničı́ a u nás a na některé širšı́ souvislosti postavenı́
matematiky v kurikulu.

V matematické části šetřenı́ TIMSS 2007 vykazujı́ češtı́ žáci 4. ročnı́ku ve srovnánı́
s rokem 1995 vůbec největšı́ zhoršenı́ ze všech evropských zemı́ a členských zemı́ OECD,
které se do výzkumu v obou letech zapojily. Ve stejném časovém srovnánı́ vykazujı́ značný
pokles výsledků i češtı́ žáci 8. ročnı́ku. Shrneme vybraná zjištěnı́ k pravděpodobným
kurikulárnı́m přı́činám tohoto nepřı́znivého vývoje. Tato zjištěnı́ majı́ předběžný charakter
a na jejich zpřesňovánı́ se dále pracuje.

METODA ŠETŘENÍ

Jednı́m z důležitých cı́lů mezinárodnı́ch šetřenı́ je sledovánı́ trendů ve výsledcı́ch
žáků. Analýza přı́čin zhoršenı́ českých žáků je však komplikována tı́m, že nelze přı́mo
porovnat úspěšnost žáků ve stejných úlohách v průběhu sledovaného časového obdobı́. Ve
výzkumu TIMSS 1999 nebyla populace žáků primárnı́ školy testována a výzkumu TIMSS
2003 se naše země nezúčastnila. V porovnávaných šetřenı́ch TIMSS 1995 a TIMSS 2007
pak nejsou žádné shodné úlohy. Do budoucna je třeba vyhledat v jednotlivých šetřenı́m
analogické úlohy a porovnávat výsledky českých žáků v nich.

Druhým zdrojem komplikacı́ jsou různé metody zpracovánı́ dat. Porovnánı́ výsledků
jednotlivých zemı́ v mezinárodnı́ch zprávách (a odvozeně v národnı́ch zprávách) je
provedeno v mezinárodnı́m centru poměrně složitou statistickou procedurou založenou

1UK PedF, Ústav výzkumu a rozvoje vzdělávánı́; dominik.dvorak@pedf.cuni.cz
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8 D. Dvořák: Zlomky v matematice, matematika v kurikulu

na teorii testových odpovědı́ (IRT). Tak je při výpočtu mimo jiné zohledněna obtı́žnost
různých úloh. Zároveň se tı́m však vztah mezi hrubými skóry a výsledným postavenı́m
země v žebřı́čcı́ch stává méně průhledným. My v našı́ analýze zatı́m užı́váme jednoduššı́
postup založený na hrubých datech o úspěšnosti českých žáků v jednotlivých testových
položkách.

VÝSLEDKY ČESKÝCH ŽÁKŮ

Data o úspěšnosti českých a všech ostatnı́ch žáků jsme průměrovali v jednotlivých
oblastech a podoblastech učiva. Porovnánı́ průměrné úspěšnosti ukázalo (obr. 1), že češtı́
žáci podali ve srovnánı́ s průměrem ostatnı́ch zemı́ srovnatelný nebo lepšı́ výkon ve všech
oblastech učiva kromě tématu zlomky a desetinná čı́sla.

Obrázek 1: Úspěšnost žáků 4. ročnı́ků při řešenı́ matematických úloh TIMSS 2007

Ve zlomcı́ch a desetinných čı́slech jsme za ostatnı́mi účastnı́ky výzkumu zaostali
zhruba o 18 procentnı́ch bodů (ČR – úspěšnost 22 %, průměr ostatnı́ch – úspěšnost 40 %,
tedy naši žáci majı́ průměrnou úspěšnost zhruba polovičnı́). Také porovnánı́ úspěšnosti
v jednotlivých úlohách ukázalo, že mezi desı́ti úlohami, v nichž češtı́ žáci relativně
nejhůře uspěli, je šest úloh z oblasti zlomků a desetinných čı́sel, a je to zároveň prvnı́ch
šest úloh v pořadı́ relativnı́ obtı́žnosti pro naše děti (počı́tané jako rozdı́l mezi obtı́žnostı́
pro naše žáky a ostatnı́ žáky).
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POROVNÁNÍ KURIKULÁRNÍCH DOKUMENTŮ

Domnı́váme se, že vysvětlenı́m popsaných zjištěnı́ je to, že v době testovánı́ se
češtı́ žáci se zlomky teprve začı́nali seznamovat. Populace žáků 4. ročnı́ku testovaná
v roce 2007 se vzdělávala ve školách pracujı́cı́ch převážně podle vzdělávacı́ch programů
Základnı́ škola, resp. Obecná (občanská) škola. Dokument Základnı́ škola zařadil učivo
o zlomcı́ch do 4. ročnı́ku, v Obecné (občanské) škole bylo uvedeno dokonce až v šestém
ročnı́ku. (Je nutné zdůraznit, že RVP ZV tuto zvláštnost spı́še posı́lil. Formálně se žáci
se zlomky seznamujı́ až na druhém stupni, neformálnı́ přı́prava pojmu zlomek na prvnı́m
stupni v rámcovém dokumentu nenı́ nijak explicitně zmı́něna.) To kontrastuje s pojetı́m
v zahraničnı́ch kurikulárnı́ch dokumentech. Uvedeme přı́klady.

Zlomky jsou obtı́žné, ale současně klı́čové učivo pro budovánı́ matematické gra-
motnosti. Proto mu zahraničnı́ školské systémy věnujı́ pozornost od počátku povinného
vzdělávánı́.

Podle týmu Oxfordské univerzity (Nunes, T. a kol., 2006) nové výzkumy potvrzujı́
dřı́vějšı́ zjištěnı́, že „děti v primárnı́ škole majı́ určitou představu zlomků [. . . ] a že
tuto představu lze ve třı́dě systematizovat a proměnit ji v solidnı́ základnu pro dalšı́
budoucı́ učenı́ zlomkům“. Principy a standardy školnı́ matematiky americké Národnı́
rady učitelů matematiky doporučujı́, aby v prvnı́m obdobı́ primárnı́ školy (do druhého
ročnı́ku) žáci porozuměli běžně užı́vaným zlomkům (polovina, jedna třetina nebo jedna
čtvrtina) a byli schopni je znázornit, ve druhém obdobı́ primárnı́ školy (3.–5. ročnı́k) aby
rozvı́jeli porozuměnı́ zlomkům „jako částem celku nebo souboru, jako vyjádřenı́ polohy
na čı́selné ose, jako podı́lu celých čı́sel. . . ekvivalenci mezi zlomky, desetinnými čı́sly
a procenty“. (Principles, 2000)

Také expertnı́ panel ve svém stanovisku pro Ministerstvo vzdělávánı́ USA konstatuje,
že se má postupně rozvı́jet znalost zlomků tak, aby žáci již ve čtvrtém ročnı́ku byli schopni
vyjadřovat zlomky a desetinná čı́sla a porovnávat je na čı́selné ose, v pátém ročnı́ku pak
aby dosáhli zběhlosti v porovnávánı́, sčı́tánı́ a odčı́tánı́ zlomků. (Foundations for Success,
2008)

Podrobně na každý ročnı́k primárnı́ školy učivo zlomků rozpracovávajı́ také dopo-
ručenı́ anglické Národnı́ strategie pro numerickou gramotnost (National Strategies, bez
data). Pojem zlomku se buduje od prvnı́ho ročnı́ku, zápis zlomku se objevuje ve třetı́m
ročnı́ku.

Jako historickou zajı́mavost lze uvést, že obsah těchto dokumentů odpovı́dá zhruba
Osnovám učebným pro obecné školy v Čechách (1885, rev. 1898): „Počátky počtů zlom-
kových, které předpisuje učebná osnova pro druhý a třetı́ školnı́ rok, bud’tež omezeny
na vývoj názorných a na znalost jednoduchých zlomkův, obvyklých při dělenı́ celých
čı́sel. Na střednı́m stupni [obecné školy] bud’počı́táno obyčejnými zlomky hlavně ústně,
a to pokud lze se obejı́ti bez zvláštnı́ch pravidel o počı́tánı́ zlomky. Počı́tánı́ čı́sly vı́ce-
jmennými necht’se uskrovnı́ na tomto stupni na přı́pady nejjednoduššı́. Avšak v počı́tánı́
čı́sly celými a zlomky desetinnými budiž dosaženo dokonalé jistoty a obratnosti.“ Do-
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poručujeme proto v krátkodobém horizontu se zabývat postavenı́m zlomků v kurikulu
matematiky, ve středně- a dlouhodobém výhledu je však nutné zabývat se i postavenı́m
matematiky v kurikulu všeobecného vzdělávánı́ a procesy tvorby a revize kurikula vůbec.

MATEMATIKA V KURIKULU A SPOLEČNOSTI

Výsledky českých žáků v mezinárodnı́ch výzkumech a jejich časový vývoj jsou nepo-
chybně dány souhrou řady faktorů – sociálnı́ch vlivů, charakteristik žákovské populace,
podoby výuky atd. Nápadná odlišnost výsledků v oblasti zlomků od ostatnı́ch tematic-
kých celků matematického učiva je vysvětlitelná specifickou vlastnostı́ našeho kurikula
– pozdnı́m probı́ránı́m zlomků. Naše vzdělávacı́ programy majı́ však i dalšı́ zvláštnosti.
Patřı́ k nim i skutečnost, že – na rozdı́l od některých jiných zemı́ i od doporučenı́ meziná-
rodnı́ch dokumentů – v národnı́ch kurikulárnı́ch rámcı́ch nenı́ deklarována matematická
kompetence (numerická gramotnost) jako jedna z klı́čových kompetencı́. Zdá se, že po
upřednostňovánı́ přı́rodovědného a matematického vzdělánı́ v minulém režimu se ve
společnosti kyvadlo vychýlilo dočasně, anebo trvale na druhou stranu.

Postmodernı́ konec tisı́ciletı́ přinesl antiscientistnı́ nálady nejen u nás, ale i v celém
světě. Přesto je ale postoj k matematice v Česku specifický. Potvrdili to Walterová a kol.
(2010) při nedávném rozsáhlém reprezentativnı́m šetřenı́ postojů české veřejnosti ke
vzdělánı́. V rozvinutých zemı́ch je matematika spolu s mateřštinou vnı́mána jako dvojice
nejdůležitějšı́ch oborů základnı́ho vzdělávánı́. Naproti tomu u nás jsou takovou hlavnı́
dvojicı́ předmětů mateřský a cizı́ jazyk. Matematika tvořı́ s informačnı́ gramotnostı́
jakousi pomyslnou druhou ligu, která v žebřı́čku významu následuje s určitým odstupem
po jazycı́ch a naopak si udržuje odstup od ostatnı́ch předmětů.

ZÁVĚR

Změnit přı́stup k matematice ve společnosti nebo změnit postoje českých žáků a jejich
rodičů ke vzdělánı́ by byl velmi obtı́žný úkol. Snazšı́ se jevı́ možnost revidovat rámcové
kurikulum v České republice tak, aby bylo v souladu se světovými trendy, a nakonec i se
zkušenostı́ českých odbornı́ků. I když se tı́m jistě zásadnı́ problémy nevyřešı́, velkých
věcı́ se někdy dařı́ dosahovat i prostřednictvı́m řady malých krůčků.
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Toto sdělenı́ bylo připraveno v rámci projektu Kompetence I, který je podporován z Ev-
ropského sociálnı́ho fondu a státnı́ho rozpočtu České republiky.

MOTIVACE VE VÝUCE
IVA STUCHLÍKOVÁ1

ÚVOD

Motivace je ve výuce nezpochybnitelně potřebná. Patřı́ k všeobecnému povědomı́, že
učitel je tı́m, kdo by měl žáky motivovat k činnostem, které pro výuku připravil.

Jakkoli je to téma samozřejmé, odpověd’na otázku „jak na to“ zatı́m stále přı́liš dobře
zodpovězena nenı́.

Každý učitel s delšı́ praxı́ zná a vı́, které postupy jsou tzv. motivačně osvědčené,
které nefungujı́ a uvědomuje si, že nejde v posledku o aktuálnı́ motivaci žáka ted’a tady,
pro jednotlivou činnost, ale o utvářenı́ dlouhodobějšı́ho zájmu na jedné a schopnostı́
sebemotivace na druhé straně.

Při malé sondě mezi výchovnými poradci (N=33) byla učitelům položena otázka, jak
je podle jejich názoru obtı́žné motivovat žáky – zda je to něco, co většina učitelů zvládá
dobře, či to většině učitelů dělá obtı́že (odpovı́dali posouvánı́m měřı́tka na analogové
škále 15 cm). Průměrná hodnota jejich odpovědı́ dosáhla přı́značné hodnoty 50 % (se
směrodatnou odchylkou 16 %). Jinými slovy, výchovnı́ poradci vidı́ motivovánı́ žáků
jako něco, co sice umı́me, ale ne dost dobře. Ve slovnı́ch vyjádřenı́ch o tom, co učitelé
potřebujı́ vědět, znát a umět, aby se jim motivaci žáků dařilo lépe poznávat a zlepšovat se
objevovaly dva hlavnı́ typy odpovědı́ – prvnı́ odkazoval na výuku jako takovou (dostatek
zajı́mavých metod a forem práce, dostatek času, metodická opora, menšı́ počet žáků),
druhý připomı́nal psychologický rozměr – znalost žáka jeho zájmů a potřeb, učebnı́ho
stylu, respekt vůči žákovi, klima ve třı́dě atd. a také dostatek energie, zapálenı́ ale i autority
na straně učitele. Objevuje se i uvědoměnı́ si toho, že učebnı́ motivace žáka je cosi značně
komplexnı́ho a do značné mı́ry i přesahujı́cı́ho hodiny školnı́ho vyučovánı́.

Nepochybně nic nového a překvapivého, přesto se v učebnicı́ch pedagogiky a peda-
gogické psychologie o všech těchto faktorech utvářenı́ učebnı́ motivace žáků najde jen
málo. Proč?

1Pedagogická fakulta Jihočeské univerzity; stuchl@pf.jcu.cz
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Možnou odpovědı́ je podle Paula Pintricha (2003) to, že otázek, na které bychom
potřebovali znát odpověd’ je přinejmenšı́m sedm najednou: 1) co žáci chtějı́, 2) co žáky
ve vyučovánı́ motivuje, 3) jak žáci zı́skávajı́ to, co chtějı́, 4) vědı́ žáci co chtějı́ , resp. vědı́
o tom, co je motivuje, 5) jak vede motivace k poznávánı́ a poznávánı́ k motivaci, 6) jak
se motivace měnı́ a vyvı́jı́, 7) jakou roli v motivaci hraje sociálnı́ prostředı́ a kultura.
Mohli bychom se ptát i jinak: jaké jsou zdroje učebnı́ motivace; jak se vlastně učitelova
snaha žáka motivovat snoubı́ s jeho vnitřnı́ motivacı́; co si o vlastnı́ motivaci myslı́ žáci
a co jejich učitelé; jak se to, co žáci chtějı́ promı́tá do jejich učebnı́ch cı́lů; jak tyto cı́le
ovlivňuje učitel?

ZDROJE UČEBNÍ MOTIVACE

Co žáci vlastně chtějı́? Kde se bere jejich chut’učit se třeba právě matematiku? Kde
se bere i leckdy nezáměrná pohotovost pochytit souvislosti a porozumět.

Zdroje motivace jsou v zásadě trojı́ – vnějšı́ pobı́dky ze strany učitele, rodičů, spolu-
žáků atd., vnitřnı́ potřeby žáků, a také předchozı́ zkušenostı́ zformovaný (ne)zájem (který
vedle faktorů motivačnı́ch a emočnı́ch obsahuje i faktory kognitivnı́, resp. metakognitivnı́
– např. soudržnost a uspořádanost poznatků).

Vnějšı́ pobı́dky jsou rozhodujı́cı́ v mladšı́m věku, kdy dı́tě potřebuje vnějšı́ řı́zenı́,
později – s rostoucı́ autonomiı́ dı́těte – je stále těžšı́ nalézat ty pravé pobı́dky, které
žáka oslovı́. Bez znalosti jeho světa a potřeb je to nemožné. Tedy pokud nemáme na
mysli krátkodobě působı́cı́ atraktory pozornosti. V zásadě máme dvě možnosti – bud’
hledat stále pestřejšı́ nabı́dku nejrůznějšı́ch postupů jak zaujmout tzv. přednı́ systém
pozornosti (různorodé a pokud možno mı́rně překvapivé prezentovánı́ podnětů, které
majı́ potenciál přitáhnout pozornost), nebo se spolehnout na takové podněty, které nejen
vzbudı́ pozornost, ale dı́ky emočnı́mu dopadu ovlivnı́ i tzv. zadnı́ systém pozornosti,
který je řı́zen staršı́mi mozkovými strukturami a reguluje aktivaci (bdělost – ospalost).
Mezi nimi k těm nejdůležitějšı́m patřı́ situace, které vzbudı́ touhu vědět. O nich hovořil
např. Suchman (1966) jako o tzv. diskrepantnı́ch událostech, kdy se věci dějı́ jinak než
jak odpovı́dá našemu současnému chápánı́ světa, nebo našim osvojeným postupům řešit
problémy (přı́kladem může být např. mince, která neklesne ke dnu, ale zůstane ležet
na hladině; nebo moment. kdy je žák zaskočen neúspěchem při mechanické aplikaci
nějakého pravidla bez jasné formulace problému – např. v úloze „Jak dlouho bude trvat
dřevorubci rozřezánı́ 10m klády na 10 metrových kusů, když jeden řez mu trvá minutu?“).

Uspokojovánı́ vnitřnı́ch potřeb žáků je nicméně rozhodujı́cı́m faktorem v učebnı́
motivaci, at’si to přiznáme nebo ne.

Vnějšı́ pobı́dky mohou být sebekvalitnějšı́, ale pokud nejsou základnı́ potřeby uspo-
kojeny, budou se mı́jet účinkem. Otázka znı́, které to jsou – které prostě nelze obejı́t.
V dřı́vějšı́ motivačnı́ literatuře (včetně skvělé zdejšı́ knı́žky Hrabal, Man, Pavelková,
1984) se hodně vycházelo z tzv. implicitnı́ch motivů, tj. motivačnı́ch tendencı́ vstřı́cnostı́
nebo naopak staženı́m se reagovat na určité obecnějšı́ typy situacı́. Hovořilo se o výko-
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nové motivaci (naděje na úspěch a obava z neúspěchu), sociálnı́ch motivech (naděje na
pozitivnı́ sociálnı́ přijetı́ a obava z odmı́tnutı́) a motivu moci/statusu (naděje na zı́skánı́
osobně přijatelné pozice ve skupině, na nı́ž mi záležı́ a obava z jejı́ ztráty či přı́liš-
ného ovládánı́ druhými). Dalšı́mi významnými potřebami pak byly potřeby poznávacı́
– ve výše uvedeném smyslu porozuměnı́ světu a orientace v něm. Naše osobnı́ cı́le se
v rejstřı́ku potřeb objevovaly jako tzv. perspektivnı́ orientace – potřeba mı́t otevřenou
budoucnost se šancı́ dosáhnout toho, co si přejeme.

Nepochybně bychom si dokázali vybavit barvité přı́klady k uvedeným základnı́m
potřebám. Napřı́klad nadaného středoškoského studenta, u něhož převažuje potřeba vy-
hnout se neúspěchu, a který se ji snažı́ zakrýt okázalým nezájmem o běžnou práci ve
vyučovánı́ matematiky, přičemž rutinnı́ a snadné úkoly s otráveným obličejem udělá, ale
aktivně se zapojuje jen u úloh velmi obtı́žných (s interpretacı́, že tyto jsou pro něj teprve
dostatečně zajı́mavé). U rutinnı́ch úloh, stejně jako u těch hodně obtı́žných ale de facto
prožitek neúspěchu nehrozı́ – u těch snadných je nasnadě výmluva na nesoustředěnost
a u těch těžkých se ani vždy neočekává, že s nimi někdo pohne. Zmı́něný student se
ale pouze v těchto situacı́ch cı́tı́ volně, nenı́ zahlcený obranou proti neúspěchu a může
plně využı́t své kognitivnı́ kapacity. U středně těžkých úloh může selhávat právě proto,
že obavy zaměstnávajı́ poměrně značnou část jeho pozornostnı́ kapacity – nemůže se
plně odpoutat od myšlenek na selhánı́ a tak je poměrně pravděpodobné, že se ho v řadě
přı́padů i dočká. To jenom posiluje jeho motivačnı́ tendenci k obavám z neúspěchu.

Podobně bychom mohli probı́rat jednu vnitřnı́ potřebu za druhou – řadu přı́kladů
lze nalézt ve výše zmı́něné práci Hrabala, Mana a Pavelkové. V psychologii motivace
se v poslednı́ době hovořı́ o poněkud jiné teorii základnı́ch potřeb, která výše uvedené
implicitnı́ motivy, potřeby poznávacı́ i potřebu perspektivnı́ orientace zahrnuje a uvádı́
do ucelenějšı́ho systému. Tou je Deciho a Ryanova (2002) teorie sebedeterminace. V nı́
jsou základnı́mi potřebami kompetence, autonomie a potřeba vztahů. Kompetence, která
obsáhla mj. i výkonovou potřebu, popisuje pocit, že jsme efektivnı́ v interakcı́ch se svým
sociálnı́m prostředı́m a prožitek toho, že můžeme předvést a uplatnit svoje schopnosti.
Kompetence nenı́ zı́skaná dovednost nebo schopnost, spı́še je to pocit’ovanı́ jistoty a efek-
tivnosti v jednánı́. Potřeba vztahů (analogická výše uvedeným sociálnı́m potřebám) se
týká pocitu propojenosti s druhými, pocitu vzájemnosti a náleženı́ k někomu. Autono-
mie, která nahrazuje zúžené pojetı́ moci/statusu, je vyjádřenı́m toho, že jsme původcem
vlastnı́ho jednánı́. Vyvěrá z osobnı́ch zájmů a z hodnot (Stuchlı́ková, 2010).

Teorie sebedeterminace se zabývá také možnostmi seberegulace činnostı́, které jedi-
nec dělá nikoli pro potěšenı́, ale kvůli sociálnı́m požadavkům. Věnuje se tedy procesu
zvnitřňovánı́. Předpokládá kontinuum od amotivace, přes vnějšı́ regulace k regulaci
vnitřnı́.

Uspokojovánı́ žákových potřeb ovlivňuje jeho seberegulaci a ta pak úroveň jeho
kognitivnı́ch procesů.
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V přı́padě amotivace žák jen „mechanicky“ následuje instrukce, kognitivnı́ zpraco-
vánı́ úkolu je jen povrchové, úloha je prožı́vána jako nudná, únavná a neúspěšná. Při vnějšı́
regulaci je vykazované chovánı́ účelové, aktivita je vynakládána s cı́lem dosáhnout oče-
kávaného výstupu či odměny, nebo vyhovět požadavkům druhých. Vnitřnı́ regulace má
pozitivnı́ vliv na učenı́ přeevšı́m proto, že docházı́ k hloukovému zpracovánı́ informacı́,
převažuje snaha cı́tı́t se kompetentnı́ a sebeurčený, snaha hluboce si osvojit, zvládnout
(„mastery“) prováděnou činnost ne jen předvést výkon („performance“).2

Třetı́m zmı́něným zdrojem učebnı́ motivace je zájem. Jak bylo uvedeno výše, vycházı́
z předchozı́ch zkušenostı́, základem jsou znalosti a pozitivnı́ předchozı́ zkušenosti. Nelze
mı́t tedy obecný zájem (podobně jako obecnou motivačnı́ tendenci naděje na sociálnı́
přijetı́, která se projevuje v různých situacı́ch), ale zájem o něco. Přesto lze hovořit
o jakémsi osobnostnı́m prediktoru zájmu, a tı́m by byl osobnostnı́ faktor označovaný
jako otevřenost vůči zkušenosti, v běžném jazyce nejlépe charakterizovaný jako zvı́davost
a otevřenost novému. U takového dı́těte je radost o utvářenı́ zájmu usilovat. Na druhé
straně často v současnosti slyšı́me stesky, že dnešnı́ děti nic nebavı́ a že se přı́liš brzy
dostávajı́ do konzumentské pozice (napřı́klad pasivnı́ho uživatele nabı́dky internetové
zábavy).

Dlouhodobý osobnı́ zájem se vytvářı́ ze situačnı́ho zájmu. Pro jeho vzbuzenı́ je třeba
dopřát jedinci pozitivnı́, emočně odměňujı́cı́ zkušenost. Aktivita, vynakládánı́ úsilı́, které
vede k cı́li a zasloužený a dobře prožitý úspěch – to je jediný možný recept. Pokud se
nepodařilo zájem vzbudit, patrně některá ingredience chyběla.

VLIV VNĚJŠÍ MOTIVACE NA MOTIVACI VNITŘNÍ

Zdálo by se být ideálnı́, kdyby učitel dobře motivoval a žáci byli zároveň vnitřně
motivovanı́. Na prvnı́ pohled by to mělo vyústit v ještě silnějšı́ učebnı́ motivaci žáků.
V dobré vı́ře v sı́lu a nezbytnost motivovánı́ žáků se někdy učitelé mohou dostat až za
hranu, na nı́ž se pozitivnı́ efekt vnějšı́ motivace láme v negativnı́. Dobře mı́něná snaha
podpořit vynakládánı́ úsilı́ žáka se zvrtne v opak.

Tuto situaci zkoumala řada psychologů v rámci teorie sebedeterminace. Známé ex-
perimenty zaměřené na vztah vnitřnı́ a vnějšı́ motivace ukázaly, že za určitých podmı́nek
může vnějšı́ motivace snižovat motivaci vnitřnı́ (zaujetı́ pro činnost) (Deci, 1971; Kru-
glanski, Friedman, Zeevi, 1971 aj.). Napřı́klad Lepper s kolegy (Lepper, Greene, Nisbett,
1973) u předškolnı́ch dětı́ prokázali, že pokud jim bylo dopředu přislı́beno oceněnı́ (di-
plom) za to, jak budou vybarvovat omalovánky, byla tato činnost pro děti následně méně
atraktivnı́ – nevěnovali jı́ tolik času jako děti, kterým takové oceněnı́ slı́beno nebylo. Po-
dobné nálezy se objevovaly i v jiných studiı́ch s různě starými žáky a studenty; výsledky
ale nebyly jednoznačné a tak se postupně upřesňovaly podmı́nky, za kterých k takové-
muto oslabenı́ vnitřnı́ motivace dojde. Potřeby autonomie, kompetence a vztahovosti jsou

2Řadu užitečných informacı́, včetně diagnostických nástrojů pro vlastnı́ diagnostiku nebo pro použitı́ ve třı́dě lze nalézt na
http://www.psych.rochester.edu/SDT/index.php
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zakomponovány do vnitřnı́ motivace a tak vnějšı́ zásahy – např. odměna nebo pozitivnı́
zpětná vazba, uvalenı́ konečného termı́nu apod. ovlivňujı́ vnitřnı́ motivaci do té mı́ry
a takovým způsobem, nakolik napomáhajı́ resp. bránı́ uspokojovánı́ těchto základnı́ch
potřeb. Je tedy jasné, že záležı́ na tom, zda žák/student vnı́má takový vnějšı́ zásah jako
kontrolujı́cı́ nebo jako informujı́cı́ a také na tom, v jakém interpersonálnı́m klimatu tento
zásah proběhne. Pokud je tedy např. odměna vnı́mána spı́še jako signál o kompetenci
žáka/studenta v dané situaci, pokud nenı́ zavazujı́cı́ z hlediska dalšı́ho rozhodovánı́ se
o tom, jak se k dané činnosti bude žák/student stavět, a je-li prezentována v kontaktu,
který vyjadřuje zájem i respekt, pak je pravděpodobné, že vnitřnı́ motivaci nenarušı́. Na-
opak zdánlivě posilujı́cı́ pozitivnı́ zpětná informace o tom, jak se žákovi v činnosti dařı́,
může oslabit vnitřnı́ motivaci tehdy, je-li prezentována v atmosféře tlaku, a vyjádřena
tak, že se očekává dobrý výkon – což může vést k tomu, že je vnı́mána jako kontrolujı́cı́.

MOTIVACE K MATEMATICE A OSTATNÍM VYUČOVACÍM PŘEDMĚTŮM
OČIMA ŽÁKŮ A JEJICH UČITELŮ

Co vlastně vı́me o tom, jak jsou žáci/studenti motivováni v hodinách matematiky?
Spoustu zajı́mavých informacı́ soustředila v dlouhodobém výzkumu Isabella Pavelková
se svými spolupracovnı́ky (2003, 2010). V letech 2005–2007 oslovili 3108 žáků 6. až
9. třı́d a zjišt’ovali jejich postoje k jednotlivým předmětům (Pavelková, Škaloudová,
Hrabal, 2010). Matematika byla žáky hodnocena jako neoblı́bená (ze 16 předmětů na
4. mı́stě od konce – čtveřici nejméně oblı́bených předmětů tvořila matematika spolu
s němčinou, fyzikou a českým jazykem), dále jako vysoce významná (třetı́ mı́sto za
angličtinou a češtinou), jako předmět pro nějž majı́ malé nadánı́ (5. od konce, menšı́
nadánı́ si žáci připisovali už jen pro němčinu, chemii, fyziku a češtinu) ale i jako předmět
pro nějž se cı́tı́ být dosti motivovanı́ (6. mı́sto za informatikou, tělocvikem, angličtinou,
dějepisem a zeměpisem). Pı́li, kterou žáci vynakládajı́ v matematice posuzovali sami
žáci jako spı́še nižšı́ (12. mı́sto ze 16 předmětů, méně se snažı́ už jen v chemii, fyzice,
češtině a němčině). Zajı́mavé je porovnánı́ s jiným výzkumem Pavelkové (2007), který
se zaměřil na nudu ve škole. Výzkum nebyl tak rozsáhlý (N=215), proto je třeba jeho
výsledky brát jen jako ilustrativnı́, nicméně matematika zřejmě pro žáky 2. stupně nudný
předmět nenı́ (porovnánı́ hodnocenı́ výskytu nudy v různých předmětech je na Obr. 1).
Dobrým zjištěnı́m je, že se u hodnocenı́ hodin matematiky častěji objevuje občasná
nuda, ale trvalejšı́ výskyt nudy žáci uváděli jen minimálně (na rozdı́l např. od fyziky). Je
zjevné, že existujı́ značné genderové rozdı́ly, např. ve fyzice se nudı́ výrazně vı́ce dı́vky,
ve výtvarné výchově chlapci, u matematiky je rozdı́l zanedbatelný.
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Obrázek 1: Porovnánı́ výskytu nudy v různých školnı́ch předmětech, podle odpovědı́
žáků 6.–9. třı́d (N=215) (dle Pavelková, 2007).
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UČEBNÍ CÍLE, JAK SE UTVÁŘEJÍ A JAKÝ VLIV MÁ NA NĚ UČITEL

Od 70. let se hovořı́ o výkonových situacı́ch (zkoušenı́, soutěženı́) ve škole ve vztahu
k cı́lům žáků. Dwecková (1975) vyšla z výzkumů bezmocnosti ve výkonových situacı́ch
ve škole. V řadě studiı́ ukázala, že děti se srovnatelnými schopnostmi reagujı́ odlišně na
situaci neúspěchu ve výkonových úlohách. Některé reagujı́ adaptivně, připisujı́ neúspěch
nedostatečnému úsilı́ a trvá u nich pozitivnı́ emocionálnı́ laděnı́ i optimistická očekávánı́,
udržujı́ nebo zvyšujı́ vytrvalost a výkon a pouštı́ se do dalšı́ch úkolů. Tuto reakci označila
jako „mastery“ – jde jim o osvojenı́ si problematiky, kterou se zabývajı́. Jiné děti naopak
reagujı́ maladaptivně, vzorcem dı́lčı́ch projevů, které odpovı́dajı́ stavu bezmocnosti –
připisujı́ neúspěch nedostatku schopnostı́, nastoupı́ negativnı́ emoce a pesimistická oče-
kávánı́, snižuje se vytrvalost a nasazenı́ a děti se vyhýbajı́ dalšı́m úkolům. Tuto reakci
označila jako „performance“.

Jakým způsobem učitel ovlivňuje utvářenı́ učebnı́ch cı́lů žáka? Je nutné připomenout,
že pracuje s tı́m, co si žák přinášı́ z domova. Hlavnı́ nástroj, který má k dispozici k tomu,
aby u žáka posı́lil orientaci na zı́skávánı́ rozvinutı́ kompetence v daném předmětu je
způsob hodnocenı́.

Velmi ilustrativnı́ je vyzkoušet s diagnostiku tzv. vzorců adaptivnı́ho učenı́ Carol Mi-
dgleyové (PALS Patterns of Adaptive Learning Study), která na strákách PALS (viz [8])
nabı́zı́ diagnostiku učebnı́ch cı́lů žáků/studentů, ale i cı́lů učitele, zhodnocenı́ převlá-
dajı́cı́ cı́lové orientace ve třı́dě i zhodnocenı́ vlivu rodičů a širšı́ho sociálnı́ho prostředı́
žáka/studenta. V nedávné době adaptovali pro české středoškoláky a vysokoškoláky
dotaznı́k výkonové učebnı́ orientace Kožený a Tišanská (v tisku).

Hodnocenı́, které bude posilovat orientaci na hluboké zvládánı́ učiva (mastery) by
mělo mı́t jednoznačně zpětnovazebnı́ povahu, nikoli klasifikačnı́. Tedy mělo by se za-
měřovat na průběh práce žáka nikoli jen na jejı́ výsledek a mělo by využı́vat možnosti
diferencovat vztahový rámec k němuž se hodnocenı́ provádı́ (tedy využı́vat možnostı́ po-
rovnánı́ výkonu žáka s kriteriem, s ostatnı́mi žáky, s předchozı́mi výkony žáka). Užı́vánı́
individuálnı́ vztahové normy (vzhledem k předchozı́m výkonům žáka) umožňuje v mno-
hem většı́ mı́ře zdůraznit dosažitelnost úspěchu při vynakládánı́ přiměřeného úsilı́. To je
klı́čový moment změny nevýhodného motivačnı́ho nastavenı́ žáka. S motivačnı́m trénin-
kem, který pomůže žákovi změnit škodlivé stereotypy by měl pomoci školnı́ psycholog,
bez změny přı́stupu učitele (učitelů) by to ale byla marná snaha.
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[14] Stuchlı́ková, I. (2010). Motivace a osobnost. In Blatný, M.(Ed.) Psychologie osob-
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Jednánı́ v sekcı́ch
APLIKAČNÉ ÚLOHY A ROZVOJ

MATEMATICKEJ GRAMOTNOSTI
V 6. ROČNÍKU ZŠ

JAROSLAVA BRINCKOVÁ1

Pri plánovanı́ vyučovacej hodiny vyberá učitel’úlohy podl’a rôznych kritériı́ a v súvis-
losti s ciel’mi, ktoré si stanovil. Najčastejšie siahne po úlohách, ktoré sú zaradené do
učebnı́c a do dostupných zbierok. Zároveň môže jednotlivé úlohy upravovat’podl’a po-
trieb praxe a vytvárat’nové aplikačné úlohy. Aplikačnú úlohu charakterizujeme ako akt
alebo situáciu hl’adania pravdy, informácie, poznatku o niečom; skúmanie faktov alebo
princı́pov; výskum, bádanie. Pri tvorbe aplikačných matematických úloh zameraných na
rozvı́janie matematických kompetenciı́ je potrebné vychádzat’z troch podnetov:

1. z mimo matematických reálnych situáciı́,

2. z matematického obsahu; z matematických štruktúr, ktoré chceme u žiakov formovat’
alebo precvičit’,

3. z obtiažnosti úlohy ‚- tú prispôsobujeme poznatkom žiakov.

Jednotlivé úlohy môže učitel’upravovat’podl’a vlastných potrieb tak, že zmenı́ niek-
torú zo spomı́naných troch zložiek úlohy. Stupňovanı́m požiadaviek na použitie vyššı́ch
kognitı́vnych funkciı́ sa diferencuje úroveň dosiahnutej matematickej gramotnosti.

Každá vyučovacia situácia je jedinečná, tak ako aj každý žiak je jedinečný. Učitel’
si musı́ vediet’ zvážit’, čo je vhodné pri formulovanı́ úlohy zmenit’ tak, aby dosiahol čo
najväčšı́ účinok.2 K dobrým úlohám patria:

• podnetné problémové úlohy, ale aj niektoré rutinné úlohy,

• úlohy povzbudzujúce náhl’ady na matematické štruktúry a zákony a umožňujú mate-
matizáciu mimo matematických situáciı́,

• úlohy ponúkajúce bohaté možnosti na otázky, stratégie riešenia, na diskusie a argu-
mentovanie, na tvorbu d’alšı́ch úloh a variáciı́.
1FPV UMB Banská Bystrica, SR; brinckov@fpv.umb.sk
2Brincková, J.: Vyučovanie matematiky z pohl’adu súčasnej školskej reformy. B. Bystrica: UMB 2010, s. 123
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PÍŠEME APLIKAČNÉ ÚLOHY

To, či je daná úloha, ktorú učitel’zaradı́ do vyučovania, dobrou úlohou, závisı́ od rôz-
nych situáciı́. Označenie úlohy slovom „dobrá“ nie je len vlastnost’ou danej úlohy, ovel’a
viac to závisı́ od vzt’ahu úlohy a riešiaceho žiaka. Dobrá pritom môže byt’aj banálne jed-
noduchá úloha, pokial’na vyučovanı́ vzbudı́ d’alšie otázky, usudzovanie, argumentovanie
a d’alšie premýšl’anie.3 Dobré aplikačné úlohy spĺňajú tieto kritériá:

1. Poskytujú žiakom skutočnú možnost’výberu.

2. Ponúkajú zdroje, ktorých sa možno dotýkat’, zdroje zo skutočných situáciı́ vo svete.

3. Sú jasne prepojené s kl’účovým učivom, vychádzajú z neho, rozširujú ho a ukazujú
jeho spojenie so životom.

4. Sú hodné času, ktorý sa im venuje.

5. Pre učitel’a sú stavebnými kameňmi vyučovacej hodiny a výberu vyučovacı́ch metód
pri plánovanı́ kl’účového učiva.

6. Žiakom poskytujú štruktúru, o ktorú sa môžu opriet’ pri hl’adanı́ vzorov a aplikácii
poznatkov a zručnostı́ kl’účového učiva v reálnych situáciách.

7. Usmerňujú vyučovanie orientované na priame skúsenosti.

8. Usmerňujú prácu žiakov tak, že ich povzbudzujú ku kladeniu otázok a hl’adaniu odpo-
vedı́.

Aplikačné úlohy môžu byt’ problémovými, ale aj projektovými úlohami. Spravidla
sú to úlohy zložené z viacerých čiastkových úloh. Pre ilustráciu rozdielov vyplývajúcich
z obsahu textu zadania uvádzame ukážku učebnej úlohy, projektu, problému a aplikačnej
úlohy v tematickom celku Desatinné čı́sla, vyučovanom v 6. ročnı́ku ZŠ.

3Ruwisch, S.: Gute Aufgaben im Mathematikunterricht der Grundschule – Einführung. In: Ruwisch ‚ Peter Koop (Hrsg.):
Gute Aufgaben in Mathematikunterriche der Grundschule. Mildenberger, Offenburg 2003, s. 5-14, ISBN 3-619-01482-5.
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Typ úlohy Desatinné čı́sla – Slovné úlohy
učebná úloha Peter si kúpil zošit za 1,34 e a dve ceruzky po 0,38 e. Kol’ko

e zaplatil za nákup?
problém Eva dostala k narodeninám od rodičov 35,00e. Chce si

kúpit’bicykel za 126,99e. V pokladničke už má nasporených
72,27e. Ostatné peniaze si chce zarobit’ roznášanı́m reklam-
ných letákov do poštových schránok. Kol’ko letákov musı́ ešte
rozniest’, ak za roznesenie 100 letákov dostane 1,60e?

projekt Naplánujte rozpočet na oslavu narodenı́n Dáši, ak viete, že
chce pozvat’sedem priateliek a každú ponúknut’piatimi jaho-
dovými palacinkami so šl’ahačkou alebo pre každú pripravit’
trojicu ovocia: banán, jablko a pomaranč. Bude jej na nákup
surovı́n stačit’10,00e?

aplikačná úloha 1. Napı́šte rozpočet na oslavu narodenı́n Dáši, na ktorej sa
budú podávat’super palacinky. Viete, že Dáša spotrebuje tieto
suroviny: 2 vajcia po 0,10e/kus; 0,05 kg kryštálového cukru
po 1,10e/kg; 0,3 l mlieka po 0,65e/l; 2 dcl vody, 1 dcl oleja
po 1,66e/l; 20 dkg hladkej múky po 0,50e/kg; štipka soli,
0,5 dcl minerálky po 0,80e/l; 1 vanilkový cukor za 0,166e;
jahodový lekvár – 1,25e; šl’ahačka v spreji – 1,36e. Olej na
smaženie (1,5 dcl).
2. Určite kol’ko áut stojı́ za sebou pri dopravnej zápche v rade
dlhom 3 km?
3. Zistite kol’ko futbalových ihrı́sk by sme potrebovali na ich
zaparkovanie?

Pri pı́sanı́ aplikačných úloh treba mat’ na zreteli zásadu, podl’a ktorej má učenie
prebiehat’ čo najväčšmi v reálnych situáciách, ktoré umožňujú priamu skúsenost’ žiaka,
nie sprostredkovanú. Odporúčame riadit’sa nasledujúcimi 3P zásadami:4

1. Použit’ pobádacie činnostné slovesá z Bloomovej taxonómie uvedenej v diagrame
tvorby AU vždy na začiatku vety. Vytvorı́ sa tak rozkazovacia veta, ktorá je skôr
pokynom k činnosti ako podnetom na jednoduchú odpoved’.

2. Pokynom presne stanovit’, čo majú žiaci v úlohe robit’. Vyhnite sa slovám, ako sú
„všetko, všetci, niektoré, niečo“, alebo „tol’ko, kol’ko dokážete“. Ak budú pokyny
jasné, nebudú za vami chodit’žiaci po jednom s otázkami, čo majú robit’.

3. Predstavte si v duchu produkt alebo konečný výsledok, ktorý majú žiaci vytvorit’. Pove-
dali ste im dost’presne, čo na konci úlohy od nich očakávate? Dá sa to uskutočnit’s tými

4Kovalı́ková, S., Olsenová, K.: Integrované tematické vyučovanie. Bratislava: Faber 1996
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pomôckami, ktoré máte, a v stanovenom čase? Nepodceňujte to! Poskytuje aplikačná
úloha dostatok možnostı́ výberu? Zohl’adnili ste v nej osem typov inteligencie5?

Dôležitú úlohu pri realizácii aplikačných úloh v praxi má ich vyhodnotenie. Učitel’
by mal hodnotit’kvalitu riešenia úlohy žiakom z pohl’adu 3S kritériı́ :

1. Splnenie: Hodnotené podl’a zadania, prı́pravy na odovzdanie, určenosti obsahu, veku
primeraného odrazu použitých kritériı́ a štandardov v realite. Vedie k podaniu najlep-
šieho osobného výkonu?

2. Správnost’: Obsahuje riešenie presné informácie a je vykonané v súlade s predpismi,
týkajúcimi sa danej profesie alebo oblasti? Čerpá informácie z najnovšı́ch zdrojov?

3. Súhrnnost’: Je téma spracovaná podrobne s porozumenı́m obsahu? Je v práci žiaka
vidiet’dôslednost’myslenia a hl’adania rôznych riešenı́?

Ak práca žiaka nespĺňa tieto tri kritériá, mal by ju učitel’žiakovi vrátit’na prepracova-
nie, až kým nevyhovie stanoveným požiadavkám. Žiadnu prácu by sme od žiaka nemali
prijat’, ak nespĺňa tieto kritériá.

Dobré aplikačné úlohy rozvı́jajú matematickú gramotnost’ žiaka na siedmich úrov-
niach, ktorým sú priradené použité kognitı́vne funkcie a tým aj jeho matematické kom-
petencie.6 V prednáške sme prezentovali priradenie úrovne matematickej gramotnosti
a matematickej kompetencie v 12. aplikačných úlohách z tematickej oblasti desatinné
čı́sla, zhodnost’a mnohouholnı́ky vyučovanej v 6. ročnı́ku ZŠ.

MATEMATICKÁ GRAMOTNOST
ČERSTVÝCH PRVŇÁČKŮ

JANA CACHOVÁ

Co umı́ prvňáčci na začátku školnı́ho roku? Umı́ někdo z nich čı́st? Umı́ někdo
počı́tat? Do kolika?. . .

Pro učitele, který předstupuje před novou třı́du, je otázka, co všechno už děti umı́,
podstatná, má vliv na charakter celé pozdějšı́ práce. Zjištěnı́ „počátečnı́ch podmı́nek“ je
důležité nejen pro výběr vhodné motivace, ale ovlivňuje i dalšı́ metodické postupy aj.
Úzce souvisı́ s úrovnı́ matematické gramotnosti jednotlivých žáků.

5Gardner, H.: Dimenze myšlenı́. Praha: Portál 2000.
6http://www2.statpedu.sk/buxus/docs/projekty/PISA/pisa2006nsprava.pdf [cit:20.01.2010]
0Katedra matematiky PdF UHK; jana.cachova@uhk.cz
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Obrázek 1: Do kolika umı́ prvňáci počı́tat?

Matematickou gramotnostı́ dı́těte v předškolnı́m věku rozumı́me jeho prvotnı́ orien-
taci v kvantitativnı́ch jevech, s nimiž se setkává v rodině, ve školce, při hrách a v ko-
munikaci. Matematická gramotnost dı́těte je tedy „jazykovou disciplı́nou“ a projevı́ se
předevšı́m ve znalosti významu slov jeden, dva, . . . (přı́padně symbolům 1,2, . . . ),
v pochopenı́ začátku posloupnosti přirozených čı́sel a některých souvislostı́, které vedou
k aritmetickým operacı́m (sčı́tánı́, odčı́tánı́, násobenı́, dělenı́). Do matematické gramot-
nosti patřı́ rovněž prvky geometrického charakteru, které souvisejı́ s orientacı́ v prostoru
(nahoře, dole, vpravo, vlevo, . . . ) a se znalostı́ některých geometrických tvarů. Testo-
vánı́m geometrických zkušenostı́ dětı́ v prvnı́ třı́dě se u nás před lety zabývali Kuřina,
Tichá, Hošpesová (1995, 1996).

Na začátku letošnı́ho školnı́ho roku jsme provedli v rámci experimentálnı́ sondy
v prvnı́ch třı́dách menšı́ šetřenı́, jehož záměrem bylo zjistit úroveň početnı́ gramotnosti
čerstvých prvňáčků. Během měsı́ce zářı́ a nejdéle prvnı́ týden v řı́jnu se šetřenı́ zúčastnilo
celkem 165 žáků (6 prvnı́ch třı́d a 38 dětı́ z dalšı́ch 24 škol). Děti v individuálnı́ch
rozhovorech plnily z části ústně, z části pı́semně osm následujı́cı́ch úkolů:

1. Počı́tej od jedné, kam až umı́š.

2. Zapiš čı́slicemi, jak jsi počı́tal.

3. Kolik máš prstů na levé ruce?

4. Zapiš velké čı́slo.

5. Kolik je 1 a 1, 2 a 1, 3 a 1, 2 a 3, 3 a 7, 5 a 6, 10 a 10, 12 a 3, 17 a 6?

6. Kolik je 2 krát 2, 3 krát 2, 3 krát 9?
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7. Kolik je polovina z 10, třetina ze 6? (Kolik dostaneš, když rozdělı́š 6 bonbónů mezi
sebe a dva kamarády?)

8. Přečti: 10, 100, 1 000, 1 000 000, 69, 123, 7 281.

Výsledky šetřenı́ ukazujı́, že skutečně nenı́ na mı́stě děti podceňovat. Mnozı́ z žáčků
zvládali velmi dobře vyjmenovat čı́selnou řadu („. . . jednou jsem napočı́tala do 300,
ale pak už jsem se musela napı́t, jakou jsem měla žı́zeň. . . “), až na jediné dı́tě vesměs
všechny děti dokázaly určit počet prstů na levé ruce, někteřı́ z nich dokonce uměli sčı́tat
s přechodem přes desı́tku, 55 dětı́ (tedy rovná třetina) jich dokázalo určit polovinu z deseti.

Pro ilustraci uvedu ukázky některých dětských odpovědı́:

• Napiš velké čı́slo:

Hodně vysoké? Třeba stovku – jedničku a dvě nuly.

Už vı́m – jedničku.

∞ , 100 – nekonečno (ležatá osmička), jiné – stovka.

• Kolik dostaneš, když rozdělı́š 6 bonbónů mezi sebe a dva kamarády?

Já 6, Terezka 6, Deniska 6, Nikolka 6.

Dva, dva a dva.

Jedné dám jeden, jedné jeden, druhé jeden, druhé jeden, nechám si dva – každá
bude mı́t dva.

• Kolik je 2 krát 2, 3 krát 2, 3 krát 9?

4, 6, 28.

4, 5, nevı́m.

• Počı́tej od jedné, kam až umı́š.

Umı́m počı́tat až do 100 (. . . , 45, 46, 47, 48, 49, 100.)

49 a dál to už neumı́m.

. . . , 27, 28, 29, 20, 29, 20 – vı́c už ne.

1, 2, 3, . . . , 20, 22, 26, 27, 28, 22, 26, 27, 29.

Graf ukazuje, kolik dětı́ končilo ve svém počı́tánı́ po jedné v přı́slušném intervalu. Je
zajı́mavé, že 75 dětı́ (tedy skoro polovina) dokázalo překročit čı́slo 50.

Výsledky šetřenı́ přinesly podrobnějšı́ informace o úrovni početnı́ gramotnosti čers-
tvých prvňáčků, které zde bohužel nenı́ možné v plném rozsahu uvést. Ve druhém pololetı́
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tohoto školnı́ho roku plánujeme test v prvnı́ch třı́dách zopakovat. Zajı́má nás, nakolik se
úroveň početnı́ gramotnosti žáků změnı́, zda budou údaje vı́ce či méně odpovı́dat hodno-
tám z počátku školnı́ho roku. Už ted’snad ale můžeme řı́ci – mnohé děti vstupujı́ do prvnı́
třı́dy s prvnı́mi zkušenostmi z kontaktu se světem čı́sel, které jsou hodně ovlivněné jejich
okolnı́m světem. Stejně, jako se děti samy a přirozeně učı́ v předškolnı́m obdobı́ mluvit,
učı́ se i počı́tat. Čı́selné představy čerstvých prvňáčků zdaleka nejsou „tabula rasa“.

Článek vznikl za podpory grantu GAČR 406-08-0710
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PROPEDEUTIKA KOMBINATORIKY NA
1. STUPNI ZŠ

HANA DVOŘÁKOVÁ1

Kombinatorika nenı́ oblastı́ matematiky, která by byla mezi žáky a studenty moc
oblı́bená. Většinou se pro ně jedná o zapamatovánı́ toho, který vzorec na určitý typ
úloh použı́t. Pokud by však děti měly od začátku školnı́ docházky dostatek praktických
zkušenostı́ s kombinatorickými úlohami, které by sami vyřešily, nebyly by pro ně později
použı́vané vzorce a termı́ny tak abstraktnı́.

Aby mohly sami takové úlohy řešit, je vhodné, aby zı́skaly prostřednictvı́m různých
činnostı́ dostatek zkušenostı́ se řešenı́m úloh, při kterém si vyzkoušı́ různé vhodné strate-
gie, operace a techniky. Tyto činnosti mohou být zařazovány již na prvnı́m stupni základnı́
školy.

Je-li dětem zadána nepřı́liš složitá kombinatorická úloha, vyzkoušı́ si na nı́ různé
dovednosti, které využijı́ při dalšı́m setkánı́ s kombinatorikou. Je však důležité, aby
učitel vytvářel takové učebnı́ situace, které žákům neprozradı́, jak a k čemu majı́ dojı́t,
ale navede je tak, aby žáci dokázali řešenı́ najı́t sami. Může jı́t napřı́klad o úlohu s hledánı́m
cest v prostředı́ čtverečkovaného papı́ru:

1NIDV, krajské pracoviště Jihlava, dvorakova@nidv.cz
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Ve čtvercové sı́ti je dán obdélnı́k o velikosti
3 x 4 čtverečky. Najděte, kolika možnými
způsoby lze dojı́t z levého dolnı́ho rohu do
pravého hornı́ho rohu. Pohybovat se mů-
žete pouze po linkách mřı́že, nesmı́te opustit
obdélnı́k a cesty musı́ být nejkratšı́ možné
(kroky pouze doprava a nahoru). Obr. 1
Děti při setkánı́ s touto úlohou zřejmě začnou chaoticky cesty vyhledávat v nakresle-

ném obdélnı́ku, ale zjistı́, že tato úloha je natolik složitá, aby dokázaly evidovat všechny
cesty, některou nevynechaly nebo nezapočı́taly vı́cekrát. Tı́m jsou donuceny si nějakým
způsobem nalezené cesty zaznamenávat. Pravděpodobně začnou jednotlivé cesty zakres-
lovat vedle nebo je vyznačovat barevně. Vhodně vytvořenou situacı́ může učitel děti
přivést i k jiným způsobům zápisu.

Nabı́zı́ se zápis pomocı́ šipek, ale i jiných znaků (+,−, 0, 1 a pı́smena). Třeba si žáci
uvědomı́, že každá cesta se skládá ze 3 kroků nahoru a 4 vpravo a do tabulky si zapı́šı́,
v jakém pořadı́ jednotlivé kroky seřadı́. Děti se tak učı́ pracovat s daty, tvořit tabulky,
ale třeba i klasifikovat jednotlivé pětice podle určitých znaků. Úlohu lze kombinatoricky
interpretovat tak, že zjišt’ujeme v kolikátém kroku budou cestovat v obdélnı́ku nahoru –
jedná se o trojčlenné kombinace ze sedmi prvků K(k, n) =

(7
5

)
= 35.

Tuto úlohu lze rozšı́řit tak, že děti budou hledat počty cest, kterými se dostanou do
jednotlivých bodů v mřı́žovém obdélnı́ku (viz obr. 2). Úloha jde rozdělit na řadu dı́lčı́ch
úloh, vhodných třeba pro práci ve skupinách. Žáci mohou celkem lehce objevit pravidlo
o závislosti počtu cest na počtu čtverečků v obdélnı́cı́ch typu 1 xn. Pravidlo pro obdélnı́ky
typu 2 xn je už složitějšı́.

Při přehledném zápisu k jednotlivým bodům, můžeme dětem ukázat, co vznikne,
pokud se výsledky přepı́šı́ jinak (viz obr. 3) – jedná se o Pascalův trojúhelnı́k. Žáci
mohou být vyzváni, aby sami doplnili dalšı́ řady tohoto trojúhelnı́ku, což by neměl být
problém, pokud se už děti setkaly např. se sčı́tacı́mi trojúhelnı́ky nebo s doplňovánı́m
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čı́selných řad. (To, že toto je Pascalův trojúhelnı́k, dětem může učitel prozradit a při
pozdějšı́m setkánı́ s kombinatorikou si ho děti snáze vybavı́.)

Úlohy tohoto typu lze modifikovat do jiných kontextů. Napřı́klad: Kolikrát můžeme
přečı́st slovo Gizela (viz obr. 4)? Hezky bude znı́t úloha, ve které budou mı́t sestavit
všechny možné rytmy ze zadaných délek not (viz obr. 5). Napřı́klad ve čtyř čtvrt’ovém
taktu ze dvou not čtvrt’ových a 2 not půlových. (V převedenı́ na úlohu s cestovánı́m
v obdélnı́cı́ch se jedná o obdélnı́k 2 x 4.) Takto vytvořené rytmy je možné využı́t v hudebnı́
výchově při rytmických vı́cehlasech.

G I Z E

I Z E L

Z E L A

Obr. 4

Je možné vymyslet mnoho jiných kombinatorických úloh, které děti zaujmou. Děti,
které rády sportujı́ mohou vytvářet rozpisy turnaje družstev, kde se nabı́zı́ i jiný grafický
způsob zakreslenı́.

Ve výtvarné výchově děti mohou hledat různé kombinace barev a tvarů při tvorbě růz-
ných vzorů. Libovolná je technika, kterou k tomu použijı́ (barevné geometrické obrazce
z papı́ru, kreslenı́, tiskátka z brambor. . . ).

Jde zejména o to, aby se děti seznámily s kombinatorikou v co nejvı́ce různorodém
prostředı́, a také, aby se každé dı́tě našlo v oblasti, která ho zajı́má nebo něčı́m zaujme
a při tom se bude učit klasifikovat objekty, hledat pravidelnosti, podobnosti, rytmy. . .
Může si vyzkoušet práci s chybou, vytvářet systémy, strategie, přehledně zaznamenávat
dı́lčı́ výsledky a údaje, tvořit tabulky, grafy, a také budovat své metakognitivnı́ strategie.

Učiteli dávajı́ tyto úlohy možnosti k poznánı́ kognitivnı́ch typů jednotlivých žáků,
ale i jejich zájmů, aby je mohl při dalšı́ výuce využı́t. Volbou vhodného prostředı́ oživı́
hodiny a dá možnost zapojenı́ se jindy pasivnějšı́m žákům nebo kombinatorické úlohy
může zadávat nadaným žákům individuálně. Úlohy jsou vhodné pro práci ve skupinách,
rozvı́jı́ klı́čové kompetence: k řešenı́ problémů, k učenı́, komunikativnı́, pracovnı́ atd.
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VÝSKUM SCHOPNOSTI ŽIAKOV ZŠ A SŠ
NA SLOVENSKU RIEŠIŤ NERUTINNÉ

PROBLÉMY
ŠTEFAN GUBO1

ÚVOD

V tomto prı́spevku uvádzame výsledky empirického výskumu, ciel’om ktorého bolo
zistit’s akou úspešnost’ou riešia žiaci ZŠ a SŠ na Slovensku nerutinné problémy, riešenie
ktorých vyžadujú zı́skanie vhl’adu do týchto problémov.

DEFINÍCIA A CHARAKTERISTICKÉ ZNAKY VHL’ADU

Experimentmi týkajúcimi sa vhl’adu sa prvýkrát zaoberali predstavitelia tvarovej
psychológie (geštaltizmus). Podl’a názorov tvarových psychológov v procese riešenia
problémov riešitel’ zahŕňa do svojho vnemového pol’a všetky prvky danej problémovej
situácie. Vhl’ad je okamih, ked’ sa ich štruktúra pochopı́ v nových súvislostiach. Tým
vznikne nová štruktúra, ktorá je doplnená chýbajúcimi prvkami alebo vzt’ahmi.

Jedna z najrozšı́renejšı́ch definı́ciı́ vhl’adu pochádza od Mayera (1995): termı́n vhl’ad
sa použı́va na označenie procesu, počas ktorého jednotlivec zo stavu neznalosti riešenia
sa náhle dostane do takéhoto vedomostného stavu, v ktorom už vie, ako problém riešit’.

1Pedagogická fakulta, Univerzita J, Selyeho v Komárne; guboi@selyeuni.sk
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Prejav vhl’adu má nasledovné charakteristické znaky: ukazuje sa nečakane, vyvoláva
sa spontánne a je často sprevádzaný pocitom uspokojenia (Aha! zážitok). Metcalfe (1987)
vo svojich výskumoch fakt, že riešenie problému sa uskutočnilo zı́skanı́m vhl’adu doňho
overil tak, že v procese riešenia respondenti museli v 10s intervaloch signalizovat’, ako sa
blı́žia k riešeniu (feeling-of-warmth judgements). Zistilo sa, že počas riešenia problémov
vhl’adu hodnoty vzrástli skokovite. To znamená, že riešenie problémov takéhoto typu sa
zrodı́ náhle.

PROBLÉMY VHL’ADU

Problémy vhl’adu majú nasledovné charakteristické znaky: nachádzajú sa v rámci
kompetencii priemerného riešitel’a; prvé pokusy o ich riešenie sa s vel’kou pravdepodob-
nost’ou dostanú do takého stavu, v ktorom riešitel’nevie, ako d’alej (mŕtvy bod); vytrvalé
pokusy o riešenie majú vel’kú šancu prekonanı́m mŕtveho bodu nájst’správne riešenie.

Weisberg (1995) rozlišuje čisté (pure) a hybridné (hybrid) problémy vhl’adu. Čisté
problémy vhl’adu sa dajú riešit’výnimočne vhl’adom (problém 6 zápaliek). Naproti tomu
k riešeniu hybridných problémov vhl’ad nie je nutný, v takomto prı́pade riešitel’nedovolı́,
aby ho rušivé činitele dostali zo správnej cesty a hned’vidı́ správne riešenie. Ako prı́klad
spomenieme nasledovný problém: Na vyrad’ovacom tenisovom turnaji štartovalo 512
sút’ažiacich. Kol’ko zápasov odohrali spolu na turnaji? K riešeniu tohto problému bez
vhl’adu stačı́ vypočı́tat’súčet 256 + 128 + 64 + 32 + 16 + 8 + 4 + 2 + 1. Riešenie vhl’adom
spočı́va v uvedomenı́ si skutočnosti, že sút’až bude mat’ 1 vı́t’aza a 511 porazených.
Nakol’ko po každom zápase vypadne práve jeden hráč, na celom turnaji sa odohráva
celkovo 511 zápasov.

CHARAKTERISTIKA VÝSKUMNEJ VZORKY

Zber údajov výskumu sme uskutočnili na základných školách (ZŠ), gymnáziách (G)
a gymnáziách s osemročným štúdiom (OG) v Banskobystrickom, Košickom a Nitrian-
skom kraji. Výskumnú vzorku tvorilo celkovo 745 žiakov: 247 žiakov 5. ročnı́ka ZŠ
a Prı́my OG, 280 žiakov 8. ročnı́ka ZŠ a Kvarty OG a 249 žiakov 2. ročnı́ka gymnáziı́
a Sexty OG.

VÝSLEDKY VÝSKUMU

V tomto prı́spevku uvádzame kvantitatı́vnu analýzu problému 6 zápaliek a tenisový
turnaj.

PROBLÉM 6 ZÁPALIEK

Analýzou žiackych riešenı́ sme zistili, že pomer nesprávnych riešenı́ v každom roč-
nı́ku presahuje hranicu 50 %. Tretina žiakov 5. roč./prı́my a približne štvrtina žiakov
8. roč./kvarty sa ani vôbec nepustila do riešenia. Problém sa ukázal náročným predo-
všetkým v 5. roč./prı́me, kde správne riešenie uviedlo iba 8,9 % žiakov. Nı́zky pomer
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úspešných žiakov v 8. roč./kvarte (22,9 %) a 2. roč./sexte (30,7 %) ukazuje, že ani
staršı́ žiaci nedokážu tak l’ahko prekonávat’ myšlienkovú zameranost’ a tým odstránit’
nevyslovene stanovenú podmienku (riešenie treba hl’adat’v rovine).

Väčšina neúspešných riešitel’ov vo všetkých ročnı́koch nakreslila štvorec, ktorý uh-
lopriečky rozdel’ujú na 4 rovnaké rovnoramenné trojuholnı́ky. Pomer takýchto riešenı́ je
mimoriadne vysoký v 2. roč./sexte (67,2 %), čo znamená, že aj žiakom stredných škôl
robı́ t’ažkosti rozlı́šit’ rovnostranný trojuholnı́k od rovnoramenného. O niečo menej ako
štvrtina neúspešných žiakov 2. roč./sexty sa pokúsila rovnostranné trojuholnı́ky zostrojit’
použitı́m 3 dlhšı́ch a 3 kratšı́ch zápaliek. Také riešenia však neboli akceptované, nakol’ko
v zadanı́ problému bolo uvedené, že zápalky musia byt’ rovnaké. Najmä v nižšı́ch roč-
nı́koch sme dostali také odpovede, že „úloha nemá riešenie “ alebo „úlohu možno riešit’
najmenej 12 zápalkami“.

Analýza správnych riešenı́ ukázala, že priestorové riešenie dominovalo vo všetkých
ročnı́koch. V prı́pade tohto problému sa však našlo niekol’ko odlišných riešenı́, ktoré sme
potom považovali za správne. Nasledovné riešenie problému sa najčastejšie vyskytovalo
v 5. roč./prı́me: „Najprv zlomı́me všetky zápalky na dve rovnaké časti. Tým dostaneme
12 častı́ rovnakej dĺžky, pomocou ktorých sa 4 rovnostranné trojuholnı́ky dajú l’ahko
zostrojit’“. Pretože v zadanı́ problému nebolo zvlášt’ vyhradené, že zápalky nesmú byt’
zlomené, museli sme akceptovat’aj také riešenia.

PROBLÉM TENISOVÝ TURNAJ

Tento problém bol náročný v každom testovanom ročnı́ku, čo je prekvapujúce, pretože
riešenie možno nájst’aj aritmetickým výpočtom. V 5. roč./prı́me správne riešenie uvádzalo
iba 3,6 % žiakov a zároveň 37,3 % žiakov sa ani vôbec nepustilo do riešenia. Situácia
nebola ovel’a lepšia ani na vzorke žiakov 2. roč. / Sexty, kde správnu odpoved’našla iba
o niečo viac ako štvrtina žiakov.

V každom ročnı́ku sa našli žiaci, ktorı́ len jednoducho uviedli ako riešenie východis-
kový údaj (počet sút’ažiacich). Väčšina žiakov však uvádzala polovicu počtu tenistov, čo
považujeme za dôsledok použı́vania stratégie priamej translácie. Tenis totiž hrajú dvaja
hráči, čo poukazuje na aritmetickú operáciu s čı́slom 2. Slovné spojenie „vyrad’ovacı́ tur-
naj“ (vı́t’az zápasu postupuje d’alej, porazený vypadne) prinúti žiakov k vydeleniu počtu
sút’ažiacich dvomi.

V 2. roč./sexte 17,3 % žiakov šikovne určilo počet zápasov v jednotlivých kolách
turnaja, ale namiesto vypočı́tania súčtu týchto čı́sel uviedlo ako výsledok celkový počet
kôl. Predpokladáme, že dôvod tejto chyby spočı́va v tom, že tı́to žiaci si počet zápasov
turnaja zmýlili s počtom kôl turnaja. Tento omyl ich viedol k nesprávnej mentálnej
reprezentácii problémovej situácie, na základe ktorej bol vypracovaný nesprávny plán
riešenia.

V prı́pade tohto problému nás najmä zaujı́malo, ktoré riešenie sa bude častejšie
vyskytovat’: riešenie vhl’adom alebo riešenie bez vhl’adu (aritmetický výpočet). Na zá-
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klade výsledkov analýzy správnych riešenı́ však musı́me konštatovat’, že vo všetkých
ročnı́koch o niečo viac ako polovica žiakov uviedla správny výsledok bez akéhokol’vek
zdôvodnenia. Nakol’ko v zadanı́ problému žiaci o to neboli zvlášt’požiadanı́, také riešenia
sme akceptovali. Aritmetickým výpočtom riešila problém tretina žiakov 5. roč./prı́my,
o niečo viac ako tretina žiakov 8. roč./kvarty a 41,7 % žiakov 2. roč./sexty. Druhý spôsob
riešenia sa vyskytoval vo všetkých ročnı́koch len sporadicky: v 5. roč./prı́me 1 žiak,
v 8. roč./kvarte 4 žiaci a v 2. roč./sexte 2 žiaci udával riešenie vhl’adom.

ZÁVER

Nı́zka percentuálna úspešnost’ žiakov v riešenı́ problémov dovol’uje implikovat’ zá-
ver, že problémy takéhoto typu sú pre nich nezvyčajné. Výsledky nášho výskumu sú
v súlade s výsledkami PISA 2003, ktoré ukázali, že slovenskı́ žiaci majú menej rozvinutú
schopnost’ riešit’ nerutinné problémy a sú pripravenı́ riešit’ len jednoduchšie problémy.
Slovensko v tejto oblasti skončilo preukázatel’ne pod priemerom OECD (pozri PISA 2003
národná správa). Na základe našich zistenı́ v mene rozvoja schopnosti žiakov riešit’pro-
blémy odporúčame vytvorit’v školskom vyučovanı́ väčšı́ priestor pre nerutinné problémy.
Učitel’by mal dávat’pozor na to, aby na vyučovacej hodine nedával žiakom len hotové
návody a vzory. Ak činnost’žiakov je zameraná iba na opakovanie a imitovanie učitel’a,
tak budú schopnı́ iba na mechanické aplikovanie svojich poznatkov.
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GEOGEBRA NEJEN DO HODIN
GEOMETRIE

VERONIKA HAVELKOVÁ1

Dynamický software GeoGebra2 je v České republice programem, jenž zı́skává na
stále většı́ oblibě. Důvodů, proč tomu tak je, je hned několik.

Tı́m primárně nejvı́ce vnı́maným důvodem je to, že GeoGebra se řadı́ mezi freeware
(tj. jedná se o volně stažitelný program). To umožňuje dostupnost i do škol, ve kterých
nemajı́ na koupi placených programů dynamické geometrie. Sekundárně však můžeme
zjistit, že program nenı́ jen formou z nouze ctnosti. GeoGebra totiž nenı́ jen dynamickou
geometriı́, ale snoubı́ v sobě zároveň i algebru a infinitezimálnı́ počet, což je něco, na
co běžný uživatel programů dynamické geometrie (u nás nejčastěji Cabri, GEONExT)
nenı́ zvyklý. V důsledku toho, však uživatel často nevyužije skutečného potenciálu, který
GeoGebra nabı́zı́.

Mezi výhody, kterými program disponuje, řadı́me:

• Export appletu jako obrázek i dynamický pracovnı́ list,

• přı́jemné a uživatelsky jednoduché prostředı́,

• webové stránky programu (www.geogebra.com) obsahujı́cı́ velké množstvı́ hotových
appletů, návody k programu.

GeoGebra obsahuje i mnoho nestandardnı́ch přı́kazů a programových možnostı́, je-
jichž využitı́ může vést k vytvořenı́ zajı́mavých dynamických appletů.

Propojenı́ geometrie s algebrou v jednom programu umožňuje algebraicky zadávat
geometrické objekty. Program si poradı́ i s vykreslovánı́m funkcı́, relacı́. Pomocı́ široké
škály předdefinovaných přı́kazů umı́ napřı́klad derivovat (viz obr. 1), integrovat, tvořit
histogramy, různé regrese. . . Při tvorbě náročnějšı́ch appletů zas jistě ocenı́me i možnost
vloženı́ podmı́nky pro zobrazenı́ objektů.

Zajı́mavou programovou možnostı́ je také to, že můžeme do nákresny vkládat nejen
statický text, ale i text dynamický. To ve své podstatě znamená, že pokud do textu
vložı́me souřadnice bodů, obsahy těles apod., text se nám bude měnit v závislosti na
jejich geometrickém vzoru. Velmi netradičnı́m pozitivem je podpora LATEXu.3 Podporu
LATEXu ocenı́me, pokud chceme vkládat do nákresny složitějšı́ matematické výrazy (obr. 2

1Pedagogická fakulta UK, Praha; salamina@seznam.cz
2Program určený pro operačnı́ systém Windows ke staženı́ na

http://www.geogebra.org/download/?os=win.
3LATEX je balı́k maker programu TEX, který umožňuje autorům textů sázet a tisknout svá dı́la ve velmi vysoké typografické

kvalitě.
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– Násobenı́ matic). Bez podpory LATEXu se výrazy stávajı́ přinejmenšı́m mnohem méně
jasné nebo je téměř nenı́ možné „vysázet“.

Program GeoGebra nabı́zı́ téměř veškeré nástroje, na které je zvyklý uživatel Cabri,
jako je tvořenı́ makrokonstrukcı́, vykreslovánı́ množiny bodů, vkládánı́ obrázků. . . Pro-
pojenı́m s algebrou a infinitezimálnı́m počtem se však stává něčı́m mnohem vı́c, než
jen programem dynamické geometrie. Stává se tak nástrojem, který umožňuje uživateli
nahlédnout na úzké propojenı́ mezi geometriı́ a dalšı́mi oblastmi matematiky.

Obrázek 1: Derivace funkce

Obrázek 2: Násobenı́ matic
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PROJEVY INDUKTIVNÍHO USUZOVÁNÍ VE
VÝUCE MATEMATIKY

JAN HERMAN1

INDUKTIVNÍ USUZOVÁNÍ

Induktivnı́ usuzovánı́ bývá obvykle vymezeno jako myšlenkový proces, který na
základě předpokladů přinášı́ závěry, které předpoklady přesahujı́ a jehož prostřednictvı́m
nenı́ možné dospět k jistým závěrům. Je možné jej podrobněji členit na zobecněnı́, při
kterém docházı́ k usuzovánı́ z jednotlivého na obecné, a na analogické usuzovánı́, při
kterém docházı́ k usuzovánı́ z jednotlivého na jednotlivé.

KDE JE INDUKTIVNÍ USUZOVÁNÍ K VIDĚNÍ V MATEMATICE?

1. Když žák dostane k řešenı́ úlohu, přı́klady žákovských výpovědı́ mohou v tomto
přı́padě být tvrzenı́ „tohle vypadá jako úloha na nepřı́mou úměrnost“ či „tenhle výraz
připomı́ná druhou mocninu“. Induktivnı́ usuzovánı́ je tedy napřı́klad podstatou úspěchu
řešenı́ gradované série úloh.

2. Když žák hledá vztah mezi vstupy a výstupy úlohy, přı́kladem může být řešenı́
slovnı́ úlohy ve formě „odnesu si o dvě broskve vı́ce, než jsem zaplatil“.

3. Když žák hledá závislosti na základě čı́selných souvislostı́, přı́kladem může být
zobecněnı́ „pro jedničku je to 5, pro dvojku 10, to vypadá, že je to pětinásobek“.

4. Když žák zkoumá vlastnosti objektů, přitom může uvažovat napřı́klad takto „grafem
přı́mé úměrnosti je přı́mka, grafem nepřı́mé úměrnosti bude asi také přı́mka“. Jiným
přı́kladem zobecněnı́ je samozřejmé využı́vánı́ komutativity sčı́tánı́ žáky dávno před
jeho formálnı́m zavedenı́m.

Indukce v matematice je tedy zdrojem nápadů, hypotéz a objevů, ale také zdrojem neo-
podstatněných domněnek a chyb.

CO OVLIVŇUJE VZNIK INDUKTIVNÍCH ÚSUDKŮ?

1. Zaměřenı́ pozornosti a instrukce. Žákovu pozornost zaměřujeme otázkou, zadánı́m
či kontextem, napřı́klad otázka „Grafem přı́mé úměrnosti je přı́mka, co je grafem
nepřı́mé úměrnosti?“ přı́mo zaměřuje žákovu pozornost na vztah mezi grafem přı́mé

1Pedagogická fakulta UK, Praha; hermos@c-box.cz



J. Herman: Projevy induktivnı́ho usuzovánı́ ve výuce matematiky 35

a nepřı́mé úměrnosti. Pokud žákovu pozornost nasměrujeme k objevovánı́, všimne
si souvislostı́ mnohem dřı́ve, stačı́ přitom věta „Prozkoumej, jak je možné si práci
zjednodušit“.

2. Dostupnost a typičnost. Je prokázáno, že induktivnı́ úsudky vznikajı́ pravděpodob-
něji na znalostech, které jsou dostupnějšı́ (snadno se vybavı́). Dostupnost znalosti je
dána frekvencı́ jejı́ho použı́vánı́ (procvičovánı́m) a závisı́ rovněž na kontextu, jiný
kontext přinášı́ odlišnou sadu dostupných znalostı́. Typické přı́pady bývajı́ nejprocvi-
čovanějšı́, induktivnı́ úsudky tak vznikajı́ pravděpodobněji na jejich základě (Shafto,
Coley, Vitkin, 2007).

3. Množstvı́ zkušenostı́ a jejich homogenita. Většı́ množstvı́ zkušenostı́ stejného typu
vede k vytvářenı́ induktivnı́ch úsudků pravděpodobněji (Nisbett, Kranz, Jepson, Kunda,
1983), pokud napřı́klad žáci řešı́ úlohy na Pythagorovu větu pouze v trojúhelnı́kuABC
s odvěsnou c, potom budou předpokládat, že vztah c2 = a2+ b2 platı́ v každém pravo-
úhlém trojúhelnı́ku ABC.

4. Přı́činnost. Část výzkumnı́ků (napřı́klad Thompson, Hayes (2005), Rehder (2007)) se
domnı́vá, že induktivnı́ usuzovánı́ má přı́činnou povahu, tedy, že vytvářenı́ induktivnı́ch
úsudků je důsledkem využı́vánı́ principů logického usuzovánı́ o přı́činách, napřı́klad
pokud žáci zvažujı́ odpověd’ na otázku „Grafem přı́mé úměrnosti je přı́mka, co je
grafem nepřı́mé úměrnosti?“ přemýšlejı́ o tom, z jakých přı́čin byla položena takto.

5. Pořadı́. Pořadı́ zkušenostı́ do značné mı́ry určuje, zda induktivnı́ úsudek vznikne, či
nikoliv, napřı́klad pokud žáci budou mı́t za úkol řešit pět úloh, mezi kterými majı́
objevit analogické vztahy a mezi těchto pět úloh vložı́me dalšı́ch deset úloh, pro které
tyto vztahy neplatı́, ztı́žı́me tı́m objevenı́ analogických vztahů.

6. Vlastnost samotná. Vlastnost, o které usuzujeme, do značné mı́ry určuje kontext,
v rámci kterého induktivnı́ úsudek vzniká (Rehder, 2006), napřı́klad, pokud budeme
uvažovat o průsečı́ku, budeme využı́vat své znalosti i postupy z oblasti geometrie,
pokud budeme přemýšlet o řešenı́ rovnic, budeme využı́vat znalosti i postupy alge-
braické.
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VYUŽITÍ INTERAKTIVNÍ TABULE VE
VÝUCE MATEMATIKY

MARIKA KAFKOVÁ1

ÚVOD

Článek pojednává o výuce kombinatoriky na gymnáziu s využitı́m nové modernı́
technologie – interaktivnı́ tabule. V loňském roce mi bylo umožněno odučit kombinato-
riku nestandardně, podstatně atraktivněji. Jak výuka probı́hala a zdali měl tento výukový
proces pozitivnı́ vliv na pochopenı́ látky, o tom všem je tento přı́spěvek.

Během svého doktorského studia na Přı́rodovědecké fakultě Masarykovy univerzity
v Brně jsem měla možnost vyučovat kombinatoriku studenty třetı́ho ročnı́ku. Cı́lem tohoto
kurzu bylo nejprve se studenty zopakovat středoškolskou kombinatoriku, na kterou pak
navazovaly témata těžšı́ a hlavně složitějšı́ úlohy. Bohužel k mému nemilému překvapenı́
jsem zjistila, že si studenti přinášejı́ ze střednı́ch škol nedostatečné základy kombinatoriky,
někdy dokonce základy žádné. Často nebylo tzv. na čem stavět a bylo tudı́ž nanejvýš
nutné nejprve se v několika hodinách zabývat právě středoškolskou kombinatorikou,
která je nutnou podmı́nkou pro řádné absolvovánı́ celého předmětu. Tento fakt mě přiměl
k zamyšlenı́, jakým způsobem se na střednı́ch školách tato část matematiky učı́ a co dělá
studentům největšı́ problémy.

1maja.k@email.cz
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V roce 2008 jsem uskutečnila anketu, v nı́ž maturanti2 – mimo jiné – označovali
tři středoškolské matematické okruhy, které se jim zdály z hlediska porozuměnı́ a po-
chopenı́ látky nejtěžšı́. Studenti zařadili mezi dva nejtěžšı́ právě okruh Kombinatorika,
pravděpodobnost a statistika. Myslı́m si, že právě kombinatorika se velkou měrou podı́lı́
na negativnı́m postoji k této části středoškolské matematiky. S vyhodnocovánı́m ankety
mě tak napadla otázka, proč nezkusit odučit kombinatoriku trochu jinak a zábavně, např.
s modernı́ technologiı́ – s využitı́m interaktivnı́ tabule.

VÝUKA KOMBINATORIKY

Na mnoha školách se učı́ kombinatorika tak, že studenti se nejprve naučı́ kombina-
torické pravidlo součtu a součinu, poté se postupně seznámı́ s variacemi, permutacemi
a kombinacemi bez opakovanı́ (s opakovánı́m) spolu s danými vzorci pro výpočet přı́-
kladů a řešenı́ jednotlivých úloh probı́há tak, že studenti hádajı́ n a k ve vzorci a pak
pouze dosazujı́. Nikdy tak neproniknou do této krásné části matematiky.

Výuka kombinatoriky s využitı́m tabule SMART Board byla uskutečněna v květnu
loňského roku na jednom gymnáziu v Českých Budějovicı́ch. Do procesu se zapojili
studenti 2. ročnı́ku čtyřletého studia. Studentům se neprozradily vzorce k jednotlivým
typům kombinatorických přı́kladů, a tak řešili úlohy pouze s využitı́m pravidla součtu
a součinu. V průběhu výuky se samozřejmě pro ulehčenı́ výpočtů seznámili s kombinač-
nı́m čı́slem a s čı́slem n!, ale o názvech variace, permutace, kombinace se dozvěděli až
ke konci celého výukového procesu.

Dı́ky interaktivnı́ tabuli bylo možné studentům zpestřovat hodiny různými kvizy, jež
úzce souvisely se zadánı́m připravených úloh, pro lepšı́ pochopenı́ látky byly připraveny
různé prezentace a animace, objevovaly se různé obrázky a studenti se v hodinách aktivně
zapojovali (obr. 1).

Během celého procesu jsme psali dva testy, které měly ověřit, do jaké mı́ry studujı́cı́
probı́ranou látku pochopili, zda jsou známky z testů rozdı́lné od známek z jiných ma-
tematických okruhů apod. Dané testy mi napsali i studenti jiných gymnáziı́, kde výuka
probı́hala standardnı́m způsobem, a dı́ky tomu jsem mohla porovnat výsledky „mých“
studentů s ostatnı́mi. Mohu konstatovat, že výsledky mě docela mile překvapily. Nejenže
„mé“ studenty výuka kombinatoriky zjevně bavila, ale známky z obou testů se vůbec ne-
lišily od ostatnı́ch zı́skaných známek z matematiky během celého roku, což podle mého
názoru je velmi pozitivnı́ zjištěnı́ a statisticky tito studenti, kteřı́ se učili netypickým
způsobem, dopadli o poznánı́ lépe. A co vı́c – nad řešenı́m přı́kladů přemýšleli, což se
velmi zřetelně projevovalo už během vyučovacı́ch hodin.

Podle mého názoru připravené hodiny kombinatoriky na interaktivnı́ tabuli splnily
svůj úkol, studentům výuku zatraktivnily, probı́ranou látku ulehčily a umožnily látku do
jisté mı́ry lépe pochopit.

2Celkem se do ankety zapojilo 407 respondentů, přičemž tento reprezentativnı́ vzorek částečně odpovı́dal skladbě maturantů
ze všech gymnáziı́ v republice.
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Obrázek 1: Přizpůsobené interaktivnı́ cvičenı́ z Lesson Aktivity Toolkit

ZÁVĚR

Samozřejmě si nemyslı́m, že použı́vánı́m interaktivnı́ch tabulı́ vzroste enormně zájem
studentů o danou problematiku. Nicméně se domnı́vám, že vhodně použı́vaná interaktivnı́
tabule může být jednoznačně výbornou pomůckou právě při hodinách matematiky.

LITERATURA

[1] Kafková, M.: Výuka kombinatoriky s využitı́m interaktivnı́ tabule, Sbornı́k v tisku,
4. ročnı́k konf.: Užitı́ počı́tačů ve výuce matematiky, České Budějovice, 2009.

[2] Kafková, M.: Oblı́benost středoškolské matematiky a využitı́ interaktivnı́ tabule, In
Sbornı́k přı́spěvků z 11. setkánı́ učitelů matematiky všech typů stupňů škol. 1. vyd.,
Plzeň: Vydavatelský servis, 2008.
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OBYČEJNÉ DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE VE
VÝBĚROVÉM SEMINÁŘI Z MATEMATIKY

JANA KALOVÁ, RADEK VEJMELKA1

ÚVOD

Na semináři matematiky se na gymnáziı́ch někdy probı́rajı́ i obyčejné diferenciálnı́
rovnice (dále budeme použı́vat i zkratku ODR). Téma je poměrně (pro středoškolskou
výuku a daný prostor a čas) rozsáhlé a je proto třeba volit stravitelný způsob výkladu
a spı́še v daném tématu hledat motivačnı́ prvky a vyvolat zájem studentů o danou proble-
matiku. Zároveň je třeba ukázat, k čemu se dajı́ diferenciálnı́ rovnice použı́vat a jaký je
jejich význam. Vzhledem k omezenému rozsahu přı́spěvku ukážeme jen některé základnı́
atributy k danému tématu, ale pokusı́me se uvést zdroje, z kterých lze dále čerpat při
přı́pravě semináře nebo při zadávánı́ samostatných pracı́ studentů.

MOTIVAČNÍ PŘÍKLAD

Chladnutı́ těles se řı́dı́ Newtonovým zákonem chladnutı́. Označı́me-li θ (t) teplotu
tělesa v časovém okamžiku t, teplotu okolı́ (jedná se o konstantu) θ0, počátečnı́ teplotu
tělesa jako θ (0), má Newtonův zákon tvar:

dθ (t)
dt

= −k · (θ (t)− θ (0)) .

Na tvaru tohoto zákona můžeme ukázat fyzikálnı́ význam rovnice, vysvětlit fyzikálnı́
význam konstanty , a ukázat nějaký praktický přı́klad řešenı́. Nám se osvědčil přı́klad
z kriminalistiky.

Přı́klad: V přı́padě chladnutı́ lidského těla je hodnota konstanty k = 0.1438/hod. Určete
čas smrti, když tělo bylo objeveno v hotelovém pokoji o půlnoci. Teplota v pokoji byla
20 ˚C, teplota těla v okamžiku objevenı́ byla 30 ˚C.

VÝZNAM PRO FYZIKU

Obyčejné diferenciálnı́ rovnice hodně často modelujı́ fyzikálnı́ děje a zákony. Mo-
tivaci lze najı́t napřı́klad na wikipedii v anglické verzi – heslo obyčejné diferenciálnı́
rovnice. Např. Newtonův druhý pohybový zákon – zákon sı́ly, reprezentuje ODR a způ-
sobil vědeckou revoluci. Jistě se k tomuto tématu dá najı́t mnoho zajı́mavostı́, přı́kladů,
nebo i filozofických úvah.

1VŠTE v Českých Budějovicı́ch; radekvejmelka@seznam.cz
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FÁZOVÝ PROSTOR

Nás nynı́ bude zajı́mat jeden pojem, který je s řešenı́m ODR spojený – pojem fá-
zová trajektorie. Lze vysvětlit, co se myslı́ fázovým prostorem (viz napřı́klad Wikipedie,
pojem „fázový prostor“), a co se myslı́ trajektoriı́ ve fázovém prostoru. Pro pohybujı́cı́
se hmotný bod v třı́rozměrném prostoru je fázový prostor šestidimenzionálnı́ (3 prosto-
rové souřadnice a 3 hybnosti). Soustava bodů ve fázovém prostoru představujı́cı́ polohu
bodu ve fázovém prostoru v jednotlivých časových okamžicı́ch vytvářı́ fázovou trajek-
torii. Šestidimenzionálnı́ prostor nenı́ možné graficky zobrazit, proto se použı́vá nějaká
projekce trajektorie na dvourozměrnou plochu.

Známý přı́klad na vývoj ve fázovém prostoru je tzv. Lorenzův model. Zde lze vy-
světlovat pojmy jako je stacionárnı́ bod, stabilita systému, periodický pohyb, chaotický
pohyb, bifurkace, motýlı́ efekt, apod. Látka je dostatečně populárnı́ a lze najı́t spoustu
podkladů (např. na Wikipedii). Lorenzův model je daný soustavou diferenciálnı́ch rovnic:

dx

dt
= −βx+ yz

dy

dt
= −σy + σz

dz

dt
= −xy + ρy − z

Pro různé konstanty a různé počátečnı́ hodnoty lze dostávat různé trajektorie ve fázo-
vém prostoru. Pro žáky je velmi zajı́mavé sledovat vliv počátečnı́ch podmı́nek a konstant
na chovánı́ systému. Pokud se na škole použı́vá MATLAB, dobrý program na testovánı́
a zkoumánı́ modelu lze najı́t pod položkou Obyčejné diferenciálnı́ rovnice a Lorenzův
model na www adrese:
http://matlabdb.mathematik.uni-stuttgart.de.
Přı́klad je na obrázku 1.

ZÁVĚR

Teorie obyčejných diferenciálnı́ch rovnic je poměrně rozsáhlá. Začı́t výklad klasi-
fikacı́ rovnic a jednotlivých metod řešenı́ může žáky od dané problematiky odradit. Je
důležité, aby žáci spı́še pochopili základnı́ význam ODR pro modelovánı́ okolnı́ho světa
(nejen ve fyzice, ale i dalšı́ch vědách, např. ekonomii), a dále porozuměli možným ty-
pům řešenı́. Téma ODR je rovněž velmi zajı́mavé pro zadávánı́ seminárnı́ch a maturitnı́ch
pracı́, pracı́ SOČ apod.
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Obrázek 1: Lorenzův model v MATLABu

PREDSTAVY ŽIAKOV
O PRAVDEPODOBNOSTI

MÁRIA KOLKOVÁ1

ÚVOD

Jedným z ciel’ov výskumu v rámci mojej dizertačnej práce je popı́sat’úrovne pravde-
podobnostného myslenia žiakov. Prostriedkom na dosiahnutie tohto ciel’a je aj analýza
žiackych riešenı́ úloh z počtu pravdepodobnosti, ktoré vypracovali žiaci ôsmeho a de-
viateho ročnı́ka základnej školy v Košiciach. Schéma, ktorú v prı́spevku predstavujem,
je výsledkom jednej z etáp, v ktorých postupne úrovne pravdepodobnostného myslenia
odhal’ujeme.

V prı́spevku rozlišujem tri základné skupiny žiackych riešenı́: deterministické rie-
šenia; riešenia, ktorých riešitelia si uvedomili náhodnost’, ale náhodu považovali za
nevyspytatel’nú, a riešenia, v ktorých žiaci predpokladali, že náhoda má svoje pravidlá.
Posledná skupina je najbohatšia. Podl’a toho, či žiaci objavili štruktúru pravdepodobnost-

1Ústav matematických vied, Košice; m.kolkovie@gmail.com
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nej situácie v úlohe alebo nie, ju členı́m na d’alšie dve časti. Skupiny žiackych riešenı́
predstavı́m pomocou dvoch úloh.

ÚLOHA 1
Vo vrecku A sú dve biele a jedna čierna gul’ka. Aj vo vrecku B sú dve biele a jedna

čierna gul’ka. Predstav si, že z vrecka A vytiahneš naslepo naraz dve gul’ky a z vrecka B
len jednu gul’ku. Do štvorčeka doplň jeden zo symbolov: <,=, >.

Šanca, že z vrecka A vytiahnem dve
biele gul’ky. � Šanca, že z vrecka B vytiahnem

čiernu gul’ku.
V riešenı́, ktoré bolo zaradené medzi deterministické, žiak predpokladal konkrétne

rozloženie guliek v nádobe aj konkrétny spôsob losovania gul’ky (zvrchu a skraja), priestor
pre zásah náhody teda nevznikol.

Pri tejto úlohe sa nevyskytlo riešenie, podl’a ktorého by sa náhoda správala nevyspy-
tatel’ne.

Objavenie štruktúry v Úlohe 1 znamená identifikovat’ tri rovnako pravdepodobné
prı́pady, ktorými môže skončit’ losovanie z vrecka A (len jeden z nich zodpovedá vý-
sledku obe vylosované gul’ky budú biele) a tri rovnako pravdepodobné prı́pady, ktorými
môže skončit’ losovanie z vrecka B (len jeden z nich zodpovedá výsledku vylosovaná
gul’ka bude čierna). Za štruktúru pravdepodobnostnej situácie teda môžeme označit’dva
diskrétne pravdepodobnostné priestory (Ω1, p1) a (Ω2, p2), v ktorých množiny Ω1 a Ω2
sú množinami všetkých výsledkov náhodného pokusu losovanie dvoch guliek z vrecka
A a pokusu losovanie jednej gul’ky z vrecka B (v tomto poradı́) a p je funkcia, ktorá
každému výsledku priradı́ pravdepodobnost’, s akou daný náhodný pokus môže skončit’
týmto výsledkom (pri oboch vreckách má uvažovaný výsledok pravdepodobnost’ 13).

Zaujı́mavým pri riešeniach bez objavenia štruktúry je, že žiaci si neuvedomili, že
v úlohe vystupujú dva samostatné pravdepodobnostné priestory. Žiaci sa snažili nájst’
jedno spoločné kritérium. Naprı́klad uvádzali, že v oboch prı́padoch je potrebné vylosovat’
všetky gul’ky danej farby z vrecka (dve biele z dvoch a jednu čiernu z jednej), a teda
šance považovali za rovnaké. Iným prı́kladom spoločného kritéria je porovnávanie počtu
losovaných guliek. Podl’a neho je šanca pre vrecko A väčšia, pretože je l’ahšie vylosovat’
dve gul’ky z troch ako jednu gul’ku z troch. Ďalšie takéto kritérium sa sústredı́ len na
počet guliek „dobrej“ farby bez ohl’adu na to, kol’ko guliek sa losuje. Podl’a tohto kritéria
je väčšia šanca pri vrecku A, pretože bielych guliek je viac.

Je otázne, kam treba zaradit’intuitı́vne riešenie, v ktorom si žiak uvedomı́, že v oboch
prı́padoch je šanca malá, a šance odhadne ako rovnako vel’ké. Zaradila som ho medzi
riešenia bez objavenia štruktúry. Nevieme posúdit’, do akej miery žiak má predstavu
o štruktúre pravdepodobnostnej situácie z úlohy – o dvoch pravdepodobnostných pries-
toroch.

Objavenie štruktúry pravdepodobnostnej situácie nemusı́ znamenat’, že žiak presne
vypočı́ta pravdepodobnosti jednotlivých výsledkov. Pri riešenı́ Úlohy 1 si bolo možné



M. Kolková: Predstavy žiakov o pravdepodobnosti 43

všimnút’, že v prı́pade vylosovania dvoch bielych guliek z vrecka A zostáva vo vrecku
A jedna čierna gul’ka. Využitie tejto symetrie predpokladáme v riešeniach dvoch žiakov.
Predpokladané riešenie využı́vajúce konštrukciu dvoch pravdepodobnostných priestorov
(určenie možných výsledkov a ich pravdepodobnostı́) sa medzi uvažovanými riešeniami
Úlohy 1 u žiakov nevyskytlo.

ÚLOHA 1
Predstav si, že hráš s kamarátom takúto hru. Budete hádzat’mincou (v hádzanı́ sa

budete striedat’, ty začı́naš). Ak padne dvakrát hned’za sebou znak, vyhráva jeden z vás.
Budete však hádzat’najviac trikrát. Ak sa to nepodarı́ do troch hodov, vyhráva druhý
hráč. Kamarát t’a nechal vybrat’ si jednu z možnostı́ (v troch hodoch sa podarı́ hodit’
dvakrát hned’za sebou znak; nepodarı́ sa to). Ktorú si vyberieš?

Napriek tomu, že takto formulovaná úloha nie je jasná, analyzujeme jej riešenia.
Pri deterministickom riešenı́ žiak argumentoval, že ak mincu hodı́m dvakrát tou istou

silou, do tej istej výšky a na začiatku ju budem mat’ v ruke otočenú rovnakou stranou,
potom padne v oboch prı́padoch rovnakou stranou hore.

Jedno riešenie bolo zaradené medzi riešenia, ktoré predpokladajú, že náhoda je nevy-
spytatel’ná. Žiak argumentuje, že obe možnosti by sa mohlo podarit’hodit’ale nemuselo,
že sa to nedá povedat’. Náhoda je zahalená rúškom tajomstva. Jeho záver je, že šance sú
rovnaké.

Pri objavovanı́ štruktúry v Úlohe 2 robilo problém „vojst’ dovnútra procesu“. Je-
den žiak zostal pri predstave jednoduchého pokusu, v ktorom hádžeme jednou mincou
jedenkrát.

Štruktúru pravdepodobnostnej situácie v Úlohe 2 vyjadruje pravdepodobnostný pries-
tor (Ω3, p3) v ktorom množina Ω3 má pät’prvkov reprezentujúcich možné priebehy hád-
zania s pravdepodobnost’ami p(HH) = p(ZZ) = p(ZH) = 1/4, p(HZH) = p(HZZ) = 1

8
(padnutie hlavy označujeme H a padnutie znaku Z; ret’azec pı́smen reprezentuje priebeh
hádzania mincou, jeho l’avý znak zodpovedá prvému hodu), ktoré možno určit’cez výpis
všetkých priebehov hádzania mincou trikrát, ktoré už sú rovnako pravdepodobné. Dve
riešenia smerujú k odhaleniu tejto štruktúry. Jeden žiak automaticky predpokladal, že
možné priebehy sú rovnako pravdepodobné.

Aj Úlohu 2 bolo možné riešit’vhl’adom. V troch hodoch mincou bud’padne dvakrát
hlava, alebo padne dvakrát znak. Tieto možnosti sú symetrické, a preto rovnako prav-
depodobné. Podmienka, aby znak padol dvakrát bezprostredne za sebou túto symetriu
narušı́ a znı́ži pravdepodobnost’výsledku v maximálne troch hodoch padne znak dvakrát
bezprostredne za sebou v prospech výsledku v maximálne troch hodoch nepadne znak
dvakrát bezprostredne za sebou. Vhl’adom sa úlohu pokúšali riešit’dvaja žiaci.

Napriek tomu, že v prı́spevku nie je možné spomenút’všetky typy riešenı́, uvádzam
tabul’ku s počtami riešenı́ žiakov zaradených do jednotlivých skupı́n:
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Riešenia Úloha 1 Úloha 2
Deterministické 1 2

Predpokladajúce, že náhoda je nevyspytatel’ná 0 1
Rešpektujúce, že náhoda má svoje pravidlá Neobjavená štruktúra 13 2

Objavená štruktúra 2 5
Iné 10 3

(Počty riešitel’ov pri úlohách sú rôzne, pretože žiaci zúčastnenı́ výskumu neriešili rov-
naké úlohy. Kategória Iné zahŕňa riešenia, v ktorých žiak nezdôvodňuje svoju odpoved’,
v ktorých žiak neporozumel zadaniu alebo ktorých argumentácia bola nezrozumitel’ná.)

Uvedomujeme si, že návrh úrovnı́ pravdepodobnostného myslenia je náročný. Model
sa vyvı́ja len postupne, aj na základe čiastkových zistenı́ predstavených v prı́spevku.
Uvedené delenie riešenı́ súvisı́ s tým, či žiaci dokážu postrehnút’v probléme pravdepo-
dobnostný priestor, ktorý popisuje štruktúru náhodnej situácie. Model by sme d’alej chceli
viac prepojit’s operáciami, ktoré žiaci zvládnu alebo nebudú vediet’vykonat’v zodpove-
dajúcom pravdepodobnostnom priestore.

LITERATURA

[1] Jones, G. A. et al. Students’ Probabilistic Thinking in Instruction. Journal for
Research in Mathematics Education. 1999, vol. 30, no. 5, pp. 487–519.

[2] Płocki, A. Pravdepodobnost’okolo nás: Stochastika v úlohách a problémoch. Ru-
žomberok : Katolı́cka univerzita v Ružomberku, 2007.

HISTORICKÉ ODKAZY PŘI VÝUCE
MATEMATIKY

VĚRA KURCOVÁ, KAMIL DEDECIUS1

ABSTRAKT

Přı́spěvek stručně pojednává o smyslu odkazů na historii při výuce matematiky.
Poukazuje na trojı́ efekt – význam přiblı́ženı́ historických souvislostı́, zvýšenı́ motivace
studentů a odlehčenı́ během výuky náročného učiva. Spı́še než teoretizovánı́ na dané
téma je nastı́něno několik přı́kladů.

1Katedra aplikovaných věd, VŠTE, kurcova@mail.vstecb.cz
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ÚVOD

Matematika patřı́ mezi nejnáročnějšı́ předměty, vyučované na všech typech škol – od
základnı́ch po vysoké. Žáci a studenti na předměty z matematických oborů často nahlı́žejı́
jako na nepotřebný balast, který se po nich vyžaduje zvládnout a který po jejich absolvo-
vánı́ s klidným svědomı́m často zapomenou. Důvodů pro tento fakt je nespočet, jednı́m
ze zásadnějšı́ch je potom fakt, že žáci a studenti nevidı́ v matematice jejı́ aplikovatel-
nost a užitečnost. Začneme-li úvahy od střednı́ školy, potom je typickým představitelem
napřı́klad analytická geometrie nebo diferenciálnı́ počet, na škole vysoké potom např.
algebra. Nenı́ cı́lem tohoto článku situaci řešit, spı́še nabı́dnout dalšı́ prostředek, jak do
teoretického předmětu přinést trochu jinou stránku, vhodnou mimo jiné pro spı́še (ale
nejen) humanitně orientované žáky a studenty.

Matematika má za sebou dlouhou historii vývoje a je škoda, že se o nı́ během výuky
nemluvı́. I proto je vnı́mána jen jako teorie vzniklá autogenezı́. Zatı́mco v biologii jsou
jména jako Linné či Darwin, kolik studentů zná význam Eulera nebo Gausse?

Historické odkazy při výuce mohou mı́t hned několikerý efekt, např.:

• přiblı́ženi historické souvislosti a významu

• odlehčenı́ náročné výuky

• motivace studentů

MOTIVACE STUDENTŮ

Problém nı́zké motivace studentů při výuce matematiky je obecně znám. Zdá se, že
v omezené mı́ře lze i zde využı́t přı́ležitosti k odkazu na historii. Přı́kladem může být
úloha, s nı́ž byl v dětstvı́ konfrontován Gauss – úkolem bylo sečı́st čı́sla od jedné do sta,
což lze při mechanickém sčı́tánı́ považovat za dostatečně náročnou činnost. Gauss měl
ale výsledek velice rychle, nebot’si všiml, že součet prvnı́ho a poslednı́ho čı́sla dá 101,
stejně jako druhého a předposlednı́ho atd. Studenti, kteřı́ tento přı́běh na hodině slyšeli,
zı́skali alespoň krátkodobou motivaci „být jako on“, nebot’jakkoliv je tato úloha triviálnı́,
je potřeba aktivnı́ho přı́stupu k odhalenı́ logických souvislostı́.

PŘIBLÍŽENÍ HISTORICKÉ SOUVISLOSTI A VÝZNAMU

Historické souvislosti a význam umožňujı́ seznámit studenty zejména s okolnostmi,
za kterých matematický aparát vznikal. Zároveň ukazujı́, že matematika, jak ji známe
dnes, neexistovala od pradávna, ale prodělala velmi bouřlivý vývoj. Stejně tak že jejı́
„tvůrci“ byli obyčejnı́ lidé (snad jen s neobyčejnými schopnostmi).

Velmi zajı́mavé je napřı́klad obdobı́ vzniku modernı́ lineárnı́ algebry. Když Arthur
Caley vyřešil kolem roku 1855 problém násobenı́ dvou matic, začal se teprve nový obor
vı́ce rozvı́jet. Přitom Caley sam nezačı́nal svou kariéru jako matematik, ale jako student
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literatury v Cambridge a matematice se věnoval jako konı́čku. Dı́ky spolupráci s Jamesem
Sylvesterem začala éra skutečného rozvoje maticového počtu. A zatı́mco Caley dychtivě
četl každý matematický článek a byl pokládán za živou encyklopedii, Sylvester články
pohrdal a nepamatoval si dokonce ani vlastnı́ teorémy.

Zajı́mavou osobnostı́ byl napřı́klad i Andre-Luis Cholesky, pracujı́cı́ jako vojenský
důstojnı́k v geografických a geodetických službách francouzské armády. Jeho metoda
rozkladu matic, vyvinutá pro zjednodušenı́ náročných pracovnı́ch výpočtů, nebyla jı́m
samotným nikdy publikována. Cholesky sám zemřel během prvnı́ světové války jako
důstojnı́k dělostřelectva.

A takto by se dalo pokračovat – Kolmogorov, začı́najı́cı́ studii historie nebo meta-
lurgie, Riemann, který se měl stát knězem, Pascal – matematik, fyzik, teolog a mnoho
jiných.

ODLEHČENÍ NÁROČNÉ VÝUKY

Využitı́ historických odkazů při výuce matematiky k odlehčenı́ průběhu výuky ná-
ročné látky je obecně velmi přı́nosné. Kromě chvilkového oddychu žáků i studentů
a vyučujı́cı́ho je totiž doprovodným jevem jisté zlidštěnı́ předmětu. Stejně, jako bylo
naznačeno výše, žáci resp. studenti začnou vnı́mat matematiku jako živou vědu tvořenou
lidmi, ne jako změt’přı́rodnı́ch zákonů a pouček.

ZAVĚREM

Jak bylo ukázáno, využitı́ znalosti historie matematiky může být při výuce velmi
prospěšné. Kromě stávajı́cı́ch znalostı́ mohou být vhodnými informačnı́mi zdroji napřı́-
klad výukové materiály k předmětům orientovaným na historii matematiky, učebnice
obsahujı́cı́ (většinou v poznámce pod čarou) poznámky k osobnostem, které se zaslou-
žily o rozvoj dané disciplı́ny aj. Velice přı́nosným zdrojem je Internet, zejména potom
encyklopedie Wikipedia.

PODNĚTNÁ PROSTŘEDÍ V GEOMETRII

JANA MACHÁČKOVÁ, FILIP ROUBÍČEK1

ÚVOD

Problematikou vytvářenı́ podnětných výukových prostředı́, tj. takových činnostı́, které
podněcujı́ žáky k učenı́, se zabýváme v rámci řešenı́ projektu Comenius Motivation via

1Pedagogická fakulta UK v Praze, jana.ice@seznam.cz; Matematický ústav AV ČR,v.v.i.; roubicek@math.cas.cz
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Natural Differentiation in Mathematic (NaDiMa). Základnı́m rysem výukového pro-
středı́, které umožňuje přirozenou diferenciaci jako jednu z forem vnitřnı́ diferenciace,
je situace, kdy se všichni žáci na různé úrovni zabývajı́ stejným úkolem, přičemž majı́
možnost zvolit si, jak budou úkol řešit, jaký použijı́ postup, pomůcky, způsob záznamu
řešenı́ apod. Poté prezentujı́ svá řešenı́ spolužákům, vysvětlujı́ jim svůj postup a obhajujı́
své výsledky. Tı́m vzniká přı́ležitost pro vzájemné učenı́, přičemž do diskuse se zapojujı́
jak žáci nadanı́, tak slabšı́. Učitel zastává roli moderátora diskuse a garantuje správnost.

Podle Wittmanna (2001) má podnětné výukové prostředı́ (substantial learning envi-
ronment) tyto vlastnosti:

• Představuje hlavnı́ cı́le a principy matematického vzdělávánı́ na dané úrovni.

• Týká se významných matematických pojmů a postupů, je zdrojem matematických
aktivit.

• Je flexibilnı́, lze ho upravit podle konkrétnı́ch podmı́nek ve třı́dě.

• Spojuje matematické, psychologické, pedagogické a jiné aspekty výuky.

Skutečnost, že taková prostředı́ jsou vytvářena předevšı́m pro výuku aritmetiky a al-
gebry (napřı́klad práce E. Wittmanna (2001), G. Krauthausena a P. Scherer (2007)) nás
vedla k hledánı́ vhodných prostředı́ pro geometrii. V rámci řešenı́ projektu NaDiMa jsme
navrhli dvě geometrická prostředı́ a experimentálně je ověřili ve třı́dách 3. až 5. ročnı́ku
ZŠ. Základem těchto prostředı́ jsou geometrické situace, které umožňujı́ rozvı́jet mate-
matické poznánı́, tvořit úkoly různého typu a obtı́žnosti a přitom jsou pro žáky zajı́mavé
a atraktivnı́, nebot’souvisejı́ s jejich každodennı́m životem a zkušenostmi.

PROSTŘEDÍ CESTA

Orientace v prostoru patřı́ bezesporu k dovednostem uplatnitelným v každodennı́m
životě. Při orientaci v prostoru využı́váme různé ukazatele, plány nebo mapy, které jsou
zvláště v neznámém prostředı́ vı́taným pomocnı́kem. Setkáváme se také se situacemi,
kdy se někoho ptáme na cestu nebo naopak někomu cestu vysvětlujeme. Při popisovánı́
cesty můžeme dobře uplatnit některé své geometrické poznatky.

Rozvı́jenı́ dovednosti orientace v prostoru v rámci vyučovánı́ matematice má své
opodstatněnı́ i z hlediska průpravy některých geometrických pojmů a konstrukčnı́ch po-
stupů. Při popisovánı́ cesty je důležité nejen správně určit směr (nejčastěji pomocı́ slov
vpravo, vlevo, rovně), polohu (např. rovnoběžné ulice, kolmá ulice) a vzdálenost (např. na
konci ulice), ale také vymezit orientačnı́ body, jimiž směr, polohu a vzdálenost kontrolu-
jeme. Při navrhovánı́ prostředı́, které jsme nazvali Cesta, jsme vycházeli z předpokladu,
že dovednost orientovat se v prostoru se dotýká vzdělávacı́ho obsahu prvnı́ho stupně
a podněcuje u žáků rozvoj dalšı́ch matematických dovednostı́, jako jsou modelovánı́,
přesné vyjadřovánı́, algoritmické myšlenı́ aj.
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Obrázek 1: Prostředı́ Cesta – plánek s vyznačenou cestou

Všichni žáci pracovali se stejným plánkem idealizované sı́tě ulic (viz obr. 1). Nejprve
se seznámili s plánkem jako jednou z forem záznamu cesty, zejména s významem pou-
žitých vlastivědných značek a způsobem znázorněnı́ ulic a křižovatek. Dále se zabývali
strukturou slovnı́ho popisu cesty a interpretacı́ některých pokynů (napřı́klad co znamená
vpravo a vlevo z pohledu chodce). Na základě různých žákovských popisů si uvědo-
movali, jaké vlastnosti by měl splňovat přesný a jednoznačný popis cesty (napřı́klad
důležitost správného určenı́ směru a význam orientačnı́ch bodů). Důkladné seznámenı́
žáků s prostředı́m je nezbytné k tomu, aby dalšı́ úkoly mohli plnit již vı́ce méně samo-
statně a jejich činnost opravdu vedla k rozvoji jejich dovednosti orientovat se v prostoru
pomocı́ plánku a popisu cesty.

Žáci se zabývali třemi typy úkolů:

1. Zakreslovánı́m slovně popsané cesty do plánku. (Z nádražı́ jdi rovně na hlavnı́ ulici.
Na křižovatce zahni doprava a jdi rovně. Přejdi křižovatku. Po pravé straně mineš
poštu. Jdi dál. Hotel je za dalšı́ křižovatkou vlevo.)

2. Slovnı́m popisovánı́m cesty zakreslené v plánku (viz obr. 1).

3. Zakreslovánı́m a popisovánı́m vlastnı́ cesty.

Třetı́ typ úkolu vede k otevřeným úlohám různé obtı́žnosti. Žák si může zvolit velmi
jednoduchou cestu (přı́mou nebo s jednou změnou směru) nebo komplikovanějšı́ podle
svých schopnostı́. Při společné diskusi žáci sdı́lejı́ svoje popisy a tı́m poskytujı́ ostatnı́m
podněty pro zpřesněnı́ vlastnı́ho popisu. Toto prostředı́ je možné modifikovat užitı́m
jiného plánku (jiná sı́t’ulic s jinými objekty, viz obr. 2) a zadánı́m jiných typů úkolů:

1. Zakresli a popiš cestu z daného mı́sta.

2. Zakresli a popiš cestu na dané mı́sto.
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Obrázek 2: Prostředı́ Cesta – složitějšı́ plánek

3. Zakresli a popiš cestu k dané situaci.

Přijedeš autobusem na náměstı́. Prohlédneš si zoologickou zahradu. Pak se zastavı́š
na poště a na oběd půjdeš do restaurace. (viz obr. 2)

PROSTŘEDÍ POKOJ

Nepoužijeme-li v plánku měřı́tko, poskytuje prostředı́ Cesta jen velmi omezené mož-
nosti pro uplatněnı́ metrických vztahů – měřenı́ a odhadovánı́ vzdálenostı́. Z tohoto
důvodu bylo připraveno druhé prostředı́ nazvané Pokoj, kde poznatky z metriky jsou
zastoupeny významněji. Při zařizovánı́ domu nebo bytu využı́váme nejčastěji půdorysné
plánky. Vždy pracujeme se zmenšeným modelem v určitém měřı́tku, čı́mž je zachován
nejen tvar, ale i velikost prostoru a objektů, které v něm majı́ být umı́stěny.

Při zařizovánı́ pokoje zohledňujeme několik faktorů týkajı́cı́ se funkčnosti, praktič-
nosti a estetičnosti řešenı́. Zabýváme se nejen tı́m, zda se nábytek do pokoje vejde, ale
zda máme dostatek mı́sta na jeho použı́vánı́, zda je dobře přı́stupné okno a dveře apod.
Přitom odhadujeme velikost volného prostoru (posuzujme ho vzhledem ke skutečné ve-
likosti) a vycházı́me ze zkušenostı́, které jsme zı́skali při pohybu v podobně zařı́zených
prostorech.

Dovednost uspořádat objekty v daném prostoru závisı́ na našich geometrických zku-
šenostech. Je třeba umět představit si reálný objekt na základě jeho modelu, vytvořit
vhodný model reálného objektu, měřit a odhadovat. Má-li uspořádánı́ objektů v prostoru
navı́c splňovat určité podmı́nky, posuzujeme různé varianty uspořádánı́ a hodnotı́me, zda
podmı́nky jsou v daném prostoru a s danými objekty splnitelné.

Zkušenosti žáků se zařizovánı́m pokoje jsou různé. Někteřı́ žáci se takovým úkolem
zabývajı́ poprvé, proto je vhodné, aby se nejprve seznámili s tı́m, jak mohou trojrozměrné
objekty modelovat. Propedeutická úloha může spočı́vat v rozmı́stěnı́ modelů nábytku
(vystřižených kartiček, přı́padně krabiček) na půdorysném plánku mı́stnosti. Pro nalezenı́
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funkčnı́ho uspořádánı́ nábytku je důležité zvažovat volný prostor kolem něj, proto je třeba
pracovat s měřı́tkem (vědět, jak je rozměr na plánku ve skutečnosti velký). Úlohu lze
řešit také na počı́tači 2D a 3D modelovánı́m v grafickém editoru (např. Home Planner).
Prostředı́ Pokoj je zaměřeno na dvě základnı́ činnosti:

1. modelovánı́ trojrozměrného prostoru (mı́stnosti) a objektů (nábytku) v rovině,

2. uspořádánı́ objektů v prostoru.

Všem žákům byl zadán následujı́cı́ úkol:

Novákovi se přestěhovali do nového bytu. Sourozenci Petr a Karel majı́ svůj pokoj.
Mohou si ho zařı́dit podle svého, ale nábytkem, který majı́. Pokoj je dlouhý 4 m a široký
3,5 m. Uprostřed kratšı́ stěny je okno široké 1,5 m. Naproti oknu jsou dveře široké 1 m.
Do pokoje se majı́ nastěhovat:

2 postele (2 m x 1 m)
2 pracovnı́ stoly (125 cm x 50 cm)
2 židle
1 skřı́ň (100 cm x 50 cm)
1 skřı́ňka (75 cm x 50 cm)
3 police (100 cm x 25 cm)
Petr a Karel majı́ několik požadavků (přánı́) na zařı́zenı́ pokoje.

1. Petr a Karel chtějı́ mı́t uprostřed pokoje dost mı́sta na hranı́.

2. Petr chce mı́t postel dál od dveřı́.

3. Karel chce mı́t polici na knihy blı́zko stolu i postele.

4. Petr chce mı́t na uloženı́ věcı́ skřı́ňku.

5. Karel chce mı́t stůl blı́zko okna kvůli světlu na čtenı́.

Žáci měli k dispozici čtvercovou sı́t’ 2 cm x 2 cm pro zakreslenı́ půdorysu pokoje
a čtvercovou sı́t’1 cm x 1 cm pro vytvořenı́ modelů nábytku. Na obou sı́tı́ch bylo uvedeno
měřı́tko 1 : 25 znázorněné pomocı́ jednotkové úsečky. Řešenı́ dı́lčı́ch úkolů (nakreslenı́
obrysu pokoje, umı́stěnı́ okna a dveřı́, nakreslenı́ nábytku) bylo s žáky průběžně diskuto-
váno, aby se předešlo chybám, které by znemožnily žákům úkol dokončit. Navı́c se jim
tı́m poskytl prostor pro vzájemné sdı́lenı́ zkušenostı́ a pomoc. Vlastnı́ uspořádánı́ nábytku
v pokoji řešili žáci již zcela samostatně.

Součástı́ úlohy byly podmı́nky, které by mělo uspořádánı́ nábytku v pokoji splňovat.
Žáci sice neměli povinnost zohlednit ve svém řešenı́ všechny podmı́nky, ale často se o to
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Obrázek 3: Prostředı́ Pokoj – žákovská práce

snažili, a to i na úkor funkčnosti, praktičnosti nebo estetičnosti uspořádánı́ nábytku. V zá-
věrečné prezentaci žáci uváděli, které z podmı́nek splnili, zdůvodňovali svá neobvyklá
řešenı́ a diskutovali, zda musı́ být použit všechen nábytek uvedený v zadánı́ či nikoliv.

ZÁVĚR

V obou prostředı́ch jsou uplatněny čtyři didaktické principy podle F. Kuřiny (2001):

1. Dělenı́ prostoru

Prostor města je ulicemi rozdělen na volné a zastavěné oblasti. Při popisovánı́ a zakres-
lovánı́ cesty musı́ žák zmı́něné oblasti rozlišovat. Stejně tak při rozmist’ovánı́ nábytku
je omezen velikostı́ pokoje, musı́ zvažovat specifické oblasti „u okna“ (dostatek světla)
a „u dveřı́“ (průchodnost).

2. Vyplňovánı́ prostoru

Uspořádánı́ budov (tj. způsob vyplněnı́ prostoru) ovlivňuje orientaci ve městě. Žák
se rozhoduje, kudy je lepšı́ jı́t. Velikostı́ pokoje je dáno, kolik kusů nábytku lze do
něj umı́stit. Žák zvažuje velikost prostoru zastavěného nábytkem a prostoru volného –
nezbytného k pohybu po pokoji.

3. Pohyb v prostoru

Pohyb ve městě je ovlivněn výskytem přı́mých a lomených cest, pohyb po pokoji
členitostı́ prostoru zastavěného nábytkem. Žák uplatňuje posunutı́ a otočenı́.
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4. Dimenze prostoru

Žák reprezentuje trojrozměrný prostor města nebo pokoje dvojrozměrným půdorys-
ným plánem, přičemž třetı́ dimenzi – výšku budov využı́vá pro určenı́ orientačnı́ch
bodů, výšku nábytku zohledňuje při posuzovánı́ praktičnosti a estetičnosti rozčleněnı́
prostoru.

Touto závěrečnou poznámkou dokládáme, že popsaná prostředı́ plně odpovı́dajı́ mo-
dernı́mu pojetı́ výuky geometrie na prvnı́m stupni základnı́ školy. Skutečnost, že práce
v těchto prostředı́ch žáky zaujala a motivovala je k učenı́, jak jsme zaznamenali z jejich
výpovědı́ a činnosti ve vyučovánı́, je pro nás zřetelným ukazatelem, že tato prostředı́ jsou
pro žáky podnětná.

Přı́spěvek vznikl v rámci projektu 142453-LLP-1-2008-1-PL-COMENIUS-CMP
a s podporou výzkumného záměru AV0Z10190503.
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VYBRANÉ LEKCIE Z DIDAKTIKY
MATEMATIKY E-LEARNINGOVOU

FORMOU

DANIELA MIKÓCZYOVÁ1

V posledných rokoch došlo k prudkému rozvoju v oblasti informačných a komuni-
kačných technológii, ktoré sa začı́najú začleňovat’do vyučovacieho procesu na školách.
Je preto prirodzené, že vznikajú návrhy ako tieto technológie využit’ aj pri vzdelávanı́
učitel’ov na Slovensku, ale i vo svete. Do procesu vzdelávania pri dištančnom vzdelávanı́

1daniela.mikoczyova@gmail.com
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na rozdiel od klasického vzdelávania (učitel’ – žiak) vstupuje médium, ktoré sa s roz-
vojom vedy a techniky menilo. Dištančné vzdelávanie má dlhú históriu, kde médium
bola pošta, radio, televı́zor až po dnešný internet. Pod dištančným vzdelávanı́m bude
chápat’ typ vzdelávania, pri ktorom nemusia byt’učitel’ a študent na tom istom mieste,
ale komunikujú spolu „na dial’ku“. Je založené na samostatnom štúdiu študentov, ktorı́
dostávajú od učitel’a (tútora) materiály na samoštúdium, majú možnost’s nı́m konzultovat’
a prı́padne mu priebežne odovzdávajú dohodnuté výstupy. (Trnková, 1999-2005).

Dištančné vzdelávanie má pre vzdelávajúcich sa učitel’ov viacero výhod a negatı́v.
Medzi najväčšie výhody dištančného vzdelávania patrı́:

• učitel’ študuje v čase, ktorý mu vyhovuje,

• učitel’môže študovat’vo vzdelávacej inštitúciı́ na l’ubovol’nom mieste a nemusı́ cestovat’
a dochádzat’,

• štúdium je možné aj popri zamestnanı́,

• učitel’si určuje vlastné tempo štúdia.

Medzi najčastejšie spomı́nané nevýhody dištančného vzdalávania patria:

• učitelia musia byt’značne motivovanı́, aby boli úspešnı́,

• niektorým učitel’om chýba priamy kontakt s lektorom a kolegami, čo vyvoláva pocit
osamelosti,

• náročné zadelenie času na štúdium, ked’že väčšinou študujú dospelı́ l’udia s povinnos-
t’ami v zamestnanı́ a v domácnostı́.

Ďalej by sme chceli stručne zhodnotit’vývoj dištančného vzdelávania na Slovensku,
ktorého začiatky sa datuju na 90. roky 20. storočia. Prvé formy nachádzame v televiziı́
a rozhlase pri realizovanı́ vzdelávacı́ch programov a tvorbe vzdelávacı́ch kaziet. Roz-
voj dištančného vzdelávania začal s otváranı́m pobočiek vzdelávacı́ch inštitúciı́ ako je
Európska škola korešpondečných kurzov a City University. V roku 1994 sa Slovenská
republika zapojila do medzinárodného projektu s názvom Národná spolupráca v dištanč-
nom vzdelávanı́. Ciel’om projektu bolo vytvorit’ siet’ stredı́sk dištančného vzdelávania.
U nás sa do projektu zapojili nasledujúce vysoké školy (STU Bratislava, SPU Nitra,
TU Košice, TU Zvolen, ŽU v Žiline) a gestorom projektu bolo ministerstvo školstva.
Tak sa vytvorila slovenská siet’pre dištančné vzdelávanie, ktorú tvoria národné centrum
pre dištančné vzdelávanie (STU) a lokálne centrá pre dištančné vzdelávanie, ktoré sú
súčast’ou vyššie uvedených vysokých škôl. V rokoch 1996 a 1997 bolo pripravených
31 projektov kurzov a tri vzdelávacie programy v rozsahu 2 až 4 semestre v oblasti
študijných odborov prı́slušných vysokých škôl. (Hrmo, Krelová, 2003)
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EMATIK vznikol v rámci projektu SOP L’Z - 2005/1-225, kód projektu 11230220415 –
Inovačné trendy vo vzdelávanı́ budúcich učitel’ov a v d’alšom vzdelávanı́ učitel’ov matema-
tiky (e-learningovou formou). Projekt je zameraný najmä na modernizáciu prı́pravy bud-
úcich učitel’ov a podporu systému celoživotného vzdelávania učitel’ov. Ciel’om projektu
je implementácia inovačných a stimulačných programov do výchovno-vzdelávacieho
procesu formou progresı́vnych dištančných metód, základom ktorých je e-learning. Vý-
učba sa uskutočnila počas 4 semestrov v obdobı́ september 2006 – jún 2008. Kurzy sa
rozdelili do dvoch oblastı́ a to didaktika a geometria. Zoznam a obsah kurzov najdete na
www.ematik.sk.

Kurz Didaktika matematiky prebiehal nasledujúcim spôsobom. Účastnı́ci sa stretli
na úvodnom stretnutı́, kde boli oboznámenı́ s metodikou a organizáciou práce. Tema-
tická náplň kurzu bola rozdelená do 10 lekciı́, ktoré si mohol účastnı́k postupne stiahnut’
z webovej stránky ematiku. Lekcie mohli byt’doplnené o iné pomocné materiály a zadané
domáce úlohy. Účastnı́k mal na vypracovanie úlohy a preštudovanie lekcie jeden týždeň.
Lektor priebežne hodnotil riešenia úloh. Fórum vytvorene na stránke slúžilo pre komuni-
káciu učastnı́kov medzi sebou ako aj s lektorom, čo čiastočne nahrádzalo priamy kontakt.
V kurze Didaktika matematiky sme sa zaoberali aktuálnymi problémami vo vyučovanı́
matematiky na ZŠ a SŠ, ktoré sa týkajú obsahu matematického vzdelávania, efektı́vnosti
použitia vyučovacı́ch metód, hodnotenia výsledkov matematického vzdelávania, ako aj
diagnostickej analýzy žiackych prác. Poukázali sme tiež na význam a využitie histórie vo
vyučovanı́ matematiky a použitie IKT vo vybraných tematických celkoch. Obsahom kurzu
boli nasledujúce lekcie: Poznávacı́ proces a jeho deformácia, vývoj diet’at’a a poznávacı́
proces, logika, analýza tematického celku teória čı́sel, funkcie a ich vlastnosti s použitı́m
grafickej kalkulačky, argumentácia – dôkaz, skúšanie, hodnotenie, klasifikácia, goniou-
metria a trigonometria, zlomky a nezaporné racionálne čı́sla a diagnostická analýya
žiackých riešenı́. Ukážky lekciı́ ako aj úloh boli prezentované na konferencii.
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INTEGROVANÉ SLOVNÍ ÚLOHY V AKČNÍM
VÝZKUMU
ALENA RAKOUŠOVÁ1

ÚVOD

V následujı́cı́ch řádcı́ch chceme popsat průběh a závěry akčnı́ho výzkumu, který
autorka realizovala v průběhu pěti let experimentálnı́ výuky na 1. stupni základnı́ školy.

John Elliott (1981, s. 1) uvádı́: „Akčnı́ výzkum je učiteli prováděná systematická
reflexe profesnı́ch situacı́ s cı́lem jejich dalšı́ho rozvinutı́.“ Vycházı́ se tedy z akce, ta je
reflektována – na základě reflexe je vytvořena (nebo jen formulována) praktická teorie,
z nı́ jsou odvozeny nápady pro akci. Výzkumnı́kem je v tomto přı́padě učitel a pracuje
s nereprezentativnı́m vzorkem, závěry tudı́ž nejsou zobecnitelné, ale platı́ pouze pro daný
výzkumný vzorek a jsou platné „ted’a tady“.

V rámci akčnı́ho výzkumu, který budeme popisovat, probı́hal klasický experiment,
kdy roli intervenujı́cı́ proměnné hrála implementace tzv. integrovaných slovnı́ch úloh.
Integrovaná slovnı́ úloha je taková slovnı́ úloha, která integruje cı́l vyučovacı́ho předmětu
matematika s cı́li dalšı́ch vyučovacı́ch předmětů školnı́ho vzdělávacı́ho programu. Je
realizována v podmı́nkách tematického vyučovánı́.

VZOREK A METODOLOGIE

Šetřenı́ bylo provedeno na vzorku 63 žáků třı́ paralelnı́ch třı́d (v době ukončenı́
šetřenı́ – pátých ročnı́ků základnı́ školy). Třı́du A tvořilo 23 žáků, třı́du B 22 žáků a třı́da
C měla 18 žáků. Všechny třı́dy byly vyučovány po dobu 5 let jednou vyučujı́cı́ a žáci
byli vyučováni podle platného programu Základnı́ škola (tj. nejednalo se o integrované
kurikulum).

Integrované slovnı́ úlohy řešili žáci experimentálnı́ skupiny (třı́da B) průběžně po
dobu pěti let školnı́ docházky na 1. stupni ZŠ (1999–2004) na sı́dlištnı́ základnı́ škole.
Kontrolnı́ skupinu tvořily dvě paralelnı́ skupiny (třı́da A, třı́da C), jejichž žáci integrované
slovnı́ úlohy neřešili. Didaktickým cı́lem byla eliminace obav žáků z řešenı́ slovnı́ch
úloh zvýšenı́m motivace k řešenı́ slovnı́ch úloh a posilovánı́m mezipředmětové aplikace
znalostı́ a vědomostı́ žáků.

Integrované slovnı́ úlohy byly posuzovány podle kritériı́: motivace; aplikace; podpora
dlouhodobé, logické paměti žáků. V následujı́cı́m textu se zaměřı́me na posuzovánı́ úloh
podle kritéria aplikace. Kritérium aplikace bylo posouzeno podle toho, jak žák dokázal
aplikovat poznatky horizontálně (matematiku v rámci ostatnı́ch vyučovacı́ch předmětů
a naopak mimomatematické vyučovacı́ předměty do matematiky).

1Pedagogická fakulta UK; alena.rakousova@seznam.cz
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Výzkumným nástrojem pro posouzenı́ slovnı́ch úloh podle kritéria aplikace byl di-
daktický test.

Didaktický test (viz obr. 1) integroval následujı́cı́ učivo 5. ročnı́ku základnı́ školy (viz
přı́loha):

• násobenı́ do 100, dělenı́ dvojciferným dělitelem, porovnávánı́ desetinných čı́sel a de-
setinný zlomek

• zdvojené souhlásky, vlastnı́ jména, pravopis přı́davných jmen, hledánı́ nadřazených,
podřadných a souřadných výrazů

• zařazenı́ živočicha do určitého systému, přizpůsobenı́ živočichů prostředı́, stavba těla
živočichů, porovnávánı́ podle určitých znaků

• myšlenkové pochody – schopnost analýzy, syntézy, kvalita srovnávánı́ a hodnocenı́
jevů a pochopenı́ širšı́ch souvislostı́

VYHODNOCENÍ ZÍSKANÝCH ÚDAJŮ

Nejprve byla vyhodnocena mı́ra citlivosti testu, tı́m jsme zjistili, zda test dostatečně
diferencuje mezi žáky. Tı́m byly odhaleny rozdı́ly mezi obtı́žnostı́ úlohy ve skupině
„lepšı́ch“ a ve skupině „horšı́ch“ podle počtu bodů dosažených žáky v celkovém výsledku
testu.

Dále byla zjištěna hodnota obtı́žnosti jednotlivých položek testu výpočtem indexu
obtı́žnosti. Ten představuje procento dotázaných, které správně vyřešilo danou úlohu.
Úlohy, které vyřešilo vı́ce než 80 % dotázaných byly považovány za exrémně snadné,
naopak úlohy řešené méně než 20 % dotazovaných byly považovány za extrémně obtı́žné.

Z analýzy nenormovaných odpovědı́ vyplynulo, že nejobtı́žnějšı́ úloha pro žáky kont-
rolnı́ skupiny byla položka a). Experimentálnı́ skupina řešila úkol a bez většı́ch problémů,
ačkoli ani jedna ze skupin, jak kontrolnı́, tak experimentálnı́, se s podobným typem úkolů,
ve kterých museli aplikovat vı́ce znalostı́, různých pravidel a předmětových dovednostı́,
nesetkala. Tři žáci experimentálnı́ skupiny, na rozdı́l od skupiny kontrolnı́, vůbec neřešili
úkol d. Jednalo se o žáky se specifickou poruchou učenı́ (dysgrafie a dyslexie). Koncent-
race pozornosti je velice důležitá a zvyšujı́cı́ se únava u žáků se specifickými poruchami
učenı́ se v řešenı́ poslednı́ch úkolů testu znatelně projevuje. Předchozı́ tři úkoly však tito
žáci řešili úspěšně. Žáci bez poruch učenı́ a symptomů LMD vyřešili také tyto poslednı́
položky testu.

V rámci posouzenı́ kritéria aplikace prokázal t-test rozdı́l mezi třı́dami A a B,
p = 0, 06. Mezi výsledky třı́d A a C nebyl významný rozdı́l, stejně jako mezi třı́-
dami B a C. Žáci experimentálnı́ skupiny byli úspěšnějšı́ v řešenı́ aplikačnı́ch úkolů než
žáci skupiny kontrolnı́.
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Analýza žákovských řešenı́ pro ostatnı́ kritéria ukázala, že žáci ze skupiny B dosahujı́
lepšı́ch výsledků při vytvářenı́ pojmových map a majı́ vyššı́ motivaci pro řešenı́ slovnı́ch
úloh ve srovnánı́ se skupinami A a C. Výsledky umožnily přijmout hypotézu: Integrované
slovnı́ úlohy splňujı́ kritéria obsahové integrace učiva (kritérium motivace, aplikace,
podpory dlouhodobého zapamatovánı́).

Dodejme, že výzkum probı́hal před odstartovánı́m kurikulárnı́ reformy. Dnes by prav-
děpodobně vypadaly závěry šetřenı́ jinak. Chceme pouze poukázat na to, že integrace
poznatků v rámci vyučovacı́ch hodin je možná v neintegrovaném, předmětovém kuri-
kulu, což soudı́me podle toho, že akčnı́ výzkum probı́hal podle vzdělávacı́ho programu
Základnı́ škola, nikoli podle RVP ZV.
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Obrázek 1: Didaktický test – integrované úlohy
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ĎALŠIE VZDELÁVANIE UČITEL’OV ZŠ
A SŠ V SR V OBLASTI VYUŽÍVANIA

CABRI GEOMETRIE II VO VYUČOVANÍ
MATEMATIKY

EVA RUSNÁKOVÁ1

V školskom roku 2008/2009 sa v Slovenskej republike začala reforma školstva.
Školy vypracovali pre žiakov prvých a piatych ročnı́kov základných škôl a pre žiakov
prvých ročnı́kov stredných škôl školské vzdelávacie programy (ŠkVP). Východiskovým
dokumentom pre tvorbu ŠkVP je Štátny vzdelávacı́ program (ŠVP). „Štátny vzdelávacı́
program je štátom stanovený súbor poznatkov a zručnostı́ (alebo kompetenciı́), ktoré
treba u žiaka rozvı́jat’, profilu absolventa, vzdelávacı́ch oblastı́ (vrátane vzdelávacı́ch
štandardov a učebných osnov) a rámcového učebného plánu.“ [1]

Z ciel’ov výchovy a vzdelávania, ktoré sú sformulované v ŠVP je zrejmé, že ciel’om
reformy je zmena tradičnej školy na školu modernú. Tradičná škola je charakterizovaná
transmisı́vnym vyučovanı́m, pri ktorom si „učitel’ kladie za ciel’ poskytnút’ informácie
žiakom čo najprehl’adnejšie tak, aby úspešne zvládli všetky skúšky. Najčastejšie pri tom
učı́ typové úlohy, najspol’ahlivejšie metódy a ’triky’. Učı́ vety, definı́cie, vzorce, algoritmy
a pravidlá, pričom od žiakov neočakáva samostatnú prácu, hl’adanie rôznych stratégiı́
riešenia úloh, experimentovanie, ani návrhy nových matematických úloh“[2]. Moderná
škola je charakterizovaná konštruktivistickým prı́stupom k vyučovaniu. Znamená to,
že „v centre tohto vyučovacieho priestoru už nestojı́ učivo, ale rozvoj osobnosti žiaka.
Hlavným ciel’om je umožnit’ a ul’ahčit’ žiakovi jeho kognitı́vny a metakognitı́vny rast.
Učitel’sa tu snažı́ nepredkladat’žiakovi hotové produkty, ale ukázat’mu cesty konštrukcie
poznania na základe vlastnej skúsenosti. Ponecháva mu viacej slobody v riadenı́ svojho
učenia sa.“[2]

Konštruktivistické koncepcie vyučovania matematiky tvrdia, že „poznanie jedinca
je založené na jeho aktivite“[3] a učenie „chápu ako aktı́vny proces, pri ktorom si žiaci
konštruujú svoje poznanie, žiak musı́ dostat’prı́ležitost’s učivom pracovat’“[3].

Zrejme nikto nepochybuje o tom, že kl’účovú úlohu pri realizácii reformy zohrávajú
učitelia. V súčasnosti však pôsobı́ na našich základných a stredných školách množstvo
učitel’ov, ktorı́ neboli a ani nemohli byt’pripravovanı́ na svoje povolanie v súlade s oča-
kávaniami zmenami. Dôvodom je to, že svoje vzdelanie ukončili ešte v modeli tradičnej
(transmisı́vnej) školy a na takýto spôsob vyučovania boli aj pripravovanı́.

1Metodicko-pedagogické centrum, Banská Bystrica; eva.rusnakova@mpc-edu.sk
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Metodicko-pedagogické centrum ponúka učitel’om rôzne programy kontinuálneho
vzdelávania, ktoré sú zamerané na rozvoj ich profesionálnych kompetenciı́. Medzi
úspešné programy patria aj dva programy Cabri Geometria – základný kurz a Využitie
Cabri Geometrie v edukačnom procese. Ciel’ovou skupinou obidvoch programov sú
učitelia matematiky základných a stredných škôl.

Cabri Geometria – základný kurz je e-learningový kurz, ktorého ciel’om je umožnit’
učitel’om zı́skat’zručnosti v tvorbe vlastných výkresov. Z hl’adiska didaktiky matematiky
a konštruktivistického prı́stupu k vyučovaniu je však zaujı́mavejšı́ program Využitie
Cabri Geometrie v edukačnom procese. Ciel’ovou skupinou programu sú učitelia, ktorı́
už ovládajú základy práce v Cabri Geometrii II a majú záujem o jej zmysluplné využitie
v praxi. Ciel’om programu z pohl’adu ziskov účastnı́ka je vediet’ navrhnút’, realizovat’
a korigovat’ didaktický projekt – riadit’ proces učenia sa žiakov s využitı́m programu
Cabri Geometria II v súlade s konštruktivistickým prı́stupom k vyučovaniu.

Účastnı́ci programu majú možnost’zı́skat’zručnosti, ktoré im umožnia:

• vybrat’základné a rozvı́jajúce učivo vo zvolenom tematickom celku,

• sformulovat’ciele vzdelávania podl’a taxonómiı́ ciel’ov a v súlade so ŠkVP,

• vytvorit’ učebné úlohy a navrhnút’ aktivity s využitı́m výkresov vytvorených v Cabri
Geometrii II, ktoré smerujú k naplneniu vzdelávacı́ch ciel’ov,

• vybrat’vhodné metódy a formy vo vzt’ahu k vzdelávacı́m ciel’om a učebným úlohám,

• navrhnút’kritériá hodnotenia žiakov.

Vzdelávacı́ program je realizovaný kombinovanou formou – prezenčné stretnutia
a dištančné vzdelávanie s využitı́m LMS Moodle. Na záver vzdelávacieho kurzu každý
účastnı́k vypracuje a prezentuje svoj didaktický projekt.

Na základe skúsenosti zo záverečných prezentáciı́ didaktických projektov je možné
skonštatovat’nasledovné:

• ciele vzdelávania v prezentovaných didaktických projektoch boli sformulované v pre-
važnej miere na prvých dvoch úrovniach Bloomovej taxonómie - zapamätanie a poro-
zumenie,

• učitelia aj nad’alej zotrvávajú v snahe vyučovat’v duchu tradičnej školy, čo sa prejavilo
tým, že v didaktických projektoch bolo navrhnutých a využitých málo učebných úloh
a aktivı́t zameraných na rozvoj vyššı́ch kognitı́vnych funkciı́.

Ak je ciel’om školskej reformy na Slovensku premena tradičnej školy na modernú, ak
má prevažovat’konštruktivistický prı́stup k vzdelávaniu žiakov a to nie len v matematike,
je nevyhnutné aby sa učitelia vzdelávali, aby zı́skavali kompetencie, ktoré im umožnia
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poznat’ a v práci so žiakmi uplatňovat’ princı́py konštruktivistického prı́stupu k vzde-
lávaniu. V oblasti d’alšieho vzdelávania učitel’ov v súlade s konštruktivizmom je teda
nevyhnutné venovat’pozornost’najmä rozvoju ich profesionálnych kompetenciı́ v týchto
oblastiach:

• plánovanie a projektovanie výučby,

• tvorba ciel’ov vyučovania s orientáciou na žiaka,

• výber a využitie vyučovacı́ch foriem a metód,

• hodnotenie priebehu a výsledkov vyučovania a učenia sa žiaka.
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MOTIVACE PŘI ŘEŠENÍ SLOVNÍCH ÚLOH
FRANTIŠEK ŠÍMA1

Ve spolupráci VŠSTE v Českých Budějovicı́ch a VŠERS v Českých Budějovicı́ch
vznikl vzdělávacı́ program pro učitele matematiky základnı́ch a střednı́ch škol pod ná-
zvem Motivace žáků a studentů při řešenı́ slovnı́ch úloh v matematice. Celý kurz je členěn
do devı́ti tematických celků a bude uskutečněn ve třinácti vyučovacı́ch hodinách.

Jednotlivé tematické celky a jejich obsah jsou tyto:

1. Úlohy o pravděpodobnosti – v těchto úlohách se počı́tá pravděpodobnost daných jevů,
které jsou obrazem reálné skutečnosti.

2. Úlohy o celku a části – jedná se o řešenı́ úloh, které se zabývajı́ vztahem části a celku.
Úlohy byly často sestaveny už ve starověku.
1VŠTE v Českých Budějovicı́ch; simafr2@seznam.cz
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3. Klasické úlohy – tyto úlohy se zabývajı́ často frekventovanými problémy, které se řešı́
běžnými prostředky matematiky.

4. Zajı́mavé úlohy – v úlohách jsou řešeny zajı́mavé logické problémy, v těchto přı́padech
se týkajı́ financı́ a úloh o časových údajı́ch. Řešeny jsou různými matematickými
prostředky.

5. Úlohy o pohybu – tyto úlohy opět vycházejı́ z reálných situacı́. při řešenı́ se postupuje
od jednoduššı́ch ke složitějšı́m pomocı́ klasických postupů.

6. Úlohy na společnou práci – v těchto úlohách se řešı́ situace společné práce dělnı́ků
nebo se řešı́ napouštěnı́ a vypouštěnı́ nádržı́.

7. Úlohy na diofantické rovnice – při řešenı́ neurčitých úloh pomocı́ diofantických rovnic
dostáváme vı́ce neznámých než rovnic a hledáme jejich celočı́selné řešenı́.

8. Newtonova úloha – Newtonovy úlohy řešı́ problém, kdy se určitá louka sklı́zı́ či
spásá a současně na louce stále dorůstá tráva. Úlohy jsou řešeny pomocı́ různých
matematických modelů.

9. Geometrické úlohy – tyto úlohy se zaměřujı́ na geometrické problémy, které jsou řešeny
pomocı́ zobrazenı́ a následným výpočtem nebo jen výpočtem. Jsou zde v geometrii
aplikovány algebraické operace.

Vyučujı́cı́ matematiky obdržı́ texty úloh a jejich řešenı́, které jsou pro ně návodem jak
postupovat při hodinách matematiky při motivovánı́ žáků či studentů. Ve většině přı́padů
jsou úlohy řešeny vı́ce způsoby. Vyučujı́cı́ majı́ možnost se seznámit s velmi originálnı́mi
způsoby řešenı́, z nichž některé byly známy již ve starověku. Také tematicky jsou úlohy
voleny tak, aby dávaly pestrou mozaiku námětů i jejich způsobů řešenı́.

Mezi nejzajı́mavějšı́ úlohy patřı́ tzv. Newtonova úloha. Připomeňme si jejı́ zadánı́:
Tři louky se stejně hustou trávou, která stejně rychle roste, majı́ obsahy ploch 3 ha, 10 ha
a 24 ha. Prvnı́ louka stačila 12 býkům na dobu 4 týdnů a druhá louka stačila 21 býkům
na dobu 9 týdnů. Kolik býků se může na třetı́ louce pást 18 týdnů?

Tato úloha je až třetı́m textem. Předcházı́ ji dva texty, kdy nejdřı́ve majı́ všechny
tři louky stejnou rozlohu, později prvnı́ dvě louky majı́ stejnou rozlohu, pouze třetı́ má
rozlohu jinou. Největšı́m problémem je to, že tráva, která je na louce, je současně spásána
i přirůstá. Přı́stup k řešenı́ tohoto problému je dvojı́: prvnı́ – uvažujeme, že je možné stádo
rozdělit na část, která pouze spásá dorůstajı́cı́ trávu, a část, která spásá trávu již narostlou;
druhý – uvažujeme, že každý z kusů stáda spásá jak trávu narostlou, tak trávu, která
roste, a pomocı́ množstvı́ trávy, které spase jeden kus za jeden den, je možné danou úlohu
vyřešit.
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ÚLOHY Z PRAVDĚPODOBNOSTI

Syn nebo dcera
V rodině je šest dětı́. Jaká je pravděpodobnost, že rodina má: a) 6 synů; b) 5 synů

a 1 dceru; c) 4 syny a 2 dcery; atd. . . . , když pravděpodobnost narozenı́ syna a dcery je
stejná?

[0,016; 0,094; 0,234; 0,312; 0,234; 0,094; 0,016]

Pověrčivý cyklista
Dřı́ve dostal každý cyklista poznávacı́ značku, která se skládala z šesti čı́slic (neboli

cifer). Jeden pověrčivý muž si koupil kolo a protože se obával nehody, které cyklisté
řı́kajı́ „osmička“, nechtěl takové čı́slo, ve kterém by byla byt’jen jedna osmička. Když si
šel pro poznávacı́ značku, utěšoval se touto úvahou: Každá z šesti čı́slic může nabývat
jedné z deseti hodnot 0, 1, . . . , 9. z nich je nešt’astná jenom jedna – 8. Proto je možnost
jen 1 : 10, že celé čı́slo bude „nešt’astné“. Je tato úvaha správná?

[ne; „št’astných“ je něco přes 53 %]

Bezpečnostnı́ zámek
V jednom sovětském úřadě se našel trezor ještě z předrevolučnı́ch let. Našel se i klı́č,

ale k otevřenı́ bylo třeba znát i tajný kód zámku; trezor měl na dveřı́ch pět kruhů, každý
kruh měl na obvodu 36 pı́smen. K otevřenı́ trezoru bylo třeba na kruzı́ch nastavit správné
slovo. Protože nikdo toto slovo neznal a protože trezor nechtěli poškodit, rozhodli se,
že vyzkoušı́ všechny kombinace pı́smen na kruzı́ch. Přitom nastavenı́ jedné kombinace
trvalo 3 s. Je naděje, že se podařı́ trezor otevřı́t během deseti pracovnı́ch dnı́?

[ne; práce trvá vı́ce než 20 let; pravděpodobnost je 1 : 630]

ÚLOHY O CELKU A ČÁSTI

Diofantův epitaf

Prach Diofantův v hrobě je skryt, pohled’, i kámen moudrým uměnı́m (= matema-
ticky) prozradı́ zemřelého věk: z vůle bohů byl po šestinu života dı́tětem a za dalšı́
polovinu šestiny se dočkal chmýřı́ na lı́cı́ch. jak minula sedmina, oženil se s milova-
nou svojı́, pět let s nı́ prožil, než syna dočkal se mudrc. Jen do poloviny svého věku
se otec se synem těšil, brzy mohyla dı́tě otci skryla. Dvakrát dva roky otec oplakával
syna, než po těch letech dočkal se svého smutného konce.
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Tento epitaf, pokud je věrohodný, je to jediné, co vı́me o Diofantově životě. Je obsažen
v tzv. Palatinské antologii a pocházı́ z pera Metrodora (6. stol.). Jak dlouhý byl Diofantův
život?

[84 let]

Jiná varianta:

O životě vynikajı́cı́ho matematika starověku, o Diofantovi, se dochovalo jen velmi
málo zpráv. Vše co o něm vı́me, pocházı́ z nápisu na jeho náhrobku. Nápis má tvar
matematické úlohy.

Poutnı́če! Zde odpočı́vá popel Diofantův. A čı́sla povı́, je to zázrak, jak dlouhý byl
jeho život. Šestina života patřila krásnému dětstvı́. Ještě dvanáctina života uběhla,
než se jeho brada pokryla chmýřı́m. Sedminu života strávil v bezdětném manželstvı́.
Uplynulo dalšı́ch pět let a radoval se z narozenı́ krásného syna, toho, kterému Osud
vyměřil veselý a zářı́cı́ život na této Zemi, ale dlouhý jen polovinu toho co otci.
A v hlubokém smutku ukončil starý muž svou pout’zde na Zemi, čtyři roky po ztrátě
syna.

Řekni, jak dlouho žil Diofantos, než ho zastihla smrt.

[84 let]

Z Indie: Mahávı́rá
Vı́me, že čtvrtina stáda velbloudů se pase v křovı́, 15 je jich na břehu řeky a zbytek, tj.

dvojnásobek druhé odmocniny z celkového počtu velbloudů, je na úpatı́ pahorku. Kolik
velbloudů je ve stádu?

[36]

Starořı́mská úloha
Jeden umı́rajı́cı́ člověk řekl: „Jestliže se mé ženě narodı́ syn, at’mu patřı́ dvě třetiny

jměnı́ a zbytek ženě. Jestliže se narodı́ dcera, at’jı́ patřı́ třetina a ženě dvě třetiny.“ Narodila
se dvojčata – syn a dcera. Jak se má rozdělit jměnı́, aby se splnila závět’nebožtı́ka?

[jměnı́ syna, manželky a dcery musı́ být v poměru 4 : 2 : 1]

KLASICKÉ ÚLOHY

Kůň a mezek
Kůň a mezek, oba těžce naloženi, šli jeden vedle druhého. Kůň si stěžoval na svůj

těžký náklad. „Na co si stěžuješ?“ zeptal se ho mezek. „Vždyt’ kdybych si vzal jeden
z tvých pytlů, byl by můj náklad dvakrát tak těžký jako tvůj. Ale kdybys ty vzal jeden



F. Šı́ma: Motivace při řešenı́ slovnı́ch úloh 65

pytel z mých zad, měli bychom oba stejně těžké náklady.“ Kolik pytlů nesl kůň a kolik
mezek?

[kůň 5 pytlů, mezek 7 pytlů]

Senoseč
Skupina sekáčů trávy měla pokosit dvě louky, z nichž prvnı́ měla dvakrát většı́ výměru

než druhá. Půl dne všichni sekáči kosili prvnı́ louku, po obědě se rozdělili na dvě stejné
skupiny. Prvnı́ skupina zůstala na velké louce a do večera ji pokosila. Druhá kosila do
večera menšı́ louku, ale nepokosila ji celou, zbytek pak dosekal jeden sekáč za den. Kolik
sekáčů bylo ve skupině?

[8]

Eulerova úloha
Dvě vesničanky přinesly na trh dohromady 100 vajec, jedna vı́ce než druhá. Obě utr-

žily stejně. Prvnı́ žena řekla druhé: „Kdybych měla tvoje vejce, vydělala bych 15 krejcarů“.
na to ji druhá odpověděla: „Kdybych já měla tvoje vejce, vydělala bych 6 krejcaru“. Kolik
vajec měla každá vesničanka na začátku?

[prvnı́ 40 vajec, druhá 60 vajec]

ZAJÍMAVÉ ÚLOHY

Přesouvánı́ peněz
Určitý obnos menšı́ než 1000 Kč je rozdělen do deseti čı́slovaných hromádek (v celých

korunách), přičemž platı́:

• Když z 1. hromádky odebereme desetinu přı́slušné částky a přidáme ji ke 2. hromádce,

• pak ze druhé takto zvětšené hromádky odebereme desetinu přı́slušné částky a přidáme
ji ke 3. hromádce

• . . .

• pak z 9. takto zvětšené hromádky odebereme desetinu přı́slušné částky a přidáme ji
k 10. hromádce,

• až nakonec z takto zvětšené 10. hromádky odebereme desetinu přı́slušné částky a při-
dáme ji k 1. hromádce,

pak bude ve všech hromádkách týchž obnos. Kolik Kč bylo v jednotlivých hromádkách?

[1. = 80 Kč, 2. = 82 Kč, 3.–10. = 81 Kč; na konci bylo v každé 81 Kč]
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Záměna hodinových ručiček
Uvažujme polohu ručiček ve 12 hodin. Kdybychom v této poloze zaměnili velkou

a malou ručičku, dostaneme smysluplný časový údaj. Ale jindy, napřı́klad v 6 hodin,
by výměna byla absurdnı́, dávala by polohu, která se na správných hodinkách nemůže
objevit; minutová ručička nemůže ukazovat 6, když hodinová ručička ukazuje 12. Vzniká
tedy otázka: Kdy a jak často jsou hodiny v takové poloze, pro niž je záměna smysluplná
a dává novou správnou polohu hodinových ručiček?

[143 řešenı́]

Překrývánı́ hodinových ručiček
Kolikrát za den se na hodinách minutová a hodinová ručička překrývajı́. Kolik je

hodin, stane-li se to mezi třetı́ a čtvrtou?

[jedenáctkrát; asi 3 h 16 min 22 s]

ÚLOHY O POHYBU

Průzkum na moři
Průzkumná lod’ dostala rozkaz prozkoumat moře ve směru plavby eskadry. Lod’ se

má k eskadře vrátit za 3 h. Za jak dlouho se musı́ průzkumná lod’obrátit k návratu zpět,
jestliže jejı́ rychlost je 60 mil/h a rychlost eskadry 40 mil/h?

[za 2,5 h]

Parnı́k a vory
Z města A do města B jede parnı́k po proudu řeky a bez zastávek 5 h. Jede-li stejnou

rychlostı́ proti proudu z města B do města A, urazı́ stejnou vzdálenost za 7 h (opět bez
zastávek). Kolik hodin potřebujı́ na cestu z A do B vory? (Vory se pohybujı́ rychlostı́
proudu řeky.)

[35 h]

Tramvaj a chodec
Při chůzi podél tramvajové linky zpozoroval chodec, že každých 12 min ho dohonila

jedna tramvaj a že každé 4 min ho minula tramvaj v opačném směru. Přitom tramvaje
i chodec se pohybovali rovnoměrně. Spočı́tejte, jaké jsou intervaly mezi odjezdy tramvajı́
z konečných stanic.

[6 min]
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ÚLOHY NA SPOLEČNOU PRÁCI

Dělnı́ci na stavbě
Prvnı́ dělnı́k by vykonal určitou práci za 12 dnı́, druhý dělnı́k tutéž práci za 16 dnı́.

Společně pracovali 4 dny. Potom druhého dělnı́ka vystřı́dal třetı́. Prvnı́ a třetı́ dělnı́k
společně zbylou práci vykonali také za 4 dny. Za kolik dnı́ by tuto práci vykonal třetı́
dělnı́k sám?

[48 dnı́]

Naplněnı́ nádržky
Nádržku lze naplnit čtyřmi rourami: prvnı́ za 313 h, druhou za 3 h, třetı́ za 25 h, čtvrtou za

2
9 h. Za jakou dobu se naplnı́ nádržka a) prvnı́ a čtvrtou rourou, b) všemi čtyřmi rourami?

[a) 1 h 20 min; b) 40 min]

Naplněnı́ splavu
U splavu jsou tři stavidla, dvě na přı́tok, jedno na odtok. Je-li splav prázdný, může

býti vytaženı́m prvnı́ho stavidla naplněn za 114 dne, druhým za 134 dne; je-li plný, může
býti třetı́m stavidlem vypuštěn za 34 dne. Za jak dlouho by se prázdný splav naplnil, kdyby
byla všechna tři stavidla vytažena?

[2614 dne]

ÚLOHY NA DIOFANTICKÉ ROVNICE

Pisanova úloha
Kdosi koupil 30 ptáků za 30 peněz. Za tři vrabce platil jeden penı́z, za dvě hrdličky

též jeden penı́z, za jednoho holuba dva penı́ze. Kolik ptáků každého druhu koupil?

[9 vrabců, 10 hrdliček, 11 holubů]

Z Čı́ny: Čang Čchiou-t’ien
Kohout stojı́ pět peněz, slepice tři penı́ze a tři kuřata jeden penı́z. Celkem za 100 peněz

koupili 100 ptáků. Kolik koupili kohoutů, slepic a kuřat?

[4 koh., 18 sle., 78 kuř.; 8 koh., 11 sle., 81 kuř.; 12 koh., 4 sle., 84 kuř.]

Pro trpělivé počtáře
Matka má 9 dětı́, narozených v pravidelných intervalech. Věky všech jsou dány celými

počty let. Součet čtverců věků všech devı́ti dětı́ je roven čtverci matčina věku. jak jsou
stařı́?

[matka 48 let, děti 2, 5, 8, 11, 14, 17, 20, 23 a 26 let]
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NEWTONOVA ÚLOHA

Krávy na pastvě
Tráva na louce roste všude stejně hustě a stejně rychle. Vı́me, že 70 krav by ji spáslo

za 24 dnı́, zatı́mco 30 krav by ji spáslo za 60 dnı́. Kolik krav spase louku za 96 dnı́?

[20 krav]

Krávy na pastvě II
Prvá louka o velikosti 100 měr stačı́ 80 kravám na pastvu po dobu 14 neděl. Pustı́me-li

tam však na pastvu 120 krav, spasou trávu za 7 neděl. Druhá louka má 400 měr. Máme
určit, kolik kusů se na nı́ může pást po dobu 4 neděl za předpokladu, že tráva je všude
stejná i při spasenı́ stejnoměrně dorůstá a všechny krávy spotřebujı́ stejně.

[720 krav]

Newtonova úloha
Tři louky se stejně hustou trávou, která stejně rychle roste, majı́ obsahy ploch 3 ha,

10 ha a 24 ha. Prvnı́ louka stačila 12 býkům na dobu 4 týdnů a druhá louka stačila
21 býkům na dobu 9 týdnů. Kolik býků se může na třetı́ louce pást 18 týdnů?

[66 býků]

GEOMETRICKÉ ÚLOHY

Hloubka řeky
Rákos čnı́ nad vodou o jeden aršin. Máme určit hloubku řı́čky, kde rákos roste, ale

nesmı́me rákos vytrhnout ani měřit hloubku veslem či jiným předmětem. Po vychýlenı́
rákosu tak, aby jeho vrchol ležel na hladině vody, je vzdálenost obou mı́st tři aršiny.

[4 aršiny]

Ptáci na břehu řeky
Na březı́ch řeky rostly naproti sobě dvě palmy. Jedna měřila 30 loktů, druhá 20 loktů;

vzdálenost mezi patami obou palem byla 50 loktů. na každé palmě seděl pták. Znenadánı́
oba ptáci uviděli rybu, jak vyplavala na hladinu řeky mezi oběma palmami. Oba ptáci se
současně vrhli do vody a také se současně zmocnili ryby. jak daleko od paty vyššı́ palmy
ryba vyplavala?

[20 loktů od vyššı́ palmy]

Mokré tričko
V městě M, na gymnáziu G se dne D konala soutěž „Mr. Mokré tričko 2006“.

Soutěž připravila PK TV (předmětová komise tělesné výchovy) ve spolupráci s PK MA
(předmětovou komisı́ matematiky). Propozice byly na nástěnce již týden před soutěžı́:
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Závodnı́ dráha má tvar obdélnı́ku (viz obrázek), stranaAB měřı́ 40 m,BC má délku 60 m.
Závodnı́k doskáká po jedné noze z boduA na stanoviště partnera v boděX na straněBC.
Ten bude vybaven litrovou lahvı́ vody a polije původně suché tričko závodnı́ka. Závodnı́k
pak doskáká po druhé noze do cı́le E, který bude umı́stěn na straně CD. Mı́sto cı́le bude
na doporučenı́ vedoucı́ho PK MA odtajněno až 10 minut před startem nebot’ má vliv
na celkovou dráhu závodnı́ka. Účastnı́ci mohou při přı́pravě využı́vat pomoci kamarádů
(realizačnı́ch týmů) i veškeré výpočetnı́ techniky ve škole dostupné. V samotném závodě
však musı́ mı́sto X před startem určit pouze partner závodnı́ka, tzv. „polejvák“ a zapsat
jej do protokolu. Proškolený pedagog bude kontrolovat, zda tričko je před startem řádně
suché a v cı́li naopak dostatečně mokré. O pořadı́ nebude rozhodovat, zda mokré tričko
závodnı́ku slušı́, ale pouze čas, za který urazı́ dráhu AXE. Mı́sto cı́le E bylo 10 minut
před závodem oznámeno. Byl jı́m střed úsečky CD na plánu závodiště. Určete polohu
mı́sta X .

[40 m od bodu B]
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ROVNOSTRANNÝ TROJÚHELNÍK V PRÁCI
S MATEMATICKÝMI TALENTY

JAROSLAV ŠVRČEK1

Cı́lem tohoto přı́spěvku je nabı́dnout učitelům matematiky našich střednı́ch i základ-
nı́ch škol rozpracovaný úlohový materiál vhodný pro práci s matematickými talenty.
Jedná se o sadu osmi vybraných planimetrických úloh se společným generickým zákla-
dem, kterým je rovnostranný trojúhelnı́k. Každého zájemce o zmı́něnou problematiku
bezesporu udivı́ poměrně velké množstvı́ nestandardnı́ch úloh, které bezprostředně sou-
visejı́ s uvedenou tematikou.

Při řešenı́ úloh této nabı́dky se mohou žáci mj. seznámit s využitı́m některých méně
obvyklých postupů a metod řešenı́ matematických úloh (metoda obsahů, metoda extre-
málnı́ho prvku a dalšı́ch).

PŘÍKLAD 1
(Dimitrie Pompeiu, 1873–1954)
Necht’X je libovolný bod rovnostranného trojúhelnı́ku ABC, který je různý od jeho

vrcholů (obr. 1). Dokažte, že z úseček AX , BX a CX lze sestrojit trojúhelnı́k.2

Obrázek 1: Přı́klad 1 – zadánı́ Obrázek 2: Přı́klad 1 – řešenı́

ŘEŠENÍ. Uvažujme libovolný vnitřnı́ bod X rovnostranného trojúhelnı́ku ABC, kterým
ved’me rovnoběžky s stranami uvažovaného rovnostranného trojúhelnı́ku ABC. Jejich

1Přı́rodovědecká fakulta UP, Olomouc; svrcek@inf.upol.cz
2Tvrzenı́ platı́ dokonce pro libovolný bod X roviny daného rovnostranného trojúhelnı́ku, který neležı́ na kružnici jemu

opsané.
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průsečı́ky se stranami BC,CA,AB označme po řadě A1, B1, C1 (obr. 2). Snadno se
nynı́ vidı́, že AC1XB1 je rovnoramenný lichoběžnı́k se základnami AC1 a XB1. Jeho
úhlopřı́čky jsou proto shodné, tj. platı́ |AX| = |B1C1|. Analogicky lze postupovat také
v přı́padě rovnoramenných lichoběžnı́ků BA1XC1 a CB1XA1, kde |BX| = |C1A1|
a |CX| = |A1B1|. Vzhledem k existenci trojúhelnı́ku A1B1C1 se stranami shodnými
s úsečkami AX,BX,CX , je tvrzenı́ úlohy dokázano. Je-li X vnitřnı́m bodem některé
ze stran rovnostranného trojúhelnı́ku ABC, můžeme postupovat stejně.
JINÉ ŘEŠENÍ je založeno na využitı́ metody extremálnı́ho prvku (podala ho v průběhu
prezentace tohoto přı́spěvku na konferenci „Dva dny s matematikou“ Lucie Růžičková
z PedF UK v Praze ): Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že jedna z úsečekAX ,
BX ,CX je nejdelšı́ (jedna z nejdelšı́ch). Necht’je to úsečkaAX . Současně ale tato úsečka
má menšı́ délku než strana a daného rovnostranného trojúhelnı́ku ABC (obr. 1). Pro
uvažovanou trojici bodů B,C,X proto platı́ |BX|+ |CX| ≥ a > |AX|, tj. |BX|+
+|CX| > |AX| , což dokazuje existenci trojúhelnı́ku o stranách AX,BX,CX .

PŘÍKLAD 2
Uvažujme libovolný bod X kratšı́ho oblouku AB kružnice opsané danému rovno-

strannému trojúhelnı́ku ABC. Dokažte, že platı́ rovnost3

|AX|+ |BX| = |CX| .

ŘEŠENÍ. Uvažujme otočenı́ se středem ve vrcholu C daného rovnostranného trojúhel-
nı́ku ABC a úhlem otočenı́ +60◦. Platı́ A 7→ A′ = B a X 7→ X ′ (obr. 3).

Obrázek 3: Přı́klad 2

Vzhledem k tomu, že trojúhelnı́ky CAX a CBX ′ jsou shodné podle věty sus, shodujı́ se
také velikostech odpovı́dajı́cı́ch vnitřnı́ch úhlů při vrcholech A a B. Ze shodnosti obou

3Uvedená rovnost objasňuje mj. část poznámky pod čarou za přı́kladem 1 – pro libovolný bod kružnice opsané danému
rovnostrannému trojúhelnı́ku nenı́ splněna trojúhelnı́ková nerovnost.
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těchto úhlů a s ohledem na skutečnost, že čtyřúhelnı́k AXBC je tětivový, vidı́me, že
body X,B,X ′ ležı́ na téže přı́mce. Platı́ tudı́ž

|AX|+ |BX| = |BX ′|+ |BX| = |XX ′| = |CX| ,

což jsme chtěli dokázat.

JINÉ ŘEŠENÍ je založeno na využitı́ Ptolemaiovy věty pro délky stran a úhlopřı́ček tětivo-
vého čtyřúhelnı́ku AXBC. Platı́

|AX| · |BC|+ |BX| · |CA| = |CX| · |AB| .

Vzhledem k tomu, že trojúhelnı́k ABC je rovnostranný, plyne odtud bezprostředně
žádaná rovnost

|AX|+ |BX| = |CX| .

PŘÍKLAD 3

Necht’X je libovolný bod rovnostranného trojúhelnı́ku ABC. Označme K, L, M
paty kolmic z bodu X po řadě k jeho stranám BC, CA, AB. Dokažte, že součet

|KX|+ |LX|+ |MX|

je pro daný rovnostranný trojúhelnı́k ABC konstantnı́.

Obrázek 4: Přı́klad 3

ŘEŠENÍ. Důkaz uvedeného tvrzenı́ se opı́rá o využitı́ tzv. metody obsahů. Stačı́ si uvědomit,
že obsah daného rovnostranného trojúhelnı́ku ABC je roven součtu obsahů trojúhelnı́ků
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ABX , BCX a CAX (obr. 4). Označı́me-li a délku strany rovnostranného trojúhelnı́ku
ABC a v jeho výšku, platı́ pro jeho obsah P vztah P = 1

2av. Podobně v přı́padě ostatnı́ch
třı́ trojúhelnı́ků. Odtud již snadno zı́skáme žádanou rovnost, přičemž z řešenı́ úlohy navı́c
vyplývá, že konstantnı́ hodnota, které nabývá uvažovaný součet, je v.

Identita uvedená v předchozı́m přı́kladu může být dále rozpracována a využita v na-
vazujı́cı́ch úlohách. Po provedenı́ podrobného rozboru řešenı́ předchozı́ úlohy lze žákům
nabı́dnout k samostatnému řešenı́ např. následujı́cı́, poněkud obtı́žnějšı́ přı́klad:

PŘÍKLAD 4
(Jaroslav Švrček, 55. ročnı́k MO, A–S–2)

Je dán rovnostranný trojúhelnı́k ABC o obsahu S. Necht’X je libovolný jeho vnitřnı́
bod. Označme po řadě A1, B1, C1 ty body jeho stran BC, CA, AB, pro něž platı́
XA1 ‖ AB, XB1 ‖ BC, XC1 ‖ CA. Průsečı́ky os úseček XA1, XB1, XC1 tvořı́
vrcholy trojúhelnı́ku o obsahu T . Dokažte, že platı́ S = 3T .

Obrázek 5: Přı́klad 4

Následujı́cı́ čtveřice úloh s podobnou tematikou umožňuje mladým matematickým ta-
lentům dále rozšı́řit znalosti a zkušenosti zı́skané při řešenı́ předešlých čtyř úloh. Uvádı́me
je však (kromě jejich zadánı́) pouze se stručným návodem nebo s návodným obrázkem
umožňujı́cı́m snadněji proniknout do řešenı́ přı́slušné úlohy. Tato čtveřice úloh je tedy
pojata jako doplňkový pracovnı́ materiál, který lze přı́padně dále rošiřovat.

PŘÍKLAD 5
Uvažujme dva rovnostranné trojúhelnı́ky ABC a BDE tak, že body A,B,D ležı́ na

téže přı́mce, přičemž bod B je vnitřnı́m bodem úsečky AD, a vrcholy C a E ležı́ v téže
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polorovině vyt’até přı́mkou AD. Označme S1, S2, S3 po řadě středy úseček AB, BD,
CE (obr. 6). Dokažte, že trojúhelnı́k S1S2S3 je rovnostranný.

Obrázek 6: Přı́klad 5

[NÁVOD. Úsečky S1S2 a S2S3 jsou shodné (střednı́ přı́čky lichoběžnı́ků ABEC a BDEC, viz obr. 6).]

PŘÍKLAD 6

Necht’X je libovolný vnitřnı́ bod rovnostranného trojúhelnı́ku ABC. Označme K,
L, M paty kolmic z bodu X po řadě k jeho stranám BC, CA, AB. Dokažte, že součet
obsahů trojúhelnı́ků AMX , BKX a CLX je roven součtu obsahů trojúhelnı́ků BMX ,
CKX a ALX

Obrázek 7: Přı́klad 6 – zadánı́ Obrázek 8: Přı́klad 6 – řešenı́

[NÁVOD. Bodem X ved’me rovnoběžky se stranami daného rovnostranného trojúhelnı́ku
ABC, které rozdělı́ tento trojúhelnı́k na 12 menšı́ch trojúhelnı́ků s obsahy a, b, c, d, e, f
(obr. 8). Obsah vyznačené části trojúhelnı́ku ABC je přitom a+ b+ c+ d+ e+ f .]
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PŘÍKLAD 7

Necht’X je libovolný bod rovnostranného trojúhelnı́ku ABC. Označme TA, TB, TC
po řadě těžiště trojúhelnı́ků BCX , CAX , ABX . Dokažte, že trojúhelnı́k TATBTC je
rovnostranný a jeho stany jsou rovnoběžné se stranami trojúhelnı́ku ABC.

[NÁVOD. Označme SA a SB po řadě středy stran BC a CA daného rovnostranného
trojúhelnı́ku (obr. 10). Úsečka TATB je přı́čka rovnoběžná se stranou SASB v trojúhelnı́ku
XSBSA. Úsečka SASB je však střednı́ přı́čkou v daném rovnostranném trojúhelnı́ku.]

PŘÍKLAD 8

Libovolným vnitřnı́m bodem daného rovnostranného trojúhelnı́ku ABC o obsahu S
ved’me rovnoběžky s jeho stranami. Označme obsahy třı́ rovnoběžnı́ků a třı́ rovnostran-
ných trojúhelnı́ků, na něž tyto přı́mky rozdělı́ daný rovnostranný trojúhelnı́k, ve shodě
s obr. 11. Dokažte, že pro tyto obsahy platı́ následujı́cı́ vztahy:

a) S = (
√
p+
√
q +
√
r)2,

b) PQR = 8pqr,

c) S ≤ 3 (p+ q + r),

d) P +Q+R ≤ 2 (p+ q + r).

[NÁVOD. Při řešenı́ využijte známé skutečnosti: Poměr obsahů dvou podobných (rovin-
ných) útvarů je stejný jako poměr druhých mocnin délek odpovı́dajı́cı́ch si stran obou
uvažovaných útvarů.]
Grantová podpora:

• Projekt OPVK – CZ.1.07/2.3.00/0017 – MATES – Podpora systematické práce s žáky
SŠ v oblasti rozvoje matematiky.

• Projekt OPVK – CZ.1.07/1.2.12/01.0027 – PMT – Zkvalitněnı́ přı́pravy matematických
talentů ZŠ a SŠ Olomouckého kraje.
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Obrázek 9: Přı́klad 7 – zadánı́ Obrázek 10: Přı́klad 7 – řešenı́

Obrázek 11: Přı́klad 8
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DŮLEŽITOST MATEMATIKY V ŽIVOTĚ
ČLOVĚKA Z POHLEDU ZAČÍNAJÍCÍCH

UČITELŮ

VERONIKA TRNKOVÁ1

ÚVOD

Matematika je věda, která provázı́ lidstvo od samého počátku. Ve slovnı́ku se dočteme,
že se matematika z formálnı́ho hlediska zabývá jednak kvantitou, strukturou, prostorem,
změnou, vytvářenı́m abstraktnı́ch entit či vyhledávánı́m zákonitých vztahů mezi nimi
(www.wikipedie.cz). V současné době se ve školách setkáváme ze strany žáků s hlasitými
útoky na matematiku, které jsou bohužel podporovány mediálnı́mi vyjádřenı́mi slavných
osobnostı́. Jelikož se domnı́váme, že matematika zaujı́má nezastupitelné mı́sto v životě
člověka, bylo by žádoucı́, aby se tento trend co nejvı́ce eliminoval.

Vztah k matematice se formuje ve škole a ovlivňuje ho předevšı́m učitel svým
přesvědčenı́m o matematice. Odstraněnı́ averze vůči matematice spatřujeme v zajı́mavém
a přitažlivém pedagogickém přı́stupu učitelů.

Cı́lem našeho přı́spěvku je analyzovat prostřednictvı́m dotaznı́kového šetřenı́ postoje
k matematice u budoucı́ch učitelů primárnı́ školy a zmapovat nejvýznamnějšı́ přı́činy
nezájmu o matematiku.

METODIKA A VZOREK

Pro naše výzkumné účely jsme na základě stratifikovaného výběru vybrali reprezen-
tativnı́ vzorek 70 studentů 3. a 4. ročnı́ku oboru Učitelstvı́ pro 1. stupeň základnı́ školy
z Univerzity Palackého v Olomouci. Návratnost dotaznı́ků byla 79 %. Respondenti vypl-
ňovali námi vytvořený dotaznı́k. Celkový počet položek v dotaznı́ku byl 21. Z hlediska
formy požadované odpovědi šlo o uzavřené, polouzavřené i otevřené položky.

VÝSLEDKY PRŮZKUMU

V otevřené otázce „Co pro Vás matematika znamená?“ většina respondentů odpo-
věděla početnı́ přı́klady či logické uvažovánı́. Pouze pro 5 % respondentů představuje
matematika zábavu či radost, naopak 25 % oslovených studentů si matematiku spojuje
se stresem a úzkostı́.

Z hlediska důležitosti vyučovacı́ch předmětů respondenti přisuzovali matematice ob-
vykle 2. mı́sto (na 1. mı́sto byl stavěn český jazyk). Nejčastěji vytvořenou kombinacı́

1ZŠ Slatiňany; veronika.petrzilkova@seznam.cz
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předmětů byla kombinace Český jazyk – Matematika – Cizı́ jazyk – Vlastivěda – Přı́ro-
dověda (předměty majı́ sestupnou tendenci).

U otázky, která zjišt’ovala, co matematika studentům do života dala, vı́ce jak polovina
oslovených napsala, že je matematika připravila předevšı́m na praktickou stránku života,
tedy že si umı́ spočı́tat penı́ze atd. Někteřı́ respondenti (15 %) napsali, že je matematika
naučila logicky myslet. Jinı́ studenti zaznamenali, že jim matematika přinesla do života
určitý řád, přehled a systém (12 %). Vyskytli se také studenti (10 %), kteřı́ napsali, že je
matematika neobohatila ničı́m pozitivnı́m, respektive že jim přinesla „nechut’vzdělávat
se“, „stres“ či „pocit neúspěchu“.

Ačkoliv se traduje, že matematika nepatřı́ mezi nejoblı́benějšı́ předměty, výsledky na-
šeho výzkumu ukazujı́, že ji respondenti hodnotı́ převážně prvnı́ polovinou klasifikačnı́ch
známek, než známkami 4 a 5. Nejčastěji pak volili „zlatou střednı́ cestu“, tedy známku
3. Všichni oslovenı́ studenti si ovšem uvědomujı́ důležitost matematiky v životě člověka
(viz obr. 1).

Obrázek 1: Ohodnocenı́ matematiky

PŘÍČINY NEZÁJMU O MATEMATIKU

Z analýzy výpovědı́ respondentů vyplynul jako nejvýznamnějšı́ faktor, který ovliv-
ňuje zájem o matematiku, učitel. Výčet nejčastěji vyskytujı́cı́ch se přı́čin uvádı́me spolu
s některými vyjádřenı́mi respondentů:

• negativnı́ zkušenosti z vyučovacı́ch hodin matematiky,

– Matematika pro mě představovala každodennı́ stres ze hry Mrazı́k.
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– Měli jsme učitele, který nás nazýval morálnı́m bahnem. . .

• způsob vyučovánı́, špatný výklad učitele matematiky, vztah k učiteli,

– Panı́ učitelka nás ponižovala. Dělalo ji dobře, když jsme něco nevěděli.

– Vzteklá panı́ učitelka Steklá.

– Neustálý dril, dril, dril!

– Nekonečné počı́tánı́ podle vzorečků, aniž bych věděla, k čemu mi to je dobré.
Učitelka, která si myslela, že když na mě bude křičet, pochopı́m kombinatoriku.
Prostě hrůza!

• přinášı́ těžkosti, strach, stres, děs (vliv zanedbánı́ na sebe navazujı́cı́ho učiva),

– Už jenom z představy, že budeme mı́t matematiku, jsem dostávala horečku.

• s přibývajı́cı́mi školnı́mi léty narůstá obtı́žnost látky,

– Na 1. stupni byla matematika skvělá. S přibývajı́cı́mi léty se můj pohled na ni
negativně změnil.

• vliv rodiny a populárnı́ch osobnostı́.

– U nás v rodině nemá matematiku nikdo rád. . .

ZÁVĚR

Matematika spolu s českým jazykem tvořı́ osu základnı́ho vzdělánı́. Poskytuje žákům
vědomosti a dovednosti potřebné pro orientaci v praktickém životě a vytvářı́ předpo-
klady pro úspěšné uplatněnı́ ve většině oborů profesionálnı́ přı́pravy. Pokud jako učitelé
chceme, aby matematika nebyla u žáků neoblı́beným předmětem, měli bychom se poku-
sit představit ji žákům jinak než jako nudný, nezáživný a neoblı́bený předmět, který jim
v lepšı́m přı́padě „nevadı́ “.
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PRAVDĚPODOBNOSTNÍ MYŠLENÍ ŽÁKŮ
4. ROČNÍKU

MILENA TROJANOVÁ1

JAK ROZVÍJET PRAVDĚPODOBNOSTNÍ MYŠLENÍ?
Řešenı́m úloh typu:

• házenı́ kostkou

• losovánı́ z určitého souboru prvků (např. jmen, kuličeky. . . )

• nepoužı́váme žádné vzorečky, porovnáváme pravděpodobnost jevů na základě prak-
tické zkušenosti a logické úvahy

ZADÁNÍ ÚLOHY PRO EXPERIMENT

Učitelka má v sáčku tolik lı́stečků, kolik je dětı́ ve třı́dě. Na lı́stečcı́ch jsou napsaná
jména dětı́ ve třı́dě (v takovém tvaru, jako v kalendáři). Pokud se jména ve třı́dě opakujı́,
opakujı́ se i na lı́stečcı́ch, nejsou nijak rozlišena. Porovnávejte pravděpodobnost vytaženı́
různých jmen (lı́stečky se po losovánı́ vždy vracı́ do sáčku).
Náročnějšı́ zadánı́:

Učitelka má dva sáčky, v každém je tolik lı́stečků, kolik je dětı́ ve třı́dě. Na lı́stečcı́ch
v jednom sáčku jsou napsaná jména dětı́ ve třı́dě (v takovém tvaru, jako v kalendáři).
Ve druhém sáčku jsou na lı́stečcı́ch napsaná přı́jmenı́ všech dětı́. Porovnávejte pravdě-
podobnost vytaženı́ určitého jména nebo přı́jmenı́ a vytaženı́ správné dvojice jméno plus
přı́jmenı́.

Úlohy byly řešeny formou experimentu, žáci nejprve zkoušeli losovat lı́stečky podle
zadánı́ úlohy a potom doplňovali pracovnı́ list. Své názory pak ústně vysvětlovali, disku-
tovali o nich. Děti pracovaly se zájmem, ve zpětné reflexi uváděly, že je práce bavila, že by
rády tı́mto způsobem pracovaly častěji. Největšı́ ohlas měla praktická část experimentu
– losovánı́ lı́stečků.

PRACOVNÍ LIST PRO DĚTI

Jméno:
Panı́ učitelka má v sáčku lı́stečky se jmény žáků našı́ třı́dy. Zamysli se nad tı́m, co

si myslı́š o následujı́cı́ch situacı́ch, a co nejpodrobněji napiš svoji odpověd’. Lı́stečky
losujeme, vylosovaný lı́steček se vždy vracı́ zpět do sáčku. Kdykoli během práce můžeš
klást doplňujı́cı́ otázky.

1trojanovamilena@seznam.cz
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1. Jakou šanci (pravděpodobnost) majı́ dvě klučičı́ jména na to, že je vylosujeme? Stej-
nou? Různou? Za jakých podmı́nek? Jak tě to napadlo?

2. Porovnej, jakou šanci budou mı́t dvě holčičı́ jména. Stejnou? Různou? Jak tě to na-
padlo?

3. Doplň znaménka většı́, menšı́, rovno podle toho, jakou pravděpodobnost majı́ násle-
dujı́cı́ jména:

Daniela Lucie Daniela Martin
Martin Tomáš Daniela Tomáš
Lucie Tomáš Lucie Martin

4. Ve druhém sáčku budou přı́jmenı́ žáků našı́ třı́dy. Co je podle tebe těžšı́:

a) vytáhnout předem určené jméno (třeba Vladimı́r)

b) vytáhnout předem určené přı́jmenı́ (třeba Bı́lek)

c) vytáhnout zároveň z jednoho sáčku určené jméno a z druhého odpovı́dajı́cı́ přı́-
jmenı́ (třeba Lukáš Landa)

Jak jsi přemýšlel/-a:

Děkuji za tvé odpovědi, byla to dřina!

Zajı́malo mne, co si myslı́ kolegové o smysluplnosti rozvı́jenı́ pravděpodobnostnı́ho
myšlenı́ u žáků prvnı́ho stupně. Jejich názory jsem zjišt’ovala pomocı́ anonymnı́ho do-
taznı́ku. Odpovědi byly velice zajı́mavé. Kolegové z prvnı́ho stupně byli této myšlence
většinou nakloněni, někteřı́ uvedli, že pravděpodobnostnı́ úlohy zařazujı́. Kolegové z dru-
hého stupně byli spı́še rezervovanı́, zařazovánı́ pravděpodobnostnı́ch úloh považujı́ často
za zbytečné až nesmyslné.

DOTAZNÍK PRO UČITELE – UKÁZKY ODPOVĚDÍ

Celý dotaznı́k se týká rozvoje pravděpodobnostnı́ho myšlenı́ žáků prvnı́ho stupně.
Nejde o výpočty, vzorečky apod., pouze o vedenı́ žáků k odhadovánı́ pravděpodobnosti
určitých jevů a k logické úvaze.

1. Myslı́te si, že má být pravděpodobnostnı́ myšlenı́ u žáků prvnı́ho stupně rozvı́jeno?

• ANO NA 100 % A VÍCE – A V DNEŠNÍ DOBĚ VŮBEC, kdy docházı́ cı́lené
degradaci vyučovacı́ho procesu – spousty „darmojedů“ cizopasuje na přı́mé
práci učitele, poradny, psychologové, sdělovacı́ prostředky, ministerstvo. ŠVP –
škoda vyhozených peněz atd. Děti za to nemohou a je potřeba, aby nepropadly
beznaději a byly chytré.
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• ano

2. V přı́padě, že jste na prvnı́ otázku odpověděl/a kladně, jakou formu motivace a výuky
byste doporučil/a, přı́padně pro které žáky?

• PROBLÉMOVÉ ÚKOLY

• krátké úlohy na začátku vyučovacı́ch hodin

3. Setkal/-a jste se někdy s učebnicı́ pro prvnı́ stupeň, ve které by se úlohy na rozvoj
pravděpodobnostnı́ho myšlenı́ objevovaly?

• POČÍNAJE MNOŽINAMI, KONČE KAŽDODENNÍ PRAXÍ, žádný učený z nebe
nespadl, ale pitomce jakoby shazovali

• Prodos – Zajı́mavá matematika pro 4. a 5. třı́du

4. Podle RVP jsou očekávané výstupy v matematice na prvnı́m stupni tematicky členěny
takto. Označte, prosı́m, které očekávané výstupy by mohlo pravděpodobnostnı́ myšlenı́
rozvı́jet.

Čı́slo a početnı́ operace
Závislosti, vztahy a práce s daty x x
Geometrie v rovině a prostoru x
Nestandardnı́ aplikačnı́ úlohy a problémy x x

5. Přikládám pracovnı́ list určený žákům 4. ročnı́ku. Je určen pro samostatnou práci žáků,
měl by být zařazen po předchozı́ motivaci a praktické ukázce losovánı́ lı́stečků. Pro
upřesněnı́ – v konkrétnı́ třı́dě je vı́ce chlapců, některá křestnı́ jména se opakujı́. Co si
myslı́te o tomto dotaznı́ku (smysluplnost, vhodnost, přiměřenost, náročnost, atd. . . )?

• Vyzkoušel jsem ho na konkrétnı́ch přı́jmenı́ch, jménech

• Smysluplný, pokud podobný typ úloh už řešili vı́cekrát. Pokud budou takovou
úlohu řešit poprvé a samostatně, ztratı́ se, odpovědi budou jen odhadovat, nebu-
dou přemýšlet a nebudou umět najı́t a popsat zdůvodněnı́.
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UKÁZKY ŽÁKOVSKÝCH ŘEŠENÍ

NETRADIČNÉ METÓDY VO VYUČOVANÍ
MATEMATIKY

VIERA UHERČÍKOVÁ, PETER VANKÚŠ1

Významnú úlohu vo vyučovanı́ matematiky zohráva motivácia žiakov a ich postoje
k matematike. Na Fakulte matematiky, fyziky a informatiky UK v Bratislave v rámci
kurzu Netradičné metódy vo vyučovanı́ matematiky oboznamujeme študentov učitel’stva
s metódami, pomocou ktorých možno zvýšit’ motiváciu žiakov pre prácu na hodinách
matematiky a zlepšit’ich postoje. Uvedený predmet ponúkame na fakulte i v rámci konti-
nuálneho vzdelávania pedagogických pracovnı́kov určeného pre aktualizáciu poznatkov
učitel’ov z praxe. V rámci predkladaného prı́spevku predstavı́me stručne uvedený kurz,
pričom sa zo širokého spektra metód predstavovaných účastnı́kom kurzu zameriame na
didaktické hry všeobecne a konkrétnejšie na hru Tangram.

1FMFI UK, Bratislava; v.uhercikova@gmail.com, peter.vankus@gmail.com
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Pod didaktickou hrou rozumieme činnost’ žiakov a učitel’a, ktorá sleduje isté didak-
tické ciele. Žiaci si spravidla tieto ciele neuvedomujú. Motiváciou ich činnosti je radost’
z jej vykonávania, sút’aživost’, možnost’práce pre prospech tı́mu, sebarealizácia. Didak-
tická hra má pravidlá, ktoré organizujú činnost’žiakov. Táto činnost’, jej obsah a pravidlá
didaktickej hry vedú k realizácii edukačných ciel’ov hry. Charakteristické pre didaktickú
hru je vysoká angažovanost’ a motivácia žiakov, potešenie z priebehu hrovej aktivity.
(Průcha, Walterová a Mareš, 1998; Vankúš, 2006)

U nás i v zahraničı́ prebehli viaceré výskumy ohl’adne použı́vania didaktických hier
vo vyučovanı́ matematiky. Výsledky týchto výskumov (Brooker 2000; Vankúš 2007)
ukazujú prı́nos najmä čo sa týka zlepšenia motivácie a pocitového prežı́vania žiakov.
Hry tiež popri dosahovanı́ vzdelávacı́ch ciel’ov umožňujú rozvoj niektorých dôležitých
kl’účových kompetenciı́, napr. spolupráce, komunikácie, tvorivého a logického myslenia.

V rámci kurzu Netradičné metódy vo vyučovanı́ matematiky predstavujeme viaceré
formy matematických hier, ako sú sút’ažné matematické hry, strategické hry, matematické
hlavolamy a skladačky.

Pri sút’ažných matematických hrách je možné vyzdvihnút’motiváciu žiakov pre prácu
spôsobenú sút’ažným a hravým kontextom aktivity. Pri správne naplánovaných a reali-
zovaných sút’ažných matematických hrách dokážeme aktivizovat’všetkých žiakov triedy
a dosiahnut’stanovené edukačné ciele v atmosfére prı́jemnej pre žiakov. V spojenı́ s moti-
vačným hodnotenı́m práce počas hry a umožnenı́m vyniknút’aj slabšı́m žiakom je takáto
forma aktivity výrazným podnetom pre motiváciu na prácu v rámci hodı́n matematiky
a vedie postupne i k zlepšovaniu postojov žiakov k matematike.

Strategické matematické hry umožňujú rozvoj logického a strategického myslenia.
V rámci analýzy stratégie hry sa okrem toho žiaci môžu stretnút’so zaujı́mavými matema-
tickými postupmi. Tie v kontexte analýzy stratégie hry pre žiakov predstavujú prakticky
použitel’nú matematiku a preto sú ochotnejšı́ venovat’sa ich zvládnutiu.

Ako matematický hlavolam resp. skladačka má vel’ký potenciál Tangram. Tangram je
využitel’ný ako pomôcka na rozvoj priestorovej predstavivosti. Naše praktické skúsenosti
s uvedenou skladačkou ukazujú, že je vhodná pre deti už vo veku 4–5 rokov. Námety na
prácu s Tangramom pre detı́ už od predškolského veku sú napr. v diele V. Uherčı́kovej
a I. K. Haverlı́ka Hlavolam Tangram – poutavá hračka (Uherčı́ková, Haverlı́k, 2002).
Tieto deti javia o skladačku a prácu s ňou záujem, čo je pozitı́vne z hl’adiska potreby
rozvı́jania predstavivosti už v rannom veku. Na báze skladačky Tangram chceme v rámci
výskumu vytvorit’i nástroj na zist’ovanie úrovne rozvoja priestorovej predstavivosti u detı́
vo vekovej kategórii, pre ktorú sa nehodia štandardne použı́vané testy.

Množstvo námetov na využitie Tangramu v učive matematiky základnej školy je
v knižke J. Brinckovej Didaktická hra v geometrii (Brincková, 2003). Z našich nápadov
sa nám osvedčilo napr. použı́vanie dvoch sád skladačky Tangram v rámci učenia syme-
trických zobrazenı́. Počas aktivity žiakov môže potom jeden žiak postupne zostavovat’
obrázok a druhý žiak vytvárat’osovo symetrický obrázok. Pre väčšiu presnost’ukladania
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dielikov je možné aktivitu realizovat’na štvorcovej sieti. Uvedenú aktivitu môžu realizo-
vat’ i jednotlivci, pričom sa pri ukladanı́ symetrických dielikov súčasne pravou a l’avou
rukou rozvı́ja i prepájanie mozgových hemisfér.

Použı́vanie didaktických hier vo vyučovanı́ matematiky má svoje opodstatnenie,
ked’že už raz v článku spomenuté výskumy ukázali pozitı́vny vplyv uvedených metód
na motiváciu a postoje žiakov. Motivácie a postoje priamo ovplyvňujú d’alšie dôležité
ukazovatele, ako sú vedomosti žiakov z matematiky, ich dôvera vo vlastné matematické
schopnosti, schopnost’ riešit’problémové úlohy v rámci matematiky a pod. (Nicolaidou
a Philippou, 2003) Dané metódy by mali preto patrit’do arzenálu metód učitel’a matema-
tiky.
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[7] Vankúš, P. (2007): Influence of didactical games on pupils’ attitudes towards mathe-
matics and process of its teaching, In: European Research in Mathematics Edu-
cation: Proceedings of the Fifth Congress of the European Society for Research in
Mathematics Education, University of Cyprus, Larnaca, s. 369–378.
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NÁMĚTY Z PRVNÍCH VYUČOVACÍCH
POKUSŮ STUDENTŮ

MARTA VOLFOVÁ1

Naši studenti majı́ pedagogickou praxi ve třech semestrech.
Často věnovali přı́pravě na výuku až neuvěřitelně mnoho času. P. T. uvádı́: „. . . jedná

se o usilovné promýšlenı́ a vybı́ránı́ nejlepšı́ch variant pro danou hodinu. . . Hledal jsem
nejvhodnějšı́ možnost vedenı́ hodiny a to dnem i nocı́ (to předevšı́m), kdy jsem nemohl
z usilovného přemýšlenı́ usnout. Nicméně řı́ct, že jsem věnoval přı́pravě 14 dnů, by se mi
zdálo navýsost troufalé.“ (Obvykle studenti udávajı́ čas na přı́pravu hodiny v intervalu
1,5 až 9 hodin.)

Poměrně často využı́vajı́ DIDAKTICKÉ HRY. (Pozornost k didaktickým hrám je na
našem pracovišti již dlouhodobá.)

Studentka např. sděluje: „Nechtěla jsem, aby (má hodina) byla obyčejná procvičovacı́
. . . typu přı́klad, výpočet a výsledek, proto jsem přemýšlela, jaké hry nebo jaké zajı́mavé
metody k procvičovánı́ použiji . . . vybrala jsem pyramidy, řetězec, domino a lota.“

Jiná nadšeně informuje o svých kladných zkušenostech se zařazenı́m her: „. . . hodiny
strávené s dětmi hranı́m her mi opravdu působily radost. Potvrdila se má hypotéza, že
hravý moment ve výuce může velice usnadnit práci . . . úlohy nějakým způsobem spojené
s hrou řešı́ děti s obrovským zaujetı́m.“

Jinı́ se ke hrám stavı́ opatrněji, zejména dı́ky vlastnı́m žákovským zkušenostem.
Uvádějı́ např.:

• „Z vlastnı́ zkušenosti vı́m, že nás (hry) moc nenaučily, asi byly špatně volené.“

• „Byla to výplňka času, kdy se učiteli nechtělo nic dělat.“

Studenti uvádějı́ i některé záporné reakce žáků. Jeden posluchač dal na závěr měsı́čnı́
souvislé praxe žákům dotaznı́k, jak zlepšit výuku a jeden žák jasně odpověděl: „NE
HRY!“ Jiný student si pro svůj výstup připravil didaktickou hru, ale sám hodnotı́: „Mı́sto
zápalu (pro hru) jsem našel jen znuděné obličeje.“

Přesto se hry ve výstupech studentů objevujı́ pravidelně kvůli snaze „oživit vyučo-
vánı́ “, motivovat žáky.

Drobnějšı́ hry a hřı́čky jako Domina (s variantou Housenka), čı́selné čtverce, Pyra-
midy, Lota, Pexesa a křı́žovky jsou dostatečně známé. Zejména u Domina, Housenky
či Čı́selných čtverců a křı́žovek zpočátku studenti neodhadli vhodnou obtı́žnost nebo
vhodný počet úloh.

1Pedagogická fakulta, Univerzita Hradec Králové; marta.volfova@uhk.cz
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U hry Loto (zejména u prvnı́ch pokusů) často vyšel obrázek, který se dal snadněji
a rychle složit, aniž by se řešily úlohy. Později však studenti vytvářeli esteticky půso-
bivé vzory, které se přitom nedaly složit „od oka“; často jimi byly různé mozaiky, též
escherovského typu.

I u křı́žovek bylo někdy snadnějšı́ tajenku uhodnout než se k nı́ dostat přes řešenı́
úloh.

Jindy byla tajenka nudná a o „motivaci tajemnem“ se nedalo mluvit (vyšlo např.
slovo MATEMATIKA). Později se situace zlepšila, často šlo o doplněnı́ vtipného citátu,
připomenutı́ nadcházejı́cı́ho obdobı́, vzkaz žákům aj. Zajı́mavou tajenkou vyšlo „Good
luck“, kterým se náš student loučil s žáky při své poslednı́ hodině.

Někdy naši studenti vytvářeli nové hry (třeba obměnou počı́tačových nebo televiz-
nı́ch). Tak byla vytvořena kombinace hry Riskuj a hádánı́ pomocı́ indiciı́.

Např. R. Š. hodinu vyhodnotil takto: „Náramně (se) povedla. Všechny děti zaujatě
soutěžily. Nikdo nevyrušoval. Do poslednı́ chvı́le bylo skóre vyrovnané, takže se rozho-
dovalo až v poslednı́m kole. Žáci se těšili na dalšı́ hodiny. . . “

Pohádkové motivy naši posluchači využili vı́cekrát. Úspěšný byl „Most k princezně“,
který žáky motivoval k vyřešenı́ úloh s procenty (a který později využı́vali i naši fakultnı́
učitelé).

Méně často využı́vali studenti dramatizace. Uplatnila se však pro lepšı́ pochopenı́
vztahů mezi kladnými a zápornými čı́sly: každý žák si vylosoval kartu se svým celým
čı́slem (od −12 do +12) a připnul si ji. Pak byly předváděny úlohy: seřad’te se všechna
čı́sla kladná (záporná, nezáporná, celá) podle velikosti. Nastupte před lavice všechna čı́sla
většı́ než−3. Jaká je vzdálenost mezi Petrem (−2) a Janou (+3)v uspořádané řadě? Kdo
je vı́c vzdálen od nuly: Petr (−2), nebo Pavel (+2)? Řešily se i úlohy: z řady vystoupı́
„výsledek“ přı́kladu (−2).3; (−2).(−4) atp.

Občas studenti využı́vali i manipulativnı́ činnosti.
Zajı́mavé byly též hodiny, kde žáci pracovali s geobordem.
Mezi manipulativnı́ činnosti můžeme řadit i využı́vánı́ interaktivnı́ tabule. Práce s nı́

je některým studentům (zejména těm s oborem informatika) již blı́zká. Jeden z nich
uvádı́:„Software, který se využı́vá na tvorbu prezentacı́ k interaktivnı́ tabuli mám doma,
takže jsem mohl přı́slušnou prezentaci v klidu a dostatečně připravit“ a dále hodnotı́:

„Přestože pro žáky nenı́ interaktivnı́ tabule novinkou. . . , stále je motivuje k práci
a k tabuli chtějı́ jı́t i žáci v jiných hodinách spı́še pasivnı́ . . . Přı́prava hodiny sice zabere
vı́ce času, ale . . . čas se vyplatı́ při výuce, kdy jsou hodiny mnohem klidnějšı́ a pro děti
zábavnějšı́.“

Posluchači se snažili využı́vat i práci ve skupinách. Zde značně záleželo na tom,
zda jsou žáci přivyklı́ těmto činnostem. (Při souvislé praxi se někdy stalo, že žáci si
vyzkoušeli práci ve skupinách s našı́m studentem vůbec poprvé a bylo třeba řešit různé
nedostatky.)
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Mnozı́ tvořivı́ studenti také vymýšlejı́ opravdu zajı́mavé problémové úlohy nebo
dokonce celé přı́běhy s problémy, při jejichž řešenı́ žáci docházejı́ k novým poznatkům.

Jak studenti hodnotı́ svou budoucı́ práci učitele?
K. H. na závěr své měsı́čnı́ pedagogické praxe pı́še: „. . . práce pedagoga nenı́ vůbec

jednoduchá, jak si spousta lidı́ myslı́. Nespočı́vá jen a pouze v odučenı́ několika hodin
denně ve škole. Je to naopak neustálá přı́prava učebnı́ho materiálu, sbı́ránı́ a tvorba her,
hlavolamů, hezkých a zajı́mavých přı́kladů apod. Pokud chce pedagog docı́lit kvalitnı́ho
vyučovánı́ . . . musı́ přı́pravě na hodiny věnovat mnoho energie a svého volného času.“



Pracovnı́ dı́lny

PRAVDĚPODOBNOST – NÁSTROJ PRO
PŘEŽITÍ

MAGDALENA HYKŠOVÁ, VÍTĚZSLAV LÍNEK1

ÚVOD

Náhodné jevy ovlivňujı́ život každého z nás zcela zásadně, přitom je však často chá-
peme nesprávně a docházı́me k závěrům, které nám život komplikujı́ či které dokonce
mohou někomu ublı́žit. Správné chápánı́ náhodných jevů by proto mělo být jednı́m
z hlavnı́ch cı́lů výuky matematiky na střednı́ch i základnı́ch školách. V dı́lně jsme se
věnovali otázce, který přı́stup k vyhodnocovánı́ pravděpodobnostı́ je pro děti nejpřijatel-
nějšı́, a obecněji také, jaké pojetı́ pravděpodobnosti je jim nejbližšı́: Je pravděpodobnost
objektivnı́ vlastnostı́ světa, nebo je to mı́ra našeho osobnı́ho přesvědčenı́? To souvisı́
mj. s kurzovými sázkami a následujı́cı́mi otázkami: Kdo může vydělat na kurzových
sázkách? Proč na nich většina lidı́ nutně prodělá? Dále jsme se věnovali zajı́mavým přı́-
kladům předevšı́m z oblasti zdravotnictvı́ a na nich jsme si ukázali, jak i s elementárnı́m
matematickým aparátem lze zdánlivě komplikované situace správně zhodnotit a učinit
závěr, který nám ušetřı́ mnoho trápenı́ a bezesných nocı́.

CO JE TO PRAVDĚPODOBNOST?
Pro matematika je samozřejmou a dostatečnou odpovědı́ na tuto otázku axiomatická

definice, ve školské matematice bývá pravděpodobnost zavedena v duchu tzv. klasické
definice jako podı́l počtu přı́znivých a všech (stejně možných) přı́padů. Jednı́m z hlavnı́ch
důvodů, proč bývá pravděpodobnost ve škole tak neoblı́bená, je to, že se zdá být nesmı́rně
vzdálená realitě. Žáci většinou řešı́ přı́klady týkajı́cı́ se hodu mincı́ či kostkou nebo
vytahovánı́ koulı́ z osudı́, kde se poměrně snadno ukáže, jaké jsou všechny stejně možné
přı́pady a které z nich jsou pro daný problém přı́znivé. I když se žák nepřı́liš zajı́mavými
přı́klady nenechá odradit, v běžném životě zı́skané poznatky obvykle nedokáže uplatnit;
bud’ nenı́ jasné, co by měly být ony přı́znivé a všechny možné přı́pady, nebo si ani
neuvědomı́, že se jedná o náhodný jev a rozumné rozhodnutı́ by se mělo opı́rat o počet
pravděpodobnosti.

Aby byli žáci schopni náhodné jevy, jimiž jsou obklopeni, správně chápat, je tedy
nutné, aby jasně viděli souvislost počtu pravděpodobnosti s běžným životem. K tomu by

1FD ČVUT Praha, hyksova@fd.cvut.cz; MFF UK Praha, vitek.linek@seznam.cz
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mohla dobře posloužit inspirace různými přı́stupy filosofů, které matematicky přesná, ale
abstraktnı́ teorie pravděpodobnosti neuspokojila, a stále hledajı́ jejı́ vztah ke světu kolem
nás; jinými slovy, hledajı́ jejı́ nejvhodnějšı́ interpretaci.

Těchto interpretacı́ existuje celá řada; obvykle se rozlišujı́ dvě základnı́ skupiny: in-
terpretace objektivnı́ nebo též fyzikálnı́, které pravděpodobnost považujı́ za objektivnı́
vlastnost světa, nezávislou na člověku a jeho znalostech či vı́ře, a interpretace epistemo-
logické, kde pravděpodobnost naopak vyjadřuje mı́ru znalosti či přesvědčenı́. Do prvnı́
skupiny patřı́ napřı́klad interpretace četnostnı́, v nı́ž je pravděpodobnost definována jako
limita relativnı́ četnosti daného jevu v tzv. kolektivu (nekonečná posloupnost výsledků
opakovaného pokusu, splňujı́cı́ dané axiomy). Do druhé skupiny patřı́ interpretace lo-
gická, považujı́cı́ pravděpodobnost za mı́ru racionálnı́ho přesvědčenı́ o platnosti určitého
tvrzenı́ (při stejné evidenci by každý racionálnı́ jedinec dospěl ke stejné hodnotě pravdě-
podobnosti), a interpretace subjektivnı́, kde pravděpodobnost vyjadřuje mı́ru osobnı́ho
přesvědčenı́ nebo vı́ry ve výskyt určitého jevu či události (různı́ lidé mohou za stejných
okolnostı́ dospět k různým hodnotám pravděpodobnosti). I když mezi jejich stoupenci
přetrvávajı́ rozpory, má každá z interpretacı́ své opodstatněnı́ a postupně docházı́ k jejich
usmiřovánı́.2

Co majı́ zmı́něné interpretace společné, je názornost a bezprostřednı́ vztah k realitě.
Přı́mo se proto nabı́zı́ využı́t je ve výuce k lepšı́mu pochopenı́ náhodných jevů. Mezi
materiály, jimiž jsme se v dı́lně zabývali, byl dotaznı́k, jehož cı́lem je zjistit, které pojetı́
pravděpodobnosti je studentům nejbližšı́. Tento dotaznı́k je spolu s ostatnı́mi materiály
k dispozici na internetové adrese [5]. Vyzkoušı́te-li jej s žáky či studenty základnı́ nebo
střednı́ školy, prosı́m o sdělenı́ výsledků na e-mailovou adresu: hyksova@fd.cvut.cz.

SUBJEKTIVNÍ INTERPRETACE – K ČEMU JSOU DOBRÉ KURZOVÉ SÁZKY

Vzhledem k omezenému rozsahu tohoto přı́spěvku se zastavme jen u interpretace
subjektivnı́, která běžným úvahám každodennı́ho života odpovı́dá snad nejlépe. Řı́káme
si např., že „tato ulice je pravděpodobně bezpečnějšı́ “, „ze zı́třejšı́ho testu dostanu prav-
děpodobně pětku“, „v sobotnı́m zápase Banı́k pravděpodobně porazı́ Slavii“ a podobně.

Při výpočtech pravděpodobnostı́ v tomto pojetı́ hraje důležitou roli Bayesův vzorec;
ovšem i lidé, kteřı́ nemajı́ o teorii pravděpodobnosti ani ponětı́, vědı́, co to jsou kurzové
sázky, které lze použı́t k numerickému vyjádřenı́ subjektivnı́ch přesvědčenı́ a soudů,
a které proto představujı́ jednu z možných cestiček „obyčejného člověka“ k pravdě-
podobnosti. Kdykoli sázková kancelář vypı́še určité kurzy, činı́ tak na základě odhadu
pravděpodobnostı́, s nimiž nastanou jednotlivé výsledky. I když má dobré informace,
jsou tyto pravděpodobnosti vždy subjektivnı́: ani nejlepšı́ brooker napřı́klad nevı́, jak se
jednotlivı́ sportovci vyspı́, jak jim bude vyhovovat trat’, budou-li mı́t všichni stejné pově-
trnostnı́ podmı́nky, nebude-li mı́t někdo zažı́vacı́ problémy atd. Stejně tak ten, kdo sázı́,
činı́ tak na základě svých subjektivnı́ch odhadů přı́slušných pravděpodobnostı́ (i když

2Vı́ce se zájemci mohou dočı́st v článku I. Saxla [4]
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třeba nevı́, že se jedná o „subjektivnı́ interpretaci“). Kromě toho, že se jedná o výbornou
motivaci, je vhodné o kurzových sázkách diskutovat i z toho důvodu, že v poslednı́ době
docházı́ dı́ky nedostatečné legislativě k mohutnému nárůstu sázenı́ po internetu.

Vypı́še-li napřı́klad sázková kancelář na fotbalový zápas Kocourkova proti Červené
Lhotě následujı́cı́ kurz: 1,77 na výhru Kocourkova, 3,09 na remı́zu a 3,00 na výhru
Červené Lhoty (vsadı́m-li napřı́klad 1 Kč na výhru Červené Lhoty a ona zvı́tězı́, pak
dostanu 3 Kč, jinak o svou vsazenou korunu přijdu), pak si můžeme snadno spočı́tat
návratnost sázky: představme si, že vsadı́me na všechny možnosti tak, abychom v každém
přı́padě vyhráli 1000 Kč. Celkem zaplatı́me: Z = 1000 · 11,77 + 1000 · 13,09 + 1000 · 13,00 .
Návratnost sázky je proto

1000
Z

=
1

1
1,77 + 1000 · 13,09 + 1000 · 13,00

= 81, 84%

Kdyby byla návratnost 100 %, pak by převrácené hodnoty kurzů vyjadřovaly sub-
jektivnı́ pravděpodobnost, kterou sázková kancelář přiřazuje jednotlivým alternativám
(napřı́klad kurz 1,01 na to, že Martina Sáblı́ková zı́ská medaili v olympijském závodě na
5000 m, by odpovı́dal pravděpodobnosti 1

1,01 = 0, 99). Aby si firmy zajistily určitý zisk,
jsou vypsané kurzy vždy o něco nižšı́, než by odpovı́dalo přı́slušným pravděpodobnostem;
sázková kancelář je tedy vždy v roli pana Vychytralého z následujı́cı́ho přı́kladu.

Jiný často použı́vaný způsob vyjádřenı́ sázek ukazuje následujı́cı́ přı́klad: Lékař řekne
pacientovi, že sázı́ 2:1 na jeho úplné uzdravenı́.

To znamená, že v přı́padě uzdravenı́ lékař zaplatı́ pacientovi 2 jednotky, v opačném
přı́padě zaplatı́ pacient lékaři 1 jednotku. Aby lékař neprodělal, musı́ být pravděpodobnost
úplného uzdravenı́ pu alespoň dvakrát většı́ než pravděpodobnost pn, že se pacient neu-
zdravı́ (kdyby podobných pacientů bylo vı́ce, muselo by být těch, co zaplatı́ 1 jednotku,
přinejmenšı́m dvakrát vı́ce než těch, jimž lékař zaplatı́ 2 jednotky). Kdyby si měl lékař
s pacientem vyměnit roli, muselo by ze stejného důvodu platit pu ≤ 2pn. Konečně kdyby
o rolı́ch po návrhu kurzu rozhodoval pacient či náhodný los, měl by lékař navrhnout
poměr 2:1 pouze v přı́padě, že pu = 2pn.

Neexistujı́-li žádné dalšı́ možnosti, musı́ tedy být pu = 2
3 a pn = 1

3 . Obecně sázka
a : b na určitou událost vyjadřuje, že navrhovatel události přisuzuje pravděpodobnost
a : (a+ b).

Na sázkách je také možné objasnit, proč musı́ naše subjektivnı́ přiřazovánı́ pravděpodob-
nostı́ splňovat základnı́ pravidla počtu pravděpodobnosti, a ukázat, že tato pravidla jsou
přirozená a nespadla odnikud shůry. Řešenı́ následujı́cı́ úlohy (viz [5]) napřı́klad ilustruje,
proč musı́ být součet pravděpodobnostı́ doplňkových jevů roven jedné – ne proto, že si to
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svévolně vymyslel nějaký matematik, ale proto, abychom při sázenı́ předešli „oškubánı́ “3.
Pan Vychytralý vyzve Martina k sázce o to, zda 21. března bude teplota pod nulou nebo
nad nulou. Martin si může libovolně zvolit kurz pro oba jevy, ale pan Vychytralý pak určı́,
kolik peněz na ně má vsadit. Martin se zamyslı́: zima vůbec nevypadá, že by chtěla odejı́t,
asi bude o něco pravděpodobnějšı́, že i 21. března bude chladno. Navrhne tedy 5:3, že
bude pod nulou. Potom si představı́ přı́chod jara a to ho rozveselı́ – na to, že bude nad
nulou, navrhne 3:1.

a) Představte si, že pan Vychytralý určı́, že má Martin vsadit 5 tisı́c na to, že bude pod
nulou a 6 tisı́c na to, že bude nad nulou. Kdo na tom vydělá a kolik?

b) Jak by Martin musel hodnoty druhé sázky upravit, aby ho pan Vychytralý nemohl
obehrát?

c) Martin a pan Vychytralý se dohodnou, že si po stanovenı́ kurzu hodı́ korunou a padne-li
lı́c, vyměnı́ si role. Jaké hodnoty druhé sázky by měl nynı́ Martin zvolit?

d) Jakou pravděpodobnost Martin přisuzuje tomu, že bude nad nulou, resp. pod nulou?

ČETNOSTI – JAK POROZUMĚT ZDRAVOTNICKÝM TESTŮM

Řadu problémů, v nichž hrajı́ roli podmı́něné pravděpodobnosti, lze až překvapivě
snadno vyřešit způsobem inspirovaným četnostnı́ interpretacı́. Mı́sto relativnı́ četnosti ve
výsledcı́ch opakovaného pokusu však budeme uvažovat absolutnı́ četnosti v určité popu-
laci. Ilustrujme tento přı́stup, který přesvědčivě prosazuje G. Gigerenzer [1], následujı́cı́m
přı́kladem.

Před nástupem do nového zaměstnánı́ musel David podstoupit rutinnı́ preventivnı́
prohlı́dku, jejı́ž součástı́ byl test na HIV. Výrobce uvádı́, že test odhalı́ přı́tomnost viru
u nemocné osoby s pravděpodobnostı́ 99,90 % a s pravděpodobnostı́ 99,99 % dá negativnı́
výsledek u zdravé osoby. V České republice je virem nakažen přibližně 1 člověk z 10 000.
Po vyhodnocenı́ testu lékař Davidovi zatelefonoval, že mu test vyšel pozitivnı́, a že musı́
znovu na odběr krve, aby se výsledek ověřil. Výsledek druhého testu bude znám až za
týden. David zatı́m musı́ čekat, hlavou mu přitom běžı́ nejčernějšı́ myšlenky.

a) David se z hlediska rizika nákazy virem HIV považuje za průměrného Čecha. Jaká je
po výsledku prvnı́ho testu pravděpodobnost, že má skutečně HIV?

b) David byl od mládı́ velmi opatrný ve vztazı́ch, nikdy neužı́val injekčně drogy, nikdy
nedostal krevnı́ transfuzi. Odhaduje, že pravděpodobnost nákazy je u něj desetkrát
menšı́ než u průměrného Čecha. Jaká je v tomto přı́padě pravděpodobnost, že má
HIV?
3Odvozenı́ dalšı́ch pravidel lze nalézt v [2]
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c) David v minulosti injekčně užı́val drogy. Na internetu najde statistiky, podle nichž je
mezi injekčnı́mi uživateli drog 1 % HIV pozitivnı́ch. Jaká je nynı́ pravděpodobnost, že
má HIV?

Na prvnı́ pohled vypadá Davidova situace beznadějně. Zkusme však mı́sto procent použı́t
četnosti:

Obrázek 1: Pravděpodobnost nákazy

a) Z 10 000 lidı́ tedy pozitivnı́ výsledek vyjde dvěma osobám: jedné zdravé a jedné
nemocné. Pravděpodobnost, že je David nemocný, vyšel-li mu pozitivnı́ test, je proto
1/2.

Podobně můžeme postupovat ve zbývajı́cı́ch přı́padech:

b) P (nemocný/pozitivnı́ test) =̇9 %

c) P (nemocný/pozitivnı́ test) =̇99 %

ZÁVĚR

I na úrovni základnı́ školy lze vyřešit řadu zajı́mavých problémů bezprostředně sou-
visejı́cı́ch s životem každého z nás, které vyžadujı́ výpočet pravděpodobnostı́. Vı́ce úloh
z oblasti zdravotnictvı́, kriminalistiky a hazardu a různé způsoby jejich řešenı́ zájemce
nalezne na interneto-vé adrese [5]. Zajı́mavou inspiracı́ a zdrojem dalšı́ch přı́kladů je také
Rosenthalova kniha [3].

Přı́spěvek vznikl v rámci grantu GAČR 401/09/1850.
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OD ČTVERCE KE KRYSTALU

MAGDALENA JANKŮ1

Vedoucı́ dı́lny: Magdalena Janků, Jitka Hodaňová

Dı́lna je určena předevšı́m učitelům matematiky na 2. stupni ZŠ, avšak náměty je
možno využı́t i u talentovaných žáků 1. stupně ZŠ. Při skládánı́ objektů z papı́ru opa-
kujeme s žáky geometrické pojmy jako hrany, vrcholy, trojúhelnı́k, čtverec, souměrnost,
úhlopřı́čka, střednı́ přı́čka, krychle atd. Tyto praktické činnosti umožňujı́ žákům apli-
kovat jejich znalosti z geometrie, a současně rozvı́jı́ jejich komunikačnı́ a manipulačnı́
dovednosti a prostorovou představivost.

Všichni učitelé, bez ohledu na vyučovacı́ předmět a stupeň školy na které vyučujı́, řešı́
problém motivace a aktivizace svých žáků. Podle RVP ZV je cı́lem vzdělávánı́ v oblasti
Matematika a jejı́ aplikace vést žáky k využı́vánı́ matematických poznatků a dovednostı́
v praktických činnostech, přičemž důraz je kladen předevšı́m na aktivnı́ činnosti žáků.

V tématickém okruhu Geometrie v rovině a v prostoru je možné k motivaci a aktivizaci
žáků s úspěchem využı́t skládánı́ papı́ru. Staré uměnı́ skládánı́ papı́ru čili origami je dnes
známé po celém světě. Existuje velké množstvı́ skládaček různých tvarů a obtı́žnostı́,
které je možné zařadit do výuky matematiky na 1. i 2. stupni ZŠ. Skládánı́ origami
navı́c splňuje podmı́nky na aktivnı́ činnost žáků a motivuje žáky. Zároveň je možné
při skládánı́ čtverce ukázat a zopakovat poznatky z geometrie. Z tématického okruhu
Geometrie v rovině jsou to např. pojmy bod, čtverec, úhlopřı́čky čtverce, trojúhelnı́k,
střednı́ přı́čky trojúhelnı́ku atd. Z prostorové geometrie jsou to pojmy krychle, čtyřstěn,
krystal. Při skládánı́ krychle a krystalu žáci pracujı́ s pojmy hrana, stěna, vrchol, využı́vajı́
vlastnostı́ středové a osové souměrnosti.

1KMT PdF UP v Olomouci, makda@seznam.cz
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Skládánı́ origami můžeme považovat také za netradičnı́ geometrické úlohy (tématický
okruh Nestandardnı́ aplikačnı́ úlohy a problémy). Tyto praktické činnosti navı́c umožňujı́
žákům rozvı́jet jejich manipulačnı́ dovednosti a prostorovou představivost. Zároveň pod-
porujı́ vzájemnou spolupráci žáků (při skládánı́ obtı́žnějšı́ch skládanek je lepšı́ pracovat
ve dvojici, popř. ve skupinkách) a rozvoj komunikačnı́ch dovednostı́.

Při vytvářenı́ pravidelných těles – krystalů lze využı́t také interdisciplinárnı́ch vztahů
se vzdělávacı́ oblastı́ Člověk a přı́roda (vzdělávacı́ obory Chemie a Přı́rodopis).

Pro samotné skládánı́ je důležité dodržet základnı́ pravidla:

• Skládat z vhodného druhu papı́ru

Ke skládánı́ se většinou použı́vá kancelářský papı́r, využı́vat lze i barevné papı́ry nebo
balicı́ papı́r. Výchozı́ tvar pro skládánı́ musı́ být skutečně přesný čtverec.

• Znalost origami znaků

Jedná se o symboly, šipky a základnı́ sklady, kterými jsou popsány origami skládanky.
Osvojit si jejich význam je třeba pro správné čtenı́ a sledovánı́ diagramů (rozkreslených
postupů skládánı́).

• Přesnost a pečlivost skládánı́

Skládánı́ origami vyžaduje pečlivost a přesnost, proto skládáme na rovné ploše, sklady
provádı́me co nejpečlivěji a nejpřesněji, zvýraznı́me ohyby a sklady.

DIAGRAMY VYBRANÝCH SKLÁDANEK

KRYCHLE I

Prvnı́ skládankou je jednoduchá krychle. K jejı́mu složenı́ potřebujeme 6 stejných
dı́lků složených podle kroků 1.–5. v následujı́cı́m návodu. Jednotlivé dı́lky pak do sebe
zasuneme tak, jak ukazuje obrázek 6 na diagramu Konstrukce Krychle I.
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KRYCHLE II
Na tento model krychle budeme potřebovat 6 stejných dı́lků (viz diagram Konstrukce

Krychle II. Jednotlivé dı́lky vytvořı́me postupně podle kroků 1.–7. Způsob spojovánı́
dı́lků je ukázán na obrázku 8.

Pokud spojı́me 3 stejné dı́lky, zı́skáme šestistěn, jehož stěny jsou shodné trojúhelnı́ky.

KRYCHLE NEBO KRYSTAL

Poslednı́ skládanka je nejobtı́žnějšı́. Opět budeme potřebovat 6 stejných dı́lků, které
vytvořı́me podle kroků 1.–15. přiloženého návodu. Způsob spojovánı́ dı́lků je uveden
na dalšı́ch obrázcı́ch. Podle kroků A–C vytvořı́me jeden vrchol krychle, dalšı́ dı́lky
přidáváme obdobně. Vytvořená skládanka vypadá je krychle, jejı́ stěny je však možné
rozevřı́t. Tı́m vznikne pravidelný prostorový útvar (krystal).
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Obrázek 1: Konstrukce Krychle I
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Obrázek 2: Konstrukce Krychle II
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Obrázek 3: Konstrukce Krystal
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PROSTŘEDÍ KROKOVÁNÍ A SCHODY
PODLE UČEBNIC PRO 1. STUPEŇ ZŠ

NAKLADATELSTVÍ FRAUS

SYLVA CHALOUPKOVÁ1

V rámci pracovnı́ dı́lny bylo představeno prostředı́ Krokovánı́ a jemu velice blı́zké
prostředı́ Schody. Účastnı́ci se tak mohli seznámit nejen s metodikou zaváděnı́ prostředı́
Krokovánı́ i Schodů, ale předevšı́m vytvořit si zásobu několika možných typů úloh
řešených v těchto prostředı́ a inspirovat se možnostmi na zhotovenı́ potřebných pomůcek.
Stejně tak byla pozornost věnována i hledánı́ významu zaváděnı́ těchto prostředı́ pro žáka.

Prostředı́ Krokovánı́ se buduje zprvu na běžných dětských řı́kankách nebo pı́sničkách
s cı́lem vytvořenı́ synchronu kinestetické a akustické činnosti dı́těte. Jde o takovou
přı́pravnou fázi, kdy děti do rytmu řı́kanky tleskajı́ a následně pochodujı́. Zprvu je
pro děti velice těžké zvládnout soulad mezi rytmem slov a svým vlastnı́m pohybem.
Avšak vytvořenı́ synchronu, tedy zkoordinovánı́ pohybu s rytmizacı́ slov, je důležité
pro přı́pravu aritmetického myšlenı́. Po zvládnutı́ krokovánı́ za doprovodu řı́kanky je
provázeno krokovánı́ dı́těte již zrytmizovaným vyjmenovávánı́ čı́selné řady čı́sel, „jedna,
dva, tři,. . . “

K budovánı́ synchronu dobře přispı́vá, když krokuje několik žáků najednou, v ideál-
nı́m přı́padě, když krokuje najednou celá třı́da. Aby to však bylo možné uskutečnit, je
potřeba zavést jednoznačné povely. At’už si zavedeme jakékoli pokyny, vždy by pove-
lová technika měla obsahovat informaci o počtech koků, směru pohybu – vpřed či vzad
a pokyn „začni ted’“ jako povel pro zahájenı́ krokovánı́. Povel pak může vypadat násle-
dovně: „Udělej 5 kroků vpřed. Začni ted’.“ A žák po jedné počı́tá a dělá kroky dopředu,
dokud jich neudělá pět. Dobré také je, když do rytmu krokovánı́ a vyjmenovávánı́ čı́selné
řı́kanky ještě zároveň tleská rytmus nejen krokujı́cı́ žák ale i všichni přihlı́žejı́cı́ žáci.
Zajistı́ se tak aktivnějšı́ sledovánı́ celého procesu i jeho spoluprožı́vánı́.

Pokud bude krokovat vı́ce žáků najednou, velice brzy ucı́tı́ potřebu normovat velikost
jednoho kroku, protože i po odkrokovánı́ stejného počtu kroků každý z nich skončı́ jinak
vzdálen od výchozı́ bodu krokovánı́. Pro tento účel nabı́zı́ nakladatelstvı́ Fraus krokovacı́
pás v podobě barevných kruhů ve velikosti dětského kroku, po němž se děti mohou
pohybovat. A zároveň majı́ tyto kruhy z druhé strany i čı́sla, a tak mohou dobře posloužit
i pro dalšı́ prostředı́ Schody. Pro ty, co však dajı́ přednost raději vlastnı́ výrobě pomůcek,
dobře posloužı́ i obyčejný silnějšı́ provázek, na který se navlečou napřı́klad proděravěná
vı́čka z Pet lahvı́ opět ve vzdálenosti dětského kroku, přibližně tedy kolem 30 cm. Stejně
tak je však i možné nalepit do stejné vzdálenosti na podlahu nějaké značky.

1sylva.chaloupkova@centrum.cz
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Při zaváděnı́ krokovánı́ začı́náme nejprve od jednoduchých jednodı́lných povelů,
ale postupem času povely rozšiřujeme i na vı́cedı́lné. Povel již tedy neobsahuje pouze
jednu informaci, napřı́klad 5 kroků vpřed, ale může vypadat třeba takto: „Udělej 2 kroky
dopředu, pak 6 kroků dopředu, 3 kroky dozadu a 4 kroky dopředu. Začni ted’.“ S nárůstem
délky povelů začne některým dětem dělat potı́že reprodukovat zadaný pokyn, což vede
k potřebě jednotlivé pokyny si nějakým způsobem zaznamenat pro lepšı́ zapamatovánı́.
Vzájemným předváděnı́m vlastnı́ch způsobů záznamu krokovánı́ by se děti měly pokoušet
hledat nejefektivnějšı́ způsob, jak si celý proces zaznamenat pro jeho následné provedenı́.
Jejich objevy pak směřujı́, přı́padně s mı́rným směrovánı́m učitele, k objevenı́ šipkového
zápisu, který je povýšen na nový jazyk krokovánı́.

Jednotlivé boxy v záznamu šipek označujı́ jednotlivé pokyny ve vı́cedı́lném zadánı́.
Platı́ tedy, že k každém boxu mohou být šipky pouze jednoho směru. Šipka→ značı́ směr
vpřed, šipka← směr opačný, tedy směr vzad či couvánı́. Počet šipek ukazuje počet kroků
v dı́lčı́m povelu.

Explicitnı́ propojenı́ prostředı́ Krokovánı́ s matematikou vyvstává při využitı́ kroko-
vánı́ po krokovacı́m pásu pro budovánı́ aditivnı́ch triád. Např. aditivnı́ triáda 3 + 2 = 5 je
objevována na základě krokovánı́ dvou žáků, z nichž jeden (Ž1) dostává pokyn: „Udělej
3 kroky vpřed, pak 2 kroky vpřed. Začni ted’.“ A druhý (Ž2) krokuje přı́mo 5 kroků vpřed.

Na základě této modelace žáci vidı́, že Ž1 i Ž2 skončili po krokovánı́ na stejném mı́stě
krokovacı́ho pásu. Objevujı́ tedy, že 3 + 2 = 5. Krokový model vztahu 3 + 2 = 5 lze
použı́t ve třech různých variantách, které se navzájem lišı́ stupněm obtı́žnosti pro žáka.
Mluvı́me zde již o krokových rovnicı́ch typu:

a) 3 + 2 = x(?)

b) 3 + x(?) = 5

c) x(?) + 2 = 5

Je zřejmé, že varianta (a) je pro žáky nejsnazšı́, protože jde o algoritmus, který
běžně nacvičujı́. Náročnějšı́ je už úloha (b), kterou budou řešit nejspı́še dopočı́távánı́m,
kolik ještě do pěti chybı́. Úloha (c) je pro většinu žáků nejnáročnějšı́. Náročnost této
úlohy, někdy též označovaná jako úlohy typu „Myslı́m si čı́slo. . . “, spočı́vá v neznalosti
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počátečnı́ situace celého procesu řešenı́, což je pro žáky často obtı́žné. Pokud se však i
přesto žák do řešenı́ pustı́, nejspı́še pro nalezenı́ řešenı́ využije strategii „pokus, omyl“.
Zkušenějšı́ žáci, kteřı́ již s tı́mto typem úloh majı́ nějakou zkušenost, si převedou úlohu
(c) na úlohu (b), která je již pro ně snadnějšı́.

Prostředı́ Krokovánı́ je kromě jiného pro žáky velice přı́nosné v možnosti pracovat
s operátory, operátory porovnánı́ i změny, které jsou při řešenı́ úloh těžko uchopitelné
a jsou tedy i častou přı́činou neúspěchu při řešitelských pokusech. Přičemž obtı́že činı́
předevšı́m operátory změny pro jejich pomı́jivost a tedy i nemožnost si je při řešenı́ úlohy
nějak zaznamenat, zakreslit apod. Řešenı́m pak může být právě krokovacı́ osa, která tuto
možnost nabı́zı́. Velice blı́zkým prostředı́m Krokovánı́ je prostředı́ Schody, avšak každé
z nich má svá specifika.

Obrázek 1: Pomůcky pro krokovánı́

Prostředı́ Schody využı́vá také možnosti krokovánı́ jako nástroje pro modelovánı́
operátorů, avšak zde prostřednictvı́m již čı́selné osy, po nı́ž se krokuje, vstupujı́ do
úloh navı́c ještě čı́sla jako adresy. Tedy typ čı́sel, které se v učebnicı́ch také přı́liš často
nevyskytujı́, a možná i proto setkánı́ s nimi činı́ žákům obtı́že. V ideálnı́m přı́padě
při zaváděnı́ prostředı́ Schody krokujeme po schodišti směrem vzhůru i dolů. Protože
většinou nenı́ tento způsob krokovánı́ možný, realizuje se krokovánı́ v rámci prostředı́
Schody na krokovacı́ čı́selné ose. Opět jde napřı́klad o značky na zemi, tentokrát v podobě
lı́stečků s čı́sly, nebo třeba i dlouhou látkovou svinovacı́ čı́selnou osu, kde mohou být
naznačeny odlišenı́m barev čı́sla kladná i záporná. Dobré také je, když žáci majı́ zmenšený
model čı́selné osy k dispozici pro vlastnı́ použı́vánı́ napřı́klad nalepený na lavici.

Zaváděnı́ prostředı́ Schody se ubı́rá obdobnými kroky jako v prostředı́ Krokovánı́.
Dostáváme se tedy také napřı́klad k šipkovým rovnicı́m, kde se již ale pracuje i zároveň
s adresou, mı́stem, kde krokovánı́ začı́ná nebo kde končı́.



S. Chaloupková: Prostředı́ Krokovánı́ a Schody podle učebnic pro 1. stupeň 103

Obrázek 2: Ukázka prostředı́ s adresou začátku nebo konce krokovánı́

V jednom z dalšı́ch kroků je pak možné zavést dalšı́ pokyn, a to

x

jako povel čelem
vzad. Zavedenı́ tohoto nového pokynu otevı́rá možnost propedeutiky záporných čı́sel
a operacı́ s nimi. A tak pomocı́ šipek a krokovánı́ připravujeme žáky na budoucı́ úlohy
napřı́klad typu −3− (−2) ( ) apod.

Na závěr výčtu možnostı́, jak lze s prostředı́m Krokovánı́ i Schody pracovat, bych
chtěla připojit slovnı́ úlohu, jejı́ž řešenı́ je řešenı́m soustavy dvou rovnic s absolutnı́
hodnotou.

Zadánı́ úlohy: Tři děti stojı́ na čı́selné ose. Adam stojı́ na -1, Bětka stojı́ na 0 a Cilka
stojı́ na 2. Každý z nich se může pohybovat po ose pouze jednı́m směrem. Jejich úkolem
je posunout se tak, aby všichni byli na stejném čı́sle. Kolik kroků a jakým směrem každý
z nich musı́ udělat, když musı́ dohromady udělat přesně 8 kroků.

−1 + x = y = 2 + z

|x|+ |y|+ |z| = 8

Vyřešenı́ této soustavy rovnic bude zřejmě obtı́žné i pro žáky na vyššı́ch vzděláva-
cı́ch stupnı́ch školy, kteřı́ by už s řešenı́m rovnic měli mı́t mnoho zkušenostı́. Pokud
se však celá situace zapı́še do jazyka šipek, začne být úloha řešitelná i pro žáky na
1. stupni základnı́ školy.

Prostředı́ Krokovánı́ i prostředı́ Schody nabı́zı́ množstvı́ mnoha využitı́, jež mohou
být využity jako propedeutiky dalšı́ho matematického vzdělávánı́. Přı́nos těchto prostředı́
je možné spatřovat napřı́klad v budovánı́ synchronu rytmu (pohybu) a čı́sla (počı́tánı́),
dále v seznamovánı́ se s čı́sly jako operátory a v přı́padě prostředı́ Schody i s čı́sly jako
adresami, v objevovánı́ záporných čı́sel a operacı́ s nimi a kromě jiného i v zı́skávánı́
zkušenostı́ s řešenı́m rovnic pro dalšı́ práci s nimi.

Zásoba či přehled úloh prostředı́ Krokovánı́ a Schody vybraných z učebnic pro
1. stupeň nakladatelstvı́ Fraus.
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1. Doplň šipky tak, aby platila rovnost.

2. Doplň do dvou prázdných polı́ tři, nebo čtyři šipky tak, aby byl zápis krokovánı́ na
schodech správný. V prvnı́m prázdném poli musı́ být alespoň tolik šipek jako ve
druhém. Najdi vı́ce řešenı́.

3. Zkus zapsat pomocı́ šipek následujı́cı́ úlohy.

5− (4− 1) =

2− (1− 3)− 2 =

4. Doplň správně šipky, aby platila rovnost.
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HRY ZNÁMÉ I NEZNÁMÉ

RUDOLF CHLOUPEK1

ÚVOD

Hry a matematika spolu jdou skutečně dobře dohromady, i když si mnoho lidı́ myslı́, že
tomu tak nenı́, že hry a matematika nemajı́ nic společného. Matematika může být zábavná,
když se některé jejı́ principy naučı́me pomocı́ hry. I u nás je známa řada počı́tačových
her a výukových programů i stále oblı́benějšı́ch on-line her na Internetu, které seznamujı́
děti se základnı́mi matematickými principy. Nejvı́c je jich pravděpodobně zaměřeno na
řešenı́ aritmetických problémů.

V tomto článku se zaměřuji na poněkud odlišné hry. Jejich výhodou je, že jsou za-
darmo, nepotřebujeme pro ně počı́tačovou učebnu ani nijak složité pomůcky. Vystačı́me
si s tužkou a papı́rem (čistým nebo čtverečkovým), přı́padně s vytištěným hernı́m plánem
a hernı́mi známkami (osvědčila se vı́čka od PET lahvı́). Některé z nich jsou známé, z ně-
kterých možná na Vás dýchnou vzpomı́nky na dětstvı́ bez počı́tačů a televize, o některých
jste možná dosud neslyšeli.

V dnešnı́ počı́tačové době nám i s přı́pravou různých druhů grafických papı́rů může
pomoci počı́tač a tiskárna. Na uvedené adrese si můžete vybrat z velkého množstvı́
různých mřı́žek: http://incompetech.com/graphpaper/

V každé z těchto her můžeme nalézt nějaké matematické pozadı́, učivo, které nám hra
pomůže přiblı́žit. Za daleko cennějšı́ však považuji rozvoj takových kompetencı́, které
našim žákům chybějı́, jako je:

• schopnost analyzovat situaci, stanovit si strategii řešenı́, strategii ověřit atd.

• schopnost spolupracovat, domlouvat se, společně smysluplně diskutovat.

1ZŠ Jihlava; rchloupek@zskol.ji.cz
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HRA SPOJOVÁNÍ A KRESLENÍ BODŮ (VÝHONKY)

Obrázek 1: Výhonky – ukázka hry se dvěma výchozı́mi body

Hra s anglickým názvem Sprouts (výhonky) byla vytvořena matematiky M. S. Pater-
sonem a J. H. Conwayem. Pomozte svým žákům najı́t matematiku skrytou v pozadı́ této
jednoduché hry. Tato hra nemá nic společného se spojovánı́m předkreslených bodů, ale
je to spı́še soutěživá tvořivá hra pro dva hráče. Ke hře potřebujı́ jen tužku a papı́r.
Pravidla hry:

1. Hra začı́ná nakreslenı́m několika výchozı́ch bodů (vhodný je počet 3 – 5 bodů).

2. Hráči se střı́dajı́ ve spojovánı́ libovolné dvojice bodů čárou. Na nakreslenou spojnici
zakreslı́ hráč nový bod.

3. Pro spojnice platı́ následujı́cı́ pravidla:

(a) Čára nesmı́ křı́žit již nakreslenou čáru, ani procházet jiným bodem (kromě těch,
které spojuje).

(b) Z jednoho bodu nesmı́ vycházet vı́ce než 3 čáry.

(c) Je možné vést čáru z bodu zpět do něj samého. Taková čára se počı́tá za dvě
z bodu vycházejı́cı́.

4. Hra končı́, jestliže už nenı́ možné nakreslit dalšı́ čáru podle pravidel. Vı́tězem je ten,
kdo nakreslil poslednı́ čáru.

Hrou rozvı́jı́me smysl pro prostor a schopnosti strategického uvažovánı́. Při analyzo-
vánı́ hry děti uvidı́, jak je někdy matematika překvapivě schována v pozadı́ jevů a že ten,
kdo ji umı́ objevit, může mı́t z jejı́ho použitı́ značnou výhodu.

Určitě alespoň několik dětı́ se začne zajı́mat, kde ještě může být ukryt matematický
problém v každodennı́ch záležitostech. Pokud se jim podařı́ najı́t odpověd’, mohou zı́skat
bližšı́ vztah k předmětu, který je doprovázı́ řadu let.

Po sehránı́ většı́ho počtu partiı́ budou děti samy schopny objevit několik základnı́ch
prvků strategie, jako napřı́klad:
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• Nezáležı́ na tom, jak klikaté čáry kreslı́me.

• Je jedno, kam na spojnici nakreslı́me nový bod.

• Důležité ale je, jestliže čára oddělı́ část hracı́ plochy od jiných částı́ (v uvedeném
přı́kladu čára oddělujı́cı́ 2 body s dvěma vycházejı́cı́mi čarami znemožňuje jejich
spojenı́).

Předtı́m, než se začneme zabývat analýzou hry, nechme děti odehrát řadu her, aby se
se hrou důvěrně seznámily. Začneme hrami se třemi body. Teprve potom postoupı́me na
dalšı́ úroveň – odhalenı́ matematického pozadı́. Pochopitelně můžete žákům sdělit hotové
řešenı́, pro jejich vztah k matematice je, když sami dospějı́ k objevům.

Nechte žáky hrát hru, ale současně zaznamenávat výsledky do tabulky. Sloupce
tabulky mohou být:

Kdo vyhrál?
Kolik tahů jste odehráli?
Kolik bylo na konci bodů?
Kolik bylo celkem spojnic bodů (hran)?
Kdybyste papı́r rozstřı́hali podél hran, kolik kousků papı́ru by vzniklo?
Kolik je bodů, z nichž vycházı́ jenom 2 čáry?

Ve shora uvedeném přı́kladu dostáváme tedy tyto výsledky: hráč č. 2: 4 tahy (celkem),
6 bodů, 8 hran, 4 kousky (počı́tá se i zbytek papı́ru).

Hráč si může všimnout několika pravidel:

• konečný počet bodů je o 3 většı́ než počet hran,

• je-li počet tahů lichý, vyhrál hráč č. 1, je-li sudý, vyhrál hráč č. 2,

• počet hran je dvojnásobkem počtu tahů.

Dále nechte hráče hrát několik dalšı́ch her, ale s jiným počtem výchozı́ch bodů (2, 4, 5).
To jim pomůže najı́t obecnějšı́ pravidelnosti (pravidla) a jejich odůvodněnı́, napřı́klad:

• Počet bodů na konci hry je roven počtu počátečnı́ch bodů + počet tahů. (Protože každý
tah přidává jeden bod.)

• Počet hran je dvakrát většı́ než počet tahů. (Protože každý tah přidává 2 hrany).

• Existuje i závislost mezi počtem kousků papı́ru, které bychom zı́skali rozstřı́hánı́m
podle hran a počtem bodů a hran: kousky + body = hrany +2 (To je Eulerův vzorec,
který platı́ pro jakoukoliv skupinu bodů spojených do sı́tě čarami, které se navzájem
nekřı́žı́.) Pokud tohle žáci objevı́, můžete si gratulovat (a rozšı́řit přı́padně tı́mto směrem
bádánı́ vašich žáků).
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Dále můžete nechat žáky zkoumat, jak se měnı́ hra, jestliže pozměnı́me pravidla.
Prvnı́m pokusem může být tato obměna bodu 2) našich pravidel:

2. Hráč nakreslı́ bod a spojı́ ho dvěma čarami s jinými již existujı́cı́mi body (ostatnı́
pravidla zůstávajı́ stejná).

Žáci by měli objevit, že se vlastně nic nezměnilo. Jedná se o jinou formulaci téhož
pravidla.

V dalšı́ch obměnách můžeme měnit počet čar kreslených v jednom tahu hry, nebo
povolený počet čar vycházejı́cı́ z jednoho bodu. V některých přı́padech je hra zajı́mavá,
v jiných méně. Zkuste žáky dovést k objevenı́ vztahu, který určuje vývoj hry.

BODY A ČTVERCE (DOTS AND BOXES, CAPTURE)

Obrázek 2: Body a čtverce

Hra se nejlépe hraje na bodovém nebo čtverečkovaném papı́ru Je to velmi jednoduchá
hra, kterou mohou hrát i nejmladšı́. Je určena pro dva hráče, kteřı́ se střı́dajı́ v kreslenı́
úseček, které spojujı́ sousednı́ body (vodorovně nebo svisle) v bodové sı́ti (vrcholy
čtverečků na čtverečkovaném papı́ru). Cı́lem je uzavřı́t čtverec (o straně 1). Hráč, kterému
se to podařı́, čtverec obsadı́ (označı́ si ho svojı́ značkou). Ten, kdo uzavře čtverec, musı́
pokračovat dalšı́ úsečkou. Vı́tězem je ten, kdo obsadı́ vı́ce čtverců. (Něco podobného
jsme v dětstvı́ hráli, dalo se ale zabrat i vı́ce čtverečků najednou a dost jsme se u toho
dohadovali.)

MINIPIŠKVORKY

Obrázek 3: Minipiškvorky
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Piškvorky, neboli Tic Tac Toe jsou asi nejznámějšı́ hrou s tužkou a papı́rem. Zkuste
si zahrát jejich limitovanou verzi, která se hraje pouze v mřı́žce 3 x 3 polı́čka. Vı́tězı́ ten,
kdo bude mı́t v řadě (vodorovně, svisle nebo úhlopřı́čně) 3 svoje značky.

Jestliže hráči hru dobře znajı́ a neudělajı́ chybu, je výsledkem vždy remı́za. Zkuste
nalézt vı́tězné strategie a naopak strategie prohrávajı́cı́. V dalšı́ch krocı́ch můžeme mřı́žku
zvětšit a přidat potřebný počet polı́ček v řadě. A opět vyzkoušejte, kdy má smysl hru
hrát, jestli existuje vı́tězná strategie.

POTRUBÍ

Obrázek 4: Potrubı́

Potrubı́ se hraje se dvěma mřı́žkami bodů, které jsou graficky odlišeny, jak je vidět na
obrázku. Řı́káme jim bı́lé a černé body. Ukázka je s mřı́žkou 6 x 7 resp. 7 x 6 bodů, ale je
možno použı́t i jiné soustavy, vždy však tak, aby každý hráč hrál ve stejném obdélnı́ku,
jehož delšı́ strana je o jednu jednotku delšı́ než kratšı́ strana.

Pravidla:

1. Každý z hráčů hraje na jedné barvě bodů.

2. Hráči se střı́dajı́ v tazı́ch. Tahem se rozumı́ spojenı́ dvou sousednı́ch bodů.

3. Hráč může spojit pouze body sousedı́cı́ vodorovně nebo svisle, a to body jeho barvy.

4. Čáry se nesmı́ nikde křı́žit

5. Zvı́tězı́ hráč, kterému se podařı́ spojit souvislou čarou obě kratšı́ strany své mřı́žky (t.j.
čáru nakreslı́ ve směru delšı́ strany – bı́lé body zleva doprava, černé seshora dolů, viz
obrázek 4).
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SPOJ ČTYŘI

Obrázek 5: Spoj čtyři

Tato hra se hraje na plánu se sedmi sloupci. V každém sloupci je šest polı́ček. Hrát
můžeme pomocı́ vymalovánı́ kruhu (čtverce) nebo položenı́m žetonu (např. vı́čko od
PET lahve). Hrajı́ dva hráči, kteřı́ se střı́dajı́ v obsazenı́ polı́ček. Obsadit je možno pouze
nejnižšı́ volné polı́čko v daném sloupci. Volba sloupce záležı́ na hráči. Úkolem hráčů je
vytvořenı́ řady 4 polı́ček stejného hráče v libovolném směru – tedy jak vodorovně, tak
i svisle nebo úhlopřı́čně. Je třeba současně bránit protihráči v dosaženı́ cı́le.

Na obrázku je situace rozehrané hry. Na tahu je červený, který však má již partii
prohranou. At’ umı́stı́ svůj žeton do 3. nebo 7. sloupce, nezabránı́ žlutému dokončit
úhlopřı́čnou řadu ze 4 žetonů.

Jako variaci hry lze použı́t i většı́ hernı́ plán. Zajı́mavá je i varianta (která se však
v této podobě špatně realizuje), kdy hráč na tahu mı́sto přidánı́ žetonu odebere některý
svůj žeton z dolnı́ řady a tı́m sloupec posune dolů.

ŠESTNÁCTKA2

Cı́lem hry je zaměnit zlaté a střı́brné kameny (na barvě celkem nezáležı́ – prostě před-
měty dvou různých barev) co nejmenšı́m počtem tahů. Tah je definován takto: kámen
může být přesunut na nejbližšı́ volné pole, nebo může přeskočit jiný kámen libovolné
barvy, je-li za nı́m volné mı́sto (kameny se neodstraňujı́!). Kameny se mohou posuno-
vat jen horizontálně a vertikálně. Pozor – nejde o halmu, ale hru pro jednoho hráče!
Maximálnı́ povolený počet tahů je 80.

Poznámka: Britský expert na podobné hry H.E. Dudeney (1857–1930) splnil cı́l hry
ve 46 tazı́ch a překonal tak amerického vynikajı́cı́ho specialistu na matematické hry Sama
Loyda (1841–1911), který to dokázal v 47 tazı́ch.

EULEROVY ČTVERCE

Uspořádejte hracı́ známky z levé tabulky do pravé tak, aby v každém řádku a každém

2http://www.mathematik.ch/puzzle/SixteenPuzzle/
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sloupci byl právě jeden žeton jedné barvy a současně právě jedno z čı́sel 1,2, . . . , n
(n počet řádků a sloupců tabulky).

Obrázek 6: Šestnáctka

Leonhard Euler se podobnými úlohami zabýval již v 18. stoletı́. Již v roce 1779
vyslovil domněnku, že pro n = 6 řešenı́ neexistuje. (Dokázáno bylo až v roce 1900.)

Obrázek 7: Eulerovy čtverce

Od poloviny 20. Stoletı́ vı́me, že řešenı́ existuje pro všechna přirozená čı́sle s výjimkou
2 a 6 Řešenı́ pro n = 3 nenı́ nijak obtı́žné, pro n = 4 a 5 jsou na obrázku. Dalšı́ možnosti
zı́skáme otočenı́m nebo převrácenı́m našeho řešenı́.
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Obrázek 8: Eulerovy čtverce – řešenı́ pro n = 4 a n = 5

N X N – PROBLÉM DAM

Do stejného typu úloh jako Eulerovy čtverce patřı́ problém umı́stěnı́ dam do čtvercové
sı́tě.

Klasická je úloha umı́stit 8 dam na šachovnici tak, aby se navzájem neohrožovaly
(t.j. žádné dvě nebyly umı́stěny ve stejné řadě, sloupci ani šikmé řadě). Ačkoliv má tato
úloha 12 různých řešenı́ (a bereme-li řešenı́ odvozená zobrazenı́m dokonce 92), nenı́ jeho
nalezenı́ nijak jednoduché. Snazšı́ je začı́t od čtverce 4 x 4 a postupně přidávat.

Obrázek 9: Problém dam – 4 x 4

SOLITÉR

A poslednı́ kategorie – deskové hry, jejichž historie možná sahá až do starověku,
prokazatelně však existovaly již ve středověku. Připomeneme si dvě hry, které se dajı́
hrát na stejném hracı́m plánu (hracı́ figurky umı́stı́me do přı́slušných vrcholů čtverců).

Prvnı́ z nich je solitér. Solitér je klasická desková hra. Na obrázku je tzv. anglická
standardnı́ deska. Úkolem hráče je přeskakovánı́m přes sousednı́ kámen ve vodorov-
ném nebo svislém směru (nikoliv po diagonálách) do volného mı́sta a odstraňovánı́m
přeskočených kamenů docı́lit toho, aby na desce zůstal pouze jeden kámen.
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Obrázek 10: Hracı́ plány pro solitér a Ovčinec

Pro tuto hru využijeme hracı́ plán bez úhlopřı́ček, přı́padně si připravı́me plán se
čtvercovými polemi pro kameny jako na obrázku. Podrobnějšı́ pravidla a varianty hry jsou
popsány i v češtině např. http://www.deskovehry.info/pravidla/soliter.htm

Obrázek 11: Solitér Obrázek 12: Fox and geese (očinec)

OVČINEC

Pod tı́mto názvem jsem se s touto hrou setkal v dětstvı́. V Anglii se nazývá Liška
a husy (Fox and geese). Pravidla majı́ krajové odlišnosti, překvapilo mě však téměř
celosvětové rozšı́řenı́ této hry (prý ji vymysleli Vikingové).

Hra je souboj mezi jednou liškou a třinácti husami. Hra začı́ná s rozestavěnı́m ka-
menů podle obrázku. Hráči mohou přesouvat kameny na libovolné sousednı́ volné mı́sto
(libovolně podle naznačených čar). Liška může přeskakovat husy (je-li za nimi volné
pole). Přeskočené husy se odstraňujı́ z hernı́ho plánu. Cı́lem hus je chytit lišku tı́m, že
ji obklopı́ tak, aby se nemohla pohnout (ani skokem). Liška se snažı́ odstranit všechny
husy, nebo alespoň tolik hus, aby jich nezbylo dost k jejı́mu chycenı́ (minimum je 5 hus).
Zde uvádı́m anglická pravidla ze stránky
http://www.tarahill.com/instruct.html.
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Několik dalšı́ch variant (včetně české a moravské) můžete najı́t na stránce
http://www.deskovehry.info/pravidla/vlkaovce.htm.

DIDAKTICKÉ HRY V HODINÁCH
MATEMATIKY (NEJEN) NA 1. STUPNI

ZÁKLADNÍ ŠKOLY
EVA KREJČOVÁ1

„Hry v matematice mně vždy přišly jako zbytečný přepych, který zdržuje ve vlastnı́
práci, a to jak učitele, tak předevšı́m žáky. Během několika poslednı́ch let se můj
názor na ně otočil o 180˚. V hodinách využı́vám mnoho didaktických her, a to vždy
v souvislosti se vzdělávacı́m cı́lem, s konkrétnı́ situacı́. Myslı́m, že je to výborný
prostředek k navozenı́ podnětného pracovnı́ho prostředı́, jež umožňuje intenzivnı́
zapojenı́ žáků do činnostı́, jejich soustředěnı́, a tı́m vytvářenı́ dobrých předpokladů
pro efektivnı́ osvojenı́ učiva.“

(učitelka Jana K.)

Nelze upřı́t snahu většiny učitelů přiblı́žit školu dětem, vytvářet ji humánnı́ a laska-
vou. Taková škola však nespočı́vá v uvolněnı́ kázně, podřizovánı́ se přánı́m žáků, ale
v zařazovánı́ takových aktivit do vyučovánı́, které kromě toho, že vycházejı́ z potřeb
dětı́ a respektujı́ jejich věkové zvláštnost, umožňujı́ naplňovat výukové cı́le. Významné
a nezastupitelné mı́sto zejména v nižšı́ch ročnı́cı́ch základnı́ školy zaujı́má právě hra,
která je určena k vzdělávacı́m účelům, tedy hra didaktická.

Podobně jako v úvodu citovaná učitelka Jana K. jsou pedagogové, kteřı́ nahlı́žejı́ na
využı́vánı́ didaktických her v hodinách s nedůvěrou jako na „ztrátový čas“, jako na něco,
co se sice dětem lı́bı́, ale brzdı́ v naplňovánı́ vzdělávacı́ch cı́lů. Proto s jejich zařazová-
nı́m váhajı́. Jednı́m z možných důvodů může být praktická nezkušenost, zúžený pohled
na didaktické hry nebo dokonce jejich nevhodný výběr. Skutečnost, že hra nenaplňuje
požadavky na didaktické hry kladené.

Stručně je připomeneme:

• hra má být pro dı́tě přitažlivá, lákavá,

• hra má odpovı́dat věkovým zvláštnostem žáků,
1



E. Krejčová: Didaktické hry v hodinách matematiky (nejen) na 1. stupni ZŠ 115

• hra má vycházet ze vzdělávacı́ho cı́le hodiny,

• hra má mı́t jasná a srozumitelná pravidla (ne přı́liš složitá),

• hra má oslovovat co nejvı́ce dětı́,

• hra má naplňovat přirozenou touhu být úspěšný,

• hra má zaměstnávat co nejvı́c smyslů.

Z těchto metodických zásad se snažı́ vycházet publikace „Hry a matematika na
1. stupni základnı́ školy“, kterou vydalo v roce 2009 SPN – pedagogické nakladatelstvı́,
a. s. v Praze. Jedná se o sbı́rku vı́ce než 130 her a jejich dalšı́ch variant, které se dajı́
uplatnit při procvičovánı́, opakovánı́, při vyvozovánı́ nového učiva v 1. – 5. ročnı́ku
základnı́ školy, ale také v mimovyučovacı́ch činnostech.

U každé hry je uveden jejı́ název, didaktický cı́l, sledované kompetence, potřebné
pomůcky a popis; v přı́padě potřeby většı́ názornosti jsou náměty doplněny ilustrativnı́m
obrázkem nebo fotodokumentacı́. V obsahu je u hry vyznačen na kuličkovém počitadle
doporučený ročnı́k pro jejı́ využitı́.

Obálku knihy i jejich několik stran textu výstižně „zlidšt’ujı́“ ilustrace Vladimı́ra
Renčı́na.

Publikace je určena předevšı́m začı́najı́cı́m učitelům a studentům oboru učitelstvı́
1. stupně základnı́ školy. Může však posloužit i zkušenějšı́m pedagogům ke zpestřenı́ na-
bı́dky didaktických her (viz výše). Zkušenosti naznačujı́, že jejich stávajı́cı́ „sortiment“
je nejen omezený, ale někdy navı́c jde o činnosti, které zkreslujı́ pohled na didaktické
hry, mohou působit až demotivačně. Z tohoto důvodu zde čtenář nenajde tolik rozšı́-
řeného „Početnı́ho krále“ nebo hru „Na zamrzlı́ka“. Vyhnuli jsme se také nejrůznějšı́m
omalovánkám, kde matematická složka je převážena vybarvovánı́m obrázků.

Při posuzovánı́ zařazenı́ jednotlivých her do knı́žky jsme vycházeli zejména z vý-
sledků jejich ověřovánı́ v praxi. Preferovali jsme předevšı́m jejich didaktický přı́nos,
motivačnı́ a aktivizačnı́ aspekt, široké vzdělávacı́ možnosti, jednoduchá pravidla, orga-
nizačnı́ a materiálnı́ nenáročnost a v neposlednı́ řadě tolik očekávanou možnost vyhrát –
být úspěšný. Z tohoto důvodu jsme kladli důraz na začleněnı́ her s prvky náhody, na hry
skupinové (žák může zvı́tězit se svou skupinou). Hry skupinové navı́c mohou účastnı́ky
vést k vzájemné spolupráci, dovednosti si pomáhat.

Předkládané didaktické hry dělı́me podle sledovaných vzdělávacı́ch cı́lů na tři početně
ne zcela vyvážené skupiny.

Nejvı́ce jsou, a to s ohledem na proporce učiva 1. stupně, zastoupeny hry k nácviku
numerace a procvičovánı́ základnı́ch početnı́ch operacı́. Vycházı́me z přesvědčenı́, že
pamětné zvládnutı́ spojů (zejména pak násobenı́) vyžaduje, at’si to chceme či nechceme
připustit, určitou dávku „biflovánı́ “, drilu. Jde jen o formu pojmenovánı́. Jisté pensum
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matematických znalostı́ a dovednostı́ patřı́ k podstatnému vybavenı́ každého z nás, k po-
třebné kultuře numerického počı́tánı́. Nelze chodit po světě s plnými kapsami kalkulaček,
encyklopediı́ a notebooků připojených na internet. Otázka „drilu“ neznı́ tedy ano či ne,
ale kolik, co a jak. Domnı́váme se, že právě jednou z metod „jak“ jsou vhodné didak-
tické hry. Tı́m, že jsou ”stavěny” na žáky, respektujı́ jejich věkové zvláštnosti, navozujı́
přı́znivé pracovnı́ klima, jsou dobrým předpokladem k naučenı́ se i jinak méně přitažli-
vým partiı́m učiva. Navı́c naučenı́ se čehokoli má minimálně dvě „plus“: „Jednak bystřı́
a zušlecht’uje myšlenková a pamět’ová centra v mozku a také nám uchovává potřebné
informace. Bystrý mozek potřebujeme všichni, informace v něm uložené, to je takový
bonus.“ [4]

Dodejme ještě, že pro žáky základnı́ školy (na rozdı́l od dospělých) nemusı́ být vůbec
nepřı́jemné naučit se něčemu nazpamět’(převažuje u nich mechanická pamět’). Jde zase
jenom o to „proč“ a „jak“. I tzv. „svobodné“ učenı́ by mělo respektovat jisté didaktické
zásady, žák by měl akceptovat určité povinnosti. V přı́padě didaktické hry jsou to mj.
jejı́ pravidla, aktivnı́ podı́l na činnosti (na rozdı́l od hry, je účast dı́těte v „zaměstnánı́“,
povinná).

I když převážná část ze 72 her prvnı́ kapitoly je zaměřena na pochopenı́ principu
desı́tkové čı́selné soustavy, zvládnutı́ sčı́tánı́, odčı́tánı́, násobenı́ a dělenı́, nelze jejich
didaktický cı́l spatřovat pouze v těchto aspektech. Hry majı́ daleko širšı́ využitı́ (vı́ce viz
sledované kompetence).

Druhou kapitolu sbı́rky tvořı́ hry k rozvı́jenı́ představivosti, tvořivosti a k propedeutice
i prohlubovánı́ geometrického učiva. Čtenář zde nalezne různé mechanické hlavolamy
– skládanky (Tangram, Evereto, Kolumbovo vejce, Pentamino, Stomachion aj.), hry
s využitı́m čtvercové sı́tě, s tečkovými a jinými schématy, dalšı́ náměty k podněcovánı́
geometrické představivosti a schopnosti „uměnı́ vidět“.

Vycházı́me z předsvědčenı́, že tato stránka lidské osobnosti je pro život velice důležitá
a nejvhodnějšı́ podmı́nky pro jejı́ rozvı́jenı́ jsou u žáků ve věku 9–11 let, a to právě
v matematice, konkrétně v geometrii.

Do třetı́ho oddı́lu jsme soustředili hry k podněcovánı́ logického a kombinatorického
myšlenı́. Jsou zde čı́selná schémata v podobě loutek, erbů, posloupnostı́, tabulek, čı́selné
hádanky, činnosti zaměřené na rozvı́jenı́ schopnosti tvořivě pracovat s čı́sly, slovnı́ úlohy
z uvedené tématiky a dalšı́.

Poslednı́ část knı́žky představujı́ hry, u jejichž prezentace má roli barva. Soustředili
jsme je, bez ohledu na didaktický cı́l, do společného oddı́lu. Jde o zajı́mavé náměty
s využitı́m dostupných pomůcek – knoflı́ků, vı́ček od PET lahvı́, papı́rových čtverečků
aj., které využı́vajı́ činnostnı́ přı́stup, umožňujı́ účelně experimentovat, respektujı́ zásadu
názornosti a zapojenı́ vı́ce smyslů.

Pro názornějšı́ představu o formě uvedenı́ her ve sbı́rce připojujeme několik ukázek.
Při jejich výběru jsme se z důvodu ochrany autorských práv i z důvodů technických
omezili na hry bez obrázků, fotodokumentace, ilustracı́, pouze s přı́slušnými schématy.
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ČERVENÍ, MODŘÍ, ZELENÍ

Didaktický cı́l: Procvičovánı́ pamětného počı́tánı́ (sčı́tánı́, odčı́tánı́,
násobenı́, dělenı́) v různých čı́selných oborech.

Sledované kompetence: Zvyšovánı́ kultury numerického počı́tánı́, formovánı́
správných postojů k soutěživosti.

Pomůcky: Sada kartiček s čı́sly ve třech barevných provedenı́ch
pro žáky. Soubor karet s početnı́mi spoji (pro učitele).

Žáky rozdělı́me na tři početně a přibližně i výkonnostně vyrovnané skupiny: ”čer-
venı́”, ”modřı́”, ”zelenı́”. Každý člen družstva obdržı́ kartu ”své” barvy s čı́slem.

Učitel postupně zadává (ukazuje, čte) přı́klady na kartách. Všichni počı́tajı́. Ten,
který nejdřı́ve zvedne kartičku se správným výsledkem, zı́skává bod pro své družstvo.
V přı́padě, že se ohlásı́ žák s chybným výpočtem, jeho tým naopak bod ztrácı́. Pokud
správně reagujı́ dva (přı́p. tři) hráči najednou, bod obdržı́ obě (všechny) skupiny. Vı́tězı́
družstvo s nejvyššı́m počtem bodů.

Ukázka (pamětné sčı́tánı́ dvojciferných čı́sel):
Učitel zadává přı́klad 27 + 35. Kartu s čı́slem 62 majı́ tři žáci (v každém družstvu

jeden). Nejpohotovějšı́ je Ondra. Zvedá modrou kartu se správným výsledkem a zı́skává
tak bod pro svůj tým.

Soutěž je nenáročná na přı́pravu a má jednoduchá pravidla. Umožňuje aktivnı́ zapojenı́
všech účastnı́ků. Toho docı́lı́me i tı́m, že výsledky se mohou opakovat (27 + 35, 80 −
18,. . . ). Průběh můžeme učinit zajı́mavějšı́m, když některým žákům rozdáme vı́ce karet
(nesmı́me však přitom porušit stejný počet pro jednotlivé skupiny) – individuálnı́ přı́stup
(rychlejšı́ počtáři).

Hru lze operativně přizpůsobit nejen procvičovanému učivu, ale také konkrétnı́ situaci
ve třı́dě (počet žáků, uspořádánı́ lavic aj.). Mohou soutěžit jen dvě družstva a nebo vı́ce
než tři (náročnějšı́ kontrola).

SIM
Didaktický cı́l: Procvičovánı́ geometrických pojmů (bod, úsečka,

trojúhelnı́k, . . . ), schopnosti orientovat se v rovině.
Sledované kompetence: Rozvı́jenı́ představivosti, taktiky a strategie.
Pomůcky: Papı́r, dva fixy rozdı́lných barev.

Hrajı́ dva hráči, každý má fix jiné barvy. Na papı́r si vyznačı́ šest bodů (A, B, C,
D, E, F), které ležı́ přibližně na kružnici (o dostatečně velkém poloměru). Ty spojujı́, tj.
tvořı́ úsečky. V zakreslovánı́ se střı́dajı́. Prohrává ten, který je jako prvnı́ nucen uzavřı́t
trojúhelnı́k své barvy. Vrcholy trojúhelnı́ku mohou tvořit pouze body A, B, C, D, E, F.

Terezka (má červenou pastelku – přerušovaná čára), která je tahu, má jedinou možnost
- spojit body E a B. Tı́m ale dokončı́ trojúhelnı́k své barvy (AEB nebo BEC).
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Obrázek 1: Hra SIM

Název Sim vycházı́ ze jména jejı́ho autora Gustava J. Simmonse. Někde se této hře
řı́ká Šestiúhelnı́k.

VLAJKY
Didaktický cı́l: Srovnávánı́, třı́děnı́, kombinovánı́.
Sledované kompetence: Rozvı́jenı́ logického a kombinatorického uvažovánı́,

podněcovánı́ tvořivosti.
Pomůcky: Pracovnı́ list, pastelky třı́ různých barev.

Žáci pracujı́ ve dvojicı́ch nebo jednotlivě (někdy je vhodné dát dětem přı́ležitost
svobodné volby: kdo chce pracovat se spolužákem, kdo sám). Na pracovnı́m listu majı́
šest obdélnı́ků, každý je rozdělen do třı́ polı́. Úkolem je navrhnout všechny možné vlajky
tak, že vždy použijı́ tři barvy, každou na jedno pole.

Obrázek 2: Šablona pro hru Vlajky

Na tuto činnost může navázat poznávánı́ vlajek některých států nebo návrh vlastnı́
vlajky (rozvı́jenı́ tvořivosti, výtvarného a estetického cı́těnı́).
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UŠIJ KOŠILKU
Didaktický cı́l: Skládánı́ košilky – řešenı́ problémové úlohy. Moti-

vace k navazujı́cı́ činnosti.
Sledované kompetence: Rozvı́jenı́ geometrické představivosti a kombinato-

rického myšlenı́.
Pomůcky: Skládanka – papı́rový model košilky rozstřı́haný na

několik částı́.
Žáci pracujı́ ve dvojicı́ch nebo individuálně. Jejich úkolem je „ušı́t“ košilku z několika

dı́lů. Jejich počet a tvar přizpůsobı́me věku žáků. Dı́lky skládanky jsou jednostranné,
vodı́cı́mi prvky při sestavovánı́ košilky jsou navazujı́cı́ linie dekoru (pruhy, knoflı́ky,
kapsy), jejı́ celkový tvar.

Obrázek 3: Skládanka pro aktivitu Košilka

Šitı́ košilky může být motivacı́ pro dalšı́ zaměstnánı́, která „stavı́“ na využitı́ jednodu-
ché didaktické pomůcky – papı́rového modelu košilky v různých barevných provedenı́ch
a knoflı́ků k nácviku numerace a činnostnı́ho přı́stupu při zaváděnı́ základnı́ch početnı́ch
operacı́ (Košilky a knoflı́ky I., II., Barevné knoflı́ky aj.).

Skládanky připravı́me tak, že košilky vystřižené z tužšı́ho barevného papı́ru např.
polepı́me bı́lými samolepkami: znázornı́me pruhy, kapsy, knoflı́ky apod. Pak je rozstřı́-
háme na několik částı́ (podle zvolené obtı́žnosti) tak, aby na každém dı́lu byl kousek
„ozdobenı́ “ (rozlišenı́ rubové a lı́cové strany).

ZÁVĚR

Ukončeme tento přı́spěvek názorem G. Pettyho na didaktické hry, který je postihuje
výstižněji těmito slovy: „Hry mohou zapojovat žáky velmi intenzivně do výuky a přimět
je k takovému soustředěnı́, jakého nelze dosáhnout pomocı́ jiné metody“ a připojme
rýmovaný pohled na ně od J. Žáčka:

Kdo si hraje, ten je zdravý, Vem si tužku a bud’rád,
tomu hlava nerezavı́. že si s námi můžeš hrát.

(A nerezavou hlavu potřebujeme všichni.)
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[1] Belz, H., Siegrist, M.: Klı́čové kompetence a jejich rozvı́jenı́. Východiska, metody,
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1. vyd. Praha: Univerzita Karlova, 2004. 179 s. ISBN 978-80-246-0192-2.
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[7] Petty, G.: Modernı́ vyučovánı́. 1. vyd. Praha: Portál, 1996. 380 s. ISBN 80-7178-
070-7.
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MŮŽE MATEMATIKA PŘISPÍVAT
K POROZUMĚNÍ SVĚTU?

FRANTIŠEK KUŘINA, VLADIMÍRA PETRÁŠKOVÁ, MARIE TICHÁ1

ÚVOD

Kladnou odpověd’na otázku položenou v nadpisu se snažı́me dát v knize, s nı́ž vás
chceme v tomto přı́spěvku seznámit.

Kniha vyšla v roce 2009 v nakladatelstvı́ Academia s titulem Matematika a po-
rozuměnı́ světu a podtitulem eStkánı́ s matematikou po základnı́ škole. Jejı́mi autory
jsou František Kuřina, Jana Cachová, Alena Hošpesová, Marie Kupčáková, Vladimı́ra

1Přı́rodovědecká fakulta Univerzity Hradec Králové, frantisek.kurina@uhk.cz; Pedagogická fakulta JU, petrasek@pf.jcu.cz;
Matematický ústav AV ČR, v.v.i.ticha@math.cas.cz
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Petrášková, Ivan Saxl a Marie Tichá. Má rozsah 332 stran a kromě technických kreseb ji
doprovázı́ řada obrázků Jiřı́ho Slı́vy. Je rozdělena na dvě části. Prvnı́ část nazvaná Přı́běhy
obsahuje v sedmi dı́lech (O porozuměnı́ světu a přı́stupech k matematice, O souborech,
O čı́slech, O geometrii, O závislostech, O vyjadřovánı́, O matematice a myšlenı́) snad
nejdůležitějšı́ informace o světu matematiky základnı́ školy. Druhá část nazvaná Setkánı́
pojednává o vztahu dětı́ k čı́slům, o zobrazovánı́ a modelovánı́ prostoru, o celku a části,
o konstrukcı́ch a symetriı́ch, o statistice a pravděpodobnosti, o počı́tánı́ a o finančnı́
matematice.

JAK MŮŽE MATEMATIKA PŘISPÍVAT K POROZUMĚNÍ SVĚTU?
Člověk, který by neměl správné představy o čı́slech (předevšı́m o čı́slech přirozených,

desetinných a o zlomcı́ch), by byl v dnešnı́m světě techniky a směny zcela ztracen. Ma-
tematika přispı́vá k porozuměnı́ světu, nebot’část světa vykazuje kvantitativnı́ charakter.
Čı́sly vyjadřujeme velikosti (souborů nebo předmětů), vztahy mezi předměty či jevy, sou-
vislosti a závislosti, ale také např. kódy. K pochopenı́ základnı́ch pojmů přı́rody a techniky
přispı́vá znalost elementů geometrie (nejkratšı́ spojnice, nakloněná rovina, ozubené kolo,
koule,. . . ). Matematika však pomáhá v porozuměnı́ světa i metodologicky. Na přı́kla-
dech z jejı́ho světa můžeme dobře ilustrovat nutnost vymezenı́ pojmů, které je důležité
ve všech oblastech života. Doporučujeme čtenáři, aby si promyslel, jak by definoval
např. chudou domácnost (o tom se můžeme dočı́st na s. 25 našı́ knihy), mnoho peněz
stály náš stát problémy s prasečı́ chřipkou v nedávné minulosti v souvislosti se změnou
definice pandemie, kterou provedla mezinárodnı́ zdravotnická organizace. Z matema-
tiky si připomeňme např. různé definice výšky trojúhelnı́ku a potı́že s definicı́ rovnice.
Tyto a dalšı́ otázky jsme diskutovali v dı́lně na Dvou dnech s didaktikou matematiky
2010. I na nejnižšı́ úrovni matematického vzdělávánı́ bychom si měli uvědomit, že ma-
tematika je konstruovaná realita, množiny se tedy nevyskytujı́ v přı́rodě, ale množinový
pohled na skutečnost je v mnoha ohledech přı́nosný, nebot’souvisı́ s procesem abstrakce,
s poznávacı́m procesem člověka.

Důležitou složkou porozuměnı́ světu je matematická gramotnost, tj. schopnost poro-
zumět matematickému textu (slovnı́mu, symbolickému nebo obrázkovému) a dovednost
řešit na přiměřené úrovni úlohy s použitı́m potřebných matematických pojmů, postupů
a teoriı́.

Původnı́ záměr nás, autorů knihy, byl vytvořit knihu o matematice pro rodiče. Snad
v nı́ najdou některé podněty i učitelé matematiky. O knize vyšla dosud jediná recenze
v časopise Matematika – fyzika – informatika od Ivy Vojkůvkové [5].

V dalšı́ části našeho textu uvedeme přı́klad porozuměnı́ světu financı́.

MATEMATIKA A SVĚT FINANCÍ

V současné době zadluženost českých domácnostı́ roste, přičemž stále častěji docházı́
k tomu, že tyto domácnosti nejsou schopny v důsledku hospodářské krize své dluhy
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splácet. Mnohdy se tak blı́žı́ exekučnı́mu řı́zenı́ nebo osobnı́mu bankrotu. V souvislosti
s touto skutečnostı́ se mluvı́ o nı́zké úrovni finančnı́ gramotnosti těchto dlužnı́ků.

Otázkou zlepšenı́ finančnı́ gramotnosti se zabývala i vláda České republiky již kon-
cem roku 2005 a uložila ministerstvům financı́, školstvı́ a průmyslu a obchodu připravit
opatřenı́ pro vzdělávánı́ občanů v této oblasti. Dokument s názvem „Systém budovánı́
finančnı́ gramotnosti na základnı́ch a střednı́ch školách“ byl vypracován a v prosinci 2007
vládou také schválen. Obsahuje konkrétnı́ standardy , které stanovujı́ cı́lový stav finanč-
nı́ho vzdělávánı́ pro základnı́ a střednı́ vzdělávánı́. Standardy byly v průběhu roku 2008
a 2009 implementovány do rámcových vzdělávacı́ch programů. Vrat’me se ještě k pojmu
finančnı́ gramotnost. Co se vlastně pod tı́mto pojmem skrývá? Materiály Ministerstva
financı́ z roku 2007 ([2]) vymezujı́ finančnı́ gramotnost jako „soubor znalostı́, dovednostı́
a hodnotových postojů občana, nezbytných k tomu, aby finančně zabezpečil sebe a svou
rodinu v současné společnosti a aktivně vystupoval na trhu finančnı́ch produktů a služeb.
Finančně gramotný občan se orientuje v problematice peněz a cen a je schopen odpo-
vědně spravovat osobnı́/rodinný rozpočet, včetně správy finančnı́ch aktiv a finančnı́ch
závazků s ohledem na měnı́cı́ se životnı́ situace“. Poznamenejme, že někteřı́ autoři (např.
[1]) doplňujı́ pojem finančnı́ gramotnost pojmem finančnı́ způsobilost, kterým postihujı́
schopnosti správné aplikace finančnı́ gramotnosti.

FINANČNÍ GRAMOTNOST NA ZÁKLADNÍCH A STŘEDNÍCH ŠKOLÁCH

Jak již bylo výše poznamenáno, finančnı́ standardy byly implementovány do rámco-
vých vzdělávacı́ch, popř. školských vzdělávacı́ch programů. Jsou zahrnuty zejména do
společenskovědnı́ch předmětů (jako jsou např. Základy společenských věd) a do před-
mětu matematika. Ve společenskovědnı́ch předmětech se studenti seznamujı́ se světem
financı́, který je spojen s řadou pojmů, jejichž významy mnohdy jen nejasně tušı́. V ná-
vaznosti na takto zı́skané znalosti jsou v hodinách matematiky vybaveni matematickým
aparátem pomocı́ něhož mohou řešit úlohy, které jsou z reálného života a týkajı́ se světa
financı́. Např. koupě spotřebnı́ho zbožı́, financovánı́ stavebnı́ch úprav, pořı́zenı́ bytu, atd.
Je zřejmé, že jsou kladeny vysoké nároky v této oblasti i na učitele. Toho si bylo vě-
domo MŠMT a již v roce 2008 vyzvalo představitele všech fakult, připravujı́cı́ch učitele
základnı́ch a střednı́ch škol, aby zajistili začleněnı́ standardů finančnı́ gramotnosti do
obsahu přı́slušných vysokoškolských studijnı́ch oborů/programů. Stávajı́cı́ učitelé si mo-
hou finančnı́ problematiku doplnit formou dalšı́ho vzdělávánı́ pedagogických pracovnı́ků.
Otevřeně ale přiznejme, že nabı́dka vzdělávánı́ v této oblasti nenı́ přı́liš rozsáhlá.

Nynı́ se soustředı́me blı́že na obsah finančnı́ch standardů. V oblasti Penı́ze se žáci
/ studenti zabývajı́ otázkou nakládánı́ s penězi, tvorbou ceny a inflacı́. V oblasti Hos-
podařenı́ domácnosti jsou žáci/studenti seznámeni s pojmem rozpočet domácnosti, typy
rozpočtu a jejich odlišnosti. V oblasti Finančnı́ produkty se žáci/studenti učı́ o produktech
finančnı́ho trhu pro investovánı́ a pro zı́skánı́ prostředků, o pojištěnı́ a samozřejmě o zá-
kladnı́ch typech úročenı́. Všimněme si, že obsah jednotlivých témat finančnı́ch standardů
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určených pro ZŠ a SŠ je stejný. Je tedy zřejmé, že setkánı́ s finančnı́mi standardy probı́há
na SŠ na vyššı́ úrovni než na ZŠ. Studenti střednı́ch škol jsou navı́c informováni v dalšı́
oblasti, a to Práva spotřebitele, jejı́chž obsahem jsou předpisy na ochranu spotřebitele
a obsah smluv.

MATEMATIKA A FINANCE

Také jedna z kapitol (Matematika a finance) knihy Matematika a porozuměnı́ světu
je věnovaná problematice financı́. V úvodnı́ části této kapitoly jsou shrnuty základnı́
pojmy jako je úrok, úroková sazba, úrokové obdobı́, frekvence úročenı́, doba splatnosti
a složené úrokovánı́. Problematika jednoduchého úrokovánı́ je ponechaná stranou, a to
z jednoho prostého důvodu. Produkty opı́rajı́cı́ se o jednoduché úrokovánı́ jsou pro
běžného občana obtı́žné k pochopenı́. Mezi tyto finančnı́ produkty patřı́ totiž pokladničnı́
poukázky, skonto, běžný účet, popř. kontokorentnı́ účet (tj. běžný účet, na který je vázán
kontokorentnı́ úvěr) a směnky. Mimo jiné, málokdo z nás se v běžném životě s nimi
setká, kromě běžného účtu, který je již nedı́lnou součástı́ našeho života.

Autoři se v knize zaměřili na finančnı́ produkty, které v reálné praxi využı́vá asi nej-
vı́ce obyvatel České republiky, a to na spotřebitelské úvěry a splátkový prodej. V knize
je uvedeno několik přı́běhů týkajı́cı́ch se zı́skánı́ finančnı́ch prostředků na pořı́zenı́ spo-
třebnı́ho zbožı́ či na zajištěnı́ kvalitnějšı́ho bydlenı́. Je zde upozorněno na některé detaily,
které je třeba brát v úvahu, protože zdaleka nejsou zanedbatelné. Napřı́klad v Přı́běhu 2
je ukázáno, že na výši ceny úvěru má vliv nejen úroková sazba, ale i poplatky za schvá-
lenı́ a poskytnutı́ úvěru a poplatky za správu a vedenı́ úvěru. Při vypůjčovánı́ peněžnı́
hotovosti by nás tedy neměla zajı́mat úroková sazba, ale ročnı́ procentnı́ sazba nákladů
(ve finančnictvı́ vedená pod zkratkou RPSN), která vyjadřuje celkové ročnı́ průměrné
náklady na daný úvěr. V přı́běhu 4 se řešila otázka dvou zdánlivě stejných nabı́dek spo-
třebitelského úvěru. Posléze čtenář zjistı́, že ačkoliv nabı́dky vypadaly zdánlivě stejně,
rozdı́l v ceně úvěrů je markantnı́, nebot’jejich cena je ovlivněna řadou skutečnostı́: typem
spotřebitelského úvěru (hotovostnı́ či bezhotovostnı́), rozdı́lná výše bankovnı́ch poplatků,
zda klient má v bance veden běžný účet, zda mu banka v minulosti již neposkytla jiný
spotřebitelský úvěr, který včas splatil. . .

PŘÍBĚH 2 – KOUPĚ NOVÉHO MODELU HIFI VĚŽE

Mladı́ manželé si chtějı́ koupit nový model hifi věže. S touto koupı́ dlouho váhajı́,
nebot’ nemajı́ k dispozici dostatečně vysoký peněžnı́ obnos. Jejich cesta do práce vede
kolem billboardu splátkové společnosti, která nabı́zı́ půjčku s úrokovou sazbou 9,5 %,
což se jim zdá velice výhodné. Nepostřehnou ovšem, že u údaje 9,5 % je malá hvězdička,
která odkazuje na RPSN (ročnı́ procentnı́ sazba nákladů) ve výši 15,93 %. Tento odkaz
je umı́stěn v takové části billboardu, že ho naši manželé přehlédnou, a rozhodnou se
potřebnou částku 25 000 Kč si u splátkové společnosti na 3 roky vypůjčit.
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PŘÍBĚH 4 – FINANCOVÁNÍ VÝMĚNY OKEN

Družstvo, jehož jste členem, se rozhodlo pro výměnu oken. Náklady na okna na
jeden byt činı́ 150 000 Kč. Družstvo každému členu přispěje pouze 50 000 Kč. Zbývajı́cı́
částku, tj. 100 000 Kč, si musı́ každý člen hradit sám. Vy touto částkou nedisponujete,
tudı́ž jste nuceni si vzı́t spotřebnı́ úvěr.

Rozhodujete se mezi dvěma nabı́dkami, které zdánlivě vypadajı́ stejně. Oba produkty
slibujı́ úrokovou sazbu od 8,9 %, možnost kdykoliv úvěr splatit bez jakýkoliv sankcı́,
dobu splatnosti od 1 do 6 let a poplatek 0,5 % z půjčené částky za schválenı́ úvěru. Vy
jste rozhodnuti pro dobu splatnosti 5 let.

ZÁVĚR

V současné době konzumnı́ způsob života nahrává bankovnı́m i nebankovnı́m spo-
lečnostem, které se předhánı́ v různých „výhodných“ nabı́dkách poskytnutı́ finančnı́ch
prostředků. Běžný občan by neměl zapomı́nat na to, že jde v podstatě o „podniky“, které
musı́ prosperovat, tzn. musı́ vykazovat zisk, takže o „výhodnosti“ té či oné nabı́dky by
měl pochybovat. Pokud opravdu nezbytně potřebuje k svému životu nový model hifi věže
či televizoru, měl by v prvnı́ řadě zjistit, zda rodinný rozpočet je přebytkový (po odečtenı́
nákladů na chod domácnosti od veškerých přı́jmů rodiny obdržı́ kladný zůstatek) a zda
přebytek financı́ v rodině stačı́ na pokrytı́ měsı́čnı́ splátky. V druhé řadě by měl, jak au-
toři ukazujı́ v knize, pečlivě zvažovat jednotlivé nabı́dky. Člověka, který zvládne úskalı́
finančnı́ho trhu, můžeme označit za finančně gramotného.
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lishing, Praha.
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TVORBA ÚLOH METODOU „CO KDYŽ
NE-“

EVA PATÁKOVÁ1

ÚVOD

Hlavnı́m cı́lem tohoto přı́spěvku je seznámit čtenáře s metodou „Co když ne-?“ –
jednou z metod tvorby úloh, jejı́miž autory jsou S. Brown a M. Waltersová (viz [1]).

Tato metoda je nástrojem umožňujı́cı́m poměrně rychlým způsobem tvořit nové úlohy
na základě výchozı́ho textu, kterým nejčastěji bývá již existujı́cı́ úloha. (Může to však
být i např. matematická věta.)

Práce s metodou nenı́ pouze mechanickou pracı́ a rutinnı́m obměňovánı́m úlohy
již dané, ale kreativnı́ pracı́ odkrývajı́cı́ učiteli samotnému nové a mnohdy nečekané
souvislosti.

Touto metodou je možné tvořit rozmanité úlohy s různou tematikou (může být i velmi
odlišná od tematiky původnı́ úlohy) i s různou obtı́žnostı́ (úlohy jak výrazně snazšı́, tak
výrazně obtı́žnějšı́ než úloha původnı́).

METODA „CO KDYŽ NE-?“
Metoda „Co když ne-?“ je metodou z hlediska procesu opačnou k tvorbě analogických

úloh. U obou metod vycházı́me z úlohy již dané a na jejı́m základě sestavujeme úlohu
novou. Tvořı́me-li však analogickou úlohu, snažı́me se zachovat matematickou podstatu
úlohy původnı́, přitom můžeme měnit kontext. U tvorby úloh metodou „Co když ne-?“
zachováváme kontext, ale matematickou podstatu původnı́ úlohy můžeme změnit zcela
radikálně.

Přednostı́ této metody je, že můžeme tvořit úlohy jakékoli matematické obtı́žnosti
– výrazně snazšı́ i výrazně obtı́žnějšı́, než je úloha původnı́. Můžeme zı́skat vysoce
zajı́mavé úlohy, navı́c často práce na tvorbě úloh touto metodou obohatı́ matematicky
i nás – učitele, protože nám odkryje neuvědomované vztahy.

Méně přı́jemnou stránkou této metody je, že je velmi obtı́žné (a pokud chceme dodržet
zásady metody, tak i nežádoucı́) tvořit úlohy předem dané obtı́žnosti, neměli bychom se
nechat svazovat ani předem daným matematickým tématem.

FÁZE METODY „CO KDYŽ NE-?“
Metoda „Co když ne-?“ se dělı́ na několik fázı́:

• fáze 0: Výběr výchozı́ho bodu
1Gymnázium Bud’ánka; KMDM PedF UK; eva.patakova@email.cz
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• fáze 1: Vytvořenı́ seznamu vlastnostı́

• fáze 2: Co když ne-?

• fáze 3: Kladenı́ otázek nebo tvorba problémů

• fáze 4: Analýza problémů

Při výběru výchozı́ho bodu se mi nejlépe osvědčilo zvolit si úlohu s co nejkratšı́m
zadánı́m, i když je snazšı́ než úlohy, které chceme tvořit. (Obtı́žnost lze zvyšovat snadno
a nejsme omezovánı́ přı́liš mnoha podmı́nkami.)

Při vytvářenı́ seznamu vypisujeme všechny informace ze zadánı́ úlohy ve formě
jednoduchých výroků. (Např. výchozı́ útvar je čtverec.)

Během druhé fáze popı́ráme tyto vlastnosti konkrétnı́m způsobem. (Např. co když
je výchozı́ útvar pětiúhelnı́k?) Nové úlohy tvořı́me propojenı́m výchozı́ho textu s našı́m
popřenı́m. Můžeme použı́t jedno, popř. i vı́ce popřenı́ zároveň. Analýzou problému
rozumı́me, že si naši úlohu sami vyřešı́me a zhodnotı́me jejı́ kvalitu a obtı́žnost.

KONKRÉTNÍ PŘÍKLAD UCHOPENÍ ÚLOHY METODOU „CO KDYŽ NE-?“
V následujı́cı́m textu ukážu jedno z možných uchopenı́ metody – tvorbu úloh pro na-

dané žáky. Tento text však nenı́ důsledným provedenı́m metody, jinak by bylo popı́raných
informacı́ i úloh mnohem vı́ce.

FÁZE 0

Úloha 1 Je dán čtverec ABCD o straně 4 cm. Najděte množinu všech bodů X, pro které
trojúhelnı́ky ABX a CDX majı́ stejné obsahy.2

Řešenı́ úlohy 1 Hledané trojúhelnı́ky majı́ stejnou délku základny, musı́ mı́t i stejnou
výšku. Řešenı́m je proto množina všech bodů majı́cı́ch stejnou vzdálenost od rovnoběžných
přı́mek AB, CD – tedy osa rovnoběžkového pásu.

FÁZE 1

1. Je dán čtverec.

2. Výchozı́ útvar je rovinný.

3. Výchozı́ útvar má všechny strany stejně dlouhé.

4. Daný čtverec má délku strany 4 cm.
2Úloha převzatá z učebnice [2].
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5. Máme nalézt množinu bodů.

6. Vytvořené trojúhelnı́ky majı́ stejné obsahy.

7. Vytvořené útvary jsou trojúhelnı́ky.

8. . . .

FÁZE 2

1. Co když výchozı́ útvar nenı́ čtverec? Co když je to třeba pravidelný pětiúhelnı́k? Co
když počet stran ani neznáme?

2. Co když výchozı́ útvar nenı́ rovinný? Co když je to krychle? Co když je to pravidelný
dvacetistěn?

3. Co když strany výchozı́ho útvaru nejsou stejně dlouhé? Co když je výchozı́ útvar
obecný trojúhelnı́k?

4. Co když neznáme délku strany daného čtverce?

5. Co když nechceme hledat množinu bodů?

6. Co když konstanta společná vytvořeným trojúhelnı́kům nenı́ obsah, ale obvod?

7. Co když hledáme čtyřúhelnı́ky se stejným obsahem? Při práci s úlohou bylo změněno
na pětiúhelnı́ky, které se ukázaly pro novou úlohu vhodnějšı́.

FÁZE 3 A 4

Ad 1. Je dán:

a) pravidelný pětiúhelnı́k ABCDE

b) pravidelný n-úhelnı́k A1A2 . . .An

Najděte množinu všech bodů X, pro které trojúhelnı́ky ABX a CDX (popř. A1A2X a A3A4X
majı́ stejné obsahy.

Řešenı́: Pro pětiúhelnı́k i n-úhelnı́k hledáme body, pro které je stejná vzdálenost od
přı́mek AB a CD (popř. A1A2 a A3A4 – to jsou osy úhlů těmito přı́mkami sevřených.
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Ad 2. Je dána krychle ABCDEFGH. Najděte množinu bodů X, pro které majı́ stejný
objem jehlan ABCDX a jehlan EFGHX. Co kdyby byl dán pravidelný dvacetistěn, nikoli
krychle?

Řešenı́: Obsah podstavy je stále stejný, hledáme body X, které majı́ od daných podstav
stejné vzdálenosti. Řešenı́m je rovina. U dvacetistěnu je situace identická, pouze v jiném
rozloženı́.

Ad 3. Je dán trojúhelnı́k ABC. Najděte množinu všech bodů X, pro které trojúhelnı́ky
ABX a BCX majı́ stejné obsahy.

Řešenı́: Délky základen „nových“ trojúhelnı́ků jsou pro konkrétnı́ obecný trojúhelnı́k
pevné, jsou v nějakém poměru, výšky „nových“ trojúhelnı́ků musı́ být v poměru převrá-
ceném. Hledáme tedy množinu bodů takových, aby poměr jejich vzdálenostı́ od dvou
daných přı́mek byl konstantnı́ – jedná se o dvě přı́mky. Důkaz ved’me např. analyticky:
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Umı́stěme body do soustavy souřadnic tak, aby B[0; 0]. Bod X[x; y] je hledaný bod.
Přı́slušné strany trojúhelnı́ku označme a a c, výšky v trojúhelnı́cı́ch ABX a BCX po řadě
v1 a v2. Pak platı́:

v1
v2

=
a

c
↔ AB : y = kx

↔ AC : y = kx

Nynı́ použijeme vztah pro vzdálenost bodu X od přı́mek AB a BC:

v1
v2

=
|kx− y|√
k2 + 1

·
√
q2 + 1
|qx− y|

=

∣∣∣∣kx− yqx− y

∣∣∣∣ ·
√
q2 + 1√
k2 + 1

=
a

c

Jsou dvě možnosti odstraněnı́ absolutnı́ hodnoty:

a)

a

c
=

∣∣∣∣kx− yqx− y

∣∣∣∣ ·
√
q2 + 1√
k2 + 1

a

c
q
√
k2 + 1 · x− a

c
q
√
k2 + 1 · y = −k

√
q2 + 1 · x+

√
q2 + 1 · y

x
(a
c
q
√
k2 + 1 + k

√
q2 + 1

)
+ y

(
−
√
q2 + 1− a

c
q
√
k2 + 1

)
= 0

Mx+Ny = 0

b)

a

c
=

∣∣∣∣−kx+ y

qx− y

∣∣∣∣ ·
√
q2 + 1√
k2 + 1

a

c
q
√
k2 + 1 · x− a

c
q
√
k2 + 1 · y = k

√
q2 + 1 · x−

√
q2 + 1 · y

x
(a
c
q
√
k2 + 1− k

√
q2 + 1

)
+ y

(√
q2 + 1− a

c
q
√
k2 + 1

)
= 0

Kx+ Ly = 0

K, L, M, N jsou konstanty závisejı́cı́ na a, c, k a q. V obou přı́padech je tedy výsledný
tvar rovnicı́ přı́mky. (Syntetický důkaz je možný např. přes podobnost trojúhelnı́ků – je
snazšı́ než analytický, pouze druhá přı́mka z řešenı́ je hůř vidět.)
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Ad 4. Čtverec ABCD má pevně daný vrchol A a polopřı́mku AQ, na které ležı́ bod B.
Délka strany čtverce je z intervalu (1; 3〉. Vyšetřete množinu všech bodů X, pro které
alespoň pro jeden ze čtverců ABCD platı́, že obsah trojúhelnı́ku ABX je stejný jako obsah
trojúhelnı́ku CDX.

Řešenı́: Řešenı́m je nekonečně mnoho přı́mek rovnoběžných s AQ ve vzdálenosti z inter-
valu

(
1
2 ;
3
2

〉
od této přı́mky – tedy dva rovinné pásy vždy s jednou hranicı́ včetně, druhou

ne.

Ad 5. Je dána přı́mka p a bod A, který na nı́ neležı́. Najděte čtverec ABCD tak, aby p pro
něj byla množinou bodů X takových, že obsah trojúhelnı́ků ABX a CDX je stejný.

Řešenı́: Postup je totožný s řešenı́m původnı́ úlohy, pouze začı́náme „od konce“. Pokud
zachováváme směr popisu čtverce, má úloha jedno řešenı́.
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Ad 6. Je dán čtverec ABCD o straně délky 4 cm. Najděte množinu všech bodů X, pro
které trojúhelnı́ky ABX a CDX majı́ stejné obvody.

Řešenı́: Řešenı́m je stejná přı́mka jako v původnı́ úloze. Vzhledem k tomu, že ale nenı́
možné úlohu řešit pomocı́ známých množin bodů dané vlastnosti jako úlohu původnı́, je
tato úloha velmi vhodná k rozboru částı́ geometrického důkazu se studenty.

Důkaz: Osa úsečky BC – trojúhelnı́ky jsou shodné, podmı́nka je splněna.

Jiné body roviny:

• V trojúhelnı́ku ADX ležı́ proti většı́mu úhlu delšı́ strana, odkud |AX| > |DX|.

• V trojúhelnı́ku BCX ležı́ proti většı́mu úhlu delšı́ strana, odkud |BX| > |CX|. (Popř.
obráceně, obě nerovnosti jsou ale vždy ostré a stejného směru.)

• 4 + |AX| > |BX| > |CX| > |DX|, tedy nikdy nenastává rovnost.

Ad 7. Je dán čtverec ABCD a bod X uvnitř tohoto čtverce. Najděte uvnitř tohoto čtverce
v polorovině AXB množinu všech bodů Y, pro které má pětiúhelnı́k DXYBA stejný obsah
jako pětiúhelnı́k DXYBC.

Pozn.: Úloha je pro většinu gymnazistů přı́liš náročná, zařazena je hlavně pro ukázku,
jak snadno můžeme obtı́žnost úlohy významně zvýšit.

Řešenı́: Zvolı́me soustavu souřadnic tak, aby A[0; 0], B[1; 0] a D[0; 1]. Bod X uvnitř
čtverce libovolný pevný má souřadnice X[a; b], hledaný bod Y souřadnice Y [x; y]. Pě-
tiúhelnı́k složı́me z trojúhelnı́ků ADX, ABY a AXY. Obsah vyhovujı́cı́ho pětiúhelnı́ku je
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roven 12 obsahu čtverce, tedy 12 . Využijeme vztah, že obsah trojúhelnı́ku lze spočı́tat jako

polovina absolutnı́ hodnoty determinantu matice

 x1 x2 1
y1 y2 1
z1 z2 1

, kde [x1, x2], [y1, y2]

a [z1, z2] jsou souřadnice vrcholů zkoumaného trojúhelnı́ku.

Pro obsahy jednotlivých útvarů platı́:

SADX =
a

2
SABY =

y

2

SADX =
1
2

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
a b 1
x y 1
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ =

1
2
|ay − bx|

a

2
+
y

2
+

1
2
|ay − bx| =

1
2

y + |ay − bx| = 1− a

Odstranı́me absolutnı́ hodnotu, zapracujeme podmı́nky plynoucı́ z omezenı́ absolutnı́
hodnoty a ze zadánı́. Bod Y ležı́ uvnitř čtverce ABCD, proto x ∈ (0; 1), y ∈ (0; 1).
Bod Y ležı́ zároveň v polorovině AXB s hraničnı́ přı́mkou bxay = 0, pro kterou platı́, že
bxay ≥ 0. Proto absolutnı́ hodnotu z rovnice pro celkový obsah pětiúhelnı́ku můžeme
odstranit jednoznačným způsobem:

y + |ay − bx| = 1− a
a+ y − ay + bx = 1

y (1− a) = 1− a− bx

y =
b

a− 1
· x+ 1
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Máme tedy rovnici přı́mky, a zpracujeme-li omezujı́cı́ podmı́nky, dostaneme jejı́
omezenı́ na úsečku:

ay − bx ≤ 0, a > 0

y ≤ bx

a
b

a− 1
· x+ 1 ≤ bx

a

x · b

a (a− 1)
≤ −1

dělíme a (a− 1) < 0

x ≥ a (1− a)
b

x ∈
〈
a (1− a)

b
; 1

)

)

Ad 6. a ad 7. Je dán čtverec ABCD o straně délky 4 cm a bod X uvnitř tohoto čtverce.
Jaký geometrický útvar tvořı́ všechny body Y , které ležı́ uvnitř trojúhelnı́ku BCX a pro
něž čtyřúhelnı́ky ABYX a CDXY majı́ stejné obvody?

Řešenı́. Úsečky AB a CD jsou stejně dlouhé, úsečka XY je společná, rozdı́l délek AX
a DX je pro dané X konkrétnı́ hodnota. Hledáme tedy bod Y , jehož rozdı́l vzdálenostı́
od bodůB,C je konstantnı́. Řešenı́m je tedy průnik jedné větve hyperboly (té, pro kterou
má rozdı́l délek správné znaménko) a trojúhelnı́ku BCX. (Pro bod X ležı́cı́ na ose strany
BC uvažovaná hyperbola degeneruje na přı́mku.)

ZÁVĚR

Popsaná metoda je metodou tvorby úloh na základě výchozı́ho textu. Některé jejı́ části
dělá učitel – autor úloh automaticky, práce s metodou bez vynechánı́ některé jejı́ části
však učiteli samotnému pomůže v uvědoměnı́ si skrytých souvislostı́ i v zı́skávánı́ nových
nápadů. S metodou lze pracovat různými způsoby, v textu jsme si ukázali vytvořenı́ sady
úloh pro nadané žáky.
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POJĎME ZKUSIT OBJEVIT PICKOVU
FORMULI

IVANA PROCHÁZKOVÁ1

Dı́lnu jsem zaměřila prakticky, tak abych mohla předat zkušenosti z vlastnı́ho obje-
vovánı́ účastnı́kům, kteřı́ se dı́lny zúčastnı́. V rámci diplomové práce jsem objevovala
Pickovu formuli pro trojúhelnı́kový papı́r. Pickova formule je vztah mezi obsahem, po-
čtem hraničnı́ch bodů a počtem vnitřnı́ch bodů. Zkušenosti jsem měla již s objevovánı́
Pickovy formule pro čtverečkovaný papı́r. Objevovánı́ jsme uskutečnili jako skupinovou
práci na semináři geometrie v rámci výuky magisterského studia na PedF UK.

Při svém vlastnı́m objevovánı́ jsem ze začátku vycházela z poznatků o objevovánı́
Pickovy formule pro čtverečkovaný papı́r. Musela jsem si uvědomit, jaké pojmy pro nás
byly důležité. Bylo to vymezenı́ pojmů mřı́žový bod, mřı́žová úsečka, mřı́žový obrazec,
mřı́žový mnohoúhelnı́k. Mřı́žový mnohoúhelnı́k je takový obrazec, kdy se strany obrazec
neprotı́najı́.

Mřı́žové obrazce Nemřı́žové obrazce

Věděla jsem, že na čtverečkovaném papı́ru jsme jako skupina začali malovánı́m
různých typů trojúhelnı́ků podle obsahu. Obsah jsme zjišt’ovali metodou rámovánı́ (viz
obrázek). Metoda rámovánı́ spočı́vá v tom, že „orámujeme“ obrazec tak, abychom jed-
nodušeji zjistili obsah.

Po mnoha nakreslených mnohoúhelnı́cı́ch jsme došli k výsledku, ze kterého vyplýval
vztah mezi počtem hraničnı́ch bodů, vnitřnı́ch bodů a obsahem. Data jsme zanesli do
tabulky a následně vyvodili vzorec Pickovy formule pro čtverečkovaný papı́r:

S = h/2 + v − 1

Při objevovánı́ na trojúhelnı́kovém papı́ru jsem se snažila pracovat podobně. Nejdřı́ve
jsem si musela vymezit pojmy, které budu užı́vat.

1doktorandka KMDM PedF UK v Praze, magicek@email.cz
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Metoda rámovánı́

Trojúhelnı́kový papı́r

• rovina (euklidovská), ve které jsou vyznačeny tři osnovy přı́mek rovnoběžných a stejně
vzdálených tak, že každé tři, které se protı́najı́ v jediném bodě, tvořı́ úhlopřı́čky pravi-
delného šestiúhelnı́ka

• každá trojice přı́mek po jedné z každé osnovy ohraničuje rovnostranný trojúhelnı́k

• nejmenšı́ možný rovnostranný trojúhelnı́k nazveme jednotkový

Mřı́žový bod

• bod na trojúhelnı́kovém papı́ru, ve kterém se protı́najı́ linky trojúhelnı́kového papı́ru

• bod v každém nejmenšı́m šestiúhelnı́ku, kde se protı́najı́ spojnice protilehlých vrcholů

Mřı́žový bod

Mřı́žová úsečka

• úsečka, jejı́ž krajnı́ body jsou mřı́žové body

Mřı́žový trojúhelnı́k

• takový trojúhelnı́k, jehož všechny vrcholy jsou mřı́žové body

Mřı́žový obrazec

• obrazec, jehož všechny vrcholy jsou v mřı́žových bodech
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Musela jsem si uvědomit, jak vznikne trojúhelnı́kový papı́r. Pokud uděláme úhlo-
přı́čku ve čtverci, tak nám vzniknou dva trojúhelnı́ky, které budou následně zkosené.
Takto vznikne trojúhelnı́kový papı́r, v kterém budu pracovat.

Jako prvnı́ pokus jsem zkusila modifikaci vzorce pro čtverečkovaný papı́r. Nebot’
vzorce byly skutečně „jen“ modifikované, ani jedna z těchto hypotéz se nepotvrdila.
Proto jsem musela změnit strategii a ponořit se hlouběji pod povrch tohoto problému.

Začala jsem metodou uvolňovánı́ souřadnic, fixovala jsem obsah a měnila počet
hraničnı́ch bodů a počet vnitřnı́ch bodů. Data jsem postupně uspořádala do tabulky.
Z tabulky jsem se snažila vyvodit dalšı́ možný vzorec. Vzorec, který jsem vyvodila
S = h/2 + v + 1 se ukázal, že by mohl platit jen pro sudý počet hraničnı́ch bodů. Po
několika ověřenı́ tato hypotéza selhala. Následně jsem zvětšovala soubor dat a zanášela
je do tabulky. Objevila jsem prvnı́ vzorce s podmı́nkou. Vzorce jsem také uspořádala do
tabulky.

podmı́nka vzorec
v = 2 S = h+ 2
v = 3 S = h+ 4
v = 4 S = h+ 6
v = 5 S = h+ 8
v = 6 S = h+ 10

Uvědomila jsem si vztahy, uspořádala data do tabulky, došla k dalšı́mu posunu a ná-
slednému vyvozenı́ vzorec Pickovy formule pro trojúhelnı́kový papı́r.

S = h+ (v2)− 2

Vzorec je možné vyzkoušet si na cvičném obrazci.

Cvičný obrazec: S = 10 + (22)− 2 = 10 + 2 = 12

V průběhu objevovánı́ jsem si osvojila metodu, jak vyvozovat vztahy přes izolované
modely. Bylo to mé samostatné objevovánı́, nikdo mě nevedl. Objevovanı́ probı́halo delšı́
časový úsek.



F. Roubı́ček: Pěstovánı́ geometrické představivosti aneb Okem geometra 137

Na prvnı́m stupni stačı́ takovéto vymezenı́ jako generický model. Objevenı́ Pickovy
formule pro trojúhelnı́kový papı́r může sloužit jako možnost zaměstnánı́ žáků ve třı́dě
i formou domácı́ho samoobjevovánı́ tak, jak to bylo i u mě. Žáci se mohou rozvı́jet svým
tempem a mohou mı́t radost, že „na něco přišli“, že něco objevili. To je nepochybně
jednı́m z hnacı́ch motorů žáka. Radost z toho, že jsem k něčemu dospěl.

Dı́lnu jsem koncipovala tak, aby i účastnı́ci částečně prošli procesem vlastnı́ho obje-
vovánı́ Pickovy formule pro trojúhelnı́kový papı́r. Skupinka společně objevovala a radila
se, s odbornou pomocı́, nasměrovánı́m a nápovědami skutečně formuli objevila. Bylo to
také tı́m, že pokud se úvahy neubı́raly směrem, který by mohl vést k výsledku, bylo jim
to řečeno. Tı́m se objevovánı́ značně urychlilo. Pokud vám pomáhá někdo, kdo vı́, jak
má myšlenı́ a debatu vést, je mnohem rychlejšı́ a snadnějšı́ nalézt řešenı́.

Otázky, které mohou pomoci při objevovánı́:

• Jde udělat na trojúhelnı́kovém papı́ru obrazec o obsahu x,5?

• Zkuste udělat obrazce o stejném obsahu a různém počtu vnitřnı́ch bodů.

• Najděte co nevı́ce obrazců o obsahu 1.

PĚSTOVÁNÍ GEOMETRICKÉ
PŘEDSTAVIVOSTI ANEB OKEM

GEOMETRA
FILIP ROUBÍČEK1

Pěstovat geometrickou představivost znamená učit žáky vidět geometrii kolem sebe,
poznávat svébytný svět geometrie, rozumět jeho zákonitostem a použı́vat je v běžných
životnı́ch situacı́ch. Žák, který má dobrou geometrickou představivost, dovede interpre-
tovat geometrický obsah obrazů a modelů, vybavovat si představy geometrických objektů
na základě různých podnětů a manipulovat s představami ve své mysli.

Aktivita nazvaná Okem geometra je zaměřena na:

1. rozpoznávánı́ rovinných útvarů a vztahů mezi nimi na základě vizuálnı́ch podnětů,

2. popisovánı́ specifických obrazů, které reprezentujı́ geometrické zákonitosti,

3. vytvářenı́ obrazů využitı́m geometrických poznatků.
1Matematický ústav AV ČR,v.v.i.; roubicek@math.cas.cz
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Jejı́m cı́lem je rozvı́jenı́ geometrické představivosti, a to v rámci klasických tema-
tických celků učiva geometrie ZŠ, jako jsou trojúhelnı́ky, čtyřúhelnı́ky, kruh, shodnost
a podobnost, shodná zobrazenı́, obvod a obsah aj. Žáci se učı́ hodnotit abstraktnı́ ge-
ometrické obrazy z pohledu geometra, nikoliv výtvarnı́ka. Podle typu zadaného úkolu
vystupujı́ bud’v roli návštěvnı́ka výstavy, průvodce v galerii, nebo autora obrazů.

1. Návštěvnı́k: Každý obraz si pozorně prohlédni a napiš, které geometrické objekty nebo
vztahy na něm vidı́š.

2. Průvodce: Vyber si jeden z obrazů a připrav popis obrazu pro návštěvnı́ky výstavy.
Upozorni je na geometrické zajı́mavosti.

3. Autor: Vytvoř vlastnı́ obraz, na kterém můžeš ukázat nějakou geometrickou zákonitost.

Aktivitu Okem geometra je možné zařadit v rámci evokace nebo reflexe geometric-
kého tématu, přı́padně shrnutı́ učiva. Jejı́ součástı́ může být kromě popisovánı́ obrazů,
také tvořenı́ a řešenı́ úloh k těmto obrazům. Pozornost je věnována předevšı́m klasifi-
kaci rovinných útvarů (zvláště mnohoúhelnı́ků), zkoumánı́ jejich vlastnostı́ a objevovánı́
geometrických vztahů.

UKÁZKY GEOMETRICKÝCH OBRAZŮ S POPISY A NÁMĚTY ÚLOH

1. Různé typy trojúhelnı́ků (rovnostranný, rovnoramenný, různostranný, ostroúhlý, pra-
voúhlý, tupoúhlý), shodnost a podobnost trojúhelnı́ků.

(a) Charakterizuj trojúhelnı́ky na obrázku (podle velikosti stran a velikosti vnitřnı́ch
úhlů).

(b) Najdi v obrázku všechny shodné trojúhelnı́ky.

Trojúhelnı́ky

2. Různé typy čtyřúhelnı́ků (rovnoběžnı́ky, lichoběžnı́ky, různoběžnı́ky, nekonvexnı́ čtyř-
úhelnı́k).

Charakterizuj čtyřúhelnı́ky na obrázku.
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Čtyřúhelnı́ky

3. Kruh a jeho části (mezikružı́, výseč, úseč), kružnice opsaná, Thaletova věta, tětivový
čtyřúhelnı́k, různé typy trojúhelnı́ků (rovnostranný, rovnoramenný, různostranný, ost-
roúhlý, pravoúhlý, tupoúhlý), podobnost trojúhelnı́ků.

(a) Urči velikosti vnitřnı́ch úhlů trojúhelnı́ků na obrázku.

(b) Najdi v obrázku všechny podobné trojúhelnı́ky.

Kruh a jeho části

4. Dělenı́ rovnostranného trojúhelnı́ku na stejné části, modely zlomků (polovina, tře-
tina, čtvrtina), různé typy trojúhelnı́ků (rovnostranný, rovnoramenný, různostranný,
ostroúhlý, pravoúhlý, tupoúhlý).

Dělenı́ rovnostranného trojúhelnı́ku

5. Dělenı́ čtverce na stejné části, modely zlomků (polovina, čtvrtina, osmina, třetina,
šestina, devı́tina).
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Urči, jak velká část čtverce je vybarvena žlutě.

Dělenı́ čtverce

6. Pravoúhlé trojúhelnı́ky, Pythagorova věta, pythagorejské trojúhelnı́ky (3-4-5, 6-8-10,
9-12-15, 5-12-13, 8-15-17).

Vypočı́tej obvod a obsah pravoúhlého trojúhelnı́ku.

Pravoúhlé trojúhelnı́ky

7. Čtyřúhelnı́ky (čtverec, obdélnı́k, kosočtverec, kosodélnı́k, rovnoramenný lichoběžnı́k,
pravoúhlý lichoběžnı́k, deltoid), obsah čtyřúhelnı́ku, čtvercová sı́t’.

Porovnej obsahy čtyřúhelnı́ků na obrázku.

8. Dělenı́ trojúhelnı́ku (výška, střednı́ přı́čka), přeměna rovnostranného trojúhelnı́ku na
čtyřúhelnı́k (obdélnı́k, kosodélnı́k, rovnoramenný lichoběžnı́k).

Porovnej obvody trojúhelnı́ků a čtyřúhelnı́ků na obrázku.
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Čtyřúhelnı́ky

Dělenı́ trojúhelnı́ku

9. Teselace

(a) různé typy čtyřúhelnı́ků (čtverec, kosodélnı́k, rovnoramenný lichoběžnı́k), pře-
měna čtverce na kosodélnı́k a lichoběžnı́k,

(b) čtverce, důkaz Pythagorovy věty,

(c) shodná zobrazenı́ v trojúhelnı́kové sı́ti (středová souměrnost, otočenı́, posunutı́).

Teselace

10. Vzorovánı́ – skládánı́ shodných zobrazenı́ (osová souměrnost, středová souměrnost,
otočenı́, posunutı́) ve čtvercové sı́ti.

Urči, pomocı́ kterých sodných zobrazenı́ byl vzor na obrázku vytvořen.

11. Čtvercová sı́t’(10 x 10), hexamina – sı́tě krychle.

Najdi v obrázku sı́tě krychle.

12. Podobnost útvarů, dělenı́ čtverce – úhlopřı́čka a střednı́ přı́čka.

(a) Urči poměr podobnosti největšı́ho a nejmenšı́ho čtverce na obrázku.
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Shodná zobrazenı́

(b) Kolikrát se zmenšil obvod čtverce a kolikrát jeho obsah?

Hexamina Podobnost

Článek byl vypracován s podporou grantu GAČR č. 406/08/0710 a výzkumného zá-
měru AV0Z10190503.
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TVORBA A ŘEŠENÍ GEOMETRICKÝCH
A ALGEBRAICKÝCH ÚLOH V PROSTŘEDÍ

DVOJROZMĚRNÝCH MODELŮ

LUCIE RŮŽIČKOVÁ1

Přı́spěvek vznikl za podpory grantu GAUK 4309/2009/A-PP/PedF.

ÚVOD

V rámci dı́lny byl představen jednoduchý dvojrozměrný model dvou shodných rov-
noramenných pravoúhlých trojúhelnı́ků a jednoho obdélnı́ku vytvořený z kartónového
papı́ru formátu A4 (viz obrázek na dalšı́ stránce) a byly popsány zkušenosti s využitı́m
tohoto modelu při tvorbě a řešenı́ úloh žáky 3. ročnı́ku osmiletého gymnázia. Aktivita
byla realizována ve třech vyučovacı́ch hodinách v průběhu jednoho týdne.

V prvnı́ vyučovacı́ hodině si každý žák vyrobil vlastnı́ model a při společné práci
bylo vyřešeno několik úloh, které zadala vyučujı́cı́. V následujı́cı́ vyučovacı́ hodině
žáci samostatně nebo ve skupinách vytvářeli vlastnı́ úlohy a hledali jejich řešenı́. Ve
třetı́ vyučovacı́ hodině byly některé z vytvořených úloh prezentovány ve třı́dě a byly
diskutovány možnosti jejich řešenı́.

UKÁZKY ÚLOH

Uvedeme několik úloh, které žáci v rámci samostatné práce vytvořili, a řešenı́, která
ke svým úlohám navrhli.

Zadánı́ Žákovská úloha 1

1KMDM PedF UK v Praze, lucie ruzickova@seznam.cz
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Žákovská úloha 2

Žákovská úloha 3

Žákovská úloha 4
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Žákovská úloha 5

ZÁVĚR

Zkušenosti s využitı́m popisovaného modelu v hodinách matematiky ukazujı́, že
uvedený způsob práce nese pro žáky vysoký motivačnı́ náboj, zároveň však klade značné
nároky na jejich porozuměnı́ matematice a schopnost přesného vyjadřovánı́. Vytvořený
materiál je pak pro učitele cenným diagnostickým nástrojem, ale i významným přı́kladem
úloh, které sami žáci pokládajı́ za adekvátnı́ své kognitivnı́ úrovni. Dále je zřejmé, že
tematické zaměřenı́ úloh vytvořených žáky při jejich samostatné práci je do značné mı́ry
ovlivněno úlohami, které učitel prezentuje v úvodnı́ hodině. Daný model je proto při
vhodném pedagogickém vedenı́ možné využı́t jako podnět k samostatné práci žáků v celé
řadě oblastı́ školské matematiky: obsahy a vlastnosti rovinných útvarů, úpravy výrazů
a proměnná v geometrii, Pythagorova věta, iracionálnı́ čı́sla, ale i goniometrické funkce,
shodná a podobná zobrazenı́.
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DIMENSIONS – VYUŽITÍ VIDEOSIMULACÍ
PŘI TVORBĚ GEOMETRICKÝCH POJMŮ

JIŘÍ VANÍČEK1

ABSTRAKT

Workshop představuje originálnı́ francouzské videopořady, které využı́vajı́ možnosti
modelovánı́ pomocı́ počı́tačových technologiı́ k vytvářenı́ mentálnı́ch představ o těžko
uchopitelných matematických pojmech, jako jsou čtyřrozměrný prostor, komplexnı́ ro-
vina, transformace, fraktál, fibrace apod. Videa jsou zpracována tak názorně, že některé
jejich pasáže lze promı́tat i na základnı́ škole. Žáci tak mohou zı́skat vhled do oblastı́
matematiky, ke kterým nebudou mı́t ještě dlouho matematický aparát. Otitulkovaná vi-
dea včetně speciálnı́ho prohlı́žeče jsou doplněna několika interaktivnı́mi modely situacı́,
zobrazovaných ve videu. Tyto modely jsou vytvořené v Cabri 3D a umožňujı́ procvičit
situace z videa, týkajı́cı́ se řezů těles rovinou.

Obrázek 1: Dimensions – 1. dı́l, model stereografické projekce zemského glóbu do roviny
ve videu.

1Pedagogická fakulta Jihočeské univerzity ČB; vanicek@pf.jcu.cz
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ÚVOD

Úloha videa ve výuce se v průběhu let vyvı́jela. Po pokusech použı́t film (např.
v 80. letech filmové smyčky KP-8) se videopořady do školnı́ matematiky dostávaly
sporadicky. Přes náročnost svojı́ výroby přinášely nový přı́stup k výuce matematiky, kdy
učitele nahradilo uzavřené výukové prostředı́, které pasivnı́ho posluchače vedlo s předem
připravenou didaktikou k danému výukovému cı́li.

S nástupem počı́tačů do škol s jejich interaktivitou, možnostmi bleskové zpětné vazby
a modelovánı́ zatlačily video do pozadı́ a zdálo se, že tato forma výukového nástroje je
v matematice na rozdı́l od jiných školnı́ch předmětů, přinášejı́cı́ch např. záběry ze života
nebo hrané situace a přı́běhy, překonána. Grafické možnosti superpočı́tačů simulovat
složité jevy vrátily alespoň v této chvı́li výukové video do vzdělávánı́ matematice. Ne
každý počı́tač dokáže takové simulace v reálném čase zvládnout, navı́c možnost vı́ce
ovlivnit samotné kurikulum svojı́ uzavřenostı́ je pro tvůrce videa i pro učitele zajı́mavá.
Pokud tedy v takovém didakticky a technicky kvalitně zpracovaném pořadu je učitel na
určitou chvı́li vyřazen z pozice hlavnı́ho manažera výuky, je kompenzována nedostatečná
zpětná vazba, jednosměrnost výuky, možnosti aktivnı́ho přı́stupu k vlastnı́mu vzdělávánı́
apod. zážitkem z asistence při objevovánı́ nových poznatků i matematického krásna,
zprostředkovaného kvalitnı́ grafikou.

MATEMATICKÉ KINO

Tento sbornı́k jako přı́lohu obsahuje pod názvem Dimensions sadu devı́ti volně nava-
zujı́cı́ch dı́lů geometrických videosouborů. Délka jednoho dı́lu je cca 13 minut, videa jsou
namluvena anglicky a opatřena českými titulky. Každé z videı́ obsahuje převážně sérii
počı́tačových simulacı́ geometrických objektů s vysokou kvalitou zpracovánı́ a logicky
a didakticky vystavěný scénář. Modely třı́- a čtyřrozměrných těles, souřadných soustav
a geometrických transformacı́ dávajı́ nahlédnout, jak byly v minulosti objevovány cesty
k pochopenı́ čtvrté dimenze, komplexnı́ roviny a objektů, které se v nı́ nacházejı́.

Obsahem workshopu je promı́tánı́ výběru ze čtyř úvodnı́ch kapitol Dimensions,
v nichž je divák postupně veden od dvourozměrného po čtyřrozměrný prostor. V prv-
nı́m dı́lu se seznámı́ s podstatou stereografické projekce na modelu zemského globusu
a mapy Země. V druhém dı́lu je připraven základ pro analogii mezi 3D a 4D prostorem
variacı́ na přı́běh „Flatland“ od Edwina Abbota o dvourozměrných bytostech, žijı́cı́ch
v rovině, a jejich možnostech proniknout svojı́ představivostı́ do třetı́ho rozměru. Nej-
prve metodou pozorovánı́ měnı́cı́ch se řezů pravidelných těles rovinou pozorovatele,
poté metodou stereografické projekce pravidelného tělesa na rovinu pozorovatele trénuje
divákovu představivost.

Tato pasáž 2. sı́lu představuje asi nejpodnětnějšı́ látku pro žáky ZŠ, protože je ještě
plně představitelná v 3D. Aby workshop nebyl pouze sledovánı́m kina, připravili jsme
sadu modelů těles a jejich řezů rovinami v prostředı́ Cabri 3D, které jsou interaktivnı́
a modifikovatelné. Učitel pak může po zhlédnutı́ druhého dı́lu videa dát k procvičenı́ tyto
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Obrázek 2: Série řezů při průchodu tělesa rovinou (nahoře) a model celé situace v Cabri
3D (dole) umožňuje ze sady řezů tipovat, které těleso právě rovinou procházı́. Trénink
geometrické představivosti jako doplněk sledovánı́ videa.

prostorové konstrukce, v nichž žák tipuje, které skryté těleso vytvářı́ tyto řezy. Soubory
s těmito aktivitami jsou také součástı́ přı́lohy tohoto sbornı́ku.

Třetı́ dı́l videa nejprve vysvětluje princip čtvrtého rozměru analogicky k zavedenı́ 3D
v předcházejı́cı́ch dı́lech, poté nechává diváka nahlı́žet na „řezy“ čtyřrozměrných pravi-
delných těles našı́m trojrozměrným prostorem a přidává základnı́ informace o počtech
vrcholů, hran, stěn trojrozměrných stěn, tzv. „buněk“ těchto nadtěles. Čtvrtý dı́l zpro-
středkovává seznámenı́ s těmito tělesy pomocı́ jejich stereografické projekce do našeho
světa. Divák je fascinován nejen grafickou dokonalostı́ videı́ a složitostı́ takových nad-
těles, ale i jejich názvy (analogicky dvanáctistěnu existuje „stodvacetibuněk“ se svými
720 hranami, 120 vrcholy a 120 buňkami), sdělovanými počty prvků těchto těles a dalšı́mi
informacemi.

Obrázek 3: Asi nejjednoduššı́ z čtyřrozměrných těles: stereografický průmět nadkrychle
do 3D dává základnı́ představu o počtech prvků a povaze takového hypertělesa.
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Kapitoly 5–9 stále vycházejı́ z látky vysvětlené v prvnı́ch kapitolách, ovšem velmi
rychle se dostávajı́ k náročným matematickým pasážı́m. Témata dalšı́ch dı́lů jsou kom-
plexnı́ čı́sla a komplexnı́ transformace, fraktály, Hopfovy kružnice, fibrace. Stručný obsah
jednotlivých dı́lů lze v anglickém jazyce nalézt na webu videa Dimensions (viz [1]).

Sledovánı́ tohoto videa přinášı́ oproti standardnı́ výuce výhodu, že i žák, který vůbec
neporozumı́ podstatě probı́raného učiva, si odnese zážitek z matematického krásna a po-
vědomı́ o složitosti světů, které jsou blı́zko nás a o nichž velicı́ matematikové historie
dokázali přemýšlet, i když takové možnosti modelovánı́ jako my neměli. Každý dı́l videa
je jakoby vyprávěn jednı́m z objevitelů na poli matematiky, jehož práce se týkaly objevu,
který je v dı́lu popisován: Hipparchos, Escher, Schläfli, Douady, Hopf atd.

Obrázek 4: Modely Hopfových kružnic v 8. dı́lu stále poskytujı́ nádhernou podı́vanou,
i když jde matematicky o velice obtı́žné téma, v němž je potřeba rozumět komplexnı́m
souřadnicı́m, čtyřrozměrnému prostoru a fibracı́m.

LICENCE

Videopořady Dimensions vytvořili autoři Jos Leys, Étienne Ghys a Aurélien Alvarez
z francouzského Lyonu. Videa jsou vytvořena pod licencı́ Creative Commons, což zna-
mená, že je možné je volně šı́řit nekomerčnı́ formou, je možné měnit obsah s podmı́nkou
uvedenı́ autorů. Pro učitele to znamená, že může zcela volně ve výuce použı́vat videa
nebo jejich části. Soubory s videopořady, které najdete v přı́loze tohoto sbornı́ku, tak
můžete legálně šı́řit mezi ostatnı́ učitele (k čemuž Vás vyzýváme) a použı́vat ve výuce.
Stejně tak můžete použı́vat interaktivnı́ soubory Cabri 3D, které vytvořil autor článku
a jsou k videı́m přiloženy. Vı́ce o licenci Creative Commons na jejı́m webu ([3]).
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[2] Přehled obsahu jednotlivých dı́lů videa Dimensions,
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TROJÚHELNÍKY S CELOČÍSELNÝMI
DÉLKAMI STRAN1

JAROSLAV ZHOUF2

ÚVOD

Cı́lem článku je seznámit čtenáře s několika typy trojúhelnı́ků, jejichž délky stran
jsou celočı́selné. Článek se věnuje čtyřem typům takových trojúhelnı́ků, a to trojúhel-
nı́kům Pythagorejským, Babylónským, Heronovským a trojúhelnı́kům s čı́selně stejným
obsahem a obvodem.

Téma bylo zpracováno pro účely workshopu, zde v tomto článku je pouhý přehled ma-
tematických pojmů a objektů, které si čtenář může do podoby workshopu lehce převést.
Hlavně však je tu série úloh, a v některých přı́padech i odpovědı́ na ně, a záležı́ jen na
přı́padném zájemci, jak si z tohoto souboru úlohy vybere a uspořádá do podoby např.
nějaké vyučovacı́ hodiny nebo pro přı́pad nějaké soutěže.

Tematicky lze článek zařadit do oblasti rekreačnı́ matematiky, avšak z matematického
pohledu ilustruje některé myšlenky a metody použı́vané v kombinatorické geometrii.
Předložené problémy lze řešit experimentovánı́m, ale také přesnými matematickými vý-
počty. V našem přı́padě je velice účinným pomocnı́kem při výpočtech počı́tač a program
Excel. Téma i obtı́žnost problémů jsou takové, že je možné použı́t je při práci se žáky na
všech stupnı́ch škol.

PYTHAGOREJSKÉ TROJÚHELNÍKY

Pythagorejský trojúhelnı́k je pravoúhlý trojúhelnı́k se celočı́selnými délkami stran.
1Přı́spěvek vznikl za podpory grantu GAUK 4309/2009/A-PP/PedF.
2KMDM PedF UK v Praze, jaroslav.zhouf@pedf.cuni.cz
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Nejjednoduššı́ Pythagorejské trojúhelnı́ky majı́ trojice délek stran (3, 4, 5), (5, 12, 13)
a jejich celočı́selné násobky, např. (6, 8, 10), (9, 12, 15), (10, 24, 26) atd. Dalšı́ takové
trojúhelnı́ky se dajı́ hledat např. pomocı́ čtverečkovaného papı́ru.

Pythagorejský trojúhelnı́k je primitivnı́, právě když jeho délky stran tvořı́ trojice
nesoudělných čı́sel.

V minulosti byly hledány vzorce pro určenı́ všech Pythagorejských trojúhelnı́ků. Ko-
řeny takových činnostı́ jsou již v antických úlohách. Pythagorejci pro výpočet stran
a, b, c Pythagorejských trojúhelnı́ků použı́vali vzorce a = 2p + 1, b = 2p2 + 2p,
C = 2p2+2p+1 pro všechna přirozená čı́sla p. Je jednoduché přesvědčit se, že skutečně
pro všechna čı́sla p platı́ a2 + b2 = c2. Těmito vzorci nejsou ale vyjádřeny všechny
Pythagorejské trojice; nenı́ vyjádřena např. trojice (8, 15, 17). Babyloňané uváděli na
hliněných tabulkách vzorce a = k2−1, b = 2k, c = k2+1 pro všechna přirozená čı́sla k.
Opět pro všechna čı́sla k platı́ a2 + b2 = c2. Ani těmito vzorci nejsou vyjádřeny všechny
Pythagorejské trojice; chybı́ např. trojice (5, 12, 13).

Vzorce, kterými jsou vyjádřeny všechny primitivnı́ a ještě mnohé dalšı́ Pythagorejské
trojúhelnı́ky, jsou a = u2−v2, b = 2uv, c = u2+v2, kde u, v jsou všechna přirozená čı́sla
taková, že u > v. I zde platı́ a2 + b2 = c2. Několik takto generovaných Pythagorejských
trojúhelnı́ků je v tabulce 1. Pro vyplňovánı́ tabulky dobře posloužı́ výpočetnı́ technika;
zde byl konkrétně použit MS Excel.

Z mnoha vlastnostı́ Pythagorejských trojúhelnı́ků, které nenı́ těžké dokázat, to jsou
např.:

• vždy aspoň jedna odvěsna má sudou délku,

• vždy aspoň jedna strana má délku dělitelnou pěti.

Vhodnými úlohami, při jejichž řešenı́ lze vhodně použı́t čtverečkovaný papı́r, jsou
např. tyto:

Úloha 1: Zakreslete Pythagorejský trojúhelnı́k do čtverečkované sı́tě tak, aby jeho vr-
choly byly v mřı́žových bodech a aby jeho odvěsny neležely v linkách sı́tě, ale aby
v nich ležela přepona.

Řešenı́ Lze to provést jen s Pythagorejskými trojúhelnı́ky odvozenými ze stejného primi-
tivnı́ho trojúhelnı́ku (je to postup jako při odvozovánı́ Euklidovy věty o výšce). Např.
(9, 12, 15) + (12, 16, 20) = (15, 20, 25), (18, 24, 30) + (24, 32, 40) = (30, 40, 50),
(25, 60, 65) + (60, 144, 156) = (65, 156, 169).

Úloha 2: Zakreslete Pythagorejský trojúhelnı́k do čtverečkované sı́tě tak, aby jeho vr-
choly byly v mřı́žových bodech a aby ani jeho odvěsny ani přepona neležely v linkách
sı́tě.
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Tabulka 1: Pythagorejské trojúhelnı́ky

Řešenı́: Např. (15, 36, 39) + (20, 48, 52) + (33, 56, 65) = (39, 52, 65), (15, 20, 25) +
+(36, 48, 60) + (33, 56, 65) = (39, 52, 65)

BABYLÓNSKÉ TROJÚHELNÍKY

Babylónský trojúhelnı́k je trojúhelnı́k s celočı́selnými délkami stran a, b, c, pro něž
platı́ a2 + b2 = 2c2. Jinými slovy, délka c je kvadratickým průměrem délek a, b. Kořeny
těchto trojúhelnı́ků jsou v mnoha antických úlohách, proto nesou takový název.

Jedna z těch antických úloh znı́: Je dán lichoběžnı́k se základnami délek a, b. Najděte
délku c přı́čky lichoběžnı́ku, aby oba vzniklé lichoběžnı́ky měly stejný obsah.

Jak vypadajı́ některé konkrétnı́ Babylónské trojúhelnı́ky? Určitě to jsou všechny
rovnostranné trojúhelnı́ky s celočı́selnými délkami stran.

Jak se dajı́ hledat dalšı́? Je to možné např. tak, že si definičnı́ vzorec pro Babylónské
trojúhelnı́ky napı́šeme ve tvaru a2 − c2 = b2 − c2 a použijeme posloupnost druhých
mocnin přirozených čı́sel a jejich rozdı́ly:

Odsud je možné vyčı́st, že Babylónské jsou např. trojice (1, 7, 5), (2, 14, 10), nebo
při delšı́ posloupnosti druhých mocnin také trojice (7, 13, 17), (14, 34, 26) atd. Zde na-
stává ale komplikace v tom, že trojice (1, 7, 5), (2, 14, 10) a mnohé dalšı́ sice splňujı́
definičnı́ rovnost, nejsou však stranami trojúhelnı́ků, nebot’ nesplňujı́ trojúhelnı́kovou
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nerovnost. V takovém přı́padě budeme rozlišovat terminologii; budeme rozlišovat pojmy
Babylónské trojúhelnı́ky a pouze jen Babylónské trojice.

Úloha 3: Nakreslete trojúhelnı́ky (7, 13, 17), (14, 34, 26) do čtverečkované sı́tě tak, aby
měly vrcholy v mřı́žových bodech.

HERONOVSKÉ TROJÚHELNÍKY

Heronovské trojúhelnı́ky jsou trojúhelnı́ky s celočı́selnými délkami stran a, b, c
a s celočı́selným obsahem.

Opět se můžeme ptát, zda některé takové trojúhelnı́ky známe. Vzpomeneme-li na
vlastnost Pythagorejských trojúhelnı́ků, a sice na to, že aspoň jedna odvěsna každého
Pythagorejského trojúhelnı́ku má sudou délku, vidı́me, že obsah Pythagorejských trojú-
helnı́ků je vždy celočı́selný.

Proto platı́ tvrzenı́: Každý Pythagorejský trojúhelnı́k je Heronovský. Obrácené tvrzenı́
však neplatı́, jak se můžeme přesvědčit u dalšı́ch uvedených přı́kladů Heronovských
trojúhelnı́ků.

Dalšı́ Heronovské trojúhelnı́ky mohou vznikat přikládánı́m odvěsen k sobě dvou Py-
thagorejských trojúhelnı́ků, např. (3, 4, 5) + (3, 4, 5) = (5, 5, 6), (3, 4, 5) + (3, 4, 5) =
= (5, 5, 8), (5, 12, 13)+(5, 12, 13) = (10, 13, 13), (20, 60, 65)+(15, 20, 25) = (25, 60, 65).

Jsou ještě jiné Heronovské trojúhelnı́ky, které nevznikajı́ skládánı́m Pythagorejských
trojúhelnı́ků? Zde je možné opět využı́t výpočetnı́ techniku a zkoušet libovolné trojice
přirozených čı́sel splňujı́cı́ trojúhelnı́kovou nerovnost a dávajı́cı́ celočı́selnou hodnotu
obsahu, který může být počı́tán např. pomocı́ Heronova vzorce

S =
1
16

√
(a+ b+ c) (a+ b− c) (a− b+ c) (−a+ b+ c)

Tak zı́skáme trojúhelnı́ky (4, 13, 15), (13, 14, 15), (9, 10, 17) atd.

Úloha 4: Nakreslete výše uvedené trojúhelnı́ky do čtverečkované sı́tě tak, aby měly
vr-choly v mřı́žových bodech.

TROJÚHELNÍKY SE STEJNÝM OBSAHEM A OBVODEM

Jde o trojúhelnı́ky, jež majı́ celočı́selné délky stran a majı́ čı́selně stejný obsah i obvod.
Řešenı́ této úlohy je v článku [1]. Tam je ukázáno, že existuje jen pět takových trojúhel-
nı́ků; jsou zde na obr. 1. Majı́ celočı́selný obsah, jsou to tedy Heronovské trojúhelnı́ky,
dva z nich jsou navı́c i Pythagorejské.

Již jen pro zajı́mavost uved’me všechny trojúhelnı́ky s celočı́selnými délkami stran
a ob-sahem čı́selně dvojnásobným, než je obvod (viz [1]): (18, 289, 305), (19, 153, 170),
(21, 85, 104), (25, 51, 74), (33, 34, 65), (11, 90, 97), (12, 50, 58), (14, 30, 40), (15, 26, 37),
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Obrázek 1: Trojúhelnı́ky se stejným obsahem i obvodem

(18, 20, 34), (9, 75, 78), (10, 35, 39), (11, 25, 30), (15, 15, 24), (13, 14, 15), (9, 40, 41),
(10, 24, 26), (12, 16, 20).

A ještě dodejme, že existuje jediný trojúhelnı́k s celočı́selnými délkami stran, který
má čı́selně polovičnı́ obsah než obvod, a sice trojúhelnı́k (3, 4, 5).

ZÁVĚR

Článek přinášı́ informace o zajı́mavých trojúhelnı́cı́ch. Téma je vhodné do běžných
hodin matematiky i do nějakého matematického kroužku.

Podstatné ve využitelnosti této tematiky je propojenı́ matematiky a výpočetnı́ tech-
niky. Ukazuje se, že „ručnı́“ řešenı́ problémů je náročné, že počı́tač práci usnadnı́. A právě
to může být na předložené tematice pro žáky atraktivnı́.
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Dalšı́ přı́spěvky

PORTFOLIO POMŮCEK PRO ŽÁKY S
PORUCHAMI UČENÍ V MATEMATICE

RŮŽENA BLAŽKOVÁ1

Úspěšnost dětı́ v matematice úzce souvisı́, mimo jiné, se správným vytvářenı́m ma-
tematických pojmů a pochopenı́m operacı́ v jednotlivých čı́selných oborech. V prvnı́m
seznámenı́ se dětı́ s matematickými pojmy se pracuje v oblasti čı́sel přirozených a ele-
mentárnı́ch geometrických útvarů a na jejich základě se pak vytvářejı́ dalšı́, složitějšı́
a abstraktnějšı́ matematické pojmy. Mechanismus poznávacı́ho procesu je výstižně for-
mulován v publikaci [2] (s. 27) a proces vytvářenı́ pojmů pak v publikaci [3] (s. 28).
Zjednodušeně řečeno, jde o proces vycházejı́cı́ z motivace, zı́skávánı́ zkušenostı́ pro-
střednictvı́m konkrétnı́ch modelů po vytvářenı́ abstraktnı́ch představ. Z hlediska výuky
jsou pak účinnějšı́ konstruktivistické výukové postupy než přı́stupy instruktivnı́. Přitom
je třeba respektovat zvláštnost matematiky v tom smyslu, že zvládnutı́ prvků vyššı́ úrovně
vyžaduje dobré zvládnutı́ prvků úrovně nižšı́.

Přı́činy problémů dětı́ se specifickými poruchami učenı́ v matematice můžeme stručně
shrnout do třech oblastı́ (bez nároku na úplnost):

1. Přı́činy souvisejı́cı́ s matematikou jako výukovým předmětem: Nepochopenı́ základ-
nı́ch a dalšı́ch matematických pojmů, neporozuměnı́ operacı́m, nezvládnutı́ jakékoliv
matematické činnosti.

2. Přı́činy souvisejı́cı́ s výukou matematiky: Nepostačujı́cı́ motivace k učenı́, učenı́ opı́-
rajı́cı́ se převážně o pamět’, neadekvátnı́ výukový styl právě pro toto dı́tě, formalismus
při výuce, málo empatický učitel.

3. Přı́činy souvisejı́cı́ s osobnostı́ dı́těte: Nerovnoměrný vývoj (nedozrálost k určitému
matematickému učivu), problémy s koncentracı́, problémy v komunikaci, špatná pa-
mět’, nedostatek představivosti, nezájem o matematiku, neochota k jakékoliv myšlen-
kové činnosti, nedůvěra ve vlastnı́ schopnosti, psychické bariéry.

Při práci s dětmi, které majı́ problémy v matematice (způsobené nejrůznějšı́mi přı́či-
nami), jsme se snažili hledat takové výukové postupy, které by je oslovily a mobilizovaly

1Pedagogická fakulta MUNI; 310@mail.muni.cz
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jejich myšlenkovou činnost. V rámci individualizované výuky jsme využı́vali jednodu-
chých pomůcek, ze kterých pak bylo vytvořeno portfolio pro každého žáka. Osvědčilo
se, když se na zhotovovánı́ pomůcek podı́leli i sami žáci. Finančnı́ náročnost pomůcek
je minimálnı́. S pomůckami pak žáci pracovali podle svých potřeb – pokud si nebyli jisti
nebo pokud potřebovali konkretizaci. Ukázalo se jako přı́nosné respektovánı́ multisen-
zoriálnı́ho přı́stupu k budovánı́ jednotlivých pojmů, nebot’při zapojenı́ co nejvı́ce smyslů
se u jednotlivých žáků se vždy alespoň jeden uplatnil jako nosný.

Soubor některých pomůcek:

1. Pomůcky vhodné k vyvozenı́ pojmu přirozeného čı́sla a k vyvozovánı́ operacı́ s při-
rozenými čı́sly: konkrétnı́ předměty – menšı́ hračky (auta, panenky) oblázky, krychle,
uzávěry od PET lahvı́ – různých barev a velikostı́, většı́ knoflı́ky apod.

2. Pomůcky vhodné k chápánı́ pozičnı́ desı́tkové soustavy – svazky brček po deseti,
kartičky, modely peněz. Kartičky znázorňujı́cı́ jednak čı́sla do dvaceti a dále kartičky
s jednotlivými řády, např.

50 400 7 000 60 000 300 000 8 000 000 20 000 000

Při pokládánı́ kartiček na sebe majı́ žáci lepšı́ představu čı́sla, nebot’neustále pracujı́
se všemi řády (které jsou na dolnı́ kartičce).

3. Počitadla (dvacı́tkové, stovkové, řádové).

4. Stovková tabule.

5. Řádové tabulky k zápisu a čtenı́ čı́sel.

6. Mřı́žky k převodu jednotek měr, modely hodin a různých měřidel.

7. Papı́rové deskové hry – loto, domino, pexeso, bingo, apod. (k procvičovánı́ a upevňo-
vánı́ operacı́ s čı́sly).

8. Modely zlomku jako části celku (zejména model obdélnı́kový a kruhový, ale i jiné).

9. Špejle různé délky a různých barev k modelovánı́ úseček (porovnávánı́ úseček, troj-
úhelnı́ková nerovnost apod.).

10. Modely rovinných geometrických útvarů z barevného papı́ru nebo fólie (trojúhelnı́ky,
čtverce, obdélnı́ky, kruhy).

11. Sı́tě těles zhotovené z běžně použı́vaných krabiček (od čajů, zubnı́ch past, tyčinek
apod.).

12. Sada „kostek“ pro hru Člověče nezlob se.
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13. Soubory těles (kvádr, krychle, hranol, válec, jehlan, kužel, koule).

14. Krabičky a lahve od nápojů různých objemů.

15. Modely jednotek délky a jednotek obsahu (1 dm2, 1 cm2, 1 mm2).

I když tyto pomůcky jsou na školách k dispozici jako demonstračnı́, je velmi vhodné,
majı́-li je žáci k dispozici každý sám a majı́ možnost je ve vhodném okamžiku použı́t.

Přı́spěvek byl zpracován v rámci výzkumného záměru Specifické potřeby žáků v kon-
textu Rámcového vzdělávacı́ho programu pro základnı́ vzdělávánı́ č. VZ MSM 0021622443.
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EXCEL POMOCNÍKEM

EVA BLAŽKOVÁ, RADEK TRČA1

ÚVOD

Při výuce základů vyššı́ matematiky ve studijnı́ch oborech, v nichž matematika je
pouze pomocnou disciplı́nou, se u studentů běžně setkáváme s formálnı́m či operacio-
nalistickým přı́stupem. Studenti se sice naučı́ přı́slušné vzorce, např. vědı́, že derivace
funkce x2 je 2x nebo integrál funkce cosx je sinx, hlubšı́ matematické porozuměnı́
však chybı́. Podstata operacı́ a pojmů je překryta definicemi a složitými matematickými
důkazy. Je proto žádoucı́ ilustrovat přı́slušné definice, pojmy a vzorce na numerických
přı́kladech. Vedle analytických formulı́ se též setkávajı́ s přı́pady, že empiricky zı́skaná

1Gymnázium, Jı́rovcova 8, České Budějovice VŠTE, Okružnı́ 10, České Budějovice
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funkce je dána pouze v diskrétnı́ch bodech, nebo přı́slušná operace nemá řešenı́ v analy-
tickém tvaru. Zde se bez numerických technik neobejdeme.

Program, který k tomuto účelu dlouhodobě využı́váme, je MS Excel. Jeho ovládánı́ je
relativně jednoduché a studentům dobře známé z nejrůznějšı́ch výuk informatiky, žáci se
v něm učı́ pracovat již od druhého stupně základnı́ školy. Navı́c je zcela běžnou součástı́
programového vybavenı́ škol. Lze v něm snadno naprogramovat jednoduché aplikace
s numerickými i grafickými výstupy, lze s nı́m provádět součty řad, provádět výpočty
derivacı́ a integrálů, popř. řešit i diferenciálnı́ rovnice. Tabulkový přı́stup do značné mı́ry
koresponduje s ručnı́m zpracovánı́m problému. Nezakrývá se tı́m numerická podstata
řešenı́ jako je tomu u sofistikovaných programů typu MATLAB nebo Maple, které fungujı́
na principu „černé skřı́ňky“. Využı́vánı́ počı́tačového programu studenty aktivuje a může
v nich probudit zájem o danou problematiku.

Na následujı́cı́ch obrázcı́ch budeme ilustrovat některé přı́klady využı́vajı́cı́ program
Excel. Některé z uváděných úloh byly řešeny studenty na gymnáziu Jı́rovcova, v Českých
Budějovicı́ch. Přı́klady lze využı́t nejen ve výuce vybraných partiı́ matematiky, ale i –
jak tomu bylo v tomto přı́padě – při výuce Excelu. Přı́klady řešené v Excelu jsou rovněž
dobrým námětem pro matematické praktikum.

LIMITA

Vynecháme přı́pady spojitosti, kdy limitu zı́skáme prostým dosazenı́m. Intuitivně
studenti limitu správně chápou jako hodnotu, k nı́ž se hodnota nějaké proměnné veličiny
neomezeně blı́žı́. Při numerickém řešenı́ máme možnost plně uplatnit intuitivnı́ chápánı́
tohoto pojmu. Uvažujme limitu

lim
x→1

x5 − 2x+ 1
x3 − 5x2 + 4

Jejı́ přesnou hodnotu (−37) dostaneme pracným dělenı́m čitatele i jmenovatele členem
x − 1 nebo sofistikovaným L’Hospitalovým pravidlem. Při numerickém řešenı́ na tyto
problémy nenarazı́me.

Přı́klad demonstrujeme v excelovském listu s využitı́m klasických tabulek, na jejich
základě odhadneme velikost limity (Tab. 1). Studenti, kteřı́ ovládajı́ základy VB, mohou
vyplnit tabulky prostřednictvı́m krátkých makropřı́kazů.

DERIVACE

Numerický přı́stup k pojmu derivace umožňuje studentům uvědomit si, že jde o li-
mitnı́ hodnotu podı́lu „dostatečně“ malých přı́růstků funkce a nezávisle proměnné. Pojem
„infinitezimálně“ malých veličin působil v matematice dlouho problémy a byl uspoko-
jivě vyřešen až v 19. stoletı́ (Cauchy, Weirstrass). Studenty v průběhu numerického
experimentovánı́ upozornı́me, aby si povšimli, že pro dostatečně malé změny nezávisle
proměnné se podı́l přı́růstků funkce a nezávisle proměnné stává (téměř) konstantnı́m.
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x f(x) 0,9 -0,308556701
0,99 -0,415621285

0,999 -0,427266422
0,9999 -0,428440827
0,99999 -0,428558367

0,999999 -0,428570122
0,9999999 -0,428571298
0,99999999 -0,42857141

0,999999999 -0,428571392
0,9999999999 -0,428571429

1 nelze
1,000000001 -0,428571429
1,00000001 -0,428571441
1,0000001 -0,428571559
1,000001 -0,428572735
1,00001 -0,42858449
1,0001 -0,428702052
1,001 -0,429878668
1,01 -0,441744898
1,1 -0,570945758

Tabulka 1: Velikost limity

x f(x) dx f’(x) f’(x) f’(x) f”(x) f”(x) f”(x)
Střed Dopředná Zpětná Střed Dopředná Zpětná

-50 2500 1
-49 2401 -98 -99 -97
-48 2304 -96 -97 -95 2 2 2
-47 2209 -94 -95 -93 2 2 2
-46 2116 -92 -93 -91 2 2 2
-45 2025 -90 -91 -89 2 2 2

Tabulka 2: Ilustrace zpracovánı́ v Excelu (celý výpis tabulky neuvádı́me.)

Tento poznatek se poté doplnı́ klasickou představou sečny křivky přecházejı́cı́ v jejı́
tečnu nebo – ve fyzice – průměrné rychlosti přecházejı́cı́ v rychlost okamžitou.

Diference funkcı́ nebo diskrétnı́ch hodnot mohou být zapsány pomocı́ diferenčnı́ch
tabulek. Nejpoužı́vanějšı́ a nejpřesnějšı́ jsou výrazy se středovými diferencemi. Dopředné
a zpětné diference se použı́vajı́ výjimečně, studenty s nimi však seznámit můžeme.
Obecný vztah pro odhad prvnı́ derivace dy

dx ≈
y2−y1
x2−x1 je stejný pro dopřednou, zpětnou

i středovou diferenci, rozdı́l mezi nimi je ve výběru hodnoty x, ve které se derivace
počı́tá.

Možné zpracovánı́ v Excelu si ilustrujme (Tab.2) na přı́kladu funkce y = x2 a jejı́ch
diferencı́ch.
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Obrázek 1: Limita

INTEGRACE

I v tomto přı́padě Excel prostřednictvı́m numerických výpočtů a grafických výstupů
umožňuje definici integrálu naplnit konkrétnı́m obsahem. Realizace numerických al-
goritmů prohlubuje pochopenı́ vztahu mezi určitým a neurčitým integrálem a rovněž
ukazuje, že pojem integrálu nenı́ závislý na analytických vyjádřenı́ch. K jednotlivým
analytickým vzorcům, přı́padně k jejich odvozenı́, je vhodné přistoupit až po úvodnı́m
numerickém experimentu. Eliminuje se tı́m riziko, že studenti se budou „biflovat“ vzo-
rečky bez pochopenı́ jejich obsahu.

Jako přı́klad si uvedeme numerickou integraci f(x) = x2. Prostřednictvı́m klasické
excelovské tabulky se zvoleným krokem ∆x spočı́táme obdélnı́kovou metodou hornı́
a dolnı́ odhady integrálnı́ch součtů, poté použijeme metodu lichoběžnı́kovou. V dalšı́ch
krocı́ch provádı́me zjemněnı́ kroku ∆x. Z tabulek a grafů je patrné, jak se dı́lčı́ součty
blı́žı́ k výsledku F (x) = 1

3x
3. Žáci, kteřı́ umı́ pracovat s VB, mohou pro vyplňovánı́

tabulek napsat krátkou proceduru.
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Obrázek 2: Graf derivace funkce , počı́taný pomocı́ diference dopředné, zpětné a středové

Obrázek 3: Numerická integrace v listu MS Excel
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ŽÁKOVSKÁ TVORBA ÚLOH NA DANÉ
TÉMA (PROSTŘEDÍ SUPERMARKETU)

JIŘÍ BUREŠ, HANA NOVÁKOVÁ1

ÚVOD

V letech 2006–2009 probı́hal ve spolupráci Pedagogické fakulty Univerzity Karlovy
v Praze a Université Bordeaux 2 výzkum zaměřený na matematickou kulturu žáků.
V každém roce proběhlo vždy několik na sebe navazujı́cı́ch etap výzkumu, které byly
založeny na různých způsobech práce se slovnı́mi úlohami. (viz např. Bureš, Hrabáková,
2008; Novotná, 2009) V tomto přı́spěvku se zaměřı́me na jednu z etap tohoto výzkumu,
která byla realizována na konci školnı́ho roku 2008/2009 na Gymnáziu Jana Nerudy
v Praze a byla založena na žákovské tvorbě slovnı́ch úloh. Nebudeme popisovat tuto
etapu z výzkumného hlediska, zaměřı́me se na ni jako na aktivitu, kterou lze použı́t ve
třı́dě při práci se slovnı́mi úlohami.

V rámci výzkumu předcházelo této etapě několik dalšı́ch aktivit – hodnocenı́ úloh na
základě daných kritériı́ (délka zadánı́, srozumitelnost, apod.), tvorba slovnı́ch úloh, které
lze řešit zcela stejně jako danou úlohu, přiřazovánı́ slovnı́ch úloh k typovým úlohám na
základě způsobu řešenı́ a hledánı́ podobnostı́ mezi slovnı́mi úlohami. Etapa založená na
žákovské tvorbě slovnı́ch úloh na dané téma sloužila nejen jako shrnutı́ dosavadnı́ práce,
ale měla i dalšı́ cı́le: opakovánı́ a procvičenı́ metod řešenı́ slovnı́ch úloh, hledánı́ shod-
ných a rozdı́lných znaků v postupech řešenı́ slovnı́ch úloh, analyzovánı́ zadánı́ slovnı́ch
úloh, rozvı́jenı́ schopnosti správně formulovat matematický problém, spolupracovat ve
skupinách a prezentovat vlastnı́ názor.

POPIS ETAPY

Etapa proběhla ve 2. ročnı́ku šestiletého gymnázia (8. ročnı́k ZŠ) během 3 vyučova-
cı́ch hodin (1. hodina – tvorba slovnı́ch úloh, 2. hodina – porovnávánı́ vytvořených úloh,
3. hodina – prezentace vytvořených úloh). Během 1. hodiny žáci vytvářeli ve skupinách

1Pedagogická fakulta Univerzity Karlovy v Praze, buresjirik@seznam.cz, hanka.hrabakova@centrum.cz
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(3–5 žáků ve skupině) slovnı́ úlohy z prostředı́ supermarketu. Každá skupina mohla vy-
tvořit libovolné množstvı́ slovnı́ch úloh, ale na konci hodiny odevzdávala pouze jednu
úlohu včetně úplného řešenı́. V této fázi aktivity žáci nevěděli, jak budou vytvořené úlohy
využı́vat v dalšı́ch fázı́ch. Bylo odevzdáno celkem devět slovnı́ch úloh, které učitel sepsal
a zadal žákům k vyřešenı́ jako domácı́ úkol. Ze strany učitele nedošlo k žádným zásahům
do zadánı́ úloh, ani k jejich hodnocenı́. Vytvořené úlohy se týkaly nejčastěji různého
zbožı́ v supermarketu a jejich matematický model byl nejčastěji založen na dělenı́ celku
na nestejné části.

2. hodina proběhla s odstupem jednoho týdne, aby žáci stihli vyřešit všechny vy-
tvořené slovnı́ úlohy. Během této hodiny pracovali opět ve skupinách. Jejich cı́lem bylo
porovnat vytvořené úlohy a hledat mezi nimi podobnosti. Účelem bylo rozhodnout, zda
úloha, kterou skupina vytvořila, může svým způsobem řešenı́ pomoci k vyřešenı́ nějaké
jiné vytvořené úlohy (např. pokud je možné řešit dvě úlohy pomocı́ trojčlenky, může
způsob řešenı́ jedné úlohy pomoci k řešenı́ té druhé). Učitel do jejich diskuze nijak ne-
zasahoval. Pokud se skupina rozhodla, že úloha, kterou vytvořili, může pomoci k řešenı́
nějaké dalšı́, měla možnost tuto svoji úlohu nahradit jinou, o které se domnı́vala, že
nemůže pomoci k řešenı́ žádné jiné úlohy (ze skupiny původně vytvořených úloh).

Z původnı́ch devı́ti úloh byly nahrazeny celkem čtyři. Ke každé nově vytvořené
úloze skupina napsala důvod, proč nahradila původnı́ úlohu. Nově vzniklé úlohy byly
bud’úlohy o pohybu nebo úlohy řešitelné pomocı́ Pythagorovy věty.

Během 3. hodiny prezentovali žáci své úlohy vytvořené během obou předchozı́ch
fázı́. Účelem bylo zdůvodnit, proč jejich úloha (původnı́ nebo nahrazená) nepomůže
k řešenı́ žádné jiné úlohy z původně vytvořené skupiny. U každé úlohy potom probı́hala
diskuze o správnosti zdůvodněnı́ a přı́padného nahrazenı́. U většiny úloh bylo správným
způsobem popsáno, jaký je postup řešenı́ a proč úloha (ne)pomůže k řešenı́ jiné úlohy.

UKÁZKA ÚLOH

Na ukázku uvádı́me jednu vytvořenou úlohu, která byla v dalšı́ fázi nahrazena jinou.
Skupina původně vytvořila následujı́cı́ úlohu:

Tři prodavačky, které pracujı́ osm hodin denně, dostanou za 14 dnı́ dohromady 50 400 Kč.
Kolik dostane za stejnou dobu pět prodavaček, které pracujı́ pět hodin denně a majı́ navı́c
20 % prémie?

Při porovnávánı́ úloh si žáci všimli, že jejich úloha se počı́tá stejným způsobem jako
jiná úloha (pomocı́ rovnice a trojčlenky). Tuto úlohu pak nahradili jinou úlohou, která
byla řešitelná pomocı́ Pythagorovy věty:

V obchodnı́m centru Billa prodávajı́ ananasy, banány a citrony ve třech oddělených regá-
lech. Ananasy jsou umı́stěny přesně v rohu obchodu. Banány jsou od ananasů vzdáleny
přesně 4 metry a citróny 3 metry. Jak dlouhá je vzdušná čára mezi citróny a banány za
předpokladu, že spolu tyto regály svı́rajı́ pravý úhel u regálu s ananasy?
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ZÁVĚR

Vytvořené úlohy byly většinou správně a jednoznačně formulované. Žáci odhalili
většinu podobnostı́ úloh podstatných pro jejich porovnánı́ z hlediska způsobu řešenı́.
Určitý vliv na dobrou kvalitu práce mohly mı́t jejich zkušenosti z práce se slovnı́mi
úlohami zı́skané během předchozı́ch etap, přı́padně i fakt, že se jednalo o výběrovou
třı́du nižšı́ho gymnázia. Pokud by se ve vytvořených úlohách objevilo vı́ce nedostatků
a sporných bodů, došlo by k pestřejšı́ (z určitého pohledu i zajı́mavějšı́) diskuzi nad
vytvořenými úlohami a jejich postupem řešenı́.

Podle našeho názoru je aktivita vhodná při opakovánı́ a shrnutı́ práce se slovnı́mi
úlohami, zejména ve fázi, kdy majı́ žáci za sebou vı́ce typů slovnı́ch úloh s různými
způsoby řešenı́. Přı́stup ke slovnı́m úlohám použitý v této aktivitě umožňuje hledánı́ po-
dobnostı́ mezi slovnı́mi úlohami, zejména pak porovnávánı́ způsobu řešenı́ jednotlivých
úloh. Tvorba slovnı́ch úloh může napomoci k rozvoji schopnosti analyzovat zadánı́ slov-
nı́ch úloh, zejména pak k uvědoměnı́ si souvislostı́ mezi jednotlivými údaji uvedenými
v zadánı́. Jako obecně přı́nosná může být považována přı́ležitost k práci ve skupinách,
prezentaci vlastnı́ch názorů a myšlenek, možnosti správně a věcně argumentovat.
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GEOMETRICKÉ ÚLOHY ŘEŠITELNÉ BEZ
ALGEBRAICKÉHO VÝPOČTU

BARBORA DIVIŠOVÁ1

Při své učitelské práci jsem si všimla, že většina mých žáků přehlı́žı́ či vůbec nevidı́
jednoduchá řešenı́ některých geometrických úloh, a to i v přı́padě, že je na přı́padné řešenı́
navádı́ již obrázek, pomocı́ něhož je úloha zadána. Žáci velmi často nejsou schopni vidět
informace, které obrázek poskytuje; nemajı́ patřičný vhled. To je jistě dáno i tı́m, že
se často s podobnými úlohami nesetkávajı́. Většina úloh, které jsou jim předkládány,
se vážı́ k probı́ranému učivu. Potřebujı́ znát jen vzorce a poučky, které si pamatujı́
z poslednı́ch hodin, popřı́padě vzorce, o kterých jsme jim my učitelé řekli v průběhu
studia, že jsou pro jejich dalšı́ vzdělávánı́ nezbytné. Tato skutečnost je velmi zřetelná
v geometrických úlohách. Napřı́klad jen proto, že jsem žáky naučila množstvı́ vzorců
a pouček pro pravoúhlý trojúhelnı́k, většina z nich považuje některé geometrické úlohy
s obecným trojúhelnı́kem za neřešitelné, nebo se v nich pokoušı́ pravoúhlý trojúhelnı́k
nalézt s představou, že pak již jejich snaha povede ke správnému výsledku. Ve většině
přı́padů je ani nenapadne, že by mohlo být řešenı́ mnohem jednoduššı́, a leckdy i viditelné
na prvnı́ pohled. Bohužel je často problém v tom, jak se správně na úlohu podı́vat.
Schopnost správně se podı́vat na geometrickou úlohu někteřı́ autoři nazývajı́ uměnı́m
vidět v geometrii (Kuřina, 2006) nebo v zahraničı́ geometric eye – geometrické oko
(Fujita, Jones, 2002).

ÚLOHY EFEKTIVNĚ ŘEŠITELNÉ BEZ ALGEBRAICKÉHO VÝPOČTU2

Mezi takové lze zařadit ty, jež jsou algebraicky řešitelné jen velmi obtı́žně, anebo
jsou dokonce algebraicky zcela neřešitelné, jsou však naopak velmi dobře řešitelné geo-
metricky. Přesněji pod úlohou efektivně řešitelnou bez algebraického výpočtu rozumı́m
takovou úlohu, které splňuje následujı́cı́ požadavky:

1. Je zadána pomocı́ obrázku nebo slovně tak, aby bylo možné jejı́ zadánı́ jednoduše do
podoby obrázku přeformulovat.

2. Má vždy uvedené (známé) některé parametry, at’už čı́selně nebo obecně, či je zadána
tak, aby budila dojem, že se tyto parametry dajı́ odvodit.3

3. Měla by se ptát po čı́selném, popřı́padě obecném vyjádřenı́ hledané hodnoty (délce,
obvodu, obsahu atd.).
1doktorandka KMDM PedF UK v Praze, divisova.barbora@post.cz
2V literatuře se mi nepodařilo pro podobné úlohy najı́t žádný výstižný název, budu proto užı́vat pracovnı́ název úlohy

efektivně řešitelné bez výpočtu.
3Je napřı́klad zadána na čtverečkovaném nebo milimetrovém papı́ře.
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4. Je vždy řešitelná strategiı́, která nevycházı́ z algebraického řešenı́.4

Některé takové úlohy představı́m v textu spolu s různými strategiemi řešenı́ žáků
z šesté třı́dy základnı́ školy a prvnı́ho ročnı́ku střednı́ školy.

ÚLOHY

Úloha 1: Kolem bazénu s rozměry 25 m a 12 m je pás trávy široký po stranách obdélnı́ka
4,5 m (viz obr. 1). Vypočı́tejte obsah travnaté plochy.

Na prvnı́ pohled se může zdát, že tato úloha

Obr. 1

je vı́ce algebraická než geometrická. Ale strate-
gie řešenı́ žáků ukazujı́ něco jiného. Za geomet-
rické řešenı́ považuji takový přı́stup žáků, kdy si
sami uvědomı́ přı́tomnost dvou obdélnı́ků (vel-
kého a malého) a faktu, že plocha trávnı́ku je
ve skutečnosti doplněk malého obdélnı́ka do ob-
délnı́ka velkého. Takto smýšlejı́cı́ žáci tedy ihned
odečetli obsah malého obdélnı́ka od velkého a do-
šli ke správnému řešenı́. V jiném přı́padě žáci

rozdělili travnatou plochu kolem bazénu na 4 obdélnı́ky (popřı́padě 4 čtverce a 4 obdél-
nı́ky) a počı́tali jednotlivé obsahy zvlášt’. Někteřı́ z nich si přitom uvědomovali shodnost
některých jednotlivých částı́, jinı́ ne.

Nejedná se ale o úlohu s přı́liš širokým spektrem způsobů řešenı́. Navı́c se podobné
úlohy objevujı́ i v řadě učebnic, a tak ne vždy je možné považovat odčı́tánı́ obsahů
obdélnı́ků za geometrický vhled. Někdy se jedná pouze o nacvičený způsob řešenı́. Vı́ce
vyžaduje geometrický vhled následujı́cı́ úloha.
Úloha 2: V kružnici je dán obdélnı́k SABC (viz obr. 2). Určete velikost úsečky AC,
jsou-li dány velikosti SA a AD. Své řešenı́ zdůvodněte.

Obr. 2
4Samozřejmě může mı́t i jiná možná řešenı́, ale ta by měla být komplikovanějšı́ či zdlouhavějšı́ a nemusı́ být v rozsahu učiva

patřičného věku žáků a studentů.
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U této úlohy někteřı́ žáci nezpozorovali, že hledaná úsečka je ve skutečnosti úhlopřı́č-
kou obdélnı́ka, tj. neměli vhled do úlohy. Objevilo se vı́ce nesprávných způsobů řešenı́
jako dokreslovánı́ středově souměrných obrazců do zadané kružnice nebo vypočı́távanı́
délek různých úseček pomocı́ zvolených parametrů. Objevila se i řada žáků, kteřı́ si
uvědomili, že jediný pravoúhlý trojúhelnı́k s délkou odvěsny 3 a s celočı́selnými dél-
kami stran (které předpokládali) je trojúhelnı́k s poměrem délek stran 3:4:5, proto napsali
správné řešenı́ 5, které je však založené na jejich vlastnı́m předpokladu. Tato úloha se mi
velice osvědčila při hodinách matematiky k tomu, abych objevila žáky, kteřı́ majı́ dobrý
geometrický vhled, i k tomu, aby se žáci začali s podobnými úlohami seznamovat. Vhod-
nějšı́ je ale zadávat úlohu s takovými hodnotami, aby se eliminovala řešenı́ na základě
znalosti poměru stran pravoúhlého trojúhelnı́ka.

Úloha 3: Zjistěte, jakou část obsahu obdélnı́kaABCD zaujı́má obsah trojúhelnı́kaAED
(obr. 3).

Obr. 3 Obr. 4

Žáci, kteřı́ tuto úlohu řešili vhledem, objevili existenci dvou obdélnı́ků ABEX
a XECD, kde bod X ležı́ na úsečce AD a s bodem E určuje vodorovnou úsečku.
Dále odhalili fakt, že strany trojúhelnı́ku DE a AE jsou úhlopřı́čkami zmiňovaných
obdélnı́ků, a tedy rozdělujı́ ony obdélnı́ky vždy na dva shodné trojúhelnı́ky. Z toho je
zřejmé, že trojúhelnı́k AED zaujı́má polovinu obsahu obdélnı́ka ABCD.

U jiných žáků jsem našla dalšı́ dva způsoby řešenı́. Jeden z nich je čistě algebraický,
kdy žáci využili čtverečkovaného podkladu, a tedy znali jednotlivé délky stran i délku
výšky v trojúhelnı́ku. Vypočı́tali obsah obdélnı́ku i trojúhelnı́ku pomocı́ známých vzorců
a obsahy mezi sebou porovnali. Druhý způsob jsem pracovně nazvala „počı́tánı́ čtve-
rečků“, protože se žáci pokoušeli skládat jednotlivé části čtverečků (popřı́padě celé
sloupečky) dohromady a počı́tali jejich celkový počet v trojúhelnı́ku a mimo něj (viz
obr. 4). (Je překvapujı́cı́, že takto krkolomný způsob řešenı́ se objevoval poměrně často
i u studentů prvnı́ho ročnı́ku čtyřletého gymnázia.)
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Úloha 4: Je dán obecný trojúhelnı́k ABC a body D, E, které jsou po řadě středy stran
AC, BC (viz obr. 5). Úsečka DE rozdělı́ trojúhelnı́k ABC na trojúhelnı́k a lichoběžnı́k.
Zjistěte poměr jejich obsahů. Své řešenı́ vysvětlete.

Obr. 5 Obr. 6

Někteřı́ žáci nalezli správné řešenı́, když si uvědomili existenci střednı́ přı́čky a do-
kreslili si i zbývajı́cı́ dvě střednı́ přı́čky. Takový obrázek je dovedl ke správnému řešenı́,
když uviděli 4 trojúhelnı́ky a byli přesvědčeni, že tyto trojúhelnı́ky jsou shodné. Někteřı́
z nich toto své tvrzenı́ také dokázali pomocı́ vět o shodnosti trojúhelnı́ků. Našli se i žáci,
kteřı́ se o shodnosti všech 4 trojúhelnı́ků přesvědčili posouvánı́m jednoho z trojúhelnı́ků,
tak jak napřı́klad ukazuje obr. 6.

Jinı́ žáci ale byli napřı́klad přesvědčeni o tom, že pokud pracujı́ s lichoběžnı́kem
a nepamatujı́ si žádné vzorce týkajı́cı́ se tohoto útvaru, bude pro ně zřejmě nejlepšı́,
rozdělit si ho na dva pravoúhlé trojúhelnı́ky a jeden obdélnı́k. Tento pokus ale nevedl
k řešenı́ úlohy stejně jako mnoho dalšı́ch způsobů, ve kterých se žáci pokoušeli různými
způsoby dělit zadaný obecný trojúhelnı́k na různá množstvı́ pravoúhlých trojúhelnı́ků
s touhou najı́t takový, který jim pomůže odhalit nějaký vztah mezi ostatnı́mi.

Úloha 5: Do čtverce ABCD je vepsán dalšı́ čtverec KLMN tak, že spojı́me postupně
středy stran čtverceABCD (viz obr. 7). Určete poměr obsahů čtvercůABCD aKLMN
a své řešenı́ vysvětlete.

Téměř všichni žáci v této úloze nejprve zakreslili do obrázku úsečky KM a LN .
Většina z nich pak uviděla 4 shodné čtverce a 8 shodných trojúhelnı́ků, přičemž 4 z těchto
trojúhelnı́ků pokryjı́ menšı́ čtverec KLMN a zbylé 4 trojúhelnı́ky jeho obsah doplnı́ do
velkého čtverce ABCD. Proto musı́ být obsah čtverce ABCD dvakrát většı́ než obsah
čtverce KLMN . Jeden žák toto tvrzenı́ podložil i úvahou, že je možné trojúhelnı́ky
AKN , KBL, LCM a MDN „ohnout“ do středu čtverce, a pak vznikne čtverec malý,
který bude ze dvou vrstev papı́ru.
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Obr. 7 Obr. 8

Objevila se zde samozřejmě i řešenı́ algebraická. Žáci v tomto přı́padě nejčastěji
zvolili parametr pro délku úsečky AK. Pomocı́ tohoto parametru a Pythagorovy věty
odvodili obecně délku stranyNK menšı́ho čtverce, obecně dosadili do vzorců pro výpočet
obsahu čtverce a navzájem oba vzorce porovnali. Také se dostali ke správnému řešenı́
(viz napřı́klad obr. 8).

ZÁVĚR

Podle mého názoru jsou úlohy efektivně řešitelné vhledem velice důležité pro rozvoj
žákovských dovednostı́. Nutı́ žáky přemýšlet o úloze do hloubky, zvážit všechny možnosti
a nakonec i zdůvodnit správnost svého řešenı́. Předkládánı́ takových úloh žákům lze
doporučit v průběhu roku také proto, aby viděli, že úloha se nemusı́ zákonitě vázat
k probı́ranému učivu, a že tedy nenı́ zapotřebı́ využı́t poslednı́ch nabytých vědomostı́.
Tyto úlohy navı́c mohou přesvědčit žáky o tom, že i na zdánlivě složité úlohy je možné
použı́t základnı́ch znalostı́. Některé žáky dokonce možná překvapı́, že i takové řešenı́ je
možné považovat za řešenı́ matematické, i když jim samotným se zdá přı́liš jednoduché
a často by ho ani nepředvedli, i kdyby na něj přišli.
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FINANČNÍ A EKONOMICKÁ GRAMOTNOST

EVA FAROVÁ1

V řı́jnu letošnı́ho roku se zástupci našı́ neziskové organizace Ekogram zúčastnili
celostátnı́ konference matematiků v Litomyšli. Na konferenci jsme představili seminář
zaměřený na zvyšovánı́ finančnı́ a ekonomické gramotnosti, při kterém si studenti virtu-
álně prožijı́ život v moderované hře Virtulife. Náš seminář se setkal u pedagogů s velkým
úspěchem.

Ekogram je nezisková organizace, která se zabývá zvyšovánı́m ekonomické a finančnı́
gramotnosti. Poslánı́m Ekogramu je působit na žáky a studenty tak, aby se vyznali ve
finančnı́ch produktech dostupných na trhu a uměli si z nich správně vybrat.

Se školami spolupracujeme dvěma způsoby. Naši lektoři si zahrajı́ hru přı́mo se
studenty, nebo dodáváme školám hru včetně zaškolenı́ pro pedagogy. Pro vyzkoušenı́
semináře ve školách vždy nejprve sehrajeme hru s pedagogy, aby mohli posoudit jejı́
přı́nos a rozhodnout se, zda našı́ nabı́dky využijı́.

Dalšı́ informace najdete na stránkách www.ekogram.cz a www.virtulife.cz.

ANALÝZA VYBRANÝCH PRÍKLADOV
Z KURZU TEÓRIA DIDAKTICKÝCH

SITUÁCIÍ

KATARÍNA KAŇUKOVÁ, ZUZANA GAZDOVÁ1

V dnešnej dobe výrazne ovplyvnenej internetom a jeho možnost’ami nám aj školstvo
ponúka viaceré možnosti absolvovania predmetov. Najvýraznejšı́m pozitı́vom je možnost’
štúdia kdekol’vek a kedykol’vek.

Na viacerých univerzitách prebiehajú programy, ktorých sa môžu zúčastňovat’nielen
študenti univerzity, ale aj l’udia zvonku mimo univerzity. Na FMFI UK vrámci projektu
„EMATIK – Inovačné trendy vo vzdelávanı́ budúcich učitel’ov a v d’alšom vzdelávanı́
učitel’ov matematiky (e-learningovou formou)“ sa takých kurzov zúčastnilo približne
640 pedagogických zamestnancov. Jedným zo spomı́naných kurzov bol aj kurz Teória
didaktických situáciı́ (TDS).

1Ekogram, o.s., ekogram@ekogram.cz
1katarina.kanukova@gmail.com, zuzanagazdova@gmail.com
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Jeho obsahom bolo sprı́stupnenie základných pojmov, metód TDS a ich aplikovanie
do pedagogickej praxe. Najpoužı́vanejšı́mi z nich sa stali „analýza a-priori“, „analýza a-
posteriori“ a devolúcia. Ich hlavná úloha spočı́va v učitel’ovom uvedomenı́ si, čo sa snažı́
docielit’ úlohou, ktorú na hodine zadá. Učitel’by si mal premysliet’, aké možné stratégie
žiak môže zvolit’pri riešenı́ daného problému. Je potrebné vziat’do úvahy aj vstup žiakov
do danej úlohy, teda najmä ich skôr zı́skané vedomosti a zručnosti. Po vyriešenı́ úlohy
učitel’ analyzuje použité postupy riešenı́ študentov a tiež aj chyby, ktorých sa dopustili.
Je to preňho spôsob spätnej väzby.

Uvedený analyzovaný prı́klad je určený pre žiakov 2. ročnı́ka SŠ, ktorı́ preberajú
planimetriu (konštrukčné úlohy a vlastnosti rovinných útvarov. Prı́klad riešili učitelia
žiakov tejto vekvej kategórie.

PRÍKLAD

1. Použitı́m kružidla a pravı́tka zostrojte nasledovný útvar:

a) ABCD je obdĺžnik so stranami AB = 8 cm a BC = 6 cm;
b) BDEF je obdĺžnik taký, že bod A patrı́ úsečke EF;
c) O je priesečnı́k uhlopriečok obdĺžnika ABCD;
d) H je bod úsečky EF taký, že priamka OH je rovnobežná s priamkou AD.

2. Vypočı́tajte dĺžku strany BD.

3. Vypočı́tajte obsah trojuholnı́ka ABD, potom dĺžku úsečky ED a porovnajte obsah
rovnobežnı́ka BDEF a ABCD.

4. Ukážte, že AHOD je rovnobežnı́k.

RIEŠENIE

KONŠTRUKCIA DANÉHO ÚTVARU

1. Konštrukcia vychádza z úsečky AB (pozri schému na obr. 2)

2. Konštrukcia vychádza z úhloprı́čky BD

Narysujeme uhlopriečku BD,
zostrojı́me kolmice na priamku BD
v bodoch B a D, nad priemerom
AD zostrojı́me kružnicu. Priesečnı́k
kružnice a kolmice v bode D je
hl’adaný bod E. Bod F analogicky.
⇒ obdĺžnik EFBD

Narysujeme uhlopriečku BD,
zostrojı́me priamku c rovnobežnú
s uhlopriečkou BD cez bod A.
Zostrojı́me kolmice na priamku
c z bodov B a D. Priesečnı́ky
zostrojených kolmı́c s priamkou
c označı́me ako body E, F. ⇒
obdĺžnik EFBD
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Obrázek 1: Konštrukcia daného útvaru

3. Konštrukcia vychádza z úhloprı́čky AC Narysujeme uhlopriečku AC, priesečnı́k AC
a DB označı́me ako bod O. Cez bod O zostrojı́me priamku rovnobežnú s priamkou AD,
priesečnı́k zostrojenej priamky s priamkou EF označı́me ako bod H, spojenı́m bodov
H a B zı́skavame útvar AHBO.

Jednotlivé konštrukcie je možné zostrojit’ aj bez použitia kružidla, iba pomocou
trojuholnı́kového pravı́tka s ryskou. Ak máme k dispozı́cii iba dlhé pravı́tko, použı́vanie
kružidla je nevyhnutné, kružidlo použijeme na vyznačenie vzdialenostı́.

DĹŽKA STRANY BD
Použitı́m Pytagorovej vety pre pravouhlý trojuholnı́k ABD:
|AB|2 + |AD|2 = |BD|2

|BD| =
√
|AB|2 + |DA|2 teda, |BD| =

√
82 + 62 = 10cm.

OBSAH TROJUHOLNÍKA ABD, DĹŽKA ÚSEČKY ED, POROVNANIE OBSAHU ROVNOBEŽ-
NÍKA BDEF A ABCD.

Výpočet obsahu pravouhlého trojuholnı́ka ABD:
SABD = |AB|.|AD|

2 ⇒ SABD = 8.6
2 = 24cm2.

Výpočet dĺžky úsečky ED:
Stačı́ si uvedomit’, že dĺžka úsečky ED je výškou v trojuholnı́ku ABD. Pomocou vyššie

vyjadreného obsahu SABD môžme vypočı́tat’hl’adanú výšku trojuholnı́ka |ED|.
SABD = |BD|.|ED|

2 ⇒ |ED| = 2.SABD

|BD| ⇒ |ED| =
2.SABD

|BD| = 2.24
10 = 4, 8cm.

Výpočet obsahu rovnobežnı́ka BDEF:
SBDEF = |BD| . |ED| ⇒ SBDEF = |BD| .2.SABD

|BD| = 2.SABD

SBDEF = 2.24 = 48cm2.
Na základe zı́skaného výsledku môžeme pristúpit’k porovnaniu obsahov obdĺžnikov

BDEF a ABCD. Obsahy SBDEF a SABCD sa rovnajú.
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Obrázek 2: Rôzne postupy konštrukcie
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DÔKAZ, ŽE AHOD JE ROVNOBEŽNÍK.

Stačı́ dokázat’, že AH ‖ OD a AH ‖ OD.
Podl’a zadania 1.b) BDEF je obdĺžnik, strany EF a BD sú rovnobežné, teda rovnobežné

sú aj úsečky AH a OD ležiace na týchto stranách – AH ‖ OD.
(Zrejme rovnobežné sú aj úsečky AH a OB. Tento poznatok môžeme využit’pri riešenı́

5. časti úlohy.)

ZÁVER

Úlohy riešené na kurze TDS boli vybrané z rôznych oblastı́ matematiky, ale môžeme
povedat’, že každá obsahovala čast’zameranú na použitie správnej argumentácie či rôz-
nych úrovnı́ dôkazu riešitel’om. Ked’že riešitel’mi boli učitelia, je zaujı́mavé zamerat’ sa
na ich predstavy o dôkaze a argumentácii, o ich úlohe a postavenı́ vo vyučovanı́. Ako
hovorı́ Thompson (1984): „Ak charakteristické prvky správania učitel’ov sú funkciou ich
pohl’adov, presvedčenı́ a preferenciı́ o predmete a jeho vyučovanı́, potom akýkol’vek pokus
zlepšit’kvalitu vyučovania matematiky musı́ začat’s porozumenı́m učitel’ovho vnı́mania a
jeho prepojenia na prax.“ Niektorı́ učitelia pri riešenı́ vybraných úloh kurzu nepovažovali
za nutné odôvodňovat’postup svojho riešenia, ak si to úloha nevyžadovala. Neznamená
to však, že by však nemali potrebné vedomosti, necı́tili potrebu uvádzat’ zdôvodnenie,
dôkaz. Prečo? Pretože pedagogickú prax učitel’a formujú nielen jeho vedomosti, ale aj
predstavy, chápanie vyučovaného predmetu ako aj sociálne vzt’ahy počas vyučovacieho
procesu.

Rastúca pozornost’ sa obracia práve na predstavy, chápanie daného predmetu, vyu-
čovanej témy učitel’om. Rôzny pohl’ad, presvedčenie učitel’a o tom čo je dôkaz, argu-
mentácia, aké sú ich funkcie, ovplyvňujú spôsob-metódu, ako dané pojmy zahrnú do
vyučovania, resp. ako ich sami využı́vajú pri riešenı́ úloh. Dá sa predpokladat’, že ak je
učitel’presvedčený o dôležitosti dôkazu a argumentácie, využı́va tieto pri riešenı́ úloh, sú
aj jeho žiaci vedenı́ k zdôvodňovaniu svojho postupu, k validácii vyslovených hypotéz
(v súlade s Brousseauovým postupom riešenia: aktivita – formulácia – validácia) a k chá-
paniu dôkazu ako nevyhnutnej súčasti pravdivosti tvrdenia. Naopak ak učitel’ považuje
dôkaz za zbytočnú zát’až žiakov a nepodstatný prvok pre vyučovanie, ak pri riešenı́ úlohy
zdôrazňuje skôr osvojenie si algoritmu správneho riešenia, tak aj prı́stup žiakov bude
jemu podobný. Niekedy však učitel’ako matematik pocit’uje dôležitost’témy dôkazu, ale
v úlohe učitel’a je ovplyvnený mnohými prvkami, ktoré menia jeho výstup v tejto oblasti
vo vyučovanı́.

Úlohy kurzu TDS, ktoré si vyžadovali argumentáciu, dôkaz nám mierne poukazujú
ako je to s daným riešitel’om. Je však samozrejmé, že daná problematika si vyžaduje hlbšie
štúdium, a aj preto sa niektoré práce a výskumy obracajú práve týmto smerom. Tieto
tvrdenia možno teda chápat’ ako hypotézy, ktoré vyplývajú z uvedeného experimentu,
ktorých platnost’však bude potrebné kvantitatı́vne vyhodnotit’.
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