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Praha, 12.–13. 2. 2004



Organizátor:

Katedra matematiky a didaktiky matematiky,
Univerzita Karlova v Praze, Pedagogická fakulta
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Vydánı́ sbornı́ku bylo podpořeno grantem GAUK 500/2004/A-PP/PedF.
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řádů . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

Pracovnı́ dı́lny 43
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L. Ilucová: Parketáže, kachličky, mozaiky a geometria . . . . . . . . . . . . . 58
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Úvod

Ve dnech 12. 2.-13. 2. 2004 uspořádala katedra matematiky a didaktiky matematiky
Pedagogické fakulty Univerzity Karlovy v Praze spolu s matematickou pedagogickou
sekcı́ JČMF již osmý ročnı́k celostátnı́ho semináře pro učitele základnı́ch a střednı́ch škol
Dva dny s didaktikou matematiky.

Semináře se zúčastnilo 60 učitelů z celé České republiky a také ze Slovenska. Jednu
ze dvou hlavnı́ch přednášek proslovila dr. Pešová na téma Rétorika, druhou doc. Bečvář,
který hovořil na téma Jak počı́tali naši předkové. Obě přednášky byly velmi dobře přijaty.

Program dále sestával z prezentacı́ v sekcı́ch a pracovnı́ch dı́len, které tradičně tvořı́
hlavnı́ součást semináře. Letos měli účastnı́ci možnost vybı́rat celkem ze 13 pracovnı́ch
dı́len na různá témata. Jsme velmi rády, že řadu z nich vedli přı́mo učitelé z praxe.

V pátek dopoledne proběhly otevřené hodiny na čtyřech základnı́ch a jedné střednı́
škole. Na otevřené hodiny navazovaly časově i tématicky pracovnı́ dı́lny.

V pátek odpoledne měli učitelé možnost vyjádřit se k některým aktuálnı́m otázkám
v rámci diskusı́ u kulatých stolů. Tentokrát je vedli dr. Hrubý (problematika začı́najı́cı́ch
učitelů), doc. Opravilová (přechod mezi mateřskou a základnı́ školou) a doc. Slavı́k
(hodnocenı́).

Seznam prezentacı́ v sekcı́ch a dı́lnách stejně jako fotografie z průběhu akce je možné
nalézt na webovských stránkách KMDM PedF UK: www.pedf.cuni.cz/kmdm/. Některé
přı́spěvky ze semináře vám předkládáme v tomto sbornı́ku.

Přı́štı́ ročnı́k se uskutečnı́ jako již tradičně v polovině února 2005.

Za programový a organizačnı́ výbor

Marie Kubı́nová, Darina Jirotková, Michaela Kaslová, Nad’a Stehlı́ková
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Jednánı́ v sekcı́ch

Projekt „Rok hudby v matematice“

Dagmar Juhasová1

Téma „Rok hudby v matematice“ jsem zvolila proto, že UNESCO vyhlásilo rok 2004
rokem hudby (předcházejı́cı́ rok byl rokem vody, rok 2005 má být rokem fyziky).

Naše škola – Osmileté gymnázium v Mladé Boleslavi – chystá na středu před Ve-
likonocemi (7. dubna 2004) projektový den zaměřený na českou hudbu. Vzhledem ke
svým aprobačnı́m předmětům se spolupodı́lı́m na přı́pravě částı́ „Hudba a matematika“
a „Hudba a počı́tače“.

Do matematiky jsem vyhledala nebo vymyslela tyto typy úloh:

1. Muzikantské počty – sčı́tánı́, odčı́tánı́ a násobenı́ počtů křı́žků nebo béček u jednotli-
vých durových a mollových stupnic. Např. Je správná rovnost A+B = c ·D−e? (Pro
studenty, kteřı́ nejsou sběhlı́ v hudebnı́ nauce, jsem připravila tabulku počtů křı́žků
a béček jednotlivých stupnic, aby i pro ně byly tyto úlohy řešitelné.)

2. Klaviatura – začneme-li u f , lze rozdělit na klávesách klavı́ru měsı́ce na ty, které majı́
31 dnı́ (bı́lé) a měsı́ce s jiným počtem dnů (černé). Pokud C1= řı́jen 2003, který měsı́c
a rok bude odpovı́dat C5?

3. Včera neděle byla – několik úkolů k pı́sni dvou slavných Jiřı́.

4. Souřadnice – hudebnı́ nástroje, tj. poznávánı́ druhů nástrojů ze schematických obrázků
nakreslených ve čtvercové sı́ti.

5. Klasikové – úlohy s využitı́m let narozenı́ a úmrtı́ klasiků české hudby.

6. Pop – úkoly souvisejı́cı́ s daty narozenı́ a znamenı́mi současných interpretů populárnı́
hudby.

Pokud by studenti vyřešili tyto úlohy a zbýval čas do přesunu na jiné pracoviště (např.
„Hudba a fyzika“), plánuji jej zaplnit Vennovými diagramy s hudebnı́ tematikou – např.
ve třı́dě je 26 žáků, jen dva z nich nehrajı́ na žádný z nástrojů kytara, flétna a klavı́r . . .

Předem děkuji za jakékoli dalšı́ náměty, které mi budete ochotni zaslat mailem na
juhasova@g8mb.cz nebo poštou na adresu PhDr. Dagmar Juhasová, Gymnázium, Palac-
kého 191/1, 293 01 Mladá Boleslav.

1Gymnázium Palackého, Mladá Boleslav, juhasova@g8mb.cz
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Muzikantské počty
Žáci vı́, že durové stupnice se zapisujı́ velkými a mollové malými pı́smeny. Žáci

sčı́tajı́, odčı́tajı́, násobı́ posuvky stupnic bez ohledu na křı́žky či béčka.
Např. E + d = 5

Úkoly: Z uvedených rovnostı́ vyber ty, které jsou správné.
1) A+B = c+ F
2) A ·B = c ·D
3) A+B = c ·D − e
4) A · A+ c = d+ E + f
5) A+B · c+ d = e+ f + g
6) A ·B − c+ d = E − f −G+H

Řešenı́:
1) Ne: 3 + 2 > 3 + 1
2) Ano: 3 · 2 = 3 · 2
3) Ano: 3 + 2 = 3 · 2− 1
4) Ne: 3 · 3 + 3 > 1 + 4 + 4
5) Ne: 3 + (2 · 3) + 1 > 1 + 4 + 2
6) Ano: 3 · 2− 3 + 1 = 4− 4− 1 + 5

Zdroj: Internet www.webpark.cz/HUDEBNÍNAUKA.

Přı́loha k úloze muzikantské počty

Počty křı́žků u durových a mollových stupnic

Durové stupnice Mollové stupnice
C-dur 0 # a-moll 0 #
G-dur 1 # e-moll 1 #
D-dur 2 # h-moll 2 #
A-dur 3 # fis-moll 3 #
E-dur 4 # cis-moll 4 #
H-dur 5 # gis-moll 5 #
Fis-dur 6 # dis-moll 6 #
Cis-dur 7 # ais-moll 7 #

Počty béček u durových a mollových stupnic

Durové stupnice Mollové stupnice
F-dur 1 b d-moll 1 b
B-dur 2 b g-moll 2 b
Es-dur 3 b c-moll 3 b
As-dur 4 b f-moll 4 b
Des-dur 5 b b-moll 5 b
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HGes-dur 6 b es-moll 6 b
Ces-dur 7 b as-moll 7 b

Klaviatura
Na Kačenčině klavı́ru je 52 bı́lých a 36 černých kláves.
Jestliže Katka položı́ prst na šestou bı́lou klávesu zleva (velké F1), může odpočı́távat

měsı́ce, které majı́ 31 dnı́, na bı́lých klávesách a ostatnı́ měsı́ce na černých.
Vyzkoušejte u klavı́ru (od f do e = od ledna do prosince).
Pokud C1=řı́jen 2003, který měsı́c a rok bude odpovı́dat poslednı́ klávese vpravo

(malé c5)?

Řešenı́: c5 = srpen 2010

Zdroj nápadu: Mgr. Dagmar Brůžková, Gymnázium Mnichovo Hradiště

Včera neděle byla
Interpret/autor: Jiřı́ Suchý + Jiřı́ Šlitr

Úkoly:
1) Pokud by tuto pı́seň zpı́vala nějaká dı́vka letos druhé lednové pondělı́,

a) kolik různých čı́slic by potřebovala, kdyby si chtěla poznamenat datum (den
a měsı́c) dne, jehož průběh je popisován v pı́sni?

b) O kolik čı́slic by potřebovala vı́ce, kdyby se rozhodla zapsat i rok?

Řešenı́:
a) neděle 11.1., vystačila by s jedinou čı́slicı́
b) 2004 – navı́c 0,2,4, tj. dalšı́ tři různé čı́slice.

2) Kolikrát byste museli přehmátnout na jiný akord, kdybyste tuto pı́seň chtěli zahrát na
kytaru?
Řešenı́: Šestnáctkrát.
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Naši klasikové
Josef Mysliveček 1737–1781
Bedřich Smetana 1824–1884
Antonı́n Dvořák 1841–1904
Zdeněk Fibich 1850–1900
Leoš Janáček 1854–1928
Josef Bohuslav Foerster 1859–1951
Vı́tězslav Novák 1870–1949
Josef Suk 1874–1935
Bohuslav Martinů 1890–1959

Úkoly:
1) Kdo z nich žil nejvı́ce a kdo nejméně let?
2) Kolik z nich žilo déle než Leoš Janáček?
3) Bedřich Smetana ztratil ve svých 50 letech sluch. Ve kterém roce to bylo a jakou

část života prožil v hluchotě?
4) Antonı́n Dvořák byl tchánem Josefa Suka. O kolik let byl jeho zet’mladšı́? Který

z nich se dožil vyššı́ho věku?

Zdroj dat: Jiřı́ Pilka: Odznak odbornosti – hudebnı́k, nakladatelstvı́ Mladá fronta, Praha
1984.

Pop

Daniel Bárta 14. prosince 1969 Střelec
Iveta Bartošová 8. dubna 1966 Skopec
Bára Basiková 17. února 1963 Vodnář
Marcela Březinová 18. listopadu 1960 Štı́r
Karel Gott 14. července 1939 Rak
Marcela Holanová 10. června 1951 Blı́ženec
Zora Jandová 6. zářı́ 1958 Panna
Bohouš Josef 3. února 1962 Vodnář
Jiřı́ Korn 17. května 1954 Býk
LuciANNA Krecarová 4. ledna 1965 Kozoroh
Marta Kubišová 1. listopadu 1942 Štı́r
Josef Laufer 11. srpna 1939 Lev
Janek Ledecký 27. července 1962 Lev
Věra Martinová 2. února 1962 Vodnář
Zuzana Navarová 18. června 1959 Blı́ženec
Eva Pilarová 9. srpna 1939 Lev
Oldřich Řı́ha 18. května 1948 Býk
Lešek Semelka 24. listopadu 1946 Střelec
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Kamil Střihavka 20. ledna 1965 Kozoroh
Helena Vondráčková 24. června 1947 Rak
Lucie Vondráčková 8. března 1980 Ryba
Hana Zaňáková = 7. dubna 1966 Skopec
= Lucie Bı́lá

Úkoly:
1) Která znamenı́ majı́ četnost většı́ než 1?

2) Kdo již oslavil abrahámoviny (50. narozeniny)?

Zdroj dat: Hanka Kousalová, Martin Hrdinka: Zatı́m tajné. Nakladatelstvı́ X-EGEM,
Praha 1995.

Souřadnice – Hudebnı́ nástroje

1) Poznáte, který hudebnı́ nástroj vznikne, spojı́te-li úsečkami body o souřadnicı́ch (5,2)
a (9,2), (3,4) a (5,2), (9,2) a (11,4),. . .

Zdroj nápadu: Časopis KVANT(ruské vydánı́), čı́slo 6, ročnı́k 1979 – jsou tam na čtvercové
sı́ti schematické obrázky zvı́řátek.

2) Varianta bez souřadnic: Petr měl v batohu dřevěné tyčky a provázky. Pomocı́ tohoto
vybavenı́ se rozhodl znázornit hudebnı́ nástroje. Nejprve zapı́chl tyčku do pı́sku, přivázal
k nı́ provázek a s klubkem v ruce udělal 4 kroky doprava (4k→), zastavil, zastrčil druhou
tyčku a přivázal provázek i k nı́. Pak udělal 2 kroky dopředu a 2 doprava (2k↑ a 2k→),
zastrčil třetı́ tyčku a přivázal provázek . . .

Zdroj nápadu: Mgr. Dagmar Brůžková, Mgr. Jana Hanušová, Gymnázium Mnichovo
Hradiště.
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Projekty – možno sa inšpirujete

Barunka Missbachová1

„Začiatkom a koncom našej didaktiky nech je: hl’adat’ a nachádzat’ spôsob, podl’a
ktorého by učitelia menej učili, ale žiaci sa viac naučili; aby bolo v školách me-
nej zhonu, nechutı́ a márnej práce, no viac vol’ného času, potešenia a zaručeného
úspechu.“

Ján Ámos Komenský

Projekt je pojem, ktorý sa v spojenı́ s vyučovanı́m použı́va stále častejšie. Výnimkou
nie je ani matematika.

Projekty vo vyučovanı́ matematiky môžu byt’rozmanité – od aplikačných, pri ktorých
sa dajú využit’medzipredmetové vzt’ahy, až po projekty, v ktorých sa rieši matematický
problém, ale zároveň sa rozvı́jajú viaceré schopnosti žiakov.

Ako inšpiráciu uvádzam niekol’ko tém, ktoré môžu tvorivému učitel’ovi pomôct’pri
navrhovanı́ vlastných projektov.

Uvedené projekty som realizovala vo vyučovanı́ matematiky na prı́slušnom type
školy.

Projekt – Funkcie okolo nás
Projekt poskytuje možnost’poukázat’na aplikácie a možnosti využitia funkciı́ v rôz-

nych oblastiach života.
Zadanie: Kde všade sa môžeme v živote stretnút’s funkciami?
Projekt bol realizovaný na strednej škole, nadväzoval na tematický celok Elementárne

funkcie.
Výstupom projektu boli naprı́klad tieto práce študentov:

•Grafikon železničnej dopravy
• Logaritmická funkcia a zemetrasenie
• Funkcie v hudbe
•Kondiciogram
•Matematika v populácii l’udstva
• Funkcie v iných predmetoch (v biológii, vo fyzike)

Projekt – Štatistika
Štatistika sa bežne využı́va pri spracovanı́ údajov z rôznych odvetvı́. Človek sa

stretáva s grafmi, tabul’kami, priemermi na každom kroku. Preto by mal tomuto spôsobu

1PF UPJŠ Košice, bmiss@post.sk
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spracovania výsledkov rozumiet’. A ako inak sa to naučit’, ako odskúšat’si urobit’vlastný
štatistický prieskum.

Zadanie: Pokúste sa uskutočnit’vlastný štatistický prieskum v oblasti, ktorá vás zau-
jı́ma.

Projekt bol realizovaný na strednej škole. Bol zadaný namiesto výstupného testu zo
štatistiky.

Výstupom projektu boli naprı́klad tieto práce študentov:

•Aké sú možnosti športovania v našom meste?

•Výskyt zábavných podnikov.

•Kto je najobl’úbenejšı́ učitel’na škole?

• Postoj mladých l’udı́ ku drogám.

Projekt – Ako šetrit’vodou
Zaradenie tohto projektu môže byt’prı́jemným spestrenı́m hodı́n, na ktorých sa žiaci

oboznamujú s objemovými jednotkami a s rátanı́m objemu rôznych telies.
Zadanie: Po dohode s rodinnými prı́slušnı́kmi zaznamenajte dennú spotrebu vody

a vypočı́tajte mesačné náklady spojené so spotrebou vody. Navrhnite spôsob, ako by sa
dalo vodou šetrit’.

Projekt bol realizovaný na základnej škole.
Pri tomto projekte je možné oboznámit’ žiakov aj s inými objemovými jednotkami

– historické objemové jednotky, jednotky, ktoré sa použı́vajú v iných krajinách. Deti si
môžu vymysliet’aj vlastné objemové jednotky.

Projekt – Figurálne čı́sla
Čı́sla sú pre žiakov niečı́m samozrejmým – niečı́m čo tu vždy bolo, je a bude. Tento

projekt im umožnı́ uvedomit’ si, že aj čı́sla musel niekto „vymysliet’“ a tiež si môžu
vyskúšat’, aké by to bolo bez nich.

Zadanie: Oboznámit’sa s figurálnymi čı́slami, pomocou zadaných úloh (vedeckého
záznamu) nájst’ spôsob počı́tania s takýmito čı́slami, formulovat’ tvrdenia a dokazovat’
ich.

Žiaci skúmali:

• ktoré čı́sla sú trojuholnı́kové – ako vytváram d’alšie pomocou predošlých,

• aký je výskyt párnych a nepárnych čı́sel medzi trojuholnı́kovými čı́slami,

• súčty dvoch susedných trojuholnı́kových čı́sel,

• čo platı́ pre dvojnásobky trojuholnı́kových čı́sel,

• ktoré čı́sla sú trojuholnı́kové a zároveň štvorcové.
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Projekt – Pytagorova veta
Ako povedal jeden študent: „Pytagorova veta je ako acylpirı́n – ked’už je najhoršie

a nevieš, čo by pomohlo, pomôže Pytagorova veta.“ A ked’že je táto veta tak použı́vaná,
stojı́ za to sa s ňou trochu „pohrat’“.

Zadanie: Zistite, či Pytagorova veta platı́ aj pre iné útvary nad stranami pravouhlého
trojuholnı́ka.

V rámci projektu je možné zamerat’sa na rôzne dôkazy Pytagorovej vety – niektoré
zaujı́mavé dôkazy je možné nájst’na www stránkach:

• http://math.about.com/gi/dynamic/offsite.htm?site=
http%3A%2F%2Fwww.cut-the-knot.com%2Fpythagoras%2F

• http://math.about.com/gi/dynamic/offsite.htm?site=
http%3A%2F%2Fwww.ies.co.jp%2Fmath%2Fjava%2Fgeo%2Fpythagoras.html

Samostatná tvorivá práca študentov sa využije pri zovšeobecňovanı́ Pytagorovej vety.
Študenti skúmali podobné útvary s koeficientom podobnosti určeným pomerom vel’kosti
prı́slušných strán trojuholnı́ka.

Využı́vanie projektov vo vyučovanı́ matematiky si vyžaduje vel’a času a energie, ale
prináša so sebou vel’a pekných zážitkov a neocenitel’ných skúsenostı́. Všetkým, ktorı́ to
chcú skúsit’, želám vel’a odvahy.

Matematika s Přemyslem Otakarem II.

Jaroslava Tenkrátová, Lubomı́r Šára1

Naše základnı́ škola se již sedm let snažı́ žákům přiblı́žit významné postavy českých
dějin. Filosofiı́ školy je formou tvořivé dramatiky seznamovat děti s českými dějinami,
významnými osobnostmi našich dějin v úseku od přı́chodu Slovanů do české kotliny po
vládu Rudolfa II. Habsburského. Cı́lem je pěstovat v dětech národnı́ hrdost a zároveň
jim připomenout, že od pradávna jsme byli součástı́ Evropy. Připomı́nka české historie
se prolı́ná všemi výchovami i předměty. Působı́ na děti nejen prostřednictvı́m rozumu,
ale předevšı́m emocionálně, zprostředkovánı́m nejrůznějšı́ch krásných a romantických
prožitků.

S dětmi pravidelně dvakrát ročně pobýváme na škole v přı́rodě v romantickém pro-
středı́ hradu Svojanov. Strážnı́ hrad Svojanov byl ve 13. stoletı́ založen českým králem
Přemyslem Otakarem II., právě tak jako královská města Chrudim, Polička a Vysoké

1Základnı́ škola Lukavice, tenkratova@centrum.cz
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Mýto. Postava tohoto krále přezdı́vaného „Král železný a zlatý“, který má být dětem
morálnı́m vzorem rytı́řských ctnostı́, seznamuje děti s životem nejen na středověkých
hradech, ale i ve středověkých městech a vesnicı́ch. Výhodou školy je i to, že v nı́ působı́
tým učitelů, kteřı́ vzájemně spolupracujı́. Dalšı́m přı́nosem je dobře fungujı́cı́ divadelnı́
soubor dětı́ a dospělých. Na hradě Svojanově si děti zkusily týdennı́ pobyt jako panoši
a královniny společnice. Všichni dospělı́ byli nápomocni při dramatizaci jednotlivých
postav, které jsme právě potřebovali. Využili jsme pobytu na středověkém hradě nejen
jako atraktivnı́ho výchovného prostředı́, ale také jako romantické kulisy pro výuku ma-
tematiky. Zdůraznili jsme dětem, že matematiku potřebovali lidé již ve 13. stoletı́, ale
zároveň jsme dbali na to, aby výuka po odborné stránce splňovala požadavky počátku
21. stoletı́. Dále uvádı́me několik konkrétnı́ch matematických činnostı́, které jsme s dětmi
zrealizovali.

Měřenı́ a relativnost měrných jednotek
Úkolem bylo nejen dětem ukázat, jak mohou pomocı́ primitivnı́ch prostředků či

součástı́ svého těla něco změřit, ale zejména to, že při měřenı́ musı́ užı́vat stejnou měrnou
jednotku a trvale se dohodnout na nějakém standardu.

Král s královnou seznamujı́ děti s novým úkolem: „Nedávno mně kupci přinesli
novou krásnou červenou látku na nové šaty. Řı́kali, že mi prodajı́ 25 loktů. Vašı́m úkolem
ted’bude naměřit a porovnávat 25 loktů.“ Královna vyprávěla dětem, do čeho se oblékali
a jak se obchodovalo. „A my si ted’ zahrajeme na středověké kupce. Tady máte látku
na závoje pro mé společnice a vašı́m úkolem je změřit, kolik jı́ vlastně je, abychom se
dohodli na ceně.“

Činnost dětı́: měřı́ gázovinu, kterou kupujeme v desetimetrových rolı́ch
Pomůcky: gázovina
Organizace: v hradnı́ch jižnı́ch zahradách
P: „Jak ho změřı́me, když nemáme metr?“
D: „Metr lidé přece zavedli o mnoho staletı́ později.“
Královna: „Vı́ někdo, jak se měřilo na lokte?“
Děti: „To umı́me, to už jsme zkoušeli – třeba na kroky.“
Královna: „Děti, kdo je největšı́ z vás? Jakub. Látku změřı́ nejprve on.“
Jakub (měřı́): „25 loktů.“
Královna: „Ted’ změřı́ sukno ten, kdo je z nás ze všech nejmenšı́.“ (Děti se porovnajı́
podle velikosti – určı́ nejmenšı́ – Aničku.)
A: „28 loktů.“
M: „No a je to k ničemu.“
H: „Jak je to možné – oni majı́ jinak dlouhé lokty.“
Královna: „Opravdu to tak bylo u každého obchodnı́ka a každý z nich měl jiné mı́ry.
V průběhu let se mı́ry měnily. Lidé použı́vali palce, lokty, stopy. Teprve my dnes měřı́me
metrem, který je vždy stejně dlouhý.“
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Se zvolenou mı́rou musel být spokojen i kupec, děti pochopily nutnost kompromisu.
S kupcem jsme poté dojednali cenu za jeden loket a spočı́tali, kolik král zaplatı́ za vybrané
látky.

Seznámenı́ se s pravděpodobnostı́
Úkolem je seznámit i nejmenšı́ děti na intuitivnı́ úrovni, že na sobě nezávislé děje,

které nejsou nějakým způsobem privilegované, jako čı́sla na hracı́ kostce, se vždy vy-
skytnou se stejnou četnostı́; jejich pravděpodobnost je shodná. U staršı́ch dětı́, které již
dokážı́ sčı́tat, jsou nenásilně vytvářeny předpoklady pro pozdějšı́ výuku kombinatoriky.
Děti téměř vždy samy poznajı́, jaký může být maximálnı́ a minimálnı́ součet čı́sel na
šesti hracı́ch kostkách. Dojı́t k tomu, kolika různými způsoby lze sestavit stejný součet,
dokáže zpravidla jen několik nejbystřejšı́ch dětı́. S pomocı́ to však dokáže většina dětı́.

Děti s králem plnı́ úkol v hradnı́ věži. Král dětem vysvětlı́, jak se hrály vrchcáby,
které byly oblı́benou zábavou v každé středověké krčmě. Žáci měli zjistit, kolikrát padnou
jednotlivá čı́sla při dostatečném počtu hodů. Nejprve typovali, které čı́slo padne nejčastěji.
Žáci pracovali v týmech. Zpočátku se jim přı́liš nevedlo rozvrženı́ práce jednotlivým
členům, pak pochopili, že každý z nich je nezastupitelný a že je nutná jejich vzájemná
kooperace.

Pomůcky: stůl, kostky, tabulky, křı́dy
Organizace: ve věži, na nádvořı́

Král s dětmi navštı́vı́ strážnı́ věž, kde panoši hrajı́ v kostky.
Král: „Děti, které čı́slo padá v kostkách nejčastěji?“
Ondra: „6, ale ne mně.“ (směje se)
J: „1.“
D: „To přece nikdo nemůže vědět. Všechny čı́sla padajı́ stejně často.“

Děti si na nádvořı́ v pı́sku udělaly 6 velkých čtverců a označily je čı́sly 1–6. Pak si
dělaly čárky, kolikrát padlo dané čı́slo. Po dostatečném počtu hodů (alespoň 300x) děti
spočı́taly, kolikrát padla jednotlivá čı́sla.
D: „Vidı́š, že všechna čı́sla padajı́ přibližně stejně často.“

Král dětem vysvětlil, že při hře v kostky se sčı́tajı́ čı́sla, která padnou na šesti kostkách.
Děti čı́sla z kostek sčı́taly a čı́sla zapisovaly. Soutěžily, kdo hodı́ nejvyššı́ součet.
K: „30.“
J: „31.“
H: „32.“
P: „33. Vyhrál jsem.“
Král: „To ještě nic neznamená. Mně jednou vyprávěl můj zbrojnoš, že hodil 39.“
D: „Jo, jo, 39 – tak to pěkně kecal.“
Král: „Ale on nekecá, mohl se ale splést v součtu.“
D: „6 kostek a 6 teček – mohl mı́t nejvı́c 36.“
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Král: „Šestkrát šest je třicet šest, a to je také maximálnı́ možný součin. Byl to chyták.
Jaký součin může být v kostkách nejmenšı́?“
L: „6 · 1 = 6.“
Král: „Kolika způsoby můžeme hodit tak, aby součet všech teček byl 6?“
H: „No přece jenom jednı́m způsobem – padne nám na všech kostkách 1.“
Král: „A jak dosáhneme součtu sedm?“
K: „Pět jedniček a jednu dvojku. Jenom takhle a ne jinak.“
Královna: „Jak bychom dosáhli součtu 35?“
L: „Pět šestek a jedna pětka., jinak to nejde.“
Král: „Správně Lenko. Jak lze dosáhnout součtu 8?“
P: „5 jedniček a 1 trojka.“
L: „Nebo to může být i jinak – 4 jedničky plus 2 dvojky.“
Král: „Správně. Jak lze dosáhnout součtu 9?“
L: „5 jedniček a plus 1 čtyřka.“
M: „4 jedničky plus 1 dvojka plus 1 trojka.“
J: „3 jedničky plus 3 dvojky.“
Král: „Správně. Ted’ zjistěte, který součet se vyskytuje nejčastěji. Podı́vejte se, co jste
zapsali.“
H: „Nejčastěji jsme dosáhli součtu 21.“
D: „To je jasné – 21 je průměr, to už přece známe, když jsme počı́tali vojáky a ty nohy.“
H: „To musı́ být tak.“
Král: „Dnes vás musı́m všechny pochválit a zároveň tak chytré děti pozvat na zı́třejšı́
soupeřenı́ v sedmeru rytı́řských ctnostı́.“

Středověká násobilka
Ve středověku byla znalost násobilky považována za výjimečný výkon a lidé, kteřı́

ji ovládali, byli považovánı́ za opravdové znalce. Nenı́ proto divu, že se ujala metoda
násobenı́ na prstech, která přežila až do dnešnı́ doby alespoň v některých knihách a na
internetu. Proto se král Přemysl Otakar II. pokusil na podzim 2003 naučit žáky tuto
metodu. Základnı́ námět pro středověkou násobilku jsme načerpali asi před čtyřmi roky
z internetových stránek www.numbershistory.com.

Násobilka devı́ti

Obě ruce položı́me dlaněmi na stůl a pomyslně je očı́slujeme zleva doprava čı́sly
1–10. Máme-li spočı́tat napřı́klad 4 · 9, skrčı́me čtvrtý prst. Prsty vlevo od něho udávajı́
počet desı́tek a vpravo od něho počet jednotek.
Zdůvodněnı́:
Vlevo od skrčeného prstu . . . . . . (a− 1) desı́tek
Vpravo od skrčeného prstu . . . . (10− a) jednotek
Celkem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 · (a− 1) + (10− a) = 10a− 10 + 10− a = 9a
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Stejným způsobem můžeme dále vyzkoušet přı́klady 12 · 9, 13 · 9, 14 · 9, 15 · 9, 16 · 9,
17 · 9, 18 · 9 a 19 · 9.

Malı́ček levé ruky znamená jednu stovku, dalšı́ prsty vlevo od skrčeného prstu jsou
desı́tky a prsty vpravo jednotky.

Zdůvodněnı́:
Napřı́klad 15 · 9 = 135 . . . . . . . . . (a = 5, 10 + a = 15)
100 + [10 · (a− 2)] + (10− a) = 100 + 10a− 20 + 10− a = 90 + 9a = 9 · (10 + a)

Malá násobilka

Předpokladem pro úspěch je umět násobilkové spoje do 5 · 5 včetně. Ty spoje, ve
kterých jsou oba činitele většı́ než 5, nebo jeden z nich je roven 5 a druhý je většı́ než 5,
lze počı́tat na prstech našich rukou.

Máme-li spočı́tat např. 9 · 7, na levé ruce vztyčı́me 4 prsty (9 je o 4 vı́ce než 5) a na
pravé ruce 2 prsty (7 je o 2 vı́ce než 5). Celkový počet vztyčených prstů určuje počet
desı́tek ve výsledku a součin skrčených prstů udává počet jednotek.

Zdůvodněnı́:
Počet vztyčených prstů . . . . . . . . . a− 5 na levé ruce, b− 5 na pravé ruce

Jejich součet . . . . . . . . . . . . . . . . (a− 5) + (b− 5) = a+ b− 10
Počet skrčených prstů . . . . . . . . . . 10− a na levé ruce, 10− b na pravé ruce

Jejich součin . . . . . . . . . . . . . . . . (10− a) · (10− b) = 100− 10a− 10b+ ab
Součet vztyčených prstů (desı́tky) plus součin skrčených prstů je hledaný součin, to

je a · b.
ab = 10·(a−10+b)+(10−a)·(10−b) = 10a−100+10b+100−10a−10b+ab = ab

Velká násobilka

Obdobným způsobem můžeme počı́tat i dalšı́ spoje velké násobilky:
11 · 11, 12 · 11, 13 · 11, 14 · 11, 15 · 11, 11 · 12, 12 · 12, 13 · 12, 14 · 12, 15 · 12, 11 · 13,
12 · 13, 13 · 13, 14 · 13, 15 · 13, 11 · 14, 12 · 14, 13 · 14, 14 · 14, 15 · 14, 11 · 15, 12 · 15,
13 · 15, 14 · 15, 15 · 15.

Máme-li spočı́tat např. 13 · 14, na levé ruce vztyčı́me 3 prsty (13 je o 3 vı́ce než 10)
a na pravé ruce 4 prsty (14 je o 4 vı́ce než 10). Součet vztyčených prstů udává počet
desı́tek ve výsledku, součin vztyčených prstů udává počet jednotek a ještě přidáme čı́slo
100. Tedy 3 + 4 = 7 desı́tek plus 3 · 4 = 12 jednotek plus 100, dohromady dostaneme
182.

Zdůvodněnı́:
Počet desı́tek . . . . . . . . . (a− 10) + (b− 10) = a+ b− 20
Počet jednotek . . . . . . . (a− 10) · (b− 10) = ab− 10b− 10a+ 100
Součet . . . . . . . . . . . . . . . 10 · (a+ b− 20) + ab− 10b− 10a+ 100 = ab− 100

ab− 100 + 100 = ab
S dětmi z prvnı́ho stupně jsme se naučili malou násobilku a násobilku devı́ti. Velkou
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násobilku jsme si vyzkoušeli v jedné hodině až později s kontrolou na kalkulačce. To
abychom prověřili, zda-li středověcı́ obchodnı́ci nešidili. Původně jsme zamýšleli uvést
toto počı́tánı́ jako historickou zajı́mavost. Děti však počı́tánı́ zaujalo, navzájem si vymýš-
lely a zkoušely různé přı́klady, „prstovou“ násobilku předváděly ostatnı́m žákům i po
návratu ze Svojanova.

Stavı́me hradby

Na hradě jsme vybrali jednu z ochranných bašt. Žáci měli ve skupinách odhadnout,
kolik kamenů bude třeba přivézt na stavbu stejné věže. Trvalo nám delšı́ dobu, než jsme
přepočı́tali kameny na obvodu v jedné řadě, spočı́tali počet řad a zjistili, že je třeba vzı́t
v úvahu celý objem. Spolupráce u tohoto úkolu byla nutnostı́.

Po skončenı́ výpočtů bylo třeba ověřit, zda všechny týmy postupovaly správně. Tedy
z kamenů vystavět základ malé bašty a přesvědčit se o rozdı́lu pojmů obvod, obsah
a objem.

Dále jsme řešili problém dopravy kamenů: kolik koňských povozů dopravı́ stanovený
počet kamenů z nedalekého lomu, jakou vzdálenost celkem překonajı́, kolik grošů budeme
muset zaplatit za kámen, dovoz a za práci. Kolik dělnı́ků budeme muset najmout, jak
dlouho budou pracovat. . . Různých úkolů na toto téma se nabı́zı́ celá řada.

Chrudimská krvavá čı́sla

Podvečernı́ čas se výborně hodil pro řešenı́ různých matematických hlavolamů.
Abychom je dětem zpestřili, vložili jsme je do regionálnı́ch pověstı́. Jednu z takto upra-
vených pověstı́ uvádı́me. Celou pověst jsme si spolu se žáky přečetli, ve zkrácené verzi
jsme ji vytiskli a s tabulkou předložili žákovským týmům k řešenı́.

Podle pověsti se v Chrudimi v domě čı́slo 66 v Široké ulici zjevoval sám d’ábel.
Jednou tehdejšı́ majitelce Dorotě ustřihl kratiknotem v noci nos a napsal jı́m na stěnu
krvavá čı́sla 72, 27, 42, 117. Když se zohavená nešt’astnice ráno probrala z mdlob, zjistila,
že má nos celý, ale krvavá čı́sla na bı́lé stěně zářila:

72 42
117

27

Pod tabulkou byla zapsána ještě dalšı́ čı́sla: 57, 87, 102, 132, 147. Dorota nebyla
hloupá, řekla si, že to bude zřejmý pokyn osudu, či spı́še pekla. Přišla totiž na to, že
čı́sla musı́ doplnit tak, aby vodorovně, svisle i úhlopřı́čně dostala stejný součet. Pokud
to dokáže, výhra ji nemine. Dokážete to i vy? Sázka Dorotě přinesla fantastickou výhru
7 tisı́c zlatých. Penı́ze z pekla jı́ však štěstı́ nepřinesly, nakonec všechny prohýřila ve
frejı́ch všelikých.
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Putovánı́ po hradech

Matematiku jsme využili též v projektu, který propojil řadu vyučovacı́ch předmětů.
Převahu měla vlastivěda, jak jejı́ zeměpisná, tak dějepisná část.

Z matematiky jsme procvičovali řešenı́ jednoduchých rovnic, do kterých jsme zařadili
pamětné počı́tánı́. Žáci museli dát pozor na úlohy, ve kterých našli zároveň sčı́tánı́,
násobenı́, odčı́tánı́ a dělenı́. Co spočı́tat nejdřı́ve?

Pokud tým spočı́tal správně úlohy, jako řešenı́ zı́skal jméno dalšı́ho hradu nebo zámku.
Jeho polohu nalezl na mapě a zakreslil ho do slepé mapy. Přiřadil k němu podle nalezených
znaků správnou pověst a namaloval erb. Jednu z pověstı́ si připravil k dramatizaci pro
ostatnı́.

Toto jsou jen namátkou vybrané úkoly, které král s dětmi při výuce matematiky na
hradě provádı́. Je přı́značné, že děti nepřipravuje pouze na zvládnutı́ pozdějšı́ch složitěj-
šı́ch matematických oblastı́, jako je počet pravděpodobnosti a kombinatorika, ale vytvářı́
předpoklady i pro pozdějšı́ výuku fyziky na druhém stupni: fyzikálnı́ měřenı́, soustava
jednotek, ale dokonce i pro střednı́ školu: pochopenı́ pravděpodobnosti má stěžejnı́ vý-
znam pro kvantovou fyziku.

Závěr

O propojovánı́ výuky jednotlivým předmětům a zdůrazňovánı́ souvislostı́ a vzájem-
ných vazeb jednotlivých oborů se snažı́me již od nejútlejšı́ho věku. Velký důraz klademe
nejen na pochopenı́ látky na racionálnı́ úrovni rozumem, ale minimálně stejný význam
klademe na emocionálnı́ prožitek, výchovné působenı́ a rozvoj dětı́ v citové a estetické
oblasti.

Myslı́me si, že právě specializace našı́ školy na českou historii, na které budujeme
náš výchovně vzdělávacı́ program, pro který jsme již zı́skali i řadu grantů, nám takovouto
romantickou, zábavnou a přitom plnohodnotně modernı́ výuku a výchovu umožňuje a je
atraktivnı́ pro děti i učitele. Je pochopitelné, že tento přı́stup nemůže být postaven pouze
na jednom nebo dvou kooperujı́cı́ch učitelı́ch, ale že programem musı́ žı́t celá škola,
ředitelem počı́naje, přes všechny pedagogy, uklı́zečky, kuchařky. Velmi nutné je také pro
program zı́skat nejen děti, ale i jejich rodiče a dalšı́ obyvatele obce. Nám se podařilo do
výchovně vzdělávacı́ho programu tyto lidi zapojit. Škola se tak stává skutečnou sociálnı́
kotvou obce.

Přı́značné pro naši školu je trvalé rozvı́jenı́ práce dětı́ v týmu, a to nejen na škole
v přı́rodě, ale v celém školnı́m roce. Děti vedeme ke vzájemné spolupráci a komunikaci.
To považujeme za důležitý předpoklad úspěchu nejen ve škole, ale zejména v dospělosti,
v jejich osobnı́m i profesnı́m životě. Je pochopitelné, že spontánnı́ reakce dětı́ jsou
pokaždé jiné, uvádı́me je jen jako přı́klad typické reakce.

Fotodokumentaci z našeho projektu a dalšı́ podrobnosti můžete najı́t na našich škol-
nı́ch internetových stránkách www.zslukavice.wz.cz.
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Skúmanie v školskej matematike

Renáta Ujháziová1

V dnešnej dobe je snaha presúvat’dôraz z výučby algoritmov na rozvoj vyššı́ch pozná-
vacı́ch funkciı́ a na oboznamovanie žiakov s činnost’ami, ktoré sú matematike blı́zke. Pri
presadzovanı́ týchto snáh by sa preto nemalo zabúdat’hlavne na to, že matematické teórie
majú v čase svojho vzniku experimentálne induktı́vny charakter a až vo chvı́li svojho
„konečného“ spracovania nadobúdajú rýdzo deduktı́vny charakter. Preto ak chceme uká-
zat’ žiakom, ako sa skutočná matematika robı́, mali by sme aspoň trochu rešpektovat’
to, ako matematické teórie vznikajú, ako sa rozvı́jajú a zı́skavajú deduktı́vny charakter.
Práve skúmanie na hodinách matematiky k tomu môže v značnej miere prispiet’.

Čo je to skúmanie?
V definovanı́ pojmu skúmanie sa rôznia názory odbornı́kov, a preto sa ani v literatúre

nestretávame s jeho jednotnou definı́ciou. Laicky by sme však mohli skúmanie popı́sat’
takto: Skúmanie pozostáva z aktivı́t a činnostı́, ktoré použı́vame na odhalenie vzt’ahov vo
vnútri matematickej oblasti definovanej pomocou problémovej situácie.

Okrem tejto laickej definı́cie sa v literatúre objavuje aj operatı́vna definı́cia tohto
pojmu vo všeobecnej podobe, podl’a ktorej: Zaviest’ skúmanie znamená pomocou pro-
blémovej situácie, základného problému a použitı́m rôznych stratégiı́ vytvárat’nové pro-
blémy, ktoré môžu dat’vhl’ad do existujúcich vzt’ahov vo vnútri danej oblasti matematiky.

Snád’ešte výstižnejšia je však definı́cia L. Frobishera, podl’a ktorej o matematickom
skúmanı́ môžeme hovorit’, ak 1. počiatočná situácia je presne popı́saná, 2. ciel’nie je
presne zadaný alebo nie je zadaný vôbec, 3. cesta k ciel’u nie je známa.

Matematické skúmanie môžeme graficky znázornit’takto:

Z uvedených definı́ciı́ je zrejme, že skúmanie si vyžaduje aktı́vne narábanie s pred-
kladaným materiálom, aby sa mohli nájst’nové a neznáme vzt’ahy. Pri tejto práci je preto
rovnako dôležité vediet’predkladat’a sformulovat’problémy ako ich vediet’riešit’.

1Ústav matem. vied, rujhaziova@yahoo.com
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Ked’že jedným z hlavných nástrojov metódy skúmania je predkladanie a formulovanie
problémov, je dôležité naučit’žiakov aj niektoré stratégie na predkladanie a formulovanie
problémov. Bohužial’, tejto problematike sa v odbornej literatúre venuje iba málo autorov,
preto ani známych stratégiı́ nie je vel’a. Ale uvedieme aspoň tri z nich.

Stratégia tzv. „direction“, t.j. „smeru“
Použitie: Pri problémových situáciách, kde chceme dat’podnet na smer, v ktorom odpor-
účame pracovat’.

Predpoklady na vedomosti a schopnosti žiakov: Predpokladáme, že žiaci budú schopnı́
vymýšl’at’nové problémy pomocou nami „zadaného smeru“.

Iniciatı́va pre použitie stratégie: Pochádza hlavne od učitel’a. (Ale ked’ už žiaci majú
skúsenosti s touto stratégiou, tak sa predpokladá, že ju budú úspešne použı́vat’pri d’alšom
skúmanı́.)

Prı́klad použitia stratégie „direction“: Majme daný nasledovný čı́selný trojuholnı́k.

Spomı́nanú stratégiu použijeme tak, že pred skúmanı́m tohto trojuholnı́ka žiakom
zadáme takýto základný problém: Pozrite sa na prvý prvok každého riadku trojuholnı́ka
a pokúste sa nájst’nejaký vzt’ah medzi nimi.

Tento problém udáva žiakom smer, ktorým by sa mohli vybrat’pri formulovanı́ d’alšı́ch
problémov.

Stratégia „variation of the parameters“, t.j. „obmena parametrov“
Použitie: Pri problémových situáciách, kde je možné menit’ parametre zadaného pro-
blému.

Predpoklady na vedomosti a schopnosti žiakov: Predpokladáme, že žiaci sú schopnı́
použit’ induktı́vnu prácu pri skúmanı́ a majú skúsenosti s úlohami, v ktorých museli
analyzovat’parametre problému.

Iniciatı́va pre použitie stratégie: Po splnenı́ uvedených podmienok je dost’pravdepo-
dobné, že nájdenie parametra a tvorba potrebných obmien bude jedna z najprirodzenejšı́ch
stratégiı́ pre žiakov.

Prı́klad použitia stratégie „variation of the parameters“: Majme daný obdl’žnik a nie-
kol’ko bodov vo vnútri obdl’žnika.

Tieto body spolu s vrcholmi obdl’žnika môžeme použit’na vykreslenie trojuholnı́kov,
pričom úsečky kreslı́me vždy medzi dvoma bodmi. Úsečky sa nemôžu navzájom pretı́nat’.
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Skúmajte, kol’ko trojuholnı́kov dostanete.

Pri tejto problémovej situácii za parameter považujeme pojem „niekol’ko bodov“.
Postupným dosadzovanı́m čı́sel 1, 2, 3, . . . dostávame nový problém: Nájdite vzt’ah
medzi výsledkami jednotlivých vyšetrených prı́padov.

Stratégia „what if not“, t.j. „čo ak nie“
Použitie: Pri problémových situáciách, kde je možné položit’otázku „Čo ak nie?“. Po-
mocou nej môžeme odstránit’nejakú podmienku zo základného problému a tak môžeme
vytvárat’nové problémy.

Predpoklady na vedomosti a schopnosti žiakov: Predpokladáme, že žiaci sú schopnı́
klást’ otázky typu „Čo ak to nie je. . . ?“ a majú základné poznatky z rôznych oblastı́
matematiky.

Iniciatı́va pre použitie stratégie: Pochádza od učitel’a aj žiaka.

Prı́klad použitia stratégie „what if not“, t.j. „čo ak nie“. Predpokladajme, že žiaci
poznajú nasledujúcu vetu z planimetrie: Tri body, ktoré neležia na tej istej priamke
jednoznačne určujú kružnicu.

Môžeme sa spýtat’žiakov: „Ako by ste charakterizovali túto vetu?“
Možné odpovede žiakov:

1. „Je to matematická veta týkajúca sa bodov.“

2. „Je to matematická veta týkajúca sa troch bodov, ktoré neležia na tej istej priamke.“

3. „Je to matematická veta týkajúca sa kružnice.“

Dostali sme zoznam troch charakteristı́k tejto matematickej vety. Zoberieme zaradom
každú jednu charakteristiku a položı́me otázku „Čo ak nie?“.

Charakteristika 1: „Čo ak to nie je o bodoch?“
Potom uvažujme bud’priamku a bod, dve priamky a bod, alebo tri priamky.
Charakteristika 2: „Čo ak tie tri body ležia na tej istej priamke?“
Uvažujme tri body ležiace na tej istej priamke.
Charakteristika 3: „Čo ak to nie je kružnica?“
Tak uvažujme bud’parabolu, elipsu, hyperbolu, alebo inú krivku.
Čo môžeme robit’d’alej s takýmto zoznamom? Ukážeme si to na charakteristike 1.
Uvažujme napr. priamku a bod. Potom nový problém by sme mohli sformulovat’

takto: „Je možné jednoznačne určit’kružnicu pomocou priamky a bodu?“
Ak by sme uvažovali dve priamky a bod, potom by sa dal nový problém sformulovat’

nasledovne: „Je možné jednoznačne určit’ kružnicu pomocou dvoch priamok a bodu?“
Analogicky by sme mohli sformulovat’problém aj v prı́pade troch priamok.

Uvedené stratégie sú stratégie na formulovanie a predkladanie problémov, osvojenie
ktorých môže žiakom do značnej miery pomôct’ pri formulovanı́ vlastných problémov.
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Za rovnako dôležité považujeme ukázat’žiakom aj stratégie na riešenie problémov, kto-
rými sú známe heuristické stratégie ako preformulovanie, analógia, zovšeobecnenie,
špecializácia, cesta spät’, systematické experimentovanie a hl’adanie vzorca, znázornenie
a konkretizácia, zavedenie pomocného prvku, opakovanie určitého postupu, . . . Znalost’
týchto stratégiı́ môže výrazne ul’ahčit’riešenie rôznych zadaných problémov.

Prečo by sme mali zaradit’metódu skúmania do školskej matematiky?
Hlavným dôvodom pre zaradenie tejto metódy do školskej matematiky je skutoč-

nost’, že skúmanie umožňuje rozvı́jat’ schopnost’ žiakov predkladat’, formulovat’ a riešit’
problémy, ale aj rozvı́jat’u nich induktı́vne myslenie a induktı́vne dokazovanie. Navyše
experimenty dokazujú, že tento druh práce je pre žiakov vel’mi zaujı́mavý, umožňuje im
napredovat’vlastnou rýchlost’ou, vd’aka nemu sa u nich vytvára lepšı́ vzt’ah k matematike,
učia sa pri nej pracovat’samostatne aj v skupinách a je to vhodná metóda pre mnohé témy
na základných i stredných školách.

Ako zaviest’metódu skúmania do vyučovania matematiky?
V školskej matematike chápeme skúmanie ako nejakú aktı́vnu metódu, ktorá je za-

ložená na zručnostiach a schopnostiach formulovat’ a riešit’ problémy. Tieto zručnosti
a schopnosti musia byt’ postupne vytvárané a rozvı́jané, to znamená, že tento vývoj si
vyžaduje čas a učitel’ musı́ postupovat’ pri rozvı́janı́ týchto vlastnostı́ tempom, ktoré je
primerané schopnostiam žiakov.

Odporúča sa preto v prvom kroku rozvı́jat’ induktı́vne myslenie a induktı́vnu prácu
pomocou, tzv. „mini skúmania“. Žiakom preto treba najprv zadávat’rôzne úlohy, v ktorých
majú niečo pozorovat’, nájst’d’alšie prı́klady, sledovat’na nich tie isté vlastnosti a nakoniec
majú objavit’ nejaké súvislosti medzi nimi a snažit’ sa vysvetlit’ prı́činu daného javu.
Majú to byt’ teda úlohy, resp. problémy, ktoré chceme použit’ na osvojenie potrebných
schopnostı́ pri práci pri práci so skutočným skúmanı́m. „Mini skúmanie“ je považované
za nevyhnutnú podmienku pri prı́prave žiakov na objavitel’skú prácu.

V druhom kroku by mal učitel’ aplikovat’ tzv. „riadené skúmanie“, čo znamená, že
spočiatku sprevádza žiakov cez niektoré časti práce, zadáva im problémy na riešenie
a po nejakom čase sa počet nı́m zadávaných problémov postupne znižuje, pričom všetky
zadávané problémy majú mat’ spoločný ciel’: „Ukázat’ žiakom, ktoré problémy stoja za
riešenie.“

Až ked’žiaci nadobudli skúsenosti s týmito druhmi skúmania, potom môže nasledovat’
tá najvyššia forma skúmania, „samostatné skúmanie a objavovanie“.
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Pythagorova věta1

Michaela Ulrychová2

Ve výuce se snažı́m využı́vat konstruktivistických přı́stupů (Hejný & Kuřina, 2001).
Domnı́vám se, že žák je tak motivován k aktivitě, k formulaci vlastnı́ch názorů, myšlenek
a nápadů, ale také rozvı́jı́ schopnost oponovat, vytvořit protipřı́klad a diskutovat o dané
problematice. Tento přı́stup jsem využila i pro seznámenı́ žáků sekundy osmiletého gym-
názia s tématem Pythagorova věta. Inspiraci jsem čerpala z knihy Hejný & Kuřina (2001),
v nı́ž autoři představujı́ několik přı́stupů k vyučovánı́ Pythagorovy věty od instruktivnı́ho,
kde učitel předkládá žákům pouze hotové poznatky a vztahy, až po konstruktivnı́, který
žáka aktivizuje k řešenı́ praktického problému.

Popis výuky
Pro seznámenı́ žáků s Pythagorovou větou jsem zvolila přı́stup E, který je z mého

hlediska nejvı́ce vhodný pro konstruktivistický přı́stup – motivuje žáka a nejvı́ce vede
k vlastnı́mu objevovánı́. Žáci jsou motivováni úlohou z praxe.

Úloha 1: Je možné pronést skřı́ň s rozměry 1, 6 × 2, 4 × 0, 8 m (š × v × h) dveřmi
s rozměry 1, 1× 1, 9 m (š × v)?

Úloha nečinila velké obtı́že, avšak při jejı́m řešenı́ se někteřı́ žáci nezabývali skuteč-
nými rozměry skřı́ně a dveřı́, ale modelovali danou situaci např. pomocı́ penálu a krabičky
od kalkulačky.

Úloha 2: Lze tuto skřı́ň naklopit v mı́stnosti vysoké 2,5 m?

Ani řešenı́ druhé úlohy nebylo pro žáky obtı́žné. Objevilo se několik strategiı́ řešenı́.
Někteřı́ žáci navrhovali naklápět skřı́ň pomalu – měli dojem, že řešenı́ daného problému
je závislé na rychlosti. Jeden žák dokonce doma vyklidil skřı́ň a zkoušel, jestli lze opravdu
skřı́ň naklopenı́m zvednout. Postupně pak žáci dospěli k tomu, že hlavnı́ úlohu zde hraje
úhlopřı́čka obdélnı́ku 2, 4 × 0, 8 m (v× h) a pomocı́ kružı́tka lze zjistit, zda se dá skřı́ň
naklopit.

Autoři knihy navrhujı́ jako dalšı́ úlohu doplnit tabulku; vlastně ověřit, že vztah
a2 + b2 = c2 pro daný pravoúhlý trojúhelnı́k platı́. Mně se však zdála tato úloha umělá,
a tak jsem zvolila úlohu podle mého názoru vhodnějšı́. Chtěla jsem, aby žáci sami odvodili
vztah a vyslovili Pythagorovu větu. Zadala jsem úlohu 3.

Úloha 3: Vypočı́tejte obsahy trojúhelnı́ků S1, S2, . . . , S9 (obr. 1) a součty obsahů troj-
úhelnı́ků S1 + S2, S3 + S4, S5 + S6 + S7 + S8.

1Přı́spěvek byl podpořen grantem GAUK 500/2004/A-PP/PedF.
2PedF UK Praha, ulrychova.michaela@centrum.cz
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Žáci správně vypočı́tali požadované obsahy trojúhelnı́ků jako jednu čtvrtinu obsahu
čtverce se stranou délky 4 cm a jejich přı́slušné součty.

Úloha 4: Vypočı́tejte délky stran trojúhelnı́ku S9.

V této úloze se ukázala značná variabilita ve způsobu řešenı́.
Někteřı́ žáci se pokusili využı́t vzorce

Obr. 1

pro obsah trojúhelnı́ka (obr. 2, 3), jinı́ ur-
čovali délky stran pomocı́ přibližných od-
hadů (obr. 4, 5) a sklápěnı́ – opět zde
hraje roli pohyb (obr. 6). (Uvedené práce
žáků jsou převzaty z tabule.) Jednoho žáka
také napadlo určit délky stran trojúhel-
nı́ku pomocı́ trojúhelnı́kové nerovnosti.
V průběhu prvnı́ hodiny vypočı́tal žák Petr
délky stran daného trojúhelnı́ka. Nejprve
si uvědomil, že trojúhelnı́ky S3 a S4 tvořı́
čtverec, sečetl jejich obsahy a potom již
odmocněnı́m obsahu čtverce vypočı́tal přı́-

slušnou odvěsnu trojúhelnı́ka. S Petrem jsem nadále pracovala individuálně. Znal tedy
délky třı́ stran v trojúhelnı́ku, a tak jsem mu zadala úkol, aby určil vztah mezi těmito
stranami v trojúhelnı́ku, což by mohlo vést k objevu Pythagorovy věty.

Obr. 2 Obr. 3

Obr. 4 Obr. 5
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Během druhé hodiny objevil Petr následujı́cı́ zákonitost: Vztah mezi délkami stran
v pravoúhlém trojúhelnı́ku vyjádřil pomocı́ obsahů čtverců (obr. 7).

Obr. 6 Obr. 7

Je zde vidět jakýsi přechod v jeho způsobu uvažovánı́. Žák již nepoužı́vá prostředı́
mozaiky, trojúhelnı́k už nenı́ rovnoramenný, avšak ještě stále dosazuje do vztahu hodnoty
pro rovnoramenný trojúhelnı́k. Otázkou je, proč zvolil ve vyjádřenı́ tu těžšı́ variantu –
vztah pomocı́ rozdı́lu druhých mocnin délek stran.

Zeptala jsem se na obecné řešenı́. Po chvilce individuálnı́ práce Petr podal konkrétnı́
přı́klad (obr. 8) a pomocı́ něj zformuloval obecný vztah, i když ne úplně přesně.

Obr. 8

Zadala jsem tedy Petrovi úlohu, ve které jsou délky stran zadány desetinnými čı́sly.
Petr zvolil délky dvou stran v trojúhelnı́ku jako 0,8 a 0,5 cm (obr. 9) a nezamýšlel se nad
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tı́m, jestli jsou zadány délky obou odvěsen nebo délka přepony a odvěsny, a řešil tuto
úlohu následovně. Nejprve určil obsahy čtverců nad odvěsnami (pojmy odvěsna a pře-
pona zatı́m neznal), pomocı́ součtu těchto obsahů vypočı́tal obsah čtverce nad přeponou
a odmocněnı́m zı́skal délku strany čtverce, tedy přeponu pravoúhlého trojúhelnı́ku. Tato
úloha vlastně ověřila, že Petr má již dobrou představu o Pythagorově větě.

Obr. 9

Dalšı́m problémem, který jsem nastı́nila, bylo, jestli tento vztah pro délky stran
v trojúhelnı́ku platı́ i v obecném trojúhelnı́ku. Petr si nakreslil rovnostranný trojúhelnı́k,
vyznačil přı́slušné čtverce nad jeho stranami a hned objevil, že daný vztah neplatı́. Doma
ještě zkusil narýsovat obecný trojúhelnı́k, změřil pravı́tkem délky stran trojúhelnı́ku
a vypočı́tal přı́slušné obsahy čtverců. Po dosazenı́ však objevené pravidlo pro součet
obsahů čtverců neplatilo. Přesvědčil se tedy o tom, že daný vztah pro obecný trojúhelnı́k
neplatı́.

Na začátku třetı́ hodiny jsme společně se všemi žáky shrnuli zı́skané poznatky u tabule,
tedy že délky stran vypočı́táme pomocı́ vztahu S1 + S2 = S3 (tento vztah byl vázán
k obrázku) a že platı́

S1 = a2

S2 = b2 tedy S1 + S2 = S3,
S3 = c2 a2 + b2 = c2.

Na základě těchto poznatků byli žáci schopni vyslovit Pythagorovu větu. Dále jsme
potom již jen procvičovali a společně počı́tali úlohy na tabuli. Za domácı́ úlohu jsem
zvolila takový úkol, v němž by žáci modelovali trojúhelnı́k, a vlastně tak daný úkol
prakticky uchopili. Důležitou roli tedy hraje manipulace s předměty.

Úloha na doma: Na laně je uvázáno 13 uzlů tak, že každé dva uzly majı́ vždy tutéž
vzdálenost (např. 10 m). Spojı́me 1. a 13. uzel v jeden. Ve kterých uzlech budou vrcholy
pravoúhlého trojúhelnı́ku?
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Čtvrtou hodinu jsme zahájili domácı́m úkolem. Jedna žákyně vymodelovala z pro-
vázku pravoúhlý trojúhelnı́k (s vrcholy v uzlech 1, 4 a 8) a nalepila ho na papı́r. Petr
tentokrát doma nepracoval, ale byl inspirován pracı́ spolužačky, a tak si ustřihl proužek
papı́ru (aby nahradil provázek), který složil tak, aby přehyby představovaly dané uzly.
Pomocı́ tohoto modelu hledal pravoúhlé trojúhelnı́ky. Objevil též 1., 4. a 8. uzel. „To
znamená, že trojúhelnı́k má délky stran 3, 4 a 5 jednotek“, řekl. Někteřı́ žáci konkrétnı́
situaci pouze načrtli na papı́r. Jiná žákyně se začala úlohou zabývat až při hodině. Pra-
covala na čtverečkovaném papı́ru a stále uvažovala, že provázek má 13 uzlů. O dané
problematice měla následujı́cı́ představu (obr. 10): „Ubereme-li jeden dı́lek a přidáme ten
dı́lek sem, trojúhelnı́k zůstane pravoúhlý.“ Na vyzvánı́ však žákyně ukázala, že jejı́ úvaha
nebyla správná. Pokusila se však ještě uplatnit svou myšlenku a navrhla jiný trojúhelnı́k,
ve kterém zkoušı́ odebrat a přidat jeden dı́lek (obr. 11).

Dále následovaly procvičovacı́ úlohy z učebnice.

Obr. 10

Obr. 11
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Závěr
Při procvičovánı́ Pythagorovy věty jsem zaznamenala, že někteřı́ žáci zapisujı́ a řešı́

úlohy pomocı́ obsahů čtverců S1 + S2 = S3 (ne objeveným vztahem pro výpočet délek
stran a2 + b2 = c2). U těchto žáků převládá spı́še geometrická interpretace Pythagorovy
věty, žáci si opravdu pod druhými mocninami představujı́ obsahy čtverců nad danými
stranami pravoúhlého trojúhelnı́ka (označenı́ stran tedy nenı́ formálnı́).

Očekávala jsem, že tento přı́stup, kdy žáci sami vyvodı́ Pythagorovu větu, to změnı́.
U některých žáků jsem vypozorovala znaky formálnı́ho poznánı́ (Hejný & Kuřina, 2001).
Žáci si pouze vztah a2 + b2 = c2 (abecedně) pamatujı́, nechápou, co je tı́mto vztahem
vyjádřeno, nerozumı́ mu. Přesvědčila jsem se o tom tehdy, když jsem označila trojúhelnı́k
jinak než ABC. Někteřı́ žáci si trojúhelnı́k přeznačili na trojúhelnı́k ABC. Většina
těchto žáků, kteřı́ se neztotožnili s daným odvozenı́m vztahu, se pak setkala s problémem
uvědomit si, co je odvěsna a co přepona. Při řešenı́ úloh pak druhé mocniny dvou zadaných
délek stran náhodně sčı́tali, méně často odčı́tali. Důležitým jevem bylo také to, že tito
žáci odmı́tali nápomoc obrázkem. Vypozorovala jsem, že se většinou jednalo o žáky,
které objevovánı́ zatı́m moc nebavı́, kteřı́ se neradi zabývajı́ problémy a spı́še čekajı́, že
to objevı́ někdo jiný a že oni objev převezmou.

Nakonec mi dovolte jednu odbočku. Ve vyučovánı́ se často potýkám s následujı́cı́m
problémem. Žáci jsou k nám na gymnázium přijati na základě prospěchu na základnı́ škole
a úspěšnosti u přijı́macı́ch zkoušek. Potom chtějı́ i nadále patřit mezi ty nejúspěšnějšı́,
jak tomu bylo na základnı́ škole. Je tedy těžké je přimět k tomu, aby si navzájem
naslouchali a snažili se pochopit i řešenı́ či nápady ostatnı́ch. Většinou upřednostňujı́
pouze své přı́stupy, proto se při řešenı́ různých problémů vyskytuje velké množstvı́
nápadů a myšlenek. S těmito jedinci je tedy na základě této zkušenosti zřejmě vhodnějšı́
individuálnı́ forma práce.
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Figurálnı́ čı́sla, Pascalův trojúhelnı́k, aritmetické

posloupnosti vyššı́ch řádů1

Jaroslav Zhouf2

Pascalův trojúhelnı́k je schéma přirozených čı́sel, která má své využitı́ např. v bino-
mické větě, avšak dá se v něm najı́t řada dalšı́ch zajı́mavých vlastnostı́. V tomto přı́spěvku
si všimneme souvislosti mezi figurálnı́mi čı́sly a aritmetickými posloupnostmi vyššı́ch
řádů.

Figurálnı́ čı́sla
Pythagorejci hluboce zkoumali přirozená čı́sla. Použı́vali k tomu také geometrické

interpretace těchto čı́sel. Ke znázorněnı́ přirozených čı́sel použı́vali kamı́nky, které rov-
nali do geometrických obrazců. Podle toho rozeznáváme čı́sla trojúhelnı́ková (obr. 1),
čtvercová (obr. 2), pětiúhelnı́ková (obr. 3), . . . , čtyřstěnová, krychlová, . . .

Obr. 1

Obr. 2

1Tento přı́spěvek byl vytvořen s podporou grantu GAUK 500/2004/A-PP/PedF.
2PedF UK Praha, jaroslav.zhouf@pedf.cuni.cz
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Obr. 3

Napišme si vždy několik prvnı́ch výše uvedených figurálnı́ch čı́sel a také vzorec pro
přı́slušné n-té figurálnı́ čı́slo pro libovolné přirozené čı́slo n.

Trojúhelnı́ková čı́sla jsou 1, 3, 6, 10, 15, ...,
n (n+ 1)
2

, ...

Čtvercová čı́sla jsou 1, 4, 9, 16, 25, ..., n2, ...

Pětiúhelnı́ková čı́sla jsou 1, 5, 12, 22, 35, ...,
n (3n− 1)
2

, ...

Čtyřstěnová čı́sla jsou 1, 4, 10, 20, 35, ...,
n (n+ 1) (n+ 2)

6
, ...

Krychlová čı́sla jsou 1, 8, 27, 64, 125, ..., n3, ...

Pascalův trojúhelnı́k
Na obr. 4 a obr. 5 je Pascalův trojúhelnı́k, který obsahuje binomické koeficienty.

    1  
    1 1  
    1 2 1  
   1 3 3 1  
  1  4 6 4 1  
 1  5 10 10 5 1  
1  6  15 20 15 6 1 

.  . .  . .  . .  . .  . .  . .  . .  . .  . .  . .  . .  . .  . 
 

Obr. 4
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 Obr. 5 Obr. 5

Všimněme si třetı́ho šikmého sloupce jdoucı́ho zprava shora doleva dolů. V něm jsou
zapsána všechna trojúhelnı́ková čı́sla

1, 3, 6, 10, 15, ...,
n (n+ 1)
2

, ... =

(
2
2

)
,

(
3
2

)
,

(
4
2

)
,

(
5
2

)
,

(
6
2

)
, ...,

(
n+ 1
2

)
, ...

pro každé přirozené čı́slo n.

Stejně tak čtvrtý šikmý sloupec jdoucı́ zprava shora doleva dolů představuje všechna
čtyřstěnová čı́sla

1, 4, 10, 20, 35, ...,
n (n+ 1) (n+ 2)

6
, ... =

=

(
3
3

)
,

(
4
3

)
,

(
5
3

)
,

(
6
3

)
,

(
7
3

)
, ...,

(
n+ 2
3

)
, ...

pro každé přirozené čı́slo n.

Pro dalšı́ úvahy si je třeba uvědomit ještě jeden vztah mezi kombinačnı́mi čı́sly, který
platı́ pro všechna přirozená čı́sla k a n i pro k = 0:
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(
0
0

)
+

(
1
0

)
+

(
2
0

)
+ ...+

(
n− 1
0

)
=

(
n

1

)
(
1
1

)
+

(
2
1

)
+

(
3
1

)
+ ...+

(
n

1

)
=

(
n+ 1
2

)
(
2
2

)
+

(
3
2

)
+

(
4
2

)
+ ...+

(
n+ 1
2

)
=

(
n+ 2
3

)
(
3
3

)
+

(
4
3

)
+

(
5
3

)
+ ...+

(
n+ 2
3

)
=

(
n+ 3
4

)
......................................................................(

k

k

)
+

(
k + 1

k

)
+

(
k + 2

k

)
+ ...+

(
n+ k − 1

k

)
=

(
n+ k

k + 1

)
.....................................................................................

Aritmetické posloupnosti vyššı́ch řádů

V Pascalově trojúhelnı́ku se nacházı́ aritmetická posloupnost

1, 2, 3, 4, 5, ..., n, ... =

(
1
1

)
,

(
2
1

)
,

(
3
1

)
,

(
4
1

)
,

(
5
1

)
, ...,

(
n

1

)
, ...

Jejı́ n-tý člen je n =
(
n
1

)
, což je lineárnı́ výraz. Součet prvnı́ch n členů této posloupnosti

je n(n+1)
2 =

(
n+1
2

)
, což je kvadratický výraz.

Napı́šeme-li si posloupnost trojúhelnı́kových čı́sel z Pascalova trojúhelnı́ku

1, 3, 6, 10, 15, ...,
n (n+ 1)
2

, ... =

(
2
2

)
,

(
3
2

)
,

(
4
2

)
,

(
5
2

)
,

(
6
2

)
, ...,

(
n+ 1
2

)
, ...

a vytvořı́me-li rozdı́ly každých dvou sousednı́ch členů této posloupnosti, dostaneme
aritmetickou posloupnost

2, 3, 4, 5, ..., n, ... =

(
2
1

)
,

(
3
1

)
,

(
4
1

)
,

(
5
1

)
, ...,

(
n

1

)
, ...

Posloupnost

1, 3, 6, 10, 15, ...,
n (n+ 1)
2

, ... =

(
2
2

)
,

(
3
2

)
,

(
4
2

)
,

(
5
2

)
,

(
6
2

)
, ...,

(
n+ 1
2

)
, ...

patřı́ mezi tzv. aritmetické posloupnosti druhého řádu. Jejı́ n-tý člen je n(n+1)
2 =

(
n+1
2

)
,
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což je kvadratický výraz. Součet prvnı́ch n členů této posloupnosti je n(n+1)(n+2)
6 =

(
n+2
3

)
,

což je kubický výraz.
Obdobně posloupnosti čtvercových čı́sel a pětiúhelnı́kových čı́sel patřı́ mezi aritme-

tické posloupnosti druhého řádu. Jejich n-té členy jsou také kvadratické výrazy.
Obecně je (bn)

∞
n=1 aritmetická posloupnostı́ druhého řádu, právě když je (bn+1 − bn)

∞
n=1

aritmetická posloupnost. Každá aritmetická posloupnost druhého řádu je kvadratická
funkce .

Proto nám známou aritmetickou posloupnost můžeme nazývat aritmetická posloup-
nost prvnı́ho řádu. Každá aritmetická posloupnost prvnı́ho řádu je lineárnı́ funkce.

Potom konstantnı́ posloupnost, např. 1, 1, 1, 1, ... v Pascalově trojúhelnı́ku, bychom
mohli nazvat aritmetická posloupnost nultého řádu. Každá aritmetická posloupnost nul-
tého řádu je konstantnı́ funkce.

Všimněme si ještě posloupnosti čtyřstěnových čı́sel v Pascalově trojúhelnı́ku

1, 4, 10, 20, 35, ...,
n (n+ 1) (n+ 2)

6
, ... =

=

(
3
3

)
,

(
4
3

)
,

(
5
3

)
,

(
6
3

)
,

(
7
3

)
, ...,

(
n+ 2
3

)
, ...

a vytvořme rozdı́ly každých dvou sousednı́ch členů této posloupnosti:

3, 6, 10, 15, ...,
n (n+ 1)
2

, ... =

(
3
2

)
,

(
4
2

)
,

(
5
2

)
,

(
6
2

)
...,

(
n+ 1
2

)
, ...

Dostali jsme aritmetickou posloupnost druhého řádu. Proto posloupnost

1, 4, 10, 20, 35, ...,
n (n+ 1) (n+ 2)

6
, ... =

=

(
3
3

)
,

(
4
3

)
,

(
5
3

)
,

(
6
3

)
,

(
7
3

)
, ...,

(
n+ 2
3

)
, ...

patřı́ mezi tzv. aritmetické posloupnosti třetı́ho řádu. Jejı́ n-tý člen je n(n+1)(n+2)
6 =

(
n+2
3

)
,

což je kubický výraz. Součet prvnı́ch n členů této posloupnosti je n(n+1)(n+2)(n+3)
24 =

=
(
n+3
4

)
, což je polynom čtvrtého stupně.

Obdobně posloupnost krychlových čı́sel patřı́ mezi aritmetické posloupnosti třetı́ho
řádu. Je to kubická funkce.

Obecně je (cn)
∞
n=1 aritmetická posloupnostı́ třetı́ho řádu, právě když je (cn+1 − cn)

∞
n=1

aritmetická posloupnost druhého řádu. Každá aritmetická posloupnost třetı́ho řádu je
kubická funkce.

V Pascalově trojúhelnı́ku se pak dále nacházejı́ aritmetické posloupnosti všech dalšı́ch
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vyššı́ch řádů.
Pascalův trojúhelnı́k poskytuje jen několik aritmetických posloupnostı́ vyššı́ch řádů.

Vytvořı́me-li si podle stejného pravidla obdobný trojúhelnı́k, můžeme si vytvořit libo-
volné posloupnosti vyššı́ch řádů. Jeden takový trojúhelnı́k je na obr. 6.

    2  
    2 3  
    2 5 −1  
   2 7 4 0  
  2  9 11 4 5  
 2  11 20 15 9 −2  
2  13  31 35 24 7 3 
.  . .  . .  . .  . .  . .  . .  . .  . .  . .  . .  . .  . .  . 

 
Obr. 6

Tento trojúhelnı́k byl vytvořen tak, že prvnı́ šikmý sloupec jdoucı́ zprava shora doleva
dolů se skládá ze samých stejných čı́sel a prvnı́ šikmý sloupec jdoucı́ zleva shora doprava
dolů je vytvořen z libovolných čı́sel. Ostatnı́ čı́sla v trojúhelnı́ku se doplnı́ stejně, jako se
tvořı́ Pascalův trojúhelnı́k.

Otázkou je, jak lze najı́t pro tento trojúhelnı́k vzorce pro n-té členy přı́slušných
aritmetických posloupnostı́ vyššı́ch řádů. Tuto problematiku řešı́ teorie tzv. diferenčnı́ch
rovnic. My zde tento postup provedeme, aniž bychom něco o teorii diferenčnı́ch rovnic
věděli.

Vzorce pro n-tý člen a součet prvnı́ch n členů konkrétnı́ aritmetické
posloupnosti vyššı́ho řádu

Z předchozı́ch odstavců vı́me, že n-tý člen aritmetické posloupnosti k-tého řádu je
polynom k-tého řádu a že součet prvnı́ch n členů této posloupnosti je polynom (k + 1)-
nı́ho řádu. A právě této znalosti využijeme v dalšı́ch úvahách. Vše si předvedeme na
konkrétnı́ch posloupnostech v trojúhelnı́ku na obr. 6.

Posloupnost
2, 2, 2, 2, 2, ...

je aritmetická posloupnost nultého řádu, jejı́ n-tý člen je 2 a součet prvnı́ch n členů je 2n.
Posloupnost

3, 5, 7, 9, 11, ...

je aritmetická posloupnost prvnı́ho řádu, jejı́ž n-tý člen je 2n+1. Součet prvnı́ch n členů
je kvadratický výraz, tj.

3 + 5 + 7 + ...+ (2n+ 1) = an2 + bn+ c.
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Koeficienty a, b, c můžeme zı́skat např. dosazenı́m třı́ prvnı́ch hodnot proměnné n do
této rovnosti:

3 = a · 12 + b · 1 + c

3 + 5 = a · 22 + b · 2 + c

3 + 5 + 7 = a · 32 + b · 3 + c

Toto je soustava třı́ lineárnı́ch rovnic o třech neznámých, jejı́ž řešenı́m jsou čı́sla a = 1,
b = 2, c = 0. Proto součet prvnı́ch n členů této posloupnosti prvnı́ho řádu je n2 + 2n.

Posloupnost
−1, 4, 11, 20, 31, ...

je aritmetická posloupnost druhého řádu. Jejı́ n-tý člen je kvadratický výraz an2+bn+c.
Koeficienty a, b, c opět můžeme zı́skat např. z prvnı́ch třı́ členů této posloupnosti:

−1 = a+ b+ c

4 = 4a+ 2b+ c

11 = 9a+ 3b+ c

Odtud je a = 1, b = 2, c = −4. Takže n-tý člen této posloupnosti druhého řádu je
n2 + 2n− 4.

Součet prvnı́ch n členů posloupnosti

−1, 4, 11, 20, 31, ...

je kubický výraz, takže platı́

−1 + 4 + 11 + 20 + ...+
(
n2 + 2n− 4

)
= an3 + bn2 + cn+ d.

Koeficienty a, b, c, d můžeme analogicky zı́skat např. dosazenı́m čtyř prvnı́ch hodnot
proměnné n do této rovnosti:

−1 = a+ b+ c+ d

3 = 8a+ 4b+ 2c+ d

14 = 27a+ 9b+ 3c+ d

34 = 64a+ 16b+ 4c+ d

Odtud je a = 1
3 , b = 3

2 , c = −176 , d = 0. Proto součet prvnı́ch n členů této posloupnosti
druhého řádu je 13n

3 + 32n
2 − 17

6 n.

Vzorce pro n-tý člen a součet prvnı́ch n členů aritmetických posloupnostı́ dalšı́ch
řádů bychom dostali z trojúhelnı́ku na obr. 6 obdobným způsobem.
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Odvozenı́ vzorců pro součet prvnı́ch n členů aritmetických posloup-
nostı́ vyššı́ch řádů pomocı́ vzorců pro součet stejných mocnin prvnı́ch
n přirozených čı́sel

Metodu uvedenou v nadpisu tohoto oddı́lu si předvedeme na jednom konkrétnı́m
přı́kladu, a to na poslednı́m přı́kladu z předchozı́ho oddı́lu. Budeme zde potřebovat
znalost těchto identit:

1 + 2 + 3 + ...+ n =
1
2
n (n+ 1)

12 + 22 + 32 + ...+ n2 =
1
6
n (n+ 1) (2n+ 1)

Ty se dajı́ najı́t v některých tabulkách nebo se dajı́ odvodit z Pascalova trojúhelnı́ku, jak
si ukážeme v následujı́cı́m oddı́le.

Takže platı́
−1 + 4 + 11 + ...+

(
n2 + 2n− 4

)
=

=
(
12 + 2 · 1− 4

)
+

(
22 + 2 · 2− 4

)
+

(
32 + 2 · 3− 4

)
+ ...+

(
n2 + 2n− 4

)
=

=
(
12 + 22 + 32 + ...+ n2

)
+ 2 (1 + 2 + 3 + ...+ n) + n · (−4) = 1

3
n3 +

3
2
n2 − 17

6
n.

Vzorce pro součet stejných mocnin prvnı́ch n přirozených čı́sel

Pomocı́ známé identity

1 + 2 + 3 + 4 + ...+ n =
1
2
n (n+ 1)

je možné zı́skat dalšı́ identity, které představujı́ součet stejných mocnin n prvnı́ch přiro-
zených čı́sel:

12 + 22 + 32 + 42 + ...+ n2 =
1
6
n (n+ 1) (2n+ 1)

13 + 23 + 33 + 43 + ...+ n3 =
1
4
n2 (n+ 1)2

.................................

Vı́me, že v Pascalově trojúhelnı́ku pro součet prvnı́ch n členů aritmetické posloupnosti
druhého řádu platı́

1 + 3 + 6 + 10 + ...+
n (n+ 1)
2

=
n (n+ 1) (n+ 2)

6
,

1 (1 + 1)
2

+
2 (2 + 1)
2

+
3 (3 + 1)
2

+
4 (4 + 1)
2

+ ...+
n (n+ 1)
2

=
n (n+ 1) (n+ 2)

6
,
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(
12 + 22 + 32 + 42 + ...+ n2

)
+ (1 + 2 + 3 + 4 + ...+ n)

2
=

n (n+ 1) (n+ 2)
6

,

12 + 22 + 32 + 42 + ...+ n2 + n(n+1)
2

2
=

n (n+ 1) (n+ 2)
6

.

Odsud plyne

12 + 22 + 32 + 42 + ...+ n2 = 2 · n (n+ 1) (n+ 2)
6

− n (n+ 1)
2

=
n (n+ 1) (2n+ 1)

6
.

Druhý výše uvedený vzorec se zı́ská analogicky ze čtyřstěnových čı́sel v Pascalově
trojúhelnı́ku.

Ještě si ukážeme, jak se dajı́ tyto vzorce objevit „beze slov“ (Nelsen, 1993). Snad je
to patrné z obr. 7, kde je znázorněn součet

3
(
12 + 22 + ...+ n2

)
= (2n+ 1) (1 + 2 + ...+ n) ,

a z obr. 8, kde jsou znázorněny součty

1 + 2 + 3 + ...+ n =
1
2
n (n+ 1) ,

13 + 23 + 33 + ...+ n3 =
1
4
[n (n+ 1)]2 .

Pětiúhelnı́ková čı́sla
Na přı́kladu pětiúhelnı́kových čı́sel si ukážeme, jak se dá vzorcem vyjádřit n-té

pětiúhelnı́kové čı́slo.
Pětiúhelnı́ková čı́sla jsou postupně

1, 5, 12, 22, 35, ...
Rozdı́ly mezi sousednı́mi členy této posloupnosti jsou

4, 7, 10, 13, ...,
což je aritmetická posloupnost prvnı́ho řádu. Proto pětiúhelnı́ková čı́sla tvořı́ aritmetickou
posloupnost druhého řádu. Takže n-té pětiúhelnı́kové čı́slo se dá vyjádřit ve tvaru an2 +
+bn+ c. Již známým postupem najdeme koeficienty a, b, c:

1 = a+ b+ c

5 = 4a+ 2b+ c

12 = 9a+ 3b+ c

Z této soustavy plyne, že a = 3
2 , b = −12 , c = 0. Proto n-té pětiúhelnı́kové čı́slo má tvar

3
2
n2 − 1

2
n =

n (3n− 1)
2

.
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Obr. 7

Obr. 8
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Pro pětiúhelnı́ková čı́sla můžeme vytvořit čı́selný trojúhelnı́k podobný Pascalovu
trojúhelnı́ku (obr. 9). Pětiúhelnı́ková čı́sla jsou ve třetı́m šikmém sloupci zprava shora
doleva dolů. A součet vždy několika prvnı́ch těchto čı́sel je ve čtvrtém šikmém sloupci
stejně jako v Pascalově trojúhelnı́ku.

    3  
    3 1  
    3 4 1  
   3 7 5 1  
  3  10 12 6 1  
 3  13 22 18 7 1  
3  16  35 40 25 8 1 

.  . .  . .  . .  . .  . .  . .  . .  . .  . .  . .  . .  . .  . 
 

Obr. 9

Vzorec, který jsme odvodili v tomto oddı́le pro pětiúhelnı́ková čı́sla, můžeme opět
odvodit „beze slov“ (Nelsen, 1993), což je dobře patrné z obr. 10. Tento obrázek sice
znázorňuje čı́sla šestiúhelnı́ková, pro pětiúhelnı́ková čı́sla však platı́ stejná úvaha. Počet
pětiúhelnı́kových čı́sel se dá podle tohoto obrázku vyjádřit výrazem

1 + 4 (n− 1) + 3 · (n− 2) (n− 1)
2

,

což je rovno n(3n−1)
2 .

Úlohy

Úloha 1: Zvolte si nějakou aritmetickou posloupnost (prvnı́ho řádu) a k nı́ vytvořte
aritmetické posloupnosti vyššı́ch řádů, jestliže si zvolı́te jejich konkrétnı́ prvnı́ členy.
K těmto posloupnostem též vytvořte čı́selný trojúhelnı́k obdobný Pascalovu trojúhelnı́ku.

Úloha 2: Najděte vztahy pro n-tý člen a součet prvnı́ch n členů posloupnosti šestiú-
helnı́kových čı́sel (obr. 10). Vytvořte k těmto hodnotám obdobu Pascalova trojúhelnı́ku.

Úloha 3: Necht’aritmetická posloupnost (prvnı́ho řádu) má prvnı́ člen a1 a diferenci d.
Najděte k nı́ vztah pro n-tý člen a součet prvnı́ch n členů aritmetické posloupnosti druhého
řádu, která má prvnı́ člen b1.

Úloha 4: Zvolte si nějakou geometrickou posloupnost (prvnı́ho řádu) a k nı́ vytvořte
geometrické posloupnosti vyššı́ch řádů, jestliže si zvolı́te jejich konkrétnı́ prvnı́ členy.
K těmto posloupnostem též vytvořte čı́selný trojúhelnı́k obdobný Pascalovu trojúhelnı́ku.
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Obr. 10
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Pracovnı́ dı́lny

Proč nenı́ 0, 9 < 1?

Petr Eisenmann1

Ve výuce matematiky na střednı́ škole je často studenty diskutovanou otázkou pro-
blém:

Platı́ 0, 9 < 1 či 0, 9 = 1?
Ze své praxe vysokoškolského učitele vı́m, že valná většina čerstvých studentů prv-

nı́ho ročnı́ku bez zaváhánı́ zvolı́ prvnı́ variantu. Jejich argumentace je většinou vždy
stejná: „Jestliže to desetinné čı́slo začı́ná nulou, nemůže být rovno jedné, je menšı́ než
jedna.“ Podobně připomı́najı́ Mundy a Graham časté výroky studentů „Čı́slo 0, 9 je při-
bližně 1, blı́žı́ se 1, ale nenı́ to přesně 1“ (Mundy & Graham, 1994). Při následné diskusi
se studenty (ještě se k nı́ vrátı́me) je vhodné uvést, že 0, 9 je možné chápat jako nekonečný
součet

0, 9 = 0, 9 + 0, 09 + 0, 009 + 0, 0009 + . . . (1)

Tak jsme se dostali k nekonečným čı́selným řadám. Klı́čová otázka nynı́ znı́: Jsou
studenti schopni přijmout tezi, že součtem nekonečně mnoha (zde) kladných reálných
čı́sel je vlastnı́ čı́slo? Ve většině přı́padů znı́ odpověd’v tomto stádiu ne.

Bero uvádı́, že úloha vypočı́tat součet nekonečné řady vyžaduje koordinované pou-
žı́vánı́ vı́ce pojmů souvisı́cı́ch s nekonečnem: počet členů nekonečné řady, nekonečný
proces a součet nekonečné řady (Bero, 1985). Tyto pojmy nejsou v psychice studenta
dostatečně diferencované, těžkosti způsobuje jenom jejich samostatné použı́vánı́ a v této
situaci je navı́c potřebné použı́vat i vazby mezi nimi.

Podle mého názoru se dajı́ vymezit tři základnı́ problémy studentů při chápánı́ pojmu
součet nekonečné řady.

Za prvé jde o postoj studentů, že nekonečnou řadu sečı́st nelze. Tento názor je
podmı́něný zkušenostmi studentů s konečnými součty:

„To nemůžeme určit, když to jde do nekonečna. Vždyt’to nemá konec.“ (Gymnazista
Ivan, 16 let)

„Vždyt’když sčı́tám čı́sla do nekonečna, tak to nejde sečı́st. Vždyt’k tomu vždycky
ještě něco připočı́tám.“ (Gymnazistka Marta, 17 let)

Za druhé je tu přirozená představa většiny studentů, že posloupnost částečných součtů
nekonečné řady s kladnými členy roste nade všechny meze:

1PF UJEP Ústı́ nad Labem, eisenmannp@pf.ujep.cz
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„Přece když přičtu ještě dalšı́ čı́slo, tak se to vždycky zvětšı́, to se pořád zvětšuje, do
nekonečna.“ (Gymnazista Petr, 16 let)

Tato představa koresponduje z hlediska vztahu fylogeneze a ontogeneze pojmu součet
řady s přesvědčenı́m Zenóna (asi 490–430 př. n. l.), že součet nekonečného počtu úseček
musı́ být nekonečný (viz např. Trojovský, 1996).

Překonat tuto představu lze u studentů pomocı́ názorných geometrických postupů.
Připomeňme ku přı́kladu Oresmeho (Nicole Oresme: 1323?–1382) vtipné rozstřı́hánı́
jednotkového čtverce (obr. 1) při důkazu rovnosti

∞∑
n=1

1
2n
=
1
2
+
1
4
+
1
8
+ · · · = 1

.

Obr. 1 Obr. 2

Totéž lze samozřejmě ukázat i na úsečce (obr. 3).

Obr. 3

Podobně uvádı́ např. Kuřina (1998) důkaz rovnosti

∞∑
n=1

1
4n
=
1
4
+
1
16
+
1
64
+ · · · = 1

3

zřejmým obrázkem 2.
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Po zvládnutı́ tohoto problému ve výuce tu však vyvstane třetı́ problém (úzce spjatý
s tı́m prvnı́m). Studenti napřı́klad u obr. 3 argumentujı́:

„To stejně ale nikdy nenı́ jedna, jenom se té jedničce pořád přibližuju, ale nikdy to
do nı́ nedojde.“ (Gymnazistka Marta, 17 let)

„Vždycky tam ještě kousek před tou jedničkou bude, i když budem sčı́tat pořád,
vždycky do nı́ bude ještě kousek chybět.“ (Gymnazista Ondra, 18 let)

Uvedené výroky studentů jasně vyjadřujı́ jejich potenciálnı́ chápánı́ nekonečného
procesu obsaženého v této úloze. Studenti ještě nemajı́ zaveden součet řady jako limitu
posloupnosti jejı́ch částečných součtů. Ale i většina těch, kteřı́ již tuto partii ve vý-
uce absolvovali, reaguje při řešenı́ nestandardnı́ch úloh o řadách podobně. K hlubšı́mu
pochopenı́ limity a tedy i nekonečného součtu vede dlouhá cesta.

Jak je možné při řešenı́ posledně uvedeného problému ve výuce postupovat? Vrat’me
se k úvodnı́mu problému

Platı́ 0, 9 < 1 či 0, 9 = 1?
Korektnı́m postupem je probrat se studenty učivo o limitě posloupnosti, součtu řady,

ukázat vzorec pro výpočet součtu nekonečné geometrické řady a pomocı́ něj pak součet
řady (1) spočı́tat:

a1 ·
1
1− q

= 0, 9 · 1
1− 0, 1

= 1 (2)

Uvedený problém je však vhodné prezentovat ve výuce již dřı́ve než po probránı́ přı́-
slušných partiı́, nemluvě o tom, že na řadě střednı́ch škol se od geometrické posloupnosti
již ten poslednı́ skok k nekonečné řadě ani neudělá. Ještě podstatnějšı́ nevýhodou tohoto
postupu je však to, že i přes formálnı́ zvládnutı́ dovednosti sčı́tat vhodné (konvergentnı́)
geometrické řady pomocı́ vzorce (2) studenti obvykle nechápou podstatu toho, co dělajı́
a souvislost s výrokem 0, 9 = 1 nevidı́.

Učitelé na střednı́ škole proto často použı́vajı́ pro zdůvodněnı́ rovnosti 0, 9 = 1
„rovnicový“ postup

x = 0, 9 | · 10
10x = 9, 9 |−
9x = 9
x = 1

Toto „elegantnı́ “ řešenı́ obvykle na studenty zapůsobı́. Je však založeno na drobném
podvodu, jelikož zde kvůli odstraněnı́ nekonečné části desetinného čı́sla násobı́me a ode-
čı́táme nekonečné desetinné rozvoje člen po členu, aniž se ptáme po oprávněnosti tohoto
počı́nánı́.

Je vhodné na tomto mı́stě studentům ukázat na nějakém jednoduchém přı́kladu, že
zcela mechanicky se v některých přı́padech s nekonečnými součty zacházet nedá (např.
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Veselý, 1996):

0 =(1− 1) + (1− 1) + (1− 1) + · · · = 1− 1 + 1− 1 + 1− 1 + · · · =
=1 + (−1 + 1) + (−1 + 1) + (−1 + 1) + · · · = 1

Jako přı́nosná vzhledem k aktuálnı́mu vnı́mánı́ nekonečného limitnı́ho procesu stu-
denty se mi jevı́ diskuse vyvolaná dotazem do řad zastánců výroku 0, 9 < 1:

„Je-li 0, 9 < 1, musı́ být rozdı́l 1− 0, 9 kladné reálné čı́slo, tak jako např. platı́
0, 9 < 1 a 1− 0, 9 = 0, 1 > 0.

Čemu je tedy 1− 0, 9 rovno?“
V obvykle velmi živé diskusi dospějı́ studenti brzy k závěru, že výsledkem nemůže

být žádné čı́slo tvaru 0, 000 000 001, i kdyby tam těch 0 bylo sebevı́c (korektně řečeno –
libovolně, ale konečně mnoho). Důvod je jasný – součtem takového čı́sla s čı́slem 0, 9 je
zřejmě čı́slo většı́ než 1. Padajı́ tedy návrhy 0, 000 . . . 1 (vysvětlený výrokem „nekonečně
mnoho nul a na konci jednička“) či „deset na mı́nus nekonečno“ (což se po diskusi
ukáže být jako to samé). Tato diskuse se stále týká potenciálnı́ho a aktuálnı́ho vnı́mánı́
nekonečného limitnı́ho procesu a je z hlediska formovánı́ představ o limitnı́m procesu
velice cenná.

Silný argument ve prospěch zastánců výroku 0, 9 = 1 nabı́zı́ vhodná interpretace zná-
mého Zenónova paradoxu Achilla a želvy (na tuto souvislost upozorňuje např. v krásném
přı́běhu ze základnı́ školy článek Hejný (1978)). Využijme zde tento paradox i my jako
argument pro pravdivost výroku 0, 9 = 1.

Achilles a želva běžı́ závod na 100 m. Protože Achilles běžı́ desetkrát rychleji než
želva, dostane želva náskok 10 m. Kdo vyhraje? Nikoli Achilles, jak si všichni myslı́,
ale želva. Když totiž Achilles doběhne tam, kde v okamžiku startu stála želva, bude
už želva o 1 m před Achillem. Než se Achilles dostane na toto mı́sto, bude už želva
o 1 dm před nı́m. A tak dále – Achilles želvu nikdy nedohonı́.

Upravme si pro naše potřeby parametry tohoto „závodu“ takto: Achilles a želva od sebe
budou v okamžiku startu vzdáleni o d = 0, 9 m. Achilles poběžı́ rychlostı́ vA = 1 m/s
a želva rychlostı́ vZ = 0, 1 m/s. Za jaký čas a v jaké vzdálenosti od startu Achilles želvu
doběhne? Označme si na obr. 4 tento bod pı́smenem C. Vzdálenost |AC| si označme x.

Obr. 4

Jak můžeme vzdálenost x vypočı́tat? Achilles potřebuje k dosaženı́ bodu, ze kterého
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startovala želva (bod Z), čas t1. Ten lehce určı́me:

d = vA · t1
0, 9 = 1 · t1

t1 = 0, 9 s

Za tento čas želva urazila dráhu
d1 = vZ · t1 = 0, 1 · 0, 9 = 0, 09 m .

K dosaženı́ tohoto bodu (bod Z1) Achilles potřebuje z bodu Z čas t2 = 0, 09 s, nebot’
platı́

d1 = vA · t2
0, 0 = 1 · t2

Za tento čas urazı́ želva dráhu d2 = 0, 009 m. Takto bychom mohli pokračo-
vat pořád dál. Hledanou vzdálenost x tedy můžeme vyjádřit jako nekonečný součet

x = 0, 9 + 0, 09 + 0, 009 + . . . ,

tedy x = 0, 9 m.
Tuto vzdálenost jsme ale schopni určit i jinak. Achilles i želva dosáhnou bodu C ve

stejném čase t. Porovnánı́m drah uražených Achillem i želvou dostáváme

vA · t = vZ · t+ 0, 9
1 · t = 0, 1 · t+ 0, 9

t = 1s.

Tedy platı́
x = vA · t = 1 m.

Na závěr chci vyjádřit své přesvědčenı́, že pro výuku diskutovaných partiı́ je vhodná
posloupnost kroků: Motivace pomocı́ problému součtu nekonečné řady (např. 0, 9 = 1)
→ limita posloupnosti → součet řady (Při sestavovánı́ definice limity posloupnosti se
přimlouvám za jejı́ postupné vymezenı́ přes jednoduššı́ přı́pad limity monotónnı́ (např.
klesajı́cı́) posloupnosti – klı́čová idea závislosti z definice limity zde obsažena je a přı́-
tomny jsou pouze dva kvantifikátory). Námitkou proti uvedenému, až na úvodnı́ motivaci
tradičnı́mu postupu, může být fakt, že tento postup nerespektuje princip souladu fyloge-
neze a ontogeneze pojmu součet řady. Limita posloupnosti je zde nahlı́žena jako jedno-
duššı́, základnı́ pojem, jehož zvládnutı́ je nezbytné pro pochopenı́ součtu nekonečné řady.
Přitom však napřı́klad Archimédes sčı́tal nekonečné čı́selné řady, aniž měl (potřeboval)
limitu. Přesněji řečeno, neměl k dispozici definici limity – limitnı́ proces v podobných
úvahách přı́tomen byl již před Archimédem (napřı́klad Antifonův výpočet obsahu kruhu
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pomocı́ postupného vepisovánı́ mnohoúhelnı́ků do kruhu (5. st. př. n. l.) či Eudoxova
exhaustačnı́ metoda (4. st. př. n. l.), podrobně viz např. Gunčaga (2002). Studenti se však
před probı́ránı́m nekonečných řad nesetkávajı́ ve výuce s dostatečným množstvı́m modelů
limitnı́ho procesu a nemajı́ tedy na co navazovat. Princip genetické paralely navı́c nenı́
ve výuce matematiky univerzálnı́, což dokumentuje na tradičnı́m postupu Diferenciálnı́
počet → Integrálnı́ počet např. Knoche a Wippermann (1986, s. 73).
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MATE vás teMATIKA?1

aneb
Dvě témata, která se nemohla rozhodnout, kam patřı́

Jan Herman, Magdalena Prokopová2

Na 8. ročnı́ku semináře Dva dny s didaktikou matematiky jsme uspořádali pracovnı́
dı́lnu s názvem MATE vás teMATIKA?, jejı́ž obsah byl různorodý (o čemž vypovı́dá
i jejı́ název). Zvolili jsme totiž taková témata, která spojujı́ několik oblastı́ matematiky.

1Práce vznikla s podporou grantu GAČR 406/02/0829.
2PedF UK Praha, hermos@c-box.cz; KM PF UJEP Ústı́ nad Labem, prokopova@pf.ujep.cz
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Měli jsme k tomu několik důvodů. Jednak jsme přesvědčeni, že činnostmi, které vyžadujı́
znalosti z několika matematických oblastı́, lze překonávat některé zažité formalismy. Dále
věřı́me, že takové počı́nánı́ rozvı́jı́ logické myšlenı́ a představivost (žáků či učitelů?).
A v neposlednı́ řadě doufáme, že prostřednictvı́m takových činnostı́ je možné žákům
ukázat krásu matematiky a přesvědčit je, že matematika je zajı́mavá.

Z celého obsahu dı́lny jsme pro tento článek vybrali dvě ucelená témata: Matema-
tika s papı́rem formátu A4 a Obsahy a výrazy. Obě v sobě zahrnujı́ předevšı́m algebru
a geometrii, a to v různých podobách a rozsazı́ch.

Doporučujeme čtenářům, aby se jednotlivé výzvy či úkoly, které jsou v textu uvedeny,
pokusili plnit samostatně a pak se teprve seznámili s námi navrhovaným řešenı́m. Nejlépe
tak totiž poznajı́ smysl celého našeho počı́nánı́.

Matematika s papı́rem formátu A4
Bez velkého překvapenı́ půjde skutečně o práci s obyčejným papı́rem formátu A4.

Budeme jich potřebovat několik (čı́m vı́ce, tı́m lépe) a nebude vadit, pokud budou některé
již použité.

Prvnı́m úkolem je určit poměr délek stran listu A43. K řešenı́ je možné použı́t libovolné
množstvı́ listů, listy lze překládat, střı́hat apod. Nenı́ však povoleno použı́vat pravı́tko
s měřı́tkem.

Jistě vede mnoho cest, jak dospět ke správnému závěru. Naznačı́me tři z nich. Je-li
našı́m úkolem určit poměr dvou délek, můžeme se snažit nějaký násobek jedné strany
vyjádřit jako (jiný) násobek té druhé. Budeme tak klást vedle sebe kratšı́ a delšı́ strany
listu A4 a čekat, až se tyto násobky budou rovnat. Máme-li dost mı́sta, můžeme dojı́t
k zajı́mavým výsledkům. Označme kratšı́ stranu listu a a delšı́ b.

Obr. 1

Takovýmto skládánı́m papı́ru dostaneme prvnı́ odhad poměru. Na obrázku jsou nej-
blı́že délky 7a a 5b, odtud odhadujeme

b

a
.
=
7
5
= 1, 4.

3Přesněji bychom měli řı́ci obdélnı́ku, jehož je ideálnı́ list formátu A4 modelem. Pro lepšı́ přehlednost textu budeme ale
nadále použı́vat jednoduše „obdélnı́k A4“. Podobně i pro dalšı́ formáty.
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Budeme-li pokračovat ve skládánı́ papı́ru, dalšı́m odhadem bude čı́slo

b

a
.
=
17
12
= 1, 416.

Lepšı́ odhad již asi nezı́skáme, protože by to vyžadovalo neúměrně velký prostor.
Můžeme také zvolit zcela jiný přı́stup, tedy geome-

Obr. 2

trický. Mnoho lidı́ má jisté ponětı́ o vztahu obdélnı́ku
A4 a A5. Snadno můžeme ukázat, že jsou tyto obdélnı́ky
podobné. (Mladšı́ žáci by k tomuto závěru mohli dojı́t,
pokud by předešlý experiment zopakovali s listem A5.)
Důkaz je totiž zřejmý z obrázku 2 (resp. z přeložených
listů). Obdélnı́k ABCD, resp. A′B′C ′D′, je obdélnı́k A4,
resp. A5. Bod S je střed stejnolehlosti, která obdélnı́k
ABCD zobrazı́ na obdélnı́k A′B′C ′D′.

Také mnozı́ dobře vı́me, že obsah obdélnı́ku A4 je
dvojnásobek obsahu obdélnı́ku A5. (Stačı́ vhodně přeložit obdélnı́k A4 a porovnat s ob-
délnı́kem A5.) Tedy druhá mocnina koeficientu podobnosti je 2. Proč to tak je, také
snadno odvodı́me (pokud tento vztah nenı́ ještě známý). Označme koeficient podobnosti
k, kratšı́ stranu obdélnı́ku A5 a′ a delšı́ stranu b′. Potom platı́ a = ka′, b = kb′. Navı́c
vı́me, že ab = 2a′b′. Odtud již k2 = 2.

Dále vı́me (popřı́padě to můžeme lehce ověřit), že pro délky stran obdélnı́ků A4 a A5
platı́ a = b′, b = 2a′. Nakonec použijeme vlastnosti podobných obdélnı́ků, totiž že se
zachovává poměr délek stran. Odtud už snadno plyne

b

a
=

b′

a′
=

a
b
2

,

neboli
b2 = 2a2,

a protože se jedná o délky stran, platı́

b

a
=
√
2.

Všechny předešlé úlohy si můžeme zjednodušit, pokud kratšı́ stranu obdélnı́ku A4
prohlásı́me za jednotku. Hledáme pak délku delšı́ strany v těchto jednotkách (a = 1 ⇒
⇒ b =

√
2).

K cı́li vede ještě dalšı́ cesta a tou je překládánı́. Mnozı́ tuto vlastnost znajı́, nebyla ale
vyslovena explicitně. Pokud si totiž chcete vyrobit čtverec o straně délky 1 (tj. o straně a),
použijete k tomu jeho úhlopřı́čku. Právě tato úhlopřı́čka má shodnou délku jako delšı́
strana obdélnı́ku, tj. b.
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Pokud jsme došli k tomuto závěru pomocı́ přehý-

Obr. 3

bánı́, můžeme se zajı́mat o to, jaký poměr budou mı́t
strany v obdélnı́ku A5 a tak dospět ke skutečnosti ,
že obdélnı́ky A4 a A5 jsou podobné. 4 Stejnou úvahu
můžeme zopakovat samozřejmě i pro jiné formáty,
neboli všechny formáty „AX“ si jsou podobné. Po-
znamenejme ještě, že obdélnı́k, jehož strany jsou
právě v poměru

√
2 se nazývá normalizovaný.5

Pro zajı́mavost se ještě vrat’me k původnı́mu
postupu. Tehdy jsme dospěli k odhadu b

a

.
= 17
12 =

= 1, 416. Všimněte si, jak blı́zko jsme byli, protože
ve skutečnosti b

a = 1, 4142 . . .
6.

Nynı́ můžeme do obdélnı́ku A4 doplnit některé
zajı́mavé délky stran a úhlopřı́ček. Přeloženı́m (po-
mocı́ úhlopřı́čky) vytvořte čtverec o délce strany a
(neboli délky 1). Dále vyznačte (opět přeloženı́m)
úhlopřı́čku obdélnı́ku A4. Tak jsme vytvořili něko-
lik úseček. Jaké jsou jejich délky?

Řešenı́ je zakresleno do obrázku 4.

Obr. 4

Výpočet délek úseček AX, EX, CX a FX ponecháváme čtenáři.
Pro žáky bude jistě snadné odpovědět na následujı́cı́ otázky. Kolik listů A4 (právě)

potřebuji k vytvořenı́ listu A3, A2, A1 a A0? A jakou jeho část pro listy A5, A6, A7
a A8? Jaké jsou koeficienty podobnosti těchto obdélnı́ků?.

Pro přehlednost zapı́šeme výsledky do tabulky. Výpočty je vhodné začı́nat od listu
A3, resp. listu A5.

4Jaký je koeficient podobnosti? Tato otázka má smysl, pokud jste postupovali „v opačném pořadı́“. Nezáležı́ tedy na tom,
odkud začı́t, ale je zajı́mavé uvědomit si různé možnosti.

5Někomu se možná v tuto chvı́li vybavuje pojem zlatý obdélnı́k, jehož strany jsou v tzv. zlatém poměru, tj. ϕ = 1+
√
5

2 .
6Stojı́ za zmı́nku, že jsme tak narazili na skutečnost, že existuje posloupnost racionálnı́ch čı́sel, jejı́ž limitou je

√
2, tedy čı́slo

iracionálnı́.



52 J. Herman, M. Prokopová: MATE vás teMATIKA?

formát je počet listů A4 koef. podobnosti k A4
A0 2·A1 = 16·A4 24 22

A1 2·A2 = 8·A4 23 2
3
2

A2 2·A3 = 4·A4 22 21

A3 2·A4 21 2
1
2

A4 1·A4 20 2
0
2

A5 1
2·A4 2−1 2−

1
2

A6 1
2·A5 = 14·A4 2−2 2−1

A7 1
2·A6 = 18·A4 2−3 2−

3
2

A8 1
2·A7 = 1

16·A4 2−4 2−2

Ještě chvı́li budeme pokračovat ve stejném duchu. Velikosti stran obdélnı́ku A0 jsou
zvoleny tak, aby byl jeho obsah 1m2. Můžeme se tak ptát, jaké jsou obsahy dalšı́ch
formátů nebo jaké jsou délky a, b stran obdélnı́ků AX.

Výsledky opět uspořádáme do tabulky.

formát obsah [m2] a [m] b [m]

A0 20 = 1 2−
1
4 2

1
4

A1 2−1 = 0, 5 2−
3
4 2−

1
4

A2 2−2 = 0, 25 2−
5
4 2−

3
4

A3 2−3 = 0, 125 2−
7
4 2−

5
4

A4 2−4 = 0, 0625 2−
9
4 2−

7
4

A5 2−5 = 0, 03125 2−
11
4 2−

9
4

A6 2−6 = 0, 015625 2−
13
4 2−

11
4

A7 2−7 = 0, 0078125 2−
15
4 2−

13
4

A8 2−8 = 0, 00390625 2−
17
4 2−

15
4

K dalšı́ práci si musı́me připravit několik dalšı́ch pomůcek. Jednak čtverec o délce
strany a, nadále mu budeme řı́kat čtverec A4 a analogicky pro ostatnı́ formáty. Dále pak
alespoň 4 trojúhelnı́ky, které vzniknou přepůlenı́m obdélnı́ku A4 podle jeho úhlpřı́čky,
nadále jim budeme řı́kat O-trojúhelnı́ky. Zde je vhodné, aby byl papı́r, ze kterého budeme
O-trojúhelnı́ky vyrábět, právě z jedné strany potištěný nebo popsaný. Na závěr budeme
potřebovat alespoň 4 trojúhelnı́ky, které vzniknou přepůlenı́m čtverce A4 podle jeho
úhlopřı́čky. Takovým trojúhelnı́kům budeme řı́kat Č-trojúhelnı́ky. Pokud by mohlo dojı́t
k nedorozuměnı́, zdůraznı́me, že jde o O-trojúhelnı́ky A4, resp. Č-trojúhelnı́ky A4 apod.
(Můžete si připravit i podobné čtverce a trojúhelnı́ky z formátu A5, resp. A3.)

Úkoly, které nás nynı́ čekajı́, všechny souvisı́ se sestavovánı́m čtverců z připravených
trojúhelnı́ků. Protože těžiště těchto úkolů spočı́vá ve skutečné manipulativnı́ činnosti,
předneseme zde jen výzvy a ponecháme čtenáře, aby si na ně (pokud ho ještě papı́r A4
neomrzel) odpověděl sám. Nebo ještě lépe, aby podobné otázky sám kladl.



J. Herman, M. Prokopová: MATE vás teMATIKA? 53

Výzvy a otázky: (1) Sestavte čtverec ze čtyř Č-trojúhelnı́ků (trojúhelnı́ky se nesmı́
překrývat). Jakou délku má jeho strana? Jaký má obsah? Jaký nejmenšı́ formát papı́ru
AX je zapotřebı́, aby bylo možné vyrobit tento čtverec z jediného dı́lu? (2) Sestavte
čtverec ze čtyř O-trojúhelnı́ků. Je ho možné vyrobit, aniž by měl „dı́ru“? Proč? Jakou
délku má jeho strana? Jaký má obsah? Je možné ho sestavit bud’jen z potištěných (resp.
nepotištěých) dı́lů nebo právě ze dvou potištěných a ze dvou nepotištěných? Kdy to lze
a proč? Jaký nejmenšı́ formát papı́ru AX je zapotřebı́, aby bylo možné vyrobit tento
čtverec z jediného dı́lu? Je možné sestavit i jiný čtverec z těchto O-trojúhelnı́ků? atd.
(3) Je možné také sestavit jiný čtverec ze čtyř Č-trojúhelnı́ků? atd. (4) Porovnejte obsahy
všech takto vzniklých čtverců. (5) Překládánı́m čtverce A4 vytvořte čtverec s polovičnı́m
obsahem. Jaká je délka jeho strany? Jaký nejmenšı́ formát by byl zapotřebı́, aby bylo
možné vyrobit tento čtverec z jediného dı́lu? atd.

Je zřejmé, že zde můžeme takto klást dalšı́ a dalšı́ otázky kolem obsahů a délek,
nejrůznějšı́ch formátů, čtverců i trojúhelnı́ků. Cenným přı́nosem takových činnostı́ může
být rozvoj představivosti. Navı́c tı́m, že žák pracuje se skutečnými předměty, zı́skává
přı́mou zkušenost s iracionálnı́mi čı́sly a s jejich velikostmi. Iracionálnı́ čı́sla tak možná
pozbudou atribut nereálnosti.

Obsahy a výrazy
Jak za okamžik zjistı́te, toto téma v sobě zahrnuje vı́c, než by se z názvu mohlo

zdát. Žáci dostanou 4 různé druhy kartiček: obrázky obdélnı́ků, tabulky hodnot, výrazy
s proměnnou a věty, které slovy popisujı́ provedenı́ početnı́ch operacı́ s proměnnou. (Na
obrázku jsou zobrazeny některé z kartiček.7)

Obr. 5

Úkolem žáků je seskupit kartičky, které spolu navzájem souvisı́, tzn. vytvořit balı́čky
kartiček, ve kterých výraz s proměnnou odpovı́dá obsahu obdélnı́ku na obrázku, tabulka

7Zkratka „odp.“ v tabulce znamená „odpovı́dá“.
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hodnot odpovı́dá dosazenı́ čı́sla do výrazu a výraz je vlastně algebraickým zápisem věty,
popisujı́cı́ provedenı́ početnı́ch operacı́ s proměnnou.

Kartičky jsou vytvořeny tak, aby se v některých balı́čcı́ch objevilo vı́ce různých kar-
tiček stejného druhu (např. 2 kartičky s výrazy, které jsou ekvivalentnı́) a aby v některých
balı́čcı́ch určité druhy kartiček chyběly (např. tabulka hodnot). Potom, co žáci vytvořı́
balı́čky, následuje dalšı́ výzva: „Doplňte nevyplněná polı́čka tabulek hodnot a vytvořte
kartičky, které vám v balı́čku chybı́.“

Proč plnit takové úkoly?
Protože spojujı́ znalosti z několika oblastı́ matematiky, jak jsme již uvedli. K výpočtu

obsahu obdélnı́ku na obrázku je zapotřebı́ pracovat s proměnnou v neobvyklém, i když
důvěrně známém prostředı́ (obsahy obdélnı́ků), což vede k lepšı́mu porozuměnı́ práci
s proměnnou.

Při zařazovánı́ kartiček s tabulkami hodnot do některé skupiny musı́ žák dosazovat
čı́sla za proměnnou. To vede k lepšı́mu porozuměnı́ podstaty proměnné a zároveň se
jedná i o průpravu k funkcı́m.

Obr. 6

Závěr
Obě uvedená témata, i když připravená pro použitı́ v hodinách matematiky, majı́ spı́še

sloužit pro inspiraci. Kolem nás je totiž mnoho materiálů, které je možné zařadit do výuky
s cı́lem propojit znalosti z různých oblastı́ matematiky. Často se jedná o témata, která
běžně v hodinách probı́ráme. Stačı́ se na ně podı́vat jinak než obvykle. Tento článek měl
za úkol přesvědčit o tom, že to stojı́ za to.

Upřı́mně děkujeme našemu kolegovi Johnu Gardinerovi z Velká Británie za inspiraci
a náměty.
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Algebraické výrazy 8. ročnı́ku ZŠ

Miroslav Hricz1

Na základě přı́kladů z historie matematiky lze ukázat, jak dlouhou a náročnou ces-
tou prošla symbolika matematického myšlenı́. Současná symbolika algebry vznikla na
konci 16. stoletı́. Jejı́m objevitelem byl francouzský matematik Francois Viéte (1540–
1603). Nahrazovánı́ čı́sel pı́smeny znamenalo velký pokrok. Jeho jazyk mimo jiné přispěl
k rozvoji infinitezimálnı́ho počtu a analytické geometrie.

Podle Hejného můžeme z didaktického hlediska práci s algebraickými výrazy rozdělit
do třı́ hladin [1]:

•modelovánı́ – vyjadřovánı́ slovnı́ho textu pomocı́ symbolů

• standardnı́ manipulace se symboly – úprava algebraických výrazů podle daných pra-
videl

• strategická manipulace se symboly – úpravy, při které nevystačı́me s nacvičenými
šablonami, potřebujeme objevit strategii postupu.

Pro žáky jsou úpravy algebraických výrazů velmi abstraktnı́, a proto je nutné věnovat
dostatek času upevňovánı́ a prohlubovánı́ poznatků z této oblasti matematiky. Je dobré
maximálně využı́t žákovskou aktivitu, schopnost pracovat samostatně či spolupracovat
ve skupině.

Otevřená hodina
V pátek 13.2.2004 proběhla otevřená hodina v 8.A třı́dě ZŠ U Santošky 1, Praha

5. Byla zaměřena na úpravy výrazů. Cı́lem prvnı́ části hodiny bylo procvičovánı́ sčı́-
tánı́ výrazů (zábavnějšı́ formou pomocı́ sčı́tacı́ pyramid), cı́lem druhé části hodiny bylo
vyvozenı́ algoritmu pro násobenı́ mnohočlenů.

Průběh hodiny

1. Rozcvička

Žáci v rámci opakovánı́ řı́kali, co jsou výrazy, jak je rozdělujeme, určovali jednočleny
a mnohočleny.

2. Řešenı́ sčı́tacı́ch pyramid

Žáci dostali k vyplněnı́ sčı́tacı́ pyramidu (někteřı́ pyramidu 1, jinı́ pyramidu 2). Po
vyplněnı́ se nemohli shodnout na výrazu, který je třeba doplnit do nejvyššı́ho polı́čka

1ZŠ U Santošky 1, Praha 5, www.santoska.cz, miroslav.hricz@santoska.cz, miroslav.hricz@centrum.cz
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pyramidy. Podle očekávánı́ začali své výpočty kontrolovat, někteřı́ „zkontrolovali“
výsledky sousedovi a vysvětlenı́ bylo na světě.

Dalšı́ dvě sčı́tacı́ pyramidy (pyramida 3 a 4) řešili žáci nejprve samostatně, pak porov-
návali výsledky ve třı́ až čtyřčlenných skupinkách. Někteřı́ žáci si všimli toho, že je
možné při řešenı́ pyramidy 3 využı́t některé předchozı́ výpočty.

3. Vyvozovánı́ algoritmu

Pro dalšı́ práci žáků byla použita pyramida 6. Někteřı́ žáci výrazy sčı́tali (přehlédli
znaménko krát), jinı́ provedli pět výpočtů a tvrdili, že „dál už to nejde“. Jinı́ výrazy
2x+8 a 6x+4 vynásobili a zı́skali výsledky 12x2+32 nebo 2x+48x+4 = 50x+4.

Předpoklad, že žáci odhalı́ algoritmus pro násobenı́ mnohočlenů, se nenaplnil. Úvahy
žáků byly mnohdy správné, ale chyběl tolik potřebný čas. Pyramida 5 byla zadána jako
domácı́ přı́prava.

Následujı́cı́ vyučovacı́ hodina byla zahájena kontrolou domácı́ přı́pravy a řešenı́m
obdobné pyramidy jako pyramida 6. Jeden žák se doma zeptal na algoritmus pro násobenı́
a uměl jej použı́t. Dva žáci ho v této následujı́cı́ hodině dı́ky malé nápovědě odhalili. Pak
vysvětlili ostatnı́m spolužákům, jak postupovali.

Následné dı́lny se zúčastnilo 6 zájemců. Byla věnována zábavným formám výuky.
Účastnı́ci si zahráli „hru s výrazy“ [2] [5], doplňovali dalšı́ pyramidy [3] [4] a využili
dalšı́ náměty [3] [4]. Shodli se, že je důležité toto učivo propedeuticky připravovat již
v nižšı́ch ročnı́cı́ch. K tomu je dle mého názoru dobré použı́t kvalitně zpracované učebnice
Matematika s Betkou.

V dalšı́ části dı́lny se diskutovalo o dalšı́ch možnostech motivace žáků, o zkušenostech
přı́tomných učitelů. Diskuse se též zaměřila na problematiku českého školstvı́ obecně.
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Parketáže, kachličky, mozaiky a geometria1

Lucia Ilucová2

Pri vyučovanı́ planimetrie sa často stretávame s formálnym využitı́m vedomostı́
a zručnostı́ žiakov pri riešenı́ slovných úloh. Napr. pri výpočte obsahu záhrady sa po
prevedenı́ zápisu už s daným rovinným útvarom pracuje ako s geometrickým útvarom
a nie ako s modelom záhrady. Preto sa det’om často zdá, že naučené poznatky nevyužı́-
vajú v reálnom živote. Úlohy týkajúce sa témy rovinné mozaiky sú formulované tak, aby
riešitel’riešil úlohu z reálneho života a matematiku použil ako nástroj.

Pod pojmom rovinná mozaika (alebo rovinná teselácia) rozumieme pokrytie roviny
útvarmi, ktoré sa neprekrývajú a nie sú medzi nimi ani medzery (teda majú spoločné
najviac svoje hranice). V anglickej literatúre sa môžeme stretnút’s pojmami tessellation,
tiling, paving, parquetting alebo mosaic. V priestore hovorı́me analogicky o priestoro-
vých teseláciách. S rovinnými mozaikami sa stretávame bežne; v architektúre (dlaždice,
parkety, obkladačky), v umenı́ (vzory, obrazy, nástenné mozaiky), ale i v prı́rode (včelı́
plást, pavučina, difrakčné obrazce zı́skané štúdiom kryštálov, rezy kryštalických látok).
Skvelé ukážky rovinných mozaı́k s bohatými vzormi ponúka maurská architektúra v Špa-
nielsku (palác Alhambra) a islamská kultúra na Strednom východe. V modernom umenı́
20. storočia sa vyskytujú v tvorbe holandského grafika M. C. Eschera (napr. Deň a noc,
Jašterice). Viac informáciı́ o rovinných mozaikách v umenı́ môžeme nájst’v [1], [3].

Obr. 1: Maurské mozaiky

1Přı́spěvek byl podpořen grantem GAUK 500/2004/A-PP/PedF.
2PedF UK Praha, lucia i@post.sk
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Na prvý pohl’ad rovinné mozaiky spájajú s matematikou len tvary útvarov, z ktorých
sú vytvorené. No teória, ktorá skúma ich vlastnosti, ponúka vel’ké množstvo matema-
tických problémov, ktoré môžu vyriešit’ žiaci rôznych vekových kategóriı́ zaujı́mavým
a netradičným spôsobom.

Popis aktivity
Priebeh aktivity vychádzal zo skúsenostı́ zı́skaných pri realizácii projektov pre ZŠ

a SŠ z rigoróznej práce [2], v ktorej som sa zaoberala rovinnými mozaikami vytvore-
nými mnohouholnı́kmi. Zo skupiny úloh som vybrala tie, ktoré sa týkajú nasledujúcich
poznatkov:

• klasifikácia mnohouholnı́kov,

• vel’kost’vnútorných uhlov v štvorci, rovnostrannom trojuholnı́ku, pravidelnom šest’u-
holnı́ku (pre nižšie ročnı́ky ZŠ),

• vety o súčte vel’kostı́ vnútorných uhlov v l’ubovol’nom trojuholnı́ku a štvoruholnı́ku,
resp. mnohouholnı́ku (pre stredné školy),

• veta o vel’kosti vnútorného uhla v l’ubovol’nom mnohouholnı́ku (pre stredné školy).

Všetky zadané úlohy sú formulované ako praktický problém pre domáceho „kutila“
resp. architekta a majú rovnakú štruktúru ako napr. pre obdl’žnik: Mohli by sme použit’
parkety rovnakého obdl’žnikového tvaru na pokrytie podlahy? Úlohy môžu byt’ riešené
jednotlivcom alebo dvojicou, na vyučovanı́ pod dohl’adom učitel’a alebo ako domáci
projekt s jeho prı́padnou pomocou.

Pri riešenı́ žiaci (riešitelia) postupne zist’ujú, ktoré štvoruholnı́ky, trojuholnı́ky, pät’u-
holnı́ky, šest’- a sedemuholnı́ky pokrývajú rovinu, teda objavujú pravidlá pre pokrývanie
roviny mnohouholnı́kmi. Tie majú v rámci svojich vedomostı́ a schopnostı́ dokázat’(nejde
o axiomatický dôkaz, skôr o určité overenie platnosti pravidiel). Poslednou úlohou je vy-
tvorenie mozaiky zloženej z viacerých typov mnohouholnı́kov.

Pri práci je venovaná pozornost’ aj všeobecným mnohouholnı́kom (t.j. nepravidel-
ným, nepravouhlým, nerovnobežným, nekonvexným,. . . ), ktoré sa v školskej matematike
málo vyskytujú. Takisto teselácie známe det’om z reálneho života (kachličky v kúpel’ni
či kuchyni, dlažby chodnı́kov) sú väčšinou vytvorené zo štvorcov, obdl’žnikov alebo pra-
videlných šest’uholnı́kov. Využitie všeobecných mnohouholnı́kov tak v úlohách možno
využit’ako motiváciu a prebudit’v riešitel’och zvedavost’a rozvı́jat’tvorivost’.

Riešitel’má k dispozı́cii papierovú stavebnicu, farebné a štvorčekované papiere, nož-
nice, ceruzku, pravı́tko a lepidlo, pričom si sám vyberie, ktoré pomôcky pri práci využije.
Stavebnicu tvoria rôzne druhy mnohouholnı́kov (trojuholnı́ky, štvoruholnı́ky, pät’uhol-
nı́ky, šest’uholnı́ky a sedemuholnı́ky), ktoré predstavujú v činnosti modely kachličiek,
parkiet alebo dlaždičiek. Rozmery stavebnicových dielov sú navrhnuté tak, aby bolo
možné diely l’ahko kombinovat’ a tak vytvárat’ aj zložitejšie mozaiky. Štvoruholnı́ky
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a trojuholnı́ky sú zastúpené množstvom rôznych tvarov, ostatné mnohouholnı́ky sú re-
prezentované ich pravidelnými tvarmi a tvarmi, ktoré pokrývajú a nepokrývajú rovinu.
Pre každý tvar použitých mnohouholnı́kov je vhodné vytvorit’ 8 – 10 kusov útvarov
z hrubšieho papiera, resp. z tenkých drevených doštičiek. Počet rôznych tvarov je možné
upravit’tak, aby riešitel’pracoval len s takým počtom, ktorý je nevyhnutný na objasnenie
pravidiel pre pokrývanie roviny.

Tvorivým zakončenı́m aktivity môže byt’vlastný návrh parketáže alebo kachličkova-
nia, pre stredoškolákov abstraktnejšı́ návrh mozaiky. Výsledky žiackych projektov môžu
byt’hodnotené podl’a kritériı́, ktoré charakterizujú matematickú čast’(v prı́pade, že riešite-
lia spracúvajú úlohy pı́somne) – riešenie úloh, ale aj umeleckú – návrh rovinnej mozaiky
(vid’[2]).

Úlohy možno využit’v rôznych etapách vyučovania:

– motivácia – v úvode tematických celkov týkajúcich sa tvarov mnohouholnı́kov alebo
viet o vel’kostiach vnútorných uhlov v mnohouholnı́koch a ich súčtoch,
– expozı́cia – pri klasifikácii mnohouholnı́kov a odhal’ovanı́ viet o súčtoch vel’kostı́
vnútorných uhlov v štvoruholnı́koch a trojuholnı́koch,
– fixácia – na upevnenie a opakovanie zı́skaných poznatkov a ich využitie pri riešenı́
problému zo života, na rozvı́janie tvorivosti a rovinnej predstavivosti.

Pri riešenı́ úloh je možné pozorovat’viacero kognitı́vnych a interaktı́vnych javov:

– miera riešitel’ova chápania daného štvoruholnı́ka ako rovinného útvaru, resp. modelu
útvaru z reálneho života,
– použitie matematických pojmov riešitel’om pri práci a pochopenie týchto pojmov (od-
povedajúce danému veku),
– schopnost’riešitel’a argumentovat’,
– úroveň riešitel’ovej rovinnej predstavivosti,
– schopnost’riešitel’a vyjadrit’svoje myšlienky (verbálne, neverbálne),
– správanie riešitel’a pri zmene stratégie a pri spochybneniach zo strany zadávatel’a.

Program a realizácia dielne
Účastnı́ci dielne pracovali len s jedným druhom mnohouholnı́ka – štvoruholnı́kom,

pretože práca s ostatnými mnohouholnı́kmi je založená na rovnakom princı́pe. Štvoru-
holnı́k je vhodným reprezentantom, pretože väčšina parkiet a kachličiek má práve tento
tvar.

Jednotlivé úlohy boli formulované vo forme otázok, na ktoré bolo potrebné odpove-
dat’ áno/nie, pričom danú odpoved’ musel riešitel’ podložit’ obrázkom alebo vytvorenou
mozaikou z papierových útvarov:

1. Keby sme chceli vykachličkovat’stenu v kúpel’ni, mohli by sme použit’kachličky rovna-
kého štvorcového tvaru?

2. Mohli by sme použit’parkety rovnakého obdl’žnikového tvaru na pokrytie podlahy?
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Obr. 2: Tvary použitých štvoruholnı́kov

3. Mohli by sme použit’parkety rovnakého kosodl’žnikového tvaru?

4. Mohli by sme použit’parkety rovnakého lichobežnı́kového tvaru?

5. Mohli by sme použit’parkety tvaru všeobecného konvexného štvoruholnı́ka?

6. Mohli by sme použit’parkety tvaru všeobecného nekonvexného štvoruholnı́ka?

(Pojem „rovnaký“ nahrádza matematicky presnejšı́ pojem „zhodný“, pretože je det’om
bližšı́; pojem „všeobecný“ je ekvivalentný s českým pojmom „obecný“). Po každej úlohe
je vhodné položit’otázku, či je ešte možné vytvorit’z daných štvoruholnı́kových parkiet
inú parketáž, aby si riešitel’uvedomil divergentnost’úloh.

Obr. 3: Prı́klady rovinných mozaı́k vytvorených obdl’žnikom

Všetci účastnı́ci si z pripravených po-

Obr. 4: Rovinná mozaika vytvorená
nekonvexným štvoruholnı́kom

môcok vybrali papierovú stavebnicu a biely
alebo farebný papier ako podložku pre svoju
prácu. Ich reakcie pri riešenı́ úloh boli po-
dobné ako reakcie žiakov. Prvé dve úlohy
sa účastnı́kom zdali vel’mi jednoduché; vy-
kachličkovanie steny štvorcovými kachlič-
kami alebo vytvorenie parketáže z obdl’žni-
kových parkiet odôvodnili zhodnost’ou útva-
rov a tým, že k sebe „pasujú“ prı́slušné strany.
Pri d’alšı́ch typoch štvoruholnı́kov väčšina
pracovala podl’a stratégie „rovnako dlhé strany k sebe“, niektorı́ si uvedomili aj použitie
stredovej súmernosti, resp. otáčania. Napriek tomu mala asi tretina účastnı́kov problém
s nekonvexným štvoruholnı́kom.
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Poslednou úlohou účastnı́kov diel’ne bolo pı́somne odpovedat’na otázky:

Je možné použit’parkety l’ubovol’ného štvoruholnı́kového tvaru na pokrytie podlahy?

Ak áno, prečo?

Ak nie, nájdite také parkety štvoruholnı́kového tvaru, ktoré nemôžeme použit’ na
pokrytie podlahy.

Ich odpoved’ sa mala skladat’ z dvoch častı́: najprv mali odpovedat’ ako žiak triedy,
v ktorej učia matematiku, potom mala nasledovat’ ich vlastná odpoved’. Predkladám
niektoré zo žiackych odpovedı́, s ktorými som sa aj sama na vyučovanı́ stretla:

Dá sa to, lebo sme si všetky „druhy“ štvoruholnı́kov vyskúšali.

Ide to, pretože sa to niektorým v triede podarilo (mne nie) a pani učitel’ka ich pochvá-
lila.

Áno, pretože sa mi to zatial’vždy podarilo.

Učitel’ské odpovede už čiastočne obsahovali správne odôvodnenie, ktorým sme aktivitu
zakončili:

Nech α, β, γ, δ sú vnútorné uhly štvoru-

Obr. 5: Pokrytie roviny štvoruholnı́kmi

holnı́ka. Pre súčet ich vel’kostı́ platı́ α + β +
+γ + δ = 360◦. Každý štvoruholnı́k môžeme
pomocou stredovej súmernosti podl’a stredov
strán usporiadat’pri vytváranı́ parketáže tak ako
štvoruholnı́k na obrázku:

Každý vrchol je vrcholom štyroch štvoru-
holnı́kov a uhly, ktoré ho obklopujú, sú navzá-
jom rôzne. Spolu vytvárajú plný uhol, preto
nevznikajú medzery, ani prekrytia.

Záver

V závere diel’ne sa účastnı́ci vyjadrili k úlohám, ktoré riešili. Za najzaujı́mavejšı́
štvoruholnı́kový útvar pre pokrývanie roviny považovali nekonvexný štvoruholnı́k, jedna
účastnı́čka bola za štvorec z dôvodu viacerých možnostı́ pre jeho usporiadanie. Načrtli
sme aj možnosti využitia d’alšı́ch mnohouholnı́kov v analogických úlohách a podstatu
pravidiel pre pokrývanie roviny.

Ciel’om tejto aktivity je ponúknut’žiakom iný pohl’ad na matematiku, špeciálne geo-
metriu v rovine a umožnit’im prejavit’svoju tvorivost’. V projekte si žiaci rozšı́ria svoje
poznatky o uhloch v mnohouholnı́koch a tie potom využijú pri návrhu rovinných mo-
zaı́k. Možnosti využitia rovinných mozaı́k vo vyučovanı́ matematiky týmito úlohami ale
zd’aleka nie sú vyčerpané.
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Pı́smena v matematice na prvnı́m stupni1

Michaela Kaslová2

Úvod
Dı́lna byla provázána s otevřenou hodinou ve 3. ZŠ Mikulandská v Praze 1 (učitelka

Mgr. R. Nechanická) a s dalšı́ ukázkou práce s žáky druhého ročnı́ku během dı́lny.
Zaměřenı́ vycházı́ ze studia vědeckých studiı́ věnovaných cestě k algebře, z pozorovánı́
vyučovacı́ch hodin na prvnı́m stupni, z analýzy některých současných evropských učebnic
a v neposlednı́ řadě z vlastnı́ práce s žáky prvnı́ho stupně v Klubu přátel matematiky.
Většina úloh je součástı́ souboru aktivit, které budou ještě obohaceny a realizovány na
školách v rámci projektu s italskými kolegy.

Role psaného
Pı́smeno, čı́slice, čára majı́ zástupnou funkci. Jejich interpretace závisı́ na kontextu,

tradici, zvyku či dohodě. Někdy je interpretace čistě osobnı́ (např. poznámky), jedinečná
zejména pokud jde o interpretaci čar a znaků jejich autorem, když šlo o produkt tvořivé
činnosti (vývoj kresby a pı́sma u dı́těte předškolnı́ho věku). Jindy je na základě dohody
určená úzké skupině osob (např. šifry). Použı́vánı́ znaků je vždy vı́ce či méně vázáno
pravidly. Některá z nich žáci poznávajı́ po krocı́ch, jiná „naráz“, k některým se dopra-
covávajı́ intuitivně, s dalšı́mi jsou seznamováni prostřednictvı́m školy (učitelů, učebnic)
či médiı́. Tvorba či volba znaků se podřizuje určitým požadavkům uživatelů; požadavky
souvisejı́ s mı́rou snadnosti užı́vánı́ a dekódovánı́ (nebo snahou po utajenı́).

1Řešenı́ otázek je součástı́ řešenı́ VZ 114 100004 a italského projektu ArAl.
2PedF UK Praha, kaslovam@pedf.cuni.cz
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Zařazenı́ izolovaných pı́smen v předmětech na prvnı́m stupni
Z úsporných důvodů přistupme k přehledu pomocı́ tabulky. Lépe si uvědomı́me, v ja-

kém množstvı́ situacı́ vystupujı́ pı́smena od prvnı́ho ročnı́ku. Nebudeme do nı́ vypisovat
roli pı́smene jako prvku abecedy, jako produktu transformace hlásky či pojmenovánı́
pı́smene, transformace mluveného kódu do psaného, což se děje na začátku školnı́ do-
cházky při nácviku psanı́. Pı́smena mimo tento proces majı́ funkci pojmenovánı́, označenı́.
Přehled nezahrnuje všechny situace na základnı́ škole.

Vysvětlivky: M – matematika; Čj – český jazyk; P, V – přı́rodověda, vlastivěda,
prvouka; Hv – hudebnı́ výchova; Š – škola.

malé pı́smeno VELKÉ PÍSMENO
(p) psacı́, (t) tiskacı́

M: pojmenovánı́ přı́mky, úsečky, strany,
hrany, poloměru, průměru, kružnice, osy

M (t): pojmenovává bod, krajnı́ body, po-
čátek, průsečı́k, střed, vrchol (později vý-
rok, množinu)

M: označuje délku úsečky, obvod (zastu-
puje dvojici čı́slo a jednotka)

M (t): označuje objem, povrch, obsah (za-
stupuje čı́slo a jednotku měřenı́)

Čj: slovo – spojka, předložka (a, i, v, z)
P, V: zkratky (l, m, h, s), souřadnice

Čj, P, V: zkratky, iniciálky, souřadnice

Hv: tónina moll
tóny (pı́smena s čı́selnými s indexy)

Hv: tónina dur

M: zastupuje čı́slo (nahrazuje postupně
volné mı́sto, 3 tečky, rámeček)

M: znaky – řı́mské čı́slice
– čı́slice v algebrogramech

Š: značenı́ alternativ, výčtu, pořadı́, otázek
nebo úkolů v učebnicı́ch

Š: označenı́ třı́dy

Nenı́ nutné žákům uvedené rozdı́ly vysvětlovat v takovém přehledu. Je důležité,
aby učitelé byli seznámeni s touto situacı́. Předevšı́m v prvnı́ fázi uvedenı́ pı́smene do
matematiky je nutné zdůraznit žákům změnu kontextu použitı́ pı́smene a vést žáky k nové
interpretaci.

Zavedenı́ pı́smene jako znaku pro čı́slo u nás i ve světě.
Od prvnı́ch kroků práce s čı́slem zapsaným arabskými čı́slicemi v pozičnı́ desı́tkové

soustavě procházı́ žák nejdřı́ve fázı́ numerace. Numerace v oboru přirozených čı́sel za-
hrnuje řadu úkolů: zapiš, kolik je tu. . . , řekni, kolik je tu. . . , ukaž právě tolik (3). . . ,
nakresli (3). . . , porovnej dvě čı́sla, dokaž na (řádovém) počitadle, rozhodni, které z čı́sel
je největšı́ (nejmenšı́), uspořádej (seřad’) čı́sla od . . . po . . . , řekni, kolikaciferné, urči
počet desı́tek (jednotek). Je otázkou, zda k numeraci řadit i poznávánı́ vlastnostı́ čı́sel,
a to v souvislosti s třı́děnı́m čı́sel, jako je být sudý – lichý, násobkem 10, 100, 1 000, . . . ,
být symetrický (121, 7 887). Numerace neproběhne jen jednou, vyskytuje se cyklicky.
Např. po uvedenı́ čı́sel od 1 do 5 následuje zavedenı́ operacı́ sčı́tánı́ a odčı́tánı́, pak dalšı́
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kapitola numerace, v nı́ž dojde k rozšı́řenı́ oboru, opět početnı́ úkony, numerace, operace
atd.

Pı́smeno se ovšem v roli čı́sla objevuje poprvé zpravidla až v kapitole operace! Vyne-
chánı́ jeho role v numeraci můžeme pokládat za jednu z přı́čin obtı́žı́ práce s pı́smenem
v kapitolách operace, funkce (Kaslová, 2002). Na prvnı́m stupni se nenaznačuje, že by
pı́smeno mohlo zastupovat jiné čı́slo než přirozené, a v tomto smyslu chybı́ i přemostěnı́
v matematice druhého stupně.

Pı́smeno jako čı́slo z pohledu žáka
Na prvnı́m stupni je použitı́ pı́smen nejednotné v tom: a) kdy a v jaké roli je poprvé

uvádı́me, b) která pı́smena pro práci volı́me (někde jen x, jinde a, b, c, a tak podobně),
c) jak pı́smeno pojmenováváme, čteme (odposlechnuto v praxi: a, b; proměnná a a pro-
měnná b; proměnné a, b; neznámá a; čı́slo a; čı́sla a; x je čı́slo, které nelze najı́t, ale a
ano; a výsledek, co chybı́).

Pestré, nekomentované a jakoby samozřejmé použitı́ pı́smene v roli čı́sla, zejména
v krátkém časovém obdobı́ bez přı́pravných aktivit, může být z pohledu žáka až matoucı́.
Žák často nemá (dobrý) poslechový vzor, jak se zápis čte, a vyjadřovánı́ je pro něho sériı́
pokusů a omylů, nebo se čtenı́ zápisu vyhýbá a použı́vá pouze charakteristiky toho, co
má se zápisem provést. Přı́klady zadánı́ a žákovských interpretacı́ zápisů:

a) 10+ 23 = x – x je výsledek (početnı́ho úkonu); pro žáka x zastupuje jediné čı́slo nebo
pouze nahradilo předchozı́ rámeček a žák x za čı́slo vůbec nepovažuje;

b) 10 + y = 33 – v zadánı́ chybı́ čı́slo, které musı́m zapsat mı́sto y; co musı́m přičı́st, aby
. . . ; spontánně to zjistı́ experimentovánı́m, dočı́tánı́m, či odčı́tánı́m;

c)

    10        tabulky popsal žák takto: mám rozložit 10 na dvě části;  to lze zapsat také jako 
    /  \       10 = a + b;   zde nastává první úskalí plynoucí z odlišného značení sčítanců,  
  a   b       jsou –li písmena různá, lze nebo nelze připustit  řešení  5 a 5, pro žáka jsou dvojice v rámci tabulky popsal žák takto: „Mám rozložit 10 na dvě části“; to lze zapsat

také jako 10 = a + b; zde nastává prvnı́ úskalı́ plynoucı́ z odlišného značenı́ sčı́tanců,
jsou-li pı́smena různá, lze nebo nelze připustit řešenı́ 5 a 5; pro žáka jsou dvojice různé
možnosti, které podmı́nce vyhovujı́, avšak teprve vyplněnı́ celé tabulky je řešenı́m;

d) x < 10, 5 < n, 3 < a < 9 – mám najı́t čı́slo; toto je pro žáka změna, protože zde
pı́smeno nezastupuje jediné čı́slo, ale celou skupinu čı́sel; někdy konečné množstvı́ čı́sel,
jindy dokonce nekonečně mnoho; jen výjimečně se vyskytuje situace, kdy nezastupuje
žádné přirozené čı́slo např. 3 < y < 4 „to je špatný přı́klad“; „musı́me to opravit“; „je to
nula . . . řešenı́“;

e) tabulky spjaté s procvičovánı́m určovánı́ n-násobku čı́sla, použı́vajı́ pı́smeno ke zkrá-
cenı́ pokynů; jeden řádek je označen např. m a druhý 2m (nebo také 2 ·m, 2×m), žáci
to nečtou;

f) o = a + b + c přı́klad z geometrie je výjimkou, poněvadž zde žák použı́vá také čı́slo,
avšak ne důsledně; někdy dosadı́ za pı́smeno pouhé čı́slo, jindy čı́slo s jednotkou; i zápisy
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v učebnici vypadajı́ následovně: a = 2 cm, b = 3 cm, c = 4 cm, o = 2+3+4, o = 9 cm.
Jde o nejednotnost. Jednou pı́smeno představuje velikost – čı́slo, jindy délku – tedy
čı́slo s použitou jednotkou měřenı́. V některých přı́padech, napřı́klad a), b), jde o fázi
procesu zobecněnı́ a pı́smeno zastupuje čı́slo tak, že to umožňuje žákům diskutovat nejen
o úloze, ale i o zadánı́. V jiných přı́padech jako napřı́klad c), e) jsou pı́smena užita autory
předevšı́m pro zkrácenı́ pokynů, usnadněnı́ komunikace na intuitivnı́ úrovni, a také tak
s daným typem učitelé zpravidla pracujı́, pı́smen si v podstatě nevšı́majı́, neupozorňujı́
na ně.

Nediskutujme, zda má nebo nemá být pı́smeno použı́váno na prvnı́m stupni, ale
uvažujme o tom, jak by mohl start k použitı́ čı́sla vypadat. Malé pı́smeno se v učebnicı́ch
matematiky prvnı́ho stupně vyskytuje. Velké tiskacı́ pı́smeno ve funkci čı́slice už je
výjimečné, pokud ano, tak nesystematicky v úlohách pro zábavu. Moje osobnı́ zkušenost
je ta, že použitı́ velkých tiskacı́ch pı́smen před malými je pro žáky výhodnějšı́ a lze je
zařadit již ke konci prvnı́ho ročnı́ku. Pro toto zařazenı́ mluvı́ i relativnı́ jednoduchost
kódovánı́, omezený počet pı́smen v dané úloze (nejvýše 10). Práci s velkým pı́smenem
je možné vynechat, ale pak je třeba začı́t o něco později. Nedoporučuji obojı́ mı́chat
současně.

Co chybı́ v prvnı́ch letech práce s pı́smeny?

1. Vytvářenı́ vlastnı́ch symbolů a znaků směřujı́cı́ch k pochopenı́ jejich zástupné funkce ve
spojenı́ s procesem simplifikace, s pochopenı́m charakteristik znaků jako rozlišitelnost,
snadná napodobitelnost a zapamatovatelnost, . . . (Laborde, Sciacovelli a dalšı́)

2. Aktivity typické pro numeraci, na kterou jsou žáci zvyklı́: manipulace (s modely,
s kartami), manipulace v kombinaci s napsaným (s textem).

3. Použitı́ barvy jako přemostěnı́ obtı́žı́ u některých typů žáků.
4. Přechod od práce s modely k práci s matematickými symboly (čı́slicemi, operačnı́mi

znaménky apod. . . . až k pı́smenu) a zpět od matematického symbolu k modelům
s odkazem na kontext a s podněcovánı́m řeči.

5. Použitı́ pı́smene a řeči, respektive aktivit směřujı́cı́ch nejen k dekódovánı́, ale i k in-
terpretaci zápisu při řešenı́ úloh, a to bez formalismů, účelně a funkčně.

6. Porovnánı́ různých zápisů řešenı́ napřı́klad pomocı́ modelů trojrozměrných, dvojroz-
měrných (obrázkových), matematické symboliky.

Ukázky vybraných aktivit

A. Aktivity využı́vajı́cı́ malá pı́smena

(Poznámka: Aktivity č. 1–13 byly ověřeny na 7–9letých žácı́ch.) Pı́smena zastupujı́
čı́sla (zpravidla přirozená); soubor aktivit nenı́ chápán jako uzavřený povinný sled kroků,
ale jako inspirace k obohacenı́ procesu.



M. Kaslová: Pı́smena v matematice na prvnı́m stupni 67

1.1 Vycházı́ se z toho, že jedno čı́slo neznáme. Řada karet s čı́sly, jen jedna karta je
rubem nahoru. Dı́tě řı́ká, které čı́slo je zespodu. Kontrola otočenı́m. Doporučujeme od
počátku plastové karty. Tak na ně můžeme později psát a posléze mazat.

1.2 Karty jsou z druhé strany barevné (je na nich barevný papı́r), každá jinou barvou.
Komunikace se měnı́. Pod červenou je čı́slo . . . Pro kontrolu kartu otočı́me. Pak se hraje
ve dvojicı́ch, každá dvojice si zvolı́ své pořadı́ barev a pak zapisuje čı́sla. Pak hraje jedna
dvojice s druhou, v jednom kole se použı́vá sada prvnı́ dvojice, ve druhém kole se sada
karet vyměnı́.

1.3 Karty s čı́sly neotáčı́me. Máme navı́c různé barevné karty. Hraje se ve dvojicı́ch.
Jeden žák zakryje jedno z čı́sel žlutou, jiné červenou, atd. a nezakryje všechna čı́sla.
Druhý žák postupně zakrytá čı́sla určuje a odkrývá zakrytá čı́sla pro kontrolu. Činnost
komentuje: „Pod žlutou je 15“ a podobně. Od této činnosti lze přejı́t k zápisu průběhu
hry s použitı́m pı́smen.

1.4 Použijeme karty s čı́sly a prázdné

Obr. 1

barevné papı́ry o formátu karet. Na barevné
papı́ry napı́šeme pı́smena: na žlutou z, čer-
venou c, modrou m, oranžovou o, hnědou
h. Červená i žlutá jsou voleny záměrně, aby
došlo k prvnı́ dohodě, že nebudeme použı́-
vat háčky. Pı́smena se nesmı́ opakovat. Pak
majı́ žáci sestavit řadu, ve které jsou některá
čı́sla vynechána a mı́sto nich jsou barevné karty. Mı́sto ústnı́ odpovědi přistoupı́ prvnı́ žák
k odpovědi pı́semné: c = 17, m = 12, o = 18, h = 11, z = 10. Pak docházı́ ke společné
kontrole. Hru lze rozvinout pro práci ve skupině nebo ve dvojicı́ch se vzájemným zadá-
vánı́m, řešenı́m a kontrolou. Totéž můžeme ovšem udělat jinou formou a vyprovokovat
takovou situaci, aby si vlastně takovou hru žáci „sami vymysleli“. Pı́smeno chápeme jako
zjednodušenı́ pro komunikaci zejména v pı́semné podobě.

Žáci nedostanou barevné karty, ale jen bı́lé. Na každou napı́šı́ jedno pı́smeno (bez
háčků, čárek, kroužků). Která pı́smena si dvojice vybere, závisı́ na nı́. Prvnı́ hráči jdou
na poradu s učitelem a dohodnou se, kterých 5 čı́sel v řadě zakryjı́. Je na žákovi, které
pı́smeno bude na kartě. Druhý hráč napı́še řešenı́. Všichni by měli objevit stejná čı́sla.
Pak dojde k výměně rolı́. Kolo od kola je počı́táno jako nová úloha. Napřı́klad pı́smeno c
může zastupovat tedy v jednom kole čı́slo 17, v jiném třeba 39. Zástupnost nenı́ tedy
navždy, ale v závislosti na kontextu úlohy. Tı́m, že lze pı́smena mazat a pro totéž čı́slo
přı́ště volit jiné pı́smeno, nedocházı́ k deformaci a k fixaci – kdy jedno pı́smeno navždy
zastupuje jediné čı́slo.

1.5 Postupujeme obráceně. Žáci majı́ před sebou řadu čı́sel; již nemusı́ být na kartách,
ale mohou být třeba napsaná na jednom papı́ru v řadě. Každý má v ruce kartičku s pı́sme-
nem (třeba x). Učitel zadá úlohu. Napřı́klad x je většı́ než 8 a je jednociferné. Žáci hledajı́,
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kam kartičku s x umı́stit. Charakteristika neobsahuje vı́ce než 2 podmı́nky. Ukazuje se,
že někdy máme možnost volby, jindy ne. Postupně směřujeme k použitı́ proužku papı́ru,
označeného jednı́m pı́smenem, který zakryje všechna čı́sla splňujı́cı́ zadané podmı́nky.
Takový proužek papı́ru (harmonika) se rozložı́ nebo složı́ podle potřeby, v závislosti na
tom, kolik z nabı́dnutých čı́sel má zakrýt. K položenı́ „pı́smene“ nedojde tehdy, pokud
takové čı́slo v řadě nenı́.

1.6 Na magnetické tabuli je tabulka

Obr. 2

čı́sel. Učitel umı́stı́ kartičku nebo kar-
tičky (barevnou s pı́smenem) a chce
po žácı́ch, aby čı́slo a (b, c, . . . ) po-
psali, charakterizovali. Po žácı́ch poža-
dujeme, aby před odhalenı́m čı́sla toto
čı́slo charakterizovali jednoznačně, přı́-
padně tuto situaci převedli na typ „mys-
lı́m si čı́slo“.

1.7 Na obdélnı́kovou tabulku čı́sel
od 0 po 100 položı́me lı́stečky rubem
nahoru, lı́cem s pı́smenem dolů. Přı́-
klad: Lı́stečky jedné barvy dáme na

všechna čı́sla. Učitel řı́ká. „Myslı́m si čı́slo. To čı́slo by mělo zůstat zakryté. Nejděte,
které pole v tabulce jsem zakryl. Moje čı́slo je sudé.“ Žáci odkryjı́ pole s lichými čı́sly.
„Hledané čı́slo je dvojciferné.“ Odkryjı́ jednociferná a trojciferná čı́sla. „Moje čı́slo je
menšı́ než osmdesát. Počet desı́tek je o 5 většı́ než počet jednotek“ (v tabulce zůstávajı́
zakrytá čı́sla 50 a 72). „Čı́slo nenı́ násobkem deseti. Úloha má řešenı́ – jediné čı́slo. Zkon-
trolujte.“ Žáci otočı́ poslednı́ barevný papı́r a pod nı́m je hledané čı́slo. Tatáž aktivita
s bı́lým papı́rem výrazně zpomaluje řešenı́ a zvyšuje chybovost při použitı́ vylučovacı́
metody. Vhodná je tmavá barva – hnědá, zelená nebo modrá.

1.8 Přı́ště hrajeme totéž, myslı́m si čı́slo, řı́kejme mu třeba y, ale před odhalenı́m čı́sla
nemusı́ žáci nic odkrývat, mohou si ukazovat, pracovat ve dvojici. Na závěr kontrolujeme,
zda majı́ všichni zakryté totéž pole kartičkou (se zvoleným pı́smenem). Později chceme,
aby řešenı́ neukazovali, ale zapsali: y = 72.

1.9 Podı́vej se na zápis a zakryj pole v tabulce. Slabšı́ žáci mohou mı́t barevné karty
s pı́smeny, rychleji se to kontroluje. Zadánı́: a = 16, b = 61, c = 6. V druhé fázi si sami
žáci dávajı́ zadánı́ a kontrolujı́ je. Úkol může být formulován tak, že majı́ zvolit čı́sla tak,
aby po zakrytı́ vyšel dekor, obrázek. K tomuto typu se vrátı́me, až bude jedno pı́smeno
zastupovat skupinu čı́sel.

1.10 Tato úloha je obdobou úlohy 8 s tı́m, že se v závěru nabı́zejı́ 2 řešenı́. Po žácı́ch
se požaduje, aby si vybrali jednu z možnostı́ a doplnili podmı́nku tak, aby řešenı́ bylo jen
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jedno. Dosud nahrazovalo pı́smeno jen jedno čı́slo.

1.11 Hry s možnostı́, v nichž ještě neuvažujeme všechna řešenı́. Použı́váme spojku
nebo při hledánı́ možnostı́. Směřujeme žáka k tomu, že malé pı́smeno může zastupovat
skupinu čı́sel. Postupně žáky vedeme k tomu, aby nalezli všechny možnosti. Aktivitu
můžeme propojit na poznávánı́ násobků. Např. při práci ve dvojici zakryjte lı́stečky
všechna pole v tabulce, kde platı́: a) z je liché, menšı́ než 15, b) x je menšı́ než 100, je
sudé, c) y je násobkem třı́, většı́ než 10 a menšı́ než 91, d) t na mı́stě jednotek 0 nebo
5, nenı́ trojciferné. Vytvářejı́ se barevné dekory, které se snadno kontrolujı́. Zde zápis
vynecháváme.

1.12 Totéž, avšak zadánı́ nenı́ ústnı́, ale pı́semné. Pokryjeme vybraná pole lı́stečky
a chceme po žácı́ch, aby formulovali jejich charakteristiku ústně, v některých přı́padech
i pı́semně. Např. a) 23 < x < 29, b) z je násobkem 10, c) y je dvouciferné a ciferný
součet je 10 . . . a dalšı́, kde již zasazujeme pı́smeno do početnı́ch operacı́ 12 = a + b,
m · n = 24, nebo do popisu rozdı́l v, r je sudý.

1.13 Pokud už žáci pátého ročnı́ku pracovali s velkým tiskacı́m pı́smenem a dospěli
k pochopenı́ a k zobecněnı́ v popisu pamětných a pı́semných algoritmů, je možné zařadit
úlohy typu: a = GH , b = K. Dej návod, jak postupovat při sčı́tánı́ a+ b.

B. Aktivity s velkým tiskacı́m pı́smenem

(Poznámka: Aktivity č. 1–9 byly ověřeny se 7–9letými žáky.) Pı́smena zastupujı́
čı́slice, postupujeme od manipulace s kartami po zápis s komentářem; soubor aktivit
předpokládá tvořivou práci, výběr, adaptaci aktivit na třı́du i dalšı́ obohacenı́.

2.1 Úvodnı́ aktivita. Rozdáme kartičky s čı́sly od 0 po 12. Žáci majı́ za úkol je
přirozeně – vzestupně uspořádat. Ptáme se: Kolikrát se na našich kartách objevuje trojka,
kolikrát dvojka, nula, pětka, jednička. Pak se ptáme, co majı́ společného čı́sla od nuly po
devět. Směřujeme k tomu, aby si nynı́ žák jasně uvědomil, že v následujı́cı́ch aktivitách
budeme důsledně rozlišovat mezi čı́slem a čı́slicı́ – znakem.

2.2 Šifra. Pod karty – čı́slice položı́me dalšı́ karty, pod dvěma různými čı́slicemi jsou
také dvě různá pı́smena. Hrajeme společně na magnetické tabuli. Myslı́m si čı́slo a řı́kám
mu A. Které čı́slo si myslı́m? Pokud jsme A použili, děti najdou přı́slušné čı́slo nad nı́m;
pokud ne, máme dvě možnosti: bud’odpovı́me, že takové jednociferné čı́slo nenı́, nebo
můžeme řı́ci, že si zadavatel žádné jednociferné čı́slo nemyslel, nebo řekneme omyl.
Aktivitu obměnı́me a pracujeme obráceně: Jak zašifruji čı́slo 5, jak 8 apod. Ukazujeme,
že volba pı́smene je otázkou dohody a nikde nenı́ řečeno, že pı́smenu A musı́ přı́slušet
čı́slo 1 a pı́smenu B 2 a tak podobně. Zkrátka k přirozeně uspořádaným jednociferným
čı́slům nemusı́ být přiřazena pı́smena, která sledujı́ pořadı́ v abecedě.

2.3 Šifru si tvořı́ žáci ve dvojicı́ch tak, že pod karty dávajı́ prázdné papı́ry a na
ně pı́šı́ pı́smena podle již zavedených pravidel. Musı́ dávat pozor, aby se žádné pı́smeno
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Obr. 3

neopakovalo. Připravujeme se na substituci. Pak se učitel ptá, co se ukrývá pod pı́smenem
A. Někdo řekne 3, jiný 9, jiný řı́ká, že A nepoužil. Poznáváme, že zástupnost je otázkou
dohody. Otázky pak změnı́me. Jak zašifrujete 8? Každý má jiný návrh. Závěr: Kdybychom
chtěli hrát společně, musı́me dělat dohodu také společně.

2.4 Na kartách máme jednociferná čı́sla v řadě v přirozeném uspořádánı́. Jedno z nich
překryjeme bı́lou kartou a vyvolaný žák na ně doplnı́ jedno tiskacı́ pı́smeno např. V .
Ptáme se, co o čı́sle V můžeme řı́ct. (Je menšı́ než . . . , je sudé, . . . ).

2.5 Použijeme šifry a porovnáváme. Volı́me jen pı́smena použitá v šifře. Např. M∇D.
Žáci volı́ přı́slušný vztah a ústně své rozhodnutı́ zdůvodnı́.

2.6 Porovnáváme bez použitı́ šifry, napřı́klad: K∇HR, BC∇T , T∇R, BC∇CB,
HH∇HH , K∇K. Diskutujeme, zda můžeme vztah najı́t, nebo ne a proč. Uvádı́me
přı́klady, přı́padně protipřı́klady. Přirozené dvojciferné čı́slo je vždy většı́ než jednoci-
ferné čı́slo. U dvou jednociferných čı́sel zapsaných pomocı́ různých pı́smen nemůžeme
rozhodnout, které z nich je většı́. Můžeme jen řı́ci, že nejsou stejně velká, protože jsou
různá. Hledáme různé možnosti řešenı́.

2.7 Hrajeme hru „Většı́ než“ po kruhu ve skupinách 6–8 žáků. Přı́pravná aktivita:
Prvnı́ řekne čı́slo, druhý má řı́ct většı́, třetı́ většı́ než druhý atd., až hra obejde kruh. Hra:
Vyjadřujeme čı́sla jen pomocı́ pı́smen. Uprostřed kruhu máme hromadu karet s jednotli-
vými pı́smeny abecedy bez háčků, čárek, kroužků. Mohou být zastoupena i pětkrát. Prvnı́
žák řekne napřı́klad D. Vybere pı́smeno a položı́ ho doprostřed na určené mı́sto. Druhý
žák má řı́ci čı́slo většı́. Dobrý žák řekne třeba GH , nebo DD, nebo ABC,. . . V takovém
přı́padě položı́ vybraná pı́smena na kartách pod prvnı́ čı́slo a pokusı́ se řı́ct proč. Pokud
řekne např. E, navrhneme, že D mohlo zastupovat čı́slo 9, a E tedy nemůže být většı́.
Takže nemáme jistotu, že E je opravdu většı́ než D, a žáka je nutné opravit. Hraje třetı́
a tak dále. Když hra obejde kruh, vrátı́me se k zápisům. Tentokrát si žáci vezmou karty
s čı́slicemi a kladou je pod pı́smena. Poznáme, zda jsme nepoužili vı́ce pı́smen, než je čı́s-
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lic. Respektujeme totiž pravidlo dané šifrou: pokud jednou pı́smeno A zastupovalo čı́slo
5, pak ve všech následujı́cı́ch zápisech čı́sel musı́me pı́smeno A nahradit také čı́slem 5.

2.8 Vztahy a řády: Vı́te, že AB je většı́ než BA, porovnejte A a B. Co můžeme
řı́ci o A a o B? (Jsou různé od nuly a jsou od sebe různá.) KLL je menšı́ než KLM .
Co platı́ pro K, M , L? K je různé od nuly, od L i od M . M je většı́ než L. Pokud
to nejde, použı́váme karty s čı́slicemi a zkoušı́me, kterým možnostem zadánı́ vyhovuje
a kterým ne. Vı́te, že XZT je menšı́ než Y ZT . Porovnejte X a Y . Úlohy obměňujeme
nebo necháme žáky podobné úlohy vymýšlet. Slabšı́m žákům stačı́ zadat totéž s použitı́m
jiných pı́smen.

2.9 Začneme s operacemi. a) A + B = C, b) D + E = E, c) H + H = F ,
d) G + T = NL. Hledáme co nejvı́ce možnostı́, čı́slic, které mohou nahradit použitá
pı́smena. Každá úloha je novou úlohou. Některým žákům vyhovuje řešenı́ jen řı́kat,
jinı́ si je chtějı́ psát (třeba do tabulky). Psanı́ sice pomůže paměti a autokontrole, avšak
zpomaluje řešenı́, oddaluje proniknutı́ do podstaty soustředěnı́m se na techniku psanı́.
Zkoumáme pı́smeno po pı́smenu a sledujeme, která čı́sla zastupovat může, která ne,
přı́padně, které čı́slo zastupuje s určitostı́.

2.10 Několik úloh společně. Máme zašifrovaný sloupeček řešených úloh. Odhalte
šifru.

a) A+ A+ A = B, B + A = CD; b) K + L = M , M +M = LK; c) R · T = V ,
T + T + T = V .

Řešı́me ve trojicı́ch, experimentujeme, použı́váme karty, diskutujeme, nalezená ře-
šenı́ zapı́šeme. Pokud zapisujeme celý průběh, použı́váme i škrt ve významu neplatı́,
nevyhovuje.

Závěr
Aktivity podobné aktivitám uvedeným v odstavcı́ch A a B můžeme zařazovat i u ji-

ných čı́selných oborů. Všechny uvedené aktivity jsou vyzkoušené na malých vzorcı́ch ve
druhém a třetı́m ročnı́ku. Některé z aktivit byly zvládnuty i žáky prvnı́ch třı́d.

Cesta k algebře nezačı́ná zařazenı́m pı́smene do matematiky na prvnı́m stupni, ale
přı́stupem k aritmetice. Záležı́ na tom, jak je rozvı́jeno myšlenı́ žáků. Samotné zavedenı́
a použı́vánı́ pı́smene v matematice je podmı́něno řadou faktorů a nelze je přesně nača-
sovat. Mezi podmı́nky patřı́ zralost žáka, jeho zkušenosti s čı́slem a úroveň použı́vánı́
substituce. Podle zmapovaných obtı́žı́ lze předpokládat, že některé z nich majı́ kořeny již
v zaváděnı́ čı́slic a pı́smen, některé dokonce v práci mateřské školy.
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přednáška, UQAM Montreal 1992.
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Problémy a omyly našeho školstvı́1

František Kuřina2

Obecnými otázkami našeho vzdělávánı́ jsem se v poslednı́ch letech zabýval v řadě
pracı́. Jakýsi shrnujı́cı́ pohled na tuto problematiku jsem formuloval na konferenci v Li-
tomyšli v přı́spěvku „Rámcové vzdělávacı́ programy a naše škola“ [1]. Zde bych chtěl
obrátit pozornost na tři otázky, které podle mého názoru stojı́ za povšimnutı́. Přitom vůbec
netvrdı́m, že mé názory jsou správné. Přispěje-li tento přı́spěvek k diskusi o problematice,
splnı́ svůj cı́l.

Hlavnı́ problémy našı́ školy
Přiklánı́m se k názoru Daga Hrubého: . . . „mezi hlavnı́ problémy našeho školstvı́

patřı́ problémy sociálnı́. Zachovat existenci školy, udržet zaměstnanost při stálém úbytku
žáků, udržet platy na snesitelné úrovni, financovánı́ provozu školy. To vše vytvářı́ klima,
které je méně podnětné pro tvořivou pedagogickou činnost.“ ([2], s. 58).

Ekonomické otázky se stávajı́ limitujı́cı́m činitelem pro práci základnı́ školy od prvnı́
třı́dy (rušenı́ vesnických škol), přes druhý stupeň základnı́ školy, vı́celetá gymnázia
a všechny typy škol střednı́ch až po školy vysoké. Otázka zachovánı́ třı́dy nebo školy
nemůže nemı́t vliv na úroveň absolventů. Bylo by iluzı́ myslet si, že potřebnou úroveň
vzdělánı́ je možné zajistit administrativně, formulacı́ požadavků, zadávánı́m jednotných
testů a vyhodnocovánı́m práce škol. Těmito metodami lze zjistit stav, ne však zlepšit stav.
Přitom dodržovánı́ potřebné úrovně požadavků nenı́ nic antihumánnı́ho, naopak lidsky
škodlivé je jejich snižovánı́, nebot’to může vést v dalšı́m vývoji dı́těte k problémům nebo
dokonce k tragédiı́m. Stanovenı́ a dodržovánı́ úrovně absolventa školy je ovšem obtı́žné

1Práce vznikla s podporou grantu GAČR 406/02/0829.
2Univerzita Hradec Králové, frantisek.kurina@uhk.cz
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a může být i bolestivé, dotýká se přirozené lidské snahy dosáhnout úspěchu s minimem
námahy. To ovšem nenı́ nic, co přinášı́ nová doba. Např. Ladislav Quis pı́še ve svých
Vzpomı́nkách o klesajı́cı́ úrovni vzdělánı́, nebot’mnozı́ studenti vysokých škol se tehdy,
tj. koncem 19. stoletı́ „omezujı́ jen na nejnutnějšı́ vydřenı́ toho, čeho k ledajakému odbytı́
zkoušek potřebovali“ ([3], s. 97). Mnohé současné pedagogické směry zdůrazňujı́ potřebu
přirozeného, postupného a radostného rozvı́jenı́ jednotlivce. Odbornı́ci spjatı́ s praxı́ však
vidı́ problematiku realističtěji. Můžeme to doložit názory vědce, spisovatele i básnı́ka.

Náš matematik Bohumil Bydžovský např. napsal: „Škola si musı́ stále být vědoma
toho, že výchova se neobejde bez jakéhosi třeba sebe mı́rnějšı́ho a zastřenějšı́ho nátlaku.
Je kus morálnı́ho násilı́ v tom, že musı́me tvora od přı́rody primitivnı́ho, jako je dı́tě,
v době několika let podzdvihnout ke kulturnı́ úrovni, ke které se lidstvo probojovávalo
s obtı́žemi a oklikami po tisı́ciletı́“ ([4], s. 55).

Francouzský spisovatel J. M. Alfroy charakterizuje učitelské přesvědčenı́ takto: „Přı́liš
dlouho věřil, že když je člověk učitelem v poslednı́ čtvrtině 20. stoletı́, že má být spı́š
moudrým humanistou, blahosklonným učencem než perfektnı́m mistrem drezúry. Osudná
mýlka. Doba přeje právě zmı́něným mistrům odbornı́kům“ ([5], s. 108).

Náš básnı́k (a vědec) Miroslav Holub se vyjádřil lapidárně: „Bez magnetického nadložı́
nutnosti ani chlup rozumu se nevylisuje.“

Nejsem přitom zastáncem školy založené na drilu a bezpodmı́nečném formálnı́m
plněnı́ povinnostı́. Jsem přesvědčen, že studenty na všech úrovnı́ch je nutno pozitivně
motivovat k dosahovánı́ výkonů a k návyku pracovat. To koneckonců zdůrazňoval již
Jan Amos Komenský: ... „neučı́li-li se kdo, ne on tı́m, než učitel winen, že ho k učenı́
chtiwého učiniti, a jemu rozšafně předkládati neumı́“ ([6], s. 93). Problémy vzdělávánı́
se táhnou celou kulturnı́ historiı́ lidstva. Sám Komenský pı́še: „Nerozwážliwě pověděl
Demokritos, že kořen učenı́ hořký, owoce ale že sladké. Málit býti owoce sladké, kořen
hořký býti nemusı́“ ([6], s. 85). Jak to realizovat v praxi, a to ve společnosti, která klidnému
soustředěnı́ se na promýšlenı́ základů vzdělávánı́ nepřeje, je základnı́ otázka, jejı́ž řešenı́
bude patrně vždy spočı́vat na podmı́nkách práce školy, postojı́ch žáka a přesvědčenı́
učitele, nebot’„vyučovánı́ nenı́ věda, ale uměnı́“ ([7], s. 101). Je přitom nutno vidět, že
škola na každé úrovni plnı́ i určité kvalifikačnı́ povinnosti (vzdělat občana, připravit ho
pro praxi, pro povolánı́ nebo pro dalšı́ studium). Minimálnı́ požadavky tohoto druhu je
nutno stanovit a měl by je dosáhnout každý absolvent přı́slušného typu školy.

Hlavnı́ omyly současné reformy

Termı́nem „současná reforma“ rozumı́m pedagogické úsilı́ popsané v Bı́lé knize [8]
a v Rámcových programech [9]. Jsem přesvědčen, že Bı́lá kniha otevı́rá prostor pro dalšı́
rozvoj autonomie škol, pro uplatněnı́ jejich potenciálu a pro vyššı́ efektivitu vzdělávánı́.
Obávám se však, že nabı́zı́ i přı́ležitost pro postupné snižovánı́ úrovně vzdělanosti u nás,
pro nižšı́ efektivitu vzdělávánı́. Vše záležı́ na realizaci reformy v praxi.

Mé obavy pramenı́ z následujı́cı́ch dvou přı́stupů, které pokládám za chybné.
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I. Na str. 18 Bı́lé knihy se můžeme dočı́st, že za jednu z hlavnı́ch strategických liniı́ roz-
voje vzdělávánı́ v České republice lze považovat: „Dosáhnout vyššı́ kvality a funkčnosti
vzdělávánı́ tvorbou nových vzdělávacı́ch a studijnı́ch programů, které budou odpovı́-
dat požadavkům informačnı́ a znalostnı́ společnosti, udržitelného rozvoje, zaměstnanosti
a potřebám aktivnı́ účasti na životě demokratické společnosti v integrované Evropě a které
budou zároveň respektovat individuálnı́ odlišnosti a životnı́ podmı́nky účastnı́ků vzdělá-
vánı́.“

Každému pedagogickému pracovnı́kovi je přitom jasné, že tvorbou sebelepšı́ch pro-
gramů se rozvoj vzdělánı́ nezajistı́. Ten se zajistı́ teprve jejich realizacı́ v praxi. Do-
kumenty tvořı́ jen prvnı́ stupeň, předpoklad úspěšného provedenı́ reformy. Můžeme se
domýšlet, že právě takto byla citovaná teze myšlena, jejı́ formulace však je nebezpečná,
nebot’umožňuje soustředit úsilı́ na vı́ceméně formálnı́ sepsánı́ určitých dokumentů, jme-
novitě školnı́ch vzdělávacı́ch programů. Tato „akce“ je již v plném proudu: „Ředitelé
se ptajı́: Co přesně po nás chcete?“ ([10]). Výzkumný ústav pedagogický shrnul podle
citovaného článku připomı́nky ředitelů do deseti bodů, z nichž zde cituji:

• Popsat (vytvořit) systém povinného vzdělávánı́ garantů a tvůrců školnı́ho vzděláva-
cı́ho programu, jeho fungovánı́ a harmonogram. (Libor Kyncl, učitel roku 2003, požaduje
na tvorbu „vlastnı́ch osnov“ „nějaký kurs“)

• Navrhnout optimálnı́ podobu školnı́ho vzdělávacı́ho programu na vı́celetých gym-
náziı́ch.

. . . . . .
Nebezpečnı́ formalismu je zde přı́liš velké a zrod málo kvalitnı́ch programů je v řadě

přı́padů možno očekávat.

II. Podle Rámcového vzdělávacı́ho programu jsou tzv. klı́čové kompetence hlavnı́m
výstupem základnı́ho vzdělávánı́. Na konci základnı́ho vzdělánı́ „je žák způsobilý“ např.

• organizovat a řı́dit své učenı́, vybı́rat a využı́vat pro vlastnı́ učenı́ efektivnı́ způsoby,
metody a strategie,

• samostatně a kriticky myslet, samostatně se rozhodovat, zvažovat důsledky svého
rozhodnutı́ a nést za ně odpovědnost.

. . . . . .
Takovýchto kompetencı́ formuluje zmı́něný dokument celkem 22.
Přesun výstupů základnı́ho vzdělávánı́ do nekontrolovatelné a pro všechny absolventy

základnı́ školy nesplnitelné oblasti může snadno vést k úpadku vzdělávacı́ho systému.
Perspektivnı́ cı́le vzdělávánı́ nelze zaměňovat s výstupy vzdělávánı́, konkrétnı́ vzdělávacı́
výstupy je podle mého názoru nutno formulovat k dobrému fungovánı́ školy ústředně.

Možná východiska
Každou reformu vzdělávánı́ realizuje učitel. Společnost mu musı́ vytvořit podmı́nky,

v nichž bude moci tvořivě pracovat. To je jedna stránka problému, která je složitá a na
nı́ž nemůžeme mı́t bezprostřednı́ vliv. Orientace vzdělávánı́ na kompetence ovšem zna-
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mená předevšı́m orientaci učitelského vzdělávánı́ na učitelské kompetence. Obávám se,
že Oldřich Botlı́k a Daniel Souček majı́ pravdu, když pı́šı́: Pro mnoho našich učitelů jsou
některé kompetence prakticky neviditelné. Na cı́lené rozvı́jenı́ mnoha dalšı́ch nikdy nebyli
připravováni a sami je často ani nemajı́ ([11], s. 93). V tomto přı́spěvku nenı́ prostor na
rozbor této problematiky, zdá se mi však, že systém univerzitnı́ přı́pravy učitelů nevidı́
zpravidla priority v rozvı́jenı́ kompetencı́, a to ani kompetencı́ typu kritického myšlenı́,
řešenı́ problémů, řı́zenı́ učenı́, práce s informacemi, komunikace, . . . , ale ani kompetencı́
k vyučovánı́ a výchově, ani kompetencı́ osobnostnı́ch. Systém tradičnı́ho univerzitnı́ho
vzdělávánı́ ve formě přednáška, cvičenı́ a zkouška vede spı́še k encyklopedickému chá-
pánı́ matematiky (soubor definic, vět a důkazů) než k jejı́mu chápánı́ aplikačnı́mu, které
má k rozvı́jenı́ kompetencı́ blı́že. Přesto jsem přesvědčen, že i v rámci současného sys-
tému je možné klást důraz na poznávánı́ cest k matematickým pojmům a poznatkům, na
rozdı́l od předávánı́ části logicky uspořádané matematické disciplı́ny, a na posı́lenı́ „pra-
covnı́ho“ charakteru matematiky, na rozdı́l od charakterů reprodukčně memorovacı́ho.
Jde vlastně o možnosti konstruktivnı́ch přı́stupů v učitelském vzdělávánı́, o něž usilujı́
podle publikace [12] např. na pražské pedagogické fakultě.
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Metody řazenı́ do hodin matematiky?1

Josef Molnár2

S metodami řazenı́ se setkáváme v algoritmické matematice, znajı́ je programátoři
i učitelé výpočetnı́ techniky. Mohly by se však také stát motivačnı́m prvkem zejména ve
volitelných, nepovinných či suplovaných hodinách matematiky, nebot’se zde neformálně
uplatňujı́ aspekty mezipředmětových vztahů mezi matematikou a výpočetnı́ technikou,
posiluje se algoritmické myšlenı́, otvı́rá se možnost ve vyučovánı́ uplatňovat prvky
konstruktivnı́ho přı́stupu či introspekce myšlenı́. Tak můžeme zaujmout i žáky a studenty,
kteřı́ se orientujı́ spı́še na společenské vědy.

Máme-li v matematice uspořádat nějakou množinu, zajı́má nás, jak má výsledná uspo-
řádaná množina vypadat – přı́liš se tedy nezabýváme procesem, kterým to provedeme.
A to je právě úkolem řazenı́.

Pracujeme při tom s množinou reprezentovanou seznamem prvků v poli. Seznamem
rozumı́me výčet prvků množiny, přičemž každý prvek se v seznamu vyskytuje nejvýše
jednou. Polem nazýváme skupinu položek stejného typu, které jsou pod společným
názvem seřazeny v paměti jedna za druhou. Položky pole nemajı́ své vlastnı́ pojmenovánı́,
odkazujeme se na ně pomocı́ indexů připojených ke jménu pole, např. pole A může mı́t
položky A1, A2, . . .

Při využitı́ tématu ve výuce předpokládáme, že žáci zvládli algoritmus porovnávánı́
dvou přirozených čı́sel. V hodině můžeme postupovat tak, že po krátkém úvodu žáky
seznámı́me s úkolem a podmı́nkami řešenı́, které vycházejı́ z možnostı́ počı́tače. Na po-
čátku majı́ žáci seznam několika přirozených čı́sel v poli (nejlépe na lı́stečcı́ch seřazených
za sebou) a jejich úkolem je uspořádat tento seznam vzestupně, tj. nalézt k této činnosti
vhodný algoritmus. Mohou při tom porovnávat libovolná dvě čı́sla a rozhodnout, které
z nich je menšı́ a které většı́, jeden libovolně zvolený prvek vyjmout z pole, odložit si
jej na určitou dobu mimo pole a opět jej na volné mı́sto vložit, posunout prvek na volné
mı́sto o jednu pozici vpravo nebo vlevo (s výjimkou prvku na prvnı́m mı́stě, který nelze
posunout vlevo). Žáci pracujı́ individuálně nebo ve dvojicı́ch, k řešenı́ jim poskytneme
dostatek času, přı́padně poradı́me.

Je známo několik různých metod řazenı́, z nichž některé si představı́me.
Při užitı́ metody přı́mé vkládánı́ (Insertion Sort) je pole prvků je rozděleno na dva

úseky. V levém úseku, tzv. setřı́děné části, se vytvářı́ uspořádaná posloupnost, vpravo
zůstávajı́ doposud nesetřı́děné prvky (na začátku tvořı́ setřı́děnou část pouze prvnı́ prvek).
V každém kroku vybereme prvnı́ prvek nesetřı́děné části a zařadı́me ho na přı́slušné mı́sto
do setřı́děné části. Jakmile je nalezeno mı́sto pro jeho vloženı́, prvky pole od mı́sta vloženı́

1Přı́spěvek byl podpořen grantem GAUK 316/2001/A PP/PedF.
2PřF UP Olomouc, molnar@inf.upol.cz
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směrem doprava až po volné mı́sto jsou posunuty o 1 pozici vpravo. Na takto uvolněné
mı́sto se vložı́ (právě jmenovaný) prvek. Tento postup použı́vajı́ hráči karet při zařazovánı́
karet do ruky. Postupně odebı́rajı́ karty ze své hromádky (nesetřı́děné části) a zařazujı́ je
do ruky (setřı́děná posloupnost) podle jim známého klı́če.

Přı́klad: (Svislou čarou je naznačena hranice mezi setřı́děnou a nesetřı́děnou částı́.)

Metoda nazývaná přı́mý výběr (Selection Sort) spočı́vá v opakovaném vybı́ránı́
nejmenšı́ho čı́sla z doposud nesetřı́děné části pole. Při užitı́ varianty A této metody
nalezneme v nesetřı́děném poli prvků nejmenšı́ prvek a ten vyměnı́me s prvkem na 1. po-
zici. Potom vybereme druhý nejmenšı́ prvek a ten vyměnı́me s prvkem na 2. pozici pole.
Tento postup aplikujeme postupně na všechny prvky pole. Ve variantě B opět nalezneme
nejmenšı́ prvek (na n-té pozici) a vložı́me jej na 1. pozici, kterou jsme uvolnili posunutı́m
prvnı́ch n− 1 prvků o jednu pozici vpravo. Tı́m jsme pole rozdělili na dvě části podobně
jako při užitı́ přı́mého vkládánı́. V každém dalšı́m kroku pak vybereme nejmenšı́ čı́slo
z pravého úseku a připojı́me je na konec levého, již setřı́děného úseku.

Přı́klad (varianta A):

Probublávánı́ (Bubble Sort) se nazývá metoda, při nı́ž postupně porovnáváme sou-
sednı́ prvky pole zezadu dopředu. V přı́padě, že prvky nejsou ve správném pořadı́,
navzájem je vyměnı́me. Tak „vybublá“ prvek s nejnižšı́ hodnotou na levý konec pole.
Poté se opět opakuje porovnávánı́ dvojic zezadu dopředu.

Přı́klad:

(Jako cvičenı́ se pokuste vylepšit tuto metodu zkrácenı́m délek jednotlivých průchodů
polem.)

Jiným vylepšenı́m (modifikacı́) předchozı́ho algoritmu je metoda přetřásánı́ (Shake
Sort), při nı́ž jeden průchod polem probı́há zprava doleva (nejmenšı́ prvek „bublá“ na
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začátek) a dalšı́ hned zleva doprava (největšı́ prvek „probublá“ na konec).
S dalšı́mi metodami řazenı́, jako jsou např. slévánı́ (Merge Sort) či řazenı́ haldou

(Heap Sort) se můžete seznámit v uvedené i dalšı́ literatuře.
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Nebojme se pravděpodobnosti

Jana Petrová1

V dı́lně jsme se prakticky seznámili s jednou z možnostı́, jak
uvést téma pravděpodobnost do výuky matematiky. Vyzkoušeli
jsme některé hry a s nimi spojené aktivity, které dětem umožnı́ vhled
do základnı́ch problémů pravděpodobnosti a učitelům pomohou
děti motivovat a zaujmout pro tuto látku.

Tyto aktivity je možné uplatnit již v šesté třı́dě základnı́ školy.

Hra
Úvodnı́ hra měla tato pravidla:

•Hrajı́ dva hráči, ke hře potřebujı́ dvě kostky.
•Hráči střı́davě házı́ oběma kostkami a výsledek sčı́tajı́.
•Když padne součet 2, 3, 4, 10, 11 nebo 12, zı́skává bod prvnı́ hráč.
•Když padne součet 5, 6, 7, 8 nebo 9, zı́skává bod druhý hráč.
•Vyhrává ten, kdo prvnı́ zı́ská deset bodů.

Klı́čová otázka po skončenı́ jednoho či několika kol hry znı́: „Je tato hra spravedlivá?“
Na tuto otázku je dobré odpovı́dat na základě výsledků několika dvojic. Výsledek bývá
u většiny dvojic takový, že vyhraje druhý hráč. To je ten, který si počı́tá body za součty
5, 6, 7, 8 a 9. Děti ale na začátku hry očekávaly spı́š opačnou tendenci, že bude vyhrávat
hráč prvý, protože má „vı́ce součtů“ – šest a druhý hráč jen pět. Tı́mto je vzbuzen zájem
a navozen problém, který chceme vyjasnit.

1Arcibiskupské Gymnázium, Praha 2, jaspe@seznam.cz
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Jak poznám, jestli je hra spravedlivá? Na čem to záležı́? Na počtu součtů či na jiných
skutečnostech?

Některé děti budou již tušit, v čem tkvı́ nespravedlnost hry, některým trvá déle
než zı́skajı́ „vhled“ do problému. Potřebujı́ se nejdřı́ve přesvědčit, že výsledek prvnı́
hry nebyla náhoda, potřebujı́ pozorovat, které součty padajı́ častěji a které méně často,
porovnávat, ověřovat domněnky. Velice vhodná je v tuto chvı́li následujı́cı́ aktivita:

Experiment
V podstatě jde o zaznamenávánı́ součtů, které padnou při házenı́ dvou kostek a sčı́tánı́

padlých ok. Je dobré zaznamenat přibližně 70 hodů, což by nemělo trvat déle než 5 minut.

Pokyny
Pracujte ve dvojici. Potřebujete dvě kostky a tužku. Házejte oběma kostkami a sčı́-

tejte oka, která padnou. Výsledek zaznamenejte vyplněnı́m odpovı́dajı́cı́ho čtverečku do
tabulky. Dřı́ve než ale začnete házet, zkuste odhadnout, jak bude asi po pěti minutách
házenı́ tabulka vypadat. Svoje očekávánı́ stručně zapište.

Experiment jedné skupiny je na obr. 1.

Obr. 1

Až budete hotovi, odpovězte na následujı́cı́ otázky:

1. Který součet se objevil nejčastěji? Který nejméně často?
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2. Jak byste popsali vzhled tabulky? Vypadá tak, jak jste to předem odhadovali?

3. Je možné dostat součet ok roven jedné?

4. Jak by asi tabulka vypadala, kdybychom házeli delšı́ dobu?

5. Proč tabulka takto vypadá?

6. Co je pravděpodobnějšı́? Dostat součet 7 nebo součet 10?

Diskuse nad výsledky experimentu je velice důležitá. Většina dětı́ začı́ná chápat, že
součty je možno tvořit různými způsoby a že některé majı́ těch způsobů vı́c, některé méně.
Je ale dobré počet způsobů přesně určit, k tomu sloužı́ následujı́cı́ tabulka či diagram.

Diagram
Nejlépe je předložit dětem diagram polovyplněný a vyzvat je, at’jej samy doplnı́.

Pokyn: Doplňte diagram na obr. 2, který obsahuje všechny způsoby jak zı́skat součty 2
až 12 pomocı́ dvou kostek.

Obr. 2 Obr. 3

Vyplněný diagram je na obr. 3.
Po vyplněnı́ celého diagramu se pomocı́ několika otázek přesvědčı́me, že děti pocho-

pily jeho funkci a význam. Společně odpovı́me na několik otázek, např.:

•Který součet má nejvı́ce možnostı́? Který nejméně?

• Jaký má diagram tvar?

• Je tu vidět podobnost s výsledky experimentu?
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•V čem se tato tabulka lišı́ od experimentu a proč?

Pro ověřenı́, že děti skutečně objevený princip pochopily, použijeme samostatnou
práci. Každý dopovı́ na následujı́cı́ otázky a poté výsledky společně zkontrolujeme a přı́-
padně opravı́me.

K zodpovězenı́ následujı́cı́ch otázek použij vyplněný diagram:

Házı́me dvěma kostkami a sčı́táme padlá oka.

1. Co je pravděpodobnějšı́, že padne – součet 6, nebo součet 9?

2. Který součet má stejnou pravděpodobnost, že padne jako součet 5?

3. Který součet je dvakrát vı́c pravděpodobný než součet 2?

4. Co zı́skáme pravděpodobněji – součet 2 či 3, nebo součet 7?

5. Co spı́še padne – součet 2 až 6, nebo součet 7 až 12?

Nynı́ je již možno pomocı́ diagramu ověřit, že hra nenı́ spravedlivá, a ukázat proč. Je
vhodné na vyplněném diagramu barevně vyznačit, které možnosti patřı́ hráči prvnı́mu,
které hráči druhému, a porovnat jejich počet.

Úkol: změň pravidla hry tak, aby byla spravedlivá
Toto je velice motivujı́cı́ úkol a dı́ky němu ještě vı́ce ověřı́me, zda děti problém

pochopily. Dává možnost aktivně vymýšlet pravidla tak, aby šance na výhru byly pro oba
hráče stejné, tedy aby každý z nich měl shodný počet možnostı́, jak dané součty vytvořit.

Pokud by děti měly problémy se úkolu zhostit, dáme jim pomocnou otázku:

Byla by hra spravedlivá, kdyby prvnı́ hráč zı́skal bod za součty 2, 3, 4, 5, 10, 11 nebo
12 a druhý hráč za součty 6, 7, 8 nebo 9? Zdůvodni.

Poté, co již jsou objevena pravidla, při kterých bude hra spravedlivá, můžeme přidat
ještě jednu kontrolnı́ otázku:

Byla by hra spravedlivá, kdyby prvnı́ hráč zı́skal bod, když je součet sudé čı́slo,
a druhý hráč, když je součet liché čı́slo? Zdůvodni.

V dı́lně jsme se dále věnovali způsobům, jak navázat na tuto úvodnı́ motivačnı́ hodinu
a jak naučit děti vypočı́tat pravděpodobnost a vyjádřit ji čı́selně.

Poznámka: Sadu aktivit pro výuku pravděpodobnosti jsem původně vypracovala pro
účely výzkumu týkajı́cı́ho se výuky matematiky v cizı́m jazyce. Zájemcům poskytnu
dalšı́ informace, přı́padně pracovnı́ listy v angličtině či němčině.
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Hranové modely platonských těles

Jiřı́ Přibyl1

Předmětem tohoto přı́spěvku je obsah didaktické dı́lny, ve které se účastnı́ci sezná-
mili s vrcholově-hranovým systémem modelovánı́ pravidelných těles, jehož autorem je
Miyuki Kawamura (Kawamura, 2001).

Ve výuce kolem nás vzniká nemálo pomůcek pro modelovánı́ různých geometrických
objektů. Jenom v oblasti modelovánı́ pravidelných a polopravidelných těles jsem se setkal
s několika typy. Mohu uvést napřı́klad modely ze špejlı́ a plastelı́ny, modely, kde se
nejprve na papı́r vytvořila sı́t’, která se vystřı́hala a následně slepila, stejně tak komerčně
vyráběné modely z plastu, kde jedinec má dopředu danou hromadu vrcholů a hran a konče
„modernı́mi“ pomůckami na bázi magnetu a ložiskových kuliček. Každý z těchto modelů
má své klady a zápory a jistě nejednou prokázal své oprávněnı́ k existenci. Komerčně
vyráběné modely jsou dostupné všem, tedy i méně motoricky nadaným, ovšem za určitý
poplatek, který leckdy nenı́ zanedbatelný. Oproti tomu modely ze sı́tě či špejlı́, které
jsou vytvořitelné doma, zase vyžadujı́ určitou zručnost, která v předchozı́m přı́padě nenı́
zapotřebı́.

Systém modelovánı́, který zde předkládám, v sobě kombinuje klady i zápory všech
výše uvedených způsobů modelovánı́. Tak v prvé řadě je nejdostupnějšı́. Papı́r je dnes
dobře dostupný každému a oproti sı́t’ovému modelu nepotřebujeme nůžky, lepidlo ani
pravı́tko a tužku pro vytvořenı́ sı́tě. Oproti modelu špejle/plastelı́na bývá obvykle stabil-
nějšı́. Dále pracuje obdobně jako plastový model, tzn. že jedinec má k dispozici hrany
a vrcholy a z nich tento model sestavuje a může při tom zkoumat námi požadované
závislosti. Zmiňme i zápory. Nevýhodou je, že je kladen požadavek na určitou manuálnı́
zručnost jedince. Tato nevýhoda se dá odstranit skupinovým vyučovánı́m, kdy manuálně
slabšı́ jedinci vytvářejı́ jednoduššı́ moduly a tı́m zdokonalujı́ svoji motoriku, kdežto ti
zdatnějšı́ pracujı́ rovnou na těžšı́ch modulech. Druhou nevýhodou je potřeba naučit se
komunikačnı́ jazyk. Tuto nevýhodu může odstranit učitel tı́m, že tento prostředek se
naučı́ sám a dále dětem jen předvádı́ (tlumočı́ z jazyka PP (překládánı́ papı́ru)), jak majı́
pracovat. Dovolil jsem si uvést na začátek tohoto článku několik základnı́ch pojmů.

Nenı́ předmětem, a myslı́m si, že by to ani nebylo účelné, uvádět klady a zápory, které
přinášı́ zapojenı́ dalšı́ho smyslu do poznávánı́, v našem přı́padě těles a jejich zákonitostı́.
To lze nalézt v jiných článcı́ch, popř. se s tı́m lze setkat na různých přednáškách.

Nakonec vám popřeji, abyste si vy i vaši žáci užili při vytvářenı́ modelů co nejvı́ce
zábavy a výuka matematiky se tak stala zase o něco menšı́m „strašákem“.

1KMAT PF UJEP Ústı́ nad Labem, pribyljap@seznam.cz
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Základnı́ symbolika a značenı́ v překládánı́ papı́ru

Tento typ hrany označuje tzv. „údolı́čkové“ přeloženı́ papı́ru –
někdy se též označuje jako lı́c k lı́ci.

Tento typ hrany označuje tzv. „kopečkové“ přeloženı́ papı́ru –
někdy se též označuje jako rub k rubu

Tento typ hrany označuje hranu již dřı́ve vytvořenou

Pojmem hrana budeme obvykle rozumět i okraje listu papı́ru.

Tento typ čáry označuje přeloženı́ papı́ru – po-
užitı́ viz výše.

Tento typ čáry označuje přeloženı́ a opětovné
rozloženı́ papı́ru

Tento typ šipky označuje otevřenı́:

Diagramy

Grafický záznam algoritmu vytvářenı́ skládanky se označuje termı́nem diagram.
Diagram tedy je konečná, graficky zaznamenaná, posloupnost kroků vedoucı́ k požado-
vanému tvaru.

Vytvořenı́ čtverce z papı́ru formátu A4: Přeložı́me papı́r (formátu A4) tak, aby se
bod B zobrazil na hranu AD. Na hraně BC vznikne bod E jako průsečı́k hran BC a AE
(obr. 1). Přeložı́me papı́r tak, aby se bod C zobrazil na hranu BE (obr. 2). Papı́r podle
hrany EF rozstřihneme (obr. 3).
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Obr. 1 Obr. 2 Obr. 3

Modul hrany
Viz obr. 4 – obr. 8.
1. Přeložı́me papı́r v polovině, podél diagonály čtverce.
2. Učinı́me to stejné ve vertikálnı́m směru.
3. Hornı́ i spodnı́ roh přehneme do středu papı́ru.

Obr. 4

4. Hornı́ i spodnı́ roh papı́ru přehneme k hraně vytvořené v minulém kroku. Již
nerozevı́ráme.
5. Přehneme podél hrany vytvořené v kroku 3. Skládanku obrátı́me.
6. Přehneme pravý roh skládanky do středu papı́ru.

Obr. 5
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7. Přeložı́me model podél naznačených hran do středu papı́ru.
8. Přeložı́me skládanku podél hrany vytvořené v kroku 2.
9. Přeložı́me pravou část modulu k hraně vytvořené v předchozı́m kroku.

Obr. 6

10. Přeložı́me modul v polovině.
11. Přeložı́me levou část modulu k hraně vytvořené v kroku 8.
12. Přeložı́me levý roh skládanky k hraně vytvořené v předchozı́m kroku.

Obr. 7

13. Zasuneme levou část modulu do pravé části. Šipky naznačujı́ vytvořené kapsy.

Obr. 8

Modul – vrchol šestistěnu
Viz obr. 9 – obr. 11.
1. Přeložı́me papı́r v polovině (horizontálně).
2. Přeložı́me papı́r v polovině (vertikálně)
3. Levý dolnı́ a pravý dolnı́ roh přeložı́me ke středu.
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Obr. 9

4. Přeložı́me papı́r v polovině podle hrany vytvořené ve 3.
5. Levý hornı́ roh (všechny vrstvy) přeložı́me podél naznačené hrany.
6. Skládanku zevnitř rozevřeme, čı́mž přestane být 2D, ale stane se 3D a vytvořı́ roh.

Obr. 10

7. Přeloženı́m podle naznačené hrany celou skládanku zpevnı́me.
8. Výsledný modul.

Obr. 11

Modul – vrchol čtyřstěnu
Viz obr. 12 – obr. 16.
1. Přeložı́me papı́r v polovině (vertikálně).
2. Přeložı́me papı́r tak, aby levý dolnı́ roh se zobrazil na hranu vzniklou v předchozı́m
kroku
3. Přeložı́me papı́r tak, aby pravý dolnı́ roh se zobrazil do stejného mı́sta jako levý
dolnı́ roh.
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Obr. 12

4. Přeložı́me papı́r tak, aby pravý hornı́ roh se zobrazil na hranu papı́ru.
5. Provedeme totéž na druhé straně.
6. Výsledek. Papı́r zcela rozložı́me.

Obr. 13

7. Přehneme papı́r podle hrany vytvořené v kroku 4.
8. Přeložı́me papı́r podle hrany vytvořené v kroku 5.
9. Přeložı́me papı́r podle hrany vytvořené v kroku 2. Skládanku pootočı́me.

Obr. 14

10. Vytvořı́me hranu přeloženı́m v polovině.
11. Přeložı́me pouze jednu vrstvu papı́ru podle naznačené hrany.
12. Přeložı́me podle hrany vytvořené v kroku 10, přičemž trojúhelnı́k vytvořený
v kroku 11 zasuneme do kapsy.

Obr. 15
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13. Model rozevřeme do 3D podoby.
14. Požadovaný výsledek.

Obr. 16

Modul – vrchol osmistěnu
Viz obr. 17 – obr. 20.
1. Přeložı́me papı́r v polovině (vertikálně).
2. Pravou i levou stranu papı́ru přeložı́me ke středu.
3. Pravý dolnı́ i levý dolnı́ roh zobrazı́me na hrany vzniklé v předešlém kroku.

Obr. 17

4. Přeložı́me papı́r podle hrany z kroku 1.
5. Přeložı́me papı́r tak, aby levý dolnı́ roh se zobrazil na pravou hranu.
6. Vsunutı́m ruky dovnitř papı́r rozprostřeme naplocho tak, aby se levý okraj papı́ru
roztáhl do roviny. Výsledek je na následujı́cı́m obrázku.

Obr. 18

7. Přehneme jednu vrstvu papı́ru podle již dřı́ve vytvořených hran.
8. Trojúhelnı́ky vpravo nahoře přehneme podle hrany okraje papı́ru – oba stejným
směrem.
9. Oba trojúhelnı́čky vložı́me do jedné kapsy (dovnitř skládanky).
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Obr. 19

10. Rozevřenı́m skládanky ji zploštı́me do druhého směru.
11. Rozevřenı́m zı́skáme 3D tvar - pyramidu.
12. Požadovaný výsledek.

Obr. 20

Modul – vrchol dvanáctistěnu
Viz obr. 21 – obr. 26.
1. Papı́r přeložı́me diagonálně.
2. Přeložı́me po druhé diagonále.
3. Vyznačı́me si střed výšky trojúhelnı́ka.

Obr. 21

4. Přeložı́me hornı́ roh do průsečı́ku hran vytvořeným v krocı́ch 1 a 3.
5. Přeložı́me papı́r tak, aby se pravý hornı́ roh nově vzniklého trojúhelnı́ka zobrazil
na levou dolnı́ hranu.
6. Rozevřeme.
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Obr. 22

7. Papı́r „vsložı́me“ dovnitř skládanky.
8. Vrchnı́ stranu skládanky přeložı́me doprava, jak jen je to možné.
9. Přeložı́me vrchnı́ stranu do levého dolnı́ho rohu.

Obr. 23

10. Zbývajı́cı́ vrstvy papı́ru přeložı́me podél hrany vzniklé v minulém kroku.
Rozložı́me. Skládanku otočı́me.
11. Přednı́ stranu skládanky přehneme podle hrany na zadnı́ straně – tzn. aby hrany
byly „totožné“. A rozložı́me.
12. Papı́r „vsložı́me“ dovnitř podle hrany vzniklé v minulém kroku.

Obr. 24

13. Trojúhelnı́ček přehneme podél hrany okraje papı́ru. Obě vrstvy stejným směrem.
14. Trojúhelnı́ček vložı́me do kapsy.
15. Skládanku rozložı́me, přičemž složené zůstane pouze to, co bylo vytvořeno
v poslednı́m kroku. Vznikne ohraničenı́ prostoru třemi stěnami.

Obr. 25
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16. Podle již dřı́ve vytvořených hran přehneme papı́r dovnitř.
17. Na přehnutých stranách (pravá a levá) vyznačı́me hrany tak, aby souhlasily
s hlavnı́mi hranami přehybů. Vrchnı́ část pouze překlopı́me dolů.
18. Požadovaný tvar.

Obr. 26

Modul – vrchol dvacetistěnu
Viz obr. 27 – obr. 31.
1. Přeložı́me papı́r v polovině (vertikálně).
2. Přeložı́me levou hranu papı́ru do středu.
3. Přeložı́me papı́r tak, aby se levý dolnı́ roh papı́ru zobrazil na hranu vytvořenou
v předchozı́m kroku.

Obr. 27

4. Přeložı́me papı́r tak, aby se levý dolnı́ roh zobrazil na bod vzniklý v předchozı́m
kroku.
5. Přeložı́me skládanku v polovině.
6. Přeložı́me papı́r tak, aby se pravý dolnı́ roh zobrazil na hornı́ hranu, přičemž
vznikajı́cı́ hrana procházı́ středem dolnı́ hrany.

Obr. 28
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7. Přeložı́me podle naznačené hrany, která „kopı́ruje“ hranu papı́ru.
8. Přeložı́me papı́r tak, aby se pravý dolnı́ roh skládanky zobrazil na levý hornı́ roh.
9. Přeložı́me podle naznačené hrany, která „kopı́ruje“ hranu papı́ru

Obr. 29

10. Výsledek. Skládanku zcela rozložı́me.
11. Přeložı́me papı́r podle hrany vytvořené v kroku 4.
12. Přehneme podél vytvořených hran tak, aby vzniknul pravidelný šestiúhelnı́k.

Obr. 30

13. Hornı́ trojúhelnı́k přeložı́me v polovině a přiložı́me k pravé straně. Model se stane
prostorovým a vznikne pyramida nad pravidelným pětiúhelnı́kem.
14. Vzniklý trojúhelnı́k vložı́me pod druhý.
15. Požadovaný výsledek.

Obr. 31
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Trocha statistiky
Vzhledem k tomu, že se jedná o modulárnı́ modely, je třeba počı́tat s většı́m množstvı́m

papı́rů. Dovolı́m si ve zkratce uvést, kolik čeho bude zapotřebı́.

hranové moduly vrcholové moduly
čtyřstěn 6 4
šestistěn 12 8
osmistěn 12 6
dvanáctistěn 30 20
dvacetistěn 30 12

Všechny modely se skládajı́ ze čtvercových papı́rů stejné velikosti. Na každý modul
je třeba jeden list papı́ru.
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Rozšı́řenı́ literatury vzhledem k dané problematice
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Geometrické etudy

Filip Roubı́ček1

Geometrické útvary můžeme a měli bychom reprezentovat různými způsoby. Vı́ce
způsobů reprezentace je určitou zárukou, že geometrický pojem nebude ztotožněn s jeho
reprezentacı́, tedy s tı́m, co jej v reálném světě jen zastupuje. Geometrické obrazce a tělesa
nebo jejich části (strany, hrany, stěny apod.) můžeme popsat slovy, nakreslit, vymodelo-
vat, ukázat na předmětech kolem nás, naznačit gestem . . . Můžeme je však také zosobnit
– personifikovat tı́m, že je necháme promlouvat. K užitı́ prvků dramatizace ve vyučovánı́
geometrii a napsánı́ několika geometrických etud mě inspiroval článek o geometrickém
sci-fi románu Flatland, který publikoval v roce 1884 v Londýně učitel E. A. Abbott
(Kupčáková, M. Tajemné kruhové úkazy očima geometra. Učitel matematiky, řı́jen 1996,
roč. 5, č. 1, s. 41–46).

Geometrická etuda je krátká scénka, ve které vystupujı́ geometrické útvary. Jejich
dialogy jsou sestaveny tak, aby obsahovaly indicie útvarů důležité pro jejich rozpoznánı́.
Popis vlastnostı́ nemusı́ být ryze geometrický, útvar může být připodobněn nějakému
reálnému předmětu. Při tvorbě dialogů je třeba vystihnout charakteristické vlastnosti
útvaru a správně použı́t geometrickou terminologii. Děj etudy volı́me většinou podle
reálné situace, v nı́ž se vyskytujı́ předměty daného geometrického tvaru. Napřı́klad dějem
etudy, v nı́ž vystupujı́ čtyřboké hranoly, může být stavba zdi nebo dlážděnı́ chodnı́ku.

Geometrické etudy lze zařadit do výuky jako formu evokace geometrického tématu.
Žáci mohou etudu předem nacvičit a v hodině zahrát svým spolužákům, jejichž úkolem je
rozpoznat, které geometrické útvary v etudě vystupovaly. Hledánı́ argumentů, proč je to
tento a ne jiný útvar, je ideálnı́ podnět pro diskusi. Staršı́ žáci a studenti mohou také napsat
vlastnı́ etudu. Je však třeba si uvědomit, že tato činnost vyžaduje hlubšı́ geometrické
znalosti. Tvorba etudy může být součástı́ opakovánı́ nebo shrnutı́ geometrického tématu.
Prezentace vlastnı́ etudy představuje také určitou formu (sebe)reflexe. Při poslechu etud
na jedno zadané téma si žáci mohou uvědomit, do jaké mı́ry porozuměli probı́ranému
učivu, a učitel může zjistit, jak hluboko se žákům podařilo proniknou do tématu.

Pro názornou představu uvádı́m několik etud, které si účastnı́ci dı́lny zahráli.

Krychle a koule
Filip Roubı́ček

Kutálejı́cı́ se Koule narazı́ do stojı́cı́ Krychle.
Krychle Au! Kam koukáš? Nevidı́š, že tu stojı́m?

1MÚ ČSAV, roubicek@math.cas.cz
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Koule Ale vidı́m. Jenom se neumı́m zastavit.
Krychle To jsem si všimla.
Koule Dı́ky, že tu tak pevně stojı́š. Konečně si trochu odpočinu.
Krychle Prosı́m, rádo se stalo.
Koule Ach, já nikde dlouho nepostojı́m. Stačı́, aby do mne někdo strčil nebo

zafoukal vı́tr, a už mě to žene jinam.
Krychle Bud’ráda. Poznáš svět. To já se nikam moc nepodı́vám. Kam mě postavı́,

tam stojı́m.
Koule Jak já bych ráda stála a ještě si mohla vybrat na které stěně. No jo, když já

žádnou nemám.
Krychle Vı́š, já mám ráda „Člověče nezlob se!“. To si vždycky vezmu ty své pun-

tı́kované šaty a kutálı́m se sem a tam. Ale pak mě bolı́ vrcholy. Nejsem na
takový pohyb vůbec stavěná.

Koule Takové problémy já nemám. Nevı́m, jaké to je mı́t vrcholy nebo hrany.
Krychle (kýchne) Hepšı́k! (Koule se kutálı́ pryč.) Počkej! Kam jdeš?
Koule (volá z dálky) To bych také ráda věděla.

Kužel a jehlan
Filip Roubı́ček

Stojı́ na židlı́ch dál od sebe (jako střechy věžı́).
Kužel (volá) Hej, pane kolego.
Jehlan (ohlı́žı́ se) To voláte na mě?
Kužel A na koho? Vždyt’tady široko daleko nikdo jiný jako my nenı́?
Jehlan Hm, máte pravdu. Ale stejně, podobnı́ si moc nejsme.
Kužel Jeden oblý, druhý hranatý. Co na tom? Vrchol máme oba dva.
Jehlan Hm, jen aby nepršelo.
Kužel Koukám, že máte nový plášt’.
Jehlan Pěkný, co? Měděný.
Kužel Stejně vám zezelená jako mně.
Jehlan Snad nezávidı́te?
Kužel Ale kdepak. . . . Vypadá to na bouřku.
Jehlan Střihli mi ho akorát. Všechny trojúhelnı́ky mi pěkně padnou a nikudy

nefouká. Však ten starý byl už pro ostudu.
Kužel Vám se to povı́dá. Já budu muset v tomhle ještě nějaký rok přečkat. To

vı́te, mně může střihnout na plášt’jen mistr.
Jehlan No, jen se nevytahujte. Co by podle vás měla řı́kat panı́ Kulová?
Kužel Nic mi do toho nenı́, pane kolego, ale kde máte hromosvod?
Jehlan Proč se ptáte? Majı́ ho dodělat zı́tra.
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Kužel Jenom že se sem žene bouřka. Podı́vejte, tamhle se už blýská.
Jehlan To je nadělenı́. Co budu dělat?
Kužel Modlit se, abyste z té parády neměl cáry. Tak zı́tra.

Trojboký hranol, kvádr a válec
Filip Roubı́ček

Kvádr sedı́ na židli, Hranol stojı́ nakloněn vedle něj a Válec stojı́ ze strany
za Hranolem (jako stavebnicové kostky). Náhle se všichni zachvějı́, Válec
spadne a zapře se o Hranol.

Kvádr Co to bylo?
Hranol To nevı́m, ale je to dost těžké.
Válec (omluvně) Nezlobte se, to jsem já. Sotva se držı́m na nohou.
Kvádr Pěkná tı́ha. Měl byste trochu zhubnout.
Válec (bránı́ se) V našı́ rodině jsou štı́hlı́ i širocı́ a nikomu to nevadı́.
Kvádr Ovšem vy jste z nich nejvykutálenějšı́.
Válec Nechte si ty řeči. Podı́vejte se na svou sestru, zrovna támhle s nı́ hrajı́.

(ironicky) To je štı́hlost sama.
Hranol (rozhlı́žı́ se) Kde? Já přes vás nic nevidı́m.
Válec Prosı́m, nevrt’te se. Nebo se skutálı́m až kdovı́kam.
Kvádr Ani bych se nedivil, na takové nakloněné rovině.
Válec Vám se to mluvı́. Máte šest stěn . . .
Hranol (skáče mu do řeči) Já jich mám pět!
Válec . . . a k tomu dvakrát tolik hran.
Kvádr A vy snad nemáte stěny? Na čem jste předtı́m asi stál?
Hranol A hrany máte taky, vı́te. Sice jen dvě, ale za to extra.
Kvádr To my takové nemáme, vid’te (št’ouchne loktem do Hranolu), a nikdy mı́t

nebudeme.
Válec Ovšem dvě shodné stěny máte stejně jako já.
Hranol To je ale asi to jediné, co máme s vámi společného.
Kvádr (vychloubavě) Já si mohu dokonce vybrat.

Všichni se opět zachvějı́.
Válec A je to tady. (kutálı́ se pryč)
Kvádr Co?
Hranol (radostně) To je úleva. Dobře, že už musel.
Kvádr Konečně jen mezi svými.
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Pravidelné mnohoúhelnı́ky
Filip Roubı́ček

Přicházejı́ trhavými kroky (jako by se převalovaly).
Šestiúhelnı́k (jde napřed, ohlı́žı́ se) Pánové, trochu pohybu do toho umı́ránı́.
Čtverec (jde jako poslednı́, těžce se převaluje a funı́) Zastavme se na chvı́li, sotva

popadám dech.
Pětiúhelnı́k (vesele, trochu namyšleně si prozpěvuje) Já jsem symbol harmonie.
Čtverec (k šestiúhelnı́ku) Co se mu stalo?
Šestiúhelnı́k Asi se z té své výjimečnosti zbláznil. Myslı́ si, že když má složitou

konstrukci, je něco vı́c než my ostatnı́.
Pětiúhelnı́k Copak to nenı́ pravda? Vás zvládne i malé dı́tě, ale mě jen učenec.
Šestiúhelnı́k Prosı́m tě, kde žiješ? Dnes, ve světě počı́tačů . . .
Čtverec . . . a úhloměrů?
Pětiúhelnı́k Ty, mě nebudeš poučovat, ty obrázku ze školky.
Čtverec Možná obrázek, ale nebýt mě, nevěděli bychom, kdo je jak velký.
Šestiúhelnı́k Bůh vı́, proč si vybrali právě tebe.
Čtverec To je přece jasné. Protože umı́m pokrýt rovinu.
Šestiúhelnı́k Tak to já umı́m taky a mnohem zajı́mavěji.
Pětiúhelnı́k Nepovı́dej.
Šestiúhelnı́k Vezmi si třeba včely, ty si vybraly právě mě jako vzor pro svou architek-

turu.
Pětiúhelnı́k To je ale jediná architektura, kde se uplatnı́š. To já, když se spojı́m

v prostoru se svými bratry, to je krása.
Šestiúhelnı́k No a co.
Čtverec Pojd’te už raději. Nebo si ještě vjedete do stran a žádná kružnice už s námi

nebude chtı́t nic mı́t.
Všichni odcházejı́.

Vrcholy rovnoramenného trojúhelnı́ku
Filip Roubı́ček

Vrcholy A, B sedı́ po stranách a jsou natočeni k třetı́mu (Vrcholu C), který
stojı́ uprostřed. Hovořı́ mezi sebou.

Vrchol A (mluvı́ k Vrcholu C) Povı́dám vám, že máte nejlepšı́ rozhled.
Vrchol B (připojuje se) A ještě vás oslovujı́ Hlavnı́.
Vrchol C Přijde na to.
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Vrchol A Ale kdybych to měl stejně daleko k vám jako k němu, tak bychom byli
všichni Hlavnı́.

Vrchol B No vidı́te, to mě nenapadlo. A nebudou si nás potom plést?
Vrchol C A pak se divı́te, že vám řı́kajı́ BÉ.
Vrchol B Hele, at’mě neurážı́. Nebo tu základnu zkrátı́m a bude mı́t po ptákách.
Vrchol C To bych chtěl vědět jak?
Vrchol A Nějaký způsob se určitě najde.
Vrchol C Nehodlám se s vámi hádat, ale stejně by vám neřı́kali Hlavnı́.
Vrchol A Co nenı́, může být.

Vrcholy A, B se k sobě přisunou
. Vrchol C Co se to děje? Co je to za transformaci?

Všichni vstanou a vyměnı́ si mı́sta (vznikne jako rovnostranný trojúhelnı́k).
Vrchol A (stojı́ uprostřed) Tady je opravdu pěkný výhled.
Vrchol B Já tam chci taky.
Vrchol A Bud’ticho! Ted’jsem Hlavnı́ já.
Vrchol B A proč ne já?
Vrchol C (vstane a slavnostně prohlašuje) Přátelé, Hlavnı́ sice nejsme nikdo, ale

povýšili jsme do stavu pravidelnosti.

V druhé části dı́lny jejı́ účastnı́ci tvořili a hráli vlastnı́ etudy. Jak se jim to podařilo,
můžete posoudit sami.

Strany pravoúhlého trojúhelnı́ku
Milada Hudcová, Dana Kubešová a Renáta Němečková

Přicházejı́ ze třı́ stran. Jedna brebentı́ přes druhou, poplácávajı́ se, obhlı́žejı́
se, jedna měřı́ pohledem druhou – prostě ženské.

Všechny Čau holky! Tak jak se máte? Jak se vede? To byla věčnost, co jsme se
neviděly.

Přepona (namyšleně) Supr! Vidı́m, že jsem z vás stoprocentně nejdelšı́.
Odvěsna a (dotčeně, chytne odvěsnu b za ruku) My jsme sice kratšı́, ale když se dáme

dohromady, nemáš nárok.
Odvěsna b (podpichuje) A navı́c svı́ráme společné tajemstvı́. (uličnicky vyplázne

jazyk)
Přepona (uraženě, rozmazleně) Já mám také tajemstvı́. A mám ho uprostřed.
Odvěsna a To nenı́ žádné tajemstvı́. Vždyt’nás se to také týká.
Odvěsna b (výhružně, mı́rně strčı́ do přepony) A stejně, ten tvůj sejf v pohodě odha-

lı́me.
Přepona (bojovně) Tak to bych ráda věděla jak? Jste bez šance.
Odvěsna a (vı́tězně) Jednoduše! Každá najdeme ten svůj trezor. . .
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Odvěsna b (skočı́ jı́ do řeči a točı́ se s nı́ dokolečka) . . . a pak vyrazı́me kolmo k cı́li!
Přepona (skoro plačtivě) No a?!
Odvěsny (posmı́vajı́ se) No nic, sejdeme se u toho tvého sejfu. A pak to pěkně

roztočı́me. (opět se bezstarostně točı́)
Aby odvěsny zažehnaly blı́žı́cı́ se konflikt, rychle zavedou řeč na jiné téma.

Odvěsny (smı́řlivě se obracı́ k přeponě) A co chlapi? Jak to jde?
Přepona Perfektně! Euklides podává stabilně spolehlivý výkon.
Odvěsna a I Thales je docela ve formě. Je to špica!
Odvěsna b A já? (plačtivě) Pythagoras už je pod kytičkama! (úsměv) I když ?!

Kružnice opsaná a vepsaná
Květa Krüger a Mı́la Straková

Běžı́ vedle sebe.
Vepsaná Já už jsem celá uondaná.
Opsaná Nestěžuj si, já se naběhám vı́c.
Vepsaná Řekla jsi, že se proběhneme spolu a pak si tady lı́táš sama.
Opsaná Za chvilku mě budou stejně bolet nohy.
Vepsaná To jsem ráda, že si trochu odpočinu. Z toho čtverce se mi už točı́ hlava.
Opsaná Nestěžuj si, nemusı́š dávat pozor na cestu. To já pořád běžı́m, běžı́m a na-

jednou vrchol – prvnı́, druhý, třetı́, čtvrtý. . .
Vepsaná Já zase musı́m dávat pozor, abych se neodřela.
Opsaná Hele, tady jsme už dneska potřetı́.
Vepsaná Nenı́ divu, když běháme stále kolem jednoho bodu.

Rovnoběžnı́k, lichoběžnı́k a různoběžnı́k
Viera Matušincová, Jana Nepomucká a Marie Vykoukalová

Tři kamarádi – Rovnoběžnı́k, Lichoběžnı́k a Různoběžnı́k (deltoid)
zasněně povı́dajı́ o svých přednostech.

Rovnoběžnı́k Já jsem krásný, pravidelný.
Lichoběžnı́k To já taky, a můžu mı́t vı́ce podob.
Různoběžnı́k Heč, ale já jsem mezi vámi výjimečný!
Lichoběžnı́k Čı́m ty můžeš být výjimečný?
Různoběžnı́k Jsem z vás nejméně pravidelný.
Rovnoběžnı́k Ale jdi. Já mám čtyři strany, a vždy dvě shodné a rovnoběžné.
Lichoběžnı́k To já mám vždy dvě rovnoběžné a dvě různoběžné.
Různoběžnı́k Já sice ne, ale se mnou si na podzim hrajı́ děti.
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Všichni Jsme sice každý jiný, ale všichni máme čtyři strany a součet velikostı́
našich vnitřnı́ch úhlů je 360◦.

Krychle, kvádr a pravidelný čtyřboký hranol
Veronika Kremsová, Ján Žabka a . . .

Krychle a Kvádr sedı́, přicházı́ Hranol.
Hranol Ta hrozná hranaté škola a spolužáci. Nebudu tam chodit! A vůbec tohle

hrozné pravoúhlé královstvı́ mě už štve.
Krychle Ale vždyt’chodı́š do té nejlepšı́ školy, do královské!
Hranol No právě. Vadı́ mi, že mezi ostatnı́mi vyčnı́vám.
Krychle Vidı́š, a já jsem si tvého tatı́nka vybrala právě proto, že je tak vysoký a štı́hlý.

I tvůj dědeček je stejně vysoký, ale tlustšı́ a jeho výška tak nevynikne.
Kvádr Taky když sis mě přivedla domů, tvým rodičům se nelı́bilo, že nejsem tak

pravidelný jako vaše královská rodina. A přitom dokážu vyplnit prostor
stejně dobře jako vy.

Krychle To je pravda. Nakonec jsme rodiče přesvědčili.
Kvádr A ty (k Hranolu) máš z nás to nejlepšı́: podstavy po mamince . . .
Krychle . . . a výšku po tatı́nkovi.



Dalšı́ přı́spěvky

Žák vstupujı́cı́ do školy1

Michaela Kaslová2

Úvod
Do prvnı́ch třı́d dnes nastupujı́ děti velmi různé úrovně rozvoje schopnostı́, škály

návyků. Nenı́ to dáno pouze odlišným vývojem dı́těte nebo rodinným prostředı́m. Jde
i o děti, které prošly mateřskou školou, byly klasifikovány jako zralé pro vstup do školy
a přesto bude jeden učitel postaven před složitějšı́ situaci než druhý. Proč tomu tak je?
Existujı́ rozdı́ly, které jsou dány filosofiı́ mateřské školy, stylem jejı́ práce. Někteřı́ učitelé
budou nuceni učit žáky sedět, učit nebo přeučovat, jak držet v ruce tužku, soustředit
se, porozumět širšı́ škále otázek, naučit je kooperaci ve dvojici, rozvı́jet u nich pamět’,
schopnost pozorovat atd. V jiných přı́padech to tak být nemusı́ a učitel bude moci
postupovat výrazně rychleji. Žáci se budou také lišit mı́rou zkušenostı́ podle toho, jak
je organizován program předškolnı́ho zařı́zenı́ (výlety, škola v přı́rodě, předplavecká
výchova, saunovánı́, výstavy, divadlo apod.).

Mateřské školy, které se orientujı́ pouze na volnou hru, spontánnı́ pohyb dı́těte,
nemohou vyhovovat řadě dětı́. Jiné školy se orientujı́ jen na rozvoj vybraných schopnostı́
(zaměřenost na jazyky, na výtvarnou výchovu), jiné školy si zachovaly všestrannost. Vliv
rodiny na dı́tě je nezávisle na mateřské škole velký. Vstup dı́těte do školy ovlivňuje jak
hodnocenı́ dı́těte rodiči, tak i očekávánı́, které do dı́těte vkládajı́. Pro usnadněnı́ vstupu
dı́těte do školy i pro naplněnı́ vlastnı́ch představ rodiče dı́tě specificky připravujı́. To
ovšem mateřská škola ani učitel prvnı́ho ročnı́ku nemusı́ vědět. Učitel prvnı́ho ročnı́ku
nemá snadnou roli.

Výjimečné dı́tě v mateřské škole
Sledujme podrobněji osudy „výjimečných“ dětı́, zejména těch, na které upozornili

rodiče nebo učitelky. Od druhé poloviny osmdesátých let mne takto kontaktovalo téměř
30 rodičů a 8 učitelek mateřských škol. Rodiče přicházejı́ pro potvrzenı́ osobnı́ho ná-
zoru, že jejich dı́tě je nedoceněné, nadprůměrné, dokonce nadprůměrné v matematice.
Počet takových rodičů narůstá. Tuto změnu přičı́tám jednak opadnutı́ ostychu oslovit
osoby mimo mateřskou školu, jednak i zúženı́ podnětové škály na některých mateřských
školách, což se projevilo jak nespokojenostı́ určitého typu dětı́, tak jejich rodičů.

1Přı́spěvek navazuje na kulatý stůl, který proběhl v rámci semináře.
2PedF UK Praha, kaslovam@pedf.cuni.cz
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Na přánı́ rodičů (kromě konzultacı́ na katedře a hodnocenı́ učitelkou mateřské školy)
zhruba polovina dětı́ prošla také pedagogickými poradnami. Z dětı́, které byly označeny
rodiči za výjimečné, bylo 20 následně sledováno po několik let jejich školnı́ docházky. To
umožnilo zpětně hodnotit: a) charakteristiku dı́těte podanou rodiči, b) vlastnı́ pozorovánı́
v různých situacı́ch.

Jsou rodiče, kteřı́ se o své děti přı́liš nezajı́majı́, jinı́ své dı́tě zatěžujı́ „přiměřeně“
a třetı́ skupina je protipólem k prvnı́ a své dı́tě trénujı́ (někdy nadmı́ru). Takovı́ rodiče
přibı́rajı́ k roli rodičovské i roli učitelskou. Z poslednı́ch dvou skupin se vymyká skupina
těch, kteřı́ své dı́tě považujı́ za výjimečné v tom smyslu, že je nadprůměrně inteligentnı́
a že je třeba na to upozornit a toto dı́tě specificky nadstandardně rozvı́jet. Rozvoj dı́těte
však může mı́t několik podob.

Prudký rozvoj v určité oblasti v předškolnı́m věku, který se zpomalı́ či „normalizuje“
po vstupu do školy; rozvoj může být zcela normálnı́ (křivka učenı́ má za poslednı́ obdobı́
5–6 let tvar prudkého nárůstu s následnou stagnacı́). Přı́činou prudkého zdvihu oproti
ostatnı́m může být také intenzivnı́ individuálnı́ práce učitele a rodičů a dobrá pamět’
dı́těte, i když by za podmı́nek srovnatelných s ostatnı́mi byla křivka nevymykajı́cı́ se
průměru. Dı́tě v prvnı́m ročnı́ku již nevystačı́ s mechanickou pamětı́. Začı́ná nástup
požadavků i na kvalitativnı́ úrovni kognitivnı́ho rozvoje. I dobře vedený prvnı́ ročnı́k
znamená změnu. Počátečnı́ prudký rozvoj se může na chvı́li pozastavit, a pak je opět
následován dalšı́m vzestupem, nebo také i zpomaluje. Záležı́ na tom, v které fázi je dı́tě
s ostatnı́mi porovnáváno, v které oblasti a za jakých podmı́nek.

Nadprůměrný předškolák v prvnı́m ročnı́ku ZŠ

Polovina ze sledovaných dětı́ (14 chlapců, 6 děvčat), které vykazovaly při vstupu
do školy nadprůměrné výsledky ve znalostech čı́sel a v orientaci v daném oboru, byla
opravdu nadprůměrná i po vstupu do školy nejméně v následujı́cı́ch třech letech, ve většině
přı́padů pouze v oblasti intelektové, u 8 zaostávala grafomotorika, svalová koordinace,
rychlost orientace v prostoru při kinezi.

Dalšı́ch 10 dětı́, jak se ukázalo během prvnı́ho ročnı́ku, k nadprůměrným rozhodně
nepatřilo. Jednalo se o děti, které byly doma pouze trénované v počı́tánı́ po jedné,
přı́padně po deseti nebo stech. Kromě jednoho dı́těte byly všechny bez schopnosti vytvářet
představy kvantity. Jejich představy nebyly vázány na modely čı́sla. Prvnı́ obtı́že se
ukázaly při řešenı́ slovnı́ch úloh. Pokud děti uměly čı́st, vyhledávaly v zadánı́ jen čı́slice
a ty se snažily použı́t v nějaké operaci. Zde se tedy nelišily jejich reakce od průměrných
dětı́, avšak jejich přehnaná zaměřenost na izolované čı́slo, čı́slici jim bránila zpracovánı́
vztahů mezi údaji v zadánı́. Zmı́něnı́ žáci byli však znevýhodněni před ostatnı́mi, kteřı́
se nebránili použitı́ počitadla či jiného modelu v přı́padě krize během řešenı́. Na rozdı́l
od opravdu nadprůměrných, kteřı́ řešı́ občas vhledem, majı́ tito žáci tendenci se jim
v rychlosti řešenı́ vyrovnat, a tak neexperimentujı́, nepočı́tajı́, ale hádajı́ a chybujı́. Rozdı́ly
se projevujı́ v metodách řešenı́ i mezi těmito dětmi a průměrnými žáky. S chybou se
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vyrovnávajı́ hůře než děti, které nebyly rodiči označovány jako geniálnı́.
Druhá polovina sledovaných žáků během prvnı́ho ročnı́ku postupně ztrácela své vý-

sadnı́ postavenı́ dané tı́m, že „byli z domova napřed“ v některých tématech. Napřı́klad
Tonı́k i Martina (1994, 1995) prožı́vali pocit ztráty výjimečnosti až počátkem třetı́ho
ročnı́ku, k čemuž přispěly dva faktory: a) rodiče se nechtěli vyrovnat jen s mı́rně nadprů-
měrnými výkony ve škole a neustále dětem tvrdili, že jsou nejlepšı́, což se rozcházelo jak
s hodnocenı́m učitelek, tak s vlastnı́mi pocity žáků; b) oba měli o dva roky mladšı́ souro-
zence, kteřı́ byli schopni řešit úlohy určené pro konec druhého ročnı́ku již při vstupu do
školy a kteřı́ vykazovali od začátku (do konce ZŠ) vysoce nadprůměrné výkony. V obou
přı́padech se projekce rodičů podepsala na sourozeneckých vztazı́ch.

U Natálie (1997) jsme zaznamenali prudký sestup z pozice dı́těte, které vše vı́, do
pozice „normálnı́ho“ žáka. Změna postavenı́ Natálie ve třı́dě, přes veškerý pedagogický
takt učitelky, vedla k depresivnı́m stavům, které byly umocněny odchodem otce od rodiny.
Ztrátu otce si Natálie interpretovala jako důsledek ústupu z pozice výrazně nejlepšı́
žákyně třı́dy proto, že ji od předškolnı́ho věku otec představoval jako geniálnı́ a sám ji
v roli učitele driloval v počátcı́ch matematiky. Ve třetı́m ročnı́ku, kdy byla neoblı́bená,
přešla od silného sebeprosazovnánı́ za každou cenu do stavu, kdy upadala do pasivity
s komentářem, že „. . . nemá cenu se učit“, když nikdo „. . . nevidı́, že je nejlepšı́“.

Honzı́k (1996) byl podobně považován za malého génia a také tak označován učitel-
kou mateřské školy. Nerad zpı́val, nerad kreslil, nerad se zapojoval do pohybových her,
ale rád opakoval, co se mu řeklo. Veškeré situace, kde by se dal předpokládat neúspěch,
byly redukovány na minimum. Učitelka mu „chtěla udělat radost“ a učila ho počı́tat do
100, sčı́tat do 10, uměl čı́st čı́sla od 1 do 20. Honzı́k byl sice ve všem pozadu, ale vynikal
v těchto početnı́ch aktivitách. Do školy šel provázen učitelčiným hodnocenı́m, na které si
dávno zvykl: „Jsi tak strašně chytrý. Tobě půjde všechno snadno. Nikdo toho neumı́ tolik
jako ty.“ Svět školy se mu dopředu redukoval na svět školnı́ matematiky, schopnost učit
se na schopnost reprodukovat. Jeho zklamánı́ po měsı́ci školnı́ docházky bylo zřejmé,
podobně jako u jeho rodičů. Nenı́ třeba rozebı́rat Honzı́kův nový vztah k matematice
a k dalšı́m předmětům.

Suverenita dětı́, vědomı́ nadprůměrnosti nemusı́ být výsledkem zránı́ a vynikajı́cı́ch
dispozic, ale mohou být produktem nejen zvýšené péče rodičů, ale i jejich vı́ry ve výkon
těchto dětı́. Proč tato vı́ra žene dı́tě do výkonu nad jeho hranici? A. Marchive (2003)
uvádı́ ve své studii, že efekt Pygmalion působı́ předevšı́m v předškolnı́m věku a prvnı́ch
ročnı́cı́ch prvnı́ho stupně. Čı́m je žák staršı́, tı́m se pohled rodičů na dı́tě méně odrážı́
v jejich výkonu. Je třeba zdůraznit, že efekt Pygmalion je schopen v daném obdobı́ od
sebe odlišit dva stejně schopné a stejně výkonné žáky. Ten, co se cı́tı́ být považován za
nadprůměrného, má tendenci, chut’takové výkony podávat, chovat se tak. Zaujal-li rodič
roli učitele s určitými rysy chovánı́, docházı́ k Pygmalion efektu. Pygmalion efekt je tedy
dvojsečný pro rodinnou výchovu. Na jedné straně dı́tě cı́tı́ podporu, která se ovšem může
stát pro dı́tě zavazujı́cı́, a ve výkonu pak je nejen podpůrná, ale i svazujı́cı́. Vı́ra rodičů
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spojená se ctižádostı́ blokuje reálný pohled na dı́tě a měnı́ se pojetı́ výchovy – od práce
s otevřenou budoucnostı́ k pojetı́ determinované budoucnosti (Langmajer & Matějček,
1986).

Závěr
Pygmalion efekt může ovlivnit učitelovo diagnostikovánı́ nadprůměrnosti předškol-

nı́ch dětı́ a žáků mladšı́ho školnı́ho věku. Na základě přenosu (přechod z mateřské školy
na základnı́ školu) můžeme i mylně interpretovat žákův výkon. Proto je dobré nenechat si
označit jednotlivce a ke všem přistupovat stejně, jakoby všichni byli nadprůměrnı́. Jinak
nelze výkony zejména malých žáků porovnávat. Marchive popisuje, že ani zkušenı́ uči-
telé po dobu experimentu neodhalili nepravdivou charakteristiku žáků a dı́ky Pygmalion
efektu „nadprůměrné žáky“ sledovali, pracovali s nimi diferencovaně, jakoby opravdu
nadprůměrnı́ byli, i když šlo o žáky náhodně vybrané.

Pokud se rodiče ujali role učitele u předškolnı́ch dětı́, mohou dı́těti vstup do školy
jak usnadnit, tak zkomplikovat. Podobně může působit i práce učitelky v mateřské škole,
která nastartovala extrémnı́ přı́stup k dı́těti a nechala deformovaně vzniknout působenı́
Pygmalion efektu (napřı́klad právě tı́m, že redukuje všestranný rozvoj dı́těte na rozvoj
jediné schopnosti s vysokým osobnı́m nasazenı́m a nepřiměřenou chválou). Učitel prv-
nı́ho ročnı́ku, zejména začátečnı́k, nemá snadnou roli a v matematice navı́c ztı́ženou ve
výše zmı́něných oblastech. Usiluje o vytvořenı́ vztahu ke škole, k učenı́, ke spolupráci ve
třı́dě, dobrém klimatu školy a mimo jiné i k pěknému vztahu k jednotlivým předmětům,
tedy i k matematice. Ne vždy má možnost poznat rodinné zázemı́ žáka a správně vyhod-
notit žákovy reakce. Prvnı́ nadprůměrné či podprůměrné výkony žáka je třeba hodnotit
citlivě, střı́zlivě. Nenı́ vždy snadné připustit si, že i výjimečný výkon může být provázen
či následován sériı́ nemalých obtı́žı́ zejména v oblasti sociálnı́, a to s důsledky v dalšı́ch
oblastech.
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Některé typy chyb studentů při řešenı́ úloh z počtu

pravděpodobnosti

Maciej Major1

Předmětem počtu pravděpodobnosti je konstruovánı́ a zkoumánı́ tzv. pravděpodob-
nostnı́ch prostorů. Pravděpodobnost jevu je některou vlastnostı́ jistého pravděpodobnost-
nı́ho prostoru.

Úvod
Necht’Ω je libovolnou aspoň dvouprvkovou konečnou množinou. Rozdělenı́m prav-

děpodobnosti na množině Ω = {ω1, ω2, . . . ωs} nazýváme každou nezápornou funkci p
na množině Ω takovou, že

p(ω1) + p(ω2) + · · ·+ p(ωs) = 1.

Dvojici {Ω, p} kde p je rozdělenı́m pravděpodobnosti na množině Ω, nazýváme
pravděpodobnostnı́m prostorem.

PokudΩ = {ω1, ω2, . . . , ωs} a p(ωj) = 1/s pro j = 1, 2, . . . s, pak funkci p nazýváme
klasickým rozdělenı́m pravděpodobnosti na množině Ω a dvojici {Ω, p} – klasickým
pravděpodobnostnı́m prostorem.

V pravděpodobnostnı́m prostoru (Ω, p) je každý jev podmnožinou množinyΩ. Necht’
A ⊂ Ω. Pravděpodobnost jevu A je v tomto pravděpodobnostnı́m prostoru čı́slo

∑
ω∈A

p(ω)

(viz [4], s. 98). Pokud (Ω, p) je pravděpodobnostnı́m prostorem a Ω je množinou všech
výsledků náhodného pokusu d a funkce p přiřazuje každému výsledku pravděpodobnost,
s jakou může pokus d skončit tı́mto výsledkem, pak ho nazýváme stochastickým modelem
pokusu d.

Pravděpodobnostnı́ prostor (Ω, p), kde Ω = {0, 1}, p(0) = 2/3 a p(1) = 1/3, je
stochastickým modelem losovánı́ koule z urny, ve které jsou dvě koule označené čı́slem 0
a jedna označená čı́slem 1.

Řešenı́ každé úlohy na výpočet pravděpodobnosti jevu se začı́ná od konstrukce prav-
děpodobnostnı́ho prostoru. Tento prostor je stochastickým modelem náhodného pokusu,
se kterým se spojuje zmı́něný jev.

Někdy je tento prostor modelem některé mimomatematické situace. Jako např. v přı́-
padě úloh týkajı́cı́ch se náhodných her a procesu rozhodovánı́ v podmı́nkách rizika.
V této situaci začı́ná řešenı́ překladem zadánı́ z běžného do matematického jazyka. Pak
nastupuje výše zmı́něná konstrukce pravděpodobnostnı́ho prostoru. Překlad i konstrukce
pravděpodobnostnı́ho prostoru tvořı́ prvnı́ fázi řešitelského procesu, tzv. matematizace.

1Instytut Matematyki, Akademia Pedagogiczna w Krakowie, mmajor@wsp.krakow.pl
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Následujı́ výpočty a dedukce, které se jako základnı́ části řešenı́ úlohy na výpočet
pravděpodobnosti jevu, vždy provádı́ v určeném pravděpodobnostnı́m prostoru. Výsledky
těchto výpočtů však mohou být interpretovány v kontextu zadané úlohy, a pak mluvı́me
o interpretaci. Řešenı́ úlohy z počtu pravděpodobnosti může obsahovat formulovánı́
věrohodných úsudků vyplývajı́cı́ch z výpočtů. Tato interpretace se může týkat zároveň
světa matematiky i výchozı́ mimomatematické situace.

Kontrola stochastických kompetencı́ – schopnost matematizovat a in-
terpretovat výsledky výpočtů jako předmět této kontroly

Objektem kontroly a hodnocenı́ znalostı́ z počtu pravděpodobnosti je konkrétnı́ řešenı́
studenta, ve kterém nám nejde jen o jeho formálnı́ znalosti, tzn. znalost definic, tvrzenı́
a algoritmů, ale o jeho schopnost matematizace, výpočtů a interpretace. Předmětem této
práce jsou typické chyby, jakých se dopouštějı́ žáci při organizaci třech uvedených fázı́
řešenı́ úloh z počtu pravděpodobnosti.

Při řešenı́ úloh z počtu pravděpodobnosti se studenti dopouštějı́ chyb týkajı́cı́ch se:
1. matematizace, 2. výpočtů a dedukce, 3. interpretace.

Přı́klady úloh a reflexe nad chybami v jejich řešenı́
Práce se týká jisté reflexe nad řešenı́m dvou úloh na výpočet pravděpodobnosti

jevu. Tato řešenı́ obsahujı́ zároveň organizaci matematizace, i některé interpretace, tj.
formulovánı́ úsudků, jaké vyplývajı́ z velikosti této pravděpodobnosti pro racionálnı́
rozhodnutı́, a tedy pro praxi.

1. úloha
Dané jsou dvě urny U a V. Urna U obsahuje jednu kouli s čı́slem 6 a dvě koule s čı́slem

1, urna V obsahuje jednu kouli s čı́slem 0 a dvě koule s čı́slem 4. Čı́slo na vylosované
kouli z urny je vylosovaným čı́slem. Z těchto dvou uren můžeš vybrat jednu, zbylou urnu
bere tvůj soupeř ve hře. Každý z vás bude losovat čı́slo ze své urny a zvı́tězı́ ten, kdo
vylosuje většı́ čı́slo. Kterou urnu si vybereš pro tuto hru, jestliže máš přednostnı́ právo?
Jak zdůvodnı́š svoje rozhodnutı́?

2. úloha
Z urny, ve které je šest koulı́ označených čı́sly 1, 2, 3, 4, 5, 6, budou losované současně

dvě koule. Vypočı́tej pravděpodobnost jevů:
a) součet čı́sel na vylosovaných koulı́ch bude sudé čı́slo (jev A),
b) součet čı́sel na vylosovaných koulı́ch bude liché čı́slo (jev B).

Tyto úlohy byly řešeny na přijı́macı́ch zkouškách z matematiky v krakovské Pedago-
gické akademii.

Správné řešenı́ 1. úlohy

Předpokládejme, že jsem zvolil urnu U, můj soupeř má urnu V. Výsledek losovánı́
dvou koulı́, jedné z urny U, druhé z urny V, je dvojice čı́sel, a tedy Ω = {1, 6} × {0, 4}.
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Rozdělenı́ pravděpodobnosti na množině Ω určı́me tzv. metodou stejně možných přı́padů
(viz [4], s. 33). Koule se stejným čı́slem můžeme na chvilku rozlišit. V této (teoretické)
situaci v urně U jsou třı́ koule: 1I , 1II , 6, v urně V jsou tři koule: 0, 4I , 4II . Mějme tedy
devět stejně možných přı́padů:
(1I , 4I), (1I , 4II), (1I , 0), (1II , 4I), (1II , 4II), (1II , 0), (6, 4I), (6, 4II), (6, 0).
Výsledku (1, 4) jsou přı́znivé přı́pady: (1I , 4I), (1I , 4II), (1II , 4I), (1II , 4II), a tedy

pravděpodobnost výsledku (1, 4) se rovná 4/9.
Analogicky najdeme pravděpodobnosti zbývajı́cı́ch výsledků. Jestliže p je funkce,

která každému výsledku přiřazuje jeho pravděpodobnost, pak:

ω (1, 4) (1, 0) (6, 4) (6, 0)
P (ω) 4/9 2/9 2/9 1/9

V určeném pravděpodobnostnı́m prostoru (Ω, p) představuje jev A = {zvı́tězı́ hráč,
který má urnu U} množina

A = {(6, 4), (1, 0), (6, 0)},
a tedy z definice pravděpodobnosti jevu vyplývá, že

P (A) = p(6, 4)) + p(1, 0)) + p(6, 0) = 2/9 + 2/9 + 1/9 = 5/9.

Správné řešenı́ 2. úlohy

Obrázek 1 představuje klasický pravděpodobnostnı́ prostor

Obr. 1

jako model losovánı́ dvou koulı́ z urny, o které se mluvı́ v úloze
2.

Každá úsečka představuje výsledek losovánı́ jako dvouprv-
kovou kombinace množiny šesti koulı́. Možných výsledků máme
tedy tolik, kolik je úseček spojujı́cı́ch dva vrcholy šestiúhelnı́ku,
tedy (6 · 5)/2, tj. 15.

Jevu B je přı́znivých devět výsledků, a tedy P (B) = 9/15 =
= 3/5. Jevy A a B jsou opačné, a tedy P (A) = 1 − P (B) =
= 1− 3/5 = 2/5.
Chyby týkajı́cı́ se matematizace daných situacı́

Hlavnı́ chybou při řešenı́ tohoto typu úloh je opomenutı́ fáze matematizace, tj. kon-
strukce pravděpodobnostnı́ho prostoru jako modelu popsaného v úloze náhodného po-
kusu. Mnoho studentů si neuvědomuje, že pravděpodobnost jevu se vždy vypočı́tává
v určeném pravděpodobnostnı́m prostoru.

Této chyby se týkajı́ také překlady nematematického (reálného) problému do jazyku
matematiky, tj. formulovánı́ matematické úlohy a také konstrukce stochastického mo-
delu náhodného pokusu, s nı́mž je tento problém spojován. Chyby tohoto typu ukazujı́
následujı́cı́ návrhy studentů na řešenı́ uvedených úloh na výpočet pravděpodobnosti jevu.
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Ilustrace I

Řešenı́ úlohy 1

Student A. „Vybral bych si urnu V, poněvadž pravděpodobnost vylosovánı́ koule s čı́slem 4
z urny V je většı́ než pravděpodobnost vylosovánı́ koule s čı́slem 6 z urny U.“
Student B. „Z obou uren U a V vybı́rám urnu V, protože mám většı́ šanci na vylosovánı́
koule s čı́slem 4, než soupeř kouli s čı́slem 6. Pravděpodobnost, že i já vylosuji kouli
s čı́slem 4, je 2/3, a pravděpodobnost, že on vylosuje kouli s čı́slem 6, je 1/3.“
Student C. „Vybı́rám urnu U, (protože) možnost vylosovánı́ koule s čı́slem 6 mi dává
šanci na 100% výhru a vylosovánı́ koule s čı́slem 1 mi dává šanci na 33,33% výhru
(soupeř vylosuje kouli s čı́slem 4 – pravděpodobnost 2/3, nebo soupeř vylosuje kouli
s čı́slem 2 – pravděpodobnost 1/3).“

Je zřejmé, že tito studenti nekonstruujı́ pravděpodobnostnı́ prostor jako model loso-
vánı́ koule. Nevidı́, že o vı́tězstvı́ je možné mluvit pouze tehdy, když oba hráči losujı́
koule každý ze své urny. Pouze se pokoušejı́ jistým způsobem použı́t daná čı́sla v zadánı́.

Ilustrace II

Student D. „Rozhodnul bych se pro výběr urny U, nebot’možné výsledky losovánı́ dvou
koulı́, jedné z urny U, druhé z urny V, jsou: (6, 0), (6, 4), (1, 0), (1, 4), a tedy tři výhry
a jedna prohra.“

Komentář: Student chybně konstruuje pravděpodobnostnı́ prostor. Tento prostor nenı́
stochastickým modelem náhodného pokusu, který se ve hře provádı́. Problémy s výběrem
správného modelu se projevujı́ předevšı́m v těch situacı́ch, kdy model nenı́ klasickým
pravděpodobnostnı́m prostorem. Někteřı́ studenti se domnı́vajı́, že každý výsledek kaž-
dého náhodného pokusu je stejně pravděpodobný, a docházejı́ k tomuto závěru bez
jakékoli reflexe nad argumentacı́ tohoto faktu.

Řešenı́ 2. úlohy

Nejčastěji byla analyzována následujı́cı́ (chybná) řešenı́ úlohy 2.

Ω = {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11}, A = {4, 6, 8, 10}, B = {3, 5, 7, 9, 11}, P (A) = 4/9,
P (B) = 5/9.

V tomto řešenı́ je výsledkem losovánı́ součet čı́sel na dvou vylosovaných koulı́ch. Bez
jakékoliv reflexe je přitom uvedeno, že všechny výsledky jsou stejně pravděpodobné. Jde
tedy o rozhodnutı́, že stochastickým modelem popsaného losovánı́ je klasický pravděpo-
dobnostnı́ prostor. Je to chyba, nebot’výsledky (jako součty vylosovaných čı́sel) nejsou
stejně pravděpodobné (stačı́ tady porovnat šanci výsledků 3 a 7). Chyby týkajı́cı́ se kon-
strukce modelu vznikajı́ také při počı́tánı́ pravděpodobnosti jevu spojeného s náhodným
pokusem, který probı́há po etapách. V tomto přı́padě se konstruujı́ modely pro každou
etapu odděleně. Chybu tohoto typu představuje obrázek 2 (řešenı́ úlohy 1).
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Obr. 2

Obrázek napovı́dá (chybné) rozhodnutı́: Volı́m urnu V, protože pravděpodobnost
vylosovánı́ čı́sla 4 z urny V je většı́ než pravděpodobnost vylosovánı́ čı́sla 6 z urny
U. Studenti často použı́vajı́ při výpočtech stochastický strom, ale bez znalosti toho, co
znamená součet a co znamená součin zı́skaných (pomocı́ pravidel spojených s tı́mto
stromem) čı́sel. Tento strom pomáhá jedině při zkoumánı́, jak probı́há náhodný pokus.
Interpretaci pravidel, pomocı́ kterých se konstruuje pravděpodobnostnı́ prostor, studenti
přitom vůbec nechápou.

Chyby týkajı́cı́ se výpočtů a dedukce

V řešenı́ uvedených úloh byly také aritmetické

Obr. 3

chyby (krácenı́ zlomků) a chyby kombinatorické po-
vahy (počet prvků dané množiny). Některé chyby
vyplývajı́ ze zvláštnostı́ terminologie přijaté v te-
orii pravděpodobnosti (elementárnı́ jev nenı́ jev).
Hlavně však musı́me konstatovat, že žáci majı́ velké
problémy s formulovánı́m svých argumentacı́ v rod-
ném jazyku. V řešenı́ jsou uváděny jen vzorce, mno-
žiny a výpočty bez jakýchkoli komentářů.

Někdy žákem vypočı́taná pravděpodobnost jevu
je čı́slem většı́m než 1. Tento fakt nenı́ přitom vůbec
komentován. Zmı́něnou chybu zobrazujı́ následujı́cı́
přı́klady týkajı́cı́ se řešenı́ 2. úlohy.

Chyby týkajı́cı́ se fáze interpretace

Problémy spojené s formulovánı́m správné odpovědi na otázky formulované v úloze
vyplývajı́ hlavně z chybného řešenı́ této úlohy. V uvedených úlohách se fáze interpretace
týká procesu rozhodovánı́ v podmı́nkách rizika (vyber čı́sla, na která se sázı́, vyber
urnu, která dává většı́ šanci na vı́tězstvı́). Jestliže student zı́skal správné řešenı́ úlohy
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Obr. 4

na výpočet pravděpodobnosti jevů, pak úsudky týkajı́cı́ se racionálnı́ho rozhodnutı́, jsou
vesměs správné.
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Předškolnı́ výchova v současnosti

(Od předškolnı́ výchovy k předškolnı́mu vzdělávánı́)

Eva Opravilová1

Podle ISCED (International Standard Classification of Education – Mezinárodnı́
norma pro klasifikaci ve vzdělávánı́), přijaté UNESCO 1997, je předškolnı́ výchova
charakterizovaná úrovnı́ ISCED 0: „Uvedenı́ dětı́ raného věku do prostředı́ školnı́ho
typu.“ Znamená různé typy vzdělávacı́ch programů určené pro děti předškolnı́ho věku
a realizované v mateřských školách.

Představuje:
– součást celoživotnı́ho vzdělávánı́, a proto se vytvářejı́ programy, které svými obsahy
připravujı́ děti na školnı́ vzdělávánı́,
– dlouhodobé pozitivnı́ důsledky pro dalšı́ život a rozvoj dětı́, a proto ovlivňuje i školskou
politiku,
– změnu v tradičnı́m pohledu na obdobı́ raného dětstvı́, které bylo dřı́ve chápáno převážně
jako objekt vychovatelské péče, nynı́ se stává subjektem vzdělávánı́.

Ve většině zemı́ jsou mateřské školy samostatnými institucemi, výjimečně (Dánsko)
jsou připojeny ke školám, anebo přı́mo obsahově integrovány do primárnı́ho vzdělávánı́
(Nizozemsko od roku 1985 primárnı́ školy nového typu od 4–12 let, Irsko).

Většinou jsou určeny pro děti od 3 do 6 či 7 let (Finsko, Polsko, podle doby zahájenı́
školnı́ docházky), v některých zemı́ch začı́ná již od dvou let věku. Ve vyspělých zemı́ch je
mı́ra účasti dětské populace v předškolnı́m vzdělávánı́ poměrně vysoká. Česká republika
patřı́ k zemı́m s vysokou účastı́. Délka předškolnı́ho vzdělávánı́ je různá, nejdelšı́ je ve
Francii, Belgii a Mad’arsku, nejkratšı́ v Kanadě, Finsku a Portugalsku. V České republice
je to 2,7 roku, což je někde uprostřed.

Pojetı́ předškolnı́ho vzdělávánı́
Základnı́ cı́l je ve všech rozvinutých zemı́ch v zásadě shodný: připravit dı́tě pro život

ve společnosti, vybavit je určitými poznatky a dovednostmi pro vlastnı́ rozvoj a vzdělánı́.
Tento cı́l je deklarován v různých dokumentech národnı́ vzdělávacı́ politiky jako jsou
ústava, listina práv dı́těte, národnı́ vzdělávacı́ programy a kurikulárnı́ch materiály určené
pro předškolnı́ vzdělávánı́.

Rozdı́ly jsou ve způsobu realizace cı́le a v mı́ře, podle které se řı́dı́ stanovené vzdě-
lávacı́ obsahy.

Základnı́ přı́stupy:

1PedF UK Praha, eva.opravilova@pedf.cuni.cz
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• prvotnı́ úloha předškolnı́ výchovy je chápána jako doplněk rodinné výchovy a ne-
realizuje se jako systematické vyučovánı́, ale jako socializačnı́ působenı́ (Německo,
Dánsko, Nizozemsko),

• poslánı́ předškolnı́ výchovy spočı́vá v postupném seznamovánı́ se „světem školy“,
proto se do předškolnı́ho vzdělávánı́ začleňuje záměrné učenı́ určitým dovednostem,
které tvořı́ základy elementárnı́ gramotnosti jako např. základy čtenı́, matematiky
(Belgie, Francie, Itálie, Španělsko).

Základnı́ modely:

• školský model – předškolnı́ vzdělávánı́ je organizováno ve věkově homogennı́ch třı́-
dách (Francie, Španělsko, Řecko, Británie, Slovensko, Mad’arsko),

• rodinný model – předškolnı́ vzdělávánı́ se uskutečňuje v heterogennı́ch skupinách
(Finsko, Dánsko, Německo),

• spojenı́ obou modelů podle přánı́ rodičů či zřizovatelů (Belgie, Itálie, Nizozemsko,
Portugalsko).

Jednoznačné klady či zápory jednotlivých modelů nebyly spolehlivě prokázány. Roz-
hodujı́cı́ nenı́ organizačnı́ hledisko ale předevšı́m personálnı́ podmı́nky (úroveň a zamě-
řenı́ přı́pravy pracovnı́ků předškolnı́ výchovy), mı́ra spolupráce s rodiči a sociokulturnı́
úroveň rodiny, z nı́ž děti přicházejı́. Evropské výzkumy předškolnı́ výchovy se dnes zabý-
vajı́ předevšı́m otázkou, jakou kvalitu by měly mı́t předškolnı́ instituce a jejich pracovnı́ci,
aby mohli předškolnı́ vzdělávánı́ úspěšně realizovat.

K faktorům, které pozitivnı́ účinky předškolnı́ho vzdělávánı́ ovlivňujı́, dále patřı́:

• délka předškolnı́ výchovy (čı́m déle jı́ dı́tě procházı́, tı́m je většı́ pravděpodobnost
pozitivnı́ch efektů),

• kvalita vzdělávacı́ch programů (typ a preference aktivit, které jsou zabudovány v ku-
rikulech předškolnı́ho vzdělávánı́),

• podpora předškolnı́ výchovy ze strany rodičů (rodiče musı́ s institucı́ spolupracovat
a posilovat to, co se děti v mateřské škole naučı́).

Předškolnı́ vzdělávánı́ tvořı́ prvnı́ fázi celoživotnı́ho vzdělávánı́, která probı́há opti-
málně zejména tehdy, když se rodina a mateřská škola doplňujı́. Proto je institucionálnı́
předškolnı́ vzdělávánı́ i vzhledem k dosavadnı́m mezinárodnı́m zkušenostem všeobecně
podporováno.

Jednı́m z přı́kladů nového přı́stupu může být i současná diskuse o kompetencı́ch
(způsobilostech) probı́hajı́cı́ na světovém i domácı́m fóru. Od roku 1997 probı́há pod
záštitou OECD výzkumný program, jehož úkolem je vytvořit teoretickou základnu pro
pojmové vymezenı́ a výběr kompetencı́ potřebných k tomu, aby každý jedinec mohl vést
úspěšný a odpovědný život. Syntézu všech dosavadnı́ch stanovisek představuje základnı́
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univerzálnı́ třı́děnı́ klı́čových kompetencı́, které bylo předloženo na mezinárodnı́m sym-
posiu v Ženevě v únoru 2002. I když zahrnuje zejména obdobı́ školnı́, lze požadované
principy vztáhnout i na obdobı́ předškolnı́.

Podle tohoto třı́děnı́ je třeba umět:

• jednat autonomně,
• užı́vat interaktivnı́ nástroje,
• uplatňovat se v sociálně heterogennı́ch skupinách.

Výchovné působenı́ směřuje předevšı́m k rozvoji:

• komunikačnı́ch dovednostı́,
• rozhodovacı́ch dovednostı́,
• interpersonálnı́ch dovednostı́,
• dovednosti celoživotnı́ho učenı́.

Z tohoto pojetı́ vycházı́ i Rámcový vzdělávacı́ program pro předškolnı́ vzdělávánı́,
který byl od roku 2002 ověřován a jehož současná upravená verze vstoupı́ v platnost
spolu se školským zákonem pravděpodobně v lednu 2005.

V České republice deklaroval strategické záměry v oblasti výchovy a vzdělávánı́
Národnı́ program rozvoje vzdělávánı́ v České republice (Bı́lá kniha, 2001). V něm je
konstatováno, že předškolnı́ vzdělávánı́ rozvoji dı́těte prospı́vá. Ovlivňuje je v intelek-
tových schopnostech, sociálnı́ch a komunikačnı́ch dovednostech i v přı́znivějšı́m postoji
k učenı́ při zahájenı́ školnı́ docházky. Vzhledem k tomu, že tento dokument nenı́ exe-
kutivně závazný, nelze zatı́m soudit, do jaké mı́ry budou záměry naplněny tak, aby se
podmı́nky pro předškolnı́ vzdělávánı́, chápané jako proces probı́hajı́cı́ od narozenı́ dı́těte,
skutečně naplnily. Nové legislativnı́ úpravy, které by měly zaručit bezplatnou docházku
do mateřské školy pro děti pětileté, i návrh zajistit povinnou docházku do mateřské
školy pro děti, u nichž lze očekávat problémy, by mohl k naplněnı́ progresivnı́ch cı́lů
předškolnı́ho vzdělávánı́ přispět.
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Odvozenı́ analytického vyjádřenı́ podobného zobrazenı́1

Nad’a Stehlı́ková2

Úvod
V poslednı́ době se i v české didaktice matematiky stále častěji hovořı́ o většı́m uplat-

ňovánı́ tzv. konstruktivistických přı́stupů ve výuce matematiky (např. Hejný & Kuřina,
2001). Jednı́m z jejich nejdůležitějšı́ch principů je většı́ důraz na samostatnou konstrukci
poznatků. Podle možnostı́ se snažı́me o zvýšenı́ podı́lu vlastnı́ práce studenta i na úrovni
vysoké školy u budoucı́ch učitelů matematiky, protože věřı́me „že i v rámci současného
systému je možné klást důraz na poznávánı́ cest k matematickým pojmům a poznatkům,
na rozdı́l od předávánı́ části logicky uspořádané matematické disciplı́ny, a na posı́lenı́
„pracovnı́ho“ charakteru matematiky, na rozdı́l od charakterů reprodukčně memorova-
cı́ho“ (Kuřina, 2004). Děje se tak v rámci kurzu pro budoucı́ učitele druhého stupně
základnı́ školy a střednı́ školy Analytická geometrie II, který je zaměřen na geometrické
transformace (shodnosti, podobnosti a afinnı́ transformace přı́mky a roviny) (Hejný, Ji-
rotková & Stehlı́ková, 1997; Stehlı́ková, 2003).

Popisovaný způsob výuky vyžaduje od studenta hledánı́ nových přı́stupů, tvorbu
nových strategiı́ i většı́ aplikaci své tvořivosti. Vyučujı́cı́ se pak často dočká různých
neočekávaných řešenı́ a kreativnı́ch přı́stupů. Na druhou stranu je tento přı́stup k výuce
časově náročnějšı́ než tradičnı́ přı́stup. Proto jsou některé úlohy, které majı́ vést k ob-
jevenı́ poznatků, zadávány jako domácı́ úkoly.3 Jiné úkoly jsou zpracovávány v rámci
seminárnı́ch pracı́ a studenti si mohou vybrat, zda chtějı́ pracovat ve skupinách nebo in-
dividuálně. V tomto textu se podı́váme na jednu ze seminárnı́ch pracı́, jež byla zaměřena
na odvozenı́ analytického vyjádřenı́ podobnosti, a na to, jak ji studenti uchopili.

Nejdřı́ve se však podı́vejme, jak různı́ autoři přistupujı́ k problematice analytického
vyjádřenı́ podobnosti a zejména jak tuto otázku nastolujı́. Výběr knih je nutně subjektivnı́
a závislý na tom, co je autorce k dispozici.

Analytické vyjádřenı́ podobnosti
Kuřina (2002) podobnost nejprve definuje a odvozuje některé vlastnosti. Analytické

vyjádřenı́ je zavedeno v jednom přı́kladu, který se týká jedné konkrétnı́ podobnosti, jež
vznikla jako složenı́ rotace kolem počátku o úhel 60◦ a stejnohlosti se středem v počátku
a koeficientem 2. Řešenı́ přı́kladu je uděláno na základě rovnic otočenı́ a stejnolehlosti,
které jsou už čtenáři v této chvı́li známé. Analytické vyjádřenı́ obecné podobnosti nenı́
řešeno.

1Tento přı́spěvek byl vytvořen s podporou grantu GAUK 500/2004/A-PP/PedF.
2PedF UK Praha, nada.stehlikova@pedf.cuni.cz
3Realita je taková, že ne všichni studenti úkol splnı́ nebo se o něj alespoň pokusı́. Nicméně věřı́me, že student, který odvozenı́

převezme od spolužáka, může i takový poznatek uchopit smysluplně a může být inspirován k vlastnı́ matematické práci.
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Gans (1969) nedává čtenáři žádný úkol hledat analytické vyjádřenı́ podobnosti, ale
podrobně toto vyjádřenı́ odvozuje pomocı́ složenı́ shodných zobrazenı́ a stejnolehlosti.
Dospı́vá k obecným rovnicı́m pro podobné zobrazenı́. Student má pak za úkol procvičovat
tyto rovnice v konkrétně zadaných úlohách.

Cederberg (2001) předkládá analytické vyjádřenı́ podobnosti ve formě věty, kterou
majı́ studenti pouze dokázat.

Klasikou v oblasti geometrie a geometrických transformacı́ zůstává kniha Sekanina
a kol. (1988). Autoři odvozujı́ analytické vyjádřenı́ podobnosti pomocı́ poznatku, že
každou podobnost s koeficientem k můžeme složit ze stejnolehlosti s koeficientem k
a libovolným středem, např. v počátku soustavy souřadnic, a ze shodnosti. Dospı́vajı́
k těmto rovnicı́m.

x′ = kx cosα− ky sinα+ p = mx− ny + p (m, n) 6= (0) (1)
y′ = kx sinα+ ky cosα+ q = nx+my + q podobnost přı́má

Maticově:

m −n p
n m q
0 0 1

 x
y
1

 =
x′

y′

1


x′ = kx cosα+ ky sinα+ p = mx+ ny + p (m,n) 6= (0) (2)
y′ = kx sinα− ky cosα+ q = nx−my + q podobnost nepřı́má

Maticově:

m n p
n −m q
0 0 1

 x
y
1

 =
x′

y′

1


Pro koeficient k platı́ k =

√
m2 + n2 > 0.

Podobnost a seminárnı́ práce
Do kurzu Analytická geometrie II přicházejı́ studenti z kurzu syntentické geometrie

vybaveni následujı́cı́mi poznatky týkajı́cı́mi se podobného zobrazenı́.
Definice: Zobrazenı́ p roviny ρ na rovinu ρ je podobnou transformacı́ (podobnostı́)
roviny ρ, právě když existuje kladné čı́slo k tak, že pro libovolné dva různé body X , Y
a jejich obrazy X ′, Y ′ platı́ |X ′Y ′| = k|XY |. Pokud k 6= 1, mluvı́me o vlastnı́ podobnosti.

V1: Podobnost s poměrem podobnosti k lze rozložit na stejnolehlost se středem S
a koeficientem k a shodné zobrazenı́.

V2: Vlastnı́ přı́mou podobnost, která nenı́ stejnolehlostı́, lze rozložit na stejnolehlost
a rotaci s týmž středem. Vlastnı́ nepřı́mou podobnost lze rozložit na stejnolehlost a osovou
souměrnost s osou procházejı́cı́ středem stejnolehlosti.
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V3: Máme-li v rovině dány dvě dvojice různých bodů (A, B) a (A′, B′), pak existuje
právě jedna přı́má a právě jedna nepřı́má podobnost, která zobrazı́ bod A do bodu A′

a bod B do bodu B′.

Studentům byly zadány dvě úlohy, které měli v průběhu několika týdnů zpracovat
jako seminárnı́ práci.

Úloha 1. Odvod’te analytické vyjádřenı́ podobnosti s koeficientem k v E2.

Výsledek: Viz (1) a (2).

Úloha 2. Najděte analytické vyjádřenı́ všech podobnostı́ v E2, při kterých se bod X[1; 0]
zobrazı́ do bodu X ′[4;−2] a bod Y [2; 3] do bodu Y ′[2;−8].
Výsledek: Existujı́ dvě podobnosti. Přı́má podobnost má rovnice x′ = −2x + 6, y′ =
= −2y−2 (stejnolehlost se středem [2;−23 ] a koeficientem−2) a nepřı́má podobnost má
rovnice x′ = 8

5x−
6
5y +

12
5 , y′ = −65x−

8
5y −

4
5 (samodružný bod je [−125 ;

4
5 ], koeficient

je 2).

V době psanı́ seminárnı́ práce studenti znajı́ analytické vyjádřenı́ všech shodnostı́
v rovině, a to pomocı́ rovnic i pomocı́ matic 3. řádu.

Ilustrace studentských pracı́
Nı́že uvedené ilustrace studentských řešenı́ obou úloh seminárnı́ práce pocházejı́ ze

školnı́ho roku 2002/03 a 2003/04. Práce byly analyzovány z hlediska způsobu odvozenı́
analytického vyjádřenı́ podobnosti.

Dva přı́stupy k odvozenı́

Překvapivě se objevila jen jedna práce, v nı́ž student použil definici podobnosti
k odvozenı́ jejı́ho analytického vyjádřenı́. Stručně řečeno, vycházel z toho, že vzdálenosti
jsou násobeny koeficientem podobnosti, a to u konkrétnı́ho trojúhelnı́ku OIJ (obr. 1).

Obr. 1
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Při řešenı́ zı́skané soustavy rovnic řešitel využil toho, že vektory
−−→
O′I ′ a

−−→
O′J ′ jsou na

sebe kolmé, tj. jejich skalárnı́ součin je roven nule, a tedy
−−→
O′J ′(−r; p), nebo

−−→
O′J ′(r;−p).

Tak dospěl ke dvěma maticı́m, které prohlásil za matice podobnosti (obr. 2). Nepokoušel
se je geometricky charakterizovat.

Obr. 2

Všichni ostatnı́ studenti použili fakt, že podobnost lze rozložit na shodné zobrazenı́
a stejnolehlost. Analytické vyjádřenı́ stejnolehlosti s libovolným středem většinou nepů-
sobilo problémy (obr. 3). V jednom přı́padě skupina studentů odvodila toto analytické
vyjádřenı́ zobecněnı́m analytických vyjádřenı́ pěti konkrétnı́ch přı́padů stejnolehlostı́.

Obr. 3

Ti studenti, kteřı́ použili větu V1 (menšı́ část), většinou nedokázali své výsledky
interpretovat tak, aby objevili dva typy analytického vyjádřenı́ (1) a (2).

Ti, kteřı́ použili větu V2, dva typy objevili. Zajı́mavé bylo, že řada z nich nevolila
střed rotace shodný se středem stejnolehlosti a osu souměrnosti procházejı́cı́ středem
stejnolehlosti, čı́mž dospěli k mnohem složitějšı́mu analytickému vyjádřenı́ (obr. 4).
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Obr. 4

Konečný tvar analytického vyjádřenı́

Bylo překvapivé, že žádný ze studentů nebyl schopen zjednodušit výsledné analy-
tické vyjádřenı́ na tvar (1) a (2) a všichni ponechali výsledek v tom tvaru, který zı́skali
vynásobenı́m matice shodnosti a matice stejnolehlosti (obr. 4 a 5). Neuvědomili si, že
nás nezajı́má, jak se dá podobnost rozložit, ale jaký tvar má jejı́ analytické vyjádřenı́.

Obr. 5

Ono zjednodušenı́ pak muselo být uděláno při přednášce např. takto (vzhledem
k obr. 4): Vı́me, že platı́ cos2 ϕ+ sin2 ϕ = 1. Vynásobı́me rovnost čı́slem k2 a označı́me
k · cosϕ = m a k · sinϕ = n. Pak k2 = m2 + n2 a dostáváme analytické vyjádřenı́ (1)
a (2).

Řešenı́ úlohy 2

Mnoho studentů nespojilo řešenı́ 1. a 2. úlohy a 2. úlohu řešili bez ohledu na to,
že již znali analytické vyjádřenı́ všech podobnostı́ v rovině. Pokoušeli se nejdřı́ve spı́še
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o syntetické řešenı́, tj. řešili úlohu zkusmo, a teprve pak vyjadřovali analytické vyjádřenı́.
To způsobilo, že nalezli jen jedno řešenı́ (stejnolehlost) (obr. 6).

Obr. 6

Někteřı́ studenti se dokonce domnı́vali, že existuje nekonečně mnoho řešenı́ na zá-
kladě toho, že si můžeme volit střed stejnolehlosti libovolně.

Závěr
Mohlo by se zdát, že chyby a nepřesnosti, které se objevily ve studentských pracech,

jsou spı́še dokladem toho, že studenti nejsou schopni samostatně úlohu řešit a že to byla
ztráta času. Opak je pravdou. Jistě, bylo by bývalo jednoduššı́ prezentovat odvozenı́
analytického vyjádřenı́ podobnosti v pěkné a elegantnı́ podobě, v jaké je např. uvádı́
Sekanina a kol. (1988). Nicméně domnı́váme se, že teprve na základě vlastnı́ práce,
vlastnı́ho blouděnı́ a neúspěšných pokusů student krásu tohoto odvozenı́ správně ocenı́.
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Některé poznatky, které vyplynuly z analýzy studentských řešenı́ úloh seminárnı́
práce, byly prezentovány i před studenty samými. Účelem bylo, aby oni sami se nejen
poučili z chyb svých i svých spolužáků, ale také aby se inspirovali a uvědomili si,
jaké spektrum přı́stupů se může při řešenı́ takto otevřené úlohy objevit. Tuto zkušenost
pak využijı́ i při své učitelské praxi. Netřeba dodávat, že podobné analýzy pomáhajı́
i vyučujı́cı́mu k tomu, aby lépe volil návodné úlohy a aby byl lépe připraven na přı́padná
nestandardnı́ řešenı́.
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Michaela Kaslová
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Sazba: Nad’a Stehlı́ková, systémem LATEX
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