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HYPERBOLA AKO MNOŽINA BODOV DANEJ 
VLASTNOSTI V  KONŠTRUKČNÝCH ÚLOHÁCH 

 
Eva Barcíková 

UKF, Trieda A. Hlinku 1, 949 01 Nitra, SK, eva.barcikova@ukf.sk 

Abstrakt 
V príspevku  predstavíme jeden možný metodický prístup k zavedeniu pojmu hyperbola 
prostredníctvom objavovania geometrického miesta bodov, ktoré majú rovnakú vzdialenosť 
od daných objektov. Poukazujeme na to ako prostredníctvom  riešenia Apollóniovej úlohy 
môžeme študentom priblížiť definíciu hyperboly. V navrhovanom prístupe sa snažíme hlavne 
o aktívne zapojenie žiaka do procesu objavovania nových pojmov a konštrukciu vlastných 
vedomostí prostredníctvom manipulácie s už osvojenými pojmami. 

Kľúčové slová: kužeľosečky, Apollóniove úlohy, geometrické konštrukčné úlohy 

Hyperbola as set of all points of the properties in the plane used in 
solving geometric construction tasks 

Abstract.  In our article we consider different approach to concept of conic section within a 
wider concept of solving construction task. We choose Apollonius problem because of its 
difficulty and multiplicity of solving possibilities. We point out the use of the method of set of 
all points of the properties in the plane. To the elementary set of all points of the properties in 
the plane we add also conics. By this way of solutions we avoid the use of inversive geometry 
method. Moreover, the use of dynamic geometry software allows us to make construction 
faster and easier.  

Keywords: conic section, Apollonius problem, geometrical construction task 

 

Úvod 
Riešenie konštrukčných úloh a pochopenie geometrických vzťahov je obzvlášť 

náročné na priestorovú predstavivosť a logické myslenie. Statické konštrukcie na tabuli a 
rigidný prístup k spôsobu vyučovania, ktorého podstata je priame transmisívne podávanie 
vedomostí žiakom, vyučovanie geometrie neuľahčuje. Pritom práve geometria dáva priestor 
zavádzaniu nových poznatkov s využitím konštruktivistického prístupu k vyučovaniu. 
Použitie dynamických geometrických systémov (DGS) v súčasnosti uľahčuje vizualizáciu 
geometrických vzťahov a tým aj možnosť väčšej aktivity žiakov pri vlastnom konštruovaní 
vedomostného aparátu. Možnosť manipulácie so vstupnými geometrickými útvarmi a zmena 
ich polohových a metrických vlastností dáva žiakovi priamejší a komplexnejší pohľad na 
zadanú úlohu (viac pozri [10]). Jednou z výhod DGS je aj ľahké konštruovanie kužeľosečiek. 
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Kužeľosečky chápané ako množina bodov danej vlastnosti budú následne použiteľné aj 
v geometrických konštrukciách a pri riešení praktických úloh.  

„Samotná predstava kužeľosečiek ako geometrického miesta bodov danej vlastnosti 
alebo ako rezu roviny s rotačným dvojkužeľom je pomerne jednoduchá a zrejme bola známa 
už v dobe Platóna, ale podrobnú teóriu vybudoval až Apollonius z Pergei (262-190 pr. n. l.)“. 
[11] Pre ukážku sme si práve preto vybrali Apollóniove úlohy, ktoré podnietil objav mnohých 
geometrických vzťahov. Apollóniovej úlohe sa mnohí matematici, napríklad Fermat, Newton, 
Euler, Carnot, Casey a ďalší. Rôzne spôsoby riešenia tejto úlohy teda odrážajú chronologický 
vývin geometrického myslenia. Zároveň je možné na tej istej úlohe ukázať rôzne prístupy 
k riešeniu geometrických konštrukčných úloh.  Zo známych riešení Apollóniových úloh sa 
väčšinou v škole stretávame len s riešením využívajúcim množiny bodov danej vlastnosti 
a v prípadne využívajúcim kružnicovú inverziu a len málokedy sa má študent možnosť 
oboznámiť s riešením pomocou kužeľosečiek. V našom príspevku sa zameriavame na tie 
Apollóniove úlohy, v ktorých hľadaná množina bodov bude  hyperbola. 

 

Hyperbola ako množina bodov danej vlastnosti 
  Kužeľosečky bývajú prevažne zavádzané v rámci analytickej geometrie. „Na rozdiel 

od analytického vyjadrenia dobre osvojených pojmov rovina, bod, priamka a kružnica je 
analytické vyjadrenie  kužeľosečky často bez predošlého dostatočného pochopenia pojmu a 
jeho postavenia v rámci syntetickej geometrie.“ [1] V ďalšej časti sa pokúsime popísať možný 
metodický prístup k zavedeniu pojmu hyperbola prostredníctvom objavovania geometrického 
miesta bodov, ktoré majú rovnakú vzdialenosť od daných objektov. V navrhovanom prístupe 
sa snažíme hlavne o aktívne zapojenie žiaka do procesu objavovania nových pojmov a 
konštrukciu vlastných vedomostí prostredníctvom manipulácie s už osvojenými pojmami. 
V našom prípade bude východiskový známy pojem kružnica. V motivačnej fáze hodiny 
navrhujeme uviesť problematiku Apollóniových úloh. V expozičnej fáze pristúpime k riešeniu 
konkrétnej úlohy (krok 1). Počas riešenia úlohy navádzame žiakov vhodne zvolenými 
otázkami k objaveniu hyperboly ako množiny stredov všetkých dotykových kružníc k dvom 
daným kružniciam. Po odvodení definície môžeme pristúpiť k fixačnej fáze. Táto pozostáva 
z konštrukcie objavenej množiny bodov prostredníctvom softvéru GeoGebra (krok 2).  

Príklad 
Zostrojte kružnicu k (M, r), ktorá sa dotýka troch  daných  kružníc k1(S1, r1), k2(S2, r2), 

k3(S3, r3). Kde S1 ≠ S2 ≠ S3  a každá leží vo vonkajšku druhej. 

 
Obr. 1 
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Riešenie 
Situáciu rozložíme na čiastkové úlohy, ktoré riešime v jednotlivých krokoch.  

Krok 1 
Ako prvú riešime úlohu nájsť kružnicu dotýkajúcu sa dvoch z daných kružníc. Pri 

objavovaní vychádzame z tej dotykovej kružnice, ktorej stred je incidentný s úsečkou S1S2. 
Situáciu vizualizujeme využitím dynamického softvéru GeoGebra. Využívame nástroj 
posuvník na modelovanie rôznych bodov v rovine.  Postupujeme nasledovne: 
• Žiaci majú za úlohu zamyslieť sa nad polohou bodu M a jeho vzdialenosti od daných 

kružníc (vzdialenosť bodu M od bodov dotyku ku kružniciam ). Rýchlo prídu na to, že 
jeho vzdialenosť od obidvoch kružníc je rovnaká a teda rovná polomeru r (obr. 2). 
V tomto bode je vhodné pýtať sa žiakov súvisiace otázky ako napr. : Koľko je  kružníc, 
ktoré sa dotýkajú daných dvoch kružníc? Je nami zostrojená kružnica jediná? Koľko je 
takých bodov, ktorých vzdialenosť od dvoch kružníc je rovnaká? Žiaci by mali dospieť 
k jednoduchému  záveru, že vzdialenosti stredu ľubovoľnej dotykovej kružnice od daných 
kružníc sú rovnaké. 

• V ďalšom kroku je úlohou pre žiakov zistiť, či to isté platí aj pre vzdialenosti stredu 
dotykovej kružnice od stredov daných kružníc (obr. 3). Požiadame ich aby jednotlivé 
polomery kružníc vizualizovali farebnými úsečkami incidentnými s úsečkou S1S2 a menili 
ich veľkosti pomocou nástroja posuvník (obr. 2). Následne ich požiadame svoje zistenia 
zapísať aj algebraicky (obr. 3). 

 
Obr. 2 

 

 
Obr. 3 
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• Vyjadríme vzdialenosti stredu M od stredov S1 a S2: 
Ak má hľadaná kružnica k (M, r) s kružnicou k1 vonkajší dotyk a s kružnicou k2 vonkajší 
dotyk platí : |MS1| = r + r1 ,  |MS2| = r + r2 
Zo zadania vieme, že polomery r1 a r2 sú dané ako aj poloha bodov S1 a S2. Našou úlohou je 
vyjadriť polomer r: r = |MS1| - r1  a zároveň r = |MS2| - r2  . 
Teda |MS1| - r1  = |MS2| - r2   z čoho po úprave ||MS1| -  |MS2|| =| r1 - r2 |  

Vzhľadom na to, že  r1 - r2 je stále rovnaká hodnota považujeme ju za konštantu k. 
Potom  platí  |MS1| -  |MS2| = k. 

Požiadame žiakov tento vzťah interpretovať slovne, zdôrazníme, že body S1 a S2 sú 
dané a k je konštantná veľkosť.  

Vzťah |MS1| -  |MS2| = k  znamená : rozdiel  vzdialeností bodu M od dvoch daných 
bodov je konštantná.  
Ľahko dokážeme aj to, že  0< k <│S1 S2│. 
 
Krok 2 

Bod M reprezentuje všetky hľadané body, ktorých  je v rovine nekonečne veľa. Všetky 
tieto body tvoria množinu bodov danej vlastnosti, ktorej charakteristickú  vlastnosť sme 
vyslovili vyššie. Na základe vyslovenej vlastnosti zostrojíme ľubovoľný bod tejto množiny. 
využitím softvéru GeoGebra (obr. 4): 
• Nájdime aspoň jeden taký bod X, ktorého rozdiel vzdialeností od dvoch daných bodov je 

k.  
• Nech sú dané dva body v rovine A a B.  
• Nech vzdialenosť od bodu X od bodu A je  a a vzdialenosť od bodu B je b.  
• Rozdiel ich vzdialeností je a-b = ± k.   
• Hodnotu k poznáme a hodnotu a si môžeme ľubovoľne zvoliť tak, že  0< a>k. Potom b = 

a±k.  
Pomocou nástroja stopa tohto bodu následne vizualizujeme celú množinu (obr. 5). 

Tento krok má význam nie len pre vizualizáciu objavenej množiny bodov ale hlavne 
upevnenie vedomostí osvojených pri objavnom procese.  

 
Obr. 4 
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Obr. 5 

Krok 3 
Vráťme sa späť k riešenie  pôvodnej úlohy. 
Ak má hľadaná kružnica k (S, r) s kružnicou k1 vonkajší (vnútorný) dotyk a s kružnicou k2 
vnútorný (vonkajší) dotyk platí :  
|SS1| = r ± r1 ,  |SS2| = r ± r2   ...  
||SS1| - |SS2||= | r1 ± r2 | 
Teda hľadaná množina sú dve konfokálne hyperboly. Stredy hľadaných kružníc patria 
prieniku hyperbol prislúchajúcim ku kružnici k1 , k2  a hyperbol prislúchajúcich ku kružnici k2 

, k3 (obr. 6).  

 
Obr. 6 
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Hore uvedený postup objavovania hyperboly je možné využiť aj pri zavádzaní pojmu 
parabola, či elipsa (pozri [4]).  Kužeľosečky môžeme následne použiť pri riešení 
konštrukčných úloh využívajúcich riešenie Apollóniovej úlohy. 
 
Ďalšie variácie zadania (podľa [9]): 
Dané sú dve dotýkajúce sa kružnice k1(S1, r), a k2(S2, r) s rovnakým polomerom a priamka, 
ktorá sa ich dotýka: 
1. Zostrojte postupnosť kružníc - prvá kružnica sa bude dotýkať danej priamky a daných 

dvoch kružníc zvonka - každá ďalšia kružnica kn sa bude dotýkať daných dvoch kružníc 
k1a k2 a kružnice kn-1 zvonka. 

 
Riešenie: 

 
Obr. 7 

2. Zostrojte postupnosť kružníc - každá kružnica sa bude dotýkať danej priamky a daných 
dvoch kružníc zvonka. 

 
Riešenie: 

 
Obr. 8 
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Záver 
Apollóniove úlohy boli od čias antiky inšpirujúcim elementom podnecujúcim rozvoj 
geometrického myslenia. Tento ich motivačný potenciál je možné využívať aj v dnešnej dobe 
pri vyučovaní geometrie. Tak ako významný matematici objavovali  nové poznatky 
prostredníctvom riešenia Apollóniových úloh, tak si môžu žiaci v zjednodušenej forme 
konštruovať svoje vedomosti.   V našom prípade sme sa zamerali na konštrukciu vedomostí 
o hyperbole. Východiskovým pojmom v našom prípade je kružnica a vzájomná poloha dvoch 
geometrických útvarov. Vzhľadom na to, že staviame na základných vedomostiach o kružnici, 
je možné tento postup použiť tak na základnej ako aj strednej škole.  
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Abstrakt: V posledních letech se při výuce prostorové geometrie (stereometrie, analytické 

geometrie v prostoru, konstruktivní geometrie, apod.) stále setkávám se situacemi, že si 

studenti nejsou schopni představit probírané prostorové situace a vzájemné prostorové vztahy. 

Jednou z možností, jak jim pomoci, může být trénování jejich prostorové představivosti za 

pomoci netradičních stereometrických úloh. Příspěvek je věnován ukázce řešení netradičních 

stereometrických úloh za podpory geometrického výukového programu Cabri 3D. 

 

Klíčová slova: prostorová geometrie, prostorová představivost, spontánní stereometrie, 

geometrické těleso, sítě těles, pohyb tělesa, kombinatorická geometrie těles, Cabri 3D. 

 

Nontraditional stereometric problems in Cabri 3D 

 

Abstract: Teaching spatial geometry (stereometry, analytic geometry in space, constructive 

geometry, etc.) I still face situations, that the students are not able to imagine discussed spatial 

situations and mutual spatial relations, in recent years. One of the ways to help them can be 

training of their space imagination with the assistance of nontraditional stereometric 

problems. This article is dedicated to the sample of solution of some nontraditional 

stereometric problems with the assistance of the geometric software Cabri 3D. 

 

Keywords: spatial geometry, spatial imagination, spontaneous stereometry, geometric solid, 

networks of the solids, movement of the solid, combinatorial geometry of solids, Cabri 3D. 

 
1. Úvod 

Výuka prostorové geometrie způsobuje studentům různých fakult (osobní zkušenosti mám 

s výukou studentů Fakulty přírodovědně-humanitní a pedagogické a Fakulty strojní) 

Technické univerzity v Liberci čím dál větší potíže. Studenti si ve svých představách velmi 

obtížně vytvářejí prostorové situace úloh, které mají řešit. Důsledkem toho pokulhávají při 

řešení ať už prostorových konstrukčních úloh (např. v Mongeově projekci, axonometrii, …), 

tak i při řešení početních prostorových úloh (analytická geometrie v E3, základy teorie křivek 

a ploch v E3, …). Tj. nejsou schopni navrhnout řešení prostorových úloh, natož potom 

prostorové úlohy řešit v různých typech promítání. Z uvedených skutečností plyne, že je třeba 
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studentům s jejich problémy pomoci. Možných způsobů může být několik. Jednou z možností 

je prostorové situace studentům modelovat pomocí vhodných geometrických programů, další 

z možností je pomoci jim trénovat jejich prostorovou představivost. Za tímto účelem mohou 

velmi vhodně sloužit netradiční stereometrické úlohy – úlohy tzv. spontánní stereometrie. 

 Spontánní stereometrii se věnuje prof. Hejný ve své knize [1]. Můžeme v ní najít jak 

vzorové příklady, tak i náměty dalších příkladů. Inspirace příkladů spontánní stereometrie lze 

nalézt také mimo jiné v zadáních matematických olympiád, v knihách matematických 

hlavolamů, apod. 

 Příklady spontánní stereometrie lze studentům zadávat např. formou matematických 

rozcviček na začátcích hodin. Studenti mohou řešit zmiňované příklady nejprve samostatně 

pouze ve svých představách, po chvíli je možné s nimi řešení hromadně zkontrolovat. Učitel 

může mít řešení předem připravené, tj. prostorové situace znázorňující řešení příslušných úloh 

spontánní stereometrie může mít vymodelované např. v některém vhodném geometrickém 

programu. K modelování prostorových situací a vztahů spontánní stereometrie mi připadá 

velmi vhodný geometrický program Cabri 3D, neboť nabízí pohledy na prostorové situace 

z různých úhlů pohledu.  

  

2. Spontánní stereometrie  

V této kapitole dodržuji částečné členění spontánní stereometrie dle knihy [1] prof. Hejného. 

 Pro vybrané části spontánní stereometrie uvádím několik netradičních stereometrických 

úloh – tj. několik úloh spontánní stereometrie (zadání i řešení). Grafická znázornění zadání, 

resp. řešení jednotlivých příkladů jsou vymodelována v programu Cabri 3D a do článku jsou 

vložena staticky. Během vyučovacích hodin může učitel studentům spouštět dynamické 

applety zobrazených prostorových situací přímo z programu Cabri 3D, anebo je může 

spouštět z internetových prohlížečů v podobě exportovaných html souborů z programu Cabri 

3D. Studentům tak může učitel přiblížit prostorovou scénu zobrazující zadání, ev. řešení 

úlohy dle potřeby. 

 

2.1 Geometrické těleso  

Část spontánní stereometrie nazvaná Geometrické těleso je věnovaná modelování těles podle 

obrázku či předlohy; zobrazování těles ve volném rovnoběžném promítání (VRP), pomocí 

kótového zápisu, půdorysem nárysem a bokorysem; skládání a rozkládání těles; …  

 

Úloha 2.1.1:  
Pomocí kostek vymodelujte a posléze ve VRP zobrazte krychlové těleso zapsané pomocí 

následujícího kótového zápisu:   

a)                                                                               b) 

 

 

 

 

 

 

 
Obr. 1: a) Kótový zápis krychlového tělesa (zadání); b) zobrazení krychlového tělesa ve VRP (řešení) 
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Úloha 2.1.2: 
Existuje těleso, jehož hranicí je sjednocení konečného počtu shodných čtverců? Uveďte 

alespoň dva příklady. 

 

Řešení: Všeobecně známým příkladem tělesa požadovaných vlastností je krychle (viz obr. 

2a). Na první pohled se zdá, že další taková tělesa neexistují. Tato domněnka není správná. 

Nekonvexních těles, jejichž hranice se skládají ze shodných čtverců, lze sestavit libovolně 

mnoho. Jednou možností je např. prostorový kříž (viz obr. 2b), dalšími možnostmi jsou např. 

tělesa, která jsou k sobě připojena pomocí hran, jeden příklad takového tělesa je na obr. 2c. 

a) b)  c) 

  

 

 

 

 

 

 

 
Obr. 2: Příklady krychlových těles požadovaných vlastností 

 

Úloha 2.1.3: 
Ve VRP zobrazte těleso, jehož šesti stěnami jsou čtverce ležící ve stěnách krychle a 

zbývajícími osmi stěnami jsou rovnostranné trojúhelníky.  

 

Řešení: Nejprve zobrazíme krychli ve VRP. Uvědomíme-li si, že stěnami nově vzniklého 

tělesa mají být čtverce, ležící ve stěnách původní krychle, a rovnostranné trojúhelníky, je 

zřejmé, že čtvercové stěny nově vznikajícího tělesa nemohou splývat se stěnami původní 

krychle. Musí být tedy nějakým způsobem natočeny. Připomeneme-li si, že zbývajícími 

stěnami mají být rovnostranné trojúhelníky, dojdeme k závěru, že vrcholy čtvercových stěn 

nově vznikajícího tělesa budou středy hran původní krychle. Hledané těleso je znázorněno  

na obr. 3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Obr. 3: Těleso s požadovanými stěnami 

 

Úloha 2.1.4:  (Z ptačí perspektivy) 
Který ze tří obrázků odpovídá pohledu na sestavu objektů shora? 
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Obr. 4: Sestava objektů; A, B, C – tři pohledy na sestavu shora (tři půdorysy sestavy) 

 

Řešení: Správným pohledem na danou sestavu shora je pohled C, což lze velmi snadno ověřit 

pohybem jednotlivých scén v programu Cabri 3D.  

 

Úloha 2.1.5:   
Je dána skleněná krychle a na ní je přilepena červená stuha. Je dán půdorys (pohled shora), 

nárys (pohled zepředu) a bokorys (pohled z boku) dané krychle. Přilepenou stuhu zakreslete 

na krychli zobrazenou ve VRP. 

 půdorys nárys bokorys 
   
 
 
 
 
 

Obr. 5: Půdorys, nárys a bokorys skleněné krychle s přilepenou červenou stuhou 
 

Řešení: Řešení úlohy je jednoznačné a je zobrazeno na obr. 6.  
 
 
 
 
 
 
 

Obr. 6: Skleněná krychle ve VRP s přilepenou červenou stuhou 
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Úloha 2.1.6:   
Krychle je složená z 27 menších shodných krychlí. Rozebíráme ji tak, že nejprve odstraníme 

všechny krychle, které se nedotýkají dalších krychlí tělesa dvěma protilehlými stěnami. Nově 

vzniklé těleso rozebíráme podle stejného pravidla. Po kolika krocích bude původní krychle 

rozebraná? 

 

Řešení: Na obr. 7b se svými dvěma protilehlými stěnami nedotýkají dalších krychlí tělesa 

pouze všechny „rohové krychle“. Proto se v prvním kroku odstraní všech 8 „rohových 

krychlí“. Vznikne tak krychlové těleso zobrazené na obr. 7c. Z tohoto krychlového tělesa lze 

podle uvedeného pravidla odebrat 12 tmavě modrých krychlí. Odeberou-li se zobrazené 

tmavě modré krychle (viz obr. 7d), obdržíme tzv. prostorový kříž, viz obr. 7e. Z prostorového 

kříže se může ve třetím kroku rozebírání odebrat 6 tmavě modrých krychlí (viz obr. 7f).  

Po jejich odebrání zbude z původní krychle pouze jedna menší krychle, obr. 7g, která se 

odebere v posledním čtvrtém kroku. Velkou krychli lze tedy úplně rozebrat žádaným 

způsobem ve čtyřech krocích. 

a) b) c) d) e) f) g) 

 

 

 
Obr. 7: Postupný proces rozebírání krychle dle daného pravidla 

 

Úloha 2.1.7:   
Rozhodněte, zda je možné odebrat z krychle složené z 27 menších shodných krychlí 1 krychli, 

2 krychle, … 14 krychlí tak, aby vzniklá krychlová tělesa měla stejný povrch jako má 

původní krychle. Pro každou ze14 možností nakreslete nově vzniklé krychlové těleso ve VRP.  

 

Řešení: Původní krychle má povrch složený ze 6 x 9 = 54 stěn menších krychlí. A také 

všechna krychlová tělesa na obr. 8 mají svůj povrch tvořený z 54 stěn menších krychlí. 

Odebereme-li z velké krychle jednu menší krychli, která tvoří povrch velké krychle třemi 

svými stěnami, povrch nově vzniklého krychlového tělesa je dorovnán stejným počtem stěn, 

které se po odebrání menší krychle odkryly. A proto vždy, když odebereme menší krychli, 

která se před svým odejmutím dotýkala krychlového tělesa právě třemi svými stěnami, zůstal 

povrch nově vzniklého krychlového tělesa stejný, jako byl povrch předcházejícího 

krychlového tělesa, tedy jako byl povrch původní krychle. Jednotlivá krychlová tělesa ve 

VRP jsou pomocí programu Cabri 3D zobrazena na obr. 8. 
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Obr. 8: Jednotlivá krychlová tělesa rozebraná dle daného pravidla  
 

2.2 Sítě těles 

Část spontánní stereometrie nazvaná Sítě těles se zabývá tvorbou sítí těles; konstrukcemi těles 

ze sítí; manipulacemi se sítěmi těles; … 

 

Úloha 2.2.1: (vytvoření sítě krychle) 

Ze které sítě je možné složit krychli v podobě hrací kostky (tj. stěny krychle jsou označeny 

čísly 1 až 6: 1 – zadní stěna, 2 – horní podstava, 3 – levá boční stěna, 4 – pravá 

boční stěna, 5 – spodní podstava, 6 – přední stěna)? 

 

 

Obr. 9: Hrací kostka, A, B, C – sítě hracích kostek  
 

Řešení: Pomocí dynamických nástrojů programu Cabri 3D lze každou z rozložených sítí 

kostky složit zase v celou kostku. Porovnáním jednotlivých složených kostek s danou modrou 

kostkou je zřejmé, že správným řešením je síť c), tj. modrou kostku je možné složit ze sítě c). 

 

 

 

 

Obr. 10: Složení hrací kostky ze sítě 
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Úloha 2.2.2: (konstrukce tělesa ze sítě) 

Která krychle odpovídá zobrazené síti? 

 a)  b)  c)  

 

 

 

 

 

 

Obr. 11: Síť krychle; tři různé krychle 
 

Řešení: Pomocí dynamických nástrojů programu Cabri 3D lze danou síť složit v krychli. 

Porovnáním složené krychle s danými krychlemi je zřejmé, že správnou krychlí je krychle 

pod písmenem a). Složením dané krychle nemůžeme nikdy získat krychli, jejímiž sousedními 

stěnami by byly stěny s kružnicemi, a ani krychli, která by měla tři sousední stěny bez 

kružnice na ani jedné z nich. 

 

Úloha 2.2.3: (zakreslení prvků do sítě) 

Na obrázku jsou znázorněny dvě krychle s různým barevným značením vybraných objektů. 

Dále jsou znázorněny sítě krychlí, v nichž je vždy označena pouze dolní podstava 

jednotlivých krychlí. Do sítí doplňte barevně označené objekty krychlí.  
 

a)   b) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Obr. 12: Krychle včetně jejich barevně vyznačených objektů a prázdné sítě krychlí 
 

Řešení: Pomocí nástroje „Síť mnohostěnu“ programu Cabri 3D lze danou krychli rozložit na 

síť. Krychle se rozvinou do svých sítí včetně svých barevně vyznačených objektů – viz  

obr. 13. 
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a)   b) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Obr. 13: Krychle včetně jejich barevně vyznačených objektů; sítě krychlí s barevně vyznačenými objekty 
 

2.3 Pohyb tělesa  

Část spontánní stereometrie nazvaná Pohyb tělesa se věnuje otáčení tělesa; odvalování tělesa, 

zápisu pohybu odvalování tělesa; stopě vytvořené odvalováním tělesa nebo odvalováním části 

tělesa; protahování tělesa různě tvarovanými otvory … 

 

Úloha 2.3.1:  

Hrací kostka má stěny označené od 1 do 6, přičemž součet bodů protějších stěn je vždy 7. 

Najděte nejkratší způsob odvalení krychle tak, aby se dostala správnou stěnou na žluté, modré 

a červené políčko. 

 

Obr. 14: Hrací kostka a plán odvalování 

 

Řešení: Možností nejkratšího způsobu odvalení dané hrací kostky na vyznačená políčka 

plánu odvalování je více. Jsou názorně zobrazeny na obr. 15. 
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Obr. 15: Znázornění nejkratších cest odvalení hrací kostky na daná políčka 

 

Úloha 2.3.2: (stopa vytvořená odvalováním části tělesa) 

Po rovné podložce se má přemístit krychlová bedna postupným odvalováním  

z polohy A do polohy B. Graficky znázorněte, jak se při odvalování bude pohybovat hrana h. 

 

 

 

 

 

 

 

Obr. 16: Počáteční (A) a koncová (B) poloha krychlové bedny 

 

Řešení: Řešení příkladu je spojené s otáčením tělesa kolem přímky v prostoru. Odvalení 

bedny z polohy A do polohy B tedy znamená postupné odvalení (otočení) krychle o 90° 

kolem os o1, o2, o3 – viz obr. 17a. Na obr. 17b je krychle zobrazena v základních polohách 

před jednotlivými odvaleními kolem os; stopa hrany h dané krychle je znázorněna tmavší 

modrou barvou; stopy krajních bodů úsečky jsou vykresleny červenými křivkami. 

a)   b) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Obr. 17: Výsledná stopa vzniklá odvalováním hrany h krychle z polohy A do polohy B 
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2.4 Kombinatorická geometrie těles  

Část spontánní stereometrie nazvaná Kombinatorická geometrie těles se věnuje vybarvování 

hran tělesa; vybarvování stěn tělesa; kombinatorickým hrám; … 

 

Úloha 2.4.1: (vybarvování stěn tělesa) 

Na obrázku je zobrazené krychlové těleso složené z osmi shodných jednotkových krychlí. 

Kolik čtverců se stranou 1 jednotka tvoří povrch tohoto tělesa? Jaký je nejmenší počet barev, 

kterými je možné vybarvit tyto čtverce tak, aby žádné dva, které mají společnou stranu, 

nebyly vybarvené stejnou barvou? Způsob vybarvení popište nebo zakreslete. 

 

Obr. 18: Dané krychlové těleso, které obarvíme dle zadaných pravidel 

Řešení: Povrch tělesa tvoří celkem 32 jednotkových čtverců. Těchto 32 jednotkových čtverců 

může být vybarveno nejméně třemi barvami tak, aby žádné dva čtverce, které mají společnou 

stranu, nebyly vybarvené stejnou barvou. Že čtverce tvořící povrch tohoto tělesa nelze 

vybarvit dvěma barvami, je možné vidět na „rohových krychlích“, u nichž by musely být dvě 

stejné barvy vedle sebe. Správné řešení je zobrazeno na obr. 19. Protilehlé stěny jednotlivých 

krychlí jsou vybarvené stejnou barvou. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Obr. 19: Obarvené krychlové těleso dle zadaných pravidel 

 

Úloha 2.4.2: (kombinatorická hra – šestibarevná krychle majora Mac Mahona) 

Hra majora Mac Mahona se skládá z 30 stejně velkých krychlí, jejichž stěny jsou natřeny šesti 

barvami. Každá krychle má jednu stěnu oranžovou, druhou červenou, třetí růžovou, čtvrtou 

žlutou, pátou modrou a šestou zelenou. Přitom se každé dvě krychle z této hry od sebe liší 

zbarvením stěn. Z 30 krychlí zvolíme libovolně jednu, která se nazývá předloha – viz obr. 20. 

Ze zbývajících 29 krychlí vyberte 8 krychlí a z nich složte větší krychli obarvenou tak, jak je 

zbarvena předloha. Při skládání se však krychle mohou navzájem dotýkat vždy jen stejně 
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zbarvenými stěnami. Tzn. má-li např. jedna ze základních krychlí horní stěnu žlutou a 

klademe-li na ni další krychli, smí být spodní stěna této krychle opět pouze žlutá. 

 

 

Obr. 20: Libovolně zvolená šestibarevná krychle - předloha 

 

Řešení: Správné řešení šestibarevné krychle majora Mac Mahona je znázorněno na obr. 21. 

 

Obr. 21: Šestibarevná krychle majora Mac Mahona složená dle předlohy (obr. 20) 

 

 

3. Závěr 

Lze shrnout, že k trénování prostorové představivosti studentů jakéhokoliv stupně i zaměření mohou 

velmi vhodně sloužit příklady spontánní stereometrie. V článku byly uvedeny jen vybrané příklady. 

Čtenář jistě najde spoustu podobných vhodných příkladů z oblasti spontánní stereometrie k trénování 

prostorové představivosti.  

 Pro případ, že si studenti nejsou jisti správností svého řešení, či že řešení zadaných úloh vůbec 

nenaleznou, lze s výhodou vymodelovat požadovanou prostorovou situaci např. v geometrickém 

programu Cabri 3D. Hlavním důvodem jeho použití by měla být spíše kontrolní funkce a ne to, že si 

studenti vymodelovanou situaci prohlédnou a na základě toho pak úlohy vyřeší. 
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Abstrakt: Představíme nový projekt výuky matematiky na střední škole – matematika 
s netbookem či iPadem. Ukážeme, že takový způsob výuky se sice může jevit jako pouhé 
usnadnění práce učitele, při bližším pohledu však rozeznáváme nové kvality, které kladou 
nové nároky na kompetence učitele.  
 
Klíčová slova: výuka matematiky s počítačem 
 
 
SECONDARY SCHOOL MATHEMATICS WITH iPAD 

 
Abstract: We introduce a new project of the teaching of mathematics at the secondary school 
with a netbook or iPad. We show that such a method of teaching appears to be facilitating the 
work of teachers, but up close we recognize a new quality, which place new demands on 
teacher competencies. 
 
Key words: teaching mathematics with computer 
 

Úvod 

V 60. letech minulého století se začal v edukační praxi zřetelně vymezovat koncept, který 
bývá v literatuře označován jako počítačem podporovaná výuka (Computer-Assisted 
Instruction – CAI). Steinberg [14] takovou výuku vymezuje jako individualizovanou výuku, 
která je interaktivní a jejím primárním znakem je, že žák je při ní veden či řízen počítačem. 
Počítač je tedy v roli tutora, probíhá obousměrná komunikace žák – počítač a počítač tak plní 
funkci výukového nástroje. Současně s tímto konceptem [17] vzniká koncept počítačem 
řízené učení (Computer-Managed Learning – CML). Vyznačuje se tím, že kromě znaků 
předchozího konceptu je jeho hlavním úkolem zpracovávat a uchovávat záznamy o výsledcích 
či postupech žáků v průběhu učení, které se následně dají využít pro diagnostiku žáků. 
Nejznámějším a asi nejrozšířenějším konceptem však je učení podporované počítačem 
(Computer-Assisted Learning – CAL), který zahrnuje různé způsoby jak využít počítač 
k učení. Klade však důraz na učení žáka [16], [13], na rozvoj jeho kompetencí a zohledňuje 
podpory učení.  
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Učení podporované počítačem je v současnosti předmětem výzkumů i odborných diskuzí 
zejména v souvislosti s nastupujícím konceptem e-learningu, tedy se vzdělávacím procesem, 
v němž jsou používány nové technologie a jsou využívána data v elektronické podobě. 
S tímto způsobem výuky pak souvisí další koncept učení podporované webovými 
stránkami (Web-Based Learning – WBL). Jedná se o využití internetových stránek pro 
zpracování úkolů, získávání informací, řešení projektů. V matematickém vyučování je 
příkladem takové výuky třeba využití webového rozhraní WolframAlpha pro řešení 
matematických úloh či jejich modelování, či různé webové stránky, obsahující databáze úloh 
a nejrůznější matematické informace. Zounek a Šeďová [17] dále připomínají poslední 
zajímavý koncept učení založené na zdrojích (Recource-Based Learning – RBL), jehož 
cílem je podporovat učení zaměřené na žáka v masovém vzdělávání.  

 
Matematika s počítačem 

Kolektiv autorů ve spolupráci s nakladatelstvím FRAUS1 připravil učebnice matematiky pro 
střední školy (dále jen MSSF), které nejsou klasickými tištěnými učebnicemi, neboť existují 
pouze v elektronické podobě. Jsou určeny pro výuku na notebooku či tabletu. Představují tak 
nový fenomén v českém prostředí. Ve světě již několik takových projektů existuje a jsou již 
k dispozici i výsledky výzkumů popisujících výuku s elektronickou učebnicí tohoto typu, jak 
uvedeme dále.  

Metody, které v matematickém vyučování učitel zvolí, do jisté míry závisejí na jeho 
výukovém stylu. Jedna z těchto metod může být výuka podporovaná počítačem, a to 
v některém z kontextů CAI, CML, CAL či RBL. Důležitým pedagogickým aspektem každého 
edukačního procesu a tedy i výuky matematiky je dále zlepšování kvality výukového 
prostředí a respektování klimatu třídy. Toto zlepšování je nezbytným předpokladem 
úspěšného procesu vytváření pojmů a celého výukového procesu [1]. 

Vymezíme pojem výukové prostředí ve smyslu tzv. hypermediálních výukových 
prostředí (hypermedia learning environments), či konstruktivistického výukového prostředí 
(constuctivistic learning environments). Takovým digitálním výukovým prostředím (dále jen 
DVP) v matematickém vyučování budeme rozumět prostředí, které můžeme použít ve výuce 
tak, abychom maximalizovali úspěch pojmotvorného procesu v myslích žáků [3]. Tedy, 
zjednodušeně řečeno, máme na mysli hypermediální výukové materiály, které z jednoho úhlu 
pohledu představují přípravu učitele (scénář) na výuku, z druhého úhlu jsou učebními texty, 
materiály pro výuku. Pojem základní učivo (basic curriculum) je v literatuře vymezen, často 
však nebývá ujasněno, které poznatky jednotlivých vědních disciplín lze považovat za 
základní (basic skills). To je základním problémem při tvorbě vlastních výukových materiálů 
nebo výukových prostředí. Z těchto důvodů je důležité provést obsahovou analýzu učebnic, a 
to včetně analýz zaměřených na korespondenci obsahů prezentovaných v učebnicích a obsahů 
vymezených vzdělávacími programy [9]. S tím také souvisí potřeba definovat nové 
reprezentace a způsoby matematického modelování ve výukovém prostředí s podporou 
počítače vzhledem k matematickému myšlení žáků. Chceme zde představit DVP, které 
vzniklo ve spolupráci matematiků, učitelů matematiky a didaktiků a ve kterém je podle 
našeho názoru odborně vyřešen soulad obsahu základního učiva a jeho reprezentací, modelů 
v uvedeném kontextu CAI, CML, CAL či RBL. 

1 www.fraus.cz  
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V souvislosti s pojmem výukové prostředí v matematickém vyučování Papert [12] definuje 
nový pojem – výukové prostředí s podporou počítače jako jakýsi mikrosvět, místo, kde 
mohou růst a navyšovat se určité druhy matematického myšlení, zatímco [7] zdůrazňuje, že 
pojem mikrosvět je budován na základech znalostí žáků, tedy že na nich naopak staví. 
Mikrosvět sám o sobě nepředstavuje dobré výukové prostředí, poskytuje však prostor pro 
žáky, kde mohou ověřovat a realizovat své nápady, zjišťovat a ověřovat pravdivosti 
matematických tvrzení i vlastních hypotéz [10]. Příklad dobrého mikrosvěta je takový, který 
poskytuje žákům příležitost k pozorování, pochopení změn existujících pojmů a 
k postupnému budování nových vlastních pojmů a postojů k nim. S případným využitím 
programování jim umožní prozkoumat, objevit a aktivně, samostatně vystavět matematické 
myšlenky [7], [8]. Na příkladu uvedeném na obr. 1 vidíme ukázku mikrosvěta, ve kterém jsou 
uvedené aspekty obsaženy a zohledňovány: učebnice MSSF (separované modely  
univerzální model). V těchto učebnicích jsou dále často využívány matematické programy. 

  

 

 

 

 

 

Obr. 1 Budování nových pojmů v tématu podmíněná pravděpodobnost v MSSF 

Existuje velké množství programů, které mohou pomoci při vytváření dobrého výukového 
prostředí pro výuku matematiky. Jsou to programy CAS (Computer Algebra Systems – 
například Maple, Mathematica, Derive, WolphamAlpha), které provádějí symbolické a 
numerické výpočty (řeší algebraické výrazy, rovnice, vykreslují grafy funkcí apod,), a 
programy dynamické geometrie – DGS (Dynamic Geometry Systems – například Cabri, 
GeoGebra), které slouží jako geometrický náčrtník k vykreslování geometrických útvarů, 
konstrukcí, umožňují manipulaci s nimi a provádí i některé výpočty. Dalším typem programů, 
které pomáhají utvářet dobré výukové prostředí, jsou tzv. Spreadsheet (tabulkové procesory – 
například Excel). Tyto programy mohou pomocí tabulek, tedy hromadného zpracování 
zadaných dat, vést k utváření pojmů v matematice, vizualizovat data do grafů apod. Konečně 
bychom měli zmínit uzavřená výuková prostředí, různé trenažery, programy simulující určitý 
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jev, programy umožňující dokazování vět (CoCoa), interaktivní učebnice, konstruktivní 
výukové programy aj. [3]. 

Matematika s iPadem 

Vraťme se k otázce vytváření DVP, učebnice MSSF, pro výuku matematiky. V neposlední 
řadě je nutné si uvědomit, že při navrhování výukového prostředí v matematickém vyučování 
je nutné vzít v úvahu důležitou vlastnost, kterou by takové prostředí mělo mít, a tou je 
dynamičnost. Prostředí, která takovou vlastnost mají, můžeme nazvat dynamická prostředí, 
dynamické pracovní listy, učební texty apod. Výukové prostředí v tomto smyslu může mít 
podobu internetového prohlížeče s texty, obrázky, odkazy a dalšími interaktivními prvky, 
nebo může být připraveno pro výuku s interaktivní tabulí. Důležité je, do jaké míry takové 
prostředí rozvíjí klíčové kompetence žáků a do jaké míry maximalizuje úspěšný vznik 
poznatku v poznatkové struktuře žáků [15]. Tvorba výukových prostředí je podstatně 
ovlivňována novými poznatky kognitivní psychologie. Hlavním požadavkem na ně kladeným 
je, aby prostředí byla pro žáky či studenty motivující a přivedla je tak k zájmu o daný 
předmět; takovým požadavkem je vytvářet je s respektem k novému směru: konstruktivizmu. 
Jak tomu je v případě učebnice plně elektronické, o které zde informujeme? 

Základní rys lidské povahy je dán požadavkem opírat svůj život o pevný základ ([17], 
s. 25). Vlastností moderních technologií je jejich překotný vývoj a s tím pro každého uživatele 
přicházejí obavy. Pocit cizoty vzrůstá s dělbou činností a neprůhledností sociálních jevů [11]. 
Někteří odborníci dokonce zastávají názor, že nevhodné využívání technologií může za 
určitých okolností pozitivní přínos docela eliminovat. Zvyšování podílu informačních a 
komunikačních technologií na úkor osobního styku s jinými lidmi může negativně působit na 
psychiku. Zvlášť důležité je zkoumat tyto vlivy v oblasti výchovy a vzdělávání, kde mohou 
být škody napáchané nevhodným využitím technologií největší. Pro učitele matematiky 
mohou představovat i určitou hrozbu, nepříjemnost, mohou být příčinou obav. Očekává se od 
nich totiž, že dokonale zvládnou a smysluplně využijí ICT ve výuce. Toho však bez pomoci 
kolegů, kurzů dalšího vzdělávání učitelů či dalšího studia jsou schopni ve velkém množství 
příkladů (jak vyplývá z výzkumů) jen s obtížemi [6]. Nestačí jim totiž pouze teoretické 
znalosti, musí mít především určité schopnosti či talent. Očekává se od nich, že budou umět 
ohodnotit výukový program a vhodným způsobem jej zařadit do výuky; že budou dobře 
ovládat práci s internetem, aby mohli svým žákům poradit, jak hledat potřebné informace; že 
disponují schopností zvážit, které informace jsou vhodné pro výuku; předpokládá se u nich 
automaticky schopnost připravovat vhodné úkoly (projekty), jejichž řešením se žáci učí. A má 
učitel dostatek času, aby si připravoval všechny materiály do výuky sám? 

Mezi nevýhody výuky podporované počítači patří podle [6] například to, že se u žáků 
mohou projevit zdravotní potíže způsobené dlouhým sezením a nedostatkem pohybu, ale také 
problémy se zrakem, zápěstími a podobně. Dalším záporem jsou právě nedostatky 
v komunikaci žáků a jejich vzájemné odcizení, nedostatečný kontakt s vrstevníky a tím i 
snížená schopnost empatie. Hrozbou může být také vypěstování si závislosti na počítači, 
jejímž důsledkem bývá mimo jiné i zhoršení celkového prospěchu žáka. Dostál pak řadí mezi 
největší výhody rozvoj kreativity žáků, zábavnější způsob učení, vnímání více smysly a tím i 
lepší zapamatování látky, okamžitou zpětnou vazbu, přizpůsobivost rytmu a schopnostem 
žáků a především větší názornost. Jak ukážeme dále, výuka matematiky s elektronickou 
učebnicí má na žáky stejné účinky.  
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Využití počítače ve výuce otevírá množství nových možností, je však nutné si 
uvědomit, že jakákoliv výuka realizovaná prostřednictvím počítače je pouhým prostředkem, 
nikoliv cílem výuky, dosažení cílů tedy pouze napomáhá [4]. Jednou z cest, které by vedly ke 
zlepšení situace ve využívání počítačů ve výuce, je podle našeho názoru motivace veřejného 
mínění, probuzení zájmu rodičů a všech těch občanů, kteří si uvědomují, že na vzdělanosti 
našich dětí závisí naše budoucnost. Státní podpora vzdělávání je bez dlouhodobé koncepce a 
dalo by se říci, že minimální. Na rozdíl například od sousední Spolkové republiky Německo, 
která v rámci projektu SINUS věnovala nemalé prostředky a velkou pozornost zavedené 
technologií do škol včetně tolik potřebné podpory učitelů. A podobné snahy evidujeme i 
v dalších zemích Evropy či světa. Fakt, že moderní technologie nabízejí novou možnost 
zlepšení kvality výuky (jak ukazují výzkumy), pokud se spolu s novými nástroji ve výuce 
uplatní i propracovaný elektronický učební plán a pokud se tyto nástroje budou správně 
využívat ve výuce i mimo ni, si uvědomila vláda USA. V rámci permanentního úsilí zlepšit 
výkony studentů spojením osvědčených výukových postupů se špičkovými technologiemi 
uzavřela společnost Houghton Mifflin Harcourt ve školním roce 2010–2011 partnerství se 
školským obvodem Riverside Unified School District v Kalifornii, aby uskutečnily pilotní 
projekt HMH Fuse: Algebra I, nového vzdělávacího programu navrženého pro iPad. Pro 
pilotní projekt nového programu byla vybrána škola v Kalifornii.   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Obr. 1 Práce s učebnicí na iPadu – střední škola, téma Elipsa 

Jedná se o školu, která má zkušenosti s uplatňováním rozvíjejících se technologií a vyučující 
na této škole vytvořili strategický plán využití nového programu, v rámci kterého ke studiu 
celoročně využívali náhodně vybraní studenti nové digitální výukové prostředí a byli 
srovnáváni s těmi, kteří po celý školní rok používali učebnici. Výsledky implementace byly 
přesvědčivé: studenti používající výukové prostředí byli v porovnání se studenty, kteří 
používali klasické tištěné učebnice, motivovanější, vykazovali větší pozornost v hodinách a 
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projevovali větší zájem o obsah předmětu Algebra. Tato změna v přístupu studentů se rovněž 
projevila ve výrazně lepších výsledcích jejich testů na konci školního roku. Výsledky této 
případové studie ve škole ukázala, že výukové technologie mohou mít podstatný vliv na 
studijní výsledky studentů, pokud jsou implementovány strategicky a spojují kvalitní obsah 
učiva s propracovanou technologickou platformou2.  

Na obrázku 2 vidíme, jak je možné použít elektronické učebnice MSSF ve smyslu 
jednoho ze způsobů užití moderních technologií, a to ve smyslu nosiče pro výklad nové látky, 
ICT jako nosič obsahu, (srov. [17]). Moderní technologie v tomto případě do jisté míry 
nahrazují učebnici (obr. 2). Studenti si procházejí novou látku pod vedením učitele, 
vypracovávají zadané úkoly (na obrázku 2 znamenají modře zvýrazněné obdélníčky možnost 
volby souvisejících úloh s probíraným tématem Elipsa), volbou jiných kontextových nabídek 
si mohou vyvolat obrázek elipsoidu – pavilonu Indonéské džungle v ZOO v Praze (na 
obrázku 2 uprostřed) a vrátit se zpět k probíranému tématu (na pozadí obrázku 2). Uvedený 
příklad práce s počítačem v matematickém vyučování ukazuje možný příklad interaktivní 
učebnice pro střední školy nakladatelství FRAUS, jako odborně i didakticky garantovaného 
nosiče obsahu. Každý ze studentů s takovou učebnicí, ať již na PC, notebooku či na tabletu, 
může pracovat vlastním tempem, prohlédnout si tolik podpůrných materiálů (separované 
modely), kolik sám potřebuje a spočítat pro něj dostačující množství příkladů upevňující 
vytvářený pojem. Učitel zastává při takové výuce funkci tutora. Na něm závisí, jak hodinu 
vede, aby byl pojmotvorný proces v myslích studentů celé třídy co nejúspěšnější. Takový 
způsob výuky se zdálky jeví jako usnadnění práce učitele, při pohledu zblízka však 
rozeznáváme nové kvality, které kladou nové nároky na kompetence učitele. 

 
Závěr 

Ukazuje se, že studenti jsou na nové technologie zvyklí a pracují proto s takovou učebnicí 
rádi. Učitelům sice zpočátku chvíli trvá, než se dobře seznámí se všemi funkcemi takového 
digitálního prostředí, po čase však toto zvýšené úsilí přináší ovoce. Učitelé nalézají efektivní 
strategie, využívají funkcí tvorby grafů v matematických programech, které jsou 
implementovány, rýsují v geometrických náčrtnících, které se samy v kontextové nabídce 
otevírají, pracují s programy typu Spreadsheet [3]. Nemusí pro výuku hledat různé zdroje, ani 
ověřovat věrohodnost získaných informací. Studenti jsou při výuce s digitálním výukovým 
prostředím více motivováni. Dokonce si, jak ukazují naše zkušenosti z hodin odučených 
s uvedenou učebnicí, otevírali učebnici matematiky i doma. To není jejich zvykem v případě 
tištěných učebnic, jak prokazují výzkumy TIMSS. Vyučování s podporou digitální učebnice 
dokonce studenty vede k zájmu o problémové úlohy [2].  
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ONLINE PROCVIČOVÁNÍ DRILL & SKILL 
A POČÍTAČEM PODPOROVANÉ EXPERIMENTY VE 

VÝUCE MATEMATIKY SE SYSTÉMEM VERNIER 
 

Mgr. Pavel Böhm 
Katedra didaktiky fyziky MFF UK v Praze 
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Abstrakt: Článek popisuje online službu pro procvičování DRILL & SKILL 
(www.drillandskill.com). Nejedná se o e-learning, ale o nástroj pro procvičování činností, 
jako je sčítání zlomků, násobilka a podobně. V druhé části článku jsou náměty na jednoduché 
a rychlé experimenty se systémem Vernier, které mohou pomoci při výuce matematiky. 

 
Klíčová slova: procvičování, online, matematika, počítačem podporované experimenty, 
grafy, funkce. 
 
Online application DRILL & SKILL and Computer-Assisted Experiments 

with Vernier in Math 
 

Abstract: This article introduces the web application DRILL & SKILL 
(www.drillandskill.com). This application does not serve as an e-learning. It is rather a tool 
for practice (fractions, multiplication etc.). Second part of the article offers several quick and 
easy-to-perform experiments that can help to teach Math. 
 
Key words: practice, online, math, computer-assisted experiments, graphs, functions. 
 

Část A – Online procvičování DRILL & SKILL 
Jedná se o internetovou službu provozovanou na adrese www.drillandskill.com. Služba 

umožňuje procvičování a upevňování některých dovedností či znalostí. Výhodou 
internetového přístupu je to, že uživatelé mají k dispozici vždy aktuální verzi a automaticky 
také všechny nové trenažéry, jejichž množství rychle roste. 

Proč na projektu pracujeme 
Trenažéry jsou vhodné zejména tam, kde je důležité 100% zvládnutí dovednosti, protože 

jinak by nastaly problémy s pokročilejšími navazujícími činnostmi. 
Je důležité, aby učitelé „drilovací“ složku učení nepodceňovali. Bohužel ale vymýšlení, 

zadávání a kontrolování těchto jednoduchých úloh (třeba násobilky) je pracné a časově 
náročné. Přitom nejde o intelektuálně náročné činnosti. 
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Čas a síly, které učitel ušetří tím, že nemusí vymýšlet, zadávat a kontrolovat drilovací 
úlohy (aniž by je ale vynechal!), může přesunout ke kreativnějším činnostem se žáky, při 
kterých už je role učitele nezastupitelná. 

Rozhodně varujeme před tím, aby někdo „drilování“ považoval za jediný úkol školy. 
Sami nadšeně propagujeme badatelsky orientované vyučování se systémem Vernier. Přesto 
(či právě proto) víme, že dril zkrátka má ve škole své důležité místo. 

Co potřebuje žák 
• dokonale zvládnout znalosti a dovednosti, které jsou důležité samy o sobě či nezbytné 

k provádění pokročilejších činností 
• nebýt při učení zbytečně stresován počátečními neúspěchy 
• mít zpětnou vazbu a současně vnější motivaci v podobě důsledné kontroly plnění 

zadaných úkolů 
• přizpůsobit rozsah opakování svým individuálním potřebám – neztrácet čas 

zbytečným procvičováním již zvládnutého učiva, a naopak mít dostatek času v 
oblastech, kde zaostává 

Co potřebuje učitel 
• neplýtvat časem a silami na tvorbu a kontrolu triviálních úloh 
• mít přehled o tom, jak si který žák stojí 
• mít k dispozici množství již připravených trenažérů, ale též mít možnost si nový 

trenažér vytvořit či upravit podle potřeb svých žáků 

Co umí Online procvičování DRILL & SKILL z pohledu žáka 
• zadané úkoly řeší tolikrát, kolikrát potřebuje 
• učitel vidí jeho nejlepší výsledky 

Co umí Online procvičování DRILL & SKILL z pohledu žáka 
• zadání úkolu je snadné a trvá pouze okamžik 
• výsledky jednotlivých žáků vidí v přehledné tabulce 
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Jak vidí učitel výsledky žáků 
Učitel například žákům řekne, že chce, aby měli do neděle všichni pět jedniček z 

násobilky. Každý úkol obsahuje například 20 úloh na násobení, kromě hlídání správnosti 
řešení lze nastavit i časový limit, aby byli žáci nuceni řešit nejen přesně, ale i svižně. 

V pondělí ráno si pak může prohlédnout výsledky (jedná se o fiktivní žáky): 

 
 
Každý žák mohl řešit úkoly tolikrát, kolikrát chtěl. Učiteli se zobrazuje v tabulce 5 

nejlepších výsledků. Obvykle žáci udělají mnohem více úkolů než těch zadaných 5. Ze 
začátku jim to totiž nejde tak dobře, takže chvíli trvá, než začnou získávat jedničky. 

V ukázkové tabulce vidíme typickou množinu výsledků. Většina žáků se danou 
dovednost dokonale naučila (samozřejmě pokud nepodváděli, to se ale ve škole okamžitě 
projeví), mají tam pět jedniček. 

Jansta David má samé otazníky, vůbec tedy úkoly neřešil. To může mít řadu příčin, třeba 
je to lempl a je potřeba ho „vytahat za uši“, nebo je vážně nemocný, nebo vůbec látku 
nepochopil a ani to proto nezkoušel. 

Nováková Pavla to třikrát zkusila, ale zjistila, že jí to vůbec nejde, tak dalších pokusů 
zanechala. 

Randa David se spokojil s výrazně horšími známkami, než bychom si asi přáli. Učitel si u 
něj může zobrazit výpis všech získaných známek, ne pouze těch nejlepších. Z toho snadno 
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zjistí, zda David dlouho dřel, aby se dostal aspoň na ty trojky, nebo to třeba zkusil pouze 
pětkrát a vlastně tomu tedy moc nedal. 

Někteří žáci jsou svým založením jako Vychodilová Tereza, která po získání první 
jedničky usoudila, že už to umí a dál se jí nechtělo v cvičení pokračovat. Doporučujeme tyto 
žáky přeci jenom nutit, aby těch jedniček získali víc a danou dovednost si tím upevnili + 
prokázali, že to opravdu dobře zvládají. Nicméně ne každému žákovi tento styl bude 
vyhovovat, učitel by na to měl brát citlivě ohledy. 

Čeho tedy učitel dosáhl? 
    Žáci byli jemně nuceni zabývat se procvičováním. Učitel přitom vynaložil minimální 

úsilí, protože nemusel úkoly ani vymýšlet ani zadávat a kontrolovat. 
    Většina žáků dokonale zvládla požadovanou dovednost. Přitom každý svým vlastním 

tempem a přesně za ten čas, který odpovídá jeho rychlosti a schopnostem. Někdo možná 
získal pět jedniček hned při prvních pěti pokusech, jinému se to třeba podařilo až po 
několikadenní práci a desítkách pokusů. 

    Žáci i učitel mají zpětnou vazbu. Vědí, že procvičovanou dovednost dokonale ovládají, 
nebo naopak že s ní mají problémy a potřebují například doučování, individuální přístup a 
podobně. Učitel by se měl zaměřit speciálně na Davida Janstu, Pavlu Novákovou, Davida 
Randu a Terezu Vychodilovou. 

Na co si dát pozor 
Je nutná dobrovolná spolupráce žáků. Cvičení žáky nemusí pokaždé vysloveně bavit, ale 

měli by v něm spatřovat smysl. 
Nepoužívejte trenažéry jako trest, například za vyrušování. Ono to může svádět, protože 

zadávání je pro učitele téměř bezpracné. 
Není to e-learning ani zkoušení. Pomocí trenažérů se žáci mohou naučit sami (bez učitele) 

jen ty nejjednodušší věci, jako jsou třeba značky chemických prvků. Složitější věci (třeba 
převody jednotek) je nejprve musí naučit učitel, pomocí trenažérů si to mohou procvičit, 
upevnit a poskytnout učiteli i sobě zpětnou vazbu, zda už to dokonale zvládají. 

Každého motivuje jiná náročnost. Pokud budete žákům dávat příliš snadné, nebo naopak 
příliš obtížné úkoly, nebude je to bavit a brzy je otrávíte. 

Trenažéry nejsou primárně určeny jako nástroj zkoušení a známkování. Hodnocení v 
trenažérech hraje jen motivační a zpětnovazební roli, může být i ústní nebo třeba 
„smajlíkové“, nemusíte se omezovat na čísla. 

Nepřehánějte to s rozsahem toho, co žáky nutíte drilovat. Vždy se zamyslete, zda to 
opravdu nezbytně každý jeden z nich potřebuje. Při řízení motorového vozidla je například 
nezbytně nutné umět dokonale dopravní značky. Loga všech možných výrobců automobilů už 
ale žák asi znát nepotřebuje… 

Zvažte, zda není lepší chtít po žácích raději pět známek, každou za 10 úloh, než jednu 
známku za 50 úloh. Pro žáky může být značně frustrující a demotivační, že než dostanou 
známku, musejí vyřešit obrovské množství úloh. 

Některé žáky trenažéry vyloženě baví, klidně jim umožněte trénovat i věci nad rámec 
základů, ať se třeba učí ta loga výrobců automobilů, nalézají-li v tom zalíbení. Ostatně mnohé 

36



z našich trenažérů mají právě takovýto charakter. Zvažte ale, zda je například vhodné dávat za 
to „bonusové jedničky“, jestli tím vlastně skrytě nenutíte k takové činnosti i ostatní žáky. 

Přemýšlejte nad tím, zda to jenom nevypadá, že žáci umějí to, co potřebují umět. 
Například schopnost přiřadit k obrázku dopravní značky její přesný název ještě nutně 
neznamená, že žák také ví, jaká je role dané značky v silničním provozu. Je zkrátka potřeba 
neustále hlídat, aby znalosti nebyly povrchní a formální. 

Bezplatné vyzkoušení a cena 
Pokud si chcete Online procvičování DRILL & SKILL bezplatně a nezávazně několik 

měsíců zkoušet, napište na bohm@edufor.cz (Pavel Böhm, administrátor projektu). 
V době psaní příspěvku byla roční cena 2000 Kč + 10 Kč × počet žáků. Tedy při 200 

žácích škola ročně zaplatí 4000 Kč, což je 20 Kč na žáka. To snadno ušetří tím, že několikrát 
zadá online úkol místo kopírování pracovních listů. 

Mnohem důležitější než úspora peněz jsou ale čas a síly, které ušetří učitel – a zvýšení 
efektivity procvičování žáků. 

Poděkování  
Děkujeme všem, kteří nám konstruktivními připomínkami pomáhají projekt vylepšovat. 

Mnohé trenažéry také vznikají přímo na zapojených školách, případně na jejich popud. 
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Část B – Počítačem podporované experimenty ve výuce 
matematiky se systémem Vernier 
 Následující kapitoly jsou pro přehlednost číslované a rozdělené tematicky. 

1 Práce s daty a grafy 
Některé části výuky matematiky můžeme pohodlně a rychle ilustrovat, procvičovat a 

upevňovat pomocí přírodních zákonů, které najdeme ve světě kolem nás doslova na každém 
kroku. Může jít například o práci s grafy a tabulkami, přímou a nepřímou úměrnost, 
goniometrické funkce a podobně.  

Školní experimentální systém Vernier [1] nabízí desítky vhodných senzorů, které lze 
připojit buď k počítači s dataprojektorem, nebo k přenosnému rozhraní Vernier LabQuest [2]. 
Spolu s promyšleným softwarem, který je v češtině, dovoluje Vernier výrazně oživit a 
zefektivnit výuku nejen v biologii, chemii či fyzice, ale také v  matematice nebo ICT. 

 

 
Obr. 1: Jednoduché počítačem podporované experimenty mohou oživit hodiny matematiky 

dodáním reálných čísel, grafů a závislostí. Na obrázku výše je záznam průběhu teploty 
v hrnku s čajem. Žákům lze názorně demonstrovat pojmy asymptota a exponenciála. 

Software už ve své Lite verzi, která je zdarma, obsahuje mnoho nástrojů pro 
znázorňování a analýzu naměřených hodnot. Data lze také exportovat do tabulkového editoru 
(Excel, Calc apod.) a tím dále posilovat matematické dovednosti a matematické myšlení 
s přesahy do ICT. 
 
2 Práce s daty a grafy 

Kdykoliv učitel používá ve výuce počítačem podporovaný experiment, nevyhne se 
práci s čísly, grafy a tabulkami. Žáci tak zcela přirozeným způsobem trénují důležité 
matematické dovednosti. Je ovšem potřeba, aby učitel k naměřeným datům opravdu 
přistupoval s úmyslem žáky učit a cvičit. 

Nelze pouze něco změřit a spokojit se s tím, že průměrná hodnota vyšla 5 a úloha se 
nám líbila. Je třeba s žáky studovat průběhy grafů, nechat je formulovat hypotézy, na základě 
naměřených hodnot hypotézy potvrzovat či zamítat, odhadovat, jak se změní průběh grafu při 
změně některých parametrů experimentů a podobně. Při tom všem žáci musejí správně 
používat pojmy jako rostoucí, klesající, asymptota, perioda, přímá a nepřímá úměrnost atd. 
 Za velmi důležité považuji také to, že při reálných měřeních nejsou data nikdy 
dokonale hladká tak, jak žáci znají z učebnic. Je užitečné žáky včas konfrontovat s tím, že 
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ideální matematický svět se od toho reálného sice může v některých ohledech lišit, přesto ale 
má velmi dobrý smysl pro popis reálných dějů matematiku používat. 
 
3 Aktivita „napodobování grafu“ 

K této aktivitě je zapotřebí ultrazvukový senzor polohy a pohybu (sonar) [3]. 
Videonávod je v [4]. 

Po připojení sonaru můžete nechat softwarem Vernier náhodně vygenerovat graf 
(předlohu) závislosti polohy na čase. Úkolem žáků potom je pohybovat se (nebo v některých 
časových úsecích naopak stát) před sonarem tak, aby co nejvěrněji graf napodobili. Tato 
aktivita obvykle žáky hodně baví, přitom nenásilně buduje a posiluje propojení mezi reálným 
dějem a jeho abstraktním vyjádřením pomocí grafu. 
 
4 Vyplňování tabulek, dohledávání informací, výpočty 

Počítačem podporovaná měření jsou často také výchozím bodem pro další práci, na 
které se žáci mohou mnohému naučit. Například při studiu spotřeby chladničky pomocí 
wattmetru [5], jak je popsáno v pracovním listu [6] se žáci nejen poučí o reálné spotřebě a 
ceně provozu chladničky, ale také musejí vyhledávat informace na internetu, provádět 
jednoduché výpočty, pracovat s tabulkami a grafy apod. 
 
5 Přímá úměrnost, lineární funkce 
 Přímou úměru či lineární závislost můžeme pozorovat u mnohých dějů kolem nás. Navíc 
řada dějů, které jsou ve skutečnosti složitější (například exponenciální), se na malém měřítku 
chová přibližně lineárně (jako v příkladu 5.2). 

5.1 Ohřívání vody v rychlovarné konvici  
Potřebujeme teploměr [7] a rychlovarnou konvici. Příkon rychlovarné konvice je 

veliký (obvykle 1,5 kW až 2,5 kW), míra ochlazování je při takto rychlém ohřevu 
zanedbatelná. Za jednotku času se proto do vody dostane vždy zhruba stejné množství 
energie, voda je tak ohřívána konstantní rychlostí. 
 
5.2 Závislost tlaku na výšce (ve vzduchu) nebo na hloubce (ve vodě) 

Potřebujeme citlivé tlakové čidlo [8]. Hydrostatický tlak roste lineárně s hloubkou, 
každý centimetr zhruba o 100 Pa. Pro malé výšky můžeme považovat za lineární rovněž 
pokles tlaku vzduchu s rostoucí výškou (ve skutečnosti je pokles exponenciální). V ČR 
odpovídá každému metru pokles zhruba o 10 Pa. 
 
5.3 Závislost tlaku plynu na teplotě 

Potřebujeme tlakový senzor s příslušenstvím [9]. Videonávod je v [10]. Stavová 
rovnice ideálního plynu popisuje souvislost mezi tlakem p, objemem V a termodynamickou 

teplotou T: .k o n s
T
p V

=  

Při konstantním objemu (je-li plyn uzavřen například v pevné skleněné nádobce) tak získáme 
lineární závislost tlaku na teplotě: ( ) Tk o n sTp ⋅= . 
 Pokud naměříme tlak při teplotách například 0 °C, 20 °C, 40 °C, 60 °C a 80 °C, 
můžeme pak lineární extrapolací (protažením přímky) získat odhad takzvané absolutní nuly. 
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Tato hodnota je -273,15 °C, pomocí tohoto experimentu ji žáci běžně odhadují okolo -300 °C 
až -350 °C, což je pro tak jednoduchý experiment vynikající výsledek. Ilustrační graf níže 
pochází z návodu Vojtěcha Beneše [11]. 

 
Obr. 2: Extrapolace naměřených dat – odhad absolutní nuly 

6 Změna koncentrace oxidu uhličitého v místnosti 
Potřebujeme senzor koncentrace oxidu uhličitého ve vzduchu [12].  
 
Velice zajímavé je dlouhodobé (několik hodin) měření koncentrace oxidu uhličitého 

v místnosti. Na grafu níže je záznam měření koncentrace CO2 během přednášky (červeně). 
Současně jsme měřili také teplotu (modře). 

Teplota v místnosti byla velice nízká (cca 16 °C), místnost byla špatně vytopená. Na 
začátku lze pozorovat praktiky lineární nárůst koncentrace CO2 (prvních 2000 sekund). 
Následně došlo k prudkému poklesu a poté opět koncentrace roste, ovšem úplně jiným 
způsobem, než na začátku. To vše můžeme nechat žáky z grafu vyčíst a popsat vhodnými 
matematickými termíny (lineární závislost, rostoucí, klesající, asymptota, korelace, ...). 

Následně se můžeme snažit také pochopit jednotlivé části grafu. V první části 
docházelo vlivem dýchání přítomných lidí k zvyšování koncentrace CO2. Po 2000 sekundách 
byla přestávka, při které jsme otevřeli okno. To se projevilo poklesem teploty a rychlým 
odvětráním oxidu uhličitého pryč z místnosti. 

Po přestávce lze pozorovat opět nárůst teploty (každý z přítomných lidí „topí“ svým 
tělem s výkonem přibližně 100 wattů), také koncentrace oxidu uhličitého roste. Nyní ovšem 
nikoliv lineárně, ale asymptoticky se blíží jisté hodnotě. To bylo způsobeno tím, že poslední 
člověk, který se po přestávce vracel do místnosti, nedbale zavřel dveře – nechal tam úzkou 
škvíru. Tou difundoval oxid uhličitý ven z místnosti a po čase se utvořila dynamická 
rovnováha mezi rychlostí výroby CO2 našimi těly a rychlostí, s jakou CO2 škvírou ve dveřích 
unikal z místnosti. 
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Pojem dynamická rovnováha je velice důležitý ve statistice, v chemii a ve fyzice. 
Pokud žáci dobře celému ději rozumí, měli by správně odhadnout, co se stane, když bude 
škvíra ve dveřích větší, nebo menší (posune se asymptota). Nemusíme navíc zůstat u 
prohlášení – hypotézu o posunutí asymptoty lze ověřit dalším experimentem. 

 

 
Obr. 3: Časový průběh koncentrace oxidu uhličitého (červeně) a teploty (modře) v místnosti 

během přednášky. 
 
7 Nepřímá úměrnost 
 
7.1 Změna tlaku plynu při změně objemu 
Potřebujeme tlakové čidlo [9]. Podobně jako v 5.3 ze stavové rovnice ideálního plynu 

získáme při konstantní teplotě tento vztah: ( )
V

k o nVp .
= . Pro získání grafu nepřímé úměry 

stačí tedy k tlakovému čidlu přišroubovat speciální injekční stříkačku se závitem a proměřit 
tlak při různě stlačeném pístu. Videonávod je v [15]. Ilustrační obrázek je na další stránce. 
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Obr. 4: Závislost tlaku na objemu změřená snadno a rychle pomocí tlakového senzoru. 

 
Data pak můžeme snadno exportovat do tabulkového editoru (Excel, Calc) a pomocí 
jednoduchého vzorce nechat dopočítat sloupec součinů tlaku a objemu. Tento postup má pro 
žáky několik výhod: 

1. Nenásilnou formou se seznámí s možností používání vzorců v tabulkových editorech. 
2. Uvidí, že s vysokou přesností opravdu tlak závisí na objemu nepřímo úměrně (součin 

vychází vždy velmi blízko dané konstantě, v tomto případě číslu 1000). 
3. Uvidí, že to nevychází úplně přesně – jak už bylo řečeno v kapitole 2, je důležité 

konfrontovat žáky s neurčitostí a rozptylem. 
 

objem 
(ml) 

tlak 
(kPa) p ∙ V 

5 202,32 1011,61 
6 162,75 976,51 
7 143,20 1002,40 
8 125,02 1000,14 
9 109,53 985,77 

10 98,33 983,29 
11 90,78 998,56 
12 82,92 995,04 
13 76,91 999,88 
14 71,25 997,50 
15 67,32 1009,83 
16 61,94 991,01 
17 59,01 1003,20 
18 54,81 986,58 
19 52,32 994,02 
20 50,21 1004,20 
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7.2 Závislost intenzity světla na vzdálenosti od zářivky 
 Potřebujeme dlouhou válcovou zářivku a senzor osvětlení [13]. Následující úvahy 
přesně platí pro nekonečně dlouhou svítící trubici, pro konečně dlouho ovšem platí dostatečně 
přesně také. 

Pro zdroj světla ve tvaru válce platí, že intenzita osvětlení klesá nepřímo úměrně 
vzdálenosti. Vysvětlit to lze pomocí geometrické představy. 

Zdroj světla za jednotku času vysílá do prostoru daný světelný výkon, například 
10 wattů. Pokud bychom zářivku dokonale obklopili detektory osvětlení (luxmetry) ve tvaru 
pláště válce, zachytily by všechno světlo. 

Představme si, že zářící trubice má délku v = 50 cm a detektory osvětlení jsou 
umístěny souvisle ve vzdálenosti 10 cm, takže tvoří okolo trubice plášť válce o poloměru 10 
cm, přičemž jeden detektor má záchytnou plochu 1 cm2. Celková plocha detektorů je pak 

vr ⋅⋅⋅π2  = 3140 cm2. K obklopení zářiče ve vzdálenosti 10 cm je tedy potřeba přibližně 
3140 detektorů a každý detektor přijímá průměrně 1/3140 z celkového množství vyzářeného 
světla. 

Pokud vzdálenost zdvojnásobíme, počet detektorů musí narůst také dvojnásobně, 
protože plocha pláště válce roste dle vztahu vr ⋅⋅⋅π2  přímo úměrně poloměru. Množství 
světla (světelný výkon) je ale stále stejné. Intenzita osvětlení měřená jedním detektorem proto 
závisí nepřímo úměrně na vzdálenosti od zářící trubice. 
 
8 Pokles s druhou mocninou 

Potřebujeme bodový zdroj světla (žárovku) a senzor osvětlení [13]. Jedná se o 
podobnou situaci jako v 7.2, pouze zdroj světla obklopíme detektory ve tvaru pláště koule. 
Povrch koule roste s druhou mocninou vzdálenosti, proto osvětlení měřené jedním detektorem 
s druhou mocninou vzdálenosti klesá. 
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9 Periodické děje 
 
9.1 Kmitání závaží na pružině 

Potřebujeme ultrazvukový senzor polohy a pohybu (sonar) [3]. Necháme závaží kmitat 
na pružině a pohyb zaznamenáme sonarem. Na obrázcích níže je zaznamenán pohyb závaží 
v časovém úseku cca 10 minut s jasně patrným exponenciálním poklesem amplitudy 
(tlumení). Šedivě označená část je na dalším obrázku zvětšena. Je vidět, že na malém 
časovém úseku se pokles amplitudy prakticky neprojevuje, pohyb má sinusový charakter. 
 

 
 
 

 
Obr. 5: Průběh kmitání závaží zaznamenaný sonarem (na horním obrázku lez pozorovat 
exponenciální pokles amplitudy, na spodním obrázku je zvětšená šedivě vyznačená část 

horního obrázku). 
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9.2 Kolísání jasu žárovky 
Potřebujeme luxmetr [13] a rozhraní schopné měřit s velkou frekvencí (aspoň 10 kHz), 

například [2] nebo [14]. Ačkoli to lidské oko nevnímá, světlo žárovky i zářivky ve skutečnosti 
kolísá s frekvencí 100 Hz, protože napětí v síti se harmonicky mění s frekvencí 50 Hz a 
během jedné periody nastane dvakrát maximum velikosti proudu (jedním a druhým směrem, 
jedná se o střídavý proud). 

 Pokud proměříme s frekvencí 10 000 Hz průběh osvětlení, spatříme v grafu 
ono kolísání. Můžeme navíc proměřit i náběh žárovky těsně po sepnutí spínače (žárovka se 
postupně žhaví), jak je znázorněno na grafu níže. 

 

 
Obr. 6: Pomocí rychlého měření (10 kHz) s luxmetrem byl zaznamenán průběh žhavení 

vlákna žárovky. Kromě postupného zvyšování jasu lze pozorovat periodické kolísání 
způsobené střídavým proudem. 

 
9.3 Vzájemné posunutí napětí a proudu na cívce 

Potřebujeme voltmetr [16], ampérmetr [17] a rozhraní schopné měřit s velkou 
frekvencí (aspoň 10 kHz), například [2] nebo [14]. 

Je-li v obvodu se střídavým napětím/proudem zařazena cívka, způsobuje vzájemné 
posunutí napětí oproti proudu. Maximum napětí pak na cívce nenastává ve stejnou chvíli, jako 
maximum proudu. Pro malé frekvence je tento jev malý, pro velké frekvence se blíží rozdíl 
fází polovině periody. 

V matematice můžeme tento zajímavý jev využít k procvičování goniometrických 
funkcí sinus a kosinus. A samozřejmě také k trénování čtení z grafu a práce s periodickými 
funkcemi. 

K dispozici je videonávod na tento experiment [18]. 
Ilustrační obrázek je na následující straně. 
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Obr. 7: Vzájemné posunutí proudu a napětí na cívce v elektrickém obvodu. 

 
10 Závěr 
 Přírodní vědy poskytují mnoho názorných ukázek a experimentů použitelných ve výuce 
matematiky, jejichž užitím můžeme žákům pomoci nejen k lepšímu pochopení matematiky 
samotné, ale také k vytváření mezipředmětových vazeb do biologie, chemie, fyziky či ICT. 
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PROBLEMATIKA INTEGRÁLŮ A APLIKACÍ 

V POČÍTAČOVÝCH ALGEBRAICKÝCH SYSTÉMECH 

 
František Bubeník 

České vysoké učení technické v Praze 

 
Abstrakt: Příspěvek se zabývá problematikou řešení různých typů integrálů funkcí jedné a 

více proměnných, přes křivky a různé typy oblastí, pomocí počítačových algebraických 

systémů, speciálně Maple a vybranými aplikacemi integrálního počtu. V příspěvku jsou také 

uvažovány možnosti zařazení do výuky. 

 

Klíčová slova: integrální počet, Maple, počítačové algebraické systémy 

 

 

Integrals and Applications in Computer Algebra Systems 

 
Abstract: The contribution deals with the solution of different types of integrals of functions 

of one and several variables, over curves and different types of areas, using computer algebra 

systems, especially Maple, and selected applications of integral calculus. There are also 

considered options for inclusion in education.  

 

Key words: integral calculus, Maple, computer algebra systems 

 

Úvod 

Tento článek je zaměřen na užití počítačových algebraických systémů (PAS) na vybrané 

partie matematiky. Z programových prostředků, které jsou licencovány na Fakultě stavební 

ČVUT Praha, a to i pro individuální užití pro studenty, je zvolen programový prostředek 

MAPLE a partie integrálního počtu obecně. Z hlediska použití PAS při výuce v základních 

kurzech matematiky v bakalářském studiu, je situace při použití jiného prostředku, například 

MATLAB, na který je také na Fakultě stavební ČVUT Praha k dispozici multilicence, v 

principu zcela analogická. Na programový prostředek MATHEMATICA firmy Wolfram 

Research v současné době na Fakultě stavební licenci nevlastníme.   

Výuce integrálního počtu a jeho aplikacím je v základních kurzech bakalářského studia 

věnována podstatná část semestrálních kurzů. Jedná se o integrální počet funkcí jedné 

proměnné, dále o vícerozměrné integrály a o integrály přes křivky v rovině a v prostoru a to 

z vektorových a skalárních funkcí. Důležitost profesní znalosti těchto partií pro studenta a 

absolventa Fakulty stavební vyplývá zejména ze skutečnosti, že mnoho principiálních pojmů 

je vyjádřeno právě pomocí integrálů. Kromě různých obsahů, objemů, hmotností rovinných a 

prostorových útvarů, jsou to například různé statické momenty, momenty setrvačnosti, těžiště, 

práce/energie při pohybu v silovém poli apod., které patří k základním profesním znalostem 

ve stavební oblasti. Podobná situace z hlediska užití PAS by byla také v jiných partiích 
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matematiky, neméně významných, například partie diferenciálního počtu funkcí jedné a více 

proměnných, lineární algebry apod., ale tato práce je zaměřena na zmíněný integrální počet.       

 

1. Integrály funkcí jedné reálné proměnné 

V partii integrálního počtu funkcí jedné reálné proměnné se v této práci zaměříme zejména na 

výpočty jednorozměrných integrálů, ať jsou dány samostatně k výpočtu studentům nebo 

vznikly na základě nějaké aplikace. Student má znát, podle akreditace předmětu, základní 

techniky v jejich principu a má je umět realizovat. Ke kontrole pak slouží zkouška a úroveň 

znalostí je vyjádřena příslušným hodnocením. Počítačový prostředek je sice významným 

partnerem a prostředkem, který ulehčuje práci, zejména při komplikovaných a zdlouhavých 

výpočtech, ale sám o sobě princip metod neukazuje. Ukážeme, jaké vybrané možnosti 

poskytuje v tomto případě Maple.  

Vybereme jeden typ integrálu, který obvykle vede ke zdlouhavým výpočtům, a to integrál 

z racionálních funkcí. A přitom právě na tento typ integrace vedou různé substituce, které jsou 

jako algoritmické doporučené podle typu integrandu. Zejména pokud příslušná racionální 

funkce nevyjde přímo ryze lomená, je potřeba ji nejprve rozložit na celistvou funkci a 

racionální ryze lomenou, obvykle dělením polynomů. Pracnost výpočtu dále také obvykle 

spočívá v následném rozkladu na parciální zlomky a jejich integraci, a to zvláště v případě, 

kdy jmenovatel má komplexní kořeny a to zejména vyšší násobnosti. 

Jako ukázku uvažujme například následující integrál: 

 

 

                                                  
 

Jde o běžnou racionální funkci, která obsahuje parametr, není ryze lomená a reprezentuje 

ručně poměrně pracný a zdlouhavý algoritmický výpočet. Maple také umožňuje symbolické 

výpočty a vyjde výsledek 

 

 

        

                                                                                 
 Výsledek můžeme dostat také v upraveném tvaru 

 

 

49



 

                                                                  

Maple lze snadno použít také k výpočtu určitých integrálů, například: 

 

 

                                                                                        
 

dále nevlastních integrálů, například: 

           

 

                                                            

Je možné určit také numerickou hodnotu výsledku, například: 

 

 

                                                         
 

Příkazy je možné doplnit různými možnostmi, které poskytují parametry z options, případně 

využít různé grafické výstupy, například k vykreslení grafu řešení nebo jeho vybraných částí, 

ale toto zde v úplnosti zařazeno není. 

 

2. Aplikace vícerozměrných integrálů 

V případě vícerozměrných integrálů a jejich aplikací je využití nějakého počítačového 

prostředku efektivnější, zvláště pro možnosti využití grafických výstupů. Uvedeme na ukázku 

několik typických příkladů, které v principu studenti řeší. Jde například o objemy/povrchy 

těles v 3D-prostoru ohraničených danými plochami.     

Jedna ze standardních úloh je určit například objem tělesa ohraničeného plochami, například  

                                                 
 

Je užitečné využít možnosti grafického výstupu a těleso zobrazit: 
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Různé doplňkové vlastnosti grafiky, volbu osového souřadného systému, mřížek, volby barev 

apod., lze samozřejmě užít jinak, podle představ a potřeb uživatele. Plochy si lze zobrazit také 

jednotlivě, jako na Obr. 1, 
 

 

         
                                                                     Obr. 1 

 

a zobrazení celého tělesa je na Obr. 2 

 

  

                                                       
                                                                     Obr. 2 

 

Objem daného tělesa je vyjádřen následujícím integrálem, v tomto případě je užita klasická 

metoda podle Fubiniovy věty a jsou využity příslušné symetrie 
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Hodnota integrálu je pak určena: 

 
 

                                                                     
      

Následující úloha je principiálně stejná: objem tělesa ohraničeného plochami, v tomto případě 

plochami 

                                                    
 

Jedná se o rotační paraboloid, válcovou plochu s osou rovnoběžnou s osou z a procházející 

osou x mimo počátek; ohraničující plochy jsou doplněny o uvedenou souřadnou rovinu.  

 

Plochy je možno si opět zobrazit a to analogickými příkazy jako v předcházejícím příkladu, 

například plochy jednotlivě a pak společně, jak je uvedeno na Obr. 3 a 4. 

 

            
     

Obr. 3 
      

Opět je možno zobrazení ploch optimalizovat volbami různých parametrů, které například 

poskytují options, volit různé úhly pohledů, dále případně různě otáčet obrázek, což vše 

umožňuje prohlédnout si těleso ve všech detailech.  

K výpočtu obecně obrázky samozřejmě nutné nejsou, ale pokud jsou příslušné obrázky, a to 

jak v prostoru, tak v rovinném případě, zobrazeny správně, mohou velmi účinně poskytnout 

návod k volbě metody řešení, k určení příslušných integračních mezí apod. A naopak, pokud 

je obrázek chybný, může být zavádějící a může vést následně k chybnému řešení. Tato 

skutečnost je všeobecně známá a mnohokrát, bohužel, studenty empiricky ověřená. Zde se 

opět ukazuje významnost počítače jako účinného podpůrného prostředku. 
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Obr. 4 
 

V tomto příkladě je vhodné použít substituční metodu, a to substituci do polárních souřadnic  

a Maple substituce také umožňuje. Zvolíme a realizujeme substituci: 

 

   

                 

                                                       

 

                                                      
Objem příslušného tělesa je vyjádřen integrálem: 

 

 

                                       
Hodnota daného integrálu je: 

      

                                                             
Následující příklad reprezentuje úlohy, kdy integrand má speciální tvar a je třeba jej určit. 
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Jedná se například o třídu úloh, které jsou založeny na vzorci k určení velikosti grafu funkce 

dvou proměnných, nebo jeho části, obecně k určení velikosti plochy v 3D-prostoru.  

 

Jedna ze standardních úloh je určení velikosti plochy, například části plochy z
2
 = x

2
  + y

2
 , 

vyříznuté plochou, například 2z y  . Vyříznutá plocha, která je předmětem výpočtu, je 

zobrazena (pomocí Maple analogickými příkazy grafiky) na Obr. 5. 

 

                                   
 

Obr. 5 

 

Pomocí příkazů Maple vypočteme integrand: 

 

  
 

                                                                      
Užijeme substituci do polárních souřadnic: 
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Velikost příslušné plochy je vyjádřena integrálem: 

 

 

                                                 
Výsledná velikost vyříznuté části plochy je: 

 

 

                                                         
 

3. Aplikace křivkových integrálů 

Jednou z obvyklých aplikací křivkového integrálu, kdy integrand je vektor-funkce (II. druhu), 

je práce/energie vykonaná/získaná při pohybu po nějaké křivce v silovém poli. Uvažujme, 

například, křivku C v rovině, která je obvodem trojúhelníka ABC, s vrcholy na souřadných 

osách v bodech o souřadnici 1 a jedním vrcholem v počátku, jak je zobrazeno na Obr. 6. 

Práce/energie záleží na orientaci křivky, zvolme například orientaci v záporném smyslu, tedy 

ve směru pohybu hodinových ručiček, viz Obr. 6.  

                                      

Obr. 6 

 

Uvažujme, například, silové pole  F(x,y)=(P(x,y), Q(x,y))=(1,1)  a počítejme integrál                                                       

                                   

              

          d d
C

P x Q y   
 

pro P=1 a Q=1. Křivku C je nutno nějak vyjádřit, aby byla zachována požadovaná orientace. 

Obvod trojúhelníka sestává ze tří na sebe navazujících úseček, použijeme například 

parametrické vyjádření. Křivku lze parametrizovat mnoha způsoby, zvolme parametrické 

vyjádření, které zachovává zápornou orientaci, například takto: 
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I.: x(t)=0, y(t)=t, t od 0 do 1 

II.: x(t)=t, y(t)=1- t, t od 0 do 1                                                                                            (1) 

III.: x(t)=t, y(t)=0, t od 1 do 0 

Výpočet integrálů pomocí příkazů Maple je následující: 

  

                                                                                            

Vyjde výsledná hodnota:                                                         

                                                                        

Vzhledem k vlastnostem křivky a konstantnímu silovému poli odpovídá výsledek skutečnosti. 

Určení délky křivky, rovinné nebo prostorové, je jednou ze základních aplikací křivkového 

integrálu ze skalární funkce (I. druhu). Tato úloha je založena obecně na křivkovém integrálu 

                                                                   

s volbou skalární funkce f(x,y)=1. Je známá skutečnost, a odpovídá realitě, že křivkový 

integrál I. druhu nezáleží na orientaci křivky, tedy má stejnou hodnotu, když zaměníme 

počáteční bod a koncový bod křivky. Jako příklad můžeme vypočítat délku obvodu 

trojúhelníka ABC z Obr. 6 a použijeme stejné parametrické vyjádření (1).  

Délka obvodu daného trojúhelníka je dána jako součet: 

 

                                                                             

 Výsledná hodnota vyjde:                                                           

                                                                      

Tato hodnota je překvapující a je vidět na první pohled, že je chybná. Obvod daného 

trojúhelníka se skládá ze dvou úseček délek 1 a přepona je úhlopříčka čtverce o straně 1 a má 

velikost odmocnina ze dvou. Správnou hodnotu délky obvodu dostaneme jako součet délek 

jeho stran. V této úloze je student-řešitel ve výhodě, že může zjistit chybu jiným alternativním 

výpočtem. Je zřejmé, že pro jiné a mnohem komplikovanější křivky, kde by se právě mohly 

uplatnit výhody počítačových prostředků, je taková šance minimální.  

Evidentní chyba ve výsledku vždy upozorní na jistou chybu kdesi ve výpočtu. Na tomto místě 

je vhodný okamžik upozornit na důležitost a nezastupitelnost teoretického základu. V tomto 

příkladu je chyba průhledná a snadno se odstraní. I když řešitel ví, že pro délku křivky není 

podstatné, který z koncových bodů užije jako počáteční a druhý jako koncový, což odpovídá 
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realitě a praktické zkušenosti, ale musí také dostatečně docenit význam teorie a požadavku 

rostoucího parametru při parametrickém vyjádření. 

Tato situace se netýká samozřejmě jen křivkového integrálu, ale může nastat principiálně také 

v dalších matematických partiích. Jedna věc je zřetelná s jistotou, že bez teoretického 

podkladu se při výuce neobejdeme. 

 

Závěr 

Cílem tohoto článku nebyl detailní výklad použití podpůrného počítačového prostředku, 

v tomto případě Maple, ale námět k tomu, jak a co by bylo možné a efektivní k případnému 

zařazení do výuky, zejména cvičení v základních kurzech bakalářského studia, jako alternace 

k ručnímu počítání. V přednáškách se různé výstupy z počítačů, zejména grafické, používají, 

ale jiná je efektivita výukového procesu pro studenta, když sám něco řeší. Problematikou 

zařazení počítačů do výuky matematiky se na Katedře matematiky Fakulty stavební ČVUT 

Praha zabýváme průběžně dlouhou dobu, ale efektivní způsob použití počítačů ve cvičeních 

v základních bakalářských kurzech nalezen nebyl. Ukázal se také problém organizační, kdy, 

vzhledem k vysokému počtu studentů, více cvičení probíhá paralelně nebo se částečně 

překrývají a převyšuje to počet počítačových učeben. Experimentálně jsme v minulosti zkusili 

použití počítačů na jednom menším oboru, kdy část cvičení probíhala v počítačových 

učebnách, ale celkový výsledný efekt nenaplnil očekávání. Počítače používáme nezastupitelně 

k průběžnému počítačovému testování během semestru, které probíhá ve všech základních 

kurzech a ve všech studijních programech. Jsou realizovány tři povinné testy za semestr pro 

každého studenta, přihlašování probíhá přes internet; o testování na počítačích například 

publikace [1]. Ve cvičeních a při předmětových zkouškách se průběžně užívá ruční počítání. 

Použití počítačů v základních kurzech je založeno na bázi dobrovolnosti a to tak, že cvičení 

od druhé matematiky v letním semestru 1. ročníku je nabízeno pro zájemce také alternativně 

jako model, kdy cvičení probíhá částečně v počítačové učebně s užitím licencovaného 

profesionálního softwaru a s tím máme zkušenosti pozitivní. 
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NĚKTERÉ ASPEKTY UŽITÍ POČÍTAČE

PŘI STUDIU KONVERGENCE ŘAD

Činčurová Lenka, Tlustý Pavel

Katedra matematiky, Pedagogická fakulta, Jihočeská univerzita

Abstrakt:

Ćılem př́ıspěvku je seznámit čtenáře s vybraným matematickým problémem a jeho řešeńım
s využit́ım i bez užit́ı poč́ıtače. Upozorńıme na to, že i když je poč́ıtač v mnoha př́ıpadech
d̊uležitým pomocńıkem usnadňuj́ıćım výpočty a práci s nimi, ne vždy je zcela vhodným
prostředkem k řešeńı určitých typ̊u úloh a problémů.

Kĺıčová slova: harmonická řada, Euler̊uv vzorec

Selected aspects of using computer in the course of studying

a convergence of series

Abstract:

The aim of this article is to introduce a given mathematical issue and the way of solving
it both with and without using a computer. We would like to point out that even if the
computer is usually an important assistant facilitating calculations, it may not be the best
instrument to deal with some specific types of tasks and problems.

Key words: harmonic series, Euler’s formula

1. Úvod

V dnešńı době je stále těžš́ı a těžš́ı zaujmout žáky, motivovat je k výuce a přimět je pracovat.
Některé předměty jsou méně obĺıbené než jiné, mezi jeden z nejobávaněǰśıch patř́ı i matem-
atika. Nejen proto je pak nutné prokládat hodiny zaj́ımavými či aplikačńımi úlohami, které
vzbud́ı žákovu pozornost.

Existuje množstv́ı návod̊u a strategíı, jak oživit vyučováńı a učinit ho smysluplněǰśım.
Jednou z takových metod je v posledńıch letech velmi populárńı badatelsky orientovaná
výuka. Nenásilným zp̊usobem lze dosáhnout vyšš́ıho soustředěńı žák̊u a obdržet velmi
zaj́ımavé výstupy a výsledky. Daľśımi aspekty úspěšné výuky jsou např́ıklad využ́ıváńı
moderńıch technologíı a poč́ıtačových programů, zd̊urazňováńı mezipředmětových vztah̊u,
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prosazováńı školy hrou a v neposledńı řadě také
”
dávkováńı“ obt́ıžnosti a přizp̊usobeńı

prob́ırané látky r̊uzným stupň̊um vzděláváńı od základńıch až po vysoké školy. Ćılem to-
hoto př́ıspěvku je ukázat výše uvedený př́ıstup na vybrané problémové úloze.

2. Problémová úloha

Máme baĺıček n karet, který polož́ıme na hranu stolu. Označme Hn přesah baĺıčku přes
hranu stolu. Jaká je maximálńı možná hodnota Hn, tj. aby karty nespadly na zem? Jaká
je maximálńı možná hodnota H∞? Předpokládejme, že délka karty je 2.

obr. 1: Poloha karty vzhledem k hraně stolu

Z obr. 1 je patrné, že maximálńı možnou hodnotu H1 najdeme v př́ıpadě, kdy těžǐstě karty
lež́ı přesně nad hranou stolu, přes st̊ul přesahuje polovina délky karty a tedy H1 = 1. Jak
to bude vypadat, přidáme-li druhou kartu?

obr. 2: Soustava dvou karet

Z fyziky v́ıme, že aby karty nepřepadly, muśı být soustava v rovnováze, těžǐstě karet tedy
muśı ležet na ose O procházej́ıćı hranou stolu (obr. 2). Odtud H2 = 1 + 1

2
.

V př́ıpadě tř́ı karet muśı opět těžǐstě celé soustavy ležet na ose O. Tato podmı́nka je splněna,
pokud

”
hmota“ vlevo od osy O je stejná jako

”
hmota“ vpravo od osy O (obr. 3). Potom

H3 = 1 + 1
2
+ 1

3
.

obr. 3: Soustava tř́ı karet

Budeme-li nadále přidávat karty až do počtu n karet, hodnota Hn bude rovna součtu

1 +
1

2
+

1

3
+ . . .+

1

n
.
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Vid́ıme, že jednotlivé posuny karet tvoř́ı harmonickou posloupnost a hledaná hodnota Hn

je hodnotou částečných součt̊u harmonické řady. Z toho vyplývá, že hodnota H∞ = ∞.

3. Využit́ı poč́ıtače

Po odhaleńı harmonické posloupnosti se nab́ıźı využ́ıt vhodný poč́ıtačový program k odhadu
hodnoty H∞. Nejprve požádáme žáky, aby napsali, co odhaduj́ı, poté necháme pracovat
poč́ıtač. Žáci maj́ı z jiných úloh zkušenost, že jim poč́ıtač může poskytnout návod o chováńı
takového součtu, pokud ho nechaj́ı pracovat dostatečně dlouhou dobu. Tato zkušenost je
ale v tomto př́ıpadě zcela zaváděj́ıćı. Předpokládejme, že použijeme poč́ıtač, který sečte
1010 člen̊u za sekundu. Za jak dlouho dostaneme součet roven 100?

K výpočtu N -tého částečného lze použ́ıt Euler̊uv vzorec

N∑
n=1

1

n
.
= lnN + γ,

kde γ je Eulerova nebo též Eulerova-Mascheroniho konstanta, která je rovna přibližně
0,577216.

Vzorcem snadno ověř́ıme, že pokud bychom použili takto výkonný poč́ıtač a začali
sč́ıtat před 13,5 miliardami let, neboli hned po velkém třesku, dodnes bychom nedosáhli
součtu 100. Vzhledem k pomalé divergenci harmonické řady by nám ani použit́ı stroje
nenapovědělo, že máme očekávat hodnotu H∞ = ∞. Žáci se tak sami přesvědč́ı o tom, že
k řešeńı určitých typ̊u úloh neńı poč́ıtač t́ım nejvhodněǰśım pomocńıkem a dokonce nám
může

”
podsunout“ nesprávnou představu.

4. Zavedeńı harmonické řady

Uvedenou problémovou úlohou nenásilně přejdeme k zavedeńı pojmu harmonická řada.
Podle věku žák̊u můžeme libovolně dávkovat učivo s ńı souvisej́ıćı. Na základńı škole bude
stačit žáky upozornit na nový pojem a ukázat jim provázanost matematiky s reálným
životem. Na středńıch školách by studenti měli znát alespoň rozd́ıl mezi konvergentńı a di-
vergentńı řadou. Vysokoškoľst́ı studenti by už měli vědět, že posloupnost částečných součt̊u
harmonické řady má limitu rovnu +∞, čili se jedná o řadu, která diverguje.

Jako elementárńı d̊ukaz divergence harmonické řady může sloužit např́ıklad tento:

∞∑
n=1

1

n
= 1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8
+

1

9
+ . . . =

= 1 +

(
1

2

)
+

(
1

3
+

1

4

)
+

(
1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8

)
+

(
1

9
+ . . .

)
+ . . . ≥

≥ 1 +

(
1

2

)
+

(
1

2

)
+

(
1

2
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1

2

)
+ . . . = +∞
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Jeho p̊uvodńım autorem je zřejmě Mikuláš Oresme, jenž se j́ım zabýval ve svém d́ıle Ques-
tiones super Geometrian Euclidis již ve 14. stolet́ı [2]. Pro daľśı studium se hod́ı Kifowit a
Stamps [1], kteř́ı nab́ızej́ı celkem dvacet d̊ukaz̊u divergence harmonické řady.

Je třeba upozornit i na to, že harmonická řada je tzv. hraničńı řada. Pro každou
z následuj́ıćıch řad je

∞∑
n=1

1

n1+ε
< +∞ pro libovolné ε > 0,

neboli každá taková řada již konverguje. To je také d̊uvod, proč je divergence harmonické
řady tak nepředstavitelně pomalá.

5. Závěr

Matematika je velmi mnohostranná vědńı discipĺına a dotýká se život̊u každého z nás.
Budeme-li hledat a připravovat nové problémové úlohy a necháme-li žáky zkoumat r̊uzné
strategie a zp̊usoby jejich řešeńı, možná se nám častěji podař́ı učinit tento předmět v́ıce
zaj́ımavým a ukázat jeho krásu i těm, kteř́ı by ji za jiných podmı́nek nikdy nehledali.
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matematiky. Praha: Prometheus, s. 166-177.

Lenka Činčurová
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MATEMATIKA S RADOSTÍ – INTERAKTIVNÍ
VÝUKOVÉ MATERIÁLY A HRY

Eva Davidová, Lada Stachovcová, Petra Vondráková
Wichterlovo gymnázium, Ostrava-Poruba

Katedra aplikované matematiky FEI, VŠB – Technická univerzita Ostrava

Abstrakt
Příspěvek pojednává o tvorbě a využití interaktivních materiálů sloužících k oživení výuky ma-
tematiky na středních školách. Materiály mají formu testů, párovacích her, her typu Riskuj, AZ
kvízu apod. realizovaných formou interaktivních PDF souborů s okamžitým vyhodnocováním.
Výhledově pokryjí všechny povinné i nepovinné oblasti výuky matematiky na SŠ.

Klíčová slova: interaktivní PDF, TEX, test, párovací hra, Riskuj, AZ kvíz

Mathematics with pleasure – interactive materials and games

Abstract

The aim of this paper is to present creation and using interactive teaching materials in PDF
format for making learning process more attractive and more enjoyable for students. Learning
objects like tests, matching games, jeopardy, AZ quizzes etc. are interactive and enable imme-
diate evaluation of tests without a Internet connection. These materials will cover all areas of
high school mathematics.

Key words: interactive PDF, TEX, test, matching game, Jeopardy, quiz.

1 Úvod
Cílem příspěvku je seznámit čtenáře s interaktivními výukovými materiály, které jsou vytvářeny
v rámci projektu „Matematika s radostí“[9]. Jak je již patrné z názvu projektu, chceme novými
materiály oživit výuku matematiky na středních školách, žáky zaujmout, přinést jim radost z učení
a zajímavou a nenásilnou formou zlepšovat jejich matematické znalosti a dovednosti.

Na tříletém projektu spolupracují pedagogové z Vysoké školy báňské – Technické univerzity
Ostrava s metodiky z pěti středních škol z Moravskoslezského a Olomouckého kraje.
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2 Obsahové zaměření materiálů
Vytvořené materiály výhledově pokryjí všechna povinná i nepovinná témata výuky matematiky na
všech typech středních škol a jsou členěny do následujících oblastí:

∙ Základní poznatky z matematiky

∙ Rovnice a nerovnice

∙ Planimetrie

∙ Funkce

∙ Goniometrie

∙ Stereometrie

∙ Analytická geometrie

∙ Kombinatorika, pravděpodobnost a statistika

∙ Komplexní čísla

∙ Posloupnosti a řady

∙ Diferenciální počet

∙ Integrální počet

Díky tomu, že materiály vytváříme ve třech variantách obtížnosti (lehké, střední a těžké), jsou
použitelné pro různé typy škol a různou úroveň znalostí studentů. Snažíme se rovněž i o obsahovou
mnohotvárnost jednotlivých materiálů. Vznikají tak postupně testy zaměřené jak na procvičení jed-
noho pojmu (testy obsahující úlohy stejného charakteru), tak na komplexní procvičení probíraného
tématu (různý charakter úloh, širší záběr napříč tématem).

Testy se liší rovněž časovou náročností. Mnohé z úloh je možné vyřešit pouze na základě správ-
ného úsudku bez nutnosti dalších výpočtů, jiné vyžadují samostatné zpracování (a tedy použití
„tužky a papíru“ a delší výpočet).

Všechny materiály jsou navrženy středoškolskými učiteli jak z gymnázií, tak ze středních od-
borných škol, a jsou kontrolovány vysokoškolskými pedagogy. Několikastupňovou kontrolou se
snažíme omezit chyby, nepřesné formulace a nejednoznačnosti na minimum.

3 Technická a formální stránka
Výsledná forma vytvářených materiálů je realizována prostřednictvím PDF souborů, které obsa-
hují interaktivní prvky (výběr odpovědí, okamžité vyhodnocení správnosti odpovědi resp. úspěš-
nosti celého testu). Interaktivita souborů spočívá ve využívání možností JavaScriptů a formulářů v
PDF formátu, proto je nutné soubory otevírat v prohlížeči Adobe Reader, který zatím jako jediný
podporuje zmíněné JavaScripty.
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Nicméně výhodou takto vytvořených materiálů je, že ke spouštění materiálů či vyhodnocování
správnosti odpovědí není potřeba připojení k internetu ani speciálního softwaru. Výsledné testy
je tedy možné prohlížet a spouštět jednak on-line přímo z webu msr.vsb.cz, jednak z lokálního
úložiště, kam si je učitel či žák stáhne dle vlastního výběru.

Vzhledem k tomu, že materiály jsou vytvářeny prostřednictvím sázecího systému TEX, splňuje
výsledný vzhled matematických výrazů požadavky kladené na sazbu matematických textů. Názvy
a symbolika použitá v materiálech vychází ze stanovených doporučení uvedených v [5], kolektiv
autorů se rovněž dohodl na jednotném používání symbolů a značek tak, jak je studenti znají z výuky
či dostupné literatury (učebnic a sbírek).

4 Testy a hry
V rámci projektu postupně vznikají různé typy interaktivních materiálů. Všechny vytvořené mate-
riály mají jednotný grafický charakter a jednotný systém ovládání. Hry, jejichž náhledy jsou v ob-
rázcích 1 až 5, je možno spustit kliknutím na daný obrázek. Další pak přímo z webu msr.vsb.cz.

4.1 Testy
Nejpočetnější skupinou materiálů jsou interaktivní testy. Vytvářené testy lze dle funkčnosti rozdělit
do následujících skupin:

∙ Testy s jednou správnou odpovědí

∙ Testy s více správnými odpověd’mi

∙ Testy typu ANO–NE

∙ Testy s tabulkovým výběrem

Obrázek 1: Test s jednou správnou odpovědí
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Vytvářené testy jsou vesměs monotematické a slouží k procvičení látky jednoho malého tématu
(lineární funkce, kvadratické funkce, funkce s absolutní hodnotou, atd.)

Test s jednou správnou odpovědí je standardní typ testu, kdy studenti vybírají z nabídky správ-
nou odpověd’. Většina testů je tvořena deseti otázkami, přičemž váha všech otázek je stejná. Po
vyplnění testu a kliknutí na tlačítko Vyhodnotit dojde k zobrazení hodnocení (počet správně zod-
povězených otázek) a opravě testu. Student si může projít znovu všechny otázky a podívat se, které
zodpověděl správně a které ne, případně jaká je správná odpověd’. Testy s jednou správnou odpo-
vědí, viz obr. 1 jsou zaměřeny nejen k procvičení základních dovedností a znalostí v rámci daného
tématu, úlohy v nich obsažené jsou mnohdy formulovány stylem odlišným od stávajících sbírek.

Obrázek 2: Test s více správnými odpověd’mi

Obrázek 3: Test typu ANO–NE

Testy s více správnými odpovědi, viz obr. 2, jsou většinou tvořeny pěti až deseti otázkami v zá-
vislosti na obtížnosti. Otázka je zodpovězena správně, pokud jsou zatrženy právě všechny správné
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Obrázek 4: Test s tabulkovým výběrem

odpovědi. Při vyhodnocení se zobrazuje jak počet správně zodpovězených otázek, tak počet zís-
kaných bodů. Tento typ testů často často slouží k osvojování a prověřování znalostí probíraných
matematických pojmů (úlohy o vlastnostech funkcí aj.).

V testech typu ANO–NE, viz obr. 3, je úkolem studentů určit pravdivost uvedeného tvrzení.
V některých testech probíhá vyhodnocení okamžitě po označení odpovědi (u složitějších otázek),
jinde až po skončení celého testu.

Ve vznikajícíh materiálech jsou ve velké míře zastoupeny rovněž testy s tabulkovým výběrem,
viz obr. 4, které jsou většinou zaměřeny na „natrénování“ základních pojmů, úprav, resp. výpočtů.

4.2 Párovací hry
Cílem hry je dobře spárovat nabízené otázky a odpovědi. Hráč postupně zaklikává políčko u jedné
otázky a následně u jedné odpovědi až do zodpovězení všech otázek. Při nesprávném přiřazení
(chybě) hráč získá trestný bod a pokračuje ve hře. Hra obsahuje bud’ stejný počet otázek a odpovědí
nebo pro větší obtížnost je někdy nabízeno více odpovědí než otázek.

Většina párovacích her obsahuje navíc tajenku. Při každé správné odpovědi se odkryje jedno
písmeno nebo slovo tajenky. Po odkrytí tajenky, kterou bývá citát nějakého slavného matematika,
filozofa nebo politika, je v některých případech možno rozkrýt stránku s fotografií autora citátu,
jeho stručným životopisem nebo zajímavostmi z jeho života.

Většina párovacích her je jednostránková. Pokud jsou však nabízené objekty rozměrnější (slovní
úlohy, složitější obrázky), je hra zpracována metodou „listování“, kdy otázkami listujeme a odpo-
vědi, z nichž vybíráme, jsou stále zobrazeny na ploše, viz obr. 5 vlevo.

Při každém novém otevření hry (PDF souboru) se zamíchají otázky a odpovědi, takže při opa-
kovaném spouštění otevíráme „novou“ hru.
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Obrázek 5: Párovací hra

4.3 Neriskuj
Hra Neriskuj, viz obr. 6, je obdobou televizní hry Riskuj. Hrací plocha je rozdělena do sloupců,
které představují různé kategorie (témata) otázek a každé otázce je přiřazeno bodové ohodnocení
dle obtížnosti - 100, 200 a 300 bodů. Hráč si dle svého uvážení vybírá otázky z různých témat
a obtížnosti. Při kliknutí na vybrané políčko se zobrazí otázka s jednou správnou odpovědí, hráč
označí odpověd’, otázka je okamžitě vyhodnocena a hráči jsou body bud přičteny nebo odečteny.
Celkové skóre je zobrazeno na hracím poli.

Každá hra typu Neriskuj je připravena ve dvou variantách. Varianta pro jednoho hráče se hodí
zejména k samostatné domácí přípravě. Varianta pro dva hráče je naopak vhodná pro použití při
výuce. Účastní se jí dva hráči, kteří se v odpovědích pravidelně střídají a soupeří navzájem. Vítězem
se pochopitelně stává ten, který získá více bodů.

Modifikací hry Neriskuj je hra Poznej. Cílem není získat maximální počet bodů, ale odkrýt
obrázek schovaný za tlačítky na hrací ploše. Odpoví-li hráč správně, je odkryta část obrázku za
tlačítkem. V případě špatné odpovědi zůstává obrázek skrytý.

4.4 AZ kvíz
Tato hra pro dva hráče je obdobou televizní soutěže AZ kvíz. Při kliknutí na dané políčko se zobrazí
otázka, hráč označí odpověd, otázka je okamžitě vyhodnocena a hráč bud’ políčko získává nebo ne.
V případě, že neodpoví správně, je soupeři nabídnuta možnost odpovědět na tutéž otázku. Ten toho
může využít nebo nemusí. Cílem je spojit cestou všechny strany trojúhelníka. O políčka nesprávně
zodpovězených otázek se může kdykoliv losovat.

Učitelé si mohou vybrat AZ kvíz s 21 políčky (otázkami) nebo 28 políčky. Zaleží na tom, kolik
času chceme hře věnovat.

Zde bychom chtěli opět upozornit na to, že daný AZ kvíz se při každém novém otevření chová
jako „nová“ hra. PDF dokument ve skutečnosti obsahuje mnohem více otázek než 21 nebo 28.
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Z těchto otázek je při otevření PDF náhodně vybrán daný počet otázek a ty jsou náhodně přiřazeny
jednotlivým políčkům.

Obrázek 6: Hra Neriskuj (varianta pro dva hráče) a AZ kvíz

5 Zkušenosti z výuky
Na několika praktických ukázkách chceme poskytnout uživateli několik tipů, jak lze vytvořené
interaktivní materiály efektivně použít ve výuce.

Ukázka 1
Při řešení trigonometrických aplikačních úloh bývá velice těžké naučit studenty vytvořit si správný
obrázek potřebný k tomu, aby mohli zahájit řešení slovní úlohy. Nevědí, jak začít, a ani po několika
pokusech si nejsou jisti, zda správně zachytili podmínky ze zadání. V uvedené listovací párovací
hře, viz obr. 7, se mohou plně soustředit na nácvik jediné dovednosti – vzájemného přiřazení ob-
rázku a zadání.

Ukázka 2
Při diskusi řešení kvadratické rovnice studenti často pouze mechanicky používají známé vzorce a
unikají jim souvislosti s polohou grafu příslušné paraboly zadané stejným kvadratickým trojčle-
nem. Přiřazováním kvadratických rovnic a grafů parabol jistě dojde k upevnění povědomí o těchto
souvislostech, viz obr. 7.

Ukázka 3
Při výuce potřebuje učitel v počáteční fázi výkladu sadu úloh, které efektivně procvičí určitý typ
dovednosti, u níž je žádoucí, aby ji rychle zvládli všichni žáci. Po probrání tématu naopak potře-
buje zadat sadu úloh, které mají komplexní charakter vzhledem k probírané látce a které žákovi
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Obrázek 7: Hry k Ukázce 1 a Ukázce 2

pomohou shrnout poznatky související s probíraným tématem. Široký výběr testů a her vzniklých
v rámci projektu umožňuje obojí – ukážeme to na příkladu látky o logaritmických funkcích a rov-
nicích. V první ukázce si student natrénuje pojem logaritmu, v závěrečné fázi probírání zmíněného
tématu si může vyzkoušet komplexní test, viz obr. 8.

Obrázek 8: Hry k Ukázce 3

Ukázka 4
Výběr testů a her může vyučující podřídit kritériu výběru podle toho, na jakém druhu školy vyučuje,
jak nadané žáky má ve třídě apod. Ukážeme to na příkladu určování různých druhů limit funkcí.
Tam, kde stačí intuitivní chápání obsahu pojmů limita zprava/ zleva, vlastní/nevlastní limita, limita
ve vlastním/nevlastním bodě, může vyučující použít hru s tabulkovým výběrem správné odpovědi

69



odkazující na znázorněný graf funkce (viz 9 – vlevo). Naopak, chce-li své žáky připravit k profilové
maturitě, případně ke studiu vysoké škole s výrazným podílem studia matematiky, může učitel
zařadit párovací hru, ve které student pracuje s ε–δ definicemi (viz 9 – vpravo).

Obrázek 9: Hry k ukázce 4

Podle našich dosavadních zkušeností můžeme pro praktické využití her a testů doporučit ná-
sledující postup. V počáteční fázi je dobré studentům stáhnout soubor her a testů, jejichž zařazení
považuje učitel za účelné. Studentům pak stačí pár ukázek a doporučení a budou s těmito materiály
schopni pracovat samostatně. Mnozí si pak budou na webu projektu zkoušet řešit úlohy sami, at’
už podle doporučení vyučujícího nebo podle náhodného výběru. Rozsah použití vytvořených in-
teraktivních materiálů ve výuce je jistě limitován technickým vybavením škol. Není ale nezbytné
je v plném rozsahu používat přímo ve vyučovací hodině. Atraktivita zpracování her studenta spíše
přiláká k domácí přípravě než klasické studijní materiály.

Pro využití v hodině můžeme použít bud’ interaktivní tabuli, kdy student sám zaklikává správná
řešení, nebo je možno materiály promítat na plátno. Pak žáci odpovídají a učitel označuje odpo-
vědi. Máme-li k dispozici počítačovou učebnu, je možno některé hodiny matematiky realizovat u
počítačů, kdy si žáci zkouší sami vyplňovat testy nebo párovací hry. Tato forma výuky žáky baví a
výuku oživí.

6 Závěrem o technické realizaci
Všechny hry a testy jsou vytvářeny pomocí sázecího systému TEX a jeho balíčků. Takto vytvářené
materiály mají pro tvůrce i uživatele mnoho výhod. Hlavní výhodu pro tvůrce představuje samotný
systém, který umožňuje tvořit matematické dokumenty velmi vysoké typografické kvality. Vzhle-
dem k tomu, že se jedná o open source systém, je volně dostupný, zdarma a jednotlivé balíčky
lze libovolně dotvářet a modifikovat. Tak můžeme zcela měnit design her, testů, ovládacích tlačí-
tek, vyskakovacích oken atd. Je možno modifikovat i vložené JavaScripty, které zajišt’ují funkčnost
tlačítek, opravy testů a her, interaktivitu grafiky, vyhodnocují správnost odpovědí aj.
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Interaktivní testy jsme tvořili pomocí kolekce volně šiřitelných LATEXových maker nazvaných
AcroTEX eDucation Bundle ([7]). Pro tvorbu párovacích her jsme použili balíček dps D. P. Storyho
([8]) a pro tvorbu her Neriskuj balíček jeopardy R. Maříka ([6]). Oba tyto balíčky využívají maker
AcroTEXu, pomocí nichž tvoříme testové otázky, které již v sobě obsahují prostředky pro kontrolu
a vyhodnocování správnosti odpovědí. Všechna makra maximálně využívají možností JavaScriptů
a formulářů v PDF formátu. Technika tvorby interaktivních testů pomocí systému AcroTEX je po-
drobně popsána v [2].

Většinu balíčků (dps.sty, jeopardy.sty) jsme výrazně vylepšili, některé v podstatě přeprogramo-
vali. Výrazně jsme zlepšili práci s vrstvami v PDF nebo přidali možnost promíchávání otázek a
odpovědí. Tj. při každém novém otevření párovací hry jsou otázky i odpovědi zobrazeny v jiném
pořadí. U AZ kvízu je v PDF skryto např. 50 otázek, z nichž se při otevření PDF náhodně vybere 28
a ty se náhodně přiřadí jednotlivým políčkům. Při novém otevření PDF se tedy jedná o novou hru.
Více se o práci s vrstvami, JavaScripty a formulářovými prvky dočtete v článcích [4] a [3] Roberta
Maříka.

Doufáme, že materiály vytvořené v rámci našeho projektu přinesou uživatelům tu kýženou
radost, kterou jsme si dali do názvu. Děkujeme rovněž všem, kteří nám zašlou své připomínky.
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nication Technology in Education. Ostrava: University of Ostrava. 2012, s. 209–218. ISBN
978-80-7464-135-0.
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[5] POLÁK, Josef. Názvy a značky školské matematiky. Praha: SPN, 1988.
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Čs.Exilu 669 ,708 00 Ostrava-Poruba
davidova@wigym.cz

Lada Stachovcová
Wichterlovo gymnázium Ostrava-Poruba,
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MATEMATIKA NEJEN PRO NADANÉ 
 

Kateřina Dvořáková  

 
Abstrakt 

I průměrní studenti matematiky mohou být jednou výbornými lékaři, inženýry či jinými 

odborníky různých profesí.  Ráda bych, aby matematika pro ně nebyla nejhorším předmětem 

středoškolského studia, ale aby ji chápali jako nezbytný základ pro logickou výstavbu 

ostatních věd a uměli ji využít.  

 

Klíčová slova 

matematika, středoškolská matematika, elektronická sbírka, postup řešení  

 

Abstract 

Even average students of mathematics can become brilliant doctors, engineers or other experts 

of various professions. I would be happy if mathematics was not the worst subject of their 

secondary school studies. I want them not only to understad that it is the basis of the logical 

structure of other sciences, but also to know how to make use of it. 

 

Key words 

mathematics, secondary school mathematics, electronic collection, solving process 

 

Ve své učitelské praxi se stále více setkávám se studenty, kteří se nedají nazývat v matematice 

studenty nadanými. Tito studenti jsou v matematice spíše průměrní až podprůměrní. Z většiny 

z nich však budou jednou vynikající odborníci profesí, které matematiku využívají jako vědu 

pomocnou. Ráda bych, aby i Tito studenti prošli středoškolskou matematikou s porozuměním 

a ne se vzpomínkami, které činily matematiku tím nejhorším vyučovacím předmětem jejich 

SŠ studia.  Proto se ve svých vyučovacích hodinách snažím látku vysvětlovat tak, aby ji 

rozuměla většina studentů a ne pouze Ti nadaní.  

Zjistila jsem, že studentům pomáhá, mají-li na domácí přípravu k dispozici kromě příkladů        

s výsledky i ukázkový postup řešení.   
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Poprosila jsem kolegyni Barboru Havířovou z gymnázia Brno-Husovice, aby mi po 

informatické stránce pomohla sestavit elektronickou sbírku úloh, která by studentům 

umožnila vybrat si příklady podle tematického celku a rozhodnout se, zda chtějí vidět pouze 

zadání a výsledek nebo i celý postup řešení.  V současné době sbírka obsahuje cca 500 úloh 

a je pro studenty dostupná na lokálním serveru školy.  

Sbírka používá značkovacího jazyku XML a programu pro počítačovou sazbu LaTeX. 

Výstupem je soubor formátu .pdf. 

 

Na úvodní stránce sbírky si studenti mohou vybrat ze tří variant:  

 

1)  Výběr úloh podle tematického celku a úrovně obtížnosti 
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2) Výběr úloh podle klíčových slov 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3)  Výběr úloh podle čísla úlohy – každá úloha má své číslo, podle které ji lze později 

vyhledat. 
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U každé z variant je možné si ke zvoleným úlohám zvolit, zda má výsledný soubor .pdf 

obsahovat:   

 

 

• výběr možností tj. je-li soubor spuštěn v programu Adobe Reader, funguje 

interaktivně a je možné zaškrtnout z nabízených variant tu správnou  

 

 

 

 

 

 

 

 

• návod  

 

 

• řešení tj. u každého příkladu je uvedeno ukázkové řešení  
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• výsledek tj. student si může nechat vygenerovat více příkladů pouze s výsledky  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

RNDr. Kateřina Dvořáková  

Gymnázium a Obchodní akademie Bučovice 

Součkova 500 

685 01 Bučovice  

e-mail:  hudcovaK@seznam.cz 
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SKETCHOMETRY AND JSXGRAPH – DYNAMIC

GEOMETRY FOR MOBILE DEVICES

Matthias Ehmann, Michael Gerhäuser, Carsten Miller, Alfred
Wassermann

University of Bayreuth

Abstract. Tablet computers seem to be a possible solution to many long-standing
problems for technology based mathematics education. But a traditional user in-
terface may not be the best way to interact with dynamic geometry software on a
touch device. The new software sketchometry enables students to create mathemat-
ical constructions by drawing sketches with fingers or pens. This direct approach
to Geometry invites students to experiment and thus stimulates active discovery
learning. sketchometry is based on the software library JSXGraph and the program-
ming language JessieCode, developed by the authors. JSXGraph and JessieCode
offer a broad range of possibilities for mathematical visualization. For the ambi-
tious user there is an innovative programming environment SketchBin to fine-tune
constructions.

Keywords: Mathematics, education, dynamic geometry, mobile devices.

1. Introduction

Using computer technology in mathematics education has been a very active
research area at least since the availability of the personal computer in the 1980s,
see e.g. [8, 7].

Arguably, for many years one of the biggest obstacle for the integration of com-
puter technology in mathematics education has been the necessity of a computer
laboratory. Usually, the class has to stay the whole lesson in the laboratory and not
in classroom. But most computer laboratories are filled with big computer screens,
the tables are covered by the keyboards. Regular paper-and-pencil work is limited
in such an environment. This may have been one of the reasons why many teachers
restricted the use of computer technology to presentations of dynamic content in
front of the class [12].

With the presentation of the Apple iPhone in 2007 and the Apple iPad in 2010,
followed by a plethora of mobile devices with constantly dropping prices, the situ-
ation changed entirely. This new generation of mobile devices is well suited for the
classroom. Envisioned already 40 years ago by Alan Kay, one of the pioneers for
proposing computers in education [9], with an astonishing precision, tablets are now
available for everyone. In contrast to usage of desktop computers in a computer
laboratory, working with tablets blends well with paper-and-pencil work. There is
no need anymore to leave the classroom in order to use a computer.

“Because mobile technology . . . [are] is becoming more and more relevant for
mathematics education” [2]. This movement is amplified by the efforts of several
countries to replace printed textbooks by electronic ones. Among the countries
which are preparing to switch to electronic material are Slovenia, South Korea, and
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some states in the United States [10]. As a consequence for the future, educational
software will have to blend well with electronic textbooks.

This article is an overview about software projects developed at the University
of Bayreuth, Germany, with involvement of the author. sketchometry, SketchBin,
and JSXGraph, JessieCode are all based on HTML5 technology and therefore can
be used on practically all mobile computers as well as on desktop computers.

2. Mathematics visualization in the web browser

The availability of powerful handheld devices provokes new challenges for inter-
active mathematics visualization software [3, 15]. Todays dynamic mathematics
software is expected to be usable on desktop computers as well as on mobile de-
vices. Software developers therefore have not much choice but to use a platform
independent design. At the time of writing the only software standard which is
able to run on desktop computers and simultaneously on the vast variety of mo-
bile platforms is the HTML51 quasi-standard. This is the common denominator
for software which is available on Android, iOS and desktop systems (Windows,
Mac OS X and Linux). In technical terms, this means the user interface has to be
realized with HTML and CSS, while graphics is realized with SVG (scalable vec-
tor graphics) and/or the canvas DOM-element. The programming language which
glues everything together is JavaScript.

An advantage of using HTML5 is that eBooks are based essentially on the same
technology. Many HTML5 applications can therefore be included in eBooks and
enable an unprecedented interactive reading experience.

Being forced to develop new software for mobile devices can be taken as chance to
rethink the way of interaction. A user interface is good if students do not experience
high cognitive load which disrupts their problem solving performance [13]. With
the project sketchometry we present our first humble experiences with a so called
“natural user interface” (NUI), [16, 17, 11].

3. Sketchometry

The free to use dynamic geometry system (DGS) sketchometry2 comes with a
radically new interface which is the first step towards a natural user interface. The
user constructs geometric objects and defines their dependencies by simply drawing
sketches of lines, circles, and points on the screen.

Figure 1. sketchometry in action.

1http://www.w3.org/TR/html51
2http://www.sketchometry.org
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First of all, sketchometry is intended to be used by students in the classroom.
On purpose it does not have the amount of functionality easily available as offered
by other dynamic geometry systems. In many cases these other programs are
solely used by the teacher to prepare interactive demonstrations. Together with
interactive whiteboards they “encourage teachers to do presentations rather than
teach” [12]. Rarely, students are expected to start constructing from scratch with
these systems.

On the contrary, sketchometry tries to revitalize an active participation of the
students. Just as a surplus, it is well suited for classroom demonstrations on an
interactive whiteboard, too.

sketchometry consists of a minimal user interface in connection with a novel
mixture [3] of algorithms to interpret the user input and convert it into exact
mathematical objects. Sketches and gestures are used to input geometric objects
and their dependencies directly without the preselection of a specific construction
tool from a toolbar. sketchometry interprets the paths generated by sketches and
gestures and enables constructing by natural interactions.

Figure 2. sketchometry screenshots: “gallery” of all locally
stored constructions (left), construction board (middle), running
on a smartphone (right).

In most other DGS for constructing geometric objects, the user constantly has
to use toolbar buttons. This may interrupt the users work cycle. In contrast,
sketchometry tries to break this behavior and the user rarely does have to select
a tool. For most constructions just a few simple pre-defined figures have to be
memorized, and after a short learning period the cognitive load is reduced.

Figure 3. Circle sketch (left), circle sketch using a point as center (right).

sketchometry runs on all modern HTML5 browsers on nearly all display sizes.
Constructions are saved transparent to the user – there is no save button anymore.
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// JessieCode
p = point(0,1);
q = point(-1,-2);
li = line(p,q);

// JSXGraph (JavaScript)
var board = JXG.JSXGraph.initBoard(’

jxgbox’),
p = board.create(’point’, [0,1]),
q = board.create(’point’, [1,-2]),
li = board.create(’line’, [p,q]);

Figure 4. Comparison of the same construction with JessieCode
(left) and JSXGraph (right).

For external storage several cloud storage services can be used.3 Meanwhile, there
are translation for German, English, Italian, Polish, Portugese, and Spanish, and
sketchometry is also available as stand-alone app for iOS and firefox OS.

4. JSXGraph and JessieCode

JSXGraph4 [5, 6, 3] is a software library for dynamic mathematics. It is not in-
tended to be used by students, its user group consists of software developers, devel-
opers of mathematics visualizations and authors of eBooks. As the most prominent
example, sketchometry is built upon JSXGraph.

JSXGraph is a cross-browser JavaScript library, for interactive geometry, func-
tion plotting, and data visualization. First presented in 2008 [4], JSXGraph mean-
while provides a mighty and extensive API consisting of several hundred classes
and methods.5 JSXGraph constructions can also be included in eBooks based on
the file format epub3 [14]. JSXGraph is available under the LGPL and the MIT
license.

JessieCode6 is a special purpose scripting language developed at the University
of Bayreuth to describe JSXGraph constructions. It uses datatypes and a syntax
very similar to JavaScript and integrates the JSXGraph API in the language.

While JSXGraph offers the full power and flexibility of a software library, Jessie-
Code can be regarded as a middle layer between the JSXGraph library and appli-
cations like sketchometry. It allows to use a mathematically oriented language to
create constructions, see Fig. 4 for an example. Additionally, it provides the nec-
essary security measures to be used as a communication language for mathematics
in public web forums or wikis.

The intended use is in environments where JavaScript poses a security risk in
the form of Cross Site Scripting (XSS) attacks, e.g. a website with user contributed
content like a discussion board or a wiki. To allow advanced constructions in such
a site, some kind of scripting is desired which easily becomes a security risk. Since
filtering dangerous JavaScript commands is not feasible [1], JessieCode is used to
control access to the DOM of the browser. This is done by preventing access to

3At the time of writing, export to and import from Dropbox, Google Drive, Microsoft Skydrive
and Ubuntu One are supported.

4http://www.jsxgraph.org
5A comprehensive documentation is available at http://jsxgraph.uni-bayreuth.de/

docs, The JSXGraph wiki at http://jsxgraph.uni-bayreuth.de/wiki contains more than
200 programming examples with source code.

6http://github.com/jsxgraph/JessieCode
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the document and window object, reducing the properties that can be accessed on
objects, and filtering HTML from text elements.

5. SketchBin

Beside an easy to use software like sketchometry and a programming language
like JessieCode or an API like JSXGraph there is also demand for a tool for the
more ambitious user who wants to fine-tune constructions or script certain actions
on the board.

For this we developed the authoring tool SketchBin.7 It is an innovative program-
ming editor to develop JessieCode contructions, inspired by B. Victor, “Inventing
on Principle”8.

First, the SketchBin interface, see Fig. 5, contains an area where so called mark-
down text including TEX syntax can be typed in, which is converted into good-
looking HTML. But the most interesting part of the editor is the Sketch part.
Here, the user builds a geometric construction by sketching in the right window.
The corresponding JessieCode code is instantly displayed in the left window. Con-
versely, if the user changes the JessieCode code in the left window, the construc-
tion in the right window will update itself according to the code the left window.
Dragging with the right mouse key pressed changes the coordinates given in the
JessieCode window. Already existing sketchometry files can be imported by simple
drag-and-drop.

6. Interactive eBooks

In 2011, the eBook file format standard epub3 has been published [14]. It turned
out that this new format version is based on large parts of HTML5. Among other
HTML5 features, epub3 allows the use of SVG, JavaScript, and MathML.

It is easy to embed JSXGraph, JessieCode or sketchometry files in epub3 books,
see Fig. 6. Together with MathJax9 for typesetting of mathematical formulae this
paves the road to truly interactive mathematical e-textbooks.

In 2012 the free software Apple iBooks Author10 was published by Apple. The
file format of eBooks produced by this tool is closely related to epub3. It is an
easy manner to write so called widgets consisting of JSXGraph, JessieCode or
sketchometry files, which can be included in books written with iBooks Author.

7. Conclusion

The projects sketchometry, SketchBin, JSXGraph, and JessieCode offer tools of
varying complexity to enable dynamic mathematics on a great variety of devices
from desktop computers to mobile devices. Small handheld devices are well suited
for use in classroom and allow to use electronic material side by side with printed
textbooks.

JSXGraph and JessieCode are intended to be used by software developers and
eBook authors to create interactive content for web pages and eBooks. sketchometry
is expected to be used by students in the classroom. It is the first step towards a
natural user interface which allows a “hands-on” exploration of geometry.

7http://bin.sketchometry.org
8http://www.youtube.com/watch?v=PUv66718DII
9http://mathjax.org
10http://www.apple.com/ibooks-author/
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Figure 5. SketchBin in action. The description is in markdown
format and may contain TEX syntax. The construction can be
built by sketching (right) or programming (left).

Figure 6. JSXGraph as part of an epub3 textbook displayed in
iOS iBooks.
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SYSTEMATICKÉ EXPERIMENTOVÁNÍ VE VÝUCE 
MATEMATIKY 

 
Petr Eisenmann, Jiří Přibyl 

PřF UJEP Ústí nad Labem 

 
Abstrakt: Náš příspěvek popisuje možnosti systematického experimentování pomocí 
počítače jako prostředku k řešení úloh ve výuce matematiky na základní a střední škole. Po 
stručném vymezení systematického experimentování ukážeme na několika příkladech ze 
základní a střední školy její využití. 
 
Klíčová slova: Řešení úloh, heuristická strategie, systematické experimentování, hrubá síla. 
 
 

Systematic experimentation in school mathematics 
 

Abstract: Our contribution describes abilities of using computer in systematic 
experimentation as a tool to problem solving in school mathematics. At first we briefly define 
this heuristic strategy and problem solving using computer, then the whole issue will be 
illustrated by some examples. These examples illustrate math school problems efficiently 
solved by this strategy. 
 
Key words: Problem solving, heuristic strategy, systematic experimentation, brute force. 
 
Podstatou strategie Systematické experimentování je uvědomění si skutečnosti, že lze 
k výsledku dojít pomocí určitého systému v provádění pokusů. Každý následující pokus bude 
o „malinko“ pozměněný oproti předchozímu. Princip je založen na tom, že od základní 
hodnoty, kterou řešitel zvolí, se blíží postupně k danému řešení. Síla této strategie se ukazuje 
ve spojení s prostředkem počítač, který nám umožňuje realizovat pokusy v reálném čase. Je 
možné tyto experimenty (obvykle číselné) provádět i ručně, ale výrazně se tím prodlouží doba 
řešení úlohy. Podrobněji rozebírá experimentální heuristické strategie např. knížka [1]. Další 
aspekty této heuristické strategie popisuje ve své knize Polya (viz [2]). 
Velmi často se o použití počítače v rámci systematického experimentování hovoří jako o 
použití tzv. hrubé síly. Řešení hrubou silou vymezujeme jako vyčerpávání jednotlivých 
možností z množiny všech potenciálních výsledků. Z tohoto vymezení také vyplývá třídění 
uvedených ilustračních úloh do následujících dvou skupin: 

1. Úlohy řešené pomocí hrubé síly (zkoumání všech možností) 
2. Úlohy řešené pomocí hrubé síly s odůvodněním ukončení experimentu (zkoumání jisté 

podmnožiny možností) 
Zvláštní skupinu úloh tvoří ty, kdy 
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3. systematické experimentování vede k formulaci hypotézy. 
 

Popisovanou strategii nyní budeme postupně ilustrovat vždy dvěma úlohami z každé ze tří 
výše uvedených skupin. 
 

Skupina první 

Úloha č. 1 
Zadání: Máme připravit 50 kg bonbónové směsi v ceně 120 Kč za jeden kilogram. 
K dispozici máme dva druhy bonbónů, první v ceně 90 Kč za jeden kilogram, druhý v ceně 
140 Kč za jeden kilogram. Kolik každého druhu je třeba smíchat? 
Řešení: Experimentování realizujme pomocí tabulkového procesoru, které je zaznamenáno 
v tabulce 1. 
 

1. druh 2. druh Cena za první Cena za druhý Celkem 
0 50 0 7000 7000 
1 49 90 6860 6950 
2 48 180 6720 6900 
3 47 270 6580 6850 
4 46 360 6440 6800 
5 45 450 6300 6750 
… … … … … 
18 32 1620 4480 6100 
19 31 1710 4340 6050 
20 30 1800 4200 6000 
21 29 1890 4060 5950 
22 28 1980 3920 5900 
… … … … … 
46 4 4140 560 4700 
47 3 4230 420 4650 
48 2 4320 280 4600 
49 1 4410 140 4550 
50 0 4500 0 4500 

Tab. 1 
Odpověď: K přípravě směsi je třeba smíchat 20 kg prvního druhu a 30 kg druhého druhu. 
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Úloha č. 2 
Zadání: Čísla, která se čtou stejně odpředu i odzadu, jako např. 452 254, se nazývají 
palindromy. Můj přítel tvrdí, že všechny čtyřciferné palindromy jsou dělitelné číslem 11. Je 
tomu tak? 
Řešení: Protože s palindromy nemáme žádné zkušenosti, je vhodné si jich nejprve několik 
vypsat. Palindromy jsou např. čísla: 127 721, 94 749, 8 338, 565, 44, 8. Nás však budou 
v dalším zajímat pouze čtyřciferné palindromy. Jsou to např. čísla 6 776, 1 001, 2 992. 
Vezměme nyní náhodně několik čtyřciferných palindromů a vydělme je jedenácti. Dostaneme 
např.: 

4 554 = 414 ∙ 11 
1 001 = 91 ⋅ 11 
8 338 = 758 ⋅ 11 

Na základě těchto příkladů dostal problém smysl. Nyní se nám zdá, že by můj přítel mohl mít 
pravdu. Toto přesvědčení jsme získali pomocí několika konkretizací původního problému. 
Také bychom mohli říci, že jsme udělali několik experimentů. Jistotu o pravdivosti však 
nezískáme, dokud nepřezkoušíme všech 90 možných čtyřciferných palindromů. K tomu bude 
efektivní použít tabulkový procesor (viz tab. 2). 

a b “=b2“ “=a2“ “=1000*A2+100*B2+10*C2+1*D2“ “=E2/11“ 
1 0 0 1 1 001 91 
1 1 1 1 1 111 101 
… … … … … … 
1 9 9 1 1 991 181 
2 0 0 2 2 002 182 
2 1 1 2 2 112 192 
… … … … … … 
2 9 9 2 2 992 272 
3 0 0 3 3 003 273 
3 1 1 3 3 113 283 
… … … … … … 
3 9 9 3 3 993 363 
4 0 0 4 4 004 364 
4 1 1 4 4 114 374 
… … … … … … 
4 9 9 4 4 994 454 
5 0 0 5 5 005 455 
5 1 1 5 5 115 465 
5 8 8 5 5 885 535 
5 9 9 5 5 995 545 
6 0 0 6 6 006 546 
6 1 1 6 6 116 556 
… … … … … … 
6 9 9 6 6 996 636 
7 0 0 7 7 007 637 
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7 1 1 7 7 117 647 
… … … … … … 
7 9 9 7 7 997 727 
8 0 0 8 8 008 728 
8 1 1 8 8 118 738 
… … … … … … 
8 9 9 8 8 998 818 
9 0 0 9 9 009 819 
9 1 1 9 9 119 829 
… … … … … … 
9 9 9 9 9 999 909 

Tab. 2 
Z posledního sloupce tabulky je zřejmé, že všechny podíly jsou opravdu celočíselné. 

Odpověď: Můj přítel měl pravdu. 
 

Skupina druhá 

Úloha č. 3 
Zadání: Součet pěti po sobě jdoucích sudých čísel je 130. Určete tato čísla. 
Řešení: Ze zadání úlohy je zřejmé, že se jedná o čísla kladná. Nejmenší kladné sudé číslo je 
číslo 2. Podívejme se, jak by situace vypadala: 

2 + 4 + 6 + 8 + 10 = 30 
Dvojka tedy nevyhovuje. 
Zkusme následující sudé číslo, tedy 4. 

4 + 6 + 8 + 10 + 12 = 40 
Ani čtyřka nevyhovuje. 
Velmi jednoduše můžeme provést systematické experimentování pomocí tabulkového 
procesoru. Do prvního řádku si napíšeme prvních pět sudých čísel a za nimi bude následovat 
jejich součet. V každém dalším řádku budou čísla o 2 větší. 
 

2 4 6 8 10 30 
4 6 8 10 12 40 
… … … … … … 
22 24 26 28 30 130 
24 26 28 30 32 140 

Tab. 3 

V tabulce nemá význam již dále pokračovat. Součet v posledním sloupci zřejmě nadále roste. 
Odpověď: Hledaná čísla jsou 22, 24, 26, 28, 30. 
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Úloha č. 4 
Zadání: Určete dvě po sobě následující lichá přirozená čísla tak, aby jejich součin byl 1023. 
Pozn.: Tato úloha je převzata z [3]. 
Řešení: 
V tabulce si volíme postupně obě lichá čísla a zkoumáme jejich součin. 

První liché 
číslo 

Druhé liché 
číslo 

Součin 
čísel 

1 3 3 
3 5 15 
5 7 35 
7 9 63 
9 11 99 
11 13 143 
13 15 195 
15 17 255 
17 19 323 
19 21 399 
21 23 483 
23 25 575 
25 27 675 
27 29 783 
29 31 899 
31 33 1023 

Tab. 4 
Je zřejmé, že v tabulce nemá význam již dále pokračovat. Součin v posledním sloupci zřejmě 
pořád roste. 
Pozn.: Pokud nepoužijeme hned tabulkový procesor, ale zamyslíme se nad číslem 1023, 
můžeme si uvědomit, že končí-li číslo 1023 trojkou, musí činitele tvořící jeho součin končit 
buď ciframi 1 a 3, nebo ciframi 7 a 9. Navíc je zřejmé, že oba činitelé musí být alespoň 
dvoucifernými čísly. Tímto vhledem do úlohy podstatně zúžíme množinu potenciálních 
výsledků. 
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První liché 
číslo 

Druhé liché 
číslo 

Součin 
čísel 

11 13 143 
17 19 323 
21 23 483 
27 29 783 
31 33 1023 

Tab. 5 
Odpověď: Hledanými čísly jsou 31 a 33. 
 

Skupina třetí 

Úloha č. 5 
Zadání: Diamant dvakrát těžší stojí čtyřikrát víc, diamant třikrát těžší stojí devětkrát víc atd. 
Cena diamantu je úměrná čtverci jeho hmotnosti. Při broušení se diamant rozpadl na dvě 
části. Jak velká je brusičova ztráta? V jakém případě je ztráta největší?  
Řešení: Předpokládejme, že hmotnost celého diamantu je například 1 000 mg (konkretizace). 
Cena tohoto diamantu je 1 000 000 Kč. Dále volme různé možnosti rozpadnutí diamantu na 
dva diamanty. Krok rozpadání můžeme volit různě veliký, ale pro vytvoření hypotézy stačí jít 
po 100 mg. 
Jako nástroj pro systematické experimentování byl užit tabulkový procesor. 
Hmotnost 
celého 
diamantu 
𝑚𝑚 

cena 
celého 
diamantu 
𝑚𝑚2 

hmotnost 
menšího 
diamantu 
𝑚𝑚1 

cena 
menšího 
diamantu 
𝑚𝑚1

2 

hmotnost 
většího 
diamantu 
𝑚𝑚2 

cena 
většího 
diamantu 
𝑚𝑚2

2 

ztráta 𝑚𝑚2 −
(𝑚𝑚1

2 + 𝑚𝑚2
2) 

1 000 1 000 000 0 0 1 000 1 000 000 0 
1 000 1 000 000 100 10 000 900 810 000 180 000 
1 000 1 000 000 200 40 000 800 640 000 320 000 
1 000 1 000 000 300 90 000 700 490 000 420 000 
1 000 1 000 000 400 160 000 600 360 000 480 000 
1 000 1 000 000 500 250 000 500 250 000 500 000 

Tab. 6 

Z experimentování vyplývá hypotéza, že brusič měl největší ztrátu v případě, že se diamant 
rozpadl na dvě stejné části. Ověřme tuto domněnku ještě následující úvahou. 
diamant jako celek (hmotnost 𝑚𝑚, cena 𝑚𝑚2) 
první část diamantu (hmotnost 𝑚𝑚1 , cena 𝑚𝑚1

2) 
druhá část diamantu (hmotnost 𝑚𝑚2, cena 𝑚𝑚2

2) 
ztráta 𝑧𝑧 

𝑚𝑚 = 𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚2 
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𝑚𝑚2 − (𝑚𝑚1
2 + 𝑚𝑚2

2) = 𝑧𝑧 
(𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚2)2 − (𝑚𝑚1

2 + 𝑚𝑚2
2) = 𝑧𝑧 

𝑚𝑚1
2 + 2𝑚𝑚1𝑚𝑚2 + 𝑚𝑚2

2 − (𝑚𝑚1
2 + 𝑚𝑚2

2) = 𝑧𝑧 
2𝑚𝑚1𝑚𝑚2 = 𝑧𝑧 

Ztráta je zřejmě dvojnásobkem součinu hmotností obou částí. Největší je tehdy, když se 
diamant rozpadne na dvě stejné části. To si nyní ukážeme pomocí porovnávání obsahu čtverce 
s obsahem obdélníku, a to za předpokladu stejného obvodu obou obrazců. 
Je dán čtverec se stranou 𝑎𝑎 a obdélník se stranami 𝑏𝑏, 𝑐𝑐.  
Nechť platí:  

4 ∙ 𝑎𝑎 = 2 ∙ (𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) 
2 ∙ 𝑎𝑎 = 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 
𝑎𝑎 + 𝑎𝑎 = 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 

Nyní zvolme 𝑎𝑎 + 𝑎𝑎 = 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 10. Z toho plyne, že 𝑎𝑎 = 5. Dále hledáme různá 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 
vyhovující podmínce 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 10. Na obrázku č. 1 vidíme čtverec a obdélníky splňující tuto 
podmínku. 

 

 
Obr. 1 

Z obrázku č. 1 je patrné, že největší obsah má čtverec. To znamená, že součin stejných 
činitelů (obsah čtverce) je větší než součin různých činitelů (obsah obdélníka), jestliže součet 
těchto činitelů je stejný (obvod čtverce se rovná obvodu obdélníka). 
Odpověď: Ztráta je dvojnásobkem součinu hmotností obou částí. Největší je tehdy, když se 
diamant rozpadne na dvě stejné části. 

Úloha č. 6 
Zadání: Rozhodněte: Může být 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 + 1 pro nějaké přirozené 𝑛𝑛 ≥ 1 druhou mocninou 
přirozeného čísla? 
Pozn.: Tato úloha je převzata z [4]. 
Řešení: Experimentování realizujme pomocí tabulkového procesoru, které je zaznamenáno 
v tabulce 7. 
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𝑛𝑛 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 + 1 
1 3 
2 7 
3 13 
4 21 
5 31 
6 43 
7 57 
8 73 
9 91 
10 111 

Tab. 7 

I když budeme pomocí tabulkového editoru pokračovat ve výpočtu dále, situace se nezmění. 
Žádné z čísel v pravém sloupci nebude čtvercem nějakého přirozeného čísla. Je přirozené tedy 
formulovat následující hypotézu. 

Hypotéza: Číslo 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 + 1 není pro žádné přirozené 𝑛𝑛 ≥ 1 druhou mocninou přirozeného 
čísla. 
Důkaz (sporem) 
Předpokládejme, že číslo 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 + 1 je druhou mocninou nějakého přirozeného čísla 
(označme jej např. 𝑥𝑥 ). Pak platí 

 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 + 1 = 𝑥𝑥2. (1) 
Neboli 

   (𝑥𝑥 + 𝑛𝑛)(𝑥𝑥 − 𝑛𝑛) = 𝑛𝑛 + 1. (2) 
i) Pro 𝑥𝑥 > 1 platí, že 𝑛𝑛 + 𝑥𝑥 > 𝑛𝑛 + 1. Z rovnice (2) a předchozí podmínky plyne, že číslo 𝑛𝑛 +
1 není dělitelné číslem 𝑛𝑛 + 𝑥𝑥 a přirozené číslo 𝑛𝑛 splňující rovnici (1) tedy neexistuje. 
ii) Číslo 𝑥𝑥 = 1 zřejmě vzhledem k podmínce 𝑛𝑛 ≥ 1 není druhou mocninou čísla 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 + 1. 
Z dané hypotézy se stala matematická věta. 
Odpověď: Číslo 𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛 + 1, kde 𝑛𝑛 ≥ 1, není druhou mocninou žádného přirozeného čísla. 
 
Literatura: 
[1] Kopka, J.: Umění řešit matematické problémy, HAV Praha, 2013. 
[2] Polya, G.: How to Solve It: A New Aspect of Mathematical Method, University Press 
Princeton, 2004. 
[3] Cihlář, J., Zelenka M.: Matematika 8, Pythagoras Publishing Praha, 1998. 
[4] Kuřina, Fr.: Matematika a řešení úloh, JU České Budějovice, České Budějovice, 2011. 
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MODELOVA�IE SÚVISLOSTÍ Z TEÓRIE 
PRAVDEPODOB�OSTI POMOCOU GEOGEBRY1 

 
Zoltán Fehér 

Katedra matematiky a informatiky, Univerzita J. Selyeho, Komárno 

 
Abstrakt. Vo vyučovaní matematiky pre študentov ekonomických odborov dokazovanie viet 
väčšinou nie je súčasťou učiva. Modelovanie matematických súvislostí pomocou 
dynamických softverov síce nenahradí dôkazy, ale v značnej miere môže prispieť k lepšiemu 
osvojeniu si učiva študentmi. Vhodná vizualizácia pomocou GeoGebry podporí porozumenie 
súvislostí, pomáha pri vyšetrení vlastností pojmov aj vzťahov medzi veličinami. V článku 
ukážeme niekoľko appletov na modelovanie aproximácie binomického rozdelenia. 
 
Kľúčové slová: vizualizácia, GeoGebra, aproximácia, binomické rozdelenie. 
 
 

Modeling relationships from probability theory with GeoGebra 
 

Abstract. In economical studies at our university within the framework of mathematics the 
proofs are not part of the curriculum. In GeoGebra we can create dynamic models that can 
help students to better understand relationships and connections between mathematical 
concepts. With applets created in GeoGebra the proofs can be replaced with appropriate 
dynamic visualizations. The article presents the visualization possibilities of two 
approximations of the binomial distribution from probability theory. 
 
Key words: visualization, GeoGebra, approximation, binomial distribution. 
  
Úvod  

Vo vysokoškolskom vyučovaní v ekonomických študijných odboroch v rámci 
matematických disciplín dokazovanie viet väčšinou nie je súčasťou učiva. Dôraz sa kladie na 
aplikáciu matematických vzťahov v praxi. K tomu aby študenti vedeli v riešení úloh 
aplikovať teoretické poznatky je dôležité ich správne pochopenie. Modelovanie 
matematických súvislostí síce nenahradí ich dôkaz, ale v značnej miere môže prispieť k 
lepšiemu osvojeniu si učiva študentmi. S týmto sa stretneme aj v teórii pravdepodobnosti v 
prípade zákonov veľkých čísel alebo centrálnej limitnej vety, ich matematické dôkazy nie sú 
súčasťou učiva. Pritom z didaktického hľadiska je evidentne prospešné ak aspoň znázornením 
súvislostí sa pokúsime študentom priblížiť platnosť týchto vzťahov. 

                                                 
1 Príspevok vznikol v rámci projektu MŠVVaŠ SR KEGA 001UJS-4/2011. 
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Modelovanie vo vyučovaní matematiky 

V matematike sa zaoberáme s abstraktnými pojmami, preto je samozrejmá požiadavka 
vyučovania, aby sme tieto pojmy vhodným spôsobom znázornili. Vhodná vizualizácia 
podporí porozumenie súvislostí, pomáha pri vyšetrení vlastností pojmov aj vzťahov medzi 
veličinami. Tlačené učebné materiály ako učebnice, vysokoškolské skriptá majú ohraničené 
možnosti vizualizácie, oproti tomu elektronické učebné materiály prinášajú nové spôsoby 
znázornenia pojmov aj ich vlastností. Dynamické matematické softvéry v značnej miere 
zvyšujú úroveň vizualizácie vo výučbe a práve dynamika otvára možnosť objavovať 
súvislosti vyšetrením vzájomných vzťahov medzi pojmami. Podľa D. Velichovej [1] 
dynamická práca s matematickými objektmi je nevyhnutná pre dosiahnutie úplného 
pochopenia učiva a pre rozvoj schopností využívať technológie na analýzu získaných riešení 
problémov. Pomocou GeoGebry [5] môžeme úspešne podporiť vytvorenie uceleného vzhľadu 
na jednotlivé pojmy vytvorením modelov a vizualizáciou všeobecných súvislostí. Tematike 
využitia GeoGebry vo vyučovaní sa venuje aj práca [3], v ktorom sa nachádzajú rôzne 
možnosti použitia dynamickej vizualizácie v praxi. Matematické modelovanie vzťahov medzi 
pojmami využívame aj v iných školských predmetoch, predovšetkým vo fyzike. Fyzikálne 
zákony sú formálne zapísané matematickými vzťahmi, teda ich vizualizácia musí byť 
podobne dôležitou požiadavkou ako v prípade výučby matematiky. Niektoré aplikácie 
modelovania fyzikálnych javov nájdeme v článku [4].  

 
Základnou podmienkou tvorby učebného materiálu je cieľ jeho použitia. Z toho 

vychádzame aj pri zostavení appletu GeoGebry. Pri tvorbe pracovných listov v znázornení aj 
vo výpočtoch využijeme možnosť dynamickej prezentácie jednotlivých objektov. 
Interaktivita vytvorených appletov nám umožňuje zasahovať do modelov, nastavením 
parametrov môžeme vyšetriť rôzne špeciálne prípady. Vo vysokoškolskom vyučovaní 
matematiky pre účely prednášok aj seminárov vytvárame applety s rôznym obsahom aj 
didaktickým cieľom. Zásadne pripravujeme applety zvlášť pre modelovanie všeobecných 
vzťahov a applety pre riešenie úloh. V článku ukážeme niekoľko takýchto appletov na 
modelovanie aproximácie binomického rozdelenia. Vytvorené applety je možné prezrieť na 
stránke GeoGebraTube v materiáloch používateľa feherz [6]. 
 
Aproximácie binomického rozdelenia 

Binomické rozdelenie v teórii pravdepodobnosti patrí medzi základné typy diskrétneho 
rozdelenia náhodnej premennej. Binomickým rozdelením opisujeme početnosť daného javu v 
n nezávislých pokusoch, keď v každom pokuse jav nastane s pravdepodobnosťou p. Ak počet 
nezávislých pokusov n je dostatočne veľké, potom binomické rozdelenie môžeme 
aproximovať normálnym rozdelením, ktorého parametre sa zhodujú so strednou hodnotou a 
disperziou binomického rozdelenia. Toto vyjadruje Moivreova-Laplaceova veta v tvare  
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Moivreova-Laplaceova veta je dôsledkom Centrálnej limitnej vety, jej dôkaz väčšinou nie je 
súčasťou študijných osnov (dá sa preštudovať v [2]). Na obr. 1 je vizualizácia vzťahu medzi 
normálnym a binomickým rozdelením v závislosti od parametra n. 
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obr.1. Vizualizácia M-L vety 

 
Aproximácia je najlepšia pre pravdepodobnosti p blízke hodnote 0,5, preto v úlohách 

riešime väčšinou takéto prípady. Numerický výpočet jednotlivých hodnôt binomického 
rozdelenia, ako aj celkového súčtu je náročný aj pomocou kalkulačky a preto výslednú 
pravdepodobnosť nevypočítame. Na druhej strane číselný výsledok použitím aproximácie 
dostaneme, ale keďže počítanie s binomickým rozdelením sme nespravili, nemáme možnosť 
porovnať získaný výsledok. Študentov prinútime prijať počítanie M-L vetou bez toho, aby 
sme aspoň poukázali na jej platnosť buď všeobecne alebo na vzorovom príklade. Toto je z 
didaktického hľadiska zrejme nesprávny postup. 

 
Vizualizáciu použitia Moivreovej-Laplaceovej vety môžeme uskutočniť dynamickým 

modelovaním, ak znázorníme obidve rozdelenia v závislosti od parametra n. Do appletu 
môžeme pridať aj vzťahy pomocou ktorých vypočítame jednotlivé pravdepodobnosti. 
Porovnaním týchto dvoch výsledkov resp. určením ich rozdielu vieme ukázať chybu 
aproximácie. Tento postup predvedieme na riešení nasledujúcej úlohy. 
 
1. úloha: Prieskumy veľkých leteckých spoločností ukázali, že na vopred rezervované miesta 
jednotlivých spojov v skutočnosti nastúpi na cestu len 82% cestujúcich. Preto tieto 
spoločnosti umožnia rezerváciu na väčší počet miest, aká je kapacita daného lietadla. Ak 
lietadlo má počet miest 270 a spoločnosť pritom dovolí rezerváciu pre 300 cestujúcich, aká je 
pravdepodobnosť, že nastane nepríjemná situácia a nebude mať na palube dostatočné miesto 
pre všetkých cestujúcich? 
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obr. 2. Riešenie 1. úlohy pomocou appletu  

 
V applete (obr. 2.) sme graficky znázornili jednotlivé rozdelenia, a pridali sme 

algebraické vzťahy pre určenie numerických hodnôt. Náhodná premenná, teda počet 
cestujúcich má binomické rozdelenie so strednou hodnotou m = 246 a smerodajnou 
odchýlkou σ = 6,65. Pravdepodobnosť udalosti, že na cestu nastúpi najviac 270 cestujúcich, 
teda maximálny počet, určíme aproximáciou normálnym rozdelením s parametrami m, σ. 
Výsledok je 99,984%, chyba tejto aproximácie je 0,00011. Pre presnejšiu aproximáciu 
namiesto čísla k používame k + 0,5. 
 

Poissonovu vetu aplikujeme v úlohách s binomickým rozdelením, ak hodnota n je 
dostatočne veľká a pravdepodobnosť p malá, blízka nule. V tom prípade platí 
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pri predpoklade, že súčin np = λ zostane konštantná [2]. Vizualizácia tejto súvislosti je na obr. 
3, v applete porovnáme binomické a Poissonovo rozdelenie zmenou parametra n. 
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obr. 3. Vizualizácia Poissonovej vety 

 
2. úloha: Poisťovacia spoločnosť na základe dlhoročných štatistík vybraného regiónu zistila 
pravdepodobnosť vzniku požiaru v rodinných domoch, ktorá má hodnotu 0,002. Aká je 
pravdepodobnosť toho, že v dedine kde je 1300 domov požiar vznikne v najviac piatich 
domoch v určitom časovom období? 
 

Pri daných hodnotách n = 1300 a p = 0,002 je stredná hodnota λ = 2,6. Ak znázorníme 
obidve rozdelenia, tak sú odchýlky pravdepodobnostných hodnôt na diagramoch 
nepreukázateľné (obr. 4). Diagramy sa prekrývajú, teda presnosť aproximácie nie je možné 
zistiť z obrázku, preto do appletu pridáme aj vzorce pre výpočet pravdepodobnosti P(ξ ≤ 5) s 
binomickým aj Poissonovým rozdelením. 
 

 
obr. 4. Riešenie 2. úlohy pomocou appletu 
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Zmenou parametra k vypočítame pravdepodobnosť pre rôzne hodnoty, ktoré zaznamenáme aj 
do tabuľky, ako aj ich rozdiely. Z číselných výsledkov už môžeme veľmi dobre vidieť 
odchýlky v hodnotách, teda presnosť aproximácie. Zmenou parametrov n aj p v applete 
môžeme vyskúšať rôzne ďalšie prípady, a sledovať tvar rozdelenia a tiež odchýlky vo 
výsledkoch. 
 
Záver 

Hlavné ciele využívania vizualizácie a modelovania vo vyučovaní je podpora 
vyučovacieho procesu a zvýšenie efektivity vyučovacích metód. Vytváranie virtuálnych 
dynamických modelov pomocou GeoGebry prináša nové možnosti aj v objavovaní 
matematických súvislostí. V článku sme chceli poukázať na dôležitosť vizualizácie súvislostí 
v prípadoch, keď ich matematické dôkazy neuskutočníme. Vytvorené applety môžu prispieť k 
lepšiemu pochopeniu všeobecných vzťahov a pomáhať aj v riešení úloh. 
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MATEMATIKA PRO VŠECHNY 
 

Eduard Fuchs, Eva Zelendová 
 

Masarykova univerzita, Brno 
Národní ústav pro vzdělávání, Praha 

 
Abstrakt 
Informace o projektu JČMF, který je zaměřen na podporu žáků, kteří v matematice dosahují 
podprůměrných výsledků a nemají matematiku v oblibě. Využití  výpočetní techniky  
v aktivitách, které v rámci projektu vznikají. 
 
Klíčová slova 
podpora průměrných žáků, zvýšení zájmu o matematiku, využití výpočetní techzniky 
 
 

Mathematics for Everyone 
 

Abstract 
Information about the project which is focused on the support of the pupils who achieve 
below-average results in mathematics and do not have a liking for mathematics. 
 
Key words 
support of average pupils, increase in interest in mathematics 
 
 

 Základní informace o projektu 
 
Jednota českých matematiků a fyziků (JČMF) řeší v letech 2012‒2014 projekt 

Matematika pro všechny, který je zaměřen na zvýšení zájmu žáků o matematiku a především 
na podporu těch žáků, kteří nemají matematiku příliš v oblibě a dosahují v ní pouze 
průměrných či dokonce podprůměrných výsledků. 

V rámci tohoto projektu jsou vytvářeny materiály (pro žáky i pro učitele), které by měly 
pomoci vztah k matematice zlepšit. Jedná se o motivační příklady, zajímavé aplikace 
matematiky v běžném životě, netradiční využití počítačů, souvislosti matematiky a umění, 
zajímavosti z historie matematiky apod. Pro učitele jsou materiály doplněny metodickými 
poznámkami a náměty pro další činnosti navazující na zadávané žákovské aktivity. Učitelé se 
mohou například dozvědět i o tom, jak pracovat se žáky se specifickými vzdělávacími 
potřebami. 

Vedení projektu tvoří kromě autorů tohoto příspěvku, doc. RNDr.  
Eduarda Fuchse, CSc. z Masarykovy univerzity v Brně a RNDr. Evy Zelendové z Národního 
ústavu pro vzdělávání ještě doc. RNDr. Helena Binterová, Ph.D. z Pedagogické fakulty 
Jihočeské univerzity.  
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 Na tvorbě uvedených materiálů se podílí široký okruh pracovníků, především učitelů 
základních a středních škol. Podklady připravuje pět autorských kolektivů (v závorce jsou 
uvedeni vedoucí jednotlivých skupin): 

 
1. stupeň ZŠ (PhDr. Věra Olšáková, ZŠ a MŠ Čtyřlístek, Uherské Hradiště);  
2. stupeň ZŠ (RNDr. Hana Lišková, VOŠP a SPgŠ Litomyšl); 
Gymnázia (Mgr. Ing. Miluše Hrubá, Gymnázium Jevíčko); 
SOŠ (Mgr. František Procházka, SPŠ Chrudim); 
SOU (Mgr. Miroslav Staněk, SOŠ Boskovice). 
 
Materiály o využití PC vytváří RNDr. Šárka Gergelitsová, Ph.D. z gymnázia 

v Benešově, texty z historie matematiky RNDr. Magdalena Hykšová, Ph.D. z ČVUT v Praze 
a materiály pro práci s dětmi se specifickými poruchami RNDr. Růžena Blažková, CSc. 
z Pedagogické fakulty MU v Brně. 

 
Kde hledat výstupy projektu  
 
Všechny materiály, které vznikají v rámci projektu, jsou veřejně přístupné na webové 

adrese http://home.pf.jcu.cz/~math4all/. Úvodní stránka projektu vypadá následovně: 
 

 

 
 

Obr. 1 
 
Na úvodní liště jsou uvedeny základní informace o projektu, seznam základních a 

středních škol, na nichž proběhla pilotáž materiálů, je zde odkaz na akce pro učitele, které 
pořádá JČMF a je představen autorský kolektiv. Na úvodní stránce si také návštěvník volí, 
zda bude pracovat s materiály pro učitele, žáky nebo rodiče.  
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Stránky určené učitelům 
 
Návštěvník stránek určených pro učitele se musí v první 

řadě rozhodnout pro jeden z výše uvedených pěti typů škol. 
Protože pro každý typ školy je připraveno několik set 
nejrůznějších materiálů/aktivit, jsou pro snadnou orientaci 
rozděleny do několika okruhů, které v podstatě odpovídají 
základnímu rozdělení učiva. Na obr. 2 je pro ilustraci toto 
rozdělení uvedeno pro 2. stupeň ZŠ. 

 
        

                                                                 Obr. 2 
 
 
Každý okruh je ještě dále členěno do oddílů, v nichž jsou řazeny jednotlivé aktivity 

projektu. U každé z nich je uvedena stručná informace o její obtížnosti, délce trvání, případné 
potřebnosti využití výpočetní techniky atd. (viz obr. 3).  

 

 
 

Obr. 3 
 
Šablony pro učitele a pracovní listy pro žáky 
 
Snahou řešitelů projektu je maximální vstřícnost vůči učitelům. Proto jsou aktivity pro 

žáky zpracovány tak, aby jejich využití ve výuce nevyžadovalo od učitele žádnou další 
úpravu. Ke stažení jsou připraveny dva typy materiálů. Jednak tzv. šablona pro učitele, v níž 
je uvedeno zadání, řešení, znalosti žáků potřebné k řešení či práci s aktivitou, metodické 
poznámky, návaznosti dané aktivity, případná doplňková literatura apod. U většiny aktivit je 
také přiložen pracovní list pro žáky, který může učitel využít přímo ve výuce. 
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Vzhledem k zaměření konference se nyní podrobněji seznámíme s příklady aktivit, 
které určitým způsobem souvisí s výpočetní technikou. Aktivita „Přesná přihrávka“ patří mezi 
aktivity, které přímo využívají výpočetní techniku (program GeoGebra). Aktivita „Miny“ je 
příkladem aktivity, která je výpočetní technikou inspirována, při vlastní práci však žáků není 
výpočetní technika nutná. Aktivita „Výhonky“ představuje další možnosti, jak připravenou 
šablonu, která nebyla primárně určena pro využití výpočetní techniky, využít při procvičování 
elementárních dovedností při práci s počítačem (Malování). 

 
 
Aktivita „Přesná přihrávka“ 
 

 
Zadání: 
 
Pepík Vopršálek z týmu modrých je v rohu kluziště tísněn 
protihráčem a chce přihrát odrazem o mantinel svému 
spoluhráči. Najdi místo na mantinelu, kam musí Pepík puk 
vystřelit puk, aby po odrazu skončil u jeho spoluhráče.  
 

 
 
Řešení: 

Žáci pod vedením učitele hledají řešení pomocí konstrukce v programu Geogebra. 
Mohou využít připravený aplet. V případě využití rovných částí mantinelu k odrazu je třeba 
sestrojit obraz jednoho z hráčů v osové souměrnosti podle mantinelu (obr. 4). 

V případě využití zakřivené částí mantinelu k odrazu je třeba pro náhodně zvolený bod 
odrazu sestrojit obraz jednoho z hráčů v osové souměrnosti podle normály kružnice 
procházející zvoleným bodem odrazu. Získáme tak směr pohybu odraženého kotouče. 
Vhodný bod odrazu pro přihrávku lze najít tak, že v apletu GeoGebry pohybujeme zvoleným 
bodem odrazu po oblouku kružnice tak dlouho, až polopřímka odraženého kotouče projde 
spoluhráčem (obr. 5). 
 
  

 
Obr. 4       Obr. 5 
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Aktivita „Miny“ 
 

Operační systém Windows obsahuje hru Hledání min. Na nejnižší úrovni obtížnosti se 
hraje na hrací ploše 9 9×  čtverečků (políček). Na počátku hry jsou všechna políčka skryta. 
Hráč klikne myší na vybraný čtvereček a tím odkryje zvolené políčko. Cílem hráče je v co 
nejkratším čase bezpečně odkrýt všechna políčka. Pokud hráč klikne na čtvereček, který 
skrývá minu, mina vybuchne a hráč hru prohrál. Proto musí klikat na čtverečky, pod kterými 
mina není. Pod takovým čtverečkem se skrývá číslo udávající nenulový počet min na 
sousedních políčkách nebo je políčko prázdné. Z těchto čísel musí hráč určit další políčko  
k odkrytí, kde mina není. 

Žákům je na pracovním listu předložena určitá konkrétní herní situace, tím se zamezí 
„bezcílnému“ klikání na obrazovce počítače.  

 
 

 
Zadání: 
 
Najdi políčka, kde nejsou miny: 
 

 

 
 
Aktivita „Výhonky“ 
 
 

 
Zadání: 
 
Hráči na papír vyznačí tři puntíky. Pak střídavě spojují dva 
puntíky čarou, na kterou vyznačí další bod. Mohou také 
udělat u puntíku smyčku a na ní vyznačit bod. Čáry se 
nesmí křížit a z jednoho puntíku mohou vycházet 
maximálně tři čáry. Vyhrává ten, kdo udělá poslední 
možný tah. 

 

 
 
Učitel ukáže jednoduchý postup hry, kterou vymysleli matematici John H. Conway a 

Michael S. Paterson v roce 1976 na univerzitě v Cambridgi. Žáci potom hrají samostatně.  
Tuto aktivitu lze využít při procvičování jemné motoriky při práci s myší počítače. Žáci 
pracují v programu Malování, při zakreslování puntíků můžou procvičovat kopírování a 
vkládání připravených objektů. 
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Úkol místo závěru 
 
Jaké body je třeba spojit a kudy vést „výhonek“, aby 

soupeř už nemohl žádné dva body spojit? 
 
 
 
 

 
Doc. RNDr. Eduard Fuchs, CSc. 
Ústav matematiky a statistiky Přírodovědecké fakulty MU 
Kotlářská 2, 611 37  Brno 
e-mail: fuchs@math.muni.cz 
 
RNDr. Eva Zelendová 
Národní ústav pro vzdělávání, 
školské poradenské zařízení  
a zařízení pro další vzdělávání pedagogických pracovníků  
Weilova 1271/6, 102 00  Praha 10 
e-mail: eva.zelendova@nuv.cz 
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GEOGEBRA – CAS A SEZNAMY 
 

Šárka Gergelitsová 

Gymnázium Benešov 

  
Abstrakt: Seznam, do něhož můžeme uspořádat objekty GeoGebry, je velmi silný nástroj. 
Umožňuje nám s minimálním úsilím přesně přizpůsobit didaktický model vlastním záměrům. 
Seznamy můžeme vytvářet "ručně", generovat je pomocí tabulek či automaticky pomocí 
příkazů, můžeme je procházet pomocí posuvníku, využijeme je k vytvoření nových objektů. 
Dalšími užitečnými nástroji GeoGebry jsou prostředí CAS a další příkazy, které byly do 
programu zařazeny spolu s CAS oknem. 
 
Klíčová slova: GeoGebra, seznam, funkce, dělitelnost, CAS 
 
 

GeoGebra – CAS and Lists  
 

Abstract: A list in which we can organize GeoGebra objects is a very powerful tool. It allows 
us to customize didactic models for our own purposes with minimal effort. We can create lists 
"manually", generate them using commands, we can use a scroll bar to list their items and we 
can use lists to create new GeoGebra objects. The CAS View is very useful tool and it 
allows us to use GeoGebra's CAS for symbolic computations. Some new commands 
accessible through the Input Bar were included along with CAS. 
 
Key words: GeoGebra, List, Function, Algebra commands, CAS 
 

Úvod 
Systém GeoGebra [1] se již stal na mnoha českých školách nepostradatelným pomocníkem 
při výuce (nejen) matematiky. Prostředí programu je velmi přehledné a ovládání uživatelsky 
příjemné, intuitivní, a tak zejména práce s jeho geometrickým oknem a jeho nástroji 
nevyžaduje téměř žádné návody a instruktáže. GeoGebra však obsahuje i nástroje a příkazy, 
které nejsou na první pohled tak „viditelné“ a přitom mohou být velice užitečnými 
pomocníky. 

Tím, že vývojový tým program neustále přizpůsobuje a doplňuje o nové funkce, mění se 
tím částečně i celkové prostředí a zejména v „nově“ zařazeném okně CAS je třeba použít 
možná méně obvyklé ovládání. 

V tomto příspěvku tedy chceme ukázat několik ilustrativních možnosti a postupů využití 
výše zmíněných objektů a prostředí. 

Seznamy 
Seznamy jsou vlastně (uspořádané) množiny – posloupnosti objektů GeoGebry. Vznikají jako 
přirozený výsledek některých příkazů, exportem z tabulek, nebo je vytvoříme cíleně. Jiné 
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příkazy zase vyžadují seznam(y) jako své vstupní parametr(y). V novějších verzích programu 
již existuje podpora pro zobrazování seznamů a intuitivní práci se seznamy. 

Příklad prvý: Dělitelnost 
Chceme-li procvičit se žáky pojmy a znalosti související s dělitelností celých čísel, můžeme 
například vytvořit model, který bude náhodně generovat přirozená čísla a cvičit jejich rozklad 
na prvočinitele a také například hledání všech dělitelů čísla.  
Obrázek 1 ukazuje část postupu při tvorbě jednoduchého „trenažeru“, který využívá posuvník, 
dvě vstupní pole, čtyři textová pole a dvě zaškrtávací políčka: 
 

 
Obrázek 1 

 
• Do Nákresny vložíme posuvník n a při vkládání zvolíme (zaškrtneme) v jeho 

dialogovém okně volbu Celé číslo a pro možnost automatické aktualizace hodnoty 
také volbu Náhodný. Dále zvolíme například: Interval min: 2, max: 100. 

• Spočteme si požadované odpovědi využitím příkazů GeoGebry a vhodně je pojmenujeme. 
Odpovědi jsou seznamy čísel: 
srozklad = PrvociselnyRozklad[n] 
sdelitele = SeznamDelitelu[n] 

• Připravíme si prostor (proměnnou a vstupní pole) pro odpověď žáka: do Vstupního 
(příkazového) řádku vložíme „prázdné“ odpovědi: 
vrozklad = {} 
vdelitele = {} 
a do Nákresny vložíme dvě Vstupní textová pole (nástroj Vložit 
textové pole) pro tyto proměnné. Vložíme vhodný návodný text a jako Propojený 
objekt vybereme výše uvedené proměnné vrozklad resp. vdelitele. 
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• Doplníme kontrolní výpis správné odpovědi:  
Vložíme dva objekty typu Text (Vložit text) a do jejich obsahu vložíme obsah 
proměnných srozklad a sdelitele. Vzniknou dva textové objekty. 

• Vložíme dvě Zaškrtávací políčka..., zvolíme pro ně vhodný popisek („Správná 
odpověď“) a ze seznamu vybereme výše vytvořené textové objekty. 

Pokud bychom chtěli, aby po správné odpovědi model žáka pochválil (bez ohledu na to, zda 
je či není zobrazený správný výsledek), vložíme poblíž obou vstupních políček ještě 
pochvalné texty (například „SPRÁVNĚ“) – a jejich zobrazení podmíníme shodou hodnot 
příslušných proměnných (ve Vlastnostech textu na kartě Pro Pokročilé zapíšeme 
podmínku do pole Podmínky zobrazení objektu. 
• Podmínky: pokud zobrazení podmíníme prostou shodou hodnot seznamů (proměnných ) ve 

tvaru vdelitele == sdelitele, resp. vrozklad == srozklad, bude žák muset pro vyhodnocení 
správné odpovědi zapsat čísla do seznamů uspořádaná podle velikosti. Pokud to nechceme 
a spokojíme se se správným výpisem čísel v libovolném pořadí, seřadíme před porovnáním 
hodnoty v proměnných vdelitele a vrozklad příkazem Tridit. Podmínka pak bude mít 
tvar: Tridit[vrozklad] == srozklad, resp. Tridit[vdelitele] == sdelitele 
(rovnost hodnot zapisujeme buď jako dvojznak „dvě rovnítka“  == nebo pro ni vybereme 
speciální znak  ≟ z tabulky, kterou rozevřeme poklikáním na ikonku vpravo v editačním 
poli pro podmínku). 

• Upravíme vzhled a umístění všech zobrazených objektů. 
Novou úlohu zadáme buď ručně, posunutím posuvníku pro n, nebo příkazem GeoGebry 
Přepočítat všechny objekty (z menu Zobrazit, zkratka Ctrl+R). 
 

Výsledek ale není uspokojivý, lepší by bylo, aby se nové úlohy generovaly stiskem 
nějakého tlačítka, jak je tomu na obrázku 2. 

 

 
Obrázek 2 
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Nástroj Tlačítko je v sadě nástrojů k dispozici a pro jeho funkci stačí do příslušných 
polí vepsat: 
Popisek: Další úloha 
GeoGebra Skript: AktualizaceKonstrukce[] 

Posuvník pro číslo n můžeme skrýt a nahradit jej pouze textovým polem zobrazujícím 
jeho hodnotu. 
 
Příklady dalších příkazů, jejichž výsledkem nebo vstupem je seznam: 
a = Minimum[{2, 8, –10, 3, 6, 7}]  výsledek (hodnota proměnné a): –10 
b = Cinitele[x²– 1]   výsledek (matice b): {{x + 1, 1}, {x – 1, 1}} 
      matice je seznam seznamů (po řádcích) 
c = Koeficienty[5x⁴– 4x² + 5 – 4] výsledek (seznam b): {5, 0, -4, 0, 1} 
 

Příklad druhý: Funkce – kontrola výsledků testu 
Všichni známe situaci, kdy studenti dopíší písemnou práci – právě v tu chvíli chtějí znát 
správné řešení, i když jindy při výkladu či procvičování třeba příliš pozorní nebývají. Je 
škoda nevyužít jejich pozornosti, ale na druhou stranu – nechceme už ztrácet s objasňováním 
příliš času... Každý máme nějaký způsob, jak v takové situaci postupujeme, jedno řešení 
(velice rychlé a nenáročné na přípravu) nabízí GeoGebra. Popíšeme stručně pouze model pro 
jednoduché zadání: zakreslení grafů funkcí; modifikaci si jistě lze snadno představit: 
• Zapíšeme zadání – seznam funkcí, jejichž grafy mají žáci sestrojit. Seznam je posloupnost 

předpisů uzavřených ve složených závorkách a oddělených čárkami: 
ulohyA = {x², 2x – 5, 2^x, x⁻²} 
ulohyB = {x³, –x – 3, 3^x, x⁻¹} 

• Připravíme posuvník (a), kterým budeme volit jedno zadání ze sady. Máme-li dvě oddělení 
testu a budeme-li chtít například porovnat dvě různá zadání ve skupinách, vložíme pro 
každou skupinu samostatný posuvník (b). Aktivujeme volbu Celé číslo a nastavíme 
pro posuvníky hodnoty min a max podle počtu úloh v testu (v seznamu). 

• Vytvoříme funkci, která bude zastupovat vybrané zadání ze seznamu: 
fA = Prvek[ulohyA, a]  resp.  
fB = Prvek[ulohyB, b]. 

• Zbývá jen zařídit, abychom mohli zobrazit výsledky jen jedné ze skupin – v tom pomůže 
zaškrtávací políčko, které bude ovlivňovat zobrazení funkce fA (resp. fB) a jejího 
posuvníku a (resp. b). 

• Pokud nám nevyhovuje zobrazení popisku vybrané funkce, můžeme v Nákresně zobrazit 
Text s jejím předpisem. I jeho zobrazení podřídíme příslušného zaškrtávacímu políčku. 

 
Výše popsaný model sestrojíme za pár minut a jeho využití po skončení testu je okamžité 

a samozřejmé, se všemi výhodami „hezkého“ zobrazení, možnosti zobrazit kromě 
souřadnicových os i mřížku, bez nepřesností způsobených rychlým skicováním na tabuli. 
Ukázku vidíme na následujícím obrázku 3. 
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Obrázek 3 

 
Práci při přípravě modelu si můžeme dokonce usnadnit ještě více: seznamy je totiž možné 

zobrazit jako rozbalovací seznam. Tuto možnost najdeme ve Vlastnostech objektu 
(seznamu) na kartě Základní. Stačí tedy připravit seznamy úloh (zadání) a funkci 
zastupující vybranou úlohu a v Nákresně z rozbalovacího seznamu příslušné zadání vybrat. 
(viz obrázek 4) Předpis pro přiřazení předpisu funkce se změní takto: 
• fA = VybranyPrvek[ulohyA] resp. 
• fB = VybranyPrvek[ulohyB] 

 

 
Obrázek 4 
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Příklad třetí: Graf (aritmetické) posloupnosti 
Sestrojit v GeoGebře graf funkce je velmi snadné a pohodlné – stačí zapsat funkční předpis 
do Příkazového řádku a případně upravit nastavení (zobrazení) souřadnicových os 
a mřížky, způsob zobrazení a popisky grafu, kterým bývá čára, případně – podle hodnot 
definičního oboru – několik čar.  

Chceme-li omezit definiční obor, můžeme využít příkaz Funkce[], který obsahuje jako 
parametry meze intervalu, nebo konstrukci Kdyz[]. Ani jeden z těchto příkazů však nedává 
možnost sestrojit graf posloupnosti – tedy množinu izolovaných bodů. Tu vygenerujeme jako 
seznam. 

Předem si v Nákresně připravíme prvky, kterými aritmetickou posloupnost určíme, tedy 
posuvníky pro určení hodnoty diference a hodnoty prvého členu posloupnosti. Nemůžeme 
sestrojit nekonečný seznam, omezíme tedy náš graf na prvých n členů a pro hodnotu n také 
připravíme posuvník. 
• Vložíme do Nákresny posuvníky a_1, d, kterým budeme volit hodnoty prvého členu 

a diference. 
• Vložíme do Nákresny posuvník n, kterým budeme volit délku zobrazovaného 

počátečního úseku posloupnosti. Při vkládání zvolíme Celé číslo a zvolíme min: 1 
a max dle potřeby. 

• Ve Vlastnostech Nákresny – na kartě OsaX zvolíme Pouze kladným směrem 
a posuneme Nákresnu tak, aby osa y ležela u levého okraje. 

• Vytvoříme funkci, která bude zastupovat předpis n-tého členu: f(x) = a_1 + (x–1) d, ale 
skryjeme její graf (název nezávisle proměnné ve funkci může, ale nemusí být x). 

• Aritmetickou posloupnost bychom mohli vytvořit příkazem Posloupnost[f(k), k, 1, n], 
případně příkazem SeznamIterace[x + d, a_1, n]. 
Tuto posloupnost bychom mohli využít v dalších příkazech, v naší ukázce ale sestrojíme 
rovnou graf – tedy posloupnost (prvých n) bodů grafu. Body určíme dvojicemi souřadnic: 
GAp = Posloupnost[(k, f(k)), k, 1, n]. Pokud bychom nepřipravili předpis f předem, 
zapsali bychom jej teď jako y souřadnici bodu. 

• Upravíme vzhled (Vlastnosti) zobrazení seznamu GAp. 
 

 
Obrázek 5 
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Bod na grafu: 
Chceme-li na graf umístit bod (a pohybovat s ním po grafu), jako to vidíme na obrázku 5, 
vytvoříme tento bod příkazem  
• M = Bod[GAp]. 
Chceme-li změnit popisek bodu M na tvar (například) a13 = 27.4, zvolíme v jeho 
Vlastnostech zobrazení možnost Popisek a do stejnojmenného pole zapíšeme: 
a_{%x}=%y. Vysvětlení: %x vloží hodnotu souřadnice x a %y souřadnice y bodu M.  
Chceme-li estetičtější (TeX) zobrazení popisku, vložíme výše uvedený předpis mezi znaky $: 
$ a_{%x}=%y $. Vhodně upravíme grafické vlastnosti bodu M a pohybujeme s ním po grafu.  

Změnou hodnot proměnných a_1, d (prvý člen a diference) demonstrujeme vlastnosti 
aritmetické posloupnosti. 
 

Příklad čtvrtý: Vlastní popisky souřadnicové osy 
Ve Vlastnostech Nákresny můžeme měnit způsob zobrazení a popsání souřadnicových 
os. Pokud bychom ale chtěli mít osu x popsanou podobně, jako vidíme na obrázku 6, 
vytvoříme si popisky sami. 

Připravíme Posuvník d pro určení hodnoty (zlomku), který umožní nastavit vhodné 
jednotky na ose x, my jsme pro něj zvolili: min: 0, max: pi a zejména krok: pi/12. 

Nejprve vytvoříme posloupnost bodů, pozic, kam umístíme vytvořené popisky.  
(Nemusíme to sice dělat, celý popis můžeme získat jediným příkazem, ale pro přehlednost 
budeme postupovat v několika jednodušších krocích.)  
• s1 = Posloupnost[(k d, 0), k, 0, 20] 
Tyto body bychom nemuseli zobrazovat, značky na ose můžeme volit ve výše zmíněných 
Vlastnostech na kartě OsaX. 

Do dalšího seznamu si připravíme texty – popisky. O příkazu IracionalníiText[], 
který použijeme, se zmíníme dále. 
• s2 = Posloupnost[IracionalniText[k d, {π}], k, 0, 10] 

Nyní příkazem Text[] umístíme každý z textů na správnou pozici (na bod ze seznamu 
s1 a ještě malinko posuneme). Použijeme k tomu příkaz Zip[]. Ten postupně provádí 
předepsanou operaci (příkaz) s prvky uvedených seznamů a výsledky ukládá do nového 
seznamu. Zástupné proměnné (zde P, Q) reprezentují prvky ze seznamů uvedených vždy 
v dalším parametru (zde tedy s2, s1).  
• s3 = Zip[Text[P, Q + (–0.1, –0.2), true, true], P, s2, Q, s1]. 
 

 
Obrázek 6 
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Okno CAS 
V GeoGebře je již dlouho možno zobrazovat výsledky v textu, v němž se vyskytují například 
symboly odmocniny. Takový text ale uživatel donedávna musel sám (pomocí příslušných 
matematických značek) vytvořit. Výsledek výpočtu (například sqrt(x) – tedy „odmocnina ze 
dvou“) ale GeoGebra zobrazuje jen jako zaokrouhlené číslo (způsob zaokrouhlení uživatel 
nastavuje).  I v dřívějších verzích však některé symbolické úpravy GeoGebra umožňovala, 
například určení derivace funkce, primitivní funkce či úpravy výrazů. 

Nyní je však k dispozici nové prostředí, zabudované do samostatného okna, tzv. CAS 
okno (CAS View). Spolu s ním se objevují nové příkazy dostupné i přes Vstupní řádek. 
Například příkaz IracionalniText[], který jsme použili v minulém příkladu, dokáže 
(některé) iracionální výrazy zobrazit v symbolickém tvaru – viz obrázek. Příkazů, které 
rozšířily možnosti GeoGebry i mimo prostředí samotného okna CAS, je ale mnohem více.  

 

 
Obrázek 7 

 
Obrázek 7 ilustruje výsledek posloupnosti příkazů uvedených v zobrazeném rozbaleném 

seznamu, tedy: 
• IracionalniText[sqrt(2)] 
• a = sqrt(2)+sqrt(5)/3 
• IracionalniText[a, {sqrt(2), sqrt(5)}] (druhým parametrem tohoto 

příkazu je seznam – seznam iracionálních hodnot, které jsou základem výrazů (například 
zlomků), na něž se má výsledek rozložit; bez uvedení tohoto seznamu bychom opět dostali 
pouze zaokrouhlené desetinné číslo). 

 
Plné možnosti CAS v GeoGebře najdeme až ve stejně pojmenovaném okně. Okno má 

vlastní panel nástrojů, který usnadňuje provedení některých příkazů: Vyčíslení, přesné či 
numerické vyhodnocení výrazu, substituce, faktorizace či roznásobení a také řešení rovnic 
a jejich soustav a určení derivace a primitivní funkce. Kromě toho lze do jednotlivých 
„buněk“ okna vkládat a výrazy a příkazy (některé společné pro celé prostředí GeoGebry, jiné 
specifické pro toto okno) a vyhodnocovat je. 

Okno má také vlastní formátovací lištu, na níž je – mimo jiné – ikona pro zobrazení 
speciální virtuální klávesnice určené ke vkládání matematických operátorů, znaků a konstant 
(π, e, i). 
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Příklad prvý: Řešení soustavy rovnic 
Soustavu rovnic můžeme zapsat a vyřešit pomocí jediného příkazu, a nebo postupně, pomocí 
několika buněk okna CAS. 

Soustavu rovnic na obrázku 8 jsme vyřešili takto: 
• Zapsali jsme jednotlivé rovnice (každou o třech neznámých) postupně do tří po sobě 

jdoucích buněk okna CAS. 
• Označili jsme všechny tyto buňky a zvolili nástroj „Vyřešit“. 

 

 
Obrázek 8 

 
Téhož výsledku bychom dosáhli, kdybychom do volné buňky rovnou zapsali příkaz 
• Vyresit[{p – q + r – 1 = 0, 2p – q – r = 4, 3p – 2q – 4r + 3 = 0}]. 

 
Příkaz má také variantu se seznamem proměnných, a tak lze řešit soustavu: 
• Vyresit[{p – q + r – 1 = 0, 2p – q – r = 4}, {p, q}] s výsledkem  

(p = 2r + 3, q = 3r + 2). (Pozor na zapomenutou čárku mezi seznamem rovnic a seznamem 
proměnných!) 

 
Výsledek ve tvaru uspořádané n-tice (7, 8, 2) dává příkaz 
• Reseni[{p – q + r – 1 = 0, 2p – q – r = 4, 3p – 2q – 4r + 3 = 0},{p, q, r}], který má 

kvůli pořadí hodnot ve výsledné n-tici  povinný druhý parametr – seznam proměnných.  
Podobně Reseni[{p – q + r – 1 = 0, 2p – q – r = 4}, {p, q}] dává výsledek  
(2r + 3, 3r + 2). 
Tyto informace se snadno dozvíme z on-line nápovědy k příkazům na oficiálních stránkách 

GeoGebry [2]. Ukažme si jeden model, který využije propojení CAS okna a Nákresny. 
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Příklad druhý: Usměrňování zlomků 
Postup sestrojení modelu se všemi příkazy ukazuje obrázek 9. 
 

 
Obrázek 9 

 
• Do vstupní řádky GeoGebry jsme postupně zadali příkazy: a = NahodneMezi[2, 20],  

b = NahodneMezi[2, 20], a pak jsme tyto proměnné použili v okně CAS.  
Znak odmocniny jsme zadali pomocí virtuální klávesnice, mohli jsme ale stejně tak vložit 
(zapsat) funkci sqrt. Vložíme tedy do řádku 1: 1/sqrt(a) a do řádku 2: 1/sqrt(b). 
Poznámka: Pro generování hodnot a, b jsme mohli ekvivalentně využít nástroj Posuvník 
s volbami Náhodný, Celé číslo a příslušnými hodnotami min: 2 a max: 20 (viz 
Příklad prvý v části příspěvku věnované seznamům). 

• Na řádcích 3 a 4 jsme „usměrnili“ zlomky pomocí příkazu Zlomek, ale jen jako ilustraci 
pro tento text, výsledek jsme dále nepoužili. Vidíme zde navíc způsob odkazu na výsledek 
předchozího výpočtu: $1 je odkaz na (aktuální!) výsledek vyhodnocení výrazu v buňce 1. 
Pokud změníme zadání a vyhodnotíme nový výraz v buňce 1, aktualizuje se i vstup 
v buňce 3. 

• V řádku 5 jsme převedli na zlomek rozdíl prvých dvou zlomků, tedy výraz $1 – $2: 
Zlomek[$1 - $2]. 

• Vše jsme zobrazili v Nákresně: výsledky vyhodnocení buněk 1, 2 a 5 jsme prostým 
tažením myší přetáhli z okna CAS do Nákresny a doplnili mezi ně dva texty se znaky – 
(minus) a = (rovnítko).  
Znaky bychom mohli doplnit i přímo do tažením vytvořených textových objektů 
v Nákresně – buď v Definici, kde bychom připojili například text „=“ před příkaz 
LaTeX[], nebo v dialogovém okně pro úpravu vlastností příslušného objektu Text. 
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Výsledný model na obrázku 10 pak vznikl doplněním tlačítka s kódem 
AktualizaceKonstrukce[], skrytím oken Algebra i CAS a úpravou rozměrů okna. 
 

 
Obrázek 10 

 

Závěr 
Nové prvky prostředí programu GeoGebra, přidané funkce a nástroje neustále rozšiřují škálu 
témat a didaktických situací, v nichž lze program velmi efektivně využít. Není to jen díky 
rozšíření rozsahu příkazů, ale zejména díky zjednodušení práce s programem. Mnohé modely, 
které jsme dříve pro výuku vytvářeli předem a někdy dosti pracně, dnes připravíme mnohem 
snáze, mnohdy dokonce i  přímo v hodině, „před zraky“ žáků. 

Literatura: 

[1] GeoGebra [online]. [cit. 2013-11-06]. Dostupné z: http://www.geogebra.org/ 
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ZPŮSOBY ŘEŠENÍ KONSTRUKČNÍCH ÚLOH 
 

Šárka Gergelitsová, Tomáš Holan 

Kabinet software a výuky informatiky, MFF UK Praha 

  
Abstrakt: Řešení konstrukčních úloh nebývá mezi žáky oblíbenou „disciplinou“ a hodnocení 
správnosti žákovských řešení je pro učitele časově náročné, a to obojí vede k tomu, že se 
tomuto tématu ve škole často věnuje malá pozornost. K řešení tohoto problému jsme se před 
více než dvěma lety pokusili přispět vytvořením systému GeoTest. Během doby fungování 
systému jsme získali zpětnou vazbu o tom, jak úspěšně řeší žáci úlohy, jaké úlohy učitelé 
žákům zadávají, a výrazně jsme rozšířili sbírku úloh, které mají učitelé v systému k dispozici. 
 
Klíčová slova: Planimetrie, on-line vyhodnocení správnosti, GeoGebra 
 
 

Solving plane geometry problems 
 

Abstract: Solving plane geometry problems is usually not popular among the students and 
evaluation of the correctness of student solutions is time consuming for teachers. These facts 
lead to the suppression of the topic in the math curriculum. To help to solve this problem, we 
have created system GeoTest. During the period of more than two years we have got feedback 
on how successfully the students solve the tasks, which tasks are they assigned by teachers 
and we have significantly expanded the collection of tasks available in the system. 
 
Key words: Plane geometry, on-line evaluation, GeoGebra 
 

Úvod 
Před více než dvěma lety jsme – vedeni snahou jednak zatraktivnit pro žáky řešení 
konstrukčních planimetrických úloh, jednak usnadnit učitelům hodnocení správnosti 
žákovských řešení – uvedli do provozu on-line systém pro řešení planimetrických úloh 
a automatické vyhodnocování správnosti odevzdaných řešení, který jsme nazvali GeoTest. 

Systém začali postupně využívat učitelé (a jejich žáci) na základních, středních 
i vysokých školách. Dodnes (začátek listopadu 2013) do systému odevzdalo svá řešení 
přibližně dva a půl tisíce žáků asi šedesáti učitelů, přičemž počet odeslaných řešení přesáhl 
100 000. To, jak postupně narůstá počet učitelů a žáků, kteří systém v danou dobu aktivně 
využívají, a spolu s nimi i počet řešení provedených v prostředí systému a odevzdaných 
k vyhodnocení, ukazuje graf na obrázku 1. V grafu není zahrnut poslední (neúplný) měsíc. 
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Obrázek 1: Graf využití systému GeoTest po měsících: 

 
Z  odevzdaných řešení můžeme sledovat, jaké úlohy a jak úspěšně žáci řeší a také to, jaké 

typy úloh učitelé v sestavovaných úkolech nejčastěji využívají. 
Na základních školách mohou učitelé pochopitelně využívat jen ty úlohy, jejichž řešení 

vyžaduje znalosti odpovídající základní škole. I proto jsou zadání úloh ve sbírce doplněna 
o příznak, který informuje o tom, je-li možné úlohu pro základní školu použít. Ukazuje se, že 
pro žáky středních škol jsou dobře využitelné všechny úlohy. Ty, které jsou sestaveny 
především pro základní školu, využívají učitelé k opakování nebo jako motivační úlohy pro 
pomalejší či méně nadané studenty. Obtížnější úlohy jsou v systému využívány nejméně. 

Systém si našel své místo i na některých vysokých školách. Vzhledem k nejednotné 
úrovni planimetrických znalostí nově přijímaných studentů je řešení i snadných úloh systému 
jedním z prostředků ke  sjednocení alespoň základní výchozí úrovně schopností 
a planimetrických znalostí studentů před vstupem do geometrických kurzů školy nebo na 
jejich počátku. Vysokoškolští učitelé zadávají studentům také úlohy z deskriptivní geometrie. 

Na žádost učitelů jsme do systému přidali možnost zobrazování jednotlivých konstrukcí 
(původně tato možnost v systému záměrně nebyla, chtěli jsme učitelům práci šetřit a ne je 
vést k tomu, aby prohlíželi mnohem větší počet odevzdaných úkolů než kdy dříve), provedli 
jsme několik změn v prostředí a rozšířili jsme sbírku úloh, které mají učitelé k dispozici. 

V tomto příspěvku se chceme zamyslet nad tím, jak se mění postup řešení konstrukčních 
úloh, pokud je řešíme jinak, než tradičně tužkou na papír. Odlišnost těchto přístupů 
ilustrujeme na několika příkladech. Zmíníme se také o motivaci žáků k úvahám o existenci 
a počtu řešení a o typech úloh, které do systému postupně přidáváme, a které tak mohou 
učitelé v GeoTestu zadávat.  
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Prostředí systému 
Na úvod se velmi stručně zmíníme o prostředí a možnostech systému. Tyto možnosti jsme již 
dříve podrobně komentovali, pro práci se systémem existuje doprovodný web [3], budeme 
zde proto opravdu velmi struční. 

Do systému se uživatel může přihlásit jako žák nebo jako učitel (případně jako 
neregistrovaný návštěvník, který má k dispozici stejné prostředí jako žák). Učitelé mohou 
získat účet na webu GeoTestu [2], a účty svým žákům pak zakládají sami. 
 
Prostředí pro žáky obsahuje individuální přehled zadaných úkolů přihlášeného žáka. Pro 
každý úkol žák vidí přehled zadaných úloh a to, jak úspěšně či zda vůbec úlohu řešil, 
a z tohoto přehledu vstupuje do prostředí, v němž může vybranou úlohu řešit. Je to stránka, 
s GeoGebra-appletem [1], v němž jsou připravené zadané prvky úlohy a v němž žák sestrojí 
požadované prvky konstrukce. Musí přitom důsledně dodržovat požadavky zadání. Je-li žák 
s řešením hotov, odešle je k vyhodnocení serveru. Bezprostředně poté se dozví, zda jeho 
řešení bylo vyhodnoceno jako správné nebo ne. Pokud chce, může úlohu řešit opakovaně, 
ihned, nebo kdykoliv později. 
 
Prostředí pro učitele je členitější. Obsahuje stránky pro administraci žáků, přehledy 
úspěšnosti žáků v úlohách jednotlivých zadaných úkolů i celkové přehledy úspěšnosti, ale 
hlavně prostředí, v němž učitel vytváří úkoly, které pak zadává vybraným žákům. Tyto úkoly 
nazýváme „skupiny“ a jsou to vlastně skupiny žáků, kterým je přidělena skupina úloh. Kromě 
toho má vytvořená skupina další vlastnosti, například dobu, po kterou mohou žáci úlohy řešit 
– tu může učitel kdykoliv změnit. Pro každou skupinu učitel vidí výpis (seznam) naposledy 
odevzdaných řešení a zejména tabulku, z níž lze získat detailní informace o postupu 
a úspěšnosti žáka při řešení jednotlivých úloh.  

Při výběru úloh ze sbírky (viz dále) může navíc úlohy prohlížet a cvičně je řešit ve zcela 
stejném prostředí, jaké mají k dispozici žáci. 
 
Sbírka úloh je seznam asi 500 zadání konstrukčních úloh. Přes 200 z nich jsou planimetrické 
úlohy pro kurs planimetrie, téměř 300 úloh jsou úlohy z deskriptivní geometrie, které jsou 
zaměřené na základní konstrukce, zatím zejména v Mongeově promítání. 

Pro snazší orientaci ve sbírce úloh jsme připravili doporučené posloupnosti úloh při 
seznámení s GeoTestem [4], pro snazší výběr tematicky stejných nebo podobně zaměřených 
úloh jsme připravili a nadále připravujeme seznamy – skupiny úloh, jejichž obtížnost 
postupně graduje [5]. 

Nové úlohy ve sbírce 
V poslední době jsme do sbírky doplnili zejména: 
• Úlohy z deskriptivní geometrie 
• Volné úlohy (tj. úlohy, v nichž jsou dány číselné údaje, rozměry, ale ne umístění prvků) 
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• Obtížnější úlohy o trojúhelnících (pro střední školy, vyžadují mírně rozšířené znalosti 
a jsou vhodné například pro studenty řešící soutěže a olympiády) 

• Konstrukční úlohy vyžadující užití shodných a podobných zobrazení. 
Právě v souvislosti s posledně jmenovanými úlohami se zdůraznila odlišnost konstrukcí 

„na papíře“ a konstrukce v systému a vyhodnocení její správnosti. 

Správné řešení? 
Vyřešit správně úlohu znamená provést logicky bezchybný postup konstrukce. To má své 
úskalí v tom, že logicky bezchybný postup na papíře není totéž, co logicky bezchybný postup 
v parametrickém systému. Proto jsou mnohé úlohy ve sbírce zastoupeny ve dvou variantách. 
Varianta označená „Z“ vyhodnocuje správnost úlohy podobně, jak by ji vyhodnotil učitel na 
papíře. Varianta bez tohoto označení je určena pro přemýšlivé žáky, které neodradí hlášení 
chyby a jsou schopni přemýšlet o logické nedůslednosti, které se při řešení úlohy dopustili. 

Na doprovodných webových stránkách ke GeoTestu [3] upozorňujeme na možná úskalí 
při řešení úloh. Příklady chybných řešení jsme uvedli v návodu i ve speciálním článku. 
Nejčastější chyby začátečníků, na které výslovně upozorňujeme, spočívají v tom, že úlohu 
řeší pro pevně numericky zadané hodnoty vstupních prvků a ne pro parametrické zadání – 
například je-li v daný okamžik na posuvníku nastavena hodnota r = 2, sestrojí příkazem 
kružnici o poloměru 2 a nikoliv kružnici o poloměru r. 

Jinou častou chybou je nejednoznačné určení jednoho ze dvou průsečíků či volba volného 
bodu bez souvislosti s danými prvky. Právě na tyto problémy narazíme velmi často při řešení 
konstrukčních úloh, které vyžadují využití zobrazení.  

 
Příklad: 
Sestrojte všechny rovnoběžníky PQRS s danými vrcholy P, Q, vrcholem R na přímce r 
a vrcholem S na kružnici s. Sestrojené chybějící vrcholy označte R1 S1, R2 S2, ... 

Úlohu řešíme pomocí posunutí. Na obrázku 2 je zobrazena následující konstrukce 
provedená a vyhodnocená v systému: 
1. Sestrojíme vektor PQ. 
2. Sestrojíme kružnici s’, která je obrazem kružnice s v posunutí o vektor PQ. 
3. Průsečíky sestrojené kružnice s’s danou přímkou r jsou hledané body R1, R2. 
4. Body R1, R2 vedeme rovnoběžky s úsečkou PQ a v jejich průsečících s danou 
kružnicí s sestrojíme hledané body S1, S2. 

V konstrukci jsme navíc vyznačili i výsledný rovnoběžník, to není v zadání úlohy 
vyžadováno, systém to nehodnotí, ani nezavrhuje (hodnotí se vždy jen správnost konstrukce 
požadovaných prvků). V dalším obrázku pomůže barevné vyznačení rovnoběžníků odhalit 
chybu. 
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Obrázek 2: Chybné řešení: 

Hodnocení: Chybně. Proč? 
Stačí pohnout zadanými prvky a vidíme důvod: Problém je v sestrojení (přesněji řešeno 
výběru) průsečíku rovnoběžky s danou kružnicí s. Pokud totiž změníme polohu dané úsečky 
PQ, změní se polohy přímky a kružnice a ze dvou průsečíků může být vybraným ten druhý, 
jak vidíme na obrázku 3. O nesprávnosti řešení se můžeme přesvědčit již při konstrukci. I tato 
úloha však má variantu Z, která výše uvedené nekorektní řešení přijme jako správné. 
 

 
Obrázek 3: zdůvodnění nesprávnosti řešení 

 
Při řešení úloh však můžeme narazit ještě na jiný problém: zadané prvky mohou mít 

takovou polohu, že námi zvolený postup konstrukce nedává řešení, přestože řešení existuje. 
Nejde tedy o nekorektní určení výsledku konstrukce, ale o její správnost. 

 
Příklad: 
Sestrojte všechny úsečky AB, které mají koncový bod A na dané přímce a, koncový bod B na 
přímce b a střed v daném bodě S. 
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Řešení vypadá jednoduše. Vidíme ho na obrázku 4:  
1. Sestrojíme obraz a’ přímky a ve středové souměrnosti se středem S. Pokud by přímky 
a, b byly rovnoběžné, řešení nebude existovat nebo jich bude nekonečně mnoho. Má-li úloha 
jednoznačně určené řešení, pak se přímky b, a’ protínají a jejich průsečík je hledaný bod B. 
2. Sestrojíme přímku BS a najdeme její průsečík s danou přímkou a – průsečík je hledaný 
bod A. 

 
Obrázek 4: Nesprávné řešení – pro danou vzájemnou polohu přímek postup dává řešení,  

ale pro speciální případ, kdy jsou a, b kolmé, ne. 
 
Hodnocení: Chybně. Proč? Druhý bod konstrukce nemusí vést k sestrojení bodu A, průsečík 
přímek BS, a nemusí existovat. Máme sice jistotu, že přímky a, b nejsou rovnoběžné, ale 
nemáme jistotu, že nejsou navzájem kolmé. V tom případě sice výše uvedeným postupem 
najdeme bod B, ale přímky a, BS jsou totožné, a tudíž nemají průsečík-bod (hledaný bod A). 
 
Oprava (obrázek 5): 
2’. Sestrojíme bod B tak, že S je střed úsečky AB. 

 

 
Obrázek 5: Příklad správného řešení. 
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Právě pro úlohy využívajících zobrazení může být velmi obtížné sestrojit zcela korektní 
řešení. Doporučujeme proto zadávat pro všechny žáky úlohu ve variantě Z, která je 
vyhodnocována méně přísně. Ve výše uvedené úloze GeoTest vyhodnotí i prvé z obou řešení 
jako správné. Neoznačenou variantu pak můžeme zadat přemýšlivým studentům, pokud se při 
čekání na to, až spolužáci vyřeší snadnou úlohu, začínají nudit. 

Naopak, v případě úloh označených Zpk můžeme vyžadovat „klasické“ řešení výhradně 
pomocí nástrojů Přímka a Kružnice, tedy výhradně pomocí „pravítka a kružítka“. 

Podmínky nebo diskuse? 
Při řešení úloh v GeoTestu (a ve všech dynamických systémech) kombinujeme postupy řešení 
úlohy zadané pevnými prvky (řešení takové úlohy můžeme pro dané hodnoty parametrů 
narýsovat či skutečně zkonstruovat) s řešením úlohy dané parametricky, jehož nedílnou 
součástí by měla být diskuse existence a počtu řešení pro různé hodnoty vstupních dat, tedy 
pokud možno úplná klasifikace všech možných hodnot daných parametrů. 

Ve skutečnosti bývá úplná diskuse obecně zadané úlohy velmi obtížná a ve škole ji 
obvykle provádíme jen pro jednoduchá, speciální zadání. Například určujeme 
a zdůvodňujeme počet řešení konstrukce trojúhelníku zadaného délkami všech stran 
(trojúhelníková nerovnost), délkami dvou stran a velikostí úhlu proti jedné z nich, délkami 
dvou stran a výškou na jednu z nich... Mnohé úlohy ale mají snadné řešení, pokud jde 
o algoritmus konstrukce, zato úplná diskuse počtu řešení úlohy bývá obtížná. Příkladem 
takového zadání je například konstrukce trojúhelníku zadaného délkou strany AB, velikostí 
úhlu γ proti této straně a výškou vc na tuto stranu.  

Úlohy, v nichž při konstrukci využíváme vlastností zobrazení, patří právě k úlohám 
s obtížnou úplnou obecnou diskusí. Například konstrukce čtverce s daným středem S, jehož 
vrcholy A, C leží postupně na daných kružnicích a, c, je s využitím středové souměrnosti se 
středem S velmi snadná. Počet řešení zřejmě závisí na vzájemné poloze jedné z daných 
kružnic a obrazu druhé z daných kružnic ve středové souměrnosti se středem S. Formulovat 
tento požadavek ve tvaru podmínky pro vzájemnou polohu zadaných kružnic a, c však žáci 
nejspíš nedokáží.  

V GeoTestu žáci diskusi neprovádějí, požadavkem bývá sestrojit řešení pro případy, které 
mají stejný počet řešení, jako je tomu v případě aktuálně nastavených hodnot parametrů. 
Typicky tedy sestrojit řešení takovým postupem, který najde všechna řešení, pokud existují 
pro dané parametry. Žáci navíc mohou změnou hodnot vstupních parametrů ověřovat 
řešitelnost úlohy pro různé případy zadání těchto hodnot. 

V učebnicích a sbírkách úloh se někdy požadavek úplné diskuse zmírňuje či nahrazuje 
tím, že v úloze uvedeme podmínky pro hodnoty vstupních parametrů, pro něž mají žáci úlohu 
řešit. Vedeni snahou motivovat žáky k úvahám o počtu řešení dané úlohy jsme i v GeoTestu 
u některých nově přidaných úloh takové podmínky uvedli. Žáci tak mohou přemýšlet 
(a zkoušet), proč je uvedená podmínka potřebná a jak ovlivňuje počet řešení úlohy. Děláme to 
jen u takových úloh (a takových podmínek), kde potřebná úvaha nepřekračuje znalosti žáků. 
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Příklady: 
• Sestrojte všechny vrcholy trojúhelníku ABC, jsou-li dány body dotyku Ta, Tb, Tc vepsané 

kružnice s jeho stranami. (Trojúhelník Ta Tb Tc je ostroúhlý.) 
• Sestrojte vrchol C trojúhelníku ABC, jsou-li dány vrcholy A, B a střed I vepsané kružnice. 

(Trojúhelník ABI je tupoúhlý s tupým úhlem při vrcholu I.) 
 

Závěr 
Využívání systému GeoTest při výuce planimetrie obohacuje výuku o nové problémy spojené 
s řešením konstrukčních úloh, ozřejmuje potřebu a význam diskuse úlohy stejně jako význam 
nalezení logicky přesného postupu řešení. Přitom dává možnost úspěšně vyřešit velký počet 
planimetrických úloh i méně nadaným studentům. 

Učitelé, kteří systém využívají, potvrzují zvýšenou aktivitu žáků při řešení 
planimetrických úloh prostřednictvím tohoto systému a konstatují, že řešení úloh pomocí 
systému GeoTest práci v hodinách oživilo. Žáci jsou při řešení výrazně aktivnější a nezřídka 
projevují v souvislosti se svou (ne)úspěšností emoce. Podstatné je to, že se snaží úlohy řešit 
opakovaně, pokud možno až do jejich úspěšného vyřešení. 

Kromě snahy reagovat na připomínky kolegů-učitelů týkající se prostředí systému, 
věnujeme nadále pozornost úlohám ve sbírce a tomu, abychom kolegům usnadnili sestavení 
úkolů pro žáky. 
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Abstrakt: Optimalizačné úlohy sú také výpočtové úlohy, ktorých cieľom je nájdenie 
najlepšieho riešenia spomedzi všetkých možných riešení. Lineárne optimalizačné úlohy sú 
také úlohy, ktorých účelová funkcia je lineárna a všetky podmienky sa dajú vyjadriť 
lineárnymi rovnicami alebo nerovnicami. V príspevku uvádzame riešenie lineárnych 
optimalizačných úloh v MS Excel za pomoci doplnku Riešiteľ. 
 
Klíčová slová: optimalizačná úloha, MS Excel, Riešiteľ 
 
 

Using MS EXCEL spreadsheet application in solving linear optimization 
tasks in secondary schools 

 
Abstract: An optimization task is a task of finding the best solution from the set of all 
possible solutions. In a linear optimization task the objective function appears as a linear 
function and the constraints can be described with linear equations and/or inequalities. In this 
paper we illustrate how to use the Solver Add-in for MS Excel in solving linear optimization 
tasks. 
 
Key words: optimization task, MS Excel, Solver 
 
 
Úvod 
Optimalizačné úlohy sú také výpočtové úlohy, ktorých cieľom je nájdenie najlepšieho riešenia 
spomedzi všetkých možných riešení. Príspevok sa zaoberá možnosťami využitia tabuľkového 
kalkulátora MS Excel v stredoškolskom vyučovaní matematiky pri riešení lineárnych 
optimalizačných úloh. V prípade lineárnych optimalizačných úloh ohraničenia vyplývajúce 
z úlohy sú vyjadrené lineárnymi rovnicami, nerovnicami alebo ich sústavami a účelová 
funkcia lineárnou funkciou. Takto vzniknutý model úlohy je teda lineárny. V tomto príspevku 
uvádzame riešenie takýchto optimalizačných úloh v tabuľkovom kalkulátore MS Excel za 
pomoci doplnku Riešiteľ. 
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1  Definícia lineárnej optimalizačnej úlohy 
Definícia [1], [3]: Lineárna optimalizačná úloha je optimalizačná úloha s n premennými a m 
ohraničujúcimi podmienkami, ktorú všeobecne možno zapísať matematickým modelom 
v tvare: 

nn xc...xcxcxf +++=     )( 2211   →  opt  (max, min)                (1.1) 

11212111               bxaxaxa nn <=>+++ KK  

22222121               bxaxaxa nn <=>+++ KK                                    (1.2) 

MM                                                 
MM                                                 

mnmnmm bxaxaxa               2211 <=>+++ KK  

 
kde ib , jc  a ija  sú reálne konštanty a jx  ( mi  ..., ,2 ,1= ; nj  ..., ,2 ,1= ) sú neznáme reálne 

čísla. 

Rovnica (1.1) vyjadruje účelovú funkciu a sústava nerovníc príp. rovníc (1.2) popisuje 
ohraničujúce podmienky lineárnej optimalizačnej úlohy. 

1x , 2x , ..., nx   nazývame rozhodovacie premenné, 

1c , 2c , ..., nc    nazývame koeficienty účelovej funkcie, 

11a , 12a , ..., mna    nazývame koeficienty ohraničujúcich podmienok, 

1b , 2b , ..., mb    nazývame koeficienty pravých strán ohraničujúcich podmienok. 

Pri použití maticového zápisu možno lineárnu optimalizačnú úlohu zapísať jednoducho 
v tvare [3]: 

xxxxccccTxf =)(   →  opt  (max, min) 
bbbb    A

 
x

A
 
x

A
 
x

A
 
x
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M
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cccc    je vektor koeficientov účelovej funkcie, 

 























=

nx

x

x

M

M

2

1

xxxx    je stĺpcový vektor premenných úlohy, 
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bbbb    je stĺpcový vektor pravých strán ohraničujúcich podmienok. 

 
2  Matematická formulácia lineárnych optimalizačných úloh 
Postup pri matematickej formulácii slovných lineárnych optimalizačných úloh môžeme 
zhrnúť do nasledovných bodov: 
• analýza obsahu úlohy, zavedenie neznámych a vymedzenie ich vlastností, 
• matematická formulácia obmedzení plynúcich z daného množstva výrobných činiteľov, 
• popis množiny prípustných riešení, 
• matematická formulácia účelovej funkcie, 
• celková matematická formulácia úlohy. 

 
3  Optimalizačné úlohy na stredných školách 
Riešenie lineárnych optimalizačných úloh nadväzuje na riešenie lineárnych rovníc, nerovníc a 
ich sústav. Ciele použitia takýchto úloh v stredoškolskom vyučovaní matematiky sú 
nasledovné (podľa [4]): 
• abstrahovať problém zo zadania slovnej úlohy z reálneho života, 
• objaviť závislosť veličín, 
• matematicky vyjadriť vzťahy medzi veličinami, 
• vytvoriť vhodný matematický model problémovej situácie, 
• nájsť riešenie v matematickom modeli, 
• interpretovať získané riešenie. 

Riešenie jednoduchších lineárnych optimalizačných úloh nevyžaduje náročný matematický 
aparát, žiakom stredných škôl je postačujúce rozumieť pojmom funkcia, poznať základné 
vlastnosti funkcií, nájsť algebraické riešenie sústavy dvoch rovníc o dvoch neznámych, nájsť 
grafické riešenie sústavy lineárnych nerovníc o dvoch neznámych. 
Grafická metóda pre riešenie lineárnych optimalizačných úloh s dvomi premennými 
znázorňuje riešenia jednotlivých rovníc resp. nerovníc sústavy v karteziánskej súradnicovej 
sústave. Nedostatkom grafickej metódy je skutočnosť, že je použiteľná len pre riešenie úloh s 
dvomi premennými. Keby totiž mala úloha tri premenné, potrebovali by sme na jej riešenie 
trojrozmerný graf, znázornenie ktorého by bolo málo prehľadné. Znázornenie lineárnej 
optimalizačnej úlohy s viac ako tromi premennými graficky prakticky nie je možné. V praxi 
sa zvyčajne riešia rozsiahlejšie úlohy s podstatne väčším počtom premenných 
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a ohraničujúcich podmienok. Riešenie zložitejších lineárnych optimalizačných úloh možno 
nájsť aj pomocou doplnku Riešiteľ (angl. Solver) bežne dostupného tabuľkového kalkulátora 
MS Excel. 
 
4  Ukážky slovných lineárnych optimalizačných úloh 
Úlohy lineárnej optimalizácie môžeme rozdeliť do niekoľko skupín (napr. výrobná úloha, 
dopravná úloha, zmiešavacia úloha, rezný plán, priraďovacia úloha atď., pozri [2]). V ďalšej 
časti príspevku uvedieme príklad výrobnej a dopravnej úlohy, ich formuláciu v tvare lineárnej 
optimalizačnej úlohy a riešenie pomocou tabuľkového kalkulátora MS Excel 2013. 
 
A)  Výrobná úloha 
Všeobecná formulácia úlohy: Vo firme sú k dispozícii zdroje iS  o kapacite ib  ( mi  ..., ,2 ,1= ). 

Pomocou týchto zdrojov možno vyrábať produkty jP  so ziskom jc  ( nj  ..., ,2 ,1= ) za 

jednotkové množstvo. Pritom vieme, že na vyrobenie jednotkového množstva produktu jP  

spotrebujeme zo zdroja iS  ija  jednotiek. 

Otázka: Aké množstvá jednotlivých produktov má firma vyrobiť, aby dosiahla maximálny 
celkový zisk? 

 
produkty 

nP              P       P 21 K  
kapacita 

zdroje       

mS

S1

M  

naaa 11211                      K  

MMMM                                 

mnmm aaa                      21 K  mb

b

M

1

 

zisk 

množstvo 
nccc                      21 K  

nxxx                      21 K  
 

Z tabuľky možno ľahko sformulovať matematický model výrobnej úlohy ako lineárnu 
optimalizačnú úlohu: 

nn xc...xcxc +++     2211   →  max 

11212111             bxaxaxa nn ≤+++ KK  

22222121             bxaxaxa nn ≤+++ KK  

MM                                            

mnmnmm bxaxaxa             2211 ≤+++ KK  

01 ≥x ,    02 ≥x ,    K     0≥nx  

 
Úloha 1:  Mäsový kombinát vyrába dva druhy výrobkov: klobásy a párky. Oba druhy sa 
vyrábajú z bravčového mäsa, hovädzieho mäsa a slaniny.  
Na výrobu 1 kg klobás sa spotrebuje 0,3 kg bravčového mäsa, 0,4 kg hovädzieho mäsa a 0,3 
kg slaniny. Na výrobu 1 kg párok sa spotrebuje 0,5 kg bravčového mäsa, 0,4 kg hovädzieho 
mäsa a 0,1 kg slaniny.  
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Kombinát doviezol 12 t bravčového mäsa, 14 t hovädzieho mäsa a 10 t slaniny. 
Zisk z predaja 1 kg klobás je 4,50 EUR a z predaja 1 kg párok 5,90 EUR. 
Aké množstvá jednotlivých výrobkov má mäsový kombinát vyrobiť z dovezených surovín, aby 
dosiahol maximálny zisk? 

Riešenie: 
Keďže našim základným pracovným nástrojom je tabuľkový kalkulátor MS Excel, všetky 
potrebné údaje si zapíšeme do tabuľky: 

 

Najprv označíme bunky v ktorých budú rozhodovacie premenné 1x  a 2x , t. j. oblasť D9:E9, 
ide o meniace sa bunky. Do týchto buniek zapíšeme ľubovoľné počiatočné hodnoty, napr. 1 
a 1. 
Zo zadania úlohy vyplýva, že kombinát nemôže vyrobiť ľubovoľné množstvo mäsových 
výrobkov, ale len také, aby mu stačili suroviny. 
Na výrobu 1x  kg klobás a 2x  kg párkov kombinát spotrebuje 21  5,0 3,0 xx +  kg bravčového 
mäsa. Avšak k dispozícii má len 12000 kg tejto suroviny. Matematickou symbolikou toto 
obmedzenie vyjadríme ako nerovnosť  12000     5,0 3,0 21 ≤+ xx . 

Podobne pre hovädzie mäso platí nerovnosť  14000     4,0 4,0 21 ≤+ xx . 

A nakoniec pre slaninu platí nerovnosť  10000     1,0 3,0 21 ≤+ xx . 
V bunkách H5:H7 sformulujeme ľavé strany týchto troch ohraničujúcich podmienok 
nasledovne: 
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Je zrejmé, že mäsový kombinát nemôže vyrobiť záporný počet kusov akéhokoľvek výrobku 
a preto k ohraničujúcim podmienkam pridáme podmienky nezápornosti:  01 ≥x    a   02 ≥x . 

Ak kombinát vyrobí 1x  kg klobás a 2x  kg párkov, zisk z predaja oboch výrobkov vypočítame 

podľa vzťahu 2121  9,5 5,4),( xxxxf += . Táto funkcia je sformulovaná v cieľovej bunke F8 
nasledovne: 

 

Našou úlohou je maximalizovať účelovú funkciu. Matematický model úlohy teda vyzerá 
nasledovne: 

2121  9,5 5,4),( xxxxf +=   →  max 

za podmienok: 12000     5,0 3,0 21 ≤+ xx  

14000     4,0 4,0 21 ≤+ xx  

10000     1,0 3,0 21 ≤+ xx  

01 ≥x ,  02 ≥x . 

Riešením tejto sústavy nerovníc je každá usporiadaná dvojica čísel, po dosadení ktorých za 1x  

a 2x  dostaneme z každej nerovnice sústavy pravdivý výrok. Všetky riešenia sústavy tvoria 
množinu prípustných riešení optimalizačnej úlohy. Naším cieľom je nájsť také prípustné 
riešenie, pre ktoré má účelová funkcia maximálnu hodnotu. 

Pomocou doplnku Riešiteľ tabuľkového kalkulátora MS Excel môžeme vyhľadať optimálnu 
(max alebo min) hodnotu vzorca v jednej bunke (cieľová bunka) na základe obmedzení 
hodnôt iných buniek obsahujúce vzorce. V programe MS Excel 2013 doplnok Riešiteľ 
nájdeme na karte Údaje v skupine Analýza (pozn.: ak nie je dostupný príkaz Riešiteľ alebo 
skupina Analýza, je potrebné načítať doplnkový program Riešiteľ). 

Doplnok Riešiteľ pracuje so skupinou buniek, tzv. meniace sa bunky (alebo variabilné bunky) 
a upravuje hodnoty v týchto bunkách tak, aby sa neprekročili limity v bunkách s 
obmedzeniami a aby sa získal požadovaný optimálny výsledok pre cieľovú bunku. 

Postavme sa bunkovým kurzorom na cieľovú bunku F8, kde je sformulovaná účelová funkcia 
a spustime doplnok Riešiteľ. Objaví sa nám nasledujúce dialógové okno: 
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Do poľa Nastaviť cieľ zadáme odkaz na cieľovú bunku (F8). Pretože chceme, aby cieľová 
bunka nadobúdala maximálnu možnú hodnotu, tak kliknime na položku Maximum. 
Do poľa Zmenou premenných buniek zadáme odkazy na meniace sa bunky (D9:E9), ktoré 
musia priamo alebo nepriamo súvisieť s cieľovou bunkou. 
Do poľa Podlieha obmedzeniam kliknutím na tlačidlo Pridať zadáme všetky ohraničujúce 
podmienky, pričom využijeme už sformulované ľavé strany ohraničujúcich podmienok 
v bunkách H5:H7. 
Pretože chceme riešiť lineárnu optimalizačnú úlohu, vyberieme metódu Simplex LP 
algoritmus. Nakoniec kliknime na tlačidlo Riešiť. 

Objaví sa ďalšie dialógové okno so správou, že doplnok Riešiteľ našiel optimálne riešenie: 
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Ak chceme hodnoty riešenia v hárku zachovať, v tomto dialógovom okne kliknime na 
položku Ponechať riešenie doplnku Riešiteľ. 
V meniacich sa bunkách D9:E9 sú vypočítané hľadané optimálne hodnoty množstiev 
jednotlivých mäsových výrobkov, a v cieľovej bunke F8 sa objaví hodnota maximálneho 
zisku: 

 

 
B)  Dopravná úloha 
Všeobecná formulácia úlohy: Firma má m skladov iS  s kapacitou ia  ( mi  ..., ,2 ,1= ) jednotiek 

tovaru rovnakého druhu. Firma prepravuje tovar zo skladov k n spotrebiteľom jO , ktorí 

požadujú jb  ( nj  ..., ,2 ,1= ) jednotiek tovaru. Pritom sú známe ijc  náklady na prepravu 

jednotkového množstva tovaru zo skladu iS  k spotrebiteľovi jO . 

Otázka: Pri akom distribučnom pláne sú náklady na prepravu najnižšie? 

 
spotrebitelia 

nO              O       O 21 K  
kapacita 

sklady       

mS

S1

M  

nccc 11211                      K  

MMMM                                 

mnmm ccc                      21 K  ma

a

M

1

 

požadované množstvo nbbb                      21 K   

množstvo 
nxxx 11211                      K  

MMMM                                 

mnmm xxx                      21 K  
 

Sformulujeme matematický model dopravného problému ako lineárnu optimalizačnú úlohu: 

mnmnnn xc...xc...xcxc +++++         1112121111   →  min 

112111             bxxx m =+++ KK  

222212             bxxx m =+++ KK  

MM                                     
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nmnnn bxxx             21 =+++ KK  

111211             axxx n ≤+++ KK  

222221             axxx n ≤+++ KK  

MM                                     

mmnmm axxx             21 ≤+++ KK  

011 ≥x ,    012 ≥x ,    K     0≥mnx  

 
Úloha 2:  Firma dodávajúca uhlie má svoje sklady v Komárne, Kolárove a Nových Zámkoch, 
s kapacitou 25, 15 a 35 t. Dvaja zákazníci si podali objednávky na 30 a 45 t uhlia. Prepravné 
náklady na 1 t uhlia zo skladov k zákazníkom sú uvedené v tabuľke. Navrhnite plán rozvozu 
uhlia tak, aby boli náklady prepravu čo najmenšie! 

zákazníci 
 

1O  2O  
kapacita 

Komárno 15 EUR 30 EUR 25 t 

Kolárovo 25 EUR 20 EUR 35 t sklady 

Nové Zámky 50 EUR 10 EUR 15 t 

požadované množstvo 30 t 45 t  

11x  12x  

21x  22x  množstvo 

31x  32x  

 

Riešenie: 

Potrebné údaje si zapíšeme do tabuľky: 
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Rozhodovacie premenné 11x , 12x , 21x , 22x , 31x  a 32x  budú v oblasti D9:E11 a do týchto 

buniek zapíšeme ľubovoľné počiatočné hodnoty, napr. 1. 

Z požiadaviek zákazníkov dostávame nasledovné ohraničujúce podmienky: 
03       312111 =++ xxx  

54       322212 =++ xxx  

Ľavé strany týchto ohraničujúcich podmienok sformulujeme v bunkách D13 a E13. 

Z kapacít, ktoré majú k dispozícii sklady, dostávame nasledovné ohraničujúce podmienky: 
25      1211 ≤+ xx  

35      2221 ≤+ xx  

15      3231 ≤+ xx  

V bunkách H9:H11 sformulujeme ľavé strany týchto troch ohraničujúcich podmienok. 

Je zrejmé, že firma nemôže dodávať záporný počet uhlia a preto k týmto podmienkam 
pridáme podmienky nezápornosti: 

011 ≥x ,  012 ≥x ,  021 ≥x ,  022 ≥x ,  031 ≥x ,  032 ≥x . 

Minimalizovať budeme funkciu prepravných nákladov, kde premenná ijx  stanovuje množstvo 

uhlia, ktoré sa prepraví z i-tého skladu k j-tému zákazníkovi. Účelovú funkciu úlohy teda 
zapíšeme nasledovne: 

323122211211323122211211  1050 2025 30 15      ),,,,,( xxxxxxxxxxxxf +++++=  

Táto funkcia je sformulovaná v cieľovej bunke H8. 

Matematický model úlohy teda môžeme zapísať v tvare: 

323122211211323122211211  1050 2025 30 15      ),,,,,( xxxxxxxxxxxxf +++++=   →  min 

za podmienok: 03       312111 =++ xxx  

54       322212 =++ xxx  

25      1211 ≤+ xx  

35      2221 ≤+ xx  

15      3231 ≤+ xx  

011 ≥x ,  012 ≥x ,  021 ≥x ,  022 ≥x ,  031 ≥x ,  032 ≥x . 

Postavme sa bunkovým kurzorom na cieľovú bunku H8 a spustime doplnok Riešiteľ. 
Jednotlivé položky objavujúceho sa dialógového okna vyplníme nasledovne: 
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Kliknutím na tlačidlo Riešiť sa objaví dialógové okno so správou, že doplnok Riešiteľ našiel 
optimálne riešenie.  
V meniacich sa bunkách D9:E11 sú vypočítané hľadané optimálne hodnoty množstva uhlia, 
a v cieľovej bunke H8 sa objaví hodnota minimálnych nákladov na prepravu: 

 

 
Záver 
Lineárne optimalizačné úlohy patria do rozširujúceho učiva stredoškolskej matematiky, ktoré 
je možné zaradiť po tematickom celku Riešenie lineárnych rovníc, nerovníc a ich sústav. 
Jedným z argumentov pre zavedenie optimalizačných úloh do vyučovaní matematiky je ich 
nenáročnosť – matematizácia takýchto úloh totiž nevyžaduje náročný matematický aparát. 
Doplnok Riešiteľ tabuľkového kalkulátora MS Excel je vhodným nástrojom pre žiakov s 
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užívateľskými zručnosťami v ovládaní tohto programu, ktorý umožňuje riešenie lineárnych 
optimalizačných úloh s viac premennými aj bez používania diferenciálneho počtu a hľadania 
maxima alebo minima funkcie. Počítačom podporovaným riešením takýchto úloh je možné 
zefektívniť vyučovanie matematiky a ukázať žiakom aplikovateľnosť matematiky v bežnom 
živote. 
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TVORBA STUDIJNÍCH MATERIÁLŮ 
Z MATEMATIKY I S VYUŽITÍM INTERAKTIVNÍ 

TABULE 

 
Radka Hamříková 

Katedra matematiky a deskriptivní geometrie VŠB – TU Ostrava 

 

Abstrakt: Jak vytvářet studijní materiály s využitím interaktivní tabule, natáčení videí, jejich 
stříh a ozvučení v programu Camtasia Studio. Pro studenty kombinovaného studia FMMI a 
HGF matematiky I vytváříme studijní materiály - teoretické listy, pracovní listy s řešenými 
příklady a pracovní listy s neřešenými příklady. Součástí těchto materiálů je také natočení 
videí s teorií a řešenými příklady, tyto materiály budou umístěny na webových stránkách 
katedry matematiky a deskriptivní geometrie. Studenti tím získají další podporu ke studiu. 

 

Klíčová slova: Camtasia Studio, interaktivní, matematika, video, e-learning. 

 

 

Creating learning materials in math I use with interactive whiteboards 

 

Abstract: How to create learning materials using interactive whiteboards, video filming, the 
editing and sound in the program Camtasia Studio. For students combined study FMME and 
HGF Mathematics I create study materials - theoretical sheets, worksheets with solved 
examples and worksheets with unsolved examples. The following materials are also filmed 
videos with theory and solved examples, these materials will be posted on the website of the 
Department of Mathematics and Descriptive Geometry. Students thus gain further support for 
the study. 

 

Keywords: Camtasia Studio, interactive whiteboard, e-learning, mathematics, video. 
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1 Kdo to vlastně všechno chce? 
Natočení videí iniciovali studenti, kteří měli již v minulosti možnost používat Řešené 

úlohy ke svému studiu. Tyto materiály jsme vytvořili v letech 2006- 2008 za podpory 
projektu Studijní opory s převažujícími distančními prvky pro předměty teoretického základu 
studia CZ.04.1.03/3.2.15.1/0016. Během let se na nás obrátila řada studentů, zda bychom 
nevyrobili další videa. Podařilo se nám získat grant z Fondu rozvoje vysokých škol. Videa 
tedy vznikají za podpory projektu FRVŠ 1103/2013 Vytvoření e-learningových kurzu 
s multimediálními studijními materiály pro matematické předměty na vybraných fakultách 
VŠB-TU Ostrava. V rámci projektu budou pro studenty vytvořeny pracovní listy s teoretickou 
částí výuky, řešenými a neřešenými úlohami. Významnou podporou budou natočená videa jak 
teorie, tak řešenými příklady. Při tvorbě videí se využívá interaktivní tabule Interwrite, tu 
máme prozatím k dispozici díky AVC VŠB - TU Ostrava. Materiály jsou nahrávány a 
stříhány pomocí programu Camtasia Studio 8. Dále se materiály ozvučí. Studenti Fakulty 
materiálového inženýrství, Hornicko – geologické fakulty a Stavební fakulty je budou 
používat jako součást výuky předmětů Matematika I a II. 

2 Jak takové video vzniká? 
1. Scénář - rozvrhneme si, co chceme natočit, jak bude na sebe látka navazovat, jaké pomůcky 
budeme potřebovat. 

2. Nastavení - kalibrace tabule, připravení pomůcek – interaktivní tabule, notebook. 

3. Natočení příkladu nebo teorie – obvykle natáčíme video v jednom kuse, překlepy, mazání a 
vracení se vystříháme později – Interwrite, Camtasia Studio 8. 

4. Střih - video si několikrát pustíme, uděláme si poznámky, co budeme stříhat, které části 
například zrychlovat, apod. 

5. Ozvučení - napíšeme si komentář a nahrajeme k hotovému filmu. 

3 Výhody natáčení v Camtasia Studio 
Interaktivní tabule sama nabízí možnost nahrávání. Nelze si však zvolit kvalitu 

nahrávaného videa ani průběžně pohybovat nahrávanou plochou. Toto Camtasia Studio 
umožňuje. Střih videa je velmi jednoduchý, stejně tak dodatečné ozvučení. V minulosti se 
natáčení videa se zvukem neosvědčilo.  

Hotové video můžeme rovnou sdílet na youtube.com. V nabídce je také řada formátů 
(MP4-flash, WMV, MOV, AVI, MP4 – ipod, iphone), které lze přehrávat jak ve stolním 
počítači, tak na tabletu. To je dnes asi pro studenty nejdůležitější. Internet 3G nebo wifi je 
všude kolem nás a pustit si video v telefonu není žádný problém. 
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4 Ukázky 

 
Obr.  1: Úvodní stránka začátku nahrávání 

 

 
Obr.  2: Volba rozlišení videa 
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Obr. 3: Střih natočeného videa 

 

 
Obr. 4: Výsledný export 
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Obr.  5: Volba formátu videa 

 

 
Obr.  6: Natáčení teoretické části 
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Obr.  7: Natáčení řešeného příkladu 

 

5 Závěr 
Do konce roku 2013 plánujeme tedy natočit a zveřejnit videa s teorií a řešenými příklady. 

Hlavní přínos těchto videí spatřuji v rozšíření studijních materiálů pro studenty 
kombinovaného studia.  
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UŽITÍ GEOGEBRY PŘI ŘEŠENÍ GEOMETRICKÉ
ÚLOHY Z 18. STOLETÍ

Roman Hašek, Jan Zahradník

Jihočeská Univerzita v Českých Budějovicích

Abstrakt. V příspěvku bude představena konkrétní úloha na množinu bodů dané vlast-
nosti pocházející ze sbírky Exercitationes geometricae od Ioannise Holfelda, vydané v Praze
roku 1773. Nejprve bude představeno původní řešení této úlohy. Poté bude pomocí pro-
gramu dynamické geometrie odhalena neúplnost tohoto řešení. Nakonec se autoři zamyslí
nad jejím využitím při výuce matematiky. Příspěvek nabízí nahlédnutí do způsobů za-
dání a metod řešení geometrických úloh v 18. století a jejich porovnání se současným
přístupem. Ukáže se, jak efektivním nástrojem při řešení těchto úloh může být počítač.

Klíčová slova: Množina bodů dané vlastnosti, GeoGebra, geometrie, matematika.

USE OF GEOGEBRA TO SOLVE A GEOMETRY
PROBLEM FROM THE 18th CENTURY

Abstract. This paper presents a particular locus problem from the collection “Exercitati-
ones geometricae” by Ioannis Holfeld, published in Prague 1773. First, the original solution
to this problem will be presented. Then, using the dynamic geometry system GeoGebra
the incompleteness of this solution will be revealed. Finally, the possible utilization of the
problem in teaching of mathematics will be presented. The paper provides an insight into
methods of solving geometry problems in the 18th century and their comparison with the
current approach.

Keywords: Locus problem, GeoGebra, geometry, mathematics.

1 Úvod

V roce 1773 byla pražskou jezuitskou kolejí u svatého Klimenta (Klementinum) vydána
latinsky psaná sbírka řešených úloh z geometrie Exercitationes Geometricae. Jako autor
je ve sbírce uveden Ioannis Holfeld, v té době vyučující v koleji jako její čerstvý absolvent.
Sbírka obsahuje 47 úloh, jejichž společným tématem jsou kuželosečky. Je uspořádána do
čtyř kapitol, věnovaných postupně úlohám o parabole, obecným úlohám o kuželosečkách,
množinám bodů daných vlastností a výpočtům objemů a povrchů rotačních těles. Je
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pravděpodobné, že se jedná o absolventskou práci, kterou Ioannis Holfeld obhájil pod
vedením Jana Tesánka (1728 – 1788), pražského matematika, fyzika a astronoma [7].
Podrobnější informace o sbírce i o jejím autorovi najde zájemce v publikacích [2, 6].
Metoda použitá k popisu kuželoseček při zadávání a řešení úloh ve sbírce je odlišná

od té současné. Vychází totiž z Apolloniova díla o kuželosečkách (Apollonios z Pergy,
262 – 190 př. n. l.) a místo kartézských souřadnic používá sdružené průměry, konkrétně
pracuje s pojmy abscisa a ordináta [1, 2]. Základy dnes obvyklého analytického přístupu ke
kuželosečkám byly položeny knihou Introductio in analysis infinitorum Leonharda Eulera,
vydanou roku 1748 [5], tedy ne příliš dlouho před sbírkou Exercitationes Geometricae.
V článku se budeme zabývat jednou úlohou z kapitoly věnované množinám bodů da-

ných vlastností. Ukážeme si, jak lze pomocí počítače odhalit nekompletnost řešení uvede-
ného ve sbírce, naznačíme si možnosti využití úlohy ve výuce matematiky, na středoškolské
i vysokoškolské úrovni, a nakonec zmíníme, jak řešení úlohy přispělo k vývoji programu
GeoGebra (http://www.geogebra.org).

2 Problém 24

Na straně 27 sbírky Exercitationes Geometricae je jako Problema 24 uvedena následující
úloha: Jsou dány dvě přímky AM , MB (viz Fig. 25 na Obr. 1); na přímce MB zvolme
libovolně bod O a na přímce AM sestrojme bod R tak, aby se AR rovnalo MO; ptáme se
na geometrické místo průsečíků přímek RB, AO.

Obrázek 1: Ilustrace k zadání problému 24

2.1 Řešení Ioannise Holfelda

Ioannis Holfeld dospěl k rovnici hledané množiny bodů, z které potom určil, že se jedná
o hyperbolu. Ve svém řešení využil především podobnost trojúhelníků, konkrétně ΔANQ ∼
ΔAMO a ΔRNQ ∼ ΔRMB, viz Obr. 1. Jak bylo naznačeno v úvodu, roli souřadnico-
vých os plnily ve sbírce sdružené průměry. Pro tehdejší uživatele bylo přirozené pracovat
s takto zavedenými kosoúhlými souřadnicemi. Nenechme se zmást ilustračním obrázkem
Fig. 25 zobrazujícím pravoúhlé uspořádání. Účelem obrázků ve sbírce je spíše schéma-
tické znázornění konfigurace daných prvků, než věrné zobrazení konkrétního zadání. Jsou
uvedeny pohromadě na konci knihy, jeden ilustrující i více příkladů.
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Při popisu původního řešení Ioannise Holfelda (zkráceně I.H.) se budeme odkazovat
na Obr. 2, vlevo, který věrněji vystihuje tehdejší chápání úlohy a navíc obsahuje použité
značení. I. H. nejprve z podobnosti ΔANQ ∼ ΔAMO odvodil rovnost

x

y
=

a

b+BO
, z té

Obrázek 2: Řešení užitím podobností trojúhelníků; vlevo postup dle Ioannise Holfelda,
vpravo doplnění chybějící křivky

vyjádřil BO =
ay − bx

x
a náležitě rozepsal pravou stranu rovnosti RA =MO plynoucí ze

zadání. Dostal vztah RA = b +BO = b +
ay − bx

x
=

ay

x
, který využil k vyjádření RN a

RM takto: RN = RA+x =
ay + x2

x
, RM = RA+a =

ay + ax

x
. Potom I.H. z podobnosti

ΔRNQ ∼ ΔRMB získal rovnost
RN

y
=

RM

b
, kterou pomocí odvozených vztahů vyjádřil

ve tvaru
ay + x2

xy
=

ay + ax

bx
. Po úpravě získal rovnici hledané křivky y2+ y(x− b) =

bx2

a
,

kterou určil jako hyperbolu. Její znázornění vidíme na Obr. 2, vlevo.

2.2 Řešení s pomocí počítače

S nadsázkou se můžeme ptát, zda by Holfeldovi při řešení problému 24 mohl pomoci počí-
tač s programem dynamické geometrie, například s GeoGebrou. Protože se I.H. poněkud
překvapivě omezil pouze na uspořádání daných prvků dle ilustračního obrázku a další
možné polohy bodů O a R, rovněž vyhovující zadání, neuvažoval, nabízí se odpověď, že
by takovou pomoc uvítal. Právě program dynamické geometrie dovoluje svému uživateli
snadno prozkoumat různé konfigurace zadání geometrické úlohy a odhalit tak co nejvěrněji
podobu jejího řešení. Přitom problém 24 je přímo ideálním příkladem pro takovéto vyu-
žití GeoGebry. Jak si ukážeme, konstrukce zadání není obtížná a podoba hledané množiny
bodů je díky nástroji Množina bodů (případně příkazu MnozinaBodu) okamžitě dostupná.
V Nákresně programu GeoGebra sestrojíme různoběžné přímky AM aMB. Na přímku

MB umístíme libovolně bod O. Následně sestrojíme kružnici se středem A a poloměrem
rovným vzdálenosti bodů M , O (získáme příkazem Usecka[M,O]). Průsečíky této kruž-
nice s přímkou AM označíme R a R′ (viz Obr. 3). Potom sestrojíme přímky RB a AO a
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Obrázek 3: Výsledek použití nástroje „Množina
 v GeoGebře

jejich průsečík označíme Q. Při pohybu bodu O po přímce MB pohybuje se bod Q po
hledané křivce. Pro její prvotní prozkoumání lze na bod Q použít funkci Stopa zapnuta.
Více informací o tvaru množiny nám pak poskytne nástroj Množina bodů. V panelu ná-
strojů stiskneme příslušné tlačítko, potom klikneme levým tlačítkem myši nejprve na bod
Q (bod tvořící množinu), potom na bod O (bod, jehož pohybem se mění poloha bodu Q).
Alternativně můžeme na příkazový řádek zadat příkaz MnozinaBodu[Q,O]. Výsledkem
bude křivka, na Obr. 3 vykreslená modrou plnou čarou. Ta, jak vidíme, částečně kopíruje
„Holfeldovu hyperbolu
, obsahuje však také část, která s hyperbolou nemá nic společ-
ného. Pohybováním bodem O zjistíme, že tato „nová
 část odpovídá jeho umístění na
polopřímce opačné kMB. Zbytek množiny (Obr. 3, červená přerušovaná čára), který tuto
podivně vypadající křivku doplňuje do podoby sjednocení hyperboly a elipsy, získáme
stejným postupem, aplikovaným na bod Q′, který je průsečíkem přímek R′B a AO.
Počítač nám pomohl odhalit nekompletnost Holfeldova řešení. Tento překvapivý po-

znatek před nás klade zajímavé otázky. Například, zda mohl I. H. najít rovnici „nové

křivky uplatněnim stejného postupu, jakým našel rovnici hyperboly, zda tato křivka je
elipsou, či zda dokážeme najít rovnici hledané množiny bodů a jejích částí pomocí do-
stupných počítačových programů.
I.H. mohl chybějící řešení snadno určit, kdyby uvažoval umístění bodu R napravo

od A. Na Obr. 2, vpravo, který znázorňuje tuto situaci, jsou opět zřejmé dvě dvojice
podobných trojúhelníků, ΔAN ′Q′ ∼ ΔAMO a ΔR′N ′Q′ ∼ ΔR′MB. Užitím příslušných
vztahů analogicky s výše uvedeným postupem odvodíme rovnici hledané křivky y′2 −
y′(x′+ b) = −bx′2

a
. Pro zvolená a, b je to elipsa, viz Obr. 2, vpravo. Nelze se domnívat, že

I. H. toto řešení neurčil proto, že to neuměl. V jeho době zřejmě nebylo zvykem, vydávat
se za hranice náčrtku a provádět diskusi všech přípustných řešení dané úlohy.
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Nyní víme, že hledaná množina bodů je v případě našeho obrázku sjednocením hyper-
boly a elipsy. Je proto možné zapsat ji polynomem čtvrtého stupně ve tvaru součinu dvou
polynomů druhých stupňů. Platí ale tento poznatek obecně, pro všechny možné konfigu-
race daných prvků, tj. pro všechny možné hodnoty parametrů a, b? Naznačíme postup
řešení tohoto problému v programu wxMaxima (http://andrejv.github.com/wxmaxima).
Vyšetřovaná vlastnost je invariantní vůči afinním transformacím, omezíme se proto na jed-
nodušší případ kolmých přímek AM a MB a využijeme výhody kartézských souřadnic,
které bodům A, M , B, R a O přiřadíme takto:

(%i1) A:[0,0]$ M:[a,0]$ B:[a,b]$ R:[-k,0]$ O:[a,k]$

Potom lze zadání úlohy popsat rovnicemi

(%i6) AO:k*x-a*y=0$ RB:k^2*(y-b)^2=(b*x-a*y)^2$

z nichž po eliminaci parametru k dostaneme polynom čtvrtého stupně, který lze vždy
rozložit na součin dvou polynomů stupně druhého:

(%i8) r1:eliminate([AO,RB],[k])[1],expand;

(%o8) a2 y4 − 2 a2 b y3 − a2 x2 y2 + a2 b2 y2 + 2 a b x3 y − b2 x4

(%i9) r2:factor(r1);

(%o9)
(
a y2 − a x y − a b y + b x2

) (
a y2 + a x y − a b y − b x2

)
Každý z činitelů rozkladu odpovídá jedné křivce druhého stupně. Určíme příslušné velké
a malé determinanty [4] a budeme diskutovat závislost typů těchto křivek na hodnotách
a, b. Pro stručnost již neuvádíme kód wxMaximy, ale rovnou výsledky. Prvnímu činiteli
odpovídá regulární kuželosečka, jeho velký determinant −a2 b3 je pro přípustné hodnoty

a, b různý od nuly. Malý determinant je dán výrazem
a (4 b− a)
4

, jehož znaménko, tedy

i typ odpovídající kuželosečky, závisí na vztahu mezi parametry a a b; pro a < 4b je
křivkou elipsa, pro a = 4b parabola a pro a > 4b se jedná o hyperbolu. Druhý činitel
rozkladu (%o9) má pro všechna přípustná a, b velký determinant a2 b3 různý od nuly a

malý determinant −a (4 b+ a)
4

záporný. Příslušnou křivkou je vždy hyperbola.

Úloha určení typu křivek v závislosti na parametrech a, b má díky použitému mate-
matickému aparátu své místo ve vysokoškolském kurzu kuželoseček. Vlastní problém 24
týkající se určení množiny bodů dané vlastnosti je však využitelný i při výuce na střední
škole. Můžeme ho zadat tak, jak je a nechat žáky objevovat řešení pomocí počítače, potom
s nimi diskutovat možnost využití podobnosti trojúhelníků. Úlohu můžeme také modifi-
kovat převedením na speciální případ a řešit ji s žáky bez použití počítače, například
takto: Je dán rovnostranný trojúhelník ABC a dvě kružnice k, l se středy v bodech A a
B, v uvedeném pořadí, obě o poloměru r. Nechť K je průsečík kružnice k s přímkou AB
a L je průsečík l s přímkou BC. Potom p je přímka určená body K a C a q je přímka
určená body L a A. Určete množinu všech možných poloh bodu Q, který je průsečíkem
přímek p a q, uvažujeme-li proměnné r (Za nápad děkujeme Pavlu Leischnerovi.).
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Obrázek 4: Problém 24 jako úloha pro střední školu

Vraťme se k řešení problému 24 v GeoGebře. Program nám zobrazil podobu hledané
množiny. Bylo by pěkné, kdyby nám poskytl i rovnici této množiny, případně umožnil
její další úpravy. Požadavek to je reálný, program disponuje funkcí RovniceMnozinyBodu.
Pro získání správného výsledku je ale třeba dodržet určité zásady. Pokud to jde, volíme
celočíselné souřadnice určujících bodů konstrukce. Realizace konstrukce by měla být „eu-
kleidovská
, neměli bychom při ní používat výpočty. Příkladem je sestrojení bodů R, R′

v konstrukci problému 24. Jedná se o průsečíky přímky AM s kružnicí se středem A a
poloměrem |MO|. K zápisu |MO| jsme použili funkci Usecka[M,O]. Použijeme-li funkci
Vzdalenost[M,O], program rovnici množiny neurčí správně. Při dodržení uvedených zá-
sad dostaneme pro body A = [−4, 1], B = [0, 4], M = [1, 1] rovnici množiny bodů ve
tvaru: h : 27x4 − 54x3y + 486x3 + 3x2y2 − 654x2y + 3243x2 + 24xy3 − 48xy2 − 2568xy +
9504x − 78y4 + 908y3 − 2958y2 + 48y = −8992. Víme, že polynom popisující množinu
bodů lze vždy zapsat jako součin dvou polynomů druhého stupně. Provede GeoGebra
tento rozklad? Funkce Rozklad některé polynomy rozloží, jiné zase ne. Například, pokud
zadáme příkaz Rozklad[LevaStrana[h]-PravaStrana[h]], kde h je výše uvedená rov-
nice množiny, rozklad nedostaneme. Pokud však zvolíme přímky AM a MB vzájemně
kolmé (volíme například M = [0, 1]), rozklad dostaneme. Na zdokonalení faktorizačních
funkcí GeoGebry, mezi které patří ještě funkce IFactor a CIFactor, se v současnosti
intenzivně pracuje a je možné, že v době vydání tohoto článku bude leccos jinak. Překva-
pivou roli v tomto procesu hraje Problém 24 spolu s několika dalšími podobnými problémy
ze sbírky Exercitationes geometricae. Díky možnosti jejich eukleidovské konstrukce a evi-
dentní rozložitelnosti příslušných mnohočlenů jsou používány jako referenční problémy
pro zdokonalování uvedených funkcí programu.
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3 Závěr

Věříme, že se nám podařilo prokázat, že návrat k historickým úlohám, pokud je řešitel
vybaven analytickou metodou a vhodným software, může být zajímavý a přínosný pro
výuku matematiky. Přínos této historické exkurze pro rozvoj programu GeoGebra je již
zřejmý. Ioannis Holfeld by byl jistě potěšen tím, jak významnou roli hrají jeho úlohy téměř
250 let po jejich vydání při vývoji jednoho počítačového programu.
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Abstrakt:  V článku je představen projekt Inovace předmětů Deskriptivní geometrie I a III na 
MFF UK podpořený grantem FRVŠ. Jedná se o povinné přednášky pro studenty učitelství 
deskriptivní geometrie vyučované v prvním a třetím semestru. Deskriptivní geometrie patří 
mezi náročné předměty, je nutné její výuku zmodernizovat a docílit tak lepších výsledků. Při-
pravujeme nové elektronické studijní materiály, rozšiřujeme webové stránky věnované geo-
metrii. Samozřejmostí je využití geometrického a modelovacího softwaru ve výuce. 
 
Klí čová slova: deskriptivní geometrie, počítačová podpora, GeoGebra, Rhinoceros 
 

 

Teaching Descriptive Geometry at MFF UK 

 

Abstract:  This paper presents a project Innovation of Descriptive geometry I and III, support-
ed by grant FRVŠ. DG I and DG III are compulsory subjects for students of teaching of de-
scriptive geometry, in the first and third semester of studying. In consideration of difficulty of 
this subject, it is necessary to modernize teaching process and achieve better results. We are 
preparing new study materials and extending websites dedicated to these subjects. We make 
efforts to use more graphical computer software in our lessons. 
 
Key words: descriptive geometry, computer support, GeoGebra, Rhinoceros 
 

1. Úvod 

Budoucí učitelé matematiky a deskriptivní geometrie absolvují během svého bakalářského 
studia celkem čtyři přednášky věnované deskriptivní geometrii, rovnoměrně rozložené 
v prvních čtyřech semestrech studia. Od zimního semestru roku 2012 probíhá výuka studentů 
podle nové akreditace. Tato akreditace s sebou nese řadu drobných i rozsáhlejších změn, které 
nás motivovaly k rozšíření stávajících webových stránek k jednotlivým předmětům a k tvorbě 
nových studijních materiálů. V současné době pracujeme na inovaci studijních předmětů 
Deskriptivní geometrie I a Deskriptivní geometrie III, vyučovaných v prvním a třetím semest-
ru studia, která je podpořena grantem FRVŠ 358/2013. 
 

Náplní tohoto grantu je jednak úprava webových stránek o výuce deskriptivní geome-
trie na MFF UK, tak aby byly dány do souladu s novou akreditací oboru. 
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~jole/deskriptiva/index.html 
 

Rozsáhlejší částí projektu pak je tvorba nových studijních materiálů k předmětu DG I 
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~jole/deskriptiva/DG1-Planimetrie.html 
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a tvorba nových studijních materiálů, rozšiřování sbírky úloh a úprava stávajících webových 
stránek předmětu DG III  
http://www.surynkova.info/ 
 

Podívejme se podrobněji na jednotlivé výstupy grantu. 
 
2. Inovace studijního předmětu Deskriptivní geometrie I 
 
Předmět Deskriptivní geometrie I je vyučován v prvním semestru bakalářského studia. Jedná 
se o úvodní kurz deskriptivní geometrie, jehož náplní je z větší části látka, s níž se studenti 
mohou setkat i na střední škole. Tato látka je samozřejmě probírána více do hloubky a rozší-
řena o témata, na něž při výuce na střední škole není čas. Díky nové akreditaci se hodinová 
dotace tohoto předmětu rozšířila ze stávajících 4/2 (přednáška/cvičení) nově na 4/3 a je tedy 
možno do výuky zařadit nová témata, či věnovat více času tématům, u nichž jsme doposud 
předpokládali, že je studenti znají ze SŠ, ačkoliv tomu tak vždy nebylo. 

Látku probíranou v tomto předmětu lze rozdělit do několika témat: planimetrie, stere-
ometrie, osová afinita a středová kolineace, kuželosečky, kótované a Mongeovo promítání. 

Cílem grantu je vytvořit interaktivní studijní materiály k prvním čtyřem výše zmíně-
ným tematickým celkům. Obzvláště pak k těm partiím, kde je vhodné použití dynamického 
softwaru GeoGebra. Tento software byl zvolen především pro svou dostupnost a rozmanitost 
nástrojů, které nabízí od kreslení jednoduchých rovinných obrázků až po náročné dynamické 
applety pro modelování různých geometrických závislostí. Ovládání tohoto softwaru je velmi 
intuitivní, studenti se s ním brzy naučí pracovat a lze je snadno zapojit do vyučovacího proce-
su. 
 

 
 
 

Nové studijní materiály jsou koncipovány jako klasická učebnice, přidanou hodnotu 
tvoří především dynamické applety usnadňující pochopení látky. Cílem těchto appletů je zau-
jmout studenta danou problematikou, nebo pak usnadnit pochopení některých závislostí, které 
při použití statických obrázků nejsou na první pohled patrné. Jednotlivé kapitoly jsou doplně-
ny řadou příkladů, a to buď slovními zadáními přímo v textu, nebo pak ve formě PDF, kdy se 
většinou jedná o předrýsovaná zadání úloh. Na obrázcích 2-5 najdete několik ukázek 
z připravovaných webových stránek. 

Obr. 1: Náhled nově vznikajících webových stránek 
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Snažíme se seznamovat studenty nejen s tradičními, ale i méně známými konstrukce-
mi, jak je patrno z následujících ukázek konstrukce tečny ke kružnici pomocí bodů souměrně 
sdružených se středem kružnice podle tečen a konstrukce společných tečen dvou kružnic za 
pomoci dilatační metody. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Obr. 2: Applet – motivační úloha k mocnosti bodu ke kružnici 

Obr. 3: Tečna ke kružnici 

Obr. 4: Společné tečny 
dvou kružnic 
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Motivací při tvorbě některých obrázků je zlepšení prostorové představivosti studentů a 
snaha ukázat, že vhodně zvolené zadání, může usnadnit pochopení a řešení úlohy, viz 
následující obrázek. 

  

 

Součástí naší snahy o tvorbu interaktivních studijních materiálů je též zadávání baka-
lářských a diplomových prací, jejichž výstupem jsou webové stránky určené pro podporu vý-
uky různých témat středoškolské deskriptivní geometrie. Našim cílem je vytvořit webový 
portál, který by v budoucnu pokrýval celou středoškolskou deskriptivní geometrii. Zmíníme 
zde alespoň dvě z již hotových prací.  

Kuželosečkám je věnována diplomová práce Věry Effenberger Využití internetu při 
výuce kuželoseček na střední škole, dostupná z adresy  
http://www.karlin.mff.cuni.cz/katedry/kdm/diplomky/vera.setmanukova.dp/ 

Práce je psána velice kultivovaným a přesným jazykem, je však dobře srozumitelná i 
pro středoškolské studenty. Obsahuje řadu názorných appletů vytvořených softwarem Geo-
Gebra. Součástí práce je sbírka neřešených úloh. Svou náplní práce převyšuje středoškolskou 
látku, je plně využitelná i pro studenty vysokých škol. Na obrázcích 6-8 je zobrazeno několik 
ukázek z této diplomové práce.  

 

 

 

Obr. 5: Různé pohledy na krychli a dvě její tělesové úhlopříčky 

Obr. 6: Vlastnosti průměrů elipsy 
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Dále bychom chtěly představit diplomovou práci Petry Plichtové Webová aplikace pro 
výuku osové afinity a středové kolineace, dostupné z adresy 
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~plichtova/Diplomka/AfinitaAKolineace/ 

Studentka tato dvě zobrazení představuje na pěkných motivačních úlohách. Práce je 
sepsána jazykem srozumitelným středoškolskému čtenáři a je proložena velkým množstvím 
příkladů, z nichž většina je doplněna krokovaným řešením, nebo alespoň vyrýsovanými vý-
sledky. Několik ukázek z této práce najdete na obrázcích 9-11. 

 

Obr. 7: Krokovaná konstrukce oskulační kružnice v libovolném bodě elipsy  O

Obr. 8: Rovinné řezy kuželové plochy  
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Obr. 9: Motivační obrázek – osová afinita mezi dvěma rovinami 

Obr. 10: Využití osové afinity při otáčení roviny do průmětny 

Obr. 11:  Krokovaná úloha – řez rotační válcové plochy rovinou 
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3. Inovace studijního předmětu Deskriptivní geometrie III 
 
Deskriptivní geometrie III je povinný předmět určený pro studenty bakalářského studia učitel-
ství DG a je vyučován ve třetím semestru. Náplní předmětu jsou tato témata – středová koli-
neace a její využití při konstrukci kuželoseček, středové promítání a speciálně lineární per-
spektiva, rovnoběžné osvětlení ve středovém promítání a v lineární perspektivě, konstruktivní 
fotogrammetrie, perspektivní a afinní reliéf a rotační plochy. 
 Nová akreditace oboru si vyžádala modernizaci předmětu Deskriptivní geometrie III. 
Inovace předmětu je pojata tak, aby byla výuka a její náplň pro studenty atraktivnější. Snaží-
me se o výraznější propojení deskriptivní geometrie s praxí a plně využíváme moderního pří-
stupu s využitím počítačů. Využití grafických a modelovacích softwarů zvyšuje zájem studen-
tů o danou problematiku a zajišťuje též jejich aktivní zapojení do výuky. 
 V rámci projektu postupně rozšiřujeme sbírku příkladů a tvoříme nové studijní materi-
ály, které se týkají všech zmiňovaných témat. Do výuky zavádíme počítačové modelování a 
rýsování na počítači s geometrickými softwary GeoGebra a Rhinoceros. V současné době se 
věnujeme především konstrukcím kuželoseček pomocí středové kolineace, osvětlení a zrca-
dlení ve svislé a vodorovné rovině v lineární perspektivě a konstruktivní fotogrammetrii. 
 Všechny výstupy zveřejňujeme na webových stránkách http://www.surynkova.info/. 
Webové stránky jsou průběžně doplňovány a aktualizovány a jsou určeny nejen pro studenty 
naší fakulty, ale pro všechny zájemce o geometrii (některé odkazy jsou v anglickém jazyce). 
Materiály plánujeme i v budoucnu rozšiřovat a případně doplňovat o nová témata. V budouc-
nu se počítá s podobnou podporou také pro ostatní geometrické předměty, které vyučujeme. 
 
3.1 Integrování počítačů do výuky 
 
V předmětu Deskriptivní geometrie III předpokládáme, že student již ovládá základní rovno-
běžné projekce, které jsou zde obohaceny o další a to o projekci středovou. Porozumět složi-
tějším prostorovým úlohám bývá často obtížné, obzvláště v obecném středovém promítání, 
kde dochází k velkým zkreslením výsledných obrazů. K pochopení prostorové situace může 
napomoci 3D modelování. V hodinách Deskriptivní geometrie III používáme komerční 3D 
modelovací software Rhinoceros (NURBS modeling for Windows). Rhinoceros je levný a 
dostupný software obsahující množství profesionálních modelovacích nástrojů a funkcí (Ka-
tedra didaktiky matematiky vlastní licenci, studenti mohou software plně využívat v počítačo-
vých laboratořích). V prostředí modelovacího softwaru lze s prostorovým objektem hýbat, 
prostorovou situaci je možné různě natáčet, přibližovat či oddalovat. Počítačovým modelová-
ním lze tedy do jisté míry nahradit fyzické modely, přičemž každý student může mít takový 
virtuální model k dispozici a může jej využívat při své přípravě. 
 Program Rhinoceros využíváme též k tvorbě rysů. Klasické ruční rýsování ale v žád-
ném případě neopouštíme. Zručnost a pečlivost nutnou pro ruční rýsování si kreslením na 
počítači lze jen těžko osvojit. V tomto směru jsou klasické metody deskriptivní geometrie 
nenahraditelné. Počítačovou tvorbu rysů tedy pokládáme za podpůrnou a moderní metodu 
rýsování. 
 Dále při výuce využíváme dynamický software GeoGebra a to především k tvorbě 
rovinných konstrukcí případně k demonstraci platnosti geometrických zákonitostí.  
 Podívejme se na příklady 3D počítačových modelů a prostorových situací, které vyu-
žíváme při hodinách DG. Obrázky 12-14 ilustrují příklady geometrického rovnoběžného 
osvětlení sféry. 3D modelování na počítači může pomoci nejen k řešení prostorové situace, 
ale také k pochopení principů zobrazování celé situace ve zvolené lineární perspektivě, jak 
ukazuje obrázek 14. 
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Obr. 12: Rovnoběžné osvětlení sféry – prostorová situace 

Obr. 13: Rovnoběžné osvětlení sféry v lineární perspektivě, ručně rýsovaný rys, poměrně 
komplikovaný geometrický problém 
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3.2 Postupné rozšiřování sbírky příkladů a tvorba nových studijních materiálů 
 
Sbírku příkladů k předmětu Deskriptivní geometrie III mají studenti k dispozici v elektronické 
formě na webových stránkách http://www.surynkova.info/DGIIa.php. Příklady jsou v sylabu 
rozděleny podle témat a seřazeny chronologicky do jednotlivých cvičení. Sbírku příkladů po-
stupně rozšiřujeme, přidáváme příklady (případně také jejich řešení), které mohou studenti 
využívat k procvičování daných geometrických témat. 
 

 

Obr. 14: Rovnoběžné osvětlení sféry v lineární perspektivě – nárys a půdorys a situace 
v prostoru. Naznačen je princip středového promítání jednotlivých objektů do průmětny 

pomocí promítacích kuželů. 

Obr. 15: Obraz kružnice ve středové kolineaci – výsledkem elipsa 
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 Rovněž vytváříme nové studijní materiály a příklady pro samostudium, které tvoří 
podporu témat probíraných v rámci přednášek a cvičení. Jedná se o popisy a návody k různým 
konstrukcím, počítačové modely, ukázky rysů a studentských prací apod. Všechny materiály 
je opět možné nalézt na webových stránkách  http://www.surynkova.info/topics.php. V sou-
časné chvíli jsou k dispozici například konstrukce kuželoseček jako obrazů kružnice ve stře-
dové kolineaci a příklady konstrukcí kuželoseček z daných prvků pomocí středové kolineace. 
Tyto úlohy jsou poměrně těžkými geometrickými problémy, připravili jsme proto několik 
dynamických appletů vytvořených v GeoGebře. V programu GeoGebra lze namodelovat 
všechna řešení, navíc lze dynamicky měnit zadání a sledovat, jaké typy kuželoseček vycháze-
jí. Příkladem takových výstupů jsou obrázky 15 a 16. 
 

 

Obr. 16: Kuželosečka určená pěti prvky (dvěma tečnami a třemi body) 

Obr. 17: Rekonstrukce fotografického snímku 
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 Dalším tématem, které nyní zpracováváme je rekonstrukce fotografického snímku, 
vkreslení nového objektu do fotografie a vymodelování prostorové situace – vše s využitím 
modelovacích prostředků softwaru Rhinoceros. Jedná se o využití metod konstruktivní foto-
grammetrie. Tyto materiály představují návod k tvorbě takové rekonstrukce snímku. Ukázka 
rekonstrukce fotografického snímku je znázorněna na obrázcích 17-19. 
 

 
 

 
 
 Materiály pro podporu výuky Deskriptivní geometrie III hodláme i nadále rozšiřovat a 
rovněž zapojovat při jejich tvorbě studenty formou semestrálních či závěrečných prací. 
 
 

Obr. 18: Vkreslení nového objektu do fotografického snímku 

Obr. 19: Vymodelování prostorové situace 
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4. Závěr 
 
Naše práce na webových stránkách předmětů určitě neskončí s grantem FRVŠ, chceme strán-
ky i nadále rozšiřovat a doplňovat sbírky příkladů. V budoucnu bychom rády podobně upravi-
ly i webové stránky dalších předmětů, které vyučujeme. I nadále chceme do tvorby webových 
stránek zapojovat rovněž studenty formou bakalářských a diplomových prací. 
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VYUŽITIE GEOGEBRY PRI RIEŠENÍ FYZIKÁLNYCH 
ÚLOH 

 
Ladislav Jaruska 

Univerzita J. Selyeho, Komárno, SR 

 
Abstrakt: V článku poukazujeme na jednoduché využitie matematického dynamického 
programu GeoGebra pri riešení úloh, ktoré sa zaoberajú s fyzikálnymi javmi. Snažili sme sa 
vybrať príklady, ktoré sú aplikáciou situácii z praktického života, alebo aplikáciou 
matematiky využívanej v praxi. V článku predstavíme vytvorenie jednoduchých aplikácii 
príkladov v programe GeoGebra s fyzikálnou tematikou. 
 
Kľúčové slová: GeoGebra, aplikácia, fyzika, funkcia, vizualizácia 
 
 

Using the Geogebra during the solving physical tasks 
 
Abstract: In the article, we show the easy use of GeoGebra dynamic mathematics in solving 
problems, which have common thematic with physics. We try to select tasks application 
situation of practical life, or the application of mathematics utilized in the prax. In the article 
we introduce a simple application examples in the program GeoGebra with physical thematic. 
 
Key words: GeoGebra, application, physics, function, visualisation 
 
Úvod 
 

V pedagogickej praxi sa často stretávame s úlohami, ktoré nepatria do tematických 
celkov zaoberajúcich sa geometriou, ako napríklad matematická analýza alebo štatistika [1]. 
Počas riešenia dobré grafické znázornenie uľahčí žiakom cestu k pochopeniu a rozšíreniu si 
matematickej predstavivosti. 
V takýchto prípadoch nám môže pomôcť GeoGebra, ako pomoc pri predstavovaní si zmyslu 
učiva aj problému s jeho aplikáciou a praktickým využitím v bežnom živote. Tematike 
využitia GeoGebry vo vyučovaní sa venuje aj práca [2], v ktorom sa nachádzajú rôzne 
možnosti použitia dynamickej vizualizácie v praxi. 

Špeciálnu oblasť-okruh úloh tvoria úlohy s fyzikálnou tematikou. Problém pri riešení 
horeuvedených úloh môže znamenať, že k riešeniu potrebujeme poznatky z fyziky. Tieto 
úlohy pochádzajú z rôznych oblastí fyziky. Geogebra nám ponúka možnosť grafického 
riešenia niektorých úloh, alebo grafickým znázornením priebehu javov, závislostí veličín 
podporuje predstavenie si konkrétnych situácií a problémov. Najjednoduchšie sú napr. slovné 
úlohy na pohyb (priamočiary rovnomerný pohyb - grafické riešenie sústavy dvoch lineárnych 
rovníc s dvoma neznámymi, alebo rovnomerný zrýchlený pohyb, voľný pád – kvadratická 
rovnica, funkcia).    
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t
sv =

Ďalšie spracované tematické okruhy môžu byť, napr. vrhy (zobrazenie grafu), trenie, pohyb 
po naklonenej rovine, optika – zobrazovanie, moderná fyzika – grafické znázornenie 
závislosti veličín, kmity, vlny, termodynamické javy, elektrina. 
Možnosti aplikovania GeoGebry vo vyučovaní fyziky: 

a. pomocou interaktívnych prezentácií podporovanie lepšieho pochopenia na tematiku 
nadväzujúcich fyzikálnych pojmov (polohový vektor, pohybový vektor, dvojrozmerný 
pohyb, pohyb, vektor rýchlosti a jeho komponenty, potenciálna, pohybová, mechanická 
energia, začiatočné parametre pohybu, rýchlosť pohybu, diaľka vrhu, odpor prostredia, 
balistická krivka, vztlaková sila, atď.) 

b. pochopenie niektorých fyzikálnych javov cez virtuálne experimenty (voľný pád, 
vodorovný a šikmý vrh, atď.) 

c. lepšie pochopenie fyzikálnych zákonov (zákon zachovania energie, premena energie) 
d. prispievanie k pochopeniu a osvojovaniu závislostí medzi rôznymi veličinami 

pomocou virtuálnych experimentov (závislosť diaľky vrhu od začiatočnej rýchlosti a 
elevačného uhla, závislosť doby kmitu matematického kyvadla od dĺžky kyvadla, 
závislosť rýchlosti od pôsobiacej sily) 

e. skúmanie a pochopenie závislosti jednotlivých fyzikálnych veličín od času a polohy, 
lepšie pochopenie pojmu funkcia (rýchlosť) 

 
V článku ukážeme niekoľko konkrétnych možností aplikovania GeoGebry vo vyučovaní 
fyziky tým aj spločné oblasti s matematikou. 
 
Aplikácie GeoGebry 
 
Najjednoduchšie úlohy prebrané z fyziky sa zaoberajú s priamočiarym rovnomerným 
pohybom. Riešenie úloh vyžaduje znalosť základných fyzikálnych pojmov, veličín, súvislostí 
a rovníc. 
Takým typickými príkladmi sú, keď dve telesá (osoby, autá,..) sa pohybujú v jednom smere 
(za sebou), alebo oproti. Cieľom úlohy je zistiť, kedy a kde sa stretnú. 
K riešeniu potrebujeme vedieť predstaviť si situáciu, rozlíšiť, ktoré údaje sú známe, a ktoré 
musíme vypočítať. Tu sa stretáva matematika a fyzika. Potrebné veličiny sú dráha (s), čas (t), 
rýchlosť (v).  
Súvislosť medzi veličinami:  
 
 
 
Úlohy môžeme riešiť numericky – sústavou lineárnych rovní, alebo graficky. Pri grafickom 
riešení lineárne rovnice chápeme ako lineárne funkcie, ktorých priesečník je riešením. Z praxe 
vieme, že z praktických dôvodov (konštrukčné zručnosti, nestrúhaná ceruzka, výsledok 
s desatinným číslom,...) presné grafické riešenie sústavy dvoch lineárnych rovníc ceruzkou 
a pravítkom sa málokedy podarí.  
 
V takých prípadoch nám môže pomôcť GeoGebra, k riešeniu je potrebné len zadať rovnice-
funkcie, a získavame presný výsledok. Ďalšie možnosti nám program ponúka tým, že ak 
používame posuvníky, tak hodnoty a parametre môžeme ľubovoľne meniť aj počas riešenia. 
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Príklad 1 
Nákladné auto vyšlo z mesta A rýchlosťou 60 km/h. O 1,5 hodiny vyšlo za ním osobné auto 
tým istým smerom rýchlosťou 90 km/h. Kedy a v akej vzdialenosti dostihne osobné auto 
nákladné auto? 
Na obrázku 1 vidíme grafické riešenie tejto úlohy v programe GeoGebra 
 
 

 
Obr. 1 Grafické riešenie 1. príkladu 

 
 
v1 = 60 km/h – rýchlosť nákladného auta 
v2 = 90 km/h – rýchlosť osobného auta 
s1 = v1∆t + v1t -  dráha, ktorú prejde nákladné auto, kde 
v1∆t – časť dráhy, ktorú prejde nákladné auto od svojho štartu za 1,5 h, kým vyštartuje za ním 
osobné auto 
v1t - časť dráhy, ktorú prejde nákladné auto po  1,5h dovtedy, kým ho nedobehne osobné auto 
(za ten čas, keď sa obi dve autá pohybujú) 
s2 = v2t – dráha, ktorú prejde osobné auto od času svojho štartu dovtedy, kým nedobehne 
nákladné auto 
GeoGebra nám ponúka grafické riešenie úlohy, kde zobrazíme grafy (s,t) lineárnych funkcií 
(Obr. 1).  
Priesečník grafov je vlastne riešením úlohy, kde prvá súradnica znamená čas, a druhá 
súradnica dráhu, t.j. A=(3,270). 
Počas riešenia použitím posuvníkov máme možnosť zmeniť hodnoty v zadaní, ktoré sú 
rýchlosť nákladného auta, osobného auta a oneskorenie osobného auta. 
 

164



Nasledujúci príklad je náročnejší, lebo k riešeniu potrebujeme poznatky o kvadratickej 
funkcie. 
 
Príklad 2 
Z mesta naraz odštartovali dve autá. Jedno auto vykonáva rovnomerný priamočiary pohyb, 
pohybuje sa stálou rýchlosťou 25 m/s. Druhé auto vykonáva rovnomerne zrýchlený 
priamočiary pohyb, počiatočnou rýchlosťou 0 m/s a zrýchlením 1m/s². Kedy a v akej 
vzdialenosti od miesta štartu sa stretnú? 
GeoGebra nám ponúka grafické riešenie úlohy, kde zobrazíme grafy (s,t) lineárnych funkcií 
(Obr. 2).  
 
 

 
Obr. 2 Grafické riešenie 2. príkladu 

 
v1 = 25 m/s – rýchlosť rovnomerného priamočiareho pohybu 
s1 = v1t – dráha rovnomerného priamočiareho pohybu  
s2 = v0t + ½ a.t²  – dráha rovnomerne zrýchleného priamočiareho pohybu 
v0 = 0 m/s  - počiatočná rýchlosť - v0t =0 
 
Pri grafickom riešení rovnomerný priamočiary pohyb opíšeme pomocou lineárnej rovnice, 
ktorú chápeme a znázorníme ako lineárnu funkciu. Rovnomerne zrýchlený pohyb opíšeme 
pomocou kvadratickej rovnice, ktorú chápeme ako kvadratickú funkciu.  
Priesečník grafov je vlastne riešením úlohy, kde prvá súradnica znamená čas, a druhá 
súradnica dráhu, t.j. A=(50,1250). 
Počas riešenia použitím posuvníkov máme možnosť zmeniť hodnoty v zadaní, ktoré sú 
rýchlosť nákladného auta, osobného auta a oneskorenie osobného auta. 
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Ďalšia možnosť spojenia matematických poznatkov a fyzikálnych javov je zobrazenie a popis 
pohybu matematického kyvadla.  
 
Príklad 3 
Zobrazenie pohybu matematického kyvadla 
Na hodinách matematiky sa žiaci stretávajú s trigonometrickými funkciami. Zobrazením 
pohybu matematického kyvadla ukážeme žiakom možnosť využitia matematických 
poznatkov v ďalšej oblasti fyziky.  
Matematické kyvadlo je vlastne hmotný bod zavesený na vlákne stálej dĺžky - l zanedbateľne 
malej hmotnosti - m. (napr. oceľová guľôčka zavesená na tenkom nepružnom vlákne).  
Pohyb zaveseného telesa na vlákne znázorníme v súradnicovej sústave, kde môžeme 
pozorovať vychýlenie v závislosti času, a dĺžky vlákna. (Obr. 3) 
Doba kmitu matematického kyvadla je priamo úmerná druhej odmocnine dĺžky kyvadla 
a nepriamo úmerná druhej odmocnine tiažového zrýchlenia. 
 
 
 
 
Okamžitá výchylka matematického kyvadla 
 
Doba kmitu je čas, za ktorý kyvadlo prejde napr. z jednej krajnej polohy do druhej a späť. 
Doba kyvu je polovica doby kmitu. 
 

 
Obr. 3 Zobrazenie pohybu kyvadla 

 
GeoGebra nám poskytuje pomoc aj pri popise a zobrazení pohybu kyvadla. Pomocou 
posuvníkov máme možnosť zmeniť parametre kyvadla.  
 
 

g
l22T π=
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=
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α= cosvv 0x

gtsinvv 0y −α=

Nasledujúcom príklad je znázornená ďalšia oblasť matematiky – parabola. Možnosť 
aplikovania matematických poznatkov žiakom ukážeme pomocou šikmého vrhu.   
 
Príklad 4 
Šikmý vrh z nenulovej výšky h 
Je známe, že ak hodíme kamene rovnakou začiatočnou rýchlosťou, ale pod rovnakým 
elevačným uhlom, tak najďalej dohodíme kameňom, ktorý sme odhodili pod elevačným 
uhlom α = 45°. Samozrejme v tomto prípade kameň v istom priblížení považujeme za hmotný 
bod, ktorý sa pohybuje sa približne po parabolickej dráhe (považujeme ho za dostatočne malý 
a tak neuvažujeme jeho rotáciu okolo osi prechádzajúcej jeho ťažiskom). Vo vákuu v 
zemskom tiažovom poli by sa pohyboval po skutočnej parabole. (Obr. 4) 
Ďalej gravitačné pole považujeme za homogénne. 
 

 
 

Obr. 4 Rozloženie vektora  začiatočnej rýchlosti  vrhnutého hmotného bodu 
 
Vzťahy pre vrh dostaneme z výsledných vzťahov špeciálnou voľbou smeru začiatočnej 
rýchlosti a výšky nad rovinou, v ktorej sa vrh začína. 
Vo vodorovnom smere v rovine zvolíme súradnicu  x  a jednotkový vektor  i  , vo zvislom 
smere zvolíme súradnicu  y  a jednotkový vektor  j .  
Pohybu častice (kameňa) vo vodorovnom smere nebráni odpor prostredia, ani iná sila, preto si 
zachováva príslušnú zložku rýchlosti  vx = vxo , ktorou bola hodená. Pohyb v smere osi  x  je 
teda pohybom s nemeniacou sa rýchlosťou - pohyb rovnomerný.  Vo zvislom smere podlieha 
častica tiažovému zrýchleniu, takže v  smere osi  y  ide o pohyb s konštantným zrýchlením, 
čiže o pohyb rovnomerne zrýchlený. Pohyb po parabolickej dráhe v tomto prípade opíšeme 
pomocou dvoch priamočiarych pohybov, 

Vektor začiatočnej rýchlosti  vrhnutého hmotného bodu si rozložíme na dva navzájom 

kolmé vektory  a , ktoré sú rovnobežné s osami karteziánskeho systému, do ktorého celý 
vrh zakreslíme. Pre veľkosti týchto vektorov môžeme napísať:  
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Pre súradnice ľubovoľného bodu, ktorý leží na trajektórii vrhu platí:    

 

 

 
Tým sme získali závislosť obi dvoch súradníc x a y od času. Na vizualizáciu pohybu 
hmotného bodu potrebujeme v GeoGebre spojiť horeuvedené dve rovnice. (Obr. 5) 
.  

 
Obr. 5 Model šikmého vrhu z nenulovej výšky h 

 
Pri znáronení pohybu bodu  GeoGebra nám ponúka možnosť zmeniť parametre, ktoré 
ovplyvňujú pohyb bodu A. Posuvníkom sme priradili nasledovné veličiny: začiatočná výška 
bodu A, elevačný uhol α, začiatočná rýchlosť v0.  
Tento príklad je náročnejší, lebo k vizualizácii potrebujeme spojiť do jednej rovnice dve 
meniace sa veličiny, t.j. súradnice x a y. 
 
Záver 

 
Použitím vizualizácie a modelovania počas vyučovania podporujeme motiváciu 

a predstavivosť žiakov a zvyšujeme efektivitu vyučovacích metód. Vytváranie virtuálnych 
dynamických modelov pomocou GeoGebry prináša nové možnosti aj v objavovaní 
matematických súvislostí. Vhodná vizualizácia podporí porozumenie súvislostí, pomáha pri 
vyšetrení vlastností pojmov aj vzťahov medzi veličinami. V článku sme chceli poukázať na 
možnosti vizualizácie matematických poznatkov vo vyučovaní fyziky. Vytvorené applety 
môžu prispieť k lepšiemu pochopeniu všeobecných vzťahov a pomáhať aj v riešení úloh. 
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VYUŽITÍ PROGRAMU MAPLE VE VÝUCE

MATEMATIKY NA ZF JU

Marika Kafková

Katedra aplikované matematiky a informatiky, Ekonomická fakulta,

Jihočeská univerzita v Českých Budějovićıch

Abstrakt. V posledńıch letech je výuka matematiky velmi diskutovaným tématem týkaj́ıćım

se mj. nižš́ı úrovńı znalost́ı (nejen) středoškolské matematiky. Na Zemědělskou fakultu Jiho-

české univerzity přicháźı do prvńıho ročńıku studenti s velmi rozd́ılnými předpoklady a

schopnostmi ke studiu, z matematiky jsou často nedostatečně připraveni, což má velký vliv

nejen na výuku, ale i na úspěšné absolvováńı zkoušky z matematiky. Pro usnadněńı studia

matematiky na ZF JU využ́ıváme kromě e-learningového prostřed́ı Moodle i matematický

program Maple, o kterém pojednává tento př́ıspěvek. Systém Maple je jeden z mocných

nástroj̊u CAS (Computer Algebra Systém), který umožňuje řešit celou řadu matematických

problémů.

Kĺıčová slova: matematika, výuka, Maple, CAS systém

Utilisation of the software Maple in Mathematics Lessons at the

Faculty of Agriculture of the University of South Bohemia

Abstract. In recent years, the teaching of mathematics has been discussed animatedly

which has been facing, besides other things, a lower level (not only) of the secondary school

level mathematics knowledge of students. New students at the Faculty of Agriculture of

the University of South Bohemia come with different study pre-conditions and often with

insufficient knowledge of mathematics. All this influences significantly not only the teaching

process but also a possible successful completion of compulsory courses of mathematics.

To make the study of mathematics simpler for the students at the Faculty, the e-learning

environment system Moodle is used together with the software Maple. This paper deals with

the use of this software, which is a powerful tool of the Computer Algebra System enabling

us to solve a line of mathematics problem, in mathematics lessons at university level.

Keywords: mathematics, teaching, Maple, CAS system

170



1 Úvod

Obecně by se dalo ř́ıct, že vysokoškolská výuka matematiky, jež neńı hlavńım stěžejńım

bodem studia student̊u zemědělských obor̊u a jiných nematematických obor̊u, se v dnešńı

době potýká s r̊uznými problémy. Jsou jimi např.:

• malá hodinová dotace předmětu, s č́ımž souviśı výukové metody, rušeńı některých dř́ıve

prob́ıraných témat, méně aplikaćı,

• heterogenńı skupiny student̊u z hlediska vztahu student̊u k matematice, ale i z hlediska

jejich znalost́ı,

• kapacitně větš́ı skupiny student̊u na cvičeńı,

• nižš́ı úroveň matematických znalost́ı a dovednost́ı ze SŠ, což může vést ke snižováńı

náročnosti výuky,

• ”odpor”student̊u k matematice, logickému myšleńı, aj.

Nab́ıźı se otázka, jak postupovat, abychom student̊um matematiku v́ıce přibĺıžili, zpř́ı-

jemnili a ukázali jim možnosti, které jim mohou pomoci na cestě k úspěšnému absolvováńı

zkoušky z matematiky.

Odpověd́ı může být využit́ı nových technologíı, které jsou studenti zvykĺı použ́ıvat

všude tam, kde je to alespoň trochu možné. Kromě vhodně zpracovaného e-learningového

kurzu, jenž prováźı studenty celý semestr, daľśı možnou alternativou je využit́ı ne př́ılǐs

složitého matematického programu, pomoćı něhož by byli studenti schopni si odpovědět na

mnoho matematických otázek.

Pro výuku matematiky na ZF JU byl vybrán program Maple např. pro jeho snadné

ovládáńı či rozš́ı̌reńı na vysokých školách v České republice. Jihočeská univerzita momentálně

disponuje s verźı Maple 16.
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Obrázek 1: Maple worksheet.

2 Maple

Matematický program Maple je jedńım z tzv. CAS1 systémů, který se použ́ıvá nejen ve

výuce, ale rovněž i ve výzkumu a vývoji. Jedná se o velmi komplexńı matematický systém

hojně se využ́ıvaj́ıćı např. na r̊uzných vysokých školách2 v České republice. Maple poskytuje

uživatel̊um velmi př́ıvětivé prostřed́ı, ve kterém je možné provádět symbolické i numerické

výpočty, vytvářet grafy funkćı, programovat vlastńı funkce či procedury, ukládat data ve

svém speciálńım formátu MW (Maple Worksheet), exportovat data do r̊uzných formát̊u

(např. HTML, LaTeX, PDF, RTF, TXT) apod.

Maple3 pokrývá širokou oblast matematiky poč́ınaje lineárńı algebrou, diferenciálńım

a integrálńım počtem, přes diferenciálńı rovnice, geometrii až k finančńı matematice, logice,

apod.

Vznik systému Maple se datuje do roku 1980, kdy byl vytvořen prvńı jeho návrh. Byl

vyvinut na univerzitě Waterloo v nejlidnatěǰśı kanadské provincii Ontario pro zjednodušeńı

a zrychleńı matematických výpočt̊u. Ćılem bylo navrhnout systém pro širokou škálu ma-

tematik̊u, vědeckých pracovńık̊u a student̊u. Jeden z d̊uležitých aspekt̊u byla dostupnost a

přenositelnost na r̊uzné poč́ıtače tehdeǰśıho trhu. Systém se velmi rychle rozv́ıjel a od roku

1982 začal být prezentován na r̊uzných konferenćıch. V tomto roce začalo použ́ıvat Maple

1Computer Algebra Systém - Poč́ıtačový algebraický systém.
2Např. ČVUT, MU, VUT.
3Jiné CAS: Maxima, Mathematica, MathCAD, popř. Derive.
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(tehdy ještě s velmi omezenými možnostmi) už dokonce několik mı́stńıch matematik̊u ve své

výzkumné práci. V roce 1983 začali použ́ıvat software výzkumńıci r̊uzných institućı v ob-

lasti výzkumu, výuky a v r̊uzných discipĺınách zahrnuj́ıćıch matematiku, fyziku, ekonomii,

inženýrstv́ı či poč́ıtačové vědńı obory. Systém byl velmi žádaný, a tak v roce 1985 byl již

software připraven pro distribuci společnost́ı WATCOM Products Inc., pod licenćı p̊uvodńıch

autor̊u. V roce 1987 měl systém po světě již 300 instalaćı a během let 1988-1990 vzrostl počet

instalaćı na 2000. Od roku 1990 se začal klást zvýšený d̊uraz na prodej softwaru a marketing,

zákaznickou podporu, vylepšeńı uživatelského rozhrańı a grafiky, vývoj nových algebraických

algoritmů, což mělo za následek pronikáńı programu na trh obrovskou rychlost́ı. Dı́ky zdoko-

nalováńı a inovováńı systému Maple vznikaly během posledńıch 20 let nové a lepš́ı verze. Za

zmı́nku určitě stoj́ı verze Maple V4, která dostala oproti verzi V3 nový vzhled worksheetu4

a která byla záhy vystř́ıdána novou velmi rozš́ı̌renou verźı Maple V5. Maple 7 už umožňoval

vytvářet maplety a od verze Maple 8 již bylo možné použ́ıvat správně diakritiku. Nejnověǰśı

verze je momentálně Maple 17. [3]

3 Výuka na ZF JU

Na Zemědělskou fakultu Jihočeské univerzity v Českých Budějovićıch každoročně nastouṕı

kolem 230 student̊u, kteř́ı muśı hned v prvńım ročńıku absolvovat předmět Matematika.

U některých obor̊u se tento předmět vyučuje pouze v zimńım semestru, u některých v se-

mestru zimńım i letńım. Jedná se o základńı kurz vysokoškolské matematiky, kde se studenti

stručně seznámı́ s matematickou algebrou a analýzou. Nastupuj́ıćı studenti maj́ı však často

problémy s adaptaćı na vysokoškolský systém výuky, nejsou zvykĺı na samostatné studium a

jejich znalosti středoškolské matematiky jsou řekněme velmi ”zaj́ımavé”. Vzhledem k celkové

situaci matematických znalost́ı nově př́ıchoźıch student̊u, které jsou někdy velmi slabé, ba

dokonce až zarážej́ıćı, přistoupila Katedra aplikované matematiky a informatiky EF k novým

trend̊um a moderńım technologíım s ćılem nejen usnadnit student̊um složité výpočty, resp.

usnadnit pochopeńı prob́ırané látky, zefektivnit výuku, a tedy zlepšit procentuálńı úspěšnost

student̊u u zkoušky z matematiky, ale i ukázat student̊um nové možnosti ve vzděláńı. Řeč

je předevš́ım o e-learningovém prostřed́ı Moodle a matematickém programu Maple, který je

využ́ıván už několik let.

Systém je využ́ıván na ZF JU předevš́ım pro matematické operace se symbolickými

výrazy, numerické výpočty, okamžitou kontrolu výsledk̊u a vytvářeńı graf̊u funkce, nebot’

grafy jsou d̊uležitou pomůckou pro znázorněńı r̊uzných jev̊u a lepš́ı pochopeńı matema-

tických problémů. Vzhledem k faktu, že Maple je kanadský produkt, celý program včetně

nápovědy a př́ıkaz̊u je napsán v anglickém jazyce, a proto při využit́ı programu je nespornou

výhodou znalost tohoto jazyka.

4Jedná se o interaktivńı pracovńı prostřed́ı.
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Obrázek 2: Maple ukázka - znázorněńı několika funkćı.

Velmi často se studenti na cvičeńı i při řešeńı domáćıch úloh dostanou do situace, kdy

během úprav složitěǰśıch matematických výraz̊u udělaj́ı v pr̊uběhu řešeńı chybu či si nejsou

zcela jisti správnost́ı svého dosaženého výsledku. Někdy si ani správně nedokáž́ı představit

určité matematické jevy, zákonitosti či neporozumı́ řešeńı př́ıkladu v plném rozsahu. V ta-

kových situaćıch je vhodné jim správnost daného postupu ukázat nějakou vizualizaćı, o které

se domńıvám, že by měla být součást́ı již při výuce matematiky na středńı škole. Z tohoto

d̊uvodu je program Maple využ́ıván nejen během přednášek (viz Obr. 2), kdy velmi dobře

slouž́ı k demonstraci matematických jev̊u, ale i během cvičeńı např. při výpočtech složitěǰśıch

úloh. Program je tedy vhodným nástrojem pro ilustraci látky, která je v předmětu Matema-

tika prob́ırána.

Během přednášky a cvičeńı se klade velký d̊uraz na zvládnut́ı a pochopeńı dané látky,

tzn. že jednotlivé řešené př́ıklady slouž́ı předevš́ım jako pomůcka k pochopeńı matema-

tického pojmu, zvládnut́ı dané problematiky. Během jednoho př́ıkladu se ukazuj́ı r̊uzné me-

tody řešeńı, řeš́ı se r̊uzné varianty daného př́ıkladu, což má za následek, že se během cvičeńı

nevyřeš́ı mnoho úloh, ale domńıvám se, že studenti látku lépe pochoṕı. Opačný př́ıstup

k výuce, kdy se klade velký d̊uraz na vyřešeńı co největš́ıho počtu úloh, je věćı předevš́ım sa-

mostatné práce student̊u, která by měla vést k zafixováńı a do hloubky procvičeńı prob́ırané

látky.

Studenti se s programem podrobněji seznámı́ na cvičeńı v pr̊uběhu semestru, přičemž

veškeré informace k Maplu - názorné ukázky (viz Obr. 3.), šablony připravené v nástroj́ıch

”Tools - Tutor”(viz Obr. 4.), srozumitelný návod ”Jak pracovat v Maple”- jsou jim vloženy

na portálu e-learningového kurzu předmětu, kde jim jsou kdykoliv k dispozici.
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Obrázek 3: Maple ukázka - řešeńı pr̊uběhu funkce.

Zmı́něný CAS systém studenti nejčastěji využ́ıvaj́ı při :

• zjednodušováńı a rozvoji algebraických výraz̊u,

• rozkladu polynomů,

• poč́ıtáńı s maticemi,

• analytickém i grafickém řešeńı rovnic, soustav rovnic, grafickém řešeńı nerovnic,

• grafickém znázorněńı funkćı,

• řešeńı limit funkćı,

• řešeńı úloh z diferenciálńıho a integrálńıho počtu,

• hledáńı obecného i partikulárńıho řešeńı diferenciálńıch rovnic.
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Obrázek 4: Šablona pro výpočet limit.

4 Závěr

Různé programy, včetně těch matematických, jsou už běžnou součást́ı dnešńıho světa a ne-

budete tomu jinak ani v budoucnu. Domńıvám se proto, že by výuka matematiky (obzvlášt’

na vysokých školách) neměla být ochuzena o CAS systémy, které nám velmi efektivně a

přehledně nab́ıźı početńı a demonstračńı prostřed́ı, které lze snadno využ́ıt pro výpočet

složitých úloh, grafickou interpretaci apod.

Literatura

[1] CAS systém Maple
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Ekonomická fakulta
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KONCEPT  
SEMINÁŘE FINANČNÍ GRAMOTNOSTI NA SŠ 

Martin Kazda 

EDUCAnet - Gymnázium, střední odborná škola a základní škola Praha, s.r.o. 

 

Abstrakt: V článku je představen koncept jednoročního dvouhodinového semináře výuky 
finanční gramotnosti na střední škole. Jeho obsah je v souladu se standardy finanční 
gramotnosti, které byly vymezeny v dokumentu "Systém budování finanční gramotnosti na 
základních a středních školách" a které byly v roce 2009 implementovány do RVP pro 
gymnázia a střední odborné vzdělávání. Ve výuce se uplatňuje zejména konstruktivistický 
přístup, k jehož realizaci dopomáhají vhodně zvolené výukové metody. 

Klíčová slova: finanční gramotnost, finanční vzdělávání 

 

CONCEPT  
OF SEMINARS FINANCIAL LITERACY AT HIGH SCHOOL 

Abstract: In this article is to create a concept of one-year two-hour seminars teaching 
financial literacy at high school. Its content is in accordance with the standards of financial 
literacy that were defined in the document " The system of establishment of financial literacy 
at primary and secondary schools ", and which have been implemented in the RVP of high 
school and secondary vocational education in 2009. In the teaching  is being applied 
constructivist approach to whose implementation using appropriately chosen teaching 
methods. 

Keywords: Financial literacy, Financial education 

 

Úvod 

Učivo finanční gramotnosti je stále na většině středních škol rozděleno mezi předměty 

Matematika, Základy společenských věd (Občanská výchova) a Ekonomie, což je zřejmě 

příčinou toho, že někteří žáci se neseznámí s některými důležitými tématy, konkrétně s 

problematikou hospodaření domácností a práv spotřebitele.  
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Výuce finanční gramotnosti, jejíž význam v současném světě vzrůstá, není tak na středních 

školách poskytnut potřebný časový prostor. Dále stojí za uvážení, zda výuku finanční 

gramotnosti takto separovat, či zda by nebylo efektivnější ji vyučovat komplexně v rámci 

samostatného předmětu.  

Seminář finanční gramotnosti 

V rámci tohoto článku autor předkládá jednu z možných alternativ výuky finanční 

gramotnosti na střední škole (případně na základní nebo vysoké škole), která by se realizovala 

jako samostatný výukový předmět.  

V první části článku autor předmět blíže charakterizuje. Uvádí zde informaci, pro které 

ročníky střední školy je seminář koncipovaný. Dále zde navrhuje možné využití konceptu 

výuky pro případ, že se finanční gramotnost nebude na škole vyučovat jako samostatný 

předmět. V další části je již podrobně rozebrána samotná koncepce semináře. Autor zde blíže 

seznamuje čtenáře s jednotlivými výukovými částmi a s ročním výukovým plánem předmětu. 

Dále zde uvádí odbornou literaturu, ze které čerpal. V závěru článku autor nastiňuje možnou 

budoucí podobu semináře. 

 

Charakteristika semináře 

Seminář finanční gramotnosti je koncipovaný jako jednoroční výukový předmět s dotací dvou 

vyučovacích hodin týdně pro střední školy všeho typu. Samotná výuka se realizuje v odborné 

učebně informatiky.  

Seminář je sestaven na základě výuky autora článku na všeobecném gymnáziu, na kterém 

autor působí. Žáci prvních až třetích ročníků této školy si vybírají každý rok z několika 

nabízených odborných seminářů. Nemohou si však zvolit stejný seminář vícekrát v průběhu 

svého studia. Seminář finanční gramotnosti je tak koncipovaný pro žáky s odlišnými 

znalostmi. Žáci zejména využívají své znalosti ze základní školy, z médií a z rodinného 

prostředí.  V případě některých náročnějších témat žáci vyšších ročníků doplňují učitele a tím 

předávají své znalosti mladším spolužákům, což ze zkušenosti autora zefektivňuje výuku, 

zejména při realizaci práce ve skupinách.  
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Použití matematických dovedností v semináři vychází ze znalostí žáka prvního ročníku. 

V případě využití některých počítačových programů ve výuce autor vycházel z tematického 

plánu školy pro první ročník, kdy se žáci seznamují se základním užíváním Office programů. 

Opět je výhodné využít znalosti žáků vyšších ročníků, aby mladším pomohli při řešení 

některých úkolů.  Žáci se tak učí komunikovat, prohlubují mezi sebou vztahy, vzájemně se 

obohacují a tím se posiluje sociální rozvoj žáka. 

Pokud na škole probíhá výuka odlišným způsobem, je vhodné seminář zařadit do druhého 

nebo třetího ročníku, aby jeho výuka korespondovala s ostatními předměty, o které se opírá 

(zejména matematika, informační a komunikační technologie, občanská výchova nebo 

základy společenských věd – ekonomie a právo).  

V případě, že finanční gramotnost není na škole samostatným předmětem, je možné použít 

některé z výstupů a k nim zpracovaným výukových materiálů jako podklad pro krátkodobou 

projektovou výuku v rámci vyučovaného předmětu dotýkajícího se problematiky finanční 

gramotnosti. Některé navržené aktivity (výukové materiály), využívající aktivizující metody, 

lze do výuky také zařadit. 

 

Výuka  

Výuka semináře finanční gramotnosti se plně řídí pokyny vydanými v dokumentu Národní 

strategie finančního vzdělávání, který byl schválený vládou v roce 2010 ([7]). Při zpracování 

obsahu semináře se autor článku řídil finančními standardy ([13]), které jsou uvedeny v 

dokumentu Systému budování finanční gramotnosti na základních a středních školách ([14]) a 

které byly v roce 2009 implementovány do Rámcových vzdělávacích programů pro gymnázia 

a pro střední odborné vzdělávání (dále RVP) ([11], [12]).  

Při volbě vhodné efektivní metodiky výuky autor vycházel z publikací [1], [4], [5], [8], [9], 

[10].  Dalšími výchozími dokumenty byly dokumenty, které byly vydány pod záštitou 

Výzkumného ústavu pedagogického v Praze ([2], [3], [6]). 
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U žáků je kladen důraz na jejich myšlení a řešení problémů, což vede k řadě diskuzí. Diskuze 

probíhají jednak mezi učitelem a žáky, ale i mezi žáky navzájem. Žáci ve výuce pracují 

samostatně nebo ve skupinách. Není opomenut ani fakt, že ve světě financí mají velké 

uplatnění informační a komunikační technologie, proto jsou i tyto prostředky zařazeny do 

výuky. Učitel může ve výuce efektivně užít i interaktivní tabuli. 

Seminář finanční gramotnosti se skládá ze šesti modulů, konkrétně: 

• Hospodaření domácností, 

• Ceny, peníze, 

• Finanční trh, 

• Úroky, úročení, 

• Finanční produkty, 

• Finanční plánování a ochrana spotřebitele. 

Ke každému z modulů je zpracován doporučený sled výukových témat, výukový materiál, 

výuková prezentace, zadání výstupu (ů) a vstupní/výstupní test. 

Doporučený výukový sled výukových témat mapuje průběh výuky daného modulu. Jednotlivá 

témata jsou zde řazena chronologicky.  U každého z témat je uvedena časová dotace, výukový 

cíl a jednotlivé fáze výuky. Jsou zde uvedena i doporučení pro realizaci některých částí 

výuky. Pro případ realizace některé z doporučené výukové metody je zde uveden její název.  

Výukový materiál obsahuje doporučené učivo. Jsou zde vymezeny ve výuce používané 

pojmy, které jsou doplněny příklady. Pro případ potřeby upřesnění nebo dalších informací 

jsou zde i uvedeny odkazy na webové stránky nebo literaturu, ze které bylo čerpáno. 

Vzhledem ke skutečnosti, že se používají i údaje, které se v průběhu výuky mění (uvedené 

úrokové sazby, podmínky finančních produktů), je třeba je v průběhu aktualizovat. K tomu 

nám mohou pomoci jednak média, tak i případně sami žáci.  

Výuková prezentace plně koresponduje s výukovým materiálem. Byla zvolena velmi 

jednoduchá forma. Vychází z požadavků žáků, kteří si do ní chtěli v průběhu výuky dopisovat 

své poznámky. Dalším důvodem je i její případná velikost.  
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Takto jednoduchý formát prezentace lze velmi snadno posílat emailem, případně sdílet 

v rámci e-learningu nebo jiného komunikačního média. Dále k tomu vedl i důvod, že každý 

z nás má své požadavky na konečný vzhled prezentace (barvy, motivy, zvuky, …). Opět je 

třeba mít na paměti, že v případě aktualizace výukového materiálu je třeba i aktualizovat 

výukovou prezentaci. 

Zadání jednotlivých výstupů je formulováno jednoduše s doporučením na jeho vypracování. 

Bylo vycházeno z připomínek žáků k jednotlivým zadáním. V případě nejasnosti je zadání 

výstupu ještě dovysvětleno v doporučeném sledu výukových témat. Je možné je tak změnit 

dle požadavků žáků, aby výstup řádně vypracovali. Jeden z výstupů je navíc (zařazen na 

konci), a to Hodnocení práce spolužáka. Tento výstup je zařazen ve výuce na konci školního 

roku. Žáci si mají za úkol vybrat jednu z prací svých spolužáků a dle pokynů uvedených ve 

výstupu ji zhodnotit. Jedná se o velmi efektivní výukovou metodu. Žáci si jednak zopakují 

látku, tak i se u nich podpoří jejich čtenářská gramotnost.  

Vstupní/výstupní testy jsou tvořeny  uzavřenými otázkami. Pouze jedna z nabízených 

odpovědí je správná.  Jejich hlavní účel je, aby poskytly zpětnou vazbu, to znamená, ověřit si, 

zda si žáci osvojili daný výukový modul. Určitě je vhodné test s nimi společně zkontrolovat. 

Vysvětlit si jednotlivé použité termíny a v rámci diskuze vyloučit ostatní odpovědi. Je možné 

konečné řešení testu uskutečnit v rámci závěrečného opakování výukového modulu. 

K semináři je stanoven předpokládaný roční plán výuky, ve kterém jsou jednotlivá témata 

rozřazena chronologicky k jednotlivým měsícům školního roku. Jsou zde uvedeny i 

plánované výstupy žáků.  
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Plán semináře Finanční gramotnosti 

Měsíc 

 

Téma semináře 

 

Září 

 

Hospodaření domácnosti 

 

Tvorba domácího rozpočtu 

 

Majetky a závazky domácnosti 

 

Životní úroveň. Ochrana před chudobou. 

 

Výstup: Sestavení rozpočtu fiktivní domácnosti 

Říjen 

 

Mzda, plat 

Výstup: Mzda člena domácnosti 

DPH, Cena 

 

Cenové „praktiky“ 

Výstup: Přehled cenových „praktik“ obchodníků 

Inflace 

 

Peníze, placení 
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Listopad 

 

Měna 

 

Finanční trh  

 

Instituce působící na finančním trhu 

 

Výstup: „Reklamní medailónek“ finanční instituce 

 

Úroky, úročení 

 

Jednoduché úrokování 

 

Složené úročení 

Prosinec 

 

Efektivní úroková míra 

 

Úroková míra a inflace 

 

Leden 

 

Finanční produkty 

 

Spotřebitelské úvěry, RPSN 

 

Výstup: Nákup zboží v určité cenové relaci 

Únor 

 

 

Hypoteční úvěry, anuita 

Výstup: Hypotéka 
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Březen 

Investování volných finančních prostředků 

 

Běžný, spořicí účet 

 

Termínovaný vklad 

 

Stavební spoření, IRR (vnitřní míra výnosnosti) 

 

Duben 

 

Penzijní připojištění 

 

Cenné papíry 

 

Investice do nemovitosti, komodit 

 

Životní a neživotní pojištění 

 

Výstup: Matyášova investice 

Květen 

 

Finanční plánování 

 

Využití přebytkového rozpočtu 

 

Odstraňování schodkového rozpočtu 

 

Výstup: Finanční plán fiktivní domácnosti  

Červen 

 

Ochrana spotřebitele 

 

Výstup: Ochrana spotřebitele 
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Dále je i připraven Vzdělávací obsah semináře finanční gramotnosti, který obsahuje: 

• výstupy RVP, 

• očekávané školní výstupy semináře, 

• učivo, 

• mezipředmětové přesahy a vazby, možná průřezová témata. 

Závěr 

V rámci tohoto příspěvku byl nabídnut koncept výukového semináře/předmětu, který je 

zaměřen na výuku finanční gramotnosti.  Slovo koncept autor použil záměrně, neboť seminář 

je v této formě vyučován pouze autorem tohoto článku, a to třetím rokem. V rámci samotné 

výuky byly objeveny i další náměty, které mohou vést k jejímu obohacení.  V průběhu výuky 

se autor setkal i s dalšími cennými připomínkami a návrhy. Z tohoto důvodu by byl velmi rád, 

aby se s tímto konceptem seznámilo co nejvíce učitelů, kteří by mu poskytli zpětnou vazbu, 

co se jim líbilo nebo nelíbilo, co by rádi do výuky zařadili nebo naopak z výuky vyřadili. 

Přispěli by tak k jejímu zefektivnění. Takto vytvořený seminář/předmět by mohl být 

nápomocen dalším středoškolským učitelům. Zároveň se však nesmí opomenout možnost 

jeho uplatnění na základní nebo vysoké škole.  

 

Literatura: 

[1] DVOŘÁKOVÁ, Zuzana a Luboš SMRČKA. Finanční vzdělávání pro střední školy: se 

sbírkou řešených příkladů na CD. 1. vyd. V Praze: C.H. Beck, 2011, 312 s. Beckovy 

ekonomické učebnice. ISBN 978-807-4000-089. 

[2] Finanční gramotnost ve výuce. Metodická příručka. 2011. [cit. 2013-06-20]. Dostupný z 

WWW: <http://www.vuppraha.cz/wp-

content/uploads/2011/11/Financni_gramotnost_ve_vyuce_definitivni.pdf>. 

[3] HESOVÁ, Alena. Finanční gramotnost. Digifolio. 2012. [cit. 2013-06-20]. Dostupný z 

WWW: <http://digifolio.rvp.cz/view/view.php?id=2939>. 

186

http://www.vuppraha.cz/wp-content/uploads/2011/11/Financni_gramotnost_ve_vyuce_definitivni.pdf
http://www.vuppraha.cz/wp-content/uploads/2011/11/Financni_gramotnost_ve_vyuce_definitivni.pdf
http://digifolio.rvp.cz/view/view.php?id=2939


[4] KLÍNSKÝ, Petr a Luboš SMRČKA. Finanční gramotnost: obsah a příklady z praxe škol. 

1. vyd. Praha: Národní ústav odborného vzdělávání, 2008, 96 s. Beckovy ekonomické 

učebnice. ISBN 978-80-87063-13-2. 

[5] MAŇÁK, Josef, Vlastimil ŠVEC a Jiří MÁLEK. Výukové metody: učebnice základních 7 

modulů finanční gramotnosti. 2. aktualiz, vyd. Brno: Paido, 2003, 219 s. Finance (Grada). 

ISBN 80-731-5039-5. 

[6] Matematická gramotnost ve výuce. Metodická příručka. 1. vydání. [online]. Praha: 

Národní ústav pro vzdělávání, divize VÚP, 2011. 71 s. [cit. 2013-06-20]. ISBN 978-80 

87000-97-7. Dostupné z WWW: < http://www.vuppraha.cz/wp-

content/uploads/2011/11/matematickagramotnost_final.pdf>. 

[7]  Národní strategie finančního vzdělávání. Aktualizované znění. 2010. [cit. 2013-06-20]. 

Dostupný z WWW: http://www.vzdelavani2020.cz/images_obsah/dokumenty/knihovna-

koncepci/financni-vzdelavani/narodni_strategie_financniho_vzdelavani_mf2010.pdf>. 

[8] ODVÁRKO, O., ROBOVÁ, J. Matematika a budování finanční gramotnosti. Praha : 

P3K, 2012. 

[9] PETRÁŠKOVÁ, Vladimíra a Zuzana HORVÁTHOVÁ. Vybrané kapitoly z finanční 

gramotnosti. 1. vyd. České Budějovice: Jihočeská univerzita, 2010, 133 s. Beckovy 

ekonomické učebnice. ISBN 978-80-7394-233-5. 

[10] RADOVÁ, Jarmila, Petr DVOŘÁK a Jiří MÁLEK. Finanční matematika pro každého: 

obsah a příklady z praxe škol. 7., aktualiz. vyd. Praha: Grada, 2009, 293 s. Finance 

(Grada). ISBN 978-80-247-3291-6. 

[11] Rámcový vzdělávací program pro gymnázia. 2007. [cit. 2013-06-20]. Dostupný z WWW: 

<http://www.vuppraha.cz/wp-content/uploads/2009/12/RVPG-2007-07_final.pdf>. 

[12] Rámcové vzdělávací programy pro odborné vzdělávání [online]. Praha: NÚOV, 2007–

2010. [cit. 2013-06-20].  Dostupné z WWW: <http://www.nuov.cz/ramcove-vzdelavaci-

programy>. 

[13] Standardy finanční gramotnosti. Metodický portál: Digifolio [online]. Praha : NÚV, 2012 

[cit. 2013-06-20]. Dostupné z WWW: <http://digifolio.rvp.cz/view/view.php?id=6055>. 

 

187

http://www.vuppraha.cz/wp-content/uploads/2011/11/matematickagramotnost_final.pdf
http://www.vuppraha.cz/wp-content/uploads/2011/11/matematickagramotnost_final.pdf
http://www.vzdelavani2020.cz/images_obsah/dokumenty/knihovna-koncepci/financni-vzdelavani/narodni_strategie_financniho_vzdelavani_mf2010.pdf
http://www.vzdelavani2020.cz/images_obsah/dokumenty/knihovna-koncepci/financni-vzdelavani/narodni_strategie_financniho_vzdelavani_mf2010.pdf
http://www.vuppraha.cz/wp-content/uploads/2009/12/RVPG-2007-07_final.pdf
http://www.nuov.cz/ramcove-vzdelavaci-programy
http://www.nuov.cz/ramcove-vzdelavaci-programy
http://digifolio.rvp.cz/view/view.php?id=6055


[14] Systém budování finanční gramotnosti na základních a středních školách. Společný 

dokument MF, MŠMT a MPO. Praha, 2007. [cit. 2013-06-20]. Dostupný z WWW: 

<http://www.msmt.cz/vzdelavani/system-budovani-financni-gramotnosti-na-zakladnich-

a-strednich-skolach>. 

 

jméno a příjmení: Martin Kazda 

název pracoviště:  EDUCAnet - Gymnázium, střední odborná škola a základní škola Praha 

poštovní adresa: Jírovcovo náměstí 1782/1, Praha 4 – Chodov, 148 00 

e-mail: martin.kazda@educanet.cz 

 

188

http://www.msmt.cz/vzdelavani/system-budovani-financni-gramotnosti-na-zakladnich-a-strednich-skolach
http://www.msmt.cz/vzdelavani/system-budovani-financni-gramotnosti-na-zakladnich-a-strednich-skolach


TECHNOLOGIE A GARDNEROVA TEORIE 
VÍCENÁSOBNÉ INTELIGENCE V PROCESU 

KONSTRUKTIVISTICKÉHO MATEMATICKÉHO 
POZNÁNÍ 

 
Dagmar Kocichová 

Gymnázium Hladnov a Jazyková škola, Ostrava 

 
Abstrakt: Článek je věnován problematice aplikace Gardnerovy teorie při výuce matematiky 
využitím nejsilnější dimenze žákovy inteligence. Byl proveden experiment se žáky čtyřletého 
gymnaziálního studia, v němž byla ověřována kvalita výstupů žáků v matematice, jestliže 
pracovali s elektronickými výukovými materiály podle jejich nejvýraznější dimenze 
inteligence.  

 
Klíčová slova: žákova konstrukce matematických poznatků; Gardnerova teorie vícenásobné 
inteligence; dimenze inteligence; ICT ve výuce; elektronické výukové materiály 
 
 
Technology and Gardner's theory of multiple intelligence in the process of 
constructivist math knowledge 
 
Abstract: The article is devoted to the issue of application of Gardner´s theory in teaching 
mathematics using the strongest dimension of pupils´ intelligence. An experiment was 
performed with pupils of a four-year grammar school study programme, in which was verified 
quality of the students´ outlets in mathematics when working with electronic teaching 
materials according to their dimension of intelligence. 
 
Key words: Pupils´ construction of knowledge in mathematics, Gardner´s theory of multiple 
intelligences, intelligence dimension, electronic teaching materials 
 
 
 
1. Úvod  

Z četných publikovaných výzkumů vyplývá, že by učitelé měli kromě společných učebních 
potřeb všech žáků třídy věnovat pozornost individuálním potřebám a učebním stylům žáků 
a odpovídajícím způsobem jim výuku přizpůsobit [9; 10]. Pokud by se začalo časně, nemusely 
by případné problémy s matematikou u žáků mít dlouhé trvání či velkou intenzitu [3]. Rovněž 
Evropská komise dala v roce 2010 k nasměřování politik svých zemí doporučení vládám 
v oblasti vzdělávání Key Lessons learned by ICT cluster (Hlavní zjištění ICT clusteru). 
Jednou ze čtyř oblastí je individualizace vzdělávání. Ta zdůrazňuje, že technologiemi 
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podporované prostředí umožňuje individualizovat vzdělávací proces. Žák tak může pracovat 
svým tempem, podle svých schopností, aktuálního stavu poznání, motivace i zájmu. 
Při výuce je podstatné, aby žákovi bylo umožněno využívat svého potenciálu 
k efektivnějšímu učení a vytvářet si tak poznatky vlastními postupy. Vytváření 
matematických poznatků je nepřenosné, přenosné jsou pouze informace. Pro úspěšnou výuku 
matematiky je důležité, aby učitel věděl, jak žák vnímá jeho výklad, jaké postupy pro 
abstrakci jsou pro něj optimální, zda žák vidí při konstrukci poznatků to, co vidí učitel. 
 
2. Gardnerova teorie vícenásobné inteligence 

Za teoretický základ individualizace výuky můžeme považovat teorii vícenásobné inteligence 
podle profesora Hardvarské univerzity v USA, Howarda Gardnera [4], který na základě osmi 
znaků potvrdil, že člověk má několik odlišných dimenzí inteligence, a to v různé míře, a právě 
tou se jednotlivci odlišují. Autor dále uvádí, že k základním charakteristikám každé dimenze 
inteligence patří osobitý způsob práce a specifické biologické základy. Autor jednotlivé 
dimenze inteligence označil jako jazykovou, hudební, pohybovou, vizuálně-prostorovou, 
intrapersonální, intrapersonální, přírodopisnou, inteligence existencionální. Dimenze 
inteligence jsou relativně navzájem nezávislé a mohou být dále podporovány a sílit nebo 
ignorovány a slábnout.  
 

2.1. Analýza dimenzí inteligence 

Budeme analyzovat jednotlivé dimenze inteligence z hlediska osobnosti člověka se záměrem 
využití v procesu poznávání. Soustředíme se na prvních pět dimenzí inteligence, u kterých 
jsme určili typické dovednosti a strategie učení (způsoby a postupy učení). Dominantní znak, 
kterým jsou jednotlivé dimenze charakterizovány, jsme nazvali symbol. 

Jazyková dimenze inteligence 
Typické dovednosti: čtení, psaní, mluvení, diskuse. 
Strategie učení: Žáci se učí tím, že pozorují napsaná slova, také foneticky. Pamatují si 
informace podané mluvenou i písemnou formou. Dovedou dobře vysvětlovat. 
Symboly: slova, text. 

Hudební dimenze inteligence 
Typické dovednosti: smysl pro rytmus, výšku a barvu zvuku, paměť na básně a melodie. 
Strategie učení: Žák se učí snadným zapamatováním slov, která vznikla na hudbu nebo jsou-li 
v učebním materiálu tóny, rytmy.  
Symboly: rytmy, zvuky, tóny. 

Matematicko-logická dimenze inteligence 
Typické dovednosti: Řešení problémů, odhad, logická argumentace, analýza, kategorizace. 
Strategie učení: Žáci se učí pochopením podstaty, systémově, zvažují minulé zkušenosti, než 
udělají další krok. Používají sekvenční myšlení, mohou lehce zpětně najít vlastní chybu. 
Symboly: systém, čísla, koncepce, logika, abstrakce. 

Vizuálně-prostorová dimenze inteligence 
Typické dovednosti: kreslení, malba, tvorba mentálních map a diagramů, projektování, 
navigace. 
Strategie učení: Žák se učí tím, že vnímá tvar a barvy, vytváří si jasný obraz v mysli, 
vyjadřuje se formou kreseb, návrhů, barevných schémat. 
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Symboly: mentální obrazy, transformace jednoho modelu v druhý. 
Pohybová dimenze inteligence 

Typické dovednosti: Žák má spíše tendenci tvořit, než slyšet a vidět. 
Strategie učení: Žák se učí pohybem, používáním gest, prostřednictvím fyzického dotyku, 
manipulace s předměty. 
Symboly: dotek, pohyb, manipulace, gesta. 
Má-li každý jedinec některou dimenzi inteligence převažující, pak se bude lišit jeho způsob 
učení od jedince s převažující jinou dimenzí inteligence.  
 
3. Konstrukce procesu poznání v matematice 

 
3.1. Teorie konstruktivismu 

Současný pedagogický směr preferuje pojetí učení, v němž se klade důraz na uplatňování 
problémově orientovaného učení, badatelsky zaměřený přístup a také na skutečné životní 
situace. Jedná se o konstruktivistickou teorii. Zabývá se učením s porozuměním. Její 
zakladatel, švýcarský biolog Jean Piaget, uvedl: „Pochopit znamená objevit. Žák, který získá 
jistou vědomost objevováním, zkoumáním a přirozeným úsilím, bude schopen si ji 
zapamatovat“ [7] na straně 56. 
Pedagogický konstruktivismus ve výuce vyžaduje řešení konkrétních – praktických – 
problémů, tvořivé myšlení, manipulaci s předměty, názorné pomůcky, například interaktivní 
software. Porozumění si žák konstruuje sám. Zvažuje nové informace, porovnává je 
s předchozími zkušenostmi, poznatky a schématy. Jde v podstatě oproblémové vyučování 
 [11]. Premisou myšlenky konstruktivismu je tvorba žákových vědomostí na základě 
vědomostí a zkušeností dosavadních, a to aktivně v procesu řešení problémů. Žáci si své 
vědomosti konstruují sami, případně provádějí přestavbu starých myšlenkových struktur. 
J. Vaníček upřesňuje: „V konstruktivistickém pojetí je učení aktivní, adaptivní azkušenostní 
proces. Učící se snaží pozorovat podobnosti a rozdíly ve vlastním kognitivním schématu 
v nové situaci, ve které se octne, a přitom toto schéma může změnit.“viz [12] na straně 24. 
Konstruktivistické pojetí procesu poznání v matematice z J. Piageta vychází. Není přijímáním 
hotových matematických struktur, ale, jak uvádí M. Hejný a F. Kuřina [6] na straně 129 jde 
o: „…proces konstruování poznatkových struktur u jednotlivých žáků“. Proces vzniku nového 
poznatku podle uvedených autorů obsahuje pět fází a dva fázové přechody, tzv. zdvihy. Jedná 
se o fázi motivace, fázi modelu izolovaných modelů, první abstrakční zdvih, fázi 
univerzálního modelu, druhý abstrakční zdvih, fázi abstraktních znalostí, fázi krystalizace 
(strukturalizace). 
Konstruktivistické pojetí procesu poznání v matematice vychází z J. Piageta. Není přijímáním 
hotových matematických struktur, ale, jak uvádí M. Hejný a F. Kuřina [6] na straně 129, 
jedná se o „…proces konstruování poznatkových struktur u jednotlivých žáků“. Proces vzniku 
nového poznatku podle uvedených autorů obsahuje pět fází a dva fázové přechody, tzv. 
zdvihy. Jedná se o fázi motivace, fázi modelu izolovaných modelů, první abstrakční zdvih, 
fázi univerzálního modelu, druhý abstrakční zdvih, fázi abstraktních znalostí, fázi krystalizace 
(strukturalizace). 
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3.2. Proces vzniku poznatku v matematice 

Hybným momentem učení je motivace, avšak podstatou poznávacího procesu jsou dva 
mentální zdvihy: první od izolovaných modelů k univerzálním, druhý zdvih od univerzálních 
modelů k abstraktním znalostem. Krystalizace (strukturalizace) je stálá složka poznávání, což 
je fáze začleňování nových poznatků do struktury.  
Izolované body 
Izolované body reprezentují obecný pojem (např. izolovanými modely čísla 5 je 5 jablek, 
5 autíček…). V procesu poznání je velmi důležitá vzájemná vazba izolovaných modelů nově 
vznikajícího poznatku. Bez ní nemůže být konstruován univerzální model [6; 5]  
Zobecnění (1. zdvih) 
Izolované modely se postupně organizují, seskupují, strukturují, čímž dochází k hlubokému 
vhledu do současného poznání. Často jde jen o velmi krátký časový interval [5]. Etapa 
objevování a objev univerzálního modelu je zobecněním. Objev M. Hejný [5; 32] chápe jako 
„náhlé uzření nové obecnější nebo abstraktně vyšší skutečnosti“. Jde o jednu fázi mentální 
konstrukce, a to fázi nejdůležitější. 
Univerzální model 
Hladina univerzálního modelu je hladina nalézání výsledků, společného jádra skupiny 
izolovaných modelů a jejich vzájemných souvislostí, oproti hladině izolovaných modelů 
pojmu nebo poznatku, která je hladinou hledání. M. Hejný [5; 31] píše, že „ jakmile vytvoří 
skupina izolovaných modelů strukturu, pojmenujeme tento strukturovaný princip modelem 
univerzálním“. 
„Univerzální model představuje obecný postup, vzorec, návrh, graf atd., je tedy obecný.“ 
Libovolný izolovaný model představuje „ pouze ukázku“, jak uvádí M. Hejný, F. Kuřina [6; 
108]. 
Abstraktní poznání 
Abstraktní poznání je výsledkem abstrakčního zdvihu. „Restrukturací souboru izolovaných 
a univerzálních modelů žák získává nový, abstraktnější vhled“ [5; 28]. Abstrakční znalosti 
jsou vyjádřeny symbolickými znaky, které novou strukturu reprezentují, např. v matematice 
jde o matematickou symboliku.  
Hladina krystalizace 
Nové poznatky se propojují s předchozími vědomostmi nejdříve na úrovni modelů, pak na 
úrovni abstrakce. Jde o proces dlouhodobý [5; 29], neboť každé další modely, izolované 
i univerzální, se propojují v nový poznatek a ten se váže s poznatky předchozími. M. Hejný, 
F. Kuřina [6; 112–113] uvádějí, že „proces poznávání nemusí procházet všemi hladinami, 
avšak každý musí obsahovat hladinu izolovaných modelů a aspoň jeden zdvih“. 
Hladina automatizace 
V této fázi nevzniká nový poznatek, jen se nově vzniklý poznatek procvičuje. Fáze 
automatizace proto není součástí poznávacího procesu. 
 
4. Filosofie tvorby výukových materiálů 

Izolované a univerzální modely jsou myšlenkovými konstrukcemi, týkají se mentálních 
transformací. „Učitelé by měli předkládat žákům takové vnější reprezentace poznatků, aby jim 
tím umožnili vytvářet si své vlastní mentální reprezentace k řešení problémů“ [1; 85]. 
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Využitím potenciálu žáka, jeho silné stránky – dominantní dimenze inteligence, mu 
umožníme učit se prostřednictvím převažujících osobnostních mechanismů. Především však 
chceme podpořit jeho proces učení k provedení prvního a druhého abstrakčního zdvihu. 
Každá dimenze inteligence pracuje s určitými symboly a výukou matematiky chceme 
dosáhnout k symbolům matematickým. Jedná se o jistou transformaci symbolů. Tyto symboly 
jsou stavebním kamenem při tvorbě úloh i elektronických výukových materiálů Z hlediska 
taxonomie úloh podle D. Tollingerové [8] se jedná o úlohy III. typu, konkrétně III. 1 – úlohy 
na překlad – translaci, transformaci. 
Tvorba elektronických výukových materiálů vychází z obsahu předmětu matematika, 
konkrétně vektorové algebry, strategií podle Gardnerovy teorie vícenásobné inteligence, 
konstruktivistického pojetí výuky, z konstruktivistického postupu žákova poznávání.  
 
5. Pedagogický experiment 

Jako výzkumná metoda byl zvolen pedagogický experiment. Vstupním parametrem byla 
převažující dimenze inteligence žáka, kterou žák znal, byla výsledkem dotazníkového šetření. 
Cílem experimentu bylo ověření kvality výstupů žáků v matematice aplikací Gardnerovy 
teorie vícenásobné inteligence v elektronických výukových materiálech.  
Experimentu se účastnili žáci druhého ročníku třídy 2. A čtyřletého studia Gymnázia Hladnov 
a Jazykové školy, Ostrava, byť učivo se běžně učí v ročníku třetím. Všem žákům byly po 
výkladu (formou problémových otázek) zadány pro prohloubení učiva úlohy se stejným 
vzdělávacím cílem, přičemž strategie učení se opíraly o Gardnerovu teorii vícenásobné 
inteligence. 
Po ukončení experimentální výuky proběhlo následné zadání posttestu, který byl shodný 
s pretestem. 
   
6. Závěr 

 
Obr. 1 Výsledky testu a retestu 
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Třída má 32 žáků. Vzhledem k tomu, že 5 žáků se pro nemoc nezúčastnilo retestu, 
do celkového hodnocení nebyli zařazeni. V tabulce na obrázku 1 je zahrnuto 26 žáků, z toho 
11 chlapců.  
Na x-ové ose jsou uvedeny iniciály žáků. Z maximálního počtu 11 bodů testu zobrazují grafy 
počet bodů testu a pretestu. Z nich je patrné, že pouze jedna žákyně (KP) měl počet bodů testu 
i pretestu stejný, takže se u ní neprojevila žádná přidaná hodnota. Jeden žák (FV) naprosto 
nezvládl učivo a výsledek jeho pretestu byl horší než testu. Lze taky vzít v úvahu alternativu, 
že test vypracoval nahodile a získal pár bodů. Při retestu se však potvrdilo, že učivu nerozumí.  
U všech ostatních žáků došlo ke zlepšení vědomostí a dovedností. Maximálního počtu bodů 
dosáhli jen tři žáci (LH, TJ, JK). 
Výše uvedená analýza je patrnější z obrázku č. 2. Graf ukazuje rozdíl výsledků každého žáka 
testu a následného pretestu. Je nutné podotknout, že mezi výukou a pretestem neproběhlo 
žádné opakování ani procvičování. Pretest je výsledkem momentálního stavu nabytých 
znalostí, pochopení vzájemných vztahů, vazeb a souvislostí.  

 
Obr. 2 Bodový rozdíl testu a pretestu 

 
Nyní se zaměříme na skupiny žáků seskupených podle dimenzí inteligence a provedeme 
analýzu z hlediska dosažených výsledků obou testů.  
Zvolíme pořadí:  

• jazyková dimenze inteligence, 
• hudební dimenze inteligence, 
• matematicko-logická dimenze inteligence, 
• vizuálně-prostorová dimenze inteligence, 
• pohybová dimenze inteligence. 
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Obr. 3 Jazyková dimenze inteligence 

 
Pouze tři žákyně pracovaly s materiály podle jazykové dimenze inteligence. 
Graf, viz obrázek číslo 3, znázorňuje rozdíl bodů testu a retestu. Jinými slovy znázorňuje 
přírůstek bodů v retestu. Průměrná hodnota přírůstku je 5 bodů, což je poměrně vysoké číslo 
vzhledem k maximálnímu počtu bodů testu. Všechny tři žákyně se po retestu vyjádřily, že jim 
výukový materiál pomohl k pochopení učiva a tento způsob výuky matematiky by jim 
vyhovoval. 

 
Obr. 4 Hudební dimenze inteligence 

 
Z grafu obrázku číslo 4 je zjevné, skupinu žáků s hudební dimenzí inteligence bylo 10, z toho 
3 chlapci. Přírůstky bodů retestu se pohybují v intervalu od 1 do 9. Průměrný bodový 
přírůstek této skupiny žáků je 4,6. 

 
Obr. 5 Matematicko-logická dimenze inteligence 
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Šest žáků třídy, z toho tři chlapci, mají matematicko-logickou dimenzi inteligence nejvyšší 
míře, viz obrázek číslo 5. Rozsah bodového přírůstku se pohybuje v rozmezí od 3 do 9, ale 
průměrný přírůstek je 5,2, což je nejvyšší hodnota porovnání všech skupin dle dimenzí 
inteligence. 
 

 
Obr. 6 Vizuálně-prostorová dimenze inteligence 

 
Nejnižší bodový nárůst retestu se projevil u žáků s vizuálně-prostorovou dimenzí inteligence, 
jak ukazuje graf obrázku 6. Jednalo se o tři žákyně, z nichž žákyně KP měla výsledky testu i 
retestu stejné. Průměrný bodový přírůstek retestu činil 2,3. 
 

 
Obr. 7 Pohybová dimneze inteligence 

 
Obrázek číslo 7 ukazuje, že s materiály pracovalo pět žáků, navíc uvedeme, že z toho byli 
čtyři chlapci. Rozsah bodového přírůstku byl v intervalu od –2 do 8, což je poměrně velký 
rozptyl, ale průměrná hodnota přírůstku bodu retestu činí 3,2. 
Zajímavé by bylo srovnání výsledků retestu s hlediska pohlaví žáků či z hlediska dosavadních 
výsledků v matematice. My se však zaměříme na zhodnocení třídy jako celku. 
 
Byly statisticky vyhodnoceny přírůstky znalostí jednotlivých žáků v matematice porovnáním 
výsledků výstupního a vstupního testu. Signifikance T-testu je velmi malá, což znamená, že 
hladina významnosti je menší než 0,1 %, hodnota p < 0,01 a tudíž statisticky vysoce 
významná. Hypotéza H0 byla odmítnuta a přijata hypotéza H1. “Při používání elektronických 
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výukových materiálů s využitím převažující dimenze inteligence žáka se učební výsledky 
všech žáků zlepšily stejnou měrou, mezi výsledky žáků není statisticky významný rozdíl”. 
 
Úlohy pretestu i posttestu byly problémové. Výsledky posttestu ukázaly, že žáci danému 
matematickému učivu rozumějí.  
Abstrakční zdvihy v poznávacím procesu žáků v rámci experimentu byly umocněny použitím 
elektronických výukových materiálů, které vycházely z Gardnerovy teorie vícenásobné 
inteligence žáka. Zda tato metoda výuky matematiky zlepší učební výsledy žáků bude 
předmětem pedagogického výzkumu. 
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Abstrakt: Pre študentov základných a stredných škôl je digitálny svet prirodzenou súčasťou 
ich každodenného života. Nové hardvérové a softvérové vybavenie škôl, ako sú  interaktívne 
tabule, hlasovacie zariadenia, notebooky a tablety  ale aj voľne dostupný didaktický softvér, 
ako napríklad GeoGebra a HotPotatoes,  nastoľujú  otázky ohľadom ich efektívneho využitia 
vo vyučovacom procese. Vyučovanie matematiky má z hľadiska didaktiky zvláštne 
postavenie a didaktika digitálneho vyučovania sa stáva jednou zo základných otázok. 
Klasické a inovatívne vyučovacie metódy a formy majú v digitálnom prostredí nový rozmer, 
no vznikajú aj nové metódy priamo súvisiace s využívaním digitálnych technológií. 
V príspevku poukážeme na niektoré aspekty digitálneho vyučovania matematiky v školskom 
prostredí a uvedieme niekoľko námetov na takéto vyučovanie s využitím voľne šíriteľných 
softvérov v spolupráci s interaktívnou tabuľou, hlasovacím zariadením, tabletov a pod. 
 

Kľúčové slová: Vyučovanie matematiky, GeoGebra, HotPotatoes, interaktívna tabuľa, voľne 
šíriteľný softvér pre vyučovanie matematiky, metódy vyučovania, kombinované formy 
vyučovania. 
 

Didactic aspects of digital education of mathematics 
 

Abstract: The digital world is a natural part of primary and elementary school students. New 
hardware and software on schools, such as interactive whiteboards, voting devices, notebooks 
and tablets as well as freely available didactic software such as GeoGebra and HotPotatoes, 
bring into question their effective use within the educational process. Teaching mathematics 
has an interesting stance from the didactic point of view and the didactics of digital education 
is becoming one of the most basic questions. Classical and innovative educational methods 
and forms gain a new dimension in a digital environment, however new methods are 
appearing which are directly focused on using ICT. In this paper, we point out some of the 
aspects of digital education of mathematics in a school environment and present a few themes 
for such education using free or open-source software in combination with interactive 
whiteboards, voting devices, tablets etc. 

 
Key words: Mathematics education, GeoGebra, HotPotatoes, interactive whiteboard, open 
source for mathematics education, blended learning. 
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Úvod 

V súčasnosti je na vzostupe vybavenie škôl ale aj študentov, žiakov a ich domácností 
digitálnymi technológiami. Takmer každá škola má aspoň jednu interaktívnu tabuľu, 
počítačovú učebňu, niekoľko dataprojektorov, žiaci často vlastnia notebooky, tablety 
a smartfóny. Výrazne rastie aj tendencia využívania elektronických materiálov učiteľmi 
matematiky na všetkých stupňoch škôl. E-materiály sú súčasťou nového trendu vo vyučovaní 
školskej matematiky – blended learningu, teda kombinovanej formy vyučovania spájajúcej 
fyzické a virtuálne zdroje. Okrem klasického prezentovania učiva (a to na základnej, strednej 
alebo vysokej škole) majú študenti prístup k elektronickým materiálom ako videá, 
prezentácie,  elektronické cvičenia, elektronické pracovné listy, matematické javovské aplety, 
elektronické testy, matematické didaktické softvéry ako napríklad GeoGebra a pod. Nové 
vyučovacie formy využívajú často webové aplikácie dostupné nielen cez počítač, notebook, 
ale aj prostredníctvom tabletov a smartfónov. Inovatívne vyučovacie metódy obohatené 
o digitálny rozmer tak zákonite prenikajú do škôl. Otázkou ostáva, ako môžeme tieto nové 
metódy a formy využiť pre zvýšenie efektívnosti vyučovania matematiky a ako sa zmení 
obsah vyučovania školskej matematiky. 

Podľa International Society for Technology in Education sú v súčasnosti dôležité pre mládež 
nasledovné kompetencie: 

• Tvorivosť a zmysel pre inovácie  
• Komunikácia a spolupráca 
• Vedecké myslenie a práca s informáciami 
• Kritické myslenie, riešenie problémov a schopnosť rozhodovať 
• Digitálne občianstvo a celoživotné vzdelávanie 
• Digitálna gramotnosť [1] 

Vyučovanie matematiky poskytuje priestor na rozvíjanie väčšiny týchto kompetencií. 
Napríklad pomocou softvéru GeoGebra môžu žiaci experimentovať, vytvárať a overovať 
hypotézy. V rámci projektovej metódy môžu spolupracovať, komunikovať, zbierať 
a vyhodnocovať informácie z internetu, spracovávať štatistické údaje. Vedecké myslenie si 
môžu rozvíjať napríklad pri workshopovej metóde, kde nielen vytvárajú hypotézy pomocou 
softvéru, ale učia sa pomenovať problémy a argumentovať.  

Podľa Ministerstva školstva Slovenskej republiky skúmalo situáciu na školách a zistilo, že v 
roku 2012 pripadla priemerne jedna interaktívna tabula na 91 žiakov v základných a stredných 
školách, 43 % učiteľov využívalo počítače pravidelne vo vyučovacom procese a viac ako 90 
% učiteľov absolvovalo školenia v oblasti IKT. MŠ SR si tiež kladie za cieľ do roku 2016 
okrem iného digitalizáciu vzdelávania na materských, základných, špeciálnych a stredných 
školách, rozvoj digitálnych vzdelávacích programov (eLearningu) na vysokých školách, 
dostupnosť digitálneho učiva na každom stupni vzdelávania – v materských, základných, 
špeciálnych a stredných školách. Ďalej chce zabezpečiť:  

- digitálne vzdelávacie a učebné pomôcky (ako napr. interaktívne tabule alebo 
projektory) do každej druhej triedy v materských, základných, stredných školách a 
vysokých školách,  
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- dostupné digitálne učivo ako plnohodnotný doplnok ku klasickým vzdelávacím 
materiálom, neskôr plne digitalizované učivo a vzdelávacie nástroje dostupné vo 
všetkých školách na Slovensku,  

- adekvátne koncové zariadenie umožňujúce digitálne vzdelávanie pre každého učiteľa 
a žiaka. [2] 

Ak sa tak stane, v priebehu niekoľkých rokov bude didaktika digitálneho vyučovania 
matematiky prioritnou témou nielen v oblasti výskumu, ale aj pre ďalšie vzdelávanie 
učiteľov matematiky a v príprave budúcich učiteľov. 

 

1. Inovatívne vyučovacie metódy a formy v digitálnom prostredí 

Už pred výrazným nástupom digitálnych technológií tvoriví, inovatívni učitelia presadzovali 
aj vo vyučovaní matematiky namiesto inštrukcionistického učenia konštruktivistické. 
Inštrukcionistická výučba je lineárna, systematická, učenie je zo strany žiaka pasívne. Učiteľ 
demonštruje, vysvetľuje, žiak kopíruje a integruje, obsah učenia je chápaný ako uzatvorený 
systém znalostí a prvkov. Veľa učiteľov i v súčasnosti preferuje takéto vyučovanie z rôznych 
dôvodov (nedostatok času, nedostatok kvalitných učebníc a učebných materiálov, nedostatok 
kreativity zo strany učiteľa a iné). 

Teória konštruktivistického poznávania a učenia sa, ktorú vypracoval švajčiarsky psychológ 
Jean Piaget, vychádza z predpokladu, že žiak v aktívnej interakcii s prostredím postupne 
konštruuje svoj vnútorný systém poznania. Proces učenia sa by mal prebiehať v podnetnom 
vzdelávacom prostredí, ktoré inšpiruje žiakov k bádaniu. [3] 

Pedagogický konštruktivizmus požaduje, aby sa vo výučbe využívalo riešenie konkrétnych 
životných (autentických) problémov, tvorivé myslenie, práca v skupinách, manipulácia 
s predmetmi, názorné pomôcky, napríklad interaktívne počítačové programy. [4] 

V konštruktivizme existuje viacej prúdov, vždy však ide o učenie sa s porozumením. 
Porozumenie si študent konštruuje (vytvára) sám, a to tak, že zvažuje nové informácie, 
porovnáva ich s predchádzajúcimi skúsenosťami, poznatkami a schémami. Ide teda v podstate 
o problémové vyučovanie. [4] 

Medzi konštruktivistické prístupy patrí aj metóda riadeného skúmania alebo metóda EUR 
(evokácia – uvedomenie si významu – reflexia). Mimoriadne efektívnu formu riadeného 
skúmania predstavuje workshopová metóda, ktorej základom je skupinová forma výučby, 
princíp malých krokov s rešpektovaním princípu následnosti a náročnosti, aktívne poznávanie 
žiaka a bezprostredne overovanie a vlastné tempo. [3] 

Do tejto skupiny patrí aj metóda vytvárania strapcov problémov, ktorá spočíva vo 
vytypovaní vhodného východiskového problému, ktorý budú žiaci spolu s učiteľom riešiť. 
Následne po vyriešení úvodného problému žiaci riešia podobné problémy, ktoré sa od 
pôvodného príliš nelíšia a zároveň aj metóda riešenia týchto problémov je rovnaká alebo 
veľmi podobná metóde riešenia pôvodného problému. Cieľom je po určitom tréningu 
vtiahnuť do procesu vytvárania nových problémov aj študentov a to tak, aby postupne 
vytvárali problémy, ktoré sa od pôvodného viac a viac vzďaľujú. [5] 
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Projektové vyučovanie je ďalšou aktivizujúcou formou vyučovania matematiky, ktoré 
v digitálnom prostredí nadobúda úplne nové možnosti.  Digitálne technológie ako počítač, 
internet, digitálny fotoaparát, mobil a ďalšie sú výborným prostriedkom pri práci na 
projektoch pre študentov a to nielen pri zbere informácií, ale aj pri spracovávaní údajov, 
modelovaní reálnych situácií, pri výpočtoch aj prezentácií výsledkov. 

Začiatky projektového vyučovania siahajú do začiatku 20. storočia, keď poprední 
predstavitelia americkej pragmatickej pedagogiky J. Dewey a W. H. Killpatrick rozpracovali 
problémové a projektové vyučovanie ako prostriedok demokratizácie a humanizácie výučby 
a školy. Problémy, ktoré žiaci riešia v projektovom vyučovaní sú komplexné a ich riešenie si 
vyžaduje poznatky z viacerých vied (tradičných vyučovacích predmetov), problémy riešia 
skupiny žiakov (kooperatívne vyučovanie) najmä z vlastného záujmu a riešenia vedú ku 
konkrétnym výsledkom, produktom, písomným referátom a pod. Takéto komplexné problémy 
sa nazývajú projekty. [5] 

Pre súčasných žiakov je využívanie digitálnej techniky (počítača, internetu, softvérov, 
mobilov, digitálnych fotoaparátov a pod.) vo vyučovaní určitým spojením medzi vyučovacím 
predmetom (predmetmi) a reálnym životom, kde tieto technológie bežne používajú. Študenti 
sú často aj v domácom prostredí informovaní o riešení rôznych projektov v skutočnom živote 
napríklad od ich rodičov, starších súrodencov a pod. Je bežné, že zamestnanci rôznych firiem 
v rámci svojho zamestnania pracujú na riešení projektov rôzneho druhu a v určitej miere 
využívajú na riešenie IKT, na školách sa učitelia zapájajú do projektov za účelom získania 
grantov a účelových financií. Preto napodobňovanie tejto činnosti žiakmi v rámci dobre 
pripraveného projektového vyučovania s využitím digitálnych technológií môžeme považovať 
za jeden z veľmi aktuálnych metód vyučovania. 

Učiteľ môže mať pocit, že len časť projektu sa venuje matematike a tým mu projekt uberá 
priestor pre výučbu matematických kompetencií. Z hľadiska celkovej výchovy človeka je to 
postoj falošný, pretože práca na projektoch a v tíme je veľmi cenná. Možnosti, ako nájsť 
vhodné aplikačné prostredie pre projekty a pritom nestratiť ťažisko výučby mimo oblasť 
matematiky je použiť výpočtovú techniku ako nástroj pre aplikáciu matematických zručností. 
[6] 

Aby projektová metóda s využívaním IKT mohla dobre fungovať, musí byť splnený 
predpoklad kreatívneho, vzdelaného, inovatívneho a digitálne gramotného učiteľa. 

Učiteľ formuje svojich žiakov svojim priamym i nepriamym pôsobením, svojou 
kvalifikovanosťou, odbornosťou, pedagogickým majstrovstvom a tiež osobným príkladom. 
Ak chceme vychovať mladých ľudí informačne zručných, kreatívnych, so schopnosťou riešiť 
problémy reálneho života samostatne, tak učiteľ (nielen matematiky) musí mať hodiny pre 
svojich „klientov“ pripravené kompetentne, tvorivo, zaujímavo, moderne. [7] 

Nástup digitálnych technológií vo vyučovaní matematiky je vhodný a aj nastal v oboch 
formách: inštrukcionistického aj konštruktivistického prístupu. Učitelia často používajú 
prezentácie v MS PowerPointe alebo pripravené predvádzacie zošity na interaktívnej tabuli 
ako digitálnu formu „písania poznámok“ namiesto klasickej tabule a kriedy. Často ide len 
o elektronickú podporu „klasického“, inštrukcionistického vyučovania. Nový 
konštruktivistický prístup vo vyučovaní matematiky s digitálnou podporou je pre žiakov 
veľmi zaujímavý, motivujúci, aktivizujúci ale z pohľadu učiteľa veľmi náročný na prípravu 
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a to ako časovo tak aj odborne. Najväčšie rezervy vidíme práve v nedostatku kvalitných 
a učiteľom prístupných elektronických materiálov pre konštrukcionistické vyučovanie 
školskej matematiky. 

Významom informačných a komunikačných technológií vo vyučovaní sa zaoberal aj Seymour 
Papert, ktorý vyslovil svoj názor: „Informačné a komunikačné technológie patria do rúk 
deťom, pretože im poskytujú jedinečné príležitosti pre nové, aktuálne a atraktívne učenie 
sa,príležitosti pre skúmanie, komunikáciu a objavovanie veľkých myšlienok.“ Papertov 
konštrukcionizmus je zameraný na žiaka, využíva aktívne metódy, interaktívnosť, necháva 
priestor pre objavovanie, tvorbu a spoluprácu. Učiteľ je v roli pomocníka a často sa spolu učí 
so žiakmi. [8] 

Konektivizmus je "teória učenia v digitálnom veku". Bola vyvinutá Georgeom 
Siemensom a Stephenom Dowensom na základe ich analýzy nedostatkov doterajších teórií 
učenia, vychádzajúcich z behaviorismu, kognitivizmu a konštruktivizmu. Tieto staršie 
prístupy podľa autorov tejto teórie nepostačujú k popisu učenia v prostredí prepojeného sveta. 

Konektivismus sa snaží rozšíriť oblasť platnosti konštruktivizmu aj do súčasných podmienok 
existencie technológiami podporovaných sociálnych sietí. Výukové metódy rešpektujúce 
konektivismus sú konštruktivistické, ale idú ešte ďalej. Posudzujú každého jedinca v kontexte 
siete (osobného vzdelávacieho prostredia), ktorú si okolo sebe buduje. [10] 

 

2. Digitálne prostredie na školách 

Pod pojmom digitálne prostredie na školách rozumieme digitálne technológie, ktoré sa 
v škole môžu využiť pre vyučovacie ciele. 

Presnú definíciu digitálnych technológií v kontexte školy vymedzil prof. Kalaš nasledovne: 
„Digitálne technológie (v kontexte vzdelávania) je široký súbor prostriedkov, nástrojov, 
prostredí a postupov (prichádzajúcich z oblasti počítačov), ktoré využívame na podporu 
učenia a učenia sa, komunikácie a kolaborácie, vyjadrovania sa, tvorby a pod., teda na 
komplexnú podporu všetkých rozvojových domén detí, žiakov a učiacich sa každého veku. Je 
to synonymum pre IKT alebo informačné a komunikačné technológie, v ostatných desiatich 
rokoch  však postupne nahrádza označenie IKT v pedagogických a vládnych dokumentoch 
mnohých štátov a zoskupení vrátane EK.“ [11] 

Medzi súbor takýchto prostriedkov nepochybne patria už nielen počítače, notebooky, ale aj 
tablety a smartfóny, ktoré spolu s internetom a vhodným softvérom môže učiteľ matematiky 
využiť pre elektronické vzdelávanie. Do hardvérového vybavenia ešte v súčasnosti určite 
patria nielen dataprojektory ale aj interaktívne tabule a hlasovacie zariadenia. Zo softvérových 
prostriedkov by sme pre školskú matematiku mali spomenúť najmä open-source softvér 
GeoGebra, HotPotatoes, Open-Sancore a samozrejme Moodle. O týchto softvéroch sa 
zmienime v ďalšej kapitole. 

V digitálnom prostredí školy sú zaujímavé vyučovacie formy. Termín e-learning  môžeme 
chápať dvojako. Najčastejšie sa pod e-learningom chápe elektronická forma dištančného 
vzdelávania. E-learning však v širšom slova zmysle vyjadruje elektronické učenie, teda 
všetko, čo sa študent naučí prostredníctvom počítača, alebo akoukoľvek elektronickou cestou.  
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Kombinované vzdelávanie alebo blended learning je kombinovaná výuka - kombinácia 
štandardnej výuky (prezenčnej, prezentačnej, face-to-face) s e-learningom. Tento termín 
vznikol len nedávno, ale naši učitelia už dávno využívajú kombináciu klasickej formy 
vyučovania s elektronickou podporou (napríklad e-materály umiestňujú na svojich alebo 
školských webstránkach, prípadne umiestňujú na platené portály ako napr. www.zborovna.sk) 

 
1.1. Dostupný softvér a aplikácie pre vyučovanie matematiky 

V príspevku uvádzame prehľad najpoužívanejších voľne dostupných softvérov 
a internetových aplikácií pre vyučovanie školskej matematiky. 

1.1.1. GeoGebra 

 
Obrázok č. 1  

GeoGebra vznikla súčasť diplomovej práce v roku 2001/2002 na univerzite v Salzburgu 
v Rakúsku. Autorom je Markus Hohenwarter, v súčasnosti profesor na Univerzite v Linzi. 
Názov GeoGebra vznikol spojením Geometria – Algebra, z čoho vyplýva aj charakter tohto 
softvéru. V súčasnosti okrem dynamickej geometrie má aj CAS pre algebraické výpočty a aj 
3D podporu pre priestorovú geometriu.  Získal niekoľko medzinárodných ocenení, je prioritne 
určený pre výučbu matematiky a je open-source softvér.  Od roku 2006 je GeoGebra 
podporovaná rakúskym ministerstvom školstva. V súčasnosti už existuje aj aplikácia 
GeoGebry pre tablety s OS Android a aj pre iPADy. Ďalšie informácie o tomto softvéri, ako 
aj inštalačné súbory sú dostupné na www.geogebra.org. Na stránke 
http://www.geogebratube.org/ sa nachádza veľké množstvo edukačných materiálov 
(obrázok 1). 
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1.1.2. HotPotatoes 

Program HotPotatoes je tiež voľne šíriteľný program a slúži na vytváranie interaktívnych 
cvičení a testov. Autormi sú Stewart Arneil Martin Holmes z University of Victoria 
Humanities. Webstránka softvéru je: http://hotpot.uvic.ca/index.php . HotPotatoes má 5 častí, 
z ktorých každá slúži na vytváranie určitého typu cvičení, ktoré možno vo formáte html 
umiestniť na webovú stránku ako interaktívne cvičenie vyhodnocované automaticky 
počítačom, alebo vytlačiť ako pracovné listy. Z metodického hľadiska učiteliavyužívajú 
program HotPotatoes hlavne pre vytváranie študijných materiálov v modernej a atraktívnej 
podobe vo forme interaktívnych cvičení (obrázok 2) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Obrázok č. 2 

 

1.1.3. Open-Sancore 

V súčasnosti už veľa škôl má k dispozícii interaktívnu tabuľu, niektoré aj niekoľko. Každá 
z nich má svoj vlastný softvér, v ktorom môžu učitelia vytvárať predvádzacie zošity a iné e-
materály. Problémom učiteľov je, ak majú na jednej škole tabule od rôznych výrobcov, lebo 
vytvorené materiály musia prekonvertovať, čo sa nie vždy dá. Tento problém rieši voľne 
šíriteľný program Open-Sancore. Jevhodný pre každý typ interaktívnej tabule a tak je prenos 
vytvorených materiálov medzi tabuľami rôznych výrobcov ľahký. Webstránka softvéru je na: 
http://open-sankore.org/ (obrázok 3). 
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Obrázok č. 3 

1.1.4. E-materiály dostupné na internete 

Na Slovensku existuje v súčasnosti veľa portálov, webstránok a najnovšie aj aplikácií pre 
smartfóny, ktoré slúžia pre digitálne vyučovanie matematiky formou blended learningu. 
Uvádzame niektoré z nich: 

Planéta vedomostí dostupná od tohto školského roku voľne všetkým školám, študentom, 
učiteľom aj rodičom na Slovensku na http://planetavedomosti.iedu.sk/ (obrázok 4)- obsahuje 
množstvo profesionálne vytvorených materiálov z matematiky, ako videá, interaktívne 
cvičenia a testy, ktoré sú zoskupené do učiteľských a žiackych lekcií podľa učiva, témy. 
Pokrýva veľkú časť učiva matematiky základnej a strednej školy, ale obsahuje aj niektoré 
témy nad rámec stredoškolskej matematiky. Vhodné využitie má na interaktívnej tabuli a na 
notebookoch a počítačoch, nevýhoda je, že sa nedá použiť na tabletoch a smartfónoch zo 
softvérových dôvodov. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Obrázok č. 4 
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Portál Zborovňa - http://www.zborovna.sk  - je to virtuálna knižnica, ktorá slúži pre učiteľov 
ako fórum s inteligentným ukladaním, vyhľadávaním  a triedením elektronických materiálov. 
Výhody: je medzi učiteľmi veľmi obľúbená, obsahuje veľa materiálov vytvorených učiteľmi 
z praxe. Nevýhody: nie je voľne dostupná (prevádzkovatelia stránky si účtujú za používanie 
poplatok) a elektronické materiály nie sú recenzované odborníkmi (preto sa vyskytujú 
v materiáloch odborné chyby). 

Portál EduPage – http://edupage.org - je profesionálny produkt spoločnosti aSc. Obsahuje 
z matematiky profesionálne vytvorené testy, ktoré si môžu učitelia ďalej editovať.  

Portál EAKTOVKA - http://www.eaktovka.sk – obsahuje niektoré súčasné učebnice 
z matematiky základnej a strednej školy voľne dostupné  

Niektoré stránky učiteľov matematiky sú tiež vhodnou zbierkou elektronických materiálov: 

Webstránka PaedDr. Kataríny Poláčikovej - http://www.supermatematika.wbl.sk/ 
a webstránka RNDr. Marty Megyesiovej - http://megym.wbl.sk/ obsahujú veľa pekných 
testov HotPotatoes aj iných materiálov pre učiteľov matematiky na základných školách 
(obrázok 5) 

 
Obrázok č. 5 

Veľmi pekné testy HotPotatoes z matematiky pre základnú školu sú na stránke Trnavskej 
Univerzity - http://vcv.truni.sk/tests.php  

Na webstránke národného projektu Modernizácia vzdelávania na základných a stredných 
školách sa nachádza „digitálna knižnica“ s množstvom elektronických materiálov aj ich 
metodickým popisom. Sú roztriedené podľa typu školy, témy aj využitia IKT: 

 https://www.modernizaciavzdelavania.sk/Digi/DigiLibrary.aspx  

Elektronické testy medzinárodného merania PISA (obrázok 6) v slovenskom jazyku sú na: 
http://erasq.acer.edu.au/index.php?cmd=cbaItemPreview&unitVersionId=102&item=2  
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Obrázok č. 6 

1.2. Blended learning  
 

E-materiály sú súčasťou nového trendu vo vyučovaní školskej matematiky –blended 
learningu, teda kombinovanej formy vyučovania spájajúcej fyzické a virtuálne zdroje. Okrem 
klasického prezentovania učiva (a to na základnej, strednej alebo vysokej škole) majú študenti 
prístup k elektronickým materiálom ako videá, prezentácie,  elektronické cvičenia, 
elektronické pracovné listy, matematické javovské aplety, elektronické testy, matematické 
didaktické softvéry ako napríklad GeoGebra a pod. Táto nová vyučovacia forma využíva 
často webové aplikácie dostupné nielen cez počítač, notebook, ale aj prostredníctvom tabletov 
a smartfónov. Prítomnosť tabletov, smartfónov a netbookov rastie priamo úmerne s ich 
obstarávajúcou cenou. Dnes už takmer každý žiak či študent má vlastný smartfón (často aj 
tablet) s pripojením na internet čo umožňuje využívať individuálny prístup k elektronickým 
materiálom. Učitelia tak môžu využívať potenciál IKT pri vyučovaní matematiky. 
„V súvislosti s vyučovaním matematiky v prostredí IKT možno hovoriť o viacerých typoch 
vyučovania:  

• priame vyučovanie (face to face) - učiteľ aj žiaci majú k dispozícii a zároveň aktívne 
využívajú prostriedky IKT,  

• e-learningové – učenie sa a vyučovanie len elektronickou formou,  
• blended learning – kombinácia kontaktného vyučovania s integrovaním prostriedkov 

IKT a aktívnym využívaním e-learningu. „ [5] 
Pre zefektívnenie vyučovania matematiky môžu v súčasnosti učitelia využívať elektronické 
materiály: 

• videá, prezentácie (vytvorené v MS PowerPoint, Prezi, softvéroch pre interaktívne 
tabule), pojmové mapy, elektronické texty – tieto materiály slúžia na samoštúdium 
alebo ako študijný materiál pre žiakov s individuálnym prístupom (telesne, duševne 
alebo sociálne znevýhodnené skupiny študentov alebo naopak, pre nadaných 
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študentov), môžu tiež slúžiť v rámci nových metód a foriem vyučovania 
(konštruktivizmus v digitálnom prostredí, metóda flipped Classroom) 

• elektronické pracovné listy, e-testy, ktoré slúžia na precvičovanie učiva, matematické 
javovské aplety, matematické didaktické softvéry ako GeoGebra a pod. – sú vhodné 
pri upevňovaní učiva alebo pri metóde riadeného skúmania 

elektronické testy za účelom hodnotenia 
 

1.3. E-testy 
Didaktické testy ako  ich poznáme slúžia na zisťovanie kvality a kvantity 
vedomostí  študentov. Tvorbou a vyhodnotením didaktických testov sa zaoberá špeciálna 
teória testov a testovania. Príchodom digitálnych technológií do vyučovania sa vytvorili 
elektronické prostriedky (hardvér aj softvér) na podporu testovania študentov. V uplynulých 
rokoch vytvorili odborníci celú škálu softvérov na ľahšiu administráciu klasických školských 
testov. Spolu s rozvojom softvéru sa na školy rozšíril aj nový hardvér, ktorý sa mohol 
využívať aj na elektronické testovanie. Ukázalo sa však, že tieto elektronické nástroje majú 
oveľa väčšie využitie, než len elektronická administrácia testov. Tieto nové e-testy majú 
ďalšie možnosti  využitia vo vyučovacom procese, a to v rôznych fázach vyučovacieho 
procesu:  pri motivácii, opakovaní, precvičovaní aj hodnotením. Majú svoje miesto aj pri 
inovatívnych konštruktivistických metódach vyučovania matematiky.  
Pojem e-testov definujeme dvojako: 

1. V užšom ponímaní je e-test elektronicky administrovaný (školský) didaktický test s 
možnosťou obohatenia o multimediálne prvky za účelom merania výsledkov 
vyučovacieho procesu 
2. V širšom ponímaní je e-test elektronický interaktívny materiál založený na systéme 
otázok a hľadaní odpovedí vytvorený nielen na meranie, ale aj na dosahovanie 
vyučovacích cieľov (teda môže slúžiť ako nástroj pre inovatívne vyučovacie metódy). 

Jeden z najznámejších softvérov pre e-testy, ktoré sú učiteľom voľne dostupné je HotPotatoes 
(podrobnejšie v kapitole 1.1.2) Doplňovačky, testy s výberom odpovede, krížovky a ďalšie sú 
vhodné na precvičovanie učiva (fixáciu) prostredníctvom interaktívnej tabule alebo 
s notebookmi, tabletmi alebo smartfónmi pre žiakov (obrázok 7).  
 

 
Obrázok č. 7  
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Pri takejto fixácii učiva je výhodou, že každý žiak môže postupovať svojim vlastným 
tempom, dostáva pritom okamžitú spätnú väzbu, pri lepšie a kvalitnejšie vyrobených e-
testoch aj pomoc alebo vzorovo vyriešený príklad (ak nesprávne vyrieši úlohu). Učiteľ sa pri 
takejto organizácii vyučovacej hodiny môže viac venovať znevýhodneným žiakom.  
Ďalšou možnosťou je e-testovanie pomocou hlasovacích zariadení a interaktívnej tabule. Je to 
veľmi efektívny spôsob na tzv. „päťminútovky“ v e-podobe. Učiteľ môže často a rýchlo 
hodnotiť žiakov a pre nich je tento spôsob testovania veľmi atraktívny (obrázok 8) 

 
Obrázok č. 8 
 
Ďalšou možnosťou je využiť e-testy ako nástroj na riadené skúmanie, ktoré je 
personalizované.  
Vyžaduje sa však vysoko kvalifikovane vytvorený e-test v podobe „pracovného listu“. Žiak 
v snahe odpovedať na otázky e-test postupne experimentuje (podľa pokynov napríklad 
v GeoGebre), vytvára si hypotézy, overuje ich a objavuje.  
Možnosťami interaktívnej tabule vo vyučovaní matematiky sa zaoberá E. Partová [11].  
 
2. Ukážka metód a foriem digitálneho vyučovania  

V ďalšej časti uvádzame niekoľko príkladov vyučovania matematiky s využitím digitálnych 
technológií. 

2.1. Ako vypočítať obvod a obsah kruhu? Čo je číslo π? 

V tejto ukážke použijeme ako digitálny materiál softvér GeoGebra.  Na základnej škole sa 
žiaci prvý krát stretnú s iracionálnym číslom. Jednou z možností je práve pri zavedení čísla π.  

Učiteľ môže vytvorený GeoGebra výkres (obrázok 9) použiť na vysvetlenie učiva pri 
klasickom výklade na vysvetlenie učiva. Pri tejto vyučovacej metóde použije už hotový 
GeoGebra výkres, ktorý prezentuje na interaktívnej tabuli. Ten istý GeoGebra výkres môže 
učiteľ použiť pri metóde EUR, kde ho použije v prvej a  druhej fáze (evokácia a uvedomenie 
si významu). Pri ďalšej konštruktivistickej metóde riadeného skúmania – workshopovej 
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metóde, môže učiteľ zadať motivačný problém vo forme hotového GeoGebra výkresu. 
Úvodné otázky učiteľa smerujú k formulácii obvodu opísaného a vpísaného n-uholníka. Žiaci 
v skupinách pracujú na základe pracovných listov a  vytvárajú hypotézy, navzájom diskutujú 
(obrázok 10).  

V prípade, že učiteľ použije striktne metódu riadeného skúmania, žiaci nedostanú hotový 
GeoGebra výkres, ale ho na základe pokynov a otázok učiteľa vytvoria, aby mali nástroj na 
skúmanie závislostí. Vyžaduje to však žiakov, ktorí s GeoGebrou už vedia pracovať na 
priemernej úrovni. 

 
Obrázok č. 9 

 
Obrázok č. 10 
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Inštrukcie zo strany učiteľa by mohli byť: Výskumná úloha pre žiakov je zistiť , ako sa 
vypočíta obvod (obsah) kruhu, ak poznáme jeho polomer. V GeoGebre si žiaci vytvoria 
výkres: kružnica s priemerom 1, k nej opíšu a vpíšu n-uholník. Pomocou Posuvníka zvyšujú 
počet vrcholov polygónu. Úlohou žiakov je sledovať obvod oboch n-uholníkov. Žiaci by 
postupným skúmaním, objavovaním mali vytvoriť hypotézu, že obvod kruhu je hodnota 
medzi nimi. K tomuto objavu by mali dospieť žiaci samostatne pomocou malých krokov. 
Učiteľ nesmie dopredu prezradiť výsledok ich objavovania! 

Príklady postupných  podúloh pre žiakov: 

1. Zostroj kružnicu s priemerom 1 (priemer by sa mal neskôr dať meniť) 
2. Zostroj vpísaný n-uholník (pre meniace sa n od 3 do 200) 
3. Zostroj opísaný n-uholník (pre n od 3 do 200) 
4. Pomocou nástroja v GeoGebre zisti obvod vpísaného aj opísaného n-uholníka od 3 do 

100 (krok si zvoľ sám, výsledky zapíš do tabuľky – nástroj v GeoGebre) 
5. Aký je možný vzťah medzi obvodom opísaného n-uholníka, vpísaného n-uholníka 

a dĺžkou kružnice (ak priemer d = 1)? 
6. Vypočítaj v GeoGebre podiely: obvod opísaného n-uholníka (obvod kružnice, obvod 

vpísaného n-uholníka) „deleno“ priemer kružnice pre rôzne hodnoty d. Výsledky zapíš 
do tabuľky. Porovnaj výsledky. Čo vieš povedať o týchto podieloch? 

Nasledujúca úloha pre žiakov: zvoľte si kružnice s priemerom d ≠ 1 a skúmajte hodnotu 
pomeru obvodu n-uholníkov k priemeru kruhu. Ako dôsledok žiackeho bádania bude 
objavenie čísla π.  

Príklady postupných  podúloh pre žiakov: 

1. Zostroj kružnicu s priemerom 1 (priemer by sa mal neskôr dať meniť) 
2. Zostroj vpísaný n-uholník (pre meniace sa n od 3 do 200) 
3. Zostroj opísaný n-uholník (pre n od 3 do 200) 
4. Pomocou nástroja v GeoGebre zisti obsah vpísaného aj opísaného n-uholníka od 3 do 

200 (krok si zvoľ sám, výsledky zapíš do tabuľky – nástroj v GeoGebre) 
5. Aký je možný vzťah medzi obsahom opísaného n-uholníka, vpísaného n-uholníka 

a obsahom kruhu? 
6. Vypočítaj v GeoGebre podiely: obsah opísaného n-uholníka (obsah kruhu, obsah 

vpísaného n-uholníka) „deleno“ druhá mocnina priemeru kružnice pre rôzne hodnoty 
d. Výsledky zapíš do tabuľky. Porovnaj výsledky. Čo vieš povedať o týchto 
podieloch? 

Možné žiacke riešenia v GeoGebre ilustrujeme na obrázkoch 11 a 12. 
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Obrázok č. 11 

 

 
Obrázok č. 12 

 

V poslednej fáze je vhodné, ak učiteľ poukáže na historické  pozadie problematiky.  

2.2. Záhon kvetín 
Pri tejto ukážke chceme poukázať na využitie technológií pri riešení úloh reálneho života. 
Vyučovacia metóda je model EUR. V prvej fáze žiaci dostanú zadanie úlohy na interaktívnej 
tabuli:  

 Záhony kvetín v zámockom parku majú tvar kružníc k a l a ležia na opačnej strane 
hlavného chodníka - priamky p (v opačných polrovinách s hraničnou priamkou p). Záhradník 
chce vyznačiť chodníček tvaru rovnostranného trojuholníka tak, aby konce chodníčka boli na 
okraji záhonov a hlavného chodníka (obrázok 13) 
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Obrázok č. 13 

 
Žiaci majú za úlohu na svojich počítačoch, tabletoch vytvoriť matematický model tejto 

úlohy v GeoGebre. Úloha sa dá prepísať na zadanie: zostrojte rovnostranný trojuholník ABC 
tak, aby bod A ležal na kružnici k, bod B na kružnici l a bod C na priamke p. Možné riešenie 
žiakov je na obrázku 14. Okrem precvičenia využitia zhodných zobrazení dáva dynamický 
softvér GeoGebra žiakom aj možnosť skúmania riešiteľnosti úlohy a následnej diskusie. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Obrázok č. 14 
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2.3. Strapec problémov: Rez kocky rovinou 
Pri tejto ukážke je použitá metóda „strapce problémov“ , jej autorom je profesor Kopka [4]. 
V úvodnej časti vyučovacej jednotky učiteľ zopakuje nasledujúce tri vety, ktoré budú študenti 
pri riešení úloh používať. Študenti manipulujú s pripravenými GeoGebra 3D výkresmi na 
interaktívnej tabuli za a diskutujú. Cieľom je zopakovať si známe vety: Ak ležia dva rôzne 
body v rovine, tak nimi priamka určená tiež leží v tejto rovine. Dve rovnobežné roviny pretína 
tretia rovina v dvoch rovnobežných priamkach. Ak sú každé dve z troch rovín rôznobežné 
a tieto tri roviny majú jediný spoločný bod, tak týmto spoločným bodom prechádzajú všetky 
tri priesečnice. Študenti riešia postupne ťažšie a ťažšie úlohy.  

Úloha 1: Zostrojte rez kocky 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻 rovinou určenou bodmi X, Y, Z ak 𝑋 ∈ 𝐸𝐹,𝑌 ∈
𝐹𝐵,𝑍 ∈ 𝐹𝐺. 

V prostredí GeoGebra 3D môže učiteľ použiť pripravený výkres s kockou a študenti najprv 
správne umiestnia body X, Y, Z , potom zostroja rez. Digitálne prostredie GeoGebra 3D 
umožní študentom otáčať vytvoreným telesom v priestore, čo im pomôže lepšie si predstaviť 
umiestnenie geometrických útvarov v priestore. Výbornou pomôckou je, ak správne zostrojili 
body X, Y, Z (ležia na príslušných hranách kocky), potom študenti môžu experimentovať, 
skúmať, aký rez môže vzniknúť. Učiteľ môže položiť študentom pomocné otázky, lepšie je 
však, ak vytvorí atmosféru, kde tieto a podobné gradované otázky vymýšľajú sami študenti:  

• Aký tvar má rez pri rôznych umiestneniach bodov X, Y a Z ( v súlade s podmienkami 
úlohy)?  

• Aké veľkosti strán bude mať trojuholník - rez, ak body budú v strede ( v tretine, 
štvrtine) hrany?  

• Kedy bude mať rez najväčší, najmenší obsah? Ako vypočítam obsah daného rezu, ak 
poznáme dĺžku hrany kocky číselne? 

Možné žiacke riešenie uvádzame ako obrázok 15. 

 
Obrázok č. 15 
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Úloha 2: Zostrojte rez kocky 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻 rovinou určenou bodmi A, B, X ak 𝑋 ∈ 𝐶𝐺. 

V prostredí GeoGebra 3D môžeme použiť pripravený výkres s kockou a študenti najprv 
správne umiestnia bod X a potom zostroja rez. 

Riešenie: Môžeme použiť dve stratégie – zostrojíme priesečník hrany DH a rovnobežky s BX 
cez bod A (leží v stene kocky), spojíme body a vytvoríme štvoruholník. Podobne by sme 
mohli začať rovnobežkou s AB cez X . 

Učiteľ spolu so študentmi môžu riešiť nasledovné úlohy: 

• Aký tvar má rez pri rôznych umiestneniach bodu X ?  
• Aký tvar a aké veľkosti strán bude mať rez, ak bod X bude v strede ( tretine, štvrtine) 

hrany?  
• Kedy bude mať rez najväčší (najmenší obsah)? Ako vypočítam obsah daného rezu, ak 

poznáme dĺžku hrany kocky číselne (len všeobecne a )? 
Študenti opäť môžu aj merať dĺžku a obsah útvarov, čo umožní okamžité overenie ich 
hypotéz a výpočtov. Možné žiacke riešenie uvádzame ako obrázok 16. 

 
Obrázok č. 16 

Úloha 3: Zostrojte rez kocky 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻 rovinou určenou bodmi X, Y, Z ak 

a) 𝑋 ≡ 𝐵,𝑌 ≡ 𝐺,𝑍 ∈ 𝐴𝐸. 
b) 𝑋 ∈ 𝐴𝐸,𝑌 ∈ 𝐹𝐵,𝑍 ∈ 𝐶𝐺. 
c) 𝑋 ∈ 𝐴𝐸,𝑌 ∈ 𝐴𝐵,𝑍 ∈ 𝐶𝐺. 
Riešenie: Je vhodné, ak študenti nájdu viac spôsobov riešenia úloh. 

Učiteľ spolu so študentmi môžu riešiť nasledovné úlohy: 
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• Aký tvar má rez pri rôznych umiestneniach bodu Z (ak bod Z bude v strede, v tretine, 
štvrtine hrany) ?  

• Kedy bude mať rez najväčší, najmenší obsah)? Ako vypočítame obsah daného rezu, ak 
poznáme dĺžku hrany kocky a vzdialenosť /AZ/ ? 

Učiteľ spolu so študentmi môže riešiť nasledovné úlohy: 

• Aký tvar má rez pri rôznych umiestneniach bodov X, Y a Z ( v súlade s podmienkami 
úlohy)?  

• Aké veľkosti strán bude mať rez, ak body budú v strede ( v tretine, štvrtine) hrany?  
• Kedy bude mať rez najväčší (najmenší obsah)? 

Na poslednú otázku pravdepodobne študenti strednej školy nebudú vedieť odpovedať na 
základe matematického výpočtu, ale pomocou experimentovania v GeoGebra 3D  môžu 
študenti odmerať dĺžku a obsah útvarov, čo umožní experimentálne zistiť odpoveď na 
poslednú otázku (bez výpočtov a dokazovania). 

Učiteľ spolu so študentmi môže riešiť nasledovné úlohy: 

• Aký tvar má rez pri rôznych umiestneniach bodov X, Y a Z ( v súlade s podmienkami 
úlohy)?  

• Aké veľkosti strán bude mať rez, ak body budú v strede ( v tretine, štvrtine) hrany?  
Študenti môžu riešiť úlohu viacerým spôsobom, je vhodné, ak to navzájom prezentujú 
napríklad na interaktívnej tabuli. Možné žiacke riešenie uvádzame ako obrázok 17. 
 

 
Obrázok č. 17 
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3. Záver  

Súčasný trend prudkého nástupu digitálnych technológií do života žiakov a aj škôl zákonite 
prináša otázky ich efektívneho využitia. Skúsenosti ukazujú, že pedagogický výskum aj 
v oblasti teórie vyučovania matematiky sa musí uberať týmto smerom. Zároveň je nevyhnutná 
tvorba kvalitných e-materiálov a e-testov pre využitie v školskej matematike. Vhodné je 
podľa nášho názoru využívať kvalitné voľne šíriteľné softvéry ako GeoGebra, HotPotatoes 
a Open-Sancore. Metodicko pedagogické centrá a aj Univerzity pripravujúce budúcich 
učiteľov matematiky by sa týmito otázkami mali v blízkej budúcnosti intenzívnejšie ako 
doteraz zaoberať. Veríme, že práve kvalifikovaným používaním inovatívnych metód 
vyučovania v digitálnej škole sa zastaví a možno až otočí trend poklesu obľúbenosti 
matematiky na základných a stredných školách. 
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PROSTOROVÉ ŘEŠENÍ APOLLONIOVÝCH ÚLOH 

POMOCÍ PROGRAMU CABRI 3D 

 

Jaroslav Krieg, Milan Vacka 

Vysoká škola technická a ekonomická v Českých Budějovicích 

 
Abstrakt: Příspěvek ukazuje na příkladu řešení některých Apolloniových úloh postup, který 

je zajímavým příkladem přenesení řešení rovinných úloh do prostoru. Výsledek řešení těchto 

planimetrických úloh pak získáme jako kolmý průmět získaného stereometrického řešení do 

roviny, ve které je úloha zadána. Řešení lze zkonstruovat jak prostředky deskriptivní 

geometrie, tak i např. pomocí software  CABRI 3D, který usnadní řešení Apolloniových úloh 

bez užití kruhové inverze. 

 

Klíčová slova: Apolloniovy úlohy, CABRI 3D, cyklografie. 

 

 

STEREOMETRIC SOLUTION APOLLONIUS’S PROBLEMS 

WITH CABRI 3D 

 

Abstract: The paper shows the example of solving some Apollonius’s problems procedure, 

which is an interesting example transferring of solutions plane problems in the area. The 

result of solving these plane  tasks then calculated as the orthogonal projection obtained 

stereometric solutions to the plane in which the problem is submitted. The solution can be 

constructed as a means of descriptive geometry, as well as using CABRI 3D software that 

facilitates the solution Apolloniových tasks without the use of circular inversion. 

Key words: Apollonius’s problems, CABRI 3D, cyklography. 

 

Apolloniovy úlohy, nazvané podle řeckého geometra a matematika Apollonia z Pergy (žil 

kolem roku 200 př. n. l.), řeší nalezení kružnice, zadané třemi z následujících prvků: 

a) bod, kterým hledaná kružnice prochází (označíme B), 

b) přímka, které se hledaná kružnice dotýká (označíme p), 

c) kružnice, které se hledaná kružnice dotýká (označíme k). 

Počet těchto úloh je  3

5
3 10

3
C

 
   

 
. 
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Jedná se o následující úlohy: 

Sestrojit kružnici, která: 

1. prochází třemi danými body, (BBB) 

2. prochází dvěma danými body a dotýká se dané přímky, (BBp) 

3. prochází dvěma danými body a dotýká se dané kružnice,  (BBk) 

4. prochází daným bodem a dotýká se dvou daných přímek,  (Bpp) 

5. prochází daným bodem a dotýká se dvou daných kružnic,  (Bkk) 

6. prochází daným bodem a dotýká se dané přímky a dané kružnice,  (Bpk) 

7. dotýká se tří daných přímek, (ppp)  

8. dotýká se dvou daných přímek a dané kružnice, (ppk) 

9. dotýká se dané přímky a dvou daných kružnic, (pkk) 

10. dotýká se tří daných kružnic. (kkk) 

Některé z uvedených úloh jsou triviální (osa úsečky, osa úhlu) a řeší je i žáci základních škol. 

Na středních školách pak studenti užívají ještě stejnolehlost. Zbývající úlohy jsou pak 

obvykle řešeny pomocí kruhové inverze. Méně známá je pak metoda řešení pomocí 

cyklografie, která uvedených 10 planimetrických úloh řeší stereometricky. K řešení 

uvedených úloh užijeme zjednodušení cyklografie bez zavedení orientace zadaných prvků, 

což pro naši potřebu bude dostačující. Prostorové úlohy provádíme v nezáporných z - ových 

souřadnicích. 

K pochopení následujícího je potřeba základních znalostí a pojmů deskriptivní geometrie. 

Mějme v rovině  kružnici  ;k S r , kde  ;S SS x y . Této kružnici přiřaďme v prostoru bod 

 ; ;S SS x y r  , viz obr. 1. 

Obr. 1 

 

 

 

Uvažujeme-li nyní množinu kružnic 1 2 3, , ,  k k k se středy 1 2 3,  , , S S S  v rovině  , které 

procházejí daným bodem A , leží množina bodů 1 2 3,  , , S S S    na kuželové ploše s vrcholem 

v bodě A , jejíž povrchové přímky svírají s  úhel 45 , viz obr. 2 a 3. 

Obr. 2       Obr. 3 
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Uvažujeme-li množinu kružnic 1 2 3, , ,  k k k se středy 1 2 3,  , , S S S  v rovině  , které se dotýkají 

přímky p , leží množina bodů 1 2 3,  , , S S S    v polorovinách   a  , jejichž hraničními 

přímkami a zároveň stopami je přímka p . Obě poloroviny   a   svírají s   úhel 45 , viz 

obr. 4 a 5. 

Obr. 4       Obr. 5 

 

 

 

 

Uvažujeme-li množinu kružnic 1 2 3, , ,  k k k  se středy 1 2 3,  , , S S S  v rovině  , které mají 

vnější dotyk s kružnicí    ; , ;S Sk S r S x y  , pak množina bodů 1 2 3,  , , S S S    leží na kuželové 

ploše s kladnými z - ovými souřadnicemi a vrcholem této plochy je bod  ; ;S SV x y r  . 

Povrchové přímky popsaného kužele svírají s rovinou   úhel 45  viz obr. 6 a 7. 

Obr. 6       Obr. 7 

  

 

 

 

Uvažujeme-li množinu kružnic 1 2 3, , ,k k k  se středy 1 2 3,  , , S S S v rovině  , které mají vnitřní 

dotyk s kružnicí    ; , ;S Sk S r S x y  , pak množina bodů 1 2 3,  , , S S S    leží na kuželové ploše 

s kladnými z - ovými souřadnicemi, vrcholem této plochy je bod  ; ;S SV x y r . Povrchové 

přímky tohoto kužele svírají s rovinou   úhel 45  viz obr. 8 a 9. 

Obr. 8       Obr. 9

  

Řešíme-li nalezení středů kružnic, které se dotýkají dvou daných přímek v rovině  , je 

výsledkem půdorys průsečnic polorovin dle obr. 5 obou přímek a jedná se tedy o půdorys 

polopřímek případně přímek. 
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Rovnice kuželových ploch z obrázků 3, 7 a 9 mají tvar  

     
2 2 2

A A Ax x y y z z     , 

kde vrchol kuželové plochy je  ; ;A A AA x y z . 

Hledáme-li průnikovou křivku dvou obecných kuželových ploch s vrcholy  ; ;A A AA x y z  a 

 ; ;B B BB x y z , řešíme soustavu rovnic 

     
2 2 2

A A Ax x y y z z     , 

     
2 2 2

B B Bx x y y z z     . 

Po úpravách obdržíme rovnici 

      2 2 2 2 2 22 2 2 0A B A B A B B A B A B Ax x x y y y z z z x x y y z z            , 

která je rovnicí roviny. Této rovnici vyhovují souřadnice společných bodů obou kuželových 

ploch, tedy přesně řečeno je průniková křivka uvedených kuželových ploch také rovinná 

křivka. 

Hledáme-li středy kružnic, které se dotýkají dané přímky a procházejí daným bodem v 

rovině  , je výsledkem půdorys průsečnic polorovin dle obr. 5 s kuželovou plochou dle obr. 

3. Vzhledem k tomu, že odchylka povrchových přímek kuželové plochy a odchylka 

uvedených rovin od roviny   je 45 , leží hledané středy kružnic na parabole. 

Řešíme-li nalezení středů kružnic, které se dotýkají dané přímky a kružnice v rovině  , je 

výsledkem půdorys průsečnic polorovin dle obr. 5 s kuželovou plochou dle obr. 7 případně 9. 

Protože odchylka povrchových přímek kuželové plochy a uvedených rovin od   je 45 , leží 

hledané středy kružnic opět na parabole. 

Hledáme-li středy kružnic, které procházejí dvěma danými body, případně daným bodem a 

dotýkají se dané kružnice, případně dotýkají se dvou daných kružnic v rovině  , je 

výsledným řešením půdorys průsečnic kuželových ploch dle obr. 3, 7, případně 9. Pokud 

neuvažujeme naše omezení na nezáporné z - ové souřadnice, pak se uvedené kuželové plochy 

obecně pronikají v obou svých částech a průniková křivka je tedy hyperbola. 

Řešíme-li tedy deset Apolloniových úloh z úvodu tohoto článku, stačí najít tyto průniky pro 

dvě dvojice prvků a pak najít jejich průsečíky. 

Řešení lze zkonstruovat jak prostředky deskriptivní geometrie, tak i např. pomocí software  

CABRI 3D. Program CABRI Geometrie je program tzv. typu Dynamical Geometry 

Environment (prostředí dynamické geometrie, zkratka DGE) a je vhodný pro všechny stupně 

škol, kde se učí geometrie (v rovině - CABRI Geometrie II Plus, v prostoru - CABRI 3D v2). 

Program CABRI 3D geometrie je kombinací interaktivní prostorové geometrie a 

matematického softwaru. Tradiční výuka trojrozměrné geometrie je poměrně obtížná a časově 

222



náročná. Cabri 3D ulehčuje konstrukci i složitých objektů a tím zároveň odstraňuje zdlouhavé 

konstrukce a přitom navíc přináší i výhody interaktivní geometrie. 

Podívejme se nyní na tři základní úlohy, které je nutné v prostoru vyřešit a pomocí nichž lze 

pak vyřešit všech deset Apolloniových úloh. 

1) Bk, BB, kk – hledáme průsečnici dvou kuželů; 

2) Bp, kp – hledáme průsečnici kužele a roviny; 

3) pp – hledáme průsečnici rovin. 

Ad 1) Řešení ukážeme na úloze Bk. 

Obr. 10 Zadání     Obr. 11 Dva pomocné kužele  

          

 

Obr. 12 Průsečnice kuželů (hyperbola)   Obr. 13 Konstrukce hyperboly 1h  a její 

kolmý průmět do roviny   
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Obr. 14 Kružnice 1 ,k k    - vnější dotyk,  Obr.15 Pohled na uvedená řešení kružnice 

2 ,k k   - vnitřní dotyk s  ;k S r    v nákresně  

 

 

Obr. 16 Pohled na celkové prostorové řešení 
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Ad 2) Řešení ukážeme na úloze Bp. 

Obr. 17 Pomocný kužel a rovina s jejich průsečnicí (parabola), včetně jejího průmětu do 

nákresny. Zakresleno jedno z řešení  ;k S r . 

 

Ad 3) Řešení úlohy pp. 

Obr. 18 Průsečnice pomocných rovin a její průmět do nákresny 
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Příklad: 

Pro ilustraci daných postupů řešme jednu z Apolloniových úloh Bpk (bod B a kružnice k leží 

uvnitř téže poloroviny určené přímkou p, bod B leží vně kružnice k), která se obvykle řeší 

užitím kruhové inverze. Poznamenejme, že úloha má v tomto zadání 3 řešení. 

Obr. 19 Celkový pohled na řešení v prostoru Obr. 20 Skryté povrchy kuželů 

                

 

Obr. 21 Skryté další konstrukční prvky Obr. 22 Pohled na celkové řešení (kružnice 

1 2 3, ,l l l ) v rovině zadání (nákresně) 
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Tato řešení lze tedy provádět s pomocí Cabri 3D a není nutné zavádět nové pojmy a 

konstrukce (např. metodu kruhové inverze) a úlohu lze tak řešit díky software Cabri 3D i 

prostředky dostupnými na střední škole. 

Úlohy je také možno využít ke geometrické definici paraboly a hyperboly jako množiny bodů 

daných vlastností. 

  

Literatura: 

[1] Seifert, L.: Cyklografie, Jednota českých mathematiků a fysiků Praha, 1949.  

[2] http://www.pf.jcu.cz/cabri/cabri3d/download/Cabri_3D_prirucka.pdf 
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GEOGEBRA3D 
 

Andreas Lindner 

Pädagogische Hochschule OÖ, Linz 

 
Extended abstract 
The new version of GeoGebra 5.0 provides a module for dynamic geometry in 3D. With this 
new module it is possible to create constructions of spatial geometry in connection with 
planar geometry. The procedure is analogous to the usual work in the graphics view used 
previously and requires no change in the operation of the program. 
 
Originally GeoGebra was designed as a program for the dynamic combination of geometry 
and algebra. Over time additional modules were added as for example spreadsheet and a 
computer algebra system (CAS). Currently work is proceeding on an extension for a 3D 
module which allows the representation of objects in a three dimensional coordinate system. 
The currently available beta version (November 2013) is already well advanced and provides 
an inside sight into the future version 5.0. 
 

 
Fig. 1: GeoGebra 3D with algebra, graphics and graphics view 3D 

 
The geometric objects created in Graphics View 3D are displayed as usual in algebraic form. 
In combination with the computer algebra system GeoGebraCAS thus a geometrical 
representation and a mathematical treatment of the problem are possible. 
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In GeoGebra, the individual modules are dynamically linked. If a change is made in one 
module (e.g. in the graphics view), this also has an impact on all other modules. Likewise, 
GeoGebra allows the dynamic interaction of the two-dimensional graphics window with the 
three-dimensional. In Figure 1 you can see a rectangle shown in the graphics view and also in 
the Graphics View 3D. 
 
Figure 1 also shows the 3D toolbar with a new set of modes for working in the Graphics View 
3D and the design bar placed in the window on the right.  
 
Users can choose between different projections such as  
 

View towards xy-plane   View towards xz-plane  View towards yz-plane 
 
Besides there are different types of projections like parallel project, perspective projection and 
others available. By changing the type of projections an object can be displayed in different 
ways. 
 

                          
           Parallel projection                               Perspective projection  

     
 

             Anaglyph 3D                                                     Oblique projection  
 

Fig. 2: The different projections in GeoGebra 3D 
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But also other geometric objects like cylinders, cones, spheres etc. can be displayed in 
GeoGebra 3D. 
 

 
Fig. 3: Cylinder and cone 

 
In the lecture examples from analytical geometry, calculus and some applications in natural 
science are presented. They are described in detail in the journal “South Bohemia 
Mathematical Letters”. 
 
 
Andreas Lindner  
Pädagogische Hochschule OÖ, Linz 
Kaplanhofstraße 40 
4020 Linz 
ÖSTERREICH 
andreas.lindner@ph-ooe.at 
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FYZICKÉ A POČÍTAČOVÉ MODELOVÁNÍ PŘI  
ŘEŠENÍ VYBRANÝCH ÚLOH ZE STEREOMETRIE 

 
Hana Mahnelová 

Gymnázium Nymburk 

 
Abstrakt: Výuka stereometrie na školách by neměla probíhat bez modelování. Experimento-
vání s fyzickými modely nebo pomocí dynamického softwaru přispívá k lepšímu prostorové-
mu vnímání. V článku se nejdříve zamýšlíme nad výhodami a nevýhodami fyzických a počí-
tačových modelů trojrozměrných objektů a mapujeme modely, které lze ve výuce použít. Ná-
sleduje stručný popis několika vybraných počítačových modelů vhodných pro výuku řezů 
těles a přístupných z internetu, a ukázky modelů pro výuku odchylky dvou rovin, které autor-
ka ve svých hodinách využívá.  
 
 
Klíčová slova: Modelování ve výuce stereometrie, fyzické modely těles, počítačové modelo-
vání. 
 
 

The physical and computer modelling in solving tasks of stereometry 
 

Abstract: The teaching of stereometry should not be realized without modelling. The exper-
imenting with physical models or by using dynamic software contributes to a better spatial 
perception. In the article we first think about the advantages and disadvantages of physical 
and computer models of three-dimensional objects and map the model that can be used in the 
classroom. The following thing is a brief description of a few selected computer models suit-
able for teaching sections of solids and accessible from the Internet and examples of models 
for teaching angle of two planes, that the author use in her lessons. 
 
Key words: Modelling in teaching of stereometry, physical models of solids, computer mod-
elling. 
 

1. Úvod 
Výuka stereometrie na střední škole patří z pohledu žáků tradičně k obtížným tématům. Při 
řešení polohových a metrických úloh si pomáhají zobrazením tělesa ve volném rovnoběžném 
promítání (dále VRP), přičemž jsou zadání problému často omezována pouze na základní 
tělesa, především krychli, kvádr, čtyřstěn a pravidelný čtyřboký jehlan. Na sestrojeném obra-
zu tělesa ve VRP pak konstruují rovinné řezy, průsečnici rovin, průnik přímky s rovinou (těle-
sem), přímku kolmou k rovině, rovinu kolmou k přímce, vzdálenosti bodů přímek, rovin, od-
chylku dvou přímek, odchylku přímky od roviny, odchylku dvou rovin. Správné geometrické 
znázornění umožní najít vhodný rovinný útvar, s jehož pomocí lze např. dopočítat požadova-
né vzdálenosti nebo odchylky. A právě chybné geometrické zobrazení se řadí mezi nejčastější 
chyby, kterých se žáci dopouštějí. Obvykle plynou z nedostatečné prostorové představivosti. 
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Použití vhodných modelů řadíme k základním předpokladům, jak žáky naučit řešit prostorové 
problémy.  
 

2. Modelování 
Modelování je aktivita, která přispívá k pochopení podstaty vlastností a vzájemných vztahů 
sledovaných objektů. Model chápeme jako užitečné zjednodušení skutečnosti, nikdy neodpo-
vídá realitě přesně. Jeho použití by mělo být směřováno ke konkrétnímu záměru, za určitým 
cílem. Modelování je třeba chápat jako součást interaktivního procesu, kdy na samém počátku 
formulujeme problém, jehož řešení hledáme s pomocí modelování. Modelováním dochází 
k vizualizaci celé situace včetně simulace důležitých vlastností a vztahů. Následným experi-
mentováním analyzujeme a verifikujeme dílčí kroky směřující k řešení. Poslední fází celého 
procesu je pak formulace odpovědi. 
 

3. Modely pro výuku stereometrie 
V současné době můžeme rozdělit modely určené pro výuku stereometrie do dvou kategorií: 
fyzické a počítačové. Posouzení užitečnosti určitého typu modelu je subjektivní záležitost 
a tak rozhodujícím faktorem jeho využití je názor a zkušenost učitele. Následující text nabíd-
ne ukázky obvykle využívaných druhů fyzických modelů a zmíní dostupné softwary vhodné 
pro počítačové modelování. 
 
Fyzické modely 
Hlavními fyzickými objekty jsou různé modely těles. Modelovací desky, papírové čtvrtky 
apod. slouží ke znázornění rovin. A jako přímky učitel obvykle používá dřevěné špejle. Fy-
zické modely těles můžeme klasifikovat např. podle materiálu, ze kterého jsou vyrobeny: 

a) Papírové – nabízejí možnost, aby si je každý žák vyhotovil sám. Síť tělesa lze získat 
z internetu, např. na stránkách http://www.korthalsaltes.com/, nebo ji můžeme se žáky 
vytvořit v některém počítačovém programu, obr. 1. Takto připravený model lze nastři-
hávat za účelem vsunutí roviny či přímky. Vidíme pak průnik vybraného objektu s po-
vrchem tělesa. Nevýhodou je snadná deformace papírového modelu, nemožnost vidět 
vnitřní části tělesa a většinou jednorázové použití. 
 

 
 

Obrázek 1 – Papírové modely, jejichž sítě byly vytvořeny v programu Cabri II Plus 
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b) Dřevěné – s těmi se na školách setkáváme asi nejčastěji, jsou pozůstatkem doby, kdy 
pomůcky do škol zajišťoval n. p. Komenium. Bývají větších rozměrů, některé z nich 
jsou rozkládací a většina vyrobena z těžkého dřeva, obr. 2. Původní sada obsahovala 
od každého základního tělesa pouze jeden kus. Zpravidla není v možnostech školy, 
aby každý žák jedné třídy mohl s takovým modelem při hodině pracovat. Materiál, ze 
kterého je vytvořen, zaručuje delší životnost, ale není možné do něj nějak fyzicky za-
sahovat, proto jeho použití je omezené. 
 

 
 

Obrázek 2 – Dřevěné modely 
 

c) Drátěné – také tyto typy modelů patří již historii, přesto je většina učitelů řadí 
k nejoblíbenějším. Umožňují prokládat tělesem roviny a přímky, čímž umocňují me-
todu názornosti. Na obr. 3 jsou ukázky drátěných modelů vyrobených podle požadav-
ků učitele. Jejich součástí jsou výška tělesa, tělesová úhlopříčka a vyznačené některé 
důležité odchylky. Opotřebováním dochází nejčastěji k uvolnění drátu v některém vr-
cholu tělesa. Takový defekt lze ale jednoduše opravit.  
 

 
 

Obrázek 3 – Drátěné modely těles 
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d) Plastové – dnes nejčastější nabídka trhu. Jedná se o kufříkové komplety s různými 
komponentami. Výrobce bývá převážně zahraniční, což se odráží na jejich ceně. Vý-
hodou je alternativní sestavování různých těles. Existují sady podobné drátěným mo-
delům, obr. 4, i varianty s plnými rovnými nebo oblými stěnami. 
 

 
 

Obrázek 4 – Plastové modely 
 
 
 Nejčastěji z plastu jsou také hračky, krabičky a různé věci denní potřeby, které lze také 

použít jako prostorové modely, obr. 6. 
 

 
 

Obrázek 5 – Plastové hračky jako modely těles 
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e) Kovové – ukázka využití dalších předmětů jako modelů těles. Obchody s domácími 
potřebami nabízejí cukrářské formičky českého výrobce, obr. 6, za rozumnou cenu. 
Také tyto lze dobře uplatnit jako názornou pomůcku. Materiál zaručuje jejich delší ži-
votnost. 
 

 
 

Obrázek 6 – Cukrářské formičky, další alternativa modelů těles 
 

f) Další – např. kombinování různých materiálů, včetně přírodních. Sezónním modelem 
(inspirováno reálnými ukázkami pana RNDr. D. Vallo Ph. D.) může být hranol nebo 
jehlan, jehož hrany tvoří dřevěné špejle, které jsou svými konci zapuštěny do kaštanů 
– vrcholů tělesa. Také modelína je vděčný materiál pro simulaci prostorových objektů, 
obr. 7.  
 

 
 

Obrázek 7 – Tělesa z modelíny 
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Počítačové modely 
Počítačové technologie, dostupnost internetu a technické vybavení škol dnes umožňují použít 
počítač jako didaktický prostředek vhodný k modelování. Známé jsou dynamické 2D geome-
trické programy, ve kterých lze modelovat prostorová tělesa např. užitím některé ze zobrazo-
vacích metod (VRP apod.). Mezi nejrozšířenější na středních školách patří komerční Cabri II 
Plus a volně dostupný program GeoGebra. Existují také specializované 3D softwary, uveďme 
např. Cabri 3D, Archimedes Geo 3D, Sketchup. (Freeware program GeoGebra připravuje 3D 
geometrii od verze 5.) Dynamické obrázky v nich vytvořené mohou však u někoho vyvolat 
pocit nepřehlednosti, a to především proto, že se stále jedná o transformaci 3D prostoru do 
roviny. Nemohou tak nikdy nahradit hmotný model.  
Také na internetu můžeme najít mnoho materiálů vytvořených pomocí programů dynamické 
geometrie a vhodných do výuky stereometrie. Jedná se o obrázky statické nebo dynamické. 
Vybíráme téma sestrojení řezu tělesa rovinou, protože je důležitým předpokladem pro řešení 
dalších typů stereometrických úloh. Jako počáteční ukázku první skupiny obrázků uvádíme 
http://kag.upol.cz/juklova/2rocnik/GKO4.html. Webová stránka nabízí několik příkladů kon-
strukční stereometrie řešených v programu GeoGebra. Postup je krokován a jednotlivé kroky 
odkrývány podle nastaveného časového údaje, který lze upravit podle potřeby. Řešení je 
možné přehrát opakovaně. Ke každé úloze je přidán komentář metody řešení. Učitel toto mů-
že žákům při promítání přes dataprojektor skrýt a žáci mají příležitost si celou situaci zopako-
vat samostatně doma. Kladně hodnotíme ukázky netradičních těles (kosý jehlan) a jiných po-
hledů na těleso, než je nejčastěji užívaný pravý nadhled. Další statický povedený materiál, 
který se zdá být spíše vhodnější pro domácí samostatnou přípravu žáků nabízí stránky 
http://www.gvp.cz/~vinkle/mafynet/GeoGebra/matematika/stereometrie/01_rezy/rezy.html.  
Jeden z dynamických materiálů, který zaujal, najdeme na webových stránkách prostředí Geo-
GebraTube http://www.geogebratube.org/material/show/id/5038. Manipulací s posuvníky lze 
otáčet tělesem a měnit jeho rozměry. Spolu s transformací tělesa sledujeme chování řezu ro-
vinou. Další pěkně zpracovanou úlohu na řez tělesa rovinou najdeme na webové adrese 
http://www.geogebratube.org/student/m29516. I tady je možné krychli zvětšit nebo zmenšit 
a samozřejmě otáčet. Počet všech potřebných objektů v nákresně už ale vyvolává dojem složi-
tého obrázku.  
Ukazuje se, že dynamické počítačové modely jsou vhodné pro ověření (verifikaci) poloho-
vých vztahů mezi bodem a přímkou, mezi dvěma přímkami, mezi dvěma rovinami, případně 
pro znázornění jednodušších úloh na řez tělesa rovinou. Jejich nevýhody vznikají z problémů 
samotné transformace 3D do 2D, což se projevuje kupříkladu při zachování konvexnosti vy-
značené odchylky či zachování správné viditelnosti při manipulaci s objektem. A v některých 
případech bývá nepřehledný celý obrázek. Mezi přednosti počítačového modelování patří také 
možnost ukázat řešení stereometrických problémů na nepravidelných tělesech. 
 

4. Odchylka dvou rovin 
Geometrické znázornění odchylky dvou různoběžných rovin a následně jejich výpočet řadíme 
k vrcholným úlohám středoškolské stereometrie. Modelování a experimentování při výuce 
tohoto tématu má velký význam. Názornosti fyzických 3D modelů obvykle nedosáhne model 
počítačový. Na obrázku 8 je modelováno měření odchylky sousedních stěn pravidelného čtyř-
stěnu pomůckou, která je součástí jedné plastové stavebnice. Měření pochopitelně není přes-
né, ale pokud necháme žáky s předmětem manipulovat, sami objeví význam roviny kolmé 
k zadaným rovinám. 

236

http://kag.upol.cz/juklova/2rocnik/GKO4.html
http://kag.upol.cz/juklova/2rocnik/GKO4.html
http://kag.upol.cz/juklova/2rocnik/GKO4.html
http://www.gvp.cz/%7Evinkle/mafynet/GeoGebra/matematika/stereometrie/01_rezy/rezy.html
http://www.geogebratube.org/material/show/id/5038
http://www.geogebratube.org/student/m29516


 
 

Obrázek 8 – Experimentální měření odchylky sousedních stěn tělesa 

Ve školní praxi se také dobře osvědčilo modelování na modelínové ploše, obr. 9. Ke znázor-
nění rovin používáme plastové desky, jako přímky dobře poslouží špejle.  
 

 
 

Obrázek 9 – Model odchylky rovin 
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Abychom ušetřili čas, můžeme připravit pro žáky pracovní list. Zobrazení vybraných těles 
vytvořit pomocí počítače a jednoduše zkopírovat do příslušného dokumentu. Žáci si pak do 
jeho tištěné verze zakreslují potřebné útvary, které mohou pro lepší názornost například ba-
revně odlišit, obr. 10. Takové pracovní listy jsou užitečným doplňkem vlastního modelování.
 

 
 

Obrázek 10 – Pracovní listy pro řešení odchylky dvou rovin 

 

Vyzkoušeli jsme řešení podobných úloh 
také s pomocí počítače. V programu Geo-
Gebra učitel vytvořil dynamický model 
tělesa. Pohybem červeným bodem se těleso 
otáčí podél svislé osy. Žáci samostatně 
pomocí nástrojů programu GeoGebra, je-
hož jednoduché ovládání zvládnou 
i začátečníci, zkonstruovali potřebné objek-
ty pro nalezení správného úhlu, obr. 11, 12, 
a poté do sešitu provedli vlastní výpočet. 
Učitel může mít připraveno řešení a po-
stupně jej žákům rozkrývat.   
              Obrázek 11 – Odchylka dvou rovin pomocí počítače 
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Obrázek 12 – Odchylka dvou rovin s odkrytým krokovaným řešením 

Ukázalo se, že většině žáků rotace tělesa kolem jedné osy k přiblížení reality stačí. V obrázku 
se orientovali dobře, s konstrukčním řešením si poradili i slabší žáci. 

 

5. Závěr 
Modelování je nepostradatelnou součástí poznávacího a objevovacího procesu. Důležitým 
předpokladem efektivního užití modelů při výuce geometrie v prostoru je znalost základních 
stereometrických pojmů, především určenosti roviny, polohových vlastností přímek a rovin, 
kritéria rovnoběžnosti přímek a rovin, kritéria kolmosti přímek a rovin, definice vzdáleností 
bodů, přímek a rovin, definice odchylek přímek a rovin. Nezanedbatelnou roli hraje také zna-
lost základů rovinné geometrie. Modelů, které lze použít ve výuce stereometrie, je mnoho. Jak 
bylo řečeno, posouzení jejich výhod či nevýhod je výhradně subjektivní záležitost a tak záleží 
na učiteli, které ve své hodině použije. Podstatné je, aby skutečně na školách žáci s modely 
pracovali, protože dobře se orientovat v rovinném znázornění prostorového objektu a součas-
ně si uvědomit platné vztahy mezi objekty v prostoru vyžaduje jisté zkušenosti. A jak ukazuje 
školní praxe, práce s modely fyzickými nebo počítačovými činí hodinu atraktivnější, žáci oží-
vají a jsou dobře motivováni. 

Literatura 

[1] PELÁNEK, Radek. Modelování: obecné principy. In: [online]. [cit. 2013-9-20]. Dostupné z: 
http://www.fi.muni.cz/~xpelanek/IV109/slidy/modelovani.pdf 

 
Mgr. Hana Mahnelová, Ph.D. 
Gymnázium Nymburk 
Komenského 779, 280 40 Nymburk 
h.mahnelova@seznam.cz 

239



INTERAKTIVNÍ POMŮCKY V PROGRAMU

GEOGEBRA JAKO DOPLNĚK STUDIJNÍCH

MATERIÁLŮ PRO ZÁKLADNÍ KURZY

MATEMATIKY NA VŠB-TU OSTRAVA

Zuzana Morávková

VŠB - Technická univerzita Ostrava

Abstrakt: Studijńı materiály k předmět̊um Matematika I a II, jejichž obsahem je dife-
renciálńı a integrálńı počet jedné a v́ıce proměnných, lineárńı algebra a analytická geo-
metrie, byly rozš́ı̌reny o interaktivńı pomůcky, vytvořené v programu GeoGebra a volně
dostupné na webu. V článku si podrobně poṕı̌seme tvorbu pomůcky pro řešeńı soustav
lineárńıch rovnic.

Kĺıčová slova: GeoGebra, interaktivńı pomůcky k výuce

Interactive Tools in GeoGebra as a Part of Learning Materials
for Math Courses at the VŠB-Technical University of Ostrava.

Abstract: Study materials for the subjects Mathematics I and II (differential and in-
tegral calculus, linear algebra and analytic geometry) have been enlarged by interactive
tools, created in GeoGebra and freely available on the web. The tool for linear system is
described in the article.

Key words: GeoGebra, interactive tools

1 Úvod

V rámci projektu FRVŠ vznikly na naš́ı katedře nové studijńı materiály pro učivo předmět̊u
Matematika I (diferenciálńı počet funkce jedné proměnné, základy lineárńı algebry a
analytické geometrie) a Matematika II (integrálńı počet, diferenciálńı počet funkćı dvou
proměnných, základy diferenciálńıch rovnic).

Součást́ı těchto materiál̊u je i řada interaktivńıch pomůcek vytvořených v programu
GeoGebra, které jsou dostupné na GeoGebraTube http://www.geogebratube.org/user/
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profile/id/7057 a pomáhaj́ı k lepš́ımu pochopeńı dané problematiky. V tomto článku
ukážeme podrobný postup tvorby interaktivńı pomůcky pro řešeńı soustavy tř́ı lineárńıch
rovnic pro tři neznámé.

2 Soustava tř́ı lineárńıch rovnic pro tři neznámé

Prvky matice soustavy a vektoru pravých stran budeme zadávat pomoćı Tabulky. V jedné
nákresně bude umı́stěna soustava lineárńıch rovnic a jej́ı maticový tvar a dále interaktivńı
texty, které na kliknut́ı zobraźı jednotlivé část́ı řešeńı. V druhé nákresně je zobrazena
rozš́ı̌rená matice soustavy v Jordanově tvaru, informace o počtu řešeńı podle Frobeniovy
věty a řešeńı. Aplikaci najdete na GeoGebraTube na adrese: http://www.geogebratube.
org/student/m40461 Náhled pomůcky je zobrazen na obrázku 1:

Obrázek 1: Náhled interaktivńı pomůcky

Tabulka

Zobraźıme náhled Tabulka, ve kterém se budou zadávat prvky matice soustavy a vektoru
pravých stran. Nastav́ıme barvy pozad́ı buněk pro lepš́ı přehlednost a vytvoř́ıme objekty
A a b:
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• Nastav́ıme barvu pozad́ı v buňkách tabulky.
Pro prvky matice soustavy A na světle r̊užovou:
NastavitBarvuPozadi[B2,1,0.8,0.8] NastavitBarvuPozadi[C2,1,0.8,0.8]

NastavitBarvuPozadi[D2,1,0.8,0.8] NastavitBarvuPozadi[B3,1,0.8,0.8]

NastavitBarvuPozadi[C3,1,0.8,0.8] NastavitBarvuPozadi[D3,1,0.8,0.8]

NastavitBarvuPozadi[B4,1,0.8,0.8] NastavitBarvuPozadi[C4,1,0.8,0.8]

NastavitBarvuPozadi[D4,1,0.8,0.8]

A pro pravou stranu ~b na světle zelenou:
NastavitBarvuPozadi[F2,0.8,1,0.8] NastavitBarvuPozadi[F3,0.8,1,0.8]

NastavitBarvuPozadi[F4,0.8,1,0.8]

• Z č́ısel v buňkách tabulky vytvoř́ıme matice.
Matice soustavy A={{B2, C2, D2}, {B3, C3, D3}, {B4, C4, D4}}

Vektor pravých stran b={{F2}, {F3}, {F4}}

Nákresna

• V Nákresně dále zobraźıme soustavu lineárńıch rovnic v maticovém tvaru:

Vytvoř́ıme text s matićı A a nastav́ıme r̊užovou barvu:
text0A=LaTeX[A]

NastavitBarvu[text0A,1,0.4,0.4]

Vektor neznámých:
text0x = LaTeX["\cdot{\left(\begin{array}{c}

x_1\\ x_2\\ x_3\end{array}\right )="]

Vytvoř́ıme text s vektorem b a nastav́ıme zelenou barvu:
text0b=LaTeX[b]

NastavitBarvu[text0b,0.1,0.8,0.1]

• Zobraźıme soustavu lineárńıch rovnic:

Nástrojem vlož́ıme text ve formátu LaTeXového vzorce, hodnoty koeficient̊u sou-
stavy vlož́ıme jako objekty:
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\begin{eqnarray}

B2 x_1+ C2 x_2+ D2 x_3 &=& F2 \\

B3 x_1+ C3 x_2+ D3 x_3 &=& F3 \\

B4 x_1+ C4 x_2+ D4 x_3 &=& F4 \\

\end{eqnarray}

• Nyńı si nastav́ıme proměnnou, která bude ř́ıdit zobrazováńı jednotlivých část́ı řešeńı.
Proměnnou nazveme krok a pé kliknut́ı na jednotlivé texty se nastav́ı hodnota
proměnné krok a zobraźı se př́ıslušná část řešeńı.

Do Vstupńıho pole zadáme krok=0

Vlož́ıme text \underline{1. Rozšı́řená matice v Jordanově tvaru}

A ve vlastnostech tohoto objektu, záložka Skriptováńı, Po kliknut́ı zaṕı̌seme skript:
NastavitHodnotu[krok,1]

Obdobně vlož́ıme text: \underline{2. Informace o počtu řešenı́ (Frobeniova

věta)}

se skriptem NastavitHodnotu[krok,2]

a nakonec vlož́ıme text \underline{3. Řešenı́}

se skriptem NastavitHodnotu[krok,3]

Nákresna 2

Část řešeńı - 1. Rozš́ı̌rená matice v Jordanově tvaru

• Vytvoř́ıme rozš́ı̌renou matici soustavy:
AR={{B2, C2, D2, F2}, {B3, C3, D3, F3}, {B4, C4, D4, F4}}

a jej́ı Jordan̊uv tvar spoč́ıtáme př́ıkazem GeoGebry:
AS=SchodovityTvar[AR]

• Zobraźıme rozš́ı̌renou matici a jej́ı Jordan̊uv tvar:

Pomoćı nástroje vlož́ıme text A:b= AR ∼ AR

A ve vlastnostech tohoto objektu, záložka Pro pokročilé, Podmı́nky zobrazeńı zaṕı̌seme
podmı́nku krok>=1
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Část řešeńı - 2. Informace o počtu řešeńı (Frobeniova věta)

• Spoč́ıtáme hodnost matice soustavy hA=Hodnost[A]

a hodnost matice rozš́ı̌rené hAR=Hodnost[AR]

• Informace o hodnostech vyṕı̌seme pomoćı textu:
hodnost matice h(A) = hA \\

hodnost matice rozšı́řené h(A:b) = hAR \\

počet neznámých n = 3

A ve vlastnostech tohoto objektu, záložka Pro pokročilé, Podmı́nky zobrazeńı zaṕı̌seme
podmı́nku krok>=2

• Pro soustavu tř́ı lineárńıch rovnic pro tři neznámé mohou nastat následuj́ıćı př́ıpady:

a) soustava nemá řešeńı;

b) soustava má jedno řešeńı;

c) soustava má nekonečně mnoho řešeńı závislých na jednom parametru;

d) soustava má nekonečně mnoho řešeńı závislých na dvou parametrech;

e) soustava má nekonečně mnoho řešeńı závislých na třech parametrech.

Pro každý z těchto př́ıpad̊u vlož́ıme na stejné mı́sto v Nákresně text a nastav́ıme
podmı́nku zobrazeńı:

a) text h(A) 6= h(A|b) a proto nemá soustava řešenı́

s Podmı́nkou zobrazeńı (krok >= 2) ∧ (hA6=hR)

b) text h(A) = h(A|b) ∧ h(A)=n a proto má jedno řešenı́

s Podmı́nkou zobrazeńı (krok >= 2) ∧ (hA==hR) ∧ (hA==3)

c) text h(A) = h(A|b) ∧ h(A)6=n a proto má nekonečně mnoho řešenı́

závislých na n-h(A)=1 parametru

s Podmı́nkou zobrazeńı (krok >= 2) ∧ (hA==hR) ∧ (hA==2)

d) text h(A) = h(A|b) ∧ h(A)6=n a proto má nekonečně mnoho řešenı́

závislých na n-h(A)=2 parametrech

s Podmı́nkou zobrazeńı (krok >= 2) ∧ (hA==hR) ∧ (hA==1)

e) text h(A) = h(A|b) ∧ h(A)6=n a proto má nekonečně mnoho řešenı́

závislých na n-h(A)=3 parametrech

s Podmı́nkou zobrazeńı (krok >= 2) ∧ (hA==hR) ∧ (hA==0)

Část řešeńı - 3. Řešeńı

• Pro vyjádřeńı řešeńı budeme potřebovat následuj́ıćı prvky rozš́ı̌rené matice v Jor-
danově tvaru:
r12=Prvek[AS,1,2] r13=Prvek[AS,1,3] r14=Prvek[AS,1,4]

r23=Prvek[AS,2,3] r24=Prvek[AS,2,4] r34=Prvek[AS,3,4]

244



• Pro každý z těchto př́ıpad̊u vlož́ıme na stejné mı́sto v Nákresně tvar řešeńı a na-
stav́ıme podmı́nku zobrazeńı:

a) Nástrojem vlož́ıme text řešenı́ neexistuje

s Podmı́nkou zobrazeńı (krok >= 3) ∧ (hA6=hR)

Př:  1 0 0 : 3
0 1 0 : 7
0 0 0 : 1


b) V př́ıpadě, že má soustava jedno řešeńı, tak je tvořeno prvky v posledńım

sloupci rozš́ı̌rené matice v Jordanově tvaru, vlož́ıme tedy text:
\vec{x}=\left( \begin{array}{r}

r14 \\

r24 \\

r34 \\

\end{array}\right)

s Podmı́nkou zobrazeńı (krok >= 3) ∧ (hA==hR) ∧ (hA==3)

Př:  1 0 0 : 3
0 1 0 : 7
0 0 1 : 1

 ~x =

 3
7
1


c) Pokud má soustava nekonečně mnoho řešeńı zavislých na jednom parametru,

tak mohou nastat dvě možnosti.

(i) Lze-li zvolit jako parametr x3, pak má řešeńı tvar:
\vec{x}=\left( \begin{array}{r}

r14 - r13 t \\

r24 - r23 t \\

t \\

\end{array}\right))\quad t\in R

s Podmı́nkou zobrazeńı (krok>=3) ∧ (hA==hR) ∧ (hA==2) ∧ (r13 6=0)

Př:  1 0 4 : 3
0 1 2 : 7
0 0 0 : 0

 ~x =

 3− 4t
7− 2t

t

 t ∈ R

(ii) Nelze-li zvolit jako parametr x3, pak zvoĺıme x2 a řešeńı má tvar:
\vec{x}=\left( \begin{array}{r}

r14 - r12 t \\

t \\

r24 \\

\end{array}\right))\quad t\in R

s Podmı́nkou zobrazeńı (krok>=3) ∧ (hA==hR) ∧ (hA==2) ∧ (r13==0)

Př:  1 2 0 : 3
0 0 1 : 7
0 0 0 : 0

 ~x =

 3− 2t
t
7

 t ∈ R
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d) V př́ıpadě nekonečně mnoha řešeńı závislých na dvou parametrech je soustava
tvořena jednou rovnićı. Zavedeme tedy parametry za neznámé x3 a x2. Z rovnice
pak vyjádř́ıme neznámou x1.
\vec{x}=\left( \begin{array}{r}

r14 - r13 t - r12 p \\

p \\

t \\

\end{array}\right))\quad t\in R\quad p\in R

s Podmı́nkou zobrazeńı (krok >= 3) ∧ (hA==hR) ∧ (hA==1)

Př:  1 2 4 : 3
0 0 0 : 0
0 0 0 : 0

 ~x =

 3− 4t− 2p
p
t

 t, p ∈ R

e) V př́ıpadě, že je matice A matićı nulovou a vektor ~b nulovým vektorem, pak
má řešeńı tvar:
\vec{x}=\left( \begin{array}{r}

s \\

p \\

t \\

\end{array}\right))\quad t\in R\quad p\in R\quad s\in R

s Podmı́nkou zobrazeńı (krok >= 3) ∧ (hA==hR) ∧ (hA==0)

Př:  0 0 0 : 0
0 0 0 : 0
0 0 0 : 0

 ~x =

 s
p
t

 t, p, s ∈ R

3 Poděkováńı

Problematika je řešena v projektu FRVŠ 1103/2013 ,,Vytvořeńı e-learningových kurz̊u s
multimediálńımi studijńımi materiály pro matematické předměty na vybraných fakultách
Vysoké školy báňské - Technické univerzity Ostrava“.
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GRAFICKÉ ŘEŠENÍ ROVNIC A JEJICH SOUSTAV 

 

Mgr. Jitka Nováková 

SPŠ strojní a stavební Tábor 

 

Abstrakt: Grafické řešení rovnic a jejich soustav je účinná metoda, jak vysvětlit, kolik 
různých řešení může daný typ rovnice nebo soustavy rovnic mít. Žáci porozumí významu 
věty „ Rovnice má nekonečně mnoho řešení“. V případě lineární rovnice si pomocí grafického 
znázornění rovnice lépe poradí s „problémovými“ případy typu 0x = 0, 0x = b. Vytvoření 
vazby mezi rovnicí a jejím grafickým znázorněním později žáci využijí v analytické geometrii 
při řešení úloh o vzájemné poloze útvarů.  

 

Klíčová slova: rovnice, soustavy rovnic, grafické řešení.  

 

 

Graphical solving equations and their sets 

 

Abstract:  Graphical solving equations and their sets is an efficient method how to explain 
how many various solutions the type of the equation or the set can have. Student understand 
the meaning of this sentence: „The equation has an endless number of solutions.“ In the case 
of a linear equation, the students using a graphical representation can deal better with tasks 
such as 0x=0, 0x=5. The link between an equation and its graphical representation is used 
later in analytical geometry, when the students solve the tasks about mutual positions of 
objects. 

 

Key words: equation, set of two equations, graphical solving. 
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Úvod 

Cílem článku je zdůraznit výhody grafického řešení rovnic a jejich soustav ve výuce 
matematiky na střední škole. Ukázat, ve kterých kapitolách se dá grafické řešení použít. 
Upozornit na nutnost zadat rovnici jednoznačně a řešení zapsat pomocí pravdivostního oboru. 
Všechny pracovní listy jsou vytvořeny v programu  GeoGebra. Ovládají se pouze použitím 
„posuvníku“, není nutná znalost práce s GeoGebrou. Listy slouží jako podpora výkladu 
učitele nebo jako podklady pro samostudium.  

1. Rovnice 

1.1. Lineární rovnice  

Lineární rovnici můžeme zavést pomocí lineární funkce v rámci určení průsečíku funkce 
s osou x. Pohybem bodu X po ose x ukážeme, že hledaný bod má souřadnice[x;0] (obr. 1).   
Dosazením do rovnice lineární funkce y = ax+b získáme lineární rovnici 0= ax+b, tedy 
rovnici ve tvaru, jaký uvádí definice v učebnici.        

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Obr. 1: Bod na ose x 

 

Následuje určení průsečíku, početně i graficky. Ukážeme souvislost mezi počtem řešení 
rovnice a počtem průsečíků funkce s osou x (Obr. 2). 

 

 

 

posuvník 
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Obr. 2: Určení průsečíku lineární funkce s osou x 
 

Výhoda grafického řešení se ukáže při řešení rovnice 0x = 0 a 0x+b=0. V tomto typu rovnic 
žáci často chybují. Zobrazením grafu příslušné funkce okamžitě vidí, jestli rovnice nemá 
řešení (Obr. 3) nebo má nekonečně mnoho řešení (Obr. 4).  

Obr. 3: Lineární rovnice, která nemá řešení 
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Obr. 4: Lineární rovnice, která má nekonečně mnoho řešení 

 

1.2. Kvadratická rovnice řešená v oboru reálných čísel 

Také kvadratickou rovnici můžeme zavést pomocí kvadratické funkce y = ax2 + bx + c, 
včetně podmínky, že a se nesmí rovnat 0. Ukážeme, že rovnice může mít dvě různá řešení 
(Obr. 5), jeden dvojnásobný kořen (Obr. 6) nebo nemá žádné řešení (Obr. 7).  

 

 

 

 

 

 

 

 

Obr. 5: Kvadratická rovnice s dvěma kořeny 
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Obr. 6: Kvadratická rovnice s dvojnásobným kořenem 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Obr. 7: Kvadratická rovnice, která nemá řešení 

Grafické řešení názorně ukáže, proč kvadratická rovnice nikdy nemůže mít nekonečně mnoho 
řešení, jako měla lineární rovnice. Na obrázku se zobrazuje hodnota diskriminantu. Necháme 
žáky popsat závislost počtu řešení kvadratické rovnice na hodnotě D. Následně je naučíme 
řešit kvadratickou rovnici pomocí diskriminantu. 
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1.3. Exponenciální rovnice 

Když se žáci poprvé setkají při řešení exponenciální rovnice s případem, že mocnina ax 
nabývá záporné hodnoty, většinou nevědí, jak dál rovnici řešit. Příkladem může být rovnice: 
2x = -2  

Použitím grafického řešení žáci okamžitě vidí, že daná rovnice řešení nemá (Obr. 8). 

 

Obr. 8: Řešení exponenciální rovnice 
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2. Soustavy rovnic 

2.1. Soustava dvou lineárních rovnic o dvou neznámých 

Soustava dvou lineárních rovnic o dvou neznámých je jeden z mála případů, kdy se grafická 
metoda uvádí jako jeden z možných způsobů řešení soustavy (Obr. 9). Z obrázku je vidět, že 
řešením soustavy je uspořádaná dvojice čísel, která představuje souřadnice průsečíku přímek. 
Žáci si uvědomí, že i při celočíselných hodnotách koeficientů rovnic málokdy vyjde 
celočíselné řešení soustavy. (Učitel většinou zadává rovnice tak, aby „to hezky vycházelo“. 
Žáci tak mohou podlehnout dojmu, že výsledek, který není celočíselný, je určitě špatně) 

Obr. 9: Soustava lineárních rovnic 

Při řešení soustavy se setkáme s  případem, kdy a = k.a‘,  b = k.b‘ ale c není k násobkem c‘. 
Zobrazené přímky nemají žádný společný bod, neexistuje žádná uspořádaná dvojice čísel x, y 
která by danou soustavu řešila (Obr. 10). 
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Obr. 10: Soustava lineárních rovnic, která nemá řešení 

Největší přínos grafického řešení ukáže obrázek (Obr. 11), který znázorňuje soustavu 
závislých lineárních rovnic. 

Je vidět, že nestačí odpovědět: „ Soustava má nekonečně mnoho řešení“. Řešení by mělo být 
zapsané ve tvaru uspořádané dvojice, vyjádřené pomocí parametru. Volbou parametru t pak 
ukážeme, že vypočtená dvojice představuje bod na přímce. 

 

Obr. 11: Soustava rovnic má nekonečně mnoho řešení 
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2.2. Soustava lineární a kvadratické rovnice 

V tomto případě musíme žákům prozradit, že kvadratická rovnice představuje kuželosečku. 
Na obrázku (Obr. 12) se jedná o kružnici. Určujeme tedy vzájemnou polohu přímky a 
kružnice. Zobrazením hodnoty diskriminantu by si žáci měli uvědomit souvislost mezi 
hodnotou D a  počtem řešení soustavy (Obr. 13 , Obr. 14). 

Obr. 12: Soustava kvadratické a lineární rovnice, která má dvě řešení 
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Obr. 13: Soustava kvadratické a lineární rovnice, která má dvojnásobný kořen 

Obr. 14: Soustava kvadratické a lineární rovnice, která nemá řešení 
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3. Problematika odpovědi „Rovnice má nekonečně mnoho řešení“ 

Co všechno se může skrývat pod odpovědí, že rovnice má nekonečně mnoho řešení?  
Všechna reálná čísla v případě lineární rovnice (Obr. 15). 

Obr. 15: Lineární rovnice 

V případě soustavy lineárních rovnic množina uspořádaných dvojic, které popisují body ležící 
na přímce (Obr. 16)  

Obr. 16: Soustava závislých lineárních rovnic 
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Obrázek názorně ukazuje, že nezáleží na tom, za kterou neznámou volíme parametr. Obě 
uvedená řešení vytvářejí stejnou uspořádanou dvojici čísel. 

Goniometrická rovnice má nekonečně mnoho řešení, zapsaných pomocí periody (Obr. 17). 

 

Obr. 17: Goniometrická rovnice 

259



4. Záleží na číselném oboru, ve kterém máme rovnici řešit? 

V tomto odstavci nám grafické řešení ukáže, jak neúplné zadání rovnice zásadně ovlivní její 
řešení. Pokud zadáme žákům úkol:“ Vyřešte rovnici 2x + 10 = 0 a řešení zobrazte“, vytvoří 
většinou toto řešení (Obr. 18). 

Obr. 18: Žákovské řešení 

Když stejnou rovnici zadáte do příkazového řádku GeoGebry, objeví se jiné řešení (Obr. 19). 

 

 

 

 

Obr.19: GeoGebra řešení 

Vysvětlení je jednoduché: Žáci řešili rovnici v R, GeoGebra v RxR. Pokud půjdeme ještě dále 
a budeme rovnici řešit v RxRxR, řešením budou všechny body ležící v rovině určené rovnicí 
x = -5 (Obr. 20). 
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Obr. 20: Řešení v RxRxR 

Vidíme, jak důležité je u rovnice uvádět, v jakém oboru má být řešena. 

 

Závěr 

Jak bylo řečeno v úvodu, článek se snaží na konkrétních případech přesvědčit čtenáře 
o výhodách grafického řešení rovnic a jejich soustav. Ukazuje na nutnost zapisovat řešení 
rovnic a jejich soustav pomocí pravdivostního oboru, zejména v případě nekonečně mnoha 
řešení. Na jednoduché rovnici předvede, jak neúplné zadání ovlivní její řešení. Vytvořenou 
vazbu mezi soustavou rovnic a jejím grafickým řešením žáci využijí například v analytické 
geometrii při řešení úloh o vzájemné poloze útvarů. S použitím GeoGebry jsou všechny 
obrázky interaktivní a práce s nimi je pro žáky snadná a zajímavá. Všechny zobrazené 
pracovní  listy jsem vytvořila v rámci projektu Matematech a jsou dostupné na jeho stránkách.  
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PODPORA VÝUKY MATEMATIKY

E-LEARNINGOVÝMI KURZY

S MULTIMEDIÁLNÍMI STUDIJNÍMI

MATERIÁLY

Radomı́r Paláček, Dagmar Dlouhá
VŠB - Technická univerzita Ostrava

Abstrakt: Tento př́ıspěvek popisuje projekt Vytvořeńı e-learningových kurz̊u s mul-
timediálńımi studijńımi materiály pro matematické předměty na vybraných fakultách
VŠB-TU Ostrava, který si klade za ćıl vytvořit e-learningové kurzy s multimediálńımi
studijńımi materiály pro matematické předměty. Projekt je zaměřen na studenty kombi-
novaného studia.

Kĺıčová slova: GeoGebra, pracovńı list, matematika I, matematika II, aplikovaná úloha.

The support of mathematics by e-learning courses
with multimedia materials

Abstract: This contribution provides a description of the project with name The cre-
ation of the e-learning courses with multimedia materials for education in mathematical
subjects for several faculties of VŠB-TU Ostrava. The main aim of this project is to create
e-learning courses with multimedia materials for education in mathematical subjects. Pro-
ject is focuses on combined studies students.

Key words: GeoGebra, worksheet, mathematics I, mathematics II, applied task.

1 Řešeńı projektu

1.1 Výchoźı stav

Projekt je zaměřen na studenty kombinovaného studia předmět̊u Matematika I (Bakalářská
Matematika I) a Matematika II (Bakalářská Matematika II) na Fakultě metalurgie a ma-
teriálového inženýrstv́ı, Hornicko-geologické fakultě a Fakultě stavebńı VŠB–TU Ostrava.
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Důvod, proč tento projekt vznikl je nestatečný počet výukových a konzultačńıch hodin,
velký objem student̊u a výuka ve vzdálených konzultačńıch středisćıch (Most, Havĺıčk̊uv
Brod, Praha, atd.).

1.2 Realizace

Na projektu se pod́ıĺı autorský kolektiv složený ze sedmi člen̊u Katedry matematiky
a deskriptivńı geometrie VŠB-TU Ostrava. Autoři maj́ı zkušenosti z předchoźıch projekt̊u
v rámci kterých vznikly studijńı opory (www.studopory.vsb.cz) a skripta použ́ıvané
v předmětech, jejichž výuka je zajǐst’ována naš́ı katedrou. Př́ıpravu tohoto projektu jsme
zajistili př́ıpravou autor̊u, kteř́ı absolvovali kurzy a semináře, které řádně ukončili a źıskali
osvědčeńı ve formě certifikátu:

• Efektńı a efektivńı přednáška,

• Metodika př́ıpravy výuky,

• Prezenčńı techniky,

• Distančńı opory,

• Zásady pro vedeńı semináře či cvičeńı,

• E-learningový kurz e-learningu.

1.3 Zp̊usob řešeńı

Každá výuková jednotka e-learningového kurzu bude obsahovat:

• výklad učiva na pracovńıch listech v tǐstěné podobě doplněné výkladem učiva ve
formě videa vytvořeného sńımáńım z interaktivńı tabule s hlasovým komentářem,

• sada řešených př́ıklad̊u v tǐstěné podobě doplněné o videa řešených př́ıklad̊u,

• sada pracovńıch list̊u neřešených př́ıklad̊u.

1.4 Konkrétńı výstupy

Mezi výsledné výstupy projektu budou zařazeny:

• Aktualizované plány kurz̊u k předmět̊um Matematika I (Bakalářská matematika I)
a Matematika II (Bakalářská matematika II),

• e-learningové kurzy v LMS Moodle umožňuj́ıćı př́ıstup ke studijńım materiál̊um,

• př́ıprava pedagog̊u na vedeńı kurzu v novém prostřed́ı LMS Moodle,

• kurz pro každý předmět bude obsahovat:
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– studijńı texty (40 str. A4) a komentovaná videa (120 min.) s výkladem prob́ırané
látky,

– sady řešených př́ıklad̊u ve formě pracovńıch list̊u (80 str. A4) a komentovaného
videa (240 min.),

– 20 interaktivńıch pomůcek problematiky,

– 10 aplikovaných úloh souvisej́ıćıch s odbornými předměty,

– 10 autotest̊u z databáze otázek,

– 120 neřešených př́ıklad̊u.

1.5 Pracovńı listy - teorie

Jednotlivé pracovńı listy s teoríı (obr. 1) jsou rozděleny na dvě části. Levá část listu obsa-
huje stručný výpis přednášené látky. Druhá část pracovńıho listu umı́stěna na pravé straně
je povětšinou prázdná a slouž́ı k tomu, aby si do ńı studenti mohli vpisovat poznámky a
vlastńı postřehy z přednášek.

Obrázek 1: Př́ıklad pracovńıho listu s teorii.

Pro př́ıpad, že by student̊um přednáška k pochopeńı prob́ırané látky nestačila, jsou
pracovńı listy doplněny komentovanými videi, na kterých je zachycen výklad přednášej́ıćıho.

1.6 Pracovńı listy - řešené př́ıklady

Přednášky jsou doplněny o pracovńı listy řešených př́ıklad̊u (obr. 2). Tyto listy jsou po-
dobně jako listy s teoríı členěny na dvě části. V jedné je krok po kroku řešený př́ıklad a ve
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Obrázek 2: Př́ıklad pracovńıho listu s řešeným př́ıkladem.

druhé je stručný přehled teorie, která se k řešenému př́ıkladu vztahuje. Pro lepš́ı pocho-
peńı jsou pro studenty připravena instruktážńı videa (obr. 3) s podrobným komentářem
přednášej́ıćıho osvětluj́ıćı jednotlivé kroky výpočtu řešeného př́ıkladu.

1.7 Pracovńı listy - neřešené př́ıklady

Posledńı skupinu tvoř́ı pracovńı listy neřešených př́ıklad̊u (obr. 4), které slouž́ı k samo-
studiu.

1.8 Interaktivńı pomůcky a aplikované úlohy

Pro lepš́ı představu a pochopeńı prob́ırané látky byly vytvořeny interaktivńı pomůcky
a aplikované úlohy (obr. 5). Interaktivńı pomůcky se svým obsahem zaměřuj́ı na základńı
matematické pojmy jakými jsou např́ıklad derivace, taylor̊uv polymon, inverzńı funkce,
vrstevnicový graf apod. Oproti tomu aplikované úlohy se snaž́ı student̊um ve zjednodušené
formě předložit k řešeńı úlohy, se kterými se mohou setkat v reálném životě nebo také
v praxi.

1.9 Provázanost jednotlivých výstup̊u

Jednotlivé části projektu jsou mezi sebou provázány kř́ıžovými odkazy (obr. 5), které
studenta vedou prob́ıranou tématikou. Jednotlivé pdf soubory obsahuj́ı odkazy na videa
s danou tématikou a adresáře s aplikovanými úlohami a interaktivńımi pomůckami.
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Obrázek 3: Náhled na video s řešeným př́ıkladem

Obrázek 4: Náhled na video s řešeným př́ıkladem.
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řešené př́ıklady

Interaktivńı pomůcky Aplikované úlohy

Obrázek 5: Schéma Výstup̊u a jejich provázanost.

2 Závěr

Přestože projekt ještě nebyl ukončen, pracovńı verze se již použ́ıvá ve výuce. V hodnoceńı
student̊u obstál projekt na výbornou. Od projetu si slibujeme:

1. Sńıžeńı studijńı neúspěšnosti student̊u,

2. zkvalitněńı výuky matematiky,

3. přibĺıžeńı studované problematiky pomoci aplikovaných úloh a interaktivńıch pomůcek,

4. propojeńı s jinými předměty.
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VŠB-TUO, Ostrava 1999. ISBN 80-7078-351-6.
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FINANČNÍ VZDĚLÁVÁNÍ NA ZÁKLADNÍ ŠKOLE 
 

Vladimíra Petrášková 

University of South Bohemia in České Budějovice 

 
Abstrakt: V roce 2007 byl schválen dokument Systém budování finanční gramotnosti na 
základních a středních školách. V tomto dokumentu byly vymezeny standardy finanční 
gramotnosti, které byly implementovány do RVP pro různé stupně škol. K poslední 
implementaci došlo v lednu 2013, a to do RVP pro ZŠ. Od září 2013 jsou školy povinny tyto 
standardy začlenit do školních vzdělávacích programů. Příspěvek se zabývá výukou 
vybraného tématu z oblasti finanční gramotnosti na základní škole, konkrétně výukou 
směřující k pochopení pojmu DPH. 
  
Klíčová slova: rámcové vzdělávací programy, standardy finanční gramotnosti, DPH 

 

Financial education on the lower secondary school 
 
Abstract: In 2007, document Financial literacy build-up system at primary and secondary 
schools was approved. This document defined financial literacy standards implemented into 
framework education programmes for the schools of various degrees. Last implementation 
occurred in January 2013 within the framework education programme for primary schools. 
Since September 2013, the schools have been obliged to integrate these standards into school 
education programmes. The paper deals with teaching of a selected topic in the field of 
financial literacy at primary schools, in concrete terms with teaching focused on 
understanding of term VAT. 
 
Key words: Framework Educational Programmes, the standards of financial literacy, VAT 
 

ÚVOD 
V posledních letech se neustále hovoří o nízké úrovni finanční gramotnosti občanů. „Otázkou 
finanční gramotnosti se zabývá i mezinárodní Organizace pro hospodářskou spolupráci 
a rozvoj OECD (Organization for Economic Co-operation and Development), která v roce 
2003 odstartovala mezivládní projekt Financial Education Project zaměřený na vybudování 
uceleného systému finančního vzdělávání v zemích OECD (Česká republika je členem OECD 
od roku 1995), jehož cílem je zvyšování úrovně finanční gramotnosti. Výsledky projektu byly 
shrnuty do publikace Improving financial literacy (OECD 2005), ve které je řada doporučení. 
Jedním z nich je zavedení finančního vzdělávání do učebních programů na základních 
a středních školách“.  (Kantnerová a kol. 2013) 

V České republice se v rámci péče o ochranu spotřebitele na finančním trhu začalo otázkami 
finančního vzdělávání zabývat Ministerstvo financí. Za jeho podpory byla schválena řada 
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dokumentů. Jedním z nich je dokument Systém budování finanční gramotnosti na základních 
a středních školách (MŠMT 2007). V tomto dokumentu byly vymezeny standardy finanční 
gramotnosti, které byly implementovány do kurikulárních dokumentů české vzdělávací 
soustavy, a to rámcových vzdělávacích programů (dále RVP). K poslední implementaci došlo 
v lednu 2013, a to do RVP pro základní školy. Do začátku září roku 2013 měla být 
problematika finanční gramotnosti zařazena do školních vzdělávacích programů. 

Vzhledem k tomu, že jde o nové téma, s jehož výukou nemají mnozí učitelé příliš velkou 
zkušenost, zaměřuje se tento článek na výuku vybraného tématu z oblasti finanční 
gramotnosti na základní škole, konkrétně na výuku směřující k pochopení pojmu DPH. 
 
Finanční gramotnost v RVP na 2. stupni ZŠ 
Je zřejmé, že finanční gramotnost souvisí s matematickou gramotností. Pokud jedinec nemá 
určitý stupeň znalostí základních početních úkonů (matematická gramotnost), tak nemůže ve 
finančním světě obstát. Huston uvádí, že ‘pokud jedinec bojuje s aritmetickými dovednostmi, 
bude to mít jistě negativní dopad na jeho finanční gramotnost.‘ (Huston, 2010) 

Vztah mezi obsahem finanční a matematické gramotnosti je také vyjádřen v dokumentu PISA 
2012 (viz obr. 1).  

 
Obr.1: Vztah mezi obsahem finanční a matematické gramotnosti podle PISA  

 
Z výše uvedeného je zřejmé, že standardy finanční gramotnosti jsou začleněny v RVP do 
dvou stěžejních oblastí, a to do společensko-vědní a do oblasti zaměřenou na matematické 
vzdělání. V RVP pro 2. stupeň ZŠ jsou to konkrétně oblasti „Člověk a společnost“ 
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a „Matematika a její aplikace“. Jedním z cílových zaměření vzdělávací oblasti ‘Člověk a 
společnost’ je „vzdělávání směřující k utváření a rozvíjení klíčových kompetencí tím, že vede 
žáka k orientaci v problematice peněz a cen a k odpovědnému spravování osobního 
(rodinného) rozpočtu s ohledem na měnící se životní situaci“. (VUP, RVP ZŠ, 2013) 
Vzdělávací oblast „Matematika a její aplikace“, v souvislosti s finanční gramotností, 
napomáhá žákům řešit „problémové situace a úlohy z běžného života, pochopit a analyzovat 
problém, utřídit údaje a podmínky, provádět situační náčrty, řešit optimalizační úlohy.“ (VÚP, 
RVP ZŠ).  
 
DPH ve výuce na základní škole 
Pojem DPH je v RVP pro 2. stupeň ZŠ zařazen do oblasti Člověk a společnost/ Výchova 
k občanství/ Člověk, stát a hospodářství (VÚP, RVP ZŠ, 2013, str. 53). Součástí této oblasti 
je i učivo věnované principům tržního hospodářství (nabídka, poptávka, trh; tvorba ceny, 
inflace; podstata fungování trhu; nejčastější právní formy podnikání), přičemž výstupem je 
 „ žák na příkladu chování kupujících a prodávajících vyloží podstatu fungování trhu, objasní 
vliv nabídky a poptávky na tvorbu ceny a její změny, na příkladu ukáže tvorbu ceny jako 
součet nákladů, zisku a DPH, popíše vliv inflace na hodnotu peněz.“ (VÚP, RVP ZŠ, 2013) 

V tomto článku bude čtenář seznámen s několika pracovními listy, které jsou zaměřeny na 
pochopení pojmu DPH. Podívejme se nyní blíže na vzdělávací cíle jednotlivých pracovních 
listů.  Vypracování prvního pracovního listu by mělo u žáků vést k osvojení následujících 
znalostí: DPH je aplikovaná na většinu zboží a služeb a tudíž ji platí všichni při jejich nákupu, 
DPH musí odvádět prodejci, v České republice existují dvě sazby DPH: základní sazba ve 
výši 21 % a snížená sazba ve výši 15 %, žák získá představu o tom, jaké zboží/služba spadá 
do základní sazby a jaké do snížené. Na základě zpracování druhého pracovního listu by 
si měl žák utvořit představu o tom, jaké položky běžného rodinného rozpočtu spadají do 
základní sazby a jaké do snížené. Po vypracování třetího pracovního listu by si žák měl 
uvědomit, že pokud má pochopit dění kolem sebe, tak vedle určité úrovně finanční 
gramotnosti musí mít také určitou úroveň matematické gramotnosti. 

Další příklady z oblasti DPH můžeme najít např. v publikacích Petrášková (2013),  
Dvořáková a kol. (2011), Odvárko, Kadleček (1999).   
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Pracovní list 1 
 

DPH je nepřímá daň aplikovaná na většinu 
zboží a služeb.  Spotřebitel platí tuto daň 
jako součást konečné ceny výrobku/služby.  
 

a) Zkontrolujte účtenku a zjistěte jaká 
je DPH v České republice. Jak se 
DPH počítá? 

 
b) Rozdělte výrobky z přiložené 

účtenky do kategorií: Základní 
DPH, snížená DPH. 

 
 
Základní DPH Snížená DPH 
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Pracovní list 2 
 
Problém 1  
 

a) V níže uvedené tabulce jsou uvedeny položky (zboží, služby) rodinného rozpočtu 
běžné české domácnosti. 
Rozhodněte, jaké položky patří do kategorie Základní DPH a jaké položky patří do 
kategorie Snížená DPH.  

  
 
Zaškrtněte “Ano” nebo  “Ne” pro každou položku. 

 
Seznam položek Základní DPH 

(21%) 
Snížená DPH 

(15%) 
jídlo  Ano / Ne  Ano / Ne 
jídelna Ano / Ne Ano / Ne 
náklady na domácnost – nájem, 
elektrika, voda, plyn Ano / Ne Ano / Ne 

telefon, internet  Ano / Ne  Ano / Ne 
zboží z drogerie Ano / Ne Ano / Ne 
veřejná doprava Ano / Ne Ano / Ne 
auto - benzín  Ano / Ne  Ano / Ne 
cigarety Ano / Ne Ano / Ne 
oblečení Ano / Ne Ano / Ne 
alkohol Ano / Ne Ano / Ne 
Kultura – knihy, kino, … Ano / Ne Ano / Ne 
 
 

b) Jestliže se vám zdá výše uvedený seznam neúplný, doplňte ho dle vlastního mínění 
(včetně DPH). 

  

Položka (zboží/služba) Základní DPH 
(21%) 

Snížená DPH 
(15%) 

  Ano / Ne  Ano / Ne 
 Ano / Ne Ano / Ne 
 Ano / Ne Ano / Ne 
  Ano / Ne  Ano / Ne 
 Ano / Ne Ano / Ne 
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Pracovní list 3 
Problém 2 
 
Uvažujme rodinný rozpočet s měsíčními náklady 31 350 Kč (viz tabulka níže). Od 1. ledna 
2016 má dojít v České republice ke sjednocení DPH na 17,5 % .  
Jak se tato změna dotkne níže uvedeného rodinného rozpočtu?  (Pro jednoduchost 
předpokládejme inflaci ve výši 0%.) 
 

Seznam položek Cena s DPH 
jídlo CZ 10 000  
jídelna CZ 1 500  
Náklady na domácnost – nájem, 
elektrika, plyn, voda, … CZ 7 900 

telefon, internet CZ 1 740 
drogerie CZ 650 
MHD CZ 860 
auto - benzín CZ 2 800 
cigarety CZ 2 700 
oblečení CZ 1 600 
alkohol CZ 400  
kultura – knihy, kino, … CZ 1 200 
celkem CZ 31 350  

 
Problém 3 
 
Jak by se musely změnit náklady na jednotlivé položky výše uvedeného rodinného rozpočtu, 
aby nedošlo k jeho navýšení ani snížení?   
 (Pro jednoduchost předpokládejme inflaci ve výši 0%.) 
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ZÁVĚR 
V tomto článku byl čtenář seznámen s jednou z možností, jak postupovat při osvojování si 
znalostí z oblasti tvorby cen, která je jedním z témat vymezených ve standardech finanční 
gramotnosti. 
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Interaktivní matematická grafika v PDF
dokumentech

Roman Plch
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Abstrakt

Cílem příspěvku je prezentovat možnosti sázecího systému TEX při tvorbě interaktivní
matematické grafiky v PDF formátu. Na příkladech výukových objektů ukážeme použití
a možnosti animací, interaktivní 2D a 3D grafiky. Představíme nástroje použité při tvorbě
a jejich výhody pro tvůrce i uživatele (např. vysoká typografická kvalita, multiplatform-
nost, spouštění pomocí Adobe Readeru, využití pro interaktivní tabule a mnoho dalšího).
S minimálními náklady tak můžeme učinit výukový proces atraktivnější a pro studenty
zábavnější.

Klíčová slova: PDF, TEX, interaktivní 2D a 3D grafika, animace

Interactive Mathematical Graphics in PDF Documents

Abstract

The aim of this paper is to present the opportunities provided by the TEX typesetting sys-
tem for the creation of interactive mathematical graphics in PDF format. On the examples
of learning objects we show the use and possibilities of interactive 3D and 2D graphics
and animations. We introduce tools for creating these objects and benefits for their crea-
tors and users. So we can make the learning process more attractive and more enjoyable
for students (with minimum costs).

Key words: PDF, TEX, interactive 2D and 3D graphics, animations
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1 Úvod
Výhody sázecího systému TeX pro přípravu matematický textů jsou velmi dobře známy.
Méně známá už je skutečnost, že výsledný PDF dokument nemusí být jen statický, ale mů-
žeme vytvářet i interaktivní elektronické dokumenty při zachování vysoké typografické kva-
lity. Interaktivitu zajišt’uje vkládání Javascriptů, které při vhodném použití rozšiřují možnosti
PDF dokumentů nebývalým způsobem. Na příkladech výukových objektů z vysokoškolské
matematiky ukážeme použití a možnosti interaktivní 3D a 2D grafiky, animací a představíme
nástroje použité při tvorbě a jejich výhody pro tvůrce i uživatele.

2 Interaktivní 3D grafika
Do PDF dokumentů je možno vkládat třírozměrné objekty, které uživatel může libovolně
natáčet či přibližovat a vzdalovat, zobrazovat jen vybrané části objektu . . . a mnoho dalšího.
Interakci uživatele s objektem zajišt’uje 3D Toolbar, který je součástí Adobe Readeru. Pro
tvorbu PDF dokumentů s vloženou interaktivní 3D grafikou potřebujeme grafický 3D objekt
ve formátu U3D ([3]) nebo PRC ([1]).

3D grafický objekt vložíme do PDF dokumentu bud’ pomocí komerčního produktu Adobe
Acrobat v kombinaci s pluginem 3D PDF Converter (dříve 3D Reviewer) od společnosti
tetra4D (http://www.tetra4d.com) nebo použijeme sázecí systém TEX a balíček media9
([5]). V dalším se věnujeme pouze „nekomerční“ cestě, tj. využití TEXu a balíčku media9.
Pro přímý výstup do PDF dokumentu použijeme pdfTEX (požadována verze nejméně 1.30).
Pro korektní zobrazení výsledného dokumentu musíme použít Adobe Reader verze 9 (a vyšší)
a v nastavení Adobe Readeru zvolit oboustranné zobrazení grafického objektu (Preferences –
3D & Multimedia – Enable double-sided rendering).

Vlastní začlenění interaktivní grafiky provádíme příkazem \includemedia, celý postup
je detailně popsán v [9] a [10]. Pomocí parametrů příkazu \includemovie můžeme vytvářet
také pojmenované pohledy na scénu. Ve výsledném PDF dokumentu se tyto pohledy zobrazí
v Toolbaru a je možno z nich vybírat (obr. 1) nebo se na ně z textu odkazovat. Můžeme tak
studentům jednoduše ukázat ty části grafiky, které jsou pro popisovaný problém důležité.

2.1 Vytváření a konverze 3D objektů
K vytváření „matematických“ 3D objektů je možno využívat velké množství specializova-
ných či obecných matematických programů. Některým z nich se věnujeme podrobněji dále
(kapitola 2.1.1 – 2.1.4). Získaný 3D objekt je následně nutno převést do formátu PRC (U3D).
Pro konverzi můžeme použít řadu komerčních a volně šířených programů:
Komerční produkty:

∙ Deep Exploration
http://www.righthemisphere.com/products/dexp/de_std.html
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Obrázek 1: 3D Toolbar a ukázka použití pojmenovaných pohledů

∙ 3D PDF Converter (dříve 3DReviewer, součást Acrobatu 3D) http://www.tetra4d.
com/3dpdf

∙ PDF3D ReportGen (k dispozici i Linuxová verze) http://www.pdf3d.com/products.
php

∙ Okino Universal-3D Geometry Export Converter http://www.okino.com/conv/exp_
u3d.htm

„Nekomerční“ produkty:

∙ Meshlab http://meshlab.sourceforge.net/

∙ Jreality http://www3.math.tu-berlin.de/jreality/

∙ IDTFConverter http://sourceforge.net/projects/u3d/

Ukažme si nyní na konkrétních příkladech možnosti (a úskalí) tvorby a konverze mate-
matických 3D objektů.
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// arrays of specially-named sections of the model tree  
var PDObjsArray      = new Array();  
var PDPosArray       = new Array();  
var PDTransformArray = new Array();  
var PDCount = 0;  
var bbnodes = new Array(); // stores the billboard meshes 
var bbtrans = new Array(); // stores the billboard transforms 
var bbcount = 0;           // how many billboard meshes are there? 
  
var zero=new Vector3(0,0,0); 
 
var nodes=scene.nodes; 
var nodescount=nodes.count; 
for(var i=0; i < nodescount; i++) { 
  var node=nodes.getByIndex(i);  
  var name=node.name; 
  if ( name.indexOf("Billboard") > -1 ) {  
        var nodeMatrix = node.transform; 
        var c=nodeMatrix.translation; // position 
        var d=Math.pow(Math.abs(nodeMatrix.determinant),1.0/3.0); // scale 
        bbnodes.push(node); 
        bbtrans.push(Matrix4x4().scale(d,d,d).translate(c)); 
  } 
  if ( name.indexOf("LinePrettyDrawing") > -1 ) {  
    PDObjsArray[PDCount] = node;  
    PDPosArray[PDCount] = node.transform.translation.add(node.computeBoundingBox().center); 	// center position (vector3)  
    PDTransformArray[PDCount] = Matrix4x4(node.transform);  
    PDCount++;  
  }  
  
} 
bbcount=bbnodes.length; 
 
billboardHandler=new RenderEventHandler(); 
billboardHandler.onEvent=function(event) 
{ 
  var camera=scene.cameras.getByIndex(0);  
  var position=camera.position; 
  var direction=position.subtract(camera.targetPosition); 
  var up=camera.up.subtract(position); 
  var T=new Matrix4x4(); 
  T.setView(zero,direction,up); 
 
  for (var j = 0; j < bbcount; j++) { 
    bbnodes[j].transform.set(T.multiply(bbtrans[j])); 
  } 
 
  // Loop through all PDs shifting them slighly towards the camera position.  
  for (j = 0; j < PDCount; j++) {  
    PDObjsArray[j].transform.set(PDTransformArray[j].translate(position.subtract(PDPosArray[j]).scale(0.0001)));  
  }  
  runtime.refresh();  
} 
  
runtime.addEventHandler(billboardHandler);  
 



////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// (C) 2012, Alexander Grahn
//
// 3Dmenu.js
//
// version 20120912
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// 3D JavaScript used by media9.sty
//
// Extended functionality of the (right click) context menu of 3D annotations.
//
//  1.) Adds the following items to the 3D context menu:
//
//   * `Generate Default View'
//
//      Finds good default camera settings, returned as options for use with
//      the \includemedia command.
//
//   * `Get Current View'
//
//      Determines camera, cross section and part settings of the current view,
//      returned as `VIEW' section that can be copied into a views file of
//      additional views. The views file is inserted using the `3Dviews' option
//      of \includemedia.
//
//   * `Cross Section'
//
//      Toggle switch to add or remove a cross section into or from the current
//      view. The cross section can be moved in the x, y, z directions using x,
//      y, z and X, Y, Z keys on the keyboard and be tilted against and spun
//      around the upright Z axis using the Up/Down and Left/Right arrow keys.
//
//  2.) Enables manipulation of position and orientation of indiviual parts in
//      the 3D scene. Parts which have been selected with the mouse can be
//      moved around and rotated like the cross section as described above, as
//      well as scaled using the s and S keys.
//
// This work may be distributed and/or modified under the
// conditions of the LaTeX Project Public License, either version 1.3
// of this license or (at your option) any later version.
// The latest version of this license is in
//   http://www.latex-project.org/lppl.txt
// and version 1.3 or later is part of all distributions of LaTeX
// version 2005/12/01 or later.
//
// This work has the LPPL maintenance status `maintained'.
//
// The Current Maintainer of this work is A. Grahn.
//
// The code borrows heavily from Bernd Gaertners `Miniball' software,
// originally written in C++, for computing the smallest enclosing ball of a
// set of points; see: http://www.inf.ethz.ch/personal/gaertner/miniball.html
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//host.console.show();

//constructor for doubly linked list
function List(){
  this.first_node=null;
  this.last_node=new Node(undefined);
}
List.prototype.push_back=function(x){
  var new_node=new Node(x);
  if(this.first_node==null){
    this.first_node=new_node;
    new_node.prev=null;
  }else{
    new_node.prev=this.last_node.prev;
    new_node.prev.next=new_node;
  }
  new_node.next=this.last_node;
  this.last_node.prev=new_node;
};
List.prototype.move_to_front=function(it){
  var node=it.get();
  if(node.next!=null && node.prev!=null){
    node.next.prev=node.prev;
    node.prev.next=node.next;
    node.prev=null;
    node.next=this.first_node;
    this.first_node.prev=node;
    this.first_node=node;
  }
};
List.prototype.begin=function(){
  var i=new Iterator();
  i.target=this.first_node;
  return(i);
};
List.prototype.end=function(){
  var i=new Iterator();
  i.target=this.last_node;
  return(i);
};
function Iterator(it){
  if( it!=undefined ){
    this.target=it.target;
  }else {
    this.target=null;
  }
}
Iterator.prototype.set=function(it){this.target=it.target;};
Iterator.prototype.get=function(){return(this.target);};
Iterator.prototype.deref=function(){return(this.target.data);};
Iterator.prototype.incr=function(){
  if(this.target.next!=null) this.target=this.target.next;
};
//constructor for node objects that populate the linked list
function Node(x){
  this.prev=null;
  this.next=null;
  this.data=x;
}
function sqr(r){return(r*r);}//helper function

//Miniball algorithm by B. Gaertner
function Basis(){
  this.m=0;
  this.q0=new Array(3);
  this.z=new Array(4);
  this.f=new Array(4);
  this.v=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.a=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.c=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.sqr_r=new Array(4);
  this.current_c=this.c[0];
  this.current_sqr_r=0;
  this.reset();
}
Basis.prototype.center=function(){return(this.current_c);};
Basis.prototype.size=function(){return(this.m);};
Basis.prototype.pop=function(){--this.m;};
Basis.prototype.excess=function(p){
  var e=-this.current_sqr_r;
  for(var k=0;k<3;++k){
    e+=sqr(p[k]-this.current_c[k]);
  }
  return(e);
};
Basis.prototype.reset=function(){
  this.m=0;
  for(var j=0;j<3;++j){
    this.c[0][j]=0;
  }
  this.current_c=this.c[0];
  this.current_sqr_r=-1;
};
Basis.prototype.push=function(p){
  var i, j;
  var eps=1e-32;
  if(this.m==0){
    for(i=0;i<3;++i){
      this.q0[i]=p[i];
    }
    for(i=0;i<3;++i){
      this.c[0][i]=this.q0[i];
    }
    this.sqr_r[0]=0;
  }else {
    for(i=0;i<3;++i){
      this.v[this.m][i]=p[i]-this.q0[i];
    }
    for(i=1;i<this.m;++i){
      this.a[this.m][i]=0;
      for(j=0;j<3;++j){
        this.a[this.m][i]+=this.v[i][j]*this.v[this.m][j];
      }
      this.a[this.m][i]*=(2/this.z[i]);
    }
    for(i=1;i<this.m;++i){
      for(j=0;j<3;++j){
        this.v[this.m][j]-=this.a[this.m][i]*this.v[i][j];
      }
    }
    this.z[this.m]=0;
    for(j=0;j<3;++j){
      this.z[this.m]+=sqr(this.v[this.m][j]);
    }
    this.z[this.m]*=2;
    if(this.z[this.m]<eps*this.current_sqr_r) return(false);
    var e=-this.sqr_r[this.m-1];
    for(i=0;i<3;++i){
      e+=sqr(p[i]-this.c[this.m-1][i]);
    }
    this.f[this.m]=e/this.z[this.m];
    for(i=0;i<3;++i){
      this.c[this.m][i]=this.c[this.m-1][i]+this.f[this.m]*this.v[this.m][i];
    }
    this.sqr_r[this.m]=this.sqr_r[this.m-1]+e*this.f[this.m]/2;
  }
  this.current_c=this.c[this.m];
  this.current_sqr_r=this.sqr_r[this.m];
  ++this.m;
  return(true);
};
function Miniball(){
  this.L=new List();
  this.B=new Basis();
  this.support_end=new Iterator();
}
Miniball.prototype.mtf_mb=function(it){
  var i=new Iterator(it);
  this.support_end.set(this.L.begin());
  if((this.B.size())==4) return;
  for(var k=new Iterator(this.L.begin());k.get()!=i.get();){
    var j=new Iterator(k);
    k.incr();
    if(this.B.excess(j.deref()) > 0){
      if(this.B.push(j.deref())){
        this.mtf_mb(j);
        this.B.pop();
        if(this.support_end.get()==j.get())
          this.support_end.incr();
        this.L.move_to_front(j);
      }
    }
  }
};
Miniball.prototype.check_in=function(b){
  this.L.push_back(b);
};
Miniball.prototype.build=function(){
  this.B.reset();
  this.support_end.set(this.L.begin());
  this.mtf_mb(this.L.end());
};
Miniball.prototype.center=function(){
  return(this.B.center());
};
Miniball.prototype.radius=function(){
  return(Math.sqrt(this.B.current_sqr_r));
};

//functions called by menu items
function calc3Dopts () {
  //create Miniball object
  var mb=new Miniball();
  //auxiliary vector
  var corner=new Vector3();
  //iterate over all visible mesh nodes in the scene
  for(i=0;i<scene.meshes.count;i++){
    var mesh=scene.meshes.getByIndex(i);
    if(!mesh.visible) continue;
    //local to parent transformation matrix
    var trans=mesh.transform;
    //build local to world transformation matrix by recursively
    //multiplying the parent's transf. matrix on the right
    var parent=mesh.parent;
    while(parent.transform){
      trans=trans.multiply(parent.transform);
      parent=parent.parent;
    }
    //get the bbox of the mesh (local coordinates)
    var bbox=mesh.computeBoundingBox();
    //transform the local bounding box corner coordinates to
    //world coordinates for bounding sphere determination
    //BBox.min
    corner.set(bbox.min);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    //BBox.max
    corner.set(bbox.max);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    //remaining six BBox corners
    corner.set(bbox.min.x, bbox.max.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.min.x, bbox.min.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.min.x, bbox.max.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.min.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.min.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.max.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
  }
  //compute the smallest enclosing bounding sphere
  mb.build();
  //
  //current camera settings
  //
  var camera=scene.cameras.getByIndex(0);
  var res=''; //initialize result string
  //aperture angle of the virtual camera (perspective projection) *or*
  //orthographic scale (orthographic projection)
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var aac=camera.fov*180/Math.PI;
    if(host.util.printf('%.4f', aac)!=30)
      res+=host.util.printf('\n3Daac=%s,', aac);
  }else{
      camera.viewPlaneSize=2.*mb.radius();
      res+=host.util.printf('\n3Dortho=%s,', 1./camera.viewPlaneSize);
  }
  //camera roll
  var roll = camera.roll*180/Math.PI;
  if(host.util.printf('%.4f', roll)!=0)
    res+=host.util.printf('\n3Droll=%s,',roll);
  //target to camera vector
  var c2c=new Vector3();
  c2c.set(camera.position);
  c2c.subtractInPlace(camera.targetPosition);
  c2c.normalize();
  if(!(c2c.x==0 && c2c.y==-1 && c2c.z==0))
    res+=host.util.printf('\n3Dc2c=%s %s %s,', c2c.x, c2c.y, c2c.z);
  //
  //new camera settings
  //
  //bounding sphere centre --> new camera target
  var coo=new Vector3();
  coo.set((mb.center())[0], (mb.center())[1], (mb.center())[2]);
  if(coo.length)
    res+=host.util.printf('\n3Dcoo=%s %s %s,', coo.x, coo.y, coo.z);
  //radius of orbit
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var roo=mb.radius()/ Math.sin(aac * Math.PI/ 360.);
  }else{
    //orthographic projection
    var roo=mb.radius();
  }
  res+=host.util.printf('\n3Droo=%s,', roo);
  //update camera settings in the viewer
  var currol=camera.roll;
  camera.targetPosition.set(coo);
  camera.position.set(coo.add(c2c.scale(roo)));
  camera.roll=currol;
  //determine background colour
  rgb=scene.background.getColor();
  if(!(rgb.r==1 && rgb.g==1 && rgb.b==1))
    res+=host.util.printf('\n3Dbg=%s %s %s,', rgb.r, rgb.g, rgb.b);
  //determine lighting scheme
  switch(scene.lightScheme){
    case scene.LIGHT_MODE_FILE:
      curlights='Artwork';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NONE:
      curlights='None';break;
    case scene.LIGHT_MODE_WHITE:
      curlights='White';break;
    case scene.LIGHT_MODE_DAY:
      curlights='Day';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NIGHT:
      curlights='Night';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BRIGHT:
      curlights='Hard';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RGB:
      curlights='Primary';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BLUE:
      curlights='Blue';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RED:
      curlights='Red';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CUBE:
      curlights='Cube';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CAD:
      curlights='CAD';break;
    case scene.LIGHT_MODE_HEADLAMP:
      curlights='Headlamp';break;
  }
  if(curlights!='Artwork')
    res+=host.util.printf('\n3Dlights=%s,', curlights);
  //determine global render mode
  switch(scene.renderMode){
    case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
      currender='BoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
      currender='TransparentBoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
      currender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
      currender='Vertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
      currender='ShadedVertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
      currender='Wireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
      currender='ShadedWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID:
      currender='Solid';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
      currender='Transparent';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
      currender='SolidWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
      currender='TransparentWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
      currender='Illustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
      currender='SolidOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
      currender='ShadedIllustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
      currender='HiddenWireframe';break;
  }
  if(currender!='Solid')
    res+=host.util.printf('\n3Drender=%s,', currender);
  //write result string to the console
  host.console.show();
//  host.console.clear();
  host.console.println('%%\n%% Copy and paste the following text to the\n'+
    '%% option list of \\includemedia!\n%%' + res + '\n');
}

function get3Dview () {
  var camera=scene.cameras.getByIndex(0);
  var coo=camera.targetPosition;
  var c2c=camera.position.subtract(coo);
  var roo=c2c.length;
  c2c.normalize();
  var res='VIEW%=insert optional name here\n';
  if(!(coo.x==0 && coo.y==0 && coo.z==0))
    res+=host.util.printf('  COO=%s %s %s\n', coo.x, coo.y, coo.z);
  if(!(c2c.x==0 && c2c.y==-1 && c2c.z==0))
    res+=host.util.printf('  C2C=%s %s %s\n', c2c.x, c2c.y, c2c.z);
  if(roo > 1e-9)
    res+=host.util.printf('  ROO=%s\n', roo);
  var roll = camera.roll*180/Math.PI;
  if(host.util.printf('%.4f', roll)!=0)
    res+=host.util.printf('  ROLL=%s\n', roll);
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var aac=camera.fov * 180/Math.PI;
    if(host.util.printf('%.4f', aac)!=30)
      res+=host.util.printf('  AAC=%s\n', aac);
  }else{
    if(host.util.printf('%.4f', camera.viewPlaneSize)!=1)
      res+=host.util.printf('  ORTHO=%s\n', 1./camera.viewPlaneSize);
  }
  rgb=scene.background.getColor();
  if(!(rgb.r==1 && rgb.g==1 && rgb.b==1))
    res+=host.util.printf('  BGCOLOR=%s %s %s\n', rgb.r, rgb.g, rgb.b);
  switch(scene.lightScheme){
    case scene.LIGHT_MODE_FILE:
      curlights='Artwork';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NONE:
      curlights='None';break;
    case scene.LIGHT_MODE_WHITE:
      curlights='White';break;
    case scene.LIGHT_MODE_DAY:
      curlights='Day';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NIGHT:
      curlights='Night';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BRIGHT:
      curlights='Hard';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RGB:
      curlights='Primary';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BLUE:
      curlights='Blue';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RED:
      curlights='Red';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CUBE:
      curlights='Cube';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CAD:
      curlights='CAD';break;
    case scene.LIGHT_MODE_HEADLAMP:
      curlights='Headlamp';break;
  }
  if(curlights!='Artwork')
    res+='  LIGHTS='+curlights+'\n';
  switch(scene.renderMode){
    case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
      defaultrender='BoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
      defaultrender='TransparentBoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
      defaultrender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
      defaultrender='Vertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
      defaultrender='ShadedVertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
      defaultrender='Wireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
      defaultrender='ShadedWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID:
      defaultrender='Solid';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
      defaultrender='Transparent';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
      defaultrender='SolidWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
      defaultrender='TransparentWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
      defaultrender='Illustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
      defaultrender='SolidOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
      defaultrender='ShadedIllustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
      defaultrender='HiddenWireframe';break;
  }
  if(defaultrender!='Solid')
    res+='  RENDERMODE='+defaultrender+'\n';
  for(var i=0;i<scene.meshes.count;i++){
    var mesh=scene.meshes.getByIndex(i);
    var meshUTFName = '';
    for (var j=0; j<mesh.name.length; j++) {
      var theUnicode = mesh.name.charCodeAt(j).toString(16);
      while (theUnicode.length<4) theUnicode = '0' + theUnicode;
      meshUTFName += theUnicode;
    }
    var end=mesh.name.lastIndexOf('.');
    if(end>0) var meshUserName=mesh.name.substr(0,end);
    else var meshUserName=mesh.name;
    respart='  PART='+meshUserName+'\n';
    respart+='    UTF16NAME='+meshUTFName+'\n';
    defaultvals=true;
    if(!mesh.visible){
      respart+='    VISIBLE=false\n';
      defaultvals=false;
    }
    if(mesh.opacity<1.0){
      respart+='    OPACITY='+mesh.opacity+'\n';
      defaultvals=false;
    }
    currender=defaultrender;
    switch(mesh.renderMode){
      case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
        currender='BoundingBox';break;
      case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
        currender='TransparentBoundingBox';break;
      case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
        currender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
      case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
        currender='Vertices';break;
      case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
        currender='ShadedVertices';break;
      case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
        currender='Wireframe';break;
      case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
        currender='ShadedWireframe';break;
      case scene.RENDER_MODE_SOLID:
        currender='Solid';break;
      case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
        currender='Transparent';break;
      case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
        currender='SolidWireframe';break;
      case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
        currender='TransparentWireframe';break;
      case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
        currender='Illustration';break;
      case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
        currender='SolidOutline';break;
      case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
        currender='ShadedIllustration';break;
      case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
        currender='HiddenWireframe';break;
      //case scene.RENDER_MODE_DEFAULT:
      //  currender='Default';break;
    }
    if(currender!=defaultrender){
      respart+='    RENDERMODE='+currender+'\n';
      defaultvals=false;
    }
    if(!mesh.transform.isEqual(origtrans[mesh.name])){
      var lvec=mesh.transform.transformDirection(new Vector3(1,0,0));
      var uvec=mesh.transform.transformDirection(new Vector3(0,1,0));
      var vvec=mesh.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1));
      respart+='    TRANSFORM='
               +lvec.x+' '+lvec.y+' '+lvec.z+' '
               +uvec.x+' '+uvec.y+' '+uvec.z+' '
               +vvec.x+' '+vvec.y+' '+vvec.z+' '
               +mesh.transform.translation.x+' '
               +mesh.transform.translation.y+' '
               +mesh.transform.translation.z+'\n';
      defaultvals=false;
    }
    respart+='  END\n';
    if(!defaultvals) res+=respart;
  }

  //detect existing Clipping Plane (3D Cross Section)
  var clip=null;
  for(i=0; i<scene.nodes.count; i++){
    if(
       scene.nodes.getByIndex(i).name == '$$$$$$' ||
       scene.nodes.getByIndex(i).name == 'Clipping Plane'
    ) {
      clip=scene.nodes.getByIndex(i);
    }
  }
  if(clip){
    var centre=clip.transform.translation;
    var normal=clip.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1));
    res+='  CROSSSECT\n';
    if(!(centre.x==0 && centre.y==0 && centre.z==0))
      res+=host.util.printf(
        '    CENTER=%s %s %s\n', centre.x, centre.y, centre.z);
    if(!(normal.x==1 && normal.y==0 && normal.z==0))
      res+=host.util.printf(
        '    NORMAL=%s %s %s\n', normal.x, normal.y, normal.z);
    res+='  END\n';
  }
  res+='END\n';
  host.console.show();
//  host.console.clear();
  host.console.println('%%\n%% Add the following VIEW section to a file of\n'+
    '%% predefined views (See option "3Dviews"!).\n%%\n' +
    '%% The view may be given a name after VIEW=...\n' +
    '%% (Remove \'%\' in front of \'=\'.)\n%%');
  host.console.println(res + '\n');
}

//add items to 3D context menu
runtime.addCustomMenuItem("dfltview", "Generate Default View", "default", 0);
runtime.addCustomMenuItem("currview", "Get Current View", "default", 0);
runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 0);

//menu event handlers
menuEventHandler = new MenuEventHandler();
menuEventHandler.onEvent = function(e) {
  switch(e.menuItemName){
    case "dfltview": calc3Dopts(); break;
    case "currview": get3Dview(); break;
    case "csection":
      addremoveClipPlane(e.menuItemChecked);
      break;
  }
};
runtime.addEventHandler(menuEventHandler);

//global variable taking reference to currently selected mesh node;
var mshSelected=null;
selectionEventHandler=new SelectionEventHandler();
selectionEventHandler.onEvent=function(e){
  if(e.selected && e.node.constructor.name=="Mesh"){
    mshSelected=e.node;
  }else{
    mshSelected=null;
  }
}
runtime.addEventHandler(selectionEventHandler);

cameraEventHandler=new CameraEventHandler();
cameraEventHandler.onEvent=function(e){
  runtime.removeCustomMenuItem("csection");
  runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 0);
  for(i=0; i<scene.nodes.count; i++){
    if(
       scene.nodes.getByIndex(i).name == '$$$$$$' ||
       scene.nodes.getByIndex(i).name == 'Clipping Plane'
    ) {
      runtime.removeCustomMenuItem("csection");
      runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 1);
    }
  }
}
runtime.addEventHandler(cameraEventHandler);

//key event handler for moving, spinning and tilting objects
keyEventHandler=new KeyEventHandler();
keyEventHandler.onEvent=function(e){
  var target=null;
  var backtrans=new Matrix4x4();
  if(mshSelected){
    target=mshSelected;
    var trans=target.transform;
    var parent=target.parent;
    while(parent.transform){
      //build local to world transformation matrix
      trans.multiplyInPlace(parent.transform);
      //also build world to local back-transformation matrix
      backtrans.multiplyInPlace(parent.transform.inverse.transpose);
      parent=parent.parent;
    }
    backtrans.transposeInPlace();
  }else{
    try {
      target=scene.nodes.getByName("Clipping Plane");
    }catch(e){
      var ndcnt=scene.nodes.count;
      target=scene.createClippingPlane();
      if(ndcnt!=scene.nodes.count){
        target.remove();
        target=null;
      }
    }
  }
  if(!target) return;
  switch(e.characterCode){
    case 30://tilt up
      tiltTarget(target, -Math.PI/900);
      break;
    case 31://tilt down
      tiltTarget(target, Math.PI/900);
      break;
    case 28://spin right
      spinTarget(target, -Math.PI/900);
      break;
    case 29://spin left
      spinTarget(target, Math.PI/900);
      break;
    case 120: //x
      translateTarget(target, new Vector3(1,0,0), e);
      break;
    case 121: //y
      translateTarget(target, new Vector3(0,1,0), e);
      break;
    case 122: //z
      translateTarget(target, new Vector3(0,0,1), e);
      break;
    case 88: //shift + x
      translateTarget(target, new Vector3(-1,0,0), e);
      break;
    case 89: //shift + y
      translateTarget(target, new Vector3(0,-1,0), e);
      break;
    case 90: //shift + z
      translateTarget(target, new Vector3(0,0,-1), e);
      break;
    case 115: //s
      scaleTarget(target, 1, e);
      break;
    case 83: //shift + s
      scaleTarget(target, -1, e);
      break;
  }
  if(mshSelected)
    target.transform.multiplyInPlace(backtrans);
}
runtime.addEventHandler(keyEventHandler);

function tiltTarget(t,a){
  var centre=new Vector3();
  if(mshSelected) {
    centre.set(t.transform.transformPosition(t.computeBoundingBox().center));
  }else{
    centre.set(t.transform.translation);
  }
  var rotVec=t.transform.transformDirection(new Vector3(0,1,0));
  rotVec.normalize();
  t.transform.translateInPlace(centre.scale(-1));
  t.transform.rotateAboutVectorInPlace(a, rotVec);
  t.transform.translateInPlace(centre);
}

function spinTarget(t,a){
  var centre=new Vector3();
  var rotVec=new Vector3(0,0,1);
  if(mshSelected) {
    centre.set(t.transform.transformPosition(t.computeBoundingBox().center));
    rotVec.set(t.transform.transformDirection(rotVec));
    rotVec.normalize();
  }else{
    centre.set(t.transform.translation);
  }
  t.transform.translateInPlace(centre.scale(-1));
  t.transform.rotateAboutVectorInPlace(a, rotVec);
  t.transform.translateInPlace(centre);
}

//translates object by amount calculated based on Canvas size
function translateTarget(t, d, e){
  var cam=scene.cameras.getByIndex(0);
  if(cam.projectionType==cam.TYPE_PERSPECTIVE){
    var scale=Math.tan(cam.fov/2)
              *cam.targetPosition.subtract(cam.position).length
              /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
  }else{
    var scale=cam.viewPlaneSize/2
              /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
  }
  t.transform.translateInPlace(d.scale(scale));
}

//scales object by amount calculated based on Canvas size
function scaleTarget(t, d, e){
  if(mshSelected) {
    var bbox=t.computeBoundingBox();
    var diag=new Vector3(bbox.max.x, bbox.max.y, bbox.max.z);
    diag.subtractInPlace(bbox.min);
    var dlen=diag.length;

    var cam=scene.cameras.getByIndex(0);
    if(cam.projectionType==cam.TYPE_PERSPECTIVE){
      var scale=Math.tan(cam.fov/2)
                *cam.targetPosition.subtract(cam.position).length
                /dlen
                /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
    }else{
      var scale=cam.viewPlaneSize/2
                /dlen
                /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
    }
    var centre=new Vector3();
    centre.set(t.transform.transformPosition(t.computeBoundingBox().center));
    t.transform.translateInPlace(centre.scale(-1));
    t.transform.scaleInPlace(1+d*scale);
    t.transform.translateInPlace(centre);
  }
}

function addremoveClipPlane(chk) {
  var clip=scene.createClippingPlane();
  if(chk){
    //add Clipping Plane and place its center either into the camera target
    //position or into the centre of the currently selected mesh node
    var centre=new Vector3();
    if(mshSelected){
      //local to parent transformation matrix
      var trans=mshSelected.transform;
      //build local to world transformation matrix by recursively
      //multiplying the parent's transf. matrix on the right
      var parent=mshSelected.parent;
      while(parent.transform){
        trans=trans.multiply(parent.transform);
        parent=parent.parent;
      }
      //get the centre of the mesh (local coordinates)
      centre.set(mshSelected.computeBoundingBox().center);
      //transform the local coordinates to world coords
      centre.set(trans.transformPosition(centre));
      mshSelected=null;
    }else{
      centre.set(scene.cameras.getByIndex(0).targetPosition);
    }
    clip.transform.setView(
      new Vector3(0,0,0), new Vector3(1,0,0), new Vector3(0,1,0));
    clip.transform.translateInPlace(centre);
  }else{
    clip.remove();
  }
}

//function to store current transformation matrix of all mesh nodes in the scene
function getCurTrans() {
  var nc=scene.meshes.count;
  var tA=new Array(nc);
  for(var i=0; i<nc; i++){
    var cm=scene.meshes.getByIndex(i);
    tA[cm.name]=new Matrix4x4(cm.transform);
  }
  return tA;
}

//function to restore transformation matrices given as arg
function restoreTrans(tA) {
  for(var i=0; i<tA.length; i++){
    var msh=scene.meshes.getByIndex(i);
    msh.transform.set(tA[msh.name]);
  }
}

//store original transformation matrix of all mesh nodes in the scene
var origtrans=getCurTrans();

//set initial state of "Cross Section" menu entry
cameraEventHandler.onEvent(1);

//host.console.clear();


http://www.tetra4d.com/3dpdf
http://www.tetra4d.com/3dpdf
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http://www.pdf3d.com/products.php
http://www.okino.com/conv/exp_u3d.htm
http://www.okino.com/conv/exp_u3d.htm
http://meshlab.sourceforge.net/
http://www3.math.tu-berlin.de/jreality/
http://sourceforge.net/projects/u3d/


2.1.1 Maxima

Maxima je svobodný, komplexní systém počítačové algebry (http://maxima.sourceforge.
net/).

Graf funkce dvou proměnných vytvoříme pomocí příkazu draw3d z balíčku draw. Po na-
stavení terminálu pro vykreslování grafiky na VTK (http://riotorto.users.sourceforge.
net/vtk/index.html, místo implicitního gnuplot) můžeme 3D grafiku uložit ve formátu
VRML1.

load(draw);
draw_renderer : ’vtk $
draw3d(

axis_3d =true,
file_name = "ukazka",
terminal= vrml,
enhanced3d = true,
explicit(x^2+y^2, x, -2, 2, y, -2, 2) )$

Na obrázcích 2 a 3 vidíme rozdíly v konverzi 3D objektu ve formátu VRML, získaného
v Maximě, při použití komerčního programu PDF3D ReportGen a nekomerčního Meshlabu.
Oba programy nastavují stejné měřítko na osách, Meshlab ale neumožňuje konverzi (zobra-
zení) os.

Obrázek 2: Graf vytvořený v Maximě,
konverze do PRC pomocí PDF3D Report-
Gen

Obrázek 3: Graf vytvořený v Maximě,
konverze do U3D pomocí Meshlabu

1Virtual Reality Modeling Language, založený na deklarativním programovacím jazyce, navržený především
pro popis trojrozměrných scén, více např. na http://cs.wikipedia.org/wiki/VRML
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2.1.2 Sage

Sage (http://www.sagemath.org) je dalším ze svobodných systémů počítačové algebry.
Zajímavostí je využití prostředí internetového prohlížeče pro grafické uživatelské rozhraní.

Graf funkce dvou proměnných vytvoříme pomocí následujících příkazů

var(’x y’); plot3d(y^2+x^2,(x,-3,3),(y,-3,3))

Získaný graf uložíme ve formátu JMOL (Toggle Advanced Controls – Download this view).
Následně tento soubor otevřeme v programu Jmol (http://jmol.sourceforge.net/) a
exportujeme do formátu IDTF2. Exportovaný soubor poté převedeme do U3D pomocí pro-
gramu IDTFconverter příkazem

IDTFconverter -input soubor.idtf -output soubor.u3d

Výsledek (po vložení do PDF dokumentu) vidíme na obrázku 4. I když popsaný postup vy-
padá na první pohled trochu komplikovaně, jedná se (zatím) o jedinou čistě nekomerční cestu
k začlenění matematické 3D grafiky, vytvořené CAS systémem (i s osami a popisem os), do
PDF dokumentu.

Obrázek 4: Graf vytvořený pomocí CAS Sage

2Intermediate Data Text Format, http://wiki.jmol.org/index.php/File_formats/3D_Objects
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2.1.3 Maple

Komerční systém počítačové algebry Maple (http://www.maplesoft.com) a tvorbu grafu
funkce dvou proměnných jsme popsali již v [9], [10]. Novější verze Maplu (od verze 13)
umožňují navíc export 3D grafiky do formátu X3D3 jednoduše kliknutím pravým tlačítkem
myši na obrázek a volbou Export – Extensible 3D. Pro následnou konverzi do formátu PRC
je možné použít program maplex3d2prc, který umí exportovat i osy s popisem a zacho-
vává nastavená měřítka na osách a barevné schéma (obr. 5). Program se spouští s jediným
argumentem – jménem souboru X3D – exportovaným z Maplu. Na výstupu dostáváme PRC
soubor, PDF soubor s vloženou 3D grafikou a JavaScript, který zajišt’uje správnou orientaci
popisu os a musí být připojen při vkládání objektu do PDF souboru.

Tento převodník zatím není k dispozici volně ke stažení, autor Michail Vidiassov jej však
na vyžádání zašle na testování.

Obrázek 5: Graf vytvořený v Maplu a převedený do PRC pomocí maplex3d2prc

2.1.4 Matlab, R

Na závěr ještě stručně zmíníme tvorbu 3D objektů ve dvou programech na zpracování dat,
v komerčním Matlabu a volně šířeném R:

3Extensible 3D, XML formát na ukládání 3D scén, ideový nástupce VRML, http://www.web3d.org/
x3d/
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∙ Matlab – export do VRML pomocí příkazu vrml nebo pomocí balíčku fig2u3d
(http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/37640)

∙ R – použití balíčku misc3d
( http://cran.r-project.org/web/packages/misc3d/misc3d.pdf)
a příkazu
exportScene(scene, filename, format=c("OFF", "IDTF", "ASY"))

Obdobně můžeme postupovat prakticky s libovolným matematickým programem, který
umožňuje export v některém z 3D formátů, přičemž pro následnou konverzi do PRC (U3D)
bez nutnosti použití komerčních produktů se jako nejvýhodnější jeví formát IDTF (např.
Sage, R). Pro ostatní formáty je nutno použít Meshlab4 (bohužel bez možnosti exportovat
obrázek i s osami a popisem) nebo investovat do zakoupení některého z komerčních pro-
gramů. Do budoucna se plánuje možnost načítání 3D formátů do programu Asymptote (viz.
následující kapitola) či přímý PRC výstup z programu R.

2.2 Přímá tvorba 3D objektu ve formátu PRC – Asymptote

Obrázek 6: Graf vytvořený pomocí programu Asymptote

Asymptote (http://asymptote.sourceforge.net/) je interpretovaný programovací
jazyk se syntaxí podobnou C++ určený pro generování grafiky. Mezi jeho výhody patří
zejména tyto možnosti

4Meshlab aktuálně pracuje s formáty PLY, STL, OFF, OBJ, 3DS, COLLADA, PTX, V3D, PTS, APTS,
XYZ, GTS, TRI, ASC, X3D, X3DV, VRML a ALN.
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////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// (C) 2012, Michail Vidiassov, John C. Bowman, Alexander Grahn
//
// asylabels.js
//
// version 20120912
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// 3D JavaScript to be used with media9.sty (option `add3Djscript') for
// Asymptote generated PRC files
//
// adds billboard behaviour to text labels in Asymptote PRC files so that
// they always face the camera under 3D rotation.
//
//
// This work may be distributed and/or modified under the
// conditions of the LaTeX Project Public License, either version 1.3
// of this license or (at your option) any later version.
// The latest version of this license is in
//   http://www.latex-project.org/lppl.txt
// and version 1.3 or later is part of all distributions of LaTeX
// version 2005/12/01 or later.
//
// This work has the LPPL maintenance status `maintained'.
// 
// The Current Maintainer of this work is A. Grahn.
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////

var bbnodes=new Array(); // billboard meshes
var bbtrans=new Array(); // billboard transforms

function fulltransform(mesh) 
{ 
  var t=new Matrix4x4(mesh.transform); 
  if(mesh.parent.name != "") { 
    var parentTransform=fulltransform(mesh.parent); 
    t.multiplyInPlace(parentTransform); 
    return t; 
  } else
    return t; 
} 

// find all text labels in the scene and determine pivoting points
var nodes=scene.nodes;
var nodescount=nodes.count;
var third=1.0/3.0;
for(var i=0; i < nodescount; i++) {
  var node=nodes.getByIndex(i); 
  var name=node.name;
  var end=name.lastIndexOf(".")-1;
  if(end > 0) {
    if(name.charAt(end) == "\001") {
      var start=name.lastIndexOf("-")+1;
      if(end > start) {
        node.name=name.substr(0,start-1);
        var nodeMatrix=fulltransform(node.parent);
        var c=nodeMatrix.translation; // position
        var d=Math.pow(Math.abs(nodeMatrix.determinant),third); // scale
        bbnodes.push(node);
        bbtrans.push(Matrix4x4().scale(d,d,d).translate(c).multiply(nodeMatrix.inverse));
      }
    }
  }
}

var camera=scene.cameras.getByIndex(0); 
var zero=new Vector3(0,0,0);
var bbcount=bbnodes.length;

// event handler to maintain camera-facing text labels
billboardHandler=new RenderEventHandler();
billboardHandler.onEvent=function(event)
{
  var T=new Matrix4x4();
  T.setView(zero,camera.position.subtract(camera.targetPosition),
            camera.up.subtract(camera.position));

  for(var j=0; j < bbcount; j++)
    bbnodes[j].transform.set(T.multiply(bbtrans[j]));
  runtime.refresh(); 
}
runtime.addEventHandler(billboardHandler);

runtime.refresh();


http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/37640
http://cran.r-project.org/web/packages/misc3d/misc3d.pdf
http://asymptote.sourceforge.net/


∙ na výstupu můžeme získat 3D grafiku přímo ve formátu PRC,

∙ pro popis obrázků využívá TEX,

∙ existuje LATEXový balíček, který umožňuje vkládat kód Asymptote přímo do zdrojo-
vého dokumentu.

Není tedy problémem vytvářet interaktivní grafiku i s popisem, jak je vidět na obrázku 6.
Celou řadu dalších ilustrativních ukázek najdeme na webu Asymptote a v diplomové práci [8].

3 Interaktivní 2D grafika

3.1 AcroFLeX
Dalším zajímavým nástrojem pro interaktivní práci s grafikou je AcroFLeX profesora D. P. Sto-
ryho (http://www.math.uakron.edu/~dpstory/acroflex.html). Balíček acroflex je
hlavní aplikací balíčku rmannot, používá grafickou obrazovku vytvořenou pomocí Adobe
FLEX 3 (FLEX 3 je značkovací jazyk (podobný XML) pro vytváření flashových aplikací).
Systém AcroFLeX umožňuje vytvářet grafická okna dvou typů – interaktivní a neinteraktivní.
Neinteraktivní obrazovka je vyvolána kliknutím na předem připravený odkaz (s nastavením
funkce, intervalu, na kterém ji vykreslujeme a oborem vykreslovaných hodnot). Uživatel
může pouze zobrazit výsledný graf, jeho další úpravy nejsou možné. Odkaz je vytvářen
příkazem \sgraphLink. V aktuální verzi AcroFLeXu můžeme v jedné grafické obrazovce
zobrazit naráz maximálně čtyři funkce, čtyři funkce s vybarvenou oblastí mezi grafem a
horizontální osou a čtyři množiny bodů. Kromě grafů funkcí jedné proměnné je možné za-
dávat i křivky dané parametricky, v polárních souřadnicích a množiny bodů. U interaktivní
obrazovky můžeme vzhled grafu ovlivnit pomocí celé řady parametrů, můžeme ho např. po-
souvat horizontálně a vertikálně a zvětšovat či zmenšovat. Pro modifikaci výsledku můžeme
definovat systém menu a tlačítek (obr. 7). I pro interaktivní grafickou obrazovku můžeme po-
užít předem připravených odkazů. Grafické okno může mít přesně určenou polohu a velikost
nebo můžeme použít tzv. plovoucí okno, které se po aktivaci objeví na okraji dokumentu.
Kliknutím na pravý horní roh okno uzavřeme, změnu velikosti provedeme tažením pravého
spodního rohu. Změnu umístění provedeme kliknutím na kterýkoliv okraj okna a následným
přetažením na požadovanou pozici.

AcroFLeX je kompatibilní s balíčkem exerquiz, interaktivní grafickou obrazovku je tedy
možné používat v testech a interaktivních výukových hrách. Ukázky použití najdeme např.
v souboru afgraph.pdf na domovské stránce balíčku acroflex a v diplomové práci [7].
Nevýhodou balíčku acroflex je nutnost použití komerčního Adobe Acrobatu pro tvorbu
výsledného PDF dokumentu (není tedy možné použít pdfTEX). Pro prohlížení dokumentu je
třeba použít Adobe Reader verze 9.0 nebo novější.
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Obrázek 7: Interaktivní grafická obrazovka systému AcroFLeX

3.2 Animace
Hotovou animaci do PDF dokumentu vložíme pomocí balíčku animate. Animaci si nejdříve
připravíme v našem oblíbeném matematickém programu (Maple, Geogebra, . . . ) a uložíme
ji jako animovaný GIF. Tento je následně třeba převést do PDF formátu tak, aby každému
snímku animace odpovídala jedna stránka ve výsledném PDF dokumentu. To lze jednoduše
udělat pomocí programu ImageMagick (http://www.imagemagick.org). Vlastní vložení
animace (získaného PDF dokumentu) pak provedeme příkazem \animategraphics. Výho-
dou tohoto postupuje je i to, že můžeme velmi jednoduše generovat tlačítka pro ovládání
animace (obr. 8, na obrázku je náhled animace, znázorňující chování paraboly v závislosti
na parametru a). Balíček animate umožňuje vytváření animací i přímo ve zdrojovém kódu
LATEXového dokumentu (např. s využitím grafického makrojazyka PGF/Tikz nebo programo-
vacího jazyka Asymptote). Ukázky animací v PDF formátu najdeme v dokumentaci balíčku
animate a na stránkách PGF/Tikz a Asymptote.

4 Závěr
Ukázali jsme, jak lze pomocí sázecího systému TEX a jeho balíčků vytvářet výukové mate-
riály v PDF formátu obsahující interaktivní 2D a 3D grafiku a animace. Hlavní výhodu pro
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Obrázek 8: Animace exportovaná z Maplu

tvůrce představuje samotný systém (pdf)TEX, který umožňuje tvořit matematické dokumenty
velmi vysoké typografické kvality. TEX je volně dostupným, multiplatformním systémem a
jednotlivé balíčky lze libovolně dotvářet a modifikovat. Pro koncové uživatele (studenty a uči-
tele) mají takto vytvořené materiály také mnoho výhod. Uživatel si nemusí instalovat žádný
nový software (stačí Adobe Reader), dokumenty jsou funkční bez připojení na Internet a takto
připravené materiály jsou vhodné i pro použití na interaktivní tabuli.
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POUŽITÍ MODELOVACÍHO

JAZYKA OML P ŘI ŘEŠENÍ

OPTIMALIZA ČNÍCH ÚLOH

Radim Remeš, Ladislav Beránek

Jihočeská univerzita v̌Ceských Buďejovicích

Abstrakt: Cílemčlánku je p̌redstavit použití algebraického modelovacího jazyka Optimization
Modeling Language (OML) p̌ri řešení optimalizǎcních úloh. Použití OML je demonstrováno na
příkladuřešení ukázkové úlohy metodami lineárního programování. K nalezenířešení je využit
nástroj Microsoft Solver Foundation, který uživatelům nabízí sadu nástrojů pro matematické
simulace, optimalizace a modelování.Řešení demonstrační úlohy je p̌redváďeno ve vývojovém
prosťredí Microsoft Visual Studio.

Klí čová slova:Microsoft Visual Studio, výuka, optimalizační úlohy, programování, jazyk C#

Solving Optimization Problems Using OML Modeling Language

Abstract: The aim of this paper is to introduce an algebraic modeling language called Opti-
mization Modeling Language (OML) to solve optimization problems. How to use this language
is demonstrated on an example using the methods of linear programming in OML language.
The solution is found using the Microsoft Solver Foundation tool, which can be used for math-
ematical simulation, optimization, and modeling. The example solution is demonstrated using
the Microsoft Visual Studio programming tool.

Key words: Microsoft Visual Studio, teaching, optimization problems, programming, lan-
guage C#

1 Úvod

Tentočlánek ukazuje využití programovacího nástroje Microsoft Visual Studio prořešení op-
timalizǎcních úloh p̌ri výuce matematiky. Ukázka základního použití knihovny Solver Foun-
dation Services [1] je rozšířena o ukázku použití algebraického jazyka OML a uložení vstup-
ních dat v samostatném souboru ve formátu XML. Využití programovacího nástroje studentům
umož̌nuje řešit zadané problémy z jiného úhlu pohledu, ujasnit si formulaci zadané úlohy a
následňe provést kontrolu výsledků.
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2 Problém batohu

Častou úlohou na programovacích soutěžích je Problém batohu. Existují různé varianty, nejčas-
tější bývá následující [2]. Máme množinu věcí, které mají svou cenu a hmotnost. Dále máme
batoh, který má danou nosnost. Otázka zní: Jaký je nejcennější možný náklad, který nepřesahuje
nosnost batohu?

3 Řešení pomocí knihovny Microsoft Solver Foundation

Knihovna Microsoft Solver Foundation je určena pro matematické programování a optimali-
zaci ve vývojovém prostředí Microsoft Visual C#. Vývojové prostředí Microsoft Visual C# i
knihovna Microsoft Solver Foundation jsou v edici express volně dostupné, lze je stáhnout
přímo ze stránek společnosti Microsoft [3, 4].

3.1 Vývojářské modely

Microsoft Solver Foundation nabízí v prostředí Microsoft Visual Studio tři vyvojářské modely
pro možné postupy̌rešení:

• Solver Foundation Services,

• Solver Foundation Solvers a

• Optimization Modeling Language.

Vývojářský model Solver Foundation Services (SFS) je vhodný prořešení úloh s více různými
metodamǐrešení, které knihovna vybírá automaticky.

Vývojářský model Solver Foundation Solvers přistupuje ke konkrétním̌rešitelům (̌rešitel
pro lineární programování, kvadratické programování, apod.), konkrétní výběr může programá-
tor sám zvolit.

Optimization Modeling Language (OML) je algebraický modelovací jazyk, vyvinutý spe-
ciálně pro modelování ǎrešení úloh. Model úlohy je specifikován odděleňe od vlastního pro-
gramu šrešením úlohy,̌címž dochází k zp̌rehledňení návrhǔrešení daného problému. Snadno
lze pozďeji pozm̌enit modeľrešení bez nutnosti zasahovat do zdrojového kódu programu, nebot’
většinou bývá podel popsán pomocí jazyka OML v samostatném souboru.

3.2 Optimization Modeling Language

Ukázka řešení zadané úlohy bude demonstrována s využitím tvorby modelu pomocí jazyka
OML (Optimization Modeling Language). Model bude použit sřešiteli Solver Foundation Ser-
vices. Vlastní tvorba modelu sestává z následujicích fází:

• parametry (parameters)

• rozhodnutí (decision)

• omezení (constraint)
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• cíle (goals)

Výpis 1 zobrazuje kostru celého programu v jazyku C#, nařádku s komentá̌remvlastní řešení
bude dále doplňena definicěrešeného modelu.

Výpis 1: Kostra programu pomocí modelu s OML.
using System;
using System.Linq;
using System.Xml.Linq;
using Microsoft.SolverFoundation.Services;
namespace KnapsackProblem {

class Knapsack {
public void Solve() {

// vlastní ř ešení
}

}
class Program {

static void Main( string [] args) {
Knapsack knapsack = new Knapsack();
knapsack.Solve();

}
}

}

Tvorba objektu navrhovaného modelu je provedena načtením do instance kontextǔrešitelů
třídy SolverContext. Vlastní model je nahrán z externího souboru Knapsack.oml, zdrojový kód
je zobrazen na výpisu 2.

Výpis 2: Nǎctení modelu.
SolverContext context = SolverContext.GetContext();
context.LoadModel(FileFormat.OML, "Knapsack.oml");

3.3 Model v jazyku OML

Celý model je popsán v externím souboru pomocí jazyka OML. Nejdříve jsou specifikovány
parametry (jedná se o množinu pojmenovanouItems). Dále je uvedeno, že položky v množině
Itemsbudou mít atributy hmotnost (weight) a cenu (value), které budou reprezentovány hodno-
tami z oboru reálnýcȟcísel.

Následuje specifikace rozhodnutí, které určuje, že každá položka množiny bud’to použita
bude nebo nikoliv (datový typ boolean). Omezení v modelu je určeno soǔctem všech hmotností
věcí (oznǎceno weightlimit). Soǔcet hmotností všech použitých věcí musí být menší nebo roven
hodnoťe 120.

Poslední̌cást modelu popisuje požadovaný cíl: snažíme se získat maximální hodnotu (value-
Goal) ze soǔctu cen všech použitých věcí.

Výpis 3 ukazuje celý model popsaný pomocí jazyka OML.

Výpis 3: Model popsaný v OML.
Model[

Parameters[Sets[Any], Items],
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Parameters[Reals[0, Infinity],
weight[Items], value[Items]],

Decisions[Booleans, Item[Items]],
Constraints[weightlimit ->

And[Sum[{iter1, Items},
weight[iter1] * I t em[iter1]] <= 120]],

Goals[Maximize[valueGoal ->
Annotation[Sum[{iter2, Items},

value[iter2] * I t em[iter2]
], "order", 0]]]

]

3.4 Seznam v̌ecí

Nyní již poťrebujeme jen získat seznam věcí, které mají být použity pro naplnění batohu.
Pro jednodušší úpravu a případnou modifikaci dat se nabízí seznam věcí uložit v samostat-

ném souboru. Tím budeme moci v přípaďe poťreby snadno p̌ridat další v̌eci, p̌rípadňe upravit
již existující seznam v̌ecí.

Pro uložení seznamu věcí jsme zvolili formát znǎckovacího jazyka XML (Extensible Mar-
kup Language), který je v současnosti b̌ežňe používán pro ukládání strukturovaných dat.

V souboru XML vedle seznamu všech věcí je na zǎcátku uvedena také hodnota pro nastavení
omezení maximální nosnosti batohu. V naší ukázce tato hodnota není využita, ale po jednodu-
ché úprav̌e kódu je možné docílit modifikace seznamu věcí a nosnosti batohu pouze pomocí
dat uvedených v XML souboru bez nutnosti zásahu do zdrojového kódu nebo souboru OML se
specifikací modelǔrešení.

Celý seznam v̌ecí ve formátu XML je zobrazen na výpisu 4.

Výpis 4: Seznam v̌ecí v souboru XML.
<?xml version="1.0" encoding="utf-8" ?>
<items>

<limits>
<weight>110</weight>

</limits>
<item name="camera">

<value>15</value>
<weight>2</weight>
<take> f alse </take>

</item>
<item name="necklace">

<value>100</value>
<weight>20</weight>
<take> f alse </take>

</item>
<item name="vase">

<value>90</value>
<weight>20</weight>
<take> false </take>

</item>
<item name="picture">
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<value>60</value>
<weight>30</weight>
<take> f alse </take>

</item>
<item name="tv">

<value>40</value>
<weight>40</weight>
<take> f alse </take>

</item>
<item name="video">

<value>15</value>
<weight>30</weight>
<take> f alse </take>

</item>
<item name="chest">

<value>10</value>
<weight>60</weight>
<take> f alse </take>

</item>
<item name="brick">

<value>1</value>
<weight>10</weight>
<take> f alse </take>

</item>
</items>

Nahrání XML dat ze souboru Knapsack.xml zajistí jediný příkaz využívající metodu třídu
XDocument(výpis 5).

Výpis 5: Nahrání obsahu souboru XML.
XDocument doc = XDocument.Load("Knapsack.xml");

3.5 Propojení dat s parametry modelu

V dalším kroku zbývá propojit nǎctená data reprezentující seznam věcí s parametry hmotnost a
cena specifikované v kontextu modelu. Vše je znázorněno na výpisu 6.

Výpis 6: Svázání nǎctených dat s parametry modelu.
IFormatProvider provider =

System.Globalization.CultureInfo.InvariantCulture;
foreach ( Parameter p in context.CurrentModel.Parameters)
{

switch ( p.Name)
{

case " weight":
p.SetBinding(from eleItem i n

doc.Element("items").Elements("item") select new {
Name = eleItem.Attribute("name").Value,
Weight = Convert.ToDouble(

eleItem.Element("weight").Value, provider)
}, row => row.Weight, row => row.Name);
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break ;
case " value":

p.SetBinding(from eleItem i n
doc.Element("items").Elements("item") select new {

Name = eleItem.Attribute("name").Value,
Value = Convert.ToDouble(

eleItem.Element("value").Value, provider)
}, row => row.Value, row => row.Name);
break ;

}
}

3.6 Nalezené̌rešení

Již máme vše p̌ripraveno pro výpǒcet koněcnéhǒrešení, jak uvádí výpis 7.

Výpis 7: Spušťení výpǒctu a zobrazení̌rešení.
Solution solution = context.Solve();
Report r = solution.GetReport();
Console.WriteLine(r.ToString());

Po spušťení programu a provedení výpočtu se zobrazí výsledná zpráva o výpočtu a s nale-
zenýmřešením (výpis 8).

Výpis 8: Zpráva s výsledným̌rešením.
===Solver Foundation Service Report===
Date: 9.11.2013 2:07:17
Version: Microsoft Solver Foundation 3.0.2.10889 Enterprise Edition
Model Name: DefaultModel
Capabilities Applied: MILP
Solve Time (ms): 455
Total Time (ms): 689
Solve Completion Status: Optimal
Solver Selected: Microsoft.SolverFoundation.Solvers.SimplexSolver
Directives:
Microsoft.SolverFoundation.Services.Directive
Algorithm: Dual
Arithmetic: Double
Variables: 8 -> 8 + 2
Rows: 2 -> 2
Nonzeros: 16
Eliminated Slack Variables: 0
Pricing ( double ): SteepestEdge
Basis: Current
Pivot Count: 4
Phase 1 Pivots: 0 + 0
Phase 2 Pivots: 4 + 0
Factorings: 4 + 0
Degenerate Pivots: 0 (0,00 %)
Branches: 7
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===Solution Details===
Goals:
valueGoal: 290

Decisions:
Item(camera): False
Item(necklace): Tr ue
Item(vase): Tr ue
Item(picture): Tr ue
Item(tv): Tr ue
Item(video): False
Item(chest): False
Item(brick): False

4 Závěr

Řešitel nám vypǒcítal výsledné̌rešení zadaného problému. Nejlépe je vložit do batohu náhrdel-
ník, vázu, obraz a televizor, celková cena zvolených věcí odpovídá hodnotě 290.

Článek ukázal využití programovacího nástroje Microsoft Visual C# s knihovnou Microsoft
Solver Foundation prǒrešení optimalizǎcních úloh, kdy modeľrešení byl specifikován pomocí
algebraického jazyka OML, vstupní data byla uložena v samostatném souboru ve značkovacím
jazyku formátu XML.
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Jihǒceská univerzita v̌Ceských Buďejovicích, Ekonomická fakulta, Katedra aplikované mate-
matiky a informatiky
Studentská 13, 370 05,České Buďejovice
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ROLE PROGRAMŮ DYNAMICKÉ GEOMETRIE P ŘI 
OBJEVOVÁNÍ A DOKAZOVÁNÍ HYPOTÉZ 

 
Jarmila Robová 

MFF UK Praha 

 
Abstrakt:  Příspěvek je věnována přehledu a analýze výzkumů zaměřených na využití 
programů dynamické geometrie při objevování, formulování a zdůvodňování vlastností 
a vztahů mezi matematickými objekty.  Součástí příspěvku jsou ilustrační příklady vytvořené 
v programu GeoGebra. 
 
Klí čová slova: dynamická geometrie, hypotéza, důkaz, středoškolská matematika 
 
 

The role of dynamic geometry software in discovering and proving 
hypotheses 

 
Abstract: The paper is devoted to a review and an analysis of the research focusing on the 
use of dynamic geometry software in discovering, formulating and reasoning properties and 
relations between mathematics objects. The examples created with software GeoGebra are 
included. 
 
Key words: dynamic geometry, hypothesis, proof, high school mathematics 
 
Úvod 

Výzkumy věnované integraci technologií do školské matematiky se v průběhu let 
postupně zaměřovaly na různá témata, která souvisela zejména s hlavním přínosem 
technologie daného typu. V sedmdesátých letech nabídly první počítače a kapesní kalkulátory 
zejména usnadnění numerických výpočtů, proto se odborníci zaměřili v tomto období na to, 
zda jejich používání nevede ke snižování početních dovedností žáků a studentů. Další vývoj 
technologií, a to zejména počítačové grafiky, přinesl do škol vizualizaci abstraktních 
matematických objektů. Výzkumná šetření se proto v dané době zabývala zejména vlivem 
vizualizace na pojmotvorný proces a vědomosti žáků i studentů.  

Dnes používané programy dynamické geometrie, ke kterým patří GeoGebra či Geometer’s 
Sketchpad, přinášejí do výuky matematiky navíc možnost realizace dynamických změn ve 
vytvořených rysech. Prostřednictvím dynamických atributů programu lze v daném prostředí 
zkoumat vlastnosti matematických objektů včetně jejich vzájemných vazeb. Uvedené 
možnosti těchto programů podporují experimentální činnost studentů, přičemž software jim 
současně poskytuje i jistou formu zpětné vazby.  

Z výše uvedeného vyplývá, že jednou z důležitých oblastí výzkumů zaměřených na 
využití programů dynamické geometrie ve výuce matematiky je vliv dynamických vlastností 
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těchto programů na související činnosti, jako je objevování a formulování hypotéz, jejich 
prověřování i dokazovaní.  

Z hlediska matematiky jako vědy spočívá hlavní role důkazu především v prokázání, resp. 
ověření, pravdivosti daného tvrzení. Současně důkazy významnou měrou přispívají k rozvoji 
matematické teorie i k systematizaci jejích poznatků. K hlavním funkcím důkazů zařazených 
do výuky matematiky patří rozvíjení deduktivních myšlenkových postupů studentů, rozvíjení 
jejich kritického myšlení a v případě vhodně volených situací i podpora motivace studentů. 
Pochopení důkazu ze strany studenta vede k jeho hlubšímu porozumění daným 
matematickým jevům i vzájemným souvislostem včetně logických vazeb. Tyto funkce činí 
z důkazu důležitou součást výuky matematiky, přičemž s rostoucím stupněm vzdělávání by 
měl být kladen na procesy zdůvodňování i dokazování větší důraz. 

Programy dynamické geometrie umožňují zkoumat matematické objekty v různých 
situacích, a tím mohou přispívat k objevování, formulování i zdůvodňování hypotéz. Zatímco 
v teoretickém důkazu se uplatňují především deduktivní postupy, při objevování hypotéz se 
opíráme o induktivní přístup. Dynamická geometrie umožňuje studentům postupně objevovat 
i prověřovat některé vlastnosti matematických objektů, a to zejména jejich invarianty. 

Z hlediska školské matematiky patří důkazy k náročným partiím, a to jak pro studenty 
z hlediska pochopení, tak i pro samotné učitele ve vztahu k výkladu a metodickým postupům. 
V následujícím textu se zaměříme na výzkumy, které se zabývaly dokazováním ve výuce 
matematiky s podporou programů dynamické geometrie. 

 
Programy dynamické geometrie a jejich vliv na postoje studentů i učitelů k dokazování 

Mezi okruhy zkoumání vlivu dynamické geometrie na výuku matematiky patří i otázky, 
zda integrace této technologie může měnit postoje studentů i učitelů ke zdůvodňování 
matematických jevů i k důkazům.  

Z hlediska předmětu zkoumání používaly výzkumy zaměřené na tuto oblast kvalitativní 
metody, a to dotazníky k identifikaci postojů před a po výuce s podporou dynamické 
geometrie, dále rozhovory se studenty i učiteli včetně analýzy videonahrávek vyučovacích 
hodin.  

 Hull a Brovey (2004) se zabývali změnami ve výuce matematiky v třech třídách 
v 9. ročníku, které v hodinách používaly program dynamické geometrie. Jednou 
z výzkumných otázek bylo, jak integrace software Geometer’s Sketchpad ovlivní postoje 
studentů ke geometrii. Studenti vyplňovali před výukou i po výuce postojový dotazník, jehož 
dvě položky byly zaměřeny na vztah studentů k důkazům. Studenti mohli vybírat odpovědi 
k nabízeným tvrzením ze čtyř možností – „rozhodně nesouhlasím, nesouhlasím, souhlasím, 
rozhodně souhlasím“. V položce, která obsahovala tvrzení „Jsem přesvědčen, že věta je 
pravdivá, když napíšu formální důkaz.“ studenti nejčastěji odpovídali před i po experimentu 
„souhlasím“ . V následující položce „Jsem přesvědčen, že věta je pravdivá, když jsem ji 
prověřil pomocí programu dynamické geometrie.“ pak nejčastěji volili před výzkumem 
možnost „souhlasím“, po výzkumném šetření možnost „rozhodně souhlasím“. I když tento 
výzkum neprokázal významné rozdíly ve vědomostech studentů před a po experimentální 
výuce, naznačil, že studenti jsou více přesvědčeni o pravdivosti matematického tvrzení, pokud 
měli možnost ho prověřit, resp. verifikovat, v prostředí programu dynamické geometrie.  

Abdelfatah (2011) se zabýval otázkou, proč výuka geometrie a dokazování geometrických 
vět často vyvolává ve studentech a někdy i u samotných učitelů negativní pocity. Během 
výuky budoucích učitelů matematiky s podporou dynamické geometrie, která probíhala čtyři 
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týdny, nezjistil žádné signifikantní rozdíly v postojích studentů před zahájením a po skončení 
výuky. Analýzou jednotlivých položek postojového dotazníku však dospěl k závěru, že u nich 
došlo k výraznému pozitivnímu posunu z hlediska chápání role důkazu v matematice. 
Například v položce „Geometrické důkazy mi dávají vysvětlení z hlediska pravdivosti 
geometrických vět.“ volili studenti před experimentem nejčastěji možnosti „rozhodně 
nesouhlasím“ a „nesouhlasím“, zatímco po experimentální výuce jejich nejčastější odpověď 
byla „souhlasím“. 

Také Pandisco (2002) se zabýval obdobnými otázkami jako předchozí výzkum. Budoucí 
středoškolští učitelé matematiky, kteří se účastnili tohoto výzkumu, projevovali silné obavy, 
jak budou jejich budoucí studenti přesvědčeni o nezbytnosti zdůvodňování a dokazování 
matematických tvrzení, jestliže budou v hodinách využívat programy dynamické geometrie. 

Jeden ze starších výzkumů poukázal na souvislost pedagogické praxe a postojů učitelů 
k využívání dynamické geometrie ve vztahu ke zdůvodnění matematických jevů. Laborde 
(2001) se zabývala tím, jak v reálné praxi učitelé využívají tyto programy ke zdůvodnění 
hypotéz. Do případové studia zařadila čtyři učitele s různou délkou praxe. První byl začínající 
učitel matematiky a informatiky, který využíval dynamickou geometrii pouze k ověřování 
vztahů. Druhý, zkušený, učitel byl začátečníkem-uživatelem dynamické geometrie a ve svých 
hodinách využíval program k rýsování a pozorování, důkazy prováděl bez podpory programu. 
Další dva učitelé byli nejen zkušení pedagogové, ale rovněž pokročilí uživatelé programu. 
Tito učitelé využívali program k řešení otevřených problémů, podporovali studenty 
k experimentování v daném prostředí. Uvedená studie ukazuje, že důležitou roli z hlediska 
integrace programů dynamické geometrie má učitel. 

  
Programy dynamické geometrie a jejich vliv na objevování a prověřování hypotéz 

Formulování hypotéz i jejich prověřování je v prostředí dynamické geometrie svázáno 
s nástrojem tažení (dragging) geometrického objektu po nákresně. Proces objevení 
a formulování hypotézy výrazně ovlivňuje také typ konstrukce (robust, soft), tj. zda 
konstrukce byla sestrojena tak, aby umožňovala objevit a prověřit hypotézu (Robová, 2013). 
Další skupina výzkumů se proto zaměřila na to, jak tažení objektu, tj. možnost zkoumání 
dynamických změn, ovlivní vědomosti studentů. Předmětem zkoumání se rovněž stal vliv 
dynamické geometrie na objevování, prověřování i dokazování hypotéz. 

Gawlick (2002) zjistil, že i když experimentální skupina pracující s dynamickou geometrií 
nedosáhla lepších výsledků z hlediska vědomostí a dovedností, byla výrazně lepší v úkolech, 
ve kterých měli žáci objevit vztahy mezi geometrickými objekty. Dospěl tak k závěru, že 
dynamická geometrie podporuje vytváření hypotéz, ne však jejich prověřování.  

Gillis (2005) ve své experimentální studii zkoumal vliv nástroje tažení objektu na tvorbu 
hypotéz. Jedna skupina žáků pracovala v prostředí dynamické geometrie, druhá skupina 
používala totéž prostředí, avšak neměla k dispozici nástroj tažení objektu, tj. řešila úkoly ve 
statickém prostředí. Gillis pracoval se žáky, kteří v celostátních testech výkonu dosáhli 
slabších výsledků. Zjistil, že tito žáci vytvářeli v dynamickém prostředí více relevantních 
hypotéz než žáci ve statickém prostředí a že jejich matematická úroveň nebyla významným 
predikátorem pro tvorbu chybných hypotéz. Během experimentální výuky pozoroval, že 
v prostředí dynamické geometrie někteří žáci nerozlišují mezi hypotézou a jejím důkazem, 
resp. mezi induktivním a deduktivním postupem. Žáci nepociťovali potřebu dokazovat 
objevené hypotézy, neboť byli díky software přesvědčeni o jejich platnosti, tj. vnímali použití 
software jako náhradu deduktivního důkazu (Robová, 2012).  
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Otázkou je, zda „autorita“ počítače nevede některé žáky k odporu k dokazování, či zda 
vhodně prezentované problémy naopak podporují u žáků potřebu zdůvodnění, jak také 
dokládají některé výzkumy (Laborde et al., 2006; Abdelfatah, 2011).  

Další výzkumná šetření poukázala na to, že nástroj tažení objektu po nákresně (dragging) 
má dvě hlavní role, a to průzkumnou a verifikační, čímž tento nástroj podporuje matematické 
úvahy, a to zejména při formulování hypotéz. Epistemologický potenciál tohoto nástroje 
spočívá v jeho vazbě k identifikaci invariantů daného jevu (Leung, Baccaglini-Frank, 
Mariotti, 2013). 

 
Programy dynamické geometrie a jejich vliv na dokazování hypotéz 

Jak již bylo uvedeno, programy dynamické geometrie mohou přispívat k objevování 
i prověřování hypotéz. K oblastem, na které se dále zaměřily výzkumy integrace programů 
dynamické geometrie, proto přirozeně patří i další okruh, a to jak tyto programy mohou 
ovlivnit dovednosti studentů z hlediska dokazování hypotéz. 

Marrades a Gutierrez (2001) se zabývali otázkou, zda dynamická geometrie může usnadnit 
studentům přechod od experimentální činnosti s matematickými objekty k formálnímu 
deduktivnímu důkazu. Podobně jako předchozí výzkumníci, dospěli k závěru, že integrace 
programů přispívá k pochopení nezbytnosti abstraktního zdůvodnění objeveného vztahu. 
Současně poukázali na skutečnost, že studenti potřebují značné množství času věnovaného 
experimentální činnosti v prostředí programu, než jsou schopni přejít k deduktivní fázi, tj. 
k důkazu hypotézy.  

Novější studie Kilic (2013) se zabývala vlivem dynamické geometrie na rozvoj 
geometrického myšlení, na vědomosti studentů a rovněž na dovednost dokazovat geometrická 
tvrzení. Výzkumu se zúčastnili studenti 10. ročníků ze šesti středních škol, jejichž výuka 
geometrie probíhala částečně v počítačové laboratoři a částečně v běžné učebně. 
Experimentální i kontrolní skupiny psali před zahájením i po skončení výzkumu 
standardizované testy. Konkrétně se jednalo o testy geometrického myšlení (Geometric 
Thinking Test), testy výkonu (Geometry Achievement Test) a testy na důkazy (Geometry 
Proof Test), všechny testy obsahovaly otázky z učiva o trojúhelnících a zobrazeních. 
Experimentální skupina v porovnání s kontrolní skupinou dosáhla výrazného zlepšení ve 
dvou z nich, a to v testech geometrického myšlení a v testech dokazování. 

Výzkumné studie, které se zabývaly vlivem dynamické geometrie na dokazování 
matematických poznatků, jsou většinou limitované z hlediska rozsahu. Konkrétně máme na 
mysli to, že často se experimentální výuka týkala jedné skupiny studentů, v případě několika 
skupin se nepodařilo zajistit stejné podmínky ve všech skupinách. V některých studiích 
probíhala experimentální výuka jen po dobu několika málo týdnů, což je podle našeho názoru 
krátká doba na vyvozování jednoznačných závěrů. V současné době jsou tak stále otevřené 
různé otázky výzkumu, například zda mohou vhodně volené problémy (např. problémy 
vedoucí k překvapujícím výsledkům pozorování z pohledu studenta) podpořit u studentů 
potřebu zdůvodnění a následně i formulování deduktivního důkazu. 

 
Zkušenosti z výuky budoucích učitelů matematiky 

Naše zkušenosti získané ve výuce budoucích učitelů matematiky na MFF UK v Praze 
potvrzují, že prostředí dynamické geometrie může podporovat objevování a prověřování 
hypotéz. Je však třeba pro tento účel vhodně formulovat úkoly a podporovat studenty 
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v experimentování s objekty v tomto prostředí. Současně by učitel měl vést své studenty 
k systematickému experimentování, které vychází z logicky promyšleného postupu, nikoliv 
jen z nahodilých manipulací. 

V případě, že učitel používá ve výuce program dynamické geometrie k formování nových 
poznatků, procházejí jeho studenti postupně třemi etapami, a to 

• etapou experimentování s objekty v daném prostředí a s využitím dynamických 
atributů programu, 

• etapou objevení a zformulování hypotézy včetně její verifikace s využitím nástrojů 
dynamické geometrie, 

• etapou teoretického zdůvodnění, deduktivního důkazu hypotézy (Robová, 2012). 
I když někteří studenti pracují v úvodní etapě experimentování bez vědomé strategie, 

učitel je formou vhodně zadaných dílčích úkolů a problémových otázek může vést k tomu, 
aby si všímali probíhajících změn v dynamickém rysu a dávali je do souvislostí. 

Následující etapa objevení a zformulování hypotézy je pro některé studenty náročná, 
a proto zde hraje důležitou roli pomoc učitele opět ve formě vhodně formulovaných otázek, 
případně diskuze se spolužáky. K samostatnému objevení obtížnějšího poznatku dospějí 
především nadaní studenti.  

Poslední etapa – ověření a teoretické zdůvodnění objevených vztahů – má převážně 
deduktivní charakter a patří k nejobtížnějším fázím výuky, neboť vyžaduje od studentů nejen 
dobré znalosti, ale i vysokou úroveň jejich logického myšlení. Na základě zkušeností z výuky 
můžeme říci, že ke zdůvodnění, resp. důkazu, potřebují studenti výraznou pomoc učitele, 
který může důkaz rozdělit do dílčích kroků, umožňuje-li to podstata problému. Přechod od 
experimentální činnosti studentů k formulování deduktivního důkazu je časově velmi 
náročný, přičemž jen někteří studenti dospějí k důkazu vlastním úsilím, a to především jen 
v jednodušších matematických problémech. Výraznou roli v deduktivní fázi hraje souvislost 
řešeného problému s dosavadními znalostmi studentů i jejich matematický nadhled nad 
daným problémem.  

V závěru uvedených tří etap je důležité, aby vyučující shrnul klíčové okamžiky 
jednotlivých fází a podpořil tak pochopení důkazu i upevnění poznatků, ke kterým studenti 
dospěli.  

Následující ilustrace obsahují ukázky řešení problémů, které byly použity ve výuce 
výběrového semináře Aplikace počítačů ve výuce geometrie pro budoucí učitele matematiky.  

 
Ilu strace 1 

První ukázka se týká Varignonova rovnoběžníku. Pokud bychom studentům přímo 
předložili větu ve tvaru „Středy stran libovolného čtyřúhelníku jsou vrcholy rovnoběžníku.“, 
bylo by pro ně snadné toto tvrzení prověřit pomocí dynamické geometrie. Za vhodnější 
přístup považujeme, pokud postupně se studenty řešíme několik na sebe navazujících dílčích 
úloh, které jim umožní objevit i prověřit hypotézu o vlastnostech čtyřúhelníku, jehož vrcholy 
jsou středy stran daného čtyřúhelníku. V souvislosti s řešením tohoto problému můžeme 
studentům postupně předložit následující úkoly. 

• Je dán rovnoběžník ABCD a středy jeho stran EFGH. Jaké vlastnosti má 
čtyřúhelník EFGH?  

Vzhledem k tomu, že zadaný čtyřúhelník ABCD je rovnoběžník, studenti snadno objeví 
(například s využitím GeoGebry a nástroje Vzdálenost či Vztah mezi dvěma objekty), že 
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i čtyřúhelník EFGH je rovnoběžník. Tažením některého vrcholu rovnoběžníku ABCD po 
nákresně mohou prověřit objevenou hypotézu. Zdůvodnit objevený vztah je však pro studenty 
obtížnější. Lze jim poskytnout nápovědu, aby využili úhlopříčky rovnoběžníku ABCD (každá 
úhlopříčka vymezí dva trojúhelníky, jejichž střední příčky jsou vždy dvě protější strany 
čtyřúhelníku EFGH, obr. 1). 
 

             
 
                             Obr. 1                                                                    Obr. 2 

 
Na tento úkol navazují další problémy. 

• Jaký je vztah mezi obsahy rovnoběžníků ABCD a EFGH?  
Pomocí nástrojů GeoGebry studenti opět rychle zjistí, že obsah rovnoběžníku EFGH je 
zřejmě roven polovině obsahu rovnoběžníku ABCD, přičemž změnou polohy některého z jeho 
vrcholů hypotézu prověří.  Ke zdůvodnění objeveného vztahu mohou využít úhlopříčky obou 
rovnoběžníků, k čemuž na základě nápovědy v předchozím úkolu dospějí někteří studenti 
sami (úhlopříčky vymezí 16 shodných nepřekrývajících se trojúhelníků, přičemž 8 z nich 
náleží rovnoběžníku EFGH, obr. 2).  

• Lze uvedená zjištění zobecnit pro libovolný čtyřúhelník ABCD a čtyřúhelník 
s vrcholy ve středech jeho stran? 

 

 

                 
 
                             Obr. 3                                                                      Obr. 4 
Studenti obvykle vnímají libovolný čtyřúhelník jako konvexní a pro konvexní čtyřúhelník 
také hypotézu, že EFGH je opět rovnoběžník polovičního obsahu, pomocí programu prověří. 
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Dokázání pravdivosti hypotézy jim nečiní potíže, neboť většina z nich využije postupy 
z řešení předchozích dvou úkolů. Pokud upřesníme otázku, zda tvrzení platí i pro nekonvexní 
čtyřúhelník ABCD, bývá pro studenty obtížnější zdůvodnit poloviční obsah rovnoběžníku 
EFGH. Někteří z nich využijí posunutí trojúhelníku AHE o vektor G–H a získají tak 
mnohoúhelník AEFA´GH, který má stejný obsah jako rovnoběžník EFGH (obr. 3). Jen málo 
studentů však dokáže (například s využitím obsahů dílčích trojúhelníků), že obsah 
mnohoúhelníku je roven polovině obsahu čtyřúhelníku ABCD (obr. 4).   

 
 

Ilustrace 2 

V případě vyšetřování množin bodů dané vlastnosti může dynamická geometrie usnadnit 
studentům objevení dané množiny. Zdůvodnění bývá pro studenty opět náročné. Zejména 
v náročnějších úlohách při využití nástroje Množina se může stát, že student výslednou 
množinu sestrojí, aniž by rozuměl podstatě řešení. Jako ilustrace poslouží následující příklad. 

„V rovině je dán čtverec ABCD. Bod Y leží na úhlopříčce AC a procházejí jím dvě 
kružnice k1, k2. První z nich se dotýká přímky AD v bodě A, druhá se dotýká přímky CD 
v bodě C. Kromě bodu Y se kružnice protínají v dalším bodě Z. Vyšetřete množinu všech 
takových bodů Z (při měnící se poloze bodu Y). 

 

               
 
                             Obr. 5                                                                     Obr. 6 

 
Studenti obvykle pracují podle zadání a postupně v programu zkonstruují požadované 

objekty, následně aplikují nástroj Množina na sestrojené body Y, Z. Získají polokružnici – tj. 
část Thaletovy kružnice nad průměrem AC (obr. 5). Zdůvodnění řešení pomocí středových 
úhlů AS1Y, YS2C a k nim odpovídajících obvodových úhlů AZY, YZC je pro ně náročné (obr. 
6). V tomto případě záleží na učiteli, jakou nápovědu studentům poskytne. 

 
 

Závěr  

Programy dynamické geometrie mohou u studentů podporovat osvojování i rozvíjení 
matematických poznatků, objevovat i formulovat matematické hypotézy. V současné době 
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však nejsou k dispozici jednoznačné závěry z hlediska vlivu těchto programů na dovednosti 
studentů, které souvisejí s dokazováním objevených hypotéz.  

Využití programů dynamické geometrie k experimentální činnosti studentů přináší nejen 
pozitivní, ale i negativní jevy. K přínosům integrace programů dynamické geometrie v oblasti 
objevování a formulování hypotéz patří zejména vyšší motivace studentů ve výuce i jejich 
aktivita a do jisté míry samostatnost při řešení problémů. Na druhou stranu jsou však uvedené 
činnosti spojeny se značnou časovou náročností v samotné výuce a rovněž s vysokými nároky 
na přípravu učitele. 

Z výše uvedeného vyplývá, že je třeba udržovat jistou rovnováhu mezi experimentální 
činností studentů ve výuce s podporou dynamické geometrie a teoretickým výkladem. 
Experimentování v prostředí dynamické geometrie by mělo být především systematické, tj. 
mělo by vést k vytyčenému cíli z hlediska rozvíjených poznatků.    
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VYUŽITÍ WOLFRAMALPHA VE VÝUCE 

MATEMATIKY NA MENDELOVĚ UNIVERZITĚ  

 
Dana Říhová 

Ústav statistiky a operačního výzkumu, Mendelova univerzita v Brně 

 

Abstrakt: Příspěvek se zabývá užitím výpočetního nástroje WolframAlpha ve výuce 

základních kurzů matematiky. Shrnuje celkové možnosti této služby. Prezentuje vytvořené 

studijní materiály, do nichž byly vybrány příkazy aplikace podle probíraného učiva a seřazeny 

do tématických skupin. Použití WolframAlpha je v nich ilustrováno na příkladech, je 

zobrazen odpovídající výstup i odkaz na příslušnou webovou adresu. Jsou uvedeny zkušenosti 

s využitím systému při tvorbě samostatných projektů studentů. 

 

Klíčová slova: matematika, systémy počítačové algebry, WolframAlpha 

 

 

Use of WolframAlpha in teaching of mathematics at Mendel University  

 
Abstract: The paper deals with the use of WolframAlpha computational tool in teaching 

basic mathematics courses. It summarizes the overal capabilities of this service. It presents 

created study materials in which the selected commands of the application according to the 

discussed subject were sorted in thematic groups. Using of WolframAlpha is demonstrated in 

examples, the corresponding output and a link to the appropriate web address are displayed. 

The experience of using this system in creating of individual student projects is included.  

 

Key words: mathematics, computer algebra system, WolframAlpha 

 

Úvod 

 

V rámci operačního projektu „Průřezová inovace studijních programů Lesnické a 

dřevařské fakulty MENDELU v Brně (LDF) s ohledem na disciplíny společného základu“ 

(reg. č. CZ 1.07/2.2.00/28.0021) byl v některých základních kurzech matematiky využit 

výpočetní nástroj WolframAlpha. Byl zvolen pro své jednoduché ovládání a také proto, že 

výuka matematiky je určena pro zemědělské obory. 

 

1. Základní údaje o WolframAlpha 

 

Webová služba WolframAlpha představuje znalostní internetový vyhledávač, který  

umožňuje provádět také matematické výpočty. V současné době je to patrně nejlepší volně 

přístupný online nástroj pro řešení jednodušších matematických úloh. Najdete jej  na  adrese 

  

http://wolframalpha.com 
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Zajímavý je komplexní přístup k řešení příkladů, kdy kromě výsledku jsou 

zobrazeny další doplňující informace, které s matematickou operací souvisejí, případně  i 

samotný postup výpočtu. Velkou výhodou je, že syntax je velmi jednoduchá a poměrně 

volná, stačí znát pouze klíčová slova. Příkaz se zadává názvem operace v angličtině 

následovaný výrazem nebo daty. Aplikace dá často správnou odpověď i tehdy, když jsme 

v zadání udělali chybu (například v klíčovém slově nebo použili jiný typ závorky). Pro 

uživatele jsou užitečné vizuálně zajímavé grafické výstupy a export celé stránky do PDF. 

WolframAlpha nabízí také mobilní verze, což ocení především studenti. 

Jediným omezením je nižší rychlost oproti běžným CAS, slabší výpočetní možnosti a  

problematické využití předchozích výpočtů. 

 

              Obr. 1. Stephen Wolfram 

 

Celý systém byl vyvinut firmou Wolfram Research, jejímž zakladatelem je fyzik a 

úspěšný softwarový vývojář Stephen Wolfram. Velmi propracovaná a nejsilnější matematická 

část WolframAlpha je vytvořena na dřívějším známém produktu  Mathematica téže firmy   

(v současné době verze 9). Aplikace byla uvolněna v květnu 2009. Postupně došlo 

ke zpoplatňování pokročilejších funkcí. V únoru 2012 se objevila placená rozšířená verze 

WolframAlpha Pro. 

 

http://www.wolframalpha.com/pro 
 

Pokud si tuto službu předplatíte, získáte spoustu dalších možností především pro práci 

s daty. Při vytvoření vlastního účtu na WolframAlpha pomocí e-mailové adresy je možné 

využít volně přístupnou zkušební 7-denní verzi (ještě v první polovině tohoto roku 14-denní). 
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S WolframAlpha Pro můžete pracovat s vlastními daty, aplikace umožňuje vstup tabulek, 

souborů i obrázků, je podporováno více než 60 vědeckých, matematických a jiných formátů. 

Uživatel si může své výstupy, grafy a diagramy, upravovat podle potřeb. Je nabízena 

interaktivní verze výstupů ve formátu CDF (Computable Document Format). Nově je 

zařazen generátor problémů. Získáte také neomezený přístup k postupům výpočtů - řešení 

krok po kroku. V nabídce je rozšířená klávesnice s matematickými symboly a řeckou 

abecedou. Pro složitější výpočty dává WolframAlpha Pro výpočetní čas navíc. 

 

2. Práce s WolframAlpha 

 

Pro ty, kteří si chtějí WolframAlpha vyzkoušet, je připraven návod a instruktážní 

video: 

 

http://www.wolframalpha.com/tour/what-is-wolframalpha.html 
 

 
     

Obr. 2. Stránka s návodem k ovládání 

 

Protože práce s aplikací je jednoduchá, úplně stačí projít si seznam příkladů na 

webové stránce 

 

http://www.wolframalpha.com/examples 

 
Obrovské množství příkladů názorně ilustruje, co všechno služba dokáže vypočítat, a pomáhá 

k vysvětlení syntaxe a sémantiky. Příklady jsou přehledně seřazeny do tematických skupin. 

Kliknutím na červený nadpis s názvem skupiny se zobrazí detailnější seznam spolu s příklady. 

Po kliknutí na znak = v poli s příkazem se objeví řešení.   

 Na následujícím obrázku je zobrazena nabídka okruhů příkladů z matematiky. 
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Obr. 3. Okruhy příkladů z matematiky 
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Ve službě WolframAlpha se příkaz zadává do vstupního pole (žlutý rámeček se znakem = 

vpravo). 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Obr. 4. Vstupní pole WolframAlpha 

 

Po napsání příkazu stiskneme klávesu Enter nebo znak =. Řešení se nám zobrazí ve formě 

html stránky. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Obr. 5. Příkaz průsečíků dvou křivek s řešením 
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Pod vstupním polem se zobrazí pole se vstupní interpretací zadaného příkazu a pole    

s výsledkem. V pravém horním rohu tohoto pole se obvykle nachází ikona step-by-step 

solution pro získání postupu řešení krok po kroku. Níže pak bývá umístěno grafické 

znázornění a další doplňující informace k řešení. Najedeme-li kurzorem do levého dolního 

rohu každého pole, zobrazí  se nám ikony možností práce s ním.  

Ne vždy se nám výsledek zobrazí ve tvaru, na jaký jsme zvyklí. Například při výpočtu  

neurčitých integrálů jsou ve výsledcích používány hyperbolometrické funkce. 

 
Obr. 6. Neurčitý integrál 

 

Při vykreslení funkce arccotg x je definiční obor funkce cotg x omezen na interval (-π/2, π/2) 

a ne na standardní (0, π). Některé výsledky se také zobrazují v komplexním oboru. 

 
Obr. 7. Graf funkce y=arccotg x 
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3. Postup řešení krok po kroku 

  

Aplikace umožňuje získat postup řešení, tzv. step-by-step solution. Bohužel ve volně 

přístupném WolframAlpha je tato možnost omezena pouze třemi přístupy denně, 

ve zpoplatněném WolframAlpha  Pro je tento počet neomezený. 

 
Obr. 8. Řešení krok po kroku 

 

Kromě jednotlivých kroků jsou uvedeny i použité vzorce. Ne vždy se však jedná         

o „vzorový výpočet“. Bývá zvolen postup, který je nejsnáze algoritmizovatelný. Přesto může 

být ukázka postupu řešení úlohy pro studenta užitečná. 

 

4. Historie, oblíbené 

 

 Pro vyučujícího je naopak výhodné využít možnosti zobrazení historie použitých 

příkazů (History). Ze seznamu je možné přidat označené příkazy do oblíbených (Favorites), 

což později umožní získat k nim rychlý přístup. Je však nutné, aby uživatel měl na 

WolframAlpha vytvořený vlastní účet. 
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Obr. 9. Oblíbené 

 

 
 

Obr. 10. Historie 
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5. CDF formát 

 

Zpoplatněný WolframAlpha Pro nabízí export výstupů do CDF formátu (Computable 

Document Format), který umožňuje s grafickými výstupy interaktivně pracovat. K tomu je 

potřeba stáhnout a nainstalovat CDF Player, který je volně dostupný.  

 

 
Obr. 11. CDF formát 

 

Pro práci s CDF formátem a jeho uložením slouží 5. a 6. ikona v levém dolním rohu 

pole s grafem.  

Nepřeberné množství již vytvořených CDF formátů s matematickou tématikou a jejími 

aplikacemi je k dispozici na stránce Wolfram Demonstrations Project, kterou naleznete na 

 

http://demonstrations.wolfram.com/topic.html?topic=Mathematics 

 
Tyto interaktivní grafy jsou zejména vhodné pro názorné ukázky ve výuce. Můžete si je nejen 

volně stahovat, ale u každého je uveden i zdrojový kód autorů v CAS Mathematica. Na 

následujících obrázcích jsou zobrazeny demonstrační stránka s tématem matematické analýzy 

a CDF formát ilustrující numerickou integraci. 
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Obr. 12. Stránka s CDF grafy 

 

 
Obr. 13. CDF s numerickou integrací 

314



6. Generátor problémů 

 
Obr. 14. Okruhy generátoru problémů 

 

Další možností, kterou WolframAlpha v současné době nabízí jako novinku, je 

generování testových příkladů, což ocení jak studenti, tak vyučující. Je možné si zvolit tři 

úrovně obtížností – začátečníci, středně pokročilí a pokročilí. Systém umožňuje generovat 

testy z vybraných okruhů, a to buď interaktivní testy, v nichž se při nesprávné odpovědi 

zobrazí rada, případně lze požádat o postup řešení krok po kroku. Studentovi se zobrazuje 

historie jeho odpovědí s vyhodnocením. 

 
Obr. 15. Ukázka interaktivního testu 
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Obr. 16. Historie odpovědí 

 

Nebo si ze zvoleného okruhu můžeme nechat vygenerovat testy ve tvaru pracovních 

listů určených k tisku, které pak lze využít ve výuce. Nabízí se i varianta řešení s klíčem. 

  

 
Obr. 17. Ukázka pracovního listu s klíčem 
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Nevýhodou je doposud malý počet témat, z nichž lze testy generovat, a především to, 

že generátor problémů je přístupný pouze v placeném WolframAlpha Pro. Můžete jej však 

vyzkoušet v jeho volné zkušební 7-denní verzi. Pro studenty pak nejsou příliš výhodné 

výsledky příkladů na derivování a integrování zapsané pomocí funkcí sekans a kosekans a 

hyperbolometrických funkcí. 

 

7. Formáty vstupu, úprava výstupů 

  

 Každý text příkazu zadaného ve vstupním poli WolframAlpha lze zobrazit v kódu pro 

CAS Mathematica.  

 
Obr. 18. Vstupní formát  

 

Jak už jsme se zmínili, v placeném WolframAlfa Pro si uživatel může výstupy ukládat 

a upravovat podle potřeb. Jde především o grafy a tabulky.  

 
Obr. 19. Ukázka úpravy grafu y=sin x 
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8. Užití ve výuce matematiky 

  

 Jak lze WolframAlpha používat ve výuce matematiky, demonstruje velké množství 

výukových materiálů, ukázková videa a diskuzní fórum pro učitele, které jsou k dispozici na 

adrese 

 

http://wolframalpha.com/educators 

 

 
 

Obr. 20. Stránka o výuce  

 

Všechny tyto materiály mohou být pro učitele skvělou inspirací. Některé volně přístupné 

ukázkové lekce i videa o používání WolframAlpha v hodinách matematiky jsou však poněkud 

jednoduché. 

 Dalším užitečným zdrojem informací pro výuku se jeví WolframAlpha blog, který 

naleznete na 

 

http://blog.wolframalpha.com/category/math/ 

 
V blogu si vyučující může vybrat téma, které ho zajímá. Najde v něm řadu příspěvků s danou 

problematikou a také může do blogu přispět sám.  
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Obr. 21. Příspěvek v blogu WolframAlpha 
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9. WolframAlpha v matematice na Mendelu Brno 

  

Aplikace WolframAlpha byla v rámci inovace studijních programů využita                  

v některých základních kurzech matematiky vyučovaných  na fakultách Mendelovy univerzity 

v Brně. Pro základní kurz matematiky, obsahující diferenciální a integrální počet jedné 

proměnné, základy lineární algebry a úvod do numerických metod, byly vybrány příkazy 

WolframAlpha, které se při výpočtech příkladů dají použít. V rámci projektu byly vytvořeny 

prezentace pro výuku, v kterých jsou vybrané příkazy rozděleny do tématických okruhů: 

 funkce, vlastnosti, definiční obory, polynomy, 

 limita funkce, 

 derivace funkce, 

 průběh funkce, 

 neurčitý a určitý integrál, geometrické aplikace, 

 lineární algebra – matice, determinanty, soustavy lineárních rovnic, 

 aplikace – numerické metody. 

Použití WolframAlpha je ilustrováno na příkladech, u každého je zobrazen odpovídající 

výstup i funkční odkaz na příslušnou webovou adresu. Tyto materiály mohou sloužit i 

k samostatnému studiu a jsou k dispozici na  

 

http://user.mendelu.cz/qqrihova/zvm/WolframAlpha.htm 

 

 
 

Obr. 22. Ukázka z prezentace týkající se průběhu funkce 
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Další velmi zdařilé studijní materiály obsahující souhrn příkazů WolframAlpha, které 

byly vypracovány v rámci tohoto projektu, lze najít na  

 

http://user.mendelu.cz/marik/wiki/doku.php?id=wolfram_alpha 
 

Studenti vypracovávali samostatný projekt, v němž pomocí služby WolframAlpha 

řešili příklady z vyjmenovaných okruhů. Příklady si studenti mohli zvolit libovolně. 

Vypracování projektu bylo dobrovolné, za odevzdání projektu studenti získali bonusové body, 

které se započítávaly ke zkoušce. 

Využití WolframAlpha ve výuce matematiky se osvědčilo, studenti celkem kladně 

hodnotili jeho použití. Stránku s vyřešeným příkladem si vygenerovali ve formátu PDF, tak 

jak to WolframAlpha nabízí. Řada z nich využila zkušební verzi WolframAlpha Pro a kromě 

standardního výstupu odevzdávala i řešení s postupem krok po kroku.  

 

Závěr 

 

 Můžeme konstatovat, že použití aplikace WolframAlpha bylo oživením výuky 

základního kurzu matematiky a motivovalo studenty k aktivnějšímu zapojení. Řada z nich 

byla příjemně překvapena možnostmi, které jim tato služba, a to nejen v matematice, nabízí. 

Samozřejmě používání WolframAlpha nenahradí samotné matematické znalosti, při řešení 

příkladů pomocí této služby je potřeba matematickému pojmu především dobře rozumět a 

ze zobrazených informacích si vybrat to podstatné. Někdy jsou výsledky zobrazeny jiným 

způsobem, než na jaký jsou studenti zvyklí (například postup řešení krok po kroku, výsledky 

derivací a neurčitých integrálů), proto je nutné se v těchto matematických zápisech orientovat.  

 Celkově lze konstatovat, že využití WolframAlpha se dá ohodnotit jen pozitivně. 

Velkou výhodou je jeho jednoduché ovládání a názorné zobrazování výsledků. Jediným 

minusem je zpoplatnění pokročilejších funkcí (WolframAlpha Pro), které by studenti mohli 

dobře využít. 

 WolframAlpha tak může sloužit jako zajímavý doplněk výuky matematiky. 

 

Příspěvek vznikl v rámci projektu „Průřezová inovace studijních programů Lesnické a 

dřevařské fakulty MENDELU v Brně (LDF) s ohledem na disciplíny společného základu“ 

(reg. č. CZ 1.07/2.2.00/28.0021) za přispění finančních prostředků EU a státního rozpočtu 

České republiky. 
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Abstrakt: Při výuce matematiky na ZŠ a SŠ se setkáváme s třemi různými druhy odhadů: 
s odhadem výsledku početní operace, s odhadem počtu objektů ve skupině a s odhadem 
metrických vlastností geometrických útvarů. Článek podrobně představuje jednotlivé typy 
odhadů a způsoby určování jejich přesnosti, věnuje se možnému využití programu GeoGebra 
při nácviku odhadů. Představuje několik interaktivních prostředí vhodných pro výuku této 
problematiky a uvádí návod, jak podobná prostředí vytvořit.  
 
 
Klíčová slova: odhad, přesnost odhadu, GeoGebra, interaktivní prostředí, ICT ve výuce 
matematiky. 
 
 
 

Practicing estimates with GeoGebra 
 

Abstract: In mathematics education at elementary and secondary schools we meet with three 
different types of estimates: with an estimate of the result or an arithmetic operation, with an 
estimate of the number of objects in a group, and with an estimate of metric properties of 
geometric figures. The article presents the three types of estimates in detail, methods of 
determining their accuracy, and shows the possible use of GeoGebra in practicing estimates. 
The text presents several interactive environments suitable for teaching and learning the issue 
of estimates, and provides guidance on how to create a similar environment. 
 
 
Key words: estimate, accuracy of estimate, GeoGebra, interactive environment, ICT in 
mathematics education.  
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„An estimate is an educated guess 
for an unknown quantity or outcome 
based on known information.”      [11] 

 
Úvod 

 
Při výuce matematiky na základní škole se setkáváme s třemi různými druhy odhadů: 
s odhadem výsledku početní operace, s odhadem počtu objektů ve skupině a s odhadem 
metrických vlastností geometrických útvarů. V hodinách geometrie se žáci učí porovnávat, 
odhadovat a měřit délku úsečky, vzdálenost bodu od přímky či velikost úhlu, učí se odhadovat 
a vypočítat obvod a obsah základních rovinných útvarů, povrch a objem základních 
prostorových útvarů. Na střední škole se schopnosti a dovednosti získané na základní škole 
dále rozvíjí a prohlubují. Přibývají nové geometrické objekty v rovině a v prostoru a nové 
metrické vlastnosti těchto objektů, tedy nové cíle, které je možné porovnávat či odhadovat. 

Článek se věnuje využití programu GeoGebra při nácviku různých typů odhadů a při 
porovnávání metrických vlastností geometrických útvarů. Představíme si několik 
interaktivních prostředí vhodných pro výuku této problematiky na základní či střední škole. 
Dozvíte se, jak si můžete podobná prostředí vytvořit. Součástí článku jsou i elektronické 
přílohy se zdrojovými GeoGebra soubory k jednotlivým prostředím. Popisovaná prostředí si 
tak sami můžete vyzkoušet, prohlédnout si postup jejich konstrukce a případně je upravit 
podle svých představ. 
 
 

Odhady 
 
Jak již bylo anglicky zmíněno na začátku této stránky, odhad je poučený pokus uhodnout 
neznámé množství nebo výsledek, a to na základě známých informací. Odhad používáme 
v situacích, kdy přesné měření množství nebo přesný výpočet jsou nemožné či zbytečně 
náročné (časově, procedurálně, obsahově). Odhad může nabídnout přibližné řešení čistě 
matematických problémů (takový odhad začíná i končí v matematice), nebo nabízí přibližnou 
matematizaci problémů z reálného života (odhad začíná v realitě a končí v matematice). Více 
informací o výzkumu v oblasti odhadů naleznete např. v [10]. 

Ve škole se nejdříve setkáváme s odhady množstevními (anglicky numerosity 
estimates). Při nich se odhaduje počet objektů ve skupině (Obr. 1).  

 
Obr 1 : Odhadni, kolik korálků je na šňůrce. 
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Podle rozložení objektů můžeme množstevní odhady dělit na 
1-dimenzionální: odhad počtu korálků na šňůrce, počtu stromů v aleji; 

  2-dimenzionální: odhad počtu lidí na náměstí, počtu aut na parkovišti; 
  3-dimenzionální: odhad počtu bonbónů ve sklenici, počtu cihel na paletě. 
K množstevním odhadům patří i složitější úlohy, výsledkem nemusí být vždy přirozené číslo. 
Takovou složitější úlohou je například úkol určit, jaká část objektů ve skupině má nějakou 
konkrétní vlastnost. Výsledkem odhadu je zlomek nebo číslo ve formátu procent (Obr. 2). 

 
Obr 2 : Jaká část korálků je obarvena na zeleno? 

 
Druhým typem odhadů jsou odhady výpočetní (anglicky computational estimates). Při 

těch provádíme odhad výsledku matematické operace – odhad součtu, rozdílu, násobku, 
součinu, podílu čísel, ale také třeba odhad aritmetického průměru, mocniny, odmocniny, atd. 
Pro zajímavost si uveďme zadání jednoho zahraničního testu odhadových schopností (Obr. 3). 
Patří k výzkumu, který zkoumal strategie používané při provádění výpočetních odhadů. Test 
se zaměřuje na součin a podíl přirozených a desetinných čísel. Je zajímavé, že se vůbec 
nevěnuje zlomkům, přestože autorka předpokládá, že při odhadech zlomky budou využívány: 
např. v úloze 8 je možné pěkný odhad vytvořit pomocí součinu 440 · 3/4 =330.  

 

 
Obr 3 : Test odhadových schopností z článku [3]. 
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Třetím typem odhadů jsou odhady rozměrové (anglicky measurement estimates), při 
nichž odhadujeme metrické vlastnosti objektů. Rozdělit je můžeme opět podle dimenzí: 
  1-dimenzionální: odhad délky, vzdálenosti, výšky, obvodu, času; 
  2-dimenzionální: odhad obsahu (Obr. 4), povrchu, velikosti úhlu; 
  3-dimenzionální: odhad objemu, hmotnosti; 
 

 
Obr 4 : Odhadni obsah obrazce vpravo. 

 
Do 1-dimenzionálních rozměrových odhadů patří také úlohy odhadnout polohu čísla na 
číselné ose a úlohy k nim inverzní: k poloze na číselné ose určit odpovídající číslo (Obr. 5).  
 

 
Obr 5 : K poloze na číselné ose urči odpovídající číslo. 

 
Některé zdroje dělí odhady pouze na výpočetní a rozměrové, přičemž odhad počtu 

korálků je pro ně odhadem rozměrovým diskrétním a odhad délky je odhadem rozměrovým 
spojitým. 
 
 

Přesnost odhadu 
 
Různé typy odhadů používají různé metody určení přesnosti odhadu. Obecně lze říci, že 
každá úloha je individuální, a tak i její přesnost je možné posuzovat individuálně vzhledem ke 
kontextu. Většinově se však dodržují následující pravidla ustanovená v článcích [3] a [9]: 

Množstevní odhady se posuzují relativně vzhledem k přesné odpovědi: je-li O odhad a 
PO přesná odpověď, určíme chybu jako  

PO
POO −

. 
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Odhad bývá považován za přesný, pokud chyba nepřekročí 50 %. Tedy, při odhadu 100 
korálků se za přesné považují odhady mezi 50 a 150, při odhadu 100 000 korálků jsou 
přesnými odhady mezi 50 000 a  150 000. 

V našem příkladu se zelenými a červenými korálky (Obr. 2) můžeme požadovat 
výsledek ve tvaru zlomku. Pak je přesnou odpovědí zlomek 1/5, a za přesné odhady jsou 
považovány zlomky mezi 1/10 a 3/10. Všechny takové zlomky s jednociferným 
jmenovatelem najdete na Obr. 6. 
 

 
Obr 6 : Zelené pole označuje zlomky považované za přesný odhad čísla 1/5. 

 
U výpočetních odhadů se chyby určují stejně jako u množstevních odhadů, ale odhady 

se často dělí na méně přesné a více přesné, limitem přesnosti bývá 30 % a odhady se mohou 
bodovat: 

chyba do 10 % ... 3 body 
chyba do 20 % ... 2 body 
chyba do 30 % ... 1 bod 
chyba nad 30 % ... 0 bodů 

Například pokud odhaduji výsledek součinu 17 · 23, je přesný výsledek roven 391. Při 
provádění odhadu mohu první činitel o trochu zvětšit a druhý o trochu zmenšit a použít 
pomocný součin 20 · 20 = 400. Takový odhad by byl za 3 body. Odhad pomocným součinem 
20 · 23 = 460 by byl za 2 body, odhad pomocným součinem 15 · 20 = 300 by byl pouze za 1 
bod. Podrobněji o bodování tohoto příkladu na Obr. 7. 
 

 
Obr 7 : Bodování odhadu výsledku součinu 17 · 23. 

 
U rozměrových odhadů závisí výpočet chyby na tom, zda měřená situace je omezená 

či neomezená (mám x nemám zadané meze, mezi kterými odhad leží; tyto meze mohou být 
zadané explicitně, nebo mohou vyplývat z kontextu). Neomezené situace (např. odhad 
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vzdálenosti dvou stromů v krajině) se posuzují relativně vzhledem k přesné odpovědi, tedy 
stejně jako množstevní a výpočetní odhady.  

Omezené situace se posuzují relativně vzhledem k rozsahu mezí: je-li O odhad, PO 
přesná odpověď, DM dolní mez odhadu a HM horní mez odhadu, určíme chybu jako  

DMHM
POO
−
−

. 

Důvod této změny vysvětlí nejlépe úvaha související s Obr. 8: odhadnout pozici čísla 93 na 
stupnici mezi 90 a 100 je stejně obtížné jako odhadnout pozici čísla 10093 na stupnici mezi 
10090 a 10100. 
 

 

 
Obr 8 : Stupnice od 90 do 100 a od 10090 do 10100. 

 
Konkrétní odhady polohy čísla 93 na číselné ose mezi 90 a 100 se bodují podle návodu 
uvedeného na Obr. 9, rozdíl HM – DM je zde roven 10. 
 

 
Obr 9 : Bodování odhadu polohy čísla 93 na stupnici mezi 90 a 100. 

 
 My budeme chyby počítat bez absolutní hodnoty v čitateli zlomku. Tak podle 
znaménka chyby poznáme, jestli byl odhad větší než přesná odpověď (+) nebo menší (–). 

 
 
GeoGebra   

 
K nácviku odhadů využijeme program GeoGebra [2], volně dostupný software pro výuku 
matematiky. V programu si vytvoříme interaktivní prostředí využitelná jako doplněk 
k výkladu odhadů.  

Naše příklady budou využívat tyto nástroje programu GeoGebra: Posuvník, 
Zaškrtávací políčko pro zobrazení/skrytí objektu, nástroj Vložit tlačítko a nástroj, který se 
jmenuje Vložit textové pole, ale ve skutečnosti slouží k vkládání pole libovolného formátu* – 

* Jedná se o chybu v překladu, název tohoto nástroje by měl být v nejbližší době opraven na Vložit vstupní pole. 
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my ho budeme používat pro vkládání čísel. Všechny tyto nástroje naleznete v menu na 
stejném místě, ve sloupečku pod Posuvníkem (Obr. 10). 

 

 
Obr 10 : Používané nástroje programu GeoGebra. 

 
Posuvník budeme používat pro čísla udávající parametry konstrukce (například pro 

dolní a horní mez číselné osy, pro odhadované číslo, pro čitatele a jmenovatele odhadovaného 
čísla apod.), v případě potřeby využijeme možnosti generovat jeho hodnoty náhodně 
(vlastnost Náhodný). Na závěr si ukážeme konstrukci, která využívá i animaci posuvníku 
(vlastnost Animace).  

Zaškrtávací políčko budeme využívat pro skrytí a zobrazení správných odpovědí, pro 
skrytí a zobrazení údajů o chybě odhadu. Toto políčko je Boolovská proměnná, jeho hodnota 
je buď true (políčko je zaškrtnuto a objekty zobrazeny) nebo false (políčko není zaškrtnuto a 
objekty jsou skryty). K objektům, jejichž zobrazování chceme zaškrtávacím políčkem řídit, 
přidáme do vlastností Podmínky zobrazení objektu název příslušného zaškrtávacího políčka 
(viz Obr. 11). 

 

 
Obr 11 : Bod A se zobrazí pouze v případě, že zaškrtávací políčko « a » bude zaškrtnuto. 
 
Tlačítko budeme používat pro vygenerování nové úlohy. K tomuto účelu je třeba do 

vlastností tlačítka vyplnit GeoGebra Skript jako na Obr. 12: příkaz AktualizaceKonstrukce[] 
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vygeneruje nové hodnoty pro všechny náhodné posuvníky v konstrukci (tj. vytvoří nové 
zadání úlohy), příkaz a=false nastaví zaškrtávací políčko a na hodnotu false, což znamená, že 
skryje všechny objekty řízené tímto políčkem (schová řešení nové úlohy).  

 
Obr 12 : Tlačítko pro generování nové úlohy – GeoGebra Skript. 

 
 
 Interaktivní prostředí pro odhady 
 
Nejprve se zaměříme na odhady polohy čísel na číselné ose. Soubor gg001.ggb (viz Obr. 13) 
vytváří prostředí, ve kterém je možné prostřednictvím vstupního pole zadávat dolní a horní 
mez 

       
  Obr 13 : Soubor gg001.ggb – vzhled před začátkem řešení (vlevo), vzhled po vyřešení (vpravo). 

330



mez úseku číselné osy. Číselná osa je zobrazena. Tlačítko „Nová úloha“ generuje číslo mezi 
dolní a horní mezí, úkolem je odhadnout polohu tohoto čísla na číselné ose. Odhad se provádí 
prostřednictvím pohyblivé modré ručičky. Po nastavení modré ručičky do „správné“ polohy 
klikneme na zaškrtávací políčko „správná odpověď“. Tím zobrazíme přesnou odpověď 
v podobě zelené ručičky a údaje o chybě (červený číselný údaj). Kliknutím na zaškrtávací 
políčko „můj odhad číselně“ zobrazíme celé číslo, které leží nejblíže našemu odhadu. 

Analogicky můžeme řešit i inverzní úlohu: odhad čísla, které leží na určené pozici. 
Tuto problematiku zpracovává soubor gg002.ggb, Obr. 14. 
 

        
    Obr 14 : Soubor gg002.ggb – vzhled před začátkem řešení (vlevo), vzhled po vyřešení (vpravo). 
 

Ruční zadávání dolní a horní meze využívá hlavně vyučující, pokud chce průběžně 
gradovat obtížnost odhadových úloh. Chceme-li prostředí poskytnout žákům na závěrečné 
procvičování, můžeme zvolit soubor gg003.ggb, ve kterém jsou obě meze generovány 
náhodně (Obr. 15). 
 

 
Obr 15 : Soubor gg003.ggb – vzhled po vyřešení. 
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 Podobná prostředí můžeme vytvořit pro odhady desetinných čísel s předem daným 
počtem desetinných míst (soubor gg004.ggb) a pro odhady zlomků (soubory gg005.ggb, 
gg006.ggb a gg007.ggb, Obr. 16).   
 

   
Obr 16 : Soubor gg007.ggb – vzhled po vyřešení. 

 
 Doposud jsme procvičovali pouze rozměrové odhady. Vzniklé soubory však můžeme 
využít jako platformu pro odhady výpočetní či pro odhady kombinované. Například pro 
odhad součinu dvou pravých zlomků jako v souboru gg008.ggb, Obr. 17. Žák buď může 
odhadnout výsledek součinu a poté odhadnout polohu tohoto výsledku na číselné ose, nebo 
může využít geometrickou vlastnost součinu zlomků: odhadnout na ose polohu prvního 
činitele, v duchu si ho přejmenovat na novou jedničku, a potom odhadovat polohu druhého 
činitele na nově vzniklém jednotkovém intervalu. 
 

          
      Obr 17 : Soubor gg008.ggb – vzhled před začátkem řešení (vlevo), vzhled po vyřešení (vpravo). 
 
 V čistě geometrickém kontextu můžeme procvičovat například odhad délky úsečky, 
odhad polohy středu úsečky, odhad velikosti části úsečky (soubor gg009.ggb) či odhad 
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velikosti části úsečky s obrázkem na pozadí. Při vhodné volbě obrázku v pozadí je odhad 
ovlivněn optickým klamem. Tato situace nastane třeba u odhadu části výšky trojúhelníka 
v souboru gg010.ggb,* Obr. 18. Tvar trojúhelníka lze změnit posunutím zelených vrcholů. 
Tvar 

       
    Obr 18 : Soubor gg010.ggb – vzhled před začátkem řešení (vlevo), vzhled po vyřešení (vpravo). 
 

Můžeme také procvičovat 2-dimenzionální rozměrové odhady, v souboru gg011.ggb 
(Obr. 19) odhadujeme obsah části trojúhelníka. I zde můžeme libovolně měnit polohu vrcholu 
B a měnit tak tvar trojúhelníka (třeba na tupoúhlý). Soubor můžeme použít i k drobnému 
experimentu: odkryjeme si „přesnou odpověď“ a sledujeme, že změna polohy bodu B přesnou 
odpověď nezmění. Proč? 
   

        
    Obr 19 : Soubor gg011.ggb – vzhled před začátkem řešení (vlevo), vzhled po vyřešení (vpravo). 
 

* Děkuji H. Mahnelové za konstruktivní kritiku, která přispěla k vylepšení tohoto příkladu. 
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Přestože GeoGebra zatím neumí pracovat s 3-dimenzionálními obrázky, můžeme ji 
použít i k nácviku 3-dimenzionálních rozměrových odhadů. Například můžeme zobrazit nárys 
koule, válce či kužele naplněného částečně kapalinou a odhadovat, jakou část objemu tělesa 
kapalina zaujímá. Konstrukce modelu pro válec je velice podobná konstrukci z Obr. 18, jen 
místo trojúhelníku bude v pozadí obdélník. Ale konstrukce pro kouli a kužel jsou složitější. 
Konstrukce pro kužel využívá podobnosti trojúhelníků, podrobnější popis geometrických 
souvislostí a postupu konstrukce naleznete v [5], [6] nebo [8]. Konstrukce pro kouli využívá 
vzorec pro objem kulového vrchlíku a grafické řešení kubické rovnice. Velice podrobný 
rozbor této rovnice najdete v [7], postup konstrukce opět v [5], [6] nebo [8].  

Soubor gg012.ggb je jakousi přípravou na objemové odhady v kouli, neboť zobrazuje 
nárys koule a výšku hladiny pro různé objemové zlomky. Soubor gg013.ggb procvičuje a 
vyhodnocuje objemové odhady částí kužele, viz Obr. 20. V dynamickém obrázku je možno 
měnit poloměr podstavy kužele či výšku kužele a sledovat, jestli se tyto změny projeví na 
přesné odpovědi. 
 

      
Obr 20 : Soubor gg013.ggb – vzhled před začátkem řešení (vlevo), vzhled po vyřešení (vpravo). 
 
 Na konferenci UPVM 2011 si účastníci workshopu „Matematika v laboratoři“ 
testovali své odhadové schopnosti týkající se obsahových zlomků v obdélníku, kouli a 
rovnoramenném trojúhelníku a objemových zlomků ve válci, kouli a rotačním kuželi. Stali se 
tak prvními respondenty skoro dvouletého výzkumu, který mj. ukázal, že nejvíce 
problematické bylo odhadování objemových zlomků v kuželi. Zadání objemové části testu a 
více podrobností o ní naleznete v [6].  
 
 
 Další souvislosti 
 
Odhadované situace můžeme doplňovat i o další související informace. Díky animaci 
posuvníku můžeme do konstrukce přidat graf zaznamenávající různé závislosti. Například 
v souboru s objemovými zlomky v kouli nastavíme posuvník n pro jmenovatele zlomku na 
hodnotu 100, do posuvníku m pro čitatele zlomku přidáme rostoucí jednorázovou animaci 
s rychlostí 1 a do konstrukce přidáme tlačítko „Start“ se skriptem StartAnimace[m]. Pak jen 
zbývá vhodně zaznamenávat změny proměnných do bodu se zapnutou stopou a získat tak 
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křivku grafu závislosti výšky hladiny na objemu. Výsledek snažení si můžete prohlédnout 
v souboru gg014.ggb a na Obr. 21. 
 

 
Obr 21 : Soubor gg014.ggb – graf jako výsledek animace se stopou. 
 
V této souvislosti nelze nevzpomenout na jednu z typových matematických úloh 

výzkumu PISA 2003 [4, str. 73]. Tato úloha představuje nádrž na vodu ve tvaru spojeného 
kužele a válce. Do nádrže přitéká konstantní rychlostí voda a úkolem žáka je vybrat správný 
graf popisující závislost výšky hladiny vody na čase. Vzhledem ke konstantní rychlosti stačí 
určit graf závislosti výšky hladiny na objemu, tedy podobný graf jako na Obr. 21. 
Problematiku najdete v souboru gg015.ggb a na Obr. 22. 
 

 
Obr 22 : Soubor gg015.ggb – graf jako výsledek animace se stopou. 

 
 

Závěr 
 
Odhady jsou velice zajímavou součástí matematiky, z mého pohledu trochu nedoceněnou. 
Odhady nabízí netypický pohled na různá matematická témata, pomáhají prohlubovat znalost 
matematického obsahu a detekovat jeho neznalost. Software GeoGebra nabízí způsob, jak 
odhady efektivně zařadit do výuky.   
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 Netradiční pohled na důležitost správného odhadování objemových zlomků 
v každodenním životě nabízí článek [1] *: při testování hypotézy, zda má tvar sklenice vliv na 
rychlost pití piva, se ukázalo, že konzumenti rychlost pití podvědomě určují pomocí odhadů 
objemu nevypité části sklenice; je-li sklenice v dolní části zúžená, jsou jejich odhady 
nadhodnocené a z takové sklenice vypijí pivo rychleji než ze sklenice rovné.   

Články [5] – [8]  jsou volně dostupné z katedrálního webu http://www.pf.jcu.cz/stru/ 
katedry/m/samkopubl.html.      
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ZKUŠENOSTI S PŘÍPRAVOU A VYUŽITÍM

PRACOVNÍCH LISTŮ DO MATEMATIKY II

Petra Schreiberová, Petr Volný

VŠB - Technická univerzita Ostrava

Abstrakt: V letošńım roce na Katedře matematiky a deskriptivńı geometrie prob́ıhá

tvorba pracovńıch list̊u do matematiky v rámci projektu FRVŠ 1103/2013
”
Vytvořeńı

e-learningových kurz̊u s multimediálńımi studijńımi materiály pro matematické předměty
na vybraných fakultách Vysoké školy báňské - Technické univerzity Ostrava“. Prezentu-
jeme naše zkušenosti s tvorbou a zařazeńım pracovńıch list̊u do výuky.

Kĺıčová slova: GeoGebra, Gnuplot, pracovńı listy, matematika.

Experiences with preparation and use of worksheets to
Mathematics II

Abstract: Worksheets to Mathematics II are being created at the Department of Mathe-
matics and Descriptive Geometry within the project FRVŠ 1103/2013 in this year. We
present our experience with the creation and inclusion of worksheets in teaching.

Key words: GeoGebra, Gnuplot, worksheets, mathematics.

Studium na technické univerzitě je obecně náročné, předevš́ım studenti kombinovaného
studia se bez jisté formy samostudia neobejdou. Nav́ıc, motivace student̊u ke studiu ma-
tematiky je poměrně ńızká a jejich znalosti matematiky jsou většinou limitované.

Naš́ı snahou je reagovat také na vývoj v oblasti informačńıch technologíı (netbooky,
smartphony, tablety, atd.). Většina student̊u nečte klasické knihy, nelze tedy očekávat, že
budou č́ıst skripta, př́ıpadně daľśı odbornou literaturu.

Abychom student̊um kombinovaného studia studium matematiky usnadnili, rozhodli
jsme se vytvořit sady pracovńıch list̊u, aplikaćı a komentovaných vidéı, které pokryj́ı obsah
základńıch kurz̊u z matematiky v rámci prvńıch ročńık̊u na jednotlivých fakultách VŠB-
TUO s t́ım, že tyto materiály budou použitelné i pro studenty prezenčńı formy studia.

Autoři děkuj́ı za podporu svému pracovǐsti a projektu FRVŠ 1103/2013.
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Budou připraveny pracovńı listy shrnuj́ıćı teorii kurzu Matematika I (diferenciálńı
počet funkćı jedné proměnné, lineárńı algebra, analytická geometrie v prostoru) a kurzu
Matematika II (integrálńı počet funkćı jedné proměnné, diferenciálńı počet funkćı dvou
proměnných, obyčejné diferenciálńı rovnice) doplněné o sady řešených a neřešených úloh,
aplikaćı a komentovaných vidéı. Poč́ıtá se, že všechny takto připravené materiály budou
student̊um a samozřejmě i našim koleg̊um k dispozici v rámci webových stránek naš́ı
katedry.

Na tvorbě pracovńıch list̊u se pod́ıĺı (kromě autor̊u př́ıspěvku) následuj́ıćı kolegové:
M. Bobková, D. Dlouhá, R. Hamř́ıková, Z. Morávková a R. Paláček.

Pro pracovńı listy byl vytvořen jednotný latexovský styl. Sazba textu prob́ıhá v prostře-
d́ı Miktexu v. 2.9.

Obrázek 1: http://www.miktex.org/

Pro tvorbu 2d grafiky jsme použ́ıvali GeoGebru a také Gnuplot (volně př́ıstupný vi-
zualizačńı software). GeoGebra je velmi efektivńı nástroj pro matematiku a deskriptivńı
geometrii. Je velmi snadno použitelná a má celkem intuitivńı ovládáńı. Neńı ćılem tohoto
př́ıspěvku podat úplný popis GeoGebry. Rádi bychom pouze zmı́nili možnost exportu
grafického návrhu př́ımo do LATEXu. GeoGebra vygeneruje kód, který lze př́ımo použ́ıt
ve zdrojovém souboru. Situace ovšem neńı úplně ideálńı, nicméně lze si snadno vygenero-
vaný kód individálně upravit.
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Obrázek 2: http://www.geogebra.org/

Gnuplot byl použit předevš́ım pro zpracováńı 3d grafiky, v př́ıpadě funkćı v́ıce proměn-
ných a také některých apliakćı integrálńıho počtu (objem a obsah pláště rotačńıch těles)
je vhodné student̊um vizualizovat plochy reprezentuj́ıćı grafy funkćı.

Obrázek 3: http://www.gnuplot.info/

Gnuplot lze př́ımo propojit s LATEXem a při kompilaci zdrojového souboru je možné
nechat Gnuplot vygenerovat data pro křivky (grafy studovaných funkćı), která poté LATEX
interně zpracuje a zobraźı. To vše se přitom děje na pozad́ı.

Nyńı následuje sada pracovńıch list̊u do Matematiky II týkaj́ıćı se vrstevnicového grafu
funkćı dvou proměnných. Jedná se o ukázku listu obsahuj́ıćıho teorii, dále je prezentován
list s řešenou úlohou a také list obsahuj́ıćı neřešenou úlohu.
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Matematika II - listy k přednáškám Katedra matematiky a deskriptivní geometrie, VŠB - Technická univerzita Ostrava

2.̌Ry2 - Funkce dvou proměnných, graf Video teorie Řešené příklady: 14
Řešený video příklad Příklady: 42, 43

2.1.2 Graf funkce dvou proměnných
Definice 2.1.2: Grafem funkce dvou proměnných rozumíme množinu
G f = {[x, y, z = f (x, y)] | [x, y] ∈ D f }.

Poznámka:

• Množina G f je podmnožinou v R3, G f ⊂ R3. Nejčastěji budeme
pracovat s funkcemi, jejichž grafy jsou nějaké dvojrozměrné plochy
v prostoru.

• Nakreslit graf funkce dvou proměnných tzv. „v ruce“ je poměrně ob-
tížné, a často to vůbec není možné. Jednou z možností, kterou máme
k dispozici, je využít průsečnice grafu zadané funkce se souřadnico-
vými rovinami, především s půdorysnou rovinou.

• K vizualizaci grafů se používá výpočetní technika, existuje řada ko-
merčních i volně šiřitelných programů (Gnuplot, Maple, Matematika,
Matlab, Wolfram atd.).

• Grafem funkce tří proměnných je plocha v R4, tzv. nadplocha. Nelze
ji ovšem graficky znázornit.

Definice 2.1.3: Řezy grafu funkce z = f (x, y) rovinami rovnoběžnými
s půdorysnou rovinou se nazývají vrstvnice. Vrstevnicovým grafem rozu-
míme průměty vrstevnic do půdorysné roviny z = 0.

Vrstevnice je množina bodů se stejnou funkční hodnotou. S vrstevnicemi se
můžeme setkat především na turistických mapách, kde vrstevnice (obvykle
šedé křivky) reprezentují množiny bodů se stejnou nadmořskou výškou.

Na obrázku se nachází turistická mapa okolí Vysoké školy báňské - Tech-
nické univerzity Ostrava.

Zdroj:
http://mapy.cz/#!x=18.151648&y=49.832078&z=14&l=16.

Obrázek 4: Pracovńı list - teorie

Matematika II - řešené příklady Katedra matematiky a deskriptivní geometrie, VŠB - Technická univerzita Ostrava

14. 14 - Vrstevnicový graf
Zadání Nalezněte vrstevnicový graf funkce z =

5x
x2 + y2 + 1

.

Řešení Video teorie Řešený video příklad Teorie: 2 Příklady: 42, 43

Dosadíme do zadané funkce z = k, kde k ∈ R, tedy

k =
5x

x2 + y2 + 1
⇒ x2 + y2 + 1 =

5x
k

⇒ x2 − 5x
k

+ y2 + 1 = 0 ⇒
(

x− 5
2k

)2

+ y2 − 25
4k2 + 1 = 0.

Výraz x2 − 5x
k

jsme doplnili na úplný čtverec, x2 − 5x
k

=

(
x− 5

2k

)2

− 25
4k2 .

Nyní je třeba diskutovat konkrétní hodnoty k.

1. Pro k = 0 (řez grafu funkce z s půdorysnou rovinou) dostáváme 0 =
5x

x2 + y2 + 1
⇒ x = 0, vrstevnicí je osa y.

2. Pro k 6= 0 dostáváme
(

x− 5
2k

)2

+ y2 =
25
4k2 − 1. Vrstevnicemi budou kružnice pouze v případě, kdy pravá strana rovnice

bude větší než 0,

25
4k2 − 1 > 0 ⇒ 25

4k2 > 1 ⇒ 25 > 4k2 ⇒ k2 <
25
4

⇒ |k| < 5
2

⇒ k ∈
(
−5

2
, 0
)
∪
(

0,
5
2

)

3. Pro k = ±5
2
platí (x∓ 1)2 + y2 = 0. Jedná se o dvě singulární kružnice (body). Vrstevnicemi jsou dva body, [1, 0] a [−1, 0].
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Poznámky

Hledáme průniky grafu funkce s
rovinami rovnoběžnými s půdo-
rysnou rovinou, tj. dosazujeme
z = k, k ∈ R.
Číslo k je možné volit libo-
volně. Ovšem může se stát, že
při nevhodné volbě se plochy
neprotnou.

Seznam příkazů pro Gnuplot:

set view 62,210; set view equal xy
set iso 50; set samp 50
set xrange [-4:4]; set yrange [-4:4]
set ztics 1; set pm3d
set contour both
set cntrparam levels discrete 0,
2.485, -2.485, 1.25, -1.25, .83,
-.83, .625, -.625
set style increment user
set style line 1 lc rgb ’black’ lw 2
set style line 2 lc rgb ’red’
set style line 3 lc rgb ’red’
set style line 4 lc rgb ’yellow’
set style line 5 lc rgb ’yellow’
set style line 6 lc rgb ’green’
set style line 7 lc rgb ’green’
set style line 8 lc rgb ’cyan’
set style line 9 lc rgb ’cyan’
set style line 10 lc rgb ’magenta’
set grid; unset surf; unset key
set xlabel "x"
set ylabel "y"
set zlabel "z"
splot 5*x/(x**2+y**2+1)

Obrázek 5: Pracovńı list - řešená úloha
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Matematika II - pracovní listy Katedra matematiky a deskriptivní geometrie, VŠB - Technická univerzita Ostrava

43. 43 - Vrstevnicový graf
Zadání Rozhodněte, který vrstevnicový graf odpovídá funkci z = x2y2.

Řešení Video teorie Řešený video příklad Teorie: 2 Řešené příklady: 14

y =

√
k

x
, k > 0

0

① y = −
√

k
x

, k > 0

0

②

0

③ k = 0
k = 1
k = 9
k = 25
k = 49

Tahák

Hledáme průniky grafu funkce s
rovinami rovnoběžnými s půdo-
rysnou rovinou, tj. dosazujeme
z = k, k ∈ R.

Číslo k je možné volit li-
bovolně. Ovšem může se stát,
že při nevhodné volbě se plo-
chy neprotnou, průnik bude
prázdný.

V případě, že průnik je ne-
prázdný, jedná se o prostorovou
křivku, kterou promítneme do
půdorysné roviny.

Obrázek 6: Pracovńı list - neřešená úloha

Výstupem je interaktivńı pdf, které obsahuje hypertextové odkazy pomoćı nichž lze
jednoduše přecházet mezi jednotlivými tématicky si odpov́ıdaj́ıćımi listy. V listech se
také nacháźı odkazy na komentovaná videa, která se po kliknut́ı na daný odkaz otevřou
(v takovém př́ıpadě je ale vyžadováno připojeńı na internet, protože videa se nacházej́ı
na našem serveru).

Neřešená sada úloh do Matematiky II byla použita v rámci výuky na Fakultě stavebńı
a na Fakultě strojńı, VŠB-TUO v minulém semestru (letńı semestr 2012/2013). V závěru
semestru studenti vyplnili dotazńık, ve kterém zhodnotili pracovńı listy a jejich zapojeńı
do výuky. Anketa byla vyhodnocena zvlášt’ pro dva statistické vzorky dle jednotlivých
fakult.

Matematika II, pracovńı listy do cvičeńı

Hodnoceńı: 1-určitě ano, 5-určitě ne

Fakulta: Jsem: M/Ž

1 2 3 4 5
1. Byly pracovńı listy př́ınosné pro Vaše studium? � � � � �
2. Byla formálńı stránka (zadáńı úlohy, tahák, pracovńı prostor) pra-

covńıch list̊u vyhovuj́ıćı?
� � � � �

3. Byl počet úloh dostačuj́ıćı? � � � � �
4. Vyhovovalo vám tempo výuky? � � � � �
5. Považujete náročnost úloh v pracovńıch listech za dostačuj́ıćı? � � � � �
6. Pomohly Vám pracovńı listy k lepš́ımu pochopeńı látky? � � � � �
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1 2 3 4 5
7. Doporučil/a byste pracovńı listy ostatńım student̊um? � � � � �
8. Byla pro Vás př́ıtomnost taháku v pracovńıch listech př́ınosná? � � � � �
9. Váš komentář k pracovńım list̊um

Co se týče zhodnoceńı použit́ı pracovńıch list̊u ve výuce Matematiky II, práce na cvičeńı
byla efektivněǰśı, stihlo se procvičit v́ıce látky. Došlo k lepš́ımu zapojeńı student̊u do výuky.
Někteř́ı studenti pro práci s pracovńımi listy použ́ıvali tablety. Tahák, který obsahuje
každý pracovńı list s neřešenou úlohou, se student̊um jevil jako velmi př́ınosný.

Závěrem bychom rádi prezentovali některé zaj́ımavé komentáře k pracovńım list̊um
ze strany student̊u a zpracováńı ankety.

Obrázek 7: Anketa - Fakulta stavebńı

Obrázek 8: Anketa - Fakulta strojńı
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Komentáře: chyb́ı výsledky k úlohám, zvetšit pracovńı prostor, př́ınos do výuky, fi-
nančńı náročnost (tisk), př́ıtomnost taháku velice v́ıtána, fajne, pracovńı listy jsem po-
skytla i své kamarádce, atd.

A co dál? Poč́ıtá se v př́ı̌st́ı sezóně s využit́ım teorie a řešených úloh v rámci přednášky
z Matematiky II. Připravuj́ı se komentovaná videa, jejich primárńım účelem je jejich
použit́ı pro samostudium kombinovaných student̊u, a soubor testových úloh a otázek.
Celý baĺık bude doplněn aplikačńımi úlohami.
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[3] http://www.geogebra.org

[4] http://www.gnuplot.info/

[5] http://www.miktex.org

[6] http://mdg.vsb.cz/

[7] http://www.studopory.vsb.cz

Petra Schreiberová
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BADATELSKÝ PŘÍSTUP K VYBRANÝM ÚLOHÁM  
ZE STOCHASTIKY NA ZÁKLADNÍ ŠKOLE 

 
Radka Štěpánková, Pavel Tlustý 

PF JU v Českých Budějovicích 

 
Abstrakt: V dnešní době je zapojení interaktivní tabule do výuky velmi populární. Právě při 
badatelství lze využít její interaktivitu - v rámci ujasnění vazeb využíváme různé odkazy, 
vsuvky a propojení, a její nástroje nám umožňují lepší přehlednost.  
Soustředíme se i na mezipředmětové vztahy. V našem příspěvku se věnujeme propojení 
základních pojmů z oblasti stochastiky (matematika) a genetiky (přírodopis) na ZŠ. Popíšeme 
tedy ukázkovou hodinu na ZŠ, která genetiku a stochastiku zcela přirozeně propojuje. 
 
Klíčová slova: Stochastika, genetika, teorie pravděpodobnosti na ZŠ, badatelsky orientovaná 
výuka 
 
 

Inquiry based approach to selected stochastic problems at basic school 
 

 
Abstract: The integration of interactive whiteboards in teaching is very popular nowadays. It 
can be used in enquiry-based learning because of its interactivity – we can use some links for 
clarification and finding connection; tolls of interactive whiteboards are practical and allow 
better clarity. 
We focus on cross-curricular teaching. In our paper we discuss about interconnection of basic 
concepts of stochastic (mathematics) and genetics (science) in middle school. We want to 
describe our demonstration lessons in one middle school. These lessons show natural 
connection between genetics and stochastic. 
 
Key words: Stochastic, genetics, probability theory for middle school, enquiry-based learning 
 
Úvod 
 
Badatelsky orientovaná výuka si v dnešní škole získala své nezastupitelné místo. Již z názvu 
je patrné, že žák se při této formě výuky dostává do role badatele – identifikuje problém, 
stanoví si hypotézu na základě svého předpokladu, stanoví si výzkumný design, provede 
výzkum a z něho učiní závěry.  Zcela přirozeně se tedy badatelsky orientovaná výuka (BOV) 
včleňuje do přírodních věd, matematiku nevyjímaje. 
Dalším zcela patrným faktem je, že při BOV se velmi často uplatní mezipředmětové vazby. 
V neposlední řadě pronikají do BOV i informační technologie. Žáci při BOV nezřídka 
využívají odkazy na internetu a jako velmi populární se jeví zapojení interaktivní tabule 
v těchto hodinách. 

344



Náš příspěvek je zaměřen na propojení genetiky a stochastiky ve výuce na ZŠ. Genetika se na 
českých základních školách vyučuje a žáky je obvykle toto téma dobře přijímáno, protože se 
propojuje s reálným životem. Pokud se podíváme do RVP (viz [4]) Člověk a příroda, 
u genetiky nalezneme tyto kompetence: 

• Uvede podstatu pohlavního a nepohlavního rozmnožování a jeho význam z hlediska 
dědičnosti. 

• Uvede příklady dědičnosti v praktickém životě a příklady vlivu prostředí na utváření 
organismů. 

Jak jsme již zmínili výše, genetika patří k oblíbenějším oblastem učiva a zaujmout žáky tímto 
tématem není příliš obtížné. Málokdo by si však dovolil totéž tvrdit o stochastice. Zapojení 
stochastiky do osnov na základních školách považujeme navíc za poměrně problematické. Ze 
stochastiky je zde vyučována pouze statistika, zcela okrajově kombinatorika (především 
v jednoduchých úlohách na prvním stupni ZŠ) a teorie pravděpodobnosti je obvykle 
opomenuta úplně. O tom svědčí i kompetence v RVP Matematika a její aplikace: 

• Vyhledává, vyhodnocuje a zpracovává data, porovnává soubory dat. 
• Užívá logickou úvahu a kombinační úsudek při řešení úloh a problémů a nalézá různá 

řešení předkládaných nebo zkoumaných situací. 
Srovnáme-li situaci s našimi nejbližšími slovanskými sousedy, na Slovensku a v Polsku je 
kombinatorika i teorie pravděpodobnosti na druhém stupni ZŠ vyučována a i to nás vede 
k přesvědčení, že by tato problematika měla být na ZŠ vyučována. Dalším důvodem je, že 
kombinatorika a teorie pravděpodobnosti nesporně patří do každodenního života – napomáhá 
k úsudkům a důležitým rozhodnutím, pojmy z teorie pravděpodobnosti denně používáme 
v běžné řeči. 
Přesto, že do některých učebnic (viz např. [4]) je již začleněno několik slovních úloh 
z kombinatoriky a teorie pravděpodobnosti, není toto téma souvislé, pojmy zde zcela chybí, 
úlohy jsou zapojeny jen pro zpestření. 
Právě tento fakt podporuje myšlenku propojení stochastiky a genetiky. Toto přírodovědné 
téma se totiž jen těžko obejde bez pojmů a výpočtů z teorie pravděpodobnosti. Navíc mnoho 
zákonitostí mohou žáci bez větších obtíží objevit sami, což je ideální právě pro BOV. 
 
Výzkum 
 
Výuku propojující genetiku se stochastikou jsme vyzkoušeli ve dvou devátých třídách ZŠ. 
V jedné třídě byla instalována interaktivní tabule, čehož jsme využili, druhá třída byla bez této 
tabule. Obě třídy byly bez speciálního zaměření. Žáky jsme na tuto hodinu předem 
neupozorňovali, speciální pomůcky nebyly zapotřebí. 
Genetika byla v obou třídách probrána asi dva měsíce před touto hodinou. Žáci se učili 
základní pojmy, kterými jsou například alela, gen, dominantní a recesivní. Žáci se však 
nesetkali s žádnými praktickými úlohami na dědičnost. Teorie pravděpodobnosti ani základní 
pojmy z ní naopak vyučovány nebyly ani v jedné z těchto tříd.  
V našem článku hlouběji rozebereme třídu, ve které jsme vyučovali pomocí interaktivní 
tabule. V závěru pak porovnáme třídu s interaktivní tabulí a bez. 
 

• Úvod hodiny 
V úvodu jsme využili interaktivní tabuli k zopakování pojmů z genetiky. Žáci spojovali 
pojmy s definicemi a využili jsme i odkazů (viz obr. 1) pro podrobnější informace. 
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Obr. 1 – Opakování pojmů z genetiky 
 
U pojmů z teorie pravděpodobnosti, které žáci z výuky neznali, jsme postupovali jinak. 
Nejprve žáci nad významem pojmů – pravděpodobné, jisté, nemožné apod., diskutovali 
společně. Poté jsme opět využili interaktivní tabuli ke spojování pojmů s jejich definicemi a 
taktéž jsme k prohloubení látky měli k dispozici odkazy.  
Největší problém činil žákům výraz „pravděpodobné“.  Toto slovo jsou žáci z běžného života 
zvyklí používat, vysvětlují si ho ovšem odlišně od matematické definice. Jejich představa 
zněla: „Když je něco pravděpodobné, předpokládám, že se to spíš stane, proto je to 
pravděpodobné.“ Očekávali tedy šanci na úspěch větší než poloviční. Ostatní pojmy chápali 
žáci intuitivně správně a mohli jsme tedy přejít ke „spojovačce“ na interaktivní tabuli. 
 

• Fáze příkladů. 
Poté, co jsme zopakovali, případně zavedli, pojmy z genetiky a teorie pravděpodobnosti, jsme 
již přešli na řešení příkladů z genetiky. Veškeré příklady jsme volili tak, aby se přímo týkaly 
jich samotných nebo pana učitele, který přírodopis v této třídě vyučoval. To ovšem 
vyžadovalo jistou míru obezřetnosti, aby u dětí nemohlo dojít k pochybnostem o rodičovství, 
proto byly úlohy předem řádně promyšleny. 
V této fázi jsme využili právě BOV. Nejprve bylo potřeba u žáků upoutat pozornost. A to 
takovým problémem, který v nich vyvolá zájem, bude pro ně nový, bude zahrnovat genetiku a 
při řešení bude třeba využít teorii pravděpodobnosti (na to však musí žáci při BOV přijít 
sami). 

 
Barva očí. 

První příklad byl tedy nejdůležitější pro dobrou motivaci k BOV. Nejprve jsme společně 
hovořili o základních dvou barvách očí – hnědá (alela pro hnědou barvu je dominantní) a 
modrá (alela pro modrou barvu je recesivní).  
Poté už jsme přešli k problému. Podívali jsme se na pana učitele, který měl modré oči. Zeptali 
jsme se ho tedy, jakou barvu očí mají jeho rodiče. Odpověděl, že matka modrou, otec hnědou. 
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Toto byl výborný motivační moment pro žáky – spontánně začali volat, že jeho otec nemůže 
být jeho pravým otcem, když má hnědé oči. Položili jsme jim tedy otázku: „Opravdu nemůže 
mít pan učitel hnědookého otce?“ Další instrukce již žáci nedostali a tak začali nad 
problémem přemýšlet a hledat jeho řešení. Ve třídě, kde bylo 22 žáků, dokázalo 5 z nich 
správně odůvodnit, proč je to možné, a své zdůvodnění ukázali i spolužákům. Řešení však 
bylo velice nepřehledné, žákům chyběl systém. Ukázali jsme si tedy tradiční zápis do tabulky 
– tzv. Mendelovský čtverec, na interaktivní tabuli (viz obr. 2). Zde jsme pro alely a barvy 
využili nekonečný klonovač a žáci pak sami doplňovali tabulky. 
 

 
Obr. 2 – Mendelovské čtverce na interaktivní tabuli 

 
Dále jsme k pochopení látky přešli k dalším otázkám pro žáky - v jednom případě byli oba 
rodiče hnědoocí, v druhém oba modroocí. Ptali jsme se na otázky: 
• Je možné, aby tito rodiče měli modrooké/ hnědooké dítě? 
• Pokud ano, jak moc je to pravděpodobné? 
• Jaká byla šance, že se tak stane? 
Žáci měli opět najít odpovědi na tyto otázky samostatně.  Podařilo se nám to, o co jsme 
u žáků usilovali – 4 žáci bez nápovědy sami odvodili nejznámější vlastnost z klasické teorie 
pravděpodobnosti. Po vytvoření Mendelovských čtverců si v těchto tabulkách spočítali, kolik 
je jevů příznivých a ty vydělili celkovým počtem. Tuto vlastnost jsme si tedy společně ukázali 
u interaktivní tabule, poté již většina žáků dokázala řešit další příklady samostatně. 

 
Pravorukost x levorukost 

Přešli jsme tedy k dalším otázkám, nyní jsme se zabývali pravorukostí a levorukostí. Na úvod 
žáci po společné diskuzi dospěli k názoru, že dominantní je alela pro pravorukost, pro 
levorukost recesivní. Důvodem bylo, že praváků bylo ve třídě 17, leváků jen 5. Zeptali jsme 
se leváků na jejich rodiče – dva žáci měli rodiče praváka a leváka, dva pouze praváky, jeden 
oba leváky. Všem žákům jsme pokládali následující otázky: 
• Je u některých rodičů jisté, že budou mít levorukého potomka? 
• Jaké alely mohou mít levorucí spolužáci? 
Většině žáků nedělalo problém otázky zodpovědět, kontrolu jsme provedli na interaktivní 
tabuli opět pomocí tabulek a nekonečného klonovače.  
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Krevní skupiny 
Jako poslední problematiku jsme zvolili krevní skupiny. Žákům nečinilo problém vyjmenovat 
všechny krevní skupiny. Na interaktivní tabuli jsme tedy promítli následující stranu (viz 
obr. 3), kdy žáci měli za úkol přiřadit ke krevním skupinám (červené) dvojice alel (zelené) a 
dopsat další možnosti. Poté jsme přešli k diskuzi, které alely jsou dominantní. Několik žáků 
správně odvodilo, že pokud existuje skupina AB, musí být obě alely dominantní, a 0 tedy 
musí být recesivní. 
 
 

  
Obr. 3 – Krevní skupiny na interaktivní tabuli 

 
Závěr 
Jak jsme již zmínili výše, výzkum probíhal ve dvou 9. třídách ZŠ, z toho v jedné s interaktivní 
tabulí. Tento vzorek není velký, proto z něj můžeme vyvodit pouze dílčí výsledky, které jsou 
následující: 
 

• Usuzujeme-li z reakce žáků, byla pro ně tato hodina zajímavá. Zařazení BOV se jim 
velmi líbilo a mezipředmětová vazba byla pro ně taktéž poutavá. 

• Žákům na základní škole nečiní problém používat základní pojmy z teorie 
pravděpodobnosti, některé je však třeba nejprve vysvětlit. 

• Výpočet pravděpodobnosti je pro žáky rovněž srozumitelný, někteří žáci jsou dokonce 
schopni objevit metodu, jak ji spočítat.  

• I po zazvonění zvonku zůstávali žáci v lavicích v živé diskuzi nad danou 
problematikou a přicházeli s dalšími dotazy. 

• Zajímali se například o další barvy očí jako je zelená. Dále se ptali na to, jak je možné, 
že některé jevy nastanou, když mají pravděpodobnost například pouze 25%. 

• Učitel přírodopisu považoval hodinu za přínosnou. Podle jeho slov některé žáky toto 
téma zaujalo natolik, že ještě v dalších dvou hodinách přicházeli s dotazy, které se 
týkaly dědičnosti a výpočtu pravděpodobnosti.   

Samozřejmě je pro nás také podstatné porovnání hodiny s interaktivní tabulí a bez: 
 

• S interaktivní tabulí probíhala hodina rychleji, mohli jsme se věnovat problematice 
podrobněji a zařadit více příkladů. 

• Bylo možné vkládat interaktivní odkazy na webové stránky, které jsme následně 
využili. 
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• Hodina bez interaktivní tabule byla „osobnější“, žáci se více zajímali o problematiku 
genetiky a výpočtu pravděpodobnosti. Jejich pozornost nebyla upoutána interaktivní 
tabulí, ke které se příliš často nedostanou. 

• Obě varianty mají své klady i zápory, využití interaktivní tabule však nepovažujeme za 
nezbytně nutné. 
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GEOGEBRA A OK GEOMETRY

JAKO POMOCNÍCI PŘI DOKAZOVÁNÍ

Irena Štrausová

Jihočeská Univerzita v Českých Budějovićıch

Abstrakt. Matematické d̊ukazy jsou nepochybně d̊uležitou součást́ı budováńı systému
matematických znalost́ı. Avšak mnoho žák̊u středńıch škol je často považuje za zbytečné
a předevš́ım také za velice složité. V tomto př́ıspěvku je ukázáno, jak je možné využ́ıt dvou
freeware programů - GeoGebra a OK Geometry k vizualizaci a tvorbě matematických
d̊ukaz̊u a zprostředkovat tak žák̊um jiný pohled na tuto problematiku.

Kĺıčová slova: OK Geometry, GeoGebra, d̊ukaz, vizualizace, matematika.

GEOGEBRA AND OK GEOMETRY

AS PROVING ASSISTANTS

Abstract. Mathematical proofs are, undoubtedly, a very important part of building the
system of mathematical knowledge. However, a lot of secondary school students consider
them pointless and far too complicated. This paper shows how to use freeware such as
GeoGebra and OK Geometry to visualize and create mathematical proofs and present
a different approach to this issue to students.

Key words: OK Geometry, GeoGebra, proof, visualization, matematics.

1 Úvod

Matematické d̊ukazy jsou ned́ılnou součást́ı výstavby matematiky. Proto maj́ı zajisté své
nezastupitelné mı́sto i při jej́ı výuce. Pro mnoho žák̊u středńıch škol jsou ale d̊ukazy látkou
velice složitou a neobĺıbenou. Je tedy otázkou, jak by bylo možné tuto oblast matematiky
žák̊um přibĺıžit tak, aby byla pro ně lépe přijatelná. Jednou z možnost́ı může být využit́ı
větš́ı pestrosti při volbě typu d̊ukazu, nebo využit́ı některého z matematických softwar̊u,
či využit́ı d̊ukazu k odvozeńı nové matematické znalosti, nikoli pouze k ověřeńı správnosti
daného tvrzeńı.
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2 Důkazy na středńı škole

Zat́ım co úloha d̊ukaz̊u při výuce matematiky na základńı škole je diskutabilńı, do středo-
školské matematiky d̊ukazy zajisté patř́ı. Toto si uvědomuj́ı nejen učitelé, ale i odborńıci
na vzděláváńı a vládńı činitelé, a proto také techniky argumentace a dokazováńı jsou za-
kotveny v Rámcovém vzdělávaćım programu pro gymnázia [5], kde je např́ıklad v obecné
části u kompetenćı k řešeńı problémů uvedeno:

”
Žák kriticky interpretuje źıskané poznatky

a zjǐstěńı a ověřuje je, pro svá tvrzeńı nacháźı argumenty a d̊ukazy, formuluje a obhajuje
podložené závěry.“ V části věnované vzdělávaćı oblasti matematika a jej́ı aplikace v sekci
nazvané

”
Argumentace a ověřováńı“, ve které jsou očekávány tyto výstupy:

”
Žák čte a za-

pisuje tvrzeńı v symbolickém jazyce matematiky, už́ıvá správně logické spojky a kvanti-
fikátory, rozlǐśı definici a větu, rozlǐśı předpoklad a závěr věty, rozlǐśı správný a nesprávný
úsudek, vytvář́ı hypotézy, zd̊uvodňuje jejich pravdivost a nepravdivost, vyvraćı nesprávná
tvrzeńı, zd̊uvodňuje sv̊uj postup a ověřuje správnost řešeńı problému.“

Jak je zřejmé, požadavky od autorit na zařazeńı matematických d̊ukaz̊u do kurikula
zde jsou, avšak postoj mnoha učitel̊u i žák̊u k nim je většinou negativńı. Někteř́ı učitelé
považuj́ı dokazováńı za časově náročné a bez větš́ıho efektu na znalosti žák̊u a většina
žák̊u považuje d̊ukazy za př́ılǐs složité, zbytečné a někteř́ı i za nudné. Otázkou je, jak by
bylo možné tento jejich postoj alespoň částečně změnit. Možnost́ı je zajisté v́ıce. Jednou
z nich je ukázat učitel̊um r̊uzné možnosti př́ıstupu k dokazováńı a u žák̊u je d̊uležité je
nějakým zp̊usobem motivovat.

3 Motivace žák̊u

Jednou z možnost́ı, jak žáky motivovat k dokazováńı může být to, že jim ukážeme, že ani
v matematice neńı vše tak, jak se zdá. Můžeme k tomu využ́ıt třeba př́ıklad̊u s

”
jasným“

řešeńım. Jsou to takové typy úloh, u kterých se zdá řešeńı na prvńı pohled zřejmé, ale ve
skutečnosti je výsledek jiný.

Pěknou ukázkou takového př́ıkladu je třeba Euler̊uv polynom P (x) = x2+x+41, který
pro celá č́ısla x zdánlivě generuje prvoč́ısla: P (0) = 41, P (1) = 43, P (2) = 47, P (3) =
53, P (4) = 61, ... Ale jak známo, toto zdáńı je mylné, protože P (40) = 1681 = 41 · 41, což
je č́ıslo složené.

Daľśı př́ıklad můžeme uvést nejen jako motivaci k dokazováńı, ale také jako ukázku
toho, jak jsou v matematice d̊uležité přesné formulace. Neúplné zadáńı totiž může vést
k r̊uzným interpretaćım a t́ım i k rozd́ılným výsledk̊um.

Př́ıklad 1. Které č́ıslo bude následovat? 1, 2, 4, 8, 16, ...

Jestliže zadáme tento úkol žák̊um, zřejmě po se po chv́ıli shodnou na tom, že hle-
daným č́ıslem je 32, protože každé z č́ısel je vždy dvojnásobkem toho předchoźıho. To je
samozřejmě jedna z možných odpověd́ı. Můžeme se pak tedy zeptat, zda by je napadlo
ještě jiné řešeńı. Pak jim ukážeme, že daľśım řešeńım může být č́ıslo 31, což vyplývá
z následuj́ıćıho př́ıkladu.
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Př́ıklad 2. Zvolte na kružnici n bod̊u. Navzájem je spojte tak, aby se v jednom bodě
prot́ınaly nejvýše dvě tětivy. Na kolik část́ı je rozdělen kruh ohraničený touto kružnićı
(v závislosti na n)?

Jestliže zvoĺıme pouze jeden bod, nelze sestrojit tětivu, proto dostáváme pouze 1 část
- celý kruh. Pro dva body máme jednu tětivu, která nám rozděĺı kruh na 2 části, tři body
- tři tětivy - 4 části, čtyři body - šest tětiv - 8 část́ı, pět bod̊u - deset tětiv - 16 část́ı a pro
šest bod̊u - patnáct tětiv - dostaneme část́ı 31, nikoli 32, jak by mohl někdo očekávat (viz
obrázek 1).

Obrázek 1: Tětivy [1]

Daľśı možnou motivaćı může být využit́ı r̊uzných typ̊u d̊ukaz̊u. Kromě d̊ukaz̊u alge-
braických použ́ıvat také např́ıklad d̊ukazy

”
vizuálńı“. Správně bychom asi měli napsat,

že to jsou vizualizace d̊ukaz̊u, protože mezi odbornou veřejnost́ı se často diskutuje o tom,
zda lze

”
vizuálńı d̊ukazy“ považovat za matematické d̊ukazy. S vědomı́m této diskuse je

v tomto článku pro jednoduchost použ́ıván název
”
vizuálńı d̊ukazy“.

V učebnićıch se většinou setkáváme s d̊ukazy algebraickými, ale občas také s d̊ukazy
geometrickými. Ty jsou jakousi podskupinou vizuálńıch d̊ukaz̊u, kam patř́ı nav́ıc i r̊uzné
obrázky a diagramy. Zat́ımco geometrické d̊ukazy se použ́ıvaj́ı předevš́ım pro dokazováńı
matematických vět týkaj́ıćıch se geometrie, vizuálńı d̊ukazy existuj́ı pro věty z mnoha
matematických oblast́ı, jak ukazuj́ı např́ıklad publikace [2, 3].

4 Ukázkový př́ıklad

Na jednoduché větě s elementárńı geometrie si ukážeme několik r̊uzných zp̊usob̊u d̊ukazu,
které jsou využitelné i na středoškolské úrovni.

Vivianiho věta: Je dán rovnostranný trojúhelńık a libovolný bod lež́ıćı uvnitř úhelńıku
nebo na jeho hranici. Pak součet vzdálenost́ı tohoto bodu od stran trojúhelńıku je kon-
stantńı a je roven délce výšky trojúhelńıku.

Algebraický d̊ukaz této věty nalezneme např́ıklad v [8], kde je nav́ıc také uveden d̊ukaz
poč́ıtačový, využ́ıvaj́ıćı jeden z programů CAS (Computer Algebra Systems). My se zde
však zaměř́ıme na vizuálńı d̊ukazy.
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4.1 Statické vizuálńı d̊ukazy

Vizuálńım d̊ukaz̊um se také někdy ř́ıká ”d̊ukazy beze slov”, při jejich využit́ı ve výuce
je ale d̊uležité s žáky nad těmito d̊ukazy diskutovat. Protože daný obrázek znázorňuje
většinou pouze výsledek viz obr. 2, ale na čtenáři (či sṕı̌se pozorovateli) je, aby sám nalezl
posloupnost myšlenek, která vede k samotnému d̊ukazu, což bývá v některých př́ıpadech
docela složité. Jednou z možnost́ı je, rozložit vizuálńı d̊ukaz do v́ıce obrázk̊u a t́ım ulehčit
pochopeńı myšlenky d̊ukazu, jak je ukázáno např́ıklad na obr. 3.

Obrázek 2: Vivianiho věta [2]

Obrázek 3: Vivianiho věta [4]
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4.2 Důkaz v OK Geometry

Pro vlastńı tvorbu vizualizace d̊ukaz̊u můžeme využ́ıt software OK Geomtery [7]. Tento
volně dostupný program umı́ analyzovat geometrické konstrukce a dokáže v nich odha-
lit r̊uzné vztahy a závislosti mezi geometrickými objekty. Těmito objekty mohou být
body, př́ımky, úhly a kružnice. Z nalezených vlastnost́ı lze vybrat jen některé, které
nás zaj́ımaj́ı, poskládat je v určitém pořad́ı a vytvořit z nich tzv. report, který může
sloužit jako vod́ıtko při dokazováńı (viz obr. 4). Je to určitý mezistupeň mezi statickým
a dynamickým vizuálńım d̊ukazem. Obrázky jsou sice statické, ale jejich posloupnost na-
značuje směr myšlenek, které by měly vést k samotnému d̊ukazu. Nav́ıc lze k jednotlivým
obrázk̊um napsat i komentář, takže ve výsledném reportu můžeme mı́t vedle sebe jak
algebraický d̊ukaz, tak geometrickou reprezentaci. Což může žák̊um pomoci si uvědomit
souvislosti mezi geometríı a algebrou.

Obrázek 4: Vivianiho věta v programu OK Geometry [7]
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4.3 Verifikace v GeoGebře

Daľśım programem, který můžeme při dokazováńı využ́ıt, je GeoGebra [6]. Tento pro-
gram dynamické geometrie je mezi učiteli matematiky poměrně známý, ale je využ́ıván
předevš́ım při výuce planimetrie nebo funkćı. GeoGebru lze však využ́ıt i při doka-
zováńı, např́ıklad k verifikaci nějakého matematického tvrzeńı. Je ovšem d̊uležité zd̊uraznit
žák̊um, že se nejedná o d̊ukaz a vysvětlit také jaký je rozd́ıl mezi verifikaćı a d̊ukazem.
V této souvislosti je lepš́ı nepředkládat žák̊um již hotový aplet s verifikaćı, ale zapojit je
do jeho vytvářeńı, aby si lépe dokázali uvědomit, na jakém principu toto ověřeńı funguje.

Nejprve sestroj́ıme rovnostranný trojúhelńık ABC, jeho výška v, bod P a kolmice
z bodu P na strany trojúhelńıku. Můžeme zvolit dva zp̊usoby, jak k tvorbě bodu P
přistoupit. Bud’ můžeme sestrojit bod P jako vázaný a upevnit jej k trojúhelńıku ABC,
což přesně odpov́ıdá zněńı Vivianiho věty, nebo tento bod sestroj́ıme jako volný. Dále pak
zvoĺıme pomocnou proměnnou, které přǐrad́ıme hodnotu součtu velikost́ı úseček PK, PL,
PM,. Do textového pole pak vlož́ıme součet jednotlivých velikost́ı těchto úseček v rov-
nosti s námi zvolenou proměnnou a do druhého řádku vlož́ıme hodnotu velikosti výšky v
trojúhelńıku ABC. Při pohybu bodem P můžeme sledovat, jak se měřené a vypoč́ıtané
hodnoty měńı. Jestliže jsme tento bod sestrojili jako volný, můžeme ho posunout i mino
daný trojúhelńık a pozorovat, jak tato změna umı́stěńı ovlivńı hodnoty zobrazených
proměnných. .

Obrázek 5: Vivianiho věta - verifikace
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4.4 Dynamické d̊ukazy v GeoGebře

Daľśı možnost́ı, jak využ́ıt GeoGebru při dokazováńı, je tvorba dynamického vizuálńıho
d̊ukazu. Ty většinou vycházej́ı z myšlenky statických vizuálńıch d̊ukaz̊u. Dı́ky jejich dy-
namice však eliminuj́ı výše zmı́něnou nevýhodu statických vizuálńıch d̊ukaz̊u a mnohem
lépe pomáhaj́ı zachytit posloupnost myšlenek, které maj́ı vést k samotnému d̊ukazu.

Prvńı zde uvedený dynamický d̊ukaz (obr. 6) vycháźı ze statického vizuálńıho d̊ukazu
na obrázku 2, druhý (obr. 7) ze statického vizuálńıho d̊ukazu z obrázku 3.

Obrázek 6: Dynamický vizuálńı d̊ukaz Vivianiho věty [9]

Obrázek 7: Dynamický vizuálńı d̊ukaz Vivianiho věty [10]
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ANALYTICKÁ GEOMETRIE S POUŽITÍM 
PROGRAMU MATHEMATICA VE VÝUCE 

MATEMATIKY NA STŘEDNÍ ŠKOLE 
 

Miroslav Tichý 

Střední škola a vyšší odborná škola aplikované kybernetiky Hradec Králové 

 
Abstrakt: Příspěvek pojednává o vhodnosti použití matematického softwaru při výuce 
matematiky na střední škole. Zaměřuje se především na použití programu Mathematica 
v oblasti výuky analytické geometrie, na možnou softwarovou podporu výuky matematiky. 
 
Klíčová slova: matematika, Mathematica, analytická geometrie, vyučování 
 
 

Mathematical software in teaching Mathematics in high school 
 
Abstract: The article discusses the suitability of the use of mathematical software in teaching 
mathematics in high school. It focuses primarily on the use of Mathematica in teaching 
analytic geometry, a possible software support for teaching mathematics. 
 
Key words: Mathematics, Mathematica, analytic geometry, teaching 
 

Úvod 

Použití počítače ve výuce již dlouho není výhradní záležitostí informatických předmětů, 
programování. Velké možnosti současného programového vybavení umožňují proniknutí 
počítačů do výuky prakticky všech předmětů. Jistě to platí i pro matematiku, kde lze použít 
počítač ve výuce velmi efektivně. Zde se budeme zabývat použitím programu Mathematica ve 
výuce tematického celku analytická geometrie. 
 
Program Mathematica a analytická geometrie na střední škole 

Program Mathematica je zde asi zbytečné představovat, je to systém ve světě velmi 
rozšířený a výkonný, užívaným v praxi, vědě i na vysokých školách. Je to však zároveň i 
systém velmi vhodný pro podporu výuky matematiky na střední škole. Učím na Střední škole 
a vyšší odborné škole aplikované kybernetiky v Hradci Králové. Pro podporu výuky 
matematiky (a nejen jí) jsme zakoupili multilicenci programu Mathematica, která umožňuje 
používat program Mathematica všem žákům i učitelům školy ve škole i na jejich domácích 
počítačích. Většina žáků používá při výuce vlastní notebooky, program Mathematica mají tak 
dostupný při všech hodinách matematiky, kdy je zapotřebí. Pochopitelně mohou tento 
program využít také při domácí přípravě, řešit s jeho pomocí domácí úkoly. 
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Zde chceme ukázat možnosti použití programu ve výukovém celku analytická 
geometrie. V této kapitole je pro žáky nutná znalost algebry na příslušné úrovni, zároveň také 
geometrie. Obojí umožňuje program Mathematica. Jednak zvládá samozřejmě symbolické 
výpočty, řešení rovnic a jednak je velmi vhodná pro vizualizaci problémů, tvorbu grafů. Žáci 
tak ihned po dopočítání příkladu mohou vidět výsledky názorně, v grafu rovinném i 
prostorovém. 

Ukažme si možnosti použití programu na několika úlohách: 
 

Příklad 1. 
Napište obecnou rovnici přímky, která prochází bodem M[3,5] a je rovnoběžná s přímkou p: 
7x – 3y + 2 = 0. 
Zapišme zadání v syntaxi programu Mathematica. Celá úloha bude řešena stejně jako další 
příklad tak, aby se při změně souřadnic měnil pouze ten příkaz, který vstupy obsahuje. 
bM={3,5}; p = 7x - 3y + 2; 
q=Coefficient[p,x]*x+Coefficient[p,y]*y+c 
 c+7x-3y 
Dopočtěme koeficient c: 
rov=Solve[q==0 /.{x->bM[[1]],y->bM[[2]]}] 
 -6+7x-3y 
Nyní můžeme sestrojit graf, kde žáci uvidí výsledek svého výpočtu: 
ContourPlot[{p,q},{x,-2,7},{y,-2,7},Axes->True,AxesLabel-
>{x,y},Epilog->{PointSize[Large],Point[bM]}] 
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Příklad 2.  
Napište obecnou rovnici roviny, která prochází body A, B, dále je rovnoběžná s přímkou CD. 
Souřadnice: A[4,-1,2], B[2,0,-1], C[3,2,-4], D[1,-1,-3]. 
Tento příklad ukazuje možnosti řešení prostorových úloh včetně vytvoření 3D grafu. Učitel 
příklad ve spolupráci se žáky příklad vyřeší, na rozdíl od klasické výuky matematiky je však 
možno ihned všechny geometrické objekty v příkladu použité zobrazit. Dále by bylo možno 
měnit zadání, souřadnice bodů, na vytvořených grafech pozorovat změny výsledků. Při těchto 
změnách a úpravách příkladu je možno vždy, dle zkušeností autora, pozorovat zvýšený zájem 
žáků. Sami v podobných úlohách pak hledají extrémní, okrajové případy, což je při běžných 
hodinách často nenapadá. 
 
bA={4,-1,2}; bB={2,0,-1}; bC={3,2,-4}; bD={1,-1,-3}; 
u=bB-bA 
 {-2,1,-3} 
v=bD-bC 
 {-2,-3,1} 
normvektor=Cross[u,v] 
 {-8,8,8} 
rovina=Dot[normvenktor,{x,y,z}]-Dot[normvektor,bA] 
 24-8 x+8 y+8 z 
Tento postup je asi nejrychlejší pro určení obecné rovnice roviny z daných prvků, tedy 
známe-li bod roviny a její normálový vektor. 
Nyní sestrojíme příslušné grafy: 
 
Show[ContourPlot3D[rovina==0,{x,-5,5},{y,-5,5},{z,-5,5}], 
Graphics3D[{PointSize[0.03],Point[{bA,bB,bC,bD}]}],Graphics3D[
{Thick,Line[{bC,bD}]}]] 
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Na grafu není v této poloze zřejmé, že výsledná rovina je opravdu rovnoběžná s přímkou CD. 
Mathematica umožňuje další úpravy výsledného grafu, otočíme ho tak, že je správný výsledek 
patrnější: 

 
 
Závěr 
Použití programu Mathematica pro podporu výuky matematiky v tématickém celku analytická 
geometrie se nám na Střední škole a vyšší odborné škole aplikované kybernetiky osvědčilo. 
Žáci projevují větší zájem o výuku, poměrně rádi a zručně modelují grafy, které při klasické 
výuce matematiky často nebývají konstruovány. Je tak podporována i jejich prostorová 
představivost. 
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VIZUALIZÁCIA NIEKTORÝCH GEOMETRICKÝCH 
TVRDENÍ POMOCOU CABRI 3D 

 

Dušan Vallo 

Katedra matematiky, Fakulta prírodných vied, Univerzita Konštantína Filozofa 

v Nitre, Tr. A. Hlinku 1, 949 74 Nitra, Slovensko 

Abstrakt. V článku sa zameriame na použitie interaktívneho programu Cabri 3D pri 
modelovaní zaujímavých tvrdení odvodených na základe analógie medzi trojuholníkom a 
štvorstenom. Ukážeme, ako účelne využiť softvér k znázorneniu komplikovaných 
priestorových vzťahov, na ktorých sa prezentujú výhody i nebezpečenstvo analógie v 
objaviteľskej činnosti študenta.   

Kľúčové slová: Cabri 3D, štvorsten, výška, Eulerova priamka 

 

VISUALIZATION OF SOME GEOMETRIC STATEMENTS BY USING 

CABRI 3D 

Abstract. In this paper we concerned with an using interactive geometry software Cabri 3D. 
Its application is related to a visualization of some interesting geometry statements based on 
analogy between a triangle and a tetrahedron. We present some benefits of the software in a 
representation of complicated spatial relations which are valid in three dimensional space. 
 
Key words: Cabri 3D, tetrahedron, altitude, Euler line  

 

Úvod 

V známej publikácii [1] sa uvádza, že riešenie úloh je jedným z významných faktorov, ktoré 
napomáhajú presadzovaniu ideí konštruktivizmu vo výučbe matematiky. Súčasne sa 
zdôrazňuje, že podstatou riešenia úloh je hľadanie súvislostí, tvorba pojmov, 
zovšeobecňovanie a dokazovanie.   
Aj vo vyučovaní stereometrie môžeme viesť študentov ku kritickému mysleniu 
a opodstatnenosti matematických dôkazov. Jednou z možných ciest, po ktorých sa učiteľ 
môže vydať, je študentské objavovanie a dokazovanie nových hypotéz o vlastnostiach 
trojrozmerných útvarov. Konkrétne v prípadoch, kedy ide o prirodzené zovšeobecnenia 
tvrdení, ktoré študenti poznajú z planimetrie. 
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O zovšeobecňovaní viet s tzv. „prechodom do priestoru“  súvisí aj metóda usudzovania – 
analógia. V [2] sa píše: 

 „Ak niektoré množiny objektov sú v istom ohľade analogické, tak už nemusí byť 
žiadnym prekvapením, že isté vlastnosti a vzťahy v jednej skupine objektov majú svoju 
analógiu vo vlastnostiach  a vzťahoch v druhej skupine objektov.“ 

Ak sa zameriame na to, ktoré vlastnosti trojuholníka môžeme zovšeobecniť aj pre štvorsten, 
potom ľahko ukážeme platnosť analogických tvrdení, ako sú napr. existencia priesečníka 
ťažníc, existencia jednej opísanej, resp. vpísanej, guľovej plochy, ... .  
Avšak analógia vedie neraz k mnohým prekvapeniam. Nie všetky hypotézy formulované na 
základe analógie sú vždy pravdivé, resp. sa ukáže, že niektorá vlastnosť, zvyčajne metrická, 
nie je „dedičná“.   
Vychádzajúc z osobných skúseností, pojem štvorstena ako základného telesa trojrozmerného 
priestoru, je pre väčšinu študentov učiteľstva matematiky nevžitý.  
Dôvod vidíme v tom, že počas svojich žiackych rokov sa častejšie stretávali s pojmom 
trojboký ihlan. Naviac, vzhľadom k tomu, že sa výučba stereometrie najmä na základných 
školách orientuje prevažne na výpočty objemov a povrchov, osobitné vlastnosti tohto telesa 
zostávajú pre študentov neznáme. Pri tom sa jedná o zaujímavú geometriu, na ktorej sa dá 
rozvíjať priestorová predstavivosť, ako schopnosť argumentácie a logického zdôvodňovania, 
tak  aj kalkulatívna matematika a kombinatorika. Osobitnú funkciu v takto vedenej výučbe 
plnia fyzické modely telies. V [3] sa píše:  

a) materializácia je základom operovania podľa pravidiel, umožňuje manipulovať 
s matematickými objektmi, zmocniť sa pojmov,  

b) materiálna fixácia rozširuje možnosti úvah, rozvíja myslenie, učenie sa 
a komunikáciu.   

V súčasnosti existuje mnoho rôznych stavebníc, ktorými sa modelujú rôzne geometrické 
telesá, niektoré modely dožívajú v školských kabinetov z predchádzajúcich období, iné si 
vyrábajú žiaci na hodinách z papiera, prípadne iných materiálov. Na obr. 1 sú ukážky 
modelov štvorstena a kocky zostavených z gaštanov a špajdlí.  

          
Obr. 1 

Hoci sú mnohokrát modely názorné, estetické, neraz je ich použitie nevýhodné. Zvlášť, kedy 
sa skúmajú osobitné vlastností telesa. V takých prípadoch je účelné použiť softvér, napríklad  
Cabri 3D.  
Ak sa pri overovaní hypotéz vhodne využije dynamický softvér, preskúma sa hypotéza 
pomocou experimentovania na vybraných špeciálnych prípadoch. Niekedy stačí zostrojiť 
konštrukciu, ktorá poslúži ako kontrapríklad, inokedy je experimentovanie konštruktívnou 

363



a konštruktivistickou aktivitou,  napomáhajúcou uchopeniu poznatku žiakom a možno aj 
objaveniu myšlienky dôkazu. Uvedieme ukážky. 

Vybrané vlastnosti štvorstena 

Je známe, že štvorsten možno umiestniť do rovnobežnostena tak, aby jeho hrany boli 
stenovými uhlopriečkami rovnobežnostena. Ako to možno vizualizovať?  
V Cabri 3D ľahko umiestnime dve mimobežné úsečky 𝐴𝐵, 𝐶𝐷 do priestoru a zostrojíme ich 
stredy 𝑆1, 𝑆2. Posunutie s vektorom 𝑆1𝑆2��������⃗  zobrazí úsečku 𝐴𝐵 do rovnobežnej úsečky 𝐴1𝐵1. 
Body 𝐴1,𝐷,𝐵1,𝐶 sú tak vrcholmi rovnobežníka. V posunutí s vektorom −𝑆1𝑆2������������⃗  sa úsečka 𝐶𝐷 
zobrazí do uhlopriečky rovnobežníka zhodného s 𝐴1𝐷𝐵1𝐶. Oba rovnobežníky sú podstavami 
hľadaného rovnobežnostena (obr 2).   

 

Obr. 2  

Pomocou softvéru vieme ľahko vymodelovať rovnobežnosten, do ktorého je štvorsten 
vpísaný. Vizualizácia je nenáročná a v porovnaní s vytvorením  fyzického modelu aj menej 
komplikovaná. Na obr. 1 je model kocky doplnený stenové uhlopriečky tak, aby predstavovali 
hrany štvorstena.  
Vyššie uvedenú konštrukciu využijeme na odvodenie aj iných vlastností štvorstena.   
K jednej z nich patrí aj poznatok o spoločnom priesečníku úsečiek, ktorých krajné body sú 
stredmi protiľahlých hrán štvorstena. Tento priesečník je totiž stredom rovnobežnostena 
(obr. 3)  

 
Obr. 3 
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Tento stred rovnobežnostena je súčasne aj ťažiskom 𝑇 štvorstena 𝐴𝐵𝐶𝐷.  

Vďaka softvérovým možnostiam zostrojíme rezy rovinami 𝐵𝐶𝐷�⃖������⃗  , 𝐴𝐵𝐴1�⃖��������⃗  a na zákalde 
rovinných geometrických vzťahov odvodíme |𝐴𝑇| = 3|𝑇𝑇1|, kde 𝑇1 je ťažisko steny 𝐵𝐶𝐷. 
Keďže ťažisko štvorstena rozdeľuje ťažnicu v pomere 3: 1, v porovnaní s rovinným prípadom 
ide o prvú ukážku, ako zavádzajúca môže byť analógia.  

 
Obr. 4 

Poznámka.   

1. Odvodenie vyššie uvedeného vzťahu je jednoduchá planimetrická záležitosť. V trojuholníku 𝐴1𝐵1𝐵 je 
bod 𝑇1 ťažiskom a platí 2|𝑇𝑇1| = |𝑇1𝐵|. Zo zhodnosti úsečiek  𝐴𝑇,𝑇𝐵1 vyplýva dokazované tvrdenie. 

2. Výhoda použitia softvéru spočíva v tom, že zmenou polohy niektorého z vrcholov štvorstena 𝐴𝐵𝐶𝐷 sa 
konštrukcia dynamicky transformuje a študent má tak možnosť verifikovať viaceré prípady v jednom 
obrázku.  

Druhý výstražný príklad na nevhodné použitie analógie, je predpoklad existencie spoločného 
priesečníka výšok (ortocentra) všeobecného štvorstena, v ktorom sú výhody integrácie 
softvéru do výučby sú obzvlášť viditeľné.  
Použitie fyzických modelov trojbokých ihlanov nemôže poskytnúť študentovi takú názornú 
predstavu o existencii spoločného priesečníka, resp. mimobežnosti výšok, ako ponúka 
vizualizácia vo vhodnom geometrickom programe. Naviac, softvérová podpora umožní 
objavenie aj podmienky existencie priesečníka vybraných výšok.  
Konštrukcia všeobecného štvorstena s výškami 𝑣1, 𝑣4 zostrojenými z vrcholov 𝐴,𝐷,  ktorých 
päty sú 𝑃1,𝑃4, je v Cabri 3D triviálna. Ľahko sa presvedčíme, že vo všeobecnosti, ide 
o mimobežné priamky. Ak má existovať priesečník výšok 𝑣1, 𝑣4, musia byť tieto výšky 
rôznobežkami, t.j. výška 𝑣4 musí ležať v rovine určenej priamkami 𝐴𝐷,𝐷𝑃4.  Manipuláciu 
s pozíciou niektorého z vrcholov 𝐴,𝐷. Študent možno objaví, že táto podmienka je splnená 
vtedy a len vtedy, keď je priamka 𝐴𝐷 kolmá na 𝐵𝐶.  
Poznámka. Detailný dôkaz čitateľ nájde v [4] na str. 42, veta 10.  
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Obr. 5 

Rovnako možno pomocou softvéru ukázať, že pri podmienke kolmosti hrán 𝐴𝐷, 𝐵𝐶 sa aj 
výšky 𝑣2, 𝑣3, zostrojené z vrcholov 𝐵,𝐶,  pretínajú v jednom bode. Priesečníky výšok však 
nemusia byť totožné.  
Názorná vizualizácia sa ponúka pri „vložení“ štvorstena do rovnobežnostena, ktorým je 
pravidelný štvorboký hranol. Na obr. 6 je bod 𝑉1 priesečník výšok 𝑣1, 𝑣2; bod 𝑉2 priesečník 
výšok 𝑣3, 𝑣4. Body 𝑉1,𝑉2 nie sú totožné, pokiaľ nie je ešte aspoň jedna dvojica protiľahlých 
hrán štvorstena 𝐴𝐵𝐶𝐷 na seba kolmá. Pre situáciu na naznačenú na  obr. 6 to znamená, že 
rovnobežnosten je špeciálny typ pravidelného štvorbokého hranola – kocka.    

 
Obr. 6 
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Z experimentovania pomocou Cabri 3D teda je možné vyvodiť záver. 

Veta. Ortocentrum  štvorstena existuje vtedy a len vtedy, keď každé dve protiľahlé hrany ležia 
na kolmých priamkach.  

Štvorsten, ktorý má ortocentrum, sa nazýva ortocentrický.  

Vizualizovať ortocentrický štvorsten spolu s priesečníkom výšok tak, aby sme mali 
interaktívnu, dynamickú konštrukciu nie je zbehlého užívateľa Cabri 3D vážny problém. 
Postačí využiť poznatok o kolmosti protiľahlých hrán opísaného rovnobežnostena. Platí, že 
opísaný rovnobežnosten ortocentrického štvorstena má len také steny, ktorých uhlopriečky sú 
na seba kolmé, t. j. štvorce alebo kosoštvorce.   

 
Obr. 7 

Na obr. 7 je konštrukcia v Cabri 3D, ktorej interaktivita je zabezpečená zmenou polohy bodov 
označených ako 1, 2, 3 a 4.  

Takúto konštrukciu môže študent použiť na vlastné skúmanie ďalších zaujímavých vlastností  
ortocentrického štvorstena. Ten ich má hneď niekoľko a sú istými zovšeobecneniami viet 
pre rovinný prípad trojuholníka.  Mnohé z nich sú publikované v [5]. 

 Ako ilustračný príklad uvádzame tvrdenie o kolineárnosti stredu 𝑆 opísanej guľovej plochy 
ortocentrickému štvorstenu, jeho ťažiska 𝑇a ortocentra 𝑉– analógia tvrdenia o Eulerovej 
priamke v trojuholníku.  

Veta. V ortocentrickom štvorstene 𝐴𝐵𝐶𝐷 leží jeho ťažisko 𝑇na jednej priamke s ortocentrom 
𝑉a stredom 𝑆opísanej guľovej plochy a platí  |𝑉𝑇| = |𝑇𝑆|.  

Dôkaz. Kolineárnosť bodov 𝑆,𝑇,𝑉 vyplýva z rovnoľahlosti so stredom v bode 𝑇.  
Uvažujme o výške 𝑣4 zostrojenej z bodu 𝐷, ktorej päta je 𝑃4; priamke 𝑜4, ktorá je množinou 
bodov rovnako vzdialených od 𝐴,𝐵,𝐶. Kolmý priemet bodu 𝑆 ∈ 𝑜4 ako stredu štvorstenu 
opísanej guľovej plochy nech je bod 𝑆0 .  
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Priamky 𝑣4, 𝑜4 sú priamky rovnobežné a kolmé na rovinu 𝐴𝐵𝐶�⃖������⃗ , v ktorej leží aj ťažnica 𝑡4 
zostrojená z bodu 𝐷 (ťažisko  𝑇  je bodom ťažnice 𝑡4 ≡ 𝐷𝑇4, kde bod 𝑇4 ∈ 𝐴𝐵𝐶�⃖������⃗  je ťažisko 
steny trojuholníka 𝐴𝐵𝐶 a leží na Eulerovej priamke 𝑒0 spolu s bodmi 𝑃4, 𝑆0.  

 
Obr. 8 

Každý bod priamky 𝑣4 má v rovnoľahlosti so stredom T svoj obraz v bode na priamke 𝑜4. 
Podľa predpokladu existuje spoločný priesečník výšok V, potom jeho obrazom 
v rovnoľahlosti je bod S (všetky výšky sa pretínajú v jednom bode, musia sa v jednom bode 
pretínať aj ich obrazy). Z toho vyplýva, že body 𝑆,𝑇,𝑉 ležia na jednej priamke.  

 
Obr. 9 
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Vo štvorstene rozdeľuje ťažisko ťažnicu v pomere 3:1. V uvedenej rovnoľahlosti so stredom 
T je obrazom vrcholu D bod D0, ktorý je priesečníkom  polpriamky DT s 𝑜4. Trojuholníky 
𝑆0𝑇4𝐷0, 𝑃4𝑇4𝐷  sú podobné s koeficientom podobnosti 𝑘 = 1

2
 , pretože bod 𝑇4 rozdeľuje 

úsečku 𝑆0𝑃4 v pomere 1:2. Odtiaľ vyplýva, že bod 𝑇 je stredom aj úsečky 𝑆𝑉.  
 
Poznámka. Predstavu o polohe skúmaných bodov získa študent na základe virtuálnej manipulácie s objektmi 
v Cabri 3D na konštrukcii zachytenej na obr. 8. Tá je z hľadiska prevedenia  dôkazu lepšie znázornená na 
schematickom obr. 9.  

Záver 

Myšlienky uvedené v článku vychádzajú z osobných skúseností s výučbou predmetu 
Geometria telies na KM FPV UKF v Nitre, ktorý absolvujú študenti učiteľstva akademických 
predmetov na II. stupni vysokoškolského štúdia ako voliteľný predmet. Z vlastných 
pozorovaní priebehu výučby vyvodzujeme, že po demonštračných prevereniach 
sformulovaných hypotéz neraz  študenti kladú otázky typu: „Aký význam má dôkaz? Veď to 
vidíme, že to platí? “  
Na uvedenom jave sú zarážajúce hneď dve veci. V prvom rade je viera študujúcich 
v neomylnosť počítačov. Pre väčšinu z nich je počítačová vizualizácia a softvérový výstup 
postačujúci, aby uznali skúmané tvrdenia za korektné alebo nie. V druhom rade, a to 
považujeme závažnejší didaktický moment (obzvlášť u budúcich učiteľov matematiky), je 
nepochopenie úlohy dôkazu vo vyučovacom procese.    
Úlohou výučby matematiky je aj pestovanie kritického myslenia a úsudku. Numerická 
presnosť výpočtov nejakého programu, nastavená algoritmami neznámeho programátora, 
nemôže byť predsa rozhodujúcim kritériom pre korektnosť skúmaného tvrdenia. Tieto 
a mnohé iné úskalia implementácie IKT do výučby by mal budúci učiteľ poznať a vopred 
uvážiť vhodnosť a primeranosť experimentálnych činností pomocou dynamických 
geometrických programov.  
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CO MAJÍ SPOLEČNÉHO INFORMATICKÉ 
SOUTĚŽNÍ ÚLOHY S MATEMATIKOU 

 
Jiří Vaníček 

Jihočeská univerzita v Českých Budějovicích, Pedagogická fakulta 
 
 
Abstrakt: Informatika běžnému žákovi splývá s prací na počítači. Informatika jako obor je 
abstraktní věda, která řeší otázky a problémy, které počítače přesahují a ovlivňují ostatní 
přírodní vědy. Zkušenosti z organizování mezinárodní informatické soutěže pro žáky SŠ a ZŠ 
nás vedou k poznání, že nejen žáci, ale ani učitelé často nechápou soutěžní otázky jako 
informatické, spíše matematické. 
V příspěvku budu chtít na několika soutěžních otázkách ze soutěže Bobřík informatiky 
ukázat, jakými oblastmi se školní informatika zabývá a nakolik jsou tyto otázky příbuzné 
matematickým a čím se odlišují. 
 

Soutěž Bobřík informatiky 
Katedra informatiky Pedagogické fakulty Jihočeské univerzity v Českých Budějovicích 
pořádá již 6. ročník celostátní soutěže žáků SŠ a ZŠ v informatice. Soutěží se v pěti 
kategoriích od 4. ročníku ZŠ po maturitu a soutěžící vyplňuje online test zaškrtáváním 
možností nebo přemísťováním objektů na obrazovce monitoru. Soutěže se v roce 2012 
zúčastnilo 27 500 žáků, soutěž má svoji obdobu v dalších více než 20 evropských 
i mimoevropských zemích. Více o soutěži v [1], [2]. 
 
Konference Užití počítače ve výuce matematiky se zdá se pohybuje na pomezí matematiky 
a informatiky. Je otázkou, nakolik má využití počítačů ve školní matematice souvislosti 
s informatikou, a obráceně, nakolik jsou informatické soutěžní otázky příbuzné matematice. 
Článek proto nabízí pohled na školní informatiku z hlediska její příbuznosti s matematikou. 

 

obr. 1 – Soutěžní otázka na téma tabulkového procesoru: Jaká bude hodnota v buňce D3, jestliže do ní 
zkopírujeme vzorec z buňky C2? 
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Jako typickou informatickou otázku, kterou si představí běžný učitel informatiky, je otázka 
z prostředí některého kancelářského software, který je na školách v rámci předmětu 
informatika vyučován (obr. 1), Zadání zní: jaká hodnota bude v buňce D3, jestliže do ní 
zkopírujeme vzorec z buňky C2. Nutno podotknout, že úloha je vcelku náročná, protože 
vzorec odkazuje na buňku, která není v zobrazené část tabulky vidět, a řešení vyžaduje 
dobrou znalost pojmu absolutní adresa buňky. Takovouto úlohu by však odborný informatik 
patrně nebral jako informatickou, jde spíše o uživatelský problém, o uživatelské využití 
technologií, i když jde o úlohu problémovou. 
 

Jak je veřejností vnímán rozdíl mezi informatikou a matematikou 
 
Na základě výzkumů mezi školními koordinátory soutěže i mezi soutěžícími, realizovanými 
v letech 2011 a 2012 a popsanými v [3] a [4] můžeme říci, že (školní) informatika je vnímána 
jako práce s počítači. Tato představa vychází ze současného obsahu výuky tohoto předmětu 
podle RVP a preferuje uživatelský přístup. Podle výčtu témat problémů, které jsou 
mezinárodním týmem odborníků – didaktiků informatiky zahrnuty do soutěže Bobřík 
informatiky, je zřejmé, že informatika je něco jiného než obsluha počítače. Soutěžní tázky 
jsou vybírány z oblastí: 

• algoritmizace 
• porozumění informacím a jejich reprezentacím, kódování 
• porozumění strukturám 
• řešení problémů, výpočty 
•  digitální gramotnost [5] 

do poslední kategorie zařazujeme tzv. matematický základ informatiky, tedy i úlohy 
kombinatorické, logické apod. Zde vidíme největší blízkost matematickým úlohám). 
Právě výše zmíněné výzkumy ukázaly, že řada učitelů i žáků vnímá soutěžní otázky soutěže 
Bobřík informatiky jako neinformatické, spíše matematické, logické. Řadě respondentů 
scházely „úlohy o počítačích“. 
 
Rozdíl mezi informatikou a matematikou bychom podle Clausse [6] mohli popsat následovně: 

• Informatika a matematika se liší pohledem na algoritmus. Zatímco v matematických 
úlohách se algoritmus vykonává nebo objevuje, v informatice je zkoumá též prostor a 
čas, nutný k realizaci algoritmu. Zatímco matematik bude spokojen, když ví, že součet 
nějaké nekonečné řady je dejme tomu Ludolfovo číslo, informatikovi takový 
algoritmus není k ničemu, protože v rozumné době nedojde k cíli. 

• Matematický pohled na situaci je spíše statický a abstraktní, informatický přístup je 
konkrétní a dynamický. Je možné, že software DGS činil zpočátku učitelům 
matematiky svojí dynamikou problémy právě kvůli změně pohledu. Vzpomínám, že 
v počátcích zavádění DGS Cabri do českých škol nebyly akceptovány úlohy 
s dynamickým zadáním („jaká je stopa bodu při pohybu po přímce…“) a nahrazovány 
množinovým („vyšetřete množinu všech bodů přímky …“), dynamická geometrie byla 
vnímna jako parametrická (tedy statický pohled). 

• Matematika pracuje především s celými objekty, jejich struktura ji málokdy zajímá, 
zatímo informatika se zajímá především o tuto vnitřní strukturovanost objektů. 
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• Dalším z rozdílů je i týmový přístup, který je daleko více akcentován při informatice. 
Z předchozích odstavců je zřejmé, že obě vědy, matematika a informatika, mají odlišný 
předmět. Můžeme však najít oddělovací hranici, která prochází oběma disciplínami 
a rozděluje je na jistou nižší a vyšší úroveň, danou potřebou zapojit specifické myšlení pro 
daný obor. 

 

obr. 2 – grafické znázornění odlišení předmětu a úrovní školské informatiky a matematiky 

Na obr. 2 jsou znázorněny nižší a vyšší úroveň dané disciplíny. Ukažme si nejprve 
u matematiky. Na nižší úrovni jde především o praktické počítání, řešení úloh běžného života, 
ke kterému stačí trivium, tzv. „kupecké počty“. Tuto oblast v diagramu nazýváme počty; 
odpovídá také dřívější době, kdy na 1. stupni se předmět matematika nazýval počty a jeho 
náplní bylo praktické počítání s konkrétními čísly a geometrickými objekty. Na vyšší úrovni 
je potřeba tzv. matematické myšlení, to je oblast matematické abstrakce, dokazování, 
používání proměnných, symbolických výpočtů apod. 
 
V informatice můžeme podobnou linii nalézt mezi uživatelským přístupem k inforačním 
a komunikačním technologiím (ICT) a autorským přístupem, jehož snahou je vylepšení 
počítačů a výpočtů. Předmětem ICT je využití kancelářských aplikací, práce s multimédii, 
vyhledávání na internetu apod. K programování, modelování, algoritmizaci apod. Je zapotřebí 
informatického myšlení.  
 
Dá se říci, že zatímco školská matematika obsahuje obě dvě úrovně, jak počty, tak 
matematiku, u školské informatiky je situace jiná: náplní kurikula je až k maturitě prakticky 
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pouze ICT. – Kdybychom chtěli do diagramu na obr. 2 podobně zařadit tuto konferenci, 
mohli bychom říci, že pokrývá oblasti Matematika a ICT (v realitě některých škol spíše Počty 
a ICT). 

Matematické otázky v informatické soutěži 
Zde chceme přinést výběr některých otázek soutěže bobřík informatiky, které jsou na 
pomezí informatika – matematika. U každé otázky uvedeme zadání a komentář o povaze 
úlohy. Správné řešení a jeho zdůvodnění, pokud to není potřebné z hlediska vztahu 
k matematice, nebudeme uvádět: čtenář je může najít v archivních testech soutěže na jejím 
webu www.ibobr.cz [7] 
 

Otázka: Jak se dostat k číslu 100 

                 

obr. 3 – k otázce Jak se dostat k číslu 100. 

Zadání: Filip zapisoval celá čísla začínající od 0 následujícím způsobem (viz obr. 3). 
Zapisoval je po řadách shora dolů a v řadě zleva doprava, a přitom tak, že pod každým číslem 
se nacházejí další dvě čísla; jedno na levé straně a jedno na pravé straně. Filip k číslům 
dokreslil šipky. Například pod číslem 3 je na levé straně číslo 7, na pravé číslo 8. 
Všimni si, že od čísla 0 se můžeme dostat k číslu 11 tak, že půjdeme podle šipek vpravo (P), 
vlevo (L), a pak zase vlevo (L). To zapíšeme zápisem PLL. 
Jaká bude posloupnost levé (L) a pravé (P), abychom se od nuly dostali k číslu 100? 
 
Odpovědi:  

A. LLPPLL 
B. PPLLPL 
C. LPPLPP 
D. PLLPLP 
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Komentář: Tato otázka sice využívá číselné řady, jde však o otázku týkající se především 
struktury uspořádání těchto čísel. Z porozumění struktuře můžeme dospět k řešení; např. ke 
každému sudému číslu vede šipka vpravo. Protože 100 je sudé číslo, musí cesta k němu 
končit písmenem P, takže dvě z odpovědí jsou vyřazeny. 
 

Otázka: Panova flétna 
 
Zadání: Panova flétna je hudební nástroj, který hraje podle těchto dvou pravidel: 

• může hrát pouze 6 různých tónů 
• po zahrání tónu je možné zahrát pouze tentýž tón, vedlejší vyšší nebo vedlejší nižší tón 

(fouknout do stejné nebo do vedlejší díry). 
 Notový zápis pro tuto flétnu, který si vymyslela Soňa, má pouze 3 druhy značek: 
=   znamená „zahraj stejný tón jako předchozí“ 
–   znamená „zahraj vedlejší nižší tón“ 
+   znamená „zahraj vedlejší vyšší tón“ 
Například melodie   [ – + ]   znamená „zahraj 3 tóny; druhý tón je nižší než první a třetí tón je 
vyšší než druhý (takže třetí je stejný jako první)“. 
Rozhodni, která z těchto melodií NEMŮŽE být zahrána Panovou flétnou. 
 
Odpovědi: 

A. [ – – – = + – = – – = = = + ] 
B. [ + = = = + = = = + = = = + = = = + ] 
C. [ – – + – – + – – = – + – – ] 
D. [ – – – – – = + + + + + = – – – – – ]  

  

obr. 4 – vysvětlení správné odpovědi u otázky Panova flétna. 

Komentář: U této otázky která se týká reperzentace informací, je zajímavé použití grafu 
k vysvětlení správné odpovědi (obr. 4). Na vodorovné ose je vynesen čas (v hraných tónech 
nebo taktech), na svislé ose jednotlivé tóny (od 1 do 6). Melodie jsou pak znázorněny 
lomenými čarami. Jestliže lze lomenou čáru do grafu umístit tak, aby se vešla do rozmezí 
hodnot 1 až 6 na svislé ose, je melodie hratelná. Z grafu je patrné na první pohled, že černou 
melodii nelze zahrát a jde tedy o správné řešení. 
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Otázka: Co je uvnitř vajíčka 
 
Zadání: Lenka se dívá na čtyři čokoládová vajíčka umístěná ve vitríně. Dvě z nich jsou 
otevřená, je proto vidět, zda je uvnitř překvapení, ale není možné z jejího pohledu rozpoznat 
barvu polevy. Dvě vajíčka jsou stále zavřená, proto je vidět barva jejich polevy, ale zase nelze 
rozpoznat, zda je uvnitř překvapení. 
Lenka předpokládá, že všechna modrá vajíčka obsahují překvapení. Co musí Lenka udělat, 
aby si ověřila, že její úvaha je správná? 

 

obr. 5 – k otázce Co je uvnitř vajíčka 

Odpovědi: 
A. Otevřít modré vajíčko (č. 2) a otočit polovinu skořápky vajíčka s překvapením (č. 3) 
B. Otevřít modré vajíčko (č. 2) a otočit polovinu skořápky vajíčka bez překvapení (č. 4) 
C. Otočit poloviny skořápek vajíček s překvapením (č. 3) a bez překvapení (č. 4) 
D. Otevřít bílé vajíčko (č. 1) a modré vajíčko (č. 2) 

 
Komentář: Jde o logickou otázku, která je ovšem promítnuta do nějaké činnosti. K vyřešení 
pomůže převést situaci do formální logiky. Tvrzení "Všechna modrá vajíčka obsahují 
překvapení" je ekvivalentem k logické implikaci "Jestliže X je modré, potom X obsahuje 
překvapení" a k ověření pravdivosti je nutné zkontrolovat následující dvě situace: 

1. Jestliže vajíčko je modré, potom obsahuje překvapení 
2. Jestliže vajíčko neobsahuje překvapení, potom není modré.  

Správně je tedy odpověď B. 
 

Otázka: Co bude dělat odpoledne 
 
Zadání: Aleš se nikdy nemůže rozhodnout, kterou ze svých oblíbených činností bude 
odpoledne dělat. Proto si řekl, že třikrát hodí hrací kostkou a pak se bude rozhodovat podle 
pravidel, znázorněných na obrázku (obr. 6). 
Hodil a vyšlo mu, že má doma skládat puzzle.  
Jaká čísla mu padala na hrací kostce? 
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Odpovědi:  
A. první hod 2, druhý hod 4, třetí hod 1. 
B. první hod 3, druhý hod 4, třetí hod 3. 
C. první hod 6, druhý hod 6, třetí hod 2. 
D. první hod 5, druhý hod 3, třetí hod 6. 

 

obr. 6 – k otázce Co bude dělat odpoledne 

Komentář: Jde o otázku o porozumění algoritmu, především rozhodování Zde se stejně jako 
v minulé otázce vyskytuje logická operace jako podmínka rozhodování. Všimněme si, že 
zatímco v předchozí otázce se slovem JESTLIŽE uvozuje implikace, v této otázce KDYŽ 
(když – tak – jinak) stojí ve významu ekvivalence (právě tehdy, když); obě slova tedy v těchto 
otázkách nejsou synonymy. V češtině je tedy nutno anglické slovo IF překládat v kontextu 
zvolené logické operace. 
 

Otázka: Zavirovaný server 
 
Zadání: Operační systém Styx má zvláštní vlastnost. Zavirovaný počítač s tímto operačním 
systémem odpovídá na všechny dotazy z Internetu nepravdivě. Například, když obdrží dotaz 
"Jsi zavirovaný?", odpoví zavirovaný počítač "Ne." 
Počítač, který není zavirovaný, vždy odpoví pravdivě. Např. na dotaz "Jsi zavirovaný?" 
odpoví nezavirovaný počítač "Ne" (obr. 7). 
Kterou z následujících odpovědí může dát pouze zavirovaný server? 
 
Odpovědi: 

A. Jsem zavirovaný server. 
B. Nejsem zavirovaný server. 
C. Jsem zavirovaný notebook. 
D. Nejsem zavirovaný notebook. 
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obr. 7 – k otázce Zavirovaný server: ač některé zavirované a jiné ne, všechny počítače mohou odpovídat stejně. 

Komentář: Jde o čistě logickou otázku typu „poctivci a padouši“ s počítačovou motivací. 
V soutěži někdy se čistě informatické problémy (nebo jako zde logické problémy) snažíme 
zasadit do počítačové situace, která soutěžícím pomáhá utvářet představu, že se jedná 
o problémy, týkající se počítačů. Soutěžícím pak soutěž připadá více informatická. 
 

Otázka: Řezačka tvarů 

 

obr. 8 – k otázce Řezačka. Nahoře vysvětlující příklad, dole seznam odpovědí 
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Zadání: Automatická řezačka tvarů vyřezává ze samolepící fólie různé tvary. Používá k tomu 
šablony tvaru čtverce a kruhu stejných rozměrů. Pracuje podle programu, který obsahuje tři 
kroky: 
1. umísti někam na fólii čtverec a kruh (libovolně) 
2. vykonej buď krok 2a, nebo 2b. 

2a: vyřízni průnik obou šablon (vyřízne tu část, kde se oba objekty překrývají) 
2b: vyřízni sjednocení obou šablon (vyřízne tu část, kterou přikrývá alespoň jedna ze 
šablon). 

Na obr. 8 je v jeho horní části znázorněn příklad práce řezačky podle programu s konkrétním 
umístěním šablon. V dolní části pak nabízené odpovědi. 
 
Komentář: Logická úloha, v níž se skládají geometrické tvary do složitějších pomocí 
logických operací. Na této otázce se vysvětluje, že vytváření komplikovaných tvarů použitím 
jednoduchých a přesných instrukcí je základním principem počítačového programování. Při 
něm jsou velice jednoduché a základní příkazy sestavovány do komplexních programů. 
Správnou odpovědí je tvar C, protože průnik i sjednocení jiného obrazce s kruhem musí 
kromě části obvodové kružnice obsahovat i její vnitřek, nikoliv okolí. Obrázek C vznikl jako 
rozdíl čtverce a kruhu.  

Závěr 
 
Současný stav výuky informatiky na českých ZŠ a SŠ, zaměřený na digitální gramotnost 
a uživatelské zvládnutí ICT, neposkytuje žákům základní vhled do informatických problémů. 
To přináší problémy těm uchazečům, kteří se rozhodnou jít studovat obor informatika: nejen 
že nemají (na rozdíl od ostatních přírodních věd) zvládnuty základy oboru, nemají ale ani 
představu, jakými problémy se informatika zabývá.  
 
Soutěž Bobřík informatiky se kromě poslání popularizovat školní informatiku snaží o to, aby 
žáci i jejich učitelé si udělali představu o tom, jaké jsou informatické problémy a informatické 
myšlení. Jde o součást širšího hnutí pod společným názvem Bebras contest, jehož účastníci, 
jednotliví národní organizátoři, se snaží o zařazení informatiky do školního kurikula a tím 
podpořit STEM vzdělávání.  
 
Poznámka: Výzkum byl podpořen grantem GAJU 017/2013/S. 
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MATEMATIKA DYNAMICKY 
 

Daniela Velichová 

 

Abstrakt: V článku sa pojednáva o výhodách využívania dynamických virtuálnych prostredí 
pri štúdiu matematiky a jej aplikácií. Na príkladoch niekoľkých interaktívnych učebných 
pomôcok, dynamických apletov vytvorených v prostredí softvéru GeoGebra, sú ukázané isté 
možnosti ako budovať a rozvíjať porozumenie základným matematickým pojmom a ako 
podporovať vytváranie kognitívnych spojení medzi ich rôznymi reprezentáciami. 
 
Kľúčové slová: dynamické učebné pomôcky, interaktívne aplety, kognitívne spojenia  
 
 

DYNAMIC MATHEMATICS 
 

Abstract: Advantages of dynamic virtual environment utilization in education of 
mathematics and its applications are studied in the paper. Some possibilities of how to 
develop conceptual understanding and how to support development of cognitive connections 
between different representations of basic mathematical concepts are presented on examples 
of interactive learning materials, dynamic applets generated in the software GeoGebra. 
 
Key words: dynamic instructional materials, interactive applets, cognitive connections 
 
 
1. Úvodné poznámky 

Na základe rôznych výsledkov bádania v oblasti kognitívnej psychológie možno povedať, že 
ľudský mozog je schopný uchovávať informácie v dvoch základných formách – graficky 
a slovne. Zatiaľ čo grafická forma môže mať mnoho rôznych podôb, ako sú napr. geometrické 
tvary a rozličné znaky (napr. matematické symboly, písmená), schémy, grafy a diagramy, 
symbolické reprezentácie (chemické, resp. matematické vzorce), vzory, mozaiky 
a piktogramy, logá a infografiky, či kresby, náčrtky, zobrazenia a mapy, slovná forma 
informácie je jediná, a je viazaná na jazyk a jeho gramatické a syntaktické pravidlá. 
Vizualizácia je teda jednou z hlavných foriem podania celostnej informácie v kompaktnej 
podobe, ktorá zachytáva obsah aj hierarchickú štruktúru informácie a umožňuje jej lepšie 
uchopenie a osvojenie. Didaktické metódy používané v pedagogike a orientované na rozvoj 
oboch spomínaných foriem uchovávania poznatkov môžu podstatnou mierou ovplyvniť 
kvalitu a hĺbku porozumenia a trvácnosť nadobudnutých vedomostí. 
A. Arcavi uvádza v [1] nasledujúcu definíciu vizualizácie: „Vizualizácia je schopnosť, proces 
a produkt tvorby, interpretácie, používania a reflexie obrazov, predstáv a schém v našich 
mozgoch, na papieri alebo pomocou nástrojov technológií, s cieľom opísať a sprostredkovať 
informácie, vytvárať nové, doteraz neznáme myšlienky, a tieto následne hlbšie pochopiť 
a ďalej šíriť.“ Obsah a štruktúra takejto komplikovanej vety nie sú zrejmé na prvý pohľad, 
naopak, vyžadujú pozorné prečítanie a zamyslenie sa nad vzájomnými súvislosťami 
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uvádzaných faktov. Jednoduchá vizualizácia tejto pomerne rozvetvenej štruktúry vo forme 
diagramu, resp. hierarchickej schémy na obr. 1., však dáva možnosť objaviť vzájomné 
súvislosti a  skryté možnosti prepojenia uvádzaných pojmov, ktoré daná štruktúra poskytuje, 
ktoré však ostávajú pri zbežnom prečítaní nepovšimnuté. Na obrázku sú naznačené dve 
možné cesty v danej schéme, z celkového počtu 3  4  3  5 = 180 možností.  
 

   
 

    

Obr. 1. Vizualizácia definície vizualizácie 
  
Manipulatívne techniky a nástroje sú konkrétne alebo symbolické artefakty, ktoré študenti 
priamo používajú pri získavaní nových poznatkov. Tieto mocné didaktické nástroje umožňujú 
používať v procese učenia a učenia sa (získavania vedomostí) 

o aktívne, ručné exploratívne metódy 

o heuristické investigatívne postupy  

napr. aj pri štúdiu abstraktných pojmov, pravidiel a vzťahov. Základné matematické pojmy 
možno interpretovať nástrojmi dynamických počítačových systémov, kde takpovediac ,,ožijú“ 
v danom virtuálnom prostredí. V procese nadobúdania poznatkov sa takto stávajú ,,reálne“ 
existujúcimi entitami, modelmi, s ktorými možno priamo interaktívne manipulovať 
prostredníctvom ovládacích elementov (myšou alebo dotykom), a pozorovať ich správanie. 
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Limita funkcie je príkladom základného pojmu z oblasti matematickej analýzy, ktorého 
definícia spôsobuje študentom nemalé problémy v dôsledku jej komplikovaného 
symbolického zápisu pomocou všeobecných a existenčných kvantifikátorov a   a  okolí. Na 
obr. 3. je zobrazený interaktívny aplet, v ktorom študenti dynamicky skúmajú závislosť 
hodnoty  od zvoleného ľubovoľného čísla  . Na základe priamej manipulácie s príslušnými 
veličinami pomocou posuvníkov, sledovaním spomínaných závislostí opísaných symbolicky 
a prezentovaných aj graficky, možno následne lepšie porozumieť tomuto základnému pojmu 
dôležitému v celom diferenciálnom a integrálnom počte. Vo vstupnom okne možno 
interaktívne meniť aj samotný funkčný predpis.  
 

 

Obr. 3. Definícia limity funkcie 
 

Výpočty ekvidištánt daných kriviek patria medzi dôležité aplikácie poznatkov diferenciálnej 
geometrie kriviek v aplikovanej mechanike. Používajú sa napr. na určenie dráhy pohybu 
robota v danom priestore po predpísanej trajektórii. Regularita trajektórie pritom nezaručuje 
regularitu ekvidištanty, ale vlastný výpočet rovnice ekvidištanty nedáva informáciu o jej 
singulárnych bodoch. Vizualizácia danej situácie je často podstatná pre určenie vhodného 
tvaru dráhy pohybu a dostatočne veľkej vzdialenosti hľadanej ekvidištanty, ktorá zaručí 
regulárnosť tejto krivky. Ukážky apletov s rôznymi trajektóriami, na ktorých sú interaktívne 
voliteľné parametre pomocou posuvníkov sú na obr. 4. Kruh, ktorý reprezentuje schematicky 
robot, má stred pohybujúci sa po danej trajektórii a polomer, ktorý určuje vzdialenosť 
hľadaných ekvidištánt. V každom bode trajektórie, ktorý predstavuje okamžitú polohu stredu 
pohybujúceho sa kruhového robota na danej trajektórii, sa vypočítavajú súradnice dvoch 
bodov kruhu ležiacich na normále trajektórie kolmej na jej dotyčnocu v danom bode. Tieto 
dva body ležia na hľadaných ekvidištantách, ktoré sa pohybom stredu priamo vykresľujú 
v geometrickom okne, pričom ich syntetické reprezentácie, parametrické rovnice, sa priamo 
generujú v algebraickom okne. Zmenou parametrov, ktorými sú napr. vzdialenosť ekvidištánt, 
teda polomer pohybujúceho sa kruhu, resp. niektoré parametre určujúcich kriviek, možno 
dynamicky meniť celú konfiguráciu a pozorovať, kedy sa na ekvidištantných krivkách 
začínajú objavovať singularity a čoho dôsledkom sú, prípadne vysloviť hypotézy o tom, ktoré 
vnútorné geometrické charakteristiky trajektórie ovplyvňujú túto skutočnosť. 
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súvislostiach, ktoré si ľudský mozog dokáže ľahšie osvojiť a uchovávať, ako navzájom 
nesúvisiace detaily a útržkovité informácie. Poznatky uchovávané v kontextoch sa ľahšie 
aplikujú, resp. vynárajú sa z dlhodobej pamäte oveľa jasnejšie a detailnejšie ako poznatky 
nenaviazané na iné, uložené izolovane a neštrukturovane. 

 

 
Obr. 5. Frenet-Serretov trojhran skrutkovice 

 
3. Záverečné úvahy 

Vizualizáciu možno považovať za určitú formu aplikácie daného poznatku. Vytváranie 
vizuálnych modelov je teda tiež istým druhom overovania hĺbky vedomostí a úrovne 
porozumenia danému pojmu, súčasne upevňujúcim získaný poznatok, a je zároveň jeho 
využitím, ako aj priamym transferom tohto poznatku do iného kontextu. Vytváranie 
dynamických modelov tiež slúži ako inšpirácia na využívanie informačných technológií ako 
špecifických didaktických nástrojov.  Tieto môžu nielen zaujať študentov, ale im tiež umožnia 
realizovať svoje vlastné tvorivé nápady a inšpirácie. Aktívna účasť študentov v procese 
vzdelávania môže prispieť k lepšiemu chápaniu nových poznatkov a pozitívnemu prístupu 
k učeniu sa. Proces nadobúdania vedomostí sa tak stáva aktívnym procesom objavovania, 
oproti pôvodnému memorovaniu množstva často nezrozumiteľných faktov a neprehľadných, 
navzájom zdanlivo nesúvisiacich údajov.  
Dynamika otvára cesty k  

o objavovaniu súvislostí  

o chápaniu vzájomných vzťahov a relácií  

čo je väčšinou omnoho dôležitejšie ako detailné ale fragmentované vedomosti.  
Jednoduchá schopnosť načrtnúť, zobraziť alebo graficky interpretovať matematický objekt 
však sama osebe ešte neznamená plné porozumenie danej matematickej entite geometricky 
reprezentovanej vytvoreným vizuálnym modelom. Dynamická práca, manipulácia s týmito 
objektmi je nevyhnutná na dosiahnutie hlbšieho porozumenia a rozvoja  schopností využívať 
technológie na analýzu a riešenie problémov.  
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Táto myšlienka je plne konzistentná so všeobecným chápaním matematického vzdelania ako 
sústavne rastúcej schopnosti používať rôzne reprezentácie matematických pojmov v rôznych 
kontextoch, navzájom ich dynamicky striedať podľa aktuálnych potrieb, a tieto pojmy 
korektne ilustrovať a aplikovať.  
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MOŽNOSTI VYUŽITIA PROGRAMU HOT POTATOES 
PRI TVORBE ÚLOH Z MATEMATIKY 

 
Kitti Vidermanová 

Katedra matematiky, FPV UKF v Nitre 

 
Abstrakt: Fixačná a diagnostická fáza vyučovacieho procesu patria u žiakov medzi najmenej 
obľúbené, najmä keď ide o vyučovanie matematiky. Prevláda v nich počítanie rutinných úloh, 
ktoré sú u žiakov neobľúbené. Zaradenie rutinných výpočtov je však nevyhnutné pre správne 
a dlhodobé osvojenie si rôznych postupov a algoritmov v matematike Jednou z možností, ako 
motivovať žiakov k počítaniu rutinných úloh je implementovať ich do modernejšieho 
prostredia. V príspevku predstavíme program Hot Potatoes, ktorý umožňuje vytváranie 
interaktívnych úloh. 
 
Kľúčové slová: Hot Potatoes. Interaktívne cvičenia.  
 
 
Possibilities of Using Hot Potatoes Software in Designing of Mathematical 

Tasks 
 
Abstract: The fixative and diagnostic part are for students the least popular parts of the 
educational process, especially when we talk about the education of mathematics. They are 
dominated by counting routine tasks, which are unpopular with students. The inclusion of th 
routine calculations is necessary for the proper and long-term learning of the different 
procedures and algorithms in mathematics One way how to motivate students to solving 
routine tasks is to implement them in a more modern environment. In this paper we introduce 
the program Hot Potatoes, which allows the creation of interactive tasks. 
 
Key words: Hot Potatoes. Interactive tasks. 
 
Úvod 
V posledných rokoch sme boli svedkami expanzie využívania počítačov všade okolo nás, 
v rôznych oblastiach našich životov, a tak sa napríklad s podporou rôznych projektov dostali 
počítače aj do vzdelávacieho procesu na našich školách. Avšak ak chceme, aby učiteľ bol 
nositeľom nových zmien v modernej škole, musíme mu na to pripraviť technické a obsahové 
podmienky (technická infraštruktúra – hardvér, pripojenie na internet, elektronický edukačný 
obsah), ale zároveň musíme v ňom samom vyvolať záujem, aby on pociťoval potrebu meniť 
sa, aby sa tešil na nové možnosti svojej pedagogickej práce na báze IKT, aby sám mal radosť 
z toho čo dokáže, aby chcel byť stále lepším a úspešnejším ako pre seba, tak aj pre svojich 
študentov (Melušová, 2005).  
Z rôznych školení učiteľov z praxe vieme, že sa učitelia snažia v rámci svojich možností 
implementovať počítače a počítačový softvér do vyučovacieho procesu. Avšak neustále 
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bojujú s prekážkami, že nie je dosť počítačových učební na školách. Ak aj škola počítačovou 
učebňou disponuje, prebieha v nej výučba predmetu Informatika, a učitelia iných predmetov 
si tak môžu svoje hodiny veľmi zriedkavo naplánovať do počítačovej učebne. Mnoho škôl má 
k dispozícii interaktívne tabule, ktoré sa inštalujú do klasických učební, a tak môžu byť 
využívané na rôznych predmetoch. Každá tabuľa má svoj vlastný softvér, avšak existuje 
mnoho ďalších, ktoré je možné pri práci s nimi využiť. Internet môže byť zdrojom mnohých 
rôznych programov, appletov a cvičení vhodných pre takýchto druh tabúľ. 
V našom príspevku predstavíme program Hot Potatoes, v ktorom si môžu učitelia podľa 
vlastných potrieb, možností a fantázie vytvoriť niekoľko druhov interaktívnych cvičení (testy 
so štyrmi typmi otázok, krížovku bez tajničky, doplňovacie cvičenie, priraďovacie cvičenie 
a zoraďovacie cvičenie). 
 
1. Program Hot Potatoes 
Program Hot Potatoes nebol vyvíjaný ako testový nástroj na preverovanie vedomostí žiakov, 
ale najmä na tvorbu interaktívnych cvičení pre výučbu jazykov. Autori tohto softvéru v roku 
1997 vychádzali pri jeho návrhu zo svojich potrieb, a to vytvorenie širokej škály 
interaktívnych cvičení (Arneil, S. & Holmes, M., 1999). Program Hot Potatoes je zdarma pre 
vzdelávacie inštitúcie i jednotlivcov na nekomerčné účely. Pre tvorbu cvičení je nutná 
inštalácia tohto programu, pričom veľkou výhodou je množstvo jazykových mutácií.  
Program umožňuje návrh cvičení pre rôzne predmety a pre rôzne ročníky (stupne) škôl. 
Výstupný súbor - cvičenie pre žiakov je vo formáte htm, a tak je možné ho otvoriť 
v ľubovoľnom internetovom prehliadači, a tak nie je nutné inštalovať program pre žiakov.  
Na otvorenie cvičení nie je potrebné ani pripojenie na internet. Cvičenia sú vhodné najmä 
na opakovanie a upevňovanie učiva, prípadne ako cvičenia určené na domáce úlohy. 
Poskytujú žiakom okamžitú spätnú väzbu - percentuálne vyhodnotenie úspešnosti 
vypracovaného cvičenia. 
 
Predtým, ako si predstavíme možnosti využitia jednotlivých typov cvičení v matematike, 
uvedieme spoločné znaky cvičení: 
 Pre každé cvičenie môžeme nastaviť časový limit. 
 Pre každé cvičenie môžeme zvoliť iné farbené nastavenie (pozadie, text, nadpisy, ...). 
 Ku každému cvičeniu môžeme pridať ďalší text, obrázok, schému alebo graf patriaci 

k úlohe. 
 V každom cvičení môžeme nastaviť, či povolíme žiakom využívať možnosť nápovede 

alebo nie. Využitie nápovede sa zohľadní pri percentuálnom vyhodnotení úspešnosti 
riešenia. 

 V každom cvičení môžeme nastaviť cestu k ďalšiemu cvičeniu a tak prepojiť rôzne 
typy cvičení jedno za druhým. 

 
Postup vytvorenia cvičenie môžeme zhrnúť do troch krokov: 
1. Navrhnúť otázky a odpovede. 
2. Konfigurovať výstupný súbor pre žiakov – inštrukcie, spätné väzby, farbu, časový limit a i. 
3. Vytvoriť výstupný htm súbor pre žiakov (pri niektorých typoch cvičení aj viacerými 
spôsobmi). 
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Po nainštalovaní a spustení programu sa nám zobrazí úvodná obrazovka (Obrázok 1), kde je 
potrebné vybrať typ cvičenia (kliknutím na jednotlivé názvy – zemiaky), ktoré chceme 
vytvoriť. 

 
Obrázok 1: Úvodná obrazovka programu Hot Potatoes 

 
K dispozícii je 5 typov cvičení: 
JQuiz – umožňuje vytvoriť kvíz (test), pričom môže obsahovať štyri typy položiek (úloh, 
otázok):  

1. otázky s jednou správnou odpoveďou, 
2. otázky s viacerými správnymi odpoveďami,  
3. otázky s krátkymi odpoveďami,  
4. otázky typu hybrid; 

JCross – umožňuje vytvoriť krížovku bez tajničky; 
JMix – umožňuje vytvoriť zoraďovacie cvičenia; 
JClose – umožňuje vytvoriť doplňovacie cvičenia; 
JMatch – umožňuje vytvoriť priraďovacie cvičenie – priradiť dvojice pojmov alebo 
obrázkov, špeciálne sa dá vytvoriť v tomto prostredí aj pexeso. 
Možnosť Masher umožňuje spojiť do jedného súboru viacero druhov Hot Potatoes cvičení. 
 
2. JQiuz – kvízy a testy 
Hot Potatoes umožňuje využívať štyri druhy položiek pri tvorbe kvízu (testu). Prvým typom 
otázky môže byť otázka s jednou správnou odpoveďou (obrázok 4). Na obrázku 2 vidíme 
ukážku úlohy na rozvíjanie matematickej gramotnosti, pričom k zadaniu úlohy sme pomocou 
možnosti Vložiť čítací text priložili obrázok, na ktorý sa vzťahuje text úlohy. Tieto otázky sú 
otázky s krátkou odpoveďou. Tento typ otázky očakáva slovnú alebo číselnú odpoveď, 
pričom pri vytváraní otázky je možné nastaviť rôzne alternatívne odpovede.  
Na obrázku 3 a 4 sa nachádza ukážka otázky typu hybrid. Tento typ otázky sa najskôr javí ako 
otázka typu krátka odpoveď, avšak po niekoľkých nesprávnych odpovediach sa zmení otázka 
na otázku s jednou správnou odpoveďou. Počet neprávnych odpovedí, po ktorých nastane 
zmena otázky, nastavuje tvorca testu. 
Posledným typom je otázka s viacerými správnymi odpoveďami (obrázok 5). 
Pri tvorbe testu môžeme kombinovať ľubovoľné typy otázok v rámci jedného testu. Pri 
konfigurácii výstupného súboru pre žiakov môžeme využiť premiešanie otázok a odpovedí 
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v rámci otázky. Ďalej je možné vytvoriť test napr. z 20 položiek, a pritom do jedného súboru 
pre žiaka dať vybrať iba 10 z týchto otázok. Túto možnosť odporúčame využiť v prípade, ak 
žiaci riešia dané úlohy (odpovedajú na otázky) v učebni, kde sedia pri sebe príliš blízko. 
 

 
Obrázok 2: Ukážka otázky typu krátka odpoveď s využitím možnosti vložiť čítací text  

(schéma tribúny) 
 
Pri využívaní nápovede pri odpovedaní na otázku s krátkou odpoveďou nám program poradí 
ďalšie správne písmeno.  
 

 
Obrázok 3: Začiatok otázky typu hybrid 

 

 
Obrázok 4: Otázka s jednou správnou odpoveďou 

(zmena otázky typu hybrid) 
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Obrázok 5: Ukážka otázky s viacerými správnymi odpoveďami 

 
 
3. JCloze – doplňovacie cvičenia 
Cvičenie typu JCloze umožňuje vytvárať cvičenia, v ktorých žiak musí doplniť hľadané číslo 
alebo slovo. Na obrázku 6 je doplňovacie cvičenie zamerané na sčítanie a odčítanie 
prirodzených čísel. Doplňovacie cvičenie je vhodné aj na precvičovanie a overovanie 
teoretických vedomostí, napr. definícií. Výstupný súbor pre študentov je možný vytvoriť 
dvoma spôsobmi:  

1. s využitím textových polí, do ktorých žiak vpisuje svoju odpoveď, 
2. s využitím vysúvacieho zoznamu, z ktorého žiak vyberá správnu odpoveď.  

Nevýhoda druhého spôsobu je, že do zoznamu sa zaradia iba hľadané slová. 
 

 
Obrázok 6: Ukážka doplňovacieho cvičenia 
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4. JMix – zoraďovacie cvičenia 
Zoraďovacie cvičenia môžeme najčastejšie využívať pri usporiadaní čísel od vzostupne alebo 
zostupne, avšak vieme vytvoriť aj zoraďovacie cvičenia z oblasti rekreačnej matematiky, 
ukážku uvádzame na obrázku 7. 

 
Obrázok 7: Ukážka zoraďovacieho cvičenia 

 
Ďalšiu ukážku (obrázok 8) venujeme tematike premeny jednotiek dĺžky. Pri tvorbe tohto typu 
cvičenia nám možnosť alternatívnych odpovedí umožňuje vytvoriť aj úlohu s viacerými 
správnymi odpoveďami (obrázok 9). 

 
Obrázok 8: Ukážka zoraďovacieho cvičenia pomocou presúvacích kartičiek. 

 
Pri zoraďovacích cvičeniach odporúčame využívať výstupný súbor pre žiakov s podporou 
presúvacích kartičiek, je to pre žiakov jednoduchšie. Pri vložení „čítacieho textu“ k úlohe 
však nie je možný export súboru pre žiakov s podporou presúvania, program to neumožňuje. 
V tom prípade žiaci vyberajú odpovede do radu, a ak sa raz pomýlili, musia začať odznova. 
Pri možnosti presúvania môžu žiaci presúvať aj tie kartičky, ktoré už predtým zaradili. 
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Obrázok 9: Ukážka nastavenia alternatívnej odpovede pri tvorbe zoraďovacieho cvičenia 

 
5. JMatch – priraďovacie cvičenia a pexeso 
JMatch umožňuje vytvoriť také priraďovacie cvičenie, v ktorom máme vytvoriť páry z údajov 
daných v dvoch stĺpcov (tieto údaje môžu byť dané aj ako obrázky). Existujú dve možnosti na 
export súboru pre žiakov: na obrázku 10 vidíme ukážku na výber zo zoznamu, na obrázku 11 
vidíme ukážku presúvacích kartičiek.  
 

 
Obrázok 10 

 
Obrázok 11 

 
Existuje aj možnosť ako vytvoriť pomocou cvičenia JMatch pexeso. Požaduje to však už 
väčšiu znalosť práce s počítačom, keďže požaduje kopírovanie ďalších súborov do priečinkov 
programu Hot Potatoes. Na obrázku 12 vidíme ukážku pexesa, v ktorom si žiaci zopakujú 
základné vzorce na výpočet obvodu a obsahu rovinných útvarov. 
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Obrázok 12: Ukážka pexesa  

(Zdroj http://www.supermatematika.wbl.sk/Hadanky-doplnovacky.html) 
 
 
 

 
Obrázok 13: Ukážka krížovky bez tajničky 
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6. JCross - ukážka krížovky bez tajničky 
Pri vytváraní krížovky v prostredí programu Hot Potatoes odporúčame využiť automatického 
tvorcu krížovky. Potrebné je napísať iba slová, ktoré chceme hľadať v krížovke a program 
automaticky vytvorí ich umiestnenie a prepojenie v mriežke. Ak sa nedajú všetky slová 
prepojiť v požadovanej veľkosti mriežky, program nám ponúkne možnosť vynechať 
„nezapojené“ slová.  
Druhou možnosťou pre tvorcu krížovky je umiestniť slová do mriežky, avšak je to zložitejšie. 
Na ukážku (obrázok 13) uvádzame krížovku, ktorá precvičuje zápis čísel slovom. Krížovky je 
možné vytvoriť na rôzne tematické oblasti školskej matematiky, pričom kľúče k hľadaným 
slovom môžeme nahrať aj ako obrázky. 
 
7. Záver 
Z osobných skúseností vieme, že program Hot Potatoes sa stretáva s pozitívnym ohlasom 
u učiteľov základných i stredných škôl. Cvičenia vytvorené v tomto programe motivujú 
žiakov k riešeniu často nudných, rutinných úloh. Tieto rutinné úlohy sú však nevyhnutné pre 
správne a dlhodobé osvojenie si rôznych postupov a algoritmov v matematike. Myslíme si, že 
práve vo fixačnej a diagnostickej fáze vyučovacieho procesu si predstavený program nájde 
svoje najčastejšie uplatnenie. Na Slovensku sa v rámci národného projektu Zvyšovanie kvality 
vzdelávania na základných a stredných školách s využitím elektronického testovania 
pripravuje testovanie žiakov elektronickou formou, pričom majú tieto testy obsahovať nielen 
klasické testové položky – otázky s výberom odpovede, ako sme boli doteraz zvyknutí, ale 
i otázky, v ktorých žiak musí zoradiť a priradiť dané informácie, alebo doplniť chýbajúce 
informácie. Vytvorením takýchto typov cvičení v programe Hot Potatoes môžu tak učitelia 
pripravovať svojich žiakov aj na testovanie Monitor 9 alebo externú časť maturitnej skúšky. 
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