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Katedra matematiky a didaktiky matematiky

Univerzita Karlova, Pedagogická fakulta
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Hana Nováková, Jarmila Novotná . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
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ZVANÁ PŘEDNÁŠKA

Šikana – manipulace strachem druhých

Magdalena Richterová

V posledńı době se v rovině laické i odborné stále častěji setkáváme s úvahami
nad narušenými sociálńımi vztahy mezi dětmi, sociálně patologickým (nežádoućım)
chováńım a konkrétně nad šikanou v dětských kolektivech. Př́ıčiny jsou hledány
v r̊uzných oblastech. Mnohokrát jsou skloňována slova moderńı technologie, naduž́ı-
váńı elektronických zař́ızeńı a sociálńıch śıt́ı. Naš́ı odpověd́ı, ač si uvědomujeme,
že pouze jednou z d́ılč́ıch, je strach. Strach jako reakce na hroźıćı nebezpeč́ı, ale
také vědomé využ́ıváńı strachu druhých. Strach je normálńı reakćı na ohrožeńı
a připravuje nás na únik, či obranu. Ve chv́ıli, kdy se nem̊užeme, nebo neumı́me
bránit, se nab́ıźı možnost vyhledat pomoc. A tato možnost by měla být ve zdravé
společnosti vyslyšena.

Klima ve společnosti se odráž́ı do školńıho prostřed́ı. Do vztah̊u mezi dětmi se
promı́taj́ı všechna negativa i pozitiva dnešńı doby. Přiznejme si však, že tomu
tak bylo vždy. Škola nemůže vytvořit zcela odlǐsné a zcela bezpečné prostřed́ı pro
své žáky. Ale nemůže také jen nečinně přihĺıžet rod́ıćım se nezdravým sociálńım
vztah̊um. Věťsina šikanuj́ıćıch dět́ı se rekrutuje z rodin, v nichž existuje morálńı
vakuum (Kolář, 2003). Přehazováńı zodpovědnosti z rodiny na školu a obráceně
nemůže vést k řešeńı problému. Jediným možným řešeńım je spolupráce. Slovo,
které se často v teoretické rovině opakuje, ale v praxi ho nalézáme s obt́ıžemi.
St́ıžnosti slyš́ıme jak ze strany rodiny, tak ze strany školy. Hledáme-li př́ıčiny na
jistou nesmǐritelnost těchto vztah̊u, mohou se jimi stát právě strach a obavy.

Obět’ a agresor

Na strachu je také založen proces vznikaj́ıćı šikany i jej́ı daľśı vývoj. U oběti samotné
ho můžeme předpokládat. Nebývá to pouze strach z vlastńıho ohrožeńı, ale obavy
(tuto emoci můžeme považovat za méně intenzivńı) z vlastńıho selháńı. Obět’ se
obává reakce okoĺı, zvláště rodiny, na svou projevenou slabost a neschopnost se
projev̊um šikany bránit. Zpočátku to bývaj́ı, často až nenápadné, verbálńı projevy
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ponižováńı a zesměšňováńı. Strach může zabránit tomu, aby se obět’ někomu svěřila
či požádala o pomoc, strachu také rychle využ́ıvá agresor, aby daľśımi útoky zakryl
strach vlastńı. Nenechme se totiž mýlit. I agresor ho pocit’uje. Na začátku to mohou
být obavy, aby neztratil vydobyté pozice v sociálńı skupině, tedy ve tř́ıdě. Nyńı je
vńımán jako

”
silný“ a t́ım, že by projevil soucit k oběti, se vše může změnit (Kolář,

2011).

Žáci, učitel a rodiče

Rovněž ostatńı členové skupiny, tedy spolužáci, vńımaj́ı jisté obavy. Nikdo z nich
se nemuśı ćıtit natolik morálně silný, aby sám zasáhl. T́ım by totiž mohl vznikaj́ıćı
šikanu zastavit. Pokud klima ve tř́ıdě neńı nakloněno morálńım hodnotám, mohl
by se i on sám stát terčem šikanováńı. Na prvńı pohled lhostejnost, za kterou se
mnohdy skrývá právě strach.

Předpokládejme, že si nezvyklé situace všiml i sám učitel. Zasáhnout bývá
mnohdy nečekaně obt́ıžné. Přet́ıženost, únava ze stálého řešeńı nekázně ho možná
odrad́ı od složitého, dlouhodobého procesu vyšetřováńı šikany, které nemuśı mı́t
jasný výsledek. Může ho ovšem také ovlivnit strach. Opět se nenechme zmýlit.
Učitel může mı́t obavy z reakce ředitele, koleg̊u, rodič̊u i žák̊u. Neńı snadné proka-
zovat projevy šikany. Mnohdy se může neodborně vyšetřovaná šikana obrátit nejen
proti oběti samotné, ale také proti učiteli.

Rodiče, kteř́ı se o šikaně vlastńıho d́ıtěte dozvěd́ı, prož́ıvaj́ı kromě jiných emoćı
také strach, tedy možné obavy z reakce okoĺı na vlastńı d́ıtě, které projevuje slabost
a neschopnost se bránit. Ne jednou jsme slyšeli názory na oběti, které si takové
chováńı, jako je právě šikana, zaslouž́ı. A to nejen názory veřejnosti, ale samotných
učitel̊u. Ne každá obět’ je sympatická, ale každá obět’ šikanováńı si zaslouž́ı naši
pomoc.

Pomocná ruka

Mlad́ı agresoři jsou zpravidla psychicky i fyzicky zdatńı, uměj́ı skrývat sv̊uj strach
a zneuž́ıvat strach u druhých. Mnoźı se považuj́ı za střed děńı. Úcta k lidem je jim
ciźı a porozumět utrpeńı a bolesti blǐzńıho je nad jejich možnosti. Pro všechny je
pak společná morálńı a duchovńı zakrnělost, jakási morálńı slepota (Kolář, 2003).
Uvědomme si ovšem, že i šikanuj́ıćı, tedy agresor, potřebuje naši pomoc, ač to ze
zmı́něných slov nevyplývá. Vyjdeme-li z celonárodńıho výzkumu výskytu šikany
na ZŠ, který se uskutečnil v druhé polovině roku 2001 a který ukázal, že je v ČR
šikanováno přibližně 41 % žák̊u (Havĺınová-Kolář, 2001), některé daľśı nikoliv takto
rozsáhlé výzkumy procento snižuj́ı, muśıme přemýšlet o skutečné nutnosti pomoci
nejen obětem, ale také agresor̊um samotným. U dět́ı může docházet k překročeńı
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tenké hranice mezi škádleńım a šikanováńım v d̊usledku duchovńı a mravńı nezra-
losti. Problém můžeme vidět také v tom, že děti, které sice vyr̊ustaj́ı ve funkčńıch
rodinách, se mohou ve školńım obdob́ı života dostat do silného vlivu vrstevnických
skupin. Dı́tě nedokáže snadno odolat tomuto tlaku, proto je tak d̊uležitá výchovná
stránka školy a osobnost učitele. Právě učitel může sehrát kĺıčovou roli při práci
s kolektivem tř́ıdy a posilovat tak jistou imunitu v̊uči šikaně.

Morálńı vyvazováńı

Jen málokdo se dopoušt́ı násiĺı, anǐz by si byl schopen své chováńı od̊uvodnit jako
v dané situaci správné (Bandura, 2002). Sociokulturńı př́ıstup k šikaně nás vede
k zamyšleńı, ve kterém je jednou z př́ıčin šikany nadměrná potřeba šikanuj́ıćıch dět́ı
vynucovat dodržováńı společenských a skupinových norem a trestat děti, které tyto
normy údajně narušuj́ı (Davies, 2011). Zjednodušeně řečeno, šikanuj́ıćı d́ıtě subjek-
tivně vńımá, že jeho konáńı je správné a že se stává jistým

”
strážcem morálńıho

řádu“, nedostavuje se tedy pocit viny, ĺıtosti, naopak d́ıtě se může považovat za
jedinečné. Obět’ se tak stává narušitelem norem.

Děti mohou mı́t obecně k šikaně negativńı postoj, ale přesto mohou akcepto-
vat konkrétńı chováńı, které by do tohoto konceptu nezapadlo: obviňováńı obět́ı,
stigmatizace obět́ı, bagatelizováńı šikany atd.

Slovo na závěr

Nahlédnout na šikanováńı jako na manipulaci strachem druhých je jen jeden ze
zaj́ımavých pohled̊u na obět’ i na ostatńı aktéry tohoto sociálně patologického
chováńı. Uvědomit si, že strach ovládá nejen obět’ samotnou, je velmi cenné pro po-
rozuměńı mechanismů šikany i následného řešeńı tohoto závažného problému, který
v př́ıpadě nevhodného př́ıstupu může zp̊usobit dlouhodobé následky pro všechny
zúčastněné.

Literatura

[1] Bandura, A. (2002). Selective moral disengagement in the exercise of moral
agency. Journal of Moral Education, 31, 2, 101–119.
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JEDNÁNÍ V SEKCÍCH

Skupinové vyučovanie na hodinách matematiky

Jaroslav Baričák, Vladiḿıra Laššáková1

V článku sa venujeme skupinovému vyučovaniu. Pozornost’ venujeme tomu, prečo
na hodinách využ́ıvat’ skupinové vyučovanie, pričom za významný považujeme roz-
voj komunikačných a argumentačných schopnost́ı a to, že dobre vedená skupinová
práca podnecuje k pochopeniu do väčšej hĺbky. Mysĺıme si, že tak, ako aj matema-
tici často pracujú v skupinách, tak aj žiaci by mali mat’ pŕıležitost’ využ́ıvat’ tento
spôsob práce. Zaoberáme sa tiež otázkou, aké úlohy sú vhodné na využitie v skupi-
novom vyučovańı. Ako môže vyzerat’ zadanie na skupinové vyučovanie ilustrujeme
pŕıkladom z praxe. Posledná čast’ článku pojednáva o vybraných otázkach a rizikách
skupinového vyučovania.

Prečo učit’ skupinovo?

V pŕıpade, že chceme žiakom na hodinách pribĺıžit’ prácu matematikov, okrem
obsahu matematického vzdelávania je dobré sústredit’ sa aj na jeho formu. Viac ako
polovica prác vznikla vd’aka spolupráci (Burton, 1999). Napriek tomu v mnohých
triedach študenti vypracúvajú zadania v tichosti. Skupinové diskusie v rámci triedy
sú skutočne dôležité. (Boalerová, 2016)

Práca v skupinách, kde je učitel’ len usmerňovatel’om, vedie často k akt́ıvnemu
zapájaniu žiakov a má pozit́ıvny pŕınos v oblasti rozvoja kl’́učových kompetencíı,
najmä tých, ktoré súvisia s interakciami v heterogénnych skupinách (nadväzovanie
kvalitných vzt’ahov, schopnost’ kooperovat’ a schopnost’ zvládnut’ a riešit’ konflikty).
V pŕıpade, že sú žiakom predkladané problémy a úlohy, ktoré od nich vyžadujú
kreat́ıvne zapojenie sa, učenie sa stáva akt́ıvnym procesom, žiaci majú pŕıležitost’

prebrat’ zodpovednost’ za vlastné vzdelávanie a v pŕıpade skupinovej práce zároveň
źıskavajú zodpovednost’ za kvalitu vzdelávania iných.

1Škola pre mimoriadne nadané deti a Gymnázium, Bratislava, jaroslav.baricak@gmail.com; Katedra algebry,
geometrie a didaktiky matematiky, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Univerzita Komenského, Bratislava,
vladka.lassakova@gmail.com
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Matematické myslenie sa rozv́ıja a zdokonal’uje argumentáciou, snahou o odo-
vzdanie svojich myšlienok tým, s ktorými spolupracujeme. Argumentácia ako ná-
stroj vzdelávania vedie k snahe porozumiet’ veciam viac do h́lbky. Často totiž, ked’

niekomu vysvetl’ujeme svoju teóriu, jeho reakcie nás nútia k tomu, zamýšl’at’ sa nad
vecami do väčšej h́lbky a d́ıvat’ sa na ne z rôznych uhlov pohl’adu. V pŕıpade, že
niekto predložený názor spochybňuje, tak sa jeho predkladatel’ precvičuje v argu-
mentácii. Dochádza k vysvetl’ovaniu a obhajovaniu teórie, čo má vplyv na rozvoj
logiky i komunikačných zručnost́ı. Vel’kou výhodou je aj to, že v pŕıpade fungujúcej
skupinovej práce má pŕıležitost’ novým poznatkom porozumiet’ každý. Pŕıstupy pri
vysvetl’ovańı sú rôzne, výklad nie je obmedzený na spôsoby výkladu učitel’a.

Aké úlohy sú vhodné na prácu v skupinách?

Na prácu v skupinách sú vhodné rôzne úlohy a zadania. Vyzdvihnút’ by sme chceli
najmä možnost’ výberu otvorených úloh a úloh s objavitel’ským prvkom.

Otvorené úlohy sú úlohy, ku ktorým sa dá pristupovat’ z viacerých rôznych strán,
dajú sa využit’ rôzne metódy riešenia. Často ide o úlohy, ktoré majú viac riešeńı.
V pŕıpade výberu tohto typu úloh dávame priestor žiakom s rôznym typom myslenia
a tým umožňujeme jednoduchšie zapojenie sa do procesu riešenia pre všetkých.

Objavitel’ský prvok v úlohách, teda to, že žiak nepozná presný postup riešenia
daného typu úlohy alebo jej časti, vedie k tomu, že práca na hodine sa viac podobá
skutočnej matematickej práci. Veŕıme, že ciel’om vyučovaćıch hod́ın by nemalo byt’

len porozumenie a pŕıpadne memorovanie predostretých postupov, ktoré je nasle-
dované ich precvičovańım. A tak aj v skupinovom vyučovańı vńımame, že zadania
kde smerujeme od problému k hl’adaniu riešenia a nie naopak, od metód k ich
precvičovaniu, sú najvhodneǰsie.

Osobitnou otázkou je to, ako vhodne zvolit’ náročnost’ úlohy. Nenáročné úlohy
v žiakoch vzbudzujú pocit známosti, ktorý je často pŕıjemný. Podl’a Kahnemana
(2012): Rôzne pŕıčiny nenáročnosti alebo vypätia majú navzájom zamenitel’né účin-
ky. Ked’ ste v stave kognit́ıvnej nenáročnosti, máte pravdepodobne dobrú náladu,
páči sa vám, čo vid́ıte, veŕıte tomu, čo počujete, dôverujete svojej intúıcii a máte
pocit, že súčasná situácia je pŕıjemne známa. Na jednej strane, ćıtit’ sa pŕıjemne
a mat’ dobrú náladu pri riešeńı matematiky je žiadané, no na druhej strane je po-
trebné všimnút’ si tiež to, že kognit́ıvna nenáročnost’ spôsobuje, že veŕıme tomu,
čo počujeme. Spochybňovanie, dôvodenie a dokazovanie má v matematike nezastu-
pitel’nú poźıciu. Pokial’ voĺıme úlohy, ktoré sú pŕılǐs jednoduché, vystavujeme sa
navyše riziku, že u žiakov nebude dochiádzat’ k dostatočnému progresu a postupne
ich jednoduché úlohy prestanú motivovat’ a bavit’. Carol Dwecková (2017) uvádza
vo svojej knihe Nastaveńı mysle výstižný citát olympijskej medailistky Patŕıcie
Mirandovej: Ked’ rob́ıte celý život iba to, čo je jednoduché, mali by ste sa hanbit’.
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Ako teda riešit’ túto situáciu? Na jednej strane chceme zachovat’ pŕıjemné pocity,
ktoré žiaci môžu prež́ıvat’, ked’ sa im predkladaná úloha zdá jednoduchá, no na
druhej strane chceme, aby úloha pre žiaka stále bola výzvou, aby bola vhodným
podnetom a živnou pôdou pre vytváranie nových vedomost́ı. Možným riešeńım sú
úlohy s ńızkou podlahou a vysokým stropom. Nı́zka podlaha vyjadruje to, že aspoň
čast’ z úlohy na nejakej úrovni dokáže žiak vyriešit’ bez väčš́ıch problémov a bez
vynaloženia vel’kej dávky úsilia. Na druhej strane vysoký strop vyjadruje to, že
na komplexné vyriešenie a porozumenie problému, ktorý je žiakovi predkladaný,
je potrebné vyvinút’ značnú mieru úsilia. Vhodným riešeńım sú napŕıklad úlohy
s gradujúcim charakterom, úlohy, kde je možné prichádzat’ na rôzne riešenia alebo
úlohy, ktoré vedú k odhal’ovaniu čo najlepš́ıch stratégíı.

Pŕıklad z praxe – kartová hra zameraná na propedeutiku

záporných č́ısel

Aktivita je určená pre žiakov 5. ročńıka, testovanie prebehlo na Škole pre mi-
moriadne nadané deti a Gymnáziu v Bratislave. Ciel’om aktivity bolo hravým
spôsobom zoznámit’ žiakov so sč́ıtavańım záporných a kladných č́ısel a násobeńım
č́ısel konštantou −1, pŕıpadne iným záporným č́ıslom.

Pravidlá hry sú jednoduché. V prvej fáze hry využ́ıvame žoĺıkové karty s č́ıselný-
mi hodnotami. Ostatné karty z baĺıčka odstránime. Rozdáme karty tak, aby mal
každý hráč rovnako vel’a kariet, ak nám nejaké karty ostanú, odlož́ıme ich naspät’

do baĺıčka. Jedno kolo prebieha tak, že každý hráč postupne vylož́ı na stôl jednu
kartu. Karty kola źıskava ten hráč, ktorý dá kartu s najvyššou hodnotou. Ak dá
viac hráčov kartu s rovnakou hodnotou, źıskava karty ten hráč, ktorý dal svoju
kartu ako prvý. Nie všetky karty chce hráč źıskat’. Červené karty predstavujú body,
no čierne karty predstavujú trestné body.

Ked’že sme vytvorili video, kde sú pravidlá hry prehl’adne spracované, nebol s ich
porozumeńım žiadny väčš́ı problém. Žiakom môžeme počas hry klást’ doplňujúce
otázky ako napr. či je výhodné zač́ınat’ kolo a podobne, pri tom môžeme dohliadat’

na to, či žiaci hre porozumeli.
Po tom, ako si žiaci zahrali aspoň jednu hru a spoč́ıtali body, sme im rozdali

pracovné listy. V pracovnom liste sme sa pýtali na to, akým spôsobom poč́ıtali
svoje body, aké stratégie pri hre použili a pýtame sa ich na to, akú kartu by zahrali
v konkrétnej hernej situácii, prečo a aký má ich výber riziká.

Téme poč́ıtania bodov sa zámerne pri vysvetl’ovańı vyhýbame, pretože chceme,
aby prǐsli na vlastný spôsob, ako body spoč́ıtat’. Môžu sa objavovat’ rôzne stratégie:
poč́ıtanie kariet postupne, rozdelenie kariet na červené a čierne a následné poč́ıtanie
osobitne, či

”
párovanie“ odstraňovanie červenej a čiernej karty s rovnakou
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(absolútnou) hodnotou. Žiaci si navzájom pri poč́ıtańı pomáhali a tak si vzájomne
svoje spôsoby vysvetl’ovali.

Úloha, kde majú žiaci skúsit’ sformulovat’ svoje stratégie a uviest’ ich riziká, by
mala žiakov viest’ k diskusii. Rovnako ako aj nasledujúca úloha, kde sa majú žiaci
rozhodnút’, ktorú kartu by zahrali v situácii na obr. 1, v pŕıpade, že hrajú štyria.

Obr. 1: Situácia uvedená v pracovnom liste

Ide o typické úlohy s ńızkou podlahou a vysokým stropom. Pri nahrávańı videa
so skupinou dospelých l’ud́ı sme si všimli, že hl’adanie stratégíı v tejto hre skutočne
nie je elementárne. Uvedomujeme si, že na to, aby sa potenciál úloh mohol na-
plno prejavit’, by žiaci museli mat’ k dispoźıcii väčšie množstvo času a tiež by bolo
vhodné, aby mali viac skúsenost́ı s týmto druhom práce – dôsledná a pomalá práca
v skupinách. Oba tieto problémy sú však do budúcna riešitel’né.

Druhá polovica pracovného listu sa zaoberá vysvetleńım doplňujúcich pravidiel
pre druhú fázu hry:

Pridajme medzi karty esá. Pravidlá:

1. Eso má vyššiu hodnotu ako 10. Preto prvé eso, ktoré v kole zahráme, vždy
źıskava karty daného kola.

2. Eso pri poč́ıtańı nemá žiadnu hodnotu.

3. Každé čierne eso, ktoré je v kole zahrané, meńı body na trestné body a na-
opak.

Následne žiakom ukážeme tri konkrétne pŕıklady (obr. 2), chceme, aby odpove-
dali na otázku, kto źıska karty na obrázku a kol’ko bodov tým źıska. Jeden z vy-
braných pŕıkladov nemá jednoznačne správnu odpoved’, ked’že nevieme v akom
porad́ı boli karty zahraté.
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Obr. 2: Situácie z pracovného listu – kontrola porozumenia novým pravidlám

Po tom, ako si žiaci zahrali hru aj s týmito novými pravidlami, nasledovali
v pracovnom liste ešte tri úlohy. Opät’ sa ich pýtame na to, akým spôsobom poč́ıtali
finálne skóre. Žiaci postupne pochopili, že ked’ sa v kole objav́ı čierne eso a teda
násob́ıme −1, je potrebné karty dat’ bokom a poč́ıtat’ ich inak. V d’aľśıch úlohách
sa ich pýtame na to, aké stratégie využ́ıvali a či ich napadá nejaké pravidlo, ktoré
by mohlo hru vylepšit’. Po zavedeńı nového pravidla sa objavili aj entuziastické
reakcie, niektoŕı žiaci a žiačky chceli v hre pokračovat’ aj cez prestávku.

Túto hru sme sa snažili vo vyučovańı zaviest’ už v minulosti. Pravidlá boli mierne
zložiteǰsie, v hre sa násobilo konštantou −2 a nemali sme pripravené video s pra-
vidlami hry. Vel’ké množstvo problémov – neochota žiakov sústredit’ pozornost’ na
výklad pravidiel, časté neporozumenie pravidlám a pod. nás doviedli k nápadu
vypracovat’ video a pracovný list, ktorý by nám pomohol žiakov usmerňovat’. Opat-
renia boli funkčné a vyššie oṕısaný druhý pokus považujeme za úspešný. Počas
hry sme si všimli, že žiaci prirodzene začali trestné body označovat’ ako

”
mı́nusové“

alebo
”
záporné“, pracovali s nimi bez problémov a s nadšeńım a preto hru považuje-

me za dobrý spôsob propedeutiky záporných č́ısel.

Riziká práce v skupinách

Medzi často spomı́nané riziká práce v skupinách patŕı to, že sa do riešenia úloh
nezapoja všetci, že tempo práce skupiny nebude vyhovovat’ žiakom, ktoŕı úlohe po-
rozumejú pŕılǐs rýchlo alebo tým, ktoŕı budú na riešenie potrebovat’ väčšie množstvo
času. Mysĺıme si, že práve vzájomná komunikácia medzi žiakmi na rôznom stupni
porozumenia môže byt’ vel’mi užitočná. Na to, aby sme motivovali k práci všetkých,
môžeme využ́ıvat’ rôzne stratégie. Priamo v zadańı je možné žiakov vyzvat’ k tomu,
aby zaṕısali nápady všetkých členov skupiny, pŕıpadne je každému žiakovi možné
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pridelit’ rolu, napr. objasňovatel’, zapisovatel’, moderátor. . . Pričom v popise každej
role môže byt’ uvedené niečo, čo bude prirodzene viest’ ku kontrole toho, či sú
všetci akt́ıvnou súčast’ou skupiny. Navyše úloha objasňovatel’a/skeptika, ktorý má
za úlohu všetko, čomu porozumie zopakovat’ vlastnými slovami a opýtat’ sa na
všetko, čomu neporozumel, má vel’ký potenciál v podpore rozvoja argumentácie
a dôvodenia.

Možné riziko vid́ıme v tom, že skupiny nebudú pracovat’ rovnakým tempom.
Tento problém však prirodzene riešia úlohy s ńızkou podlahou a vysokým stropom,
pŕıpadne zadania, ktoré sú zakončené tvorbou vlastnej úlohy.

Ďaľśım rizikom práce v skupinách je nevhodné zostavenie skuṕın, ktoré z krátko-
dobého hl’adiska môže negat́ıvne ovplyvnit’ prácu. Z dlhodobého hl’adiska však je
dôležité, aby sa žiaci učili spolupracovat’ s každým. Doporučujeme zostavovat’ hete-
rogénne skupiny s prihliadnut́ım na skúsenosti s konkrétnou triedou a nevyhýbat’

sa ani využitiu náhody pri zostavovańı skuṕın.
Častou otázkou je, akým spôsobom hodnotit’ prácu v skupinách. Považujeme

za vhodné hodnotit’ viac snahu ako výkon, využ́ıvat’ sa dá napŕıklad snaha pri
vzájomnom prezentovańı si výsledkov. V pŕıpade, že chceme hodnotit’ aj výkon, je
možné využit’ test, ktorý žiaci ṕı̌su individuálne, pričom následne je skupina hod-
notená na základe testu, ktorý náhodne vyberieme. To zvyšuje motiváciu pracovat’

naozaj skupinovo.
Veŕıme, že výhody a potenciál práce v skupinách vysoko prevyšujú možné riziká,

čo potvrdzuje aj naša učitel’ská prax.
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Otvorené úlohy vo vyučovańı matematiky

Dominika Brǐsová1

V pŕıspevku sa zaoberám otvorenými úlohami na hodinách matematiky, ktoré bu-
deme chápat’ ako úlohy s viac než jedným správnym riešeńım. Ciel’om pŕıspevku
je uviest’ pŕıklady otvorených úloh, ktoré som mala možnost’ odpozorovat’ na 19
hodinách matematiky na druhom stupni základných škôl a prezentovat’ vlastné otvo-
rené úlohy, s ktorými pracovali žiaci 8. ročńıka ZŠ. Pri vlastných úlohách uvádzam
ciel’, s akým bola každá otvorená úloha zvolená, s akou úspešnost’ou ju žiaci vyriešili
a kde vid́ım úskalia každej z úloh.

Problémy, ktorým žiaci v živote čelia, obyčajne nemajú len jedno správne riešenie.
Pri bežnom probléme sa riešeńı ponúka hned’ niekol’ko (pŕıpadne aj žiadne) a je
len na žiakoch samotných rozhodnút’ sa pre to najlepšie. Aby k tomu mohlo dôjst’,
potrebujú sa v prvom rade zbavit’ strachu z

”
nesprávneho“ rozhodnutia. Nasleduje

zvažovanie všetkých možných riešeńı, porovnanie ich výhod a nevýhod a až potom
je človek schopný vybrat’ to najlepšie riešenie. Ked’že škola má žiakov pripravovat’

na život, cez otvorené úlohy im môže pomôct’ zbavit’ sa strachu riešit’ problémy
a povzbudit’ ich k výberu najvhodneǰsieho riešenia. Frobisherovci (2015a) otvo-
rené úlohy nazývajú aj

”
úlohy s otvoreným koncom“, pretože majú viac než jedno

riešenie, pŕıpadne nemajú presne stanovený ciel’, takže je na det’och samotných, aby
si ho zvolili. V tomto pŕıspevku sa zameriam najmä na otvorené úlohy, ktoré majú
viac než jedno správne riešenie.

Nazrela som do 19 hod́ın matematiky k 11 rôznym učitel’om a učitel’kám, aby
som videla, či a do akej miery sa na hodinách pracuje s otvorenými úlohami. Zistila
som, že na hodinách prevládali uzavreté úlohy, konkrétne cvičenia, vd’aka ktorým
si žiaci len precvičovali známy algoritmus. V niektorých pŕıpadoch bol u žiakov
zaznamenaný formalizmus. Boli učitelia a učitel’ky, ktoŕı sa snažili u žiaka tento
formalizmus odstránit’, ale stretla som sa aj s pŕıpadom, kedy si učitel’ka formaliz-
mus u žiačky všimla, ale neodstránila ho, ba naopak, nadiktovala žiačke

”
správny

postup“. Na odpozorovaných hodinách sa riešili aj problémové úlohy, ktoré u žiakov
podporovali rozvoj kritického myslenia. A stretla som sa aj s otvorenými úlohami,
z ktorých niekol’ko teraz uvediem.

Otvorené úlohy z odpozorovaných hod́ın matematiky

Prvou úlohou, ktorú uvediem, je úloha zo 6. ročńıka ZŠ riešená v rámci tematického
celku Obsah obdĺ̌znika, štvorca a pravouhlého trojuholńıka v desatinných č́ıslach,

1Katedra matematiky UMB v Banskej Bystrici, dbrisova@gmail.com
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jednotky obsahu. Učitel’ na tabul’u nakreslil útvar, ktorý možno vidiet’ na obrázku 1.
Niektoré vel’kosti strán útvaru boli známe, žiaci mali zistit’ zvyšné vel’kosti strán.
Úloha je otvorená, lebo má vel’a možných riešeńı. Medzi hl’adanými vel’kost’ami
existuje závislost’ a žiaci si pri riešeńı túto závislost’ museli uvedomit’. Niektoŕı
namietali, že to môže byt’ akokol’vek, na čo ich učitel’ nabádal, nech skúšajú, kreslia
a nech sa zbavia strachu, že sa pomýlia. Pri prezentácii riešenia tejto úlohy učitel’

neposkytol priestor na diskusiu a argumentáciu žiakov, hoci niekol’ko žiakov sa
horlivo hlásilo, aby mohli svoje riešenie ukázat’ a vysvetlit’. Riešenie na tabul’u
vysvetlil učitel’, čo bola vel’ká škoda, pretože žiaci si mohli precvičit’

”
matematický

jazyk“ a tiež vysvetl’ovańım potvrdzujú pŕıpadne prehlbujú svoje poznanie.

Obr. 1 Obr. 2

Ďaľsou otvorenou úlohou je opät’ úloha zo 6. ročńıka v tematickom celku Ob-
sah obdĺ̌znika, štvorca a pravouhlého trojuholńıka v desatinných č́ıslach, jednotky
obsahu. Otvorenej úlohe predchádzala úloha uzavretá, pri ktorej žiaci mali v pra-
covných listoch obrázok z geometrických útvarov. Možno ho vidiet’ na obrázku 2.
O útvaroch na obrázku mali naṕısaných niekol’ko tvrdeńı a ich úlohou bolo určit’, či
sú tvrdenia pravdivé alebo nepravdivé. Jedným z tvrdeńı napŕıklad bolo: Bod E je
stred kružnice k. Otvorenou úlohou, ktorá na túto úlohu nadväzovala, bolo vytvorit’

d’aľsie tvrdenia pre svojich spolužiakov, pri ktorých bude možné určit’ ich pravdi-
vost’. Žiaci pracovali v skupinách. Pri prezentácii riešeńı úloh z pracovného listu
učitel’ka omylom otvorenú úlohu preskočila a nemala som možnost’ počut’ od žiakov
d’aľsie návrhy tvrdeńı. Pri nazret́ı do ich vypracovaných pracovných listov som si
všimla, že nie všetci žiaci úlohu pochopili, pretože nevytvárali tvrdenia ale otázky.
Jeden žiak vytvoril otázku: Aký je obsah kružnice k? Žiaci sa obsahu kruhu v slo-
venských školách venujú až v ôsmom ročńıku, no napriek tomu sa tento žiak nebál
uviest’ úlohu, ktorú ešte nevedel vyriešit’. Usudzujem, že tento žiak mal otvorenú
mysel’, ktorú spomı́na J. Boalerová (2016), pretože mal odvahu pracovat’ s učivom,
ktoré ešte nepoznal.
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V 7. ročńıku žiaci pracovali s učebnicou (Žabka-Černek, 2010), v ktorej medzi
inými bola otvorená úloha v tematickom celku Kváder a kocka, ich povrch a ob-
jem v desatinných č́ıslach, premieňanie jednotiek objemu. Zadanie bolo diskutovat’

o tom, čo môže byt’ povrch telies na obrázku, v tomto pŕıspevku na obrázku 3.
Úloha bola otvorená, pretože nechávala priestor pre diskusiu žiakov. Celá trieda
riešila úlohu spoločne. Na hodine sa stratil potenciál tejto úlohy, lebo v triede ne-
bol vytvorený priestor pre diskusiu. V triede vládol hluk, ktorý žiakom znemožňoval
akt́ıvne sa počúvat’. Na základe tejto úlohy prichádzam so záverom, že učitel’ sa muśı
naučit’ pracovat’ s otvorenými úlohami, aby prostredie, ktoré na hodinách pomáha
vytvárat’, umožňovalo vyt’ažit’ z každej úlohy maximum.

Obr. 3

Vlastné otvorené úlohy

V tejto časti uvediem niekol’ko otvorených úloh, ktoré som zapojila do vyučovania
matematiky v 8. ročńıku ZŠ v tematickom celku Rovnobežńık, lichobežńık, obvod
a obsah rovnobežńıka, lichobežńıka a trojuholńıka.

Úloha 1

Žiaci mali na tabuli 5 geometrických útvarov (štvorec, obd́lžnik, kosoštvorec, ko-

sod́lžnik, lichobežńık), ktoré možno vidiet’ na obrázku 4. Ich úlohou bolo roztriedit’

ich do skuṕın podl’a kritéria, ktoré si sami zvolia. Úloha bola zavedená do úvodnej
hodiny v tomto tematickom celku. Ciel’om úlohy bolo, aby si žiaci začali vš́ımat’

vlastnosti jednotlivých útvarov, hl’adali podobné a odlǐsné znaky, aby si vytvorili
predstavu o daných útvaroch. Žiaci pracovali v dvojiciach. Boli žiaci, ktoŕı ich roz-
triedili iba do dvoch skuṕın, kde prvú tvoril štvorec a obd́lžnik, pretože mali pravé
uhly a druhú skupinu tvorili zvyšné tri útvary, lebo tieto pravé uhly nemali. Niektoŕı
boli odvážneǰśı a lichobežńık z druhej skupiny zaradili do osobitnej skupiny, lebo
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sledovali aj rovnobežnost’ strán. Ja som neponúkla žiadne d’aľsie návrhy. Mysĺım, že
ich predstava o daných útvaroch by sa preh́lbila, keby som od nich žiadala zvolit’ si
ešte d’aľsie kritérium a útvary opät’ roztriedit’. Roztriedit’ pre nich nové útvary podl’a
jedného kritéria ich intuit́ıvne mohlo viest’ k rozdeleniu na dve skupiny, a to známe
útvary (štvorec, obd́lžnik) a neznáme útvary (kosoštvorec, kosod́lžnik, lichobežńık).
Ďaľsie kritérium by ich mohlo prinútit’ pozorneǰsie vńımat’ spoločné znaky útvarov.

Obr. 4

Úloha 2

Žiaci mali na tabuli opät’ 5 geometrických útvarov (štvorec, obd́lžnik, kosoštvorec,

kosod́lžnik, lichobežńık). Ich úlohou bolo načrtnút’ do štvorčekovej siete čo najviac
spôsobov, ako možno poskladat’ útvary na tabuli z iných geometrických útvarov.
Túto úlohu som zaviedla ako podklad pre neskoršie určovanie obsahov týchto štvor-
uholńıkov, ako aj podklad pre konštrukcie štvoruholńıkov, ktoré nás čakali. Žiaci
pracovali samostatne. Vo väčšine pŕıpadov tie

”
iné útvary“ boli najmä trojuholńıky,

ale vyskytol sa pŕıpad, kedy využili aj kosoštvorce a kosod́lžniky, či dokonca li-
chobežńıky. Na základe tejto úlohy vedeli neskôr niektoŕı žiaci vysvetlit’, prečo je
súčet vnútorných uhlov v štvoruholńıku 360◦. Využili k tomu fakt, že sa dá zložit’

z 2 trojuholńıkov a súčet vnútorných uhlov v trojuholńıku je 180◦. Úskaĺım bol
neurčený počet spôsobov, preto žiaci pri niektorých uviedli viacero návrhov a pri
iných štvoruholńıkoch bol ich počet omnoho skromneǰśı.

Úloha 3

Do siete (na obrázku 5) zaznač súhlasný uhol k uhlu omega. Úlohu som zvolila
z dôvodu, aby si žiaci mohli upevnit’ teóriu o súhlasných uhloch a využit’ ju v praxi.
Pôvodný zámer bol, aby žiaci pracovali samostatne, ale v triede sa spontánne vytvo-
rila spolupráca, pretože viaceŕı žiaci nevedeli defińıciu súhlasného uhla. Podporovala
som ich, aby našli všetky riešenia. Žiaci robili vel’a chýb, ale zastávam teóriu, že
chybami sa učia, preto som ich povzbudzovala, aby skúšali. Úskaĺım pri tejto úlohe
bolo, že žiaci nevedeli, ako je súhlasný uhol definovaný. Pŕınosné bolo množstvo
riešeńı, lebo tak si žiaci mohli precvičit’ tento pojem vo väčšej miere.
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Obr. 5

Záver

V takmer všetkých pŕıpadoch sa s otvorenými úlohami dalo pracovat’ ešte in-
tenźıvneǰsie a preh́lbit’ tak poznanie žiakov. Niektoŕı učitelia možno ćıtia tlak
z množstva učiva, ktoré musia prebrat’, že im toto vedomie nedovolilo venovat’ otvo-
reným úlohám privel’a času. Na základe ukážok otvorených úloh sa tiež dá usúdit’,
že kl’́učovú úlohu zohráva učitel’, ktorý otvorené úlohy do vyučovania zavádza
a pomáha vytvárat’ prostredie vhodné pre prácu s takýmito úlohami. Ďalej si možno
všimnút’, že otvorené úlohy sú k dispoźıcii aj v slovenských učebniciach matema-
tiky, no je na učitel’och, ako sa nimi budú pracovat’. Otvorenými úlohami a ako
ich tvorit’ z uzavretých sa viac zaoberajú napŕıklad Frobisherovci (2015b). Chcem
vás povzbudit’ k zavádzaniu otvorených úloh do matematiky, aby sme matema-
tiku nepredstavovali ako systém vzorcov, ktoré sa musia žiaci naučit’ naspamät’,
ale nechávali žiakom priestor, aby premýšl’ali, zvažovali, hodnotili – zapájali vyššie
myšlienkové procesy. Nech ich aj takýmto spôsobom pripravujeme na život.
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Námety na projektové vyučovanie štatistiky
v podmienkach základnej školy

Monika Buč́ıková1

K zvýšeniu výsledkov žiakov dosiahnutých pri osvojeńı učiva vrámci tematického
celku Štatistika a súčasne k zatrakt́ıvneniu matematiky môže prispiet’ moderná forma
vyučovania – projektové vyučovanie. Pŕıspevok prezentuje ukážky projektov realizo-
vaných v ZŠ s MŠ Hul za obdobie šk. rokov 2012/2013 – 2016/2017 a prináša
návrhy na realizáciu d’aľśıch projektov.

”
Štatistická gramotnost’ je spôsobilost’ č́ıtat’ a interpretovat’ štatistické údaje, použ́ı-

vat’ základné štatistické pojmy a rozumiet’ ich významu, ale aj kriticky uvažovat’ pri
narábańı s rôznymi zobrazeniami štatistických informácíı umiestnených v rozličných
kontextoch. Je to schopnost’ jedinca rozpoznat’ a pochopit’ úlohu štatistiky vo svete,
použ́ıvat’ štatistiku a zaoberat’ sa ňou spôsobmi, ktoré zodpovedajú potrebám života
konštrukt́ıvneho a rozmýšl’ajúceho občana v informačnej spoločnosti.“ (Lučeničová
et al., 2013, s. 8). Štátny vzdelávaćı program určuje 5 vzdelávaćıch oblast́ı. V rámci
obsahu vyučovania možno o štatistickej gramotnosti na úrovni ISCED 2 hovorit’

v súvislosti s nasledovnými tematickými celkami:

Tematický celok Téma

Náhodný výber výber z danej populácie,

odhad počtu na základe výberu

Grafy a tabul’ky interpretácia grafov a tabuliek,

doplnenie počtu

Priemer odhad

vlastnosti

Úsudky a argumentácie

Šanca a pravdepodobnost’ odhad

porovnanie šanćı

šanca v hre

Variabilita dát koĺısanie dát okolo priemeru

Tab. 1: Zaradenie štatistickej gramotnosti do ISCED 2

1Základná škola s materskou školou Hul, snezienka33@gmail.com
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V priebehu školských rokov 2012/2013 – 2016/2017 sme so žiakmi 9. ročńıka
realizovali viacero projektov v rámci tematického celku Štatistika. Ciel’om bolo
zvýšit’ úspešnost’ riešenia úloh zameraných na štatistickú gramotnost’ na najvyšš́ıch
úrovniach Bloomovej revidovanej taxonómie a zvýšit’ štatistickú gramotnost’ žiakov
na 2. stupni základnej školy. Snažili sme sa zvolit’ témy bĺızke žiakom, ako boli
majstrovstvá sveta v l’adovom hokeji, meteorológia, povodne, ktoré sme v našej
obci prežili

”
na vlastnej koži“, vol’by starostu obce, stravovanie v školskej jedálni,

svet sociálnych siet́ı, móda a podobne.
Samotnej realizácii projektov predchádzalo vytvorenie pravidiel a rozdelenie

žiakov do skuṕın. Aby žiaci nemali pocit, že sme ich do skuṕın rozdelili cielene,
zvolili sme vopred vhodný spôsob, tak aby sme źıskali skupiny, v ktorých boli vždy
zastúpené všetky prospechové skupiny. V skupinách si žiaci zvolili svojho kapitána,
ktorý koordinoval prácu v skupine.

Projekty sme realizovali v Základnej škole s materskou školou Hul. Škola je plne
organizovaná, druhý stupeň navštevujú aj žiaci z obce Radava. Priemerný počet
žiakov za posledné školské roky pohybuje medzi 110–130 žiakov. Škola je po re-
konštrukcii, jej súčast’ou je materská škola a školský klub det́ı. Po rekonštrukcii
samotnej budovy boli rekonštruované aj učebne, všetky sú vybavené dataprojekto-
rom. V priestoroch školy sa nachádzajú dve poč́ıtačové učebne a škola má k dis-
poźıcii 4 interakt́ıvne tabule, ktoré využ́ıvajú žiaci a učitelia vo vyučovacom procese
podl’a potreby. Žiaci majú k dispoźıcii 20 tabletov.

Ciele projektov:

• Spracovat’ źıskané informácie vhodným spôsobom (grafy a tabul’ky)

• Vhodne zvolit’ vzorku obyvatel’stva pri anketovej časti projektu

• Vediet’ rozĺı̌sit’ pojmy štatistický súbor, štatistická jednotka, štatistický znak

• Rozv́ıjat’ estetické ćıtenie žiakov

• Prezentovat’ výsledky projektu

• Rozv́ıjat’ sociálne zručnosti žiakov

Kritériá hodnotenia:

• Spôsob źıskavania informácii

• Štatistické spracovanie

• Práca v Exceli

• Prezentácia výstupu

• Estetická zložka
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Ukážka č. 1: Majstrovstvá sveta v l’adovom hokeji

V tomto roku sa Majstrovstvá sveta v l’adovom hokeji odohrávajú vo F́ınsku a Švéd-
sku. Sledujte pôsobenie nášho t́ımu na MS a zaznamenávajte si údaje, ktoré neskôr
spracujete do tabuliek a grafov. V rámci projektu odpovedzte na nasledovné otázky:

a) Kol’ko zápasov naši hokejisti vyhrali v riadnom hracom čase?

b) Aká bola gólová bilancia našich hokejistov na MS?

c) Porovnajte výsledky našich hokejistov s hokejistami v́ıt’azného t́ımu alebo
t́ımu s rovnakým počtom odohraných zápasov.

Pred začiatkom majstrovstiev sveta uskutočnite anketu medzi obyvatel’mi našej
obce a zistite :

a) Aký je ich tip na tohoročného v́ıt’aza MS?

b) Aké bude podl’a nich umiestnenie našich hokejistov na tohoročných majstrov-
stvách?

Ukážka č. 2: Separovaný zber

Obecné zastupitel’stvo našej obce rozhodlo, že sa pridáme k okolitým obciam a za-
vedieme povinný separovaný zber. Zistite, aké zložky sa separujú a aké množstvo
odpadu sa podarilo vyzbierat’ v uplynulom roku. Zostavte vhodný dotazńık na
zistenie spokojnosti obyvatel’stva so zavedeńım separovaného zberu. Źıskané údaje
štatisticky spracujte do powerpointovej prezentácie. Najlepšiu prácu autori odpre-
zentujú v rámci Dňa Zeme.

Ukážka č. 3: Vol’ba starostu obce

Rok 2014 sa nesie v znameńı volieb. Vol’by prezidenta republiky, vol’by do Európske-
ho parlamentu, komunálne vol’by. . . V nadchádzajúcom obdob́ı nás čakajú vol’by
starostu obce. V týchto dňoch boli aj v našej obci zverejnené mená kandidátov
na post starostu obce. Ktoŕı to sú? Zistite mená kandidátov a na vhodne zvolenej
vzorke voličov v našej obci zistite, aké by boli výsledky volieb, keby sa konali už
o týždeň.

Ukážka č. 4: Stravuj sa v našej jedálni

Rekonštrukcia našej jedálne bola ukončená. Ako je to ale s jej stravńıkmi? Pani
kuchárky hovoria, že ich je málo a pri tom sa snažia varit’ dobre a s láskou. Pomôžte
im źıskat’ nových stravńıkov. Vyrobte reklamu s prvkami štatistiky. Zistite, aký je
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skutočný počet stravńıkov, porovnajte situáciu na prvom a druhom stupni a ostat-
ných stravńıkov. Uskutočnite anketu spokojnosti stravńıkov so službami v našej
jedálni.

Ukážka č. 5: Demografický vývoj našej obce

V posledných rokoch sa stále viac hovoŕı o negat́ıvnom demografickom vývoji oby-
vatel’ov Slovenskej republiky, klesajúcom počte obyvatel’ov, ńızkej pôrodnosti a po-
dobne. Je to tak aj v našej obci? Porovnajte demografický vývoj obyvatel’stva za
posledné štyri roky. Je štatistika pozit́ıvna alebo negat́ıvna? Źıskané údaje spracujte
pomocou tabuliek, grafov, aritmetického priemeru. Pri spracovańı údajov rozlǐsujte
pohlavie obyvatel’ov. Údaje spracujte zauj́ımavou formou, najlepšie projekty vy-
stav́ıme v priestoroch obecného úradu.

Plánovanie

V pŕıpade tohto projektu sa žiaci rozdelili do dvoj́ıc, takže vytvorili 7 dvojčlenných
skuṕın, nakol’ko dvaja žiaci v čase realizácie projektu boli dlhodobo choŕı. V dis-
kusii uvažovali spoločne, odkial’ źıskajú informácie. Nakoniec našli tri cesty: we-
bová stránka obce www.hul.sk, miestny matrikár alebo miestny kronikár. Ked’že
v ročńıku sú žiaci z dvoch obćı (Hul a Radava), bolo isté, že použijú minimálne
dva spôsoby, nakol’ko obec Radava na svojej stránke www.radava.sk požadované
informácie nepublikuje. Z toho dôvodu sme pristúpili k rozhodnutiu, že informácie
zistia za domácu úlohu. Každá dvojica dostala k dispoźıcii nástenku, na ktorej pri-
pravila podklady k svojej prezentácii. Na slovnej prezentácii boli povinńı podiel’at’

sa v rovnakej miere.

Realizácia

Po zhromaždeńı údajov, ktoré žiaci źıskali v rámci domácej pŕıpravy, na hodinách
matematiky vypracovali potrebné tabul’ky a grafy s využit́ım programu Excel alebo
Word. Pracovali vo dvojiciach, vytvárali rôzne typy grafov a po ich vytlačeńı vy-
tvorili nástenky, kde svoje zistenia zverejnili. Nástenky esteticky doplnili o symboly
obce a fotografie.

Prezentácia

Výsledky projektu jeho riešitelia prezentovali pred ostatnými spolužiakmi a na pre-
zentáciu pozvali vedenie školy a starostu obce. Zvolili zauj́ımavé formy: klasický
komentár, reportáž do telev́ızneho vysielania a jedna skupina doṕlňala sprievodné
slovo vhodnými hudobnými ukážkami.
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Po prezentácii a vyhodnoteńı sa žiaci rozhodli usporiadat’ sút’až pre svojich
spolužiakov súvisiacu s najlepšou nástenkou a po ukončeńı nástenku preniesli do
priestorov obecného úradu, kde bola dva týždne k dispoźıcii občanom.

Do sút’aže sa zapojilo 35 žiakov z 2. stupňa z celkového počtu 68 žiakov. 20 z nich
odpovedalo správne. Zo správnych odpoved́ı sme vyžrebovali troch výhercov. Pri
rozhovore so žiakmi, ktoŕı riešili sút’až, sa opýtańı vyjadrili, že sa im páčil spôsob
spracovania údajov, grafy vńımali ako zauj́ımavé a praktické riešenie. Úlohy ich
nútili premýšl’at’ a diskutovali o nich aj so starš́ımi súrodencami alebo rodičmi. Vy-
pytovali sa žiakov 9. ročńıka, odkial’ źıskali údaje. Viacerých dané fakty prekvapili,
lebo sa nad svojou obcou nikdy takto nezamýšl’ali.

Obr. 1
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Hodnotenie

Problematika demografického vývoja v prvom momente vyvolala u žiakov zdese-
nie. Po objasneńı očakávańı od projektu a jeho ciel’ov sa situácia upokojila a pri
plánovańı a zisteńı, že budú zist’ovat’ údaje a pracovat’ formou projektu, sa postupne
ich naladenie menilo na pozit́ıvne. Radi pracujú v skupinách a predstava, že práve
ich práca by mohla byt’ vystavená v priestoroch obecného úradu pozit́ıvne zavážila.
Nakoniec sa rozhodli vytvorit’ sút’až, spoločne sme vytvorili úlohy a s nadšeńım
sledovali ako ostatńı skúšajú nájst’ odpovede, výsledky vyhodnotili a najlepš́ıch
odmenili. Projekt poskytol dostatočný priestor na rozvoj kreativity žiakov.

Na zistenie názorov žiakov po absolvovańı projektov sme použili dotazńık s 10
uzatvorenými položkami. Žiaci vyplnili dotazńık po ukončeńı projektu. Napriek
tomu, že pracovali v skupinách, dotazńık vyplnil každý účastńık projektu sám
za seba. Zist’ovanie bolo anonymné. Na základe uvedených výskumov môžeme
konštatovat’, že žiaci hodnotili projektové vyučovanie viac pozit́ıvne ako negat́ıvne.
Odpoved’ NEVIEM sa objavovala najmenej, žiaci nemali problém vyjadrit’ svoj
názor. Páčila sa im táto forma vyučovania a práca v skupinách, kde sa mohli niečo
naučit’ od iných. Väčšina mala možnost’ vyjadrit’ svoj názor. Samozrejme, niektorým
žiakom táto forma vyučovania nevyhovovala, mali problém sa zapojit’ do práce sku-
piny a plnit’ stanovené úlohy. To však ešte neznamená, že pri časteǰsom použ́ıvańı
tejto formy by svoj názor postupne nezmenili a postupom času by sa dokázali akt́ıve
zapojit’ do práce skupiny. Určite sa našli aj žiaci, ktoŕı sa do práce skupiny menej
zapájali. Pri pozorovańı zo strany učitel’a a koordinovańı projektového vyučovania
sme sa však snažili takémuto stavu zabránit’ a nájst’ spôsob, ako žiakov do práce
zapojit’. Celkovo ale žiaci chápali projektové vyučovanie ako interakt́ıvny proces,
v ktorom mohli použit’ aj vedomosti z iných predmetov, odovzdat’ svoje poznatky
a źıskat’ v rámci skupiny nové. Vybrané témy projektového vyučovania ich zaujali,
ked’že sa dotýkali oblast́ı bĺızkych ich záujmom a obce, kde žijú.

Na základe našich pozit́ıvnych zisteńı odporúčame zaradit’ projektové vyučovanie
do procesu vyučovania štatistiky. Ostáva na samotnom pedagógovi, akým spôsobom
ho uskutočńı, obohat́ı podl’a svojich nápadov, skúsenost́ı. Navrhované projekty sa
dajú uskutočnit’ ako krátkodobé, či už v rámci domácej úlohy, projektového dňa
alebo priamo počas hod́ın matematiky. My sme realizovali projekty v 9. ročńıku,
nič ale učitel’om nebráni ich realizovat’ aj v nižš́ıch ročńıkoch nižšieho sekundárneho
vzdelávania alebo krúžkovej činnosti v závislosti od svojich podmienok.

Uvádzame niekol’ko d’aľśıch námetov na projektové vyučovanie pri vyučovańı
štatistiky. Pri ich vytvárańı sme vyberali témy, ktoré umožnia žiakom v rámci
medzipredmetových vzt’ahov využit’ poznatky z ostatných predmetov.
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Projekt č. 1: Kniha – najlepš́ı priatel’ človeka

Klasické papierové knihy zaž́ıvajú v súčasnosti obdobie svojej renesancie. V me-
diach sa hovoŕı o opätovnom návrate k č́ıtaniu kńıh, zvýšenej návštevnosti knižńıc,
zvýšenom predaji kńıh. Aký je stav literatúry vo vašej školskej alebo obecnej
knižnici? Narastá alebo klesá počet čitatel’ov?

Urobte prieskum návštevnosti školskej alebo obecnej knižnice za posledných 5
rokov. Źıskajte informácie o ponúkanej literatúre a doṕlňańı knižničného fondu za
posledných 5 rokov. Źıskané údaje štatisticky spracujte a vytvorte reklamný plagát
s ciel’om źıskat’ nových čitatel’ov.

Projekt č. 2: Voda – zdroj života

22. marec bol vyhlásený za Svetový deň vody. Jej dôležitost’ pre život na našej
planéte si bezpochyby všetci uvedomujeme. Spotreba vody a šetrenie vodou sú
stále aktuálne témy. Ako je to s vodou v našej obci? Vykonajte prieskum na vhodne
zvolenej vzorke obyvatel’stva a źıskané údaje štatisticky spracujte formou tabuliek
a diagramov do powerpointovej prezentácie tak, aby ste odpovedali na nasledovné
otázky. Najúspešneǰśı projekt bude zverejnený na webovej stránke školy a obce
a jeho autori ho odprezentujú v rámci Dňa Zeme.

1. Z akých zdrojov čerpajú obyvatelia našej obce vodu?

2. Aká je priemerná ročná spotreba vody na jedného obyvatel’a obce za posledné
tri roky?

3. Na čo a v akom množstve využ́ıvajú obyvatelia našej obce pitnú a úžitkovú
vodu?

4. Akým spôsobom sa domácnosti zbavujú odpadovej vody?

5. Ako sa snažia domácnosti šetrit’ vodou?

Projekt č. 3: Darcovstvo krvi

Darovanie krvi v dnešnej spoločnosti považujeme za prejav l’udskosti a ochoty
pomôct’ iným. Dobrovol’né darcovstvo krvi zastrešuje v našej obci Miestny spolok
Červeného kŕıža. Źıskajte údaje o počte darcov za posledných 5 rokov z radov oby-
vatel’ov našej obce. Zistite, či a ak áno, kol’ko darcov krvi bolo ocenených Jánskeho
plaketou. Údaje štatisticky spracujte a natočte krátky film prezentujúci uvedené
výsledky s použit́ım interakt́ıvnej tabule a tabletov. Najlepš́ı projekt bude predsta-
vený na najbližšej schôdzi Miestneho spolku Červeného kŕıža a výsledky prieskumu
uverejnené v obecných novinách.
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Projekt č. 4: Kto dnes ešte nepouž́ıva internet?

Internet sa stal bežnou súčast’ou nášho každodenného života. Vyhl’adávanie in-
formácíı, mailová komunikácia, použ́ıvanie sociálnych siet́ı a mnoho d’aľśıch úkonov
bez ktorých si pomaly nevieme riešenie mnohých situácíı predstavit’. Ako je to
s pripojeńım na internet v našej obci? Vykonajte prieskum na vhodne zvolenej
vzorke obyvatel’ov našej obce s ciel’om zistit’, aké internetové pripojenie využ́ıvajú
a je v našej obci dostupné. Na čo najčasteǰsie už́ıvatelia internet použ́ıvajú a kol’ko
času priemerne týždenne na internete strávia? Źıskané údaje štatisticky spracujte
a výsledky odprezentujte pomocou powerpointovej prezentácie.

Projekt č. 5: Kol’ko jazykov vieš, tol’kokrát si človekom.

Stará múdrost’ hovoŕı: Kol’ko jazykov vieš, tol’kokrát si človekom. 26. september sa
z iniciat́ıvy Rady Európy už viac ako 15 rokov oslavuje ako európsky deň jazykov.
Ako je to s cudźımi jazykmi v našej škole? Majú žiaci možnost’ sa učit’ cudzie jazyky?
Ktoré? Navštevujú aj iné zariadenia, kde sa venujú cudźım jazykom? Vykonajte
prieskum, v ktorom zist́ıte, aké jazyky sa vyučujú na našej a kol’ko žiakov výučbu
daného jazyka navštevuje. Zistite, ktoré jazyky sa žiaci učia aj mimo školy a akým
jazykom by sa raz chceli naučit’ hovorit’. Źıskané informácie štatisticky spracujte
a vytvorte plagát alebo prezentáciu s využit́ım prvkov štatistiky (tabul’ky, grafy).

Literatúra

[1] Lučeničová, K. et al. (2013). Zbierka úloh ho štatistickej gramotnosti. 1. vyd.
Bratislava: Národný ústav certifikovaných merańı.

[2] Buč́ıková, M. (2017). Zvyšovanie štatistickej gramotnosti žiakov základných
škôl na Slovensku, rigorózna práca. Nitra: FPV UKF.
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Specifika nadaných žák̊u při řešeńı úloh
v matematice 2. stupně základńı školy

Irena Bud́ınová

Př́ıspěvek stručně pojednává o r̊uzných př́ıstupech nadaných žák̊u k řešeńı mate-
matické problémové úlohy. Na nadáńı lze pohĺı̌zet r̊uznými zp̊usoby a nadańı žáci
mohou mı́t rozvinuté odlǐsné složky inteligence. To ovlivňuje jejich výkony ve škole
a rovněž v matematice. Je uvedena jedna úloha, na ńı̌z se projevilo, že nejen nadáńı
rozhoduje o úspěšnosti žáka při řešeńı, ale m̊uže to být také zvolená strategie řešeńı.

Nadáńı je obt́ıžně definovatelný pojem. V pr̊uběhu historie se definice nadáńı měnila
podle toho, jak docházelo k proměnám v chápáńı pojmu. Některé př́ıstupy chápou
nadáńı jako projev vynikaj́ıćıho, nadpr̊uměrného výkonu, jiné jako potenciál
podávat nadpr̊uměrný výkon v jakékoli hodnotné oblasti, př́ıpadně jako potenciál
rozv́ıjet svou kreativitu (Havigerová, 2011). Hř́ıbková (2009) uvád́ı, že nadáńı je
často chápáno jako potenciál (potenciálem mohou být myšleny např. schopnosti,
motivace, vlastnosti a rysy atd.) na straně osobnosti k určité činnosti podmiňuj́ıćı
mimořádný výkon. Problém ale spatřuje v tom, že abychom mohli vyslovit určitý
úsudek o potenciálu, muśıme podaný výkon jedince porovnat (v dětském věku
nejčastěji s výkony vrstevńık̊u v téže oblasti, v dospělosti s výkony ostatńıch v da-
ném oboru). Na potenciál tedy usuzujeme z výkon̊u, ty jsou ale ovlivněny celou
řadou daľśıch faktor̊u.

Osobně nadáńı chápu jako dispozici k projeveńı nadpr̊uměrných výkon̊u v jakékoli
hodnotné oblasti lidského snažeńı (Havigerová, Křováčová et al., 2011, s. 5).

Nadáńı je velmi často spojováno s inteligenćı. Psychologové si postupně uvědo-
movali, že nadáńı nelze ztotožňovat s celkovou inteligenćı. Růzńı žáci mohou mı́t
nadpr̊uměrně rozvinuty některé složky inteligence, zat́ımco v jiných oblastech jsou
slabš́ı. Howard Gardner v roce 1983 vytvořil Teorii multiplikativńı inteligence,
v ńıž rozlǐsil osm relativně nezávislých inteligenćı (Gardner, 2006):

1. Jazyková inteligence

2. Logicko-matematická inteligence

3. Prostorová inteligence

4. Muzikálńı inteligence

5. Tělesně-kinestetická inteligence

6. Interpersonálńı inteligence
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7. Intrapersonálńı inteligence

8. Př́ırodńı inteligence

Ve výuce matematiky se projevuje nejv́ıce logicko-matematická inteligence, pros-
torová inteligence a jazyková inteligence (d̊uležitá při řešeńı slovńıch úloh). Žák má
obvykle nadpr̊uměrné jen některé složky inteligence. To znamená, že nadaný žák
nemuśı být úspěšný v matematice.

Ve výuce matematiky se můžeme setkat s žáky s dvoj́ı výjimečnost́ı (nadáńı
v kombinaci s tělesným hendikepem nebo poruchou učeńı, nejčastěji dyslexíı) a žáky
podvýkonné. V obou těchto skupinách žák̊u se nacházej́ı žáci ohrožeńı ve výuce.
Např. nadańı žáci s dyslexíı jsou do určité mı́ry limitovańı svoj́ı poruchou, a to
může snižovat jejich výkony v matematice. Nadańı žáci s Aspergerovým syndro-
mem maj́ı nezvyklé projevy chováńı – potřeba určitých rituál̊u, sńıžená schopnost
komunikovat, specifický zp̊usob řešeńı matematických úloh. Podvýkonńı žáci mohou
být žáci, kteř́ı z nějakého d̊uvodu maskuj́ı své vysoké schopnosti. T́ımto d̊uvodem
může být touha zapadnout mezi spolužáky, ale také nedostatečné podněty ve výuce,
což zp̊usobuje, že se žáci nud́ı a odmı́taj́ı pracovat podle zadáńı.

Výuka matematiky je dále specifická mnoha jevy, které př́ımo nesouviśı s osob-
nost́ı d́ıtěte, sṕı̌se s osobnost́ı učitele, jeho schopnost́ı podat srozumitelně učivo,
využ́ıvat znázorněńı pojmů pro lepš́ı zapamatováńı a ukotveńı v poznávaćım pro-
cesu, s ochotou učitele ponechat žák̊um jejich autonomńı zp̊usoby řešeńı, aj. Dů-
sledky př́ıstupu učitele se pak projev́ı zejména ve využitelnosti matematických po-
znatk̊u.

Na jedné matematické úloze budu demonstrovat individuálńı př́ıstupy r̊uzných
nadpr̊uměrných žák̊u při hledáńı řešeńı. Uvedená úloha je aplikačńı úloha, u které
lze předpokládat, že většina žák̊u nezná algoritmus řešeńı. Jedná se o geometrickou
úlohu, kterou je možno řešit algebraickou metodou, ale rovněž je možné přistupovat
aritmeticky.

Úlohu řešilo 165 nadpr̊uměrných žák̊u od 6. do 9. ročńıku ZŠ.

Úloha: Obdélńık na obr. 1 je rozdělen na tři obdélńıky a čtverec. Urči obsah čtverce,
jsou-li známy obsahy tř́ı obdélńık̊u (v centimetrech čtverečńıch). Zapǐs výpočet.

18 27

54

Obr. 1

29



Úlohu bylo možno řešit aritmeticky a algebraicky. Žáci nejčastěji volili aritme-
tické řešeńı, kdy zvažovali rozklady č́ısel 18, 27 a 54 na součin a hledali společné
dělitele. T́ımto zp̊usobem určili, že hledaný obsah čtverce je 81 cm2. Žáci, kteř́ı volili
tento zp̊usob výpočtu, byli téměř vždy úspěšńı. Uvedené aritmetické řešeńı přitom
volili častěji žáci bystř́ı (nenadańı), př́ıpadně všeobecně nadańı žáci.

Na obr. 2 je ukázka řešeńı pomoćı společných dělitel̊u.

Obr. 2: Bystrý žák navštěvuj́ıćı osmileté gymnázium.

Někteř́ı žáci (nejčastěji matematicky nadańı) přistoupili k algebraickému řešeńı.
Při označeńı stran obdélńık̊u ṕısmeny a, b, c vznikla školsky netypická soustava
rovnic ve tvaru ab = 18, ac = 54, bc = 27. Pravděpodobně netypičnost soustavy
rovnic vedla k tomu, že žáci, kteř́ı volili algebraické řešeńı, ve většině př́ıpad̊u ne-
uspěli. Úloha tak paradoxně obracela výkony nadaných a nenadaných žák̊u vzhle-
dem k očekáváńı (matematicky nadańı žáci byli méně úspěšńı než nenadańı žáci).
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V štvorcovej sieti som ako doma

Lucia Csachová1

Počas hod́ın matematiky na základnej a strednej škole sa žiaci stretávajú s úlohami,
v ktorých zadańı sa vyskytuje

”
štvorcová siet’“. Ciel’om pŕıspevku je ukázat’, pre aké

úlohy je to vhodné, prečo je dobré takéto úlohy riešit’, a aké d’aľsie siete môžeme
použit’ pri riešeńı rôznych typov úloh.

V školskej matematike sa často stretávame s úlohami, v zadańı ktorých sa vysky-
tuje štvorcová siet’, a nemusia to byt’ len úlohy z geometrie. Nie je to inak ani
v celoslovenských testovaniach piatakov T5 a deviatakov T9 a v externej časti ma-
turity. Úspešnost’ riešeńı takýchto úloh je rôzna, napriek tomu, že sa niektoré typy
opakujú.2 Ciel’om pŕıspevku je ukázat’ niektoré možnosti takýchto úloh (úlohy z tes-
tovańı T9 a externej časti maturity sú k dispoźıcii na stránkach www.nucem.sk/sk/
maturita, www.nucem.sk/sk/testovanie 9).

Štvorcová siet’ najčasteǰsie vystupuje v zadaniach úloh ako mriežka, pričom
ciel’om úlohy je väčšinou určit’ obsah a obvod rovinných útvarov, určit’ vyznačenú
čast’ z celku (v tvare zlomku alebo v percentách), pŕıpadne je siet’ súčast’ou zada-
nia optimalizačných úloh pre určenie najkratšej vzdialenosti3, alebo karteziánska
súradnicová sústava pre témy zobrazenia, funkcie, analytická geometria alebo tvary
rovinných útvarov. Ďaľsia z možnost́ı je rola štvorcovej siete ako Gaussovej roviny
pre problémy týkajúce sa komplexných č́ısel4, či teselácie pri pokrývańı roviny
útvarmi bez medzier a prekryt́ı.

Motivujúc sa úlohami z celoslovenských testovańı sme vytvorili nasledujúcu
úlohu:

Na obr. 1a je znázornený pät’uholńık JANKA
′

v súradnicovej sústave.5

1. Vypoč́ıtajte rozmery pät’uholńıka.

2. Vypoč́ıtajte obvod a obsah pät’uholńıka.

3. V pät’uholńıku sme niekol’ko štvorcov vyfarbili na modro (obr. 1b). Akú čast’

z celého útvaru to predstavuje?

1Katedra matematiky, Pedagogická fakulta, Katoĺıcka univerzita v Ružomberku, lucia.csachova@gmail.com
2Pŕıspevok je súčast’ou hlbšieho kvalitat́ıvneho a kvantitat́ıvneho výskumu úloh z celoslovenských testovańı T5, T9

a externej časti maturity, na základe ktorých sa snaž́ıme vytipovat’ kritické miesta školskej matematiky, ako ich chápu
(Rendl, Vondrová et al., 2013). Na tie upozorňujeme počas vysokoškolského štúdia budúcich učitel’ov matematiky
(viac informácíı napŕıklad v (Csachová, Gunčaga & Jurečková, 2017)).

3Ciel’om takýchto úloh je napŕıklad nájst’ najkratšiu cestu z bodu A do bodu B, ktorá
”
ide“ po stranách štvorcovej

siete. V týchto úlohách sa nehl’adá najkratšia cesta z pohl’adu Euklidovskej ale Manhattanskej vzdialenosti.
4Komplexné č́ısla nie sú obsahom externej časti maturity na Slovensku
5Názvy útvarov JANKA

′
a STANKO boli inšpirované úlohou č́ıslo 3 z testovania T9 z roku 2016.
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Obr. 1: a) Pät’uholńık JANKA
′
, b) vyznačená čast’ v pät’uholńıku

Obr. 2: Šest’uholńık, ktorý vznikne ako obraz pät’uholńıka v osovej súmernosti

4. Kol’ko malých štvorcov v pät’uholńıku muśıme ešte vyfarbit’, aby 40 % plochy
pät’uholńıka zostalo nevyfarbených?

5. Nájdite obraz pät’uholńıka v osovej súmernosti podl’a osi JA’. Vytvorte tak
šest’uholńık STANKO a určte súradnice jeho vrcholov.

6. Kol’ko existuje najkraťśıch ciest z bodu S do bodu N tak, aby ste sa pohybovali

”
mimo“ šest’uholńıka STANKO (obr. 2) a cesta môže ı́st’ len po stranách

štvorcovej siete?

Zadanie uvedenej úlohy sme sa snažili sformulovat’ tak, aby bola zhrnut́ım via-
cerých úloh z celoslovenských testovańı, a aby sa

”
odohrávala“ v jednom obrázku.

V úlohe vystupuje štvorcová siet’ ako prostredie, práca v ňom však môže naviest’
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riešitel’a k riešeniu rôznych úloh, v ktorých je možné siet’ použit’ ako prostriedok pre
riešenie. Pŕıkladom môže byt’ úloha č. 18 z externej časti maturity z roku 2017:

Obr. 3: a) Obrázok6 pre úlohu č́ıslo 18 z externej časti maturity z roku 2017,
b)

”
obrázkové“ riešenie úlohy

Kordélia z rovnostranného trojuholńıka odstrihla vyfarbenú čast’, ako vid́ıte na obráz-
ku (obr. 3a, najkraťsia strana vyfarbeného trojuholńıka je 1/3 dĺ̌zky strany pôvodné-
ho trojuholńıka). Vypoč́ıtajte, akú čast’ z trojuholńıka odstrihla.

Túto úlohu vyriešila študentka učitel’stva matematiky bez použitia vzorcov po-
mocou trojuholńıkovej siete (obr. 3b) na základe predchádzajúcich úloh, kde sme
použ́ıvali štvorcovú siet’ pri výpočte obsahu útvaru a rozdel’ovania rovinného útvaru
na rovnaké časti.

Štvorcová siet’ ale nie je jediná, ktorú je možné využit’ v úlohách. Siet’ zo
zhodných rovnostranných trojuholńıkov sa vyskytla v úlohe č. 5 z externej časti
maturity v tomto roku pri určeńı najkratšej cesty medzi dvoma bodmi, siet’ zo
zhodných pravidelných šest’uholńıkov zase v maturite v Českej republike v úlohe
č. 16 z roku 2014 ako prostredie, v ktorom sa odohráva úloha z témy postupnosti.

Literatúra

[1] Csachová, L., Gunčaga, J. & Jurečková, M. (2017). The Educational Research
of Mathematical Competence. In K. Patterson (Ed.), Focus on Mathematics
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6Obrázok je prevzatý z maturitného testu z roku 2017.
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O digitálnej kompetencii učitel’ov

Zoltán Fehér1

V našom článku sa budeme venovat’ digitálnej kompetencii súčasných aj budúcich
učitel’ov. Efekt́ıvne použ́ıvanie digitálnych technológíı vo vyučovańı budúcich ge-
nerácíı vyžaduje nové učitel’ské kompetencie, hlavne schopnost’ vytvárat’ inovat́ıvne
vzdelávacie prostredie. Vieme, že práve na schopnostiach učitel’ov zálež́ı či sa usku-
točńı úspešná integrácia digitálnych technológíı do škôl na všetkých stupňoch vzdelá-
vania.

Digitálna kompetencia

Digitálna kompetencia (d’alej DK) je jedna z 8 kl’́učových kompetencíı. Podl’a do-
kumentoch Európskeho parlamentu o kl’́učových kompetenciách pre celoživotné
vzdelávanie digitálna kompetencia zahŕňa sebaisté a kritické použ́ıvanie technológie
informačnej spoločnosti na pracovné účely, vo vol’nom čase a na komunikáciu (Od-
porúčanie EPR, online). Kalaš (2010) digitálnu gramotnost’ určuje ako súbor zna-
lost́ı, zručnost́ı a porozumenia potrebného pre primerané, bezpečné a produkt́ıvne
použ́ıvanie digitálnych technológíı na učenie sa a poznávanie v zamestnańı a v kaž-
dodennom živote.

Spoločný európsky referenčný rámec digitálnej kompetencie pre občanov Dig-
Comp, okrem defińıcie špecifikuje 5 oblast́ı DK do ktorých je zaradených spolu
21 kompetencíı a zručnost́ı (DigComp 2.0, online). Hlavné oblasti sú informačná
a dátová gramotnost’, komunikácia a spolupráca, tvorba digitálneho obsahu, bezpeč-
nost’ a riešenie problémov. Kompetencie zaradené do týchto oblast́ı tvoria základ
požiadaviek digitálnej spoločnosti vo všeobecnosti pre každého občana. Rozv́ıjanie
týchto kompetencíı sa má uskutočnit’ počas školského vzdelávania. Preto pedagógo-
via okrem všeobecných kompetencíı potrebujú súbor DK špecifických pre svoju
profesiu. Podl’a Kalaša (2010) DK učitel’a okrem vlastnej kompetencie obsahujú aj
d’aľsie dve oblasti: učitel’ muśı źıskat’ schopnosti, potrebu a didaktické majstrovstvo
vo využ́ıvańı digitálnych technológíı na dosahovanie edukačných ciel’ov vo výučbe
svojich predmetov, d’alej učitel’ potrebuje ovládat’ znalosti a zručnosti a porozu-
menie toho, ako u svojich žiakov rozv́ıjat’ a posudzovat’ ich rodiacu sa digitálnu
gramotnost’. Európsky referenčný rámec DigCompEdu reaguje na požiadavky a po-
treby učitel’ov vymedzeńım DK pedagógov s celkovým počtom 22 kompetencíı za-
meraných na rôzne aspekty profesionálnych aktiv́ıt pedagógov (DigCompEdu, on-
line).

1Ekonomická fakulta, Univerzita J. Selyeho, Komárno, feherz@ujs.sk
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Prieskum digitálnej kompetencie v pŕıprave učitel’ov

Prieskum bol uskutočnený v rámci projektu KEGA s hlavným ciel’om skvalit-
nenia pŕıpravy budúcich učitel’ov s ohl’adom na požiadavky modernej digitálnej
spoločnosti. Chceli sme zistit’ úroveň DK študentov učitel’ského smeru a preskúmat’

použ́ıvanie prvkov digitálnej technológie v pŕıprave budúcich učitel’ov. Prieskum
bol uskutočnený dotazńıkovou metódou. Dotazńık je bežne použ́ıvaný v pedagogic-
kom výskume, ale jeho nevýhodou je, že nezist’uje skutočný stav ale len subjekt́ıvne
názory respondentov, ich postoje k danej otázke (Chráska, 2016). Pri analýze a in-
terpretácii źıskaných výsledkov sme brali do úvahy túto skutočnost’.

Na preskúmanie úrovne ovládania DK študentov sme využili metódu seba-
reflexie. Sebareflexia je v profesijnej činnosti učitel’a dôležitou podmienkou zdo-
konal’ovania vlastnej práce, umožńı zhodnotit’ seba samého. Sebareflexia má byt’

dôležitou súčast’ou činnosti aj študenta – budúceho učitel’a v jeho pŕıprave. Do
prieskumu boli zapojeńı študenti učitel’ských študijných programov na Univerzite
J. Selyeho v Komárne a Pedagogickej fakulty Univerzity Hradec Králové. Konečný
počet dotazńıkov na ktorých sa vykonali následné štatistické analýzy je 253.

Vyhodnotenie položiek dotazńıka

Položky dotazńıka hlavne reflektovali na digitálne kompetencie učitel’a podl’a zo-
znamu webstránky educatorstechnology.com. Vzhl’adom na naše obmedzené mož-
nosti, v tomto článku vyzdvihneme len niektoré hlavné výsledky analýzy. V úvod-
ných položkách sme zistili, že študenti vo vel’kej miere použ́ıvajú prostriedky IKT
a aplikácie, značná väčšina študentov považuje za dôležité aby boli vždy online
pripojený. Väčšina študentov použ́ıva mobilné telefóny nielen pre komunikáciu ale
aj na spúšt’anie aplikácíı, čo využ́ıvajú v bežnom živote aj pre vzdelávanie.

Hlavná čast’ dotazńıka bola zameraná na zist’ovanie DK študenta na základe
sebareflexie. Do tejto položky bolo zaradených 20 tvrdeńı, vybrali sme tri najlepšie,
a tri najhoršie hodnotené podpoložky (obr. 1).

Obr. 1: a) Tri najlepšie, b) tri najhoršie hodnotené podpoložky DK študentov
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Podl’a výsledkov dotazńıka 89,7 % študentov tvrd́ı, že vie pracovat’ s digitálnymi
obrázkami (P6.4), 81 % vie použ́ıvat’ video na prezentačné účely (P6.5) a rovnako
81 % vie použ́ıvat’ sociálne siete (P6.7). Sú aj taḱı študenti, ktoŕı ani tieto tri ele-
mentárne DK neovládajú, ich pomer je pod 6 %. Najhoršie hodnotili študenti svoje
zručnosti v použ́ıvańı social bookmarking (P6.2; 32,8 %), v tvorbe spoločnej plat-
formy využit́ım blogov a wiki (P6.3; 31,6 %) a v tvorbe video tutoriálov (P6.11;
30 %). Zrejme to sú oblasti práce s digitálnou technológiou, s ktorými sa ešte
študenti nestretli počas ich štúdia.

Obr. 2: Názor študentov o činnosti učitel’ov

V záverečných položkách dotazńıka sa študenti vyjadrili väčšinou kladne, vo
vel’kej miere súhlasili, alebo rozhodne súhlasili s uvedenými tvrdeniami (obr. 2).
Dôležitost’ou jednotlivých prvkov DK v pedagogickej praxi súhlaśı alebo rozhodne
súhlaśı 74,3 % respondentov. Študenti vo vel’kom pomere (71,5 %) považujú za
správne nasledovat’ vzor svojich súčasných učitel’ov v použ́ıvańı digitálnych tech-
nológíı vo vyučovańı, k čomu určite prispieva aj priama motivácia učitel’ov hod-
notené kladne 62,1 % študentami. Popri osobnej motivácii učitel’a je dôležité cie-
lené usmernenie študentov a ich činnosti počas vyučovania, s č́ım súhlaśı 44,7 %
študentov.

Záver

Výsledky prieskumu potvrdzujú, že mobilné zariadenia a online pŕıstupné aplikácie
majú dôležitú úlohu pre študentov v komunikácii a v źıskavańı informácíı. Súčasný
vývoj technológíı ukazuje, že mobilné zariadenia budú mat’ aj nad’alej vel’ký význam
v každodennom živote mladých l’ud́ı, preto nesmieme vynechat’ pŕıležitost’ aby sme
tieto technológie zabudovali aj do vyučovacieho procesu.
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V pŕıprave budúcich pedagógov môžeme budovat’ na dobrých zručnostiach štu-
dentov v práci s digitálnymi obrázkami a videom, a na komunikačných schopnos-
tiach prostredńıctvom sociálnych siet́ı. Pritom treba sa venovat’ rozv́ıjaniu zručnost́ı
študentov aj v oblasti práce s obrázkom a videom, napŕıklad dobré predpoklady
študentov v použ́ıvańı videozáznamov sa dajú využit’ na tvorbu kvalitných video
tutoriálov. Študentom treba poskytnút’ poznatky o online systémoch na riadenie
učebného procesu, a podporit’ tvorbu online digitálneho obsahu.

Aj súčasný vyučujúci sa musia permanentne vzdelávat’ a zdokonal’ovat’ sa v pou-
ž́ıvańı nových digitálnych technológíı. Väčšina študentov považuje svojich učitel’ov
za vzor a nasledujú ich v mnohých činnostiach, ktoré súvisia s pedagogickou prácou,
teda aj v použ́ıvańı digitálnych technológíı. Vhodná motivácia študentov počas
štúdia a ich cielené usmernenie k využ́ıvaniu digitálnych technológíı je dôležitým
faktorom v ich pŕıprave.
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Web-based aplikácia ako prostriedok pri
vyučovańı matematiky

Ladislav Jaruska1

Moderné, inovat́ıvne vyučovanie vyžaduje od učitel’a okrem odbornej znalosti vo
svojej špecializácii a v pedagogicko-didaktickej oblasti aj aplikáciu nových foriem
a metód vyučovania, teda aj akt́ıvny a kreat́ıvny pŕıstup k vytvoreniu učebného pro-
stredia s podporou on-line aplikácíı a digitálnych technológíı. V článku sa budeme
venovat’ využitiu vybranej webovej aplikácie, ktorá ponúka pedagógom nové možnosti
výkladu teórie a študentom nástroj na budovania kognit́ıvnych spojeńı. Ukážeme
niektoré možnosti vytvorenia ukážkových modelov učebných on-line aktiv́ıt.

Je nepochybné, že analógový svet sa meńı na digitálny. Táto transformácia sa
vyskytuje vo všetkých sférach l’udskej existencie. Vzdelanie ako jeden z hlavných
prostriedkov l’udského rozvoja muśı nasledovat’ tento trend. Je to možné dosiahnut’

zavedeńım informačných a komunikačných technológíı (IKT) do procesu výučby
a učenia. IKT priniesli vel’ké zmeny v našom živote vo všeobecnosti a najmä v pro-
cese vzdelávania. Nové nástroje, schopnosti a technológie poskytujú možnost’ za-
viest’ inovácie vo vyučovaćıch metódach, ktoré umožnia vo vzdelávańı udržat’ krok
s rýchlym rozvojom v podobe učebných a študijných materiálov, ktoré majú dnešńı
študenti k dispoźıcii.

1Univerzita J. Selyeho, Komárno, jaruskal@selyeuni.sk
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Webové aplikácie vo vyučovańı

Rozvoj IKT v poslednej dobe má značný vplyv aj na výchovnovzdelávaćı proces.
Fyzický priestor vzdelávacieho procesu sa doṕlňa interakt́ıvnym svetom digitálneho
prostredia, ktorý ponúka atrakt́ıvne, flexibilné, kreat́ıvne a efekt́ıvne ihrisko tak
pre učiaceho sa ako aj pre učitel’a. Moderné, inovat́ıvne vyučovanie vyžaduje od
učitel’a okrem odbornej znalosti vo svojej špecializácii a v pedagogicko-didaktickej
oblasti aj aplikáciu nových foriem a metód vyučovania, teda aj akt́ıvny a kreat́ıvny
pŕıstup k vytvoreniu učebného prostredia s podporou on-line aplikácíı a digitálnych
technológíı. Dôležitý ciel’om premeny vyučovania sú rozv́ıjanie kreat́ıvneho myslenia
a zručnosti riešenia problémov žiakov a ich pŕıprava na riešenie náročneǰśıch úloh
využit́ım moderných technológíı. (Csiba, 2009).

Vd’aka technologickému pokroku, ako je väčšia š́ırka pásma internetu, širšie
internetové pokrytie a rastúci počet samostatných a internetovo orientovaných
vzdelávaćıch programov, sa od učitel’ov očakáva, že budú môct’ využ́ıvat’ technológiu
dostupnú v školách na zlepšenie výučby a zapájanie študentov do vzdelávania.

Rozvoj IKT Ponúka nové možnosti pedagógom aj študentom na zvyšovanie efek-
tivity výchovnovzdelávacieho procesu a možnost’ pripravovania žiakov na problémy
reálneho života (Szarka, 2016; Szarka, 2014; Juhász, 2016).

Niekol’ko štúdíı skúmalo, ako študenti použ́ıvajú technológiu alebo ako učitelia
integrujú technológiu do svojich výučbových stratégíı.

Podl’a Pannena (Pannen, 2014) digitálna technológia ako integrovaná súčast’

výučby a učenia okrem prehlbovania źıskavania zručnost́ı, umožňuje, aby vzdeláva-
cie skúsenosti sa stali inovat́ıvnym, zrýchleným, obohateným.

S podporou technológie (Budai, 2011) môžu školy poskytnút’ rozsiahle možnosti
na ul’ahčenie, podporu a obohatenie učebného prostredia a neustále zvyšovanie
kvality procesu vzdelávania.

Projekt
”
Web-Based aplikácie v transdisciplinárnom vzde-

lávańı budúcich učitel’ov“

Posledné desat’ročia sa moderné technológie, ako sú smartfóny, tablety a notebooky,
ako aj on-line aplikácie a nástroje, stali neoddelitel’nou súčast’ou života väčšiny
učitel’ov a študentov na celom svete. Tieto zariadenia zmenili spôsob komunikácie,
vyhl’adávania informácíı a práce. Pre pedagógov na našej univerzite bolo výzvou
preskúmat’, ako sa moderné technológie a webové aplikácie môžu použ́ıvat’ na pod-
poru vzdelávania (Trend, 1999; Twining, 2002). Hl’adanie odpoved́ı na výzvy novej
doby sa realizuje v rámci projektu

”
Web-Based aplikácie v transdisciplinárnom

vzdelávańı budúcich učitel’ov“.
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Ohniskom a prvoradým prostriedkom projektu sú web-based aplikácie, ktoré
sú aplikovatel’né do vzdelávacieho procesu. Jedná sa o bezplatné alebo čiastočne
aplikácie, teda nemajú žiadne finančné nároky na rozpočty tých škôl, ktoré ich
využ́ıvajú výlučne na vzdelávacie účely. Plánovaný výskum v projekte sa orientuje
na integráciu nových foriem a metód vysokoškolského vzdelávania prostredńıctvom
webových aplikácíı.

Možnosti webovej aplikácie GoConqr

Po hodnoteńı viacerých webových aplikácíı podl’a rôznych kritéríı sme sa rozhodli
v oblastiach matematiky použ́ıvat’ webovú aplikáciu GoConqr.

GoConqr je sociálna vzdelávacia siet’, ktorá poskytuje použ́ıvatel’om nástroje
na objavovanie, vytváranie a zdiel’anie vzdelávacieho obsahu. Funkcie a aplikácie
platformy sú navrhnuté tak, aby vyhovovali všetkým typom špecifických potrieb
použ́ıvatel’ov, či už ide o študenta, pedagóga, inštitúciu alebo spoločnost’. We-
bová aplikácia GoConqr umožňuje pedagógom a študentom pŕıstup ku komplex-
nej knižnici zdrojov vytvorených použ́ıvatel’mi na širokú škálu tém. Použ́ıvatelia
aplikácie sa môžu zapojit’ do študijných skuṕın, tým podporuje štúdium pomo-
cou sociálnej siete. GoConqr umožňuje pedagógom vytvárat’ študijné materiály bo-
haté na médiá, ktoré pomáhajú zobrazovat’ staré informácie novými dynamickými
spôsobmi. Kombináciou rôznych materiálov a zdrojov pedagóg má možnost’ na
použitie série techńık, aby sa tým dostal bližšie k študentom a vzbudil ich záujem
o vybranú tému.

V d’aľsej časti pŕıspevku predstav́ıme webovú aplikáciu Goconqr, ako prostriedok
na poskytnutie modelov učebných aktiv́ıt s webovými aplikáciami a interakt́ıvnych
on-line učebných aktiv́ıt integrovatel’né do vysokoškolského vzdelávania pŕıpravy
budúcich učitel’ov.

Po zaṕısańı adresy https://www.goconqr.com do adresného riadka prehliadača
sa otvoŕı hlavná stránka aplikácie, kde je potrebná registrácia. Registrovat’ sa dá ako
študent (Learners), učitel’ (Educators), inštitúcia (Institutions) alebo ako spoločnost’

(Companies).

V našom pŕıpade prezentujeme možnosti využitia aplikácie pre učitel’ov (Edu-
cators).

Po prihláseńı z ponúkaných možnost́ı vyberáme Učitel’a (TEACH) (obr. 1), kde
v rozbal’ovacom menu z ponúkaných možnost́ı vyberáme pŕıslušnú úroveň školy.

V d’aľsom kroku zvoĺıme predmet/predmety, ktoré vyučujeme.

Kliknut́ım na položku CREATE v hlavnej menu môžeme vytvorit’ rôzne typy
učebných materiálov, ktoré neskôr môžeme editovat’ podl’a vlastnej potreby. (obr. 1)
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Obr. 1: Vytvorenie materiálov

V rozbal’ovacom menu máme možnost’ vybrat’ z nasledovných:

• Prezentácia (Slide Set) – vytváranie a editovanie prezentácíı

• Kartičky (Flaschcards) – vytváranie a editovanie kartičiek

• Myšlienková mapa (Mind Map) – vytváranie a editovanie myšlienkovej mapy.
Chyteńım a pohybom znaku + vieme vytvorit’ nové pojmy/bublinky. Ku
každému pojmu môžeme pripnút’ d’aľsie nástroje alebo krátke poznámky.
(obr. 2)

• Poznámky (Note) – vytváranie a editovanie poznámok

• Kv́ız (Quiz) – vytváranie a editovanie kv́ızov (obr. 3). Kliknut́ım na položku
Vložit’ otázku (Insert Question) sa objav́ı rozbal’ovacie menu, kde môžeme
vybrat’ typ otázky kliknut́ım na daný typ.

Kliknut́ım na položku Vložit’ otázku (Insert Question) sa objav́ı rozbal’ovacie
menu, kde môžeme vybrat’ typ otázky kliknut́ım na daný typ. (obr. 3)

Kliknut́ım na tlačidlo Nastavenia kv́ızu (Quiz Settings) môžeme spravovat’ otáz-
ky v rozbal’ovacom menu – náhodné poradie otázok, zobrazovanie správnych odpo-
ved́ı, časový limit, počet pokusov, bodovanie. (obr. 4)
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Obr. 2: Vytvorenie materiálov

Obr. 3: Kv́ız (Quiz)
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Obr. 4: Kv́ız (Quiz)

Jednou z vel’kých prednost́ı webovej aplikácie GoConqr sú možnosti kv́ızu. Pri
obvyklých vol’bách pri vytvárańı testov s jedným alebo viacerými možnost’ami
výberu odpoved́ı, začiarkovaćımi poĺıčkami alebo úlohami typu správne-nesprávne,
je možné vytvorit’ otázky typy vyplnenie prázdnych poĺıčok (Fill-The-Blanks) alebo
nápis na obrázku (Label image with), pričom posledné dva s textom (Text) alebo
s rozbal’ovaćım menu (Dropdown) a chyt’ a posuň (Drag and Drop) (obr. 4). Ďaľsou
silnou stránkou rozhrania aplikácie je, že tu môžu byt’ odpovede aj obrázky, to zna-
mená, že môžeme priradit’ obrázky k vyhláseniu a pojmu, a z tých potom si vybrat’

správne.

• Vývojový diagram (Flowchart) – vytváranie a editovanie vývojových diagra-
mov

• Kurz (Course).

Pomocou učebných materiálov pedagóg môže potom vytvorit’ vlastné kurzy
(Course), napŕıklad prezentáciou uviest’ nové učivo, kartičkami zabezpečit’ pre-
cvičovanie pojmov, myšlienkovou mapou alebo vývojovým diagramom podporo-
vat’ pochopenie podstatu učiva, a otestovat’ vedomosti pomocou testu. Pre všetky
typy učebných materiálov sa dajú vložit’ navzájom do l’ubovol’ného materiálu, aj
s odkazom na novšie.
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Na využitie sociálnej stránky webovej aplikácie pedagóg má možnost’ v hlavnom
menu My GoConqr.

Obr. 5: Hlavné menu, My GoConqr

V ponuke My GoConqr na hlavnej stránke (obr. 5) môžeme spracovat’ Pred-
mety (Subjects), Kurzy (Courses), Skupiny (Groups), Vyhl’adávat’ skupiny (Disco-
ver Group) a Odporúčané obsahy (Suggested Content). (obr. 5)

Materiály vytvorené v GoConqr sú nielen odkazovatel’né, ale pomocou embed
funkcie môžu byt’ vložené do webových stránok, napŕıklad do Google site. Ap-
likácia ponúka tiež zdiel’anie materiálov a aktiv́ıt na rôznych sociálnych siet’ach.
Ďaľśım pŕınosom aplikácie je, že sa dá použ́ıvat’ aj na smartfónoch (Android +
Chrome), aktivity a materiály fungujú dobre, takže okrem domáceho použitia môžu
byt’ vhodné aj vyučovaćıch hodinách.

Záver

Technologický pokrok môže výrazne prispiet’ k zlepšeniu a rozš́ıreniu použ́ıvania we-
bových aplikácíı a internetového učenia, pretože IKT zariadenia sa stávajú l’ahš́ımi,
lacneǰśımi, s lepšou analýzou obrazovky, dlhšou životnost’ou batérie a rýchleǰsou
rýchlost’ou siete. Aplikovańım moderných technológíı a webových aplikácíı môžeme
pribĺıžit’ pedagogicko – didaktické záujmy budúcich učitel’ov k záujmom mladej
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generácie ako aj nájst’ spoločnú platformu nového učebného prostredia prostredńıc-
tvom web-based aplikácíı.
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Využit́ı české a slovenské renesančńı architektury
na hodinách geometrie

Milada Kazdová1

V předloženém textu ukážeme, jak je možné využ́ıt českou a slovenskou renesančńı
architekturu na hodinách geometrie. S ohledem na rozsah článku představ́ıme pouze
dvě úlohy, které maj́ı motivačńı a aplikačńı charakter: úlohu o domě na náměst́ı
v Telči a úlohu o kaštelu v Betlanovćıch. Druhou z úloh uvedeme včetně ukázky
vybraných žákovských řešeńı z testováńı na základńı škole. Předpokládáme, že žáci
znaj́ı princip osové a středové souměrnosti a dokážou narýsovat elementárńı geomet-
rické útvary.

V rámci doktorandského studia jsme se věnovali pr̊uzkumu výsledk̊u slovenských
žák̊u v r̊uzných testováńıch (Testovanie 9, mezinárodńı studie OECD PISA, ma-
turity). Ze zveřejněných výsledk̊u je zřejmé, že v posledńıch letech žáci základńıch
a středńıch škol vykazuj́ı v rámci matematiky nejslabš́ı výsledky v úlohách z geomet-
rie. V souladu s doporučeńımi NÚCEMu (Národný ústav certifikovaných merańı
vzdelávania) jsme proto vytvořili soubor tvořivých úloh zaměřených na žákovské
objevováńı, zkoumáńı a konstruováńı s využit́ım problémů každodenńıho života, ve
kterém se nav́ıc propojuj́ı jednotlivé tematické celky.

Navrženou aktivitu můžeme do vyučováńı na základńı škole zařadit prakticky
kdykoli v rozmeźı 5.–7. ročńıku po probráńı celku souměrnosti, např́ıklad i v rámci
suplované hodiny s ćılem opakovat učivo, rozv́ıjet rýsovaćı zručnosti žák̊u a rozv́ıjet
jejich kritické myšleńı.

Úlohy s renesančńı tematikou na hodinách geometrie

S renesančńı architekturou se žáci setkávaj́ı ve svém okoĺı nebo při cestováńı. Ćılem
následuj́ıćıch úloh je objevit, jak byly renesančńı ozdoby na těchto reálně exis-
tuj́ıćıch stavbách sestrojené.

Úloha 1

Na náměst́ı v Telči se nacháźı d̊um, který vid́ıte na obrázku. Obsahuje architekto-
nické prvky typické pro renesanci.
Na vedleǰśım obrázku je jeho št́ıt zjednodušený pro náš pracovńı list.

1OSVČ, MiladaKazdova@gmail.com
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Obr. 12 Obr. 2

Pokud zanedbáme výzdobu fasády, můžeme tvrdit, že d̊um je osově nebo středově
souměrný? Proč ano, proč ne? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Je št́ıt domu (na obrázku vlevo) osově nebo středově souměrný? Výzdobu fasády
opět zanedbáme. Zd̊uvodněte: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Do obrázku zakreslete osu souměrnosti / střed souměrnosti, pokud existuj́ı.

Z nab́ızených geometrických útvar̊u vyberte ty, které budete potřebovat na vy-
tvořeńı št́ıtu domu. Útvary můžete otáčet, ale nesmı́te rozdělovat. Potom št́ıt s vyu-
žit́ım těchto útvar̊u načrtněte.

Obr. 3

2Zdroj obrázku: http://www.dedictvivysociny.cz/files/ legacy919/thumb-o/p7194757.jpg
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Doplňte tabulku:

Kolik kus̊u jednotlivých geometrických útvar̊u nám v nab́ıdce z̊ustalo? Nevyužili
jsme (doplň): . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Paṕır formátu A4 má rozměry 210 mm× 297 mm.

Vı́me, že jeden čtvereček na obrázku vpravo má rozměry 20 mm× 20 mm a jeden
obdélńıček má rozměry 34 mm× 20 mm. Můžeme narýsovat št́ıt domu (bez okna)
na tento paṕır, pokud ho polož́ıme:

a) na výšku, b) na š́ı̌rku?

Svoji odpověd’ zd̊uvodněte.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Jaké jsou rozměry jednotlivých obrazc̊u? V tabulce vyplňte jen údaje, které maj́ı
smysl.

Št́ıt domu narýsujte.

Úloha 2

Betlanovce se nacháźı v Košickém kraji v okrese Spǐsská Nová Ves na Slovensku.
Dominantou obce je kaštel z roku 1564, který je bohužel v katastrofálńım stavu.
Zjistěte, jak byl vytvořený ozdobný pás v horńı části budovy a narýsujte ho.
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Obr. 43 Obr. 54

Na rýsováńı použijte paṕır formátu A3. V našem zmenšeńı (a mı́rném zjednodušeńı)
známe následuj́ıćı rozměry: délka strany šedého čtverce na okraji budovy je stejná
jako pr̊uměr kružnice – 1,5 cm, délka větš́ı strany šedého obdélńıku je 3 cm.

Obr. 6

Je obrázek jako celek osově/středově souměrný? Nacháźı se na uvedeném obrázku
nějaká část, která je osově/středově souměrná? Pokud ano, barevně vyznačte do
zadáńı jej́ı osu/střed. Svoje tvrzeńı zd̊uvodněte: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Do obrázku barevně vyznačte nejmenš́ı část ozdobného pásu, jej́ımž opakováńım
źıskáme většinu uvedené renesančńı ozdoby.

Vytvořte návod pro vaše mladš́ı spolužáky, jak tuto nejmenš́ı část ozdobného pásu
vytvořit. Využijte nab́ıdnuté geometrické útvary (ne nutně všechny).

Obr. 7

3Zdroj obrázku: http://www.spis.sk/regiony/snves/snves08v.jpg
4Zdroj obrázku: http://kaminam.sk/wp-content/uploads/2017/11/Ka%C5%A1tie%C4%BE-v-Betlanovciach.jpg
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Testováńı úlohy o kaštelu v Betlanovćıch

Aktivitu složenou ze tř́ı úloh o slovenských renesančńıch stavbách, z kterých jedna
byla o kaštelu v Betlanovćıch, jsme testovali v pátých tř́ıdách na dvou bratislavských
základńıch školách. V jedné tř́ıdě jako aplikaci učiva (dále

”
aplikačńı“ tř́ıda) –

po probráńı celku souměrnosti u pańı učitelky s přibližně patnáctiletou prax́ı, ve
druhé tř́ıdě jako motivaci učiva (dále

”
motivačńı“ tř́ıda) – souměrnosti pańı učitelka

s dvouletou prax́ı vysvětlovala slovně formou odpověd́ı na otázky žák̊u po rozdáńı
úlohy. Ukázku jejich snažeńı můžeme vidět na následuj́ıćıch obrázćıch.

Obr. 8, obr. 9: Výsledky žák̊u v
”
aplikačńı“ tř́ıdě

Obr. 10, obr. 11: Výsledky žák̊u v
”
motivačńı“ tř́ıdě

Testováńı prob́ıhalo tak, že žáci dostali dotazńık před zahájeńım aktivity, potom
aktivitu vypracovávali samostatně nebo v malých skupinkách se svými učitelkami
za př́ıtomnosti pozorovatele (moj́ı osoby) ve tř́ıdě, po vypracováńı úloh dostali daľśı
dotazńık.
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Žáci ve tř́ıdě, kde byla úloha zadaná jako aplikace učiva, vypracovávali jak část
konstrukčńı, tak část, kde měli určovat souměrnosti. Ve tř́ıdě

”
motivačńı“ se žáci

věnovali sṕı̌se sestrojováńı ornamentu a návodu než souměrnostem.
S nevelkým časovým odstupem jsme ještě udělali interview s pańı učitelkou

z
”
aplikačńı“ tř́ıdy.

Závěr

Z dotazńık̊u v obou testovaných tř́ıdách vyplývá, že testované úlohy maj́ı potenciál
žáky oslovit a přispět k zlepšeńı jejich vztahu ke geometrii. V neformálńım roz-
hovoru s pańı učitelkou z

”
motivačńı“ tř́ıdy jsme si potvrdily naše postřehy z po-

zorováńı – to, že by tyto úlohy byly vhodněǰśı jako aplikace učiva. Z pozorováńı
a z interview s pańı učitelkou z

”
aplikačńı“ tř́ıdy vyplynulo, že aktivita je pro žáky

vhodná za předpokladu, že je rozdělená do několika hodin (při dvou vyučovaćıch
hodinách za sebou se výrazně snižovala koncentrace žák̊u). K aktivitě se ještě
několikrát vrátili, jednou např́ıklad při ṕısemce, jak uvedla pańı učitelka:

”
lebo tam

som teda dala v osovej súmernosti preniest’ nejaký trojuholńık, tak sa mi vysmiali,
že či by to nemohlo byt’ aj niečo lepšie než len trojuholńık. . . že už predsa robili
lepšie“.
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Faktory vplývajúce na budovanie vzt’ahu
k matematike

Vladiḿıra Laššáková1

Pŕıspevok pojednáva o vzt’ahu k matematike, o tom, prečo a ako je možné ho skúmat’

a č́ım je ovplyvnený. Faktory, ktoré ovplyvňujú budovanie vzt’ahu k matematike, je
možné rozdelit’ do štyroch skuṕın – faktory súvisiace s osobou učitel’a/učitel’ky, fak-
tory súvisiace s prostred́ım, faktory súvisiace s hodnoteńım výkonu a faktory týkajúce
sa samotného učebného procesu a typu predkladaných matematických problémov.
V závere článku uvádzame niekol’ko praktických odporučańı, ktoré by mohli byt’

užitočné pre pedagogickú prax.

Prečo a ako skúmat’ vzt’ah k matematike?

Na úroveň a kvalitu matematického vzdelania má vplyv niekol’ko faktorov, za
významné považujeme najmä: kvalitu zadańı matematických a logických problémov
a úvah, ktorých riešeńım sa človek zaoberá a čas, ktorý ich riešeniu je ochotný veno-
vat’. Tento čas má význam skúmat’ z kvantitat́ıvneho, no i kvalitat́ıvneho hl’adiska.
Z kvalitat́ıvneho hl’adiska ide najmä o množstvo snahy, ktorú je vzdelávaný/vzdelá-
vajúci sa ochotný do procesu učenia sa vložit’ a jeho schopnost’ sústredit’ svoju po-
zornost’. Niektoŕı výskumńıci (napr. Dwecková, Boalerová) zaoberajúci sa l’udskou
mysl’ou zdôrazňujú a svojou prácou potvrdzujú, že vynaložená snaha a kvalita
pŕıpravy je dôležiteǰśım faktorom, ako vrodené schopnosti jedinca.

V živote máme obmedzený čas, ktorý prerozdel’ujeme medzi vykonávanie rôznych
činnost́ı, ktorým sa venujeme. Množstvo času, ktoré sa jedinec rozhodne nejakej
činnosti venovat’, je ovplyvnené vonkaǰsou motiváciou, no tiež motiváciou vnútor-
nou. Vonkaǰsou motiváciou rozumieme napr. zaneprázdnenost’ inými činnost’ami,
ktoré majú v našom harmonograme pevne stanovené miesto, zdravotný stav, fy-
zickú a psychickú pohodu. Vnútornou motiváciou rozumieme chut’ a ochotu do
svojho harmonogramu nejakú činnost’ zaradit’, no tiež vplyv na kvalitu času, ktorý
strávime pri nejakej činnosti. Napŕıklad v pŕıpade nezáujmu o aktivitu, ktorej sa
zúčastňujeme, jej pravdepodobne nebudeme venovat’ potrebnú pozornost’. V takom
pŕıpade tento čas nebude natol’ko pŕınosný, ako by bol v pŕıpade, že sa necháme
aktivitou strhnút’ a cielene jej venujeme plnú pozornost’.

Vid́ıme jasnú súvislost’ medzi mierou vnútornej motivácie, chut’ou zlepšovat’ sa
a zaoberat’ sa nieč́ım a vzt’ahom k subjektu skúmania, vzdelávania, objavovania.
A preto má zmysel zaoberat’ sa skúmańım vzt’ahu k matematike.

1Katedra algebry, geometrie a didaktiky matematiky, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Univerzita Ko-
menského, Bratislava, vladka.lassakova@gmail.com
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Ked’ som po niekol’kých rokoch navšt́ıvila, dnes už stredoškolských, študentov,
z ktorých som viacerých pred niekol’kými rokmi učila a pýtala som sa ich otázku –

”
Čo ty a matematika?“, stala som sa súčast’ou nasledujúceho rozhovoru (A, C a D

označujú troch študentov, B mňa):
A:

”
Ja a matematika nie.“

B:
”

Nebav́ı t’a alebo ti nejde?“
A:

”
Nebav́ı ma, nejde mi, nič.“

A (po chv́ıl’ke premýšl’ania):
”

Nebav́ı ma a preto mi nejde.“
C:

”
Nie je to skôr naopak?“ . . .

D:
”

Nie, nie. Mne matematika nešla, ale bavila ma a tak mi teraz aj ide.“
Zaujalo ma, že študenti boli ochotńı nad tým, aký je vzt’ah medzi tým, či ich

niečo bav́ı a či im niečo ide naozaj premýšl’at’ a tiež to, že študent A aj študent D
videli neúspechy v matematike ako dôsledok negat́ıvneho vzt’ahu k nej.

Pri výbere vhodnej metódy na skúmanie vzt’ahu k matematike je dôležité za-
mysliet’ sa najmä nad tým prečo chceme vzt’ah k matematike skúmat’. Iné postupy
muśı zvolit’ učitel’, ktorý si chce overit’ to, ako vńımajú jeho vyučovacie hodiny,
pŕıpadne konkrétne aktivity jeho študenti, iné postupy muśı zvolit’ vedec pŕıpadne
inštitúcia, ktorá chce poukázat’ na nejaký globálneǰśı vzdelávaćı problém, napr.
Vankúš a Kubicová (2010), ktoŕı vo svojom výskume ukázali, že postoj k matema-
tike majú v porovnańı s piatakmi horš́ı žiaci deviateho ročńıka a iný výskum by
mal predchádzat’ vytvoreniu metodiky, ktorá by mala fungovat’ plošne.

Medzi základné metódy, ktorými je možné skúmat’ vzt’ah k matematike za-
rad’ujeme:

Metódy využitel’né na hodinách:

• sledovanie mimiky a reakcíı, nielen ich charakter, ale aj ich početnost’

• sledovanie akt́ıvnosti, zapojenia, množstva položených otázok

Cielené aktivity:

• rozhovory, dotazńıky, reflexie

• kresby (obr. 1), rebŕıčky obl’́ubenosti predmetov. . .

Faktory budujúce vzt’ah k matematike

Existuje viacero faktorov, ktoré vplývajú na budovanie vzt’ahu k matematike. Pre
účely tejto práce sme sa rozhodli rozdelit’ ich do štyroch skuṕın, medzi faktory
súvisiace s osobou učitel’a (učitel’ky), faktory súvisiace s prostred́ım, faktory súvisia-
ce s hodnoteńım výkonu a faktory týkajúce sa samotného učebného procesu a typu
predkladaných matematických problémov.
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Obr. 1: Ukážka kresieb žiakov 5. ročńıka

Toto rozdelenie je prehl’adné, no nemá
”
ostré hranice“ a mnohé problémy, či

efekt́ıvne riešenia, prechádzajú naprieč niekol’kými zo spomı́naných skuṕın. Považu-
jeme to za prirodzené, ked’že napŕıklad učitel’ je neoddelitel’nou súčast’ou školského
prostredia, štátne i školské vzdelávacie programy, ktoré majú vplyv na formulovanie
mnohých matematických zadańı, vznikajú v prostred́ı spoločnosti a podobne.

Faktory súvisiace s postavou učitel’a/učitel’ky

Pri skúmańı vplyvu osobnosti učitel’a/učitel’ky na budovanie vzt’ahu k matematike
treba mat’ na pamäti, že aj napriek tomu, že nie každý učitel’ svojou osobnost’ou
a vystupovańım zaujme každého žiaka, dobrý učitel’ by nemal v žiakoch vzbudzovat’

strach. Pri skúmańı pŕıspevkov v internetových poradniach na tému škola sme
postrehli, že strach z učitel’a je častým dôvodom odmietania matematiky.

Aj učitel’, z ktorého žiaci strach nemajú, môže na budovanie vzt’ahu k mate-
matike vplývat’ negat́ıvne. Zauj́ımavým aspektom je transfér negat́ıvneho vzt’ahu
k matematike z učitel’ky na žiačku, ktorá sa pozit́ıvnym vzt’ahom žiačky k učitel’ke
umocňuje. Je to problém s ktorým sa často stretávame na 1. stupni základných
škôl. Beilock et al. (2009) poukazuje na to, že strach učiteliek z matematiky priamo
súviśı s úspechom dievčat na ich hodinách, no na chlapcov nevplýva.

Za jeden z najväčš́ıch problémov vplyvu učitel’a na budovanie vzt’ahu k mate-
matike vńımame elitárstvo v matematike. Učitelia často veria, že na matematiku
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nemá každý a niekedy tento svoj postoj aj otvorene dávajú najavo, pričom často
to robia s úmyslom žiaka utešit’. Učitelia si možno neuvedomujú, že zdôrazňovańım
vrodených schopnost́ı a inteligencie žiakov demotivujú od snahy, ktorá by mohla
viest’ k trvalému a zaslúženému progresu. Dwecková (2017) vo svojej publikácii
opisuje výskum, v ktorom porovnávala pochvalu snahy a pochvalu inteligencie.
Uvádza, že až 90 % žiakov chválených za snahu malo záujem o náročneǰsie úlohy,
no žiaci, u ktorých bola chválená inteligencia, t’ažšie úlohy odmietali. To viedlo
k lepš́ım výsledkom u žiakov chválených za snahu. U žiakov, ktoŕı boli chváleńı za
inteligenciu, sa objavovala tendencia klamat’ o svojich výsledkoch.

Faktory súvisiace s prostred́ım

Pri formovańı postojov, názorov a vzt’ahov k rôznym otázkam má neodmyslitel’ný
vplyv na každého jedinca prostredie v akom sa pohybuje, vplyv rodiny, kamarátov,
ale aj médíı. Niektoré z týchto vplyvov sú zrejmé, napŕıklad odovzdávanie, či
tlmočenie svojich vlastných názorov rodinou, spolužiakmi, či kamarátmi. O tro-
chu t’ažšie môže byt’ sledovat’, aký vplyv má na budovanie vzt’ahu k matematike
napŕıklad prostredie, v ktorom chýbajú podnety vedúce k zlepšovaniu vzt’ahu k ma-
tematike alebo absencia prostredia vhodného na učenie a školskú pŕıpravu. Pri
skúmańı postojov spoločnosti k matematike sme uskutočnili malý prieskum na
vzorke 38 respondentov (52,6 % ženy, 47,4 % muži) vo veku 21–45 rokov. Okrem
iných otázok sme im položili dve otázky súvisiace s matematikou, konkrétne:

”
Čo

vám napadne, ked’ sa povie
’
matematika‘?“ a otázku:

”
Využ́ıvate pri svojej práci /

d’aľsom štúdiu / bežnom živote matematiku?“ pri ktorej sme respondentov vyzvali,
aby skúsili svoju odpoved’ rozṕısat’. Napriek tomu, že nešlo o žiadny reprezentat́ıvny
výskum, pri vyhodnocovańı odpoved́ı sme prǐsli k niekol’kým zauj́ımavým postre-
hom:

Matematika je vńımaná ako užitočná. Menej ako 8 % respondentov povedalo, že
matematiku vo svojom živote nepouž́ıvajú alebo ju využ́ıvajú málo.

Matematika, ktorú respondenti časteǰsie spomı́nali ako tú, ktorú v bežnom živote
použ́ıvajú bola matematika procedurálna, nie konceptuálna.

Niektoŕı respondenti vńımali matematiku ako kreat́ıvny proces, no ǐslo o menšinu
pŕıpadov. Časteǰsie sa objavovali asociácie so slovami ako poč́ıtanie, č́ıslo, pŕıklad,
pŕıpadne konkrétnymi matematickými operáciami, či školským prostred́ım ako od-
povede zdôrazňujúce matematiku ako nástroj na riešenie problémov, vedu skúmajú-
cu hranice kreativity, koreláciu, logické, či abstraktné myslenie.

Vzt’ah k matematike je ovplyvnený aj domácim prostred́ım. Za zmienku stoj́ı
to, či je prostredie dostatočne podnetné a žiakovi umožňuje venovat’ sa domácej
pŕıprave na vyučovanie, v pŕıpade, že to je potrebné. V pŕıpade, že to tak nie
je a žiak zo znevýhodneného prostredia má problémy s porozumeńım práve pre-
beraných konceptov, môže vyžadovanie domácej pŕıpravy situáciu ešte zhoršit’.
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Rozdiely sa prehlbujú najmä pokial’ žiaci dostávajú väčšie množstvo domácich úloh.
Eccles a Jacobs (1986) ukazujú zauj́ımavý fenomén transféru negat́ıvneho vzt’ahu
k matematike z matky na dcéru. Ukázalo sa, že na to, aby sa u dievčat’a zhoršili
výsledky v matematike stač́ı, aby sa dozvedelo, že jej matke matematika nešla.

Školské prostredie hrá v budovańı vzt’ahu k matematike kl’́učovú úlohu. Ciel’om
by malo byt’ vytvorenie priestoru pre kreativitu, nápady a chyby, pretože

”
zakaždým,

ked’ sa študent pomýli, vznikne mu v hlave nové synaptické spojenie.“ (Carol Dwec-
ková, prednáška pre učitel’ov)

Faktory súvisiace s hodnoteńım výkonu

Pri skúmańı pŕıspevkov z internetovej poradne, kde žiaci opisovali svoj strach z ma-
tematiky, deti často opisovali strach z rodičov. A to najmä v pŕıpade, že nedo-
siahli žiadaný výsledok v podobe dobrej známky. Tento strach sa objavuje nielen
z dôvodu, že sa žiaci obávajú hnevu rodičov, ale tiež z obavy, že ich sklamú. Z poźıcie
učitel’a môže byt’ riešeńım otvorená komunikácia s rodičmi alebo zmena pŕıstupu
k hodnoteniu žiakov.

Carol Dwecková vo svojej knihe Nastaveńı mysli opisuje dva základné typy mys-
lenia – fixné a rastové myslenie. Charakteristickými rysmi fixného nastavenia je
viera v nadanie, prirodzený talent. Naproti tomu rastové myslenie sa vyznačuje vie-
rou v to, že svoje schopnosti dokážeme rozv́ıjat’. Mnohé výsledky jej prác ukazujú,
že žiaci s rastovým mysleńım majú pri vzdelávańı sa výhodu, okrem iného preto,
že sa neboja toho, že budú na základe svojich chýb posudzovańı. Ak pomôžeme
žiakom prekonat’ strach z reakcíı učitel’a a spolužiakov, môžeme vytvorit’ priestor
pre slobodné myslenie. Pri budovańı rastového myslenia môže byt’ užitočné neklást’

dôraz na testovanie a známky, ale zamerat’ sa viac na rozvoj, snahu a individuálny
progres.

Faktory súvisiace s obsahom matematického vzdelávania

Pri výbere vhodných zadańı na hodinu matematiky je dôležité vziat’ do úvahy nie-
kol’ko faktorov. Úlohy, ktoré vyberáme by mali byt’ pre žiakov zauj́ımavé a zároveň
by mali zohl’adňovat’ to, že sa uč́ıme pre život, mali by sme sa vyhnút’ nezmyselným
kontextom. Dôraz by nemal byt’ kladený na mechanické opakovanie naučených po-
stupov, ale skôr na kreat́ıvnu matematickú prácu.

Odporúčania využitel’né pri vyučovańı matematiky

Akým spôsobom vyučovat’ matematiku tak, aby sme prispievali nielen k rozvoju
matematických schopnost́ı, ale tiež k budovaniu pozit́ıvneho vzt’ahu k matema-
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tike a eliminácii strachu z nej? Na základe výsledkov výskumov, štúdia literatúry
a vlastnej pedagogickej praxe odporúčame zamerat’ sa na nasledovné aspekty:

Zadávat’ na hodinách náročné problémy a nechat’ študentov, aby hl’adali
riešenie

Významnou úlohou učitel’a je vytvorit’ pre žiakov prostredie, ktoré ich stimuluje
k bádaniu a objavovaniu. Problémy, ktoré žiaci riešia, by mali byt’ dostatočne
náročné a zauj́ımavé. Ked’ žiakom zadávame úlohy, pri ktorých nepoznajú konkrétne
metódy vedúce k ich riešeniu, dostávajú sa do situácie, ktorá je podobná tej,
v ktorej sa pri svojej práci nachádzajú matematici. Metódy, ktoré by im mohli
pomôct’, je vhodné žiakom predstavit’ až po tom, ako majú pŕıležitost’ na riešeńı
problému samostatne alebo v skupine pracovat’ a o riešeńı diskutovat’. Úlohy, ktoré
žiakom zadávame, by mali mat’ gradujúci charakter, repetit́ıvne úlohy by sme mali
z vyučovacieho procesu eliminovat’. Mimoriadne vhodné sú úlohy s ńızkou podla-
hou a vysokým stropom a úlohy, pri ktorých riešeńı je potrebné využit’ matematiku
z rôznych oblast́ı. Pri tejto forme vyučovania zvyšujeme pravdepodobnost’ toho, že
nauč́ıme žiakov vńımat’ matematiku ako kreat́ıvny proces.

Vyzdvihovat’ snahu a chyby študentov spoločne analyzovat’

Žiaci sa pri riešeńı určite budú niekedy mýlit’, no tento proces je pre nich prospešný.
Výskumy mozgu ukazujú, že mozog na stretnutie sa s chybou reaguje elektronickými
výbojmi a mozog rastie, pričom nezáviśı na tom, či si testovaný chybu uvedomuje,
alebo nie (Moser et al., 2011). Pri spoločnom analyzovańı chýb navyše môžeme pri-
spiet’ k rozv́ıjaniu argumentačných schopnost́ı žiakov, ich matematického ćıtenia,
ale aj k tomu, aby sa na veci vedeli d́ıvat’ optikou iného človeka. Ked’ vyučovanie
vedieme spôsobom, ktorý viac praje tým, ktoŕı sa snažia a neboja sa mýlit’ sa,
môžeme dopomôct’ k výchove l’ud́ı, ktoŕı budú s radost’ou vytvárat’ vlastné mate-
matické teórie.

Obmedzit’ testovanie, využ́ıvat’ slovné hodnotenie

Známkovanie a testovanie na čas spôsobuje u žiakov stres, často dokonca vyvoláva
pocit strachu, podporujú predstavu, že matematika je o výkone. Testy s výberom
odpovede hodnotia len výsledok, iné, podstatneǰsie, súčasti matematiky, napr. hl’a-
danie cesty, úsilie a kreativita pri riešeńı, zostávajú neohodnotené. Známky a testy
majú vplyv na motiváciu žiaka, no táto forma vonkaǰsej motivácie môže často
viac ubĺıžit’ ako pomôct’, žiaci sa naháňajú za známkami a netúžia porozumiet’

problémom do h́lbky.
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Slovné hodnotenie, ktoré môže tvorit’ aspoň čast’ hodnotenia, môže zohl’adnit’

individuálne potreby študenta a dopomôct’ k budovaniu vnútornej motivácie. Učitel’

môže prostredńıctvom neho vyjadrit’ študentovi dôveru a môže presne pomenovat’

to, na čom by mal ešte zapracovat’. Nie je potrebné, aby sme žiakov slovne hodnotili
často a tak ako aj v iných oblastiach aj tu by mala mat’ kvalita prednost’ pred
kvantitou.

Obmedzit’ zadávanie domácich úloh

Vel’ké množstvo domácich úloh, ktoré sa venujú precvičovaniu konkrétnych mate-
matických metód, so sebou prináša viac nevýhod ako výhod. Majú za následok
zväčšovanie rozdielov medzi študentmi, ktoŕı prospievajú dobre, a tými, ktoŕı učivo
nezvládajú a to najmä v pŕıpade, ak ide o žiakov, ktoŕı žijú v menej podnetnom
prostred́ı, pŕıpadne tými, ktorých rodiny majú sociálne a ekonomické problémy.

Formy práce na hodine – preferovat’ skupinovú prácu

Tak ako aj matematici často pracujú v dvojiciach alebo skupinách, tak by sme
mali dat’ aj žiakom na hodinách priestor na skupinovú prácu. Je dôležité žiakov
viest’ k tomu, aby sa vzájomne počúvali, aby sa naučili rozv́ıjat’ aj myšlienky, ktoré
nie sú pôvodne ich nápadmi, aby sa učili spochybňovat’ a argumentovat’. Jedno-
duchým spôsobom, ako sa to dá docielit’, je dat’ každému žiakovi v skupine úlohu.
Je možné napŕıklad vybrat’ žiaka, ktorý je zodpovedný za to, že sa budú zazna-
menávat’ myšlienky všetkých členov skupiny, že každý bude mat’ priestor na preja-
venie svojho názoru alebo napŕıklad niekto môže mat’ úlohu spýtat’ sa na všetko,
čomu neporozumel a prerozprávat’ každú novú myšlienku alebo teóriu svojimi slo-
vami.

Vysvetl’ovanie matematických konceptov tým, ktoŕı im ešte neporozumeli, môže
byt’ pre študentov vel’mi užitočné. Navyše žiaci často pochopia novému poznatku
v jazyku rovesńıkov l’ahšie ako opakovanému vysvetleniu od učitel’a. Učitel’ by mal
byt’ v poźıcii pozorovatel’a, nemal by zabudnút’ venovat’ zvýšenú pozornost’ sledova-
niu individuálnych potrieb študentov, aby v pŕıpade potreby vedel včas reagovat’.
U študentov je tiež vhodné podporovat’ rôzne spôsoby vyjadrovania myšlienok (vi-
zualizácia, graf, text. . . ), aby sme zvýšili šancu, že skupinová práca bude užitočnou
pre všetkých jej členov. Mali by sme študentov učit’ pracovat’ dôsledne, nie čo
najrýchleǰsie.

Nikdy by sme nemali hovorit’ študentom, že na matematiku nemá každý

Elitárstvo v matematike je nebezpečný fenomén. Oceňovanie talentu namiesto oce-
ňovania snahy žiaka brzd́ı rozvoj rastového nastavenia mysle študentov (Dwecková,
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2017). Mali by sme vyjadrovat’ dôveru v každého študenta. Niektoŕı učitelia sa
snažia vyhláseniami o tom, že nie každý má talent na matematiku študentov utešit’,
no v skutočnosti im tým škodia. Mimoriadnu pozornost’ by sme mali venovat’ tomu,
aby sme nepodporovali predstavu, že úspešnost’ v matematike je ovplyvnená etnic-
kou pŕıslušnost’ou, rasou alebo pohlav́ım. Výskumy ukazujú, že dievčatá viac túžia
pochopit’ veci do h́lbky, viac ich zauj́ımajú súvislosti, prečo veci fungujú tak ako
fungujú (Bolearová, 2016). Snažme sa vytvorit’ v škole prostredie, kde im to bude

umožnené. Túžba pochopit’ veci do h́lbky je predsa i črtou každého významného
matematika.
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Superelipsy v analytické geometrii

Michal Řeṕık1

Superelipsy nebo též Laméovy křivky nacháźıme jako d̊usledek zobecněńı středové
rovnice elipsy v rovině. Tuto širokou paletu křivek, které se svým vzhledem na prvńı
pohled př́ılǐs nepodobaj́ı, avšak maj́ı velmi podobná analytická vyjádřeńı, m̊užeme
nab́ıdnout žák̊um středńıch škol se zájmem o matematiku jako rozšiřuj́ıćı téma ana-
lytické geometrie. Př́ıspěvek nás seznamuje s matematickými základy Laméových
křivek a s jejich prostorovou analogíı, tzv. superelipsoidy.

V analytické geometrii na středńı škole popisujeme kuželosečky algebraickými rov-
nicemi v proměnných x a y. Tyto rovnice se vyznačuj́ı předevš́ım t́ım, že jejich
stupeň je roven dvěma. Zobecńıme-li středovou rovnici elipsy pro libovolného moc-
nitele p ∈ R+, dostaneme rovnici ve tvaru∣∣∣x

a

∣∣∣p +
∣∣∣y
b

∣∣∣p = 1, (1)

kde a a b jsou kladná reálná č́ısla.
Množina všech bod̊u [x, y] ∈ E2, které pro konkrétńı volbu exponentu p splňuj́ı

rovnici (1), tvoř́ı spojitou křivku nazývaj́ıćı se Laméova křivka nebo též superelipsa.
Francouzský matematik Gabriel Lamé (1795–1870) rozš́ı̌ril definici středové rov-
nice elipsy ve své práci Examen des différentes méthodes employées pour résoudre
les problèmes de géométrie z roku 1818. Označeńı superelipsa je podstatně mladš́ı.
Uvád́ı se (Alsina & Nelsen 2009), že jej jako prvńı použil dánský matematik Piet
Hein (1905–1996), autor známé Soma kostky. Zasloužil se rovněž o popularizaci
těchto křivek, předevš́ım d́ıky svému v́ıtěznému architektonickému návrhu náměst́ı
Sergels Torg ve švédském Stockholmu z roku 1959, kterému dominuje superelipsa,
pro niž plat́ı p = 5

2 a a : b = 6 : 5.

Č́ısla a a b maj́ı analogicky, jako v př́ıpadě elipsy, funkci hlavńı a vedleǰśı poloosy.
Křivka je vepsána do obdélńıku se stranami délek 2a a 2b, pro souřadnice jej́ıch bod̊u
plat́ı −a ≤ x ≤ a a −b ≤ y ≤ b. Jednoduchou transformaćı soustavy souřadnic
můžeme psát středovou rovnici superelipsy se středem v bodě [m,n] ve tvaru∣∣∣∣x−m

a

∣∣∣∣p +

∣∣∣∣y − n

b

∣∣∣∣p = 1.

Položme a = b = 1 a zkoumejme Laméovy křivky pro r̊uzné hodnoty exponentu
p. Jejich vyobrazeńı nalezne čtenář na obrázku 1.

1Prvńı soukromá hotelová škola, spol. s r.o., repik.michal@gmail.com
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Obr. 1: Laméovy křivky pro r̊uzné hodnoty exponentu p, pro jejichž
poloosy plat́ı a = b = 1. Pro hodnotu p = 2

3 je rovnićı (1) popsána
asteroida. Je-li p = 1, je výslednou křivkou diamant. Kružnice je
speciálńım př́ıpadem Laméovy křivky pro p = 2. Konečně pro p = 4
dostáváme superelipsu označovanou jako squircle.

Pro p = 1 je rovnićı
|x|+ |y| = 1

popsána hranice čtverce s vrcholy v bodech [±1, 0], [0,±1]. Tato křivka se v cizo-
jazyčných pramenech označuje jako diamant.

Pro p = 2 dostáváme kružnici se středovou rovnićı

x2 + y2 = 1.

Velmi zaj́ımavou superelipsou je pro p = 4 křivka popsaná rovnićı

x4 + y4 = 1.

Jej́ı anglický název squircle vznikl kontaminaćı slov square pro čtverec a circle pro
kruh. Je to křivka, která zdánlivě připomı́ná hranici čtverce se zaoblenými rohy.

Jako posledńı uved’me křivku s rovnićı

|x|
2
3 + |y|

2
3 = 1,

kterou je popsána asteroida. Asteroida je speciálńım př́ıpadem křivek označuj́ıćıch
se jako hypocykloidy. Kotáĺı-li se tvoř́ıćı kružnice k1 o poloměru r svým vněǰśım
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obvodem po vnitřńım obvodu pevné kružnice k2 o poloměru 4r, opisuje každý bod
kružnice k1 právě asteroidu.2

Pro p rostoućı nade všechny meze se výsledná křivka svým tvarem přibližuje
hranici čtverce. Hranice čtverce je tedy limitńı Laméovou křivkou.

V učebnici analytické geometrie pro gymnázia (Kočandrle & Boček 2008) na-
lezneme rovnici kulové plochy (sféry). Je-li střed kulové plochy s poloměrem r
v počátku soustavy souřadnic, má tato rovnice tvar x2 + y2 + z2 = r2. Zobecńıme-li
rovnici sféry zp̊usobem popsaným výše, dostaneme

|x|p + |y|p + |z|p = rp.

p =
1

2
p =

2

3
p = 1

p =
3

2
p = 2 p =

5

2

p = 4 p = 10 p = 100

Obr. 2: Vyobrazeńı konkrétńıch superelipsoid̊u pro a = b = c = 1. Pro
hodnotu p = 1 tvoř́ı množina bod̊u v prostoru splňuj́ıćıch nerovnici
(2) pravidelný osmistěn s hranou délky

√
2. Pro p = 2 je výsledným

tělesem jednotková koule. Roste-li hodnota mocnitele p nade všechny
meze, přibližuje se superelipsoid krychli o hraně délky 2.

2Kotáleńı je výraz už́ıvaný v kinematické geometrii pro sledováńı pohybu geometrického útvaru po jiném útvaru.
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Pokud bychom se neomezili pouze na rovnici sféry, ale podobně bychom zobecnili
rovnici rotačńıho elipsoidu s poloosami a, b, c ∈ R+, která má v kartézské soustavě
souřadnic Oxyz tvar

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1,

źıskali bychom rovnici ∣∣∣x
a

∣∣∣p +
∣∣∣y
b

∣∣∣p +
∣∣∣z
c

∣∣∣p = 1.

Množina všech bod̊u [x, y, z] ∈ E3, které splňuj́ı nerovnici∣∣∣x
a

∣∣∣p +
∣∣∣y
b

∣∣∣p +
∣∣∣z
c

∣∣∣p ≤ 1, (2)

tvoř́ı těleso nazývaj́ıćı se superelipsoid. Exponent p je kladné reálné č́ıslo a kladná
reálná č́ısla a, b, c jsou poloosami superelipsoidu. Na obrázku 2 jsou znázorněny
př́ıklady superelipsoid̊u pro r̊uzné hodnoty exponentu p za předpokladu a = b = c =
= 1. Obecně jsou nerovnićı (2) popsány superelipsoidy vepsané do kvádru s hranami
o délkách 2a, 2b a 2c. Řezy superelipsoidem rovinami x = 0, y = 0 nebo z = 0, jsou
plochy ohraničené Laméovými křivkami.
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Zpětná vazba ve výuce matematiky a metoda
Peer Instruction

Tomáš Zadražil1

V úvodńı části př́ıspěvku se budeme zabývat stručnou historíı elektronického hla-
sováńı ve výuce, v jej́ımž kontextu poukážeme na možné úskaĺı nasazeńı hlasovaćıch
zař́ızeńı pro potřeby tradičńı výuky. Ve druhé části př́ıspěvku si představ́ıme metodu
Peer Instruction profesora Erica Mazura a jej́ı nosné piĺıře. Výklad pro názornost
doplńıme o konkrétńı př́ıklady implementace Peer Instruction ve výuce matematiky
na nǐzš́ım stupni v́ıceletého gymnázia.

”
I thought I was a good teacher until I discovered my students were just

memorizing information rather than learning to understand the material.
– Eric Mazur“

Historie elektronického hlasováńı

Prvńı zmı́nka o využit́ı elektronického hlasováńı ve výuce se datuje do roku 1947,
a sice do obdob́ı takzvaného

”
pravěku“ hlasovaćıch zař́ızeńı. Obdob́ı pravěku,

40.–50. léta 20. stolet́ı, je možno z hlediska hlasovaćıch zař́ızeńı popsat jako obdob́ı
nezávisle na sobě opakovaných nezdar̊u jednotlivých konstruktér̊u, z jejichž d́ılen
vycházely povětšinou nepř́ılǐs spolehlivé produkty. Předmětem zájmu

”
pravěkých“

badatel̊u byla tolika popularita hlasovaćıch zař́ızeńı u vysokoškolských student̊u,
nikoli jejich vliv na efektivitu výuky.

Dopad na efektivitu výuky źıskal svou pozornost až s př́ıchodem 60.–70. let,
takzvaným

”
starověkem“ hlasovaćıch zař́ızeńı.

”
Starověké“ hlasovaćı zař́ızeńı bylo

o něco spolehlivěǰśı verźı svých pravěkých předch̊udc̊u a dalo by se snadno charak-
terizovat jako změt’ kabel̊u vycházej́ıćı ze sady voltmetr̊u, z nichž každý zobrazoval
počet student̊u hlasuj́ıćıch pro d́ılč́ı odpověd’. Ačkoli byla hlasovaćı zař́ızeńı u stu-
dent̊u obĺıbená, nezávisle na sobě byla v letech 1966 a 1968 prokázána jejich nulová
přidaná hodnota co do efektivity výuky, následkem čehož se na poměrně dlouhou
dobu jejich vývoj pozastavil.

Čerstvý v́ıtr do plachet přinesl až počátek
”
renesance“ hlasovaćıch zař́ızeńı, od-

startovaný v roce 1985 př́ıchodem systému ClassTalk. ClassTalk ve své p̊uvodńı
verzi disponoval pouze 80 hlasovaćımi zař́ızeńımi. Což znamenalo, že v př́ıpadě
velkých poslucháren pro v́ıce než 200 osob, museli studenti často pracovat ve

1V současnosti student doktorské studia na KDM MFF UK, tomas.zadrazil@gmail.com
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čtveřićıch a nad zvolenou odpověd́ı se shodnout v rámci diskuze. Skupinová diskuze
nad vznesenými otázkami konečně vyústila v zaznamenatelné navýšeńı efektivity
výuky, což jako jeden z prvńıch pozoroval profesor G. Webb. Pro účely hlasováńı
nav́ıc profesor Webb s oblibou využ́ıval konceptuálńıch otázek založených na ty-
pických miskoncepćıch student̊u. Některé diskuzńı skupiny dokonce v diskuzi po-
kračovaly i mimo rámec vyučováńı. Pořizovaćı cena systému ClassTalk však byla
sch̊udná pouze pro bohaté prestižńı univerzity jako Harward – a tak se ClassTalk
dostal i do rukou Erica Mazura, tv̊urce metody Peer Instruction.

Daľśı vývoj elektronického hlasováńı ve výuce do značné mı́ry souvisel s š́ı̌reńım
metody Peer Instruction a v porovnáńı se svými předchoźımi etapami nabyl poměrně
rychlých obrátek. Začalo tak obdob́ı

”
pr̊umyslové revoluce“ hlasovaćıch zař́ızeńı.

Stručně řečeno, ClassTalk I následoval ClassTalk II. Od roku 1998 studenti mohli
hlasovat prostřednictv́ım zař́ızeńı obdobných dálkovým ovladač̊um založených na
technologii infraport. S rokem 2005 se objevila hlasovaćı zař́ızeńı využ́ıvaj́ıćı blue-
tooth. V současnosti jsou pak nejsch̊udněǰśı variantou zař́ızeńı pracuj́ıćı pomoćı
takřka všudypř́ıtomné wi-fi, zejména systémy realizuj́ıćı hlasováńı prostřednictv́ım
takzvané virtuálńı tř́ıdy, jinými slovy, aplikace pracuj́ıćı skrze internet. Zástupcem
této skupiny je např́ıklad v roce 2013 představený Socrative. (Předchoźı odstavce
byly inspirovány diplomovou praćı Jany Šestákové (Končelová, 2010).)

Závěrem této pasáže nechme vyniknout zcela jasně hovoř́ıćı poselstv́ı vývoje
hlasovaćıch zař́ızeńı. Chceme-li prostřednictv́ım hlasovaćıch zař́ızeńı doćılit krom
pozitivńı zpětné vazby od student̊u i jakési přidané hodnoty co do efektivity výuky,
muśıme zvolit i vhodně uzp̊usobenou výukovou metodu. Jednou z možných variant
je právě Peer Instruction.

Metoda Peer Instruction

Peer Instruction je metoda vyvinutá prof. E. Mazurem (Mazur, 1997) p̊uvodně
pro potřeby kurz̊u vysokoškolské fyziky v reakci na článek Hallouna a Hestenese
z roku 1985, jež poukazoval na skutečnost, že úspěšné absolvováńı úvodńıch kurz̊u
vysokoškolské fyziky na vstupńıch miskoncepćıch student̊u prakticky nic neměńı
a že tradičńı př́ıstup k výuce se tak ukazuje jako neefektivńı. Peer Instruction je
proto založena na aktivńı účasti student̊u, jež je zajǐstěna prostřednictv́ım sku-
pinových diskuźı vyvolaných vhodně formulovanou konceptuálńı otázkou – tak-
zvaným KoncepTestem. Ve svém článku

”
Farewell, Lecture“ (Mazur, 2009) Eric

Mazur tento princip, volně přeloženo, popisuje:
”
Namı́sto učeńı sdělováńım, uč́ım

kladeńım otázek.“ Typické lekce podle metody Peer Instruction prob́ıhaj́ı v bloćıch
vyobrazených na obrázku 1 (Vickrey et al., 2015). V rámci každého bloku je prvńıch
několik minut věnováno prezentaci nového konceptu. Následně je student̊um polože-
na otázka formou KoncepTestu. Každému studentovi je poskytnut čas pro formulaci
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individuálńı odpovědi. Následně učitel obdrž́ı zpětnou vazbu skrze hlasovaćı karty
nebo jiná hlasovaćı zař́ızeńı. V závislosti na úspěšnosti jsou poté studenti bud’

rozděleni do skupin a vyzváni k diskuzi nad předloženým KoncepTestem, nebo je
jim poskytnuta nápověda, př́ıpadně rovnou vysvětleno vyučuj́ıćım správné řešeńı.
Na konci diskuze studenti opět individuálně zopakuj́ı svá hlasováńı na tentýž Kon-
cepTest. Prakticky vždy t́ımto zp̊usobem dojde k procentuálńımu navýšeńı správ-
ných odpověd́ı (Crouch a Mazur, 2001). Peer Instruction tak poskytuje všem stu-
dent̊um př́ıležitost samostatně se zamyslet nad prezentovaným konceptem a pro-
střednictv́ım argumentace během diskuze se následně aktivně zapojit do výuky.
Učitel disponuje okamžitou zpětnou vazbou a pokud pečlivě naslouchá argument̊um
svých student̊u během diskuze, tak i představou o nejběžněǰśıch úskaĺıch, kterým
studenti čeĺı při zdoláváńı předkládaných koncept̊u (Mazur, 1997).

Obr. 1

Účinnost skupinové diskuze stoj́ı na představě, že studenti s čerstvým zážitkem
zdoláńı nesnáźı pro porozuměńı danému konceptu, jsou svým osobitým zp̊usobem
schopni pomoci svým vrstevńık̊um lépe než sám vyučuj́ıćı.

Od doby svého vzniku v devadesátých letech dvacátého stolet́ı se Peer Instruc-
tion stala jednou z vědecky nejzkoumaněǰśıch metod výuky (Vickrey et al., 2015).
Ačkoli se jedná převážně o metodu hojně využ́ıvanou v oblasti vysokoškolského
př́ırodovědného vzděláváńı, sám Eric Mazur úspěšně prokázal, že lze Peer Instruc-
tion zdařile implementovat i na úrovni VOŠ (Lasry et al., 2009) a lze dohledat
i výzkumy z oblasti jej́ı implementace v humanitńıch oborech nebo na úrovni
základńı (Yu-Fen et al., 2005) či středńı školy (Cummings & Roberts, 2008). Celkově
lze ovšem konstatovat, že studíı z prostřed́ı středńı či základńı školy zabývaj́ıćıch se
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nasazeńım Peer Instruction, neńı mnoho. S obdobným konstatováńım se prozat́ım
muśıme spokojit i v kontextu využit́ı Peer Instruction na poli vysokoškolské mate-
matiky (zde např́ıklad Pilzer, 2001). Co se týče pozitivńıho dopadu v oblasti efek-
tivity výuky, bylo pomoćı dosaženého procentuálńıho skóre z pre (pretest) a post
test̊u (posttest) skrze normalizovaný učebńı zisk g (zavedeno R. Hakem, 1998)

g =
pretest− posttest

100− pretest
· 100

mnohokrát prokázáno (Crouch & Mazur, 2001), že studenti absolvuj́ıćı úvodńı
kurzy fyziky vyučované metodou Peer Instuction dosahuj́ı lepš́ıho konceptuálńıho
porozuměńı než posluchači tradičńıch přednášek. Nav́ıc se ukázalo, že tito stu-
denti vykazuj́ı obdobné nebo nepatrně lepš́ı schopnosti řešit konvenčńı problémy
než posluchači tradičńıch kurz̊u. Většina zúčastněných student̊u pak vńımá Peer
Instruction pozitivně až neutrálně (Vickrey et al., 2015).

KoncepTesty

Jedńım z nosných piĺı̌r̊u úspěšné implementace Peer Instruction jsou kvalitńı Kon-
cepTesty. Stručně řečeno, KoncepTest je optimálně obt́ıžná a jednoznačně položená
otázka spoč́ıvaj́ıćı v porozuměńı jedinému konceptu či principu, která neńı založená
na paměti, nýbrž na porozuměńı. KoncepTest bud’ disponuje adekvátńım množstv́ım
možných odpověd́ı, nebo je formulován jako otevřená otázka. Otevřené otázky
jsou v tomto ohledu vhodné pro sb́ıráńı typických miskoncepćı student̊u za účelem
pozděǰśı tvorby KoncepTest̊u. Daľśım zdrojem špatných představ student̊u o daných
konceptech mohou být jejich sešity či klasické testy. Uved’me nyńı př́ıklad Koncep-
Testu založeného na porozuměńı Pythagorově větě, který byl reálně použit ve výuce
matematiky v tercii šestiletého gymnázia v rámci předvýzkumu.

Před v́ıce než 4000 lety vytyčovali tzv. harpedonapté pravé úhly pro zakládáńı egypt-
ských chrám̊u. Rozhodněte, u kterého z naṕınač̊u na obrázku 2 (obrázek i p̊uvodńı
úloha pocházej́ı z učebnice Odvárko a Kadleček, 2012) se nacháźı pravý úhel.

(A) u muže I.

(B) u muže II.

(C) u muže III.

(D) ani u jednoho z muž̊u

V kruhovém diagramu na obrázku 3 je znázorněna změna rozpoložeńı hlas̊u po
skupinové diskuzi v duchu správných a špatných odpověd́ı. Můžeme pozorovat, že
z 29 student̊u hlasovalo 19 pro správnou odpověd’ před i po skupinové diskuzi,
1 student změnil svou odpověd’ ze správné na špatnou a 9 se opravilo ze špatné na
správnou variantu.
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Obr. 2

Druhý KoncepTest, který si ukážeme, spoč́ıvá v porozuměńı principu ekviva-
lence rovnic. Nutno však poznamenat, že žáci tercie, kterým byla tato otázka
položena, v danou chv́ıli nevěděli, jak přesně rovnice řešit a rovnice jako takové
chápali jako algebraický přepis úlohy vedoućı k nalezeńı rovnováhy na rovnora-
menné váze.

Obr. 3

Která z následuj́ıćıch rovnic nemá stejné kořeny jako rovnice 2x + 1 = 5x− 7:

(A) 1 = 3x− 7

(B) 5x− 7 = 2x + 1

(C) 2x− 4 = 5x− 12

(D) 2x = 5x− 6

(E) −3x = −8

(F) Žádná taková rovnice v seznamu
neńı.

Rovněž jako v předchoźım př́ıkladu i nyńı si můžeme v kruhovém diagramu na
obrázku 4 prohlédnout rozložeńı správných odpověd́ı před a po skupinové diskuzi.
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Obr. 4

Vyjma diplomové práce (Harčová, 2013) obsahuj́ıćı řadu KoncepTest̊u na téma
dělitelnost přirozených č́ısel však česká literatura zat́ım postrádá jakoukoli sb́ırku
KoncepTest̊u. Př́ıpadný implementátor Peer Instruction v oblasti matematiky je
tak odkázán pouze sám na sebe. Na prvńı pohled je ovšem zřejmé, že na rozd́ıl od
jiných př́ırodńıch věd, jsou matematické koncepty mnohem těsněji provázány mezi
sebou, a neńı proto snadné zaćılit KoncepTest na jediný koncept. Rozumnou cestou
k překonáńı této překážky může být rozlǐseńı koceptu na část definice a obrazu
konceptu (Tall & Vinner, 1985) a jednotlivé KoncepTesty ćılit na jednu nebo obě
z těchto část́ı.

Hlasováńı

Hlasováńı během výuky může být realizováno jednoduchým zp̊usobem pomoćı hla-
sovaćıch karet. Tato varianta však skýtá úskaĺı v podobě nižš́ı anonymity hlasuj́ıćıch
a složitěǰśıho źıskáváńı dat pro učitele. Daľśı možnost́ı jsou pak hlasovaćı zař́ızeńı.
Jejich pořizovaćı cena ovšem bývá spojena s nezanedbatelným kapitálem. Budouc-
nost́ı a zároveň i současnost́ı hlasováńı ve výuce jsou proto aplikace typu Soc-
rative (viz obrázek 5) zprostředkovávaj́ıćı hlasováńı a skrze chytrá zař́ızeńı nebo
poč́ıtače. Socrative, mimo jiné, umožňuje př́ıpadnému badateli i celkem pohodlný
sběr a analýzu dat z hlasováńı student̊u.

Klasifikace a motivace

Podle (Mazur, 1997) je pro přijet́ı nového zp̊usobu výuky studenty a zajǐstěńı je-
jich aktivńı spolupráce na výuce d̊uležité metodu řádně představit a poukázat na
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Obr. 5

jej́ı výhody i nutnost vzájemné spolupráce. Dále je podstatné začlenit konceptuálńı
úlohy vedle konvenčńıch učebnicových úloh i do pr̊uběžných test̊u v poměru 1 : 1
a přidělit jim tutéž bodovou váhu (viz obrázek 6). Rovněž je žádoućı studenty
motivovat k práci a hlavně pak ke spolupráci. Osobně už́ıvám systém bonusových
bod̊u za aktivitu, úlohy nad rámec povinnost́ı, řádnou př́ıpravu a účast na matema-
tických soutěž́ıch nebo skupinových činnostech v rámci vyučováńı při zohledněńı
pomoćı vzorce (podle Mazur, 1997):

ZSB · MSB−ZBB
MSB + ZBB

MSB
· 100 % .

(ZSB: źıskáno standardńıch bod̊u, MSB: maximum standardńıch bod̊u, ZBB: źıskáno bonusových
bod̊u)

Domáćı př́ıprava

Pozornému čtenáři je nyńı v́ıceméně jasné, že při implementaci Peer Instruction
neńı snadné odučit stejný objem učiva, jako bychom zvládli za tentýž čas klasickým
zp̊usobem. Je proto potřeba část práce svěřit student̊um. Studenti např́ıklad zcela
určitě zvládnou formou samostudia nastudovat, na jaké části lze rozdělit kruh, co
to je sečna či tečna. Vhodně uzp̊usobené materiály tak lze v přijatelné mı́̌re zadávat
student̊um k prostudováńı ještě před výukou. Rozumnou cestu přitom skýtá me-
toda Just-in-time Teaching (Novak, 1999), která již byla mnohdy implementována
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souběžně s Peer Instruction a sám E. Mazur ji v tomto ohledu vřele doporučuje.
Studijńı materiály pak lze žák̊um pośılat skrze GoogleClass, Edmodo, Moodle či
obdobnou platformu.

Obr. 6

Shrnut́ı

V rámci př́ıspěvku jsme nejprve v kontextu historie elektronického hlasováńı pouká-
zali, že pro efektivńı začleněńı hlasovaćıch zař́ızeńı do výuky je nutné paralelně
zvolit vhodně uzp̊usobenou výukovou strategii. Jednou takovou metodou je Peer
Instruction Erica Mazura, která byla vyvinuta v reakci na neuspokojivou efektivitu
tradičńı výuky z hlediska konceptuálńıho porozuměńı předkládané látce. V rámci
daľśıch odstavc̊u jsme popsali pr̊uběh Peer Instruction, definovali jej́ı nosné piĺı̌re
a ukázali př́ıklady konkrétńıch KoncepTest̊u ve výuce matematiky na nižš́ım stupni
v́ıceletého gymnázia.
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Parabola a jej podobenstvá

Michal Zamboj1

Vlastnost’ paraboly objavenú Jurim Matijasevičom na konštrukciu prvoč́ısel rozo-
berieme z analytického a syntetického hl’adiska. Úlohu, či jej časti, zasad́ıme do
kontextu analytickej, projekt́ıvnej a syntetickej geometrie. Poukážeme tým na pre-
pojenie a odlǐsnosti medzi jednotlivými geometrickými pŕıstupmi.

Parabola je množina bodov daná svojou algebraickou rovnicou. Parabola je gra-
fom danej kvadratickej funkcie. Parabola je množina bodov rovnako vzdialených
od danej priamky a bodu, ktorý na nej nelež́ı. Parabola je regulárna kužel’osečka
s jediným nevlastným bodom. Parabola je daná rôzne. A rôzne môžu byt’ aj cesty,
ktorými sa vydáme na jej vrchol. Pozrime sa na vlastnost’ paraboly, ktorá nás
prenesie až do sveta teórie č́ısel. Uvedený pŕıklad, či jeho časti, je možné apli-
kovat’ a hlavne vhodne prepájat’ v oblasti analytickej geometrie a teórie funkcie
jednej premennej v stredoškolskej matematike, pri výuke vlastnost́ı kužel’osečiek
na hodinách deskript́ıvnej geometrie alebo vo vysokoškolskej projekt́ıvnej geomet-
rii. Úloha z pohl’adu projekt́ıvnej geometrie je uvedená v (Richter-Gebert, 2011:
s. 181–182, 463–464). S verziou v analytickej geometrii sa autor stretol na prednáške
dr. Halasa z MFF UK. V tomto pŕıspevku doplńıme syntetický dôkaz. Samotnú
vlastnost’ formuloval Juri Matijasevič v (1971), okrem iného zlatý medailista Me-
dzinárodnej Matematickej Olympiády a jeden z riešitel’ov 10. Hilbertovho problému.
O myšlienku vizualizácie prvoč́ısel sa postaral profesor Boris Stečkin (1920–1995).

1Matematický ústav Karlovy Univerzity, Matematicko-fyzikálńı fakulta, Univerzita Karlova,
zamboj@karlin.mff.cuni.cz
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Matijasevičova-Stečkinova parabola

Analyticky

Obr. 1:
Matijasevičova-

Stečkinova
parabola

Začneme analytickou formuláciou, v ktorej je úloha naj-
priehl’adneǰsia.

Úloha 1 (obr. 1). Sú dané množiny bodov A : A[−a, a2]
a B : B[b, b2] v R2 pre 1 < a, b ∈ Z. Poṕı̌ste množinu P
priesečńıkov P spojńıc AB s osou y.

Riešenie (Úlohy 1 analyticky). Na začiatok je vhodné si čast’

množ́ın A a B nakreslit’. Je zrejmé, že jednotlivé body A a B
ležia na parabole y = x2.

Spoč́ıtajme súradnice bodov P .

priamka AB : X = A + t ·
−→
AB pre t ∈ R

x = −a + t(b + a)

y = a2 + t(b2 − a2)

os y : x = 0

Z parametrického vyjadrenia AB dopoč́ıtame y-ovú súradnicu
bodu P .

0 = −a + t(b + a) t =
a

a + b
, pre − a 6= b

y = a2 +
a

a + b
(b2 − a2) = a2 + a(b− a) = ab

Body P teda majú súradnice [0, ab]. Pŕıklad by tu, ako cvičenie z analytickej
geometrie, mohol skončit’, ak sa však nad výsledkom zamysĺıme, tak ho môžeme in-
terpretovat’ tak, že spojnice AB prechádzajú všetkými kladnými zloženými č́ıslami.
Na kladnej celoč́ıselnej časti y-ovej osi nám, prekvapivo, ostanú vymedzené len
prvoč́ısla a č́ıslo 1.

Projekt́ıvne

V projekt́ıvnom rozš́ıreńı reálnej roviny RP2 platia nasledujúce vzt’ahy. Rovnicu
priamky p : p1x + p2y + p0 = 0 preṕı̌seme do homogénnych súradńıc p1x1 + p2x2 +
+ p0x0 = 0. Bod A(a1, a2, a0) teda lež́ı na priamke p(p1, p2, p0), práve vtedy, ked’

skalárny súč́ın A·p = 0. Rovnako bod B lež́ı na priamke p, a teda B·p = 0. Súradnice
priamky p môžeme teda obrátene vyjadrit’ ako vektorový súčin p = A×B. Aby ležal
na priamke p bod P (p1, p2, p0), muśı platit’ p ·P = (A×B) ·P = 0. Podmienku nu-

lového vonkaǰsieho súčinu preṕı̌seme pomocou determinantu a použijeme v Úlohe 1.
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Riešenie (Úlohy 1 projekt́ıvne). Pre zadané body A(−a, a2, 1), B(b, b2, 1) a hl’adaný
bod P (0, py, 1) plat́ı:

[ABP ] = det


−a b 0

a2 b2 py

1 1 1

 = (a + b)(py − ab) = 0,

kde (a + b) 6= 0 z predpokladov, a teda ab = py.

Skúsme sa na úlohu pozriet’ z širšieho hl’adiska. Parabolu y = x2 preṕı̌seme
v homogénnych súradniciach ako x2

1 − x2x0 = 0.

Úloha 2. Nech je parabola daná v RP2 rovnicou x2
1 − x2x0 = 0. Sečnica paraboly

prechádzajúca vlastným bodom P (px, py, 1) ju pretne v dvoch rôznych vlastných
bodoch A(a, a2, 1) a B(b, b2, 1) pre a, b ∈ R. Dokážte, že súčin (px − a)(px − b)
je konštantný vzhl’adom k polohe sečnice.

Dôkaz. Inak povedané, chceme dokázat’, že súčin rozdielov
”
x-ových“ súradńıc bodu

P a priesečńıkov je nezávislý na polohe bodov A a B.
Pretože A,B a P sú kolineárne, plat́ı:

[ABP ] = det


a b px

a2 b2 py

1 1 1

 = (b− a)(−px(a + b) + py + ab) = 0,

kde (a− b) 6= 0 z predpokladu, a preto

−px(a + b) + py + ab = 0.

Pre zadaný súčin po odč́ıtańı tohto nulového výrazu plat́ı

(px − a)(px − b)− 0 = p2
x − px(a + b) + ab− (−px(a + b) + py + ab) = p2

x − py.

Ukázali sme, že súčin (px − a)(px − b) je nezávislý na súradniciach a a b.2

Synteticky

Práve dokázaná vlastnost’ plat́ı dokonca pre l’ubovol’nú parabolu. Uved’me synte-
tické odvodenie (obr. 2).

2Všimnite si podobnost’ tohto vzt’ahu s mocnost’ou bodu ku kružnici.
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Úloha 3. Nech je parabola zadaná ohniskom F a riadiacou priamkou d. Ďalej,
nech je daný bod P , ktorý nelež́ı na parabole a sečnica a paraboly, ktorá ju pre-
tne v bodoch A a B. Bodmi A a B ved’me sprievodiče rovnobežné s osou a ich
priesečńıky s riadiacou priamkou d označme A′ a B′. Kolmý priemet bodu P na ria-
diacu priamku označme P ′. Dokážte, že súčin |P ′A′||P ′B′| je konštantný vzhl’adom
k polohe sečnice a.

Obr. 2: Ilustrácia paraboly k syntetickému dôkazu

Dôkaz. K dôkazu budeme potrebovat’ nasledovnú polárnu vlastnost’ kužel’osečiek:
Dotyčnice tA a tB kužel’osečky vedené bodmi A a B sa pretnú v bode SAB, ktorý lež́ı
na poláre p bodu P vzhl’adom ku kužel’osečke. Dôkaz prenecháme čitatel’ovi (pro-
jekt́ıvne je to dôsledok symetrie polárnej formy, synteticky je možné postupovat’

dôkazom pre kružnice cez kruhovú inverziu a tetivové štvoruholńıky a následnou
kolineáciou na parabolu). Z ohniskových vlastnost́ı paraboly vieme, že dotyčnica
tA je osou úsečky A′F a rovnako tB rozpol’uje uhol ∠B′BF . Body A′, B′ a F mu-
sia teda ležat’ na kružnici k so stredom SAB. Ak je P vonkaǰśım bodom paraboly,
môžeme pre zvyšok dôkazu vhodne použit’ dotykové body dotyčńıc vedených bo-
dom P . Vo všeobecnom pŕıpade vol’me sečnicu s paraboly bodom P rovnobežnú
s osou. Tá pretne parabolu vo vlastnom bode C a jednom nevlastnom bode D∞.
Priesečńıky sprievodičov týchto bodov rovnobežných s osou a riadiacej priamky
splynú do bodu P ′. Dotyčnice v bodoch C a D∞ sa pretnú v nevlastnom bode
poláry p. Kružnica prechádzajúca dvojnásobným bodom P ′ a bodom F , so stre-
dom v nevlastnom bode prejde v priamku l = P ′F kolmú na poláru p. Priamka l
a kružnica k majú spoločný bod F , druhý priesečńık označme E. Bod E je zároveň
obrazom bodu F v súmernosti podl’a poláry p. Body E,F a P ′ ležia na priamke l
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a z mocnosti bodu P ′ ku kružnici k máme |P ′A′||P ′B′| = |P ′F ||P ′E|, pričom po-
sledný výraz je nazávislý na vol’be bodov A a B.

Aby sme sa vrátili naspät’ k parabole y = x2 z Úloh 1 a 2, stač́ı si uvedomit’,
že všetky paraboly sú si podobné. K analytickému dôkazu tohto tvrdenia si stač́ı
l’ubovol’nú parabolu vhodne umiestnit’ (zobrazit’ zhodnost’ou) vrcholom do počiatku
s osou y ako osou paraboly a vyjadrit’ rovnol’ahlost’ s parabolou y = x2. Synteticky
je, zo zadania paraboly len ohniskom a riadiacou priamkou, vzájomná podobnost’

parabol zrejmá.

Záver

Vytvorenie parabolického projekt́ıvneho sita je netriviálny výsledok, ku ktorému
možno dospiet’ elementárnymi poznatkami z rôznych odvetv́ı geometrie. Kým ana-
lytickou geometriou je možné úlohu riešit’ na úrovni strednej školy, v projekt́ıvnej
geometrii máme okamžitý výsledok za použitia determinantu. Prevod do syntetickej
geometrie śıce vyžaduje viacej úsilia, na druhú stranu však dostaneme všeobecný
výsledok. K úlohe sa dá d’alej doplnit’ napŕıklad dohl’adanie priesečńıkov dotyčńıc
v zadaných bodoch s y-ovou osou a riešenie pomocou derivácie kvadratickej funkcie
alebo synteticky pomocou subtangenty.
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PRACOVNÍ DÍLNY

Otvorené matematické problémy;
metódy riešenia a hodnotenie

Krist́ına Bulková, Soňa Čeretková1

Použ́ıvanie štandardných algoritmov pri riešeńı úloh poskytuje žiakom istú stabi-
litu v riešitel’skom procese, ale na druhej strane sú žiaci ochudobneńı o možnost’

hlbšie o probléme premýšl’at’. Do popredia sa stále viac dostávajú prvky objavného
vyučovania matematiky, kde žiaci dostávajú priestor riešit’ matematické problémy
s otvorenou možnost’ou stratégie a upevnit’ tak viac vlastné matematické vedomosti
a kompetencie procesu riešenia matematickej úlohy.

Účastńıci workshopu mali pŕıležitost’ riešit’ vybrané otvorené matematické problé-
my zamerané na objavovanie v matematike. Pozornost’ bola venovaná aj metodike
hodnotenia žiackych riešeńı otvorených matematických problémov.

O otvorených problémoch v matematike

Všeobecne vo vyučovańı matematiky plat́ı: riešenie matematickej úlohy je činnost’,
pri riešeńı ktorej žiak aplikuje skôr naučené stratégie. Úloha sa stáva problémom,
ak riešitel’ nepozná riešitel’skú stratégiu okamžite, ale muśı hl’adat’ nové, dovtedy
neznáme cesty k riešeniu. Matematický problém zadaný slovne predstavuje slovný
opis situácie a úlohou riešitel’a je vytvorit’ vhodnú odpoved’, ktorá predstavuje
riešenie. Otvorený matematický problém je tak definovaný ako problém s tvor-
bou odpovede, ktorá je, vzhl’adom ku štandardnej kultúre vyučovacej hodiny mate-
matiky, vol’ná, neštandardná. Odpoved’, ako riešenie otvoreného matematického
problému, môže mat’ podobu vypoč́ıtaného č́ısla, vytvoreného výrazu, predpisu
funkcie, geometrickej konštrukcie či jej opisu ale tiež doplnenej tabul’ky alebo vytvo-
reného matematického modelu. Odpoved’ môže obsahovat’ opis vlastnost́ı modelu,
a riešitel’ môže d’alej argumentovat’, odvodit’ a dokázat’ d’aľsie atribúty vytvoreného
modelu.

1Katedra matematiky FPV UKF v Nitre, kristina.bulkova@ukf.sk, sceretkova@ukf.sk
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T́ımová práca žiakov v matematických sút’ažiach

Žiaci základných a stredných škôl majú možnost’ zapojit’ sa na Slovensku v súčas-
nosti do dvoch t́ımových sút’až́ı: Matematický náboj a Matematický B-deň. Po-
vaha t́ımovej práce i samotnej filozofie uvedených sút’až́ı sa ĺı̌si. V sút’aži Matema-
tický náboj, 4–5 členné t́ımy žiakov sút’ažia dve hodiny v rýchlosti a v presnosti
riešenia úloh. Riešeńım úloh je výsledok, zväčša č́ıslo, a každý t́ım sa usiluje o čo
najväčš́ı počet vyriešených úloh. Zadanie sút’aže tvoŕı súbor matematických úloh,
ktorými disponujú rozhodcovia sút’aže a jednotlivé t́ımy si ich priebežne, na základe
úspešného vyriešenia predchádzajúcich úloh, preberajú. Žiaci odchádzajú zo sút’aže
s konečným výsledkom, s vedomost’ou umiestnenia sa v rámci svojej kategórie.

Sút’až Matematický náboj je možné simulovat’ i na hodinách matematiky. Učitel’

si priprav́ı vhodný súbor gradovaných úloh, ktoré môžu súvisiet’ s práve prebe-
raným učivom. Žiaci v triede pracujú vo dvojiciach a obdobne, ako je to stanovené
v oficiálnych pravidlách sút’aže Matematický náboj, v́ıt’aźı t́ım, ktorý v stanove-
nom časovom úseku správne vyrieši čo najviac úloh. Učitel’ môže zvážit’ klasifikáciu
výkonu jednotlivých žiakov v sút’aži počas vyučovacej hodiny, napŕıklad, na základe
umiestnenia sút’ažiacej dvojice v rámci výkonu triedy.

Z uvedeného opisu je zrejmé, že sút’až Matematický náboj je prednostne zame-
raná na schopnost’ uskutočnit’ správny výpočet, vypoč́ıtat’ č́ıslo, ktoré predstavuje
riešenie danej úlohy. Hodnotitel’ sa prioritne nezauj́ıma o proces riešenia úlohy.
Žiaci v danom t́ıme môžu ale nemusia na riešeńı úlohy spolupracovat’. T́ım sa
môže skladat’ zo

”
špecialistov“ na vedomosti a zručnosti v riešeńı úloh z jednot-

livých matematických tém, tematických celkov školskej matematiky. Sút’až Mate-
matický náboj pôsob́ı emocionálne vzrušujúco, sami organizátori ju nazývajú

”
ad-

renaĺınová“. Časový stres je pozit́ıvnym faktorom výkonu jednotlivých sút’ažiacich
skuṕın. Nepochybné čaro má aj vedomost’ sút’ažiacich o okamžitom výsledku.

V sút’aži Matematický B-deň sút’ažia 3–4 členné t́ımy žiakov, sút’až trvá se-
dem hod́ın. Sút’až je určená žiakom stredných škôl (Čeretková, 2014). Zadanie
sút’aže Matematický B-deň tvoŕı súvislý text v rozsahu 10 až 20 strán skompono-
vaný z gradovaných matematických úloh a vysvetl’ujúcich komentárov týkajúcich
sa vybraného problému. Problém predstavuje reálnu situáciu, s ktorou sú žiaci na
začiatku textu oboznámeńı. Postupným definovańım pojmov a riešeńım úvodných
navádzajúcich úloh sa žiaci dostávajú hlbšie do problému a sú postupne núteńı
problémovú situáciu matematizovat’. Otvorené matematické problémy nakoniec ve-
dú k originálnemu skúmaniu v matematike a vytváraniu matematického modelu
reálnej situácie. Hodnoteným výstupom sút’aže je ṕısomná správa. Žiaci majú za
úlohu naṕısat’ podrobný opis svojich úvah a výsledky, ku ktorým sa dopraco-
vali zdôvodňujú matematickými argumentmi. Predkladá sa ṕısomná správa, jedno
riešenie, za celý sút’ažiaci t́ım. Žiacke riešenia hodnot́ı t́ım hodnotitel’ov a žiaci sa
výsledok dozvedajú približne šest’ týždňov po uskutočneńı sút’aže. Hodnotitelia sa

79



zameriavajú na jednotlivé aspekty schopnost́ı tvorit’, dokazovat’ či argumentovat’

v matematike.
Z uvedeného opisu je zrejmé, že sút’až Matematický B-deň je prioritne zame-

raná na skúmanie procedurálnych vedomost́ı z matematiky. Z rozhovorov so žiakmi,
členmi sút’ažiacich t́ımov, vyplynulo, že sút’až má emocionálne odlǐsnú povahu, ako
Matematický náboj. Pozit́ıvne emócie z tvorby riešenia prichádzajú postupne, ne-
objavujú sa bezprostredne po preč́ıtańı textu zadania jednotlivými členmi t́ımu,
ale až po určitom čase, ktorý je nutný na vedomostnú, matematickú, adaptáciu sa
jednotlivých členov t́ımu na situáciu oṕısanú v texte a zároveň i po čase, ktorý je
nutný na adaptáciu sa na prácu v t́ıme a na zvolenie efekt́ıvnej t́ımovej komunikácie.
Najvyššia motivácia a najsilneǰsie emócie spravidla prichádzajú v poslednej hodine
riešenia, v ktorej t́ımy nielen kontrolujú už naṕısaný text, ale zároveň zist’ujú re-
zervy riešeńı či vytvoreného matematického modelu a odkrývajú možnosti d’aľsieho
výskumu v matematike.

Sút’až Matematický B-deň je možné simulovat’ na hodinách matematiky, vzhl’a-
dom na krátky časový interval v porovnańı s regulárnou sút’ažou, iba čiastočne.
Na základe doteraǰśıch skúsenost́ı autoriek je možné vybrat’ napŕıklad čiastkové
úlohy z publikovaných originálnych zadańı sút’aže Matematický B-daň a venovat’

ich riešeniu jednu celú vyučovaciu hodinu, pŕıpadne pracovat’ na riešeńı vybraných
úloh so žiakmi v školskom klube alebo v záujmovom krúžku z matematiky. Inou
možnost’ou je vybrat’ netradičné matematické úlohy a predložit’ ich žiakom, ktoŕı
pracujú na ich riešeńı vo dvojiciach. Ciel’om riešenia netradičnej úlohy, otvoreného
matematického problému, je hl’adat’ čo najviac rôznych riešeńı, rôznych pŕıstupov
k riešeniu a nájdené riešenie vhodne oṕısat’ či už slovne alebo ṕısomne. Výzvou
pre učitel’a matematiky je, následne, hodnotit’ predložené riešenia slovne, pretože,
ako je z opisu sút’aže zrejmé, autorské riešenia úloh v sút’aži Matematický B-deň
nie sú k dispoźıcíı, resp. nie sú všetky k dispoźıcíı a skutočne zálež́ı na invencíı
žiakov, na ich okamžitom vedomostnom a intelektuálnom nastaveńı, a samozrejme
i na motivácíı, k akým riešeniam sa dopracujú.

Ukážky otvorených úloh vhodných na matematické skúma-

nie na vyučovacej hodine

Doplňovanie, aritmetika

Doplňte znaky +, – , · , : a zátvorky tak, aby vznikli správne zápisy:

a) 1 2 3 = 1

b) 1 2 3 4 = 1

c) 1 2 3 4 5 = 1
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d) 3 3 3 = 6

e) 4 4 4 4 = 8

f) 4 4 4 4 4 = 14

g) 5 5 5 5 5 = 10

Skúmajte č́ısla (Kuřina et al., 2009)

1. Ktorými č́ıslami je delitel’né každé č́ıslo tvaru: 613 613, 872 872, 888 888,
100 100, . . . ?

2. Čo môžeme usúdit’ o č́ıslach zaṕısaných v pomocou výrazu: n2 + n + 41, kde n
je l’ubovol’né prirodzené č́ıslo?

Trezor (Burjan, Hrdina, & Maxian, 1998)

Štyria l’udia majú pŕıstup k trezoru. Kol’ko na ňom muśı byt’ zámkov a ako treba
rozdat’ kl’́uče, ak chceme, aby žiadni dvaja l’udia nemohli trezor spolu otvorit’, ale
l’ubovol’ńı traja l’udia mohli trezor otvorit’?

Matematický B-deň 2017: Š́ıpové hodiny

V decembri roku 2017, sa sút’aže Matematický B-deň na Slovensku zúčastnilo spolu
29 t́ımov, ktoré tvorilo 113 žiakov z 13 stredných škôl z 8 miest Slovenska. Žiaci svo-
jimi riešeniami ukázali vysoký matematický potenciál a prejavili vynikajúce schop-
nosti matematického myslenia.

Na začiatku textu zadania sút’aže je oṕısaný postup, na základe ktorého je možné
ústredný problém,

”
Š́ıpové hodiny“, matematizovat’. V zadańı a následne v riešeńı

úvodných úloh, sa žiaci oboznamujú s pojmami z teórie č́ısel, s reláciou kongruen-
cie a s vlastnost’ami delitel’nosti č́ısel. Š́ıpové hodiny v zadańı predstavujú kruh
s rozdeleným ciferńıkom pre n bodov (obr. 1).

Obr. 1: Ukážky š́ıpových hod́ın pre n = 12
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Použit́ım všeobecného predpisu x → ax + b, kde a, b ∈ Z, x ∈ {1, 2, . . . , n} pre
rôzne hodnoty parametrov, žiaci źıskavajú zauj́ımavé vzory š́ıpových hod́ın. Vlast-
nosti jednotlivých vzorov š́ıpových hod́ın d’alej objavujú, komentujú a dokazujú
v matematickom skúmańı na rôznej úrovni zovšeobecnenia.

Ako vyhodnotit’ riešenie?

Pri riešeńı otvorených matematických problémov je potrebné, aby žiaci otvorili svoj
matematický intelekt a prekročili hranicu zauž́ıvaných postupov a známych algorit-
mov použ́ıvaných pri riešeńı úloh na hodinách matematiky. Pozornost’ hodnotitel’a
riešenia sa totiž viac sústred’uje na jednotlivé kroky riešenia, na úvahy a na použité
argumenty, ako iba na využitie štandardných vedomost́ı a na správnost’ matema-
tického výsledku. Je zrejmé, že nie je dopredu možné s istotou predpokladat’, aký
postup žiaci pri riešeńı zvolia. Žiaci pristupujú k riešeniu problému tvorivo, tvoria
a skúmajú v matematike a svoje zistenia opisujú so snahou, aby ich ṕısomný prejav
bol zrozumitel’ný a pochopitel’ný.

Preč́ıtajte si vybrané autentické riešenia žiakov problému zo zadania sút’aže
Matematický B-deň 2017,

”
Š́ıpové hodiny“: Na základe predchádzajúcich poznat-

kov z teórie č́ısel vysvetlite, dokážte, že plat́ı: Každé č́ıslo na š́ıpových hodinách je
ciel’ový bod (š́ıpka š́ıpových hod́ın v ciel’ovom bode konč́ı), ak č́ıslo a a č́ıslo n sú
nesúdelitel’né.

Riešenie A.
”
Každé č́ıslo je ciel’ový bod, ak č́ıslo a a č́ıslo n sú nesúdelitel’né.

Pod’me na to sporom. Všeobecne plat́ı: yx = x(mod(n)). Aby to všeobecne
platilo pre súdelitel’né a a n, y by tiež muselo byt’ súdelitel’né s n a delitel’né
a. To však nevieme zabezpečit’, ked’ dosadzujeme za y všetky č́ısla. Preto si
mysĺıme, že to dokazuje, že každé č́ıslo je ciel’ový bod, ak č́ıslo a a č́ıslo n sú
nesúdelitel’né.“

Riešenie B.
”
Teraz dokážeme, že každé č́ıslo je ciel’ový bod, ak č́ıslo a a č́ıslo

n sú nesúdelitel’né pre pravidlo x→ ax. Ich NSD je 1, preto n
NSD(n,a) = n, takže

nám vznikne n-uholńık kde každý bod bude ciel’ovým bodom.“

Riešenie C.
”
Vieme, že ak a a n sú nesúdelitel’né, každý bod je ciel’ový. Ako

sme už spomı́nali, aj pre NSD = 1, nedokážeme vybrat’ pred zátvorku žiadne
č́ıslo okrem 1, a teda každé č́ıslo je zastúpené práve raz.“

Riešenie D.
”
Každé č́ıslo je ciel’ový bod, ak č́ıslo a a n sú nesúdelitel’né.

Uvažujme a a n súdelitel’né, potom existuje celé k, pre ktoré plat́ı k · a = n.
Dosadzujme za č́ısla x postupne po n. Dostávame ciel’ové body a, 2a, 3a, neskôr
prekročia k ·a a budú k−a+2a, ale k(mod k ·a) sú to znova iba č́ısla a, 2a, 3a, . . .
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Čo je v spore s tým, že každé č́ıslo po n je ciel’ový bod, čo nie je možné, lebo
ciel’ové body sú iba násobky č́ısla a.“

Všetky t́ımy dospeli k správnemu riešeniu, avšak každý iným spôsobom. To,
ktorý t́ım uviedol lepšie riešenie, nie je na prvý pohl’ad zrejmé.

Je dôležité určit’ sledované aspekty v riešitel’skom postupe žiakov, riešenia ana-
lyzovat’ a prejavené aspekty poṕısat’. Tu ale nastáva problém v hodnoteńı otvo-
rených matematických problémov. Hodnotenie je často ovplyvnené subjekt́ıvnym
náhl’adom hodnotitel’a na riešenie problému a tiež jeho vlastným očakávańım. Otáz-
kou je, čo je potrebné sledovat’ pri hodnoteńı riešeńı otvorených matematických
problémov?

Úloha pre hodnotitel’a (učitel’a). Porovnajte autentické riešenia žiakov (A, B,
C, D) Vymenujte dôležité aspekty, ktoré ste si všimli a ktoré by podl’a vás mali
byt’ zohl’adnené pri hodnoteńı riešenia otvoreného matematického problému.

Na záver. . .

Vyučovanie matematiky netvoria len úlohy zamerané na rutinné výpočty. V rám-
ci súčasných štúdíı, týkajúcich sa vyučovania matematiky, stále rastie požiadavka,
aby sa žiaci na hodinách matematiky stretávali s otvorenými problémami a tiež aby
dokázali matematické úlohy riešit’ spoluprácou v t́ıme.

Sút’až Matematický B-deň ponúka žiakom aj učitel’om stredných škôl mnoho po-
zit́ıv. Okrem nového pohl’adu na matematiku a pŕıležitosti matematizovat’ reálnu
situáciu, žiaci majú pŕıležitost’ byt’ súčast’ou t́ımu, budovat’ vzájomnú efekt́ıvnu
a rozumnú komunikáciu v matematike a spolupracovat’ pri riešeńı otvoreného prob-
lému, pri tvorbe matematického modelu. V našom výskume sa zameriavame na
sledovanie kl’́učových kompetencíı žiakov v riešitel’skom postupe otvorených mate-
matických problémov. Práve prejavené kl’́učové kompetencie môžu dopomôct’ k ob-
jekt́ıvnemu hodnoteniu riešeńı otvorených matematických problémov.
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Divadlo v matematice

Hana Moraová, Jarmila Novotná1

Článek seznamuje čtenáře s obsahem pracovńı d́ılny, která proběhla na konferenci.
Cı́lem d́ılny bylo ukázat účastńık̊um některé metody pro výuku matematiky pomoćı
divadelńıch aktivit jako jedné z možných cest, jak zlepšit vztah žák̊u k matema-
tice a jak rozv́ıjet kĺıčové kompetence v rámci hodin matematiky. Byly představeny
některé možnosti zapojeńı těchto aktivit do výuky a základńı zásady pro jejich
př́ıpravu. Účastńıci měli možnost nejen se seznámit s vybranými aktivitami, ale
př́ımo se do nich zapojit a vyzkoušet si je na vlastńı k̊uži.

Svět, pro který dnešńı škola vychovává a vzdělává žáky, je svět velmi rychle se
měńıćı. Jen těžko dnes kdokoli umı́ odhadnout, jakými znalostmi vybavit žáky,
aby obstáli na trhu práce po celou dobu jejich kariéry, tedy následuj́ıćıch zhruba
50–60 let. Do popřed́ı se tak namı́sto tradičńıch znalost́ı dostávaj́ı schopnosti a do-
vednosti jako schopnost komunikovat, použ́ıvat informačńı technologie, pracovat
s informačńımi zdroji, dále se vzdělávat, řešit problémy, pracovat samostatně, ale
též spolupracovat v týmu, být odpovědný. Jak uváděj́ı Jančař́ık a Moraová (2015),
nejde o izolované schopnosti a dovednosti, ale sṕı̌se o komplexńı systém znalost́ı,
dovednost́ı a schopnost́ı, které souhrnně nazýváme kĺıčové kompetence. Jde o

• kompetence k učeńı,

• kompetence komunikativńı,

• kompetence k řešeńı problémů,

• kompetence sociálńı a personálńı,

1Univerzita Karlova, Pedagogická fakulta, hana.moraova@pedf.cuni.cz, jarmila.novotna@pedf.cuni.cz
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• kompetence občanské,

• kompetence pracovńı. (MŠMT 2016)

Kĺıčové kompetence je nutné rozv́ıjet ve všech vzdělávaćıch oblastech a předmě-
tech, včetně matematiky. A jsou to hlavně oblasti sociálńı a personálńı a komu-
nikativńı, které v hodinách matematiky mohou být zanedbávány na úkor jiných
dovednost́ı a schopnost́ı či kompetenćı. Zapojeńı vybraných technik z dramatu a di-
vadelńıch aktivit se jev́ı jako jedna z cest, která do hodin matematiky vnese nové
činnosti a rozvoj daľśıch kĺıčových kompetenćı, které v matematice často nestoj́ı
v centru pozornosti.

Podle Maleyho a Duffa (2005) je celá řada d̊uvod̊u, proč do hodin zapojovat
prvky dramatu a divadelńı aktivity. Jejich výčet následuje, a v některých př́ıpadech
jsou doplněny o faktory specifické pro výuku matematiky:

1. Žáci se uč́ı vzájemně si naslouchat, spolupracovat, respektovat se.

2. Součást́ı většiny aktivit je nutnost komunikovat, v př́ıpadě matematiky nut-
nost formulovat přesně a srozumitelně pojmy, jejich vlastnosti a postupy.

3. Dramatické aktivity integruj́ı verbálńı a neverbálńı složku komunikace, pomá-
haj́ı vnášet rovnováhu mezi fyzickou a intelektuálńı stránku učeńı.

4. Dramatické aktivity jsou multisensorické, jejich zařazeńı prosṕıvá všem žá-
k̊um nezávisle na jejich učebńıch stylech.

5. Dramatické aktivity funguj́ı nejen na kognitivńı, ale také na afektivńı rovině,
což je velmi motivuj́ıćı a posiluje vztah v našem př́ıpadě k matematice.

6. Dramatické aktivity podporuj́ı sebevědomı́ a vědomı́ si ostatńıch.

7. Dramatické aktivity maj́ı pozitivńı vliv na atmosféru ve tř́ıdě i dynamiku
skupiny. Dı́ky nim se postupně posiluj́ı vztahy mezi žáky a vzniká pevněǰśı
kolektiv.

8. Dramatické aktivity rozv́ıjej́ı kreativitu a schopnost hledat řešeńı.

9. Pro učitele neńı nijak těžké tyto aktivity připravit. Obvykle stač́ı pouze sku-
pina žák̊u a žádné daľśı pomůcky.

10. Odpovědnost za výsledek učitel předává žák̊um.

11. Dramatické aktivity jsou zábavné.

Fleming (2006) uvád́ı, že divadelńı a dramatické aktivity jsou z principu zaměře-
né na žáka a podmı́nkou jejich úspěchu je aktivita všech žák̊u. Jedná se o společen-
skou, komunitńı interakci a je opakem např́ıklad samostatné práce v hodinách ma-
tematiky, kdy žáci pracuj́ı individuálně a spoléhaj́ı se pouze sami na sebe.
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Divadelńı aktivity ve výuce matematiky

Výzkum ukazuje, že z toho, co si přečteme, si zapamatujeme zhruba 10 %. Z toho,
co se uč́ıme prostřednictv́ım experimentálńıho vyučováńı nebo třeba vysvětlováńım
matematiky někomu jinému, si zapamatujeme až 90 %.

Matematika je mnoha žáky i rodiči vńımána jako náročný a nudný předmět.
Zkušenost z mezinárodńıho projektu 526315-LLP-2012-CY-COMENIUS-CMP:
Le-MATH. Learning mathematics through new communication factors
(http://www.le-math.eu/) ukazuje, že jednou z možnost́ı, jak děti přivést

”
hravou

formou“ zpátky k učeńı, je komunikovat při výuce matematiky netradičně, např.
formou improvizace, divadelńı hry nebo show.

Žáci si často stěžuj́ı, že je matematika abstraktńı, a proto neuchopitelná. Ćılem
divadelńıch aktivit představených a realizovaných v d́ılně bylo využ́ıt odlǐsné a pro
žáky většinou nové př́ıstupy, které umožńı učitel̊um i žák̊um použ́ıvat ve výuce
matematiky nové metody. Tyto metody jsou nejen postavené na komunikaci, jsou
také velmi zábavné a efektivńı. Žáci se d́ıky nim zároveň uč́ı i bav́ı. Tyto aktivity
se mohou stát nástrojem zlepšeńı procesu učeńı a zvýšeńı zájmu dět́ı a mládeže
o matematiku, zvýšeńı jejich zaujet́ı, tvořivosti a zapojeńı v hodinách i mimo ně.

Aby ovšem učitelé byli připraveni př́ıslušné aktivity ve výuce využ́ıvat, je potře-
ba, aby se s nimi seznámili nejen teoreticky, ale i prakticky. V (Novotná, Jančař́ık
& Jančař́ıková, 2013) byly představeny výsledky dotazńıkového šetřeńı mezi učiteli
zaměřeného na jejich zkušenosti, postoje a obavy z použ́ıváńı divadelńıch aktivit ve
výuce matematiky. Výsledky šetřeńı potvrdily, že učitelé maj́ı o tyto aktivity zájem,
ale že většina z nich s nimi nemá zkušenosti, a proto se jejich použit́ı obávaj́ı.

Aby ovšem učitelé byli připraveni př́ıslušné aktivity ve výuce využ́ıvat, je potře-
ba, aby se s nimi seznámili nejen teoreticky, ale i prakticky. V d́ılně byly proto
představeny ukázky vhodných aktivit, které již byly úspěšně použ́ıvány při výuce
matematiky jak učiteli, tak žáky, a to ve formě komunikace o matematice. Pozornost
byla zaměřena také na rozpracováńı ukázek výukových materiál̊u a metodologie pro
použit́ı speciálně upravených scénář̊u pro výuku matematiky.

Zp̊usoby zařazováńı divadelńıch aktivit do výuky matema-

tiky

I když integrováńı divadelńıch aktivit do výuky matematiky záviśı hodně na tvoři-
vosti a vynalézavosti učitele, existuj́ı společné zásady, které by učitelé měli znát.
Učitelé by tyto aktivity neměli použ́ıvat jen jako prostředek ke zvýšeńı zájmu žák̊u
o matematiku, ale také jako prostředek přisṕıvaj́ıćı k lepš́ımu porozuměńı žák̊u ma-
tematickým pojmům, pravidl̊um a postup̊um, jejich využit́ı v běžném životě a v ji-
ných předmětech, k seznámeńı se s některými informacemi z historie matematiky,
k tomu, že matematika patř́ı k všeobecnému vzděláńı jedince.
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Uvád́ıme některé typy aktivit, které lze úspěšně zařazovat do výuky matematiky.
Žáci mohou např.

• vytvořit scénář pro představeńı nebo ilustrováńı některého pojmu, pravidla
nebo postupu,

• vytvářet improvizace v matematickém prostřed́ı,

• zahrát epizodu představuj́ıćı nebo ilustruj́ıćı některý pojem, pravidlo nebo
postup,

• sledovat divadelńı epizodu souvisej́ıćı s prob́ıranou látkou,

• propojit matematiku s uměńım, vědou nebo jinými lidskými činnostmi.

Takové aktivity jsou založeny hlavně na experimentováńı, analyzováńı a ro-
zeznáváńı mezipředmětových vztah̊u a vztah̊u s běžným životem. Mohou vycházet
z reálných situaćı nebo z fantazie. Spadaj́ı do oblasti aktivńıho učeńı, činnostńıho
učeńı, experimentováńı, propojeńı osobńıho a sociálńıho rozvoje, spontaneity, indi-
viduálńıho vkladu a př́ıpravy pro život.

Realizace

Rozlǐśıme tři typy divadelńıch aktivit pro vyučováńı matematice: inscenace (učivo je
zdramatizováno a žáci hraj́ı role vytvořené pro dané učivo), improvizace a simulace
(žáci maj́ı přiděleny role, ve kterých řeš́ı určitou situaci, uč́ı se tak vńımat, že na
jeden problém existuje v́ıce úhl̊u pohledu).

I když se ćıle pro zařazeńı aktivit do vyučováńı lǐśı v závislosti na konkrétńı
tř́ıdě, konkrétńıch žáćıch, jejich zkušenostech s t́ımto typem aktivit, učitel vždy
konkretizuje ćıle a téma aktivity, motivuje žáky k zapojeńı do aktivity. Učitel má
při divadelńı aktivitě několik r̊uzných roĺı: Je např.

• autoritou, která má posledńı slovo, režisérem,

• rádcem a spolupracovńıkem žák̊u,

• jedńım z
”
herc̊u“ na úrovni ostatńıch herc̊u,

• nejslabš́ım
”
hercem“, o kterého se muśı ostatńı starat.

Machaĺıková (2004) uvád́ı deset zásad, které by měli účastńıci divadelńıch a ko-
munikačńıch aktivit dodržovat:

• Neblokuj sebe ani ostatńı ve vzájemné komunikaci.

• Snaž se vždycky vědět, co ř́ıkáš.
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• Snaž se, aby tv̊uj humor nebyl na úkor někoho jiného.

• Bud’ ćılevědomý.

• Na nic si nehraj (nepředst́ırej).

• Naslouchej ostatńım.

• Neprosazuj se a dávej prostor ostatńım.

• Neupadej do stereotyp̊u a nevytvářej si předsudky.

• Nebud’ povrchńı, snaž se pochopit podstatu.

• Bud’ sebevědomou osobnost́ı.

Na rozd́ıl od př́ıpravy a provedeńı inscenace je improvizace činnost konaná bez
náležité př́ıpravy, simulace potřebuje jistou př́ıpravu (seznámeńı se s rolemi), pak
už je ale flexibilńı. Improvizace zahrnuje jak spontánńı vytvářeńı, tak i předvedeńı
něčeho. V př́ıpadě, kterému se věnujeme, jde o spontánńı předvedeńı. Improvizace
pomáhá zdokonaleńı vńımáńı, pozornosti a soustředěńı, představivosti a fantazie,
paměti, vztahu k věcem, prostoru, prostřed́ı, poznáváńı vlastńıho poznáńı.

Improvizace souviśı s

• tvořivost́ı (nalézáńı prostoru pro uplatněńı tvořivosti, viděńı problémů, roz-
poznáńı mezer k zaplněńı, schopnost vidět jevy jinýma očima, dát jim jiné
významy, produkovat dostatek včasných nápad̊u, hledáńı neobvyklých řešeńı,
dotahováńı

”
technických“ řešeńı do reality),

• komunikaćı (pozorováńı a nasloucháńı, schopnost jasného sděleńı, porozumě-
ńı, spolupraćı (schopnost odstoupit od vlastńıho nápadu, dovednost navazo-
vat na druhé),

• možnost́ı rozv́ıjet linku myšlenky druhého, pozitivńım myšleńım, podř́ızeńım
se, řešeńım konflikt̊u.

(Vitouš, 2010; Dvořák, 2011 při představováńı Improligy.)

Jaké divadelńı aktivity je možné snadno zařadit do hodin matematiky a byly
představeny na konferenci? Tyto ilustrativńı př́ıklady nezahrnuj́ı inscenace, které
jsou časově velmi náročné, a je pravděpodobné, že patř́ı sṕı̌se do volnočasového
kroužku. V klasické výuce matematiky na ně neńı dostatek času. Ukázky lze naj́ıt
např. na https://www.youtube.com/watch?v=qR1qtHDh8ik&list=PLpPvt2LgHC
YcjZrGzCHMishvEadO6Kqpf.
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Př́ıklady divadelńıch aktivit vhodných do hodin matematiky

• Bomba a št́ıt : dramatická aktivita vhodná pro práci s prostorem. Každý
žák si ze spolužák̊u vybere svoji

”
bombu“. Nikdo neřekne, koho si zvolil.

Žáci se pohybuj́ı prostorem tak, aby mezi nimi a bombou byl vždy nějaký
št́ıt. Učitel tuto aktivitu zt́ıž́ı t́ım, že chce, aby byl neustále rovnoměrně
pokryt prostor

”
jevǐstě“. Tato aktivita patř́ı mezi dramatické proto, že u žák̊u

rozv́ıj́ı schopnost vńımat ostatńı a pohybovat se v prostoru. Lze ji využ́ıt
nejen pro práci v prostoru, ale také např. pro objeveńı podmı́nek existence
trojúhelńık̊u. To ve variantě, kdy si každý žák zvoĺı své dva daľśı vrcholy
a pohybuje se tak, aby byl neustále v trojúhelńıku.

• Modelováńı z těl : žáci pracuj́ı ve dvojićıch/trojićıch/větš́ıch skupinách. V pros-
toru modeluj́ı r̊uzné geometrické tvary a tělesa. Kromě rozvoje schopnosti
spolupracovat, prostorové představivosti umožńı žák̊um porozumět vlastnos-
tem rovinných útvar̊u a prostorových těles. Např. rozd́ıl mezi kružnićı a kouĺı,
čtvercem a krychĺı a podobně.

• Storypaths : jedná se o simulace. Každý žák ve skupině má konkrétńı roli
s konkrétńımi vlastnostmi, zájmy, zkušenostmi. Skupina se scháźı k vyřešeńı
problému (v hodinách matematiky matematickému). Již u mladš́ıch žák̊u
je možné pracovat se skupinou rodiny (každý člen rodiny muśı být přesně
charakterizován, aby simulace měla sv̊uj smysl). Rodina se scháźı, aby řešila
běžné každodenńı situace (jak vysoké kapesné?, co nakoupit k nedělńımu
obědu s daným rozpočtem?, jak vybavit domácnost? apod.). Role v rodině
mohou z̊ustávat stejné po celý školńı rok, pak se neztráćı čas novým a novým
zadáváńım roĺı. U starš́ıch žák̊u je množstv́ı kontext̊u mnohem širš́ı a je jen
na fantazii učitele a jeho ochotě být kreativńı, jak zaj́ımavé situace žáci řeš́ı.
Př́ıprava roĺı může být součást́ı domáćı práce (např. pokud žáci zastávaj́ı
zájmy nějaké zájmové skupiny, mohou si v rámci domáćı př́ıpravy zjistit,
jaké konkrétńı zájmy maj́ı vlastně obhajovat).

Závěrečná poznámka

Výše uvedené divadelńı aktivity jsou jen př́ıkladem toho, jak lze divadelńıch akti-
vit a dramatizaćı využ́ıt v běžných hodinách matematiky. Na rozd́ıl od divadelńıch
her, jak jsou mimo jiné představeny v projektu Le-MATH. Learning mathematics
through new communication factors, nepotřebuj́ı měśıce př́ıpravy a lze je zařazovat
kdykoli podle potřeby, pro oživeńı hodiny, pro motivaci žák̊u nebo pro rozvoj poro-
zuměńı vybraných pojmů. Pro d́ılnu byly vybrány takové aktivity, které zd̊urazňuj́ı
d̊uležité rysy použit́ı. Ćılem bylo seznámit účastńıky se situacemi, které jsou vhodné
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pro zlepšeńı porozuměńı matematice a schopnosti řešit úlohy a s činnostmi, které
umožňuj́ı představit žák̊um určitou látku a pomoci jim, aby se s ńı lépe seznámili.
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Propojeńı práce v soustavě souřadnic s daľśımi
oblastmi matematiky

Vlasta Moravcová, Štěpánka Kaňková1

Př́ıspěvek představuje několik úloh, které propojuj́ı kartézskou soustavu souřadnic
s daľśımi oblastmi matematiky. Tyto úlohy byly vytvořeny v rámci projektu OP VVV,
výzvy SC2, modulu Matematická gramotnost a předvedeny během pracovńı d́ılny na
konferenci Dva dny s didaktikou matematiky 2018. Uvedeny jsou také zkušenosti
s použit́ım úloh ve výuce matematiky na v́ıceletém gymnáziu.

Motivace k vytvořeńı úloh

K vytvořeńı dále uvedených úloh a v̊ubec k zaměřeńı pozornosti na soustavu souřad-
nic nás vedlo opakované pozorováńı problémů s touto tematikou u žák̊u sedmých
tř́ıd základńıch škol v př́ıpravných kurzech k přij́ımaćım zkouškám na šestiletá
gymnázia. S řešeńım základoškolských úloh situovaných do pravoúhlé soustavy
souřadnic však mı́vaj́ı pot́ıže i žáci vyšš́ıch ročńık̊u, kteř́ı v́ıtaj́ı sṕı̌se algoritmi-
zaci a memorováńı vzorc̊u a odmı́taj́ı propojeńı analytické geometrie s geometríı
syntetickou nebo s jinými oblastmi matematiky.

Představeńı jednotlivých úloh

Účastńıci pracovńı d́ılny obdrželi tři pracovńı listy. Prvńı dva nazvané Čtverec
a obdélńık a Trojúhelńıky obsahovaly jednoduché úlohy z oblasti planimetrie, které
však byly zadány nestandardně pomoćı soustavy souřadnic. V obou listech pracu-
jeme s jednotkou 1 cm.

V pracovńım listu Čtverec a obdélńık jsou uvedeny dvě úlohy:

1) Jsou dány body A[4;−2] a C[4; 4]. Úsečka AC je úhlopř́ıčka čtverce.

• Narýsujte do soustavy souřadnic dole na stránce čtverec ABCD.

• Určete souřadnice bod̊u B[ ; ] a D[ ; ].

• Určete obsah čtverce: a) obecně, b) dosad’te a vypoč́ıtejte.

2) Jsou dány body: K[−5;−1] a L[−1;−1]. Úsečka KL je stranou obdélńıku
KLMN . Najděte jeho zbývaj́ıćı vrcholy, jestliže v́ıte, že obsah obdélńıku je
12 cm2. Najděte všechna řešeńı a do obrázku zapǐste souřadnice nalezených
bod̊u M,N .

1Matematicko-fyzikálńı fakulta, Univerzita Karlova a Gymnázium Na Pražačce, Praha 3,
morava@karlin.mff.cuni.cz; Gymnázium Na Pražačce, Praha 3, kankova@gym-prazacka.cz
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U obou úloh byl v pracovńım listu dostatečný prostor na zápis řešeńı a předpři-
pravená čtverečková śıt’ s vyznačenými osami souřadnic, aby si žáci mohli rychle
sestrojit vhodný obrázek. Výsledné útvary jsou na obrázku 1.

Obr. 1: Řešeńı pracovńıho listu Čtverec a obdélńık

Zadáńı pracovńıho listu Trojúhelńıky je následuj́ıćı:

Do soustavy souřadnic znázorněte body A[−4; 1], B[−1;−2], C[−1; 4], K[3; 1],
L[7;−1],M [3; 3] a narýsujte 4ABC a 4KLM .

1) Určete vlastnosti obou trojúhelńık̊u.

2) V obou trojúhelńıćıch barevně vyznačte a popǐste stranu a k ńı př́ısluš-
nou výšku, kterou můžete co nejvýhodněji použ́ıt k výpočtu obsahu
trojúhelńıku.

3) Vypoč́ıtejte obsah obou trojúhelńık̊u, zapǐste nejprve obecně, poté do-
sad’te.

V pracovńım listu bylo opět dostatek mı́sta na žákovské odpovědi a předpřipra-
vená soustava souřadnic včetně čtvercové mř́ıžky. Výsledné trojúhelńıky jsou na
obrázku 2.
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Obr. 2: Řešeńı pracovńıho listu Trojúhelńıky

Posledńı pracovńı list Procházky soustavou souřadnic je zaměřen na propedeu-
tiku pojmu vektor. Tytéž úlohy jsou zadány dvěma zp̊usoby, prvńı propojuje pohyb
v soustavě souřadnic s algebraickými výrazy, ve druhé verzi jsou úlohy zadány
pomoćı vektor̊u. Ćılem obou variant je vytvořit u žák̊u vizuálńı představu pojmu
volný vektor. Oba zp̊usoby lze však žák̊um zadat dř́ıve, než jsou s pojmem vektoru
seznámeni, a tento pojem neńı ani nezbytné použ́ıt.

Zadáńı úloh prvńım zp̊usobem je následuj́ıćı:

1) Na obrázku je zakreslena procházka po čtvercové śıti s počátkem v bodě
[0;−2], kterou bychom zapsali takto: +2x; +y;−x; +2y; +x + y; +2x;
−2x + 2y; −x; +y;−x + y. Dokreslete do obrázku procházku se stejným
počátečńım bodem tak, aby byla osově souměrná podle osy y s tou zakresle-
nou. Tuto novou procházku zapǐste. Co vám obrázek připomı́ná?

2) Zakreslete procházku z počátečńıho bodu [−3;−2]: +2x; +2x + 2y;−x + y;
+x + y;−2x + 2y; +2x + y; +2x;−2y;−x− y; +y;−x + y; +x.

3) Na obrázku je zakreslena procházka po čtvercové śıti s počátkem v bodě [0; 3],
daná zápisem: −3x−2y; +2x;−3x−2y; +2x;−3x−2y; +2x;−3x−2y; +6x.
Dokreslete do obrázku procházku se stejným počátečńım bodem tak, aby
byla osově souměrná s tou zakreslenou podle osy y. Tuto novou procházku
zapǐste. Co vám obrázek připomı́ná?
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4) Zakreslete procházku s počátkem v bodě [−1; 1] danou zápisem: +2y; +x−2y;
+x+ 2y;−2y; +2x;−2x−y; +2x−y;−2x. Dokreslete do obrázku procházku
s počátečńım bodem [1;−1] tak, aby byla středově souměrná podle počátku
soustavy souřadnic s tou zakreslenou. Tuto novou procházku zapǐste. Co vám
obrázek připomı́ná?

Obr. 3: Procházky soustavou souřadnic, úlohy 1 a 2

Obr. 4: Procházky soustavou souřadnic, úlohy 3 a 4

Druhý zp̊usob zadáńı je tento (pro ukázku uvád́ıme jen prvńı úlohu, úpravy daľśıch
jsou analogické):

1) Na obrázku je zakreslena procházka po čtvercové śıti s počátkem v bodě
[0;−2], kterou bychom zapsali takto: (2, 0); (0, 1); (−1, 0); (0, 2); (1, 1); (2, 0);
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(−2, 2); (−1, 0); (0, 1); (−1, 1). Dokreslete do obrázku procházku se stejným
počátečńım bodem tak, aby byla osově souměrná podle osy y s tou zakresle-
nou. Tuto novou procházku zapǐste. Co vám obrázek připomı́ná?

Všechny úlohy byly doplněny předpřipravenou čtvercovou śıt́ı s vyznačenými
souřadnicovými osami, u úloh 1 a 3 byl součást́ı zadáńı také předpřipravený obrázek.
Řešeńı úloh jsou zobrazena v obrázćıch 3 a 4 červenou barvou, předkreslená zadáńı
(u úlohy 4 si žáci muśı zadáńı sestrojit sami) jsou v obrázćıch znázorněna černě.

Žákovská řešeńı

Vyjma posledńıho typu úloh, v nichž jsou procházky soustavou souřadnic zapsány
pomoćı vektor̊u, byly úlohy vyzkoušeny s žáky r̊uzných ročńık̊u šestiletého gymnázia
př́ımo ve výuce. Úlohy řešili žáci primy (odpov́ıdá 8. tř́ıdě ZŠ), sekundy (odpov́ıdá
9. tř́ıdě ZŠ) a kvinty (odpov́ıdá 3. ročńıku SŠ). Žák̊um kvinty byly pracovńı listy
zadány dř́ıve, než byli seznámeni se středoškolským učivem analytické geometrie.

Prvńı dva úkoly z prvńı úlohy pracovńıho listu Čtverec a obdélńık vyřešili žáci
bez problémů. Nikoho nenapadlo uvažovat dvě možná řešeńı pro umı́stěńı vrchol̊u
B, D (lze je zaměnit), všichni se drželi konvence naučené na základńıch školách, že
mnohoúhelńıky popisujeme dle abecedy proti směru hodinových ručiček.

Problémy se objevily až při určováńı obsahu čtverce. Vı́ce než třetina žák̊u primy
si daný čtverec pomyslně rozdělila pomoćı úhlopř́ıček na čtyři shodné trojúhelńıky,
které přeskupili do tvaru obdélńıku se stranami rovnoběžnými s osami souřadnic
a s vrcholy v mř́ıžových bodech. Těmto žák̊um vyšel očekávaný obsah 18 cm2.
Daľśıch osm primán̊u určilo správný obsah jako součet jednotkových čtverečk̊u
(a p̊ulčtverečk̊u). Vı́ce než třetina žák̊u sekundy, zřejmě ovlivněna nedávno probra-
nou látkou, zkoušela zjistit délku strany čtverce a dosadit do vztahu

”
obsah = druhá

mocnina délky strany“. Většina z nich stranu nepřesně měřila. Někteř́ı pouze od-
hadli délku strany čtverce na 3 cm (zaměnili délku strany a úhlopř́ıčky jednotkového
čtverečku), jeden žák se pokusil vypoč́ıtat délku strany čtverce pomoćı Pýthagorovy
věty. Jen sedm sekundán̊u se dobralo ke správnému řešeńı. Nejstarš́ı žáci preferovali
Pýthagorovu větu, několik z nich rovněž použilo nepřesné měřeńı. Všichni kvintáni
bez výjimky však směřovali k aplikaci výše uvedeného vztahu pro obsah čtverce
a nikdo z nich se nepokusil o jednodušš́ı př́ıstupy, které předvedli ti nejmladš́ı.

Ve druhé úloze všichni bez větš́ıch pot́ıž́ı nalezli řešeńı M [−1; 2], N [−5; 2], méně
než pětinu žák̊u napadlo, že by úloha mohla mı́t i druhé řešeńı M [−1;−4], N [−5;−4],
ostatńı naopak argumentovali již zmı́něnou konvenćı o směru popisu vrchol̊u.

V pracovńım listu Trojúhelńıky žáci opět bojovali s výpočtem obsahu (a s t́ım
souvisej́ıćı úlohou 2, která měla být nápovědou k úloze 3). Pro obsah trojúhelńıku
ABC v́ıce než polovina žák̊u vhodně zvolila stranu a a př́ıslušnou výšku, obsah pak
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vypoč́ıtali správně. Někteř́ı objevili, že je trojúhelńık pravoúhlý s pravým úhlem
u vrcholu A, a pokoušeli se vypoč́ıtat obsah pomoćı odvěsen. Zde se však vyskytly
obdobné chyby jako v úloze o čtverci: odvěsny nepřesně měřili nebo odhadovali
jejich délku jako 3 cm. Ti, co správně postupovali pomoćı Pýthagorovy věty a ne-
dopustili se numerické chyby, úlohu dopoč́ıtali.

Nejnáročněǰśı byl výpočet obsahu trojúhelńıku KLM . Přestože i v tomto troj-
úhelńıku lze nalézt vhodnou stranu a k ńı př́ıslušnou výšku (strana l), jejichž
rozměry lze ihned vyč́ıst z obrázku, žák̊um činilo problémy představit si výšku lež́ıćı
vně trojúhelńıku a toto řešeńı zpravidla bez pomoci učitele neobjevili. (Z mladš́ıch
žák̊u toto řešeńı objevila asi pětina, z kvintán̊u nikdo.) Namı́sto toho hledali jiná
řešeńı. Nejčastěji volili výpočet pomoćı strany k a výšky vk. V tomto postupu
se vyskytovaly analogické chyby jako v předchoźıch situaćıch –

”
šikmé“ délky

špatně odhadovali, měřili, popř́ıpadě správně poč́ıtali pomoćı Pýthagorovy věty,
ale numericky chybovali. Několik žák̊u prim zvolilo poměrně elegantńı postup, kdy
trojúhelńıku KLM opsali nejmenš́ı možný pravoúhelńık se stranami rovnoběžnými
s osami souřadnic a vrcholy v mř́ıžových bodech (obrázek 5). Od obsahu tohoto
čtyřúhelńıku potom odečetli obsahy pravoúhlých trojúhelńık̊u

”
v roźıch“. S t́ımto

postupem se patrně setkali na základńıch školách nebo v př́ıpravných kurzech
k přij́ımaćım zkouškám.

Obr. 5: Výpočet obsahu trojúhelńıku

Pracovńı list Procházky soustavou souřadnic s úlohami zadanými pomoćı výraz̊u
byl žák̊um předložen bez jakéhokoliv vysvětlováńı. Všichni bez výjimky u prvńı
úlohy rychle pochopili princip, obrázek dokreslili a procházku pomoćı výraz̊u
zapsali. Výsledný obrázek jim připomı́nal ptáka, letadlo, panáčka na semaforu,
sochu, vlaštovku nebo totem. Druhá úloha měla prověřit, zda princip skutečně
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pochopili. Zde někteř́ı žáci (včetně kvintán̊u) chybovali, nebot’ očekávali, že opět

vyjde obrazec, který jim bude něco připomı́nat. Úloha 3 je pouze variantou úlohy
1, avšak v kontrastu s úlohou 4 bylo možné zavést diskusi, jak se promı́tá použit́ı
osové a středové souměrnosti do zápisu procházky pomoćı výraz̊u. V úloze 4 žáci
objevili, že vlastně zapisuj́ı výrazy opačné k těm zadaným, zat́ımco v úlohách 1
a 3 měńı na opačný pouze koeficient u proměnné x. Obrázek k úloze 3 připomı́nal
žák̊um nejčastěji jehličnatý strom, obrázek v úloze 4 pak hvězdu, vyznamenáńı,
chobotnici, strom z ptač́ı perspektivy či slunce.

Procházky soustavou souřadnic zadané pomoćı vektor̊u nebyly zat́ım s žáky
vyzkoušeny. Tyto úlohy je možné zadat zároveň s procházkami zadanými pomoćı
výraz̊u, ale i nezávisle na nich nebo s časovým odstupem. Předpokládáme, že spolu
s procházkami zadanými pomoćı výraz̊u a séríı daľśıch úloh, na nichž pracujeme,
budou tyto úlohy vhodným nástrojem k propedeutice pojmu volný vektor, s jehož
vizuálńı představou mı́vaj́ı žáci pot́ıže.

Závěr

Ćılem pracovńıch list̊u bylo připomenout kartézskou soustavu souřadnic – upevnit
pořad́ı a orientaci os, zakreslit body zadané souřadnicemi a naopak vyč́ıst z obrázku
souřadnice znázorněných bod̊u. Pracovńı list Procházky soustavou souřadnic intui-
tivně buduje představu vektoru. Pracovńı listy Čtverec a obdélńık a Trojúhelńıky
byly zaměřeny na zopakováńı výpočt̊u obsah̊u jednoduchých rovinných útvar̊u.
Tyto úlohy bylo možné řešit v́ıce zp̊usoby a ukázalo se, že zvolené postupy žák̊u se
odv́ıj́ı od jejich věku (respektive ročńıku, v němž studuj́ı). Starš́ı žáci aplikovali ne-
utrálńı algoritmický postup (snažili se použ́ıt naučený vzorec), přestože tato cesta
byla na výpočet náročněǰśı. Existenci snazš́ıho postupu až na výjimky ignorovali.
Ukázalo se, že úlohy jsou vhodné pro žáky všech ročńık̊u od sedmé až osmé tř́ıdy
základńı školy (v závislosti na Školńım vzdělávaćım programu školy a již probra-
ném učivu) do maturity, maj́ı přesah do v́ıce témat a jsou vhodné k opakováńı
a předevš́ım propojováńı źıskaných poznatk̊u.

Poděkováńı

Př́ıspěvek vznikl za finančńı podpory projektu OP VVV Zvýšeńı kvality vzděláváńı
žák̊u, rozvoje kĺıčových kompetenćı, oblast́ı vzděláváńı a gramotnost́ı, registračńı
č́ıslo CZ.02.3.68/0.0/0.0/16 011/0000664.
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Jak na to? Různé zp̊usoby řešeńı slovńıch úloh

Hana Nováková, Jarmila Novotná1

Článek seznamuje čtenáře s obsahem pracovńı d́ılny, která proběhla na konferenci.
Základem úspěšného učeńı se matematice je řešeńı úloh, které pomáhá rozvoji
tvořivosti, jej́ımu rozšiřováńı a kultivaci. Cı́lem d́ılny bylo ukázat, jakým zp̊usobem
m̊užeme žáky seznámit s r̊uznými strategiemi řešeńı slovńıch úloh. Ukázat jim, že
řešeńı slovńıch úloh je tv̊urč́ı práce, během které m̊užou naj́ıt v́ıce správných cest
ke správnému výsledku. Účastńıci d́ılny hledali pro vybrané úlohy možné řešitelské
strategie a zamýšleli se nad výhodami a nebezpeč́ımi použit́ı navržených strategíı.
Návrhy pak porovnali s t́ım, jak úlohy řešili 14–15let́ı žáci.

Se slovńımi úlohami se žáci setkávaj́ı pr̊uběžně již od prvńı tř́ıdy. Na druhém
stupni ZŠ jsou součást́ı tematických celk̊u dělitelnost, zlomky, poměr, procenta,
ve vyšš́ıch ročńıćıch pak rovnice a jejich soustavy. Podle RVP by také žáci měli
řešit

”
nestandardńı aplikačńı úlohy a problémy“. Pro ilustraci uved’me výstup z to-

hoto tematického celku pro 9. ročńık:
”
Žák už́ıvá logickou úvahu a kombinačńı

úsudek při řešeńı slovńıch úloh a problémů a nalézá r̊uzná řešeńı předkládaných
nebo zkoumaných situaćı“ (Okruh 4: Nestandardńı aplikačńı úlohy a problémy)2.
Řešeńı slovńıch úloh patř́ı mezi nejvýznamněǰśı oblasti školské matematiky, ale za-
sahuje i do jiných oblast́ı vzděláváńı, např. rozv́ıj́ı schopnost porozumět textu, tř́ıdit
informace, kriticky č́ıst i myslet.

Z hlediska didaktiky matematiky žák při řešeńı slovńıch úloh hledá a vytvář́ı
matematický model, pomoćı kterého bude schopen úlohu vyřešit. Ukazuje se, že
někteř́ı žáci (ale i učitelé) raději řeš́ı

”
klasické“ (typové) úlohy, jejichž matematický

model (algoritmus řešeńı) odhaĺı na prvńı pohled. Podle (Novotná, 2000) k tomu
mohou vést tyto d̊uvody: Žák nerozumı́ slovńı úloze z hlediska jazykového nebo
nechápe sociálńı kontext úlohy do té mı́ry, že odmı́tne úlohu řešit. V pr̊uběhu čteńı
zadáńı úlohy se žák pokouš́ı o řešeńı, ale z r̊uzných d̊uvod̊u (délka textu, registr
jazyka, př́ılǐs velké množstv́ı informaćı apod.) se mu nedař́ı vybrat d̊uležité in-
formace. Žák rozumı́ zadáńı úlohy, dokáže identifikovat podstatné informace, ale
neodhaĺı matematický model potřebný k vyřešeńı úlohy.

Na základě naš́ı zkušenosti si dovolujeme tvrdit, že postoj žák̊u k problema-
tice slovńıch úloh je sṕı̌se negativńı. Většinou je považuj́ı za obt́ıžné. Maj́ı strach
a obavy z neúspěchu. Domńıváme se, že tento strach z neúspěchu může vycházet
z domněnky, že je nutné každou úlohu vyřešit jedńım daným zp̊usobem. Žák se
obává, že ho nenajde a mnohdy se o řešeńı ani nepokuśı.

1Univerzita Karlova, Pedagogická fakulta, hanka.hrabakova@centrum.cz, jarmila.novotna@pedf.cuni.cz
2https://clanky.rvp.cz/wp-content/upload/prilohy/17383/matematika a jeji aplikace.pdf
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Mezi základńı otázky výuky matematiky patř́ı: Má učitel vést žáky k tomu, aby
co nejlépe zvládli algoritmy, nebo má rozv́ıjet jejich tvořivost? Maj́ı př́ıležitost pra-
covat kreativně dostat pouze žáci s dobrými výsledky v matematice nebo všichni?
(Sarrazy & Novotná, 2013). Ćılem d́ılny bylo na několika slovńıch úlohách ukázat
účastńık̊um možnosti použit́ı r̊uzných neškolských řešitelských strategíı. Daľśım
ćılem bylo porovnat to, které řešitelské strategie pro úlohy očekávali, s t́ım, jak
na možnost tvořivého př́ıstupu k řešeńı reagovali žáci.

Trochu teorie na úvod

V rámci projektu GAČR 407/12/1939 byly sledovány tyto řešitelské strategie,
souhrnně označovány jako heuristické strategie: Pokus – ověřeńı – korekce, Sys-
tematické experimentováńı, Analogie, Přeformulováńı úlohy, Použit́ı řešitelského
obrázku, Použit́ı graf̊u funkćı, Vypuštěńı podmı́nky, Cesta zpět, Zobecněńı a kon-
kretizace (př́ıp. Konkretizace a zobecněńı), Zavedeńı pomocného prvku, Rozklad na
jednodušš́ı př́ıpady a Užit́ı falešného předpokladu (Eisenmann, Novotná & Přibyl,
2015). Všechny tyto strategie patř́ı mezi tzv. heuristické strategie v pojet́ı (Pólya,
2004).

Nováková (2013) se zaměřuje na analýzu a priori didaktických situaćı a na jej́ı
vztah k př́ıpravám na výuku matematiky v praxi učitel̊u matematiky. V teorii di-
daktických situaćı v matematice je analýza a priori popsána jako

”
profesńı nástroj,

který může učitel̊um při plánováńı výuky pomoci“ (Nováková, 2013, s. 21). Jednou
z hlavńıch složek analýzy a priori je vyhledáńı co nejv́ıce možných strategíı řešeńı
úloh (správných i chybných) a vědomost́ı a poznatk̊u nezbytných pro jednotlivé
strategie řešeńı.

Úlohy použité v d́ılně a vhodné řešitelské strategie pro ně

V d́ılně byly použity tři úlohy (Čtvrtkruh, Ryba a Zahrada) zpracované v rámci pro-
jektu GAČR407/12/1939, které je možné řešit nejen pomoćı některého

”
školského“

algoritmu, ale několika vhodnými heuristickými strategiemi. Pro každou úlohu uvá-
d́ıme nejprve kromě zadáńı také přehled vhodných řešitelských strategíı. Neuvád́ıme
seznam možných chybných strategíı, které žáci mohou použ́ıt, pouze upozorňujeme
na některá, podle našich očekáváńı často se objevuj́ıćı, úskaĺı.

Nejprve uvád́ıme strategie A, B, které jsou společné pro všechny tři úlohy:

A. Pokus – ověřeńı – korekce: V prvńım kroku provedeme náhodnou volbu. Ověř́ıme,
zda volba splňuje všechny podmı́nky ze zadáńı. Pokud ne, provedeme nový odhad
a postup opakujeme. Ćılem je se ř́ızenými iteracemi dobrat po konečném počtu
krok̊u k ćıli.
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B. Systematické experimentováńı: Postupujeme podobně jako v A, pouze hodnotu
pro daľśı krok měńıme systematicky.

Zahrada

Po obvodu pozemku tvaru čtverce má být postaveno celkem 24 k̊ul̊u. Kolik nejvýše
k̊ul̊u bude na každé straně tohoto pozemku, jestliže na všech jeho stranách má být
počet k̊ul̊u stejný?

Očekávané správné řešitelské strategie

Lze očekávat, že řešitelé použij́ı aritmetickou cestu (24 : 4 = 6). To však neńı
správné řešeńı, protože zálež́ı na tom, zda jsou k̊uly umı́stěné v roźıch nebo ne. Toto
nebezpeč́ı se týká i všech daľśıch strategíı, které představujeme. Největš́ı počet k̊ul̊u
na straně zahrady bude v př́ıpadě, že čtyři k̊uly jsou umı́stěny v roźıch zahrady.

Z1. Aritmetická cesta (školská strategie): 4 k̊uly jsou umı́stěny v roźıch, tedy na
každé straně zahrady jsou 2 k̊uly. Zbylých 20 k̊ul̊u rozděĺıme rovnoměrně na všechny
strany, tedy na jedné straně bude 20 : 4 = 5 k̊ul̊u. Na každé straně může být nejvýše
7 k̊ul̊u.

Z2. Použit́ı řešitelského obrázku:

Z3. Analogie: Zadáme analogickou úlohu, která je snáze řešitelná, např.: Po obvodu
pozemku tvaru čtverce má být postaveno celkem 8 k̊ul̊u. Kolik nejvýše k̊ul̊u bude
na každé straně tohoto pozemku, jestlǐze na všech jeho stranách má být počet k̊ul̊u
stejný? Při tomto zadáńı řešitel snadno vid́ı, že největš́ı počet k̊ul̊u na straně za-
hrady je v př́ıpadě, že 4 k̊uly jsou umı́stěny v roźıch. Sleduje-li řešitel řešitelský
postup u této zjednodušené úlohy (8 − 4 = 4, 4 : 4 = 1, 1 + 2 = 3) a použije ho
v zadané úloze, snadno najde správné řešeńı.

Poznámka: Na základě uvedených úvah lze pracovat i s obecněǰśı úlohou, kdy k̊ul̊u
je n.
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Čtvrtkruh

Do pravoúhlého rovnoramenného trojúhelńıku je vepsána část kružnice podle obráz-
ku. Určete obsah vepsané části kruhu, jestliže velikost přepony trojúhelńıka je
|AB| = 8 cm.

Očekávané správné řešitelské strategie

Pro správné vyřešeńı úlohy je třeba zjistit poloměr vepsané kružnice. Pak už
stač́ı vypoč́ıtat obsah kruhu a uvědomit si, že vyznačená část kruhu je jej́ı čtvrtina.
Uvád́ıme pouze strategie pro výpočet poloměru kružnice.

C1. Použit́ı Pythagorovy věty (školská strategie): Pomoćı Pythagorovy věty spoč́ı-
táme velikost strany AC. Znovu aplikujeme Pythagorovu větu, tentokrát na troj-
úhelńık ACTa, kde Ta je střed strany AC.

C2. Použit́ı Euklidovy věty o výšce (školská strategie): Označ́ıme-li ca, cb velikost
úsek̊u, na které rozděĺı bod Ta stranu AC, je druhá mocnina poloměru vepsané
kružnice rovna ca · cb.

C3. Použit́ı pomocného trojúhelńıku: Po nakresleńı obrázku si uvědomı́me, že troj-
úhelńık TaCA je také rovnoramenný, tedy velikost úsečky CTa je rovna polovině
délky strany AB.

C4. Zavedeńı pomocného prvku: C4a: Doplněńı do čtverce (obr. 1a), C4b: Použit́ı
Thaletovy kružnice (obr. 1b)

Obr. 1a Obr. 1b
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Poznámka: Někteř́ı řešitelé mohou použ́ıt překládáńı paṕıru nebo narýsováńı obráz-
ku ve skutečné velikosti a změřeńı poloměru.

Ryba

Hlava ryby váž́ı 1
3 celé ryby, jej́ı ocas váž́ı 1

4 celé ryby a jej́ı tělo váž́ı 30 unćı. Kolik
váž́ı celá ryba?

Očekávané správné řešitelské strategie

R1. Algebraická cesta (školská strategie): Označme hledanou hmotnost ryby x unćı
a sestavme př́ıslušnou rovnici:

(
x
3

)
+
(
x
4

)
+ 30 = x. Řešeńım rovnice je x = 72.

R2. Aritmetická cesta (školská strategie): Protože hlava a ocas ryby tvoř́ı dohro-
mady 7

12 ryby, tvoř́ı tělo 5
12 ryby. Vı́me, že tělo váž́ı 30 unćı, tedy 1

12 ryby váž́ı 6
unćı a celá ryba 72 unćı.

R3. Použit́ı řešitelského obrázku: Celou hmotnost ryby můžeme reprezentovat např.
obdélńıkem (obr. 2a) nebo kruhem rozdělenými na 12 stejných část́ı (obr. 2b).
Když vybarv́ıme třetinu, která odpov́ıdá hmotnosti hlavy a čtvrtinu, která odpov́ıdá
hmotnosti ocasu, zbyde 5 d́ılk̊u, které odpov́ıdaj́ı hmotnosti 30 unćı. Celá ryba tedy
má hmotnost 72 unćı.

Obr. 2a Obr. 2b

R3. Užit́ı falešného předpokladu: Úloha má multiplikativńı charakter, je tedy možné
tuto strategii použ́ıt. Předpokládejme, že by celá ryba vážila např. 12 unćı. Pak by

102



hlava vážila 4 unce, ocas 3 unce. Tělo by tedy vážilo 5 unćı, což je šestkrát méně,
než je zadáno. Proto je hmotnost celé ryby 72 unćı.

Zkušenosti z použit́ı úloh ve tř́ıdě

Úlohy byly použity v jedné vyučovaćı hodině s 24 žáky tercie osmiletého gymnázia.
Žáci pracovali celkem v 8 skupinách, dvě skupiny po 2, pět skupin po 4 žáćıch. Měli
k dispozici psaćı a rýsovaćı potřeby, kalkulačku a pracovńı listy s úlohami. Každá
skupina dostala tři listy, na každém byla jedna úloha. Úkolem skupiny bylo všechny
úlohy vyřešit, a pokud to p̊ujde, naj́ıt v́ıce strategíı řešeńı. Zd̊uraznili jsme, že se
na řešeńı úloh muśı pod́ılet všichni členové skupiny tak, aby byl náhodně zvolený
zástupce schopen vysvětlit řešeńı libovolné úlohy. Žáci si měli možnost zkontrolovat
výsledky úloh s tabuĺı, kde byly výsledky napsané zezadu.

Všichni žáci se pod́ıleli na řešeńı, spolupracovali a vysvětlovali si v rámci skupiny
své myšlenky. Během práce ve skupinách se objevily dotazy a připomı́nky k úloze
Zahrada (Je roh strana čtverce? Muśı být k̊ul v rohu? To je jednoduché, bude jich
6.) a k terminologii v úloze Ryba (Ryba nemá ocas, ale ocasńı ploutev. Co je to
unce?) Po 25 minutách byla práce ve skupinách ukončena a žáci začali prezentovat
svá řešeńı u tabule.

Zahrada

Na prvńı pohled se úloha zdála žák̊um snadná, všechny skupiny úlohu vyřešily
správně, ale ne všichni na prvńı pokus. Šest skupin použilo strategii Z2, z toho
čtyři ji kombinovaly se strategíı A. Strategii Z1 použily dvě skupiny. Poznámka: Žáci
strategii formulovali v zobecněné podobě, 24 k̊ul̊u nahrazovali vyjádřeńım

”
celkový

počet k̊ul̊u“. Při hledáńı daľśıch zp̊usob̊u řešeńı se objevil dotaz, zda muśı být k̊uly
nutně v rohu. V diskusi se žáci shodli na tom, že teoreticky nemuśı, ale pak už by
nebylo splněné zadáńı úlohy o největš́ım možném počtu k̊ul̊u na straně zahrady.

Poznámka: Při prezentováńı výsledk̊u žáci z legrace navrhovali, že přikouṕı výhodně
daľśı k̊uly, a tak sami přǐsli i na zobecněńı úlohy pro c k̊ul̊u.

Čtvrtkruh

Žáci použili strategie C1 (5 skupin) a C4a (2 skupiny). Jedna skupina použila stra-
tegii, která se v naš́ı analýze a priori neobjevila: Skupina potřebné prvky v zadáńı
změřila a pomoćı poměru a znalosti skutečné délky AB změnila tak, aby źıskala
skutečné rozměry. Obsah části kruhu, který skupina vypoč́ıtala, se lǐsil od správného
výsledku o 0,5 cm2. Tř́ıda diskutovala o tom, zda takové řešeńı přijmeme. Žák̊um
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se neĺıbilo, že je nepřesné, ale na druhou stranu oceňovali, že dotyčný žák
”
v́ı, co

dělá“ – perfektně vysvětlil, že použ́ıval poměr, zd̊uvodnil proč.

Ryba

Všechny skupiny použily strategii R2. Po prezentaci vlastńıho postupu učitelka
žáky vyzvala, aby sestavili rovnici. Většině žák̊u sestaveńı rovnice nečinilo obt́ıže.
Společně diskutovali o výhodnosti řešeńı pomoćı rovnice i bez ńı. Žáci se shodli na
tom, že bez rovnice se jim zdá řešeńı jednodušš́ı.

Strategie řešeńı navržené účastńıky d́ılny

Účastńıci d́ılny pracovali v malých skupinách, každá skupina hledala řešitelské
strategie pro jednu ze tř́ı úloh. Následovalo představeńı nalezených strategíı všem
ostatńım účastńık̊um a diskuse o výhodách a nevýhodách jednotlivých strategíı.
Ukázalo se, že většinu strategíı z analýzy a priori účastńıci navrhli také. Neobjevila
se strategie Z3 u úlohy Zahrada a strategie C2 u úlohy Čtverec.

Naopak byly navrženy ještě jiné strategie, z nichž některé byly modifikacemi
strategíı z analýzy a priori (v úloze Ryba byl v R3 použit

”
tyčový model“ a použit́ı

analogické úlohy s procenty, v úloze Čtvrtkruh byl použit jiný pomocný prvek
v C4). Některé navržené strategie se v analýze a priori neobjevily (v úloze Za-
hrada: Vypuštěńı podmı́nky [Vypust́ıme podmı́nku o stejném počtu k̊ul̊u na všech
stranách, všechny k̊uly umı́st́ıme na jednu stranu, pak je postupně pravidelně
přesunujeme na daľśı strany, až bude podmı́nka ze zadáńı splněna]; Rozklad na
jednodušš́ı př́ıpady [umı́st́ıme 4 k̊uly, po jednom na každou stranu; pak přidáváme
k̊uly vždy po jednom na každou stranu tak dlouho, až vyčerpáme všech 24 k̊ul̊u];
v úloze Ryba: Výpočet pro 12 ryb a pak dopoč́ıtáńı pro jednu rybu). Pro úlohu
Čtverec byla účastńıky navržena analogie žákovského řešeńı ze školy v této podobě:
narýsováńı obrázku ve skutečné velikosti a změřeńı poloměru kružnice.

Závěrečná poznámka

Vyučováńı matematice založené na řešeńı úloh bez předáváńı hotových poznatk̊u
žák̊um, tzn. řešeńı tvořivým zp̊usobem, muśı být podloženo dobrou znalost́ı ma-
tematiky učitel̊u, jejich vlastńı zkušenost́ı s tvořivým př́ıstupem k řešeńı úloh, ale
také dostatkem informaćı a materiál̊u připravených k použit́ı ve výuce. Nelze ovšem
očekávat, že by žáci začali použ́ıvat heuristické strategie spontánně, pokud ne-
maj́ı podporu učitele nebo někoho jiného. Jednou z možnost́ı je využ́ıvat úlohy,
které lze snadněji, pohodlněji vyřešit pomoćı jedné nebo v́ıce heuristických strategíı
mı́sto algoritmických školských strategíı. V d́ılně si mohli účastńıci sami vyzkoušet
možnosti, které nab́ıźı použit́ı heuristických strategíı. Současně si uvědomovali, jaké
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možnosti má učitel pro to, aby změnil př́ıstup žák̊u k řešeńı úloh pouze pomoćı al-
goritmu, který jim byl předložen, směrem k vlastńımu tvořivému hledáńı vhodných,
i když někdy

”
neškolských“ řešitelských strategíı.

Poděkováńı

Dı́lna byla připravena v rámci řešeńı projektu OP VVV CZ.02.3.68/0.0/0.0/16 011/
0000664 Zvýšeńı kvality vzděláváńı žák̊u, rozvoje kĺıčových kompetenćı, oblast́ı vzdě-
láváńı a gramotnost́ı. Použité úlohy i seznam řešitelských strategíı byly vytvořeny
v rámci projektu GAČR 407/12/1939 Rozv́ıjeńı kultury řešeńı matematických pro-
blém̊u ve školské praxi.
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Úlohy, které můžeme použ́ıt pro zjǐst’ováńı
kvality žákova porozuměńı

Gabriela Novotná1

Kvalitou porozuměńı nejen v matematice se zabývá množstv́ı autor̊u. Pro učitele
se však nezdá tak d̊uležité teoretické vymezeńı kvalitńıho poznáńı, ale jeho prak-
tická aplikace – jaké úlohy použ́ıt, abychom zjistili, jak kvalitńı žákovo porozuměńı
v dané oblasti je. Jako teoretické pozad́ı byla z řady d̊uvod̊u zvolena Teorie ge-
nerických model̊u M. Hejného, v jej́ımž rámci mluv́ıme o tzv. formálńım poznáńı,
které se právě použit́ım nestandardńıch úloh budeme snažit odhalit. Následně bylo
po dohodě s účastńıky zvoleno šest oblast́ı matematiky základńı školy, pro které
jsme se pokusili vytvořit r̊uzné typy nestandardńıch úloh.

Teoretické pozad́ı

V úvodu d́ılny bylo účastńık̊um stručně představeno několik základńıch teoretických
východisek v oblasti kvality žákova poznáńı.

A. Sierpinska chápe porozuměńı pojmu jako nacházeńı souvislost́ı mezi jeho kon-
ceptuálńı reprezentaćı a představami a pocity o něm (Sierpinska, 1994, s. 23).
Uvád́ı také, že je vhodné mluvit sṕı̌se o úrovni porozuměńı, respektive o poro-
zuměńı a

”
dobrém porozuměńı“ (tamtéž, s. 16), které se buduje, jak se naše znalosti

a vědomosti v dané oblasti rozšǐruj́ı a stávaj́ı se komplexněǰśımi. Dı́váme-li se na
porozuměńı jako na změnu jeho úrovně, chápeme jej pak jako proces, který nav́ıc
výrazně ovlivňuje zp̊usob přij́ımáńı daľśıch informaćı.

R. R. Skemp mluv́ı o relačńım a instrumentálńım porozuměńı. Relačńı poro-
zuměńı chápe jako porozuměńı smyslu a podstatě věci a zahrnuje do něj to, že
v́ıme, jak něco udělat a zároveň i proč (Skemp, 1978, s. 9). O instrumentálńım
porozuměńı naopak mluv́ı jako o

”
pravidlech bez d̊uvod̊u“ (rules without reason),

kdy žák umı́ určité pravidlo vyslovit, př́ıpadně ho i aplikovat ve standardńı úloze,
ale nerozumı́ tomu, proč funguje. Autor dodává, že ani jeden typ poznáńı by-
chom neměli zavrhovat, nicméně pro matematiku je podle něj v jej́ı komplexnosti
a rozsáhlosti vhodněǰśı relačńı porozuměńı, např. kv̊uli tomu, že bývá trvaleǰśı, lépe
se přizp̊usob́ı novým zadáńım nebo přináš́ı potěšeńı, tud́ıž může být efektivńı i jako
ćıl samo o sobě (Skemp, 1978, s. 12–13).

J. Hiebert a P. Lefevreová ṕı̌śı v podobném duchu o procedurálńıch a konceptuál-
ńıch znalostech. Konceptuálńı znalosti vymezuj́ı jako vědomosti,

”
které jsou bohaté

na vztahy“ (Hiebert & Lefevre, 2009, s. 3–4). Můžeme si je představit jako pavučinu,

1KMDM PedF UK, gabriela.novotna@jeida.cz
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kde jsou spojované informace stejně d̊uležité jako spoje mezi nimi. Procedurálńı
znalosti se skládaj́ı ze dvou oddělených část́ı – jednou z nich je formálńı jazyk nebo
symbolická reprezentace pojmu, druhá seznává z pravidel, postup̊u a algoritmů,
které při řešeńı matematických úloh použ́ıváme (Hiebert, Lefevre, 2009, s. 6). J. Star
dodává, že oba typy těchto znalost́ı mohou být r̊uzně hluboké a rozsáhlé, popř́ıpadě
povrchńı či omezené, a měli bychom tedy rozlǐsovat r̊uzné úrovně procedurálńıch
a konceptuálńıch znalost́ı (Star, 2005, s. 407).

Následně byli účastńıci dotázáni, zda vid́ı mezi třemi představenými modely
nějaké společné znaky. Objevily se názory, že kvalitńı poznáńı je

”
propojené na

v́ıce oblast́ı“, že jej žák nezapomene a
”
rozumı́ mu opravdu d̊ukladně“, naopak

nekvalitńı poznáńı je
”
omezené jen na jedno téma“, krátkodobé a jen

”
mechanicky

navrčené“2.
Jako teoretické pozad́ı pracovńı d́ılny byla zvolena Teorie generických model̊u

M. Hejného, podle ńıž prob́ıhá učeńı se v pěti základńıch etapách (viz Hejný, 2004a,
2004b, 2014 a daľśı):

• hladina motivace: hraje v poznávaćım procesu kĺıčovou roli, jelikož nemoti-
vovaný žák je k poznáváńı jen obt́ıžně nucen,

• hladina izolovaných model̊u: žák se setkává s jednotlivými reprezentanty poj-
mu (pro oblast zlomk̊u např. polovina, čtvrtina, třetina, tři čtvrtiny apod.),
kteř́ı na sebe začnou postupem času poukazovat a žák mezi nimi zač́ıná vidět
souvislosti – na konci této fáze docháźı ke zobecněńı,

• hladina generických model̊u: žák objevuje r̊uzné prototypy izolovaných mo-
del̊u (pro oblast zlomk̊u např. kruhový model, úsečka, čokoláda apod.), a źıs-
kává tak hlubš́ı vhled – na konci této fáze docháźı k abstrakci,

• hladina abstraktńıch poznatk̊u: žák opoušt́ı přirozený jazyk a dokáže mluvit
o tématu na obecné rovině, tato hladina je zpravidla charakterizována právě
změnou jazyka (objevuje se jazyk algebry),

• krystalizace: propojováńı nových poznatk̊u s poznatky dř́ıve źıskanými, tato
etapa prob́ıhá i ve všech výše zmı́něných etapách.

Každé fázi poznávaćıho procesu je nezbytné věnovat dostatečné množstv́ı času.
Pokud je podceněna fáze izolovaných a generických model̊u a abstraktńı poznatky
jsou žákovi předány př́ılǐs brzy,

”
nemůže žák včlenit novou vědomost do śıtě již

připravených konkrétńıch poznatk̊u a je nucen uchopit ji pouze memorováńım
jako v́ıceméně izolovaně stoj́ıćı pamět’ový údaj, tak docháźı k formálńımu poznáńı“

2Citovány jsou doslovné výroky účastńık̊u.
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(Hejný & Kuřina, 2009, s. 154). Takové poznáńı je v terminologii této d́ılny považo-
váno za nekvalitńı.

Jak tedy můžeme poznat, zda je žákovo poznáńı (alespoň v určité mı́̌re) formálńı?
Hejný (2014, s. 55–57) uvád́ı indikátory, které můžeme použ́ıt:

• formálńı poznatek neńı propojen na životńı zkušenosti,

• formálńı poznatek neńı propojen na jiné poznatky,

• když žák formálńı poznatek zapomene, neumı́ se k němu dobrat bez vněǰśı
pomoci,

• formálńı poznatek neńı aplikovatelný v nestandardńıch situaćıch,

• neńı možné formálńı poznatek dále rozv́ıjet,

• žák neńı schopen chybný formálńı poznatek samostatně opravit,

• někdy žák ani neńı schopen poznat, že je jeho poznatek chybný.

S ohledem na výše zmı́něné byla vymezena standardńı úloha jako taková, která
je pro žáka běžná, žák s formálńım poznáńım ji typicky zvládne vyřešit, a úloha
tud́ıž neodhaĺı jeho nekvalitńı (neboli formálńı) poznáńı. Jej́ım opakem je pak ne-
standardńı úloha, ta by měla být řešitelná pomoćı r̊uzných metod, izolovaných a ge-
nerických model̊u a propojovat v́ıce oblast́ı matematiky. Hejný a Kuřina nab́ızej́ı
typy úloh, které mohou být pro diagnostiku vhodné (zde dále nazývané jako

”
typy

nestandardńıch úloh“):

• objasněńı paradoxu,

• nalezeńı jiného řešeńı, když standardńı řešeńı selže,

• přeneseńı známé argumentace do nového kontextu,

• rozhodnut́ı o platnosti neznámé věty,

• vytvořeńı objektu požadovaných vlastnost́ı (Hejný, 2004a, s. 40–41),

• úlohy s antisignálem3,

• vytvořeńı vlastńı úlohy,

• tiskařský šotek4,

• č́ıselné hádanky5 atp. (Hejný, Kuřina, 2009, s. 161–162).

3

”
Slovo, které v slovńı úloze napov́ıdá, jakou operaci nutno k řešeńı použ́ıt, nazýváme signálem. V př́ıpadě, že

takové slovo řešitele zavád́ı, nazveme jej antisignálem.“ (Hejný, 2014, s. 51)
4Tedy úloha, ve které při tisku vypadl určitý znak (např. č́ıslice, znaménko) a je třeba ho doplnit.
5Např. nalézt č́ıslice, pro které plat́ı AA + AB = BB apod.
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Pr̊uběh d́ılny

Po krátkém teoretické úvodu, v jehož rámci se již účastńıci aktivně zapojovali
se svými zkušenostmi a názory, se účastńıci rozdělili do dvojic a trojic a každá
skupina si zvolila jednu z nab́ızených problematických oblast́ı matematiky. Výběr
oblast́ı byl proveden autorkou, inspirován výzkumem kritických mı́st matematiky
(Rendl, Vondrová et al., 2013). V rámci d́ılny pak byly zvoleny následuj́ıćı oblasti
(některé z nich opakovaně): desetinná č́ısla, zlomky, celá č́ısla, dělitelnost, rovnice
a nerovnice a Pythagorova věta.

Skupiny pak dostaly za úkol vytvořit v jejich zvolené oblasti matematiky co
nejv́ıce nestandardńıch úloh tak, aby pokrývaly r̊uzné

”
typy nestandardńıch úloh“

(viz výše), ideálně pro každý typ jednu nestandardńı úlohu.
V závěru d́ılny účastńıci představovali jednotlivé úlohy a diskutovali mezi sebou

a s autorkou o jejich (ne)standardnosti a využitelnosti.6

Některé úlohy prezentované v rámci d́ılny

Následuj́ıćı úlohy byly představeny účastńıky nebo autorkou d́ılny jako nestan-
dardńı a mohly by být inspiraćı pro pozděǰśı využit́ı. Některé úlohy autorka modi-
fikovala a/nebo doplnila. Zadáńı úloh jsou bez daľśıho komentáře.

• Objasněte paradox: Trojúhelńık ABC, který má pravý úhel u vrcholu A, má
strany délek 3 cm, 4 cm, 5 cm. Když plat́ı, že 32 + 42 = 52, tak proč neńı
(podle Pythagorovy věty a2 + b2 = c2) pravý úhel u vrcholu C?

• Vymyslete slovńı úlohu, kde máme přič́ıst záporné č́ıslo.

• Kolik př́ıček muśı mı́t žebř́ık, aby když ho opřeme o zed’ 15 dm od zdi, tak
aby dosáhl do výšky dvou metr̊u? Vzdálenost mezi jednotlivými př́ıčkami je
30 cm, každá př́ıčka je tlustá 5 cm a na spodńım konci je žebř́ık dlouhý ještě
20 cm od posledńı př́ıčky, na horńım konci ještě 15 cm.

• Nalezněte zlomek, který je na č́ıselné ose zobrazen na stejném mı́stě jako 4
16 .

• Narýsujte pravoúhlý trojúhelńık, když v́ıte, že dvě z jeho stran maj́ı délky
5 cm a 13 cm a třet́ı strana muśı mı́t celoč́ıselnou délku.

• Rozhodněte, zda plat́ı následuj́ıćı věta: Když plat́ı, že 30 je dělitelné 3 a 15
je dělitelné 3, tak i 30+15 je dělitelné 3. Plat́ı tato věta i obecně pro všechna
č́ısla (dělitele i dělence)?

6Z této fáze byla s vědomı́m účastńık̊u poř́ızena zvuková nahrávka pro zaznamenáńı úloh a diskuze o nich.
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• Adam se účastńı běžeckého lyžařského závodu. U velké jedle má za sebou
polovinu celkové délky. K velké hájovně překoná třetinu zbývaj́ıćı délky trati.
Když potom uběhne ještě polovinu zbylé vzdálenosti, chyb́ı mu do ćıle 3
kilometry. Jaká je celková délka běžeckého závodu?

• Rozdělte dort třemi řezy na 8 d́ıl̊u.

• Vysvětlete, kde vznikla chyba: 27
4 + 16

9 = 7
1 = 7

• (na př́ıpadě nepravoúhlého trojúhelńıku) Proč neplat́ı Pythagorova věta?

Závěr

Účastńıci se shodli na tom, že nestandardńı úlohy zařazuj́ı do své výuky poměrně
málo. Dı́lna ukázala, že ne ve všech vybraných oblastech matematiky základńı školy
byli učitelé schopni vytvořit všechny

”
typy nestandardńıch úloh“. To však nebylo

jej́ım ćılem. Učitelé se mohli seznámit s typy úloh, které lze použ́ıt jako diagnostické,
a źıskali v této oblasti určité zkušenosti.
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z didaktiky matematiky (43–61). Praha: Univerzita Karlova v Praze, Pedago-
gická fakulta.
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”
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tematiky a uměńı, o historii matematiky, o alternativńım školstv́ı, staré i nové
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Dva dny s didaktikou matematiky 2018. Sborńık př́ıspěvk̊u.
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