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Úvodem

Konference Dva dny s didaktikou matematiky proběhla v roce 2017 již po dvacáté
prvé. A stejný počet sborníků příspěvků, které na konferenci zazněly, má učitel-
ská veřejnost k dispozici. Jde jistě o nezanedbatelné duševní bohatství a my jen
doufáme, že si během let našlo a nachází své uživatele a že přispělo k lepšímu, zá-
bavnějšímu, hodnotnějšímu. . . učení v mnoha třídách. Je svým způsobem obdivu-
hodné, že stále nacházíme dostatek autorů, kteří se nejenže podělí o své zkušenosti
s dalšími učiteli, ale také věnují nemalé úsilí jejich sepsání. Za to jim patří dík.

Za programový a organizační výbor

Naďa Vondrová
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ZVANÁ PŘEDNÁŠKA

Aktuální otázky terminologie ve školské
matematice

Dag Hrubý1

Uvažovat z historického hlediska o české matematické terminologii před-pokládá,
že jsou k dispozici česky psané matematické texty. Vhodným úvodem k takovému
zkoumání je publikace [1], která podává přehled česky psaných matematických di-
daktických textů v letech 1360–1860. Dalším důležitým pramenem je kniha [2], která
je k dispozici v digitalizované formě. Z těchto knih budeme nyní volně citovat.

Počátky české matematické terminologie
Poznamenejme, že všechny česky tištěné texty vydané do počátku 19. století

byly vytištěny kurentním německým písmem (švabachem). Z doby před 14. sto-
letím se nezachovala žádná původní česká učebnice matematiky. Před založením
pražské univerzity je často zmiňována latinská škola při kostele sv. Víta v Praze,
která měla ve 13. století dobrou úroveň v přípravě na univerzitní studia v zahraničí.
Problémem na vzdělávací cestě českých studentů byla latina. Učitelé, často cizinci,
nedovedli uvést české ekvivalenty latinsky psaných textů. Po založení Karlovy uni-
verzity v roce 1348 se situace zlepšila, protože stoupal počet studentů slovanského
původu. Součástí výuky bylo také sedmero svobodných umění, tedy trivium (gra-
matika, rhetorika, dialektika) a quadrivium (arithmetika, geometrie, astronomie
a musika). Bohužel, nejsou známa jména mistrů, kteří tyto předměty vyučovali.

Skupina mistrů, která patřila do družiny Bartoloměje z Chlumce, zvaného Clare-
tus de Solencia, stručně Klaret, sepsala kolem roku 1360 slovníky, které obsahovaly
latinské a české termíny uspořádané dle oborů. Slovníky psané touto formou se
nazývaly nomenklatory. Zpravidla byly napsány v hexametrech, aby se snadněji
pamatovaly. Tyto slovníky ze 14. století patří do makarónské literatury skládané
dvojjazyčně. Z tvorby Klaretovy družiny se zachovaly rukopisy nazývané Voka-
bulář, Bohemář, Glosář, Astronominář. Matematické termíny se objevují v tzv.
Vokabuláři. Z tohoto rukopisu nyní uvedeme verše 230–234:

1PřF UP v Olomouci, hruby@gymjev.cz
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Artem de numeris cognosces versibus istits.
Arismetrica sit poczetmiera, compotus vczet,
compotus swczetque hubenka cifra.
Est sunstraccio vgymanye divisioque.
Dyelenye, tum dimidacio rozdyelenye.

Klaretovy slovníky se šířily v opisech a byly vzorem pro obdobná díla až do 16. sto-
letí. Kolem roku 1800 vzbudily zájem J. Dobrovského, který je chtěl vydat tiskem.
To se podařilo až V. Hankovi v roce 1833. V době národního obrození sehrály důle-
žitou roli v Jungmannově kroužku, který se snažil o vytvoření českého odborného
názvosloví, jež se nevyvíjelo v době po roce 1620.

Jan z Březnice je autorem spisu Computus presbyterorum (1395), který je po-
kládán za nejstarší matematický spis od českého autora. Tento spis bývá často
v pramenech uváděn jako Computus clericorum od stejného autora s jiným rokem
vzniku 1393. Obsahuje cykly a epakty vypočtené na několik let a návod jak vy-
počítat tato čísla důležitá pro určení pohyblivých svátků. Tento spis kdysi býval
součástí dietrichsteinské mikulovské knihovny, ale byl již ve 30. letech 20. století
samotnými Dietrichsteiny prodán v aukci. Koupil jej tehdejší československý stát
a dnes je tento rukopis uložen v Moravské zemské knihovně v Brně (digitalizovaný).

Křišťan z Prachatic (asi 1360–1439), latinsky Cristannus de Prachaticz, byl
český astronom, matematik, lékař a teolog. V letech 1386–1390 studoval na Kar-
lově univerzitě. Je autorem aritmetického spisu Algorismus prosaycus, jehož dobu
vzniku se doposud nepodařilo přesně stanovit. Předpokládá se, že to bylo ve dru-
hém desetiletí 15. století. Tato publikace byla opětovně vydána v roce 1999 [3].
V knize jsou vysvětleny, bez uvádění příkladů, následující pojmy: Numeracio – Nu-
merace, Addicio – Sčítání, Subtraccio – Odčítání, Mediacio – Půlení, Duplacio –
Zdvojování, Multiplicacio – Násobení, Divisio – Dělení, Progressio – Posloupnost,
Extraccio radicum – Odmocňování, Minucie – Zlomky.

Pražská univerzita zůstala v 15. století celkově pozadu, protože se už od konce
14. století silně angažovala v náboženských sporech. Zůstala hospodářsky velmi
oslabena, měla nízké počty posluchačů a tím i mistrů. V oblasti přírodních věd se
přednášky stěží udržovaly na úrovni 14. století.

První tiskem vydaná česká početnice pochází ze 16. století. Jejím autorem je
Ondřej Klatovský z Klatov (asi 1504–1551) původním jménem Ondřej Šimkovic.
Psal se také jako Andreas Glatoviencensis. Její název je:

Nowé knijžky wo počtech na cyfry a na liny, při tom niekteré welmi užitečné regule
a exempla mince rozličné, podle biehu kupeckého krátce a užitečnie sebrané skrze
práce a náklad Wondřeje Klatovského. V Normberce letha pánie 1530 skrze Frid.
Peypusa.
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Kniha je rozvržena na čtyři „traktátyÿ:

• traktát o počtu na cifry

additio – sumování, subtractio – odjímání, digitus – prst

duplatio, mediatio – zdají se zbytečné a daremné zaneprázdnění

• traktát o počtu na liny

• traktát o obecním lámání počtu

lámání nic jiného není, toliko díl celé věci hořejší počet nad linií čtedlník,
dolejší jmenovatel

• traktát o rozličném běhu kupeckém

Spis, který je matematicky elementárnější než Klatovského učebnice, má název
Isagogikon, a jeho autory jsou Beneš Optát a Petr Gzel. Knihu vydal roku 1535
v Náměšti na Moravě Jan Pytlík z Dvořišť. Kniha obsahuje český pravopis a aritme-
tiku, která je rozdělena na dva díly - sedmerý způsob počtů a speciální regule. Výtah
z knihy obsahující jen aritmetiku vyšel roku 1548 v Prostějově u Jana Günthera pod
názvem Knížky početní na rozličné koupě v nové vytištěné. Nyní historický vývoj
opustíme a přesuneme se o několik století dopředu, do doby národního obrození.

Matematická terminologie v době českého národního obrození
Matematické terminologii v době českého národního obrození je věnován článek

[4]. Autor Jaroslav Batušek vychází ve svém podrobném rozboru z těchto čtyř spisů:

• Počátkové Arythmetyky od Stanislawa Wydry, bývalého kanownika u wssech
swatých na Hradě Pražském, cýs. a cýs. králowsk. Dyrektora a Professora
matematického uměnj na wysokých sskolách Pražských e. t. c. Wydanj od La-
dislava Gandery, kněze řádu premonstrátského, Filozofie doktora, cýs. a cýs.
králowsk. Professora matematyckého uměnj na týchž sskolách, W Praze, ná-
kladem cýs. a cýs. král. normálnj sskoly léta 1806

• Pokus zčesstěnj matematyckých názwů. =
”
Dobroslaw aneb rozličné spisy

povčugjcýho a mysl obweselugjcýho obsahu w řeči newázané, y wázané” 2,
1821, s. 97–108. (Autor neuveden, byl jím F. Palacký.)

• Wogtěch Sedláček, Základowé měřictwj, čili Geometrye. W Praze 1822, 409 s.;
připojeno

”
Wyswětlenj wýznamů matematyckých, w této knize obsažených.

Sebral a w pořádek sestawil K. J. Reil”, s. 410–418.5

• Uměnj počtárske s obzwláštnjm ohledem na řemesla, prostonárodně před-
nesseno od F. Kukly, učitele na knjžecj Oettinko-Wallensteinské sskole we
Zbraslawi. D ji 1: Počtářstwj a měřictwj. W Praze 1836; 220 s., v příloze 138
obrazců.
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Tyto čtyři spisy porovnává se slovníkem J. Jungmanna a s Německo–českým slovní-
kem vědeckého názvosloví z roku 1853. Uvedeme některé ukázky z této konfrontace.

Názvy pro matematiku a její hlavní obory:

Vydra: matematika
Palacký: zvícnictví
Sedláček: matematictví/veličinoznanství
Kukla: počtářství/umění počtářské
Jungmann: veličinoznanství
Slovník 1853: matematika

Vydra: aritmetika
Palacký: počtářství
Sedláček: aritmetika/počítářství
Kukla: počtářství
Jungmann: aritmetika/počítářství
Slovník 1853: počtářství/aritmetika (číslověda)

Vydra: algebra
Palacký: stejninářství/písemnictví/písmenářství
Sedláček: stejninářství/písmenopočítářství/počítářství
Kukla: . . .
Jungmann: stejninářství/písmenopočítářství/počítářství písemné/

počítářství písmenné
Slovník 1853: algebra (písmenopočtářství), počtářství písemné, obecné

Vydra: geometrie/měřičství
Palacký: zemoměřitelství/zemoměřictví
Sedláček: geometrie/zeměměřičství/měřictví/prostoroměrství
Kukla: měřičství/umění měřičské/zeměměřičství
Jungmann: měřičství/prostoroměrství (měřičství)
Slovník 1853: měřičství (geometrie)

Zatímco u Vydry převládají termíny latinské, u ostatních je patrná tendence
počešťující.

Názvy základních početních úkonů a některých pojmů, které s nimi souvisí:

Vydra: addicí/summování/přidávání substrakcí/odjímání
Palacký: sčítání odjem
Sedláček: sčítání odjímání (substrakcí)
Kukla: sečítání odjímání
Jungmann: sčítání odjímání
Slovník 1853: sčítání odčítání/odjímání
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Vydra: multiplikací/rozmnožení divizí/dělení
Palacký: množení/rozmnožování dělení
Sedláček: množení dělení
Kukla: násobování/znásobování odnásobování
Jungmann: množení dělení
Slovník 1853: násobení dělení

Vydra: summa rozdíl/zbytek
Palacký: ouhrn ostatek/zbytek/lich/rozdíl
Sedláček: ouhrn/součet, summa rozdíl/licha/zbytek
Kukla: ouhrn, součet rozdíl/zbytek
Jungmann: ouhrn/součet=sčítání rozdíl=licha, zbytek
Slovník 1853: součet/suma/úhrn/úhrnek rozdíl

Vydra: faktum/produkt kvotus
Palacký: ouhrn ostatek/zbytek/lich/rozdíl
Sedláček: ouhrn/součet, summa rozdíl/licha/zbytek
Kukla: ouhrn, součet rozdíl/zbytek
Jungmann: ouhrn/součet=sčítání rozdíl=licha, zbytek
Slovník 1853: součet/suma/úhrn/úhrnek rozdíl

Vydra: znamení addicí znamení subtrakcí
Palacký: ouhrn ostatek/zbytek/lich/rozdíl
Sedláček: ouhrn/součet, summa rozdíl/licha/zbytek
Kukla: ouhrn, součet rozdíl/zbytek
Jungmann: ouhrn/součet=sčítání rozdíl=licha, zbytek
Slovník 1853: součet/suma/úhrn/úhrnek rozdíl

Vydra: znamení multiplikací znamení divizí
Palacký: ouhrn ostatek/zbytek/lich/rozdíl
Sedláček: ouhrn/součet, summa rozdíl/licha/zbytek
Kukla: ouhrn, součet rozdíl/zbytek
Jungmann: ouhrn/součet=sčítání rozdíl=licha, zbytek
Slovník 1853: součet/suma/úhrn/úhrnek rozdíl

Názvy hlavních geometrických těles a kuželoseček:

Vydra: kostka . . .
Palacký: kostka hranolec/štěpina
Sedláček: kostka hranol
Kukla: kostka hranol
Jungmann: kostka (krychel arch.) hranol
Slovník 1853: krychle/kostka hranol
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Vydra: . . . kuželka
Palacký: hranolec homole/kuželka
Sedláček: jehlanec kužel/homol
Kukla: jehlanec kužel
Jungmann: jehlanec homole/kužel
Slovník 1853: jehlanec/jehlan kužel

Vydra: válec koule
Palacký: válec koule
Sedláček: válec koule
Kukla: válec koule
Jungmann: válec koule
Slovník 1853: válec koule

Vydra: . . . . . .
Palacký: schodnice/schodka/schodna povrchnice/površka/povrhle
Sedláček: schodnice stejnice
Kukla: schodnice stejnice
Jungmann: schodnice stejnice
Slovník 1853: schodnice/ellipse parabola

Vydra: . . .
Palacký: převrchnice/převržka/převrhle
Sedláček: zbytnice
Kukla: . . .
Jungmann: zbytnice
Slovník 1853: nadbytnice/hyperbola

Matematická termininologie v činnosti JČMF
JČMF věnovala pozornost terminologickým otázkám již v 30. letech minulého

století, kdy se také výrazně podílela na reformním hnutí ve školství. Výraznou úohu
zde sehrál Bohumil Bydžovský. Tehdejší terminologická komise Jednoty připravila
publikaci Názvy a značky elementární matematiky, kterou ministerstvo školství
roku 1939 schválilo jako normu závaznou pro střední školy. Poté byla publikace
vydána ještě v letech 1946, 1959, 1966, 1977, 1988. Nyní se připravuje, zhruba
po třiceti letech, vydání sedmé. Terminologická komise pro školskou matematiku
JČMF vychází z předpokladu, že publikace je určena především učitelům, auto-
rům a recenzentům učebních textů, které se týkají výuky matematiy na základních
a středních školách. Komise také reaguje na změny v českých a mezinárodních
normách, které se týkají matematické terminologie a na připomínky z řad učitelů
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matematiky. I když se komise snaží, aby názvy a značky označovaly daný objekt
co nejpřesněji, nelze se vyhnout v některých případech situaci, kdy má daný pojem
více významů. S tím se setkáváme zejména v geometrii, kdy daný pojem označuje
nejen útvar, ale i jeho velikost. Oblíbeným příkladem je výška trojúhelníku (číslo,
úsečka, přímka). Mezi příklady potíží, s nimiž se moderní terminologie potýká, patří
otázky, zda čtverec je obdélník nebo zda kružnice je elipsa apod. Jiným problémem
je, zda připustit pro daný termín více znaků. V poslední době se jedná například
o znaky goniometrických funkcí. Komise doporučuje používat pro označení funkce
tangens oba znaky tan, tg, s tím, že znak tan má přednost.

Terminologická komise pro školskou matematiku JČMF byla ustavena 28. května
2011. V době svého vzniku měla sedm členů. V současné době pracuje v tomto
složení:

Prof. RNDr. Josef Molnár, CSc., UP Olomouc, předseda komise
Prof. RNDr. Luboš Pick, DSc., UK Praha
Doc. RNDr. Eduard Fuchs, CSc., MU Brno
RNDr. Eva Zelendová, NÚV Praha
RNDr. Dag Hrubý, UP Olomouc

V následující tabulce uvádíme některé značky podle evropské normy ISO 80000-
2:2009 a podle publikace Názvy a značky školské matematiky [5], dále jen NZŠM.

NZŠM ISO
N = {1, 2, 3, ...} N={0, 1, 2, 3, . . .}
a : b a/b, ab
〈a, b〉 [a, b]
log2 x lbx
log x lgx
tgx, cotgx tanx, cotx
↔ AB‖ ↔ CD AB‖CD
↔ AB ⊥↔ CD AB ⊥ CD
AB AB
|AB| d(A,B)

Na první pohled se zdá, že je vše jasné. Máme mezinárodní normu pro termino-
logii v matematice a tak ji plně respektujme. Dovedu si představit protesty proti
tomu, že nelze psát 6 : 3, ale jen 6/3 nebo 6

3 . Totální převzetí mezinárodní normy
asi není možné. Jinak bude přistupovat k terminologii matematik píšící odborný
článek do zahraničního časopisu, jinak autor česky psané učebnice matematiky a ji-
nak učitel matematiky při výuce ve škole. Autoři učebních textů a jejich recenzenti
by však měli disponovat jistou terminologickou kázní, která by měla zabránit li-
dové terminologické tvořivosti. Záleží také na vydavatelstvích, do jaké míry budou
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požadovat dodržování českých a mezinárodních terminologických norem. Na termi-
nologické normy by mělo také dbát více MŠMT při udělování schvalovacích doložek
pro jednotlivé učebnice.

V předmluvě publikace [5] je následující úvaha o geometrii. V geometrii vzniká
určitá dvojkolejnost také proto, že se ve škole uplatňují dvě pojetí – množinové
a incidenční. V pojetí množinovém se křivky a plochy pokládají za množiny bodů,
a tak je například bod prvkem přímky, jednobodová množina je pod-množinou
roviny apod. Pojetí incidenční (David Hilbert) vychází ze tří množin, jež jsou na-
vzájem disjunktní. Je to množina bodů, množina přímek a množina rovin. Mezi
libovolnými dvěma z těchto množin se definuje binární relace incidence a pak má
smysl říkat, že přímka leží v rovině apod. I když se školská matematika staví na
množinový základ, nelze z ní zcela vymýtit toto incidenční geometrické vyjadřování.
Oba způsoby – množinový i incidenční – jsou přípustné.

V souvislosti s konferencí Dva dny s didaktikou matematiky 2017 byl požádán
o vyjádření k terminologickým otázkám také ředitel Matematického ústavu AV
ČR RNDr. Jiří Rákosník, CSc. Zde jsou jeho slova: „Nemyslím si, že je dobré příliš
bazírovat na terminologických detailech. Rozumím tomu, že by se žákům neměl dělat
v hlavě zmatek, ale v řeči není nikdy nic zcela jednoznačně definováno. Důležité
je, aby ti, kdo spolu hovoří, chápali v daný okamžik pod určitým slovem totéž.
Toho se dosáhne jen tím, že se dotyční spolu na významu slov domluví. Zavést
naprosto jednoznačnou terminologii se nemůže podařit a trvat na jediném možném
výkladu může nadělat víc škody než užitku. Naopak, výchova k tomu, aby člověk
nad významem slova stále přemýšlel a snažil se pochopit řečníka, může být velmi
užitečná.ÿ

Ukázky z učebních texů pro žáky základních škol
V závěru tohoto článku jsme vybrali náhodně několik učebnic matematiky pro

žáky základní školy ze tří vydavatelství. Všechny učebnice mají doložku MŠMT.
Z těchto učebnic jsme vybrali texty, které pokládáme za diskutabilní. Tyto texty
jsou dále označeny bulletem. Poté následuje náš komentář k těmto textům.

Vydavatelství 1

• obor N je vzhledem k operaci sčítání uzavřený

• číslo jedna je vzhledem k operaci násobení neutrálním prvkem

• nula určuje počet prvků (mohutnost) prázdné množiny

• součet čísel se stejnými znaménky určíme tak, že sečteme jejich absolutní
hodnoty a připojíme společné znaménko obvod kružnice

• Ludolfovo číslo vyjadřuje podíl obvodu o a průměru d libovolné kružnice
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• obvykle číslo e aproximujeme číslem 2,71

• povrch tělesa je tvořen všemi plochami, které dané těleso ohraničují

• rozložením povrchu tělesa do roviny získáme rovinný útvar, který nazýváme
síť tělesa

• povrch válce tvoří dvě kruhové podstavy a plášť

• 1% = 1
100

Je otázkou, zda terminologie týkající se algebraických struktur (uzavřenost, neu-
trální prvek) patří do jazyka školské matematiky na základní škole. Říkat, že kruž-
nice má obvod, to už chyba ale je. Kružnice má délku, kruh má obvod. Pokládáme
za diskutabilní zavádět na základní škole číslo e. Používat pojem povrch tak, jak je
uvedeno ve výše uvedených větách, je na hranici únosnosti, možná akceptovatelné
při výuce v hodině. Povrch je především číslo, které nemůže být tvořeno plochami.
Povrch krychle o hraně velikosti a = 5 cm je S = 150 cm2. I když je k zápisu
1% = 1

100 uvedena vysvětlující poznámka, neměl by se takový zápis v učebnici
objevit.

Vydavatelství 2

• absolutní hodnota čísla udává vzdálenost obrazu tohoto čísla od nuly na čí-
selné ose

• povrch jehlanu vypočítáme jako součet povrchů jeho stěn

• součet vnitřních úhlů v trojúhelníku je 180◦

Kdybych byl velký pedant, tak bych musel napsat, že absolutní hodnota čísla udává
vzdálenost obrazu tohoto čísla od obrazu nuly na číselné ose. Napsat, že povrch
jehlanu vypočítáme jako součet povrchů jeho stěn není dobrý nápad. Stěny jehlanu
jsou rovinné útvary, které žádný povrch nemají. Správnější by bylo, že povrch
jehlanu vypočítáme jako součet obsahů jeho stěn. Vnitřní úhly trojúhelníku jsou
rovinné útvary a tedy jejich součet je opět rovinný útvar. V hodině by to snad tolik
nevadilo, ale v učebnici by to tak být nemělo.

Vydavatelství 3

• vypočítej tyto příklady

• příklad 4:0 nelze vypočítat

Domníváme se, s vědomím toho, že to zřejmě nebude přijato, že příklady neřešíme.
Příklad je vzor, ukázka, něco, co je již hotové a ukončené. Příklad je vyřešená úloha
na které ukazujeme, jak postupovat při řešení podobných úloh. Nazvat matematický
výraz 4 : 0 jako příklad pokládáme za velmi diskutabilní.
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JEDNÁNÍ V SEKCÍCH

Filosofický význam vět o neúplnosti
Smysl výkladu paradoxů a diskuze o filosofické povaze matematiky na SŠ

Zuzana Arazim Dolejší1

Studentům je obvykle matematika předkládána jako dokonalý systém, do kterého se
nezasahuje, který se pouze poznává. Pro zlidštění matematiky by mohlo být vhodné
seznámit studenty s některými filosoficko-matematickými paradoxy, s neeukleidov-
skými geometriemi a s větami o neúplnosti aritmetiky. Výklad těchto témat včetně
vyprávění o historii objevů a omylů matematických myslitelů by mohl studenty zba-
vit přílišného respektu až strachu z matematiky a ukázat jim, že matematika se
nejen objevuje, ale také se mění a kolikrát uzpůsobuje přání člověka.

Matematika je často studentům předkládána jako dokonalý systém, který se musí
pokusit beze změny přijmout a který se musí naučit ovládat bez toho, aby do
něj mohli zasahovat či o něm diskutovat. Domnívám se, že právě toto navozování
respektu z matematiky často vede k strachu z ní, k jejímu odlidštění a následně
k nechuti zabývat se matematikou hlouběji (rozumějme jinak, než pouhým memo-
rováním „vzorečků a poučekÿ). Z tohoto důvodu by mohlo být užitečné zamyslet se
nad možností zařadit do středoškolské výuky téma matematicko-filosofických pa-
radoxů, neeukleidovských geometrií a také např. Gödelových vět o neúplnosti jako
určitých forem „kolapsůÿ v matematice.

Je všeobecně známo, že člověk si nejspíše zapamatuje to, co v něm vyvolá emoce.
Proto si myslím, že minimálně některé matematické problémy či objevy by měly
být studentům představeny v kontextu vývoje matematiky včetně vyprávění o lid-
ských omylech, chybných hypotézách a také způsobu, jak se který matematik se
svým omylem vypořádal. (Když se studenti dozví o tradované reakci Pythagora na
objev iracionálního čísla v úhlopříčce čtverce o straně délky jedna, nebo o Fregově
dodatku k druhému vydání svých Grundgesetze, pochopí, že lidé matematiku nejen
objevovali, ale také tvořili a často se v ní mýlili, a uvidí, jaké do ní vkládali naděje
a úsilí.)

1Student CŽV Matematika pro učitelství, zuzana.dolejsi@centrum.cz
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Přestože téma příspěvku míří především na učitele středních škol, domnívám se,
že nápad vykládat matematiku i z filosofického hlediska může být uplatnitelný již
na základních školách. Vhodnou cestou k tomu mohou být paradoxy, které obvykle
děti baví. V nižších ročnících se může začít paradoxem lháře, ve vyšších ročnících
Russellovým paradoxem, který lze přeříkat jako paradox holiče.

Paradox je jeden z nejstarších logických paradoxů, vychází z vlastnosti jazyka
umožňující hovořit o sobě samém. Jedna z jeho nejjednodušších forem zní: „Teď
právě lžuÿ či „Tato věta je nepravdiváÿ.

Russellův paradox, který ukazuje, že naivní teorie množin je vnitřně sporná,
může znít takto: „Množina S je množina všech množin, které nejsou svým vlastním
prvkem. Je množina S svým prvkem?ÿ Pointa paradoxu je v tom, že toto nelze roz-
hodnout (obě možnosti vedou ke sporu s definicí: „není-li S svým vlastním prvkem,
měla by do S patřit, pokud je svým prvkem, neměla by do sebe patřit.ÿ Jak bylo
avizováno, toto lze přeříkat jednodušší a pochopitelnější formou Paradoxu holiče:
„holič H z S holí všechny ty, kteří se neholí sami. Holí sám sebe?ÿ

Výhoda seznámení žáků s těmito paradoxy tkví v tom, že učitel si může připra-
vit půdu pro výklad autoreference (která se bude hodit pro Gödelovy věty). Již na
těchto paradoxech žáci uvidí, že v matematice nefunguje všechno tak, jak si možná
mysleli a že některé problémy vyřešit nelze. (Učitel může například žákům popsat
situaci z každodenního života, kdy některý kamarád pronese větu „já lžuÿ a optat
se, zda by ho takováto věta zmátla, nebo by ji považoval za paradoxní. Pravděpo-
dobně ne, neboť v běžné řeči pochopíme, že kamarád myslel např. „obvykle lžuÿ
nebo „příští věta, kterou pronesu, nebude pravdiváÿ.)

Gödelovy věty o neúplnosti by měly být představeny v historickém kontextu tak,
aby se staly spíše poutavým vyprávěním než pouhým pronesení faktu o neúplnosti
aritmetiky.

Gödelovy věty tvoří hlavní téma příspěvku především proto, že se jedná o jeden
z nejdůležitějších výsledků moderní logiky, který vyvolal mnohé ohlasy ve filosofii
a v dalších disciplínách, které s logikou souvisí volněji. Právě přesah matematického
problému do jiných disciplín může studentům matematiku přiblížit a nastínit, jak
moc je matematika důležitá pro prakticky každé vědecké odvětví.

Do doby, než Gödel vyslovil své věty o neúplnosti, vše nasvědčovalo tomu, že pro
každé odvětví matematického myšlení lze najít množinu axiomů a ke každé pravdivé
formuli odpovídající důkaz z příslušné teorie. Gödel však pomocí autoreferenční
formule dokázal, že ke každé rekurzivní množině aritmetických formulí, ze kterých
nelze odvodit spor (tzv. formálně bezesporná množina formulí) a z níž jsou formálně
dokazatelné všechny axiomy Peanovy aritmetiky, existuje aritmetická formule, která
není z této množiny axiomů formálně dokazatelná ani vyvratitelná, přestože se jeví
jako pravdivá.
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Podle druhé Gödelovy věty nelze dokázat bezespornost Peanovy aritmetiky ani
žádné jiné dostatečně silné bezesporné a rekurzivně axiomatizovatelné teorie v sobě
samé.

První a druhá Gödelova věta o neúplnosti mají za důsledek, že se v obou těchto
systémech vyskytují relativně jednoduché problémy teorie obyčejných čísel, které
se z axiomů nedají rozhodnout, tedy, že se v nich vyskytují nerozhodnutelné věty.
(Toto je obecně považováno za nejpřímější a zároveň nejvýznamnější důsledek obou
vět o neúplnosti.)

Jako přirozený výklad těchto vět se jeví závěr, že vždy budeme schopni na
základě svého intuitivního pojetí určitého pojmu (konkrétně pojmu přirozeného
čísla) rozhodnout o pravdivosti určitých tvrzení, i když tuto pravdivost není možné
odvodit ze samotného popisu užití těchto tvrzení.

Zdá se, že lidé nemají problém pochopit, že některé věty jsou ve formálním
systému nerozhodnutelné. To, co je pro ně obtížnější, je pochopit, že zrovna věta,
která je podle všeho pravdivá a my to o ní umíme zjistit, může být nerozhodnutelná.

Jak lidská mysl dokáže nahlédnout pravdivost určitého výroku, který přitom
formální systém neumí dokázat?

Interpretace o nemožnosti poznání fungování lidské mysli a nezachytitelnosti
lidského myšlení formálními systémy vyvolávají diskuze o mezích matematických
nástrojů a omezenosti informačních technologií ve srovnání s lidským myšlením.

Například celkem rozšířený je výklad, že Gödelovy věty prokazují, že lidské
myšlení nelze algoritmizovat. I když jsou takové závěry mnohými logiky či analy-
tickými filosofy považovány za nepodložené a přehnané, má smysl je žákům zmínit.
Nejen, že tak uvidí, že matematika má svou filosofickou podstatu, ale že nás zrovna
matematika může dovést k filosofickým otázkám.

Existuje několik rozdílných přístupů ke Gödelovým větám – na některých z nich
lze jasně vyčíst jasnou souvislost s úvahami o lidské mysli. A to jsou otázky, které
by mohly zajímat v podstatě každého žáka.

Asi nejproslulejší přístup ke Gödelovým větám, rozšířený i mezi relativními laiky,
je ten, že jsou důkazem nezachytitelnosti a nepopsatelnosti lidského myšlení for-
málními systémy.

Takové závěry o povaze myšlení nejsou zapříčiněny ani tak zněním Gödelových
vět jako spíše tím, že jsme navzdory těmto větám schopni (patrně na rozdíl od
počítačového programu, který musí být určen něčím, co se podobá souboru axiomů
a odvozovacích pravidel) prokázat pravdivost Gödelovy sentence. Můžeme tedy již
nyní tušit, že v rozdílnosti přístupů ke Gödelovým větám bude hrát velkou roli
pojetí rozdílu mezi pravdivostí a dokazatelností.

Další příklady témat, která mohou vyvolat mezi studenty diskuzi o tom, do jaké
míry matematika vytváří či popisuje svět a do jaké míry naopak lidé do matema-
tiky vstupují a mohou ji měnit a přetvářet na základě pozorování světa mohou
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být neeukleidovské geometrie. „Klasickáÿ eukleidovská geometrie byla dlouho po-
važována za vzor dokonalého poznání, za dokonalý popis prostoru a za vědu, jež
dochází k poznatkům zcela bezpečně. Domnívám se, že studenti by měly být vedeni
k tomu, aby byli schopni přinejmenším zapochybovat o tom, zda je tento systém
popisu jediný správný. Dalším motivem pro představení neeukleidovských geomet-
rií studentům na SŠ je motivace k úvahám, jak vlastně vznikají axiomy, resp. jak
se dojde k tomu, že některé „poučkyÿ jsou považovány za základní nezpochybni-
telné pravdy. Právě slavné Eukleidovy postuláty se jeví jako natolik intuitivní, že
by nás spíše zarazilo, kdyby o nich někdo pochyboval. Když však porovnáme pátý
postulát s předchozími čtyřmi, přijde nám již svou délkou trochu podezřelý a méně
intuitivní. Není tedy překvapivé, že právě na zpochybnění pátého postulátu jsou ne-
eukleidovské geometrie založeny. Můžeme se ptát, podle jakých kritérií byla určitá
tvrzení prohlášena za axiomy matematických disciplín a podle jakých kritérií byla
k těmto tvrzením vybrána pravidla odvození. Jak moc byla taková pravidla ovliv-
něná subjektivními činiteli (přístupem, předsudky, přílišnou snahou o zobecnění)
těch, kteří je stanovovali, a nakolik jsou pravidla či axiomy odrazem něčeho fixního,
nezávislého na proměnlivých okolnostech? Stejně tak nás celkové dobré fungování
i neeukleidovských geometrií může dovést k otázce, která geometrie je ta správná.
A pokud mohou fungovat různé geometrie, jak je to tedy s prostorem? Vymýšlíme
si ho?
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Matematické prostředí Cyklostezky v outdooru,
didaktická hra k matematickým prostředím

Bludiště a Cyklostezky

Jana Bartoňová1

V příspěvku pojednáváme o využití matematického prostředí Cyklostezky v outdooro-
vém prostředí za využití Vyučování orientovaného na budování schémat (schema-
oriented education), což je specifický edukační styl v rámci konstruktivistického po-
jetí výuky, který se týká Hejného metody vyučování matematiky. Ukazujeme, jakým
způsobem je možné toto prostředí uchopit, aby mohlo být aplikováno do outdooro-
vého prostředí.

Dále představujeme didaktickou hru pro matematická prostředí Bludiště a Cyk-
lostezky, která vznikla na základě několika uskutečněných experimentů z těchto pro-
středí.

Matematiké prostředí Cyklostezky v outdooru

Outdoorová výuka je v současné době velkým tématem, avšak příliš mnoho infor-
mací k ní v tuzemské literatuře nenajdeme. Jako ideální se pro výuku matema-
tiky v outdooru jeví vyučování orientované na budování schémat (VOBS), spolu
s prostředími Hejného metody matematiky, která doslova vybízejí k přenosu do
outdooru.

My se zaměříme na aplikaci matematického prostředí Cyklostezky, které nalez-
neme v učebnicích Hejného metody matematiky od druhého ročníku, do outdooro-
vého prostředí.

Co je zapotřebí k realizaci

Zásadním pro uskutečnění outdoorové výuky matematického prostředí Cyklostezky,
pokud ji chceme realizovat i s účastí dětí na kolech, je výběr terénu a vytypování
jeho případných úskalí. Dále je zapotřebí vytvořit mapu (obr. 1) a nakonec podle
ní vyznačit stezky, na což jsou ideální fáborky z krepového papíru. Je vhodné tuto
výuku propojit s dopravní výchovou.

Právě cyklostezky jsou důkazem toho, že se pomocí prostředí z Hejného metody
dá matematika snadno propojit s mnoha dalšími předměty. Mezipředmětové vztahy
a vazby se v současnosti zdají být velmi důležitými prvky napříč předměty.

1ZŠ Květnového vítězství 1554, Ja.Bartonova@gmail.com
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Obr. 1

Aby se děti dobře seznámily s mapou a terénem, je vhodné na plánku, který
jim rozdáme, vynechat některé názvy stanovišť a barvy stezek, jež děti doplní jako
první úkol (obr. 2).

Po splnění prvního úkolu přichází soubor gradovaných úloh. Nejdříve úlohy, ve
kterých se doplňují barvy stezek (obr. 3). Následně přicházejí úlohy, v nichž se
doplňují názvy stanovišť (obr. 4). Zde je důležité propracovat gradaci, aby děti
neodradila příliš těžká úloha na začátek. Vhodné je předložit dětem úlohy grado-
vané následovně: vyplněné 1. stanoviště, poslední stanoviště, 2. stanoviště, jakékoli
jiné stanoviště, následně trasa s více stejnobarevnými stezkami za sebou, trasa bez
několika stejnobarevných stezek za sebou a nakonec trasa s více řešeními.

Aby děti musely vyjet do terénu opakovaně, je vhodné na jednotlivá stanoviště
umístit kontrolní razítka, která sesbírají do svých pracovních listů.

Výhody outdoorové výuky prostředí Cyklostezky

Dítě prostředí uchopí pomocí vlastního zážitku, vlastní zkušenosti. Zažívá zde pro-
ces jízdy po trasách, díky čemuž se mu poté lépe pracuje s konceptem, čímž je zde
mapa neboli schéma a dochází tak k bezproblémovému řešení úloh.

Významná je zde spolupráce mezi staršími a mladšími dětmi. Ukázalo se také,
že rozhodující není věk řešitele, ale to jakým způsobem, metodou je řešiteli úloha
podána. Našeho experimentu se zúčastnily děti ve věku od pěti do jedenácti let.
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Obr. 2

Obr. 3 Obr. 4

Pětiletý chlapec měl úlohy vyřešeny dříve, než mnohé starší děti pracující ve sku-
pinách.

Výhodou při našem experimentu také bylo, že děti byly neustále zaměstnány,
jelikož úlohy byly zadávány individuálně, podle toho, jak se skupiny vracely.

Často se jako pedagogové setkáváme s dotazem rodičů, proč něco takového
děláme a k čemu to je, že si jen hrajeme. Tímto rodiči nazývaným hraním, se
děti přitom učí orientaci v mapě, ve 3D prostoru a vzájemnému přepínání mezi 2D
a 3D. Děti také nenásilnou formou pracují s kódem v podobě barevného kódu tras
a schématu cyklostezky, tedy s mapou. V neposlední řadě se učí pracovat s pod-
mínkou. Nelze opomenout, že matematické prostředí Cyklostezky je propedeutikou
teorie grafů.
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Za nejzásadnější argument pro outdoorovou výuku považujeme fakt, že si děti
ani neuvědomují, že se učí matematiku, která je často ve školní praxi velmi neoblí-
beným předmětem, a také to, že výuka děti baví.

Didaktická hra k matematickým prostředím Bludiště a Cyk-
lostezky

Hra (obr. 5) vznikla na základě několika experimentů z matematických prostředí
Bludiště a Cyklostezky. Skládá se ze dřevěné desky s otvory, do kterých je možné
zasunout kolíky, na něž se poté navlékají ostrovy z prostředí Bludiště či stanoviště
z prostředí Cyklostezky. Barevné mosty nebo stezky jsou vytvořeny pomocí ba-
revných gumiček. Také zde najdeme označení pro ostrov s pokladem, neboli cílový
ostrov. Dále zde můžeme najít dopravní značky (jednosměrná ulice, přikázaný směr
jízdy), které je možné připevnit na hrací desku. V souboru také najdeme zázna-
mové archy pro trasy cyklostezek a krátká pravidla k řešení úloh obou prostředí.
Zásadní součástí hry jsou mapy označené podle obtížnosti. Ke každé mapě je soubor
gradovaných úloh, ke kterému jsou řešení.

Obr. 5
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V současné době obsahuje hra ke každému prostředí (Bludiště a Cyklostezky)
šest úrovní map a k nim zadání, která se pohybují v počtu od 5 do 9 úloh na mapu.
Do budoucna je plánováno rozšíření úloh stávajícího typu a také rozšíření o nové
typy úloh.

Závěr

Je nutno podotknout, že je třeba na nové přístupy k vyučování matematice nahlížet
z mnoha pohledů a pokud je to jen trochu možné, nezastávat takřka od prvopo-
čátku negativní stanovisko. Mnozí rodiče by patrně mohli zastávat názor, že se
děti ve škole neučí a jenom si hrají, ale vzhledem k potřebám dnešní společnosti je
podstatné žáky zejména pro matematiku nadchnout. Právě taková prostředí, jako
jsou Cyklostezky a Bludiště by mohla tuto podmínku splnit. Děti navíc nenásilnou
formou získávají nové zkušenosti a učí se, aniž by si to uvědomovaly. Outdoorová
výuka tento fakt podporuje. Mějme na paměti, že děti zajímá zejména to, co je
jedinečné a hlavně to, co není běžné. Jakákoli změna, ať už je to výuka na školní
chodbě či právě v outdoorovém prostředí, se jeví jako velmi důležitým podmětem,
který žáky nutí k touze dozvědět se víc.
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Množiny bodů dané vlastnosti s Wolframem,
s provázkem i GeoGebrou (rozbor jedné úlohy)

Alice Bílá1

Budou ukázány a porovnány tři přístupy k řešení jedné úlohy zaměřené na hledání
množin bodů v rovině. Jde o přístup s pomocí provázkové konstrukce, s pomocí
sw. GeoGebra a s pomocí sw. Wolfram alpha. Protože vstupní úloha umožňuje různé
způsoby zkoumání, experimentování, řešení a poměrně mnoho zajímavých obměn,
ukážeme alespoň některé její obměny.

Vstupní úloha

V rovině jsou dány dva různé body E, F . Dále je dán bod G – střed úsečky EF .
Najděte všechny body X v rovině, pro které platí: Součet vzdáleností |XE|+|XF |+
+|XG| je konstantní.

První poznámky ke vstupní úloze, řešení tužka a papír

[1] Úloha je jakousi obměnou planimetrické definice elipsy a vyžaduje diskusi
různých hodnot konstanty k (|XE|+ |XF |+ |XG| = k) vzhledem k umístění
ohnisek F , G, H a vzdáleností x, y, z (viz značení na obr. 4).

[2] Již při prvním zamyšlení se nad úlohou je jasné, že konstanta k musí být
kladné číslo, má-li vůbec nějaký bod X existovat. Na první pohled je též
zřejmé, že např. při volbě E = [−1, 0], F = [1, 0], G = [0, 0] a konstantě
2 je hledaná množina bodů jednobodová, obsahuje bod G. Dále je vidět,
že pro konstantu menší než 2 a volbě E = [−1, 0], F = [1, 0], G = [0, 0]
není řešením žádný bod roviny (trojúhelníková nerovnost, vlastnost vnitřních
bodů úsečky).

[3] Znázorníme-li množinu hledaných bodů graficky do soustavy souřadnic, kde
ohniska leží na ose x), jistě bude osově souměrná dle osy x i podle kolmice na
přímku EF procházející bodem G. (V hraničním případě, kdy je výsledná
množina jednobodová a tvoří ji bod G, i tento bod považujeme za osově
souměrný podle osy i podle kolmice). Pro k ≥ |EF | očekáváme uzavřenou
osově souměrnou křivku (podle svislé i podélné osy).

1KMDM, PedF UK, alicebila@seznam.cz
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Různé obměny vstupní úlohy

Již úloha samotná obsahuje několik podúloh v závislosti hodnotě zvolené konstanty.
Další obměny jsou například tyto:

a) Bod G není střed úsečky EF , ale leží uvnitř úsečky EF (např. ve třetině
vzdálenosti úsečky EF , ovšem blíže bodu E).

b) Kromě bodu G je dán ještě bod H (H 6= G) „uvnitřÿ úsečky EF . Úloha
vyžaduje najít všechny body X v rovině, pro které platí: Součet vzdálenosti
|XE|+ |XF |+ |XG|+ |XH| je konstantní. Možno řešit pro n různých vnitř-
ních bodů úsečky.

c) Body E,F,G tvoří vrcholy rovnostranného trojúhelníka.

d) Body E,F,G tvoří vrcholy trojúhelníka.

Řešení vstupní úlohy s pomocí Wolframu

Obr. 1

Při postupném zadávání konkrétních hodnot (algebraizace úlohy pro různé hodnoty
konstanty a různých vzdáleností ohnisek) sice získáme konkrétní řešení pro některé
hodnoty (viz obr. 1 a 2), ale vykreslení výsledné křivky, případně bodu nedává příliš
vhledu do úlohy. Nutno volit velikost konstanty již s jistým vhledem do úlohy.
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Pro konkrétně zvolená E,F,G (E = [−1, 0], F = [1, 0], G = [0, 0]) a postupně
volenou konstantu (3, 10, 15, 500) je na obr. 1 a 2 vidět vykreslení výsledné křivky
Wolframem. Podle očekávání jde v každém z uvedených případů o uzavřenou křivku,
která je souměrná podle osy x i podle kolmice na osu x procházející ohniskem G. Pro
konstantu 3 křivka prochází dvěma krajními ohnisky, pro jiné hodnoty konstanty
pak ohnisky neprochází. Je snadné zjistit průsečíky křivky s osou x, např. pro
konstantu 15 prochází křivka body [5, 0] a [−5, 0]. Pro velké hodnoty konstanty
(k = 10, 15, 30) křivka připomíná kružnici, což je vzhledem k tomu, že relativní
vzdálenost ohnisek je vůči konstantě zanedbatelná, pochopitelné.

Obr. 2

Řešení s pomocí provázku

Kromě špendlíků, provázku, papíru je šikovné použít např. korkovou destičku na
zapichování špendlíků a propisku s hrotem, který umožní otáčení provázku kolem
hrotu.

Na rozdíl od provázkové konstrukce elipsy pracujeme se smyčkou, provázek pře-
ložíme a oba konce svážeme dohromady malým uzlíkem. Začneme úchyty kolem oh-
nisek. Celou smyčku nasadíme na levý špendlík představující jedno z ohnisek. Dále
pokračujeme podle schématu 1 kolem pomocného špendlíku (budoucí propisky)
a zpět kolem zbývajících ohnisek k pomocnému špendlíku (budoucí propisce). Na-
konec smyčku nasadíme na pomocný špendlík (budoucí propisku).

Řešení pomocí špendlíků a provázku vyžaduje podobně jako u provázkové kon-
strukce elipsy najít takové uchycení provázku, aby hrot propisky vhodně klouzal
kolem provázku. Pro trojici ohnisek je ukázán detail úchytu pro propisku na obr. 3,
kde je použit místo propisky zelený špendlík.
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Schéma 1 Obr. 3

Celý úchyt a zakreslení hledané množiny bodů je patrné ze schématu 1, obr. 3
a obr. 4, kde pracujeme vzhledem k fyzikálním vlastnostem úchytu jen v jedné
polorovině. Celková délka provázku d zůstává stále stejná, stejně jako umístění
ohnisek E,F,G.

Obr. 4

Označíme-li délku provázku d a respektujeme-li označení z obrázku 4, okamžitě
vidíme některé vztahy a souvislosti – viz obr. 4. Nabízí se i otázky typu: Může nějaký
bod X hledané množiny ležet na úsečce GF? Jaké jsou vztahy pro konstantu k,
vzdálenosti x, y, z a ohniskové vzdálenosti e, f? Co když. . . ?
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Řešení s pomocí GeoGebry

Oproti snadnému analytickému vyjádření ve Wolframu úloha vyžaduje práci s po-
suvníky a uvědomění si možné geometrické interpretace. Jde (například) o množinu
společných bodů kružnice a elipsy, a to pro různé proměnné hodnoty poloměru r
kružnice a různé hodnoty hlavní poloosy a elipsy ovšem tak, aby stále r + 2a = k.
Toho ostatně využívá i provázková konstrukce. Vykreslení GeoGebrou pro ohniska
E = [−5, 0], F = [5, 0], G = [0, 0] vč. postupu konstrukce je na obr. 5. Pozor,
konstanta k je zde přejmenována na v.

Obr. 5

Závěr

Pěkné dynamické zobrazení pomocí GeoGebry převádí úlohu na jiný typ úlohy –
průnik kružnice a elipsy. Použití Wolframu dává sice okamžité řešení – představu
o výsledné křivce, ale bez vhledu do významu konstanty. Použití provázku vyžaduje
jistou fintu, jak provázek vhodně upevnit, ale dává poměrně dost vhledu do vztahu
mezi konstantou k, délkou provázku d, vzdáleností ohnisek e a f ; nabízí možnost
více pracovat s trojúhelníkovými nerovnostmi. Úloha skýtá mnohá rozšíření. Za-
jímavá je i matematická stránka věci, pomocí Wolframu lze ukázat, že výsledná
křivka nebo její část není např. kružnice (nebo její část), není elipsa (nebo její část)
nebo jiná známá kuželosečka či její část.

Poděkování

Děkuji Arnoštu Šizlingovi za nápad s provázkem.
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Zvyšovanie štatistickej gramotnosti žiakov
na 2. stupni ZŠ

Monika Bučíková1

Jeden z návodov ako možno zvýšiť štatistickú gramotnosť žiakov 2. stupňa prostred-
níctvom banky gradovaných úloh, keď sa zo zdanlivo nepochopiteľného Blooma stal
vhodný spôsob ako zdolať na prvý pohľad nezdolateľný svet čísel, grafov, tabuliek. . .

Štatistická gramotnosť

„Štatistická gramotnosť je spôsobilosť čítať a interpretovať štatistické údaje, pou-
žívať základné štatistické pojmy a rozumieť ich významu, ale aj kriticky uvažovať
pri narábaní s rôznymi zobrazeniami štatistických informácií umiestnených v roz-
ličných kontextoch. Je to schopnosť jedinca rozpoznať a pochopiť úlohu štatistiky
vo svete, používať štatistiku a zaoberať sa ňou spôsobmi, ktoré zodpovedajú potre-
bám života konštruktívneho a rozmýšľajúceho občana v informačnej spoločnosti.ÿ
(Lučeničová et al, 2013, s. 8)

Štátny vzdelávací program určuje 5 vzdelávacích oblastí. Samotný ŠVP však
nehovorí o počet hodín, ktoré by mali byť danej oblasti (jednotlivým učivám) ve-
nované. Jeho najnovšia verzia dokonca neobsahuje ani presne vymedzený ročník,
v ktorom by sa mali jednotlivé učivá preberať. V rámci obsahu vyučovania možno
o štatistickej gramotnosti na úrovni ISCED 2 hovoriť v súvislosti s nasledovnými
tematickými celkami: Náhodný výber (výber z danej populácie, odhad počtu na zá-
klade výberu), Grafy a tabuľky (interpretácia grafov a tabuliek, doplnenie počtu),
Priemer (odhad, vlastnosti), Úsudky a argumentácie, Šanca a pravdepodobnosť
(odhad a porovnanie šancí, šanca v hre), Variabilita dát (kolísanie dát okolo prie-
meru).

Prečo práve štatistická gramotnosť?

K problematike štatistickej gramotnosti viedli viaceré podnety: avizované požia-
davky zo strany kolegov vyučujúcich iné predmety ako matematika o nízkej úrovni
u žiakov 2. stupňa, práca v projekte E-test, úlohy objavujúce sa v Testovaní 9. Ako
testovaciu vzorku sme si vybrali žiakov 9. ročníka ZŠ s MŠ Hul, kde sme previedli
vstupnú diagnostiku, aplikovali nižšie uvedené opatrenie v podobe aplikácie banky
gradovaných úloh do vyučovania a výstupnú diagnostiku.

1Základná škola s materskou školou Hul, SR, snezienka33@gmail.com
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Banka gradovaných úloh

S cieľom zvýšiť úroveň štatistickej gramotnosti sme sa rozhodli vytvoriť banku
gradovaných úloh v súlade s revidovanou Bloomovou taxonómiou. Spolu banka
obsahuje 27 úloh a úloh pre výstupnú diagnostiku, každá so špecifikačnou tabuľkou
s najdôležitejšími údajmi pre učiteľa. Úlohy sme vytvárali od dimenzie porozumieť,
nakoľko v prípade prvej dimenzie zapamätať nebolo potrebné úlohy vytvárať (viď
tabuľka výsledkov). Pri tvorbe úloh sme vychádzali z nasledovných kritérií pre
úlohy:

Každá úloha sa skladala z nasledovných častí:

• východiskový text (podnet, stimul),

• kmeň úlohy (zadanie),

• odpoveď,

• kľúč (správne odpovede/riešenie úlohy).

Podľa charakteru úlohy môže ísť o text rôznej dĺžky, ktorý môže, ale nemusí byť do-
plnený tabuľkou, grafom alebo iným zobrazením (obrázok). Text nastoľuje situáciu
a problém, ktorý by mal žiak spracovať.

Kmeň úlohy predstavuje zadanie vo forme otázky, pokynu alebo zriedkavejšie ne-
úplného tvrdenia, ktoré žiak dopĺňa slovom, číslom alebo výberom z ponúkaných
alternatív podľa typu úlohy. Kontext úloh sa viaže k nasledovným oblastiam blíz-
kym žiakom pre ktorých boli úlohy určené: škola, spoločnosť, osobný život a voľný
čas, veda. Podľa typu sme vytvárali nasledovné typy úloh:

• uzavreté úlohy (s výberom odpovede – 4 distraktory, jedna správna odpoveď,

• zväzok dichotomických úloh – tvrdenia Áno, Nie; Pravda, Nepravda,

• úlohy priraďovacie, úlohy usporiadacie),

• otvorené úlohy (úlohy na doplnenie slova alebo čísla – úlohy s dlhou odpo-
veďou).

Ukážky úloh

V tomto príspevku nie je možné uviesť celú banku úloh, na ilustráciu uvádzame
dve ukážky.
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Obr. 1: Ukážka úlohy

Obr. 2: Ukážka úlohy
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Porovnanie vstupnej a výstupnej diagnostiky

Pri porovnaní výsledkov vstupného a výstupného testu môžeme konštatovať nárast
úspešnosti riešených úloh. Z hľadiska úrovní Bloomovej taxonómie nastal nárast
úspešnosti na všetkých šiestich stupňoch. Potešujúci je najmä nárast úspešnosti pri
úlohách s vyššími úrovňami, v prípade úrovní analyzovať, hodnotiť a tvoriť. Ako
ukazuje nasledujúca vyhodnocovacia tabuľka, nárast sa pohybuje v rozmedzí od 2 %
do 30 %. Aplikáciou vytvorenej banky úloh do vyučovacieho procesu sa nám v triede
podarilo zvýšiť úspešnosť riešenia úloh zo štatistickej gramotnosti o 16 %. Nasle-
dovná tabuľka a graf zobrazujú hodnoty percentuálnej úspešnosti na jednotlivých
úrovniach Bloomovej taxonómie. Nárast na úrovni zapamätania možno považovať
za zanedbateľný, ide len o 2 % aj keď ho určite hodnotíme pozitívne. Na úrovni
porozumenia ide o nárast o 11 %, na úrovni aplikovať o 18 %. V prípade úrovne
analyzovať o 18 % a v prípade dvoch najvyšších úrovní je aj nárast najbadateľnejší,
o 29 % a 30 %. Na základe rozhovoru so žiakmi sme zistili, že úlohy na úrovni hod-
notiť a tvoriť patria síce k tým ťažším ale aj najzaujímavejším. V prípade úrovne
hodnotiť tvoriť by im ale viac vyhovovala práca aspoň vo dvojiciach aby mohli
o probléme diskutovať.

Obr. 3: Porovnanie výsledkov vstupnej a výstupnej diagnostiky
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Záver

Štatisticky gramotným sa človek nestane sám od seba. Tak ako iné gramotnosti
a kompetencie, aj získanie štatistickej gramotnosti si vyžaduje zo strany žiaka
a učiteľa nemalé úsilie. Je dôležité, aby si obe strany uvedomovali potrebu túto
gramotnosť rozvíjať a budovať a prejavili ochotu na sebe pracovať. Podarilo sa
nám preukázať, že implementáciou banky gradovaných úloh do vyučovacieho pro-
cesu v rámci hodín matematiky u žiakov 9.ročníka sa zvýšila úroveň štatistickej
gramotnosti uvedených žiakov a žiakom sa darilo riešiť úlohy na vyšších úrovniach
revidovanej Bloomovej taxonómie o čom svedčia výsledky uvedené vo výsledkoch
výstupnej diagnostiky.

Štatistická gramotnosť človeka sprevádza človeka celým životom v mnohých si-
tuáciách. Je preto potrebné venovať dostatok času a priestoru jej rozvoj a zvyšova-
niu jej úrovne. Zostáva na samotných učiteľoch, aký priestor pre rozvoj štatistickej
gramotnosti na svojich hodinách, či už matematiky alebo aj iných predmetov vytvo-
ria a do akej miery sa jej budú venovať. Každý učiteľ pozná svoju triedu a svojich
žiakov a je na jeho pedagogickom majstrovstve, aby sa pokúsil nájsť optimálny
spôsob a cestu.

Literatúra

[1] Lučeničová, K. et al. (2013). Zbierka úloh ho štatistickej gramotnosti. Brati-
slava: Národný ústav certifikovaných meraní.

[2] Bučíková, M. (2015). Rozvoj štatistickej gramotnosti na 2. stupni základnej
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Několik námětů k utváření matematických
představ v primární škole

Jana Cachová1

Příspěvek se zabývá otázkou, jak přispět k rozvíjení matematických představ žáků
primární školy. Inspiraci hledá v modelech singapurské matematiky, vycházející
z Brunerovy klasifikace reprezentací, ale i německé didaktiky matematiky Witt-
manna a Müllera. Dále pak upozorňuje na podíl zastoupení horizontální a vertikální
matematizace ve vzdělávání a jejich vlivu na utváření představ.

TIMSS 2015

Podle Národní zprávy TIMSS 2015 (Tomášek et al., 2016) dosáhli čeští žáci čtvr-
tého ročníku v matematice nadprůměrného výsledku; devět členských zemí EU
mělo výsledek lepší než ČR, čtyři země výsledek srovnatelný. Nejlépe si tradičně
vedly východoasijské země. Průměrný výsledek českých žáků je nad průměrem škály
TIMSS. Od roku 1995 do roku 2007 byl v ČR zaznamenán výrazný pokles výsledků
žáků 4. ročníku v matematice. Od roku 2007 se výsledek českých žáků zlepšoval,
přesto byl v roce 2015 horší než v roce 1995. Stále se v něm negativně odráží nižší
podíl žáků s nejlepšími výsledky.

Nejlepších výsledků v matematice v šetření TIMSS opakovaně dosahují žáci ze
Singapuru, navíc Singapur stále zaznamenává za uplynulé roky výrazné zlepšení
svých výsledků.

Práce s modely v singapurské matematice

Nabízí se proto otázka, zda je možné nahlédnout do způsobu vyučování matematice
v Singapuru a zda je možné se z jejich přístupu k vyučování poučit. V posledních
letech tak činí mnohé (nejen evropské) země, spojení slov singapurská matematika
(Singapore Math) se stalo didaktickým pojmem, vyhledavač Google nabízí skoro
7 milionů odkazů. Úspěchy singapurských žáků jsou důsledkem vysokého pracovního
nasazení žáků a učitelů a plnění závazných školních osnov. V důsledku toho je ne-
patrný rozdíl mezi tím, co se mají žáci naučit (intended curriculum), a tím, co
skutečně umějí (implemented curriculum). Učitelé kladou hlavní důraz na zvládnutí
základních dovedností, na porozumění matematickým pojmům, na reálné aplikace
matematiky, na matematickou komunikaci, na řešení problémových úloh a na hod-
nocení žáků v průběhu vyučování (Kuřina, 2011).

1Katedra matematiky PřF UHK, jana.cachova@uhk.cz
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Základní pilíř vyučování matematice tvoří v Singapuru skutečné, obrázkové a ab-
straktní reprezentace (Concrete – Pictorial – Abstract, CPA přístup), založené na
učení Brunera (Hoong et al., 2015). Tento efektivní přístup k vyučování podporuje
hlubší a trvalejší porozumění matematice. Přístup vychází z Brunerovy klasifikace
reprezentací z 60. let minulého století, podle níž byl pak v 80. letech v Singapuru
rozpracován vlastní model.

Reprezentace abstraktních pojmů, mezi něž patří například i přirozená čísla,
jsou důležité pro matematické vzdělávání. Podle Brunerovy klasifikace (Bruner,
1977) je možné rozlišit reprezentace

• enaktivní, kdy dochází k manipulaci s hmotnými objekty (na prstech, počí-
tadle. . . ),

• ikonické, které mají vizuální povahu (seskupení teček na dominovém kameni,
hrací kostce. . . ),

• a symbolické (číslice, číslovky. . . ), často užívané jako vyjadřovací prostředek
při řešení úloh (podrobně Cachová, 2011).

Pro reprezentaci čísel 0–10 se tak v Singapuru používá například model sad desek
s výřezy, což jsou vlastně dřevěné tabulky s výřezy ve tvaru čtvercových políček,
rozmístěných na deskách do mřížky 2× 5, do nichž se zasazují dřevěné krychličky.
Později tento model nereprezentuje pouze přirozené číslo do deseti, ale propojuje se
s představou zlomku a desetinného čísla (například 4 z 10; 4

10 ; 0,4). Využití modelů
k popisu vzájemných vztahů a souvislostí mezi čísly je běžné – například zlomková
zeď je u starších žáků provázána se zdí z desetinných čísel a s procenty.

Matematika v Singapuru využívá i Montessori pomůcky – příkladem jsou ba-
revné karty desítek, jednotek a stovek (a dalších řádů) k modelování čísel desítkové
číselné soustavy (obr. 1). Tento model u nás není příliš rozšířen, ačkoli může dobře
pomáhat vytvářet představu řádu a sloužit k nácviku zápisu čísla v desítkové sou-
stavě. V Singapuru se propojuje s různými typy řádového počítadla, jako např. s in-
teraktivním nástrojem viz https://www.youtube.com/watch?v=qVD0xYNqanE,
http://www.matholia.com/sg/apps/tools.

Obr. 1 (převzato z http://mitsouko.eklablog.com/cartes-de-decomposition-des-
nombres-a107412852)
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Práce s názornými modely v různých podnětných prostředích, které navíc pro-
pojují různé druhy reprezentací, může vést k hlubšímu porozumění matematice, ke
kterému se žák těžko dobere pouhým memorováním vyloženého učiva.

Didaktika matematiky Wittmanna a Müllera

Pro inspiraci, kde hledat vhodná prostředí a fungující modely, se stačí porozhléd-
nout v našem bližším okolí a připomenout si u nás poněkud méně využívanou ně-
meckou didaktiku Handbuch produktiver Rechenübungen autorů Wittmanna a Mü-
llera (1992). K dobré představě o vlastnostech čísel v oboru do tisíce napomůže na-
příklad tisícové leporelo Das Tausenderbuch (2012, viz obr. 2), které je pro učitele ke
stažení na http://www2.klett.de/sixcms/media.php/71/1686961/TB Internet.pdf.
Pomocí jeho dílčích stovkových tabulek pro jednotlivé stovky, ale i tabulek puntíků
na zadní straně je možné pracovat například se čtvercovými čísly, s lichými čísly,
s číselnými posloupnostmi i řadami, s malou i velkou násobilkou apod. Stovkové ta-
bulky tisícového leporela lze použít i jako součtové čtverce a pomocí nich odhalovat
další vlastnosti základních početních operací.

Obr. 2

Horizontální a vertikální matematizace

Podle přístupů k matematizaci rozlišuje Kuřina (2016) čtyři typy vzdělávání (tab. 1):

Vzdělávání
Matematizace

Horizontální Vertikální

Mechanické − −
Empirické + −
Strukturalistické − +

Realistické + +

Tab. 1
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. . . Horizontální matematizace vede ze světa reálného života do světa matema-
tiky, tedy např. realita vyjádřená slovní úlohou je popsána rovnicí. Vertikální mate-
matizace pak znamená matematické zpracování problému. Horizontální matemati-
zace je tedy vytváření matematického modelu reality, vertikální matematizace zna-
mená fungování modelu. Horizontální matematizace je důležitou součástí procesu
poznání, na ní záleží, zda matematickými prostředky získané výsledky mají význam
pro studovanou část reality. . . (Kuřina, 2016). Pokud chybí horizontální matema-
tizace, děti si správně nepředstaví problém, ani situaci vhodným způsobem nezná-
zorňují. Pokud není zastoupena vertikální matematizace, vztah použitý k řešení se
nezobecní pro podobné úlohy. Tisícové leporelo je příkladem modelu, ve kterém
funguje horizontální i vertikální matematizace.

Závěr

Chceme-li dovést žáka ke správným představám a k porozumění, je zapotřebí vést
jej k řešení vhodných problémů a samostatné tvůrčí práci, vycházet ze vztahu ma-
tematiky k realitě, pěstovat umění vidět v matematice, zkoumat, proč a jak něco
funguje. Takové vyučování rozvíjí matematiku v mysli dítěte, posouvá hranice do-
savadního poznání žáka.
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K problematike vyučovania kombinatorických
úloh

Zoltán Fehér1

V príspevku sme sa zamerali na analýzu charakteristických prvkov vyučovania kom-
binatorických úloh. Chceli sme zdôrazniť zvýšený význam tematického celku Kom-
binatorika, pravdepodobnosť, štatistika, hlavne poukázaním na atraktivitu
tejto tematiky, ktorá súvisí aj s jeho užitočnosťou v reálnom živote.

Kombinatorické úlohy vo vyučovaní matematiky

Tematický celok Kombinatorika, pravdepodobnosť, štatistika (ďalej KPŠ) považu-
jeme za oblasť matematiky, v ktorej v značnej miere vieme uplatniť aktuálne požia-
davky Štátneho vzdelávacieho programu, ktoré zdôrazňujú používanie aktivizujú-
cich vyučovacích metód, objavovanie nových poznatkov vlastnou činnosťou a využí-
vanie didaktickej techniky. Na základe aktuálnych potrieb spoločenskej praxe treba
prehodnotiť aj učebné osnovy matematiky a realizovať zmeny smerom od tradič-
ných tém k modernejším, ako sú kombinatorika, teória pravdepodobnosti a štatis-
tika. Atraktivita týchto oblastí spočíva v tom, že už na elementárnej školskej úrovni
možno ukázať ich užitočnosť v reálnom živote.

Charakteristické prvky kombinatorických úloh:

• úlohy z reálneho prostredia,

• motivujúce úlohy,

• rôzne možnosti variácie úlohy,

• vizualizácia úlohy, grafické možnosti,

• viac metód riešenia.
1Ekonomická Fakulta, Univerzita J. Selyeho v Komárne, feherz@ujs.sk
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Jednotlivé charakteristické prvky kombinatorických úloh sú výhodou v porov-
naní s inými matematickými úlohami, ale zároveň môžu zvýšiť náročnosť týchto
úloh a môžu sa stať zdrojom problémov pre žiakov. Napríklad kombinatorické úlohy
z reálneho prostredia majú väčší motivujúci potenciál, ich použitím môžeme pou-
kázať na užitočnosť matematiky v každodennom živote, ale tieto úlohy vyžadujú
schopnosť čítať text s porozumením a zručnosti v oblasti matematizácie kontexto-
vých úloh, čím sa stávajú náročnejším pre väčšinu žiakov.

Úspešnosť žiakov v riešení kombinatorických úloh

Vyučujem kombinatoriku resp. teóriu pravdepodobnosti na vysokej škole, preto
našu analýzu začneme pohľadom na matematické kompetencie študentov našej VŠ.
Vo všeobecnosti môžeme vyhlásiť, že študenti majú základné poznatky z kombi-
natoriky, čo zahŕňa hlavne definíciu pojmov a vzorce na výpočet, z čoho vyplýva,
že pri riešení úloh z kombinatoriky hlavne používajú vzorce. Najväčšiu úspešnosť
študenti dosahujú v úlohách na reprodukciu. Hlavným problémom v riešení úloh
je nepochopenie textu, chýbajúce zručnosti v oblasti matematizácie kontextových
úloh. Uvedené nedostatky sú charakteristické pre všetky stupne vzdelávania, vi-
díme že problémy pretrvávajú už od základnej školy. Preto je dôležité, aby sme
sa venovali dôkladnejšie problematike vyučovania na ZŠ. O výsledkoch žiakov ZŠ
môžeme získať prehľad na základe výkonov v ich testovaní z matematiky.

2007–11 2012 2013 2014 2015 2016

aritmetika 30 % 30 % 25 % 25 % 30 % 25 %

algebra 25 % / 30 % 25 % 25 % 25 % 25 % 25 %

geometria 35 % / 30 % 30 % 30 % 25 % 25 % 25 %

KPŠ 10 % 15 % 20 % 25 % 20 % 25 %

Tab. 1: Pomer úloh v teste. Zdroj: NÚCEM

Národný ústav certifikovaných meraní vzdelávania (NÚCEM) každý rok reali-
zuje celoslovenské testovanie žiakov 9. ročníka základných škôl pod názvom Testo-
vanie 9. Používajú sa štandardizované testy na meranie a porovnávanie výkonov
jednotlivých žiakov a škôl v testovaných predmetoch. Pri analýze testov z mate-
matiky za predchádzajúcich 10 rokov zistíme, že pomer jednotlivých oblastí mate-
matiky v teste sa zmenil. V rokoch 2007–11 úlohy z KPŠ predstavovali 10 %. To
znamenalo 2 úlohy z KPŠ, z čoho jedna bola kombinatorická a druhá na výpočet
priemeru. Od roku 2012 sa tento pomer postupne zvyšuje na súčasných 25 %. Táto
zmena odzrkadľuje zmeny v učebných osnovách na základe požiadaviek ISCED 2, čo
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predovšetkým pozitívne pôsobil na tematiku KPŠ. Pomer úloh v teste sme zhrnuli
v tabuľke 1.

V jednotlivých rokoch sa zmenil aj pomer položiek v teste podľa nasledujúcich
troch kognitívnych úrovní: zapamätanie a porozumenie, špecifický transfer, nešpe-
cifický transfer. Preto výsledky testu, ktoré sme uviedli na obrázku 1, treba vnímať
aj v závislosti týchto faktorov.

Obr. 1: Výsledky testu v rokoch 2003–2016. Zdroj: NÚCEM

Zistenia z výsledkov testovania v jednotlivých rokoch poukazujú na hlavné ne-
dostatky vyučovania KPŠ, ktoré na základe správ NÚCEM môžeme zhrnúť v na-
sledujúcich bodoch:

• Treba venovať viac pozornosti tematickému celku Pravdepodobnosť, kombi-
natorika, štatistika, ktorého dobrá znalosť je nevyhnutná pre úspešné zapo-
jenie sa do spoločenskej praxe.

• V tematickej oblasti KPŠ sa najviac prejavuje charakter výučby, ktorý je
zameraný na pamäťové učenie a nerozvíja vyššie poznávacie funkcie žiaka,
preto treba venovať viac priestoru riešeniu úloh, ktoré rozvíjajú vyššie po-
znávacie funkcie žiaka.

• Predpokladom úspešného riešenia testových položiek z matematiky je roz-
vinutá schopnosť čítať text s porozumením. Analýza výsledkov ukázala, že
žiakom chýbajú praktické čitateľské zručnosti a zručnosti v oblasti matema-
tizácie kontextových úloh a matematických vzťahov.

• Problematikou vyučovania KPŠ v predchádzajúcich rokoch bolo aj učivo za-
radené v učebniciach v ich závere, čo vo viacerých prípadoch prinášalo, že
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učitelia tejto tematike už nevenovali so žiakmi náležitú pozornosť. Na ZŠ
je dôležité, aby žiaci počas celého školského roka riešili úlohy kombinato-
rického charakteru plynule nadväzujúce na preberané tematické celky. Táto
požiadavka už je zohľadnená v súčasných učebniciach v súlade s učebnými
osnovami.

• Napriek lepším výsledkom v niektorých rokoch z úloh KPŠ v porovnaní s cel-
kovým priemerom, ďalšie zistenia poukazujú, že pri výstupe zo ZŠ žiaci ne-
majú osvojené základné učivo z kombinatoriky, z pravdepodobnosti a štatis-
tiky do takej hĺbky, aby ho vedeli efektívne použiť v úlohách s vyššou kogni-
tívnou náročnosťou. Výsledky potvrdzujú, že žiakom robí problémy prepojiť
vedomosti z rôznych oblastí matematiky, nedokážu aplikovať nadobudnuté
vedomosti v úlohách z reálneho života.

Testovanie 9 nám poskytuje celkový pohľad na úspešnosť žiakov z matema-
tiky. Na podrobnú analýzu úspešnosti žiakov ZŠ v riešení kombinatorických úloh
sme uskutočnili vlastný výskum. Testovania sa zúčastnili žiaci dvoch ročníkov ZŠ:
6. ročník 225 a 8. ročník 191 žiakov. Použili sme didaktický test s 15 úlohami kombi-
natorického charakteru. Úlohy sme rozdelili podľa Niemerkovej taxonómie. Spojili
sme taxonómie zapamätanie a porozumenie resp. špecifický a nešpecifický transfer
a tieto kategórie sme nazvali vedomosti (8 úloh) a zručnosti (7 úloh). Z hľadiska
matematického obsahu kombinatorické úlohy boli rozdelené na permutácie (poradie
prvkov), kombinácie (výber prvkov) a zložené úlohy (ostatné) v pomere 6 : 4 : 5.

V prieskume sme ukázali že žiaci 8. ročníka boli úspešnejší v celkovom porovnaní
ako aj v porovnaní podľa kognitívnych úrovní. U žiakov 8. ročníka sa preukázal aj
rozdiel v úspešnosti úloh v kategórii vedomosti v porovnaní s úlohami na zručnosti,
kým takýto rozdiel v 6. ročníku ešte nebol pozorovaný (obr. 2). V obidvoch roční-
koch sa tiež potvrdili lepšie výsledky v riešení kombinatorických úloh na poradie
prvkov v porovnaní s úlohami na výber prvkov.

Obr. 2: Výsledky výskumu z kombinatoriky.
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Odporúčania – záver

Pre ďalšie zvýšenie úrovne vyučovania KPŠ môžeme odporučiť využitie inovatív-
nych metód a foriem vyučovania matematiky s podporou IKT. Do učiva by sa malo
zaradiť menej úloh na zapamätanie a reprodukciu a viac na analýzu, hodnotenie
a tvorivosť, ktoré sú vhodné na rozvíjanie vyšších poznávacích funkcií žiaka. Za-
raďovaním problémov z bežného života poukazujeme na užitočnosť tejto tematiky
v reálnom živote a naučíme žiakov aplikovať nadobudnuté vedomosti v praxi.
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Prečo používať sebahodnotiace rubriky?

Timea Gábová1

Sebahodnotenie žiakov je jedným z prostriedkom formatívneho hodnotenia, ktorého
využívanie by mohlo viesť k žiackemu porozumeniu. Príspevok pojednáva o použití
sebahodnotiacich rubrík žiakmi gymnázia, ich o vplyve na žiacke učenie sa, ako aj
na vzťah k predmetu matematiky.

Sebahodnotenie ako nástroj formatívneho hodnotenia

Formatívne hodnotenie je v dnešnej dobe pomerne často spomínaným nástrojom
na dosiahnutie žiackeho porozumenia. My sa zameriavame na časť formatívneho
hodnotenie vo vyučovaní matematiky, ktorá sa zaoberá formatívnym hodnotením
zo strany žiakov, konkrétne tento príspevok pojednáva o žiackom sebahodnotení.
Ukazuje sa, že žiaci tento druh hodnotenia vnímajú ako podstatnú časť vyučova-
cieho procesu a procesu učenia sa. Avšak je veľmi dôležité práve správne používanie
tohto nástroja. Neznamená to, že tvrdíme, že používanie sebahodnotenie je liekom
na všetky problémy v školskej triede, ani že sumatívne hodnotenie by sa nemalo

1PF UPJŠ, timea.gabova@student.upjs.sk

44



v prostredí triedy využívať, ale navrhujeme rozvíjať sebahodnotenie ako doplnok
sumatívneho hodnotenia. Toto používanie sebahodnotenia ako nástroj formatív-
neho hodnotenia môže zlepšiť diskusiu v triede, kritické myslenie, ako aj preniesť
zodpovednosť za učenie na žiakov a tým zvýšiť úroveň pochopenia nadobudnutých
vedomostí a zručností.

Existuje množstvo definícií pojmu sebahodnotenia. Jednu z nich zavádzajú
Andrade a Du (2007) ako pomocnú definíciu sebahodonotenia ako prostriedku for-
matívneho hodnotenia. Sebahodnotenie je proces formatívneho hodnotenia, počas
ktorého žiak zisťuje a hodnotí kvalitu svojej práce a učenia sa, ako aj stupeň svojej
práce, ktorý jasne odzrkadľuje ciele alebo kritériá na identifikáciu silných a slabých
stránok a umožňuje nápravu.

Sebahodnotenie je potrebné rozvíjať, pretože videnie progresu v procese uče-
nia má vplyv na žiacke učenie sa. Výhody tohto sebahodnotenia zhrnula Spiller
v nasledujúcich bodoch:

• Sebahodnotenie buduje prirodzené nazeranie na pokrok vo vlastnom učení.

• Učenie je možné len po poznaní, toho čo má byť naučené.

• Žiacka identifikácia progresu v procese učenia sa, môže pôsobiť ako motivácia.

• Sebahodnotenie podnecuje k zamysleniu sa žiacka nad vlastným procesom
učenia sa.

• Sebahodnotenie môže viesť žiaka k zodpovednosti a samostatnosti.

• Sebahodnotiace úlohy podnecujú v žiakovi zodpovednosť za svoje učenie.

• Sebahodnotiace úlohy podnecujú prepájanie vedomostí.

• Sebahodnotenie zdôrazňuje aspekt formatívneho hodnotenia.

• Sebahodnotenie podnecuje k zameraniu sa na proces učenia sa.

• Sebahodnotenie môže urovnať rozdiely medzi žiackou pripravenosťou, skúse-
nosťou a vzdelanostnými predpokladmi.

• Sebahodnotiaci tréning môže byť dobrým doladením výkonu učiteľa s dôra-
zom na žiacke učenie sa.

• Sebahodnotenie začína posúvať kultúru od prevládajúceho autoritatívneho
hodnotenia učiteľom a zameriava sa na cestu a kvalitu učenia sa.

• Sebahodnotenie zdôrazňujúce žiacku zodpovednosť je potrebná schopnosť pre
celoživotné učenie sa.
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• Proces sebahodnotenia môže pomôcť pripraviť študentov, nie len na rieše-
nie problémov, na ktoré vieme odpovedať, ale aj na tie ktoré nie sú v tom
momente schopní vypočítať.

• Angažovanosť študentov pri formulácií kritérií pre sebahodnotiace úlohy im
pomáha k hlbšiemu porozumeniu, čo môže znamenať kvalitnejšie výsledky
v danej oblasti.

Formatívne hodnotenie môže prispieť k zlepšeniu výučby, ale toto zlepšenie vý-
učby tiež môže súvisieť s ochotou, túžbou a schopnosťou učiť sa. (Harlen & Deakin
Crik, 2002). Hoci nepoznáme najefektívnejšie prostredie výučby, existuje rad vý-
skumov v poznávaní a motivácii, ktorých jasne ukazujú na nevyhnutnosť vlastnej
aktivity študenta a jeho vlastného učenia sa.

Výsledky výskumu práce so sebahodnotiacimi rubrikami

Výskum bol zameraný na prácu so sebahodnotiacimi rubrikami. Tieto sebahodno-
tiace rubriky používali žiaci gymnázia počas jedného tématického celku. Pričom
počas prípadovej štúdie sme sa zaujímali o preskúmanie žiackeho sebahodnotenia,
hlbšie porozumenie poznatkom a vzťah k predmetu. Sebahodnotenie žiakov sme zís-
kavali práve pomocou sebahodnotiacich rubrík, pričom na základe sebahodnotiach
rubrík žiaci mali určiť úroveň svojich vedomostí a na základe ich výberu riešili sériu
úloh.

Žiaci zúčastnení prípadovej štúdie boli vybraní na základe našich predchádzajú-
cich skúseností a výskumov. Na výskume sme pracovali mimo vyučovacích hodín,
pričom sa pri stretnutiach sa žiaci už nezoznamovali s učivom, ale s rubrikami aj
s používanou metodikou, žiaci z dôvodu autenticity nemali tieto materiály pred
stretnutiami, avšak dostali ich v elektronickej podobe po každom stretnutí. Žiacke
riešenia série úloh sme zaznamenávali pomocou smartpen a následne ich niekoľko-
krát dôkladne analyzovali.

Počas prvých stretnutí mali žiaci tendenciu nadhodnocovať úroveň svojich vedo-
mostí, alebo ju zjednocovať s prebraným učivom, avšak pri riešení úloh sa ukázala
veľká miera formálnosti poznatkov. Formálnosť poznatkov sa nám počas stretnutí
podarilo značne eliminovať práve pomocou žiackeho hlbšieho zamýšľania sa žiakov
vlastnou úrovňou vedomostí. Hlbšie porozumenie bolo vidieť pri komentovaní rie-
šení úloh, ako aj pri odpovediach žiakov na otázky zisťujúce hlbšie porozumenie.
Zvyšujúce porozumenie sa taktiež ukázalo v prostredí triedy počas priebežných
testov.

Po výskume žiaci ohodnotili naše stretnutia veľmi pozitívne a tvrdia, že aj oni
vidia vyššie porozumenie preberaného učiva. Sebahodnotiace rubriky sa žiakom
páčili a ich využitie ocenili práve prehľadnosť systému tejto práce a prehľadnosť
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úrovní poznatkov preberaného učiva. To, že žiaci museli ohodnotiť svoje schopnosti
a videli, čo všetko ešte musia spraviť na to, aby boli na úrovni, akej by si pred-
stavovali, pôsobilo ako silná vnútorná motivácia. Žiaci taktiež uvádzajú, že táto
motivácia a porozumenie mala vplyv na ich vzťah k predmetu. Hoci k matematike
ako takej mali dobrý vzťah, preberané učivo by pravdepodobne bez tejto motivácie
„odignorovaliÿ.

Záver

Práca so sebahodnotiacimi rubrikami sa nám javila ako veľmi prospešná, v žiac-
kych riešeniach, položených otázkach, respektíve odpovediach na otázky bolo vidieť
hlbšie porozumenie poznatkom, ktoré sa stretnutiami postupne prehlbovalo. Netvr-
díme, že používanie všeobecných rubrík je všeliekom, ale jeho vhodné používanie by
mohlo byť nápomocné ako nástroj na prehlbovanie žiackeho porozumenia a mohlo
by pôsobiť ako silná vnútorná motivácia žiakov čo by sa mohlo odzrkadliť na vzťahu
k matematike.
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Vyučovanie pravdepodobnosti z pohľadu učiteľov
druhého a tretieho stupňa

Tadeáš Gavala1

Pravdepodobnosť nepochybne patrí do vzdelávacieho programu v predmete Matema-
tika. V našom článku sa zameriavame na vyučovanie pravdepodobnosti z pohľadu
učiteľov druhého a tretieho stupňa. Metódou online dotazníka sme preskúmali a ná-
sledne zhodnotili vzťah učiteľov k vyučovaniu tematického celku Pravdepodobnosť
a k využívaniu grafických modelov vo vyučovaní tohto tematického celku. V závere
článku uvádzame výsledky prieskumu, ktoré slúžia na predstavu aktuálnej situácie
v kontexte skúmanej problematiky, pričom sa ich nesnažíme zovšeobecňovať.

Pravdepodobnosť patrí spolu s kombinatorikou a štatistikou medzi päť tematic-
kých okruhov v rámci vzdelávacieho obsahu predmetu Matematika v rámci Štát-
neho vzdelávacieho programu pre gymnáziá (ISCED 3A, 2008, str. 14) a Štátneho
vzdelávacieho programu pre 2. stupeň základnej školy (ISCED 2, 2008, str. 14).
U učiteľov druhého a tretieho stupňa však tento tematický celok nepatrí medzi veľ-
mi obľúbené, ba niektorí učitelia druhého stupňa by ho radi presunuli na strednú
školu (Knejpová & Vrábelová, 2009). Autorky (2009, str. 6) ďalej poukazujú na po-
trebu „ukázať učiteľom, že pravdepodobnosť možno vyučovať s ľahkosťou, pútavo
a zaujímavoÿ. Presmeg (1986) vysvetľuje, že učitelia by pri vyučovaní nemali využí-
vať len abstrakciu a zovšeobecňovanie, ale aj grafické modely, obrázky či diagramy.

Ciele prieskumu

Po rozhovoroch s niekoľkými učiteľmi sa nám závery z článku od uvedených autoriek
potvrdili. Na základe vyššie uvedených podnetov sme si určili dva ciele prieskumu:

1. Preskúmať a zhodnotiť vzťah učiteľov k vyučovaniu tematického celku Prav-
depodobnosť (ďalej ako TCP),

2. preskúmať a zhodnotiť vzťah učiteľov k využívaniu grafických modelov (vi-
zualizácie) vo vyučovaní TCP.

Metóda a organizácia prieskumu

Stanovené ciele sme sa snažili dosiahnuť pomocou troch verzií online dotazníka:
pre základnú školu (ďalej ako ZŠ), pre strednú odbornú školu (ďalej ako SOŠ)

1Ústav matematických vied, Prírodovedecká fakulta, UPJŠ v Košiciach, tadeas.gavala@student.upjs.sk
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a pre gymnázium (ďalej ako GYM).2 Dotazník sme vytvorili prostredníctvom služby
Google Forms.3 Obsahoval 18 položiek, pričom prvé tri položky sa týkali všeobec-
ných informácií o respondentovi. Desať nasledujúcich položiek súviselo so vzťahom
učiteľa k vyučovaniu TCP a posledných päť položiek sa týkalo využívania grafických
modelov vo vyučovaní TCP.

Na webovej stránke Centra vedecko-technických informácií SR sme získali e-
mailové adresy na riaditeľov ZŠ, SOŠ a GYM na Slovensku. Následne sme prí-
slušný odkaz na online dotazník4 odoslali 25. apríla 2016 prostredníctvom služby
MailChimp5 na 2 860 e-mailov riaditeľov ZŠ, 436 e-mailov riaditeľov SOŠ a na 237
e-mailov riaditeľov GYM.

Po skončení školského roka 2015/2016 sme dňa 6. júla 2016 „zamedziliÿ možnosť
odpovedať na online dotazník, a to takým spôsobom, že odpovede odoslané respon-
dentom po danom termíne boli vymazané.6 Následnej analýze sme tak podrobili
309 dotazníkov pre ZŠ, 108 dotazníkov pre SOŠ a 67 dotazníkov pre GYM.

Vyhodnotenie prieskumu

Miera odpovedania na dotazník v závislosti od typu školy

Online dotazníky sme odoslali na 3 533 mailových adries. Vrátilo sa nám 484 dotaz-
níkov. Najnižšiu mieru odpovedania na dotazník teda evidujeme u ZŠ. Treba však
poznamenať, že v zozname ZŠ boli aj také, ktoré sú zamerané na 1. až 4. ročník,
a teda sa TCP na nich nevyučuje. V prípade SOŠ odpovedal na dotazník každý
štvrtý učiteľ. Najvyššiu mieru návratnosti evidujeme u GYM (nad 28 %). S ohľadom
na rozličné faktory považujeme návratnosť dotazníkov za dostačujúcu.

Vyhodnotenie jednotlivých položiek dotazníka

V tejto časti uvádzame závery vyplývajúce z výsledkov prieskumu. Pokladáme za
dôležité zdôrazniť, že prieskum bol vykonaný len na určitej vzorke ochotných uči-
teľov, preto nižšie uvedené závery nemožno prílišne zovšeobecňovať. Majú slúžiť na
akúsi predstavu aktuálnej situácie v kontexte skúmanej problematiky.

Z výsledkov v položke 1 sa ukazuje, že v radoch učiteľov na Slovensku je viac
žien ako mužov. Myslíme si, že v školách je väčšie zastúpenie učiteľov s dlhšou

2Tri verzie dotazníka sme vytvorili najmä kvôli prehľadnosti pri spracovávaní odpovedí učiteľov rôznych typov
škôl. Dotazník pre ZŠ sa líši od dotazníkov pre SOŠ a GYM len v položke 12, ktorá sa týka učebníc. Ostatné položky
majú všetky verzie dotazníkov zhodné.
3Viac informácií o danej službe nájde čitateľ na webovej adrese https://www.google.sk/intl/sk/forms/about/.
4Online dotazník pre ZŠ je dostupný na: http://goo.gl/forms/jHYhFTynh8, pre SOŠ je dostupný na:

http://goo.gl/forms/GmuAPoJ9hU, pre GYM je dostupný na: http://goo.gl/forms/Cs4bHr9pDn.
5Viac informácií o danej službe nájde čitateľ na webovej adrese http://www.mailchimp.com.
6Nedošlo k skresleniu výsledkov. Do dňa 13. 9. 2016 sme vymazali len jednu odpoveď. Išlo o učiteľa ZŠ.
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pedagogickou praxou. „Najmladšíÿ učitelia vyučujú na ZŠ a „najstaršíÿ na SOŠ
(položka 2). Do prieskumu sa zapojil najmä východ Slovenska, a teda Prešovský
a Košický kraj (položka 3).

Na základe výsledkov v položke 4 sa nazdávame, že TCP sa učitelia najviac
venujú na GYM a najmenej na SOŠ. Z odpovedí učiteľov na položku 5 usudzujeme,
že učitelia ZŠ sú spokojní s počtom vyučovacích hodín, ktoré sú naplánované na
výučbu TCP. Učitelia GYM sú skôr spokojní ako nespokojní (odpovede áno a nie
v pomere 2 : 1). V prípade SOŠ sú odpovede zastúpené približne v rovnakej miere.
Dochádza tak k istému rozporu: polovica respondentov je spokojná s prevažujúcim
nízkym počtom hodín naplánovaných na výučbu daného TC a polovica s touto
skutočnosťou spokojná nie je.

Učitelia ZŠ si myslia, že TCP je u žiakov obľúbený. Učitelia SOŠ si to naopak
nemyslia. Učitelia GYM sa nepriklonili ani na jednu stranu (položka 6). Z odpovedí
na položku 7 sa nazdávame, že pri TCP môžu vynikať aj žiaci, ktorí nevynikajú
pri iných TC, ba dokonca aj prospechovo lepší žiaci môžu pri tomto TC dosahovať
horšie výsledky.

Nezávisle na type školy vyučujú učitelia TCP skôr radi, „najradšejÿ na SOŠ
(položka 8). Spomedzi odpovedí na položku 9 sme nezávisle na type školy vybrali
tri najfrekventovanejšie problémy pri vyučovaní daného TC: V učebniciach nie
je dostatok vhodných úloh.; Nemám dostatok učebných pomôcok pre výučbu tohto
TC.; Mám k dispozícii málo času na výučbu tohto TC. Učitelia považujú TCP za
relatívne dôležitý (pri ZŠ a SOŠ bol SPO7 okolo 58 %), pričom na GYM dosiahlo
SPO nad 70 % (položka 10).

Najčastejšie využívané pomôcky pri výučbe TCP sú podľa učiteľov hracie kocky,
karty, mince, guľôčky, učebnice a počítačové simulácie (položka 11). Výsledky v po-
ložke 12 úzko súvisia s odpoveďami učiteľov na položku 9 a položku 11. Na ZŠ
využívajú učitelia najčastejšie učebnice od Ondreja Šedivého, na SOŠ a GYM od
Jaroslava Šedivého. Odhliadnuc od typu školy sme zaznamenali vysoké percento
odpovedí učiteľov v rámci kategórie Iné. Podľa nich spočívajú najväčšie zdroje
problémov najmä v tom, že v učebniciach je nedostatok motivačných úloh vychá-
dzajúcich z reálneho života, grafické modely sa využívajú v nedostatočnej miere
a pri riešení úloh z pravdepodobnosti sa využívajú len kombinatorické pravidlá
(položka 13).

Výsledky v rámci položky 14 súvisia s predchádzajúcou položkou 13, konkrétne
s problémom Grafické modely sa využívajú v nedostatočnej miere. Spomedzi skúma-
ných troch typov škôl využívajú učitelia grafické modely najčastejšie na ZŠ, pome-
nej na GYM a v najmenšej miere na SOŠ, pričom najčastejšie využívajú tabuľku,
Vennov diagram a strom (položka 15). Z výsledkov na položku 16 usudzujeme, že
učitelia preferujú stromový diagram. Bez ohľadu na typ školy využívajú učitelia

7SPO je sčítanie percentuálneho zastúpenia hodnôt 4 a 5 na päťstupňovej škále (súčet pozitívnych odpovedí).
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grafické modely najčastejšie počas osvojovania, precvičovania a motivácie (položka
17). Prínos grafických modelov vidia učitelia najmä v názornosti, lepšom vhľade do
situácie a porozumení riešení úloh (položka 18).

Záver

Záverom môžeme konštatovať, že sme splnili stanovené ciele a v dostatočnej miere
preskúmali a zhodnotili vzťah učiteľov k vyučovaniu TCP a k využívaniu grafických
modelov vo vyučovaní TCP. Učitelia druhého a tretieho stupňa vyučujú TCP skôr
radi, avšak grafické modely nevyužívajú v dostatočnej miere. Táto skutočnosť nás
motivuje k ďalšiemu skúmaniu.
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Analýza riešení vybraných slovných úloh

Veronika Glovňová1

Viaceré výskumy (napr. Hejný, 1995; Zakaria & Yusoff, 2009) ukázali, že žiaci
majú pri riešení slovných úloh problémy. Tie najväčšie sa objavujú pri porozumení
slovných úloh – o čom úloha pojednáva a čo sa od žiakov žiada. Žiaci často nemajú
radi slovné úlohy, lebo „musia pri nich premýšľaťÿ, ako aj čítať s porozumením,
s čím má veľa žiakov problém. Súčasťou mojej diplomovej práce bol výskum, v kto-
rom som vybraným žiakom zadala štyri slovné úlohy, ktoré mali vyriešiť. Skúmala
som chyby, ktoré sa vyskytli v ich riešeniach.

Výskumnú vzorku tvorilo 23 žiakov zo štyroch rôznych základných škôl. Výber
vzorky bol zameraný na priemerných žiakov, keďže u nich je väčšia pravdepodob-
nosť, že urobia chybu ako pri žiakoch s nadpriemernými výsledkami. Pri výbere
úloh som sa zamerala na to, aby neboli pre žiakov triviálne. Snažila som sa nájsť
také úlohy, ktorých riešenie vyžadovalo zamyslenie sa nad zadaním úlohy, ako aj vy-
tvorenie vhodného plánu riešenia. Náročnosť úloh bola zvolená tak, aby úlohy boli
zvládnuteľné pre žiakov šiesteho ročníka. Triedy som si vybrala aj podľa toho, že
som vedela, že netradičné slovné úlohy sa v daných triedach často neriešia a chcela
som vedieť, ako na ne budú žiaci reagovať a ako ich uchopia.

Úloha 1

Prvá úloha pochádza z článku Anatómia slovnej úlohy o veku od M. Hejného (2003).
Ide o dynamickú slovnú úlohu – odohráva sa v dvoch časových hladinách. Znenie
úlohy bolo nasledovné:

Sestry Klára a Lenka majú spolu 19 rokov. Klára mala 3 roky, keď sa
Lenka narodila. Koľko rokov má Klára a koľko Lenka.

Úlohu som zaradila do výskumu, lebo som bola zvedavá, akým spôsobom ju žiaci
budú riešiť. Nie je to typ úlohy, kde prídu k výsledku s použitím jednej operácie.

Reakcie žiakov na úlohu boli rôzne. V niektorých riešeniach som mohla vidieť,
že sa žiaci ani nezamysleli nad úlohou, ale skúšali dané čísla v zadaní úlohy odčítať
alebo vydeliť. Príkladom bola žiačka, ktorej riešenie môžeme vidieť na obr. 1. So
zaujímavým riešením prišiel aj žiak, ktorý začal úlohu riešiť tak, že delil 19 : 3.
Uvedomil si však, že to nevie vydeliť. Keď som ho poprosila, aby prerozprával
zadanie úlohy a zhrnul dôležité body, prečítal celú úlohu nahlas a povedal:

1Katedra matematiky, Fakulta prírodných vied, Univerzita Mateja Bela v Banskej Bystrici, vbrisova2@umb.sk
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Obr. 1

Ž: „No, Lenka má teraz tri roky a musím pripočítať. . . ÿ
J: „Lenka má teraz tri roky?ÿ
Ž: „. . . či Klára. . . ÿ

Pri riešení tejto úlohy žiaci najčastejšie zvolili stratégiu pokus – omyl, ďalší
žiaci ju riešili na základe úvah. Aj keď sa zdala úloha žiakom spočiatku náročná,
po dlhšom uvažovaní väčšina žiakov prišla na správne riešeni

Úloha 2

Druhá úloha bola aplikačná. Podľa R. Fischera a G. Malleho (1992) mnohé z ap-
likačných úloh, ktoré sa vo vyučovacom procese riešia, sú len „zaobalené úlohy
čistej matematikyÿ. Riešením aplikačných úloh by sa žiaci mali naučiť formulovať
problémy, vedieť získavať informácie, potrebné k ich riešeniu, vedieť ich riešiť v sú-
vislostiach a tiež aj vedieť sformulovať názory a závery z týchto riešení (Šedivý &
Vallo, 2008).

Paula nakúpila jedlo a pitie na jej narodeninovú oslavu. Kúpila 2 balí-
čky tyčiniek (1 balíček stojí 1,3 eura), veľké vrecko cukríkov (1 vrecko
stojí 3,6 eura) a 4 džúsy (1 džús stojí 2,1 eura). Na oslavu prišli tri
kamarátky. Koľko stálo občerstvenie na jednu osobu?

Pri analýze riešení tejto úlohy som skúmala, či žiaci nielen správne určia sumu,
koľko zaplatí Paula za nákup, ale aj to, medzi koľko osôb danú sumu rozdelia.
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Vyskytli sa rôzne stratégie riešenia úlohy. Prvá spočívala v tom, že si žiaci najprv
vypočítali cenu celého nákupu, ktorú potom rozpočítali medzi počet osôb na oslave.
V druhej si žiaci najprv rozpočítali sumu každej potraviny na jednu osobu a ná-
sledne sumy sčítali. Bolo zaujímavé pozorovať, ako si niektorí žiaci riešenie úlohy
sťažili. Domnievam sa, že nie vždy sa žiak pred riešením slovnej úlohy zamyslí nad
tým, či je jeho stratégia riešenia „úspornáÿ. Nie vždy učitelia vedú svojich žiakov
k tomu, aby matematiku využívali na zjednodušenie vecí, nie na ich komplikáciu.

Zaujímavé bolo tiež zistenie, že nie všetci žiaci si uvedomili, že na oslave boli štyri
dievčatá. V mnohých prípadoch žiaci rozpočítali sumu medzi tri dievčatá. Mohlo
tak byť buď kvôli tomu, že zabudli na Paulu – nedbalo si prečítali zadanie, alebo
častým problém žiakov je aj to, že pracujú iba s číslami, ktoré majú v texte priamo
napísané: „je tam tri, tak vydelím tromiÿ. Chýbalo im čítanie s porozumením.
Ďalším dôvodom mohlo byť to, že Paulu zarátali medzi tri kamarátky, ktoré prišli
na oslavu.

Úloha 3

V tretej úlohe zohráva veľkú rolu kontrola správnosti riešenia úlohy. Tá by v mno-
hých prípadoch tiež pomohla žiakovi správne úlohu vyriešiť, prípadne prispela k od-
stráneniu chýb. Žiaci sa však kontrolám zväčša vyhýbajú. Pokladajú ich za nepod-
statné a majú dojem, že ich okrádajú o čas pri počítaní. Neuvedomujú si však,
že práve kontrolou si môžu overiť to, či ich výsledok dáva zmysel a je v súlade so
zadaním úlohy.

Na výlete bolo viac než 55, ale menej než 65 detí. Deti mohli byť
rozdelené do skupín po 7, ale nie do skupín po 8. Koľko detí bolo na
výlete?

Zadanie tretej úlohy nesie v sebe štyri podstatné informácie, ktoré vedú iba
k jednému správnemu výsledku. Skúmala som, či žiaci využili všetky informácie
spomenuté v zadaní úlohy, ďalej to, akým spôsobom ju vyriešili a to, či sa po
vyriešení úlohy ešte pozastavili nad jej zadaním.

V prvom rade, niektorým žiakom robilo problém určiť, čo sa od nich v úlohe
žiada. Aj keď si žiaci po opätovnom prečítaní úlohy uvedomili, čo znamená, že
žiaci majú byť rozdelení do skupín po 7, nie všetci sa dostali k časti, že zároveň
nemôžeme vytvoriť skupinky žiakov po 8. Aj keď si to na začiatku úlohy prečítali,
na záver riešenia úlohy uviedli, že úloha má dve riešenia – 56 a 64. Keby sa na konci
ešte pozreli na zadanie úlohy a prekontrolovali si riešenie, v mnohých prípadoch by
mohli chybu v riešení obísť.
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Úloha 4

V školách sa často nevenuje pozornosť otvoreným, aplikačným alebo iným úlohám,
ktoré nie sú jednoznačne zadané, nemajú riešenie alebo majú viac riešení. Keďže
sa však deti nestretávajú s úlohami, ktoré si vyžadujú viacnásobné interpretácie
a rôzne riešenia, žiaci si zväčša vytvoria presvedčenie, že vzťah medzi každou slov-
nou úlohou a jej riešením je jedna k jednej.

Pred mesiacom mal Janko v pokladničke 26 eur. Za posledný mesiac
sa suma peňazí v pokladničke zmenila o 8 eur a 50 centov a potom
ešte o 1 euro. Koľko eur má Janko v pokladničke dnes?

Úloha pojednáva o zmene sumy peňazí v pokladničke, zo zadania však nie je
jasné, či sa suma zvýšila alebo znížila.

Väčšina žiakov mala s úlohou problém. Boli žiaci, ktorí ju vyriešili bez akého-
koľvek hlbšieho zamyslenia sa nad znením úlohy. Videla som, že pojem „zmeny
peňazíÿ urobil niektorým žiakom problém. Keď som sa opýtala Lenky, čo znamená,
že sa suma zmenila (na základe jej riešenia), odpovedala:

L: „. . . že mohla byť väčšia alebo menšia. A teraz sa zmenila a bola menšia.ÿ

Iba v štyroch prípadoch sa stalo, že žiaci našli všetky riešenia zadanej úlohy.
Zaujímavé však bolo to, že ak žiaci našli iba jedno riešenie úlohy, bolo to práve
16,50 eur. Všetci žiaci, ktorí našli práve dve riešenia úlohy ich tiež mali rovnaké –
35,50 eur a 16,50 eur, ako môžeme vidieť na obr. 2. Iba štyria žiaci prišli na všetky
správne riešenia úlohy.

Obr. 2

Záver

To, ako žiaci riešia úlohy, aké chyby pri tom urobia, nie je len výsledkom nešťastných
náhod. Nemali by sme sa preto báť deťom zadávať úlohy, ktoré podporujú ich
tvorivosť, ktorých riešenia nie sú vždy „peknéÿ čísla; či úlohy, ktorých riešenia
nie sú vždy triviálne. Matematika by ich mala pripraviť na riešenia problémov
v reálnom živote, kedy sa človeku núkajú viaceré riešenia. A on si musí vybrať.
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Snažme sa nepredstavovať matematiku len ako súbor nejakých izolovaných cvičení,
ale ponúknime žiakom priestor na tvorivosť, kreativitu a nové nápady.

Literatúra

[1] Hejný, M. (1995). Zmocňování se slovní úlohy. Pedagogika, 45(4), 386–399.

[2] Hejný, M. (2003). Anatómia slovnej úlohy o veku. In Matematika v škole dnes
a zajtra. Ružomberok: Pdf. Dostupné z http://math.ku.sk/data/konferencia
sub/pdf2003/Hejny.pdf

[3] Zakaria, E. & Yusoff, N. (2009). Attitudes and Problem-Solving Skills in Al-
gebra among Malaysian Matriculation College Students. European Journal of
Social Sciences, 8(2), 232–236.

[4] Šedivý, O. & Vallo, D. (2008). Didaktické hry a aplikačné úlohy vo výučbe
matematiky pre 2. stupeň ZŠ. Nitra: Fakulta prírodných vied UKF.

Extrémy podle Pierra de Fermata

Dag Hrubý1

Cílem článku je připomenout Pierra de Fermata (1601–1665), velkou osobnost,
která se výrazně zasloužila o rozvoj matematiky. Z jeho rozsáhlé práce se zaměříme
na jeho postup, kterým dokázal řešit celou řadu extremálních úloh v době před
objevením diferenciálního a integrálního počtu. V roce 1637 napsal Fermat krátké
pojednání s názvem La méthode pour déterminer les maxima et les minim a et
les tangentes aux lignes courbes (Metoda stanovení maxima a minima a tangent
křivek). V tomto spisu se zabývá problémem nastoleným Eukleidem – stanovení
maxima výrazu x · (n − x). Fermat vychází z představy, že kolem minima nebo
maxima algebraického výrazu existují dvojice hodnot neznámé, pro které nabývá
tento výraz stejné hodnoty. Existují tedy dvě vzájemné blízká čísla x a x+e, e > 0,
pro která platí f(x) = f(x + e), kde f je funkce, jejíž maximum nebo minimum
hledáme. V případě zkoumaného Eukleidova problému dostává Fermat rovnici

1PřF UP v Olomouci, hruby@gymjev.cz
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f(x) = f(x+ e) (1)
x · (n− x) = (x+ e) · (n− x− e) (2)

e · n− 2x · e− e2 = 0 (3)

Poslední rovnici dělí Fermat parametrem e a dostává rovnici

n− 2x− e = 0

Dále uvádí, že v přesném maximu funkce si musí být oba kořeny x a (x + e)
rovny, a tedy e se tedy musí rovnat nule. Maxima výrazu je dosaženo při x = n

2

a jeho hodnota je n2

4 . Z dnešního pohledu je jasné, proč Fermatova metoda funguje.
Jeho postup odpovídá výpočtu derivace funkce, jejíž extrém hledáme a hledání
hodnot, při nichž se derivace rovná nule, což odpovídá limitě

lim
e→0

f(a+ e)− f(a)
e

Fermat neměl k dispozici skutečné teoretické odůvodnění správnosti svého postupu.
Aby svou metodu aspoň částečně zdůvodnil, uvádí Fermat, že našel precedens
v jedné Diofantově knize a zavádí pojem adekvality (a. ad-equate), který má vy-
jadřovat dočasnou rovnost nebo nerovnost. Veličina e, kterou do svých výpočtů
zavádí, je adekvální nule, tj. rovná nule, kromě případů, kdy je nutné, aby nule
rovná nebyla.

Úloha 1
Určete extrémy funkce y = x2 + x+ 1.

Poznámka.

V dalším textu budeme místo místo symbolu e používat symbol t. Vztah „býti adekválníÿ budeme

značit symbolem ∼.

Řešení:

f(x) ∼ f(x+ t)

x2 + x+ 1 ∼ (x+ t)2 + (x+ t) + 1

0 ∼ 2xt+ t2 + t

0 ∼ t · (2x+ 1 + t)

0 ∼ 2x+ 1 + t

0 = 2x+ 1⇔ x = −1
2

Funkce má minimum v bodě x = −1
2 .
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Úloha 2
Určete extrémy funkce y = x

x2+1 .

Řešení:

f(x) ∼ f(x+ t)
x

x2 + 1
∼ x+ t

(x+ t)2 + 1

0 ∼ −t x2 + xt− 1

(x+ t)2(x2 + 1)

0 ∼ x2 + xt− 1

0 = x2 − 1⇔ |x| = 1

Funkce má extrémy v bodech x = −1, x = 1, maximum v bodě x = 1
a minimum v bodě x = −1.

Úloha 3
Určete extrémy funkce y = x+ 1

x .

Řešení:

f(x) ∼ f(x+ t)

x+
1

x
∼ x+ t+

1

x+ t

0 ∼ t
x2 + xt− 1

x(x+ t)

0 ∼ x2 + xt− 1

0 = x2 − 1⇔ |x| = 1

Funkce má extrémy v bodech x = −1, x = 1, maximum v bodě x = −1
a minimum v bodě x = 1.

Úloha 4
Do trojúhelníku se základnou z a výškou v vepište obdélník maximálního obsahu.

Řešení:
Označíme-li rozměry obdélníku x, y tak, jak je uvedeno na obrázku, pak
na základě podobnosti trojúhelníků může psáti

v − y
x

=
v

z
⇔ y =

v

z
(z − x)

Pro obsah trojúhelníku platí

S = xy = x
v

z
(z − x) = vx− v

z
x2
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f(x) ∼ f(x+ t)

vx− v

z
x2 ∼ v(x+ t)− v

z
(x+ t)2

0 ∼ t(vz − 2vx− vt)
0 ∼ vz − 2vx− vt
0 = vz − 2vx⇔ x =

z

2

Funkce S má maximum pro x = z
2 . Odpovídající hodnota pro y je

y = v
z (z − x) =

v
z (z −

z
2) =

v
2 .

Úloha 5
Do koule o poloměru r vepiště kužel maximálního objemu.

Řešení:
Označíme-li poloměr kužele R, pro jeho objem platí V = 1

3πR
2v.

Zřejmě je R2 = r2 − (r − v)2 = 2rv − v2. Pro objem kužele pak platí

V =
1

3
πR2v =

1

3
π(2rv − v2)v =

1

3
πv2(2r − v).

f(v) ∼ f(v + t)
1

3
πv2(2r − v) ∼ 1

3
π(v + t)2(2r − v − t)

0 ∼ t(4rv + 2rt− 3v2 − 3vt− t2)
0 ∼ 4rv + 2rt− 3v2 − 3vt− t2

0 = 4rv − 3v2 ⇔ v(4r − 3v) = 0.

Odtud plyne v = 4
3r. Pro R dostáváme R = 2

√
2

3 r.
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Rozvoj pravděpodobnostního myšlení

Magdalena Hykšová1

Příspěvek je věnován motivaci výuky pravděpodobnosti a rozvoji pravděpodobnost-
ního myšlení dětí na základní a střední škole. Teoretické úvahy jsou doplněny kon-
krétními příklady a odkazy na další materiály, které mohou sloužit jako inspirace,
anebo být použity přímo ve výuce.

Pravděpodobnost stále patří mezi nepříliš oblíbené části školské matematiky – a to
jak z pohledu žáků, tak i z pohledu některých učitelů. Přitom právě pravděpodob-
nost souvisí s životem každého z nás mimořádně úzce. Takřka na každém kroku
se setkáváme s náhodnými jevy a velmi často jsme nuceni se rozhodovat v nejrůz-
nějších nejistých situacích a na základě nejistých informací, ať už hovoříme o výky-
vech počasí, přírodních katastrofách, nemocech, epidemiích, nehodách či například
o soudnictví. Správné chápání náhodných jevů by proto mělo být jedním z hlavních
cílů výuky matematiky na středních i základních školách. V následujících částech
se zaměříme na čtyři klíčové aspekty, které jsou nezbytné k pochopení pojmu prav-
děpodobnosti a ke správnému racionálnímu uvažování o náhodných jevech. Tyto
aspekty zároveň představují hlavní kroky při výuce tohoto tématu.

Chápání náhodnosti

V první řadě je třeba pochopit povahu a důsledky náhodnosti jako takové. E. Fisch-
bein (1984) zdůrazňuje, že již dětem předškolního věku je vlastní určité intuitivní
chápání náhodnosti a nejistoty. Tato „primárníÿ intuice není vždy správná, ale
lze ji využít k postupnému opravování a upřesňování. Děti tak mohou nenásilně
dospět k odhalení typických rysů náhodných jevů, jimiž jsou mj. nepředvídatelnost
a skutečnost, že v sérii náhodných jevů nelze vysledovat systém či vzor. Rovněž
by měly dojít k poznání, že při velkém počtu realizací lze uvažovat matematicky
o pravděpodobnostech možných jevů (například při hodu mincí nelze předvídat
výsledek konkrétního hodu, ale při velkém množství hodů bude počet obou stran
přibližně stejný).

Podle A. Watsonové (2013) si mnohé děti ve věku kolem 10 let uvědomují mj.
souvislost mezi náhodností a férovostí a tuší, že využití náhody představuje efektivní
způsob, jak dosáhnout spravedlivého rozdělení. Jsou například zvyklé používat hod
mincí nebo kostkou při rozhodování o tom, kdo začne ve sportovním utkání, kdo má
kterou stranu či jakou barvu figurek, stejně jako v různých hrách (člověče nezlob
se, monopoly aj.). Již na prvním stupni se tak můžeme s dětmi bavit o tom, co je

1Ústav aplikované matematiky, FD ČVUT, hyksova@fd.cvut.cz
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a co není náhodný jev – uvažujme například věty Michal si včera při fotbale zlomil
nohu; voda mrzne při teplotě 0 stupňů Celsia; při hraní „člověče nezlob seÿ hodí
Tomáš prvním hodem šestku; zítra v 17 hodin bude pršet.

První krůček k pozdějšímu zavedení a kvantifikaci pravděpodobnosti je rozlišení
jevů jistých, nemožných a možných (ale nikoli jistých) – společně s dětmi můžeme
vymýšlet různé věty, jako například 31. prosince bude Silvestr; má matka je mladší
než já; čtyřúhelník má dvě strany stejně dlouhé; zítra vyhraji v loterii první cenu;
nad školou přeletí kráva apod.

Kromě toho můžeme zkoušet různé experimenty s kartami. Zajímavou inspiraci
představuje práce P. Bryanta et al. (2011), která popisuje pokusy prováděné v Ang-
lii s dětmi ve věku 9 až 11 let.2 Učitel například může vzít dva balíčky karet, jeden
nechá seřazený a druhý před dětmi promíchá. Potom se dětí ptá, který balíček zvolí,
budou-li chtít vybrat například srdcovou kartu, a diskutuje s nimi o tom, jak by
se jednotlivé balíčky mohly nazvat – třeba „předvídatelnýÿ a „nepředvídatelnýÿ.
Jinou hru děti hrají ve dvojicích: každé z nich si za zády vezme do pravé ruky jeden
nebo dva žetony s vyznačenými čísly a obě pak hádají, zda součet čísel na všech
zvolených žetonech je sudý nebo lichý. Hraje se například desetkrát a vyhrává ten,
kdo má více správných předpovědí. Již takto malé děti mohou rovněž diskutovat
o různých způsobech, jak spravedlivě vybrat někoho, kdo získá určitou výhodu (na-
příklad že v nějaké hře začne). Mohou se zamyslet nad tím, zda často používané
rozpočítadlo je spravedlivé a zda se dá jeho výsledek předvídat. Samy pak mohou
přijít na to, proč je pro docílení spravedlivého výběru či rozdělení vhodnější hod
mincí nebo kostkou. Přitom mohou nejrůznějším způsobem experimentovat – na-
příklad hádat, co padne v následujícím hodu, anebo zda při 40 hodech kostkou
padne více sudých nebo lichých čísel, zaznamenávat výsledky opakovaných hodů
kostkou či mincí; hrát si mohou jak s kostkami a mincemi symetrickými, a tedy
spravedlivými, tak i vychýlenými, a tedy nespravedlivými. Podobné pokusy pak
představují dobrý základ pro diskusi o posloupnostech náhodných jevů a pro úvahy
o četnostech.

Analýza jevového prostoru

K pochopení podstaty pravděpodobnosti a k řešení „pravděpodobnostníchÿ prob-
lémů je důležitá schopnost si správně rozmyslet, jaké jsou všechny možné jevy –
k tomu můžeme využívat tabulky, stromové diagramy aj. Začít lze například uva-
žováním o různých kombinacích barev a aut (bílá nebo černá, Škoda Fabia nebo
Octavia, popř. tři barvy a tři typy), částí masek (různé pokrývky hlavy, typy brýlí
a vousů), symbolů na válcích výherních automatů a podobně. Jako inspirace mo-

2Podrobnější informace o tomto projektu lze nalézt na adrese http://www.education.ox.ac.uk/research/child-
learning/research/current-grants/childrens-understanding-of-certainty-and-probability/.
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hou posloužit příklady uvedené v pracích J. Robové et al. (2014), M. Hykšové (2016
a 2017) či J. S. Rosenthala.

Kvantifikace pravděpodobností

M. Neubert (2009) popisuje řadu jednoduchých motivačních úloh týkajících se kola
štěstí. V nejjednodušším případě se ptá, u kterého kola máme větší šanci, že se
zastaví na červeném poli a my získáme určitou výhru. Porovnávat mohou děti
například dvojici kol vlevo, popř. dvojici kol vpravo na následujícím obrázku.

Děti mohou také kola různě vybarvovat; například tak, aby pravděpodobnost,
že se kolo zastaví na zelené barvě byla stejná jako pravděpodobnost, že se zastaví
na modré, popř. dvojnásobná, trojnásobná apod.3

Chápání vztahů mezi jevy

Konečně se můžeme zabývat otázkou, zda k současnému výskytu dvou náhodných
jevů došlo díky náhodě, anebo zda se jedná o skutečnou souvislost. Chceme-li na-
příklad prokázat, že určitý výsledek nastal díky pozitivnímu působení jistého léku
či procedury, zvláštním schopnostem jedince apod., můžeme se pokusit nalézt tzv.
p-hodnotu, tj. pravděpodobnost, že by ke stejnému nebo ještě výraznějšímu vý-
sledku – např. stejně nebo ještě více uzdravených pacientů – došlo vlivem náhody
za předpokladu, že by žádný pozitivní účinek neexistoval. Je-li p-hodnota nižší než
stanovená hranice (nejčastěji 5 %, někdy 1 % nebo méně), považuje se obvykle vý-
sledek za statisticky významný, tj. prokazující, že k němu nedošlo pouhou náhodou.

Řadu konkrétních úloh z reálného života, týkajících pravděpodobnosti a ověřo-
vání věrohodnosti, bezprostředně použitelných ve výuce, čtenář nalezne například
ve sbírce J. Robové et al. (2014) či pracích M. Hykšové (2016 a 2017). Přehled lite-
ratury zabývající se didaktikou pravděpodobnosti je uveden v práci P. Bryanta et
al. (2012).

3Jako příprava na porovnávání různých poměrů může sloužit následující úloha: Představme si, že ve dvou třídách
byl proveden průzkum zjišťující oblíbené filmy, televizní programy, sporty, jídlo a fotbalové kluby. Na základě výsledků
si má dítě vybrat, do které třídy by chodilo raději. Například: v 6.A je 16 dětí, které nejvíce fandí Slavii, a 4 děti,
které fandí Spartě. V 6.B je 12 dětí, které fandí Slavii, a 3 děti, které fandí Spartě. Kterou třídu si vybereš, jestliže
fandíš Slavii?
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Aplikovanie dynamického modelovania
vo vyučovaní geometrie

Ladislav Jaruska1

Článok prezentuje možnosti využitia dynamického programu GeoGebra vo vyučo-
vaní. Obsahuje dva prípady riešenia úlohy na množinu bodov danej vlastnosti. Pre-
zentujeme možnosti, ktoré ponúka GeoGebra na dynamické modelovanie pri rie-
šení úloh, a tým potvrdzuje použiteľnosť a aplikovateľnosť matematických poznatkov
v praxi.

Vo výchovnovzdelávacom procese v modernej spoločnosti dochádza k nutným zme-
nám v súlade so zvýšenými požiadavkami na mladú generáciu v oblasti matema-
tických vied, nových informačných a komunikačných technológii a podobne. V sú-
časnosti moderné technológie sú integrované vo väčšine oblastí vyučovania. Rozvoj
IKT má dôležitý vplyv na výchovnovzdelávací proces a nemôžeme sa vyhnúť pre-
zentácii rôznych tutorialových programov.

GeoGebra vo vyučovaní

Rozvoj IKT Ponúka nové možnosti pedagógom aj študentom na zvyšovanie efekti-
vity výchovnovzdelávacieho procesu a možnosť pripravovania žiakov na problémy
reálneho života (Szarka, 2016; Szarka, 2014; Juhász, 2016).

Mnohí pedagogickí výskumníci uskutočnili štúdie o integrácii technológií do
vzdelávania s cieľom zvýšiť kvalitu výučby a učenia. Použitie technológií je mo-
tivujúce a pútavé, preto školské skúsenosti súvisia s pracovnými postupmi a auten-
tickými kontextami. Okrem toho využívanie digitálnej technológie vo vzdelávaní má
potenciál na pozitívne obohatenie prostredia vzdelávania (Preiner, 2008; Laborde,
2014).

Niekoľko štúdií skúmalo, ako študenti používajú technológiu alebo ako učitelia
integrujú technológiu do svojich výučbových stratégií.

Podľa Pannena (Pannen, 2014) digitálna technológia ako integrovaná súčasť vý-
učby a učenia okrem prehlbovania získavania zručností, umožňuje, aby vzdelávacie
skúsenosti sa stali inovatívnym, zrýchleným, obohateným.

Všetky tieto potenciálne využitia digitálnej technológie vo vzdelávaní naznačujú,
že jednoduché používanie IKT ako nástroja vo výučbe a učení už nie je dostato-
čné, a preto sú potrebné kreatívne a inovatívne stratégie, ktoré pomôžu učiteľom

1Univerzita J. Selyeho v Komárne, jaruskal@selyeuni.sk
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a študentom začať učenie zamerané na študentov namiesto obsahu a orientované
na učiteľov (Laborde, 2014).

Okrem toho využívanie technológií v matematickom vzdelávaní nielen pomáha
študentom vytvárať vizuálne prezentácie matematických myšlienok a pojmov, ale
sumarizovať, analyzovať a interpretovať dáta, ale umožňuje im tiež skúmať všetky
oblasti matematiky, ako sú geometria, algebra a štatistiky (Hohenwarter, 2009).

S podporou technológie (Budai, 2011) môžu školy poskytnúť rozsiahle možnosti
na uľahčenie, podporu a obohatenie učebného prostredia a neustále zvyšovanie
kvality procesu vzdelávania.

Aplikovanie počítačových simulácií a súčasné vykonávanie reálnych experimen-
tov pomôže študentom rozvíjať ich analytické a tvorivé myslenie, takisto aj ich IKT
kompetencie. Pre lepšie pochopenie a predstavenie si situácií a javov v úlohách
a znázornenie vlastností geometrických útvarov máme možnosť používať moderné
technológie. Súčasné moderné technológie ponúkajú nové možnosti pedagógom aj
študentom na zvyšovanie efektivity výchovnovzdelávacieho procesu a možnosť pri-
pravovania žiakov na problémy reálneho života.

Jednou takou možnosťou aplikovania moderných technológií do vyučovania je
používanie dynamického programu GeoGebra. GeoGebra je voľne šíriteľný mate-
matický softvér, ktorý bol vytvorený hlavne na podporu vyučovania matematiky.
Spája v sebe geometriu, algebru a matematickú analýzu a môžeme využívať v edu-
kačnom procese od základných škôl až po univerzity.

Jedným z predmetov, v ktorých možno uplatniť progresívne prvky vyučovania
je geometria.

Geometria sprevádza náš každodenný život, všade okolo nás, svet sám o sebe je
prakticky geometrického modelu.

Učenie sa geometrie nie je jednoduché a niektoré výskumy zistili, že veľký počet
študentov nedokáže rozvíjať primerané pochopenie geometrických pojmov, geomet-
rické uvažovanie a geometrické zručnosti pri riešení problémov (Idris, 2006; Battisa,
1999).

Nedostatočné pochopenie geometrických pojmov môže často odradiť študentov,
a tak ich vedie k slabému výkonu v učení sa geometrii.

Ako ďalej vysvetľuje Idris (Idris, 2006), niektoré faktory, ktoré spôsobili zlé vý-
sledky u študentov v štúdii geometri, sú jazyk geometrie, slabé vizualizačné schop-
nosti a neefektívne poučenie.

Pri výučbe a učení sa v matematike, najmä v geometrii, je pre študentov dôležité,
aby si dokázali predstaviť, zostrojiť a pochopiť konštrukciu tvarov a vedeli ich spájať
so súvisiacimi poznatkami (Shadaan, 2013).

S využitím nového moderného matematického programu GeoGebra, ktorý je
určený nie len pre učiteľov, ale aj pre žiakov a študentov sa hodiny geometrie
stávajú atraktívnejšími.

65



Výhody GeoGebry vo vyučovaní geometrie

• možnosť rýchlejšie a presnejšie sa dopracovať k výsledkom riešenia úloh,

• rozvíja tvorivé myslenie, predstavivosť,

• pri zmenách v zadaní úloh môžeme okamžite poukázať a vidieť zmeny vo
výsledkoch riešených úloh,

• umožňuje jednoducho vytvárať základné geometrické objekty,

• umožňuje merať geometrických objektov, odstraňovať ich, vykonávať rôzne
zmeny podľa potrieb, manipulovať s vytvorenými obrazcami, pohybovať s ni-
mi rôznymi spôsobmi,

• zaznamenávať jednotlivé kroky pri konštrukcii, prehrať celú konštrukciu po
jednotlivých krokoch,

• umožňuje exportovať výsledky práce s programom ako aj ich ďalšie dopra-
covávanie po exporte,

• možnosť využívania aj 3D rozmeru.

Množiny bodov danej vlastnosti a GeoGebra

Hľadanie množín bodov danej vlastnosti študentom robí veľké ťažkosti. Ak pracu-
jeme na papieri, riešenie spomínaných úloh je vhodné začínať vyhľadávaním a zo-
strojením niekoľko bodov, ktoré vyhovujú podmienkam, ale ani týmto postupom
nedostávame úplný a istý obraz o riešení. Praktický prínos metódy množín bodov
danej vlastnosti sa najviac prejavuje najčastejšie pri konštrukcii rovinných útva-
rov, zavádzaní a precvičovaní nových pojmov. Častou chybou študentov pri riešení
konštrukčných úloh je, že pri zostrojení nezbadajú, nehľadajú všetky priesečníky.
Počas riešenia týchto úloh dobré grafické znázornenie uľahčí žiakom pochopenie
a vnímanie úlohy, predstavenie si a modelovanie javu. V takých prípadoch môže
pomôcť pedagógom aj žiakom modelovanie priebehu GeoGebrou

Dynamický softvér GeoGebra ponúka riešenie na tieto problémy: dynamicky
meniteľné objekty a útvary, interaktivita, využitie a animácia stopy. Ďalej užitočné
sú aj rôzne vizuálne efekty (vymaľovanie, zosilnenie objektov, pohyb,. . . ) a skrýva-
nie nedôležitých, nepodstatných objektov. Počas našej praxe sa často stretávame
s tým, že naši študenti majú problémy pri využívaní metódy množín bodov da-
nej vlastnosti. Preto pri riešení úloh spomínaného typu používame GeoGebru, tým
podporujeme predstavenie si úlohy, situácie.
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V našom príspevku uvádzame konkrétnu úlohu, s riešením ktorej majú naši
študenti problémy.

Úloha – dotýkajúce sa kružnice (množina bodov danej vlastnosti)

Daná je kružnica k(S;R). Zostrojte kružnice l s polomerom r, ktoré sa kružnice k
dotýkajú.
Aký geometrický útvar tvoria stredy kružníc l?
Zostrojte množinu stredov všetkých kružníc l s polomerom r, ktoré sa kružnice k
dotýkajú.

Uvažujte dve možnosti: a) R > r,

b) R < r.

Potrebné poznatky:

• kružnica a jej vlastnosti

• množiny bodov danej vlastnosti

• predstavenie si situácie

• počítanie s danými polomermi kružníc

• dotykové kružnice, sústredné kružnice

• konštrukcia

• učivo ZŠ 8. a 9. ročník, stredné školy

Riešenie
Dve kružnice môžu mat vonkajší dotyk alebo vnútorný dotyk, tak ako je to zná-
zornené na nasledujúcich dvoch obrázkoch (obr. 1 a 2).

Stred „vonkajšejÿ kružnice je vzdialený R+ r centimetrov od zadaného bodu S.
Vlastne, takých kružníc by bolo nekonečne veľa. Stredy S1 všetkých týchto kružníc
l1 by ležali na kružnici so stredom v bode S a polomerom R + r centimetrov.

Množinou stredov všetkých kružníc, ktoré majú daný polomer r a dotýkajú sa
danej kružnice zvonku k(S;R) je kružnica so stredom v bode S a polomerom R+r.

Pri hľadaní všetkých riešení úlohy zbadáme, že má ešte aj druhé riešenie. Kru-
žnice s polomerom r sa môžu zadanej kružnice k dotýkať aj z vnútra. Druhým
riešením preto bude kružnica so stredom v bode S a polomerom R− r.

Množinou S2 stredov všetkých kružníc l2, ktoré majú daný polomer r a dotýkajú
sa danej kružnice z vnútra k(S;R) je kružnica so stredom v bode S a polomerom
R− r (v prípade b) R < r je polomer r −R).
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Prípad a) R > r

Obr. 1: Animácia 1. úlohy pomocou GeoGebry

Prípad b) R < r

Obr. 2: Animácia riešenia 2. úlohy pomocou GeoGebry
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Pomocou posuvníkov môžeme zmeniť polomery kružníc, tým vlastne máme mo-
žnosť na riešenie, modelovanie veľa prípadov úlohy daného typu.

Po úspešnom riešení danej úlohy máme možnosť diskutovať o ďalších možných
riešeniach: v ktorých prípadoch nemá úlohy riešenie, úloha má jedno riešenie, alebo
viac, ak zmeníme údaje v zadaní úlohy, ako sa zmení riešenie úlohy. Po prezentácii
a riešení v GeoGebre študenti riešia úlohy aj na papieri.

Záver

Použitím vizualizácie a modelovania počas vyučovania podporujeme motiváciu
a predstavivosť žiakov a zvyšujeme efektivitu vyučovacích metód. Vytváranie vir-
tuálnych dynamických modelov pomocou GeoGebry prináša nové možnosti aj v ob-
javovaní matematických súvislostí. Vhodná vizualizácia podporí porozumenie súvis-
lostí, pomáha pri vyšetrení vlastností pojmov. Animácia úloh pomocou GeoGebry
podporuje ľahšie pochopenie podobných úloh. Pomocou posuvníkov sa dajú mode-
lovať všetky úlohy daného-horeuvedeného typu. V GeoGebre žiaci môžu používať
vlastné teoretické poznatky, a tým získavajú poznatky a zážitky o využití matema-
tických poznatkov v reálnom živote.
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Statistika na ZŠ v kontextu učiva biologie

Marcela Jaworská1

Příspěvek pojednává o zastoupení témat v úlohách a příkladech, které se nachází
v kapitolách věnovaných statistice v současných učebnicích pro základní školu a os-
miletá gymnázia. Téma biologie se ve statistice v učebnicích vyskytuje zřídka, proto
jsou následně uvedeny úlohy s přírodovědnou tématikou, které by měly být pro žáky
zajímavé a přínosné nejen z hlediska matematiky, ale i biologie.

Statistika svoji podstatou vybízí k propojení s jinými vyučovacími předměty, neboť
zpracovává data, které získala výzkumem v určitém oboru. Výsledky statistických
šetření je zapotřebí interpretovat opět v oboru, ve kterém byla data sebrána. Pro-
tože je mi blízká biologie, rozhodla jsem se statistiku spojit s učivem přírodopisu.

Statistika v učebnicích

V rámci závěrečné práce jsem analyzovala kapitoly věnující se statistice v sedmi
dostupných učebnicích určených pro základní školu a osmiletá gymnázia, a to:

• Binterová, H., Fuchs, E. & Tlustý, P. (2009). Matematika 8, Aritmetika.
Plzeň: Fraus.

• Coufalová, J., Pěchoučková, Š., Hejl, J. & Lávička, M. (2007). Matematika
pro 8. ročník základní školy. Praha: Fortuna.

• Herman, J., et al. (2000). Matematika – Funkce. Praha: Prometheus.

• Odvárko, O. & Kadleček, J. (2006). Matematika [2] pro 8. ročník základní
školy. Praha: Prometheus.

• Rosecká, Z., et al. (2005). Algebra, učebnice pro 8. ročník. Nová škola.

• Šarounová, A., et al. (1999). Matematika 8, II. Díl. Praha: Prometheus.

Zkoumala jsem zastoupení témat v úlohách a příkladech. Jednotlivé úlohy a pří-
klady jsem zařadila do následujících devíti témat: žáci, škola, ekonomika, finance,
doprava, zkoumání, společnost, sport a biologie. V tématu biologie v širokém slova
smyslu se vyskytovaly úlohy a příklady ze třech oblastí – zdraví, životní prostředí
a klimatologie. Nejvíce úloh a příkladů spadá do kategorie žáci, následují kategorie

1marcela.jaworska@seznam.cz
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škola a ekonomika (viz obr. 1). Zhruba desetinu úloh a příkladů tvoří dopravní
tématika a rovněž oblast zkoumání. Učivo biologie je zastoupeno ve zkoumaných
učebnicích 16 úlohami, což tvoří přibližně 7 % ze všech úloh a příkladů. Jistě by si
biologie vzhledem ke své důležitosti pro udržitelnost života na Zemi zasloužila větší
podíl v příkladech a úlohách.

Obr. 1

Motivační úloha pro zavedení pojmu relativní četnost

Žáci dostanou následující zadání:
Jste součástí Marťanské komise pro výzkum Země. V příštím roce plánuje Společ-
nost pro meziplanetární lety přistání na Zemi z důvodu studia lidského chování.
Pro přistání bylo vylosováno pět možných států. Agenti výzvědných služeb získali
o daných státech data potřebná ke správnému rozhodnutí.
Cílem je vybrat nejvhodnější stát k přistání.
Dílčí cíle:

[1] Seřadit státy podle rizika nakažení se virem HIV (vzestupně)

[2] Seřadit státy podle rizika nakažení se tuberkulózou

[3] Seřadit státy podle rizika nakažení se malárií

Vybrány byly úmyslně čtyři africké státy (tak aby v případě tuberkulózy a malá-
rie vyšlo jinak seřazení podle četností a podle relativních četnosti) a naše Česká
republika. Žáci dostanou k dispozici následující data (viz tab. 1). Aby data byla
srovnatelná, převzala jsem je jen z jednoho zdroje, a to z internetových stránek
organizace World Health Organisation.
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Česká
Keňa

Jihoafrická Demokrat.
Mozambik

republika republika rep. Kongo

Počet obyvatel
10 702 000 44 354 000 52 776 000 65 514 000 25 834 000

(v roce 2013)

Počet obyvatel
11 000 000 45 000 000 54 000 000 75 000 000 27 000 000

(v roce 2014)

Odhadovaný
neuveden 7 400 000 19 000 21 000 000 9 600 000výskyt malárie

(2013)

Výskyt
490 110 000 450 000 240 000 150 000tuberkulózy

(2014)

Počet lidí
2 354 1 400 000 6 800 000 450 000 1 500 000

s HIV (2014)

Tab. 1

Očekávaným přínosem je kromě rozvoje logického myšlení a matematických znalostí
upevnění známých faktů z biologie a zeměpisu, a to 1) malárie je vázána na tropické
oblasti (uvědomění si polohy daných států), 2) nemoc AIDS způsobená virem HIV
je nejvíce rozšířená v Africe.

Může endoparazit ovlivnit nehodovost?

Skupina vědců pod vedením profesora Jaroslava Flegra zjistila mnoho zajímavých
skutečností o parazitickém prvokovi Toxoplasma gondii, způsobujícím u člověka to-
xoplasmózu, která většinou probíhá bezpříznakově. Nakažený člověk je hostitelem
toxoplasmy až do konce svého života. Toxoplasma gondii se pohlavně rozmnožuje
ve střevě libovolné kočkovité šelmy. U nás je toxoplasmou nakažena zhruba třetina
populace a asi nejčastějším zdrojem nákazy je manipulace s půdou na zahrádce
bez použití ochranných rukavic a konzumace syrové špatně omyté kořenové zele-
niny (Flegr J. 2011, http://www.toxo.eu/). Člověk nakažený toxoplasmou má až
2,65-krát vyšší pravděpodobnost, že se stane účastníkem dopravní nehody (Flegr
J., Havlíček J., Kodym P., Malý M. & Šmahel Z. (2002)) a to z důvodu delších
reakčních časů (Flegr J. 2011). Data, z nichž žáci mohou samostatně odvodit závěr,
že lidé nakažení toxoplasmou mají větší riziko nehody, jsou uvedena v tab. 2.
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kategorie pozitivní oběti oběti celkem pozitivní kontrola kontrola celkem

věkové rozpětí

15–29 21 59 38 249

30–44 9 25 15 67

45–59 17 39 22 90

60–70 11 23 9 40

celkem 58 146 84 446

muži 30 85 39 230

ženy 28 61 45 216

řidiči 35 90 84 446

chodci 23 56 84 446

Data byla převzata z Flegr J., Havlíček J., Kodym P., Malý M & Šmahel Z. (2002).

Tab. 2
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Antistresové omaľovánky

Milada Kazdová1

V predloženom texte naznačíme, ako možno využiť antistresové omaľovánky vo vy-
učovaní geometrie. Dôležité pre nás je, že ide o omaľovánky, ktoré sa majú vyfarbo-
vať, a teda aj vytvoriť, veľmi precízne. S ohľadom na rozsah článku predstavíme pod-
robnejšie iba dve úlohy z aktivity, ktorá má motivačný a aplikačný charakter. Jednu
z úloh uvedieme vrátane metodických materiálov s cieľom pomôcť najmä začínajú-
cim učiteľom. Predpokladáme, že žiaci poznajú princíp osovej a stredovej súmer-
nosti, vedia narysovať elementárne geometrické útvary, vedia deliť úsečku a vedia
deliť uhol pomocou kružidla.

V posledných rokoch sa na Slovensku stretávame s tým, že žiaci základných a stred-
ných škôl vykazujú v rôznych testovaniach (Testovanie 9, medzinárodná štúdia
OECD PISA, maturity) v rámci matematiky najslabšie výsledky v úlohách z geomet-
rie. Národný ústav certifikovaných meraní vzdelávania (NÚCEM) vo svojich sprá-
vach pravidelne vydáva rôzne odporúčania, čo sa týka matematiky ide však najmä
o to, aby výučba neprebiehala formou odovzdávania poznatkov v hotovej podobe,
ale bola zameraná na žiacke objavovanie, skúmanie a konštruovanie, bola tvorivá
s využitím problémov každodenného života a navyše sa pokúsila prepájať jednotlivé
tematické celky.

Navrhnutá aktivita má tú výhodu, že ju do vyučovania môžeme zaradiť nie len
po prebratí celku súmernosti, ale prakticky hocikedy, aj v rámci suplovanej hodiny
s cieľom rozvíjať rysovacie zručnosti žiakov, kritické myslenie a opakovať učivo.

Omaľovánky na hodinách geometrie?

Prečo nie? Moderné a v súčasné dobe veľmi populárne antistresové omaľovánky
nám ponúkajú veľa možností ako geometricky vytvoriť niečo, čo sa bude žiakom
páčiť a snáď ich bude aj baviť.

Úloha 1

Na obrázku vidíte príklad jednoduchej antistresovej omaľovánky.
Ak v obrázku existujú osové súmernosti, do zadania farebne zaznačte ich osi, ak
existujú stredové súmernosti, inou farbou označte ich stredy. Svoje tvrdenia zdô-
vodnite. Bez merania vzdialeností v zadaní narysujte uvedený obrázok, ak viete, že

1doktorand – Teória vyučovania matematiky Katedra matematickej analýzy a numerickej matematiky, Univerzita
Komenského v Bratislave, Milada.Kazdova@fmph.uniba.sk

75



dĺžka strany vonkajšieho štvorca je 14 cm. Využiť môžete iba kružidlo a pravítko bez
mierky. Vieme, že 4 trojuholníky, v ktorých sú vpísané kružnice s ornamentmi, sú
rovnostranné.

Obr. 1

Úloha má za cieľ nájdenie všetkých súmerností, ktoré môžu uľahčiť žiakom kon-
štrukciu antistresovej omaľovánky iba s využitím kružidla a pravítka bez mierky.
Má zlepšiť rysovacie zručnosti žiakov, precvičiť konštrukcie jednoduchých mnohou-
holníkov a kružníc, aplikovať poznatky o uhloch v trojuholníku a vlastnostiach opí-
saných a vpísaných geometrických útvarov. Žiaci pravdepodobne rýchlo upozornia
na to, že sa motívy v jednotlivých štvrtinách obrázku opakujú. Podľa matematickej
úrovne triedy môže učiteľ povoliť rysovanie kolmíc pomocou trojuholníka s ryskou.
V nasledujúcom texte uvádzame možné návodné otázky.

Existujú na obrázku v zadaní nejaké osové súmernosti? [Áno.] Koľko ich je?
[Štyri.]

Kde sa nachádzajú ich osi? [Prvá os je rovnobežná so zvislou stranou obryso-
vého štvorca a prechádza stredom jeho vodorovnej strany; druhá os je rovnobežná
s vodorovnou stranou obrysového štvorca a prechádza polovicou jeho zvislej strany;
tretia os je uhlopriečka obrysového štvorca prechádzajúca jeho ľavým horným vr-
cholom a štvrtá os je uhlopriečka obrysového štvorca prechádzajúca jeho pravým
horným vrcholom.]

Existujú na obrázku v zadaní aj stredové súmernosti? [Áno.] Koľko ich je?
[Jedna.]

Kde sa nachádza jej stred? [V priesečníku uhlopriečok obrysového štvorca.]
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Ako začnete konštrukciu? [Najprv si narysujeme obrysový štvorec. Strany obry-
sového štvorca rozdelíme na polovice a týmito bodmi vedieme priamky rovnobežné
so stranami obrysového štvorca, teda obrysový štvorec rozdelíme na štyri menšie
štvorce. Priesečníky týchto priamok so stranami obrysového štvorca tvoria vrcholy
ďalšieho štvorca. Do obrysového švorca vpíšeme, resp. „novémuÿ štvorcu opíšeme,
kružnicu. Narysujeme časti uhlopriečok obrysového štvorca – viditelné sú vždy časti
od vrcholov obrysového štvorca k „novému“ štvorcu.]

Vidíme, že motívy v jednotlivých štvrtinách sú síce rovnaké, ale nejde o po-
sunutie ornamentu. Čo musíme s ornamentom urobiť? [Otočiť ho.] O aký uhol?
[O ±90 ◦.]

Pozrime sa teraz podrobne iba na jednu štvrtinu omaľovánky zo zadania. Ako
tam dostaneme tie trojuholníky? [Zo zadania vieme, že trojuholníky sú rovno-
stranné, teda stačí k už narysovanej časti uhlopriečky naniesť od vrcholu obry-
sového štvorca z každej strany uhol veľkosti 30 ◦. Priamky vedieme až k „štvorcu
vpísanémuÿ do obrysového štvorca.]

Čo druhý trojuholník? [Strana práve narysovaného trojuholníka (úsečka) ležiaca
na „vpísanomÿ štvorci je zároveň aj stranou trojuholníka, ktorý potrebujeme nary-
sovať. Krajné body tejto úsečky teda spojíme se stredom obrysového štvorca, čím
trojuholník získame.]

Čo bude nasledovať? [Do práve získaného trojuholníka vpíšeme kružnicu.] Ako
vpíšeme kružnicu do trojuholníka? [Urobíme osi uhlov. Ich priesečník je stredom
kružnice vpísanej. Polomer tejto kružnice je daný vzdialenosťou tohto stredu od
ľubovoľnej strany trojuholníka.]

Máme vpísanú kružnicu do trojuholníka. Ako do nej vpíšeme štvorec? [V zadaní
úlohy vidíme, kde sa musí nachádzať jeden vrchol vpísaného štvorca. Týmto bodom
vedieme priemer kružnice a jemu združený priemer (kolmý a prechádzajúci stredom
kružnice). Priesečníky týchto priemerov s kružnicou sú hľadané vrcholy štvorca.]

V ďalšom kroku máme opäť vpísať kružnicu do štvorca. Ako na to? [Stred kruž-
nice bude rovnaký ako stred kružnice vpísanej trojuholníku. Jej polomer je najkrat-
šia vzdialenosť stredu od strany štvorca.] Ako ornament dokončíme? [Analogicky
ako vyššie vpíšeme štvorec do kružnice. Treba dbať iba na to, aby bol správne
otočený.]

Ako obrázok dokončíme? [S využitím osovej alebo stredovej súmernosti pre-
nesieme potrebné body a dokončíme zvyšné tri štvrtiny obrázka. Na záver podľa
zadania dorysujeme chýbajúce štyri úsečky.]

Úloha 2

Na papier formátu A4 navrhnite a narysujte vlastnú antistresovú omaľovánku. Opäť
použite iba kružidlo a pravítko.
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Úloha 3

Papier formátu A5 rozdeľte jednou priamkou na dve rovnaké časti. Táto
priamka bude os súmernosti o.
Vytvorte vlastnú omaľovánku, ktorá bude súmerná podľa osi o. Pri rysovaní
používajte iba kružidlo a pravítko bez mierky.

Ako sa darilo žiakom pri týchto netradičných úlohách, opíšeme v nasledujúcej
časti textu. Bližšie sa budeme zaoberať iba prvými dvoma úlohami.

Testovanie aktivity

Aktivitu Antistresové omaľovánky sme testovali na absolventke českého všeobec-
ného gymnázia, nematurantke z matematiky, ktorá študuje v prvom ročníku vysokej
školy nematematického smeru.

Obr. 2

V úlohe 1 bolo treba zostrojiť omaľovánku uvedenú na obrázku iba s využitím
kružidla a pravítka bez rysky. Zadaný obrázok sa absolventke páčil. Drobný prob-
lém však nastal už pri rysovaní obrysového štvorca – konštrukciu štvorca pomocou
kružidla a trojuholníka s ryskou mala zautomatizovanú, ale keď si mala vystačiť
iba s obyčajným pravítkom, v prvej chvíli si nevedela rady. Potom si spomenula,
že sa dá kružidlom narysovať 60 ◦, takže pravý uhol už dokázala zostrojiť. Zopako-
vali sme si teda konštrukciu štvorca s mierne neštandardnými pomôckami. K tomu,
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aby dokázala zostrojiť rovnostranný trojuholník pri vrchole štvorca bolo treba nie-
koľko návodných otázok, keďže si neuvedomila, že uhlopriečka štvorca rozpoľuje
uhol v rovnostrannom trojuholníku. Nechcelo sa jej rysovať 30 ◦ pomocou kružidla.
Zopakovali sme si prenášanie uhlov pomocou kružidla, takže trojuholníky jej po-
tom išli pomerne rýchlo. Konštatovala, že jej vznikol „čtverec s ušimaÿ. Kružnicu
vpísanú do rovnostranného trojuholníka robila cez spojnicu vrcholu a stredu pro-
tiľahlej strany. Na otázku prečo odpovedala, že v rovnostrannom trojuholníku je
to jedno, že to vyjde rovnako. S odpoveďou na otázku, ako by to bolo vo všeobec-
nom trojuholníku, si nebola istá, ale nakoniec odpovedala správne. Strany štvorcov
vpísaných do týchto kružníc získala ako spojnicu priesečníkov častí uhlopriečok
so stranami „vnútornýchÿ rovnostranných trojuholníkov. Posledný vpísaný štvorec
chcela robiť „od okaÿ cez dotykové body. Nakoniec ale prišla s nápadom, že ide
o stredy strán v predchádzajúcom štvorci. Úlohu na záver ohodnotila takto: „Bylo
to celkem fajn, jen ten obrysový čtverec by měl být zadaný.ÿ Na obrázku 2 je
uvedený obrázok, ktorý vytvorila.

S úlohou 2, v ktorej mala vytvoriť čo najzaujímavejšiu antistresovú omaľovánku
s využitím zásad euklidovskej geometrie, nemala problém. Jediné, čo jej chýbalo,
bola mierka na pravítku a ryska. Možno aj preto sa rozhodla v dvoch z jej výtvorov
využívať iba kružidlo a až v treťom využila aj pravítko. Vzdialenosti odmeriavala
pomocou kružidla, polovice získala cez os úsečky, prakticky nič iné nevyužívala.
Zmenšená ukážka jej snaženia je na nasledujúcich obrázkoch.

Obr. 3 Obr. 4 Obr. 5
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Záver

Aktivitu sme testovali aj v siedmom ročníku na bratislavskej základnej škole u uči-
teľky s dvojročnou praxou. Z rozhovoru s pani učiteľkou, z pozorovaní a z dotazní-
kov, ktoré sme žiakom po vypracovaní úloh rozdali, je zrejmé, že úlohy tohto typu
majú potenciál žiakov osloviť a aspoň trochu tak prispieť k zlepšeniu ich vzťahu ku
geometrii. Žiakov oslovilo najmä to, že sa aktivita líšila od bežnej hodiny geometrie
a že mali možnosť sami si vymyslieť, ako bude ich omaľovánka vyzerať. Niektorí
žiaci prejavili záujem si po dokončení omaľovánku vyfarbiť.

Nepovinné domácí úkoly ve výuce matematiky

Hana Kunzová1

Příspěvek popisuje zkušenosti s využitím nepovinných domácích úkolů jako pros-
tředku aktivizace žáků, propojení předmětů, rozvoje myšlení v souvislostech a spojení
výuky s praktickým životem.

Se zadáváním nepovinných domácích úkolů jsem začala původně ve výuce fyziky.
Velkou inspirací mi přitom byl projekt Heuréka (http://kdf.mff.cuni.cz/heureka/).
Protože se tento způsob práce velmi osvědčil, pokusila jsem se jej přenést s nez-
bytnými úpravami i do výuky matematiky. Místo některých ryze fyzikálních témat
(vyrobte vlastní hodiny, váhy, vysvětlete princip činnosti spotřebiče – lednička,
sušička na prádlo apod., připravte si vlastní pokus a předveďte ho spolužákům, pří-
padně ho nafoťte nebo natočte) se ukázaly jako atraktivní úlohy typu „vymyslete
vlastní příkladÿ.

I. Vymyslete vlastní příklad na probírané téma. Použijte hodnoty vycházející z ně-
jaké reálné situace.

NDÚ musí obsahovat:

• Smysluplně a správně česky formulované zadání

• Vzorové řešení, případně náčrtek

• Zdroj údajů (může být i „babička, tatínekÿ apod.)

1Gymnázium Trhové Sviny, kunzova.hana@seznam.cz
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Témata vhodná pro zadání vlastního příkladu:
Procenta
Pythagorova věta
Pohyb
Objem, povrch
Přímá/nepřímá úměrnost
Lineární funkce
Goniometrické funkce

II. Vymyslete vlastní příklad, ke kterému získáte hodnoty vlastním měřením

NDÚ musí obsahovat:

• Popis situace (popř. náčrtek)

• Stručný popis, jak jsem měření provedl (pomůcky, způsob měření apod.)

• Výpočet, odpověď

Témata vhodná pro vlastní měření:
Pohyb
Pythagorova věta
Objem, povrch
Goniometrické funkce
. . .

Jaký přínos mají tyto aktivity pro děti:
Učí se hledat informace a pracovat s nimi. Vlastní měření rozvíjí manuální zruč-

nost a smysl pro přesnost. Zdařilé úkoly jsou součástí klasifikace formou
”
malé“

jedničky. Některé povedené práce zadávám při hodinách ostatním žákům, což je
(zejména pro matematicky méně zdatné žáky) velkým povzbuzením. Méně pove-
dené práce mají žáci možnost podle připomínek upravit, což vede k upevňování
schopnosti dotáhnout práci do konce. V některých případech vedla snaha o nalezení
informací k nutnosti komunikovat s cizími lidmi a vhodnou formou je o informace
požádat. (Ostatně ani komunikace s vlastními rodiči či jinými členy rodiny není
v dnešní uspěchané době zcela samozřejmá). A samozřejmě tato aktivita procvičí
příslušnou látku v konkrétních souvislostech.

Jaký přínos mají tyto aktivity pro učitele:
Všichni jsme se určitě setkali s provokativní otázkou „K čemu mi to bude?ÿ

Některé nápadité úlohy jsem postupně zařadila mezi materiály, které používám při
práci v dalších ročnících. Velmi oceňuji možnost nechat zažít úspěch i méně nadané
děti, které jinak mají s matematikou problémy.
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Pro úplnost považuji za korektní přiznat, že práce s vlastními úlohami žáků je
jistá časová zátěž navíc. Myslím si však, že výše uvedené výhody ji učiteli bohatě
vynahradí.

Pro zajímavost uvádím některé konkrétní práce mých žáků:

Téma: Procenta

Studenti kvarty jeli na výlet autobusem. Dopravce si účtuje 21 Kč za jeden
ujetý kilometr a 120 Kč za každou započatou hodinu čekání. Určete celkovou cenu
dopravy, jestliže ujeli celkem 160 km a řidič na ně čekal 3,5 hodiny. Cenu za ujeté
km a čekání je nutno zvýšit o 19 % DPH (tzv. daň z přidané hodnoty). Zdroj: Údaje
dopravce XY a mamka.

Doma máme loučku o rozloze 20× 17 metrů. Naše koza Alžběta v ní má obdél-
níkovou ohrádku, která zabírá 27,5 % prostor loučky. Na 1 m2 připadá 0,15 kg trávy.
Kolik trávy může Alžběta spást? Kolik je to % trávy z celého palouku? Zdroj: Tro-
chu skutečnost a trochu odhad , (další možné využití: Je pro odpověď na druhou
otázku nutné počítat hmotnost trávy na palouku?)

Úlohy o pohybu:

Maminka požádala Jirku, aby dovezl babičce sazenice rajčat. Jirka tedy poslal
babičce SMS, že k ní jede. Sedl na kolo a vyrazil. Jel průměrnou rychlostí 20 km/h.
Babička si přečetla SMS, a protože bylo pěkné počasí, rozhodla se, že pojede Jir-
kovi naproti. Vypravování jí trvalo 15 minut, pak vzala svoje kolo a vyrazila. Jela
průměrnou rychlostí 10 km/h. Když byla na cestě půl hodiny, potkala Jirku. Jak
daleko od Jirky babička bydlí? Zdroj informací: Naše rodina.

Honza vyjel na kole z Nových Hradů směrem na Třeboň. Jel průměrnou rychlostí
20 km/h. O 20 minut později jeho tatínek zjistil, že zapomněl doma peněženku,
a vyrazil za ním autem průměrnou rychlostí o 40 km/h vyšší. Kdy a kde tatínek
Honzu dožene? (To se mi fakt stalo) (A jak mi táta vynadal, to radši nepíšu). (pro
další použití doplňuji turistickou mapou)

Magda a Eliška se vydaly na výlet na zříceninu hradu Velešín. Magda vyrazila
pěšky z obce Sedlce ve tři hodiny odpoledne rychlostí 4 km/h. Eliška za ní vyjela na
kole o deset minut později rychlostí 20 km/h. Vzdálenost Svatý Jan nad Malší (kde
bydlí Eliška) – Sedlce je 1,2 km, vzdálenost Sedlce – hrad Velešín 1,6 km. Dojede
Eliška Magdu ještě před hradem? Zdroj: Náš výlet v létě.

Objemy a povrchy

Na náměstí a v okolí je 20 odpadkových košů ve tvaru kvádru. Jejich podstavy
mají tvar čtverce o straně 4 dm, výška každého koše je 0,5 m. Koše je potřeba natřít,
zvenku i zevnitř dvakrát. Kolik barvy bude potřeba, jestliže 1 kg barvy vystačí na
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6 m2? Kolik město za natření zaplatí, jestliže dvoukilové balení barvy stojí 85 Kč?
Zdroj: Rozměry jsme změřili, barvu nám řekli u . . . (místní drogerie)

Na pastvině je koryto tvaru podélně rozpůleného válce. Jeho hloubka je 50 cm,
délka 2 metry. Voda v korytě vystačí přibližně na 2 dny. Za jak dlouho se vypo-
třebuje voda z přistavené cisterny, která má průměr 1,5 m a délku 2,5 m? Zdroj:
Pastvina za Olešnicí.

Kolik bude stát natření měděných trubek topení? Trubky mají průměr 4 cm,
celkovou délku 120 m, z toho 1

5 je zasekaná ve zdi. Kbelík speciální barvy stojí
339 Kč a vystačí na 5 m2. Kolik vody je do tohoto topení potřeba napustit? Zdroj:
Opravy u dědy.

Úlohy řešené pomocí rovnic:

V jedné třídě se sešla spousta muzikantů. Šestina třídy hraje na housle, čtvrtina
na dechové nástroje, třetina zpívá a pouze šest dětí nehraje na nic. Kolik dětí je ve
třídě? (Nikdo nedělá dvě věci současně). Zdroj: Naše třída, těch houslistů jsem si
trochu přimyslel.

Při akci Zachraň strom sebrali žáci sedmé a osmé třídy dohromady 490 kg papíru.
Osmáci sebrali čtvrtinu toho, co sedmáci. Kolik kg sebrali žáci jednotlivých tříd?
Zdroj: To mě jen tak napadlo, protože brácha včera nesl sběr. Přibližně tolik sebrali
loni, ale přesně si to už nepamatuji.

Průměrná délka Milanova kroku je 80 cm. Cestou ze školy domů napočítal, že
udělal 1 300 kroků. Kolik kroků by udělal na stejné cestě Jirka, který je vyšší a jeho
krok je dlouhý 1 m? Zdroj: Změřili jsme si krok a odkrokovali cestu k Milanovi.
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Formální a neformální znalosti žáků z dělitelnosti
v 6. a 7. ročníku

Zora Mašatová1

Obsahem tohoto článku je výzkum, který se zabývá prověřováním znalostí žáků z děli-
telnosti se zvláštním ohledem na formálnost. K tomuto záměru byl využit test, který
byl zadán 428 respondentům. Žáci byli rozděleni do tří skupin podle typu školy nebo
podle výukového stylu, jakým jsou vyučováni. Výsledky obsahují úspěšnost v testu
celku i jednotlivých skupin z hlediska kvantitativního a kvalitativního. Součástí vý-
sledků je i reflexe výzkumného nástroje.

Tento výzkum vznikl jako součást diplomové práce s názvem Formální a neformální
znalosti žáků z dělitelnosti v 6. a 7. ročníku na KMDM PedF UK. Ve výzkumné
části bylo mým cílem otestovat znalosti žáků z dělitelnosti, a to především zna-
losti neformální. Formální znalostí rozumím znalost povrchní, která není zapojena
do kognitivní struktury žáka a umožňuje řešit prakticky jen formalizované úlohy
jako nalezení největšího společného dělitele, či úlohy, které formalizované proce-
dury signalizují. Úlohy, při jejichž řešení žákovi stačí jen tento typ znalostí, testují
pouze formální poznatky. Neformální poznatek naproti tomu představuje skutečně
hluboké pochopení problematiky a je začleněn do kognitivní struktury žáka v tom
smyslu, že je vyvolán strukturou úlohy, nikoli konkrétním zadáním či signálem. Me-
todou, jak odlišit neformální znalosti od formálních, je použití nesignálních úloh.
Signálem rozumím jev v zadání úlohy, který má žák asociován s formální znalostí
a který jej navede na užití naučeného algoritmu bez porozumění struktuře úlohy.
Pokud takový signál úloha neobsahuje, není žák pouze s formálním poznatkem
schopen takovou úlohu řešit, i když ovládá příslušný matematický aparát.

Cíle a hypotézy

Ve své práci jsem si stanovila tři výzkumné cíle.

1. Hlavním cílem výzkumu bylo zjistit porovnáním úspěšnosti žáků před a po
výuce dělitelnosti v řešení nesignálních úloh z tohoto tématu, nakolik se
výuka dělitelnosti v 6. třídě projevuje na schopnosti žáků řešit tyto úlohy,
s implikacemi pro úroveň formálnosti jejich poznatků.

2. Druhým cílem bylo porovnání výsledků tří různých skupin (žáků ZŠ vyučo-
vaných tradičním způsobem, žáků ZŠ vyučovaných Hejného metodou a žáků
osmiletého gymnázia) opět s případnými důsledky pro formálnost poznatků.

1ZŠ Praha – Běchovice, masatova@seznam.cz
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3. Třetím cílem bylo otestování validity zvolené metody pro diagnostiku for-
málnosti poznatků.

Dále jsem si stanovila tyto tři hypotézy:

1. Žáci po výuce dělitelnosti nebudou výrazně úspěšnější v řešení úloh, jejich
schopnost aplikovat naučené postupy řešení úloh z dělitelnosti bude prav-
děpodobně nízká. Žáci nebudou schopni aplikovat ve slovních úlohách na
hledání nsn nebo NSD postup využívající prvočíselný rozklad ani po výuce
dělitelnosti.

2. Znalosti žáků, kteří jsou vyučováni matematice Hejného metodou, budou
zřejmě méně zatíženy formalismem. V řešení úloh by mohli být úspěšnější ve
srovnání s žáky, kteří jsou vyučování tradičním způsobem výuky. Očekávám,
že často budou schopni úlohu řešit pomocí modelu.

3. Žáci osmiletých gymnázií mají lepší studijní předpoklady než žáci základních
škol. Předpokládám, že jejich úspěšnost v testu bude nejvyšší a jejich znalosti
budou nejméně zatíženy formalismem.

Tab. 1

Výzkumný nástroj – test

Pro výzkum jsem si jako výzkumný nástroj zvolila test. Test jsem navrhla pro
kvantitativní zpracování dat a při jeho tvorbě jsem se řídila těmito principy:

1. neobsahuje termíny typické pro dělitelnost

2. testuje znalosti z celého tématu dělitelnosti vyučovaného na ZŠ
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3. využití znalostí z dělitelnosti zefektivňuje řešení

4. nastavení vhodné obtížnosti

5. rozsah – jedna vyučovací hodina

V testu jsem se vyhýbala použití termínů typických pro téma dělitelnost, a to
ze dvou důvodů. Za prvé proto, že polovina zkoumaného vzorku byli žáci 6. tříd
před výukou dělitelnosti, kteří by měli problém s porozuměním těmto termínům, a
za druhé proto, že jsem chtěla vytvořit nesignální úlohy (tj. takové úlohy, v nichž
se nevyskytuje napovídající kontext, který by žákům po výuce dělitelnosti signa-
lizoval, že jde o dělitelnost), neboť mým cílem bylo statisticky odlišit, zda si žáci
7. tříd vybavili poznatky z výuky a zda tyto znalosti vyžívají. Nastavením vhodné
obtížnosti rozumím záměr, aby test byl použitelný pro různé skupiny žáků a aby
rozlišoval mezi jednotlivými skupinami i v rámci těchto skupin, tedy aby pro žádnou
skupinu nebyl příliš obtížný ani příliš lehký.

Test byl administrován 428 žákům 6. a 7. ročníku. Testování se účastnili žáci
ZŠ vyučovaní tradičním způsobem, žáci ZŠ vyučovaní Hejného metodou a žáci os-
miletého gymnázia. Tab. 1 uvádí četnosti jednotlivých skupin. Test byl zadán na
osmi různých školách v 20 různých třídách. Testování proběhlo v prvním pololetí
školního roku 2015/16 v rozmezí zhruba tří měsíců. Test byl zadáván žákům jejich
učiteli matematiky, kteří měli jednotné instrukce: zajistit, aby žáci neopisovali a ne-
používali kalkulačky, a neříkat žákům, že je to test z dělitelnosti. Učitelé také měli
žákům zdůraznit, aby prováděli všechny výpočty na testový papír a negumovali,
pouze škrtali. Na vypracování testu měli žáci 45 minut.

Ukázka testových úloh

Úloha 3
Doplň v daných číslech vynechanou číslici tak, aby se dalo beze zbytku dělit násle-
dujícím číslem:

a) dvěma 77

b) pěti 3 6

c) devíti 45

Najdi všechna řešení.
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Úloha 8
Ze dvou stuh délky 24 cm a 40 cm je třeba nastříhat co nejdelší stejně dlouhé stužky,
aby nezůstaly žádné zbytky. Stužky je nutné stříhat po celých centimetrech. Jak
dlouhé budou tyto stužky?

Test obsahoval 8 úloh, které se od sebe podstatně lišily. Při řešení některých tes-
tových úloh žákům stačilo využít formální znalosti (jako úloha 3 z ukázky) a jiné
testovaly spíše neformální poznatky (úloha 8). Úlohy se od sebe též lišily počtem
správných řešení. Testové úlohy 1, 2, 5, 7 a 8 měly jen jednu správnou odpověď,
a testové úlohy 3, 4 a 6 měly více prvkovou množinu odpovědí. Z toho důvodu
jsem test vyhodnocovala z hlediska striktní úspěšnosti (dále jen SÚ) a procentuální
úspěšnosti (dále jen PÚ). SÚ nabývá pouze hodnoty 1 a 0, hodnoty 1 pokud je od-
pověď správná a úplná a nula v opačném případě. PÚ oproti tomu vyjadřuje poměr
mezi počtem uvedených správných odpovědí a počtem všech správných odpovědí
– za podmínky, že všechny uvedené odpovědi jsou správné, jinak je její hodnota
nula. Z definice je zřejmé, že hodnoty SÚ a PÚ se mohou lišit jen u úloh s více
správnými odpověďmi, a že PÚ je vždy větší nebo rovna SÚ. Rozdíl mezi PÚ a SÚ
byl ukazatelem toho, nakolik byli žáci schopni řešet úlohy systematicky (tj. nalé-
zat všechna řešení). Celkovou úspěšností nazývám průměrnou úspěšnost žáka, resp.
skupiny v celém testu.

Výsledky

Kvantitativní výsledky jsem zpracovala v podobě tabulek a grafů, které zde uvá-
dím kvůli vizuální názornosti. Ve všech grafech je zachováno stejné barevné rozlišení
pro sledované skupiny jako v tab. 1. Graf na obr. 1 zachycuje SÚ a PÚ pro sledo-
vané skupiny vždy v jednom sloupci, SÚ je vybarvena sytou barvou a PÚ méně
sytým odstínem stejné barvy. Vedle absolutních úspěšností jsou uvedeny rozdíly
mezi PÚ a SÚ mezi ročníky. Jak je vidět z tohoto grafu, v testu byli nejúspěšnější
žáci osmiletého gymnázia, následovaní skupinou žáků učených Hejného metodou a
žáky učenými tradičně. V 6. ročníku jsou výsledky žáků učených Hejného metodou
blíž výsledkům žáků gymnázia a v 7. ročníku jsou výsledky žáků učených Hejného
metodou blíž výsledkům žáků učeným tradičně. To může být způsobeno tím, že
šesťáci učení Hejného metodou v mém výzkumném vzorku jsou matematicky nad-
průměrnou skupinou, která se úspěšně účastní matematických soutěží, na rozdíl
od sedmáků učených Hejného metodou, což je skupina spíše průměrná. To také
vysvětluje, proč byl rozdíl v úspěšnosti mezi 7. a 6. ročníkem nejmenší u skupiny
žáků vyučovaných Hejného metodou.

Představu o rozložení výsledků v rámci jednotlivých skupin si můžeme udělat
z krabicových grafů na obr. 2 (vodorovná čára označuje medián, křížek průměr).
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Obr. 1

Z nich lze například vyčíst, že ve skupině žáků sekundy byla úspěšnost velmi vysoká
u všech žáků a test byl na hranici své rozlišovací schopnosti. V obou skupinách žáků
učených Hejného metodou byl rozptyl úspěšností největší. V mé diplomové práci
jsou uvedeny i histogramy úspěšností pro jednotlivé skupiny a celek.

Obr. 2

Grafy na obr. 3 a 4 ukazují SÚ a PÚ všech skupin v jednotlivých úlohách.
V úlohách, které mají jedno správné řešení, je PÚ shodná s SÚ, v ostatních je mezi
nimi značný rozdíl a SÚ je zde nejnižší. Pouze v jedné úloze nebyli gymnazisté
nejúspěšnější, a to v úloze 7 v 6. ročníku.

Kromě kvantitativních výsledků jsem se pokusila o kvalitativní analýzu, ačko-
liv sebraná data k tomu nebyla primárně určena. Zkoumala jsem použitý postup
řešení, zdůvodnění řešení (např. kvůli znalosti kritérií dělitelnosti), užití algoritmů
typických pro úlohy z tématu dělitelnost a výskyt modelů; zde se věnuji jen poslední
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Obr. 3

Obr. 4

kategorii. Jevy kvalitativního charakteru jsem opět zkoumala především kvantita-
tivně, tj. pomocí četnosti.
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Obr. 5

Obr. 6

Obr. 7

90



U modelů jsem pozorovala různou úroveň abstrakce ve smyslu vynechání ne-
podstatných informací a zdůraznění podstatných. Na obr. 5–7 jsou zachyceny tři
různé modely, které byly použity žáky k řešení úlohy 1. Jak je patrné, tyto modely
se liší mírou abstrakce. První model na obr. 5 je nejkonkrétnější, počet cestujících
je znázorněn jako počet figurek. V modelu na obr. 6 jsou už figurky nahrazeny
tečkami. Model na obr. 7 je nejabstraktnější, protože libovolný počet cestujících je
zde nahrazen vodorovnou čarou (ačkoli je vedle uvedeno konkrétní číslo).

Mým třetím cílem bylo zkoumat validitu užité metody, proto jsem se zabývala
konzistencí testu. Nebylo mým cílem, aby test byl konzistentní v tom smyslu, že
bude měřit jen jeden faktor. Cílem bylo pokrýt téma dělitelnost, nedalo se tedy pře-
dem vyloučit, že se v úspěšnosti projeví víc nezávislých faktorů. Ovšem nejběžnější
míra konzistence, Cronbachovo alfa, vyšlo 0,67, přičemž hodnoty od 0,7 se považují
za vyhovující pro testy, které mají měřit jeden faktor. Na základě toho hodnotím
test jako dosti konzistentní. Dále pro zakotvení výsledků v testu do obecnějšího
rámce jsem zkoumala jejich vztah ke známkám respondentů z matematiky. Kore-
lace úspěšností v testu a známek z matematiky vyšly ve všech skupinách mimo
obě skupiny gymnazistů statisticky významné v rozsahu 0,4 až 0,59; v případě
gymnazistů byly korelace také pozitivní, ale ne významně, a to kvůli malému rozli-
šení datových souborů – v případě známek primánů (téměř všichni měli jedničku),
v případě sekundánů výsledků testu (všichni dosáhli velmi vysokých úspěšností).
Na základě zkušeností s administrací testu a výsledky jsem navrhla určité změny
znění úloh, které bych považovala za vhodné při opakování výzkumu.

Závěr

Průměrná úspěšnost žáků 7. ročníku byla výrazně vyšší než úspěšnost žáků 6. roč-
níku pouze u žáků gymnázia. Z toho vyvozuji, že výuka dělitelnosti v 6. ročníku není
přinejmenším z hlediska takových úloh, které jsem použila v testu, příliš účinná.
Tento výsledek považuji za prokazatelný zvláště ve skupině žáků učených tradičně,
kde vzhledem k velikosti skupiny považuji za nepravděpodobné, že by výsledek mohl
být dílem náhody. Malý rozdíl v úspěšnosti ve prospěch žáků 7. ročníku je navíc
vzhledem k přirozenému kognitivnímu vývoji očekávatelný a nelze jej považovat za
známku hlubších znalostí.

Nejlepších výsledků dosáhli žáci osmiletého gymnázia, druzí byli žáci učeni Hej-
ného metodou. Nejnižší úspěšnosti dosáhli žáci učení tradičně.

Mou původní ambicí bylo zjistit, zda by se touto metodou dala měřit míra
formálnosti a neformálnosti poznatků, protože jestliže jsou úlohy nesignálního cha-
rakteru, pak žáci musí použít znalosti neformální a že rozdíl v úspěšnosti před
a po výuce dělitelnosti by mohl indikovat míru neformálních poznatků z tohoto
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tématu. Tento předpoklad se nepotvrdil, protože rozdíl mezi úspěšností 7. a 6. roč-
níku byl nejnižší ve skupině učené Hejného metodou, kde lze na základě známých
vlastností této metody očekávat relativně nízkou míru formálnosti znalostí. Vysvět-
luji to tak, že úspěšnost v testu byla ovlivněna více faktory, a to jak obecnějšími
(odlišný způsob výkladu v tradiční výuce a v Hejného metodě), tak speciálními
pro můj vzorek, konkrétně že 6. ročník vyučovaný Hejného metodou byl relativně
matematicky lepší než 7. ročník vyučovaný Hejného metodou.

Test je však použitelný k testování znalostí žáků 6. a 7. ročníku z dělitelnosti,
protože rozlišuje jak v rámci testovaných skupin (s výjimkou skupiny žáků primy
osmiletého gymnázia), tak mezi nimi.

Kurz lineární algebry v projektu Talnet

Michal Řepík1

V roce 2016 proběhl druhý ročník online vzdělávacího kurzu lineární algebry pro
nadané žáky středních škol ve věku od 16 do 19 let. Kurz je součástí online aktivit
pro žáky se zájmem o vědu a techniku, které organizuje Národní institut pro dal-
ší vzdělávání v rámci projektu Talnet. Příspěvek seznamuje čtenáře se základními
parametry kurzu a výsledky, kterých kurz po dva roky svého působení dosahuje.

Talnet je projekt pro zvídavé a nadané žáky základních a středních škol z celé
České republiky. Jeho organizátorem je Národní institut pro další vzdělávání. Pro
účastníky projektu jsou v průběhu kalendářního roku pořádány různorodé aktivity,
jako jsou soustředění, exkurze nebo expedice. Hlavní aktivity však probíhají v online
prostředí.

Stěžejním pilířem projektu jsou internetové kurzy pořádané pro žáky různých
věkových skupin a různých zájmů. V nabídce online vzdělávacích kurzů nalezneme
kurzy věnované biologii, chemii, fyzice, astronomii, programování, ale i filosofii
nebo matematice. Výhodou online kurzů je dostupnost. Účastníci se mohou ve
virtuálním prostředí scházet z různých koutů republiky. Kurzy Talnetu jsou na-
víc zdarma, a proto má každý možnost se do kurzů přes webové stránky projektu
(www.talnet.cz) přihlásit. Projekt Talnet tak může být možností, jak v nesoutěžním
prostředí rozvíjet zájem žáků nejen o přírodní vědy a techniku.

Jedním z matematických kurzů projektu Talnet je kurz lineární algebry určený
primárně pro žáky středních škol ve věkovém rozmezí od 16 do 19 let. Obsah kurzu

1První soukromá hotelová škola spol. s r.o., repik.michal@gmail.com
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byl vytvořen jako součást diplomové práce autora (Řepík, 2016), která se věnuje
otázkám výuky lineární algebry žáků středních škol například v rozšiřujících mate-
matických seminářích. Kurz lineární algebry byl experimentálně spuštěn v říjnu ve
školním roce 2015/2016.

Hlavním cílem kurzu je ukázat žákům lineární algebru jako matematickou dis-
ciplínu v celé své šíři. Nejedná se tedy o monotematický kurz. Jeho obsah je vyvá-
žen jak teoretickými oblastmi zaměřenými na rozvoj užívání důkazových technik,
tak prakticky orientovanými tématy, které se zaměřují na důkladnější osvojení po-
četního aparátu lineární algebry. Mnoho témat středoškolské matematiky souvisí
s lineární algebrou. Dalším cílem kurzu je proto na tato témata poukázat, rozvi-
nout je, a vytvářet u žáků poznatky, které budou přenesitelné ze střední na vysokou
školu.

Aktuální podoba kurzu, který je vytvořen na platformě Moodle, sestává ze šesti
lekcí. Účastníci se do kurzu zaregistrují na začátku školního roku. Od zahájení
kurzu, které probíhá v říjnu, jsou každý týden žákům předkládány nové studijní
materiály a úkoly, které je třeba plnit pro řádné absolvování. Aby byl kurz přístupný
co největšímu množství aktivních zájemců, byl navržen tak, aby si jeho výslednou
obtížnost mohl každý účastník přizpůsobit svým aktuálním schopnostem. Důležitou
součástí kurzu jsou proto soubory desítek úloh různé obtížnosti, ze kterých si žáci
podle svého uvážení vybírají ty, které pak řeší a za jejichž řešení dostávají body
nutné pro absolvování kurzu. Žáci, kteří například ovládají práci s komplexními
čísly, si v kurzu na vhodných příkladech mohou látku připomenout a rozvinout,
naopak ti, kteří se s komplexními čísly na střední škole doposud nesetkali, mají
možnost řešit jiné úlohy, ve kterých se znalost komplexních čísel nepředpokládá.
Totéž by se dalo říci o diferenciálním a integrálním počtu. Technické detaily kurzu
jsou podrobně rozvedeny a argumentovány v uvedené diplomové práci.

Na následujících několika řádcích si představíme matematický obsah kurzu. Bu-
dou uvedeny jednak názvy jednotlivých lekcí, jednak stručná náplň kurzu ve formě
klíčových slov. Vzhledem k širokému věkovému rozmezí účastníků je kurz navržen
tak, aby nepředpokládal významné vstupní znalosti žáků v disciplínách středoškol-
ské matematiky (například znalost analytické geometrie, řešení soustav lineárních
rovnic, apod.). Pro úspěšné studium v kurzu žákům postačí znalost základních
pojmů výrokové logiky, teorie množin a základních důkazových technik (důkaz
přímý, nepřímý, sporem). To vše na úrovni střední školy.

1. Matematické struktury. Zobrazení, kartézský součin, binární algebraické
operace a jejich příklady, komutativita, asociativita, existence neutrálního
prvku, existence inverzních prvků, algebraická struktura, grupa a její pří-
klady, algebraické těleso a jeho příklady.

2. Vektorové prostory a podprostory. Vektorový prostor a jeho vlastnosti,
vektorový podprostor, modely vektorových prostorů.
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3. Báze a dimenze vektorových prostorů. Lineární kombinace vektorů,
lineární obal, množina generátorů, lineární závislost a nezávislost, vektorový
prostor konečné dimenze, báze vektorového prostoru, dimenze vektorového
prostoru, souřadnice vektoru vzhledem k bázi, základní poznatky o izomor-
fismu vektorových prostorů.

4. Matice. Definice matice a základní typy matic, operace s maticemi a jejich
vlastnosti.

5. Soustavy lineárních rovnic. Pojem soustavy lineárních rovnic a jejího ře-
šení, ekvivalentní úpravy, eliminační metody řešení soustav lineárních rovnic,
Gaussova-Jordanova eliminace.

6. Unitární prostory. Skalární součin, vektorový prostor se skalárním souči-
nem, geometrie definovaná skalárním součinem.

Součástí kurzu je také diskuzní fórum, kde spolu mohou účastníci komunikovat
například o řešení úloh nebo o probíraném tématu. Žáci průběžně odevzdávají
vypracované úlohy, které jsou jim opravovány a nejasnosti diskutovány lektorem
kurzu.

V průběhu kurzu se žáci o svoji zpětnou vazbu dělí rovněž prostřednictvím
postojových dotazníků. Tyto dotazníky obsahují pouze otevřené otázky a žáci jsou
v nich vyzýváni k hodnocení kurzu, jsou tázani, zda se se studovanou problematikou
již někdy setkali, a jsou také požádáni, aby zodpověděli několik otázek o sobě. Na
základě toho máme lepší představu o účastnících a můžeme na jejím základě kurz
případně modifikovat a dále rozvíjet.

Počet účastníků projektu Talnet není vysoký. V prvním běhu kurzu lineární
algebry se do kurzu přihlásilo a aktivně pracovalo 5 žáků, v roce 2016 jejich po-
čet vzrostl na 9. Kurzu se zúčastnili žáci s různým regionálním zastoupením. Mezi
účastníky byli žáci z Prahy, Olomouce, Ostravy, Šumperku, Nového Bydžova, Uher-
ského Hradiště nebo Pardubic. Převažují žáci gymnázií, avšak mezi absolventy
kurzu nalezneme i žáky středních odborných škol. Věkové zastoupení se pohybuje
od 15 do 19 let, nejvyšší četnost je 17 let.

Žáci v dotazníkovém šetření uvádějí, že se o kurzu dozvěděli prostřednictvím
vyučujícího (70 %), v ostatních případech buď od rodičů, nebo na internetu. Vý-
znamné je, že mezi všemi dotazovaným se 80 % z nich přihlásilo do kurzu z vlastní
iniciativy, ostatním bylo studium v kurzu doporučeno rodiči nebo učiteli. Žáci rov-
něž mají od kurzu podobná očekávání, a to rozšíření svých matematických znalostí
a schopností a investice do přípravy na budoucí studium matematiky na vysoké
škole. V podstatě všichni respondenti by v budoucnu chtěli směřovat na technicky
orientované vysoké školy nebo přímo na vysokoškolské studium matematiky nebo
fyziky.
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V prvním ročníku kurz absolvovali 2 žáci, ve druhém ročníku 6 žáků. Případný
nezdar v kurzu však žáci sami přičítají svým schopnostem (kurz byl na ně příliš
obtížný), nebo časovým důvodům. Z hlediska termínů odevzdávání je kurz řešen
poměrně volně, ale mnoho účastníků studuje v rámci Talnetu i jiné kurzy nebo
se věnují jiným mimoškolním aktivitám (často se jedná o různé matematické nebo
fyzikální soutěže).

Pro dokreslení představy žáků o kurzu uveďme na závěr několik výpovědí z do-
tazníkového průzkumu. Je třeba poznamenat, že mezi odpověďmi výrazně převažují
kladná hodnocení kurzu. Výrazně negativní komentáře zde nenalezneme. Kritičtější
stanoviska se týkají většinou detailů, jako je například množství řešených příkladů
v konkrétních lekcích.

„Snad to zvládnu. První lekce trochu šok (vzhledem k tomu, že ve
škole jsem zvyklý na práci s konkrétními operacemi a teď takové zo-
becnění).ÿ

„Mezi kurzem a středoškolskými hodinami je propastný rozdíl – zde
se bere fest obecně a hodně se dokazuje, což u nás není moc časté, ale
vyhovuje mi to.ÿ

„Určitě ho doporučím (kurz ). Vybuduje poměrně dobré a hlubší zá-
klady v podobě abstraktnější teorie, se kterou se ve škole určitě ne-
přijde do styku a zároveň si nemyslím, že bych na internetu viděl
nějaký ucelený materiál vhodný pro středoškoláky, v české literatuře
určitě ne.ÿ

„Velká zkušenost – pořádná škola. Asi tak 95 % věcí je pro mne no-
vinkou. Je to jako zápas extraligového týmu s okresním přeborem –
výsledek je pro mne bídou, ale pochytil jsem cenné zkušenosti a vůli
makat na sobě. Materiály, které jsem během tohoto semestru získal,
si budu střežit jako oko v hlavě.ÿ

„Doufám, že v příštím roce bude otevřen také nějaký takto zajímavý
kurz, nejlépe takový, aby probíranou látkou navazoval na tento.ÿ

Díky oblibě, kterou si kurz u studentů získal, se stává reálnou otázka, jak kurz
lineární algebry dále rozšiřovat. Prozatím je kurz rozvržen do šesti lekcí, které se
studují na podzim školního roku. Nabízí se možnost kurz rozšířit o další výukové
lekce tak, aby jeho studium pokrylo celý školní rok, resp. období od října do května.
Další část kurzu by v sobě zahrnovala témata jako lineární zobrazení, ortogonální
projekci nebo determinanty.
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Tvorba učebných materiálov z matematiky
pre výučbu metódou CLIL

Andrea Sisáková1

Znalosť svetového cudzieho jazyka sa stáva neodmysliteľnou súčasťou kurikula zá-
kladných aj stredných škôl. Jedným zo spôsobov na rozšírenie výučby cudzích jazykov
je metóda CLIL (Content & Language Integrated Learning), ktorá je charakterizo-
vaná plnením nielen jazykových, ale i obsahových cieľov, ktoré by sa mali navzájom
dopĺňať. Cieľom príspevku je predstaviť tvorbu didaktických materiálov z matema-
tiky z oblasti zlomkov, ktoré budú vhodné na výučbu metódou CLIL.

Pokiaľ sa chce človek naučiť variť, nestačí, že si bude prezerať kuchárske knihy
a učiť sa postupy rôznych receptov. Musí tieto poznatky vedieť aplikovať a varenie
si aj naozaj vyskúšať. Presne na tejto myšlienke, učiť sa skúsenosťou, je založená aj
metóda CLIL. Aj keď je učenie sa slovnej zásoby a gramatiky pri učení sa cudzieho
jazyka potrebné a prospešné, nestačí na to, aby sme sa ním naučili plynulo roz-
právať. Musíme si daný jazyk aj skúsiť. V CLILe sa žiaci neučia jazyk pasívne, ale
okamžitou praxou. To im dodáva väčšiu sebaistotu a voľnosť pri používaní jazyka.
Rozprávanie, písanie, čítanie a počúvanie v cudzom jazyku sa pre žiakov stáva pri-
rodzenejšie a schopnosť používať jazyk je omnoho viac ako vedomosť slovnej zásoby
a vytváranie gramaticky perfektných viet bez kontextu.

Pre podporu rozvíjania výučby metódou CLIL na Slovensku sme sa rozhodli
v súlade so slovenským Štátnym vzdelávacím programom vytvoriť materiály na
výučbu matematiky určené pre žiakov 7. ročníka základných škôl. Vytvorené ma-
teriály budú pozostávať z troch častí, a to z učebnice Textbook, pracovného zošita
Workbook a príručky pre učiteľov Teacher’s guide, pričom všetky časti budú písané
v anglickom jazyku.

Textbook a Workbook budú pozostávať z troch rovnomenných kapitol: Frac-
tions, Percentage, Ratio and Proportions, kde každá z nich bude obsahovať učivo
obsahovo rozpracované podľa kritérií Štátneho vzdelávacieho programu. V príručke

1Katedra matematiky, Univerzita Mateja Bela, andrea.sisakova@umb.sk
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Obr. 1: Ukážka úloh z časti Textbook

Teacher’s guide sa zameriame na potreby učiteľov počas vyučovacieho procesu.
Budú tam uvedené rôzne rady, triky a modelové otázky, rozširujúce úlohy a hry
zamerané na dané učivo a odporúčania pre prácu s vytvorenou učebnicou. V príruč-
ke budú taktiež uvedené riešenia všetkých úloh uvedených v materiáloch Textbook
a Workbook.

Kapitola Fractions je rozdelená do ôsmych podkapitol, v ktorých je obsiahnuté
učivo podľa Štátneho vzdelávacieho programu. Na začiatku tejto kapitoly (ako aj
na začiatkoch iných kapitol) je uvedený useful language, teda anglicko – slovenský
slovník matematických pojmov a výrazov, v ktorom je uvedená nová, neznáma
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slovná zásoba týkajúca sa zlomkov a práce s nimi, ktorá sa bude v tejto kapitole
vyskytovať, buď v učebnici alebo pracovnom zošite.

V prvej podkapitole What is fraction? sa žiaci zoznámia s pojmom zlomok a pri-
pomenú si, kde v reálnom živote sa už stretli a využívali zlomky. Táto podkapitola
je stručným vstupom do zlomkov. Okrem teoretickej časti, kde sa žiaci dozvedajú
pôvod slova zlomok a z čoho sa zlomok skladá, je tiež zameraná na rôzne spôsoby
vyjadrovania časti celku. Matematickým cieľom tejto kapitoly je, aby žiaci vedeli
vyjadriť zlomky rôznymi formami a pracovať so zlomkami v reálnom prostredí (teda
napríklad vedieť, akú časť žiakov v triede tvoria chlapci). Lingvistickým cieľom je
osvojenie novej slovnej zásoby a správne čítanie a zapisovanie zlomkov.

Obr. 2: Ukážka úloh z časti Workbook
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Nasledujúcich šesť podkapitol má navzájom podobnú štruktúru. Ide o podka-
pitoly Equivalent fractions and the simplest form; Improper fractions and mixed
numbers; Comparing fractions; Addition and subtraction of fractions; Multiplica-
tion of fractions a Division of fractions. V úvode každej podkapitoly sa nachádza
príklad zameraný na problematiku v danej podkapitole. Následne je daná problema-
tika zosumarizovaná a uvedená vo forme poučky alebo zhrnutia. Každá podkapitola
ďalej obsahuje aj úlohy určené na samostatnú prácu žiakov, kde si žiaci precvičia
a upevnia učivo. Správne riešenia týchto úloh sa nachádzajú v poslednej kapitole
učebnice Solutions.

Každá podkapitola učebnice je rozšírená o úlohy v rovnomennej podkapitole
v pracovnom zošite. Úlohy v pracovnom zošite sú zamerané na rozvíjanie nielen
matematických, ale aj jazykových zručností. Väčšina úloh je v podobe slovných
úloh, taktiež sa tam vyskytujú úlohy zamerané na teoretické poznatky, kde žiaci
pracujú s novo naučenými termínmi z danej problematiky.

Posledná podkapitola Revision sa svojou štruktúrou vo vytvorených materiáloch
najviac líši. Zatiaľ čo časť Textbook obsahuje viacero úloh rôzneho typu, kde si žiaci
precvičia všetko, čo si v kapitole osvojili, v časti Workbook môžu žiaci nájsť zhrnutie
všetkých poznatkov, poučiek a pravidiel, ktoré by mali z danej kapitoly ovládať.

Príprava vyučovacej hodiny s využitím metódy CLIL je časovo náročná. Hodina
musí byť naplánovaná tak, aby spĺňala stanovené obsahové aj jazykové ciele. Vy-
tvorené materiály môžu sčasti uľahčiť a časovo skrátiť prípravu učiteľov. Veríme, že
takéto odbremenenie bude pre učiteľov motivujúce a metóda CLIL dostane väčší
priestor v slovenských školách.
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Nástroj App Inventor, ako pomôcka pre učiteľa
pri vyučovaní

Patrik Voštinár1

Digitálne technológie sú súčasťou nášho každodenného života. Postupne sa tieto
technológie zavádzajú aj do vyučovacieho procesu. Je však na každom učiteľovi na-
koľko ich implementuje do vyučovacieho procesu. Nakoľko záujem študentov o ma-
tematiku postupne klesá, učitelia musia hľadať možnosti ako túto situáciu zvrá-
tiť. Jednou z možností je použitie mobilných zariadení ako podporu na vyučovanie
matematiky. V článku je popísaný nástroj App Inventor, ktorý umožňuje vytvárať
mobilné aplikácie. Ako ukážku možnej matematickej aplikácie vytvorenej v tomto
prostredí sme naprogramovali mobilnú aplikáciu Prevod jednotiek, ktorá umožňuje
precvičovanie prevodov jednotiek dĺžky, hmotnosti a plošného obsahu.

Matematika patrí v súčasnosti medzi menej obľúbené predmety. Klasický spôsob
vyučovania matematiky pomocou papiera, pera a tabule je síce úspešný, ale žia-
kov v dnešnej digitálnej dobe veľmi nepriťahuje. Jednom z možných riešení posky-
tujú informačno-komunikačné technológie. Spracovanie informácií v digitálnej dobe
často vykazuje výrazne lepšie parametre, než klasické podanie informácií (Novák,
Klopanová, 2016). Učitelia matematiky by mali dopĺňať vyučovanie prvkami, ktoré
zaujmú žiakov.

Pokorný (2013) vo svojom výskume, ktorý realizoval na vzorke 172 študentov
v rokoch 2010–2013 dokázal, že študenti, ktorí používali interaktívne prvky pri rie-
šení matematických problémov boli úspešnejší, ako študenti, ktorí ich nepoužívali.

Počítače sú pre žiakov už bežnou pomôckou, ktorú používajú pri výučbe. Odbor-
níci na vyučovanie neustále hľadajú ďalšie technológie, ktoré by mohli žiakov lepšie
motivovať učiť sa. Jednou z možných technológií by mohli byť mobilné zariadenia
ako sú napríklad tablety a mobily, ktorými už disponujú aj žiaci na základných
školách.

Tablety sa v posledných rokoch stali vďaka mobilným operátorom veľmi do-
stupné a sú pre žiakov aj veľmi príťažlivé. Existuje veľa projektov v zahraničí a aj
u nás, ktoré sa zaoberajú pilotným zavádzaním m-learningu do škôl (Koreňová,
2015).

Hlavnou nevýhodou použitia mobilných zariadení vo vyučovaní je nedostatok
vhodných aplikácií, ktoré sa dajú použiť pri výučbe. Riešenie môže poskytovať
nástroj App Inventor, ktorý umožňuje vytvárať mobilné aplikácie pre operačný
systém Android bez znalostí programovania.
1Katedra matematiky, Fakulta prírodných vied, Univerzita Mateja Bela v Banskej Bystrici,

patrik.vostinar@gmail.com
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App Inventor

App Inventor je bezplatný, voľne šíriteľný online nástroj určený na vytváranie mo-
bilných aplikácií pre operačný systém Android. Tento nástroj bol vytvorený spoloč-
nosťou Google spolu s MIT. V tomto nástroji môžeme:

• vyvíjať plnohodnotné aplikácie – môžeme používať základné programá-
torské prvky (cykly, podmienky, atď.),

• vyučovať – vyučovať rôzne predmety (informatiku, matematiku, fyziku,
atď.).

Prostredie App Inventor umožňuje vyvíjať rôzne druhy aplikácií:

• hry – krtko, aplikácie s kreslením, Pac-Man, Space Invaders,

• vzdelávací softvér – kvízová aplikácia, matematické aplikácie,

• aplikácie používajúce technológie – fotenie, volanie, pohybový senzor,
atď.

Ako každý nástroj, aj tento nástroj má svoje výhody a nevýhody. Hlavnou vý-
hodou tohto nástoja je, že je to online nástoj a teda nemusíme nič inštalovať do
počítača. Ďalšou nemenej podstatnou výhodou je jeho jednoduchosť (intuitívne
ovládanie). Oproti klasickému vývoju mobilných aplikácií pre operačný systém An-
droid (programovací jazyk Java), nástroj App Inventor umožňuje použiť iba jeden
jazyk, v ktorom budú texty zobrazené používateľom aplikácie. Ďalšími nevýhodami
je nutnosť používať iba vytvorené komponenty (aj keď ich je pomerne dosť) a ne-
vyhnutnosť byť neustále pripojený na internet.

App Inventor je dostupný na jeho oficiálnej stránke2, kde sa nachádzajú aj rôzne
návody ako používať tento nástroj.

Matematická aplikácia Prevod jednotiek

Aplikácie Prevod jednotiek je bezplatná mobilná aplikácia, vytvorená v prostredí
App Inventor. Zdrojové kódy tejto aplikácie sú dostupné na oficiálnej stránke App
Inventor3. Aplikáciu je možné stiahnuť pomocou aplikácie Obchod Play, ktorá sa
nachádza v každom mobilnom zariadení s operačným systémom Android. V tomto
obchode je potrebné zadať do vyhľadávania názov aplikácie Prevod jednotiek a ná-
sledne si vybrať túto aplikáciu (autor Patrik Voštinár) zo zoznamu všetkých náj-
dených aplikácií (pozri obr. 1). Aplikácia sa do mobilného zariadenia nainštaluje
pomocou stlačenia tlačidla Inštalovať (pozri obr. 2).

2http://ai2.appinventor.mit.edu
3http://ai2.appinventor.mit.edu/?galleryId=6032322129035264
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Obr. 1: Aplikácia Obchod Play – zoznam
všetkých matematických aplikácií.

Obr. 2: Aplikácia Prevod jednotiek –
inštalácia v obchode Obchod Play.

Po spustení aplikácie sa zobrazí obrazovka, kde si používateľ môže vybrať, či si
chce precvičiť prevody jednotiek dĺžky, obsahu a hmotnosti. Každá téma umožňuje
zvoliť si možnosť Pomocník, Otestuj sa a Zistenie výsledku. Pomocník poskytuje
krátku teóriu ako sa premieňajú dané jednotky. Časť Otestuj sa vygeneruje príklad
na danú tému. Úlohou používateľa je správne previesť jednotky a následne stlačiť
tlačidlo Potvrď. Aplikácia následne skontroluje, či je riešenie správne a vypíše text
Správny/nesprávny výsledok (pozri obr. 3). Po zvolení možnosti Zistenie výsledku,
používateľ musí určiť zadanie a vybrať si jednotku, do ktorej aplikácia prevedie
zvolené zadanie (pozri obr. 4).

Záver

Nástroj App Inventor je vhodný nástroj na tvorbu výučbových materiálov. Použí-
vatelia tohto nástroja nepotrebujú mať znalosti programovania nato, aby vytvorili
svoju vlastnú mobilnú aplikáciu. V príspevku bola ukázaná matematická aplikácia
Prevod jednotiek, ktorú autor príspevku vytvoril v tomto nástroji. Táto aplikácia
je vhodná na preopakovanie učiva – prevod jednotiek dĺžky, hmotnosti a obsahu.
Aplikácia nenahrádza vyučovací proces, iba ho dopĺňa.
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Obr. 3: Aplikácia Prevod jednotiek –
časť Otestuj sa.

Obr. 4: Aplikácia Prevod jednotiek –
časť Zistenie výsledku.

Príspevok bol spracovaný ako súčasť grantového projektu Implementácia blended
learningu do prípravy budúcich učiteľov matematiky. Projekt č. 003UMB-4/2017.
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PRACOVNÍ DÍLNY

Tímová matematická súťaž

”
Matematický B-deň“: Úlohy a skúsenosti

Kristína Bulková, Soňa Čeretková1

Matematický B-deň je súťaž žiakov stredných škôl, ktorej podstatou je riešenie ma-
tematických otvorených problémov v 3–4 členných tímoch. V prvej časti pracovnej
dielne účastníci riešili vybrané úlohy zamerané z predstavenej súťaže Matematický
B-deň z roku 2012. V druhej časti boli ukázané autentické žiacke riešenia vybraných
úloh so zámerom identifikovania prejavených matematických kompetencií v rieše-
niach a stručne bola predstavená aktuálna metodika hodnotenia žiackych riešení.
Účastníci workshopu pracovali s vybranými úlohami a ukážkami autentických žiac-
kych riešení na poskytnutých pracovných listoch.

O Matematickom B-dni

Súťaž Matematický B-deň začala prebiehať v roku 1999 v Holandsku, reagovala na
požiadavku vlády hodnotiť nielen obsahové, ale aj procedurálne vedomostí z ma-
tematiky u 17-ročných žiakov. Postupne sa rozšírila aj do Nemecka, Belgicka a od
roku 2011 je na Slovensku organizovaná Katedrou matematiky FPV v UKF v Nitre
v spolupráci s Freudenthalovým inštitútom na Univerzite v Utrechte, ktorého pra-
covníci súťažné úlohy tvoria a súťaž od roku 1999 organizujú.

Matematický B-deň je tímová súťaž pre žiakov stredných škôl, ktorej podstatou
je riešenie matematických otvorených problémov a tým začleňovanie objavného vy-
učovania matematiky do povedomia žiakov a učiteľov. Podstatou súťaže je tímová
spolupráca žiakov v priebehu súťaže, ako aj spolupráca odborníkov pri tvorbe zada-
nia, organizácii samotnej súťaže a hodnotení žiackych riešení. Písmeno B v názve
súťaže vychádza z rozdelenia osnov predmetu matematika na stredných školách
v Holandsku. B-forma osnov je zameraná na prírodovedné a technické vzdelávanie.
V slovenskom názve súťaže ponechané písmeno B symbolizuje prvé písmeno slova
„Bádanieÿ.

1Katedra matematiky FPV UKF v Nitre, kristina.bulkova@ukf.sk; Katedra matematiky FPV UKF v Nitre,
sceretkova@ukf.sk
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Zadanie súťaže tvorí súvislý text v rozsahu 10 až 20 strán skomponovaný z grado-
vaných matematických úloh a vysvetľujúcich komentárov týkajúcich sa vybraného
problému. Problém predstavuje reálnu situáciu, s ktorou sú žiaci na začiatku textu
oboznámení. Postupným definovaním pojmov a riešením úvodných navádzajúcich
úloh sa žiaci dostávajú hlbšie do problému a sú postupne nútení problémovú situ-
áciu matematizovať. Otvorené matematické problémy nakoniec vedú k originálnemu
skúmaniu v matematike a vytváraniu matematického modelu reálnej situácie. Hod-
noteným výstupom súťaže je písomná správa. Žiaci majú za úlohu napísať podrobný
opis svojich úvah a výsledky, ku ktorým sa dopracovali zdôvodňujú matematickými
argumentmi. Predkladá sa písomná správa, jedno riešenie, za celý súťažiaci tím.

Matematický B-deň 2012: (CR)easy!

V roku 2012, sa v rámci Slovenska súťaže zúčastnilo spolu 29 tímov, ktoré tvorilo
117 žiakov z 15 škôl z 8 miest Slovenska. Žiaci svojimi riešeniami ukázali vysoký
matematický potenciál a prejavili vynikajúce schopnosti matematického myslenia.

Na začiatku textu je predstavená úvodná časť zadania súťaže. V nej je opísaný
postup, na základe ktorého bolo možné ústredný problém, reálnu situáciu, zmate-
matizovať.

Téma Matematického B-dňa 2012 je zameraná na tvorbu labyrintových ciest
pomocou viackrát poskladaného papierového pásika. Dôležitý nie je jeho rozmer,
ale začiatok hľadanej cesty, a preto jeden koniec pásika je potrebné označiť značkou
(viď obr. 1).

Obr. 1: Označenie začiatku pásika

Pásik je možné skladať vždy iba na polovicu a to iba dvoma spôsobmi: ľavým
a pravým skladom. Ak zložíme papierik smerom od seba tak, že pravá strana bude
ležať za označeným začiatkom (viď obr. 2A), potom sklad nazveme ľavý a označíme
ho písmenom l. Naopak pravý sklad znamená, že papierik zložíme smerom k sebe.
Pravá strana bude potom ležať pred označeným začiatkom (viď obr. 2B). Pravý
sklad označíme písmenom r.

Obr. 2: Skladanie papierika
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Postup skladania tvorí postupnosť písmen l a r. Poskladajme papierový pásik
trikrát, vždy na polovicu, podľa postupu l r r (viď obr. 3).

Obr. 3: Príklad postupu skladania

Poskladaný papierik následne rozložíme tak, aby jednotlivé časti skladu medzi
sebou zvierali pravý uhol (viď obr. 4A). Takto rozložený pásik položíme pred seba
tak, aby sme videli značku začiatku pásika, ktorá bude tiež predstavovať začia-
tok cesty labyrintu. Prvý dielik skladu, na ktorom je označený začiatok, smeruje
zľava doprava. Takto rozložený papierik môžeme zakresliť pomocou lomenej čiary
a budeme ju nazývať model cesty.

Obr. 4: Príklad modelu cesty

Model cesty môžeme tiež opísať ako trasu zo začiatočného bodu pásika do jeho
posledného bodu. Predstavte si, že prechádzate po modeli cesty zo začiatočného
bodu do posledného bodu. Každý priamy úsek končí ohybom vpravo (R) alebo
vľavo (L) a práve tieto ohyby si budeme všímať (viď obr. 4B). Trasu cesty vy-
tvorenú v našom príklade tak môžeme popísať nasledujúcou postupnosťou ohybov:
RRLLRLL.

Úloha 1. Doplňte do tabuľky (tab. 1) modely cesty pre papierový pásik zložený dva-
krát. Použite pripravené papierové pásiky a poskladajte ich dvakrát. Každý model
cesty začína vodorovne smerom doprava. Model cesty zakreslite nielen ako lomenú
čiaru, ale aj popíšte postupnosťou písmen L a R.
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Postup
Model cesty Postupnosť cesty

skladania

r r

r l

l r

l l

Tab. 1

Otázka. Koľko rovných častí a koľko zákrut má model cesty?

Úloha 2. Čo ak chceme pásik zložiť trikrát? Znázornite všetky možnosti. Pomôže
nám aplikácia2, ktorá modely ciest vykresľuje.

Problém. Koľko rovných častí a koľko zákrut má model cesty, ak pásik papiera
zložíme n-krát?

Písomnú správu o riešení problému sa snažte písať tak, aby jej rozumel aj čitateľ,
ktorý nepozná zadanie problému, avšak nezabúdajte na využívanie matematickej
argumentácie.

Obr. 5: Príklady modelov ciest vykreslených aplikáciou

2Dostupné na: http://www.fisme.science.uu.nl/wisbdag/opdrachten/sliderappletEN/eenvouwdigEN.html
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Ako vyhodnotiť najlepšie riešenie?

Pri riešení otvorených matematických problémov je potrebné, aby žiak otvoril svoje
poznatky a prekročil tak hranicu zaužívaných postupov a známych algoritmov rie-
šení matematických úloh. Pri hodnotení riešení otvorených matematických problé-
mov sa pozornosť hodnotiteľa viac sústreďuje na jednotlivé kroky riešenia, na úvahy
a na použité argumenty, ako iba na správnosť matematického výsledku. Je zrejmé,
že nie je dopredu možné s istotou predpokladať, aký postup žiaci pri riešení zvolia.
Žiaci pristupujú k riešeniu problému tvorivo a, samozrejme, vychádzajú z vlastných
vedomostí a skúseností.

Prečítajte si vybrané autentické riešenia žiakov vyššie uvedeného problému: Koľ-
ko rovných častí a koľko zákrut má model cesty, ak pásik papiera zložíme n-krát?

Riešenie A. „. . . Práve z kombinatoriky totiž vieme veľmi jednoducho určiť, že pre
n zložení nám vznikne 2n rovných častí a 2n − 1 ohybov (zákrut) . . . Keďže pásik
papierika stále skladáme na polovice, vždy nám vznikajú dve polovice, teda dve
časti. A vzhľadom na to, že rovnaký postup (skladanie na polovice) stále opakujeme,
neustále nám vznikajú nové a nové časti, avšak vždy vzniknú len ako keby dve nové
časti. To znamená, že z pôvodného počtu ohnutých častí vznikne vždy 2-krát viacej
častí. Z prvého ohybu nám vzniknú 2 časti, z druhého 2*2 časti, z tretieho 2*2*2
časti atď., čo vlastne môžeme zapísať ako 2n.ÿ

Riešenie B. „Rovných častí je 8 = 23, pretože každým ohybom vznikajú 2 časti,
teda 3 ohybmi vznikne 2*2*2 častí a to je 8. zákrut je 8 − 1 = 7. Ak spojím pásik
do kruhu, tak aby začiatočná rovná plocha s koncovou vytvorili záhyb, tak počet
záhybov = počtu rovných plôch. Každý záhyb je tvorený práve 2 rovnými plochami
a pri každej ploche sú 2 záhyby, teda každá plocha je pri záhyboch použitá 2-krát.
Rozpojením kruhu zrušíme jeden záhyb a počet rovných plôch h je nezmenený. Tak
počet záhybov v rozpojenom pásiku je počet rovných plôch, −1 a to je v tomto
prípade 7. Potom 2n = počet rovných plôch a 2n − 1 = počet záhybov – rovnako
ako sme odôvodnili pre tri ohnutia.ÿ

Riešenie C. „Máme papierik, ktorý budeme ohýbať. Môžeme ho zohnúť doprava
alebo doľava, čo si neskôr zaznačíme ako postup skladania pomocou malých písmen
r a l. Po každom zložení dostaneme dvojnásobný počet rovných dielikov, pretože
z každého rovného dieliku spravím 2 ďalšie, čo znamená, že ak papierik zložíme
n-krát, dostaneme 2n rovných častí. Medzi týmito dielikmi nám vznikli ohyby, ktoré
smerujú doprava alebo doľava. . . . Po každom rovnom dieliku (okrem posledného)
nasleduje 1 ohyb, čo znamená, že počet ohybov je o 1 menší ako počet rovných
dielikov, t. j. 2n − 1.ÿ

Riešenie D. „Pri skladaní papierika na 3 razy sme využili variácie s opakovaním
23 = 8, čiže máme 8 kombinácií. . . . Vzorec na výpočet počtu rovných častí (stien)
je 2n, kde n je počet zhybov. Vzorec na výpočet počtu zákrut je 2n − 1, kde n je
počet zhybov.ÿ

Úloha. Porovnajte autentické riešenia žiakov (A, B, C, D) Vymenujte dôležité as-
pekty, ktoré ste si všímali pri hodnotení riešení otvorených matematických problé-
mov.
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Všetky tímy dospeli k správnemu riešeniu, avšak každý iným spôsobom. To,
ktorý tím uviedol lepšie lepšenie, nie je na prvý pohľad zrejmé. Je dôležité určiť
sledované aspekty v riešiteľskom postupe žiakov, riešenia analyzovať a prejavené
aspekty popísať. Tu ale nastáva problém v hodnotení otvorených matematických
problémov. Hodnotenie je často ovplyvnené subjektívnym náhľadom hodnotiteľa
na riešenie problému a tiež jeho vlastným očakávaním. Otázkou je, čo je potrebné
sledovať pri hodnotení riešení otvorených matematických problémov a z toho, čo je
potrebné a sledované, čo je najdôležitejšie?

Na záver. . .

Súťaž Matematický B-deň ponúka žiakom aj učiteľom mnoho pozitív: vzájomná
spolupráca a komunikácia, matematizovanie reálnych situácii, nový pohľad na ma-
tematiku a iné. Príklad zaradený do pracovných dielní konferencie Dva dny s didak-
tikou matematiky 2017 predstavoval úvodné úlohy pre priblíženie situácie a celkovej
povahy súťaže. Ako ďalšiu ukážku sme spomenuli záverečné problémy zo zadania
Matematický B-deň 2012, ktoré boli zamerané na vlastné skúmanie a vytváranie
matematických modelov:

V každom modeli cesty platí, že prvá a posledná časť cesty sú na seba kolmé. Pokúste
sa nájsť zdôvodnenie pravdivosti prvého výroku.

Vedeli by ste nájsť všeobecný postup, pomocou ktorého je možné nájsť príslušný
postup skladania pre akýkoľvek model cesty?

Po žiadnej priamej časti cesty sa neprejde dvakrát, vždy sa iba v ohyboch dotknú. To
znamená, že postupnosť RRRR alebo LLLL sa v zápise modelu cesty nikdy neobjaví.
Pokúste sa to dokázať!

V našom výskume sa zameriavame na sledovanie kľúčových kompetencií žiakov
v riešiteľskom postupe otvorených matematických problémov. Práve prejavené kľú-
čové kompetencie môžu dopomôcť k objektívnemu hodnoteniu riešení otvorených
matematických problémov.
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Ze života lichoběžníku

Darina Jirotková1

V článku představím cestu, jak budovat mentální schéma nějakého geometrického
pojmu v myslích žáků. Nabídnu série úloh zaměřené na nějaké didaktické jevy, které
byly řešeny a diskutovány v rámci stejnojmenné dílny na konferenci Dva dny s di-
daktikou matematiky 2017. Jako modelový pojem jsem zvolila pojem lichoběžník,
který ve školní geometrii proplouvá ve stínu jiných pojmů, jako je čtverec, obdélník
a trojúhelník. Série úloh a komentářů by mohly být pro učitele inspirací, jak budovat
ostatní geometrické pojmy.

Příběh – definice lichoběžníku

Nejdříve uvedu jeden příběh, který se mi stal nedávno v rámci jednoho semináře
pro učitele 2. stupně. Představovala jsem přístup k vyučování matematice v duchu
Hejného metody a přinesla jsem ukázat pilotní materiály. Jedna paní učitelka, která
materiály prolistovala, protestovala, že jsou hned na začátku úlohy o lichoběžníku,
ale lichoběžník nikde není definován. Odpověděla jsem, že definice jakéhokoliv ma-
tematického pojmu přichází tehdy, když je na ni žák dostatečně připraven, když
má již mnoho zkušeností s pojmem, které vychází z manipulací, z činností a řešení
mnoha úloh. Vyslovení definice, nebo spíše vymezení pojmu je již jen třešničkou na
dortu poznávacího procesu daného pojmu.

Tento přístup nebyl akceptován. Tradiční přístup k budování matematických
pojmů probíhá tak, že nejdříve se pojem vymezí, popíší se jeho vlastnosti a pak se
řeší úlohy, dokazují tvrzení, ve kterých se vlastností pojmu využívá. To odpovídá
vyvozování pojmů v teorii, například v axiomatickém vybudování Eukleidovské
geometrie. Soustava axiomů dané teorie implicitně zavede základní pojmy a re-
lace a pomocí nich se pak již explicitně definují další odvozené pojmy a relace.
Tento přístup je sice krásný, logicky přesný, strukturovaný, ale neodpovídá dětské
psychice. Dítě poznává zkušenostmi, činnostmi, řešením problémů, porovnáváním
situací a diskusí se spolužáky moderovanou učitelem.

1Pedagogická fakulta, Karlova Univerzita v Praze, darina.jirotkova@pedf.cuni.cz
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Náš přístup k rozvoji porozumění matematickým pojmům především vychází
z Hejného Teorie generických modelů a myšlenky budování schémat (Hejný, 2014)
a je podepřen fenomenologickým pojetím P. Vopěnky (1989, 2000). Ilustrace budo-
vání schématu geometrického pojmu síť krychle je uvedena v Jirotková (2010). Zde
se stručně zaměříme na pojmotvorný proces pojmu lichoběžník. Uvedeme několik
úloh, které vedou k budování jeho schématu v myslích řešitelů.

Schéma geometrického pojmu

Obr. 1: Schéma geometrického pojmu (Jirotková, 2010, 95)

Diagram vychází z pojmu osobnost geometrického pojmu, který zavedl do didak-
tiky matematiky P. Vopěnka (1989). Pro naše účely formulujeme vymezení pojmu
osobnost takto: „Osobnost je takový geometrický jev, který si umíme vybavit, vy-
modelovat, zkonstruovat na základě jeho slovního popisu, jména. Umíme ho vy-
členit ze souboru jiných jevů, jiných geometrických objektů a umíme též k němu
přiřadit soubor objektů s ním příbuzných.ÿ (Jirotková, 2010, 95).

Stručně vysvětlíme uvedený diagram

Realita. Tvorba žákova porozumění jistému geometrickému jevu na úrovni osob-
nosti je samozřejmě pod silným vlivem reality, reálného světa, životních zkušeností.
Když se ale rozhlédneme kolem sebe, tak nevidíme mnoho reálných objektů, které
mají tvar lichoběžníku – deska stolu, obrázek loďky, konstrukce mostu, okno u auta,
. . . Jiný pojem, například čtverec, obdélník, trojúhelník je na reálné modely kolem
nás mnohem bohatší a děti s nimi mají mnohem více reálných zkušeností.

Modely a ne-modely. S lichoběžníkem se často setkáváme v různých didaktických
prostředích – při skládání z papíru, při práci s tangramy, řešením úloh v prostředí
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dřívek, na geoboardu a mříži. Tedy pracujeme s různými modely pojmu lichoběžník.
Každé prostředí má však své limity co se týče pestrosti tvarů lichoběžníků. Nejlépe
na tom je prostředí čtverečkovaného papíru.

Jedna studentka uvedla model rovnoběžníku na geoboardu s 9 hřebíky jako
model lichoběžníku – obr. 2. Argumentovala tím, že má dvě strany rovnoběžné.
Tedy tento rovnoběžník byl ne-modelem lichoběžníku. Připomíná jej nějakou svou
vlastností, ale není to lichoběžník. V diskusi se pak vše vyjasnilo, tedy ne-model
lichoběžníku posloužil k rozvoji porozumění pojmu lichoběžník.

Obr. 2: Ne-model lichoběžníku

Průvodní jevy. Každou geometrickou osobnost můžeme popsat pomocí jejích
průvodních jevů, např. strana, vrchol, úhlopříčka, osa souměrnosti, . . . Práce s vaz-
bou osobnost ↔ jev průvodní silně přispívá k rozvoji představ.

Partneři. Každý lichoběžník můžeme doplnit na rovnoběžník a z každého rovno-
běžníku lze jedním „střihemÿ vytvořit lichoběžník. Tedy rovnoběžník a lichoběžník
jsou partneři. Podobně kružnice opsaná rovnoramennému lichoběžníku je partne-
rem lichoběžníku.

Společnosti. Osobnosti jsou členy různých společenství. Například lichoběžník
patří do společenství mnohoúhelníků, čtyřúhelníků, konvexních mnohoúhelníků atd.

Úlohy

V průběhu dílny jsme po diskusi o příběhu z úvodu a osobních sémantických zkuše-
nostech účastníků s lichoběžníkem prodiskutovali otázku, jak se pojem lichoběžník
objevuje v různých učebnicích a jak jej zavádějí oni ve své výuce.

Jeden z možných způsobů, jak přivést lichoběžník do rukou dětí, aniž by se na něj
zaměřila pozornost, je například úloha

1. Postav z dřívek obrazec podle obrázku 3. Odeber jedno dřívko a vytvoř dva
trojúhelníky.
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Obr. 3: Dřívkový lichoběžník

Nabízí se otázka, která byla bohatě diskutována:

2. K jakým nežádoucím generalizacím může u žáků dojít?

Když jsme pracovali v prostředí dřívek, následoval úkol:

3. Vymodeluj další 4 exempláře lichoběžníku.

Zdánlivě jednoduchá úloha odkryla problém vymodelovat pomocí dřívek pravoúhlý
lichoběžník. Sumarizovali jsme všechny exempláře a hledali, který tam ještě chybí.
K tomu další úloha:

4. Vymyslete úlohu, která umožní objevit další typ lichoběžníku.

5. Pokuste se zobrazené lichoběžníky nějak uspořádat.

Při řešení této úlohy se účastníci domluvili, že organizačním principem, který zajistí
uspořádání, bude náročnost lichoběžníku, náročnost na představu, konstrukci, jeho
vymodelování. Vybrali jsme 5 lichoběžníků, na jejichž uspořádání panovala shoda.
První byl lichoběžník rovnoramenný, složený ze tří rovnostranných trojúhelníků
Poslední byl poněkud bizarní (obr. 4).

Obr. 4: První a poslední lichoběžník v řadě

K uspořádané sadě pěti lichoběžníků následovala další úloha.

6. Zvolte jeden z pěti lichoběžníků a vymyslete úlohu, která umožní objevit
následující typ s využitím lichoběžníků předchozích.
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Dále jsme řešili následující úlohy, diskutovali jejich didaktický potenciál a možnost
zařazení do výuky. Práce vyžadovala papír a nůžky, mnoho pokusů a omylů, mnoho
kreslení, modelování, mnoho potvrzování a vyvracení hypotéz. I tyto úlohy zde
ponecháme neřešené, aby se čtenář mohl zapojit do řešení.

7. Je možné každý lichoběžník rozdělit na obdélník a jeden nebo dva trojúhel-
níky?

8. Je dán lichoběžník. Rozdělíme ho podél střední příčky na dva lichoběžníky.
Z nich vytvoříme rovnoběžník. Ten má stejný obsah jako původní licho-
běžník. Jak je to s obvodem? Platí to vždy?

9. Je dán lichoběžník. Najdi další lichoběžník, který má stejný obsah.

10. Navrhněte způsob, jak vyvodit obsah lichoběžníku, který je univerzální pro
všechny možné tvary lichoběžníku.

Řešením těchto úloh pracujeme s průvodními jevy lichoběžníku strana, střední příč-
ka, obsah, obvod a s příbuznými jevy obdélník a trojúhelník. Pokuste se u každé
úlohy formulovat, jak a jaké průvodní jevy a vazby mezi nimi řešitel poznává.
Popište, jak pracujete s požadavkem na „každýÿ lichoběžník.

11. Najděte vzdálenost dvou bodů X, Y na krychli – bod X je střed jedné stěny
a bod Y je střed poloviny úhlopříčky protější stěny – viz obr. 5.

Obr. 5: Lichoběžník na krychli

Zde pojem lichoběžník může sloužit jako nástroj na jedno možné celkem elegantní
řešení úlohy. Je však třeba vnímat jej jako součást nějakého 3D objektu, jako řez
krychle. Jedná se o další prostředí, a sice prostředí prostorové geometrie, ve kterém
je lichoběžník jako 2D útvar ve službách krychle, tedy 3D útvaru.
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12. Rozstřihněte čtverec na dvě části tak, abyste z těch částí složili lichoběžník
co největšího obvodu.

13. Najděte na kružnici 4 body tak, aby to byly vrcholy nerovnoramenného li-
choběžníku.

14. Je možné z každého čtyřúhelníku jedním střihem vytvořit lichoběžník?

15. Jak řešit předchozí úlohu, abychom dostali lichoběžník maximálního obsahu
(obvodu)?

16. Kdy lze lichoběžníku opsat a/nebo vepsat kružnici?

Tato poslední sada úloh provazuje lichoběžník s jinými geometrickými útvary a vede
k poznávání dalších vlastností. Některé úlohy nemají řešení. Zde je situace mnohem
obtížnější, neboť je nutno formulovat, proč daná úloha nemá řešení, což je náročnější
než nějaké řešení nalézt. Také se zde pracuje s kvantifikátorem každý, což zavádí
úlohu i do oblasti logiky a konkrétně negace kvantifikovaných výroků.

Výzva

– Vymezte několika různými způsoby pojem lichoběžník a porovnejte je.

– Formulujte sadu úloh, které budou obdobně pracovat s jiným geometrickým
pojmem, např. s deltoidem.
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Kolik zápalek?

Anna Kuřík Sukniak1

Článek pojednává o úlohách se zápalkami. V Hejného metodě výuky matematice
tyto úlohy najdeme v didaktickém matematickém prostředí Dřívka. V úvodu článku
jsou uvedena teoretická východiska a stručně typologie úloh tohoto prostředí. Pak
je popsán průběh dílny na konferenci Dva dny s didaktikou matematiky 2017. Do
dílny byly vybrány takové úlohy z prostředí Dřívek, které a) propojují geometrii
a aritmetiku, b) představují gradaci podle obtížnosti včetně uvedení jejich řešení
a didaktického potenciálu.

Dřívka je název didaktického matematického prostředí, používaného v genetickém
konstruktivizmu,2 který se snaží o výuku inspirovanou historií matematiky. On-
togeneze hledá poučení ve fylogenezi. Učitel je průvodcem žáků u pronikání do
matematických pojmů, vztahů, procesů a situací. Žák řešením úloh v různých di-
daktických matematických prostředích a v diskuzích se spolužáky buduje ve svém
vědomí matematická schémata. V kognitivní psychologii rozpracoval pojem schéma
ve formě použitelné i pro didaktiku matematiky americký psycholog J. R. Gerrig,
(1991, s. 244–245):

Teoretici vytvořili termín schéma, aby poukázali na paměťovou struk-
turu, která obsahuje shluky informací důležitých k porozumění. . . Zá-
kladní myšlenkou teorie schémat je, že v paměti nemáme prostě jen
izolovaná fakta. Informace jsou shromážděny do smysluplných funk-
čních jednotek.

Myšlenka schématu je v poslední době rozpracovávána i v neurologii. Český
neurolog M. J. Stránský (2014) popisuje vznik integrovanějšího způsobu tvořivého
myšlení obrazně jako vznik pavučiny, po které se lze pohybovat všemi směry k my-
šlenkám souvisejícím. Tato pavučina je tvořena cestami a myšlenkami.

Ideu didaktického matematického prostředí do didaktické literatury zavedl ně-
mecký didaktik E. Wittmann (2001) a dále rozpracoval český didaktik slovenského
původu M. Hejný (2014). K Wittmannovým požadavkům přidal M. Hejný ještě další
dva – dlouhodobost a nastavitelnost obtížnosti.

Anglický psycholog maďarského původu Z. P. Dienes (1960) vyslovil myšlenku,
že mnoho pojmů (konceptů) matematiky se vyvinulo z matematických činností

1Pedagogická fakulta, Karlova Univerzita v Praze, anna.sukniak@gmail.com
2V dřívějších publikacích označovaného termínem VOBS, viz M. Hejný (2007), D. Jirotková (2007), J. Slezáková

(2007). Nový termín, byl zaveden L. Kvaszem (2016).
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(procesů). Učíme-li žáky písemné sčítání nebo řešení kvadratických rovnic, učíme
je proces. Jestliže žákům vysvětlujeme pojem trojúhelník nebo funkce, snažíme se
o to, aby se v jejich vědomí vytvořila představa daného pojmu, jeho koncept. Oba
zdánlivě protilehlé přístupy je vhodné spojit do jednoho celku – proceptu.3 M. Hejný
(1999) zavádí pojem procesuální transfer, kterým pojmenovává změnu, která pro-
běhne ve vědomí člověka, když konceptuálně danou úlohu uchopí procesuálně, nebo
procesuálně danou úlohu uchopí konceptuálně. Dienes rozpracoval teorii šestietapo-
vého matematického vzdělávání, ve které je silný důraz kladený na manipulativní
i pohybové hry. Podrobnější analýza, na kterou zde nemáme místo, ukáže znač-
nou podobnost Dienesova přístupu s Hejného přístupem budování matematických
představ přes izolované a generické modely.

Typologie úloh

Úlohy s dřívky přispívají do několika matematických mentálních schémat žáka.
Pomocí dřívek a manipulativních činností žák poznává rovinnou geometrii, úlohy
propojují geometrii s aritmetikou, jejich řešením žáci objevují i náročné vztahy
a vstupují do oblasti algebry.

Uvedeme pět nejfrekventovanějších typů úloh:

1. tvorba a přeměna daného tvaru podle daných podmínek,

2. získávání zkušeností s obvodem,

3. získávání zkušeností s obsahem,

4. získávání zkušeností s jednoduchými zlomky,

5. získávání zkušeností s posloupnostmi.

Obr. 1

První čtyři typy úloh se vztahují k přiloženému obrázku 14. Pátému typu věnu-
jeme pozornost níže.
3Termín procept vytvořili E. Gray a D. Tall (1994) sloučením anglických slov process a concept.
4Zde používáme sirky, běžné pro rekreační matematiku. Ve škole používáme dřívka, případně i paličky od nanuků

nebo lékařské špachtle.
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Úloha 1. Přemísti dvě dřívka tak, aby byl vytvořen jen jeden trojúhelník a dva
čtyřúhelníky.
Úloha 2. Přemísti dvě dřívka tak, aby se obvod útvaru zvětšil o jedna.
Úloha 3. Obsah lichoběžníku je tři. Ze šesti dřívek vytvoř útvar s obsahem čtyři.
Úloha 4. Jakou část lichoběžníku tvoří jeden trojúhelník?

Dílna

Dílny se účastnilo 12 učitelů 1. i 2. stupně. Účastníkům byla postupně předklá-
dána série gradovaných úloh. Po každé úloze jsme sdíleli jednotlivé způsoby řešení
a analyzovali její didaktický potenciál.

Účastníkům byl předložen obrázek 2 a oni automaticky formulovali otázku pro
žáky „Jak to bude pokračovat?ÿ

Obr. 2

Objevila se dokonce tři různá řešení (obr. 3 (a), (b), (c)).

(a) (b) (c)

Obr. 3

Autoři svá řešení obhajovali. Všichni jsme se shodli, že každé z řešení má svou
logiku.

Položila jsem další otázku: „Jak bude vypadat následující obrazec?ÿ Autor ob-
razce 3 (c) uznal, že z dlouhodobého hlediska je řešení 3 (a) nejvýhodnější. K němu
se přidal i autor obrazce 3 (b), který v tomto kroku ještě uměl pokračovat. Vyjas-
nilo se, že pokud je naším cílem, aby jednoznačným výsledkem činností dětí byla
lineární řada trojúhelníkových oken, která je vhodná pro tvorbu úloh právě svým
potenciálem dlouhodobosti, je potřeba úvodní otázku nebo její kontext pozměnit,
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např. omezit prostor, kde lze stavět, či k prvním třem obrazcům z obr. 2 přidat
ještě jeden, ten ze čtyř oken (obr. 3 (a)). Také zaznělo, že ani původní otázka není
naškodu, neboť může vést k bohaté diskuzi.

Uvedená diskuse byla vstupem k hlubším společným úvahám didaktickým nebo
obecně pedagogickým. Podnětem k takové diskusi byl dotaz, jak je možné uvedenou
úlohu využít diagnosticky. Diskuse dospěla k identifikaci různých úrovní matema-
tické vyspělosti žáků:

Na nejnižší, první, úrovni jsou ty děti, které postaví první obrazec (jedno troj-
úhelníkové okno), pak druhý obrazec (dvě okna), pak třetí obrazec (tři okna)
a teprve potom postaví obrazec tvořící čtyři trojúhelníková okna (obr. 3 (a)).

Na druhé úrovni jsou děti, které již nemusí stavět první tři dané obrazce a rovnou
staví ten čtvrtý (obr. 3 (a)), pak postaví další skládající se z pěti oken atd.

Na třetí úrovni jsou děti, které se již nedívají na obrazce jako na sérii jednotli-
vých případů (konceptů), ale jako na proces, kde přidáním dvou zápalek dostanu
následující obrazec. Ke třem trojúhelníkovým oknům přidají dvě zápalky a vytvoří
obrazec o čtyřech oknech. Když tvoří další obrazec, nebudují ho od začátku, ale
opět přidají dvě zápalky a vytvoří tak obrazec o pěti trojúhelníkových oknech atd.
U dětí na první a druhé úrovni převažuje hledisko geometrické, u dětí na třetí úrovni
se již objevuje i aritmetika.

Žáků se na začátku lze ptát kolik zápalek je potřeba na postavení malých počtů
oken (2, 3, 4, 5 i 10). Získávají tím zkušenosti se sérií jednotlivých případů (izo-
lovaných modelů – Hejný, 2014). Někteří žáci vše staví, jiní si kreslí, jiní začínají
vnímat souvislosti mezi jednotlivými obrazci i mezi počty oken a počty zápalek.
U některých žáků se již sama od sebe začne objevovat potřeba zobecnění (zjistit
generický model). V takovém případě je vhodné zadat úlohu, v niž rapidně vzroste
počet oken, např. „Kolik zápalek potřebuji na postavení 50 oken?ÿ V předchozích
případech bylo možné zápalky ještě poněkud snadno dopočítat, zde už to vyža-
duje spoustu práce a tím pádem úloha vede k hledání efektivnějšího řešení. Je dost
pravděpodobné, že ve třídě se najde někdo, kdo přijde s výsledkem 101 zápalek
a následně ho i vysvětlí. Někteří žáci jeho vysvětlení pochopí a přijmou, jiní ne.
Tehdy je na místě práce s tabulkou (viz tab. 1), do které se přehledně a postupně
zaznamenají zjištěné údaje. Žáci se pak snaží najít nejdříve pravidlo, jak tabulka
v jednotlivých řádcích pokračuje, a potom, jak se chovají čísla ve sloupci, tedy
z počtu oken zjistit počet zápalek. Častou hypotézou bývá, že když například na
10 oken je potřeba 21 zápalek, no tak na 20 jich bude potřeba dvojnásobek, tedy
42. Hypotézu lze pak ověřit na nižších číslech, například na 2 okna potřebujeme 5
zápalek, tak na 4 okna bychom měli potřebovat 10 zápalek. My jich však potřebu-
jeme ve skutečnosti jen 9. Tímto způsobem žáci nakonec objeví, že k získaní počtu
zápalek je nutno počet oken vynásobit dvěma a přičíst jedna.
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okna 1 2 3 4 5 . . . 10 20 50 100

zápalky 3 5 7 9 11 21

Tab. 1

Princip přechodu od procesu ke konceptu je častý. Například Pascalův troj-
úhelník děti zvládnou doplnit již ve 4. ročníku, avšak zjistit

(
n
k

)
zvládnou až na

gymnáziu.
Další gradací je obrácená otázka, například: „Kolik oken mohu postavit ze 151

zápalek?ÿ Špičkoví žáci v této oblasti matematiky ihned vědí, že musí použít opačný
proces, tedy inverzní operace a v opačném pořadí, tedy nejdříve jednu odečíst a číslo
pak vydělit dvěma.

Účastníci dílny uvedli dvě řešení, a to 1 + 2n a 3 + (n − 1) · 2. Shodli se na
tom, že se jedná vlastně o totéž, jen je to jinak zapsáno. Ten, kdo ovládl úpravy
algebraických výrazů, to dokonce dokázal. Podobná situace vznikne i ve třídě a žáky
motivuje k úpravě výrazů, které většinou bývají na 2. st. ZŠ prezentovány učitelem
a následně nacvičovány. Autor zápis 1 + 2n vysvětlil tak, že na začátku je jedna
zápalka a každé nové trojúhelníkové okno získám přidáním dvou zápalek. Autorka
zápisu 3 + (n− 1) · 2, vysvětlila svoji myšlenku následovně: Na začátku je jeden
trojúhelník, 3 zápalky, každý další vytvořím pomocí 2 zápalek, protože první troj-
úhelník tam už mám, tak po dvou zápalkách potřebuji přidat o jeden méně krát
než je počet oken.

Dalším úlohám již z hlediska didaktiky nebylo potřeba věnovat tolik času. Ro-
zebírali jsme hlavně jednotlivá řešení účastníků. K obrázku 4 se vztahuje otázka:
Kolik zápalek potřebuji na vytvoření n čtvercových oken?

Obr. 4

Někteří věděli hned, jiní potřebovali ještě chvíli přemýšlet, tak jak tomu bývá
i ve třídě. Nakonec se nám povedlo sesbírat 4 různé zápisy, o kterých jsme po
diskuzi prohlásili, že představují vlastně stejné řešení. Výsledek je sice stejný, avšak
myšlenkové pochody skrývající se za ním se poněkud liší.

U zápisu 1+3n si autor představil, jak k první zápalce přidává postupně vždy tři
další zápalky. Jedním přidáním vznikne čtvercové okno, dalším přidáním vznikne
další okno atd.
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Zápis 3n + 1, vznikl z předešlého5 a je již desémantizován (Hejný, 2014, s. 18).
Úloha již není vnímána sémanticky, ale znakově a její zápis kopíruje posloupnost
početních operací, které řešitel musí vykonat k získání výsledku pro konkrétní počet
oken. Další zápis, který se objevil, byl 4+(n–1)·3. Autorka vysvětlila svoji myšlenku
následovně: Na začátku je jeden čtverec, 4 zápalky, každý další vytvořím pomocí 3
zápalek, protože první čtverec tam už mám, tak po třech zápalkách potřebuju přidat
o jeden méně krát než je počet oken. Řešení by se mohlo zdát poněkud složité, avšak
i po představení a vysvětlení všech zápisů si jednotlivé vzorce našly své příznivce. Je
tomu tak proto, že vzorec, ač složitý, představuje pro jeho objevitele proces, cestu,
kterou vidí, které rozumí. Pokud by byl objevitel takového vzorce nucen převzít
jeho zkrácenou verzi, mohlo by dojít k desémantizaci a k riziku vzniku formálního
poznatku (Hejný, 2014, s. 20, s. 55–58). Na závěr se s námi D. Jirotková podělila
o zápis 4n − (n − 1), který objevily děti. Jejich pohled na situaci byl následovný:
Kdyby to byly samé čtverce, potřebujeme 4n zápalek, avšak vždy spojením dvou
čtverců bude jedna zápalka navíc, připojením každého dalšího čtverce bude vždy
jedna zápalka navíc, tedy spojením n čtvercových oken bude (n− 1) zápalek navíc,
tedy musíme odečíst (n− 1).

Následovala úloha s dvojokny (obr. 5) a obdobná otázka: Kolik zápalek potřebuji
k vytvoření n dvojoken?

Obr. 5

Objevily se dva zápisy 2+5n a 7+5(n–1). Ten první představuje dvě svisle pod
sebou položené zápalky, ke kterým se stavěním každého dvojokna přidá dalších
5 zápalek. Druhý zápis představuje již postavené první dvojokno, ke kterému se
stavěním každého dalšího dvojokna přidá dalších 5 zápalek.

S obrázkem 6 přišla otázka, Kolik zápalek potřebuji na n-tý obrazec?
Zde se mezi účastníky objevily dva zápisy 5 + 3n a 5 + 3(n–1), které však po

algebraické úpravě nebyly totožné. V průběhu diskuze se zjistilo, že je nutno se

5Také by bylo možné, že autor n-tici čtverců vnímá jako n-tici
”
Úček“ otočených o 90 stupňů doprava zakončených

jednou zápalkou navíc.
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Obr. 6

domluvit, co je to n. První účastník vnímal n jako počet čtvercových oken, druhý
jako pořadí obrazce.

Během dílny se povedlo společně řešit ještě jednu úlohu (obr. 7).

Obr. 7

U předchozích úloh již všichni účastníci měli vybudovánu strategii, jak najít
vzorec pro počet zápalek potřebných k postavení n-tého obrazce. Zde je situa-
ce složitější, neboť obrazec se nezvětšuje pouze jedním směrem (lineárně), ale ve
dvou směrech (kvadraticky). Jeden z účastníků po krátké chvíli přišel s řešením
2 · n · (n+ 1). Obrazce si rozebral na skupinu svislých a vodorovných zápalek. V kaž-
dé této skupině je jich stejný počet (po 2 u prvního obrazce, po 6 u druhého
obrazce. . . ), odtud číslo 2 na začátku vzorce. V jedné takové skupině je (n + 1)
řádků/sloupců zápalek po n zápalkách, odtud n · (n+ 1).

K dalším úlohám (obr. 8, 9, 10) jsme se v průběhu dílny nestačili dostat, avšak
dvěma zájemcům jsem tyto úlohy poskytla.

Obr. 8 Obr. 9 Obr. 10

Jejich řešení necháváme na čtenáři.
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Závěr

Tyto úlohy nabízejí učiteli možnost individualizovat výuku. Žáci mohou řešit na
několika různých úrovních od manipulace a čistě geometrického uchopení až po
řešení v představě a algebraické uchopení.
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Jak učit matematiku v cizím jazyce – praktické
ukázky

Hana Moraová, Jarmila Novotná, Alena Šturcová1

Článek seznamuje čtenáře s obsahem pracovní dílny, která proběhla na konferenci.
CLIL je zkratka pro Content and Language Integrated Learning, tj. výuku nejazy-
kového předmětu pomocí jazyka, který není mateřským jazykem žáků. Po stručném
uvedení základních charakteristik výuky metodou CLIL je pozornost zaměřena na
ukázky aktivit vhodných pro realizaci výuky metodou CLIL na základní a střední
škole. Jsou uvedeny rozdíly v organizaci výukových aktivit na různých stupních škol,
které jsou výsledkem nejen různých úrovní znalostí jazyka, ale i probírané mate-
matiky, a ukázkové aktivity pro základní i střední školu. Aktivity dokumentují, že
příprava výukových jednotek pro výuku metodou CLIL není extrémně složitá.

CLIL, Content and Language Integrated Learning, tedy integrovaná výuka nejazy-
kového předmětu a cizího jazyka, je jedním z moderních trendů v českých školách.
S vyučováním metodou CLIL se můžeme setkat ve stále rostoucím počtu škol. Vý-
uka metodou CLIL má na rozdíl od bilingvní výuky dva cíle – cíle jazykové a cíle
specifické pro vyučovaný předmět. Aktivity do hodin matematiky vyučovaných me-
todou CLIL je třeba volit s přihlédnutím k jazykovým dovednostem žáků a k cílům,
jichž je třeba dosáhnout v matematice.

V příspěvku jsou popsány aktivity, které proběhly ve stejnojmenné dílně na kon-
ferenci. Dílna byla zaměřena na výuku matematiky v angličtině; přenesení nápadů
a námětů do jiných nejazykových předmětů nebo jiných jazyků je ale snadné.

1Univerzita Karlova, Pedagogická fakulta, hana.moraova@pedf.cuni.cz, jarmila.novotna@pedf.cuni.cz,
alena.steflickova@seznam.cz
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Teorie na úvod

CLIL se v současné době používá ve dvou formách. V „silnéÿ (hard CLIL) formě,
kdy je obsah kurikula vyučován pomocí jiného než mateřského jazyka. Této verzi
se obvykle říká „obsahově zaměřenáÿ. Ve „slabéÿ verzi se učitelé jazyků pokoušejí
začlenit tematický celek do své jazykové výuky. Tato verze je známá jako „jazykově
zaměřenáÿ (Kolektiv autorů, 2011).

Při použití metody CLIL ve škole je třeba dodržovat některé zásady (Čaňková,
2011): Výukové materiály musí obsahovat posloupnost konceptů podobně jako při
standardní výuce daného předmětu. Kritéria hodnocení porozumění a osvojení si
příslušných znalostí musí být v první řadě založena na obsahu. Jazyk není hodnocen
samostatně, ale jako prvek, který je klíčovým prostředkem k dosažení cílů týkajících
se aktivního použití obsahu. Didaktické materiály jsou zpracovány s použitím úloh,
které jsou upraveny pro potřeby použití při metodě CLIL (úpravy, selekce infor-
mací, vypuštění a přidání informací aj.). Jazyková podpora je začleněna do využití
výukových opor nebo zasazena do textu. Kromě toho je při výuce metodou CLIL
třeba dbát na rozvoj ve čtyřech oblastech definovaných Coylem (2006), tzv. 4C
– obsah (Content), komunikace (Communication), rozvoj kognitivních dovedností
(Cognition) a kultura (Culture).

Rozdíl mezi aktivitami vhodnými pro použití na ZŠ a SŠ

Aktivity vhodné pro střední školu se mohou lišit od aktivit používaných na zá-
kladní škole nejen obsahem, ale také předpokládanou úrovní jazykového poznání
i kognitivních schopností obecně. Jednou z výhod vyšší úrovně jazyka je větší mož-
nost využití autentických materiálů bez dalších úprav, např. GeoGebra, gapminder
(práce s programy v angličtině) nebo využití videí a podcastů v angličtině (např.
TED talks, BBC (Radio 4), youtube).

To, co při přípravě aktivit platí na obou stupních škol, je, že matematickému
obsahu lze vtisknout pečeť jazykového cvičení, které se běžně používá ve výuce
angličtiny, např.

• pro procvičení terminologie a slovní zásoby – doplňovačky, křížovky, pojmové
mapy, spojovací cvičení, brainstorming,

• pro rozvoj čtení s porozuměním práce s matematickým textem či nemate-
matický kontext úloh – pohádky, pověsti, texty z jiných vědních oblastí, na
něž mohou navazovat početně zaměřené úkoly,

• poslechová cvičení,

• komunikativní aktivity – např. práce s information gap, pouze komunikací
se spolužáky se žákům podaří získat všechny potřebné údaje, tzv. miller
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activities – žáci se pohybují po třídě a společně se spolužáky řeší konkrétní
úkol,

• psaní – např. při tvoření slovních úloh pro spolužáky.

Současně aktivity ve všech případech pomáhají rozvíjet porozumění žáků ma-
tematice, případně formou, která je pro žáky zajímavá, procvičovat a opakovat
matematické znalosti a dovednosti.

Praktické ukázky vhodných aktivit pro výuku metodou CLIL

Na konkrétních ukázkách z výuky formou CLIL na základní i střední škole přiblí-
žíme specifické rysy související s CLIL. Jsou v nich ilustrovány základní charakte-
ristiky vhodných aktivit včetně jejich možných modifikací pro různý věk žáků.

Základní škola

Na základní škole je možné zavádět prvky CLILu již od prvního stupně. V článku
(Moraová & Novotná, 2015) je představena epizoda z výuky metodou CLIL ve
3. ročníku ZŠ ve třídě, kde se děti učily angličtinu ve škole dva roky. Experiment
ukázal, že už s těmito dětmi lze CLIL ve slabé verzi úspěšně zařazovat do vyučo-
vání. V článku je popsáno využití CLIL při procvičování základních numerických
dovedností pomocí nestandardních forem násobení jednociferných i víceciferných
čísel.

Stručně popisujeme některé jednoduché aktivity vhodné k využití při výuce meto-
dou CLIL.

• What shape am I? Aktivita vhodná pro rozvoj komunikačních dovedností
a upevňování přesného používání terminologie v anglickém jazyce. Práce
probíhá ve dvojicích. Jeden žák postupně popisuje vlastnosti obrazce, který
vidí na obrázku. Své vlastnosti popisuje jednoduchými větami v angličtině
(např. I have four sides apod.). Úkolem druhého žáka je uhodnout, který
obrazec první žák představuje. Může klást v angličtině doplňující otázky, na
které lze ale odpovědět pouze ano/ne. Žáci ve dvojicích se v rolích střídají.

• Číselný had (procvičování sčítání/odčítání/násobení/dělení). Žáci dostanou
obrázek stonožky, jednotlivé články jsou prázdné. Pro procvičení anglického
jazyka je dobré nejdřív si o stonožce krátce povídat – What is its name? How
will we call it? It’s really hungry. It needs food. It eats numbers. Při prvním
použití doporučujeme, aby učitel diktoval čísla i početní operace. Write three
in the first segment. Plus seven. Write the result in the next segment. Minus
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five. Write the result in the next segment. Při dalších použitích už mohou
diktovat žáci sami. Princip aktivity rychle pochopí. Cílem je, aby na konci
stonožky všichni došli ke stejnému výsledku. Při dělení jsou někdy třeba
nenásilné korekce učitelem, který zajistí dělitelnost. Např. Oh, it doesn’t like
three. Divide by five. Poté učitel vrátí iniciativu žákům.

• Multiplication/addition/subtraction mingle. Každý žák dostane kartičku s čís-
lem. Na pokyn učitele se všichni žáci zvednou a každý najde libovolného spo-
lužáka. V anglickém jazyce se představí (Hello, how are you? I’m fine. I am
37.) Svá čísla vynásobí (nebo sečtou či odečtou). Výsledek napíší viditelně
na kartičku. Poté se postupně zařadí do číselné řady před tabulí. We are 27
times 24, we are 648. We should stand here.

• Guessing. Žák dostane číslo z malé násobilky. Postaví se před třídu a řekne.
I am divisible by 9 and by 4. What number am I? Kdo ví první odpověď,
jde před tabuli s dalším číslem. Je třeba žáky upozornit, že aktivita probíhá
v kontextu nejmenších společných násobků. Žáci tak budou jednotlivé situace
vzhledem ke svým znalostem řešit přirozeně.

• Triangles. Žáci např. za domácí úkol vyfotografují příklady trojúhelníků ve
svém okolí. Všechny fotografie se nahrají na společný disk. Učitel postupně
promítá jednotlivé fotografie a žáci pojmenovávají vlastnosti trojúhelníků
(acute, obtuse, isosceles, right).

• Problem posing. Učitel na tabuli napíše matematický výraz, např. 1
2+

1
4 . Žáci

k němu vytvářejí slovní úlohy. Formulují je v angličtině.

Střední škola

Ukázka videa: Hans Rosling – 200 countries, 200 years, 4 minutes

Ve videu švédského lékaře, vědce a statistika Hanse Roslinga 200 countries, 200
years, 4 minutes (200 zemí, 200 let, 4 minuty) jsou prezentována data týkající se
vztahu mezi HDP (bohatstvím země) a střední délkou života. Pro prezentaci dat je
použit software Gapminder, takže žáci vidí změny ve vývoji tohoto vztahu u růz-
ných zemí. Video se dá použít v rámci hodin statistiky, buď na začátek výukového
celku jako motivační, nebo na konec výukového celku, aby žáci měli možnost vidět
statistiku i z jiného pohledu. Hodina se dá postavit např. tak, že je na začátek žá-
kům představen Hans Rosling, žáci si povídají o tom, co zahrnuje práce statistika,
pak podle názvu videa odhadují, co vlastně v daném videu mohou očekávat. Podle
úrovně žáků pak může následovat práce s vybranou terminologií, aby se slabší sku-
pině zjednodušilo první sledování. Pokud je skupina jazykově pokročilá, pracuje
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s vybranou terminologií až na konci, žáci sledují video ještě jednou a usuzují na
význam slov z kontextu.

Trochu netradičně oproti standardnímu postupu při práci s videi v hodinách
cizího jazyka nedostanou žáci žádné informace o videu před prvním sledováním,
ani žádné otázky či úkoly, jen úkol pozorně sledovat video s anglickými titulky.

Po prvním sledování dostanou žáci seznam otázek, nad kterými diskutují, např.:
What is the reason Hans Rosling wants to present the data this way? What are
the axis of the graph of Hans Rosling? What does the size of a bubble show?
What year does it start? Name at least three positive and three negative factors
which influenced positions of countries on the chart. Name at least one thing which
happened in 1948. What is Hans Rosling’s advice for the future?

Po diskuzi (dvojice, pak skupinky, podle úrovně žáků) sledují žáci video ještě
jednou (popřípadě dvakrát). Následuje společná diskuze a práce se softwarem Gap-
Minder, kde si ukazují, kde se ve videu nacházela Česká republika. Další vyučovací
hodinu mají žáci čas na to, aby se seznámili se softwarem, a pak plní úkoly a vy-
hledávají data pomocí tohoto softwaru.

Aktivita pro výuku pravděpodobnosti – Problém Montyho Halla

Tato aktivita pro výuku pravděpodobnosti vychází ze seminářů Katedry ma-
tematiky a didaktiky matematiky na Pedagogické fakultě Univerzity Karlovy. Ak-
tivita se dá v různých zdrojích nalézt pod názvem „The Monty Hall problemÿ
a jmenuje se podle moderátora americké televizní soutěže „Let’s Make a Dealÿ
z 80. let (Azad, 2009). V této soutěži mohl soutěžící vyhrát auto, které se skrývalo
za jedněmi ze tří zavřených dveří. Za dalšími dveřmi byly kozy. Moderátor vyzval
soutěžícího, aby si vybral dveře, za kterými si myslí, že se výhra nachází. Poté
moderátor otevřel jedny ze zbývajících dveří, kde se skrývala koza. Pak se zeptal
soutěžícího, zda chce změnit svůj původní tip nebo ne.

Průběh aktivity: Žáci jsou s hrou seznámeni u SmartBoard (obr. 1). Pak jsou
vyzváni, aby si zkusili 20 her ve dvojicích. Pro urychlení a při přístupu na PC
mohou žáci simulovat hru v online prostředí2. Žáci přijdou na to, že výhodnější
je změnit dveře, a jsou vyzváni, aby přišli na to, proč to tak je – kreslí strom
pravděpodobností.

Vysvětlení (obr. 2): Simulace v případě, že auto je za prvními dveřmi.
Vysvětlení lze žákům ukázat i na videu: Jednoduché vysvětlení představuje Ron

Clarke ve videu kanálu Nainsenx3; Lisa Goldberg ve videu kanálu Numberphile
ukazuje další aspekt, a to rozšíření dveří na sto, což je pro žáky k pochopení ještě
jednodušší4.

2Například zde: http://www.stayorswitch.com/
3https://www.youtube.com/watch?v=mhlc7peGlGg
4https://www.youtube.com/watch?v=4Lb-6rxZxx0
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Obr. 1: Printscreen z prezentace SmartBoard – aktivita č. 1

Obr. 2: Pravděpodobnostní strom pro Problém Montyho Halla (Xander, 2010)

130



Aktivity jsou pro žáky pochopitelné a motivační. Navíc při nich musí komuni-
kovat a diskutovat.

Poznámka na závěr

Zkušenosti s výukou metodou CLIL ukazují, že není třeba se této metody bát. CLIL
nepodporuje jen jazykové dovednosti, ale má vliv i na to, jak myslíme. Učení se
různým jazykům pomáhá rozvíjet myšlenkové procesy žáků; to, že se naučí nahlížet
na tentýž jev z různých úhlů, může výrazně ovlivnit jejich schopnost rozumět.
(Marsh & Langé, 2000)

V pracovní dílně byly ukázány některé aktivity vhodné pro použití při výuce
metodou CLIL. Jsou to jen ukázky a není jich mnoho, to je dáno omezením délky
příspěvků do sborníku z konference Dva dny s didaktikou matematiky 2017. Ale
i tento malý vzorek ukázal, že příprava aktivit pro výuku metodou CLIL není nijak
složitá. Navíc jsou uvedené aktivity snadno modifikovatelné i do výuky matematiky
v českém jazyce.

Poděkování

Příspěvek vznikl v rámci řešení projektů Progres Q17 Příprava učitele a učitelská
profese v kontextu vědy a výzkumu a SVV 260 458 Výchova a vzdělávání.
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